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1 VORBEMERKUNGEN 1

1 Vorbemerkungen

Was sind Strahlungskorrekturen?

Ausgangspunkt:  Storungstheoretische Auswertung einer Quantenfeldtheorie, d. h.
Wechselwirkungen werden als Storungen zur Theorie freier Felder
betrachtet.

Diagrammatische Veranschaulichung: Feynman-Graphen.

Niedrigste Ordnung: ,Born'sche Naherung"

Baumgraphen: etc.
Hohere Ordnungen: ,Strahlungskorrekturen”

Schleifendiagramme: etc.

Historisch: Photonabstrahlung bei Elektron-Kern-Streuung:

Y Y
e e’ e e’
Kern
dE

Photonspektrum fur E, — 0:  do ~ E—W — Infrarot-Divergenz!
g

Kompensation der IR-Divergenz durch virtuelle Beitrage:
0% Y Y
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1 VORBEMERKUNGEN 2

Weiterer Beitrag in gleicher Ordnung:

Vakuumpolarisation”

Strahlungskorrekturen fiihren zu (i.A.) kleinen, beobachtbaren Effekten.

Beobachtbare Effekte der Quantenelektrodynamik (QED):
e Lamb-Shift: Verschiebung atomarer Energieniveaus durch
Strahlungskorrekturen.
H-Atom: AE(2s;/, — 2p1/2)exp = 1057.85 MHz.
Energieniveaus:

2p3/2 __________________
7 25115
~=1040 MHz
Y U e | 17 MHz )
— P12
Dirac-Coulomb QED-Strahlungskorrekturen
e Anomales magnetisches Moment von e, u: m = Fg M—:i
Gu — 2 . eXp . —10
z.B. = a,° = 11659203(8)-10""",
2 exp
a® —a = (275+11)-107'9.
Relevante Diagramme:
— >‘ + }- + (2-,3-,4-Loop)
a
9 - 2] + - +
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1 VORBEMERKUNGEN

Beobachtbare Effekte der elektroschwachen Theorie (SM):

Inputparameter: «, G, Mz,
me,
My,

s

Observablen: Mz
M
2,(M2)
[z, T7 7

my

rel. Fehler <2.107°

effektive Quarkmassen fiir g # top aus a(M2)

(Higgs-Boson bisher nicht gefunden!)

starke Kopplungskonstante; rel. Fehler 2-3%

(LEP1)

(UA2, CDF, DO, LEP2)

(LEP1, SLD)

(LEP1)
(CDF, DO)

Theoretische Vorhersagen: F (a(M3), G, Mz, my, My, o)

Fit des SM an Daten liefert:

e gute Ubereinstimmung nur nach Einbeziehung von Strahlungskorrekturen,

e \orhersage von m; liber Strahlungskorrekturen in Ubereinstimmung mit direkter
Messung von m{™® = 174.3 £ 5.1 GeV,

e Ableitung von Schranken fiir My (genauer: log My) aus My-Abhangigkeit der
Strahlungskorrekturen (falls das minimale Modell korrekt ist).

- All except m,
2004 68%CL

140 Exclgde:d' .

Preliminary

2
10 10

3
10

m, [GeV]

— My < 219 GeV © 95% c.l.
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VORBEMERKUNGEN

Allgemeines Vorgehen:

e Theorie formulieren:

e Storungstheorie:

e Technisches Problem: Divergenzen

e Kompensation der Divergenzen

und Restaurierung der Symmetrien:

e Fixierung der Parameter:

e Vorhersagen der Theorie:

e \ergleich mit Experiment

Felder & Symmetrien

1
Lokale Lagrange-Dichte

I

Feynman-Regeln

1

Feynman-Graphen

1

Schleifenintegrale

I

Regularisierung

1

Lokale Counterterme

I

Renormierung

1

Berechnung von Observablen

(Zerfallsbreiten, Wirkungsquerschnitte, . ..
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1 VORBEMERKUNGEN

Konventionen:

Lorentz-Algebra:
4-Vektor:

Metrik:
Skalarprodukt:

Gradient:

Wellenoperator:

pH = (p°, p),
gl_“/ = g/.Ll/ = dlag(l, _1, _1, _1),

p-q=p*q, =p*qgu =p°¢° —p-q,

0 0
= — K = —
Ou OxH '’ 0 ox,,
82
O = K = — — )
84d, o2 A

Dirac-Algebra: (4-dimensional)

Dirac-Matrizen:

Dirac-Slash:

Antikommutatoren:

Dirac-Spinoren:

Dirac-Gleichung:
adjungierte Spinoren:

Normierung:

Einheitensystem:

SI-Einheiten
h, c

Yo Vs = —VoNV¥s = VYR Yovuvo =

Ouy = é [Yu, Y], etc.

b= Pty = puy* .

{'Yu"Yu} =YuYv TV Yy = 29;/,1/ -1, (TI’{].} = 4) '
{"an'Y5} =0.

(p—m)us(p) =0, (p+ m)vs(p)=0,
i-(p) = ub(P)¥o,  Ts(p) = vi(P)o,
Uy (p) U (p) = 2mbger

Vo (P)Vor(P) = —2mdgsr

Uy (P) Yo Us'(P) = 2Podoo

Vo (P) Yo Vo' (P) = 2P0bsor -

— ,natirliche Einheiten”,

— 1.
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1 VORBEMERKUNGEN 6

Fouriertransformation:

d4C] —igx £ rad 4 +igx
f(x)= (2@46 f(q), f(q) :/d xe'f(x)
Ubung:
Vergewissern Sie sich, daB (es gilt c = 1;x% = t;x' = (X);,i = 1,2, 3):
9, 9, 9, 9, 3,
b= _- — — - = _
0 (61" oxL' ox2’ ax3> (61" V) |
b= Py =pur*,
pp = plpy-1=p°-1,
o bhEm
p—m  p?—m?
{Vw.s} = 0,
VYWY = —2Vu.
Tr ('.Yu,'Yu) = 49uv ,
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2 Quantenelektrodynamik

Relativistische, quantenfeldtheoretische Beschreibung der elektromagnetischen
Wechselwirkung von e~ und Photonen.

2.1 Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln

Annahmen: Spin-1-Feld 9 (Elektron), Spin-1-Feld A (Photon), Lorentzinvarianz,
Skaleninvarianz fiir hohe Energien (— lokale Wechselwirkungen mit Dimension < 4),
Eichinvarianz: L ist invariant unter der lokalen Eichtransformation A(x):

P(x) — €NOP(x), P(x) — P(x)e N

AL(x) — Au(x) + 0uN(x) .

Lagrangedichte:

1 — _ _
L= —ZFuF" + 9@ —miy +  edpy
N—— \ ~ v N——
freies Photonfeld freies Elektronfeld Wechselwirkung

Felder: P = Elektron-Positron-Feld (Dirac-Spinor),
A, = Photonfeld (masseloses Vektorfeld),
F. = 0,A, —0,A, = Feldstarketensor.
Parameter: m = Elektronmasse,
e = Elektron-Photon-Kopplungskonstante

(= Elementarladung = e™-Ladung)
Abkurzung: kovariante Ableitung D, = 0, — ieA,:

L= _%F/.LI/FMU +’lﬁ(/@— m)'lp
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2.1 Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln 8

Propagatoren

Propagatoren = Green'sche Funktionen der freien Feldgleichungen (e = 0).

Elektronpropagator:

Freie Feldgleichung:
oL oL

0(0up) OV
Definition:

(i — m)S(x) = 6" (x) .

Losung durch Fouriertransformation:

O =0 = (i—myY=20 (,Dirac-Gleichung").

S(x) = / (sﬂ”y e P*5(p) .

d4p —ipx G — 54 — d4p —ipx
— /(27T)4 € (p _ m)S(p) =0 (X) — (27_(_)4 € ’
—  S(p) = ! = ptm flir p? # m? .

p—m  p>—m?

S(x) erhalt man durch Riicktransformation.
Kausalitat liefert Randbedingungen zur Behandlung der Pole bei pg = £+/p? + m?.

— Elektronpropagator:

ip+m) i

p2—m2+ie p—m+ie’

i5(p) =
(e > 0, infinitesimal)

Ubung: Uberzeugen Sie sich, daR:

(19— m) [557 €77 8(p) = 5400
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2.1 Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln 9

Photonpropagator:

Freie Feldgleichung:

oL oL
_ _ B - v_g
au 8(8MA'/) OAY 0 — ( g+ au,a,/)A 0

Versuch: Definiere Photonpropagator D*(x) liber
(_guuD + ap,a//)Dup(X) = —5554(X) .
Fouriertransformation:
d4q —igx
D,U,I/(X) = /(2,".)4 e ' DMU(q) .

— SnguU - QMQI/)JDW(Q) = —5Z )
Mo

Achtung: ¢*M,, =0 == M,, nicht invertierbar
Grund: Eichinvarianz von L4 = —%FWFW.

Eichfixierung:
1 2
L— L — 2—5(814) ,

€ = Eichparameter  (allgemein: R¢-Eichung; € = 1: Feynman-Eichung)

Observable hangen nicht von £ ab.

Definition:
[ 1
_gp,l/D + (1 - g) 8M8U] DUP(X) = —5554(X) .
i 2 1 aYqy 0

— |4 Guw — 1—5 quqv | D"(q) = -0y, .

Beriicksichtigung der Kausalitat (Verhalten bei g — 0) liefert den
Photonpropagator:

= —i Audy
Buld) = e |w - 22—
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2.1 Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln 10

Herleitung von Feynman-Regeln
Allgemeine Bemerkungen

Vertizes: Jeder Term in £ mit einem Produkt aus Feldern ¢1,...¢,
liefert einen Vertex mit diesen aulseren Feldern.

Ortsraum: Funktionalableitungen
$3(x3)
d2(x2) V, (x Xp) = 0 d i [d% L
7 bt 20) =56 0a) 0 (xn) '
d>n(Xn)
¢1(x1)
Impulsraum: Ubergang durch Fourier-Transformation
— 0-Funktion fiir Impulserhaltung an jedem Vertex.
Propagatoren: = Inverse 2er-Vertizes.
—1
Pogt = (Vo) M s posic -
—1
——o = - (—»—0—»—)
¢ ¢ ol

p2—p2+ie
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2.1

Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln

11

Rezept zur Ableitung der Feynman-Regeln aus £

1. Suche alle Produkte in /L, die genau eine bestimmte Auswahl von Feldern

enthalten; diese bilden die auBeren Linien des Vertex.
ZB.: —g(0,A))A*B” = —g(0,A?)g,,A*B" .

q AR

. Ersetze alle Ableitungen durch (—/) mal die einlaufenden Impulse der Felder, auf

die sie wirken.
—  —g(—1qu) g APAFBY = ig(qugow)APA*BY .

. Summiere Uber alle Permutationen der Indizes und Impulse gleicher aulerer

Felder.
— 19(qugov + dpguv)APALBY .

4. Streiche alle aulBeren Felder.

— 19(quov + dp9uv) -

Bemerkungen:

e 2. entspricht der Fourier-Transformation,

e 3. + 4. entsprechen der Funktionalableitung.

Ubung: Skalar-Vektor-Vertex

Sei A, (x) ein Vektorfeld, und B(x) und C(x) skalare Felder. Bestimmen Sie die
Feynmanregel fir die Vertices

(a) Ly = gA*(Bo,C — CY,B) .

(b) Ly = gA*ALCD .
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2.1 Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln 12

Feynman-Regeln der QED

eeA-Vertex:

DI

1. ie Py, PA*
2. iePy P A*
3. iePy PA*

4. ievy,

ee-Propagator:

p
——= e  (ée-Vertex)
g

+A i

1 ip(iyu0* — m)y
2. (i =ip*) = m)w
= iY(p—m)
3. i —m)y
4. i(p—m)
Propagator:

. 0 i(p+m)
~lip—m)) = g =
i(p+m) _

p? — m? + ie
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2.1 Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln

13

AA-Propagator:

L _i(?uAu - auAu)(a“Alf — 07A%) — i(aw-a\u)(auAU)
- —é(auA,,)(auA”) + é(a,,Au)(c’?“A”) - i(aﬂA“)(auA”)

. : 1
= LA, g0, A, — — (1— S ) ABROA,  + B,(--)
,Oberflachenterm”

— kein Beitrag

k k' = —k
AA-Vertex: AM W Ay
2. éAqu(—ika)(—iko‘)AM - é (1 - E) Ay (—ikP)(—ik") A,

— i_QlW _E WV
_AMA,,zl Kg +<1 £>kk}

3. Faktor 2! wegen Symmetrisierung

4. —i [ngW - (1 —~ %) k“k”} =— (PA)Y

(*)

Ubung: Bestimmen Sie den Propagator aus () mit Hilfe des Ansatzes:

~ kH kY kH kY
Pii=iD" =a <g‘“’ — ) b :

k? k?

Losung: Einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert

1
aik’> =1, a—b= =0,

Pia (Paa),, = 05 -

§
—1 I
— a=17 b:ga:—p.
Ergebnis:
iDH (k w1 KK A ‘ A
= — — N NANANANANANS A
IDE k) K tie| ? * g)/<2—|—/'e o —
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2.1 Lagrange-Dichte der QED, Feynman-Regeln 14

Feynman-Regeln der QED (Zusammenfassung):

Propagatoren:
P /
® - ° -
— p— m+ie
k [ kH kY
A, e~~~ A . —gHv 1 — .
w — v k2+/€ g +( g)kz‘l'/e
Vertex:
e
AL ey
e
Impulse:

e Impulserhaltung an jedem Vertex,

. . | o d*
e Integration lber jeden freien Schleifenimpuls: /_q .
(2m)*

Dirac-Ketten:

e Reihenfolge der Dirac-Matrizen und -Spinoren verlauft entgegen der
Pfeilrichtung im Feynman-Graphen,

e Faktor (—1) und Dirac-Spurbildung in Fermion-Schleifen,
e Faktor (—1) fiir Vertauschung auRerer Fermionlinien.

Fur S-Matrixelemente:

auRere Linien: e et ¥

einlaufend: - ® o o ANNANANANNS
1o (p) (1) u(k. )

auslaufend: [ T @ -~ N NANANANANANY
by (p) Vo (P) €, (k, )
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2.2 Green’'sche und Vertexfunktionen der QED 15

2.2 Green’sche und Vertexfunktionen der QED
a) Photonpropagator

Darstellung der Korrekturen zur Photon-Zweipunktfunktion durch die Verkettung
von irreduziblen Vertexfunktionen (Selbstenergie-Einsetzungen) und freien
Propagatoren: Dyson-Reihe

o ~(Org = sors - e

G = Dy + i(bxD),, +  i(D¥DXD),  +

Selbstenergie: Summe aller Schleifendiagramme, die zwei Photonpropagatoren
verbinden konnen und nicht selbst aus zwel durch einen Photonpropagator
verbundenen Stiicken bestehen.

o
—iXu(k) = B~~~ v

Zerlegung nach Lorentz-Kovarianten:

k. k k. k
s = (9 - 5) )+ B s
N—— N——
Transversalantell Longitudinalantell

Ubung: Nehmen Sie an, daR die Funktionen ¥24(k?) und ¥*(k?) bekannt sind.
Bestimmen Sie damit den korrigierten Photonpropagator als Summe der

Dyson-Reihe!
Losung:
. ky k 1 kuk (K2 -
GMk) = =i (gw — %) (K + S84(k%) " — Zzu <? + ZfA(k2)>

Bemerkung: Photonpropagator in der QED ist eichinvariant = Aufsummation sinnvoll

SM — Eichbosonpropagatoren sind nicht eichinvariant.
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2.2 Green’'sche und Vertexfunktionen der QED 16

Photonselbstenergie:

Storungsentwicklung:

—izi) (k) = ~.~<:>..~

+ 0(e°

Einschleifen-Naherung:

= —iZQ@M(k) + 0 (e*)

qg+k
d%g , . I
= (—1)/7(2”)4 Tr {Ieﬁmr—mle%—ﬂ—l—k—m}’
. s@Mg = e (S0 T Ol mn(d s K m)}

(2m)* (¢ — m?)[(q + k)? — m?]

UV-Verhalten: g°> — oo

/d4q~/dq ¢ dQ; ¢ —m* (q+k)? —m~q
0
dg _
— /?{1,q,qz}~/dq{q L 1q}
— Logarithmisch, linear, quadratisch divergente Integrale!

Saubere Definition der Integrale durch ,Regularisierung” erforderlich!
(= Modifikation der Theorie, so dafls divergente Integrale definiert, also endlich sind).
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2.2 Green’'sche und Vertexfunktionen der QED 17

b) Elektronpropagator

p p o
0—<—<:>—<—0 - o—==e 1) —w—o +
ot

G (p) iS(p) + i(S(p) =°(p) S(p) +

Elektronselbstenergie

Zerlegung nach Kovarianten:

(p) = pv(p?) + mIS(p?)
—— N——
Vektorantell Skalaranteill

Einschleifen-Naherung:  (Feynman-Eichung £ = 1)

«—iﬁ«— = iZ%(p)+ 0 (e

i/e'y / Ie"YB —/'gO‘B
m* " g—m (g —p)? —

Inﬁmtesmale Photon-

.masse” zur Regularisie-
rung der IR-Divergenz

dq Yo (4 + m)y*

= 0 = € [omE @ mP)(a- 7 -

d : . : .
UV-Verhalten: /?q {1,q} = logarithmische, lineare Divergenz.
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2.2 Green’'sche und Vertexfunktionen der QED 18

c) Photon-Elektron-Vertex

ek, —pl.p) = ieYu + e Au(pp)
N——
Vertexkorrektur

Einschleifen-Naherung:  (Feynman-Eichung £ = 1)

= ieA, (P, p)+ O(e)

d*q . i . i o
— ! - —F1 .
et g —m g p—m TP
—ig®h

'q2_>\2

, [ dY Yald + B + m)vu(d + p+ m)y*
2m)* (a2 = N)[(a+p)2 — m?[(g + p')2 — m?]

— A, p) = —ie

d
UV-Verhalten: /_q —> logarithmische Divergenz.

q

Ubung:

Uberlegen Sie sich eine Faustformel zur Bestimmung des Divergenzgrades eines
beliebigen Einschleifen-Diagramms in der QED (in Feynman-Eichung).
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2.3 Einschleifen-Integrale 19

2.3 Einschleifen-Integrale
Regularisierung:

~Erweiterung” der Theorie durch Modifikation des UV-Verhaltens, so dall divergente
Integrale endlich werden.

Einfiihrung eines neuen freien Parameters 9, so dald sich formal die urspriingliche
Theorie ergibt fir 6 — dg .

I"®9(9) ist endlich fiir allgemeines 9, aber /re9(5)6—6> oo flir urspriinglich divergente
—00
Integrale. Fiir urspriinglich konvergente Integrale mul3 5“”3 1"°9(9) das richtige
—00

Ergebnis liefern.

Renormierung:

Korrekturterme zur Lagrangedichte zur Restaurierung der Eichinvarianz und
.Beseitigung” der Divergenzen durch Neudefinition der Inputparamete:

mo = m + om
T T T
urspriingliche, renormierte ~Massen-
~nhackte” Masse Masse Counterterm*
J l l fir 6 — 8o
00 endlich 00

— Vollstandige Absorption der Divergenzen in einer endlichen Anzahl
von Parametern. In renormierbaren Theorien (z.B. QED, SM) bleibt
die Anzahl der Parameter in allen Ordnungen gleich.

Ergebnis:

e 0 — 0o durchfiihrbar nach Renormierung.
— Endliche Ergebnisse ausgedrickt durch renormierte Parameter.

e Unabhangigkeit von der Art der Regularisierung.
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2.3 Einschleifen-Integrale 20

Dimensionale Regularisierung
Berechnung von Loop-Integralen in D = 4 — € Dimensionen:
(Achtung: oft auch D = 4 — 2¢)

dq . p [ d°%
emt —*  Jemp

Integrale, die fur D = 4 UV-divergent sind, sind konvergent fiir hinreichend kleines D.

— Analytische Fortsetzung zu beliebigem komplexem D!
(Erwartung: Divergenzen — Singularitdten in der komplexen D-Ebene.)

(u = beliebige Referenzmasse)

Rechenregeln (in D Dimensionen)

Metrik: g* ist D-dimensional:  w,v=20,1,..., D—1;
o =g, =D .
Dirac-Matrizen: v sind entsprechend zu verallgemeinern:

(in geradzahligen Dimensionen D : dim(y*) = 2P/2),

{7y =29"-1,

Tr{l} =4. (per Definition)
Vorteile: Lorentzinvarianz, Eichinvarianz, Einfachheit.
Probleme: vs-Algebra, SUSY — keine konsistente Definition in D =

4 — 2¢ Dimensionen moglich.

Ubung:

Zeigen Sie, ausgehend von gff = D und {¥*,+4"} =2g*” -1 in D Dimensionen:

Y = D-1,
YWY = (2-D)v.
VYV = 44" 1+ (D= 4) vy
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2.3 Einschleifen-Integrale 21

Bemerkungen zur mathematischen Definition

Einbettung in co-dimensionalen Raum:

e AuBere Impulse € spannen ,Parallelraum” auf:

J
k=k+k., k=) K& = paralleler Anteil,
j=1

—

ki = orthogonaler Antell.
e Funktionen f(k) hiangen nicht von der Richtung von k, ab.
Definition:
/de f(k) = QD_J-/dkl---ko/dkl kP71 £ (k)

5(D=J)/2

Qp- : Raumwinkel in (D — J) Dimensionen, Qp_; = W.
2

— Analytische Fortsetzung zu komplexem D moglich.

Eigenschaften:

Linearitat,

Skalierungseigenschaft: [dPk f(xk) = \=P [dPk f(k) fiir A >0,

Translationsinvarianz,

Unabhangigkeit von der Paralleldimension J,

[dPk (k?)> = 0 fiir alle a (Definition!),

o _ -
Partielle Integration: /de mf(kz) = 0 (Oberflachenintegral),

. U -
Isotropie: /de k'K f(k?) = B/de kK*f(k?) .

Bemerkung: dimensionale Regularisierung bewirkt eine effektive Modifikation der Physik beli
Skalen, die wesentlich grolBer oder wesentlich kleiner sind als © und regularisiert dadurch

gleichzeitig UV- und IR-Singularitaten.
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Standardisierte Einschleifen-Integrale

Allgemeines N-Punkt-Tensorintegral:

T iy (PL - PN=1, M0, - My 1) =
(27W)4_D/qu Qus * " " Jum
e ) @ et pE i i@t e - e T

P2 — p1

Konvention: T' - A, T2 =B, T3—=CC,...
Skalare Integrale (M = 0): Ag, Bo, Co, ...

Kovariantenzerlegung von Tensorintegralen:

BY = P?Bl ,
B* = g"Boo+ pi'py B,
Ct = piCi+pyCo,
CH = g"Coo+ PPy Ci1 + (Py'Py + PIPY)Ci2 + pyps Coo
CHP = (ptg”? + p¥gh? + p?g*)Coo1 + (P59"° + .. .)Coo2

+pi'py Pl Ci11 + (PYPY PS5 + PPy pl + pypYpl)Ciin
+(pipsps + ... )Cioo + Py P5P5 Cono

Allgemein:  Aufbau von T;ﬁ---um aus allen symmetrischen Tensorstrukturen M. Stu-
fe, die sich aus den pf, ..., pi_, und g bilden lassen.
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Hilfsintegral

1
D
n = : , D 2, A .
I,(A) /dq(q2—A—|—/e)” < 2n > 0

1. Schritt: Wick-Drehung

Pole in go-Ebene: 0=q¢>°—-A+ie=qs—G>—A+ie,
| Go=FVP+A—ie=+/@+AFI .
m Qo
C
y jl{dqo(qz—A—l—ie)_”:O,
" Re Yo ¢
Kreisbeitrage verschwinden:
00 e
—00 —ioo
Euklidische Koordinaten: do=iqeo0, q*=qf,
=6 -G =—-qt,—dz=—aqz <0,
ioo 00
—ioco —00
— ) = [aw [aPG (@ - - At

oo
= /qu,o /dD_lcTE (—qéo — Gz —A+ie)"
—00

_ /quE (—1)"(q2 + A — ie)™"
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2. Schritt: Integration in Polarkoordinaten

o 6. 9]

Jaae = [d0 [dae a2t = [an0 [aat S(ap)?
Qp 0 Qb 0
omD/2 . . .
Qp = F(D/2) = D-dimensionaler Raumwinkel.

D
[Herleitung: ﬁD = (fooo dx e‘X2> = [dx;...dxp o= X X7
= [dQp [P dxxP1e™ = [dpd [dx? (x2)P7I? e = [dapir(D/2)]

: n [ 1 - .\ —n
— h(A) = (-1 [da SN + A= e
0
= i(=1)" 2mo dx 1x x4+ A—ie)"
IR TR
71'D/2 T D
= n 2 E_l 1 -n
i(—1) I_(D/2) —je)zT / (I+y)
0
~8(3-2)
| F(x)ry)
Beta-Funktion: B(x,y) = ——
eta-Funktion (x,y) Flx+ )
/_(n— Q) D
— j(=1)" D/2 2 A— je)a"
i(=1)"m 0 ( i€)
Eigenschaften der -Funktion:
1
e [(z) ist meromorph, Pole bei z =10, -1, -2, —3,. m ist analytisch,
e [(z+1)=2zI(2),
e M(n+1)=n! fir n=0,1,23,...; [ (3) =+,

1
o [(2) e 3 T et O(z) mit v =-I"(1)=0.5772... (Euler-Konstante)

— Analytische Fortsetzung in D und A moglich!

— UV-Divergenzen treten als Pole in (D — 4) auf.
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Skalare Integrale

1-Punkt-Funktion Aq(m):

2 4—D
Ao(m) = —( W/Z)Q /qu (> —m?” +ie)™?
(2mu)*—P
= )

D4
2\ 5
- <4w2> r( 2 )

Ubung: Entwickeln Sie Aq(m) fiir D — 4!

Hinweise: Bestimmen Sie zunachst die Taylorentwicklung von x¥ fiir y — 0,

[(z—1) fir z— 0 sowie 1/(D — 2) fir D — 4 und zeigen Sie damit

m o\ 7 D —4 m? )
<4w2> R log<4w2>+0((D_4))’
2—D 2
Losung:

Ao(m) = m’ + O (D —4)

2 + log 4 | : +1
4D F 9T 109 w?

A\ 7

—- A

= m [A—Iog(Z—;>+1}+O(D—4) .

Beachte: (D —4)Aq(m) =—-—2m?>+ O (D —4).
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2-Punkt-Funktion:

2mp )P . R
% /qu {\(q2 —m3 + IGZI(Q +p1)?—m? + /el}

=.d =:b

Bo(p1, mg, my) =

1

1 ..
Feynman-Trick: 5= /dx [a(1 —x)+bx]7?, (Ubung)
0

dx {(q2 —m3+ie)(1—x)+[(g+p)° — m?+ /'e]x}_2

S -
I
= O\I—‘

dx {(q2 + x(2gp1) + x(p? — m3 + m3) — m3 + /e}

I
O?t—t o
<

{Sq + Xpl)zj\—XQD% +x(p? — mi +m3) — ma—l—/'e}

1
2 4—D
—s By = %/dx/qu’ (g% — A+4ie) 2,

2

0 A -~ _/
= (A)

4-D D—4

1
4-D 4 —D T
Bo = (4mp®)>? F<T> /dx [x*p7 — x(p; — m; + mg) + mg — ie]
0

1
2.2 2 2 2 2
- A—/dxlog[Xpl x(Pi m12+m°)+m° “l Lo(D-4)
I
0

Beachte: (D —4)By=-2+ 0O (D —4).
Bemerkungen:

e Bo(p1, mg, m1) hdngt nur von p?, mg, my ab.
— Alternative Notation: Bo(p?, mg, my).

e Symmetrie:  Bo(p?, mg, m1) = Bo(p3, my, mo).
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Berechnung von By fiir Spezialfille:

e pr=p, Mg=0,m =m:
1
Bo(p?,0, m) = A—/dx log

0
1 1

x?p? — x(p? — m?) — e
2

= A+logu® — [dx logx — [dx log[m® — p® + xp* — i€]

0 0 |
= -1 . m?—ie
= [ dy logy
m2—p2—je
1 m?—ie
- p? : (ylogy - y)‘mQ—pQ—ie

m? m? — p? m? — p? — e
= A—| — 24+ ——|
og(u2>—l— + 2 og( s )

Ubung: Berechnen Sie By (0,0, m), Bo(m?, 0, m) und Bo(p?,0,0)!

Losung:
2
Bo(0,0,m) = A —log (%) +1,
m2
Bo(mz,O,m) = A—|Og <?> + 2 ,
) —p? — i€
Bo(p~,0,0) = A—log <T>+2.
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e p1=p, My =m =m, |p?| < m?:
1

Bo(p?, m,m) = A — /dx log

0
= A—Iog<

x2p? — xp® + m? — ie
/1,2

1
2

’ p
- !
)— dx log [1+Fx(x—1)—/e]
0

E

1

m2 p2 p*
= A—Iog<ﬁ>+m/dxx(l—x)+0<m>
0
m?2 p2 p*

= aee(T) o2
m2
—> By(0,m,m) = A —log w2 )
0 5 1
By(0,m,m) = a—pQBo(P ,m, m) o = em?

Ubung: Fiihren Sie Aq(m), Bo(0,0, m) und By(m?, 0, m) auf By(0, m, m)

zurtck!
LLosung:
Ao(m) = m?By(0,0, m) = m?(By(0, m, m) + 1)
Bo(m?,0,m) = Bo(0,m,m)+2.

Ubung: Zeigen Sie fiir A < m:

B 2
Bo(m?, X\, m) = 0 O(gp’;\’ m)

1 A A\?
p2=m? m m m
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3-Punkt-Funktion Co(p1, po, mg, my, mo):

Integral ist UV-konvergent. — D =4

1

Co =
in2

/d4 {qu —mp + iGZl(q +p1)° — mi+ ie]A[(q +p2)% — ms + /'el}

-1

~"~ ~"

=: 3 — b =:C

1

1
Feynman-Trick: “he = 2/dx /dy [a(1 —x—y)+bx+cy]?,

abc

Beachte:

0 0

1
2 [dx

X

dy {(q2 —m3+i€)(1—x—y)+[(qg+p1)? — mi + ie]x

O ~—T

! _
+(q+ p2) = m3 + iely |
1 1—x
2 [dx /dy {q2 +x2qgp1 + y2qp2 + x(p? — m3 + mg3)
’ ’ +y(p3 — m3 +m3) —mg+ie}_
1 1—x
2 [dx /dy {(q + xp1+yp2)® — x*pT — y*p3 — xy2p1p2
0 0 —

+x(pf — mi +m3) +y(p3 — ms + m3) — mj + ie}
1

2 dx/dy(q’Q—A+ie)_3, q = q+xp1+ypo.
0

1 1—x
2
— [dx /dy/d4q’ (g% — A+ie) 3.
i
o o X %
= I3(A)
1 1—x
dx /dy [X°pi + y?p3 + xy2p1p2 — x(p; — mi + mg)
S (PR mE 4 mR) + mi —ie]
(D—4)Co=0O(D—4).  Coist UV-endlich.

M. Steinhauser
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Bemerkungen zur Cp-Funktion:

e Alternative Notation: 5

Co (P% (p1 — p2)?, P%L Mo, My, My) Mo (p1 — p2)?

unabhangige
Skalarprodukte

P1

e Diskrete Symmetrien durch Permutation aulerer Beine, z.B.:

Co(pi, (P1—p2)°, P53, mo, mi, m) = Co((p1 — p2)°, P35, p7, M1, Mo, M) .
e Allgemeine Losung des [dx [dy-Integrals durch:

1. Linearisierung des Nenners in x bzw. y durch Euler-Transformation, d.h. z.B.
x — x + ay und Wahl von a, so daB kein y?-Term iibrig bleibt.
—  y-Integration!
2. Zerlegung der quadratischen Formen in Linearfaktoren.
log(ax + b
— Integrale der Form: /dx M .
cx+d

3. Endergebnis ausdriickbar durch log, log?, Li,.

1
dt
Dilogarithmus:  Lix(x) = _/?

0

log(1 —xt), |arg(l—x)| <.

Beispiel (mg =: X\, my = my =:m; p? = p5 = m?, (p1 — p2)?> =1 t; A <K m):

Co (mz, t,m?, A\, m, m)

Xt 1 A 2 ,
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Tensorintegrale

Allgemeines Verfahren:

Algebraische Reduktion der Tensorkoeffizienten By, B11, Bgo, C1, ... auf skalare
Integrale Ag, Bog, Co, ... .

e Gut geeignet fir analytische Rechnungen, automatisierbar

e Nachteil: Problematisch bei der numerischen Auswertung

Vorgehen: Rekursiver Algorithmus.

1. Schritt: Kontraktion der Integraldarstellung und der Kovariantenzerlegung von

N . .. " '
Ty, Mit den duberen Impulsen pi* und der Metrik gHt#2.

(a) im Integranden:

1 1 1
o Pan = [(atp) - m] - (@ - m) — S m )

A\ 7 A 7

7
TV TV

kiirzt i. Nenner kirzt 0. Nenner  Tensor (M — 1). Stufe

(N — 1)-Punkt-Integrale

A\

2 2 2
* 9" ququ, = (g” = mp) + mg
kirzt 0. Nenner Tensor (M — 2). Stufe

(N — 1)-Punkt-Integral

= Alle Kontraktionen von T, sind auf Tensorintegrale der Stufen (M — 2)
und (M — 1) der (N — 2)- und (N — 1)-Punkt-Integrale zuriickfiihrbar.

(b) in der Kovariantenzerlegung: Linearkombination von Tensorkoeffizienten.

2. Schritt: Auflosung des linearen Gleichungssystems nach den Tensorkoeffizienten.
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Bu(p, mg, my):
Abkiirzung:  (--+), 1= @;ri):D/qu
_ du
BM(P, mo, ml) = <(q2 _ mg)[(q_|_ p)Q _ m%] >q

= p, Bi(p?, mo, m1) .
Multiplikation mit p* liefert:

2 . pq
B = <<q2—m2>[<q+p>2—m21>
<2[<q+p>2—ml L(¢g?—m3) - 4 (p?—m%+m%>>

(g% — m3)[(q + p)?> — mi]

<m> %<(q+p)12—m%>q

1< p? — m? + m3 >
2\ (¢2 = md)l(a+p)2—m3]/,

1 1 1
= §Ao(mo) — §A0(m1) - E(P2 — mi 4+ mj) By .

N —

1
—> Bi(p?, mg, my) = 22 [Ao(mo) = Ao(m) — (p* = m? + m3)Bo(p?, mo, my)] -
Divergenter Anteil von B;: B = —%A + endlicher Antell
— (D-4)B;1=1+0(D—-14).
Beispiel:

1
B1(p*, m, m) = —550(132, m, m) .

Ubung: Berechnen Sie A,,(m) = < —udv >!
q

m2
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Bp,u(p, mo, ml):

Buv(p. mo, my) = <(q2 - m%)[c(ygqi p)? — mi] >q

= Gu Boo(Pz,mo,ml) + Pubv Bll(Pz,mo,ml)-

Kontraktion mit g*:

(¢° — mg) + mj
(g> — m3)[(q+ p)? —

DBoo+P2811 = < m2]> = Ao(m1)+m880.
117q

Kontraktion mit p*:

pv(Boo + p*Bi1)
a {3[(q+p)> — mi] — 2(¢®> — m3) — 2(p> — m? + m3)}
(g% — m3)[(g + p)? — mi] ]

1 dv 1 dv > 1 2 2 2
= (=) —= —=(p*—m; +mg) B
2<q2—m§>q 2<(<¥—I—p)2—m% . 2(p L 0)\,./”
N / N J :pl/Bl

=0 /a4, —p
o q/2_m% )

— E _E 2 2 2 B
= Pv 2A0(m1) 2(P mi + mg)By| .

— Lineares Gleichungssystem fiir B11, Boo:
DBoo + 02811 = Ao(ml) + mSBo ,

1 1
Boo +p°Bir = =Ao(mi) —=(p° —m; +mg)By .
2 2

Ubung: Driicken Sie Bog bzw. By durch Ag, Bo und B aus und betrachten Sie den
Grenzfall D — 4! Bestimmen Sie auch die divergenten Anteile.
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Losung:
1
BOO — m [Ao(ml) + 2/778 Bo + (p2 — m% + mg) Bl} ,
1
Bll = m [(D — 2)A0(m1) — 2m(2) BO — D(p2 — m% + mg) Bl] .

Verhalten fur D — 4:

1 2
Boo = c {Ao(m1)+2m380+(p2—m%—kmS)Bl—kmg—km%—%] ,
_ b A 2R A2 2 2 22 p_2
Bll = 6p2 2 o(ml) 2/77080 4(p my + mO) Bl mg my + 3 .

Divergente Antelle:
1

Bo = -5 [p” = 3(mg +m3)] A + endliche Anteile,
1
By, = §A + endliche Anteile.
1
— (4-D)By = c (P> =3(m§+m7)| +0O(D—-4),
2
(4—=D)Bu = ~3 +0O(D—-4) .
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Cu(p1, p2, Mo, My, My):

% = | E )
g (% — m)[(q + p1)? — m3][(q + p2)> — m3] /,
= pipCi + pouCo.

Kontraktion mit pf":

P%C1 + p1p2 Co

3[(g+p1)> = m3] = 3(¢° — m3) — 5(pi — mi + mg)
(g% — m3)[(q + p1)? — m3][(q + p2)? — m3] .

1 1 1
= 580([7%1 mg, my) — 530((01 — p2)?, my, my) — E(Pf —mi 4+ mg)Co .

Kontraktion mit p5: wie mit pf, aber 1 +» 2 .

—  Gleichungssystem fur Cy »:

P pip2 Cq
pip> P53 o

%Bo(pg, mo, my) — %BO((Pl — p2)?, my, my) — %flCo
%Bo(p%, Mo, M) — %BO((Pl - 02)2, my, my) — %T’QCO

mit: f=p>—m’+ms, i=1,2

Losung:
~1
Ci ) _ Pt Pip2
Co pip>  P3
%Bo(pg, mo, M) — %BO((Pl — p2)?, my, my) — %flCo
%Bo(p%, Mo, M) — %BO((Pl - 02)2, my, my) — %T’QCO
Bemerkung:

C;.» sind UV-konvergent.

— (D—4)C1,2:O(D—4).
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2.4 QED-Korrekturen in Einschleifen-Naherung
(a) Photonselbstenergie

AA _ 2 4D d%  Tr {v.(d+ m)v.(d+ k+m)}
Bur = IR JOmD T (g2~ mB)(q + k)2 — 7]

Ubung: Berechnung der Spur im Zahler:

Tr{--} = 4Q2quq, — ¢°gu) + 4(quk, + quky — gkgu,) + 4m?

Juv- Term:
—4(q° 4+ gk — m?) = —2(¢° — m?) — 2[(q + k)> — m?] +2k> .

Zuriickfihrung auf Standardintegrale:

TAA —I'GQ,LLA'_D qu 4(2(];1,5/1/ + qlx,ku + QI/kp,)
o (2m)P | (a2 — m?)[(q + k)? — m?]
+ -2 n -2
W | vk —m P
2k?
+

(g2 = m?)[(q + k)* — m?]
e2

= e {4(2BW + kyBy + k,B,)

+guu[—2A0(m) — 2A0(m) + 2k250]}

o2
— W{8guu800 + 8kykyB11 + 8kyk, By

— 4gWA0(m) + 2/(29“,/80} ,

Juv -

)

a 1
Zﬁf = ; {guu [2800 - AO(m) + §k280} + kp,ku [2811 + 281] } )

2

wobei: o = :—W —1/137.0... = Feinstrukturkonstante, B.. = B..(k*>, m, m) .
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Zerlegung in Z7A-A und ZfA:

Too(k) = (gw - k’;f) A (k?) + k‘;’; S (K2)
THK?) = 2[2Bog+ %kQBO — Ao(m)] .
TAAK2) = %[QBOO +2k%(Byy + By) + %kQBO - Ao(m)} |
Ubung: Reduktion der Tensorkoeffizienten
T = 22 (K2 2m?)Bo(K?, m, m) - %kQ —2m7By(0,m, m)] |

Mk = 0.

Allgemeine Struktur von ¥//':

° Zf‘A(kQ) = 0 gilt in jeder Schleifen-Ordnung als Folge der Erhaltung des
elektromagnetischen Stromes: o (9y,9) = 0 = kX2 (k) =0,
o 377 (k) ist fiir k — 0 analytisch, woraus wegen ¥7**(k?) = 0 folgt:
¥ 44(0) = 0.
—  Allgemeine Form des Photonpropagators:

—1 _kuku B Lkuk,,
K2(1+ MAAGK2)) \ 9w~ "2 K2 k2
mit der ,Vakuumpolarisation®:

1
T k2

G (k) =

MA4(k?) A (K?)
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Grenzfille von Y 44(k?):
e kleine Impulstbertrage:
Bo(k?, m,m) =
— XYM =
n440) =
e grolse Impulsiibertrage:

Bo(k?, m,m) ~

— Ik~

k2| < m? .
m? % k*
A—log™ 4+ -
95+ g +O<m4> ,

a m? k4
22 (a—10g™ L
e < o9 M2>+O<m4) :
a m?

— | A —log— | .

3%( Ogu2>

k2| > m? .

—k?2 — |
Bo(k?,0,0) = A — log (Tle> 2,
‘ 2

K5

@ k2
3T

Bedeutung von Im {Z74(k?)}:

=0

Im {Z4 (k) } -
>0

fir k2 < (my + my)? = 4m?,

fir k2 > (ml + m2)2 =4m?.

Physikalische Bedeutung: fiir k2 > (m; + m»)? ist reelle Paarerzeugung maglich.

virtuell

“M.<

reell

\\/

optisches Theorem
(Cutkosky-Schnittregeln)

M. Steinhauser
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(b) Elektronselbstenergie

d"q Yo (4 + m)y*©

ge — je2y4b .
=PI =1 [omp (@ = m)l(a—p)2 -]

Ubung: Berechnen Sie die Elektronselbstenergie! Fiihren Sie dazu fiir obigen
Ausdruck die Tensorreduktion durch und zerlegen Sie das Resultat nach den
Kovarianten £ und &,

Losung:
Dirac-Algebra:

Yol +m)y® =(2-D)g+Dm.

Zuriickfihrung auf Standardintegrale:

dPq (2—-D)g+ Dm
(2m)P (g = m?)[(g — p)> = X?]
o2

= —1z (2= D)¥*Bu(=p.m.X) + Dm Bo(p*, m, N)]

_ —%[(D — 2)BBy(p*, m, A) + Dm Bo(p>, m, \)] ,

Zée(p) — /62,&4_D

s%(p) = —%{p[zgl(pQ,m,A)+1}+m[4BO(p2,m,x)—z]}.

Kovariantenzerlegung:

() = —%[281(p2,m,>\)+1]
= 2 Ao — (07 + ) Bo(p? m A+ 7]
TE(p?) = —%[430(02,/77,)\)—2]-
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(c) Photon-Elektron-Vertexkorrektur

v = iyt [470 Yald Bt m)vu(d + B+ m)y
MulpP) =10 [ame @@= 2)(a + 92 — mell(a + p) — ]

Zuruckfuhrung auf Co, C,, C,p bzw. Ag, Bg, Co moglich analog zu Selbstenergien.

Aber: langere Rechnung —  z.B. Computeralgebra!

Beispiel: Vertexkorrektur fiir On-Shell-Elektronen

3 / p ..
a(p)-¢ P - u(p) fiir p> = p'? = m?,

1ty

a(p)Au(P' P)u(p)
= Tyu- % [4Bo(m®, m, 0) = 3Bo(k*, m, m) +2(2m* — k*)Co — 2]

_ m a
+du-(p+p)y- a2 12 o [Bo(k?, m, m) — 2Bo(m*, m, Q)

+By(0,0,m) + 1] .

Berechnung des UV-divergenten Anteils von A,(p’, p):

Integral logarithmisch divergent fiir g — oo.
— p, p’ irrelevant fiir UV-divergente Terme!

d°q Yol Vudy*
(2m)P (g2 — X2)(g? — m?)?

Dirac-Algebra: Yoy, dv* = (D — 2)(¢°v, — 2dq,) .

Kovariantenzerlegung: ~ A,(0,0) = Aoy, — Ao = 57*A4(0,0) .

/\M(pl1 p)‘div = /\M(01 O)|div = _/.62/1'4_D

div

No| —  _je2yt b d®g (D —2) q’
Oldiv H (271')D D (C]Q - )\2)(672 - m2)2 div
dPq 1 e’
- 2 4-D
_ = ——By(0, m, -
ek (2m)P (g% — m?)? div 167 o0 m m)‘dlv

AP, p) = %A'yu + UV —endlicheTerme.
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Berechnung von A, (p, p):

Trick:
o o 1
-l L R
o 1
B R e R A R
. 1 1 . 0 1
G+p—m" g+p—m  opt G+ p—m
Anwendung:
dPq 1 1 1
_ .2 4-D a
Au(p.p) = e [ (2m)D q2_>\2%‘¢§+p—mfm¢§+lb—mfy
_ 0 . 4—D/qu 1 1 a
T oot Jemp =g p-m”
_ 0 54 d°¢’ ! 1 o
— 6[)“'/6'“, (27‘.)D (q/_p)2_>\2fyad/_mry
:Zée(p)_

. 0 s
—>  Ward-ldentitat: Ay(p, p) = a—pMZee(p).
Bemerkung: Die Ward-ldentitat ist eigentlich eine Renormierungsbedingung
(Eichsymmetrie) und mufs daher fiir die renormierten Vertexfunktionen gelten. In
dimensionaler Regularisierung mit On-Shell-Renormierung ist sie automatisch erfiillt.

M. Steinhauser Ubungen zu Strahlungskorrekturen in Eichtheorien Maria Laach 2003



2.5 Renormierung der QED 42

2.5 Renormierung der QED

Frage: Stellen die Parameter m, —e die physikalische Masse bzw. Ladung des
Elektrons dar?

2

a) Elektronmasse: mg,

= Pol im Elektronpropagator.

i i(p+m)
p—m  p>—m?’
;
p—m+3(p)
B /
P+ E) -m(l-X8)
1—y¢&
Moty = T 5ee

niedrigste Ordnung: Gge(—P, p) =

mit Korrekturen:  G8¢(—p, p) =

— physikalische Masse: m==m .

b) Elektronladung: epnys = eey—Kopplung fiir On-Shell-Elektronen und -Photonen.

niedrigste Ordnung: AL = ey, .
mit Korrekturen: AL = i (e—de)y, .
——

Fazit: Strahlungskorrekturen beeinflussen die physikalische Interpretation der
Parameter in der Lagrange-Dichte

—> Redefinition (= Renormierung) der Parameter notwendig!
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Prinzipielles Vorgehen

Ausgangspunkt: unrenormierte Lagrange-Dichte mit
unrenormierten (,nackten”) Parametern m, e .

1
Berechne physikalische GroRBen: Obs(m, e),

Mphys = Mphys(M, €),  Ephys = €phys(mM, €) .

1

Driicke unrenormierte durch renormierte (physikalische)

Parameter aus:
m = m(Mphys, €phys), € = €(Mphys, Ephys) -

1

Renormierte Lagrange-Dichte, wohldefinierte Vorhersagen

flir Observable: Obs(Mpnys, Ephys)-

Vorgehen in der Storungstheorie

Mphys = m+f(m,e)+ Hhime)+...,

Ephys = e+gl(m,e)+gg(m,e)+....
Ansatz:

m = Mphys + 0M = Mphys +0my +0my + ...,

(6m, de : ,Counterterme")

1—Loop: 5/771 = —fl(mphy51 ephys) )

de; = _gl(mphys, ephys) .

N-Loop: Iterative Losung.
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Multiplikative Renormierung

Ursplingliche (unrenormierte,

Renormierte GroRken:

Multiplikative Renormierung:

AL = VZaAR o
me = Znpm, €
= m+dm,

o = Zi&£.

A5, o, mo, €, &o.

A* P, m, e, €.

nackte) GroRen:

Renormierungskonstanten Z; =1+ O (o)
vV Zy¥
Zee

e+ de,

Feldrenormierung

Parameterrenormierung

Eichparameterrenormierung

~Multiplikative Renormierung” bedeutet:

Anderung der nackten Lagrange-Dichte durch (multiplikative)

Renormierungskonstanten, aber keine Einfiihrung neuer Terme.

Renormierte Lagrange-Dichte:

L

+9o(i® — mo)o
+e0o Ao
1

1 1
5@ A + 5 (1

— v AV _

1 L y
- 5—0) (BLAL)(0,A8)

L (1 - z%g) 74 (8,A%)(8,A)

+Zy Y(ip — Zmm) P
+ZeZ¢me@Aw .

(On-Shell-) Renormierung ist die Bestimmung der Z; so, dal m und e die
physikalische Masse und Ladung sind. Die Pole der Zweipunktfunktionen

sollen Residuum 1 haben.

Bemerkung 1: Die Feldrenormierungen Za, Zy sind physikalisch irrelevant, denn die
Residuen der Einteilchenpole kiirzen sich aus Observablen heraus.

Bemerkung 2: Es ist nicht notwendig, m = mpnys und € = epnys zu setzen. Daher sind auch

andere Renormierungsschemata méglich (z.B.: MS, MOM).
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Einschleifen-Entwicklung:

Z,':].—|-5Z,', 52,':0(()[).

L=~ 3(8.A))(0*A") —0Za - 5(8,A)(B*AY)
+3(1-1) @uA@AY)  + (024 (1- 1) +8Z:E]  L(@uA")(0.A%)
+ (i@ — m)y +6Zy - (i@ — m)y — m - PP
+ e AY + (6Ze+0Zy + 26Z4) - e AY
+0(627)
- L‘Ao—m,wo—w,... + éé/
,Counterterme”

—> Feynman-Regeln:

»alte Feynman-Regeln” mit renormierten Parametern +
(,nheue") Feynman-Regeln fiir Counterterm-Vertizes.

— Zusitzliche Feynman-Graphen: Einschleifen-Counterterm-Vertizes ~ (Ubung!)

k
A S A =87, [KPgH — (1=} ) KEkY| i Ze kR

P
e ———w—— ¢ +idZy(p— m) —idm ,

DI

AL +ievy (6Ze +06Zy + 5624) .
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Renormierte

Vertexfunktionen (1-Loop)

a) AA-Vertex:

Renormierte Zweipunktfunktion in Einschleifenordnung:

GAAK) = iDyu(k)+ /(b(k) 5AA (k) 5(k)>w 4o

= D5k (D3 (k) - fiAﬁ(k)) B (k) + -+
= iDO(k) (k) iDg(k) + -

Abspaltung der aulleren Propagatoren: Renormierte Vertexfunktion

k k k k
MW@MU = W v + W v —+ /_L'\N%/WU

= It (k) +  OrN(k)

FAA(k) = —i(k’gu, — kuk,) kuk,

_j <guu _ kkk ) ZAA(k2) . gk k

- gkuku (62 —06Z¢)

)

—i(k?guy — kuky)0Z4

: k. k
- o) e s s a2y

—=: Y (k).

I k,k,
e [kQ TAK) + k3524 —52@/} |

— SPAK).

Renormierte Photonselbstenergie:

X7 (k)
X(k?)

= YM(K?) + Kk26Z4,
= YM(K?) +k?(0Z4 —0Z¢) .
N’
=0.

M. Steinhauser
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b) ée-Vertex:

Fe(=p,p) = ré(-p.p) +  0r*(=p.p)

FE(=p,p) = i(p—m) + i£%(p) + i6Zy(p—m) — iém
- /,15[1 —I—\Zé\/e(pQ)—I—éZd + im[—1+Z§e(p2) —0Zy — (%m} :

7

__.y@éer 2 g
=: Z\e/e(p ) —- de(p2)_

Renormierte Elektronselbstenergie:

S¥(p?) = ZE(P?) + 6Zy,
o _ )
YE(p?) = TE(p?) — 6Zy — Fm

c) Aée-Vertex:

ﬁAée(k, —,Ol, p) — /_Aée(k, —,Ol, ,O) + 5/_Aée(k, —,Ol, ,O)

ek, —p' p) = ievy + ieMu(p',p) + ievy (0Ze +8Zy + 30Z4) .

—=:iel, (P p).
Renormierte Vertexkorrektur:

AP p) = Au(P'P) + Yy (0Ze +8Zy + 36Z4) .
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Renormierungsbedingungen und -konstanten

a) Massenrenormierung des Elektrons:

Pol des Elektronpropagators G2 bei p?2 = m?:

G¥(—p.p) "t u(p) = —[¥(~p.p)u(p) = 0.

Benutzung der Dirac-Gleichung (p — m)u(p) = liefert:

0 = [i\é/e(mz) + ize(m2)] u(p)
= |55+ 2 () - 22 | (o)
om

2 = S (m?) + TE ().

b) Wellenfunktionsrenormierung des Elektrons:

Residuum des Elektronpropagators bei p = m soll 1 sein.
[« Fee(—p, p) = i(p — m) fiir p?> — m?]

M —w S (Zustandsnormierung!)

— | Jm o) ) Lo
0 = | Jim S (TR + mEE () + 8248 m) - 6m) | (o)

= [z oz e m gin o (260 + 260 - 20 ) | )

= | X&(m?) + 62y

+ g M@+
p2_>m2 p —

= [6Zy+ZF(m?) +2m* (ZF ' (m*) + £ (m?))] u(p) .

(Zee( 2) o Zee(m2) 4 Zee(p ) de(mQ)):| U(p)

—  0Zy=-XF(m?) —2m” (ZF'(m?) + =& (m?)) .

Ubung: Driicken Sie 0Zy durch die skalaren Zweipunkt-Funktionen aus!
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Losung:

02y = % [—Bo(0, m, m) + 4m”By(m*, m, \)] .

c) Wellenfunktionsrenormierung des Photons:

Residuum des Photonpropagators fiir k2 = 0 soll 1 sein:

W T WWXVV\"@ = 0 (Zustandsnormierung!)

— [

k2—0

] et Lo
Benutzung von k,e?(k) = 0 liefert:

_ AA/ 12 AA
0 = nmopz (k2) = 174(0)

= YM(0)+6Z4=N"(0)+06Z4 .
— 674 = —XV(0) = —N*(0) .

d) Eichparameterrenormierung:

> M (k?) =0 in Analogie zu Mk =0.

— 5Z§:5ZA.

Bemerkungen:

o Wie £ hat auch Zg = 1 4 §Z¢ keinen Einflul auf physikalische Observable.

e Die Bedingung ¥14(k?) = 0 fiihrt auf Grund der Identitat ¥*(k?) = 0 in jeder

Schleifen-Ordnung auf die Beziehung: Z¢ = Za.

—>  Keine Renormierung des Eichfixierungstermes Ly = —L
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e) Ladungsrenormierung:

e physikalische Ladung, die in klassischer Thomson-Streuung gemessen

wird.
(Compton-Streuamplitude fiir Ey — 0; — A&e-Amplitude fiir p’ = p).

a(p) Fu(0, —p. p) u(p) = a(p)vu ulp) -

n + W E) (Ladungsnormierung!)

on-shell

0 = a(p)Aulp.p) u(p)
= a(p) [Au(p.p) + Y (6Ze +8Zy +26Z4)] u(p) .

Benutzung der beiden Beziehungen:

5 . i i i
e Au(p,p) = a—puzee(p) =3, ZF(P7) 4 2pu [PZ (7)) + mESE(p7)]

o G(p) v u(p) = 2 a(p) u(p)

und der Dirac-Gleichung liefert:

0= a(p) vy ulp) | T8 (m?) +2m? (Z5°/(m?) + £/ (m?)) + 62y +6Ze + 3624

=0

1

Bemerkung: Die ldentitat Z, = ZA_l/2 ist eine Folge der Eichinvarianz und damit im
On-Shell-Schema bei dimensionaler Regularisierung automatisch erfiillt.

M. Steinhauser Ubungen zu Strahlungskorrekturen in Eichtheorien Maria Laach 2003



2.5 Renormierung der QED

Renormierte Vakuumpolarisation

A% (K) = MAA(K?) = MA4(0) =: £ (K>, m) .

Reine QED:
MA4(0) = % (A ~ log Z—j) ,
fiir |k2| > m?:
NA%(k2) ~ % (A — log |£—z + imO(k?) + g) :
— M%) ~ % (— log ‘:;—22 + g + i7r6(k2)> -

Realistisch(er): alle (geladenen) Fermionen tragen bei:

f=e u 1, u4d,s,c,b, t; Ladungen: Qr.

\

-~

x3 = NI = Colourfaktor.
(k) = NLQF (K2, m).
f
Z.B. fir k? > (10 GeV)?:

~ o
AR ~ D o NEQE
f£top

| 2

( k
— log

2
my

Problem: Quarkmassen? m,, my, ms =7

+ g —I—i7r@(k2)> + 11

(NewT = 1)

(k) .

Ausweg: M4% (5)exp. Wird praktisch bestimmt durch Messung des Verhiltnisses
R(s) := U‘Egif__jfiz) und mittels der ,Dispersionsrelation™:

( )

> uber alle hadronischen
Zwischenzustande:

AR (s) = < |

0

o«
- 37

6. 9]

gl

2
4m32

ds'  R(s)

s’ s—s'—je’
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2.6 Anomales magnetisches Moment des Elektrons

Situation: Wechselwirkung von Elektronen mit , quasi-statischen”
elektromagnetischen Feldern (k — 0).

Betrachte Aee-Vertex fur reelle Teilchen!

,Gordon-Zerlegung™:

a(p') F%(k,=p' . p)| , u(p)

k2=0
o[ (PP e Ow ., }
= ia(p) e 4 g5 2R i(p = p)|u(p)
e : Ladung des Elektrons (Renormierungsbedingung!)
e
95— = gs : magnetisches Moment des Elektrons (g =, g-Faktor")

Born-Niveau:

a(p") 16 u(p) = ie a(p') vy u(p) -

Benutze , Gordon-Identitat":

35) % u(p) = 5 () [( + ) + 040 (0 = 9] ()

2m
— a(p) e u(p) = /'U(p’)[eM + 2i-Mi(p’—p)”]U(p)
w0 2m om 2 ’
ES do = 2.

Ubung: Berechnen Sie den Einschleifen-Beitrag zu g! Fiihren Sie die Gordon-
Zerlegung fur I‘:‘Ee = ie/A\u(p’,p) durch, und leiten Sie die Beziehung
m? [By(m?, m, X) + Co(m?,0,m?, X\, m,m)| = —1 her.

M. Steinhauser Ubungen zu Strahlungskorrekturen in Eichtheorien Maria Laach 2003



2.6 Anomales magnetisches Moment des Elektrons 53

Einschleifen-Ndherung fiir g

()

(p)

YW
ied(p') A o UP)

e a(p) Au(p',p)| ,_u(p) + ie8Zy a(p) vu u(p)
ied vy, u- % [4Bo(m2, m, 0) — 3By(0, m, m) + 4m*Cy — 2]

(P +p)u o
2m 4mr
+ied v, u- % {—BO(O, m, m) + 4m?By(m?, m, A)}

7

+iedu- [B (0, m, m) — 2Bo(m?, m, 0) + By (0, 0, m) + 1}

=62,

ied ay, u- % [4Bo(m2, m, 0) — 4By(0, m, m) + 4m?BL(m?, m, \)

+4m?Co 2|
/
+ied'u- % : 40; [280(0 m, m) — 2Bo(m?, m,0) + 2}
/
ied'u - % - % [2Bo(m2, m,0) — 2By(0, m, m)
+4m? B (m?, m, \) +4m2Co}
@

; (0
+% 0 iou (P = p)'u- o [450(”72, m, 0) = 4B(0, m, m)

4mPBY(m?, m, ) + 4m2Co — 2}

o 9P~ 3 [480(”, m.0) — 483(0, m.m) ]
=2
ERICHCRERIVE P

_ « 2y — 5. il 2
g=2+>+0() =2 (1+5-+0(a?)) .
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Verfikation von (x):

e Aus Kapitel 1.3:

Bo(0,m,m) = A —log(m?/u?),
Bo(0,0,m) = A—log(m?*/u?) +1,
Bo(m?, m,0) = A—log(m?/u?) +2.
o Co(m?,0,m?, X\, m, m) (X infinitesimall!)

1

1—x
= —/dX/dy[mQ(X+y)2+%2(1—X—y)}_l, (y =z -x, dy =dz)
0 0

1 1

— /dx/dz [mQZQ—I—AQ(l—Z)]_l

0 X

——
1 z
:/dz/dx
0 0
1
= — [d : — = Lioglio(X
B Zm222+>\2(1—z) B ~ m2 9 m*)
0
0
*  By(p?,mg,my) = 6—szo(Pz,mo,m1)

x(x —1)
x?p? — x(p? — m{ + m3) + mi —ie’

x(x —1)

2 _
Bo(m™.m.A) = = (x —1)2m2 4+ X2x ’

(z=1-x)

/ —7z 4 72
= — [dz
m?z2 4+ X2(1 — z2)
0
—Co—

—> () folgt durch Einsetzen der expliziten Ausdriicke fiir By, B, Co.
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2.7 Infrarot-Problem, Bremsstrahlung

Betrachte Prozell mit geladenen auleren Teilchen,
zB.eTy s ey, ete” =gy, ete” = utu.

Virtuelle Korrekturen: Schleifendiagramme

IR-Divergenzen verschwinden nicht!
= alog(A/m)-Terme in 1-Loop.

Grund: Masselosigkeit des Photons
(allgemeines storungstheoretisches Problem)

Reelle Korrekturen: Photon-Bremsstrahlung

IR-Divergenzen bei Emission niederenergetischer
(.,soft") Photonen (E, — 0)!

= alog(\/m)-Terme bei 1-Photon-Emission.

Bloch-Nordsieck-Theorem:

IR-Divergenzen in virtuellen und reellen Korrekturen kompensieren sich.

— Trennung von virtuellen und reellen Korrekturen ist ,unphysikalisch®l

Experimentell: in einem realistischen Detektor konnen Photonen mit
beliebig kleinen Energien nicht detektiert werden, d.h. der elastische Prozels
kann nicht vom Prozell mit Emission eines hinreichend weichen Photons

unterschieden werden.

— T heoretische Vorhersagen hangen von der Behandlung emittierter Photonen ab
(inklusiver oder exklusiver Prozel, Energie- und Winkel-Schnitte (,Cuts")).
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Soft-Photon-Approximation

Betrachte nur Photonen mit Energie ko — 0.

Elastischer Streuprozels:

e - ) Mo = A(p)u(p) .

Prozell mit 1-Photon-Emission:

S i~k +m)

Mi = A(p—k ed”(k
e T 7@ ::gpk
P P — * *
pe _ pe
€k A(p) u(p) = e ok Mo
allgemein: ein- (aus-) laufende e (e™) pe*
— *e :

ein- (aus-) laufende e™(e™) Pk

— Soft-Photon-Korrekturfaktor zu |Mog|?:

a d3k +(pip;
6s = 2 / Ok g~ Epib)
2T 2ko <= (pik)(pjk)
ko<AE J
Bemerkungen:

e Integral iiber Photonphasenraum mit k3 = k2 + X2, 0 < X < ko < AE.

e Summe Uber alle Kombinationen abstrahlender duBerer Linien mit Impuls p;
(Vorzeichen = Produkt aus obiger Unterscheidung).

e Faktorisierung der Emission weicher Photonen auch in hoheren Ordnungen und
bei Mehrfachemission giiltig (Resummation z.B. a la Yennie-Frautschi-Suura,
koharente Zustande).

e AE-Abhangigkeit wird von den Beitragen mit harter Bremsstrahlung zum
Wirkungsquerschnitt kompensiert.
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3 Standardmodell der Elektroschwachen
Wechselwirkung

3.1 Lagrange-Dichte, Feynman-Regeln

Standardmodell (SM, GSW-Modell): Nicht-Abelsche Eichtheorie mit spontaner
Symmetriebrechung, bestehend aus:

a) Yang-Mills-Sektor:

Eichgruppe: SU(2)w X U(1)y

Eichkopplungen: g =g g=d

Eichfelder: Wi, a=1,23. B,

Feldstarken: wg, = oW, — o,W; B,, =0,B,—0,B,
+ 9o WEW

Lagrange-Dichte:

_ _ly/a a, v 1 uv
Lym = Lwz,w 1B,,B

Physikalische Felder (Eigenzustande zu Ladung und Masse):

W*-Boson: Wy = (W, FiW]),

Z%-Boson: Zu\ o Sw Wy
Photon: AL —Sw  Cw B,
g1

mit: Sy =sinfy = Cw = Cosby ,

Vo +g
Oy = elektroschwacher Mischungswinkel (Weinbergwinkel).
e e
e = —, = —
92 s 91 o
9192

VE+9G

Elementarladung: e =
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b) Higgs-Sektor: (— Massen der Teilchen)

+
Skalares Higgs-Dublett: & = ¢o (¢T, ¢° komplexe Felder).
¢

A
Higgs-Potential: V() = —u? d'd + Z(CDTCD)Q, u?, x> 0.

Minimum des Potentials: Vakuumserwartungswert ®q = (0|®|0) # 0 nicht eindeutig:

.Spontane Symmetriebrechung".

0
Spezielle Wahl: &y = : v i= 2/ U’/

v/V?2

Cb+

Feldkomponenten: & =
(v+H+ix)/V2

Lagrange-Dichte:

1
Ly = (D) (D'o) —V(®), we=75  Ywo=1
N——
——
schwacher Isospin Hyperladung
.Kovariante Ableitung™:
o aa YW 5 o?
Duzau_/gQIqu‘l‘/gl?Bu, /ch:?
1 1 1
Ly = 5(3/")2 - EMﬁ H> + (8¢™)(0¢™) + 5(@X)2

1
+ Mg WIw—H 4+ 5/\4522 4

A\ 7
~"

Dynamische Erzeugung von Eichbosonmassen: My = cw Mz = %ggv.

Bedeutung der Felder:
e H = physikalisches Higgs-Feld, Masse: My = V2u.

e ¢, x = unphysikalische (Pseudo-) Goldstone-Felder (Mischung mit
oW=*, 82).
— notwendig fiir longitudinale W*, Z.
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c) Eichfixierung, Faddeev-Popov-Geister:
Lineare Eichfixierung:
Lix= —FTF~=1(F%)2-L(F*)?
mit:  F = (&) 72wt F iMw(eY) 29T,
FZ = (¢F) /207 — Mz (65)"/*.
FA = (&) /70A

¢ (i=1,2, a=W,Z A) = Eichparameter,
€7 = 1 — 't Hooft-Feynman-Eichung.

€9 =& — keine pW-, xZ-Mischung in niedrigster Ordnung.

Beachte: Beitrage nicht-physikalischer Anteile von nicht-Abelschen Eichfeldern
werden durch Beitrage der (antikommutierenden) ,Faddeev-Popov-
Geistfelder" u?, ¢ kompensiert.

Fa
Lrp = (Sf)l/zﬁa%ub, a,b=+,—27A.
a

W: Variation von F? durch Eichgruppenparameter 6°.
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d) Fermion-Sektor:

Felder: Unterscheide rechts-/linkshandige Anteile: /L = (1 £ s)1.

13, Y Q:

L L L 1
1% v v +5 —1 0
e Leptonen: Wt = eL , ‘Z , Z . i
e v T -3 —1 —1
vi o= WF vy vr' o0 0
Yroo= ek, uk, TR, 0 —2 —1
L L L 1 1 2
u c t +5 +3 +3
e Quarks: WL = , ) ) i 13 ?
d S b —3 3 —3
Y = uf, ck, tR 0 +3  +3
R _ R R R 2 1
q— = d , S, b". 0 -3 -3
Y
Eichkopplung: Minimale Substitution 8, — D,, liefert mit Q = I3}, + 7W:
Legicn = 1VEDVE + iPFDYF
. e - 0 W+ _
LPeien = \fQ—SWW% w- 0 Vi — Qrer Ay
+ePrZ(ve — arys)Wr
I3, —2s2.Q I3
mit: VF = W.f wT , af = _Wr
20w Sw 20w Sw
Yukawa-Kopplung (hier nur Dirac-Massen fiir Neutrinos):
Levak = —gnVi OYr — gy UF &WUR;
= —Prmedr + -

g 9w, 9ag+ = Yukawa-Kopplungskonstanten

grr 1A, nichtdiagonale Matrizen im Flavor-Raum — Quark- bzw. Lepton-Mischung
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Feynman-Regeln

a) Propagatoren ('t Hooft-Feynman-Eichung):

4 _l'g/.l,l/
U e~AAnAnAn~ne —
k2 — MZ + ie
f /
=9 S E——
p— ms + i€
S i
- - - k? — MZ + ie
u? [
. .......... . k2 — Mg —I_ IE ,
b) Vertizes:
7
AL AA< —1eQf Yy
f’
7
Z, AA< ieyu,(ve — arys) ,
f’
fi
W e 1
W= —y, =(1— ,
: ~< o W51 %)
f+
aulerdem:
7 e
- - ———./ W\.'
\\ \
N\ T
P L7
ws./ -
N\ N\
N\ N\
N\ N\
etc.

V=WZA (Msy=0)

S:H,qb,x (M¢:M\/\/, MX:Mz)

a==+,Z,A (My= My)
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3.2 Renormierung im Eichboson- und Fermion-Sektor

Vorgehen:

Definiere Felder, Symmetrien und Darstellungen

1

Lagrange-Dichte: £ = Lym + Ly + Lrix + Lep + Lf Eich + Lt vuk-

1

Addiere Counterterme zur Restaurierung der Eichsymmetrie.

1

Erzeuge lbrige Counterterme duch multiplikative Renormierungs-
transformation in L.

1

Fixiere Counterterme durch Renormierungsbedingungen.

1

Berechne Counterterme aus relevanten Vertexfunktionen — Defini-
tion der physikalischen Parameter.

1

Berechne Observable als Funktionen der physikalischen Parameter.

Multiplikative Renormierung: (Im folgenden nur Eichbosonen und Fermionen!)

Feldrenormierung:

Wi = ZJPWE = (14 16zy) WH,
Zo _ (z.l/Q) Z\_ 1426777 %6Z24 z
Ao ! A 16Za7 1+ 16Zan A
vk = (Z)77 9k = (1+20Z]) 9k,
Wh = (Z0)"uf = (1+36Z5)wf,

Parameterrenormierung:

€o
2
Mw,o

2
MZ,O

= Zee = (1+6Ze)e,
= Mg, + M3, ,
= M3 +6M3,
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Einschleifen-Counterterme

a) 2-Punkt-Vertizes: ('t Hooft-Feynman-Eichung)
Loy = —(BuW)(*W™Y) + Mg Wiw—*

~L(BuZ,)(04Z¥) + M3 2,2 — 1(8,A,)(04AY)
+6Zw [—(BuW,N)(B*W ™) + Mgy WiW™H] + SMG, W, W=+
+0Z77 [-2(8,2,)(0#Z%) + SM2 Z,Z+] + M3 & Z, 7+
+6Zan [—2(8,A.)(BHAY)]

+6Za7 [-5(8,A))(042Y)]

+0Z7a [—5(8,2,)(O*AY) + M3 Z,AH] .

Wp, va%/vvw W,/ —I'gp,,/ [(kQ - M\%V) 5ZW - 5/\//\%\/} ,
Zy AAAAAAA~A~ 7, —iGuy [(kQ— M2)§6Z77 — 5/\@] ,
AM MN\/%N\AN A,/ —I'gw/ [kz 5ZAA] ,

ZM MN\/%N\AN AU —I.gp,,/ [kQ 5ZAZ + (k2 — M%) 5ZZA} ' % .

Lyy = Pe(i@ — me)ds
+8Z] (Vi@ — 3me bribr)
+0Zk (FIPYF — 3ms brir)
—omy Yrihr .

= Countervertex:

1— 1
i (52[ 275 + 6ZF J;’”)
f————f
—Emf(éz[ +62Z5) —idmy.
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b) Eichboson-Fermion-Vertizes:

Vi M
Mzo ' - Mgz

Zur Parameterrenormierung:  cyo :=

M2, + 6 M2 M2 M2
2 > > _ My W o_ 2 W Z
iJery oMG, M3
0w _ Wz 52, =20y Saw
2 Mz, Mz Cow T sawoaw
sa, = 1—ci, Ospyy=-—0ca ., Osp =2sy0sy, etc

e

['Vﬁfz = \/_2—5W ('QD#+W+¢#— + @D#—W_'Qbh-) —eQr "pfA"pf
+eprZ(vr — arys) s
+ <5Ze — iS—W +26Zw+36Z]T + %52[‘)
%

e

N (VE W e + D W g,

_ 1— 1
—eQrPrA <6Ze +36Zan+62] 275 +6Z% J;’“) P

+30Zza e A(ve — arys) s
+  Zyp-Terme.

— Countervertizes:
fr

(5ze ~ oy 157, 4 1620 + %52{-) ey, 1

f
Ap, M’>< _ile'YM (6Ze+ %6ZAA+5Z[% +5Z};%)
f'

+iey,(vr — arys) 20224

0Ze, 05w, 6227, 6Zaz, 6Z%, Z[-Terme.
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Renormierungsbedingungen (,,On-Shell-Schema*)

a) Massenrenormierung:

M3,, M2, M3, m? = Polstellen in physikalischen Anteilen der Propagatoren
(— physikalische Massen):

Re {SW(M3)} = Re {$27(M2)} = Re {SH(MF)} = 0.
— M3, M3, 6M3, .

!
=0. — 0mr.
p>=m;

Re {7 (p)}u(p)

Bemerkung: Obige Forderung an die Selbstenergien setzen voraus, dals der
renormierte ,, Tadpole” verschwindet:

FH =0  mmmee—- @4_ ——————— X = 0.

b) Wellenfunktionsrenormierung:

On-Shell-Felder sind normiert (Residuum =~ 1am Propagatorpol) und mischen nicht
untereinander:

oo SR L Re{EFAUA)) L Re{SIW(R)
= |lm ———= = Iim =
k2—0 k? k2— M2 k2 — /\//% k2— Mg, k2 — M\%V
I bai () §Zun. 6277, 02y, 67
= im , , , :
e k2= M2 AA 7z w H
0 = S22(0)=Re{S¥(M2)}.  — §Zza 6Za7.
0 = i Re {sff . —  6zf 675
/32|—r>nm2 p—m e{ (p)}u(p) L R
c) Ladungsrenormierung:
e = klassische Elementarladung aus Thomson-Streuung:

a(p) F2%(0, —p, p) u(p) = ied(p) vy u(p) . — 6Ze.
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Berechnung der Renormierungskonstanten (1-Loop)

a) Eichbosonselbstenergien:

SW(k?) = IW(k?) —oM3, +6Zw (k> = M3) .

S22(k?) = YZ4(k?) —O6M2 +6Z77(k* — M2)

Ak = TH(K?) +0Zaak?

SH(k?) = T944(k?) + 16247 K+ L6Z74(K* — M3) .
Renormierungsbedingung Renormierungskonstante

Re {SW(M2,)} =0

Re {77 (M3)} 0

¥47(0) =0

Re {S4Z(M2)} =0

Re {SW'(M2)} =0
Re {$#Z/(M2)} =0
$477(0) = 0

oM3, = Re {ZW(M2)} ,

M2 = Re {27 (M2)}

0Zza =25 44(0)/ M2,

0Za7 = —2Re {Z42(M2)} /M2,
6Zw = —Re {ZW'(M3)} .
0Z77 = —Re {¥£7/(M2)}
6Zpn = —5447(0) .

L

b) Fermionselbstenergien:

.7 1— 1+’Y 7
S0 = b (5[ )+6ZL) + =2 (SH (0P + 62
e (256 - 2 - 362 - 622) -
@ — Relsff(m? 1y Ffim?2 1y (m?2
— m e{ s (mg) + 352" (mF) + 3 R(mf)}’
62] = —Re{S["(m})+m?[x{"(m}) +£F"(m}) + 255" (m})]} |
6Zf = —Re{XF(mp)+mz[]"(m7)+ XK (m7) + 255" (m?)] } .
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c) Ladungsrenormierung:

Renormierte Vertexkorrektur:

a7 . 1 1-— 1+
N p) = NP ) — Qe <6Ze + 50244 +6Z7 + 625 75)

1
+ Y (vr — af’)’5)§5ZZA :

Renormierungsbedingung (f = e):

a(p) N (p, p) u(p) = 0 .

Ward-ldentitat:
G(p) A" (o, p) u(p) = —qu(m[ fo(m] u(p)
—ar 0(p) ¥ (1 — vs) u(p) T2 (0) /M2 .

Benutzung der Beziehungen:

 006) | =) w(e) = ~ato) v, (320252 4 625 ) ute)

1
o Y44(0) = 5/\//§ 6774

¢ v —ar=—Qr —
w
liefert:
57, — ——5ZAA _w s

C\/V2

= +§Z7A-A'(O) - 524-2(0)//\//% :

Bemerkung:

0Ze ist unabhangig davon, fiir welches Fermion f die Ladungsrenormierung
durchgefiihrt wird.

— Ladungsuniversalitat!
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3.3 Beitrdge von Fermion-Schleifen zu Eichbosonselbstenergien

f f f i
A : A A : z Z : zZ wt : W~
f f f f

Allgemeines Integral: q+ k
: k
—iXu(k) = o : > v
q
= (—1)M4_D/(§DqD Trifeyu(vi = a175)£(ﬁ "‘2’771)/6’Yu(\22_— 32’)’5)/@? + K+ mo)}
™) (= mD)(a+k)? = m3]

Tr{vudv, (4 + K)(vivo + arar + viaxys + voai1s) }
(g2 —m)[(q+ k)2 — m3]

Tr{yv,v(viva — a1a2 + viaxys — V231'75)}]

— 2 ’u4—D/ d%
(2m)P

+mimo

(g% = m)[(q + k)* — m3]

(Beitrage mit einem s unter der Spur verschwinden!)

dPqg [4{2 k k, — 2 1 gk
> 4-D q [ { Qudv + Quky + qQuky, glw(q +q )}(V1V2_|_3132)

-l Jemp (@ — m)(q + k)2 — m3]

9uv ( — a1a>)
(¢ — m2)[(q+ k)2 —m2] 12T

—I—m1m2
je?
= 10 [4(v1v2 + aya){2Byy + kB, + kB,
— S gu[Ao(my) + Ag(mn) — (k* — mi — m3)Bo) }
—|—4m1m2(v1 Vo — alag)ngo}, (B = B(k, mq, ITIQ))

.
=l {QW{(V1V2 + a1a2) [2Boo — 3 Ao(m) — 3A0(mn) + 2(k? — m? — m3)Bo)
+(V1V2 — alag)mlmQBo}

+kMkU(V1V2 + 8132)(2811 + 281)}

. k. ky, kyky
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ZT(kQ) = —{(V1V2 + 3132) [2800 — —Ao(ml) — —Ao(mg) + 5 (k2 — ml )Bo}

+(vivyo — arax)mim, By}

o 2_ 1232
= 371_{(V1V2-|-3182){( — ém%——mz—k?)mlmg—%) Bo(kz)
2
1

—m? (1+ "5 ) Bo(0,0,my) + it
2 (1+ - )Bo(oo mo) + m2 — %}

—6 aiasimqmnmo Bo(kz, mu, mg)} ,

x
ZT(kQ) = g{(WVQ + alag)H(kz, mq, mg) — 63182m1m2 Bo(kz, mq, mg)} .

AA: mp=my=mf, ag=a =0, vy = v = —Qr .

Tferm(k2) = 3T Z NE Q%’ H(k2’ my, mf) :
f

AZ: mi=my=mys, a1 =0, a» = ar, vi = —Qr, Vo = Vf .
Tferm(k2) — _—ZNf Qr vr H(k me, mf)
ZZ: ML =mMy=ms ay=adar=ar, Vi = Vo = Vr .
S m(K?) = ZNf (vi + a7) H(k*, me, me) — 6a7mz Bo(k*, my, mo)] .
W: m=m m, =m ag=ar)=Vvy =W = L
- 1 — f—» 2 — f—l-! 1 — d2 — 1_2_2\/§SW
a 1
YV torm (K?) = 2= vy Z L[H(K? me—, mey) — 3me_myey Bo(k®, me—, mey)] .
W

f'

(>_: Summe iiber alle Fermion—DubIetts)
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Spezialfille fiir H(k?, my, m»):

H(0,0, m)

H'(0,0, m)

H(0, m, m)
H'(0, m, m)
H(0, my, my)
H(k?,0,0)

m? [—%BO(O,O, m) — Z2B}(0,0, m) + 1}

—3m? [A—Iogrlf—;—k%

Bo(0,0, m) — T BL(0,0, m) — T BY(0,0, m) — 1
A—log™ + 3,

2m?[Bo(0, m, m) — Bo(0,0,m) +1] =0,

Bo(0, m, m) +2m?B}(0, m,m) — 3 = A — log Z’—;

O (m3, mmy, m3)

k2 [Bo(k2,0,0) — 1] = k2 [A log 11 4+ 8 +/7r@(k2)} |

Spezialfille fiir X1 o (k?, my, mo):

Exakte Beziehungen:

T ferm (O) =

Tferm/(o) =

T ferm (O) =0,

2
Z f 2 my
_7r f NCQf<A—|OgF>

Naherungen fir ms — 0, (f #t), |k*| < m? (z.B. |k?| ~ M3, M3):

Tferm(k2) =

a |k’ 5 .
3 Z NI (v? + a?)k? [A — log m 3t /ﬂ@(kQ)}

f#t

a m?
3 e |:(Vt2 + a2)k? (A — log M_;>

m? 1
—6a2{m? [ A —log— | + =k
at{mt< Og,u,2>+6

N

+0 (m;?) |

M. Steinhauser

Ubungen zu Strahlungskorrekturen in Eichtheorien

Maria Laach 2003



3.3 Beitrage von Fermion-Schleifen zu Eichbosonselbstenergien 71

k? 5
k?) = Nk |A—1 W5 O(k?
Tferm( ) 371' 45W (HZ; [ 0g ,U,2 —|-3-|-I7T ( )
#(t.b)
a 1 3 m? 1
— - —NL|—Zm? A —log—% + =
T 4532, [ oM < 92 * 2)

m? 1
k> A —log —
o (010 7L+ 5]

+0 (m;?) .
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3.4 Myon-Zerfall und W-Masse

Bornsche Naherung

_ _ e 11— Y5 _igaﬁ
Ve e MO = | a u, - .
o \@5\/\/ 2 " (pu—py)? —Mg,
44 Ue - P S Ve =0(m3)
V2syy 2
H Yu (Me, my < Mw).
ie?

Mo = Yol —ys) Uy - Ge¥*(1 —¥s5) Uy, .

S
2 2 Vu
8s2, M2,

Myon-Lebensdauer 7, in niedrigster Ordnung:

1 o ny, . 8mg
0 384T My, sy m2)

Fermi-Konstante, Ar und W-Masse

1 Gim; m? a (25
— === .1 = 8_e -1 == 2 O 2 .
7, 19273 m§> o \F T ) +0(e)

QED-Korrektur im Fermi-Modell

e Messung von T, ergibt G,,.

e Berechnung von 7, im SM liefert Prazisionstest fiir das SM, da 7,(G,,) sehr
genau bekannt ist.

Ubliches Vorgehen: Berechnung von My aus G, und Vergleich mit I\/IS\),(p.

™
T g O
T 5
= \/EM\%V(l_M\%V/M%)-(l—FAr—FO(a)).

Ar = (Einschleifen-SM-Korrektur) — (Einschleifen-Korrektur im Fermi-Modell).
Beachte: Ar = Ar(a, Mz, My, My, ms).
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Fermionische Einschleifen-Korrekturen zu Ar

9

Relevante Beitrage:

AL ( 5 M2
= “em©) 6Z N
Mself,ferm MO M\%\/ MO [ w + M\%\/ :|ferm
1 co 6M2 oM?2
vert,ferm — 2- —0Z Z W - Z
M e t,fe MO 25 W + 5 + : M2 M% ) ]ferm
_55\/\/
Sw

Beachte:  keine Beitrage von Fermion-Schleifen in 6 Zf , bzw. zu den virtuellen
Korrekturen der WPk [Wee ynd [Pukele_\/ertexfunktionen!

_ZW(O) oM? c2 oM:? o M2
= Ar, = T/ N 12§27, + W( W Z)]
o L M\%V M\%V ) 5\3\/ M\%V M2 ferm
_ Z4\/(0) — Re {ZW(M\%)} AA7 S ZAZ(O)
= 3 + Z (O) +2— 5
MW Cw Mz
e (B0 S0
2 RE€ > 2
SW MW z ferm
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Ndherung fiir Arrerm:  mrxz =0, My, Mz < m.

a 3 m? 1
yV0) = — —Nt<——m2> (A—Iog—t+—>+...,
7 (0) 3T 4s3, 2t u2 2
Re {ZW(M3)} = ZW(0)+—-L§ N M3 A—|ogM—V2V+E
AW T 3T 45\3\/(+ ‘ ¢ W u?2 3
#(t.b)
a 1 Mz, 1
— . — NIM3 (A —log—X 4+ =
T3 4sz, ¢ W( o9 w? +3>+ ’
ZZ (g2 f M7 5
Re{Zs°(M2)} = EN (v7 + a7) M3 |09M—+3
T A

a m?
+3 Ngl(vt + a2) M3 ( — log M—;) — aZ M3

2
—6a2 m? (A—Iog%)] +...,
a m?
yAA(0) = 3—7TZNZQ$ <A—Iog u_2f>
f'

Benutzung von |13, ] = 3 und > puper (i s Qr — 7) = 0 liefert:

5
Arferm = _ZNf <|Og_ - g)

f£t

7

-~

= Aa(M2) =+5.9%

3T b
a . 1 [3mt2 < 4 ) m? 1 8,
—— N, — | =5 1—=sy | log—= + Sy
3w “8sy, |2 M2 3 M2 9
M2 m?
O =£|og —L
ro (o iz )

Beachte: der Korrekturterm ~ m? entspricht ~ —3% fiir my ~ 175 GeV.
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Einschleifen-Ndherung fiir Ar im SM

aw X424(0) a 7 — 4s2
Ar = YA20)+2 LA 6+ ——Nogco

%
L EH(0) ~ Re {(T¥(M3)} | cgv e {ZW(MSV) ~ z%z(M%)} |

My S My Mz

Fiihrende My-Abhangigkeit ist logarithmisch (,Screening theorem™):

(Ar)Higgs ~ — log —5 fur My > Mz .

4 sz, 12 M2

Bemerkung:  Zwei- (teilweise Drei-) Schleifenkorrekturen zu Ar bekannt:

N og" 2 2 (3,6 (32
O (a"log" mrye, @2, aos, aa2, GEm?, GEmias) .

Vergleich von MY aus G, (LEPEWWG, Aachen 2003)

806 ! ! ! [ T T T | T T T T T
| —LEP1, SLD Data
80.571 68%CL
>
Q d
©. 80.4- -
> ]
= :
80.3 1 -
m, [Ge ]
802 1— 1|14| :,30. 1000/ Plrelllmllnalry
130 150 170 190 210

(mi® =174.3+5.1 GeV, My” = 80.426 + 0.034 GeV)

M. Steinhauser Ubungen zu Strahlungskorrekturen in Eichtheorien Maria Laach 2003



Literatur 76

Literatur

QED:
Peskin, Schroeder: Introduction to Quantum Field Theory,
Bjorken, Drell: Relativistische Quantenmechanik,

Relativistische Quantenfeldtheorie,

ltzykson, Zuber: Quantum Field Theory,
Jauch, Rohrlich: The Theory of Photons and Electrons,
Pokorski: Gauge Field Theories.

Renormierung / dimensionale Regularisierung:

Collins: Renormalization.

Skalare n-Punkt-Integrale:

't Hooft, Veltman: Nucl. Phys. B153 (1979) 365.

Reduktion von Tensorintegralen:

Passarino, Veltman: Nucl. Phys. B160 (1979) 151.

Elektroschwaches Standardmodell:

Nachtmann: Elementarteilchenphysik,

Cheng, Li: Gauge Theory of Elementary Particle Physics,
Becher, Bohm, Joos: Eichtheorien,

Taylor: Gauge Theories for Weak Interactions.

Renormierung des Standardmodells:

Bohm, Hollik, Spiesberger: Fortschr. Phys. 34 (1986) 687,
Hollik: Fortschr. Phys. 38 (1990) 165,
Denner: Fortschr. Phys. 41 (1993) 307,
Denner, Dittmaier, Weiglein:  Nucl. Phys. B440 (1995) 95.

M. Steinhauser Ubungen zu Strahlungskorrekturen in Eichtheorien Maria Laach 2003



