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Kapitel 1

Einleitung

Die Mechanik beschiftigt sich mit der Bewegung von Massenpunkten im
Raum.

Nach Kant ist der Raum eine a priori Form der Anschauung. Diese Vorstel-
lung hat sich gehalten, bis Einstein die Allgemeine Relativitétstheorie schuf.
Hier beschiftigen wir uns mit nichtrelativistischer Mechanik. Dort werden
gewisse Eigenschaften des Raumes als a priori Eigenschaften, d.h. nicht
weiter zu begriindend angenommen. Diese Eigenschaften koénnen in der
Aussage zusammengefafit werden, dal der Raum eine Euklidische Geometrie
hat. Es ist instruktiv, die damit gemeinten Eigenschaften aufzuteilen.

1 Es sind Nachbarschaftsbeziehungen definiert, d.h. man kann sagen, wenn
zwei Punkte des Raumes nahe beieinander sind. Mathematiker sagen
deshalb, der Raum habe eine ‘“Topologie’. Damit ist ein Begriff der Stetigkeit
erkliart, und der Begriff einer Kurve als stetige Abbildung von R in den
Raum ist ebenfalls erklart.

2 Es ist erkldrt, wann ein infinitesimales Kurvenstiick gerade ist. Dies ist
gleichbedeutend damit, dal der Begriff einer glatten Kurve definiert ist.
Eine glatte Kurve ist im infinitesimal Kleinen gerade. Mathematiker sagen,
der Raum habe eine ‘differenzierbare Struktur’.

3 Es ist erklirt, wann zwei infinitesimale gerade Kurvenstiicke, die sich
irgendwo im Raum befinden, parallel sind. Damit sind Geraden als Kurven,
deren infinitesimale Teile alle zueinander parallel sind, definiert.

4 Es ist ein Abstand zweier Punkte definiert. Er ist positiv semi-definit (> 0)
und erfiillt die Dreiecksungleichung. Zwei Punkte sind nahe beieinander,
wenn ihr Abstand klein ist. Mathematiker nennen den Abstand ‘Metrik’.

5 Durch zwei verschiedene Punkte kann man genau eine Gerade legen.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Zwei Geraden sind entweder parallel, dann schneiden sie sich nicht, oder sie
schneiden sich genau einmal. Nimmt man den Punkt oo hinzu, so kann man
auch sagen zwei Geraden schneiden sich genau einmal, parallele Geraden
schneiden sich bei oco.

6 Der Raum ist 3-dimensional (s.u.). Der Abstand ist nicht dimensionslos.
Man kann aber eine Einheit der Linge durch Bau eines Mafistabes defi-
nieren. Diesen Mafistab kann man iiberall hin transportieren und damit
Langenmessungen durchfiihren. Ein idealer Transport ist definiert, bei dem
sich der Maf3stab nicht verdndert: Bringt man ihn von A nach B und auf
einem anderen Weg zuriick nach A, so zeigt er danach dieselbe Lénge an.

Die historische Entwicklung der Physik war so, dal man gewisse Din-
ge, an die man aus dem téglichen Leben gewthnt war, fiir selbstversténdlich
nahm, und den nichtselbstverstindlichen Rest als Konsequenz von Na-
turgesetzen zu verstehen versuchte. Zu den ‘Selbstverstindlichkeiten’
gehorten die Eigenschaften des Raumes. Heute versucht man, moglichst
fundamentale Theorien zu machen, die mit moglichst wenigen a priori,
d.h. nicht weiter begriindbaren, Annahmen auskommen, und die auch
das scheinbar Selbstverstindliche zu erkldren versuchen. Dies ist Einsteins
Erbe. Zuweilen findet man dann Abweichungen vom fiir selbstverstidndlich
gehaltenen. Aus der Allgemeinen Relativitidtstheorie folgt beispielsweise,
dal die Euklidische Geometrie des Raumes auch hier auf der Erde nicht
exakt ist. Die Abweichungen sind aber extrem klein.

In der Speziellen Relativitdtstheorie behélt der Raum die oben genannten
Eigenschaften. Er tritt lediglich mit der Zeit in engere Beziehung. Die 4-
dimensionale Raum-Zeit hat eine dhnliche Geometrie wie der 3-dimensionale
Raum. Die oben erwédhnten Eigenschaften gelten, mit Ausnahme der
Tatsache, da3 die Metrik nicht positiv definit ist, und aus kleinem ‘Abstand’
nicht N&he folgt.

In der Allgemeinen Relativitidtstheorie werden die Eigenschaften 1 und 2 im-
mer noch als nicht weiter begriindete a priori Eigenschaften beibehalten, die
anderen Eigenschaften gelten nicht mehr in derselben Form. In jlingster Zeit
versuchte man, die Allgemeine Relativitdtstheorie mit der Quantenmechanik
in Einklang zu bringen. Dazu scheint es notwendig, auch die Eigenschaften
1 und 2 des Raumes noch aufzugeben. Was an ihre Stelle treten soll, kann
hier nicht erklart werden.



NB: Der entscheidende Punkt bei der Allgemeinen Relativitidtstheorie
ist nicht so sehr, daf} die Raum-Zeit gekriimmt ist, sondern daf} sie weniger
a priori Struktur (Eigenschaften) hat.
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Kapitel 2

Zahlenméiflige Beschreibung des
Ortes von Punkten im Raum

Um den Ort eines Punktes im Raum durch Zahlen angeben zu kénnen, mufl
man ein Koordinatensystem wéhlen. Dazu wéhlt man willkiirlich einen Punkt
O im Raum als Ursprung und legt, wiederum willkiirlich drei zueinander
senkrechte Geraden durch O (sie werde x, y, und z-Achse genannt). Da man
mit Zirkel und Lineal ein Lot fillen kann, ist erklirt, was senkrecht ist (nach-
dem der Abstand eingefiihrt ist). (Ein Zirkel zieht eine Linie, die iiberall den
gleichen Abstand von einem Punkt hat.) Die 3-Dimensionalitit des Raumes
besagt gerade, dafl man 3 zueinander senkrechte Linien ziehen kann, aber
nicht 4. Ist eine Einheit als Linge gegeben, so kann man auf den Koordi-
natenachsen Markierungen anbringen. Man kann nun von einem Punkt des
Raumes Lote auf die z-Achse und auf die xy-Ebene fillen und vom Durch-
stofpunkt durch die xy-Ebene Lote auf die x- und die y-Achse. Die Absténde
der resultierenden Punkte auf den Achsen zum Ursprung nennt man die Ko-
ordinaten z,y, z des Punktes. Sie bestimmen den Punkt eindeutig. Die Ver-
bindungslinie von 0 zum Ort nennt man den Ortsvektor r, und z,y, z seine
Komponenten. Man schreibt:

r=(z,y,2) (2.1)

Fiihrt man die drei zu den Achsen parallelen Vektoren ey, ey, und e, der
Lénge 1 ein (vgl. Zeichnung 3.1)

ex = (1,0,0)

5



6 KAPITEL 2. ORT IN ZAHLEN

e, = (0,1,0) (2.2)
e, = (0,0,1)
so kann man auch schreiben
r = zex + yey + ze, (2.3)

denn Vektoren werden komponentenweise addiert und mit reellen Zahlen
multipliziert.

Es ist nun noch interessant zu untersuchen, wie sich die Koordinaten eines
Punktes &ndern, wenn man zu einem anderen Koordinatensystem iibergeht.
Wir betrachten zunéchst nur Koordinatensysteme, deren Achsen zueinander
parallel sind.

Seien Y und X’ zwei solche Koordinatensysteme. Der Ursprung 0’ von Y’
habe den Ortsvektor b beziiglich des Koordinatensystems 3., siehe Figur 2.1.
Dann besteht zwischen den Ortsvektoren r' und r eines Punktes im Raum
folgende Beziehung

r'+b=r (2.4)

Sei
b= (b, by, bs) (25)

und
' = (2,9, 7) (2.6)

so lautet diese Gleichung in Komponenten

+b, =

!
y+b, =y (2.7)
Z+b, = z



2 RAUM

0

Abbildung 2.1: Zwei um einen konstanten Vektor verschobene Koordinaten-
systeme



KAPITEL 2. ORT IN ZAHLEN



Kapitel 3
Grundbegriffe der Mechanik

3.1 Trajektorie

Materielle Korper befinden sich irgendwo im Raum. In der Mechanik ideali-
siert man oft materielle Kérper, wie zum Beispiel Planeten, als punktférmig.
Man nennt solche idealisierten Korper Massenpunkte. Sie befinden sich zu
jedem Zeitpunkt ¢ an einem bestimmten Ort. Den zugehorigen Ortsvektor
bezeichnen wir mit r(¢). Das Argument ¢ gibt an, daf§ es sich um den Ort
handeln soll, an dem sich der Massenpunkt zur Zeit ¢ aufhilt. Der Mas-
senpunkt kann sich bewegen und zu verschiedenen Zeiten an verschiedenen
Orten aufhalten. Die Abbildung

t—r(t) = (z(t),y(t), 2(t) tEeR (3.1)

nennt man die Trajektorie des Massenpunktes, oder auch die durch die Zeit
parametrisierte Bahnkurve.

3.2 Geschwindigkeit

Man definiert den Vektor der Geschwindigkeit als zeitliche Ableitung des
Ortsvektors

_dr(t)  dx(t) dy(t) dz(1)
vO == = o e T

(3.2)

9



10 KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER MECHANIK

z

Trajektorie

Abbildung 3.1: Trajektorie eines Massenpunktes

Notation: Die Ableitung nach der Zeit wird oft mit einem Punkt iiber der
abzuleitenden Grofle bezeichnet, also r = dfg).

Die Ableitung kann man entweder, wie hier geschehen, iiber die Ableitungen
der Komponenten z(t), y(¢) und z(t) definieren, oder als Differentialquotient.

dr(t) — lim r(t+e) — r(t)

3.3
dt e—0 € ( )

Der zugrundeliegende Konvergenzbegriff ist hier, dal die Glieder einer Folge
r, — 0 wenn die Léinge |r,| — 0. Beide Definitionen sind dquivalent. Die
Lénge |r| eines Vektors r = (x,y, z) ist definiert durch

r| =2 +y>+2° (3.4)

Man schreibt auch ||r|| oder einfach r statt ||r||, ebenso bei v.

Die Geschwindigkeit ist nach Definition tangential zur Bahnkurve. (Tangenti-
alvektoren werden in der Mathematik als Ableitungen von Kurven definiert.)
3.2.1 Beispiel 1: Gleichférmige Bewegung

Es sei

r(t) = volt + 1o (3.5)
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Vo, I'g sind konstante Vektoren. In Komponenten:

z(t) = wogt + o
y(t) = voyt + Yo (3.6)
z2(t) = ot + 2

Man kann ein Polynom in t mit konstanten Vektoren als Koeffizienten ge-
nauso differenzieren, als wiren die Koeffizienten Zahlen. Also ist

dr(t)
) = —~72 — 3.7
vit) = T2 = vy (37)
Differenzieren der Formeln fiir die Komponenten liefert stattdessen
dx dy dz
E = Vg % = Voy E = Vo (38)
Da & — (4 %%, %) stimmen beide Resultate iiberein.

3.2.2 Beispiel 2: Gleichférmige Kreisbewegung um die
z-Achse

r(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt), h) (3.9)

Umlaufzeit: T = %” denn r(t +7) = r(?)
Geschwindigkeit durch komponentenweises Differenzieren

v(t) = d':i—(tt) = (—Rwsin(wt), Rw cos(wt), 0) (3.10)

NB: In der Physik meint man mit Geschwindigkeit immer den Vektor v. Er
hat eine Richtung -7 und einen Betrag [|[v]l.

3.3 Beschleunigung

Die Beschleunigung gibt die Anderung des Geschwindigkeits-Vektors pro
Zeiteinheit an.

dv(t)  d’r(t)
t = =
alt) = =4 a2
Der Buchstabe a steht fiir engl. ”acceleration”.

=v=7F (3.11)
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z

X

Abbildung 3.2: Gleichférmige Kreisbewegung um die z-Achse in Hohe h

3.3.1 Beispiel 1: Gleichférmige Bewegung
v(t) = v gibt:

dv
3.3.2 Beispiel 2: Gleichféormige Kreisbewegung

Die obige Formel

v(t) = (—Rwsin(wt), Rw cos(wt), 0) (3.13)
gibt
dv 9 9 .
i (—Rw* cos(wt), —Rw” sin(wt), 0) (3.14)

Im Spezialfall h=0 (gleichférmige Kreisbewegung in der xy-Ebene) ist

dv 9
o = —w'r(0) (3.15)

wie man durch Vergleich sieht.
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3.4 Impuls eines Massenpunktes
In der nichtrelativistischen Mechanik ist der Impuls durch
p(t) = mv(t) (3.16)

definiert, mit m=Masse des Massenpunktes. In der Speziellen Relativitéits-
theorie gilt die gleiche Formel mit m = —#— mg=Ruhemasse. In der

122
o2

nichtrelativistischen Physik ist v < ¢ und m = my =Ruhemasse. Die Einheit
der Masse ist 1kg.

3.5 Drehimpuls eines Massenpunktes

Der Drehimpuls L eines Massenpunktes wird mit Hilfe des Vektorproduktes
3-dimensionaler Vektoren definiert. L = r x p, genauer L(t) = r(¢) x p(?).
Da r x p = —p X r ist die Reihenfolge der Faktoren wichtig. Gemafl der
Definition des Vektorproduktes lautet die Definition in Komponenten

Ly = yp.—2py
L, = zp,—zp, (3.17)

Empfehlung: Man merkt sich die Formel fiir die z-Komponente eines Vek-
torproduktes, und erschliefit die Formel fiir die x- und y-Komponente durch
zyklische Vertauschung:

z — x — y — z Es sei an die Eigenschaften des Vektorproduktes erinnert.
Bilinearitét: Sei o € R

alaxb) = (xa) x b=a x (ab) (3.18)
und

(a1+a2)><b:a1><b—|—a2><b (319)

Vertauschen der Faktoren:

axb=-bxa (3.20)
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daher insbesondere

axa=0 (3.21)

Produktregel der Differentiation:

d _ da(t) db(%)
“(a(t) x b(t) = == x b(t) +a(t) x =

Der Drehimpuls héngt von der Wahl des Ursprungs 0 ab, der in die Definition
des Ortsvektors r eingeht. Betrachten wir den Ursprung 0’ eines um einen
konstanten Vektor verschobenen Koordinatensystems, so daf}

r=r'+b (3.23)

(3.22)

Daraus folgt # = r', daher ist der Impuls p’ = mr’ beziiglich des verschobenen
Koordinatensystems

p=p (3.24)

Damit ergibt sich schlieffilich die Beziehung zwischen den Drehimpulsen L
und L’ beziiglich 0 und 0'.

L=rxp=('+b)xp =r'xp'+bxp (3.25)
Also
L=L+bxp (Steinerscher Satz) (3.26)

Zur Ubung berechnen wir den Drehimpuls und seine zeitliche Ableitung fiir
die zwei schon friither betrachteten speziellen Bewegungen. Ist % =0, so sagt
man der Drehimpuls sei erhalten. Hinreichende Bedingungen hierfiir werden
wir spéter kennenlernen.

3.5.1 Beispiel 1: Gleichférmige Bewegung

I'(t) = TIg-+ V(]t (327)
p mvg = Po (3.28)
L = ro X Po (329)

dL

— =0 3.30

L_ (3.30)

denn der zweite Term vgt X mvq verschwindet.
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3.5.2 Beispiel 2: Gleichférmige Kreisbewegung um die

z-Achse
r(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt), h) (3.31)
p(t) = m(—Rwsin(wt), Rw cos(wt), 0) (3.32)

Also

L, = yp,— zpy = —hmRw cos(wt)
L, = zp, —ap, = —hmRwsin(wt) (3.33)

L, = zp, — yp, = mR’w cos®(wt) + mR’wsin’(wt) = mR*w

Im allgemeinen ist L hier zeitabhingig. Im Spezialfall der Bewegung in der
xy-Ebene ist jedoch h=0, daher

dL

L = (0,0, mR*w) - =0 (3.34)

fiir h=0.

3.6 Inertialsystem

Die Wahl von Koordinatenachsen definiert ein Bezugssystem. Man unter-
scheidet nicht zwischen Bezugssystemen, die durch konstante Verschiebung
des Ursprungs auseinander hervorgehen. Ein Bezugssystem heifit Inertial-
system, wenn es sich relativ zum Fixsternhimmel gleichférmig bewegt. Alle
Inertialsysteme bewegen sich relativ zueinander gleichférmig. Ein rotierendes
Bezugssystem ist kein Inertialsystem. Insbesondere legen auf der Erde fest-
stehende Koordinatensysteme kein Inertialsystem fest, weil die Erde rotiert.
Oft kann man dies allerdings vernachléassigen.

Ein weiterer Grundbegriff der Mechanik ist die Kraft. Wir werden sie unten
im Zusammenhang mit den Newtonschen Bewegungsgleichungen diskutieren.
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Kapitel 4

Newtons
Bewegungsgleichungen und
Kraftgesetze

Das 1. Newtonsche Gesetz besagt, dafl ein Korper, auf den keine Krifte wir-
ken, seinen Bewegungszustand nicht &ndert. Wie sich der Bewegungszustand
eines Korpers dndert, wenn Kréfte auf ihn wirken, ist Gegenstand des nun
folgenden 2. Newtonschen Gesetzes, die Bewegung eines Massenpunktes in
einem Inertialsystem geniigt der Newtonschen Bewegungsgleichung.

dp

dt
Man kann dies als Definition der auf den Massenpunkt wirkenden Kraft
F auffassen. Man benutzt dieselbe Definitionsgleichung manchmal auch in
Nichtinertialsystemen. In diesem Fall enthélt jedoch F auch Anteile, die im
Inertialsystem nicht auftreten. Man nennt sie Scheinkrifte oder Tréagheits-
krifte. Ein Beispiel ist die Corioliskraft. Wir kommen in Kapitel 12.7 darauf
zuriick.
Eine wirkliche Aussage iiber die Bewegung eines Massenpunktes erhélt man
aus der Newtonschen Bewegungsgleichung erst, wenn man die Kraftgeset-
ze kennt, die die Kraft F auf den Massenpunkt bestimmen, wenn man den
Ort r und noétigenfalls die Geschwindigkeit v = 1 des Massenpunktes kennt.
In manchen Fillen hdngt F auch noch explizit von der Zeit ab. Physiker
schreiben etwas schlampig

F = F(c(t), v(t),?) (4.2)

F (4.1)

17
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Die drei wichtigsten Beispiele werden im Folgenden vorgestellt.

4.1 Lorentzkraft

Die Kraft auf ein geladenes Teilchen mit Ladung ¢ in einem elektromagne-
tischen Feld. Seien E(r) das elektrische und B(r) das magnetische Feld am
Ort r des Teilchens, so ist

F = ¢(E(r) + v x B(r)) (4.3)

4.2 Coulombkraft

Ein am Ort 0 in Ruhe befindlicher Massenpunkt mit elektrischer Ladung @)
erzeugt ein elektrisches Feld, das gemafl der Gleichung fiir die Lorentzkraft
eine Kraft auf ein Teilchen der Ladung ¢ am Ort r ausiibt. Die resultierende
Kraft ist

_qQ 1r

— — 4.4
Amegr? T (4.4)

F

mit 7 =| r |. Die Gleichung gilt in einem beliebigen rechtwinkligen Koor-
dinatensystem, wenn r als Differenz der Ortsvektoren der beiden Teilchen
interpretiert wird.

4.3 Schwerkraft

Ein am Ort O in Ruhe befindlicher Massenpunkt mit Masse M erzeugt ein
Schwerefeld, das auf einen bei r befindlichen Massenpunkt der Masse m die
Kraft

GmMr
rZ2 r

F =

(4.5)

ausiibt. G ist die Gravitationskonstante. Im Falle kugelsymmetrischer Mas-
senverteilung in einem Ko6rper kann man sich seine Masse M im Schwerpunkt
vereinigt denken (dies ist eine Entdeckung Newtons). Betrachtet man die
Erde als hinreichend genau kugelsymmetrisch, so kann man die Formel auf
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einen Massenpunkt im Schwerefeld der Erde anwenden. Man erhélt auf der
Oberfliche der Erde die Gewichtskraft

F = —gme, (4.6)

wo e, der vom Erdmittelpunkt weggerichtete Einheitsvektor ist. Dabei ist g
die sogenannte Erdbeschleunigung:

9= (4.7
M=Erdmasse, R=FErdradius.

Die Einheit der Kraft ist 1 Newton = 1 kgms .

Krifte kann man auf verschiedene Weisen messen. Einmal durch Messung der
durch die Kraft der Newtonschen Bewegungsgleichung bewirkten Beschleuni-
gung (genau gibt das Kraft/Masse). Zum Anderen kann man eine unbekannte
Kraft gegen eine bekannte Kraft - beispielsweise Coulombkraft - bilanzieren,
sodafl die resultierende Kraft 0 ist, also keine Beschleunigung bewirkt. Auf
diese Weise kann man sowohl Mefivorschriften fiir die Kraft als auch fiir die
Masse angeben. Das Genauere lernt man in der Experimentalphysik.

4.4 Drehmoment

Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung folgt auch eine Formel fiir die
zeitliche Anderung des Drehimpulses eines Massenpunktes. Nach der Pro-
duktregel ist

%:fxp—i-rxf) (4.8)

Nun ist aber p = m#. Damit ist der erste Term gleich m(f x ) = 0. Wir
definieren das Drehmoment N einer Kraft F durch

N=rxF (4.9)

Setzen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung p = F ein, so ergibt sich

dL(t)

— = N() (4.10)
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Wir werden spéter den Drehimpuls als einen verallgemeinerten Impuls, und
das Drehmoment als eine verallgemeinerte Kraft interpretieren. Die Glei-
chung ist Beispiel der Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsglei-
chung auf verallgemeinerte Impulse (und Koordinaten).

Ein wichtiger Spezialfall tritt auf, wenn r und F stets parallel sind. Dann ist
r x F = 0, daher %Et) = 0 (Drehimpulserhaltung). Mit parallel ist gemeint:
bis auf einen reellen Faktor gleich. Der Faktor kann auch negativ sein. An-
tiparallel ist also zugelassen. Ist %&t) = 0, so sagt man, der Drehimpuls sei
erhalten.



Kapitel 5

Arbeit, Potential, Energie

5.1 Arbeit

Wir betrachten einen Massenpunkt, den wir von einem Anfangsort r, um
eine infinitesimale Strecke Ar zum Endort r, = r, + Ar verschieben. Der
Massenpunkt befindet sich dabei unter dem Einflul der Kraft F. Die Grofle

AA = FAr (5.1)

nennt man die bei der infinitesimalen Verschiebung vom System geleistete
Arbeit. Mit System ist hier der Massenpunkt gemeint. Das Negative davon
ist die am System geleistete Arbeit.

Wir betrachten als néchstes endliche Verschiebungen. Wir nehmen an, die
Kraft sei geschwindigkeitsunabhingig. Sie kann vom Ort des Teilchens
abhéngen. Wihrend der oben betrachteten infinitesimalen Verschiebung ist
der Ort praktisch konstant, mithin auch die Kraft

F = F(r,) (5.2)

Eine endliche Verschiebung von r, =ry nach re = r, lings einer gewissen
Kurve C denken wir uns aus n kleinen Stiicken zusammengesetzt. Im i-ten
Schritt (i = 1...n) verschieben wir von r;_; nach r; um

AI‘Z' =r;,—I;1 (53)

Im Grenzfall grofier n soll Ar; infinitesimal klein werden. Die Arbeit ergibt
sich als

Aose =) F(r,)Ar, (5.4)
i=1

21
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Wir fassen dies als die Riemann-Summen-Naherung fiir ein Integral auf.
Wir parametrisieren die Kurve C durch einen reellen Parameter s = s,...5,.
Jedem Wert des Parameters s ist ein Punkt r(s) auf der Kurve zugeordnet.
Die Kurve wird damit eine Abbildung des Intervalls in den Raum.

C: s—r(s) (5.5)

Den oben ausgewihlten Punkten r; entsprechen dann gewisse Parameterwer-
te s;.

r, = I‘(SZ) Al‘i = AI‘(SZ) = I'(Si) — I'(Sz'_l) ASZ' = S; — S;—1 (56)
Die Formel fiir die Arbeit kann nun wie folgt geschrieben werden:

Ao = 3 F(r(s) 3o 6:7)

Dies ist die Riemann-Summe fiir das folgende Integral:

dr(s)
ds

Aase = / “(F(r(s) ) ds (5.8)
Dies ist ein gewchnliches Integral der Form [ f(s)ds, wobei die reelle Funk-
tion f(s) in spezieller Weise als Skalarprodukt der Vektorfunktion F(r(s))

und der Vektorfunktion %) gebildet wird. Die folgende Abkiirzung ist
iiblich.

ds

Aase = /C F(r)dr (5.9)

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist durch den Ausdruck (5.8) definiert.
Man kann zeigen, dafl der Ausdruck von der Wahl der Parametrisierung des
Weges C' unabhéngig ist. Man nennt solche Ausdriicke Linienintegrale. Sie
treten an vielen Stellen in der Physik auf (Mechanik, Elektrodynamik, Ther-
modynamik). Es ist deshalb wichtig, sich damit (durch Ubung an Beispielen)
vertraut zu machen.

Im Folgenden sei die Kraft

F(r) = —kr (5.10)

(z.B. riicktreibende Kraft einer Feder).
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5.1.1 Beispiel: Verschiebung eines Massenpunktes in
radialer Richtung von r, =0 zum Punkt r. =

(fEeayea Ze)

Wir parametrisieren die Gerade von 0 nach re durch s=0...1

I‘(S) = (S-Tea SYe, SZe) (5.11)
Damit
d
d—z = (Ze» Yes Ze) (5.12)
und
dr dr
F —_— = — = 2 2 2 1
(x(s)) 3o = —he(s) 5. = —ks(a? + 17 + 22) (513)
Das Integral wird
1
Agye = —k/ ds s (z2 +y> + 22) (5.14)
0

Der Faktor (z2+y2+22) = r? ist konstant und kann vor das Integral gezogen
werden. Da f; ds s = £ ergibt sich:

Agye = —=T (5.15)

5.1.2 Beispiel: Bewegung um einen Kreis des Radius
R in der xy-Ebene von r, = (R,0,0) nach re =r,
(geschlossener Weg)

Der Kreis kann durch den Winkel ¢ = 0...27 parametrisiert werden.

r(¢) = (Rcos(¢), Rsin(¢),0) (5.16)

Damit

dr :
7 (—Rsin(¢), Rcos(¢),0) (5.17)
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d d
P(r(6) 12 = —kr(0) ) = —KR2(= cos(6) sin(s) +sin(o) cos(4)) =(0.19)
Da der Integrand verschwindet ist auch

Agyea =0 (5.19)

Wir werden sehen, dafy der Fall haufiger auftritt, dal die Arbeit beim Umlauf
um einen geschlossenen Weg verschwindet.

5.2 Potential

Eine geschwindigkeitsunabhingige Kraft F(r) hat das Potential V' (r) falls
F(r) = -VV(r) (5.20)

Wir benutzen hier den V-Operator. Dies ist ein Differentialoperator, der
skalare Funktionen in vektorwertige Funktionen abbildet. (Wirkungen auf
Vektorfunktionen werden wir spéter betrachten.)

200,

- 0z’ Oy’ Oz
Auch eine zeitabhéngige Kraft kann ein Potential haben. Die Gleichung lautet
dann in Komponenten:

(5.21)

F,(r,t) = —a%V(ac,y, z,t)
Fy(ra t) = —(%V(x,y,z,t) (522)
F,(r,t) = —%V(w,y,z,t)

Dabei ist V(z,y, z,t) fiir V(r,t) geschrieben, um die Abhéngigkeit von den
Variablen, nach der differenziert wird explizit zu machen.

5.2.1 Beispiel: 3-dimensionaler harmonischer Oszilla-
tor

Sei V(r) = —%r? = — (2% + y? + 2%) Dann ist
Fp=—kx, Fy=—ky, F,=—kz (5.23)
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also in Vektorschreibweise F(r) = —kr. Dies ist die riicktreibende Kraft eines
dreidimensionalen harmonischen Oszillators mit der Federkonstante k. Wir
haben damit das Potential dieser Kraft gefunden.
Von besonderer Bedeutung ist der Fall von Potentialen mit Kugelsymmetrie.
Dann héngt das Potential nur vom Abstand r ab. Wir schreiben kurz V(r)
mit 7 =| r |. Wir berechnen die zugehorige Kraft.

_dV(r)or

F, = R (5.24)
usw. Wir berechnen
g—;= %(x2+y2+22)% :%(x2+y2+22)_%2:c: % (5.25)
Genauso findet man g—; = % und % = £. Insgesamt
Vr = (g—;, g—;, %) - ; (5.26)

Die Kraft ist also parallel (oder antiparallel) zum Ortsvektor, und ihr Betrag
hdngt nur vom Abstand r zum Nullpunkt ab. Jede Kraft mit dieser Eigen-
schaft hat ein Potential. Denn ist F(r) = f(r)7, so kénnen wir f(r) = —V'(r)
schreiben, hier bedeutet " Ableitung nach dem Argument (hier 7). V ist also
das Negative der Stammfunktion von f. Nach obigem Resultat ist V' ein Po-
tential zu F.

Das Potential einer Kraft ist nur bis auf eine willkiirliche additive Konstante
bestimmt.

Wir kénnen nach dem eben Gesagten sofort das Potential fiir die Coulomb-
kraft und fiir die Schwerkraft, die von einem Massenpunkt bei 0 ausgeht,
angeben.

F(r)=—-—=- (5.27)
hat das Potential

(5.28)
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5.2.2 Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Potentials

Es sei ein auf dem ganzen Raum oder auf einem einfach zusammenhéngenden
Teil davon definiertes Kraftfeld F(r) gegeben.

Behauptung: Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf} es ein
Potential besitzt, ist

VxF(r)=0 (5.29)
In Komponenten ist
0 0 0 0 0 0
F=(+—F,-—F,—F,——F,, —F,——F, 5.30
v x (ay 0z ¥ 0z ox “0z Y oy ) (5:30)

Man nennt dies die Rotation und schreibt auch
V x F = rotF (5.31)

Die englische Bezeichnung fiir rot ist curl.
Die Notwendigkeit der Bedingung ist leicht zu sehen. Ist F = —VV| so ist

VxF=-VxVV (5.32)
In Komponenten ergibt sich aus V = (%, a%’ %):
0 0 0 0
(VxV)|.= (%6_y - 6_y%) =0 (5.33)

Dies verschwindet weil die partiellen Ableitungen miteinander kommutieren.
Ebenso verschwinden die anderen Komponenten. Daher ist V x F = 0 wenn
F ein Potential hat.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Potentials
kann noch in einer anderen dquivalenten Form geschrieben werden. Sei C' ein
beliebiger geschlossener Weg im Definitionsgebiet von F. Fiir Linienintegra-
le entlang geschlossener Wege schreibt man §,. Die dquivalente Bedingung
lautet

7{} F(r)dr =0 (5.34)

fiir jeden geschlossenen Weg C'. Die Aquivalenz ergibt sich aus dem folgenden
mathematischen Satz.
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5.2.3 Stokescher Satz

Sei D eine in den Raum eingebettete berandete Fliche mit Rand dD. Dann
ist

/D V x F(r)df(r) = 743 F(r)dr. (5.35)

Der Rand der Fliche ist eine geschlossene Kurve. Das vektorielle Flichenele-
ment ist

df(r) = n(r)df (r) (5.36)

wo n die Normale auf der Fliche ist, und df das skalare Fldchenelement.
Anwendung: Ist C' ein geschlossener Weg in einem einfach zusammenhéngen-
den Gebiet, so ist C' Rand einer Fliche D. Die Fléche ist nicht eindeutig be-
stimmt. Wir wéhlen eine beliebige Fliche D mit C = 0D aus. Ist VX F =0,
so folgt aus dem Stokeschen Satz, dafi ¢, Fdr = 0. Ist also die urspriingliche
Bedingung erfiillt, so auch die Alternative. Um den Schluf in die umgekehrte
Richtung zu fiihren, wihlen wir ein infinitesimales Fléchenstiick D an einem
beliebig vorgegebenen Punkt r mit beliebig vorgegebener Normalen n. Dann
ist

/D V x F(r)df(r) = n(V x F(r) | Fliiche von D | (5.37)

Aus der alternativen Bedingung und dem Stokeschen Satz folgt, daf dies fiir
beliebiges r und n verschwinden muf}. Also ist V x F = 0.

Damit ist die Aquivalenz der Bedingung gezeigt. Da8 sie hinreichend ist, wird
im néchsten Abschnitt gezeigt werden.

5.2.4 Berechnung des Potentials

Ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Po-
tentials erfiillt, so kann man das Potential mit Hilfe der folgenden Vorschrift
durch Auswertung von Linienintegralen berechnen. Es wird gezeigt werden,
daB die Vorschrift sinnvoll ist, und dafl der negative Gradient —VV des so be-
stimmten Potentials gleich der vorgegebenen Kraft ist. Damit ist dann auch
gezeigt, dafl die oben angegebene Bedingung fiir die Existenz eines Potentials
hinreichend ist. Die Rechenvorschrift lautet wie folgt.

Wihle einen beliebigen Punkt rg und verfiige {iber die willkiirliche Konstante
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im Potential durch Wahl von V(rp). Zu jedem r wéhle einen Weg C' von rg
nach r und setze

V(r) = V(ro) / F(r')dr' (5.38)

C:rg—r

Ich schreibe C' : rg — r, um anzugeben, dafl der Weg von rg nach r laufen
soll.
Wiirde F keinerlei Einschrinkung unterliegen, so wire die rechte Seite dieser
Gleichung (bei gegebenem rg und V(rg)) nicht nur von r abhingig, sondern
auch von der Wahl des Wegs von rg nach r. Sie wire dann keine Funktion
von r alleine.
Die Bedingung fiir die Existenz eines Potentials sorgt nun gerade dafiir, daf§
eine solche Abhingigkeit vom Weg nicht auftritt. Seien C' und C' zwei ver-
schiedene Wege von rg nach r. Sei —C' der riickwérts durchlaufene Weg C'.
Es ist

[CFﬁ:viLFﬁ (5.39)

Dies entspricht dem Vertauschen der Grenzen bei 1-dimensionalen Integralen.
Aus C’ und C koénnen wir einen geschlossenen Weg von rg nach ro zusam-
mensetzen. Er werde mit —C'C’" bezeichnet. Linienintegrale addieren sich,
wenn man Wege zusammensetzt. Daher ist

ﬁwjazcjw—imh (5.40)

Verschwindet also § Fdr fiir jeden geschlossenen Weg, so sind die Linieninte-
grale von rg nach r von der Wahl des Wegs unabhingig.

Es muf} schliellich noch gezeigt werden, dal man aus V' die richtige Kraft
F = —VV bekommt.

Es geniigt, fiir beliebige infinitesimale Vektoren Ar zu zeigen, daf}

ArF(r) = —ArVV(r) (5.41)

Durch Taylor-Entwicklung von V(r + Ar) in den Komponenten von Ar bis
zu den Gliedern erster Ordnung sieht man, dafl

V(r+ Ar) = V(r) = ArVV(r) (5.42)

Terme hoherer Ordnung in der Taylor-Entwicklung, die auf der rechten Seite
hinzukommen wiirden, sind vernachléissigbar, weil Ar sehr klein ist. Aus der
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Wegunabhingigkeit von [, Fdr kann man schlieflen, daf§ die Formel (5.38)
fiir jeden Wert von rg gilt. Wir nehmen dies an und kommen gleich darauf
zuriick. Dann folgt
V(r+ Ar) =V(r) — / F(r')dr’ (5.43)
Ca:r—r+Ar

fiir einen beliebigen Weg Ca von r nach r+ Ar. Es ist aus der Formel mit rq
und aus den obigen Betrachtungen zur Zusammensetzung von Wegen unmit-
telbar klar, daf die Formel gilt, wenn Cx aus einem riickwérts durchlaufenen
Weg von rg nach r + Ar zusammengesetzt ist. Da das Integral aber von der
Wahl des Weges Ca von r nach r + Ar unabhéngig ist, gilt die Aussage fiir
jeden solchen Weg Ca. Wir wihlen die gerade Linie. Sie ist infinitesimal kurz.
Daher gilt:

/ F(r')dr' = F(r)Ar (5.44)
Ca
Also ist

V(r+ Ar) —V(r) = —F(r)Ar (5.45)
Mit Formel (5.42) bekommen wir damit die Behauptung (5.41).

5.3 Energie

Eine Kraft heifit konservativ, wenn sie nicht explizit zeitabhéngig ist und ein
Potential besitzt. Das Potential kann dann zeitunabhéngig gew#hlt werden.

F(r) = —~VV(r) (5.46)

Besitzt eine Kraft ein Potential, sei es zeitunabhéngig oder auch nicht, so
kann man die Energie definieren durch

B(t) = %va(t) FVE@) =T +V (5.47)

T = imv? heifit kinetische Energie, V' potentielle Energie. Bewegt sich ein
Teilchen lidngs einer Trajektorie ¢ — r(t), so ist v(¢) = £(t) einzusetzen. Wir
betrachten physikalisch mogliche Bewegungen, so daf8 r(¢) der Newtonschen
Bewegungsgleichung geniigt. Ist V' nicht explizit t-abhiingig, so gilt

mi(t) = —VV(x(t)) (5.48)

andernfalls hétte V' noch ein zusétzliches Argument.
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5.3.1 Energieerhaltung

Ist die Kraft konservativ, so ist die Energie erhalten, d.h. E ist Z-unabhéngig.

Direkter Beweis: Multipliziere (5.48) skalar mit t(¢)
mi(t)¥(t) = —1(t)VV(r(t)) (5.49)

Beide Seiten konnen umgeformt werden

d1
%Emi'z = mi¥ (5.50)
nach der Produktregel der Differentiation, die bekanntlich auch fiir Skalar-

(und Vektor-) produkte von Vektorfunktionen gilt. Die rechte Seite wird

d .

Ausfiihrlicher in Komponenten

d 0z 0 dy 0 0z 0

Nach der Umformung lautet die Gleichung —4imi? = —<Vr(t) oder
i1,
E(Emr +V(r(t))=0 g.ed (5.53)

2. Beweis: Betrachte die vom System geleistete Arbeit bei der Bewegung
lings der physikalischen Trajektorie von r, = r(t,) nach re = r(t.). Wir pa-
rametrisieren die Bahnkurve durch die Zeit. Dann ist

Ag e = /tt F(r(t))d‘;l(tt) dt (5.54)

Nach der Newtonschen Bewegungsgleichung ist F = m¥. Also

te . dr(t) te d 1

Aa e — = ——mf 2
N \ mi— dt 5 dter(t) dt
1 1
= imVZ(te) — imVQ(ta) =T(t.) — T(t,) (5.55)
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Die vom System geleistete Arbeit ist gleich der Anderung der kinetischen
Energie. Dies gilt allgemein, gleichgiiltig ob die Kraft ein Potential hat und ob
sie zeitunabhéngig ist. Hat die Kraft ein Potential V' (r,t), so ist nach (5.38)
das Linienintegral der Kraft gerade gleich der Anderung der potentiellen
Energie.

—Agse =V(re) — V(ra) (5.56)

falls das Potential t-unabhéngig ist (sonst stiinden in den beiden Ausdriicken
auf der rechten Seite noch zusitzliche Argumente ¢, und ¢,.) Gleichsetzen
der beiden Ausdriicke fiir A,_,, liefert

T(ta) + V(ta) = T(te) + V(te) (5'57)

also die Erhaltung der Energie.

5.3.2 Bemerkung

Die Energieerhaltung gilt auch dann noch, wenn zusétzlich zu einer Kraft, die
ein Potential besitzt, noch die Lorentzkraft F = q(v x B)v auf ein geladenes
Teilchen im Magnetfeld tritt. Dies liegt daran, dafl die von einem Magnetfeld
ausgeiibte Kraft bei der Bewegung lings einer physikalischen Trajektorie um

dr
dr = %dt = vdt (5.58)

keine Arbeit leistet. Es ist
q(v x B)vdt =0 (5.59)
weil v x B auf v senkrecht steht. Schreiben wir die Bewegungsgleichung
mi = —-VV(r) + ¢(f x B) (5.60)

und multiplizieren skalar mit ©(¢), so trigt der letzte Term nichts bei, und
wir konnen fortfahren wie im ersten Beweis.
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5.4 Uberblick iiber bisher angetroffene Er-
haltungssitze fiir einen Massenpunkt

Bedingung erhalteneGrafie Grund
F=0 Impuls p Newtonp =F
rxF=0 Drehimpuls L=r X p L=N=rxF
(hinr. : kugelsym. Potential)
konservative Kraft Energie E = imi?® 4+ V (r) s.Text

Versucht man die Bewegungsgleichungen fiir verschiedene mechanische Pro-
bleme zu l6sen, so schaut man als erstes, ob es nicht Erhaltungssitze gibt.
Mit ihrer Hilfe kann man Bewegungsgleichungen vereinfachen, indem man
alle oder einen Teil der Gleichungen von Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung auf Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihrt. Man spricht
deshalb von ‘ersten Integralen’ der Bewegungsgleichungen. Im Folgenden
werden wir zwei wichtige Beispiele fiir dieses Verfahren kennenlernen; in
Kapitel 8 das Keplerproblem und in Kapitel 7 die Losung 1-dimensionaler
Probleme (mit zeitunabhiingiger Kraft) mit Hilfe der Energieerhaltung. Es
gibt aber natiirlich auch Probleme ohne Erhaltungssitze, z.B. erzwungene
Schwingungen eines harmonischen Oszillators.



Kapitel 6

Harmonische Schwingungen in
1 Dimension

6.1 Losungsmethoden fiir lineare gewdhnli-
che Differentialgleichungen

Wir betrachten zunéchst freie ungedimpfte Schwingungen. ‘Frei’ bedeutet
ohne dufere Kraft. Die Bewegungsgleichung lautet

mi = —kz (6.1)
oder
i+wir =0 (6.2)

mit wy = \/% Dies ist eine lineare homogene gewdhnliche Differentialglei-
chung 2. Ordnung. Die Terminologie soll erklirt werden. ‘Gewd6hnlich’ bedeu-
tet, dafl keine partiellen Ableitungen auftreten, im Unterschied zu partiellen
Differentialgleichungen (Beispiel: Schrédingergleichung in 3 Raumdimensio-
nen). ¢ heift die unabhingige Variable, z die abhéingige Variable. ‘Linear’
bedeutet, dafl nur 1. Potenzen von x,z,% auftreten. ‘Homogen’ bedeutet,
daB kein z-unabhingiger Term auftritt (wenn ein solcher Term vorhanden
ist, schreibt man ihn gewohnlich auf die rechte Seite der Gleichung). ‘Kon-
stante Koeffizienten’ bedeutet, dafl die Koeffizienten 1,0 und w2 von %,
und von z(t) unabhéngig sind. ‘2. Ordnung’ bedeutet, daf§ # vorkommt, aber
keine hoheren Ableitungen.

33
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In Kapitel 7 wird gezeigt werden, wie die allgemeine Losung mit Hilfe der
Energieerhaltung gefunden werden kann. Es soll hier nur noch eine andere
Methode vorgefiihrt werden, die allgemein fiir lineare gew6hnliche Differen-
tialgleichungen anwendbar ist.

Man 16st die Gleichung mit Hilfe eines Ansatzes. Versuchen wir, Losungen
der Form

x = acoswt + bsin wt (6.3)

zu finden. Wir werden gleich sehen, dafl dies die Gleichung fiir beliebige a, b
16st, vorausgesetzt w = wy. Denn

—aw sin wt + bw cos wit
2

= —aw’coswt — bw?sinwt = —w’x (6.4)
Der Ansatz enthielt schon die zwei willkiirlichen Konstanten a und b, die
in die allgemeine Losung eingehen. Es geniigt aber tatséchlich, per Ansatz
zwei linear unabhiingige spezielle Losungen z;(¢) und z5(¢) zu finden. Der
folgende allgemeine Satz iiber homogene lineare Gleichungen erlaubt dann,
die allgemeine Lésung zu finden.

6.1.1 Superpositionsprinzip (mathematischer Satz)

Sind z; und x5 zwei Losungen einer homogenen linearen Gleichung fiir x, so
ist auch

xr = axy + bxy (6.5)

fiir beliebige Konstanten a, b eine Losung.

Der Satz gilt nicht nur fiir gewohnliche Differentialgleichungen, sondern
auch fiir beliebige homogene lineare Gleichungen, insbesondere auch fiir die
Schrodinger-Gleichung. Der Satz ist als Superpositionsprinzip bekannt. Es
spielt in der Quantenmechanik eine entscheidende Rolle.

Fiir unser Problem ist der Satz leicht einzusehen. Gilt 7 = —w%xl und
Ty = —wixa, so auch

d2

@(axl(t) + by (t)) = —wi (az (t) + bxo(t)) (6.6)

fiir konstante a, b. Aus Losungen 1 (t) = coswgt und z5(t) = sin wyt bekommt
man so die allgemeine Losung.
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Man kann sich das Leben noch weiter vereinfachen, indem man zunéchst
komplexe Losungen z(t) bestimmt und mit den komplexen Superpositionen
ax1(t) + bxa(t) zwei solcher Losungen mit a,b € C die reellen Losungen
ausdriickt.

6.1.2 Exponentialansatz (mathematischer Satz)

Homogene gewohnliche Differentialgleichungen kénnen durch einen Ansatz
der Form z(t) = e** mit s € C geldst werden.

Dies funktioniert immer, beispielsweise auch fiir freie Schwingungen mit
Dampfung, wo ein reeller Ansatz weniger leicht zu finden wire. Aus dem
Ansatz ergibt sich

i = se® i = s%e™ (6.7)
Einsetzen in die Differentialgleichung gibt
(s +w))e =0 (6.8)

2:

Dies ist erfiillt, wenn s —w?. Es gibt zwei Losungen dieser Gleichung

S1 = in SS9 = —’l:a)() (69)
Die allgemeine komplexe Losung lautet
z(t) = ae™°" + e~ "ot a,beC (6.10)

Man sieht sofort, daf§ die Lésung reell ist, wenn b = a (komplex konjugiert),
da dann der zweite Term das konjugiert komplexe des ersten ist. Schreibt
man a = Ae’® mit A =| a |€ R, so erhilt man

x(t) = 2A cos(wot + @) (6.11)

Mit Hilfe des Additionstheorems fiir trigonometrische Funktionen nimmt dies
folgende Form an.

z(t) = acoswot + bsinwgt ~ mit a=Acos¢ und b= Asin(6.12)

Alternativ dazu kann man e*™o! = cos wyt £ i sin wyt einsetzen und erhilt die

allgemeine komplexe Losung in der Form acoswyt + bsinwyt mit a,b € C.
Die Losung ist reell, wenn a,b € R.

SchlieBlich gibt es noch eine dritte Methode um zur reellen Losung zu kom-
men.
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6.1.3 3. mathematischer Satz

Sind die konstanten Koeffizienten in der Differentialgleichung reell, so ist mit
z(t) auch das konjugiert komplexe Z(t) eine Losung. Daher sind Rz (¢) und
Sz (t) reelle Losungen.

Dies gibt nicht notwendig zwei linear unabhéngige Losungen. Lésungen x;
und z, heiflen linear unabhéngig, wenn es nicht zwei Konstanten a,b gibt,
die nicht beide verschwinden, und die Gleichung ax1(t) + bz2(t) = 0 fiir alle
t erfiillen. Dieser 3. mathematische Satz ist unmittelbar einsichtig.

6.2 Freie gedidmpfte Schwingungen

Neben der Riickstellkraft —kx gibt es hier noch eine Reibungskraft —a:z. Die
Bewegungsgleichung lautet daher

mi +at+kx =0 (6.13)
oder
F+2M+wiz =0 (6.14)

mit wy = 1/£ und A = ;2. Der Ansatz z = e, & = se’’ und i = s%¢*" wird

eingesetzt und fiihrt auf die Gleichung
2+ 2\ s +wp =0 (6.15)
Diese Gleichung hat im allgemeinen zwei Losungen

s1=—=A+ /A —wi 83 = =X — A\ — W (6.16)

Die Losungen sind verschieden, falls A # wy. Der Fall A = wy wird als kritische
Déampfung bezeichnet. Er wird einer besonderen Betrachtung bediirfen. Fiir
nichtkritische Dampfung lautet die allgemeine komplexe Lésung

z(t) = a1e®" + age®’. (6.17)

Es sind drei Fille zu unterscheiden.
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6.2.1 )\ < w; (unterkritische Ddmpfung)

Dann ist die Wurzel imaginér, und man hat zwei Losungen
s$1=—=A+iwr und Ss=—\—iwg (6.18)
mit wp = \/wis — A2. Die allgemeine Losung lautet dann
z(t) = e M (a1e™R" + age™™RY) = e M (A coswprt + Bsinwgt)  (6.19)
Die Losung ist reell, wenn A und B reell sind, oder dquivalent dazu, wenn
ay = a; (konjugiert komplex). Das ist eine geddmpfte Schwingung.
6.2.2 )\ > wy (iiberkritische Ddmpfung)

In diesem Fall ist die Wurzel {/A\2 — w? reell und wir haben zwei verschiedene
reelle Zerfallsraten \; < Ag

)\1:—51:)\—\//\2—(4)8 )\2:—82:)\4-\/)\2—&)8 (620)

Die allgemeine Losung lautet
z(t) = Ae M' + Be ™! (6.21)

Die Losung ist reell wenn A und B reell sind. Das ist der Kriechfall.

6.2.3 )\ =uwy (kritische Dampfung)

In diesem Fall liefert der Ansatz nur eine linear unabhéngige Losung z; =
e . Eine zweite linear unabhiingige Losung kann man durch Grenzwertbe-
trachtung A — wq erhalten. Hierzu bestimmen wir diejenigen Losung, die
den Anfangsbedingungen

2(0) =0 #(0) = 1 (6.22)

geniigt. Da fiir die schon gefundene Losung x; # 0 ist, sind sie beiden Lisun-
gen linear unanhéngig. Fiir A < wy lautet die gesuchte Losung

1
T9(t) = — sinwgte ™ (6.23)
WR



38 KAPITEL 6. HARMONISCHE SCHWINGUNGEN IN 1 DIMENSION

Im Grenzfall A — wy geht wg — 0 und die Lésung wird
To(t) = te M (6.24)

Fiir unterkritische Dampfung A ist die Zerfallsrate gleich A. Sie wéchst also
mit steigendem A bis zum Grenzwert A = wy. Bei iiberkritischer Ddmpfung
dominiert bei groBen Zeiten der erste Term o< e *'%. Da stets \; < wy ist die
grofftmogliche Zerfallsrate A = wyq. Sie wird bei kritischer Dampfung erreicht.

6.3 Erzwungene Schwingungen

Wir betrachten die Schwingungen eines ungedimpften oder geddmpften har-
monischen Oszillators unter dem Einfluf} einer duBeren Kraft F,.(t). Eine
solche Kraft hat ein Potential

Vewt(2,1) = —xFopy(t) (6.25)

Da das Potential zeitabhéingig ist, ist die Kraft nicht konservativ, und die
Energie daher i.a. nicht erhalten. Die Bewegungsgleichung lautet nach Divi-
sion durch m

Fe:ct (t)
m

E(t) + 2\i(t) + woz(t) = (6.26)
Dies ist eine inhomogene gewthnliche lineare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten. Es gibt eine allgemeine Theorie, mit deren Hilfe man
solche Gleichungen (fiir hinreichend ‘gute’ Funktionen F,.;(¢)) immer 16sen
kann. Bevor wir in deren Diskussion eintreten, sei als Einfiihrungsbeispiel
die ungedimpfte Schwingung mit periodischer duflerer Kraft betrachtet. Die
Kraft sei F,,; = Acoswt, die Bewegungsgleichung lautet dann

#() + wla(t) = %cos wt (6.27)

Durch Ansatz werden wir eine spezielle Losung finden. Aus historischen
Griinden spricht man von ‘partikuliren Losungen’, um sie von der allge-
meinen Losung, die von zwei freien Konstanten abhingen wiirde, zu unter-
scheiden. Beachte, dafl A als Teil der Problemstellung gegeben ist. Es ist
keine freie Konstante in der Losung. Wir machen den Ansatz

z(t) = Bcoswt (6.28)
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Dies hat dieselbe Periode 2;” wie die duBere Kraft. Es ist & = —w?B coswt.
Einsetzen ergibt

A
(—w? + wg)Bcoswt = — cos wt (6.29)
m
Die Gleichung ist geldst, wenn B = 2 (w3 — w?)~!. Die gesuchte partikuléire
Lésung lautet also
A
:c(t) == W cos wt (630)

Die Losung ist nur fiir w # wy wohldefiniert. Es handelt sich um eine Schwin-
gung der Frequenz w mit einer Amplitude | B |, die von w abhéngt, und bei
w — wp unbeschrinkt wichst. Das Vorzeichen von B ist positiv fiir w < wy.
Die Schwingung ist dann in Phase mit der erzwingenden Kraft. Fiir w > wy
ist B < 0, hier ist die Schwingung um 7 phasenverschoben (gegenléufig) zur
erzwingenden Kraft (man erinnere, dal — coswt = cos(wt — )).

6.3.1 Allgemeine Losung

Es stellt sich zunéchst die Frage, wie man, von einer partikuldren Losung aus-
gehend, die allgemeine Losung findet. Wir diskutieren dies gleich fiir die all-
gemeine Gleichung (6.26). Angenommen, wir haben eine partikulidre Losung
x1 der Gleichung

Fem
By 4 20y + wizy = =2 (6.31)
m
Es sei weiter z, eine beliebige Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
ip + 2M\ip + wizy = 0 (6.32)
Addieren wir die beiden Gleichungen, so sehen wir, daf§
z(t) = z1(t) + zp(t) (6.33)

ebenfalls Losung der Gl (6.26) ist. Da die allgemeine Lésung x,, der homo-
genen Gleichung von zwei freien Konstanten abhingt, haben wir damit die
allgemeine Losung der inhomogenen Gl (6.26) gefunden. Dies illustriert der
folgende mathematische Satz.
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6.3.2 Mathematischer Satz

Die allgemeine Losung einer inhomogenen gewohnlichen linearen Differen-
tialgleichung ergibt sich als Summe einer partikuldren Losung der inhomo-
genen Gleichung und der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung.

Fiir die ungedédmpfte Schwingung mit duflerer Kraft A coswt ergibt sich da-
mit die allgemeine Losung

z(t) =

mit zwei freien Konstanten a,b € R.

Aus diesem Resultat konnen wir auflerdem durch Grenziibergang eine par-
tikuldre Losung fiir den Fall w = wy bestimmen (und aus dieser mit Hilfe
des Satzes wiederum die allgemeine Losung fiir w = wyp). Der Leser sollte aus
dem Versagen des Ansatzes auf keinen Fall schlieflen, daf} es fiir w = wy keine
Lésung gibe!

Um die Existenz des Grenzwertes sicherzustellen, betrachten wir den Grenz-
wert einer Losung, die definierten Anfangsbedingungen geniigt, z.B. z(0) = 0
und #(0) = 0. Die freien Konstanten bestimmen sich hieraus zu

———— coswt + acos wyt + bsin wyt 6.34
m(wi — w?) 0 0 (6:34)

A
o b=0 (6.35)
Also ist
z(t) = A (coswt — cos wyt) (6.36)
m(wo — w)(wo + w)
Es ist
coswt — cos wyt = 2sin wO;wtsm wo;wt (6.37)

Durch Taylor-Entwicklung sinx = x + ... siecht man, dafl lim,_,q % siny =
1. Daher ist lim,_,,, wo%wsin ©0-“¢ = t, und die obige Losung nimmt im
Grenzfall w — wy die Form an

A
z(t) = mwotsm wot. (6.38)
Die Amplitude steigt linear mit der Zeit an. Dies ist natiirlich eine Ideali-
sierung. Real existierende harmonische Oszillatoren erlauben keine beliebig
groflen Auslenkungen. Was dann passiert, nennt man die Resonanzkatastro-
phe.
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6.3.3 Gediampfte Schwingungen, Kraft oc ¢!

Der Ansatz x(t) = Acoswt wiirde in dieser einfachen Form bei geddmpften
Schwingungen nicht funktionieren. Man kann sich jedoch die Lésung des Pro-
blems erleichtern, indem man zunéchst komplexe Losungen und auch kom-
plexe Krifte zulafit. Wie man daraus Losungen fiir Gleichungen mit reellen
Kréften bestimmt werden wir sehen. Die Betrachtung komplexer Lésungen
ist wieder dadurch motiviert, dafl man mit e-Funktionen leichter rechnet als
mit trigonometrischen Funktionen. Betrachten wir also komplexe Lésungen
z(t) € C der Gleichung

A

¢t (6.39)

F(t) + 20 () + wiz(t) = o

Wir machen den folgenden Ansatz, um eine partikulére Losung zu finden
z(t) = Be™" BeC (6.40)

Die Losung hat wieder dieselbe Periodizitidt wie die erzwingende Kraft. Es

18t
i = jwBe™" i = —w’Be™! (6.41)

Einsetzen liefert die Bestimmungsgleichung fiir B.

) A .
2 2\ 2 B wt 7wt 6.42
(—w” + 2id\w + wy)Be 5 (6.42)
Daraus
B = i(—w2 + 20w + wi) 7! (6.43)
2m 0

Wir zerlegen den Vorfaktor in Betrag und Phase

2= —w? + 2w + wi = pe™ (6.44)
Dabei ist
PP =[(R2)? + (82)7] = [(w5 — w?)* + 4N (6.45)
R 2
tan) = Sz 2w (6.46)
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Die Losung selbst ist also

A -
2(t) = —[(w? — w?)? + 4\2W?] 2l V) =

Ap~t
- 2m

iwt=9) 6.47
T (6.47)

mit v aus der obigen Gleichung.

Die Amplitude der Schwingung ist maximal bei dem Wert w = w,, wo der
Ausdruck fiir p? in Klammer [ | sein Minimum annimmt. Dies fiihrt auf die
Gleichung

0

52" lo=un=0 (6.48)

oder
—2(wg —w2) +4X* =0 (6.49)
Wl = wi — 2)\? (6.50)

sofern die Ddmpfung hinreichen klein ist (sonst gibt es kein Maximum). Fiir
w — 0 bleibt p~! endlich, fiir w — oo geht es wie w=? gegen Null.

Fiir w — 0 ist z positiv reell, also ¢ = 0 (modulo 7). Fiir w — oo ist z
negativ reell, also ebenfalls ¢y = 0 (modulo 7). Fiir w = wy mufl tany = oo
sein, also ¢ = § (modulo 7). Fiir w zwischen 0 und wy und zwischen w, und
oo bleibt tan endlich, ¢ kann also dort nicht durch % (modulo 7) gehen.
AuBlerdem wéchst tan ¢, und damit 1) zwischen 0 und wy monoton an. Daraus
ersiecht man das qualitative Verhalten von Amplitude %p*1 und Phase .

In bildlicher Darstellung in Zeichnung 6.1.

6.3.4 Uberlagerung von Kriiften

Eine reelle Kraft der Form Fi,;(t) = A coswt 18t sich als Uberlagerung von
Kriften der Form e™* schreiben.

A A
Fewt(t) = 56“” + 567“}& (651)

Sei nun z,(t) eine Lésung der Gleichung

F,(t
By + 20Ey, + Wi, = # (6.52)
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A<w

NI

Abbildung 6.1: Amplitude und Phase in Abhéngigkeit von der Anregungs-
frequenz

und Fi,;(t) lasse sich als Summe von Kréften F,, mit w aus einer zunéchst
endlichen Menge I darstellen.

Fewt(t) = Z Fw(t) (653)

wel

Durch Addition der Gleichungen sieht man, da} dann

z(t) =D wu(t) (6.54)

wel

eine Losung der urspriinglichen Gleichung # + 2% + wiz = % ist. Dies ist
ebenfalls ein mathematischer Satz. Ich bezeichne ihn als

6.3.5 Superpositionsprinzip fiir die Losung inhomoge-
ner linearer Differentialgleichungen

Zerlegt sich der inhomogene Term einer solchen Gleichung in eine Summe
% = % > Fu, und sind z,, Losungen zu einzelnen inhomogenen Termen, so
ist >, x, eine Losung zu %

Unter geeigneten Voraussetzungen, die die Konvergenz der Reihe garantieren,
gilt der Satz auch fiir unendliche Reihen, und sogar fiir Integrale, F'(t) =
JdwF,(t) und z(t) = [ dwz,(t).

Kehren wir zur gedampften Schwingung mit erzwingender Kraft A coswt
zuriick. Wir kennen die Lésung zur Kraft éei‘”t. Unter w — —w bleibt p
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invariant und 1 éndert das Vorzeichen (modulo Addition von 7). Also liefert
das Superpositionsprinzip die folgende Losung

z(t) = %[(w% — w?)? 4+ ANX 2 (eHWY) 4 emilWi=Y)y  (6.55)
= %[(wé — w?)? + 422%w% 7 cos(wt — 1) (6.56)

¥ héngt in der oben bestimmten Weise von w ab. Diese partikuldre Losung
ist reell. Die allgemeine Losung erhélt man durch Hinzufiigen der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung, die schon friither bestimmt wurde.

6.3.6 Der Satz von Fourier

Die weitreichende Bedeutung des Superpositionsprinzips fiir inhomogene li-
neare Differentialgleichungen ergibt sich aus der Méglichkeit der Fourier-
Entwicklung von beliebigen, hinreichend ‘guten’ Funktionen von ¢ und der
Existenz von Losungen fiir alle Kriifte oc .

Sei F'(t) eine periodische Funktion der Periode T', d.h. F(t+7T) = F(t). Dann
a8t F' eine Zerlegung der Form

F(ty= Y A, (6.57)
wWEW1Z
zu. Dabei ist w; = 2%’, und w;Z ist die Menge aller ganzzahligen Vielfachen

von wi. Man bezeichnet manchmal w; als Grundfrequenz der periodischen
Funktion und Beitrdge von +nw, n > 1 als Oberwellen. Fiir die Koeffizienten
gilt die Umkehrformel

1T .
A= / dt F(t)e (w € w 2) (6.58)
0

Die genaue Art der Konvergenz der Summe (6.57) hingt davon ab, in wel-
chem Sinn F'(t) eine ‘gute Funktion’ ist. Ist F' stiickweise stetig, so konvergiert
die Reihe fiir jedes t gegen F(t), aufler an den Sprungstellen; dort konvergiert
sie gegen den Mittelwert.

Es gibt auch eine entsprechende Formel fiir nicht periodische aber quadra-
tintegrable Funktionen F'(t), —oo < t < oco. Sie lautet

F(t) = / 7 dw A et (6.59)
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1 foo -
A= o [ dtF(p)e ™ 6.60
[ atF@e (6.60)
Quadratintegrierbarkeit verlangt [ dt | F(t) |*< oo Fiir Niheres hierzu
sei auf die Mathematik verwiesen. Ich werde hier nur periodische Funktio-
nen betrachten. Das Schlufiresultat wird sich fiir beliebige Kréfte als richtig
erweisen (vgl. Ubungen).

6.3.7 Gedidmpfte Schwingungen mit beliebiger zeitlich
periodischer erzwingender Kraft

Die Periode sei 7', und wy = QT” Dann 148t die Kraft eine Entwicklung in eine
Fourier-Reihe zu

Fi)= 3 F,() mit F,(t)= A, (6.61)

wEW1Z

Eine partikuldre Losung zur Kraft F, ist, wie wir schon wissen
A :
z,(t) = E“’[—w2 + 20w + w] et (6.62)
Eine partikuldre Losung zur Kraft F ist also

A .
z(t) = Y =[-w’+ 20w+ wg) e (6.63)

wEw1Z

Die Koeffizienten A, hingen von F' ab.

Wir sehen, dafl z(¢) die inverse Fouriertransformierte geméfl Gl. (6.57) zu Ko-
effizienten S, ist, die ein Produkt von zwei Faktoren % und [—w? 4+ 26Xt +
w2] ™! sind. Es gibt in der Theorie der Fouriertransformation spezielle Metho-
den um solche Fourier-Reihen zu berechnen, wenn man die Fourier-Reihen
mit den individuellen Faktoren als Koeffizienten kennt. Es wiirde uns hier
aber zu weit fiithren, diese Theorie zu rekapitulieren.

Stattdessen wende ich, um die Summe auszufiihren, eine FuBigéngermetho-
de an, die sehr hiufig hilfreich ist, wenn man Summen oder Integrale nicht
auswerten kann. Unser Ziel ist es, eine Formel zu gewinnen, die F' explizit
enthilt, statt implizit iber A,,.

Man stelle sich vor, der Faktor [—w? + 2idw + w?]~! wire abwesend. Dann
konnte man die Summe mit Hilfe von Gl (6.57) sofort ausfiihren, das Resul-
tat ware F'.
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Der Trick ist nun, den Faktor mit Hilfe einer Integraldarstellung ‘wegzuzau-
bern’. Die Integraldarstellung wird die folgende Form haben

[—w® + 20w+ wi] =D /OO dr f(7)e T T (6.64)
— Jo

mit von w unabhingigen Koeffizienten o; € C. Es mufl Ra; > 0 sein, damit
das Integral konvergiert. Die Summe iiber i wird in unserer Anwendung nur
zwel Terme 1=1,2 haben. Eine Darstellung dieser Form werden wir sehr leicht
gewinnen kénnen mit Hilfe von Partialbruchzerlegung und nachfolgender Be-
nutzung der Formel

1 [e'e)
Z:A dr e (6.65)

Diese Formel gilt fiir alle A € C' mit RA > 0.
Haben wir die Integraldarstellung (6.64) so kann sie in die auszuwertende
Summe iiber w eingesetzt werden. Danach vertauscht man Summe iiber w
und Integral iiber 7.

Im Einzelnen: Seien 2,2, die beiden Nullstellen des Polynoms
22 — 2idz — W3,

1 = Z)\l + WR , o = Z)\l — WR , (666)

so ist
—w? + 2w+ w) = —(w—2)(w—2),
und R i(w — 21) =R i(w —29) = A > 0.
Wir machen eine Partialbruchzerlegung

1 —1 1 1

P+ 20w Wz — 2 (W —21) (W — 29)

Der Vorfaktor ist gleich 1/2iwg. Die Faktoren ¢ wurden so verteilt, dass die
beiden Grossen A = i(w—z21) = Mi(w—wg) und A = i(w—29) = A +i(w+wg)
positive Realteile haben. Num koénnen wir die Integraldarstellung (6.65) fiir
die beiden Summanden innerhalb der Klammer |[...] einsetzen und erhalten
als Resultat

/dekpM%MT_ePkwﬂqé“Fﬂ. (6.67)
0
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Nach Vertauschen von Summe und Integral kann die w-Summe ausgefiihrt
werden und wir erhalten
1 00
z(t) = — dre M sinwpTF(t —7) .
wrm Jo
Fiihren wir ¢’ = t —7 als Integrationsvariable ein, so erhalten wir die folgende
Formel

1 t !
() = / dt'e ) sinwp(t — ) F(t') . (6.68)
WRM J—o00

Man sieht, dass dies die kausale Losung ist: z(¢) hangt nur von F(¢') fiir ¢’ < ¢
ab. Ist t—t' >> X\ ~1, so wird der Einfluss von F(t') auf z(¢) vernachléssigbar
sein. Die Ddmpfung A bestimmt also die Zeit, wihrend der eine duflere Kraft
merklich nachwirkt.
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Kapitel 7

LOosung 1-dimensionaler
Probleme mit Hilfe der
Energieerhaltung

In einer Dimension besitzt jede geschwindigkeitsunabhéingige Kraft ein Po-
tential
F(z) = —iV(CU) (7.1)
 dx .
V ist das Negative der Stammfunktion von F. Nehmen wir an, dafl dieses
Potential nicht explizit zeitabhéngig ist. Dann gilt die Energieerhaltung. Es
ist also

1
E = Ema'c2 + V(x) = const (7.2)

Die Energie E ist durch die Anfangsbedingungen z(ty) und (ty) bestimmt.
Lésen wir nach z auf, so erhalten wir

dx 2
— =4/ —=(E = V(x(t 7.3
b 25— vie) (73)
Dies ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir z(t). Diese Gleichung kann
man leicht auf eine Integration zuriickfithren. Man benutzt dazu ein Verfah-
ren, das man als Separation der Variablen bezeichnet. Hierzu betrachtet man
die Umkehrfunktion ¢(z) von z(t). Es gilt bekanntlich fiir die Ableitung einer

49
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Umkehrfunktion

dt dr. _4

B Sl A

o ( dt) (7.4)
Daher

dt(x) 2 1
= (— E— 2 .
9 - e -va) (75)

Diese Differentialgleichung sagt einfach, dafl die Ableitung von ¢ nach z eine
vorgegebene Funktion von z ist. Also ist #(x) die zugehérige Stammfunktion.
Sie ist bis auf eine additive Konstante bestimmt.

T 2
o) = [ (2 (B = V@) 4+t (7.6
To m
Stellt man sich dz als kleine Ortsidnderung vor, die im Zeitintervall dt statt-
findet, so besteht nach (7.3) die folgende Beziehung zwischen den Grofien
dx

dt = 7.7
m(E=V(2) 0

In dieser Formel stehen alle ¢ links und alle z rechts (‘Separation der Varia-
blen’). Addiert man die kleinen Schritte in der Zeit bzw. im Raum auf, so
erhiilt man wieder die Formel (7.6), mit ¢y = t(zo); o Anfangsort, ¢y An-
fangszeit.

Es ist wichtig, den Definitionsbereich der Funktion #(z) zu bestimmen. Er
besteht nur aus solchen Orten z, die ein Teilchen der Energie E erreichen
kann. Da die kinetische Energie positiv semidefinit ist, mufl der Ausdruck
unter der Wurzel positiv semidefinit sein. Damit ist sichergestellt, dafl der
Integrand in (7.6) reell ist.

Es liegen also nur solche z im Definitionsbereich von #(x), fiir die gilt

E—V(z)>0 (7.8)

Beispiel: Freier ungedimpfter harmonischer Oszillator

1 1 k
V(z) = §k$2 = imngQ mit  wy = ”E (7.9)
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E

V(X)

Xmin X max

Abbildung 7.1: Potential eines harmonischen Oszillators

Da V(z) > 0 kann die Energie nur positive Werte E > 0 annehmen. Der
Definitionsbereich ergibt sich aus Zeichnung 7.1.

Tmin S x S Tmaz (710)

Die Lésung

(7.11)

t(x):/dxm:/dxwio\/ﬁ

mit h = wio 2E fijhrt auf eine bekannte Stammfunktion (siehe Formelsamm-
lung)

1 z
t=— in — +1 7.12
o arcsin o + to (7.12)

Die Umkehrfunktion ist leicht zu bestimmen. Bringt man erst ¢, auf die
andere Seite und multipliziert mit wy, so kann man auf beiden Seiten den
Sinus anwenden

x = hsinwy(t — to) (7.13)

h ist die maximale Auslenkung; sie ist durch die Energie bestimmt. Es ist

—Tmin = h = Tmaz-
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Kapitel 8

Bewegung im Zentralfeld

8.1 Allgemeine Theorie

Wir betrachten die Bewegung eines Massenpunkts in einem konservativen,
Kraftfeld F(r), dessen Potential (bei geeigneter Wahl des Koordinatenur-
sprungs) nur von der Linge

r=|r|=+r-r=/22+y% + 22 (8.1)

des Ortsvektors r = (z,y, z) abhidngt. Man nennt dies ein Zentralfeld. Das
Newtonsche Gravitationspotential eines Massenpunkts wird das wichtigste
Beispiel sein. Die Kraft ist

F(r) = —VV(r). (82)
In Komponenten ist wegen r = (22 + y? + 22)3,
8 (97“ ’ _ 1 2 2 2 % ! _ L
For) = =5 V(r) = =5 V'(r) = =225 (2 +4* +2°)) V(1) = = V'()(8.3)

und entsprechend fiir die andern Komponenten F,, F,. Dabei ist ' die Ablei-
tung nach dem Argument r. In vektorieller Schreibweise bekommen wir

d

F(r) = —VrV'(r) = —;V’(r), mit V()= V). (84)

Die Kraft hat die Richtung des Radiusvektors; ihr Betrag hingt nur von r
ab.

Es gelten die folgenden Erhaltungssétze

93



o4 KAPITEL 8. BEWEGUNG IM ZENTRALFELD

Drehimpulserhaltung Da F die Richtung von r hat, ist das Drehmoment
N =r x F = 0 und daher der Drehimpuls L erhalten,

L = const.

Energieerhaltung Aus der Existenz eines nicht explizit von der Zeit
abhéngigen Potentials folgt die Erhaltung der Energie,

E = %1‘2 + V(r) = const.

Die Drehimpulserhaltung hat mehrere Konsequenzen.

ebene Bewegung : Wihlen wir das Koordinatensystem so, dafi der zeitlich
konstante Vektor L in z-Richtung zeigt,

L =(0,0,1) (8.5)

so ist r- L = lz = 0 , denn nach Definition steht L = r x p auf r
senkrecht. Somit hat der Ortsvektor die Form

Die Bewegung verlduft also in einer Ebene.

Der Fall [ = 0 miifite streng genommen separat behandelt werden. In
diesem Fall ist r x mr = 0, also hat r dieselbe Richtung wie r. Die
Bahn ist daher ein Strahl durch den Ursprung, und liegt daher auch in
einer Ebene.

N rd
- ¢

Abbildung 8.1: Uberstrichene Fliche



8.1. ALLGEMEINE THEORIE 95

Flichensatz Wir fiihren Polarkoordinaten in der Ebene ein,

z(t) = r(t)cose(t)
y(t) = r(t)sinp(t). (8.6)

Daraus folgt

(t) = rcosp—resing,
y(t) = 7rsing+ r¢cosp. (8.7)

Wir berechnen daraus die z-Komponente des Drehimpulses

L, = m(zy—yx)

= m (rr' cos @sin ¢ + r?¢p cos? ¢ — risin p cos ¢ + r’¢ sin? go)

Erster und dritter Term kiirzen sich, die andern beiden lassen sich mit
der Identitét cos? ¢ +sin? ¢ = 1 zusammenfassen. Als Resultat erhalten
wir

mr?p = | = const. (8.8)

Dies ist der mathematische Ausdruck des als Flichensatz bekannten 2.
Keplerschen Gesetzes,

In gleichen Zeiten iiberstreicht der Fahrstrahl gleiche
Fléachen.

Der Winkel ¢ dndert sich im infinitesimalen Intervall dt um dyp =
%(pdt = dt. Dabei iiberstreicht der Fahrstrahl r die Fliche dF', die
als Fliache des kleinen rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten r und
rtan dy =~ rdy approximiert werden kann, vgl. Zeichnung 8.1.

1 l
F = —r?pdt = —dt. 8.9
d 5" odt o (8.9)
Die pro Zeiteinheit vom Fahrstrahl iiberstrichene Fléche ist [/2m, also
konstant.
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effektives Potential Wir betrachten nun die Energie. Die kinetische Ener-
gie T wird in Polarkoordinaten umgerechnet.

1
T = Qm@?'f‘?f)

1
= §m(7'"2 cos? ¢ — 271 cos psin p + r2p% sin?

+72sin? ¢ + 2r7¢p sin ¢ cos @ + r?p? cos? @)

1
= §m(7'°2 + 7r2p%). (8.10)
Damit wird die Energie E =T+ V
E= % (72 +r2%) + V(). (8.11)

Nun kénnen wir die Drehimpulserhaltung (8.8) ausnutzen und erhalten

m 2.9 12
2" ¥
Definieren wir das [-abhéngige effektive Potential
l2
= 2ma?

2mr2’

Veff(T) +V(7’) (8.12)

so nimmt die Energie schliefflich die folgende Form an,

FE = gf’Q-{—Veff(T). (8.13)

Als néchstes nutzen wir die Energieerhaltung aus. G1.(8.13) sieht wie die
Energie fiir die Bewegung eines Massenpunkts in 1 Dimension mit Koordinate
r im Potential V,f(r) aus. Die weitere Analyse folgt daher der Behandlung
1-dimensionaler Probleme mittels Energieerhaltung.

Auflésung von GI1.(8.13) nach 7 liefert

= 2B Vags )]
Dies 16st man mittels Separation der Variablen. Man betrachtet die Umkehr-
funktion ¢(r) von r(t). Es ist dt/dr = (dr/dt)”". Somit
dt 1
dr— \J2[E — Ve (r)]

(8.14)
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Gesucht ist also eine Funktion ¢ von r, deren Ableitung eine gegebene Funk-
tion von r ist. Dieses Problem wird durch die Stammfunktion gelost,

+ to. (8.15)

1
t(r)= [ dr
v / VEIE = Vegs(r)]

Die Umkehrfunktion davon ist die gesuchte Funktion r(¢) des Abstands von
der Zeit.

8.1.1 Bahnkurve

Wir suchen die Abhéngigkeit » = r(¢) des Abstands vom Winkel ¢. Man
betrachtet stattdessen die Umkehrfunktion ¢(r). Es ist nach GI1.(8.8) ‘fl—f =
#(t) und daher mit G1.(8.14)

dy . dy dt . l 1

o _ v ] 8.16
dr  dtdr mrQ\/ [E — Voss(r)] (8.16)

2
m

Damit ist die Ableitung der gesuchten Funktion ¢(r) gefunden, und ¢(r)
ergibt sich wieder als Stammfunktion,

(8.17)

I dr
- — + ®o
o) = [ VEE Vo

mit einer willkiirlichen Konstanten (.

Schlufifolgerung: Die Losung der Bewegungsgleichungen fiir die Bewegung
eines Massenpunkts im Zentralfeld kann durch Benutzung der Drehimpuls-
und Energieerhaltung auf Quadraturen, d.h. Bestimmung von Stammfunk-
tionen, zuriickgefiihrt werden.

8.1.2 Abzihlen der Integrationskonstanten

Wir wollen nachpriifen, dafl wir die allgemeine Losung der Bewegungsglei-
chungen gefunden haben. Dazu mufl gezeigt werden, dafl die gefundene
Losung von 6 freien Konstanten abhéngt.

Die Richtung des Drehimpulsvektors wird durch 2 willkiirlich wéhlbare
Winkel bestimmt. Dazu kommt 1 Winkel ¢y der die Richtung der grofien
Halbachse in der Bewegungsebene festlegt, die 2 Konstanten [ und E, und
schliefilich 1 Konstante t; aus der freien Wahl des Zeitnullpunkts. Zusammen
sind das 6 freie Konstanten.
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8.2 Das Keplerproblem

8.2.1 Die Keplerschen Gesetze

Johannes Kepler (27. 12. 1571 - 15.11.1630) entdeckte die drei Keplerschen
Gesetze fiir die Bewegung der Planeten um die Sonne. Er benutzte dazu die
astronomischen Beobachtungen von Tycho Brahe.

1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren Brennpunkt sich die
Sonne befindet.

2. (Fldchensatz) In gleichen Zeiten iiberstreicht der Fahrstrahl gleiche
Fléachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der grofien
Halbachsen.

Diese Gesetze sollen nun aus der allgemeinen Theorie unter Benutzung des
Newtonschen Gravitationsgesetzes hergeleitet werden.

Nach Newton iibt ein Massenpunkt der Masse M am Ursprung auf einen
Massenpunkt der Masse m am Ort r

rGmM
r r?

F(r) =

aus. Dabei ist G die Newtonsche Gravitationskonstante. Dies ist ein Zentral-
feld. Das zugehorige Potential ist

V(r) = —%, mit o« = GmM. (8.18)

Das effektive Potential nimmt daher die folgende Form an

Q ?

Vers(r) = o + 2mr?’

(8.19)

Man betrachtet die Sonne als im Ursprung O eines Inertialsystems festste-
hend. Dies ist nur ndherungsweise richtig und wird spéter zu korrigieren sein.
Das zweite Keplersche Gesetz kennen wir bereits. Es gilt in jedem Zen-
tralfeld.
Das erste und das dritte Gesetz sind hingegen spezielle Konsequenzen des
1/r-Potentials, wie wir gleich sehen werden. Die allgemeine Relativitétstheo-
rie lehrt, daf} es tatsichlich eine sehr kleine 1/r® Korrektur zum 1/r-Potential



8.2. DAS KEPLERPROBLEM 99

gibt. Diese fiihrt zu einer kleinen Abweichung von der Ellipsenform der Plane-
tenbahnen. Dieser Effekt ist fiir den Planeten mit der geringsten Entfernung
von der Sonne am stérksten. und fithrt zur sogenannten Periheldrehung des
Merkur.

8.2.2 Bahnkurven

Wir betrachten zuerst die Bahnkurven. Das effektive Potential fiir ein { > 0
ist in Figur 8.2.2 gezeigt. Wir beantworten zunichst die Frage nach dem

E
Veﬁ(r) (a>0, | fest)
E=0
\ "min "max
r
E<O
Vinin

Abbildung 8.2: Effektives Potential

Bereich moglicher Abstinde r des Planeten von der Sonne bei gegebenem
Drehimpuls [ und gegebener Energie E. Die Antwort folgt aus der Forderung,
daB stets

E > Veps(r) (8.20)

sein muf, da 272 > 0.

Wir bestimmen jetzt den Abstand ry, wo das effektive Potential sein
Minimum annimmt. Er bestimmt sich aus der Bedingung V'(ry) = 0. Da
Vepp(r) = =%+ L ergibt sich

2mr?2?

l2
= — 8.21
To aa ( )
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mao?

Y

‘/;ff(ro) = Vmin- (822)
Die Bedingung Vy,;, < FE liefert im Fall negativer Energien eine Ein-
schrankung an den Drehimpuls bei gegebener Energie

2
mao
1?2 <

— fall E . 2
< SF] alls <0 (8.23)

Aus der Zeichnung 8.2.2 lesen wir nun folgendes ab.

1. Ist E > 0, so gibt es einen von E abhéngigen minimalen Abstand 7.
Die Bahnkurve bleibt im Bereich

r 2 Tmin-

2. Ist £ < 0 so gibt es einen minimalen Abstand r,,;, und einen maxi-
malen Abstand r,,,;; beide hingen von E ab. Die Bahnkurve bleibt im
beschrinkten Bereich

Tmin S r S Tmaz-

3. Ist speziell E = Vi, so gilt i = 70 = Tmaee- Die Bahnkurve ist
kreisformig mit Radius ry.

Wir betrachten simultan die Félle positiver und negativer Energie. Die
Stammfunktion (8.17) ist nach den Regeln der Integralrechnung gleich dem
unbestimmten Integral mit oberer Grenze r. Um es auszuwerten, machen wir
eine Variablensubstitution

1 dr
r

U= -, du = ——.

Setzt man den Ausdruck (8.19) fiir das effektive Potential ein, so ergibt sich

du

() 1/r
e\r :/ .
QT—ZE—i—QT—zau—u?

In Formelsammlungen findet man das unbestimmte Integral

d -1 Az + B
i arcsin =2 2 + const (8.24)

/\/Ax2+23x+02\/ﬂ JA
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fiir

A<0, A=B?-AC >0.
Wir fithren wir die Groflen

l2

p = )
mao
2E1?
¢ = 1t (8.25)
ein. Setzen wir nun A = —1, B= 53 = %, C= Q%E,x = %, so ergibt sich
2m [ ma?
— 2 —
A = B _AC_Z—2<2—Z2+E)

_ (%)262 - (;)2. (8.26)

und das Integral wird

p

~1,41
@(r) = — arcsin (#) + g (8.27)
Nimmt man auf beiden Seiten den Sinus, so erhilt man

—sin(plr) — ) = = (1-2).

Da sin(¢ + %W) = cos ¢ ist, so kann man schliefflich auch schreiben

P14 ecos(p — o) (8.28)
r
mit einer neuen freien Konstanten ¢q. Die Gréflen € und p hingen von Energie
und Drehimpuls ab. Sie sind in G1.(8.25) angegeben worden.

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitts in der Ebene in Polarkoordina-

ten.

negative Energie £ < 0. In diesem Fall ist 0 < € < 1. Wir bekommen
die Bahngleichung einer Ellipse in der Ebene in Polarkoordinaten, vgl.
Zeichnung 8.2.2. Sie hat einen Brennpunkt im Ursprung.
Der Winkel ¢, gibt die Richtung des sonnennéchsten Punkts an, und
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2a

Abbildung 8.3: Ellipse

€ > 0 ist die Exzentrizitat. Der minimal mogliche Wert fiir £ ergibt
wie erwartet eine Kreisbahn, da dann € = 0 ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir ¢y = 0. Wir kénnen
in kartesische Koordinaten umrechnen vermége x = rcosy, r =
\/ (2% + y?). Die Gleichung nimmt dann nach Durchmultiplizieren mit

r die folgende Form an
p =22+ y?+ ex.

Bringt man ez auf die andere Seite und quadriert, so erhélt man nach
einigen Umformungen die Gleichung einer Ellipse in kartesischen Ko-
ordinaten

T+ ae)?  y?
%er—g =1 (8.29)
_ _pr _ c
@ = 5= 3E] grofie Halbachse (8.30)
l
b = 4 kleine Halbachse(8.31)

Vi—€& | [Jom|E|

Die grosse Halbachse ist proportional |E|™".

positive Energie £ > 0. In diesem Fall ist ¢ > 1. Wir bekommen die

Bahngleichung eines Hyperbelasts in der Ebene in Polarkoordinaten,
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N

Abbildung 8.4: Hyperbel

vgl. Zeichnung 8.2.2.

Die Hyperbel hat einen Brennpunkt im Ursprung. Die Umrechnung in
kartesische Koordinaten ist formal identisch wie im Fall der Ellipse,
wenn man b durch b und a durch —a ersetzt. Die Gleichung hat die

Form
(z ;2“6)2 . Z—j -1 (8.32)
o = % (8.33)
l
= 7% (8.34)
Die Hyperbel hat zwei Asymptoten mit Steigung
tanpy = ig. (8.35)

Der Massenpunkt kommt aus dem Unendlichen und geht ins Unendli-
che. Asymptotisch ist seine Bahn durch die Asymptoten der Hyperbel
gegeben. Der Ablenkungswinkel (Streuwinkel) ist also 2|¢py.

verschwindende Energie £ = 0. In diesem Fall ist ¢ = 1 und man be-
kommt die Gleichung einer Parabel mit der Sonne im Brennpunkt.

Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen.

Manche Kometen bewegen sich auf sehr exzentrischen Ellipsenbahnen.
Sie kehren wieder. Der Halleysche Komet ist ein Beispiel eines wiederkehren-
den Kometen. Kometen konnen sich auch auf Parabel- oder Hyperbelbahnen
bewegen. In diesem Fall kehren sie nicht wieder.



64 KAPITEL 8. BEWEGUNG IM ZENTRALFELD

8.2.3 Zeitlicher Ablauf der Bewegung auf Ellipsenbah-
nen

Kepler folgend fiihrt man statt des Polarwinkels ¢ einen Winkel ¢ ein, der
im folgenden definiert wird (vgl. Zeichnung 8.2.3).

Abbildung 8.5: Winkel

Man kann dann die Zeitentwicklung von ¢ aus dem Flichensatz und der
Ellipsengestalt der Bahn auf elementarem Wege bekommen. Diese von Kepler
stammende Uberlegung sei im folgenden zuerst vorgestellt.

Die Ellipse habe den Brennpunkt S und Scheitelpunkt (sonnennéchsten
Punkt) P, der Planet sei bei Q. Die Ellipse geht aus einem Kreis mit Mit-
telpunkt O und Radius a durch Stauchung in y-Richtung um einen Faktor
g hervor. Dabei geht () aus dem Punkt R hervor. Der Strahl OR hat gegen
die x-Achse (grofie Achse der Ellipse) den Winkel ).

Es sei T die Umlaufzeit. Zur Zeit t, sei der Planet im Scheitel P, und zur
Zeit t sei er bei (). Die Fliche der ganzen Ellipse ist gleich g mal der Fliche
ma? des Kreises, also gleich 7ab. Sie wird vom Fahrstrahl in der Umlaufzeit
T iiberstrichen.

Es sei nun F(t) die vom Fahrstrahl iiberstrichene Fliche wihrend der
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Planet von P nach ) wandert. Wegen des Fliachensatzes ist

t—t
T

Nun geht aber die Fliche F(t) aus der Fliche Fspg, die von den Strahlen
SR und SP und dem Kreisbogen zwischen P und R begrenzt wird durch
Stauchung um g hervor. Daher ist

F(t) mab. (8.36)

b
F(t) = EFSPR.

Die Fliche Fgpp ist Differenz des Kreisausschnitts Fpopg, der von den Strah-
len OP und OR und dem Kreibogen PR begrenzt wird, und dem Dreieck
ORS,

Fspr = Fopr — Fors
Die Fliache des Kreisausschnitts ist
i

FOPR = %ch = 9

Die Strecke zwischen O und S ist die Exzentrizitdt in Einheiten der grofien
Halbachse, also gleich ae. Nach einem trigonometrischen Satz ist die Fliche
des Dreiecks mit eingeschlossenem Winkel ¢) und angrenzenden Seiten a und
ae daher

1
FORS = §a26 Sinl/}

Setzen wir diese geometrischen Ausdriicke fiir die verschiedenen Flichen zu-
sammen, so bekommen wir

F(t) = g (%(f - %a%sinqﬁ) = %ab (v — esin). (8.37)

Vergleichen wir die mit dem aus dem Flichensatz stammenden Ausdruck
(8.36) so erhalten wir eine Bestimmungsgleichung fiir 1 (t),

2
w—wm¢:%ﬁ—m) (8.38)
Dies ist die Keplersche Gleichung. Sie bestimmt 1(¢) und damit indirekt ¢(t).

Wir bestimmen als néchstes die Umlaufzeit auf elementarem Weg mit
Hilfe des Fliachensatzes.
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Sei I die pro Zeiteinheit vom Fahrstrahl iiberstrichene Fliche. Aus dem
Flachensatz wissen wir, daf}

I = mrtp=2mF (8.39)
_ Fliche der Ellipse
B T

Die Flache der Ellipse ist mab. Also ist

T:2m7rTab.

Aus den expliziten Formeln fiir die Halbachsen a,b sieht man, dafl

Setzt man dies ein, so ergibt sich

[ma? [ a3
T =2 — =2 —_—. 8.40
"V a VoM (8.40)

M ist die Sonnenmasse. Dieses Resultat enthélt das dritte Keplersche Gesetz
T? x a®. Die Planetenmasse ist herausgefallen. Jedoch kann man aus der
bekannten Umlaufzeit (1 Jahr fiir die Erde) und der grofien Halbachse der
Bahn die Sonnenmasse bestimmen.

Es sei noch eine zweite Herleitung der Keplerschen Gleichung und der
Umlaufzeit gegeben, die von dem friiher hergeleiteten Ausdruck fiir ¢(r) aus-
geht.

Nach der geometrischen Definition des Kepler-Winkels ) ist

T +ae = acosy, (8.41)
y = bsin. (8.42)

Also
r = afcosy —e) (8.43)

y = av1l—e’siny. (8.44)

2

Berechnet man nun 72 = 22 + y? so sieht man, da8

T =a — aecos . (8.45)
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Wir benutzen dies, um das ¢(r) definierende Integral (8.14) von der Integra-
tionsvariable r auf die Integrationsvariable ¢) umzurechnen, um damit ¢ als
Funktion der neuen Variablen ¢ zu bekommen.

dr ma rdr
i rrenn i e b =

r 2mr?2

Hier setzen wir nun 7 — a aus G1.(8.45) ein. Das Argument der Wurzel wird
damit
a’e® — (r —a)? = a®é*(1 — cos® ¥) = a*e* sin® 9.

AuBerdem rechnen wir dr um. Aus GI.(8.45) folgt durch Differentiation

dr = aesin Ypdiy.

Setzen wir alles ein, so ergibt sich

t= \/mTag/dQﬁ(l —ecos) + ty,
w—esinq/):,/%(t—to).

Wihrend eines Umlaufs 1duft ¢ von 0 bis 27. Also dndert sich in der Um-
laufzeit T' der Ausdruck ¥ — esint um 27. Deshalb kénnen wir ablesen,
daB

Also gilt

T ma3

— = —. 8.47

2m o ( )
Dies gibt das dritte Keplersche Gesetz T? o a®. Setzen wir den Ausdruck fiir
T ein, so erhalten wir wieder die Keplersche Gleichung.

8.3 Streuung im Zentralfeld
Wir betrachten die Streuung von Teilchen in einem radialsymmetrischen Po-

tential, das im Unendlichen samt seiner ersten Ableitung verschwindet, so
dal ein Massenpunkt in sehr groflem Abstand vom Ursprung keine Kraft
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Abbildung 8.6: Streuung im Zentralfeld

mehr spiirt und sich dort frei mit konstanter Geschwindigkeit vom Betrag
Uso bewegt. Diese bestimmt die Energie

E=—_—v (8.48)

Ein homogener Strahl gleichartiger Teilchen fliege aus dem oo kommend mit
Geschwindigkeit v, parallel zur z-Achse auf das Kraftzentrum O zu. Der
Fluf§

_dN
~ dFdt
ist die Zahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit und pro Flacheneinheit durch
eine Fliche senkrecht zur Bewegungsrichtung stromt.

Nach Annahme ist das Potential radialsymmetrisch. Daraus folgt die
Drehimpulserhaltung. Daher ist die Bahnkurve eines Teilchens eben.

Gesucht ist die Anzahl dN der Teilchen, die pro Zeiteinheit in das Raum-
winkelelement

J (8.49)

d€) = sin 0dfdp

gestreut werden. Diese Teilchen laufen nach der Streuung in grossem Abstand
in der durch die Polarwinkel 0, ¢ bestimmten radialen Richtung innerhalb
der Toleranz df, dy aus, vgl. Zeichnung 8.3. Die Projektion der Bewegung
in die Ebene der Bewegung ist in Zeichnung 8.3. d/N wird proportional zum
Strom sein. Man definiert den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do dN

—(E,0) = ——.

dQ( ,9) JdQ
Wegen der Zylindersymmetrie der Versuchsanordnung wird das Resultat vom
Azimutalwinkel ¢ unabhéngig sein.

(8.50)
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Der Abstand p eines einlaufenden Teilchens von der negativen z-Achse
heilt Stofiparameter. Zusammen mit der Geschwindigkeit bestimmt er den
Drehimpulsbetrag

|IL| =1 =mpu (8.51)

Die Losung der Bewegungsgleichung betimmt den Streuwinkel 8 als Funktion
von vy und p, d.h. © =60(p, E).

Die Anzahl der pro Zeiteinheit mit Stoflparameter zwischen p und p+ dp
und mit Azimutalwinkel zwischen ¢ und ¢ + dy eintreffenden Teilchen ist
gleich dem Strom J multipliziert mit der Fléche eines Rings der Breite dp im
Abstand p, also gleich Jpdpd¢. Nach der Streuung finden sich diese Teilchen
in der Kegelschale zwischen 6(p, E) und 0(p+dp, F) + df mit unverindertem
Azimutalwinkel ¢,

do = M‘ dp.
dp
Der Wirkungsquerschnitt ergibt sich damit zu
do _ Jpdpde  pdpdyp
dQ(E,0)  JdQ  sinfdfdyp
dp(0,E)| 1
.52
‘ do sin 6 (8:52)

Ist das Potential V' (r) bekannt, so kann 6(p, E') bestimmt werden, und damit
auch p = p(0, E) und seine Ableitung.

8.3.1 Rutherfordscher Streuquerschnitt

Wir betrachten als Anwendung die Streuung eines elektrisch geladenen Teil-
chens der Masse m und Ladung ¢ im Potential eines sehr schweren elektrisch
geladenen Teilchens mit Ladung (), das sich im Ursprung befindet. Die Cou-
lomb Kraft zwischen zwei elektrisch geladenen Massenpunkten hat die gleiche
Form wie die Gravitationskraft. Das zugehorige Potential ist

_ 9@

mit o= .
4meq

V(r)=—

(67
T

Die Resultate fiir das Keplerproblem kénnen daher sofort iibertragen werden.
Falls die Ladungen gleiches Vorzeichen haben, ist jedoch o < 0. In diesem Fall
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z

<p>
J

Abbildung 8.7: Streuung im Zentralfeld

ist das Potential strikt positiv, und daher ist nur positive Energie moglich.
Es gibt deshalb in diesem Fall nur Hyperbelbahnen. Im {ibrigen gelten jedoch
die hergeleiteten Gleichungen auch fiir negatives a.

Die qualitative Gestalt von Vs &ndert sich; es ist jetzt eine monoton
fallende Funktion von r. Daher ist der zulédssige Bereich von r stets von der
Form r > 7.

Die oben angegebene Formel (8.35) fiir die Winkel der Asymptoten fiir
Hyperbelbahnen wird jetzt bei der Diskussion der Rutherford-Streuung von
elektrisch geladenen Teilchen benutzt.

Den oben hergeleiteten Resultaten zufolge ist die Bahnkurve ein Hyper-
belast. Die beiden Asymptoten des Hyperbelasts schlieflen den Winkel 2¢,
ein,

b
tan g = —.
a

Der Streuwinkel ist 8 = m — 2¢g, somit

b
cot — = tanyg = —
2 a

= Ve —1. (8.53)
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Wir werten dies aus.
12 2E 4E?
2 — _ 2,2 2 _ 2
€—1= 2Ema2 = M Ve = P
Also ist cot 360 = 2Ep/a, oder p = (a/2F) cot 36. Durch Differenzieren erhélt
man die gesuchte Grofe

dp o 1

dd  2E 2sin? g'
Setzt man dies in die Formel (8.52) ein,. so erhilt man wegen sinfl =
2sin 16 cos 36

do a\? 1
= () - 54
dQ(E, 0) (4E) sin* £ (8:54)

2
Dies ist die Rutherfordsche Streuformel fiir die Streuung elektrisch geladener
Teilchen im Coulomb Potential. Sie ist fiir die Streuung von «-Teilchen an
schweren Atomkernen anwendbar.

8.3.2 Totaler Wirkungsquerschnitt

Wir betrachten jetzt ein Potential, das die Eigenschaft hat, da8 V(r) = 0
fiir » > R und das fiir » < R monoton steigt oder fillt. Wir wollen der
Einfachheit halber weiter annehmen, dafl der Streuwinkel mit zunehmendem
Stolparameter monoton fillt. Man definiert den totalen Wirkungsquerschnitt
als Integral des differentiellen Wirkungsquerschnitt iiber alle Raumwinkel,

do
O'tot:/d—QdQ. (855)

Die ¢-Integration ist trivial, und wir erhalten
dp

do . T
atot:27r/d—Qsm0d9:27r/+op 70

Aufgrund unserer Homogenitatsannahme kann man die Betragsstriche weg-
lassen, und es ergibt sich

R
Otot = 27r/0 pdp = TR?.

Der totale Wirkungsquerschnitt ist also gleich dem geometrischen Quer-
schnitt.

Fiir das Coulombpotential ist R = oo. Daher ist sein totaler Wirkungs-
querschnitt oc.

de.
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Kapitel 9

Zwangskrifte

9.1 Holonome Zwangsbedingungen

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen mi = F plus Anfangsbedingungen
erlauben es (im Prinzip) die Bewegung r(t) eines Massenpunktes eindeutig zu
bestimmen, falls die Kraft F in ihrer Gréf8e und Richtung bekannt ist. Bisher
hatten wir uns darauf beschrankt, Probleme von diesem Typ zu betrachen.
In vielen praktischen Anwendungen der Mechanik treten jedoch sogenannte
Zwangskréafte auf. Diese sind zwar in ihrer Wirkung bekannt, man weif jedoch
nicht von vorneherein wie grof} sie sind.

Wir betrachten in diesem Kapitel weiterhin nur einen einzelnen Massenpunkt.
Die wichtigsten Problemstellungen mit Zwangsbedingungen sind dann die
folgenden:

9.1.1 Bewegung eines Massenpunktes auf einer ruhen-
den Fldche X

Der Massenpunkt bewege sich unter dem Einfluf} einer dufleren Kraft F - z.B.
der Schwerkraft - der durch eine von der Unterlage ausgeiibte Gegenkraft F’
und die Tragheitskrifte das Gleichgewicht gehalten wird. Die Fliache 3 kann
mathematisch beschrieben werden durch eine Gleichung der Form:

f(r) = f(z,y,2) =0 (9.1)
Die Bedingung, dafl der Massenpunkt sich (zu allen Zeiten t) auf der Flidche ¥

befinden soll, driickt sich dann durch eine Beziehung der Form (9.1) zwischen
den rechtwinkligen Koordinaten des Massenpunktes aus.
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Beispiel 1: Bewegung in der xy-Ebene
f)y=2=0 (1 Zwangsbedingung) (9.2)
Beispiel 2: Bewegung auf der Oberfliche der Einheitskugel mit Mittel-
punkt in O
fir)=24+9y*+22—-1=0 (1 Zwangsbedingung) (9.3)

9.1.2 Massenpunkt auf einer bewegten Fldche X(t)

Dieser Fall ist analog zum obigen. Da die Lage der Fliche jedoch von der
Zeit abhéngt, besteht nun eine Beziehung zwischen den rechtwinkligen Ko-
ordinaten des Massenpunktes die explizit von der Zeit abhingt.

flr,t) = f(z,y,2,t) =0 (1 Zwangsbedingung) (9.4)

Beispiel: gleichmifig beschleunigt bewegte schiefe Ebene (vgl. Ubungs-
blatt V Aufgabe 2).

Frt) =2 —aly %5#) —0 (9.5)

9.1.3 Massenpunkt auf einer ruhenden Kurve A

Der dufleren Kraft F wird durch eine von der Fiihrungskurve ausgeiibten
Gegenkraft F’ und die Tragheitskraft das Gleichgewicht gehalten. Eine Kurve
A kann mathematisch beschrieben werden durch 2 Gleichungen der Form

fl(r) = fl(xayaz):() fQ(I'):fQ(.I,y,Z):O (96)
(2 Zwangsbedingungen) (9.7)
Die Bedingung, dafl der Massenpunkt sich zu allen Zeiten ¢ auf der Kurve A

befinden soll, driickt sich durch zwei Beziehungen zwischen den Koordinaten
x(t),y(t), z(t) aus, wie in Gl. (9.7) angegeben.

Beispiel: Bewegung auf einer in der xy-Ebene liegenden Kreisbahn um den
Ursprung mit Radius R:



9.2. BEISPIELE NICHT HOLONOMER ZWANGSBEDINGUNGEN 75

9.1.4 Massenpunkt auf einer bewegten Kurve A(t)

Dieser Fall ist analog zu dem der ruhenden Kurve. Da die Lage der Kurve
jedoch von der Zeit ¢t abhingt, bestehen nun zwei Beziehungen zwischen
den rechtwinkligen Koordinaten des Massenpunktes, die explizit von der Zeit
abhéngen:

file,t) = fi(z,y,2,t) =0  folr,t) = fo(z,y,2,t) =0 (2 Zwangsbedingunge9.10)

Beispiel: Perle auf Draht, der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ro-
tiert.

filr,t) = ﬁmm@:o (9.11)
folr,t) = g — tanwt = 0 (9.12)

In allen diesen Problemen lassen sich die Zwangsbedingungen durch eine oder
mehrere (zwei) Gleichungen zwischen den Koordinaten ausdriicken, d.h. sie
sind von der Form

Hierbei hingen die Funktionen f; nur von den Koordinaten z,y, z und der
Zeit t ab, jedoch nicht von der Geschwindigkeit v = (Z,9, 2). Zwangskriifte
dieser Form nennt man holonome Zwangsbedingungen.

Fiir Probleme mit holonomen Zwangsbedingungen definiert man die Zahl s
der Freiheitsgrade:

s=Zahl der rechtwinkligen Koordinaten - Zahl der Zwangsbedingungen . Ein
Massenpunkt besitzt drei rechtwinklige Koordinaten, infolgedessen ist s = 2
bzw. s = 1 fiir den Fall der Bewegung auf einer Fliche ¥ bzw. Kurve A.

9.2 Beispiele nicht holonomer Zwangsbedin-
gungen
Teilchen im Kasten der Seitenlinge L. Hier sind die Zwangsbedingun-

gen durch Ungleichungen gegeben, statt wie im Falle holonomer Zwangsbe-
dingungen durch Gleichungen.



76 KAPITEL 9. ZWANGSKRAFTE

Rollendes Rad (vgl. Goldstein S.15) Auf die rollende Scheibe sei ein
weifler Strich gezeichnet. Das System ist durch Angabe des Auflagepunktes
(x,y), der Richtung der Achse, d.h. des Winkels ©, und der Lage des weifien
Strichs, d.h. des Winkels & vollstdndig beschrieben. Die Zwangsbedingung
besteht darin, daBl das Rad ohne Schlupf rollen soll. Diese Bedingung 1483t
sich jedoch nicht durch eine eindeutige Beziehung zwischen den Koordinaten
(z,y,0,®) ausdriicken. In der Tat kann das Rad vom Auflagepunkt (z,y)
nach (z',y') lings verschiedener Bahnen rollen. Dabei 148t es sich einrichten,
daf3 die Richtung der Achse im Endpunkt stets dieselbe ist. Da jedoch die
Léange der Bahnen in der xy-Ebene verschieden sein kann, wird trotz gleichem
(z',y',0") die Lage ®' des weiflen Strichs am Ende der Bahn im allgemeinen
verschieden sein. Es kann also keine eindeutige Beziehung zwischen den Ko-
ordinaten (z',y’, ©', ®') bestehen.

Die Bedingung des Rollens impliziert vielmehr zwei Beziehungen zwischen
den Geschwindigkeiten. Das Rad habe den Radius a. Bei einer infinitesima-
len Drehung des Rads um d® dndert sich der Auflagepunkt um

dr = asin©d?®
dy = —acos©d® (9.14)

Dividieren wir durch das Zeitintervall d¢ in dem die Drehung um d® vonstat-
ten geht, so bekommen wir

i—adsin® = 0
J+adcos® = 0 (9.15)
Diese Gleichungen sind nicht von der Form (9.13), denn sie enthalten die

Geschwindigkeiten z, 7, ®.

9.3 Reibung

Betrachten wir einen Massenpunkt auf einer Fliche ¥. Wie jeden Vektor kann
man die von der Unterlage ausgeiibte Kraft Fy zerlegen in eine Komponen-
te F 1, die senkrecht steht und einen Rest F|, der in der Tangentenebene
von Y liegt. Die tangentiale Komponente F) nennt man die von der Fliche
Y ausgeiibte Reibungskraft. Typische Reibungskréifte haben eine Richtung
entgegengesetz zur Geschwindigkeit v des Massenpunktes (empirische Tat-
sache).
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Die Komponente F | bezeichnet man als die von der Fliche ¥ ausgeiibte
Zwangskraft. Kiinftig werden wir sie mit F' bezeichnen. Nach Definition

F/ LY (9.16)

Falls Reibungskrifte vorhanden sind, werden diese unter die dufleren Kréfte
F gerechnet (genau wie die Schwerkraft etc.). Um das Problem l6sen zu
konnen, miissen die Reibungskrifte in ihrer Groéfle und Richtung bekannt
sein (in Abhingigkeit von Ort und Geschwindigkeit des Massenpunktes).
Der theoretisch wichtige Fall ist derjenige der reibungsfreien Bewegung.
Genau analog zerlegt man fiir einen Massenpunkt auf einer Kurve A die von
der Fiihrung ausgeiibte Kraft F in eine Komponente F|| in Richtung des
Tangentenvektors an die Kurve und einen dazu senkrecht stehenden Rest F | .
Die Normalkomponente F | heifit Zwangskraft und wird mit F' bezeichnet.
Definitionsgemaf ist

F' LA (9.17)

Die Komponente F| heifit Reibungskraft und wird unter die dufleren Krifte
gez#hlt, die in Grofle und Richtung bekannt sein miissen, um das Problem
zu l6sen.
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Kapitel 10

Lagrange-(Gleichungen 1. Art

Wir wollen jetzt eine Methode zur Behandlung holonomer Zwangsbedingun-
gen beschreiben. Im Gegensatz zu anderen Methoden (s. spéter) erlauben die
jetzt zu beschreibenden Lagrange-Gleichungen 1.Art auch die Bestimmung
der Zwangskrifte. Wir betrachten hier nur einen einzelnen Massenpunkt.
Betrachte einen Massenpunkt unter dem Einflul der dufleren Kraft F und
der von der Flidche ¥ ausgeiibten Zwangskraft F’. Nach dem Newtonschen
Bewegungsgesetz gilt dann

mi =F + F’ (10.1)

Die dufleren Kriifte sollen bekannt sein (z.B. Schwerkraft). Von F’ kennen wir
jedoch nur die Richtung: F' | ¥ in jedem Zeitpunkt ¢. Thren Betrag (und
ihr Vorzeichen) kennen wir jedoch nicht. Wir haben jedoch ein zusétzliches
Stiick Information: die Zwangsbedingung

F(r)=0 (10.2)

GL (10.1) ist ein System von 3 Gleichungen mi = F, + F, usw. Mit GL
(10.2) haben wir also insgesamt 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte z,y, z, £ F".
Wir haben ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte. Davon sind drei Dif-
ferentialgleichungen. Sind zusétzlich Anfangsbedingungen vorgegeben etwa
r(to) und (Zy) zu einer gewissen Zeit to, so konnen wir erwarten, dafl diese
Gleichungen es erlauben r(t) und die Gréfile von F'(t) eindeutig als Funktion
der Zeit zu bestimmen.
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10.0.1 Mathematischer Satz
Sei ¥ durch GI. (10.2) definiert. Dann steht der Gradient

Vi) LY (10.3)

d.h. er hat die Richtung der Normalen.
Da nach Gl. (9.17) die Zwangskraft ebenfalls die Richtung der Normalen hat
kénnen wir schreiben

F = —\Vf(r) (10.4)

Dabei ist A ein zunéchst unbekannter reeller u.U. zeitabhéingiger Parameter;
er spezifiziert Betrag und Vorzeichen von F'. Setzen wir diesen Ausdruck in
die Newtonschen Bewegungsgleichungen ein, so erhalten wir

mi = F — AV f(r) (10.5)

Dies sind die Lagrange-Gleichungen 1. Art fiir die Bewegung auf einer Fliche
¥.. Dazu kommt die Zwangsbedingung Gl. (10.2). Zusammen sind dies 4 Glei-
chungen fiir die 4 Unbekannten z(t), y(¢), 2(t), A(t). Sind sie durch Lésen der
Gleichungen bestimmt, so bekommt man die Zwangskraft durch Einsetzen
von A(t) in Gl. (10.4). A(t) heifit Lagrange-Parameter.

Fiir die Bewegung auf einer ruhenden Kurve A kann man in analoger Weise
vorgehen. Man hat dann zwei Zwangsbedingungen

fi(r) =0 fa(r) =0 (10.6)

Es gilt der folgende mathematische Satz.

10.0.2 Mathematischer Satz

Sei die Kurve A durch Gl. (10.6) definiert. Jeder Vektor n L A 1a8t sich dann
schreiben in der Form

n= —/\1Vf1 (I‘) — )\QVfQ(r) (107)

WO A1, Ao reelle Parameter sind.
Da die Zwangskrifte F' 1 A, bekommen wir somit aus der Newtonschen
Bewegungsgleichung die Lagrange-Gleichungen 1. Art in der Form
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Dazu kommen die beiden Zwangsbedingungen (10.6). Insgesamt haben wir
also 5 Gleichungen fiir 5 Unbekannte - die Ortskoordinaten z(t), y(t), z(¢) und
die beiden Lagrange Multiplikatoren A;(¢) und Ay(¢). Sind diese bestimmt,
so bekommt man die Zwangskraft als

FI = —)\1Vf1(1') — )\Zsz(r) (109)

10.0.3 Beispiel: Ebenes Pendel

Das Pendel bewege sich in der yz-Ebene, seine Lénge sei [. Der Massenpunkt
bewegt sich also ldngs einer vorgeschriebenen Kurve. Die beiden Zwangsbe-
dingungen konnen geschrieben werden als

fi = =0 (10.10)
o= y*+22-1P=0 (10.11)
Damit ist
V() = (1,0,0) (10.12)
Vf(r) = (0,2y,22) (10.13)
F = (0,0,—myg) (10.14)

Die Lagrange Gleichungen sind also

mi = —)\1
my = —2\y (10.15)
mzZ = —2X\z—mg

Die erste dieser Gleichungen ist trivial, da aufgrund der 1. Zwangsbedingung
z(t) = 0. Somit ist \; = 0. Man hitte das Problem gleich als 2-dimensional
betrachten kénnen.

Zur Losung der restlichen Gleichungen ist es zweckméfig, den Winkel ©
einzufiithren durch

y=1sin® (10.16)
Wegen der 2. Zwangsbedingung (10.11) ist dann

z=—lcos® (10.17)
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Gesucht ist demnach O(t). Nach den iiblichen Differentiationsregeln fiir mit-
telbare Funktionen ergibt sich

y = 1OcosO i =10cosO® — [0%sin®

¢t = 1Osin® 5 =105 0 + 162 cos O (10.18)
Setzen wir dies in die Lagrange-Gleichungen (10.16) ein, so ergibt sich

ml(©cos© — O2%sin@®) = —2)\,lsinO

ml(©sin® + ©2cos©) = 2X\ylcosO —myg (10.19)

Um diese Gleichungen zu losen, eliminieren wir zuerst Ay. Hierzu multipliziert
man die Gleichungen mit cos © bzw sin © durch und addiert sie. Benutzt man
hierbei, daB8 cos? © + sin”? © = 1, so ergibt sich (nach Division durch ml)

6 + %sin@ =0 (10.20)

Dies ist die bekannte Differentialgleichung fiir das ebene Pendel.

10.1 Virtuelle Verriickungen
und d’Alembertsches Prinzip

Wir kommen nun zu einer alternativen Lésungsmethode fiir Systeme mit ho-
lonomen Zwangsbedingungen.

Betrachte zunéchst wieder einen Massenpunkt, der sich am Punkt r auf einer
vorgegebenen Fliche Y befindet. Unter einer virtuellen Verriickung or ver-
steht man eine beliebige infinitesimale Verschiebung von r um dr innerhalb
der Fliache Y. Genauso ist im Fall eines Massenpunktes auf einer vorgege-
benen Kurve A eine virtuelle Verriickung als infinitesimale Verschiebung dor
lings der Kurve definiert. Allgemein kann man also definieren:

Eine wvirtuelle Verriickung ist eine Verschiebung des Ortsvektors r um ein
infinitesimales Stiick dr, die mit den Zwangsbedingungen vertrdglich ist.
Man redet von ‘virtueller’ Verriickung, da es sich um eine ‘gedachte’
Verriickung handeln soll, die nicht der wirklichen Bewegung des Massen-
punktes zu entsprechen braucht.

Da die Zwangskrifte F' 1 ¥ bzw. F' | A, wihrend dr nach Definition tan-
gential zur Fliche ¥ bzw Kurve A liegt, so gilt fiir eine beliebige virtuelle
Verriickung dr, dal F' | ér. Also

F'or =0 (10.21)
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Aufgrund dieser Gleichung ergibt sich aus den Newtonschen Bewegungsglei-
chungen (10.1)

(m¥ — F)ér =0 (10.22)

fiir beliebige virtuelle Verriickungen dr. Dazu kommen wiederum die Zwangs-
bedingungen (9.1) bzw (9.7) als zusétzliche Gleichungen. Wie wir gleich se-
hen werden, sind dies zusammen wiederum ebensoviele Gleichungen wie Un-
bekannte, so daf§ sie zur Bestimmung von r(¢) geeignet sind. Gl (10.22)
ist bekannt als das d’Alembertsche Prinzip. Es gilt fiir beliebige holonome
Zwangsbedingungen, also hier die Bewegung eines Massenpunkts auf einer
Fliche oder Kurve. Die Zwangskrifte sind eliminiert, sie konnen mit dieser
Methode also auch nicht bestimmt werden.

10.1.1 Ausdruck fiir virtuelle Verriickungen
Eine Zwangsbedingung
f(r) = f(z,y,2) =0 (Fléche X) (10.23)

Nach Definition steht dr | Normalen von Y. Da nach dem oben angegebenen
mathematischen Satz Vf(r) = die Richtung der Normalen hat, gilt also
or L Vf oder

rVf(r)=0 (10.24)
oder in Komponenten
&vgf(x zZ)+6 2f(:v z)+5z£f(ac 2)=0 (10.25)
81: ' Y yay ' Y, aZ ' Y, - :

Dies stellt eine Beziehung zwischen den drei infinitesimalen Gréflen oz, 6y, 62
dar. Man kann also zwei von ihnen als unabhéngig nehmen. Angenommen
% (r) # 0, so kann man etwa dz und Jy als unabhingig nehmen und 4z
durch diese ausdriicken. Gleichung (10.24) kann man auch wie folgt direkt
bekommen. Da r in der Fliche ¥ liegen soll gilt f(r) = 0. Da auBerdem der
virtuell verriickte Punkt nach Definition ebenfalls in der Fliche liegen soll,

gilt auch f(r + dr) = 0. Somit auch
f(x+0r) — f(r) = f(z + dz,y + 0y, 2+ 6z) — f(z,y,2) =0  (10.26)

Da 0z, dy,dz infinitesimal klein sein sollen, ist dieser Ausdruck nach den
Regeln der Differentiationsrechnung identisch mit (10.24).
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Zwei Zwangsbedingungen

filr) = fi(z,y,2) =0 fa(r) = fo(z,y,2) =0 (10.27)

Virtuelle Verriickungen dr sind nach Definition solcher Art, dal diese Glei-
chungen auch fiir r 4 dr gelten. Also auch

fi(r +0r) — fi(r) = filz + 6z, y + Sy, 2 + 02) — fi(z,y,2) =0
fa(r 4+ 0r) — fo(r) = folr + bz, y + 0y, 2+ 62) — fa(z,y,2) =0 (10.28)

Da éz,dy, 6z infinitesimal sind, sind diese Ausdriicke nach den Regeln der
Differentialrechnung gleich

0 0 0
5‘(1“%.](1(3:’3/"2) + 5ya_yf1(mayaz) + 52&]{1(33,:(],2) =0

0 0 0
533%.]{2(-%7:%'2)+6ya_yf2($7yvz)+5Z&f2(xay7z) =0 (1029)

Dies sind zwei Beziehungen zwischen den drei infinitesimalen Gréflen
0x,0y,dz. Es kann also nur eine davon als unabhéingig angenommen wer-
den - unter geeigneten Bedingungen etwa dz. Die restlichen dx, dy lassen sich
dann durch ¢z ausdriicken.

10.2 Generalisierte Koordinaten:

Betrachten wir zuerst den Fall von 2 Zwangsbedingungen, d.h. einen Massen-
punkt auf einer Kurve A. Aufgrund der Zwangsbedingungen kann die Lage
des Massenpunktes durch einen einzigen Parameter ¢ eindeutig bestimmt
werden. Fiir ¢ kann man etwa eine Komponente der rechtwinkligen Koordi-
naten wihlen. Hiufig ist eine andere Wahl jedoch vorteilhafter. Im Fall des
ebenen Pendels wird man die Lage des Massenpunktes durch den Winkel ©
charakterisieren. Man nennt ¢ = © dann eine generalisierte Koordinate. Die
rechtwinkligen Koordinaten des Punktes auf A sind durch ¢ bestimmt.

z=X(q) y=Y(q) z=Z(q) (10.30)

wobei X, Y, Z durch A und die Wahl von ¢ bestimmtg Funktionen sind. Eine
virtuelle Verriickung entspricht einer infinitesimalen Anderung d¢q von ¢. Also
ist

dz = X'(q)dq dy =Y'(q)dq 6z = Z'(q)dq (10.31)
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wo X' = d%X etc..
Setzt man dies in das d’Alembertsche Prinzip (10.22) ein, so bekommt man
nach Kiirzen von dq

d
-0 (10.32)

wobei Z, 4, Z vermoge (10.30) durch g, g, § auszudriicken sind. Dies ist eine
Gleichung fiir eine Unbekannte ¢(t).

Analog dazu kann man die Lage eines Punktes auf einer Fldche durch 2
generalisierte Koordinaten ¢, ¢, charakterisieren. Beispielsweise wird man
fiir einen Punkt auf einer Kugeloberfliche Polarwinkel ¢; = © und ¢ = ¢
wéahlen. Wir werden den allgemeinen Fall in Kapitel 12 noch ausfiihrlicher
diskutieren und deshalb hier nicht weiter darauf eingehen.

10.2.1 Beispiel: Ebenes Pendel

Wie oben schon angegeben, sind die Zwangsbedingungen
filt)=2=0 for) =92+ 22 =12 =0 (10.33)

und somit V fi(r) = (1,0,0) und V fo(r) = (0, 2y, 2z). Damit ergibt sich aus
Gl. (10.29) fiir die virtuellen Verriickungen

dr =0 2ydy + 2202 =0 (10.34)
Nehmen wir 6z als unabhéngig, so driicken sich dadurch aus:
§z =0 Sy = —252 (10.35)
Das d’Alembertsche Prinzip liest sich
midr + miyoy + (mZ +mg)dz =0 (10.36)
oder, durch Einsetzen der Ausdriicke fiir dz, oy

(—gmﬂ +mZ+mg)oz =0 (10.37)

-2+ y(2+9) =0 (10.38)
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Dazu kommt die Zwangsbedingung y = /1?2 — 22. Benutzen wir sie um y und
y durch z, Z und Z auszudriicken, so bekommen wir eine Differentialgleichung
fiir z(t).

Ein viel einfacheres Resultat ergibt sich jedoch durch Einfiihren des Winkels
O als generalisierte Koordinate. Es ist

z =0
— [sin® (10.39)
z = —lcos©
Somit nach Gl. (10.31)
dx = 0
dy = lcos® IO (10.40)

0z = Isin® O

Setzen wir dies in die d’Alembertsche Gleichung (10.36) samt den schon in
Gl. (10.18) hergeleiteten Ausdriicken fiir 4, 2 ein, so erhalten wir fiir ein
beliebiges infinitesimales 6©

[ml%(© cos © — ©%sin ©) cos © + mI*(Osin © + O? cos O + %) sin 060 =0
(10.41)

Faft man die Terme unter Benutzung von sin? © + cos?> © = 1 zusammen, so
ergibt sich, da 6O # 0 beliebig

6 + %sin@ =0 (10.42)

Dies reproduziert das frithere Resultat, Gl. (10.20).

10.2.2 Beispiel: Schwungrad, siehe Zeichnung 10.1

Die Fiihrung iibt auf Punkt 1 eine Zwangskraft Z in z-Richtung aus. Die vom
Stab auf Punkt 1 ausgeiibte Kraft sei K. Kraftbilanz am (masselosen) Punkt
1

K+Ft)+Z=0 (10.43)
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Z
o b «
FO 1 g
Abbildung 10.1: Schwungrad

Somit Ky = —F(t).
Die Kraft K hat die Richtung des Stabes, somit

K, cos©

—Z = 10.44

K, sin®© (10-44)
oder

K = (K,;, K;) = —F(t)(1, tan ©) (10.45)

Die Lage des Systems 148t sich durch den Winkel, den wir als generalisierte
Koordinate benutzen wollen, eindeutig beschreiben. Der Hilfswinkel © driickt
sich durch ¢ nach dem Sinussatz als

in® R
SSIIIIII 5= =p (fester Parameter) (10.46)
aus. Somit ist
sin © = psin ¢ tan© = psing (10.47)

\/1— p2sin? ¢
Nach dem spéiter zu formulierenden Prinzip actio=reactio ist die vom

Stab auf Punkt M ausgeiibte Kraft gleich —K. Folglich ist nach dem
d’Alembertschen Prinzip

(m¥ —K)or =0 (10.48)
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d.h.
(mi + K,)o0z + (mij + K,)0y =0 (10.49)

wo
r = (z,y) = (Rcos ¢, Rsin ¢) (10.50)

die Koordinaten des Massenpunktes sind, und Jr eine beliebige virtuelle
Verriickung desselben. Nach Gl. (10.31) ergibt sich aus (10.50) fiir die virtu-
ellen Verriickungen dr = (dz, dy):

0x = —Rsing o
0y = Rcos¢ o (10.51)

AuBlerdem ist wegen (10.50) (vgl. Pendel)
r = —ng sin ¢ — qu cos ¢
j = Rdcose— RHsin¢ (10.52)

Setzen wir Gl. (10.51),(10.52) und (10.45) fiir K in die d’Alembertsche Glei-
chung (10.49) ein, so erhalten wir

[m(—R¢sin ¢ — R$? cos ¢) — F](—R) sin ¢ 6¢
+  [m(Rcos¢ — Rp?sinp) — Ftan ©]Rcos¢p 66 =0  (10.53)

Hieraus durch Zusammenfassen mit Hilfe von sin? ¢ + cos? ¢ = 1:
mR2¢ + FRsing — FRtan © cos ¢ = 0 (10.54)
Einsetzen von tan © aus Gl. (10.47) gibt schlielich die Bewegungsgleichung

pCOS @
\/1— p?sin? ¢

Dies ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung fiir ¢(¢). IThre Losung ist ein-

deutig, wenn zusitzlich Anfangsbedingungen ¢(to), ¢(to) fiir eine gewisse Zeit
to vorgegeben werden.

mR$ = —F sin ¢[1 — (10.55)
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10.3 Energieerhaltung bei Anwesenheit von
Zwangskriften

Betrachten wir die Bewegung auf einer ruhenden Fliche 3 oder Kurve A. D.h.
die Zwangsbedingungen fi(r) = 0 sollen die Zeit nicht explizit enthalten, d.h.
fr (k=1bzw k = 1,2) sind Funktionen nur von r, sie hiingen also von ¢ nur
implizit dadurch ab, dal r = r(¢) fiir die tatséchliche Bewegung.

Die bei einer wirklichen infinitesimalen Verschiebung dr des Massenpunktes
in der Fliache Y bzw Kurve A geleistete Arbeit ist

dA = (F + F')dr = Fdr (10.56)

da die Zwangskrifte F' 1 dr. Da die Bewegung des Massenpunktes in der
Flidche X bzw Kurve A die einzig durch die Zwangsbedingungen zugelassene
ist, haben wir damit das Resultat:

Zwangskrifte leisten keine Arbeit.

Seien weiter die duferen Kréifte F konservativ, was Reibungskrifte aus-
schlief3t.

F(r) = —~VV(r) (10.57)

wo das Potential von r, jedoch nicht explizit von ¢ abhéngt.
Betrachten wir nun die Newtonsche Bewegungsgleichung

dr

i—F—F =0 -
mr dt

(10.58)

Multiplizieren wir wie angegeben skalar mit der Geschwindigkeit, so erhalten
wir, da F’ L dr

mit 4+ £VV(r) = 0 (10.59)

Dies formen wir,wie schon fiir Probleme ohne Zwangskrifte, nach der Ket-
tenregel um:

EVV() =V (a0, 2(0) + iy V(0 0(2) 2(0) + £ Va0, y(0),2(0)
= SVl y(0),2(0) = SV ()

~dt
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und
d1 .92 .9 .9 1 . 9
mit = m(ii + §y + 22) = %im(x +y 42 = mE (10.60)
Somit wird (10.59)
d1 .,
Definieren wir die Energie
1
E = §m1"2 + V(r) = erhalten, (10.62)

so dndert sich diese im Laufe der Bewegung nicht. Man beachte, dafl nur das
Potential V der dufleren Krifte in die Energie E eingeht, nicht jedoch die
Zwangskriafte. Dies liegt eben daran, dal Zwangskrifte keine Arbeit leisten.

10.4 Die Energieerhaltung erlaubt es,
Probleme mit nur einem Freiheitsgrad
vollstindig zu 16sen

Dies werden wir nun an einem Beispiel vorfiihren.

10.4.1 Beispiel: Ebenes Pendel

Die Zwangsbedingungen sind zeitunabhéingig, und die Schwerkraft besitzt ein
Potential

F = —mg=-VV(r) (10.63)
V(r) = mgz (10.64)

)
Die kinetische Energie T' = im(#* + ¢® + 2%) wird durch Einsetzen von GI.
(10.18)

1 . 1 .
T = §ml2®2(cos2 O +sin’0Q) = Emlz@2 (10.65)
Damit ist die Energie

1 :
E = 5m12®2 — mgl cos © = const (10.66)
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oder

1.
5(92 - %cos@ =, (10.67)

wo € = 1> eine Konstante ist.

10.5 Diskussion der Bewegungsgleichung des
ebenen Pendels

Am einfachsten beniitzt man die Energieerhaltung, d.h. die eben hergelei-
tete Gl. (10.67). Diese kann auch unmittelbar aus der Bewegungsgleichung
(10.20) hergeleitet werden, indem man mit Hilfe des ‘Standard-Tricks’ 1-mal
integriert um so auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung zu kommen.

(:)—l—%sin@ =0 Ke)

(:)(;)+%(;)sin@ _ (10.68)
nun ist —©sin® = 4 cos O(¢), und OO = 1 LO2. Somit
dl-o g
2 <2 = 10.
dt[2@ , cos o) =0 (10.69)

Dies ist noch dieselbe Differentialgleichung 2. Ordnung. Eine Integration kann
jetzt jedoch trivial durchgefiithrt werden, sodafl

1.
592 - %cos@ = € = const (10.70)

Um diese Differentialgleichung 1. Ordnung zu losen, betrachten wir die Um-
kehrfunktion ¢(©) von ©(t). Der Definitionsbereich der (mehrdeutigen) Funk-
tion t(O) ist gleich dem Wertebereich von ©(t). Die Ableitungen sind be-
kanntlich verkniipft durch

dt  do. , 1
6= =5 (10.71)

Somit erhalten wir aus (10.67)
dt 1

de +,/2[e + ¥ cos O]

(10.72)
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Dies ist eine Differentialgleichung trivialer Art, die durch eine gew&hnliche
Integration gelost werden kann.

(unbestimmtes Integral) (10.73)

t—i/ d®
\/2[€ + 4 cos O]

Das unbestimmte Integral enthilt eine willkiirliche additive Konstante.
Diskussion des £ Vorzeichens:

Das doppelte Vorzeichen im eben hergeleiteten Ausdruck fiir ¢(©) riihrt von
der Auflésung der quadratischen Gleichung her. Es hat jedoch auch eine an-
schauliche physikalische Bedeutung - es reflektiert ndmlich die Invarianz der
Bewegungsgleichung unter der sogenannten Bewegungsumkehr, manchmal
auch Zeitumkehr genannt.

Betrachten wir die Newtonsche Bewegungsgleichung. Substituieren wir ¢ —
—t, so &@ndert sich die Gleichung nicht, denn % = (9(‘3—1)2. Ist ©(t) ei-
ne Losung der Bewegungsgleichung, so mufl also auch ©(—t) eine (ande-
re) Losung sein. Man sagt, sie geht aus der ersten durch Bewegungsumkehr

hervor. Da % = —% etc dndern die Geschwindigkeiten hierbei ihr Vorzei-
chen. Ausgedriickt durch die Umkehrfunktion geht bei der Bewegungsumkehr

#(0) — —(O).

Bei der weiteren Diskussion des Pendels miissen wir 2 Falle unterscheiden.

10.5.1 Pendelbewegung

Die maximale Auslenkung sei ©g. Am Umkehrpunkt © = ©q ist die Ge-
schwindigkeit © = 0. So 1Bt sich die Konstante ¢ = 5 nach (10.67) aus-
driicken als

€= —% cos O (10.74)

Sei als Anfangsbedingung weiter gegeben, dafl © = ©g bei ¢t = ;. Dann ist

1) !
1(©) = —\ﬁ / 40 Tt (10.75)
g /6o \/2((:056 — cos Op)

Das Minuszeichen wurde so gewéhlt, dal t zunimmt, wenn © von Oy nach
0 abnimmt. Um von © = ©y nach © = 0 zu gelangen braucht das Pendel i
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20
9

seiner Schwingungsdauer. Schreiben wir cos© = 1 — 2sin so bekommen

WIr
[ r® d
T = 4\ﬁ/ ’ © (10.76)
gJo 2, /sin? %Q — sin? %

Wir fiihren nun eine neue Integrationsvariable ¢ ein durch

in ©
Sing = — 2 (10.77)

in o
sin =

Da | © |< Oy ist der Betrag der linken Seite stets < 1, die Definition ist also
sinnvoll. Setzen wir zur Abkiirzung

k = sin % (10.78)
so wird nach (10.77)
sin% =ksing (10.79)
cos% =4/1 —sin’ % = /1 —k2sin? ¢ (10.80)
% cos %d@ = kcos¢pdo (10.81)
oder
1
500 = keosd g (10.82)

\/1—k2?sin? ¢

Die Wurzel im Ausdruck (10.76) wird

\/sin2 % — sin® % = \/k2 — k2sin? ¢ = kcos ¢ (10.83)

SchlieBlich bekommen wir fiir die Integrationsgrenzen aus (10.77): © = 0
entspricht ¢ = 0, und © = O entspricht ¢ = 7. Durch Einsetzen in (10.76)
haben wir schliefilich

I 13 do B \ﬁ
T=4/- | ——— =4,/-K(k 10.84
\ﬁ/o V1 - k2sin? ¢ g (k) ( )
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wobei £ = sin %. Das Integral 148t sich nicht elementar auswerten. Es ist
jedoch tabelliert unter dem Namen K (k) und wird als ‘vollstéindiges ellipti-
sches Integral 1. Art’ bezeichnet.

Kleine Auslenkungen Ist ©( klein, so ist auch £ = sin% eine kleine
Grofle. Es ist niitzlich, den Integranden in eine Potenzreihe zu entwickeln
nach der Formel

1

1—a

1
=1+ga+.. (10.85)

fiir kleine a. Setzen wir a = k? sin? ¢, so wird die Schwingungsdauer (10.84)

_4\[/ dgl1 + 5 L sin?g 4 _27r\[[1+ 2k (10.86)

Fiir kleine Auslenkungen ist k = sin QQ ~ —2‘1 im Bogenmaf. Sie gilt nihe-
rungweise solange ; @2 < 1. Fiir endhche Auslenkungen ergeben sich Ab-
weichungen.

Zahlenbeispiel: © = 20° gibt k = sin 9 = 0.174

Damit T' = Tp(1 + 0.0072 + ...) d.h. man macht einen Fehler von 0.7 Pro-
zent, wenn T durch Tj ersetzt wird. Die Punkte stehen iiberall fiir Terme der

Ordnung ©§ und héher. Diese sind bei ©¢ ~ 20° noch véllig vernachlissigbar.

10.5.2 Kreisbewegung

In diesem Fall ist wihrend der ganzen Bewegung ©? > (. Dazu muB natiirlich
die Energie E = ml%e einen geniigend groffen Wert haben. Setzen wir in Gl.
(10.67) © = 7, so bekommen wir die Abschitzung

1.
2= 9> (10.87)
2 l
Somit
= (10.88)
Die Umlaufzeit ist gegeben durch
(10.89)

Z_/W e
2 0 /2[e + % cos O]
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Definieren wir

k= 2] (10.90)
st ,

so ist wegen der eben hergeleiteten Abschiitzung von €, 0 < k? < 1. Den
Integranden in (10.89) kénnen wir dann umschreiben als

g 9 29.,0 _g 2 . 20
e+zcos@—€+7—78m 5_2lk_2(1_k sin 5) (10.91)

Dabei wurde wiederum cos©® = 1 — 2sin” & benutzt. Setzen wir schliefilich

2 = ¢, 2dO = d¢, so wird die Schwingungsdauer

2
I do \ﬁ
T =2k~ | — ——— =2k/-K(k 10.92
\/;/0 \/1—k2sin? ¢ g (®) ( )

wobei k? durch Gl. (10.90) gegeben ist. Das Resultat 148t sich also wiederum
durch das vollsténdige elliptische Integral 1. Art ausdriicken. Einen alterna-
tiven Ausdruck fiir € und damit fiir & erhélt man, indem man in GI. (10.67)
O = 0 einsetzt:

1.
=56 - % (© =0) (10.93)
somit
> 2%
2

Damit ist k2 durch die Winkelgeschwindigkeit, die das Pendel beim Durch-
laufen der Ruhelage © = 0 hat, ausgedriickt.

10.6 Zeitabhingige Zwangsbedingungen

Die Lagrange Gleichungen 1. Art und das d’Alembertsche Prinzip gelten
genauso bei zeitabhingigen Zwangsbedingungen, d.h. der Bewegung eines
Massenpunktes auf einer bewegten Fliche ¥(¢) oder Kurve A(t). Die Ener-
gieerhaltung gilt jedoch in diesem Fall nicht mehr. Wir wollen diesen Punkt
nun noch am Beispiel der Bewegung auf der bewegten Fliche 3(t) etwas
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erliutern. Die Zwangsbedingung sei f(r,?) = 0. Nach Definition stehen die
Zwangskrifte F' zu jeder Zeit ¢ senkrecht auf der Fliche (), sie haben al-
so die Richtung der Normalen. Nach dem frither angegebenen Satz bedeutet
das, dal F' = —AV f(r,t). Dabei ist die Differentiation eine partielle nach r,
d.h. t ist festgehalten. Aufgrund der Newtonschen Bewegungsgleichung gelten
dann die Lagrange Gleichungen wie angegeben, d.h.

mi = F — AVf(r, ) (10.95)

Die mdoglichen virtuellen Verriickungen hingen von der Zeit ¢ ab, es soll
dr in der Tangentenebene von X(t) liegen, d.h. sowohl r € X(¢) als auch
r+dr € X(t). Dabei ist die Zeit ¢ wiederum als Konstante zu betrachten. Da
die Normale | Tangentenebene folgt wie zuvor, dafl

orVf(r,t)=0 (10.96)

wobei wie in (10.95) V eine partielle Differentiation nach r bei festgehaltenem
t ist. Aus (10.95) folgt dann das d’Alembertsche Prinzip

(m¥ — F)or =0 (10.97)

Betrachten wir nun schliefllich die tatséchliche Bewegung des Massenpunkts
im Laufe der Zeit. Zur Zeit t befinde sich der Massenpunkt bei r. Dann wird
er sich zur Zeit ¢t + dt an einem Punkt r + dr befinden. Das infinitesimale
Wegstiick dr stellt jedoch keine mdogliche Verriickung dar, denn es ist r €
Y(t) aber r + dr € X(t + dt) # X(t). Das liegt natiirlich daran, daf§ sich
die Fliche selbst bewegt, wihrend der Massenpunkt von r nach r-+dr lduft.
Im Unterschied dazu sind virtuelle Verriickungen bei festgehaltener Fléiche
ausgefiihrt zu denken. Als Konsequenz gilt fiir die wirkliche Bewegung nicht
mehr, dal dr | F'. Iin Falle einer bewegten Fliche (oder Kurve) kénnen
Zwangskrafte daher durchaus Arbeit leisten.

10.6.1 Beispiel: Karussell, siehe Zeichnung 10.2

Bewegung eines Massenpunktes in einer vorgeschriebenen Ebene, die durch
¢(t) charakterisiert wird, auf vorgeschriebener (bewegter) Kurve A(t). Diese
ist festgelegt durch die konstante Lénge [ des Stabes. (Kein Kettenkarussell,
der Stab soll an einer Achse befestigt sein, sodafl er sich nur um diese Achse
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F =-mg (0,0,1)

Abbildung 10.2: Karussell

drehen kann). Zwangsbedingungen:
1. Ebene

x  coso(t)

y  sing(t) =0

2. Bahn in der Ebene

2+(p—R?*—12=0

97

(10.98)

(10.99)

wobei p = v/x? + y?. Wir betrachten den Fall einer konstanten Winkelge-

schwindigkeit w

o(t) = wt

(10.100)

Es gibt 2 Zwangsbedingungen, daher charakterisiert eine unabhéngige verall-
gemeinerte Koordinate die Lage des Systems eindeutig. Hierfiir nehmen wie

©, sodafl

r = pcoswt
= psinwt

z = —lcos©®

(10.101)
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wobei
p=R+1sinO© (10.102)
d’Alembertsches Prinzip:
(mi — F)ér =0 (10.103)
oder, in Komponenten
midx + mydy + (mZ +mg)dz =0 (10.104)

Die virtuellen Verriickungen sind durch die Anderung dz,dy,dz der Aus-
driicke (10.102) gegeben, wenn © um dO© vergréBert wird; vgl. Gl. (10.32).
Dabei ist t als festgehalten zu betrachten.

0x = dpcoswt = 1cosO coswtdO
dy = dpsinwt =IcosOsinwt O (10.105)
0z = [sin© O

Schliefllich miissen wir noch %,% und Z durch ©, © und O ausdriicken. Aus
GL. (10.102) bekommen wir

pcos wt — pw sin wt
= psinwt + pw coswt (10.106)
2 = 1Osin®

= jcoswt — 2pwsinwt — pw? cos wt

= psinwt + 2pw cos wt — pw? sin wt (10.107)
5 = [O@sin® + 6% cos O]
Dabei ist
p = 1OcosO
p = 1[O6cosO — O%sin O] (10.108)

Setzen wir die Ausdriicke (10.106),(10.108) fiir ér und ¥ in das
d’Alembertsche Prinzip (10.104) ein, so erhalten wir als Bewegungsgleichung
(pcoswt — 2pwsin wt — pw? cos wt) cos wt cos O 15O

+(psinwt + 2pw cos wt — pw? sin wt) sin wt cos O [ 6O
+(2+¢)sin®16© = 0(10.109)
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Hierin heben sich einige Terme heraus, und andere lassen sich mit Hilfe von
sin? wt + cos? wt = 1 zusammenfassen. Da [6© # 0 kann man diesen Uberal-
lesfaktor weglassen, sodaf sich ergibt:

(p— pw®) cos© + (£ + g)sin® =0 (10.110)

Setzen wir schlieflich fiir p, p und Z die expliziten Ausdriicke (10.102),
(10.108) und (10.108) ein, so erhalten wir

(16cos® — 10%sinO — Rw? — lw?sin©) cos O
+(10sin® +10%cos© + ¢)sin® =0 . (10.111)

Durch Kiirzen und Zusammenfassen mit cos? © + sin? © = 1 vereinfacht sich
dies zu

10 — w*(R+1sin®)cosO + gsin® = 0 (10.112)

Dies ist die gesuchte Bewegungsgleichung. Wir wollen diese Gleichung hier
nicht 16sen, sondern nur eine ganz spezielle Losung bestimmen, ndmlich die-
jenige mit © = const unabhéngig von ¢ (Gleichgewicht). Dann ergibt sich
aus (10.112)

w?(R+1sin®) cos© = gsin O (10.113)

Schreibt man darin cos® = /1 — sin®? © und quadriert, so erhilt man eine
algebraische Gleichung 4. Grades fiir sin ©. Solche Gleichungen sind exakt
losbar (vgl. Formelsammlung von Rottmann S.16).

Kleine Auslenkungen: sin? © < 1.

Dann ist cos © = V1 —sin’© =1+ $sin*© + ... = 1 + O(sin® ©) Gleichung
(10.113) wird damit

W (R+1sin®) ~ gsin © (10.114)
wenn wir Terme der Ordnung sin? © vernachlissigen kénnen. Hieraus

Ruw?
g— w2l

sin © =~ (10.115)

Damit die Annahme kleiner Gleichgewichtsauslenkungen © konsistent ist,
muf offenbar die Winkelgeschwindigkeit w geniigend klein sein.
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Kapitel 11

Systeme von Massenpunkten

Wir betrachten N Massenpunkte ¢ = 1...N mit Massen m; und Ortsvek-
toren r; = (x;(t),vi(t), z:(t)) zur Zeit t. Ist F; die gesamte Kraft auf den
Massenpunkt i, so gelten die Newtonschen Bewegungsgleichungen

Wir nehmen an, dafl keine Zwangskrifte vorhanden sind. Dann setzt sich im
allgemeinen die Kraft F; auf das Teilchen ¢ zusammen aus

1. duBeren Kriften F¢*. Angenommen, sie sind geschwindigkeitsunabhéngig,
so hingt F&* nur vom Ort r; des Teilchens 7 ab, sowie moglicherweise explizit
von der Zeit

Fi* = Fi" (i), t) (11.2)

2. Krifte F;; der (anderen) Teilchen auf Teilchen i
Insgesamt ist dann

F,=F"+> F; (11.3)
J

11.1 Das 3. Newtonsche Gesetz

Wir werden Annahmen, die von Newton stammen, iiber die Natur der Kréfte
F;; zwischen den Teilchen machen. Diese Kréfte sollen nicht geschwindig-
keitsabhéngig sein, sondern nur von den Ortsvektoren der beteiligten Mas-
senpunkte abhéngen. F;; hingt also nur von r; und r; ab. Weiter gelte

101
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a F; = 0 Ein Massenpunkt iibt keine Kraft auf sich selbst aus (‘Miinchhau-
sen liigt’):

g F;; = —F,;; actio=reactio (3. Newtonsches Gesetz)
v F;; hat die Richtung von r; — r;, und hat die Form
Fij = (vi — 15) fij(rij) (11.4)
wo 7;; =| r; — r; | Es folgt aus -, daf
fiz(r) = fi(r) (11.5)

Das Prinzip actio=reactio besagt beispielsweise, dafl die von der Erde auf
die Sonne ausgeiibte Kraft umgekehrt gleich der von der Sonne auf die Erde
ausgeiibten Kraft ist. Insbesondere ist es nach dem Prinzip actio=reactio
unmoglich, dafl ein Massenpunkt A auf B eine Kraft ausiibt, ohne dafy B auf
A eine Kraft ausiibt. Oder: Es gibt kein Agens, das etwas bewirken kann,
ohne daf} es auch selbst der Einwirkung anderer Agenzien ausgesetzt wire.
Es entspricht der Lebenserfahrung, dafl dies auch auflerhalb der Physik gilt,
doch kennt man eine allgemeine Formulierung - etwa fiir die Soziologie -
nicht.

11.2 Der Satz vom Schwerpunkt
Man definiert die Gesamtmasse M des Systems durch
N
M=) m; (11.6)
i=1

Damit kann man die Koordinate R des Schwerpunktes des Systems einfiihren

1 N

Wir werden nun die Bewegung des Schwerpunktes betrachten. Es wird
sich herausstellen, dafl sich als Konsequenz des 3.Newtonschen Gesetzes ac-
tio=reactio die Wirkung der Krifte zwischen den Teilchen heraushebt. Als
Resultat findet man den Satz vom Schwerpunkt

MR = Fet (11.8)
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WO

N
Feot =3 Fet (11.9)

i=1

‘Der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob die gesamte duflere Kraft an einer
im Schwerpunkt konzentrierten Gesamtmasse angreifen wiirde.’

Wirft man etwa einen Stuhl zum Fenster hinaus, so bewegt sich bei Ver-
nachldssigung des Luftwiderstandes sein Schwerpunkt auf einer Parabel, un-
geachtet einer moglichen komplizierten Kreisbewegung des Stuhls um seinen
Schwerpunkt.

Vorbereitung des Beweises Es sei zunidchst an gewisse Eigenschaften
von Summen und Integralen erinnert

1. Auf die Bezeichnung der Integrations- oder Summationsvariablen kommt
es nicht an

[azs@) = [ avsw) (11.10)
Sho= X (11.11)

Dies gilt auch in Mehrfachsummen und Mehrfachintegralen.
2. Vertauschung von Summen oder Integralen

/abdx/(:ldyf(l“,y) = /:dy/abdxf(x,y) (11.12)
%%fij = %ifij (11.13)

i=1j=1 j=1l4=1

Kombinieren wir die Identitdten 1 und 2 fiir Summen, so erhalten wir als
Korollar (fir M = N)

N N
ZZ Fi.; +F;i) (11.14)

™M=
™M=
:‘j

l\9|P—‘

denn die Identitdten gelten auch fiir Vektoren, wie man durch Betrachtung
von deren Komponenten sieht.
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Herleitung des Satzes vom Schwerpunkt Durch Einsetzen der New-
tonschen Bewegungsgleichungen fiir r(¢) erhalten wir

.. N N N N N N
MR =) mif; =) (Fi"+> Fy) =) F 4+ > F;  (11.15)

i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Nach Gl (11.14) verschwindet der zweite Term, denn er ist gleich
%Ef\il Z;-V:l(Fji + F;;), und Fj; + F;; = 0 wegen actio=reactio. Also

N
MR =) F* (11.16)

=1

11.3 Impulserhaltung
Der Gesamtimpuls ist definiert durch
Durch Vergleich sieht man, dafl
P =MR (11.18)

Gibt es keine #ufleren Kriifte, oder ist zumindest die Gesamtkraft F¢*' = 0
, so vereinfacht sich die Aussage des Satzes vom Schwerpunkt zur Impulser-
haltung

dP
11.4 Drehimpulserhaltung

Der Drehimpuls L; einzelner Teilchen ¢ beziiglich des Koordinatenursprungs
ist bekanntlich

Li =T; X p; =nmur; X I‘Z (1120)

Der Gesamtdrehimpuls ist

=2

L= L= mr; X1 (11.21)

=1 =1
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Wir nehmen wiederum an, daf§ die dufleren Kriifte verschwinden F¢** = (.
Es wird gezeigt werden, dafl dann der Gesamtdrehimpuls erhalten ist

dL
— = 11.22
o7 =0 (11.22)

Dies folgt aus der Eigenschaft v der Kréfte zwischen den Teilchen wie folgt.
Es ist

dL

Der erste Term verschwindet, weil a x a = 0 fiir jedes a. Im zweiten Term
setzen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung ein. Da F¢* = ( nach An-
nahme, ist die Kraft auf Teilchen i gleich }°; F;;, mithin

‘2—1; =X XX Fy (11.24)
Die Form ~ der Kraft gibt
dt = Z Z r; X (r; — 1;) fi;(ri;) (11.25)
Nun wenden wir wiederum Gl (11.14) an. Da r;; = rj;, fi;(r) = fj(r)
—ZZ[I’Z r; — ;) + 15 % (t; — 13)] fij(ri5) (11.26)
_ZZ[ r; —1;) X (15 — 1)) fi(ri5) = 0
wegen a X a = (. Damit ist die Drehimpulserhaltung gezeigt.

11.5 Energieerhaltung

Hier nehmen wir an, daf§ die dufleren Kriifte F¢** konservativ sind, d.h. nicht
explizit von der Zeit abhéngen und ein Potential besitzen.

F&t = —V, V= (r;) (11.27)
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Dabei ist
o 0 0
Vi = (—a a v
Um die Energie zu definieren, zeigen wir zunéchst, dafl die Krifte zwischen
den Teilchen ein Potential besitzen. Dies folgt aus den Annahmen «, 3, 7 iiber
die Krifte. Sei V;;(r) die Stammfunktion von —rf;;(r). Da fi; = f;i kénnen
wir annehmen, daf} willkiirliche Konstanten so gewihlt sind, daf

) (11.28)

Vij(r) = Vji(r) (11.29)
Wir berechnen zunéchst
0 0 0
i = (=T, =—Tiiy =—Tii 11.
Virij (8%“]’6%7] azirj) (11.30)
oryi 0 2 2 211
5l = gelm— )+ =)+ (= )" (11.31)
1 _1
= 2(33z'—xj)g[(frz'—xj)2+(yz~—yg)2+(zz %)]7?
_ LT
= -

Fiir die anderen Komponenten gilt entsprechendes. Also

I‘Z'—I‘j

Vi = (11.32)

Tz’j
Daher gilt

ri—r]'

—ViVij(rij) = — Vii(rij) (11.33)

Tij
Dabei ist V};(rs;) die Ableitung von V;; nach seinem Argument r;;. Da Vi;(r)
die Stammfunktion von —r f;;(r) ist, gilt weiter
—ViVii(rij) = (vi = 13) fij(ri) = Fij(r) = V;Vij(rs;) (11.34)
Gl (11.34) folgt aus G1 (11.33) durch vertauschen von i und j, wegen V;;(r) =
Vji(r). Dies ist nur wieder ein Ausdruck von actio=reactio.
Nun definieren wir die gesamte potentielle Energie V' durch
N

J=1

% Vik(rjx) (11.35)

|

N
V(I‘l, ...,I'N) = ZV}e”(rj) +
j=1
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In der letzten Summe kommt jedes ungeordnete Paar verschiedener Indizes
zweimal vor, als (jk) und als (k7). Dies wird durch den Faktor £ kompensiert.
Man kann die letzte Summe einschliefilich Faktor % also als Summe iiber
Paare von Teilchen interpretieren.

Es soll schliellich gezeigt werden, dafl man aus dem Gesamtpotential V' des
ganzen Systems die gesamte Kraft F; auf Teilchen ¢ fiir jedes i = 1...N

bestimmen kann. Es gilt die Formel
Fi = —VZ'V(I'l,...,I‘N) (1136)

Wir berechnen
1
—Vi(Q_ V™) + 5 > Viklrie) (11.37)
J j ok

In der ersten Summe triagt nur der Term mit 7 = 7 bei, da die anderen keine r;-
Abhéangigkeit tragen. Die zweite Summe konnen wir auf j # k einschrénken,
da 0.B.d.A. V;; = 0 ist (wegen F; = 0). Dann gibt es nur Beitrige, wenn
j =1 oder k =i und beides tritt nicht gleichzeitig auf. Also obiger Ausdruck

1 1
= =iV (w) + 5 X ViVie(rie) + 5 2 ViVilrsa) (11.38)
k J

Weil die Bezeichnung der Summationsvariablen irrelevant ist und weil V;; =
Vii, sind die letzten beiden Terme gleich. Mit Gleichung (11.34) erhalten wir
fiir obigen Ausdruck

=F" + ) Fy (11.39)
J
Nun kénnen wir die Gesamtenergie definieren.
Y1

=1

Da r; und r; Funktionen der Zeit sind, ist zunéchst auch E eine Funktion der
Zeit. Die Energieerhaltung besagt, daf} sie konstant ist.

dE
— = 11.41
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Dies ist eine Konsequenz der Newtonschen Bewegungsgleichungen. Wir rech-
nen nach. Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich

dE d 1 .
— = 2 O0 gmif + V), .t ()

dr;

i

Im vorletzten Schritt wurde Gl (11.36) benutzt.

11.6 Der Virialsatz

Der Virialsatz macht Aussagen iiber zeitliche Mittelwerte physikalischer
Gréfien

Ausgangspunkt sind die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Impulse
p; der Teilchen 1 = ... N,

b = F, (11.43)
F = F,+> Fy. (11.44)
J

Dabei ist Fi° die gesamte Kraft auf Teilchen i, einschliefflich méglicherweise
vorhandener Zwangskrifte. Unter diese Zwangskrifte fallen beispielsweise die
von der Wand eines Behilters auf die Atome eines Gases ausgeiibten Kriifte.
Man betrachtet nun die Grofe

N
G=)r p (11.45)
=1

Diese Grofle ist dem Drehimpuls L = Y r; X P; ghnlich, sie ist jedoch eine
skalare Grosse. Wir berechnen ihre zeitliche Anderung

d . i
aG = Z (fipi + 1:Ds) -

Den ersten Term kann man umformen,
Yrpi = Y. mt; et =Y. mivi2 = 2T'; T ist die kinetische Energie. Im zweiten
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Term kann man die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir p; einsetzen. Somit
ist J

Wir mitteln dies iiber ein Zeitintervall 0...7. Es ist
1 7 . d
- dt—G(t) =
T /o dt ®)
1
= [ar) =
-

Dabei steht ~ fiir den zeitlichen Mittelwert. Es ergibt sich damit
1

T

[G(7) = G(0)], (11.46)

(11.47)

2T + Zrze = —[G(1) — G(0)].

Wichtig sind die Spezialfille, wo die rechte Seite verschwindet. Dies gibt den

Virialsatz

falls G(1) = G(0). Die rechte Seite der Gleichung heifit Virial .
Die Voraussetzung ist in den folgenden beiden Fillen erfiillt
1. Periodische Bewegung mit Periode T.
Dann ist p;(7) = p;(0) und r;(7) = r;(0) und damit auch G(7) = G(0).
2. Beschrinkte Bewegung, T — oo. Es sei
Ir;| < R < o0.

Wir nehmen weiter an, daf} die Energie erhalten ist und dafl die poten-
tielle Energie nach unten beschrinkt ist, sodaf bei einer Bewegung mit
Gesamtenergie E die Impulse der einzelnen Teilchen beschrénkt sind,

|pz| < Pmaz < o0.

Eine Bewegung in einem beschrinkten Bereich kann beispielsweise da-
durch garantiert sein, daf die potentielle Energie > E wird, wenn
eines der Teilchen den Bereich verldfit (“Wénde”). Unter diesen Be-
dingungen ist auch G beschrinkt, |G(t)| < NRpmas, und daher geht
G (1) — G(0)] = 0 wenn 7 — 0.
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11.6.1 Virialsatz fiir Krifte mit homogenen Potentia-
len

Wir betrachten Krifte, die ein Potential besitzen,
1
V(I‘1 . 'rNat) = 2 Vi(riat) + 5 Z‘/;j(ri; rj’t)a
i ij

Vij(risrj,t) = Vii(ry, i, t). (11.48)

Auflerdem seien die Potentiale homogen vom Grad h in dem Sinn, daf} fiir
beliebige A > 0

Vidri, 1) = \'Wi(r, 1), (11.49)
V;'j(AI'Z', )\I‘j,t) = )\h‘/;j(ri,rj,t). (1150)
Dann gilt, wie gleich gezeigt werden wird, der Virialsatz in folgender Form.

Virialsatz fiir homogene Potentiale
B
T=-V.
2

Dies verkniipft die zeitlichen Mittelwerte von kinetischer und potenti-
eller Energie. Ist die Energie F erhalten, so folgt wegen £ =T +V =
(14 2)V, daB

h — 2

re VT hae
Zur Herleitung berechnen wir zunéchst die Kréfte.
F;(r;,t) = —=V,;Vi(ry, 1)
und die Kraft von Teilchen j auf Teilchen i ist
F;; = -V Vij(r;,rj,1).

T = E.

Somit wird
Z r;- FEOt = -I;- VZV(I'z) — Zri . Vz-Vij(ri, I‘j)
2%
1
= T ViV(ri) — 5 D (ri - ViVis(vi, ) + 1 - V, Vil 14)
(%]
1
= =1 ViV(ri) = 5 D (rs - ViV 41 - VVig) (i, 1))
(2%
N
= —Zri-ViV(rl,...,rN). (1151)

=1
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In der ersten Gleichung haben wir die Moglichkeit der Umbenennung der
Summationsvariablen (4, 7) in (7, ¢) ausgenutzt, und in der zweiten Gleichung
wurde die Symmetrie (11.48) des Potentials ausgenutzt.

Wir benutzen nuin den folgenden mathematischen Satz

Eulersche Gleichung fiir homogene Funktionen . Es sei

FAqL, oy Agn) = )\hf(ql, ey Qn)-

Dann gilt

quaif(qlaaqn):h’f((haan) (1152)
k=1 Y4k

Den Beweis stellen wir zuriick. Wir kénnen die 3N Komponenten der r; bzw
die 9N? Komponenten der Paare (r;,r;) als g bezeichnen, und die Euler-
sche Gleichung auf jede der beiden Summen in obiger Gleichung fiir ) r;F;
anwenden. Es ergibt sich

S rF = —hV,

Setzen wir dies in den allgemeinen Virialsatz ein, so bekommen wir den Vi-
rialsatz fiir homogene Potentiale wie oben angegeben.

Zur Vollstindigkeit soll die Euler’sche Gleichung bewiesen werden.

Aus der Homogenitéitsvoraussetzung folgt

0
)\a)\f()\ql, ey )\QN)|/\:1 = hf(ql, ey qN) (1153)

Wir berechnen die linke Seite. Setze Q) = Agy.

9 0 0
8,\f()\q1,...,)\qN)|,\=1 = (Z aci\kaQ Ql’m’Qn)>,\:1

= —f(Aqq, ... -
ZQkaqkf( qi1, a/\CIn)|)\71

quai%f(ql, ooy n)- (11.54)

Setzen wir dies in die Gl.(11.53) ein, so erhalten wir die Eulersche Gleichung,
q.e.d.
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11.6.2 Anwendungsbeispiele

harmonischer Oszillator im Raum oder in 1 Dimension.
Es ist

V(r) = &|r[?. Dies ist homogen vom Grad h = 2. Daher ist

T=V=

v | b

Satellit im Gravitationsfeld eines Massenpunkts .
Das Potential hat die Gestalt
_ GmM

x|

V(r)

Dies ist homogen vom Grad h = —1. Bei Energie E < 0 ist die Bewe-
gung beschrinkt, und es folgt aus dem Virialsatz fiir homogene Poten-
tiale, daf

— 1—
T=—-V=-F.
2

Betrachten wir speziell eine Kreisbahn, so sind 7" und V' zeitlich kon-
stant, und es ergibt sich die folgende Beziehung zwischen dem Betrag
v der Geschwindigkeit, und dem Abstand r.

1 5, 1GmM 1

T = — = —
M T T,

Daraus kann man die Umlaufzeit bestimmen.

2rr m mr 1
=20 o — =271/ —9 3/27’
T ” r 5T Tr Gl r i

in Ubereinstimmung mit dem Keplerschen Resultat.

Sternhaufen . Wir betrachten ein System aus Massenpunkten, zwischen
denen Gravitationskrifte wirken,

Gm;m;
V:ij(riarj) = - !

r; — ;]

Das Potential ) V; der dufleren Kréfte verschwinde. Das Potential ist
wiederum homogen vom Grad h = —1. Die Bewegung sei beschriankt.
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Dies erfordert, dafl die Energie E < 0 ist. Aus dem Virialsatz folgt
wiederum

_ _ 1 -
T=-E, V=2 T=-V.

Angenommen, die Massen seien alle gleich, so bekommen wir eine Bezie-
hung zwischen dem mittleren inversen Abstand r—! der Massenpunkte,
und dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat v2. Es ist

— 1 — 1 N
-V = §Gm22 ri; = SN - 1)Gm*r=1.
(4]

Da T = $Nmw? ist, so folgt

1 -
v? = E(N —1)Gmr1L.

11.7 Das Zweikorperproblem

Wir betrachten ein System aus zwei Massenpunkten mit Massen m; und ms
bei Abwesenheit duflerer Krifte Fé** = (. Die Gesamtmasse ist M = mq +mso
und die Position des Schwerpunktes R ist nach Definition gegeben durch

MR = miry + Mmoro (1155)
Wir betrachten auflerdem die Relativkoordinaten
r=r; —Ty (11.56)

Multiplizieren wir Gl (11.56) mit ms und addieren zu Gl (11.55), so erhalten
wir einen Ausdruck fiir rq

MR + Mmeor = (m1 =+ m2)r1 (1157)
oder mit
mime
— R 11.58
h= (11.58)
_ I
rr=R+—r (11.59)

ma
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Die Grofle p heifit reduzierte Masse. Eine dquivalente Definition ist

1 1 1
= 4 (11.60)
Hoomy Mo

In gleicher Weise erhalten wir durch Multiplikation mit m; und Subtraktion

r,=R— mir (11.61)
2

Ist F = Fy; die Kraft von Massenpunkt 2 auf Teilchen 1, so ist wegen ac-
tio=reactio F15 = —F, und die Newtonschen Bewegungsgleichungen nehmen
die Form an

mli"l = F

Driicken wir r; und ry durch die Schwerpunktskoordinate R und die Rela-
tivkoordinate r aus, so wird daraus

mR+puft = F
meR — it = —F (11.63)

Bilden wir die Summe und Differenz, so sehen wir, dafy dies dquivalent ist zu

MR = 0 Gesamtimpulserhaltung (11.64)
yi = F (11.65)

Die Bewegungsgleichung fiir die Relativkoordinate sieht also aus wie die Be-
wegungsgleichung fiir den Ortsvektor eines Massenpunktes mit Masse p. Da-
mit ist das 2-Korperproblem auf das 1-Kérperproblem zuriickgefiihrt.
Betrachten wir als Anwendungsbeispiel ein hypothetisches Planetensystem
aus der Sonne mit Masse My und nur einem Planeten mit Masse m,. Die
reduzierte Masse ist

mpM®

=2 11.66
iy 7 (11.66)

Das Potential hingt nur vom Abstand r ab und ist gegeben durch
Vi) =-2 a=GMym, (11.67)
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Aus der Behandlung des 1-Korperproblems in Kapitel 8 fiir ein Teilchen der
Masse p kénnen wir nun schlieflen, dafi die Umlaufzeit 7" sich durch die grofie
Halbachse (der Bahn der Relativkoordinate r) ausdriickt geméf

4 2
T2 = T Egs (11.68)
[0

Einsetzen der reduzierten Masse p und von « liefert

2
A7 3

Y
G(mp + M@)a

(11.69)

Der Proportionalitiitsfaktor von a® hingt von der Planetenmasse ab. Das
Verhéltnis Z—z ist also nicht fiir alle Planeten exakt dasselbe, und das 3. Kep-
lersche Gesetz gilt deshalb nicht exakt.
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Kapitel 12

Euler-Lagrange Gleichungen
und Hamiltonsches Prinzip

12.1 Verallgemeinerte Koordinaten

Es ist haufig fiir die Losbarkeit eines Problems entscheidend wichtig, daff man
eine geeignete Koordinatenwahl trifft. Insbesondere sollte die Wahl der Koor-
dinaten der Symmetrie des Problems angepaf}t sein. Beispielsweise ist es bei
Kugelsymmetrie giinstig, statt kartesischer Koordinaten Polarkoordinaten zu
wihlen. Der Lagrange-Formalismus gibt eine Formulierung der Newtonschen
Bewegungsgleichungen, die fiir jede Art von Koordinaten gilt. Man kann sa-
gen, diese Formulierung sei ‘kovariant unter Koordinatentransformationen’.
Betrachte ein System von N Massenpunkten mit Ortsvektoren r;, die k > 0
holonomen Zwangsbedingungen geniigen. Dann hat man 3N kartesische Ko-
ordinaten x;, y;, z;, zwischen denen k Beziehungen bestehen. Ein Satz verall-
gemeinerter Koordinaten

q=(q1,-¢) s=3N—k (12.1)

besteht aus s reellen Variablen gy, ..., q;, die unabhingig gewihlt werden
kénnen, und die Lage der N Massenpunkten eindeutig festlegen. Die Orts-
vektoren r; werden damit Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten.

ri(q) = 1i(q1, -5 4s) = (€:(9), 4i(q), 2:(q)) (12.2)

Fiir jede Wahl von ¢ miissen die Zwangsbedingungen erfiillt sein. Der Na-
me ‘verallgemeinerte’ Koordinaten ist historisch bedingt. Heute wiirde man

117
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einfach ‘Koordinaten’ sagen, oder allenfalls ‘moglicherweise krummlinige Ko-
ordinaten’.

12.1.1 Beispiel: 1 Massenpunkt, 0 Zwangsbedingun-
gen, Polarkoordinaten

s=3: Koordinaten ¢ =7, ¢ =60, g3 = ¢

x = rsinfcos¢
y = rsinfsing (12.3)
z

= rcosf

12.1.2 Beispiel: 1 Massenpunkt auf der Kugelschale
2 __ R2
r~- =
1 Zwangsbedingung — s=2: Koordinaten ¢ =60 , ¢o = ¢

r = Rsinfcoso
y = Rsinfsing (12.4)
z = Rcosf

12.1.3 Beispiel: Hantel, 2 Massenpunkte

Zwangsbedingung (r; — ry)? = [?

s=2-3—-1=5

Koordinaten: Koordinaten des Schwerpunktes R = (X,Y, Z) und zwei Win-
kel 6 , ¢, die die Lage der Achse festlegen.
n=X,p=Y , ¢3=2,u=0,q¢G=29¢

Ausdruck fiir die kartesischen Koordinaten:

ri=R+‘trrn=R-7Lr p=""2

mit r = (Isin @ cos @, [ sin Osin ¢, [ cos f)

i ist die reduzierte Masse, r = r; — ry ist die Relativkoordinate.

12.2 Lagrangefunktion L

Eine Lagrangefunktion existiert, wenn die Nicht-Zwangskréfte ein Potential
V' haben, sodal die Gesamtheit der Kréfte F;(r,...,ry) auf Teilchen i sich
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als Gradient eines Potentials V (ry, ..., ry) schreiben 1d8t
Fi(rl,...,rN) = —VZ'V(I'l,...,I'N) (125)

Man beachte, dafl es ein Potential (die gesamte potentielle Energie) fiir das
Gesamtsystem aus N Massenpunkten gibt (vgl. frither). Gegeben eine Wahl
verallgemeinerter Koordinaten ¢, ...¢s, so fithrt man zugehorige verallgemesi-
nerte Geschwindigkeiten ein. Man bezeichnet sie mit

qi, .-, Gs (12.6)
Fiir physikalisch mogliche Bewegungen t — ¢(t) ist
, d
G:(t) = %%(t) (12.7)
Die Lagrangefunktion ist eine Funktion
L(q,4) = L(q1, -, s, G1 ---s ds) (12.8)

der verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten. Man setzt
L=T-V (12.9)

T =kinetische Energie, V' =potentielle Energie der Nicht-Zwangskrdfte. Da-
her sind 7', V' als Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten und Impulse
zu betrachten.

V(g) = V(ri(g),....,rn(q)) (12.10)
T(g.d) = 5 mtlle.d) (12.11)

Die Geschwindigkeiten r; sind als Funktionen der verallgemeinerten Koordi-
naten und Geschwindigkeiten aufzufassen, vermoge

: °, . Ori(q)
=3 d, 12.12
az::l 94a ( )

Fiir physikalisch mogliche Bewegungen gilt dann

d d arz an . 81'1' (q) .
—-ri(t) = =i = =i (121
dt r; (t) dtrl (QI (t PERES] Qs Z 8qa t Z Qa aqa I ( 3)

wie es sein soll.
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12.2.1 Beispiel 1: Lagrange-Funktion fiir einen Mas-
senpunkt der Masse m, ohne Zwangsbedingun-
gen im Zentralpotential V (r)

In Polarkoordinaten folgt aus

T = rsinf cos ¢ y = rsinfsin ¢ z=rcosft (12.14)
daf
& = 7sinfcos¢+ récosbcosd — rsinhsin ¢
= 7sinfsin ¢ + 70 cos 0sin ¢ + rsin H¢ cos ¢ (12.15)
% = fcosh—rfsind

Daraus ergibt sich unter Benutzung der Formel sin? ® + cos? ® = 1
1 1 ) . .
T = gm(#* + 9"+ 2°) = gm(i* + r*(6° + sin* 0°)) = T(r,0, 6, 7,0, 9)
(12.16)

Dieser Ausdruck wird hiufig gebraucht und sollte im Gedéachtnis bleiben.

L= %m(f‘z +12(6? + sin? 042)) — V() (12.17)

12.2.2 Beispiel 2: Freie Bewegung eines Massenpunk-
tes auf der Kugelschale mit Radius R

Die kartesischen Koordinaten als Funktion der verallgemeinerten Koordina-
ten erhélt man, indem man in Polarkoordinaten r = R substituiert. Dann ist
7 = 0 und die obige Rechnung liefert.

T = %mR2(92 + sin? 0¢?) (12.18)

Falls V =0, ist L =T.

12.2.3 Beispiel 3: Zweikorperproblem
Potential Vig(r) = Vai(r) =V (r), r =| r |

1 1



12.2. LAGRANGEFUNKTION L 121

Verallgemeinerte Koordinaten: R Schwerpunkts-, r Relativkoordinate. Ein-
setzen der bekannten Ausdriicke fiir r; durch R und r liefert zunéchst

IO VS PTG
T = — R 7 )2 _ R_ N2

2m1( + m1r) + 2m2( m21‘)
1 . 1 u? 1 . . 2

= -mR’+ puRi + Ly omR? - uRT + i,
2 2m 2 2mey
1. 1

= MR+ opi® (12.20)

Dabei ist M = m; + ms die Gesamtmasse, und p die reduzierte Masse. Es
wurde benutzt, dal nach Definition

- 4+ == (12.21)

Die Lagrangefunktion wird

1., 1
L= §MR2 + 5;# —V(r) (12.22)

12.2.4 Beispiel 4: Elektrisch geladener Massenpunkt in
einem dufleren elektromagnetischen Feld

Vorbereitung:Potential eines elektromagnetischen Felds

(vgl. Elektrodynamik)

Physikalisch mogliche elektromagnetische Felder miissen - unabhéngig da-
von, wie die Ladungsverteilung aussieht, die sie erzeugt - den homogenen
Maxwellschen Gleichungen geniigen. Im Gaufischen Mafisystem

V-B(r,t) = 0 (12.23)
VxE(r,t)+aB§;’t) = 0. (12.24)

Nach einem Satz der Vektoranalysis folgt aus der Giiltigkeit von GI.(12.23)
(in einem zusammenziehbaren Raum, z.B. im ganzen Raum R?), daf eine
Vektorfunktion A(r,t) existiert, derart daf

B(r,t) =V x A(r,t) . (12.25)
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GL. (12.24) nimmt dann die Form an

OA (r,1)
ot

existiert dann eine reelle Funktion

V x (B(r,t) + )=0. (12.26)

Nach einem Satz der Vektoranalysis !
®(r,t), sodal

OA(r, 1)

E
(r’ t) + at

= Vd(r,1) . (12.27)

Die Lorentzkraft

Auf einen Massenpunkt der elektrischen Ladung e wirkt in einem elektroma-
gnetischen Feld die Lorentzkraft

F =¢[E(r,t) + v x B(r,1)] , (12.28)

wenn sich der Massenpunkt zur Zeit ¢ bei r authélt und die Geschwindigkeit
v hat. Driicken wir das elektromagnetische Feld durch das skalare Potential
® und das Vektorpotential A aus, so wird daraus

O0A(r, 1)

F=e[-VO(r,t) - Ey

+vx (VxAr,1))] . (12.29)

12.3 Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen

Fiir beliebige Wahl verallgemeinerter Koordinaten sind die Newtonschen Be-
wegungsgleichungen durch die Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen zu er-
setzen. Wie weiter unten gezeigt wird, folgen sie aus den Newtonschen Be-
wegungsgleichungen fiir Ortsvektoren, angenommen die Krifte besitzen ein
Potential. Das Gleiche gilt, wie wir spiter sehen werden, auch noch im Bei-
sein der Lorentzkraft fiir elektrisch geladene Teilchen in einem elektroma-
gnetischen Feld. Die Euler-Lagrange Gleichungen kénnen aufgestellt werden,
wenn die Lagrangefunktion bekannt ist. Sie sind ein System von s Differen-
tialgleichungen fiir s Funktionen

q1(t), - s(t) (12.30)

! Die beiden genannten Sétze sind Spezialfille der folgenden mathematischen Aussage:
Erfiillt eine n-Form w auf einem zusammenziehbaren Gebiet dw = 0, so gibt es dort eine
(n-1)-Form «, derart dafl w = da.

Siehe Flanders: Differential Forms...
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der Zeit. Sie lauten

d 0L(q,q) _ 9L(g,q)

= =1.. 12.31
& 04 O “= b (12:31)
Um die Bewegungsgleichungen aufzustellen, mufi man die partiellen Ablei-
tungen gT]; und gTLa ausrechnen. Man nennt
oL
o = - 12.32
Pa= 5 (12.32)

‘zu q, verallgemeinerten Impuls’. p, sind Funktionen der verallgemeinerten
Koordinaten und verallgemeinerten Geschwindigkeiten. Die Euler-Lagrange
Gleichungen sind dquivalent zu

oL
 0qa

Da (verallgemeinerte Kréfte) (12.33)

Notation: Den zu einer verallgemeinerten Koordinate ¢ konjugierte Impuls
bezeichnet man mit py, usw.

12.3.1 Beispiel 1: Bewegung eines Massenpunktes im
Zentralpotential (Kepler-Problem)

L=1L(r0670 = %m(i‘Q 26 +sin2060) — V() (12.34)

Daraus ergeben sich die verallgemeinerten Impulse als

o

bro= 9z =™

Py = %:mﬁé (12.35)
I .

Dy = g—ézmr2sin20¢

Durch Vergleich mit der z-Komponente des Drehimpulses

L, = m(zy — y&) = mr?sin® 06 (12.36)
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erkennt man, dafl p, die z-Komponente des Drehimpulses ist.
ps =1L, (12.37)

Die verallgemeinerten Kréfte ergeben sich, da V' nur von r abhingt, als

oL  Jor oV _ o gt OV
5 = E—E—mr(ﬁ +Sln0¢)—§
g—g = g—g = mr? sin 0 cos 0 (12.38)
oL
= 0
99
Die Bewegungsgleichungen nehmen die Form an
: . oV
. 2 2p02y 9V
mi = mr(0° + sin” 0¢°) o
%(ijé) = mr?sin 0 cos 0¢? (12.39)
i(mr2 sinfg) = 0

dt

Bewegung in der xy-Ebene ist mit den Bewegungsgleichungen vertréglich.
Dies sieht man daran, daf§ eine der Gleichungen durch den Ansatz 0 = 7,
6 = 0 identisch gelost wird. Die Bewegungsgleichungen vereinfachen sich in
diesem Fall zu

mi = mr¢? — 88—‘7{ (12.40)
d, 5;
—(mr¢) =0 (12.41)

dt
Die letzte Gleichung ist die Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses.
Aus ihr folgt
mr?p =1 = const (12.42)

Somit

mrQQSZ — mr? r _ i — _EL (12.43)
m2rt  mr3 or 2mr?
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Fiihrt man das von [ abhiingige verallgemeinerte Potential

l2

Ves(r) =V (r) + 55 (12.44)
ein, so vereinfacht sich die erste Gleichung zu
L OVeyp(r)
= 12.45
mi 5 ( )

Dies sieht formal wie die Gleichung fiir die 1-dimensionale Bewegung aus.

12.3.2 Beispiel 2: Elektrisch geladener Massenpunkt
im elektromagnetischen Feld

Bewegungsgleichungen

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen lauten

d OA(r,t

%mi‘ =F =¢e[-VO(r,t) — # +vx(VxA(r,t) . (12.46)
Vergleichen wir dies mit den Euler-Lagrange Gleichungen zu einer Lagrange-
Funktion mit geschwindigkeitsabhéngigem Potential

L(r,t,t) = %mf2 —Ul(r,1,t) . (12.47)

Im Unterschied zum bisher ausschliefSlich behandelten Fall darf U hier auch
von der Geschwindigkeit v abhéngen. Als verallgemeinerte Koordinaten
1,42, 93 wihlen wir hier kartesische Koordinaten (z,y,z) = r. Die Euler-

Lagrange Gleichungen %g—i = gTLk nehmen dann die Form an
d d
—mv = -V, U(r,v,t) + =V, U(r,v,t) . (12.48)

dt dt

Dabei ist v = r und Vj ist der aus den Ableitungen nach den Komponenten
von v gebildete Vektor (:2-, -2~ -2-).

dug ? vy’ Ov,
Durch Vergleich mit Gl.(12.46)y sehen wir, dafl die Newtonschen Bewegungs-

gleichungen (12.46) die Form der Euler-Lagrange Gleichungen %% = 3%
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annehmen (mit L wie in G1.(12.47)), wenn es gelingt ein solches U zu finden,
daf}

F = e[-V&(r,t) - aA{;’;’t) +v x (V x A(r,1))]
= -V U(r,v,t)+ %VVU(r,v,t) i (12.49)

Um die erste Zeile in die gewiinschte Form zu bringen, formen wir den letzten
Term um. Nach den Regeln der Vektoranalysis gilt fiir eine vektorwertige
Funktion A und konstanten Vektor v

vx(VxA)=V(v-A)—-(v-V)A. (12.50)
Nun ist aber nach der Kettenregel

0A 0A 0A
(V : V)A = x—(m,y,z, t) + ?J—(%ya Zat) + Z@(%?Ja Zat)

ox oy
dA 0A
= — - — . 12.51
(0,5 0) — (00,5, 1) (12:51)

(Die totale zeitliche Ableitung % ist in der Mechanik immer so zu verstehen,
daB zu ihrer Berechnung r (d.h. z,y, z) als Funktion von ¢ aufgefafit werden

mu§f.)

Da A nur von r, ¢ aber nicht von v abhéngt, kann man weiter umformen.
dA d
—(r,t) = =V (v-A). 12.52
L (0,1) = V(v - A) (12.52)

Zur Ubung rechne man dies komponentenweise nach!
Setzt man GI.(12.52) in (12.51),(12.51) in (12.50) und (12.50) in (12.49) ein,
so ergibt sich

0A
F= 6[ - V(I)(I‘,t) - E(ra t) + V(V : A(I‘,t))
d 0A
- — -A — . 12.
ST A)+ S 1) (12.53)
Nach Kiirzen von % sehen wir, dal F die Form der unteren Zeile von

GL.(12.49) hat mit

U =e[®(r,t) — vA(r,t)] . (12.54)
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Die Newtonschen Bewegungsgleichungen werden also durch die folgende
Wahl der Lagrangefunktion reproduziert.

L(r, i,1) = %mﬁ’ — e[®(rt) = v- A(r,1)] (12.55)

Der kanonische Impuls p ist definiert durch p, = %. Es ergibt sich der
bemerkenswerte Ausdruck

p = mi + eA(r, 1) . (12.56)

Die Geschwindigkeit r ist beobachtbar, daher eichinvariant. Daraus folgt,
dass auch die Grosse
| S GA(I', t)

eichinvariant ist, nicht jedoch der kanonische Impuls p selbst.

Anwendungsbeispiel

Ein Massenpunkt der Ladung e in einem konstanten Magnetfeld B = (0, 0, b),
E=0.
Zunichst finden wir ein Vektorpotential A hierzu. Es muf} gelten

0A 0A

B, = —2-—2=}
ox dy
0A 0A

B:c = A e 0
oy 0z
0A, 04,

B, % o - (12.57)

Dies ist erfiillt, wenn
b b
A= 5(—y,x,0) = §(ez X T) (12.58)

gesetzt wird. e, ist der Einheitsvektor in z-Richtung. Dieser Ausdruck fiir
A ist nicht explizit t-abhingig, also 22 = 0. Also ist E = —V® — % =0

ot
erfiillt, wenn wir ® = 0 setzen. Die Lagrangefunktion L hat daher die Form
1 b
L = imi'2 + %i’(ez X r)

1 b
= Sm(E+50+ ) + %(xg) —dy) . (12.59)
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Ein grofler Vorteil des Lagrange-Formalismus ist, dal man leicht auf ande-
re Koordinaten umrechnen kann. Hier sind wegen der Rotationssymmetrie
des Problems um die z-Achse, Zylinderkoordinaten besonders giinstig. Als
verallgemeinete Koordinaten nehmen wir also p, 6, z

x = pcosb, y = psiné, z=1z. (12.60)

Daraus ergibt sich &£ = pcosf — pé sinf us.w., und zy — iy = p29. Die
kinetische Energie in Zylinderkoordinaten wurde in den Ubungen berechnet.
Insgesamt ergibt sich

L= %m(p2 + 0207 + 22) + %pré : (12.61)
Es ist
g_f; = mp g—i = m,oé2 + ebpé
% = mp29+%bp2 g—gzo
g—g = mz g—i =0 (12.62)
Die Euler-Lagrange Gleichungen lauten also
%mp —mpf® —ebpf = 0 (12.63)
%[mpgé + %pr] =0 (12.64)
%mz' = 0. (12.65)
Eine spezielle Losung ist: p = const = po (beliebig), 6 = -2 = const,

Z = const.

Dies ist eine Spiralbewegung um die z-Achse mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit 0.

Allgemeine Losung: Wegen der Translationsinvarianz ist die Spiralbewegung
um jede Achse in z-Richtung mit beliebigem Durchstopunkt z°, ¢° der Ach-
se durch die xy-Ebene ebenfalls eine Losung. Dies ist die allgemeine Lisung,
denn sie hiingt von 6 willkiirlichen Konstanten ab, nimlich z°, 49 (legt die
Achse fest), z(t = 0), 2(t = 0), p(t =0), 6(t = 0) (Anfangsbedingungen). p,0
sind auf die Achse bezogene Zylinderkoordinaten.
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12.4 Zyklische Koordinaten

Eine Koordinate ¢; heifit ‘zyklische Koordinate’, falls L von ¢; unabhéngig ist.
Beispielsweise ist die Lagrangefunktion in Polarkoordinaten fiir die Bewegung
eines Massenpunktes im Zentralpotential von ¢ unabhingig (Beispiel 1). Ist

pg der zu einer zyklischen Koordinate ¢ konjugierte Impuls, so gilt wegen
oL

9L _

o¢

L 0 (12.66)
dat’ = '
Zu zyklischen Koordinaten konjugierte Impulse sind also erhalten! Die Er-

haltung von py, = L, im eben genannten Beispiel ist von dieser Art.

12.4.1 Bemerkung

Bei der Bewegung im Zentralpotential sind, wie wir schon wissen nicht nur
L,, sondern auch L, und L, erhalten. Die Suche nach zyklischen Koordina-
ten liefert also nicht sofort alle Erhaltungsgrofien. Dies ist ein Nachteil, dem
der Vorteil der Einfachheit gegeniibersteht. Wir werden spéter eine andere
Aussage kennenlernen, die es gestattet, Erhaltungsséitze aus dem Vorliegen
von Symmetrien abzulesen. Kugelsymmetrie fiihrt dabei auf Erhaltung von
L,, Lyund L,.

Man kénnte aber die Erhaltung von L, und L, auch durch Suche nach zykli-
schen Koordinaten erhalten, indem man verschiedene Koordinatensysteme
betrachtet. Wihlt man Polarkoordinaten beziiglich der x-Achse, so dafl ¢y,
der Drehwinkel um die x-Achse ist, so ist L, konjugiert zur zyklischen Va-
riablen @y, also erhalten. Ahnlich erhilt man die Erhaltung von Ly. Es ist
aber nicht moglich, Koordinaten so zu wéhlen, daf alle 3 erhaltenen Groflen
simultan zu zyklischen Koordinaten konjugierte Impulse sind.

12.4.2 Beispiel: Freie Bewegung eines relativistischen
Teilchens

Bei freier Bewegung ist die kinetische Energie bis auf eine Konstante gleich
der Energie, und das Potential ist konstant. Eine additive Konstante in L
tragt zu den Bewegungsgleichungen nichts bei, und kann daher willkiirlich
gewdhlt werden. Die Energie eines relativistischen Teilchens der Masse m
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und Geschwindigkeit v ist
o mc?
= N (12.67)
Die Lagrangefunktion kann angesetzt werden als
- i@+ +2) (12.68)
(@2 + 97+ 2 .

L(z,y,2,%,9,%) = —ch\/
c
Wir sehen, daf3 z, y, z allesamt zyklische Koordinaten sind. Die zugehérigen

me (12.69)

Impulse berechnen sich als

B mzx B
P = = = =
-z _ 2

(12.70)

vP= (@ + 7+ 2%

Dies sind die bekannten Ausdriicke fiir die Impulskomponenten eines relati-

vistischen Teilchens.
12.5 Herleitung der Euler-Lagrange Glei-
chungen aus den Newtonschen Bewe-

gungsgleichungen
Der Massenpunkt der Masse m bewege sich im Potential V' (r). Die zugehorige

0 V(z,y,2)) (12.71)

Kraft F ist
F=-VV(r) = (—QV(.Z Z) —EV(x z), ——
- - T ' Y ’ ay ' Y, 82
Die Newtonschen Bewegungsgleichungen lauten
mx = Fy
my = F, (12.72)

mz=F,
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12.5.1 Voriibung

Kartesische Koordinaten als verallgemeinerte Koordinaten
1
L(z,y,2,%,9,%) = 5m(:‘c2 + 92+ 2% = V(z,vy, 2) (12.73)

Wir wollen verifizieren, dafl in diesem Fall die Euler-Lagrange Gleichungen
mit den Newtonschen Bewegungsgleichungen identisch sind. Wir berechnen
zunéchst die zu z,y, z konjugierten Impulse.

oL : oL : oL

Po =5 =mT Dy = o =my  Px= =mz (12.74)
und die verallgemeinerten Krifte
oL ov
—=—-——=F, S.W. 12.
5~ o 1279

12.5.2 Beliebige Koordinaten g

Wir betrachten zunéchst einen Massenpunkt mit dessen Position durch ver-
allgemeinerte Koordinaten ¢y, g2, ¢,3 beschrieben wird. Es ist * = z(q1, g2, ¢3)
w.s.w.. Wir multiplizieren G1 (12.73) der Reihe nach mit 22 9% 2z ynd ad-

9q;’ 9q;’ Bq;
dieren. So erhalten wir fiir jedes ¢ = 1,2, 3 eine neue Gleichung
ox dy 0z
i 12.
mli g + 5 +55) = Q (12.76)
mit
oV ox oV 8y oV 0z
¢ (ax 0q; oy dy Og; s 0z 8qz) (12.77)

Wir formen beide Seiten der Gleichung um. Wir erinnern uns an den Aus-
druck fiir Geschwindigkeitskomponenten, ausgedriickt durch verallgemeinerte
Koordinaten und verallgemeinerte Geschwindigkeiten.

ox Oox

0z
I =q1 5 S.W. 12.
%(q, q) Q181+Q262+Q38q3 u.S.W (12.78)

Betrachten wir z als Funktion der ¢; und ¢;, so kénnen wir partielle Ablei-
tungen bilden. Da —? eine Funktion der ¢, alleine ist, verschwinden seine

Ableitungen nach ¢. ‘Also erhalten wir als erste Identitt.
0r _ Oz

oF _ 12.79
0qx  Ogy ( )
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Die zweite Identitit lautet
} d
0 _d v (12.80)

dq  dt gy

vorausgesetzt & = 9. Dies sieht man wie folgt.
Aus G1.(12.78) lesen wir ab, dass

" 12.81
2.4 aqzaqk (12.81)

an
Andererseits ist nach der Kettenregel
d Ox 0?
—— = i——— . 12.82
&iog. ~ 2 “auq (12:82)
Beide Seiten sind also gleich. Entsprechende Identitéiten gelten fiir ¥,
Mit Hilfe der beider Identitdten kénnen wir nun Gl (12.76) umformen

m(x—ax +..) = m(—d (% 830) ;4 0z +...)
Ay - dt*" Og; Tt 0q;
d . Oz 0%
= mZiZ 12.
mdtx(')qi maﬁaqZ + .. (12.83)

’ fiir die entsprechenden Terme mit y und z statt z.

Dabei stehen ‘...
(@°+ 92+ 2%) (12.84)

4O L@+ ) fqz(l

= @5 (
d oT 8T
- - = 12.
Als néchstes betrachten wir );. Behauptung
oV (12.86)

Qi=- dg;

In der Tat ist nach der Kettenregel
0 oV or oV 8y aV 0z
5 V@@ 9(0).2(@) = 5o 5%+ 5ol - TR — g, (1287)

Die Gleichungen (12.76) lassen sich also auch schreiben als
dor oT oV
~ = T = 12.88
dt 0¢; Oy 9q; ( )
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Da g—}; = 0 ist dies gleichbedeutend mit

d o0 0
— T -V)=—T-V 12.89
G T =)= 5T V) (1289
Da L =T — V, sind dies die Euler-Lagrange Gleichungen.
Bisher haben wir einen Massenpunkt ohne Zwangsbedingungen betrach-
tet. Die Verallgemeinerung auf mehrere Massenpunkte ? = 1... NV ist unmi-
telbar klar.

12.5.3 Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen

Haben wir Zwangsbedingungen, so gehen wir vom d’Alembert’schen Prinzip
aus. Da virtuelle Verriickungen dr; durch infinitesimale Verschiebungen dg
der generalisierten Koordinaten erzeugt werden, ist

i aI’i

(51.1' = (5q ’
kz::l gk g
fiir s = 1... N. Somit ist nach dem d’Alembert’schen Prinzip
or;
iLi iV) 20 =0,
Zi:(mr +V )3% O
oder, da die dg; beliebig sind,
N ari
; 90 @k (12.90)
N .
Qe = =) VZ-Varz : (12.91)
i=1 gk

fiir K =1...s. Die weitere Umformung verlauft in gleicher Weise wie oben.

12.6 Symmetrien und  Erhaltungssitze,
Noetherscher Satz

Zum Begriff der Symmetrie FEin Beispiel eines Objekts mit Symmetrie
ist eine Kugel. Thr Mittelpunkt liege im Koordinatenursprung. Man sagt, sie
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sei kugelsymmetrisch. Dies bedeutet, dafl die Kugel - betrachtet als Menge
der Punkte mit | r |[< p (p=Radius) - unter Drehungen in sich iibergeht. Die
Drehung bezeichnet man als Symmetrietransformation

Wir betrachten nun infinitesimale Transformationen ¢ — ¢’ eines Satzes ver-
allgemeinerter Koordinaten. Sie sind von der Form

Gk = G = @+ €fe(q, s @), (12.92)

wo € ein infinitesimaler Parameter ist. Die Transformation soll nicht explizit
zeitabhéngig sein. Denken wir uns die Koordinaten als Funktion der Zeit
qx(t), so ergibt sich aus Gl (12.92) fiir die Geschwindigkeiten

i = et e i (0), - ar(0) (12.93)

: .0
= Gkt ed g fila - qs) (12.94)
PR

Die Gleichungen (12.92, 12.93, 12.94) geben die neuen Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten als Funktionen der alten Koordinaten und Geschwindigkei-
ten. In schlampiger Physiker-Notation:

% = 4:(q) 4 = G (g, 4) (12.95)

Betrachte nun eine Lagrangefunktion L von s verallgemeinerten Koordina-
ten und Geschwindigkeiten. Da ¢, und ¢, Funktionen der ¢, und ¢ sind,
kénnen wir die Lagrangefunktion (Notation: Ich schreibe hier L(gy, ¢, t) statt

L(Ql: -y Qs le, seey q.51 t))
L(g, dy» t) = L(a(a), dx(q, @), t) = L1 (ax, Gx, ) (12.96)

als eine Funktion der g, und ¢, betrachten. Im allgemeinen ist L, eine von L
verschiedene Funktion von 2s Variablen.

12.6.1 Beispiel: Massenpunkt im Schwerefeld
s=1

1
L(z', ") = §mj:'2 — mgx' (12.97)

Transformation ¥=x+e¢ (12.98)
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somit
=3 (12.99)

Also

1
5ma‘:2 —mg(z +¢€) = Li(z, %) (12.100)

Wir sehen, daB die Funktion L,(z, ) sich von L(z,%) = im® — mgz nur
um einen konstanten Betrag —mge unterscheidet.

Die Transformation (12.92) heifit eine Symmetrie der Lagrangefunktion,
wenn L, die gleiche Funktion von 2s Variablen wie L ist, d.h. wenn

L(q,(9), d4(q,9),t) = L(qr, dx, t) (12.101)

Man sagt auch, L sei tnvariant unter der Transformation. Der Noethersche
Satz besagt, daf aus jeder Symmetrie der Form (12.92) ein Erhaltungssatz
folgt. Die erhaltene Grofle ist

I(t) = ipk(t)fk(Q(t)) % =0 (12.102)

Dabei ist py der zu ¢, konjugierte Impuls.

Beweis Setzen wir die Ausdriicke (12.92, 12.93) fiir ¢’ und ¢’ in GI (12.101)
ein, so haben wir

Durch Taylor-Entwicklung in € bis zum Term 1-ter Ordnung

OLdj , a_ij} (12.104)

linke Seite = L(qy, Gx) + € —
; an dt 8(]]'

Nun ist aber nach der Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung

oL  d oL

— = 12.1
qu dt aqj ( 05)
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Also

oL df; d 0L

0 = linke Seite — rechte Seite = € 9q di + fjaa}
j i

J

_ AL,
dt 5 0¢;"’
d

= e—1 12.1
e (12.106)

da nach Definition des kanonischen Impulses p; = g—qu ist. q.e.d.

Bemerkung Man kann infinitesimale Transformationen nacheinander im-
mer wieder ausfithren und erhélt damit eine 1-Parametergruppe von Trans-
formationen. Beispielsweise kann man sich eine Drehung um den Winkel ¢ um
eine bestimmte Drehachse aus geniigend vielen Drehungen um einen belie-
big kleinen Winkel d¢ zusammengesetzt denken. Der Noethersche Satz liefert
also Erhaltungssétze zu 1-Parameter Familien von Symmetrietransformatio-
nen, also fiir kontinuierliche Transformationen. Zu diskreten Symmetrien wie
z.B. Spiegelungen, die man nicht aus infinitesimalen Transformationen zu-
sammensetzen kann, gibt es keine Erhaltungsgrofien.

Es gibt verschiedene 1-Parametergruppen von Drehungen: solche um die x-
Achse, um die y-Achse und um die z-Achse. Dazu gehoren 3 Erhaltungs-
groflen, falls L unter Drehungen invariant ist. Ebenso gibt es drei verschiedene
1-Parametergruppen von Translationen: solche in x-Richtung, in y-Richtung
und in z-Richtung. Wir werden sehen, dafl im Fall der Invarianz der Lagran-
gefunktion unter Translationen daraus 3 Erhaltungsgrofien folgen, ndmlich
die x-,y- und z-Komponente P,, P,, P, des Gesamtimpulses.

Betrachtet man Translationen in eine beliebige Richtung, so erh&lt man als
Erhaltungsgrofle eine Linearkombination von P, P,, P,, also nichts wesent-
lich Neues.

12.6.2 Zyklische Variablen als Beispiel

Angenommen, ¢, ist eine zyklische Variable der Lagrangefunktion L, so héngt
nach Definition L von ¢; nicht ab. Daher ist

Q. — q,’c = q (k=2,...,5) q;c = (12.108)
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eine Symmetrie von L. Durch Vergleich mit GI (12.92) sieht man, da§ f; = 1,
fr =0fir k =2,...,s. Also ist die erhaltene Grofie

J

der zu ¢; konjugierte Impuls.

12.6.3 Homogenitit des Raums gibt Impulserhaltung

Homogenitit des Raums bedeutet, daf die physikalischen Gesetze iiberall im
Raum dieselben sind. Anders ausgedriickt: die Lagrangefunktion der Welt ist
invariant unter Translationen. Dies gilt auch noch fiir die Lagrangefunktion
eines Teils der Welt, auf den der Rest der Welt keinen Einflufl hat. Man nennt
das ein abgeschlossenes System. Aus der Homogenitét des Raumes folgt Im-
pulserhaltung wie jetzt gezeigt wird. Es ist hier geschickt, die Komponenten
eines Ortsvektors mit z!, 22, 2® zu bezeichnen, statt mit x, y, 2.

Seien N Teilchen mit Ortsvektoren

ry = (x3, 7}, T}) (12.110)

betrachtet.
Eine Translation um e in Richtung des Einheitsvektors u = (u', u?, u?)
ist von der Form

!

x,ﬁ—)x,ﬁ = x,lc-l-sul )
!

T, = a7 = ¥ +eu’, (12.111)
!

Ty Ty = T +eu’,

kE=1,...,N.

Wir numerieren hier die verallgemeinerten Koordinaten g, = z§ durch ein
Paar a = (k,a) ; k=1,.., N ; a=1,2,3. Die zu z{ konjugierte Variable ist
Py, die a-Komponente des Impulses von Teilchen k. Die Anderungen efg der

Koordinaten zf werden natiirlich auch durch ein Paar a = (k, «) indiziert.
Durch Vergleich mit Gl (12.92) sehen wir, da8

o=, (12.112)
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unabhéngig von k. Daraus ergibt sich die erhaltene Grofie

N 3
I = > ) pu*=u-P, (12.113)
k=1la=1
P* = > pp (12.114)
k

P? ist die a-te Komponente des Gesamtimpulses. Nehmen wir u = (1,0, 0)
so schlielen wir, dafl die 1.-te Komponente des Gesamtimpulses erhalten ist,
und entsprechend fiir die andern Komponenten.

12.6.4 Isotropie des Raums gibt Drehimpulserhaltung

Isotropie des Raums bedeutet, dass im Raum keine Richtung ausgezeich-
net ist. Die Gesetz der Physik miissen deshalb unter Drehungen invariant
sein. Dies gilt dann auch fiir das Wirkungsfunktional eines Systems von mit-
einander wechselwirkenden Massenpunkten, vorausgesetzt es werden keine
dusseren Krifte eingefiihrt, die eine Richtung auszeichnen.

Wir nehmen an, dass die Lagrangefunktion unter Drehungen invariant ist.
Es wird gezeigt, dass daraus die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses folgt.

Wir werden in diesem Abschnitt der Kiirze halber wieder Vektornotation
verwenden. Wir betrachten Drehungen um eine durch einen Einheitsvektor
n beschriebene Achse um einen infinitesimalen Drehwinkel d¢. Wir fassen
Achse und Drehwinkel zu einem Vektor ¢ zusammen, dessen Richtung die
Achse, und dessen Betrag den Drehwinkel angibt,

dp =ndp .
Eine infinitesimale Drehung des Orts r; der Massenpunkte nimmt
r;—r, = r;+ydp Xr;. (12.115)

Wir stellen den Beweis zuriick. Setzen wir d¢p = €, so hat das Transformati-
onsgesetz die gewohnte Form,
!

r, r; + Efi y (12116)
fi = nxr;. (12.117)

f; konnte von (ry,...,rs) abhingen; tatsichlich hingt es nur von r; ab.
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Aus dem Noether’schen Satz folgt die Erhaltung von

I = Y pi-fi=) pi-(nxr;) (12.118)

= Zn- (r; X p;) (12.119)
~nL (12.120)

L =), r; X p; ist der Gesamtdrehimpuls. Da n - L fiir jedes n erhalten ist,
so ist L selbst erhalten.

Schliesslich sei die Formel (12.115) fiir infinitesmale Drehungen demon-
striert. Wir konnen die z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems in die
Richtung der Drehachse legen. Endliche Drehungen um die Achse um einen
Winkel ¢ haben dann die Form

' TCosp —ysing , (12.121)
' = xsinp+ycosy, (12.122)
Z = z. (12.123)

Ist ¢ infinitesimal klein, so ergibt sich daraus bis zu erster Ordnung in ¢,

¥ = z—yp, (12.124)
7 = z, (12.126)

In vektorieller Form geschrieben, lautet diese Formel
r=r+¢pnxr,

mit Drehachse n = (0,0, 1). g.e.d.

12.6.5 Homogenitit des Zeit gibt Energieerhaltung

Im allgemeinen ist die Lagrangefunktion L(q, ¢, ) eines Systems von Massen-
punkten eine Funktion der Koordinaten ¢; sowie der Geschwindigkeiten g,
und auflerdem kann sie auch noch von der Zeit ¢ explizit abhidngen.

Homogenitat der Zeit verlangt, dafl die Lagrangefunktion eines abge-
schlossenen Systems nicht explizit von der Zeit abhiingt, d.h. L = L(q,q)
und 9

~L=0. 12.12
5L =0 (12.127)
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Diese Aussage ist dquivalent zur Invarianz unter Zeittranslationen,
t—t+e (12.128)

Es soll daraus der Energieerhaltungssatz abgeleitet werden. Der Noethersche
Satz kann so verallgemeinert werden, dafl er auch auf dieses Problem an-
gewandt werden kann. Wir kommen aber auf direktem Wege schneller zum
Ziel.

Die Energie wird definiert durch

B(0) = X u(t) - Lla(0),(0,1) = Lla(t),d(0),0). (12129)

Durch Differenzieren ergibt sich

oL oL .. d
L= Z l—Qk BE Qk] ——L (12.130)
Ak

dt
Hierbei wurde die Euler-Lagrange Bewegungsgleichung eingesetzt. Anderer-
seits berechnen wir nach der Kettenregel

oL oL ] 0

= — — —L 12.131
dt ;[ qgr + ank +8t ( 31)

Somit gilt allgemein
“E=-——1L (12.132)

Daher ist die Energie erhalten, wenn die Bedingung (12.127) erfiillt ist.

12.7 Bewegungsgleichungen in einem rotie-
renden Bezugssystem

Da die Erde rotiert, ist ein relativ zur Erdoberfliche ruhendes Koordinaten-
system kein Inertialsystem. Es stellt sich deshalb die Frage nach Bewegungs-
gleichungen in rotierenden Bezugssystemen.

Wir betrachten einen Massenpunkt mit Ortsvektor r relativ zu einem
Inertialsystem. Die Lagrangefunktion sei

L= %mi‘2 — V(r).
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Das rotierende Bezugssystem rotiere mit Winkelgeschwindigkeit ©(¢) um die
z-Achse. Der Ortsvektor relativ zum rotierenden Bezugssytem sei r'.
Die beiden Koordinatensysteme sind durch

x = 2'cos¢— 1y sin g,
= z'sin¢ + 1y cos ¢, (12.133)
z = 2

verkniipft. Dabei ist ¢(¢) der Drehwinkel zur Zeit ¢, sodafl
Q(t) = 6(1).

Wir betrachten ', ¢/, 2’ als verallgemeinerte Koordinaten, und rechnen die
Lagrangefunktion auf diese neuen Koordinaten um. Die alten Geschwindig-
keiten ergeben sich als

z i'cos g — z'dsind — ' sind — y'd cos @,
§y = d'sing+a'dcosd+ 1 cosd — y'dsin ¢,
. . r

2 = 2

Quadriert man dies und addiert, so kiirzen sich einige Terme heraus, und
andere lassen sich mit Hilfe der Identit#it cos? ¢+sin® ¢ = 1 zusammenfassen.
Wir benutzen die Notation € fiir den Vektor in z-Richtung (Drehachse e,)
mit Betrag Q = |,

Q =Qe, =(0,0,Q)
Als Resultat ergibt sich
P4yt +2 = @)+ @)+ () + @ +y?) - 20y D+ 205
= )+ (Qxr)? 420 (2 x1). (12.134)
Wir bezeichnen das Potential als Funktion der neuen Koordinaten mit V",
V(' t) = V(r).

Die Lagrangefunktion als Funktion der neuen Koordinaten und Geschwin-
digkeiten wird damit

1
I = 5 I:j:IZ +yl2 4324 ($'2 +y/2)92 + (2:5':&' _ 2:b'y')Q] _ V'(r',t)

_ %m [#2 4 (@ x 1')? + 2(Q x )] = V(' 0). (12.135)
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Hier und im folgenden benutzen wir die expliziten Ausdriicke

(Q Xr,)z = ._éy/’
Qxr), = o, (12.136)
Qxr), = 0,

- Qxr) = @(—yd) + (') . (12.137)

Wir stellen nun die Euler-Lagrangegleichungen auf,

d oL 0L
dt 0z’ Oz’
usw.. Berechnen wir die Ableitungen aus G1.(12.135) so ergibt sich
mi' = Fyp+2my'Q+ma'Q* + my'Q,

mif = Fy —2mi'Q+my'Q? — ma'Q,
mi = F,. (12.138)

Dabei sind F,, die Komponenten der wahren Kraft
F' = -V'V'(r',t)

beziiglich des rotierenden Bezugssystems; V' ist die Ableitung nach r'. Dieses
Resultat 148t sich auch in vektorieller Form schreiben. Es sei v/ = 1’ die
Geschwindigkeit beziiglich des rotierenden Bezugssystem. Dann lautet die
gesuchte Bewegungsgleichung

mi' = F' + 2mv' x Q +m[Q x (r' x Q)] +mr' x Q. (12.139)

Der letzte Term verschwindet bei gleichformiger Rotation 2 = const.. Um
die Aquivalenz zu verifizieren, berechnet man

v'xQ), = ¢,
v'xQ), = —-i'Q,
(v xQ), = 0,
Q2 x(rxQ)] = rQ?— Q- Q)= (2'Q%y'Q%0)

In der Bewegungsgleichung treten neben der sogenannten wahren Kraft F’
noch folgende Scheinkrifte auf,
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Zentrifugalkraft m[Q x (r' x Q)].
Diese hat radiale Richtung in Zylinderkoordinaten (weg von der Dreh-
achse).

Corioliskraft 2mv’ x €.

Diese steht senkrecht sowohl zur Drehachse als auch zur Geschwindig-
keit.

Sowohl die Zentrifugalkraft als auch die Corioliskraft liegen also in der z'y'-
Ebene, siehe Zeichnung 12.1 in der die Drehachse senkrecht auf der Zeiche-
nebene steht. Da die Richtung der z-Achse im Inertialsystem beliebig ist,

X
I:Zentrifugal
I:Cori olis
Drehachse
P / y’

Abbildung 12.1: Zentrifugal- und Corioliskraft bei Bewegung in einem rotie-
renden Bezugssystem

gelten die Bewegungsgleichungen in einem beliebigen um eine Achse kon-
stanter Richtung rotierenden Bezugssystem.

12.8 Hamiltonsches Prinzip

Als Alternative zur Charakterisierung der physikalisch mo6glichen Trajek-
torien ¢t — ¢q(t) = (¢1(¢), ..., ¢s(t)) als Losungen von Differentialgleichungen
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kann man sie auch durch ein Extremalprinzip aus einer Klasse von Vergleichs-
trajektorien auswéhlen. Die wichtigste Variante eines solchen Extremalprin-
zips ist das sogenannte Hamiltonsche Prinzip.

Zu vorgegebenem Zeitintervall [t,,t.] und vorgegebenen Anfangs- und
Endpunkten g,, ¢. ist aus allen Trajektorien

q:t—q(t), t€ [ta,te] (12.140)
mit den Eigenschaften

q(ta) = ¢a und q(tc) = g (12.141)

die physikalisch mogliche Trajektorie diejenige, die das Wirkungsfunktional
extremalisiert,

Jigl = /tt dtL(g(t), d(t), 1) = Extr. (12.142)

Unter einschrinkenden Bedingungen kann man statt eines Extremums ein
Minimum verlangen. Dies ist insbesondere immer dann erlaubt, wenn das
Zeitintervall kurz genug ist.

Das Argument ¢ von J ist eine Funktion. J ist demnach eine reelle Funk-
tion einer Funktion. Sie weist jeder Funktion ¢ auf dem Intervall [¢,, %] , die
den Randbedingungen (12.141) geniigt, eine reelle Zahl zu. Aus historischen
Griinden wird eine solche Funktion J, deren Argument selbst eine Funktion
ist, oft als Funktional bezeichnet. In der Mathematik ist diese historische Be-
zeichnung heute nicht mehr gebrauchlich, aber in der physikalischen Literatur
ist sie noch hiufig anzutreffen.

Extremalprinzipien solcher Art sind auch auflerhalb der Physik haufig.
Man spricht von einer Kostenfunktion J, wenn sie minimiert werden soll,
von einer Nutzenfunktion (engl. utility function), wenn sie maximiert werden
soll. Ahnlich der analytischen Mechanik (und der Thermodynamik) ist die
von Samuelson begriindete klassische 6konomische Theorie - die Theorie der
utility function - eine Theorie, die aus der Giiltigkeit eines Extremalprinzips
allgemeine GesetzmafBigkeiten folgert. Die Giiltigkeit eines Extremalprinzips
ergibt sich dort als definierende Eigenschaft eines Gleichgewichtszustands.

Die Bedingung eines Minimums ist unmittelbar klar. Um zu sagen, was
ein Extremum ist, mufl man auf den Differentialkalkiil zuriickgreifen. Eine
Funktion eines Arguments hat ein Extremum bei einem bestimmten Wert
des Arguments, wenn sie bei infinitesimaler Verdnderung dieses Arguments
ihren Wert nicht dndert.



12.8. HAMILTONSCHES PRINZIP 145

Die Anderung des Funktionswerts bei infinitesimaler Verinderung des
Arguments ist durch die erste Ableitung gegeben.

Sei f eine Funktion einer reellen Variablen z. Dann hat sie ein Extremum
bei £ wenn

d
@) =0

Dies verallgemeinert sich auf Funktionen mehrerer Variablen z = (z1,. .., z)
wie folgt. Bei infinitesimaler Anderung von z in i-Richtung - d.h. Anderung
von z; - darf sich der Funktionswert nicht dndern. Dies gilt fiir alle 7. Also
muf

0
8.Ti

f(@)]a=2 = 0

gelten. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung

d . .

fiir beliebige s-Vektoren n = (71, ...,n;s). Damit die Forderung Sinn macht,
mufl £ 4+ an fiir geniigend kleine o zum Definitionsbereich von f gehoren.
(In der Praxis ist dies bei endlichem s gewdhnlich automatisch erfiillt). Die
Aquivalenz ergibt sich aus der Kettenregel

d 9
%f(-’f? + 0”7)|a:0 = ;ma—xzf(m)'x:ﬁ

Die Definition (12.143) ist auch fiir Funktionale brauchbar und kann beim
Hamiltonschen Prinzip angewandt werden. Erfiillt § die Randbedingungen
(12.141), so sind Vergleichstrajektorien im Definitionsbereich von J von der
Form

t—qt) = q4(t) +an(t),
n(t.) = 0=n(t) (12.144)

Die Randbedingungen (12.144) sorgen dafiir, daf§ auch fiir o # 0 die Rand-
bedingungen (12.141) erfiillt bleiben.
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Herleitung der Euler-Lagrange Gleichungen aus dem Hamilton-
schen Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip verlangt nach den eben gegebenen Erlduterungen

te
0= 2Tl + alamo = - [ [ L) + an(0), 40) + o), )]
(12.145)
fiir beliebige Funktionen 7, die den Randbedingungen (12.144) geniigen.
Wir betrachten zunéchst der Einfachheit halber den Fall s = 1, sodafl ¢
eine reelle Funktion ist. Die Ableitung kann unter das Integral gezogen und

dann mit Hilfe der Kettenregel ausgewertet werden.

d
0 = ﬁJ[q + ane=o

= /ta dt [n(t)(%L(q(t),q(t) t) + n(t )aaq (q(t),4(),t)

Der zweite Term kann in ¢ partiell integriert werden
0 d Jlg + an
= —— anle=
do q Ma=0

= [vi 2 tatw. i)

ta

+ [ [fq (a(t), q'(t),w—%a%u (1), 4(6).8)| n(t) .(12.146)

Die Beitriage von den Randtermen verschwinden wegen der Randbedingungen
(12.144). Das verbleibende Integral kann nur dann fiir beliebige Funktionen 7
verschwinden, wenn im gesamten offenen Intervall ¢, < t < ¢, der Koeffizient
von 7)(t) verschwindet. Dies sieht man, indem man sich vorstellt, da§ n nur
in einer beliebig kleinen Umgebung eines Punkts ¢ im Inneren des Intervalls
nichtverschwindend sei. Somit muf} gelten, daf§

0 d o .
aqL( q(t),4(t),) = £a—qL( q(t),4(t),t) = 0 (12.147)

Dies sind die Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen fiir einen Freiheitsgrad.
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Im Fall mehrerer Freiheitsgrade ergibt die Anwendung der Kettenregel
gefolgt von partieller Integration

0 = - Jlg+anlss
_ d o .
= Z/t dt laq, )q(t),t)—%a—%L(q(t),Q(t),t) ni(t)

(12.148)

Daraus ergeben sich die Euler-Lagrange Gleichungen fiir s Freiheitsgrade.
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Kapitel 13

Kanonischer Formalismus

13.1 Hamiltonfunktion und kanonische Glei-
chungen

Wir betrachten ein mechanisches System mit s verallgemeinerten Koordina-
ten ¢ = (¢, . ..,qs) und mit Lagrangefunktion

L(Cj:qa t) = L(dla s ast, q1, - - 'QSat)'

Definiert man die kanonischen Impulse pi, & = 1,...,s als Funktion der
Koordinaten und Geschwindigkeiten durch

p= 5oLl a.t), (13.1)
so konnen die Bewegungsgleichungen in der Form
Bh = o L(d.a.0) (13.2)
Oy,

geschrieben werden. Sie bestimmen die Zeitentwicklung des Zustands, wenn
der Anfangszustand gegeben ist. Im Lagrangeformalismus wird der Anfangs-
zustand durch Angabe der Koordinaten ¢, und Geschwindigkeiten ¢ festge-
legt.

Im kanonischen Formalismus wird ein Zustand hingegen durch Angabe
der Koordinaten ¢, und Impulse p; beschrieben. Dies ist dquivalent, wenn
man kann die Gleichung (13.1) invertieren kann, um die Geschwindigkeiten
als Funktion der Impulse und Koordinaten zu bestimmen.

149
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Bemerkung: In der Mechanik ist die Invertierbarkeit stets gegeben, wie
wir gleich sehen werden. Jedoch hat die Lagrangefunktion fiir elektromagne-
tische Felder nicht diese Eigenschaft, und ebensowenig gilt sie die Lagrange-
funktion fiir die Eichtheorien der Elementarteilchenphysik oder die Lagran-
gefunktion fiir die Allgemeine Relativitidtstheorie. Dies hat wichtige Konse-
quenzen. Es ergibt sich, dass der Anfangszustand (p,q) dann nicht, wie in
der Mechanik, beliebig sein kann, sondern Nebenbedingungen geniigen muss
(engl. constraints). Das Gauss’sche Gesetz der Elektrodynamik ist eine solche
Nebenbedingung, wobei das elektrische Feld E bei r die Rolle eines Impulses
P spielt.

Gewdhnlich ist die Lagrangefunktion eine quadratische Funktion der Ge-
schwindigkeiten, sodaf die Gleichung (13.1) von der folgenden Form ist,

e = 2 1 (D)d; + vi(a), (13.3)

und die Matrix u(g) ist in der Mechanik fiir alle Werte der Koordinaten ¢
positiv definit, so daf sie ein Inverses p~'(q) besitzt. Es folgt, dass

Gk =D_(1 ki) [y — vi(a)]- (13.4)

J
Man definiert die Hamiltonfunktion

H(p,q,t) = H(p1,---,DPs:sq1y---,Gs,t) (13.5)

als Funktion der Koordinaten und Impulse durch folgende Formel
H(plﬁ"'7p3’q17"'7q57t):Zpkq-k_L(q.17""q.5’ ql}"'q37t)' (13'6)
k=1

Dabei sind auf der rechten Seite die Geschwindigkeiten als Funktionen der
Impulse und Koordinaten eingesetzt zu denken, sodafl das Resultat nur eine
Funktion der Koordinaten und Impulse und méglicherweise der Zeit ist, aber
nicht etwa auflerdem noch von den Geschwindigkeiten abhéngt.

Erinnern wir uns an die Definition der Energie, die im Zuge der Diskussi-
on der Symmetrie unter Zeit-Translationen bei der Behandlung der Noether-
schen Sitze gegeben worden war, so sehen wir, dal H(p,q,t) die Energie
eines Zustands zur Zeit ¢ mit Impulsen py, ..., p; und Koordinaten ¢y, ..., ¢
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ist. Betrachten wir die Zeitentwicklung, so bestimmen die Koordinaten und
Impulse zur Zeit ¢ die Energie E(t)zur Zeit t,

E(t) = H(p(t),q(1),1). (13.7)

AuBlerdem ist nach den Noetherschen Resultaten die Energie E erhalten,
falls die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhéngt. In diesem Fall
héngt auch die Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit ab. Es gilt dann

2 1 (1), 9(t)) = 0.

dt
Wir werden in G1.(13.9) ein allgemeineres Resultat erhalten.
Mit Hilfe der Hamiltonfunktion kann man die Bewegungsgleichungen als
Gleichungen fiir die Zeitentwicklung der Koordinaten und Impulse umschrei-
ben. Das Resultat lautet

0
n = —H t
K apk (p: q, )a
0
)y, = ———H t 13.8
Pk an (pa q, )7 ( )

k=1,...,s. Auflerdem gilt fiir die Zeitabhéngigkeit der Energie

d 0

%H(p(t)aQ(t):t) = aH(p(t),q(t),t)_ (13.9)

Die Gleichungen (13.8) sind die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Sie
sind auch als kanonische Gleichungen bekannt. Wir werden diese Gleichungen
im n#chsten Abschnitt mit Hilfe der Methode der Legendretransformation
aus den Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen herleiten.

Beispiele
1. Ein Massenpunkt im Potential V' (z,y, 2).

Wir benutzen die kartesischen Komponenten z,vy, z des Ortsvektors r
als verallgemeinerte Koordinaten. Die Lagrangefunktion lautet

1
L= im(:i:2 + 9+ 2%) — V(z,y,2)
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Die verallgemeinerten Impulse p;, py, p, ergeben sich als
P2 =9: =

usw. Wir fassen die Impulse zu einem Vektor p = (py, py,p.) zusam-
men, sodafl p = mr. Aufgelost

mz,

. P
r=—.
m
Damit ergibt sich

1

Also schliefilich nach Einsetzen von p,

H(p,r) = % + V(r). (13.10)

Dies ist der bekannte Ausdruck fiir die Energie.

Die Aufstellung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen liefert

: 0 P
= H = —
z 8pm (p, r) m’
. 0 0
Pz = —aH(P,T) = —aV(r)
usw. In vektorieller Form,
. p
= — 13.11
iP= 2 (13.11)
p = —VV(r). (13.12)

Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Wir benutzen kartesische Koordinaten x, vy, z als verallgemeinerte Ko-
ordinaten wie zuvor. Das Teilchen habe die elektrische Ladung e und
Masse m. Sind A(r,t) und ¢(r,t) das Vektorpotential und skalare Po-
tential des elektromagnetischen Felds, so lautet die Lagrangefunktion

1
L(t,r,t) = Emi'2 —ep(r,t) +er- A(r, t),
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wie friiher gezeigt wurde. Daraus berechnen wir
p = mr + eA(r, t).

Der Impuls hat hier nicht die gewohnte Form mir. Aufgelost,

P= % (p— eA(r,1)).

Daraus ergibt sich

H(p,r,t) = pr—1L
1
= (p—eA)r— émi'2 + eg. (13.13)

Einsetzen des Ausdrucks fiir die Geschwindigkeit ergibt schlieflich

H(p,r,1) = %(p — eA(r, 1) + ea(r 1). (13.14)

13.2 Die Legendre Transformation

Wir betrachten Variablentransformationen. In der Anwendung werden wir
von Geschwindigkeiten ¢; zu Impulsen p; transformieren. Die Methode ist
jedoch von allgemeinem Interesse. Sie wird auch in der Thermodynamik und
in der Quantenfeldtheorie extensiv benutzt, mit jeweils anderen Namen der
Variablen. Deswegen stellen wir die Methode hier mit Variablennamen vor,
die nicht physikalisch vorbelastet sind. Die im folgenden mit a; bezeichneten
Variablen werden die Rolle der Geschwindigkeiten iibernehmen, die b; die
Rolle der Impulse. Die Funktionen a;(b) geben also die Geschwindigkeiten
als Funktion der Impulse an. Die Parameter ¢, iibernehmen den Part der
Koordinaten und der Zeit.

Es seien ¢ = (ay,...,a,) € R" und b = (by,...,b,) € R". Unter be-
stimmten Bedingungen bestimmen n Gleichungen der Form

fi(b,a(b)) =0

die n Funktionen a;(b), (i =1,...,n) eindeutig. Eine prézise Aussage dieser
Art wird durch das folgende Theorem gegeben.
Implizites Funktionentheorem
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Seien fi(b,a), (i = 1,...,n) stetig differenzierbare Funktionen wvon
(b,a) = (by...bp,a1...a,) in einem Gebiet S. Sei weiter

0= dr (22

die Funktionaldeterminante.
Angenommen es gilt fiir einen geeigneten Punkt (b(o), a(o)) n S

f(09, 0O = 0, firi=1,...,n, (13.15)
J(B© a®) £ 0. (13.16)
Dann gibt es eindeutig bestimmie stetig differenzierbare Funktionen
az(b) = ai(bl, ey bn),

deren Definitionsbereich eine Umgebung von b enthdlt, so dafs

fi(b,a(b)) = 0,
a;(0®) = o
firi=1,...,n.

Wir interessieren uns nun fiir Fall wo f;(b, a) von der folgenden speziellen
Gestalt ist: 5

fz(ba CL) = bz - aai

a(b) ist die Umkehrfunktion von b(a). Unter den genannten Voraussetzungen
hat diese spezielle Eigenschaften.

F(a)

Satz iiber die Legendre Transformation. Sei

0
8ai

fi(b,a) = b; — —F(a) = 0.

Dann gentigen die hierdurch bestimmten Funktionen a;(b) der Relation

a;(b) = (%H(b), (13.17)

wobet
H(b) = ;bjaj(b) — F(a(b)). (13.18)
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Falls F, und damit auch H und a(b) noch von weiteren Parametern c,,

(e =1,...,m) abhingen, so gilt auferdem die weitere Beziehung
0H oF
_— = 13.19
0cy, 0cy, ( )

Der Satz leistet nicht etwa eine explizite Auflosung der Gleichung fiir a(b),
denn um H(b) wirklich auszurechnen, mufl man a(b) schon kennen. Die Vor-
aussetzung des Satzes bedeutet, daf b(a) der Gradient einer Funktion F von
a ist,

b =

90t (a)
Der Satz iiber die Legendre Transformation sagt aus, dafi dann auch a(b)
Gradient einer Funktion H von b ist.

Beweis: Am elegantesten verlduft der Beweis mit Hilfe des dufleren Diffe-
rentialkalkiils. Man kann die partiellen Ableitungen 0f(yi,...,yn)/0y; einer
Funktion f(yi,...,yn) von N reellen Variablen in der sogenannten dufleren
Ableitung df von f zusammenfassen,

N

df(yla R ayN) = Z aif(yla .- ayN)dyl
i=1 Yi
Die dy; kann man als Basisvektoren eines N-dimensionalen Vektorraums auf-
fassen, in dem df (y) seine Werte annimmt. Die partiellen Ableitungen sind
die Koeffizienten beziiglich dieser Basis. Die Produktregel fiir partielle Ab-
leitungen findet sich als Leibniz Regel fiir die duflere Ableitung d wieder,

Leibniz Regel fiir die duflere Ableitung
d(f(y)g(y)) = df (y)g(y) + f(y)dg(y). (13.20)

Man kann auch fiir dy; Zahlenwerte substituieren, dann ist df (y) eine Ap-
proximation fiir die Anderung des Funktionswerts f(y), wenn y; sich um dy;
dandert. Die Approximation wird im Grenzfall kleiner Anderungen dy; exakt.

Wir betrachten nun die Funktion F' aus dem Satz iiber die Legendre
Transformation. Wir lassen eine Abhingigkeit von Parametern ¢, zu, sodaf
F' eine Funktion von a und c ist. Somit ist

:ia

j=1 80,1'

(a,c)daj + Z %F a, c)dc, (13.21)
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Wir berechnen nun

dH = d(ijaj—F)
J

= Z(dbjaj -+ bjdaj) —dF

j
0 0
= Z(dbja/j + [bj - aF(a, c)] daj — ) xF(a, ¢)dcg
0

j
= > a;db; = > —F(a,c)dca.
7 ~ 0cq

Daraus kénnen wir die partiellen Ableitungen von H als Koeffizienten der
Differentiale db; und dc, ablesen. Es ergibt sich das Resultat des Satzes iiber
die Legendre Transformation.

Der Satz kann nun angewandt werden, um die kanonischen Gleichungen
herzuleiten. Es sind folgende Ubersetzungen einzusetzen.

@G = ¢
bi = pi
Ca = ¢;, sowie ggf. die Zeit ¢
F(a,c) = L(4,q,1), (13.22)
H(b,c) = H(p,g1) (13.23)
GL.(13.17) spezialisiert sich damit zu
0H
Op;

g =

und GI1.(13.19) liefert

OH oL 0H oL
o _ _JL 4 - 13.24
ot ot T dq g (13.24)
Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen folgen damit aus den Euler La-
grange Bewegungsgleichung 3—5,. = p;.

Die Gleichung fiir die totale Zeitabhéngigkeit erhélt man wie folgt,

d

CHG),a0),1) = = Hp(0),a(0), 1
0

+ 5 (S HO0.a0.05+ (000, )
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Setzt man p; und ¢; aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ein, so
kiirzen sich die Terme in der Summe heraus, und es bleibt nur der erste Term.

13.3 Phasenraum

Man fasst (p,q) = (p1,.--,Ps,¢1,---,qs) als einen Punkt in einem 2s-
dimensionalen Raum auf, dem sogenannten Phasenraum.
Anfangsbedingungen (p(t = to) = p?, q(t = ty) = ¢'?) bestimmen einen
Punkt im Phasenraum. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen legen fest,
wie sich dieser Punkt im Laufe der Zeit lings einer Trajektorie im Phasen-
raum bewegt. Betrachten wir einen sehr kleinen Zeitschritt At¢, so wird

pilto + At) = pi(to) + pilto) AL,

gi(to + At) = pilto) + Gi(to) At. (13.25)
Da man mit Hilfe der Hamiltonschen Gleichungen p;(¢y) und ¢;(¢o) berechnen
kann, wenn man p(ty) und ¢(to) kennt, so kann man p;(to+At) und g;(to+At)
berechnen. Dieses Verfahren kann man wiederholen, und damit die ganze

Trajektorie bestimmen. Man kann zeigen, dal das Verfahren im Grenzfall
kleiner At exakt wird.

13.4 Aquivalenz der Hamiltonschen Glei-
chung zu einem Extremalprinzip

Die Hamiltonschen Gleichungen sind zur Giiltigkeit eines Extremalprinzips
dquivalent, das wie folgt lautet

/: dt [i pr(t)4r(t) — H(p(t),q(t),t) | = Extr. (13.26)

Dabei sind als Vergleichstrajektorien solche mit ganz beliebigen py(t) zuge-
lassen, withrend die ¢, (¢) Randbedingungen wie beim Hamiltonschen Prinzip
erfiillen miissen,

Qk(ta) = ql(;a (13'27)
a(ty) = df. (13.28)
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Es werden nur Trajektorien mit denselben ¢, ¢/ verglichen. Im Ausdruck
(13.26) ist ¢ als dgy(t)/dt zu lesen.
Es ist nach Definition von H,

falls pr = OL/0qy, oder dquivalent, falls
. _ 0H(p,q,1)
= ——"" 7, 13.30
Gk e (13.30)

Das Extremalprinzip dhnelt also dem Hamiltonschen Extremalprinzip. Im
Vergleich zum Hamiltonschen Prinzip wird jedoch in (13.26) p(¢) un-
abhéngig variiert, wihrend beim Hamiltonschen Prinzip p; durch ¢, be-
stimmt ist. Wir kénnen jedoch das obige Extremalprinzip auf das Hamil-
tonsche zuriickfiihren, indem wir zunéchst die Trajektorie ¢ — ¢(t) als fest
betrachten, und nur p(t) variieren. Das Extremum ist in der Praxis stets ein
Minimum, und wird angenommen, wenn GI.(13.30) gilt. Es ist also

L(4,q,t) = min | > pegs — H(p, g, 1) (13.31)
k

Damit gilt G1.(13.29), und die verbleibende Extremierung von ¢(t) ist iden-
tisch mit der Extremierung im Hamiltonschen Prinzip.

Die Formel (13.31) ist zuweilen selbst niitzlich. Sie zeigt insbesonde-
re, dass man Legendre-Transformierte (z.B. L von H) auch mittels einer
Minimums-Eigenschaft definieren kann.

Es folgt aus dieser Betrachtung, dafl das obige Extremalprinzip auch noch
giiltig ist, wenn wir die Randwerte p(t,) und p(t;) festhalten, vorausgesetzt,
es gibt eine physikalische Trajektorie mit den vorgegebenen p(t,), ¢(t,) und

p(ty), q(ty)-

13.5 Poisson-Klammern

Betrachte Funktionen f(p,q,t) auf dem 2s-dimensionalen Phasenraum, die
noch auflerdem von der Zeit abhéngen kénnen. Man definiert die sogenannten
Poisson-Klammer {g, f} zweier solcher Funktionen durch

> 09 0f 99 Of

= _ . 13.32
t9.f} k=1 Opr Oqr  Oqi Opy ( )
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Die Poisson-Klammer hat die folgenden Eigenschaften, die man leicht nach-
rechnet. Fiir reelle Zahlen «, 8 gilt

Linearitéit {ag + ,Bh, f} = a{g, f} + ﬂ{hv f}7
Antisymmetrie {g, f} = —{f, g},
Jacobi-Identitit {{f,g},h} + {{h, f}, 9} + {{g,h}, f} = 0.

Setzt man die Definitionen ein, so heben sich im Ausdruck auf der linken
Seite der Jacobi-Identitéit die Terme paarweise heraus.

Mit Hilfe der Poisson-Klammern lassen sich Bewegungsgleichungen sehr
elegant schreiben. Observable in der kanonischen Formulierung der Mechanik
sind Funktionen f(p,¢,t) auf dem Phasenraum, die aulerdem noch explizit
zeitabhéangig sein konnen. Wir berechnen ihre totale Zeitableitung,

%f(p(t),q( )1
- ;< +Z(§f 005+ 2 F0(0).0(0.01
= 244t +z( (0, a(6), )5 H(p(0). 4(0), 0
0

—H(p(t),q(t>,t))(13.33>

Op;

Einsetzen der Definition der Poisson-Klammer liefert das Schlufiresultat

—f——f+{H f}. (13.34)

Die Gleichung fiir die totale Zeitabhiangigkeit von H ist ein Spezialfall hier-
von, denn wegen der Antisymmetrie ist {H, H} = 0. Die kanonischen Va-
riablen sind spezielle Observable f. Die Gleichung (13.34) gilt also auch fiir
sie. Durch Einsetzen der Definition der Poisson-Klammer sieht man, daf} sich
die Gleichung in diesem Fall auf die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
reduziert.

Wir berechnen schliefllich die Poisson-Klammern der kanonischen Varia-
blen. Aus der Definition ergibt sich

{@i, 05} = 0, (13.35)
{pi,p;} (13.36)
{pi,q;} = i (13.37)

I
o
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Das Kroneckersymbol 4;; ist durch

(51']' =1 fallsi:j,
= 0 sonst (13.38)

definiert.

13.6 Kanonische Transformationen

Im Lagrange Formalismus hat man die Moglichkeit, durch eine Variablen-
transformation

(g1, ,8) = (@1, .-, Q)

im s-dimensionalen Ortsraum die Bewegungsgleichungen in eine moglichst
handhabbare Form zu bringen. Wir hatten am Beispiel der Bewegung im
Zentralfeld gesehen, daf sich das Problem durch Ubergang von kartesischen
Koordinaten zu Polarkoordinaten vereinfacht.

Im kanonischen Formalismus wird eine wesentlich gréfiere Klasse von Va-
riablentransformationen betrachtet, die sogenannten kanonischen Transfor-
mationen. Dies sind Variablentransformationen im 2s-dimensionalen Pha-
senraum. Man fiihrt s neue Koordinaten (); und s neue Impulse Py, ein,
die Funktionen der alten Koordinaten ¢ = (qi,...,qs) und Impulse p =

(p1,--.,ps) sind,

Py = Pi(p,q), (13.39)

Qe = Qi(p,q) (13.40)
und umgekehrt.

o = w(PQ). (13.42)

Nicht jede Transformation im Phasenraum ist jedoch eine kanonische Trans-
formation. Zusétzlich wird gefordert, dafl sie eine erzeugende Funktion F' auf
dem Phasenraum besitzt. F' kann auflerdem noch von der Zeit ¢ abhéngen.
Gewdohnlich betrachtet man jedoch F' nicht als Funktion der p; und ¢; oder
der P, und @), sondern als Funktion einer neuen und einer alten Variablen.
Es gibt vier Moglichkeiten. Wir konzentrieren uns auf erzeugende Funktionen
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der alten und neuen Koordinaten, Fi(q, Q). Voraussetzung fiir diese Wahl ist,
da8 das Koordinatenpaar (¢, Q) eindeutig einen Punkt im Phasenraum be-
stimmt. Die erzeugende Funktion definiert Variablentransformationen geméaf
folgender Formeln

0

Man muf$ sich F; als gegeben und die Ableitungen als ausgefiihrt denken,
sodal man einen Satz algebraischer Gleichungen erhélt, die alte und neue
Variablen in Beziehung setzen. Will man etwa die g; als Funktion von (P, Q)
haben, so muss man den zweiten Satz von algebraischen Gleichungen l6sen.

Die Bedeutung kanonischer Transformationen liegt darin, dafi die Bewe-
gungsgleichungen fiir die neuen Koordinaten und Impulse wieder die Hamil-
tonsche Form haben,

. OH'(P,Q,t)
P, - 13.45
. OH'(P,Q,t)

= — 13.46

mit einer neuen Hamiltonfunktion
oF,
H =H+ — 13.4
+ Y (13.47)

Dabei ist H' als Funktionen der neuen Variablen P, (@ aufzufassen, d.h. die
Argumente p und ¢ von H und F} sind als Funktionen von P und @ zu
betrachten.

1

Die Behauptung folgt daraus, daf§ die alten und die neuen Hamiltonschen
Gleichungen zum gleichen Extremalprinzip dquivalent sind, denn es gilt, wie
wir gleich zeigen werden

S piis — H=Y" PO — H(P,Q) + L Fi(¢,Q,0) (13.48)
dt

Im Spezialfall, wo die Erzeugende F nicht explizit von ¢ abhéngt, ist H' = H. Jedoch
muss man die Variablen ¢,p, von denen H abhingt, durch P,Q ausdriicken um H' zu
bekommen. Die beiden Ausdriicke sind also im physikalischen Sinn gleich, aber sie sind
nicht die gleichen Funktionen ihrer jeweiligen Argumente.




162 KAPITEL 13. KANONISCHER FORMALISMUS

Dabher ist die Bedingung

tf
/ta dt |3 pidi — H(p,q,1)] = Eatr.

dquivalent zu
t .
/ "dt [Y° PQ: — H'(P,Q,t)] = Eatr.
ta

Wir benutzen hier die friihere Bemerkung, dafl es erlaubt ist, Koordinaten
und Impulse an der Réndern ?,,¢; festzuhalten, vorausgesetzt es existiert
eine Trajektorie mit den vorgesehenen Randwerten. Dann trégt das Integral
iiber dFy/dt nur eine Konstante bei, die das Extremum nicht beeinflufit.

Um Gleichung (13.48) zu beweisen, berechnen wir mit Hilfe von
G1.(13.43,13.44)

d .0 . 0 0
600 = 5 (ign+dggn) s gn
= Z(p-d-—P-Q-)JrQFl. (13.49)
TR ot

Setzt man dies auf der rechten Seite von GI1.(13.48) ein, so sieht man, dafl
die Gleichung kraft Definition (13.47) von H' richtig ist.

Man kann auflerdem zeigen, dafl eine kanonische Transformation die Ei-
genschaft hat, dafl die neuen Variablen die kanonischenn Poisson-Klammern
haben, siehe GI.(13.51) der folgenden Bemerkung.

Beispiel: Die erzeugende Funktion Fi(q,Q,t) = ¥ ¢;Q; erzeugt die ka-
nonische Transformation

Qi=pi, P=—q.

Bemerkung fiir Fortgeschrittene Man kann einer gegebenen Variablen-
transformation ansehen, ob sie eine kanonische Transformation ist. In
der Sprache des dufleren Differentialkalkiils ist eine kanonische Trans-
formation dadurch ausgezeichnet, dafl die sogenannte kanonische 2-
Form i

w® =" dp; A dg;
i=1
invariant ist

dei Ndg; = dei A dQ;.
i=1 i=1
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Die kanonische Zweiform ist geschlossen, dw® = 0, und kann als sufere
Ableitung einer 1-Form geschrieben werden. Nach der Leibniz-Regel ist
némlich

d(>_pidg;) =>_ dp; A dg;
und entsprechend fiir d(}° P;dQ;). Die Invarianz der kanonischen Zwei-
form sagt daher, dafl

d(> " pidg; — > PidQ;) = 0.

Angenommen, der Phasenraum ist R?*, so folgt daraus, daf8 es eine
Funktion F' auf dem Phasenraum gibt mit der Eigenschaft

> pidg; — > PidQ; = dF. (13.50)

(Poincaré Lemma). Allgemeiner gilt dies lokal, d.h. in einer Umgebung
eines beliebigen Punkts des Phasenraums. F' ist die erzeugende Funk-
tion.

Falls F' als Funktion von ¢ und @) aufgefasst werden kann, F(p,q) =
Fi(q,Q), so konnen wir aus G1.(13.50) ihre partiellen Ableitungen nach
¢; und @; ablesen. Das Resultat ist G1.(13.43, 13.44). In der Anwendung
betrachten wir kanonische Transformationen, die von einem Parameter
t abhéngen. Bei den obigen Differentiationen ist ¢ als konstant betrach-
tet.

Aus der Invarianz der kanonischen Zweiform folgt, dafl die Poisson-
Klammern denselben Wert haben, gleich ob man sie mit Hilfe der alten
oder der neuen Koordinaten berechnet. Daraus folgt insbesondere, daf3
die neuen Koordinaten die kanonischen Poisson-Klammern haben

{P,Q;} =0y, {P, P} =0, {Qi,Q;}=0. (13.51)

Bezeichnen wir die Koordinaten (p,¢) mit £%, so hat die kanonische
Zweiform die Gestalt

1
W=y §waﬁd5a A dEP.
a’/B

Ist (w*) die zu (wag) inverse Matrix, so kann die Definition der Poisson-
Klammer auch wie folgt geschrieben werden.

_ v, 9f 9
{fag}_azﬁw agaagﬂ
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Aus der Invarianz der Matrix w = (wqp) folgt die Invarianz der inversen
Matrix (w®). Damit ist klar, daf} die Invarianz von w die Invarianz der
Poisson-Klammern nach sich zieht.

Fiir weitere mathematische Details wird auf das Buch von Arnold ver-
. 2
wiesen.

Dem ungeiibten Leser zuliebe sei jedoch im Folgenden das Transformati-
onsverhalten im Einzelnen diskutiert. Gehen wir von Koordinaten {£*} im
Phasenraum zu irgendwelchen neuen Koordinaten £ = £7(€) iiber, so ist
nach den Rechenregeln fiir die dussere Differentiation

dg* = 8% de, (13.52)
Y
g = gg:. (13.53)
Somit
2 1 a B 1 ! r 10
w? = a%;gwaﬁdg A d€ :%iwwdf”\df , (13.54)
whs = 3 8% S wag - (13.55)
ap

Ist £ — £ eine kanonische Tranmsformation so ist definitionsgeméss w? in-
variant, d.h.

Wap = Wap (13.56)

Betrachten wir als nichstes partielle Ableitungen und das Inverse der Matrix
(wqp)- Nach den Regeln der Differentiationsrechnung ist

] d
- _ Y
e ) Tagem - (13.57)
DE"
T, = . 13.
A 56 (13.58)

2V.1. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics Springer 1978, Kap 44, 45,
47
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Somit transformieren sich die Poissonklammern unter einer ganz beliebigen
Variablentransformation wie folgt

of Og of 9y
— Otﬂ 7 1’7(5 1
{f,9} az,ﬁw 36 367 %w 367 95" (13.59)
W = S TLTw (13.60)
off

Die Matrizen T und S sind Inverse voneinander, T = S~!. Dies sieht man,
indem man dieselbe Transformation hin und zuriick ausfiihrt, £ — &' +— £.

Betrachten wir nun speziell kanonische Transformationen. Dann gilt
G1.(13.56). Setzen wir die Definition (13.55) von w' in GIl.(13.56)ein, und
nehmen das Inverse der Matrizen auf beiden Seiten dieser Gleichung, so folgt
wegen S—! =T, dass

W't = P (13.61)

d.h. die Invarianz der inversen symplektischen Matrix. Damit lautet
G1.(13.59) fiir kanonische Transformationen

_ op 0 09 _ §~ 20 0f 99
{f,9} = azﬁw Y %w” 567 565" (13.62)

Dies ist die behauptete Invarianz der Poisson-Klammern unter kanonischen
Transformationen.

Mathematisch Gebildete brauchen solch miihsame Rechnungen nicht zu
machen. Fiir sie geniigt der Hinweis auf die koordinatenunabhéingige Bedeu-
tung der Gleichungen.
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Kapitel 14

Hamilton-Jacobi Theorie

Die Hamilton-Jacobi Theorie ist eine der schénsten physikalischen Theorien
und wird allgemein als die Kronung der klassischen Physik betrachtet. Die
Hamilton-Jacobi Theorie besteht aus einem Verfahren eine geeignete kano-
nische Transformation zu finden und damit die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen in eine losbare Form zu bringen, wie am Anfang von Kapitel 13
diskutiert.

14.1 Mechanik als Kontrollproblem

Bezeichnung: Als Trajektorie im Ortsraum bezeichnen wir eine vorgegebene
Funktion ¢(t) der Zeit, die den Bewegungsgleichungen geniigt. Ein Punkt
(gs,t) liegt genau dann auf der Trajektorie, wenn ¢(¢) = ¢;. Graphisch kann
eine Trajektorie durch eine Bahnkurve mit Zeitmarkierungen dargestellt wer-
den.

Gegeben ein Anfangspunkt (g;,t) und der Endpunkt (@, ;) einer Trajek-
torie, so ist nach dem Hamilton’schen Prinzip die Trajektorie in der Regel
eindeutig bestimmt. Damit ist auch der Impuls P am Enpunkt zur Zeit ¢;
bestimmt. Gegeben (Q,%;) so kénnen wir diesen als Funktion P(q,t) des
Anfangspunkts auffassen.

Betrachten wir nun verschiedene Punkte (g;,t) auf derselben Trajektorie
als Anfangspunkte einer Teiltrajektorie, so ist der Endimpuls P all dieser
Teiltrajektorien immer derselbe, sodass

P(q;,t) = P =const  unabhiingig von t (14.1)

167
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Dies ist eine Bestimmungsgleichung fir die Trajektorie, d.h. fir ¢(t) = ¢; fiir
beliebige Zeiten t.

14.1.1 Problemstellung A

Vorgegeben sei @, tf, gesucht die P(g;,1)

Angenommen, wir wiiren in der Lage, die Funktion P(g;,t) zu berech-
nen. Dann konnten wir alle Trajektorien durch (@, %) als Losung der obigen
algebraischen Gleichung bekommen.

Ist dies fiir () beliebig durchgefithrt so erhélt man alle Trajektorien
schlechthin, indem man P beliebige Werte annehmen 148t.

14.1.2 Problemstellung B

Kontrollproblem Vorgegeben @, t¢, ¢, t. Gesucht p,

Angenommen, man befindet sich (mit seinem Auto ...) zur Zeit ¢ bei ¢,
und mochte auf moglichst kostengiinstigen Weg - d.h. so, dass ein gewisses
Kostenfunktional minimiert wird - nach @ fahren mit Ankungftszeit ¢;. Die
Kenntnis des Impulses p; zur Zeit ¢t sagt dann, wie schnell man in welche
Richtung weiterfahren soll ... . Probleme dieser Art sind bei der Steuerung
industrieller Produktionsprozesse wichtig. Man nennt ¢; den Zustand des
Systems, und p; die Kontrolle (oder auch Input). Gesucht ist also die richtige
Kontrolle, sodass das vorgegebene Ziel () zur Zeit t; kostengiinstigst erreicht
wird.

Wir werden zeigen, dass man sowohl P als auch p; berechnen kann, wenn
man die Kosten S (Wirkung) der optimalen (physikalischen) Trajektorie als
Funktion von ¢, %, Q,t; kennt.

Beispiel: Antriebsloses Raumschiff auf Flug zum Mond. Es soll am Ort @)
ankommen (nahe des Mondes) zur Zeit ¢;. Abweichung von der vorausbe-
rechneten Trajektorie treten auf infolge von Stérungen. Zur Zeit ¢ befinde es
sich am Ort g;. Weicht der gemessene Wert p;5; ab von ps, so mufl es durch
Impulséinderung auf diesen Wert gebracht werden. Die Geschwindigkeit wird
durch den Impuls bestimmt. Sei

1
Lkm = Z imzq? = (14.2)

i



14.1. MECHANIK ALS KONTROLLPROBLEM 169

d p(t)

—qi(t) = m—= 14.3
Hamiltonsches Prinzip: Die durch ¢, t, Q ,t; bestimmte Trajektorie ist ge-
geben durch die Bedingung

/ttf L(q(7)4(7))dr = Extremum , (14.4)

Extremum beziiglich aller differenzierbaren Funktionen ¢ mit vorgegebenen
Endpunkten ¢(t) = ¢ und ¢(ty) = Q. Der extremale Wert des Ausdrucks
(14.4) definiert die Wirkung als physikalische Grofie

S(g,t,Q,tr) = extry,, /ttf L(q(7),q(T))dr (14.5)

= [ L), itr)dr (14.6)

entlang einer physikalischen Trajektorie durch (g;,t) und (Q,ts).

Man nennt ¢(7) den Zustand des Systems zur Zeit 7 und p(7) (hier) Input
oder Kontrolle.
Die Dynamik des Systems ist definiert durch Gl (14.3) mit vorgegebenem
m(q). Diese Gleichung bestimmt die zeitliche Anderung des Zustands als
Funktion des Inputs.
[ Ldr fiir beliebige ¢(7) heisst Kosten-Funktional. ‘Optimale Kontrolle’
macht das Kostenfunktional minimal.
S(q,t,Q,ts) ist der Preis der optimalen Trajektorie.

14.1.3 Mechanik

Das Hamiltonsche Prinzip besagt, die Bewegung eines Massenpunkts ge-
schieht entlang der optimalen Trajektorie in diesem Sinn (wobei L die La-
grangefunktion ist).

Beispiel 1 Raumschiff zum Mond, siehe oben.

Beispiel 2 Biologisches Problem: In einer Zelle soll ein gewisses Substrat
(chem. Reaktionspartner), z.B. ein Enzym, stets in einer vorgeschriebenen
Konzentration c,,; vorhanden sein. Die tatséichliche Konzentration zur Zeit
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t sei c¢js(t). Wir definieren die Abweichung ¢(t) = c¢;is(t) — csoy. Der En-
zymverbrauch sei v(t), und die Produktionsrate sei p(t). Die Zelle kann die
Produktionsrate regulieren, v(t) ist hingegen durch #uflere Umstéinde vorge-
geben. Es ist offenbar

q(t) = o(p(t) — v(?)) (14.7)

wo o eine vom Zellvolumen abhingige Konstante ist. Eine gewisse Toleranz
der Groflenordnung k=3 in Cist sei zuldssig, die Unwiinschbarkeit grofler Ab-
weichungen wollen wir quantifizieren indem wir jeder Abweichung einen Preis
+kq?(t) zuordnen. AuBerdem hat jede Produktion auch ihren Preis - sie ver-
braucht Energie etc.. Diese wollen wir als ap? ansetzen, wo « eine Konstante
ist. Damit ist das Kostenfunktional

[ dtlow? (1) + Ska’ ()] = [ at [5G+ o0 + ke (1) (14.8)

Die optimale Produktionsrate p(t) ist so, daf dieser Ausdruck ein Minimum
wird. Spezialfall v = 0 vgl. Ubungen.

Behauptung: Das Problem ist gelost, wenn die Wirkung (=Preis der optima-
len Trajektorie) bekannt ist.

14.2 Die Wirkung als physikalische Grofle

Betrachte S(g,t,@Q,ts) als Funktion der Anfangs- und Endbedingung (g, ?)
resp. (Q,tr).

14.2.1 Ein Freiheitsgrad

Sei ¢(7) eine physikalische Trajektorie und ¢(7) 4+ d¢(7) eine benachbarte
Trajektorie.
Beide sollen dem Bewegungsgesetz geniigen, insbesondere ¢(7):

50 a0, d(0) = 500, d(r) =0 (14.9)

Anderung des Wirkungsfunktionals bei ganz beliebigem g wurde schon
frither berechnet, fiir feste Anfangs- und Endzeiten ¢, ;.

58 = == =22y 6qdr (14.10)

a4 dq  dt dg
| ——

oL tr 0L d oL
oq §f+/f(—
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Nun ist
oL
a—q =p dq(ty) = 0Q dq(t) = dqy (14.11)
Hieraus
0
ET Sgt,Q,tf) = —py 20 S, t,Q,t) =P (14.13)

Wir sehen also, dafl die Kenntnis der Wirkung uns auch die Werte des An-
fangsimpulses p;, = p(t) und Endimpulses P = p(¢;) gibt, in Abhéngigkeit
von (g, t) und (Q,1y).

Die Gleichung (14.1) fiir die Trajektorie durch (Q,ty) schreibt sich dann

0
@S(q(t), t,Q,tr) = P = const (14.14)
Bestimmungsgleichung fiir ¢(¢), ¢ beliebig: )
Bisher war ¢,¢; fest. Gesucht ist %S(q,t, Q,ts), die Anderung der Wir-
kung bei Verschiebung des Anfangspunkts lings der Trajektorie.

55 = £5(a(0),1,Qut) = ~L(a ) (14.15)

nach Gl (14.6). Dies ist noch nicht die gesuchte Grifle, da auch der Anfangsort
q; geandert wird. Die Kettenregel gibt

LS Qu) = 0+ G (1416)
Losen wir nach %5 auf, und setzen (14.13) und (14.15) ein, so ergibt sich
%S(Qt, t,Q,tr) = —L(as, 4t) + peGe = H(pe, a1, 1) (14.17)
Ebenso kann man herleiten
g—i — _H(P,Q) (14.18)

Mehrere Freiheitsgrade kénnen genauso behandelt werden.Das Resultat lau-
tet
as 0S oS

. —_— =P - H 14.1
dq; Pi 0Q; ’ ot (1419)

S =15(q,t,Qj,tr) (14.20)
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14.3 Hamilton-Jacobi Differentialgleichung

Problem: Bestimmung der Wirkung. Einsetzen der Wirkung von Gl (14.13)
fiir p; in (14.17) liefert
oS oS
2 =22 gt =0 S = S(qt,Q,t 14.21
at + ( aqt’Qt’ ) (qt Q f) ( )

Dies ist eine partielle Differentialgleichung fiir S, da H bekannt ist. In der
Literatur wird haufig S als Funktion der oberen Grenze t; betrachtet. Das
gibt andere Vorzeichen,

0S oS
—+ H(== = 14.22

Gl (14.21) heifit Hamilton-Jacobi Differentialgleichung fiir —S.

14.3.1 Mehrere Freiheitsgrade

In diesem Fall ist zu lesen
os 08 oS

S 0q 0" D,

Q,t; kommen in der Differentialgleichung nicht vor. Daraus folgt, dass mit
S auch

) = (1 Ps) - (14.23)

S(g,t,Q,tp) + A (14.24)

die Hamilton-Jacobi Differentialgleichung fiir beliebige @ = (@1, ..., @;) und
A 16st.

14.3.2 Vollstindige Losung

Die vollstandige Losung héngt von ebensovielen (ndmlich s+1) freien Koordi-
naten ab (hier @, ...,Qs, A) wie Variablen vorhanden sind (hier ¢, ..., gs, ).
Die vollstindige Losung ist nicht eindeutig bestimmt. S(g,t,Q, ;) ist ein
Spezialfall einer vollsténdigen Losung der Hamilton-Jacobi Gleichung.

14.3.3 Allgemeine Losung

Die allgemeine Losung hiangt von einer freien Funktion ¢ von s Argumenten
ab. Hat man irgendeine vollstindige Losung so gibt es Verfahren um daraus
die allgemeine Lésung zu finden.
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14.3.4 Anfangsbedingungen

Anfangsbedingungen sind nétig, um die freie Funktion in der allgemeinen
Losung, und damit S eindeutig zu bestimmen. Betrachte S(¢:,t, Q,ts) fiir
t — ts. Aus (14.6) oder (14.15) ergibt sich

lim ——S(q,4,Q,t;) = —L(Q, O) (14.25)
g — Qi .
i, 0 (14.26)

14.4 Losung der Hamilton-Jacobi Gleichung
durch Separation der Variablen

Bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems (z.B. Polarkoordinaten, Zylin-
derkoordinaten o.a., je nach Symmetrie des Problems) 148t sich die Hamilton-
Jacobi Gleichung 16sen durch einen Ansatz der Form (falls H ¢-unabhéngig)

—S=> Filqg) —Et+ A (14.27)
k=1

Falls der Ansatz funktioniert, hingt eine solche Losung noch von s + 1
willkiirlichen Koordinaten aq, ..., as, A ab.:

vollstindige Lésung.l.a. wird eine solche Losung nicht den Randbedingungen
der Form (14.25) geniigen, und ist damit nicht mit S(g, ¢, @, ts) zu identifizie-
ren. Nach obigem miifite man aus der vollstéindigen Losung der Form (14.27)
die allgemeine Lésung finden und die darin enthaltene andere freie Funktion
durch die Randbedingung (14.25) bestimmen. Tatséchlich eriibrigt sich dies,
wenn man nur die Trajektorien haben will, wie spéter gezeigt wird. Es wird
geniigen, irgendeine vollstindige Losung der Hamilton-Jacobi Gleichung zu
kennen, die nicht notwendig als Wirkung interpretierbar sein muf. (In der
optimalen Kontrolltheorie mufl man allerdings (14.25) l6sen.)

Einsetzen eines Ansatzes (14.27) in(14.21) gibt gewdhnliche Differentialglei-
chungen fiir Fy(gy), die sich leicht durch Integration lésen lassen. Illustration
durch Beispiele siehe spéter.
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14.5 Zeittranslation als kanonische Transfor-
mation

Reformulierung der bisherigen Betrachtungen: betrachte Abbildung des Pha-
senraumes auf sich.

T, f;: _ 5((:)) }—{ 2:; ;g zunéichst t fest (14.28)
Koordinaten und Impulse, die das Teilchen zur Zeit ¢t; haben wird, wenn es
zur Zeit t p, ¢ hat. Es sind P und @ durch p, ¢ und ¢ eindeutig bestimmt.

t beliebig: ¢(t) Trajektorie, p(t) zugehoériger Impuls. Endimpuls P und Ko-
ordinate ) héngen nur von der Trajektorie ab, aber nicht davon zu welcher
Zeit t ich durch Messung von p und ¢ feststelle, dafl sich das Teilchen auf der
Trajektorie befindet:

d d

—P =0 —Q =0 14.29

dt dtQ ( )
Dies hat die Form von Hamiltonschen Gleichungen P = %Ig, Q= —g—g mit

H' =0.

Wir zeigen, dass T, eine kanonische Transformation ist, wobei P, @
die neuen Impulse und Koordinaten sind, d.h. es existiert eine erzeugende
Funktion F'(q,Q,t), sodaf

_OF OF oF

i =—  P=-— H-H=—  H =0so0.(14.30
P B, 0Q, ot wo- (1430)
Vergleich mit Gl. (14.19) zeigt, dass dies erfiillt ist mit

F(g,Q,t) = =5(¢,t, @, ty) (14.31)

d.h. die Wirkung ist die erzeugende Funktion der Zeittranslation. Die Losung
der neuen Hamiltonschen Gleichung ist trivial.

P, = const = %(q, t,Q,tr) ) Bestimmungsgleichung fiir (%)

Q = const Trajektorie durch P, Q, s (14.32)

Das ist wiederum GI (14.14) fiir die Trajektorie. Die Methode beruht darauf,
dal man durch eine geschickte kanonische Transformation die Hamiltonsche
Gleichung in eine trivial zu 16sende Form gebracht hat. Eine geeignete kano-
nische Transformation ist diejenige mit der Wirkung S(q, ¢, @, ts) als erzeu-
gende Funktion.
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14.6 Allgemeine Theorie

Verallgemeinerung: —S(q,t,Q,ts) ist eine spezielle vollstéindige Losung der
Hamilton-Jacobi-Gleichung. Betrachte eine beliebige vollstindige Losung
F(q1, .-y g5, t, a1, ..., a5) der Hamilton-Jacobi Gleichung

oF oF
— + H(— = 14.
o+ H G0 =0 (14.33)

Nach Definition einer vollstindigen Losung hingt sie von s willkiirlichen
Konstanten «;, ..., a; sowie einer additiven Konstante A, die wir weglassen,
ab.

Spezialfall:

F=-8 (@1, oy t5) = (Q1, 0y Q) (14.34)

Wir betrachten nun eine kanonische Transformation mit F(q, ) als erzeu-
gende Funktion, wobei

a=(a,.,a5) =Q neue Koordinaten (14.35)
Die neuen Impulse bezeichnen wir mit
8= P, Bs) =P neue Impulse (14.36)

Dann gilt noch die friiher abgeleitete Eigenschaft der kanonischen Transfor-
mation.

0 0
P=—_—F = _F 14.
Q "™ (457
ﬁ-——aF( t,q) H’—H+QF( t, ) (14.38)
T 304,' Q: I - 875 qa ’ .

Da F' der Hamilton-Jacobi-Gleichung geniigt, ist die neue Hamiltonfunktion
H =0 (14.39)
Damit werden die Hamilton Gleichungen fiir die neuen Koordinaten o und
Impulse 5
d d

;= — B = 14.4
Sei=0 =0 (14.40)
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Diese sind wiederum trivial zu losen
B; = const = —%F (g,t, @) ) Bestimmungsgleichung fiir

a; = const Trajektorie ¢(t) (14.41)

Die Funktion ¢(t) wird von 2s willkiirlichen Konstanten «;, 3; abhéingen,
diese sind wie iiblich durch Anfangsbedingungen zu bestimmen. Wir ha-
ben also die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung gefunden. Spezial-
fall einer vollstdndigen Losung: F(q,t, o) = —S(¢,t, @, ty) mit (o, ..., ) =
(Q1, -, Qs). In diesem Fall haben die neuen Koordinaten o = @ und neuen
Impulse f = P eine einfache anschauliche Bedeutung wie oben erklért. Die-
se geht bei beliebigem F' verloren. Dafiir hat man den Vorteil eingetauscht,
eine beliebige vollstindige Losung der Hamilton-Jacobi-Geichung verwenden
zu konnen, die einfacher zu finden ist als die spezielle Losung die die Rand-
bedingung (14.25) erfiillt.

Literatur: Oft werden «; als neue Impulse und —p; als neue Koordinaten
bezeichnet. Das ist eine Konvention, da es keinen wesentlichen Unterschied
zwischen verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen gibt - vgl. friitheres
Resultat dafl ¢ —& —p und p — ¢ eine kanonische Transformation ist.

14.7 Zusammenfassung des Verfahrens zur
Losung der Bewegungsgleichung nach
Hamilton-Jacobi

1. Man beschaffe sich die Hamiltonfunktion H (p, g, t)

2. Man finde eine vollsténdige Losung F'(q, t, a, ..., as) der Hamilton-Jacobi-
Gleichung %—I; + H(%—I;, q,t) = 0 die von s willkiirlichen Konstanten a1, ..., o
abhiingt (ausschlieflich einer zusétzlichen additiven Konstanten A).

3. Die Trajektorie ¢(t) ist dann gegeben als Losung der algebraischen Glei-

chungen
0
Bi=— dar
Sie hingen von 2s willkiirlichen Koordinaten «;, 8; ab.

Im Falle einer ¢-unabhingigen Hamiltonfunktion wird man die Losung der
Hamilton-Jacobi Gleichung zunéchst durch den Ansatz

F(q,t, a1, ..., ) (14.42)

F(g,t,01,...,a5) = > Fy(qx) — Bt (14.43)
k=1
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versuchen. Dies bezeichnet man als ‘Separation der Variablen’. Wichtig ist
eine geschickte Wahl der gy.

Bemerkung: Das Verfahren wird in &hnlicher Form in der Quantenme-
chanik benutzt, um Losungen ¥ der zeitunabhéingigen Schrédingergleichung
zu finden, beispielsweise fiir das Wasserstoffatom. Jedoch ist S nicht die Ent-
sprechung der Wellenfunktion ¥ selbst, sondern ihres Logarithmus 71n V.
Deshalb macht man in der Hamilton-Jacobi Theorie einen Summenansatz
statt des in der Quantenmechanik verwandten Produktansatzes.

14.7.1 Beispiel: Kriftefreie Bewegung eines Massen-
punktes

Wir benutzen kartesische Koordinaten

(¢1,2,03) = (x,y,2) =r  (p1,P2,P3) = PPy, 02) =P (14.44)

Die Hamiltonfunktion ist

I,
— 14.4
2mp ( 5)

Damit wird die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung fiir F'(r, )
oF 1

H:1
2

—m(pf+p§+p§) =

— + —[VF(r,t)]*=0 14.46
o+ 5 VE (1) (14.46)
Ansatz:
Eingesetzt:
1
%[Ff’(z) + F2y)+ F3?(2)] - E=0 (14.48)
Einsetzen gibt
1 1
E = %(oﬁ + o5 +03) = %042 (14.49)

Durch Integration
Fi(z) = ayx 4 const  F(y) = aoy + const  F3(z) = asz + const (14.50)
Somit

1
F(r,t,a) =ar — 2—a2t + const vollstéindige Losung  (14.51)
m
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Bemerkung Diese Losung geniigt nicht der Randbedingung (14.25).
Die Trajektorie ist f; = —52-F(r,t,a) = —¢; + 5a;t. Die Losung in
Vektorschreibweise lautet

r(t) = —B + %at (14.52)

a, f sind aus den Randbedingungen zu bestimmen: —f = r(0), o = 2mr(0).

14.8 Ricatti-Losungsverfahren fir die
Hamilton-Jacobi Gleichung

Wir betrachten dasselbe Problem, machen jedoch einen anderen Ansatz:

Zu bestimmen ist 7(t).
Eingesetzt,

(r—R)2+ %ﬂ(t)@(r _R))2=0.

Dies fiihrt auf eine Ricatti-Differentialgleichung

2
7' (t) + —7%(t) =0 (14.53)
m
Losung durch Trennung der Verdnderlichen: [ ;ﬁ—g =—/ %dt, also:
1 2
——=——(t—t 14.54
= —Z(t-1y) (14.54)
m 1
)= —— 14.55
"= (14.55)
iy ist eine freie Konstante. Somit
1
F(r,t,R)= — = (r — R)? (14.56)
2t —t;

Die vollstéindige Losung héngt von den Parametern von R,, R,, R, ab, und
nach GI.(14.56) ausserdem von ¢ ab.
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Nebenbemerkung: Die vollstindige Losung ist nicht eindeutig!

G1.(14.56) erfiillt auch die Randbedingung (14.25). Daher wurde hier
tatsdchlich die Wirkung S = —F' gefunden, d.h. die Kosten der optimalen
Trajektorie mit gegebenen Anfangs- und Endpunkten.

Das Verfahren der Ricatti-Gleichung eignet sich fiir allgemeine in den Va-
riablen ¢, p quadratische Hamiltonfunktionen. Dies ist der in der Anwendung
der optimalen Kontrolltheorie auf Steuerungsprobleme in der industriellen
Fertigung wichtigste Fall.
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Kapitel 15

Einige Resultate von

Bedeutung fiir andere Zweige
der Physik

15.1 Liouvillescher Satz

Der Liouvillesche Satz in seiner allgemeinen Form sagt aus, dafl sich das
Volumenelement im Phasenraum unter einer kanonischen Transformation
von Variablen (¢,p) = (¢1,---.,¢s,P1,--.,Ds) zu neuen Variablen (Q, P) =
(Q1,...,Qs, Py, ..., Ps) nicht dndert,

Wir nehmen an, daf§ die kanonische Transformation durch eine erzeugende
Funktion F(g, Q) bestimmt ist, sodaf

0

P, = —ankF(q,Q), (15.2)
0

Pk = +6—qu(q’Q)’ (15.3)

(15.4)

Dies setzt voraus, daB statt (1, -, GQsy D1y -5 Ds) oder
(Q1,...,Qs, P1,..., Ps) auch (q1,...,qs,Q1,...Qs) als unabhiingige Variable
im Phasenraum genommen werden konnen. Mit anderen erzeugenden
Funktionen lduft der Beweis analog.

181
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Beweis des allgemeinen Liouvilleschen Satzes. Wir konnen nach den Re-

geln der Integralrechnung zu Variablen (g, . .., ¢s, @1, . .. Q) transformieren.
Es ist einerseits
dgi ...dqsdp; . ..dp, = dq; ... dq,dQ; . ..dQ,|TM (¢, Q). (15.5)

Dabei ist J) die Jacobiante

8pk 82F
JU = det (—) = det ( ) )
3Qj anan
Andererseits

dQ;...dQ,dP,...dP, =dq, ...dq,dQ; ...dQ,|J?(¢,Q)|.

Dabei ist J@ die Jacobiante,

op; 02F
J? = det (—J> = det (— ) 15.6
Oqx 09,0Q; (15.6)
= (=1)*J (15.7)

Vergleich der beiden Ausdriicke zeigt, dafi die Gleichheit (15.1) gilt. q.e.d.
Fiir Zwecke der klassischen statistischen Mechanik braucht man einen
Spezialfall dieses Resultats. Manchmal wird dieser Spezialfall als der Liouvil-
lesche Satz bezeichnet. Er besagt, dafl unter der Zeitentwicklung von Punkten
(¢, p) im Phasenraum zur Zeit ¢y zu (Q, P) zur Zeit ¢ ein Gebiet im Phasen-
raum in ein Gebiet mit gleichgrofem Volumen abgebildet wird. Es gilt also
wiederum GI. (15.1). Diese spezielle Form des Liouvilleschen Satzes folgt
aus der allgemeinen, weil, wie wir wissen, die Zeittranslation eine kanonische
Transformation ist. Erzeugende Funktion ist dabei die Wirkung,

F(q,Q) = —S(q, t0, Q,1).

15.2 Kleine Schwingungen

Wir betrachten Losungen der Bewegungsgleichungen fiir ein System mit La-
grangefunktion I = T — V, dessen Potential zweimal stetig differenzierbar
sei und ein isoliertes Minimum bei ¢ = ¢(® habe. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, da$ V (¢(@) = 0 ist.
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Wir betrachten hier nur Trajektorien, die im betrachteten Zeitintervall
in einer Umgebung von ¢(® verbleiben. Es sei bemerkt, da8 Trajektorien
mit geniigend kleiner Energie E fiir alle Zeiten in der Nihe von ¢{°) bleiben
werden, wenn sie zur Zeit ¢ = 0 ihren Anfangspunkt nahe ¢(°) haben. Dies
folgt aus der Minimumeigenschaft und der Tatsache, dafi stets £ > V/(g) sein
muf.

Es wird sich zeigen, daf} die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen
unter diesen Voraussetzungen eine Superposition harmonischer Schwingun-
gen ist. Die Koordinaten seien ¢ = (g1, . .., gn). Wir fithren neue Koordinaten

&=0—q" (15.8)

ein, und betrachten das Potential V' als Funktion von & mit einem Mini-
mum bei £ = 0. Jedes mechanische System, dessen Potential differenzierbar
ist und ein Minimum hat, 148t also kleine Schwingungen um das Minimum
als Trajektorien zu. Anwendungsbeispiele sind Molekiil-Schwingungen und
Schallwellen in Kristallen.

Bemerkung: Ist ein Potential nach unten beschrinkt, so hat es ein Mini-
mum. Dieses braucht aber nicht isoliert zu sein. Das Minimum eines mexika-
nischen Huts ist ein Beispiel. Es treten in diesem Fall sogenannte Nullmoden
auf - Eigenwerte w? = 0 in der Analyse unten. Dieser Fall kann mit behandelt
werden, wenn man gebiihrende Sorgfalt walten 148t. Darauf soll jedoch hier
nicht eingegangen werden.

Bekanntlich hat eine reelle Funktion f(z) einer reellen Variable z genau
dann ein isoliertes Minimum bei z = 0, wenn die Ableitung f'(0) = 0 ist,
und wenn auflerdem f”(0) > 0 ist. Dies verallgemeinert sich auf den N-
dimensionalen Fall wie folgt. Ist 7 ein beliebiger nichtverschwindender N-
dimensionaler Vektor, n = (m,...nx) und z ein reeller Parameter, so muf
gelten

0
a\/(xn)\zzo = 0 (15.9)

82
@V(xn)\w:o > 0. (15.10)

Die erste dieser Gleichungen besagt, dal die Richtungsableitung in jede be-

liebige Richtung am Minimum verschwinden mufi. Aus der Bedingung (15.9)
folgt, daf alle partiellen Ableitungen aiqu bei ¢, verschwinden miissen,

denn diese Grofe ist gleich der linken Seite von GI.(15.9) wenn wir ein 7
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wihlen, dessen k-te Komponente 1 ist, und die anderen 0. Aufgrund der An-
nahme V(£ = 0) = 0 hat die Taylorentwicklung des Potentials um £ = 0
dann die folgende Form

V() = %Zk@fifﬁ... (15.11)
3y

mit k;; = kj;. Wir interessieren uns fiir Trajektorien ¢ — £(¢), die so nahe
bei £ = 0 liegen, daf} die hoheren Terme in der Entwicklung vernachlissigt
werden kénnen.

Die zweite Ableitung in Gl.(15.10) berechnet man nach der Kettenregel

zu
2

0
@V(wn) = Znikijnj >0. (15.12)
%]
Dies besagt,dafl k£ = (k;;) eine positive symmetrische Matrix sein muf.
Wir machen die vereinfachende Annahme, dafi die kinetische Energie die
Form

1 1 .
hat. Als Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen ergeben sich dann
mi&i + > ki€ =0. (15.14)
J

Dies ist ein System von N gewoOhnlichen gekoppelten linearen homogenen
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die N
Funktionen &;(t) der Zeit.

Nach der allgemeinen mathematischen Theorie lassen sich solche
Differentialgleichungen durch einen Exponentialansatz lésen,

&(t) = Cie ™. (15.15)

Setzen wir den Ansatz (15.15) in die Bewegungsgleichung ein, so ergibt
sich die Bedingung

J
Wir vereinfachen die Gleichung, indem wir statt C; und k;; die Grofien
1 1
m; 2k,~jmj 2 = Kij, (1517)

1
m;CJ = Cj (1518)
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einfiihren. Dann vereinfacht sich die Gleichung zu

Z RijCj = wzci. (1519)
J

Diese Gleichung besagt, dafi ¢ = (cy, ..., cy) ein Eigenvektor der Matrix
und w? der zugehorige Eigenwert sein mu$.

Wir sind also auf ein Eigenwertproblem von der gleichen Art gefiihrt
worden, wie es in der Quantenmechanik bei der Losung der zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung auftreten wird. Wie dort vereinfacht sich die Losung des
homogenen linearen Gleichungssystems, wenn man Symmetrien ausnutzen
kann. Die folgenden Abschnitte werden dies noch illustrieren.

Nach der allgemeinen mathematischen Theorie hat eine (strikt) positive
N x N-Matrix N linear unabhéngige Eigenvektoren ¢*, (o = 1,..,N) und
die zugehorigen Eigenwerte (w®)? sind strikt positiv. Insbesondere sind also
die w® reell. Man nennt sie die Eigenfrequenzen des mechanischen Systems.
Im Prinzip kann man die Eigenfrequenzen als Losungen der sogenannten
Sdkulargleichung

det(k —w?1) =0 (15.20)

bestimmen. Dies ist eine algebraische Gleichung N-ten Grads fiir w?. Die
Eigenvektoren konnen orthonormal gewihlt werden,

D 8T = bap- (15.21)

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen ist eine Superposition von
linear unabhéngigen Losungen der Form (15.15), die wir mit « durchnume-
rieren. Weil die Koeffizienten £;; reell sind, ist mit jeder komplexen Losung
auch ihr komplex konjugiertes Losung; die allgemeine reelle Losung hat daher
die Form

&(t) = Re agCire ™" (15.22)

mit N willkiirlichen komplexen Koeffizienten a,,.

Die allgemeine Losung ist nur dann eine periodische Funktion der Zeit,
wenn alle w® in einem rationalen Verhiltnis zueinander stehen. Die Peri-
ode der allgemeinen Losung ist dann das kleinste gemeinsame Vielfache der
Perioden der Einzell6sungen.
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15.2.1 Normalkoordinaten

Die Auslenkungen £ sind Vektoren in einem N-dimensionalen Raum. Wir
kénnen zu neuen Koordinaten anstelle der Komponenten &; von £ iibergehen,
indem wir £ nach irgendeiner beliebigen Basis entwickeln. Die neuen Koordi-
naten sind dann Komponenten (); von & beziiglich dieser Basis. Wir wihlen
als Basis die C?, die sich aus den N linear unabhiingigen (N-komponentigen)

Eigenvektoren ¢* gemi C® = m, 2c% ergeben.
_1
&= QCHr=m;*> Q% (15.23)

Die C'“ konnen als reell angenommen werden, denn mit jedem Eigen-
vektor ¢ ist auch der komplex konjugierte Vektor Eigenvektor zum selben
Eigenwert. Mit Hilfe der Orthonormalitétsbedingung (15.21) erhélt man eine
entsprechende Bedingung fiir die neue Basis

S miCEC) =3 ] = 8ap - (15.24)

Die neuen Koordinaten Q® sind dann reell, und werden als Normalkoordi-
naten bezeichnet. Die Schwingungen in nur einer Normalkoordinate werden
als Normalschwingungen oder auch als Moden bezeichnet. Sie sind Lésungen
von der Form (15.15) fiir die urspriinglichen Koordinaten.

Durch Einsetzen des Ausdrucks (15.23) fiir die alten Koordinaten berech-
nen wir die Lagrangefunktion in neuen Koordinaten. Mit Hilfe der Bedingung
(15.24) und der definierenden Gleichung (15.19) des Eigenwertproblems er-
gibt sich

1
-2

Dies ist eine Summe von Termen, in die nur eine Koordinate eingeht. Deshalb
entkoppeln die zugehdrigen Bewegungsgleichungen,

Q* + (w*)2Q* = 0.

Dies ist der Zweck der Transformation zu Normalkoordinaten. Die Normal-
schwingungen werden durch o numeriert und haben die folgende Form. Es
ist

L=33 (@) - @], (15.25)

o

Q*(t) = ReAe™™, (15.26)

wihrend alle andern Normalkoordinaten verschwinden; Q?(t) = 0 fiir 8 # «.
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15.2.2 Zwei gekoppelte harmonische Oszillatoren

Betrachten wir zwei 1-dimensionale harmonische Oszillatoren der gleichen
Masse m und Federkonstanten D, die auflerdem durch eine Feder der Feder-
konstanten D' gekoppelt sind. Die Auslenkungen aus der Ruhelage seien &;
und &;. Die Riickstellkraft fiir Massenpunkt 1 ist

Fy = -D¢& — D'(& — &),
und die Riickstellkraft auf Massenpunkt 2 ist
Fy, = —D& — D'(& — &).
Das Potential dazu ist
D D'
V(&,8&) = 5(&% +&)+ 7(51 — &)°. (15.27)

Man rechnet leicht nach, dafl in der Tat

0
F; = —a—&V(&,&)- (15.28)
Die Matrix k = (k;;) hat also die Gestalt
D'+D -D
k:( b 17+D>' (15.29)

Die Sikulargleichung (15.20) lautet
det(m ™'k — w?1) =0,

oder explizit,
w* —2w*(d' 4+ d) + (d' + d)* — d” =0,

mit den Abkiirzungen d = D/m, d' = D'/m. Die beiden Losungen sind

Wwii=d+d+d (15.30)

Die zugehorigen Eigenvektoren zu den beiden Eigenfrequenzen v/d und
v d + 2d' kénnen wie in der linearen Algebra iiblich bestimmt werden.
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Es ist jedoch einfacher, die Symmetrie des Problems auszunutzen. Das
Problem ist invariant unter der linearen Transformation P, die die Koordi-
naten &; und & vertauscht,

£ — P¢ (15.31)
(P = & (15.32)
(P = & (15.33)

Man wihlt neue Koordinaten, die der Symmetrie des Problems angepafit sind
und unter P bis auf einen Faktor in sich selbst iibergehen

1
= —(&+ &), 15.34
q1 \/5(61 §2) ( )
1
= —(& — . 15.35
42 \/5(51 ) ( )
Die Lagrangefunktion rechnet man um auf
mr. .
L =7 |67 + 3 — wia) — wig3] (15.36)
D
2 2
= == 15.37
Wy m w_, ( )
D+ 2D/
wy = 7:% = w3. (15.38)

Man sieht durch Vergleich mit Gl. (15.25), da8 die ¢,, @ = 1,2, bis auf einen
Faktor y/m schon die Normalkoordinaten sind. Die zugehoérigen Normal-
schwingungen mit den Frequenzen w; und ws sind parallele bzw. gegenldufige
Bewegungen der beiden Massenpunkte. Die Bewegungsgleichungen fiir die
Normalkoordinaten sind entkoppelt und die Lésungen lauten

Q1 (t)
Q@(t) =

Riicktransformation liefert die allgemeine Losung fiir die urspriinglichen Ko-
ordinaten.

Q

1e*W (15.39)
et (15.40)

Q

() = —=(0+ @) = —=(are7™ + ae™™?") (15.41)

—twit

NS
S-Sl

E(t) = (1 — @) = (are age_i“’zt) (15.42)
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Ein interessantes Phinomen bei gekoppelten harmonischen Oszillatoren ist
die Schwebung. Wir betrachten dazu den Realteil der Lésung und wihlen die
Anfangsbedingungen wie folgt.

&(0)=A £(0)=0 (15.43)
£&(0)=0 £&(0)=0 (15.44)
(15.45)
Die Losung lautet dann
A —
&(t) = g(cos wit + coswat) = A cos w2 5 Y1t cos * Y24 (15.46)
A _
&) = §(c0s wit — cos wot) = Asin 2 5 “Ltgin 2 * Y24 (15.47)

Sind die beiden Oszillatoren nur schwach aneinander gekoppelt, also D' < D
gilt

W1 + Wo ~ 2&)1 (1548)
w —wy A0, (15.49)

Die beiden Oszillatoren schwingen beide mit der mittleren Frequenz (w; +
wz)/2 mit der sich sehr langsam #dndernden Amplitude A cos[(wy — w1)t/2]
bzw. Asin[(wy—wi)t/2]. Das An- und Abschwellen der Amplitude nennt man
Schwebung, die Energie schwingt mit der Schwebungsfrequenz wy — w; von
einem Oszillator zum anderen.

15.2.3 Gitterschwingungen
Wir betrachten ein kubisches Gitter, dessen Gitterpliatze wir durch Vektoren

n= (nla No, n3)

mit ganzzahligen n; numerieren. Jedem Gitterpunkt sei ein Massenpunkt der
Masse m zugeordnet. Die Auslenkung des Massenpunktes bei n aus seiner
Ruhelage werde mit &, bezeichnet. Das Potential V' habe ein Minimum, wenn
alle Auslenkungen &, verschwinden. Ist die Gitterkonstante a, so ist die Po-
sition des Massenpunkts am Gitterpunkt n gleich

X, = an + &, (15.50)
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Das Potential kann von den Positionen aller Massenpunkte abhingen. Wir
betrachten es als Funktion der Auslenkungen &,, die kollektiv als £ bezeichnet
werden sollen. Am Minimum sind alle &, = 0.

Wir konnen das Potential um sein Minimum entwickeln. Wegen der
Minimum-Eigemschaft verschwinden alle partiellen ersten Ableitungen. So-
mit

V(©) = V(0)+ 5 Z Z (15.51)

n,n’ i,3'=1

+Terme héherer Ordnung , (15.52)
mit
I = A 3] (15.53)
vy —V —0 - :
T 06L06m ©le=o

Wenn man die hoheren Ordnungen vernachléssigt, arbeitet man mit der har-
monische Ndherung. Der Term nullter Ordnung ist die Ruheenergie des Sy-
stems, sie tragt zur Dynamik nichts bei und kann deswegen Null gesetzt
werden, V' (0) = 0.

Wir betrachten hier nur den einfachsten Fall eines Potentials, das Wech-
selwirkungen zwischen néchsten Nachbarn beschreibt. Wir bezeichnen mit
it den Einheitsvektor in p-Richtung, p = +1,+2,+3. Dabei ist die —1-
Richtung entgegengesetzt zur 1-Richtung. Die sechs niichsten Nachbarn von
n sind dann n + . Summen {iber p gehen iiber alle sechs Richtungen, aufler
wenn durch die Bedingung “x > 0” Einschrinkung auf die drei “positiven”
Richtungen (mit nichtnegativen Eintrigen in den Vektor ji) angezeigt wird.

Wir nehmen an, daf§ das Potential in harmonischer Ndherung nur von der
Differenz der Auslenkungen nichster Nachbarn abhéngt, und dafl maximale
Isotropie herrscht. Die letzte Annahme wird zur Folge haben, dafl longitu-
dinal und transversal polarisierte Schallwellen einer gegebenen Wellenldnge
dieselbe Frequenz haben. In realen Kristallen ist das gewdhnlich nicht der
Fall.

Wir nehmen also ein Potential der Form

V(§) = = Y (bati — &)’ (15.54)

2 n>0

an. Die Riickstellkraft auf den Massenpunkt bei n ist damit
= _DZ &n — fn+u ) (1555)
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was der Kraft auf einen Massenpunkt entspricht, der durch Federn der Fe-
derkonstante D mit seinen néchsten Nachbarn verbunden ist.
Die zugehorige Lagrangefunktion L =T — V ist durch

L=% (%s - g > (ati — &)2) (15.56)

n>0

gegeben. Die Doppelsumme iiber n und g > 0 ist einer Summe iiber alle
ungeordneten Paare nédchster Nachbarn dquivalent.

Um nicht mit oo vielen Massenpunkten zu tun zu haben, kann man peri-
odische Randbedingungen einfiihren. Dies ist in der Festkérperphysik iiblich.
Es passiert jedoch nichts Schlimmes, wenn wir einen unendlich ausgedehnten
Kristall annehmen, obwohl wir dann oo viele Koordinaten &, haben.

Die Bewegungsgleichungen lauten

mén = =D Y (bn — &nsp)- (15.57)

Wir numerieren die Normalschwingungen durch k. Sie sind von der Form des
Ansatzes (15.15),
fn — nefiw(k)t
Wir benutzen hier eine neue Notation und schreiben w(k) anstelle von w®
um zu betonen, dafl die Frequenz eine Funktion von k sein wird.
Man kann nun wieder die Symmetrie des Problems ausnutzen. Die La-
grangefunktion (15.56) ist invariant unter Verschiebungen

n—=n+ Y b
©>0

mit ganzzahligen b, und entsprechender Permutation der Variablen &,. Wir
machen daher einen der Symmetrie angepafiten Ansatz fiir C,, derart, dafl
sich C,, bei einer Translation nur um einen Phasenfaktor dndert. Wir nehmen
k als reellen 3-dimensionalen Vektor und setzen

Cyp = ac™™ (15.58)
mit einem beliebigen Einheitsvektor a. Der Lésungsansatz lautet damit

Sn — aez’k-n—iw(k)t (15_59)
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Wahlt man fiir a einen der drei Basisvektoren in R? so sind dies
tatsdchlich bis auf einen Faktor m schon die Normalkoordinaten, abgese-
hen davon, dafl sie komplex sind. Die Losungen kommen jedoch in komplex
konjugierten Paaren, so dafl man leicht reelle Lésungen daraus baut.

Man berechnet nun

Con—Chin) = ae’k™ 1 — ethr) = 2g¢m 1—-cosk,);
fi it
W

7] >0

k, = j-k

Daraus folgt dafl der Ansatz die Bewegungsgleichung erfiillt, vorausgesetzt
die Frequenz hat den Wert

w(k)? = % S (1= cosky) - (15.60)

Die Lésungen sind ebene Wellen die in k-Richtung ausbreiten und in a-
Richtung polarisiert sind; sie sind physikalisch als Schallwellen zu interpre-
tieren. Die zugehorige Frequenz ist durch die Dispersionsrelation (15.60) ge-

geben. Fiir kleine k| ist w(k) = \/g\k|.

15.3 Einige Grundbegriffe der Chaostheorie
NOCH NICHT GESCHRIEBEN





