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Chapter 1

Die Prinzipien

1.1 Naheinformationsprinzip
und Paralleltransport

Einer der wichtigsten Fortschritte der Physik im letzten Jahrhundert war die
Formulierung des sogenannten Nahewirkungsprinzips. Es besagt, daf schein-
bar vorhandene Krafte zwischen Teilchen nicht von einer direkten ”Fern”-
Wirkung des einen Teilchens auf das andere herrithren, wie man seit Newton
annahm. Vielmehr werden sie durch Felder vermittelt, die selbst dynamis-
chen Gleichungen geniigen miissen. Betrachten wir beispielsweise ein System
aus elektrisch geladenen Teilchen ¢ = 1...N mit elektrischen Ladungen g;, die
sich zur Zeit t an den Orten r; aufhalten und Geschwindigkeiten v; haben.
Dann ist die Kraft auf Teilchen 7 gleich der zeitlichen Anderung seines Im-
pulses p; und durch die Lorentzkraft gegeben.
dcz’ = o (Bl 1) + %[vi x B(r,, 1))

Sie ist also durch das elektrische Feld E und das magnetische Feld B am
selben Ort r; wo sich das Teilchen befindet, und zur selben Zeit gegeben.
Dieses Feld ist auch nicht etwa durch die Lage der andern Teilchen j zur
selben Zeit bestimmt, sondern wird als Losung der Maxwell Gleichungen
bestimmt

10B(r,t) _

ET +V x E(I‘, t) =0

1 0E(r,t) _ 4m,
P +V x B(r,t) = ?‘](r, t).
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Ausserdem miissen physikalisch mogliche elektromagnetische Felder noch den
beiden weiteren Bedingungen geniigen, daf

VE(r,t) = 4mp(r,t), (1.1)
VB(r,t) = 0. (1.2)

Diese Gleichungen enthalten keine zeitlichen Ableitungen; sie schranken die
physikalisch erlaubten Anfangsbedingungen ein. j und p sind Strom und
Ladungsdichte. Siesind durch Ort, Geschwindigkeit und Ladung der Teilchen
bestimmt.

Der entscheidende Punkt ist hier die Lokalitdt dieser Gleichungen. Sie
beinhalten nur Verkniipfungen zwischen Groflen am selben Ort und zur sel-
ben Zeit, oder in einer infinitesimalen Umgebung des selben Raum-Zeit-
Punkts. Fernwirkung der Art, da die Kraft auf ein Teilchen durch die
Lage und Geschwindigkeit der anderen Teilchen zur selben Zeit bestimmt
ware, wiirde auch der speziellen Relativitatstheorie widersprechen, da diese
einen Begriff absoluter Gleichzeitigkeit an verschiedenen Raumpunkten nicht
kennt.

Man glaubt heute, daf alle in der Natur vorkommenden Wechselwirkun-
gen durch Eichfeldtheorien beschrieben werden. Darin eingeschlossen ist die
durch die allgemeine Relativitiatstheorie gelieferte Theorie der Gravitation.
Diese Theorien geniigen einer Verschirfung des oben erwadhnten Prinzips
der Lokalitat. Ich will es als Naheinformationsprinzip bezeichnen. Wegen
seiner Allgemeingiiltigkeit erscheint es als ein wirklich grundlegendes Prinzip.
Das Naheinformationsprinzip verlangt, dafi es nicht nur keine Krafte tiber
endliche Entfernungen, sondern auch keine Moglichkeit des direkten Infor-
mationsaustauschs iiber endliche Entfernung geben soll. Will ein Beobachter
Information an einen andern Beobachter iibermitteln, so wird er hierzu ein
Signal aussenden miissen. Dieses wird sich dann nach den Gesetzen der
Physik in der Raum-Zeit fortpflanzen. Was am Ort des zweiten Beobachters
ankommt, wird im allgemeinen vom Zustand des Mediums abhangen, durch
das das Signal gelaufen ist. Beispielsweise konnte es von Schwerefeldern oder
von elektomagnetischen Feldern, die langs seines Wegs wirksam sein mogen,
beeinflult werden. Wir stellen uns vor, daf§ das Signal Information von Punkt
zu (infinitesimal benachbartem) Punkt transportiert, also ldngs eines Wegs
C in der Raum-Zeit.

In der allgemeinen Relativitatstheorie und in Eichfeldtheorien interessiert
man sich fiir den Vergleich der Richtung von Vektoren durch Beobachter an
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verschiedenen Punkten der Raum-Zeit. Dabei sind verschiedene Arten von
Vektoren von Interesse. In der allgemeinen Relativitatstheorie sind es Tan-
gentenvektoren an Kurven durch z, beispielsweise die Vierergeschwindigkeit
u eines Teilchens am Raum-Zeit Punkt z. In der speziell relativistischen
Elektodynamik ist = (r,t), und V;, ist ein 1-dimensionaler komplexer Vek-
torraum, in dem die Wellenfunktion W(r,¢) eines geladenen Teilchens am
Raum Zeit Punkt z seinen Wert nimmt. Wir kommen darauf spater zuriick.

Wir betrachten also eine 4-dimensionale Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M
mit Punkten x € M. Zu jedem Punkt z in M soll es einen Vektorraum V,
geben, in dem die Vektoren v des Beobachters bei z liegen. Vektoren in ver-
schiedenen Vektorrdaumen kann man nach den Regeln der Mathematik nicht
addieren, subtrahieren oder sonst vergleichen. Damit ein Beobachter bei y
einen Vektor v € V, mit Vektoren in "seinem” Vektorraum V, vergleichen
kann, muf} der Vektor v (die in ihm enthaltene Information) léings eines Wegs
C von z nach y transportiert werden. Es werden also Abbildungen U(C)
benotigt

UC) : Vpm=y, fiir Wege C' von z nach y (1.3)

Da V, Vektorraume sind, werden diese Abbildungen als linear angenommen.
Die Abbildungen U(C) werden als Paralleltransporter bezeichnet. ! Nach
der obigen Diskussion wird man erwarten, daf§ die Paralleltransporter U(C)
nicht a priori gegeben sind. Vielmehr werden sie durch die Werte gewisser
Felder langs des Wegs C bestimmt. Diese Felder werden zu bestimmen sein
als Losung lokaler Gleichungen fiir ihre zeitliche Entwicklung, wie wir dies
beim elektromagnetischen Feld sahen. Im allgemeinen wird U(C) vom Weg
C abhingen, und nicht nur von seinem Anfangs- und Endpunkt.

Da wir uns vorstellen, dafl ein Signal von Punkt zu benachbartem Punkt
lauft, werden die Paralleltransporter der folgenden Zusammensetzungsregel
geniigen miissen. Sei C; ein Weg von x nach y und C5 ein Weg von y nach
z. Dann lauft der daraus zusammengesetzte Weg C5 o C; von x nach z. Es
muf} gelten

Z/{(CQ e} 01) = U(CQ)Z/{(Cl) : ‘/z —> ‘/z (14)

!'Nach der speziellen Relativititstheorie mag es natiirlich erscheinen, die Existenz
solcher Paralleltransporter zunfchst nur fiir iiberall positiv zeitartige Wege C zu pos-
tulieren. Doch sind damit bereits Paralleltransporter fiir beliebige Wege C' bestimmt,
wenn man Stetigkeit und die beiden Eigenschaften (1.4) und (1.5) postuliert. Hierzu
denkt man sich einen beliebigen Weg durch eine Zackenlinie o. &. aus positiv und negativ
zeitartigen Stiicken approximiert.
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Auf der rechten Seite sind zwei Abbildungen nacheinander auszufiihren.
Sei weiter —C' gleich dem in umgekehrter Richtung durchlaufenen Weg
C. Dann soll gelten
U-C)=uC)™ (1.5)

In Worten: Ist der langs C' von z nach y paralleltransportierte Vektor v gleich
w, so ist auch der langs —C' von y nach x transportierte Vektor w gleich v.
Ist schlie8lich () der ”leere Weg” von z nach z, so soll

UuD)=1 (1.6)

sein. Ausserdem fordert man iiblicherweise, um lokale Differentialgleichun-
gen iiberhaupt formulieren zu kénnen, dafi #(C) in stetiger und differen-
zierbarer Weise vom Weg C' abhéngt. Mit einer prézisen mathematischen
Formulierung dieser letzten Forderung werde ich mich an dieser Stelle nicht
befassen. Es wird aber spater noch iiber die physikalische Bedeutung der An-
nahmen, die notwendig sind, damit diese Forderung sinnvoll ist, zu sprechen
sein

Eine Zuordnung U : C' — U(C) von Abbildungen U(C) zu Wegen C' mit
den geschilderten Eigenschaften nennt man einen Zusammenhang .

Ist ein Zusammenhang gegeben, so lassen sich daraus eine Reihe von
abgeleiteten Groflen bilden, insbesondere die kovariante Ableitung und der
Kriimmungs- oder Feldstarketensor. Diese sollen jetzt eingefiihrt werden.

Hierzu brauchen wir zuerst noch den Begriff des Tangentenvektors. Eine
Kurve % in M (genauer: ein Kurvenstiick) ist gegeben durch eine Abbildung

T—C(r)e M

die jedem reellen Parameterwert 7 aus einem Intervall der reellen Achse R
einen Punkt von M zuordnet. Wir werden nur stiickweise glatte Kurven
betrachten. 3

2Mit Kurve ist in diesem Text stets eine parametrisierte Kurve gemeint. Kommt es auf
die Parametrisierung nicht an, so sprechen wir von einem Weg.

Zwei Kurven 71 — C1(71) und 75 — Cs(72) bestimmen denselben Weg, wenn Cy (2 =
f(11) = C1(m1)) fur eine geeignete monoton steigende Funktion f.

Ein Zusammenhang I ordnet jeder Kurve C von z nach y eine Abbildung U(C) : V,, —
Vy zu, die nicht von der Parametrisierung der Kurve C' abhéngt.

3Damit der Begriff einer stiickweise glatten Kurve definiert ist, mu8 M a priori Struktur
besitzen, iiber die noch zu sprechen sein wird. Gewohnlich nimmt man an, dal M eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, s. Anhang ?7?.
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Zwei Kurven C durch x haben den gleichen Tangentenvektor Y bei z
wenn sie sich einander anschmiegen bei x. Man kann daher Tangenten-
vektoren bei z definieren als Aquivalenzklassen von glatten Kurven durch
z, die sich einander anschmiegen. ” Anschmiegen” bedeutet anschaulich, daf}
die beiden Kurven in einer infinitesimalen Umgebung von z iibereinstimmen,
Parametrisierung eingeschlossen. Mathematisch genauer gesprochen schmiegen
sich die Kurven einander an, haben also den gleichen Tangentenvektor, wenn
die in der folgenden Gl1.(1.7) definierten Differentialoperatoren dy iibereinstimmen.

Einem Tangentenvektor Y bei z ist in eindeutiger Weise ein Differential-
operator Oy zugeordnet, und umgekehrt. Jy wirkt auf reelle Funktionen f
auf M. Oy f(x) ist eine relle Zahl, und wird als Richtungsableitung von f
bei z in Richtung Y bezeichnet. Sie ist wie folgt definiert. Sei C' irgend eine
Kurve durch z = C(0) mit Tangentenvektor ¥ bei . Dann setzt man

O () = - F(Cr))y (1.7)

In der Mathematik ist es iiblich, Tangentenvektoren Y und Differential-
operatioren 0y zu identifizieren. Dem Physiker sei davon abgeraten. Der
Grund dafir ist, da} Tangentenvektoren in der Physik tblicherweise durch
ihre physikalische Bedeutung - z.B. Impuls, Vierergeschwindigkeit - definiert
sind, und nicht als Differentialoperatoren, insbesondere nicht in der klas-
sischen Physik. Wir werden dennoch spater Gleichungen hinschreiben wie
Y = Y#0/0x*. Sie sollten aber gelesen werden als: ”Der dem Tangentenvek-
tor Y zugeordenete Differentialoperator ist Y*#0/0x"”.

Differentialoperatoren kann man addieren und mit reellen Zahlen mul-
tiplizieren. Daher liegen Tangentenvektoren bei z in einem Vektorraum
T,M. Fiir eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit ist dieser Vektorraum 4-
dimensional. Dies ist anschaulich klar, und wird offensichtlich, wenn wir
spater lokale Koordinaten einfuehren, und 0y durch Ableitungen nach Koor-
dinaten z* ausdriicken: Y = Y Y*#9/0z*. Es sei schliesslich ausdriicklich da-
rauf hingewiesen, dafl der Tangentenvektor einer Kurve von ihrer Parametrisierung
abhingt, wie man aus der Formel fiir Jy sieht.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Begriff der kovarianten
Ableitung. Ist fiir jeden Punkt z ein Vektor v(z) € V, gegeben, so sprechen
wir von einem Vektorfeld v. Ein Vektorfeld ist also eine Verallgemeinerung
des Begriffs einer reellen Funktion f auf M. Die kovariante Ableitung Dyv(x)
eines Vektorfelds v in Richtung des Tangentenvektors Y bei x ist eine Verall-
gemeinerung der Richtungsableitung dy f(x) einer reellen Funktion. Die Idee
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ist in beiden Fillen die gleiche. Man vergleicht f(x) bzw. v(z) bei z = C(0)
mit f(y) bzw. wv(y) beim infinitesimal benachbarten Punkt y = C(7) auf
einer Kurve C, deren Tangentenvektor Y ist. Es ist

v £ (&) = lim L[7(C(7)) — F(C(0))] = 7)),y

Da aber v(z) und v(y) in verschiedenen Vektorrdumen V, und Vj, liegen,
ist ihre Differenz nicht erklart. Um sie voneinander abziehen zu konnen,
muf} man zuvor v(y) per Paralleltranport nach V, abbilden. Entsprechend
definiert many

Dyvfa) = U-CH(CE)hs € Vi

= lim ~[U(C) o(C(r) — v(C(O))] (L8)
Dabei ist C, das Stiick der Kurve C von z = C(0) nach y = C(7). Da-
her ist U(C;)™' = U(—C;) eine Abbildung von V, nach V,. Dyuv(z) ist
wieder ein Vektor in V, wie v(z) selbst. Die kovariante Ableitung héngt
vom Zusammenhang U ab, weil das Resultat des eben erwidhnten Paral-
leltransports davon abhangt. Spater werden wir Paralleltransport und ko-
variante Ableitung fiir beliebige Tensorfelder definieren, darin eingeschlossen
reelle Funktionen (”Skalare”). Die Verallgemeinerung wird so sein, da$ fiir
reelle Funktionen f die kovariante Ableitung Dy f der gewdhnlichen Rich-
tungsableitung 0y f gleich ist.

SchlieBlich sei bemerkt, dal man in G1.(1.8) v(y) nicht fiir alle Punkte y
in einer Umgebung von x zu kennen braucht, sondern nur auf einem Kur-
venstiick durch z mit Tangente Y. Daraus ergibt sich die Moglichkeit der
folgenden Verallgemeinerung.

Ein Vektorfeld lings einer Kurve C ist bestimmt durch Angabe eines
Vektors v(7) € Vi fiir jeden Punkt C(7) der Kurve C. Sei Y(7) der
Tangentenvektor der Kurve C' bei C(7). Dann kann man die kovariante
Ableitung von v in Richtung der Tangente Y betrachten. Man fiihrt fiir
diese Grosse eine spezielle Bezeichnung ein, und nennt sie die kowvariante
Ableitung von v(7) nach 7.

D d _
d—’l)(T) = Dy(rnyv(1) = —[U(Cor) " 0(0)]o=r € Virr) (1.9)
T do

Cyr ist dabei das Stiick der Kurve C von C(7) nach C'(¢). Von der entsprechen-
den Formel fiir die Ableitung - f(7) unterscheidet sich 2uv(r) wiederum
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nur durch die Notwendigkeit, einen Paralleltransport von C(o) nach C(7)
durchzufihren.

Ein Vektorfeld v lings einer Kurve C heifit parallel, wenn v(11) aus v(7s)
durch Paralleltransport langs der Kurve C hervorgeht. Nach G1.(1.9) ist dies
genau dann der Fall, wenn

D
dTU

Als néchstes wollen wir der Kriimmungs- oder Feldstdirketensor einfiihren.
Fiir eine geschlossene Kurve C von z nach z ist der Paralleltransporter U(C) :
V, +— V, eine Abbildung des Vektorraums V, in sich. Der Feldstarketensor
gibt U(C) — 1 fiir infinitesimal kleine Wege (1 = identische Abbildung) an.
Eine koordinaten unabhéngige mathematische Definition wird in GI.(1.14)
gegeben werden. Um den Kontakt mit der anschaulichen Bedeutung her-
auszuarbeiten, ist es jedoch notwendig, etwas weiter auszuholen.

Auf einer Mannigfaltigkeit M kann man stets in einer Umgebung eines
Punkts z ein Koordinatensystem einfiihren, und zwar auf unendlich viele
Weisen. Anschaulich gesprochen nimmt man hierzu einfach einen Pinsel, und
malt ein Netz von beliebig krummen, aber glatten und einander benachbarten
Linien. Fiir unsere 4-dimensionale Raum-Zeit Mannigfaltigkeit brauchen wir
4 reelle Koordinaten x*, u = 0...3. Reelle Funktionen f auf M konnen dann
als Funktionen dieser reellen Koordinaten betrachtet werden, und nach diesen
differenziert werden. Sind C* die Koordinaten der Punkte auf einer Kurve C
durch z mit Tangentenvektor Y bei z = C(0), so liefert die Definition (1.7)
der Richtungsableitung

O () = S V* () = V4O f(x)

(1) = Dy(ryv(r) =0  fiir alle 7. (1.10)

mit Jon
Y= —(7=0).
dr
Wir schreiben kurz Y = 3~ Y#0,, wobei das =" in der oben vereinbarten
Weise zu lesen ist: ”Der dem Tangentenvektor zugeordnete Differentialop-
erator ist...”. Stattdessen kann man auch 9, als Symbole fiir Basisvektoren
im Tangentenraum 7, M auffassen, und ihre Interpretation als Differential-
operatoren zeitweilig vergessen. Speziell ist ¥ = 0, Tangentenvektor an
eine der Koordinatenlinien. Fiir die kovarianten Ableitungen fiihrt man die
Abkiirzung ein

Dy =D, fiir Y =0, (1.11)
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Wir werden spéter sehen, dafl Dy linear ist in Y. Also ist

Dy =) Y*D, (1.12)
o

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen iiber Koordinaten kommen wir
jetzt zum Krimmungs- oder Feldstarketensor. Nach Wahl eines Koordi-
natensystems kénnen wir einen geschlossenen Weg C' betrachten, der aus
Stiicken der Koordinatenlinien in ¢ und v-Richtung besteht, und ein infinites-
imales Quadrat umschliefit, wie in der Zeichnung angegeben. Wir betrachten

das Ergebnis des Paralleltransports um C' herum und definieren

Fu(@): VeV,
durch
UC)=1—F,(x)oztdz” (keine Summe iiber p,v.) (1.13)

Differenzierbarkeitsannahmen an U(C') garantieren, dafl #/(C) — 1 im Limes
kleiner dx*, dx¥ zu dx*dx” proportional ist.

Fu(z) gibt die Anderung eines Vektors an, wenn man ihn um einen in-
finitesimalen geschlossenen Weg herum parallel transportiert. Im Spezialfall
wo die Paralleltransporter U(C') vom Weg unabhdngig sind, ist F,, = 0.
Den geschlossenen Weg C' kann man zusammensetzen aus zwei Wegen C}
und Cy; C = —Cy o C4. Daher ist F,,(z) = 1 — U(Coy)~'U(Cy) = 0, wenn
U(Cy) = U(C1). Umgekehrt folgt aus F,, = 0, dal ¢(C) unabhingig vom
Weg C ist. Genauer gilt, da8 U(Cy) = U(C)) ist, wenn C; und Cj diesel-
ben Anfangs- und Endpunkte haben, und stetig ineinander deformiert wer-
den konnen. Solche Wege nennt man homotop. In einer einfach zusam-
menhangenden Mannigfaltigkeit sind beliebige Wege zwischen = und y ho-
motop.

SchlieBlich soll auch eine koordinatenunabhéangige Definition gegeben wer-
den. Das oben betrachtete Viereck besteht aus Koordinatenlinien mit Tan-
gentenvektoren 0, und 0,. Seien nun Y € T, M und Z € T, M zwei beliebige
Tangentenvektoren bei z. Man definiert dann den Kriimmungstensor mit
Hilfe zweiter kovarianter Ableitungen,

R(Z, Y)U(QT) = (Dsz — DyDZ — D[Z,y])v(il?). (114)

Diese Formel benétigt einige Erklarungen. Dywv(z) hingt vom Tangenten-
vektor Y € T, M bei z ab und aulerdem vom Vektorfeld v in einer Umge-
bung von z. Um DyDyv(z) zu bestimmen, brauchen wir aber Dyuv(x')
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nicht nur fiir ' = z, sondern in einer Umgebung von z, oder zumindest auf
einer geeigneten Kurve durch z. Damit Dywv(z') definiert ist, mufl deshalb
Y =Y(2') € T,y M fiir alle solchen z’ gegeben sein. Dies ist erfiillt, wenn ein
Tangentenvektorfeld Y gegeben ist. Ein solches Vektorfeld Y bestimmt einen
Tangentenvektor Y (z') € T,y M fiir jedes 2'. Sind Z,Y zwei Tangentenvek-
torfelder und v ein Vektorfeld mit v(x) € V;, so ist DzDyv(z) erklirt, und
der Ausdruck (1.14) ist sinnvoll. Dabei ist [Z,Y](z) der Tangentenvektor,
der dem Differentialoperator 0,0y — 0y 0z zugeordnet, ist.

Es ergibt sich nun aber, da§ das Resultat fir R(Z,Y)v(z) tatséchlich
nicht von den Vektorfeldern v, Z, und Y in einer Umgebung von = abhangt,
sondern nur von ihren Werten v(z), Z(z), Y (z) am Punkt x selbst. Fiir jedes
Paar von Tangentenvektoren Z,Y bei z ist also R(Z,Y’) eine wohldefinierte
Abbildung

R(ZY): Vi Vi (1.15)

Die Beziehung dieser Grofie zum oben definierten Feldstarketensor F,,
ergibt sich wie folgt. Ist ein Koordinatensystem gewahlt, so lassen sich
Tangentenvektorfelder Y, Z schreiben als Y (z) = ¥ Y#(z)0,, und Z(z) =
> Z"(x)0,, mit reellen Funktionen Y#(z), und Z#(z), und 0, = 9/0z™".

Dann ist
[Z,Y](z) = Z (Zuw _ yuw) Oy

m OxH OxH

Insbesondere ist also [Z,Y] = 0, wenn Z = J, und Y = 0, . Schreibt man
die kovarianten Ableitungen in GI.(1.14) aus mit Paralleltransportern, wie
in G1.(1.8) (zweite Gleichung), und vergleicht mit der Definition (1.13) von
Fuv, so sieht man, daf3

R(Z,)Y)(z) =Fu(z) fir Z=0,, Y =20,.

Also ist
Fw=D,D,—-D,D, (1.16)
Wegen der Linearitit von R(Z,Y) in Z und Y gilt allgemeiner
R(Z,)Y) = Z"(2)Y"(x) Fu(z). (1.17)
s

In Eichfeldtheorien wird F,, als Feldstirketensor bezeichnet, in der allge-
meinen Relativitdtstheorie spricht man vom Kriimmungstensor (vgl. nach
G1.(1.30) unten) und benutzt iiblicherweise den Buchstaben R. Wir werden
bei der Notation F,, bleiben, um Verwechslungen mit dem spater einzufiihrenden
Ricci-Tensor R, zu vermeiden.
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1.2 Beschreibung durch Matrizen

Die Formulierung physikalischer Grundgleichungen mit Hilfe der bisher eingefiihrten
Grossen - insbesondere der kovarianten Ableitung - hat den Vorteil, daf§ damit

die Erfiillung des Naheinformationsprinzips manifest wird. Diese Grossen
konnten definiert werden, ohne dafl es dazu notwendig wére, eine Basis in

den Vektorraumen V, oder ein Koordinatensystem auf M zu wahlen.

Fir den Zweck praktischer Rechnungen ist es jedoch haufig gunstiger,
zu einer Beschreibung der Abbildungen U(C) : V, — V, und der daraus
abgeleiteten Grossen durch Matrizen iiberzugehen.

Um einer linearen Abbildung eine Matrix zuordnen zu kénnen, mufl man
zunachst eine Basis in den beteiligten Vektorrdumen wéhlen.

Sei n die Dimension der Vektorraume V,. Wir benétigen eine Basis
e(z) = (e1(x),...,en(z)) mit eq(z) € V, fiir jedes x € M. Eine solche
wird als gleitende Basis bezeichnet (engl: moving frame, frz: repeére mo-
bile). Wir werden verlangen, daf} e, () stetig und (kovariant) differenzierbar
von x abhingen. Die genaue Bedeutung dieser Forderung wird spater erklért
werden.

Nach dem Naheinformationsprinzip kann es keine ausgezeichnete gleit-
ende Basis geben, denn sonst konnte man Vektoren v € V;, und w € V, a
priori vergleichen, indem man ihre Komponenten v*, w® beziiglich der aus-
gezeichneten Basis vergleicht.

Ist eine gleitende Basis in irgend einer willkiirlichen Weise gewahlt, so
kann man Vektoren v(z) € V, nach dieser Basis entwickeln.

v(z) = ivo‘(m)ea(w), (1.18)

mit reellen oder komplexen Koeffizienten v*(z). Gleichzeitig werden den
Abbildungen U(C) Matrizen U(C) = (U%(C)) durch folgende Formel zuge-
ordnet:

U(C)ea(z) = es(y)UP(C)  fiir Wege C von z nach y. (1.19)
p=1
Im folgenden werden wir Summationen nicht mehr explizit angeben, sondern
vereinbaren, daf} iiber wiederholte Indizes summiert wird (Indizes y, v, ... von
0 bis 3, Indizes a, (... von 1 bis n = dimV}). U(C) werden als Paralleltrans-
portmatrizen bezeichnet.
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Wir werden gleich untersuchen, wie sich die Matrizen U(C') &ndern, wenn
man zu einer andern gleitenden Basis €/(z) libergeht. Wir kénnen die neuen
Basisvektoren nach den alten entwickeln,

€a () = e5(2) S5 (2). (1.20)
Definieren wir U’(C') durch U(C)el,(z) = €j(y)U"5(C), so ergibt sich durch
Einsetzen und Vergleich, dafl

U'(C) = S(y)"'U(C)S(a) (1.21)

S(y) ist die Matrix mit Elementen S%(y), und S(y)~! ihr Matrix-Inverses.
FEichtransformationen sind Transformationen gleitender Basen von der
Form (1.20). Daher gelten GIl.(1.21) und seine Folgerungen fiir Eichtrans-
formationen. Haufig ldsst man allerdings nicht beliebige Transformationen
(1.20) als Eichtransformationen zu. Wir werden sehen, dass sowohl in der
allgemeinen Relativitatstheorie als auch in den Eichtheorien der Elemen-
tarteilchenphysik Skalarprodukte <, >, in V, existieren, die unter Paral-
leltransport invariant sind. (In der allgemeinen Relativitédtstheorie ist das
Skalarprodukt nicht positiv definit). In Eichtheorien kann es noch weitere
Invarianten unter Paralleltransport geben, vgl spater. Als Eichtransforma-
tionen ldsst man dann nur solche zu, die das Skalarprodukt (und ggf. andere
Invarianten) invariant lassen, die also insbesondere (pseudo)-orthogonale glei-
tende Basen in ebensolche iiberfithren. Die Gruppen G, solcher Eichtrans-
formationen (1.20) bei x sind fiir alle z isomorph, denn ist g, € G, und
C' ein Weg von z nach y, so ist U(C)g,U(C)~" € G,. Die Aquivalenzklasse
bezeichnet man als Fichgruppe G. G, enthilt auf jeden Fall die sogenannte
Holonomiegruppe H,. Sie besteht aus Basistransformationen der Form

e, (x) =U(C)eq(x) , (1.22)

wo C eine beliebige Schleife von x nach x ist. In andern Worten, S# (z) =
U” (C). Typischerweise ist G, = H,.

Die folgenden Betrachtungen gelten fiir ganz beliebige Transformationen
(1.20) gleitender Basen.

Wir betrachten den Spezialfall eines infinitesimalen Kurvenstiicks C' von x
nach y mit Tangentenvektor Y. Wir nehmen an, es sei ein Koordinatensystem
in einer Umgebung von x eingefiihrt. Seien {z* = C(0)} und {z* + jz* =
C(d7)} die Koordinaten der infinitesimal benachbarten Punkte z und y. Da
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U(P) = 1 ist (Einheitsmatrix), so folgt aus Differenzierbarkeitsannahmen,
daf}

U(C) =1 -T,dz" = 1 —T,Y*sr, (1.23)
da qcH
5o = 1 5y,
dr

Dabei ist jede der vier Grossen I';, eine n X n Matrix; n = dim V,. T', kann
aus U(C) bestimmt werden, indem man einen Weg in p-Richtung betrachtet,
sodafl nur dz# fiir p = p nicht verschwindet. Aus Formel (1.21) folgt, dafl
sich T',(z) beim Ubergang (1.20) zu einer andern gleitendenBasis wie folgt
transformiert,

T,(z) =T, (z) =S(z)'Tyu(2)S(x) + S(x)~'0,S(z). (1.24)

Schliefilich sei bemerkt, dafl die Grosse I'(z) = T',(z)dx* wegen der Definition
(1.23) bei fester Wahl der gleitenden Basis nicht vom Koordinatensystem
abhingt. Hierauf werden wir spéter zuriickkommen. Eine Linearkombination
von Differentialen dz* nennt man eine 1-Form. Entsprechend ist I'(x) eine
Matrix aus 1-Formen I'% (x)dz*.

Die Matrixelemente I'% ,(z) der Matrizen T',(z) werden als Zusammen-
hangskoeffizienten bezeichnet. Sie hangen nicht nur vom Zusammenhang U,
sondern auflerdem von der Wahl einer gleitenden Basis ab. In Eichfeldtheo-
rien ist es iiblich, A, statt I, zu schreiben, und A, als Vektorpotential zu
bezeichnen .

Als néchstes betrachten wir die kovariante Ableitung. Es ist iiblich, die
folgende Semicolon-Notation fiir die a-Komponente des Vektors D,v(z) € V,
zu benutzen.

(Dyw)*(z) =v°%,(z), sodaB Dyu(z) =1, (z)eq(z). (1.25)

Es folgt aus GI.(1.23) und der Definition (1.8) der kovarianten Ableitung ,
daB Dy in Y linear ist. Es ergibt sich daher allgemein, dafl

(Dyv)*(z) = YH0° (2), (1.26)

wenn Y = Y*#g, ein Tangentenvektor bei z ist.
Es soll nun gezeigt werden, daf sich v%,(z) mit Hilfe der Zusammen-
hangskoeffizienten 1'% | wie folgt ausdriicken lésst.
v, (x) = 0,v%(x) + Faﬂu(x)vﬂ(x) (1.27)

e
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Dabei ist 0,v%(z) die gewohnliche partielle Ableitung der reellen oder kom-
plexen Funktion v® nach der Koordinate x*.

Wie schon nach GI.(1.8) bemerkt wurde, geniigt es, v lings einer Kurve
C mit Tangentenvektor Y zu kennen, um Dyv zu bestimmen. Ist v ein
Vektorfeld lings C, also v(7) € Vi(r), Dyv = Dv/dr, so ergibt sich anstelle
von GI1.(1.26,1.27)

(%))%) _ “;77(7) YT, (C ()0 (7). (1.28)

Dies folgt aus G1.(1.26,1.27) nach der Kettenregel, wenn man sich v als Ein-
schrankung eines Vektorfelds auf M auf den Weg C' vorstellt.

Um diese Formeln zu verifizieren, gehen wir von der Definition (1.8) der
kovarianten Ableitung aus. Sei C' eine Kurve durch z = C(0) mit Tangen-
tenvektor Y = Y#0, bei z, und C, das Kurvenstiick davon von z = C(0) bis
C(7). Dann ist nach G1.(1.23)

U(C,) ' =U(-C,)=1—7Y*T,(z) + ...

Hier und im folgenden stehen die Punkte ... fiir Terme der Ordnung 72 und
héher. Somit ist nach G1.(1.19)

Dyv(z) =
UQ(C(T))eﬂ(x)Uﬂa(—CT)]TZO
(va(x) + Twauva(gg))eﬂ (z) (5@ YT () + )]
_ w(auvﬂ(x)+rﬂw(x)ua(x))eﬁ(x). qed.

Als Spezialfall von G1.(1.25,1.27) ergibt sich die kovariante Ableitung der Ba-
sisvektoren eg(z). Schreibt man eg(x) = v¥eq (), so ist v* = §% unabhingig
von z. Daher erhalt man

7=0

Dyes(x) = ea(a)%, (2) (1.29)

Die Zusammenhangskoeffizienten konnten also auch als Komponenten der
kovarianten Ableitungen der Basisvektoren erklart werden. Es war schon
darauf hingewiesen worden, daf sie nicht nur vom Zusammenhang I/, sondern
auch von der gleitenden Basis abhingen.



14 CHAPTER 1. DIE PRINZIPIEN

Schliesslich wollen wir jetzt noch den Feldstarketensor F,,, in Matrixsprache
ibersetzen. Fir jeden Wert von pu,v ist F,,(x) eine lineare Abbildung
Vy — V,. Die zugehorige Matrix bezeichnen wir mit

FI“/ = (Fa,éuu(x)) = (Raﬂuu(x)) (130)

In der allgemeinen Relativitdtstheorie wird gewchnlich R% ,(x) als Kriim-
mungstensor bezeichnet. Im néchsten Paragraphen werden wir sehen, daf
R?,,, die Komponenten eines Tensors vierter Stufe sind, wenn e eine holonome
Basis im Tangentenraum ist. F,, ist definiert durch

Fuveal) = es(x) %, (2) (1.31)

auv

Gl.(1.16) besagt, da F,, = D,D, — D,D,, ist. Wir setzen dies ein und
erhalten aus G1.(1.25)

Fuvea = Dyviav) = DyV(ap),
wobei
U(aa‘/) = DVeOé = eﬂrﬂau

nach GIL.(1.29). Setzen wir nun GI1.(1.25,1.27) ein, so ergibt sich ein Ausdruck
der Form (1.31) mit

F, =0, — 0,T,+[T,,T,] (1.32)

r,r,)=r,r,-r,r,ist dabei der Kommutator der beiden Matrizen I,
und I',. In Komponentenschreibweise lautet G1.(1.32)

Raﬂ,ul/ = aura v - a,,raﬁu + Pa,yur,yﬂy - I\a’yur’)’ﬂ“ (133)

Statt von GI.(1.16) hétten wir uch von der urspriinglichen Definition

(1.13) von F,, ausgehen konnen. In Matrizen iibersetzt lautet diese Gle-

ichung
1-F,dz"6z” =U(C), 1.34
o
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UIC) =1—- Fu(z)oztdz” no sum

Figure 1.1: Definition des Kriimmungstensors

15
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wobei C' die geschlossene Kurve der Zeichnung 1.1 ist, d.h. ein aus in-
finitesimalen Stiicken der Koordinatenlinien zusammengesetztes Viereck.

Daraus ergibt sich aufgrund von G1.(1.21) das Transformationsgesetz beim
Ubergang (1.20) zu einer neuen gleitenden Basis,

F,, —F,, =S(z) 'F,(r)S(z) (1.35)

Durch Einsetzen der Definition (1.19) der Paralleltransportmatrizen, ihrem
Ausdruck (1.23) durch Zusammenhangskoeffizienten, und der Matrix-Version
der Zusammensetzungsregel (1.4) fiir Paralleltranporter fiir die vier Stiicke
des rechteckigen Wegs C' kommt man, von GI.(1.34) ausgehend, zum sel-
ben Ergebnis (1.32) fiir F,,,. Damit ist gleichzeitig gezeigt, daf8 die beiden
in Abschnitt 1.1 gegebenen Definitionen von F,, dquivalent sind, wie dort
behauptet wurde.

1.3 Paralleltransport von Tangentenvektoren
und Pseudo-Riemannsche Geometrie

In der klassischen 4 allgemeinen Relativitiitstheorie interessiert man sich fiir
den Paralleltransport von Tangentenvektoren. Beispielsweise fragt man, ob
die Vierergeschwindigkeit eines Teilchens am Raum-Zeit Punkt x und am be-
nachbarten Punkt y seiner Weltlinie " dieselbe” ist. Die Vierergeschwindigkeit
bei x ist der Tangentenvektor an die Weltlinie eines Teilchens am Punkt z,
wenn die Weltlinie durch die Eigenzeit parametrisiert wird - vgl. spater.

Tangentenvektoren wurden in Paragraph 1 eingefiihrt. Die Tangenten-
vektoren am Punkt x der 4-dimensionalen Raum-Zeit Mannigfaltigkeit M
bilden einen reellen 4-dimensionalen Vektorraum V, = T, M. Ein Tangen-
tenvektorfeld Y ist gegeben, wenn fiir jedes z € M ein Vektor Y (z) € T,M
gegeben ist.

Um Tangentenvektoren an verschiedenen Punkten x und y vergleichen
zu kénnen, braucht man nach der Diskussion von Paragraph 1 Paralleltrans-
porter

UuCcC): T,M—T,M, C' ein Weg von z nach y. (1.36)

47klassisch” soll heiflen, da8 die Bewegung von Massenpunkten klassisch beschrieben
wird, und nicht quantenmechanisch.
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Man sagt, die Gesamtheit I der Paralleltransporter U(C') bestimmt einen
(linearen oder affinen) Zusammenhang.

Um zu einer Beschreibung durch Matrizen iiberzugehen, mufl man eine
gleitende Basis einfiithren. Ist in der Umgebung O des Punkts £ € M ein
Koordinatensystem auf M gewihlt, so bestimmt dieses gleichzeitig eine gleit-
ende Basis e(x) = (eo(z), ..., e3(x)). Dabei sind e, (z) die Tangentenvektoren
an die Koordinatenlinien,

eu(r) =0, (1.37)

Man nennt solche gleitenden Basen holonom, oder auch Koordinatenbasen °

Nicht jede gleitende Basis ist holonom, d.h. es gibt fiir eine gleitende Basis
nicht immer ein Koordinatensystem derart, dafi G1.(1.37) gilt. Holonome
Basen haben die Eigenschaft, dafi die den Basisvektoren e,(z) zugeordneten
Differentialoperatoren miteinander kommutieren.

Wie schon frither betont wurde, kann es nach dem Naheinformations-
prinzip eine ausgezeichnete gleitende Basis nicht geben, da man sonst Vek-
toren an verschiedenen Raum-Zeit Punkten dadurch a priori vergleichen
konnte, dal man ihre Komponenten beziiglich der ausgezeichneten Basis ver-
gleicht. Da aber jedes Koordinatensystem eine gleitende Basis bestimmt, so
folgt daraus, dafl es auch kein ausgezeichnetes Koordinatensystem auf M
geben kann. Vielmehr ist ein Koordinatensystem so gut wie ein anderes.
Dies fiihrt zur Forderung der allgemeinen Kovarianz: Die Feld- und Bewe-
gungsgleichungen in der allgemeinen Relativitatstheorie missen fiir beliebige
Wahl eines Koordinatensystems ihre Giiltigkeit behalten. Um dies sicher zu
stellen, gibt es zwei Moglichkeiten.

i) Man formuliert die Gleichungen ausschliefilich mit Hilfe der in Para-
graph 1 eingefiihrten Grossen - kovariante Ableitungen u.s.w - die ohne Bezug
auf ein Koordinatensystem oder eine gleitende Basis definiert wurden, oder

ii) Man rechnet nach, daf§ die Gleichung ihre Form behilt nach einer
Koordinatentransformation

o 2t = pH (20, ...2?) (1.38)

Dabei sind ¢* beliebige stetig differenzierbare, nicht notwendig lineare, Funk-
tionen. Sie miissen nur der Einschrankung geniigen, daf} die Jacobi-Determinante

5Tm folgenden werden wir die Vektoren einer holonomen Basis mit Indizes u, v = 0...3
numerieren, wiahrend die Vektoren einer beliebigen gleitenden Basis mit «, (... numeriert
werden sollen. Auf diese Weise soll durch die Notation angezeigt werden, ob eine Gleichung
fiir beliebige Wahl einer gleitenden Basis gilt, oder nur fiir holonome Basen.
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der Transformation nicht verschwinden soll. Im folgenden werden wir statt
GL.(1.38) kurz
ok 2t = 2 (20, ...2?) (1.39)

schreiben.

Wir wollen nun bestimmen, wie sich die Zusammenhangskoeffizienten
I?,, und die Komponenten R’ des Krummungstensors bezuglich einer
holonomen Basis unter einer Koordinatentransformation (1.39) transformieren.
Eine solche Koordinatentransformation induziert gleichzeitig eine Transfor-

mation der gleitenden Basis (1.37)

eu(x) = e, () = e, (2)S",(x). (1.40)
Nach der Kettenregel fiir die Differentiation ist

, 0 _(8CUV) 0
B oxie N ox’ O

e

Daher ist in G1.(1.40)

ozr” ox'"
v [T “\p _—
SY, = pm und 7% = (S7)", = 57 (1.41)
Da I',dz* fiir feste gleitende Basis eine koordinatenunabhéngige Bedeutung
hat, so ergibt sich aus dem Transformationsgesetz (1.24) von I, beim Ubergang
zu einer anderen, durch ein neues Koordinatensystem bestlmmten gleitenden

Basis, daf

I, (z)dz'" = [S(z)"'T,(x)S(z) + S(x)~'9,S(z)]dx

Dabei sind {z*} und {z'#} die alten und die neuen Koordenaten des Punkts
z € M. Da

ox”
v __ I _ w Qv
dz¥ = dx (83:’“) = dz*5",
ist, so ergibt sich durch Vergleich der Koeffizienten von dz'#

ox”
ox'm’

Durch Betrachten der Matrixelemente und Einsetzen des Ausdrucks (1.41)
fiir die Matrixelemente von S(z) ergibt sich daraus
0x'” 9z* 9z 0z 0"

re =17 1.42
PR WY OxT Ox!P Ox'H + o0x™ 0x'POx'H ( )

I, (z) = [S(z)"'T,(2)S(x) + S(z)"'9,S(z)] —
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Die Herleitung der hier angegebenen Form des zweiten Terms der rechten
Seite vereinfacht sich durch Benutzung der Tatsache, dafi (0f/0z")dz” =
(Of /0x'P)dx'P ist.
Durch eine entsprechende Rechnung ergibt sich aus GIl.(1.35) fiir den
Kriimmungs tensor (1.30)
0x' Oz Oz dx*

R puv = R WAK 8m7 ax[p axlu ax’” (143)

Man sagt, dal R- sich wie ein Tensor transformiert; wir werden darauf
zuriick kommen. Im Gegensatz dazu geniigt I'© einem inhomogenen Trans-
formationsgesetz (1.42), bei dem ein von I' unabhéngiger Summand auftritt.

Von besonderer Bedeutung sind Zusammenhénge U mit speziellen Eigen-
schaften, die nun diskutiert werden sollen. Dabei ist es wesentlich, dafl wir
jetzt Zusammenhénge betrachten, die den Paralleltransport von Tangenten-
vektoren bestimmen.

Ein solcher Zusammenhang wird metrisch genannt, wenn in den Tangenten-
raumen 1, M ein Skalarprodukt <, >, erklart ist, und sich die dadurch definierte
Lange eines Vektors beim Paralleltransport nicht &ndert. Allgemeiner gilt
dann

<UO)Y, U(C)Z >y=<Y, Z >, (1.44)

fiir jeden Weg C' von x nach y, und jedes Y, Z € T, M.

Das Skalarprodukt <, >, definiert den metrischen Tensor g,,(z) und
umgekehrt. Man sagt, es bestimmt eine Riemannsche Metrik. Die definierende
Gleichung lautet

<ey ey >z=gu(z), oder <Y, Z>,=Y"Z"g, () (1.45)

tirY, Zin T,M,Y =Y"0,, Z =2%0,.

Aus der ersten dieser Gleichungen sehen wir, wie g, (z) von der Wahl des
Koordinatensystems abhangt. Die von einer Koordinatantransformation in-
duzierte Transformation (1.40) der holonomen gleitenden Basis ergibt fiir g,,,
das folgende Transformationsgesetz bei Korrdinatentransformationen (1.39).

o0z? 0x°

Quv — gllw = Ypo

Dies ist das Transformationsgesetz eines kovarianten Tensors 2-ter Stufe, vgl.
Paragraph 2 von Kapitel II.
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Den Index x an <, >, lassen wir hinfort meist weg. Er ergibt sich aus dem
Kontext. In der Allgemeinen Relativitatstheorie wird das ”Skalarprodukt”
<, >, ahnlich wie schon die Metrik in der speziellen Relativitatstheorie nicht
positiv definit sein.

Die Torsion S eines Zusammenhangs kann definiert werden durch den
antisymmetrischer Teil der Zusammenhangskoeffizienten

25%, =17, —T7, . (1.47)

Im Gegensatz zur Kriimmung kann die Torsion nur fiir Zusammenhénge im
Tangentenraum definiert werden, da der Ausdruck I'% — I'® 5 sinnlos ist,
wenn (3, y Indizes verschiedener Art sind (beispielsweise 8 = 1...n, u = 0...3).
Aus Gl. (1.42) ergibt sich das Transformationsgesetz unter Koordinaten-
transformationen
0z'” 0z¥ Ox”

S S = STWW 020 D'k (1.48)

Der inhomogene Term im Transformationsgesetz (1.42) fiir die Zusammen-
hangskoeffizienten kiirzt sich heraus. Die Torsion transformiert sich also im
Unterschied zu den Zusammenhangskoeffizienten wie ein Tensor. Daraus
folgt, dass die Torsion fiir jede Wahl des Koordinatensystems verschwindet,
wenn sie fiir irgend eine spezielle Wahl verschwindet.

Ebenso wie die Kriimmung kann man die Torsion auch in koordinatenun-
abhéingiger Weise definieren.

S(Y,Z)=DyZ — DzY — Y, Z]. (1.49)

ergeben sich hieraus durch Entwicklung nach der

v

Die Koeffizienten SPM
holonomen Basis

S(Y, Z)(x) = Y*(2) 2" (2) S, (x)e,(x) € T,M (1.50)

Man rechnet nach, dafl sie durch G1.(1.47) gegeben sind.

Es wird sich aus dem in Paragraph 4 formulierten Aquivalenzprinzip
ergeben, daf3 die Torsion in der Einstein’schen Gravitationstheorie verschwindet.
Auflerdem verlangt diese Theorie einen metrischen Zusammenhang. Wie
schnell eine (ideale) Uhr lduft wiirde sonst von ihrer Vorgeschichte abhidngen.
Damit wiirde der Begriff der Eigenzeit seinen physikalischen Sinn verlieren
(da sie nicht mefibar wére), und die Zeit wére nicht nur relativ, d.h. vom
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Bezugssystem abhingig, sondern sie wire iiberhaupt undefiniert. Allerd-
ings folgt aus dem Aquivalenzprinzip, dafl das durch den metrischen Tensor
definierte Skalarprodukt <, >, in der Allgemeinen Relativitatstheorie nicht
positiv definit ist, wohl aber nicht entartet.

Aus den eben genannten Griinden ist der folgende Satz von grundlegender
Bedeutung fiir die Allgemeine Relativitatstheorie.

Fundamentalsatz der Riemannschen Geometrie

Zu einer gegebenen Metrik gibt es genau etnen metrischen Zusammenhang
mit verschwindender Torsion. Seine Zusammenhangskoeffizienten sind durch
den metrischen Tensor bestimmt nach der Formel

Fplw = gpara;wa (151)
1
Fauu - E(augau + augau - aagul/) (1'52)

Dabei sind g°° die Komponenten des inversen metrischen Tensors, d.h.
9% oy = 0%,

Der Beweis dieses wichtigen Satzes ist enttduschend, denn er ergibt sich
durch einfache Rechnung. Zunichst zeigt man, dafl die kovariante Ableitung
des metrischen Tensors verschwinden muf}, damit der Zusammenhang metrisch
ist, d.h. damit das Skalarprodukt <, > invariant ist unter Paralleltransport.
Dies bedeutet, dafl

gau;u = augm/ - guTFTgu - gaTFT,,M =0 (153)

fiir jedes u, v, 0. Kovariante Ableitung und Semikolon-Notation werden spéater
fiir beliebige Tensorfelder im Einklang mit der hier benutzten Notation definiert
werden.

Fir [,y = gMFTW ergibt sich daraus

a,ug(n/ = FO’V,LI, + Fuau (154)
Daraus folgen durch Permutation der Indizes die beiden weiteren Gleichungen

augau = Fauu+ruau (155)

—OgGuv = _F;wa_ru;w (156)

Bildet man die halbe Summe dieser drei Gleichungen, und benutzt, dafl wegen
des Verschwindens der Torsion Iy, = I',4, ist, so erhdlt man GI1.(1.52).
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Damit bleibt nur noch G1.(1.53) zu zeigen. Sei C ein infinitesimaler Weg
vom Punkt z mit Koordinaten {z#} zum infinitesimal benachbarten Punkt
y mit Koordinaten {y# = z# + dz#}. Sei weiter Y = Y*e,(z) € T, M und
ebenso Z = Z*e,(x) € T, M. Dann ist nach G1.(1.19), (1.23) und (1.45)

<UC)YUC)Z >, = YHZY <e,(y),eqs(y) >, U, (C)U,(C)

= Y"Z"9,5(y)(6", — I?,027)(6°, — [, 02%).

s

Nun ist
ngT(y) = gpa('r) + augpa(x)(sxu + ...

Damit ergibt sich bis zu Gliedern erster Ordnung in éz
<UCYUC)Z >y=Y 2" g (2) + Y*Z"(0r 9y — Uopr — Lpor) 027
Aufgrund der Forderung (1.44) der Metrizitdt muf} dies gleich
<Y,Z >,=Y"Z"g,,(x)

sein. Da 0z, Z und Y beliebig waren, ist dies nur moglich, wenn Gl. (1.52)
gilt. Damit ist der Beweis des Fundamentalsatzes der Riemannschen Geome-
trie vollstandig.

Positivitat der Metrik wurde nicht angenommen, wohl aber die Existenz
eines inversen metrischen Tensors, damit man I'?, aus I';,,, bestimmen kann.
Die Metrik darf also nicht entartet sein, d.h. es muss det(g,,) # 0 sein.

Ist eine positiv definite Metrik gegeben, so bestimmt sie die Lange einer
Kurve C von z, = C(\,;) nach z. = C(\.) nach der Formel

dCH(N) dCV(A))f 0 1.57)

s = /: <g,w(0()\)) A d\

In der allgemeinen Relativitatstheorie ist die Metrik nicht positiv definit, je-
doch behélt G1.(1.57) (mit einem geéinderten Vorzeichen) fiir zeitartige Kur-
ven ihren Sinn. Dies wird in Paragraph diskutiert werden.

Innere Geometrie von Flichen im R3

Um dem Leser die Riemannsche Geometrie etwas vertrauter zu machen, soll
nun als Beispiel die innere Geometrie einer im R? eingebetteten Fliache M
diskutiert werden.
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Die Punkte r des Raums R? sind Tripel reeller Zahlen
r=(r,r%r%), r"eR

Da R3 ein linearer Raum ist, konnen Tangentenvektoren v € T.R? mit Punk-
ten v = (v',v% v?) des R? identifiziert werden. Eine Beispiel einer Kurve
durch ry mit Tangentenvektor v ist gegeben durch

r(A) =rp+vA

Die lineare Struktur des R3 liefert also eine a priori Moglichkeit, Tangen-
tenvektoren an verschiedenen Punkten r zu vergleichen. Zwei Tangentenvek-
toren v; und vs sind gleich, wenn v; = vy ist.

Sei nun ein Koordinatensystem auf der Fliache M gewahlt, sodafl ein
Punkt z € M durch zwei Koordinaten (z',z?) bestimmt ist. Die Lage der
Fliche M im R3 ist dann durch 3 reelle Funktionen bestimmt,

r(zt, %) = (r*(2!, 2%),r?(2', 2%), r*(a', 2?)).

Die Lange einer Kurve A — r()\) im R? ist durch

_ /A (dz—(;) . d‘;—(;)> " (1.58)

gegeben. Betrachten wir speziell eine Kurve, die auf der Flache M liegt, so
ist

r(A) =r(z' (), 2*(N)).
Wir benutzen die Abkiirzungen

. o . : 0o 0 dz*
r’M(xl,:r?) = @r’(xl,mj), r’yuu(xl,aﬁ) = @axurz(ajl,f), h = %
Wiederholte Indizes p, v werden summiert von 1 bis 2, wiederholte obere
Indizes i von 1 bis 3. Damit ergibt sich nach GI.(1.58) die Lange der Kurve

auf M zu

Ae % NN 1
5= | (r* ot atiY)2dA.
a

Durch Vergleich mit G1.(1.57) sehen wir, dafi der zugehdrige metrische Tensor
auf M durch

guw(z) =71 (21, 2*)r' (2!, 2? Summe iiber i =1...3 1.59
1% U N
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gegeben ist. Als nichstes geben wir eine Vorschrift an, wie Tangentenvek-
toren auf M paralleltransportiert werden sollen. Zu jedem Punkt z der
Fliache M konnen wir den Normalenvektor n(x) zu M definieren. Explizit
ist n = ¢i;r; X r9, oder ausfiihrlicher

"Z(fr) = ci(2) Z eijkrj,l(xla 332)Tk,2(33la $2)-
Jk

€5k ist der vollstandig antisymmetrische Tensor im R? mit €193 = 1, und Der
Normierungsfaktor ¢;(z) > 0 kann so bestimmt werden, dai n-n = 1 ist.
Ein Vektor v im R? ist genau dann Tangentenvektor an eine Kurve in M
bei x € M wenn v auf dem Normalenvektor n(x) senkrecht steht.
Sei nun C' ein infinitesimales Kurvenstiick vom Punkt x € M mit Koordi-
naten (z', z?) zum infinitesimal benachbarten Punkt y € M mit Koordinaten
(z' + 6z, 2% + 62?). Sei v € T, M. Dann ist v -n(z) = 0. Wir setzen

U(C)v =v —n(y)(v-n(y)) (1.60)

Offensichtlich ist der Vektor U(C') € T, M, denn er steht senkrecht auf n(y).
Auflerdem ist seine Lange gleich der von v, bis auf Korrekturen, die von 2-ter
Ordnung in éz sind. Dies folgt daraus, daf die Komponenten von n(y) —n(z)
von der Ordnung dz sind. Daher gilt das gleiche fiir v-n(y), denn v-n(z) = 0
fiir beliebige Tangentenvektoren v. Also folgt aus Gl. (1.60), da8

UC)V - UC)v=v-v—(v-n@y)’ =v -v+0(z) .

Setzen wir einen endlichen Weg C aus N infinitesimalen Stiicken zusam-
men, so wird der Paralleltransporter U (C') vermdge der Zusammensetzungsregel
(1.4) erklért sein. Da Néx = O(1) ist, so wird die Liange von U(C)v gleich
der von v sein bis auf Korrekturen von der Ordnung dz, die gegen 0 streben,
wenn 0x — 0 geht. Somit ist die Linge von U(C)v gleich der Lénge von v.

Der durch GI1.(1.60) definierte Zusammenhang ist also metrisch.

Wir bestimmen nun die Zusammenhangskoeffizienten.

Die durch Koordinaten auf M bestimmte holonome gleitende Basis in
T, M ist durch die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien gegeben,

o
B ogn”

Die damit zu identifizierenden Vektoren im R3 sind

or(x!, 22
eu = % = r"u(.',E). (161)
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Wir benutzen die Abkiirzung 0, = %. Sei nun v ein Vektorfeld auf M.
Nach Gl. (1.60) und der Definition (1.8) ist die kovariante Ableitung von der
Form

D,v(z) = 0,v(z) — ¢(z)n(z) (1.62)

Aus der Forderung, da D,v(z) € T,M sein muss, und daher auf n(x)
senkrecht steht, ergibt sich

c(z) =n(z)-d,v(z).

Wir werden diesen expliziten Ausdruck aber nicht brauchen. Wir entwickeln
nun D,v(z) nach den Vektoren e,(z) der holonomen gleitenden Basis,

D,v(z) = (D,v)"(z)e, ().

Aus der Kenntnis der kovarianten Ableitungen fiir beliebiges v ergeben sich
die Zusammenhangskoeffizienten vermoge

(Dpv)” = 0" + 17, ,0°

Die Basisvektoren stehen senkrecht auf n(z), und ihr Skalarprodukt ist durch
den metrischen Tensor gegeben, vgl. G1.(1.59). Bezeichnen wir wie gewohnlich
die Komponenten des inversen metrischen Tensors mit ¢g”” so ergeben sich
die Komponenten von D, v(z) als

(Dyuv)”(z) = g""(z)e,(z) - Duv(x)
Also ist nach GI.(1.62) wegen v -n(z) =0,
(Dw)” = ¢"°r ,0,v (1.63)
Entwickelt man v = v%e, = v°r,, so ergibt sich

(Duv)u = ¢"r,0,(v°r,)

= g"(r, 1,007 + 1,1 5,07)
Da (r,-r, = g, ist, so hat dies die Form

(D)’ = 0" + T, 07 (1.64)
mit Zusammenhangskoeffizienten

I, =" ; Loy =T, T oy (1.65)
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Andererseits ist nach G1.(1.59)
Oulps =T Top+T5 T pp.

Die Zusammenhangskoeffizienten des durch den metrischen Tensor auf M
bestimmten Riemannschen Zusammenhangs ergeben sich daraus nach G1.(1.52).
Das Resultat ist identisch mit G1.(1.65).

Der durch die Formel (1.60) fiir den Paralleltransport definierte Zusam-
menhang auf M ist also ein Riemannscher Zusammenhang. Die zugehdrige
Metrik auf M ist durch die Euklidische Weglinge von Kurven im R? bes-
timmt.

1.4 Das Aquivalenzprinzip

Seit Galilei wissen wir, dafl alle Korper gleich schnell fallen. Dies bedeutet,
daf trage und schwere Masse einander gleich sind. Diese Gleichheit ist ex-
perimentell mit einer Genauigkeit von 1 in 10'? bestitigt. Im Rahmen der
nichtrelativistischen Mechanik ist die Lagrangefunktion eines Massenpunkts
der Masse m im Gravitationspotential ®(z) bei Abwesenheit anderer Kréfte
gegeben durch

1 , da!
L= §mv2 —ma, (vz = dfﬁ > (1.66)

Daraus ergibt sich, daf} sich die Masse in der Bewegungsgleichung herauskiirzt,

dv? 0d
—_— = , =1,2 . 1.
dt Ozt (1=1,2,3) (1.67)

Teilchen mit verschiedener Masse geniigen also derselben Bewegungsgleichung
- sie fallen gleich schnell.

Durch Ubergang zu einem mitfallenden Bezugssystem kénnen wir aufer-
dem den Einflufl der Gravitation lokal eliminieren. Solche Schwerelosigkeit
ist dem heutigen Fernsehzuschauer eine von Raumfliigen vertraute Tatsache.
Die Einschriankung, dafl die Elimination des Gravitationsfelds nur lokal - d.h.
an einem Punkt - lokal moglich ist wird aus dem folgenden Beispiel klar.

Die Erde bewegt sich freifallend im Gravitationsfeld von Sonne und Mond.
Wir betrachten ein mitfallendes (nicht rotierendes) Bezugssystem mit Ur-
sprung im Erdmittelpunkt. Ein im Erdmittelpunkt ruhender Beobachter
bleibt relativ zu diesem Bezugssystem in Ruhe, bewegt sich also kraftefrei.
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Weg vom Erdmittelpunkt gilt dies jedoch nicht mehr. Dort bleiben Krifte.
Deren Wirkung auf die Wassermolekiile der Ozeane ist verantwortlich fir
das Entstehen der Gezeiten. Deshalb bezeichnet man Krifte dieser Art
als Gezeitenkrafte. Zu jedem gegebenen Zeitpunkt kann man also durch
Ubergang zu einem geeigneten Bezugssystem die Gravitationskrifte also an
einem beliebigen Punkt r des Raums wegtransformieren, im allgemeinen je-
doch nicht in einer ganzen Umgebung davon - jedenfalls nicht exakt. Wie
grof} die Gezeitenkrafte sind, hangt vom Abstand vom Punkt r ab und von
der zweiten Ableitung des Gravitationspotentials. In der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie wird an die Stelle der zweiten Ableitung des Potentials eines
schwachen Gravitationsfelds der Kriimmungstensor treten.

Das Aquivalenzprinzip der allgemeinen Relativitatstheorie gibt eine math-
ematische Formulierung der eben beschriebenen Unmdoglichkeit, durch lokale
Experimente zu unterscheiden zwischen einem in einem Gravitationsfeld freifal-
lenden nichtrotierenden System (lokales Inertialsystem) und einem gleich-
formig bewegten System im gravitationsfreien Raum. Verkniipft mit der
Forderung, daf in einem lokalen Inertialsystem die spezielle Relativitatstheorie
gelten soll, kann es wie folgt formuliert werden.

Aquivalenzprinzip

i) Die Geometrie ist lokal Minkowski’sch. D.h., in der Umgebung eines
beliebig vorgegebenen Punkts & € M gibt es ein Koordinatensystem {z*}
derart, daf

9uw(Z) = nu = diag(—1,+1,+1,+1) (1.68)
™ (3) = 0. (1.69)

Ein solches Koordinatensystem nennt man ein lokales Inertialsystem oder
auch lokales Lorentzsystem.

ii) Bei Abwesenheit von Nichtgravitationskrdften bewegt sich ein Massen-
punkt bei T relativ zum lokalen Lorentzsystem wie ein freies Teilchen, d.h.
die Komponenten u* = dz*/cdr der Vierergeschwindigkeit erfillen

du*

— =0. 1.70
dr ( )

Dabei ist T die Figenzeit, d.h. die von einer mitgefiihrten Uhr gemessenen

Zeit. Allgemeiner gelten bei & im lokalen Lorentzsystem die Bewegqungs- bzw.

Feldgleichungen der speziellen Relativitatstheorie.
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Bemerkung: Die Méglichkeit, nicht nur die Gravitation, sondern alle funda-
mentalen Kréfte durch Uberga,ng zu einem geeigneten Bezugssystem wegzu-
transformieren, wird spater bei der Behandlung von Eichfeldtheorien disku-
tiert werden.

Nach Punkt i) des Aquivalenzprinzips werden Langen bei £ gemessen wie
im Minkowskiraum. Ist Y ein Tangentenvektor bei £ mit Komponenten Y*
(beziiglich der durch das Koordinatensystem bestimmten holonomen Basis),
so hat er wegen GI.(1.69) nach Paralleltransport zu einem infinitesimal be-
nachbarten Punkt y immer noch die Komponenten Y* - vgl. G1.(1.23) fiir die
Paralleltransportmatrix. Auch der Paralleltransport geschieht also bei Z im
lokalen Lorentzsystem wie im Minkowskiraum. Im Unterschied zur speziellen
Relativitatstheorie kann man jedoch im allgemeinen durch keine Wahl des
Koordinatensystems die Giiltigkeit von G1.(1.68,1.69) fiir alle Punkte & € M
gleichzeitig erreichen.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dafl der
Punkt z die Koordinaten z# = 0 bekommt. Fiihren wir nun eine konstante
Lorentztransformation der Koordinaten durch

o — 2™ = A" z¥ A unabhingig von r, (1.71)

v

Nuw ANy = Ny (1.72)

Dann sehen wir aus den Transformationsgesetzen (1.46) und (1.42), dafl
die Giiltigkeit der Gleichungen (1.68,1.69) erhalten bleibt. Eine konstante
Lorentztransformation fihrt also ein lokales Lorentzsystem in ein anderes
lokales Lorentzsystem tber.

Aus GI1.(1.69) folgt, daf die Torsion in der Allgemeinen Relativititstheorie
verschwindet. Denn S¥ (%) =T% (%) —T*,(2) = 0 im lokalen Lorentzsys-
tem, und damit wegen des Transformations gesetzes (1.48) in jedem Koordi-
natensystem. Da Z beliebig war, folgt daraus Torsion = 0 iiberall. Umgekehrt
kann man leicht zeigen, dal man fiir beliebig vorgegebenen pseudo-Riemann-
schen Zusammenhang (mit 3 positiven und einem negativen Eigenwert von
guw) und beliebige Wahl von Z stets ein Koordinatensystem finden kann,

sodal G1.(?7?) gelten. Dies sei dem Leser als Ubung iiberlassen.
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1.4.1 Eigenzeit, und Vierergeschwindigkeit als Tangen-
tenvektor

Betrachten wir eine Kurve A\ — C(\) in der Raum Zeit Mannigfaltigkeit M
mit Tangentenvektor Y (\) bei C'()).

<Y(A),Y(A) >= gu (CA)Y*(N)Y”(N).
Wir nennen die Kurve C bei C())

zeitartig , wenn <Y(N),Y()) > <0, (1.73)
lichtartig, wenn <Y(A),Y(\)>=0, (1.74)
raumartig , wenn <Y(N),Y(\) >>0. (1.75)

Diese Begriffe sind damit unabhingig von der Wahl eines Koordinatensys-
tems definiert. Eine ganze Kurve wird zeitartig genannt, wenn sie iiberall
zeitartig ist, u.s.w.. In einem lokalen Lorentzsystem bei x = C'()) ist g, (C())
N Daher stimmen die Definition von zeitartig, lichtartig und raumartig mit
den aus der speziellen Relativitatstheorie bekannten iiberein.

Die Trajektorie eines Massenpunkts bestimmt eine Kurve in der Raum
Zeit Mannigfaltigkeit M bis auf die Parametrisierung; sie wird Weltlinie
genannt. Da in einem lokalen Lorentzsystem die Gesetze der speziellen Rel-
ativitatstheorie gelten sollen, so folgt, dal die Weltlinie eines Massenpunkts
stets zeitartig sein mufl , die eines Photons lichtartig .

Die Lénge einer zeitartigen Kurve C von z, = C(),) nach z. = C().)
wird definiert durch

0w = [ (“awlcon® T ) .

Entsprechend definiert man die Lange einer raumartigen Kurve ohne das
-Zeichen vor g, .

Ist die zeitartige Kurve C' Weltlinie eines Massenpunkts, so definiert man
das wahrend der Bewegung verstrichene Intervall der Eigenzeit 7 durch

s=cT. (1.77)

(1.76)

Hier und iiberall ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit in einem lokalen Lorentzsys-

tem. Es ist also )
1 dCHdC" \ ?
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Betrachten wir einen Punkt Z der Trajektorie, so konnen wir ein lokales
Lorentzsystem finden, in dem das Teilchen (momentan) in Ruhe ist, d.h.
dC?/d)\ = 0, fiiri = 1,2, 3. Ausgehend von einem beliebigen lokalen Lorentzsys-
tem lasst sich dies namlich durch eine lokale Lorentztransformation erreichen.
In diesem Bezugssystem vereinfacht sich G1.(1.78) zu

1
dr = —dz° = dt
c

Der hier eingefiihrte Begriff der Eigenzeit stimmt daher mit dem aus der
speziellen Relativitatstheorie bekannten iiberein: Die Figenzeit ist die mat
einer mitgefuhrten Uhr gemessene Zeit .

Es ist besonders zweckmafig, die Weltlinie eines Massenpunkts durch die
Eigenzeit 7 - oder durch s = c7 - zu parametrisieren. Die Kurve

T+ z(T)

gibt dann an, wo in der Raum Zeit M sich der Massenpunkt aufhalt, wenn
seine mitgefithrte Uhr die Zeit 7 anzeigt.

Die Vierergeschwindigkeit u = u(7) ist der Tangentenvector an die durch
die Eigenzeit parametrisierte Weltlinie des Massenpunkts am Punkt z(7),
multipliziert mit ¢='. Seine Komponenten sind

_ Lldaz*(1)
¢ dr

ut (1) (1.79)
Aus GL.(1.78) mit A = 7 folgt, dal u(7) ein zeitartiger Vektor der Linge —1

1st,
G (z (7)) ut(T)u" (1) = —1. (1.80)

1.4.2 Die Bewegungsgleichung eines Massenpunkts
bei Abwesenheit von Nichtgravitationskraften.

Die Bewegungsgleichung eines Massenpunkts sagt aus, wie sich seine (Vierer-)
Geschwindigkeit im Laufe eines infinitesimalen (Eigen-) Zeitintervalls dndert.
Aufgrund des Aquivalenzprinzips ist die Bewegungsgleichung in einem lokalen
Lorentzsystem gegeben durch G1.(1.70). Die Form dieser Gleichung in einem
beliebigen anderen Koordinatensystem kann man im Prinzip finden, indem
man die entsprechende Koordinatentransformation explizit durchfiihrt. Man
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kommt jedoch einfacher zum Resultat durch Anwendung eines der beiden
folgenden Verfahren.

1.) Man iiberlegt sich, was die koordinatenunabhéngige Bedeutung der
gegebenen Gleichung im lokalen Lorentzsystem ist, oder

2.) Man errit das Resultat, schreibt es in koordinatenunabhangiger Form
(durch Verwendung der koordinatenunabhéngig eingefiihrten Begriffe von
Paragraph 1, oder doch so, dafi die Gleichung in einem beliebigen Lorentzsys-
tem ihre Form behélt)und verifiziert, daf§ die Gleichung sich in einem lokalen
Lorentzsystem in der vorgegebenen speziell relativistischen Form schreiben
lasst. Hierzu benutzt man die Ausdriicke (??) fiir den metrischen Tensor und
die Zusammenhangskoeffizienten im lokalen Lorentzsystem.

Als Ratevorschrift wendet man dabei die sogenannte ”Komma wird Semikolon”-
Regel an. Sie besagt, dal man die Gleichung im lokalen Lorentzsystem
nehmen und iiberall gewohnliche durch kovariante Ableitungen ersetzen soll.
Auflerdem miissen Indizes y, v, ... wenn notig mit Hilfe des metrischen Ten-
sors gehoben oder gesenkt werden.

Beide Verfahren sollen nun illustriert werden, zuerst 1.).

Nach der Diskussion im Anschluf} an die Formulierung des Aquivalenzprinzips
geschieht der Paralleltransport im lokalen Lorentzsystem in gleicher Weise
wie im Minkowski-Raum, d.h. zwei Tangentenvektoren u(7) und u(7 + 67)
gehen auseinander durch infinitesimalen Paralleltransport hervor, wenn sie
die gleichen Komponenten haben. Die Bewegungsgleichung (1.70) besagt
aber gerade, dal die Komponenten der Vierergeschwindigkeit sich im in-
finitesimalen Zeitintervall 67 nicht &ndern. Also geht die Vierergeschwindigkeit
u(T + 07) zur Zeit 7 + 67 aus der Vierergeschwindigkeit u(7) durch in-
finitesimalen Paralleltransport langs der Weltlinie hervor. Dies ist bereits
die gesuchte invariante Formulierung, die ohne Bezug auf eine Koordinaten-
system Sinn hat. Wir konnen uns ein endliches Eigenzeitervall aus infinites-
imalen zusammengesetzt denken. Da die Vierergeschwindigkeit der Tangen-
tenvektor an die Weltlinie ist, so ergibt sich aus der bisherigen Diskussion die
folgende Eigenschaft der Weltlinie eines Massenpunkts: Der Tangentenvektor
am Punkt z(7) der Weltlinie eines Massenpunkts geht aus dem Tangenten-
vektor am Punkt z(7;) durch Paralleltransport lings der Weltlinie hervor.
Kurven mit dieser Eigenschaft nennt man autoparallel . Bei Abwesenheit
von Nicht-Gravitationskriften sind die Weltlinien von Massenpunkten also
autoparallele Linien.

In der Euklidischen Geometrie kann man Geraden als Kurven definieren,
deren Tangentenvektoren iiberall parallel sind. Autoparallele Linien sind die
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natiirliche Verallgemeinerung von Geraden in der Euklidischen Geometrie.
Im Spezialfall einer pseudo-Riemannschen Geometrie sind die autoparal-
lelen Linien mit den Geodéten identisch, wie wir in Kiirze sehen werden.
Es wurde gezeigt, dal das Vektorfeld u langs der Weltlinie parallel ist im
Sinne der Definition nach Gl.(1.9). Daher erfiillt sie die Gl.(1.10),

D

%U(T) = Dynyu(r) = 0. (1.81)
In Worten: Die kovariante Ableitung nach dem Parameter Eigenzeit der
Vierergeschwindigkeit verschwindet.

Die Ratevorschrift von 2.) fithrt zum selben Ergebnis. Sie besagt namlich,
daf} die gewdhnliche Ableitung d/dr in G1.(1.70) durch eine kovariante Ableitung
D/dr ersetzt werden soll.

In Komponentenschreibweise lautet die so gefundene Bewegungsgleichung
(1.81) eines Massenpunkts

du*(T)
cdt

+ u” (T)uf (1)T*, (z(7)) = 0. (1.82)

Im lokalen Lorentzsystem bei # = z(7) ist I'¥, ,(#) = 0. Daher stimmt dort
GL.(1.82) mit G1.(1.70) tiberein.
Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet in der speziellen Relativitatstheorie

dut
T pw
ar
Durch Vergleich mit G1.(1.82) sehen wir, dafi die Grofie

F' = —mc u"uT¥,

als Schwerkraft interpretiert werden kann.

Es soll schliellich noch gezeigt werden, dafl die Losungen der Bewegungs-
gleichung (1.82) die Geoditen auf der pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit
sind. Dabei wird die Formel (1.52) benutzt, die die Zusammenhangskoef-
fizienten eines pseudo-Riemannschen Zusammenhangs durch den metrischen
Tensor ausdriickt.

Geodditen sind Kurven extremaler Lange zwischen vorgegebenem Anfangs-
und Endpunkt. Wir interessieren uns hier fiir zeitartige Kurven, und ihre
Lénge s ist durch GI1.(1.76) gegeben. Wir definieren eine Wirkung Shsaterie
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als Funktion eines Stiicks Weltlinie eines Massenpunkts der Masse m durch
die Lange s des Stiicks Weltlinie vermoge

SMaterie = —mces = /L(IE(A),J?()\))CZA,

mit
—dA
L(i,z) = —mc][—gy, (z)i* i)/ (1.83)

Die Extremalbedingung s = 0 fiihrt auf die Euler Lagrange Gleichungen

dor oL _
d\0ir  OxP
Benutzen wir, dafl nach der Definition (1.78) der Bahnlénge

oy Y 1/2 _ cdr _ .
(=g (W) (V" (V]2 = = =

ist, so ergibt sich

d 1 1 09w ., .

— | —Zgupd" ) + =it = 0.

d\ ( 5 9ue ) 25 Our
Parametrisieren wir die Weltlinie durch die Eigenzeit A = 7, so ist s = ¢
konstant, und die obige Gleichung vereinfacht sich zu

1 -
guui + aygupiuiu - 5 pguyxul‘u == 0.

Wegen der Symmetrie von £”z* in den Indizes p, v is der zweite Term gleich
575" (0u9p + Ougpu). Setzen wir Gl (1.52) fiir die Zusammenhangskoef-
fizienten ein, so ergibt sich

. e
Gupt + 2"l =0,

oder
TP + a'v’“‘jc”l“”w(m) = 0. (1.84)

Dies stimmt mit G1.(1.82) iiberein. Der Punkt bedeutet Ableitung nach der
Eigenzeit.
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1.4.3 Gleichung der geodatischen Abweichung

Wir wollen nun untersuchen, wie sich nahe beieinander befindliche Massen-
punkte relativ zueinander bewegen bei Abwesenheit von Nichtgravitation-
skriaften. Wir konnen ein ”"mitfallendes” Koordinatensystem wéhlen, in dessen
Ursprung einer der Massenpunkte ruht. Die Frage ist dann, wie sich ein
zweiter, nahebei befindlicher Massenpunkt relativ zu diesem Koordinaten-
system bewegt. Da Marksteine irgendwelcher Art, die wir uns zu Ver-
messungszwecken im Universum aufgestellt denken konnen, ebenfalls der
Giiltigkeit der physikalischen Bewegungsgleichungen unterworfen sind, so
ist die Frage nach der Relativbewegung von Massenpunkten die eigentlich
physikalisch interessante Frage; an die Diskussion am Anfang dieses Para-
graphen sei erinnert.

Als Massenpunkte betrachten wir Probekorper, deren Masse so klein ist,
daldas von Thnen erzeugte Gravitationsfeld vernachlissigbar ist, sodafl sie
sich unabhéngig voneinander im dufleren Gravitationsfeld bewegen.

Betrachten wir nun eine Familie von Weltlinien. Jede dieser Weltlinien
soll durch die Eigenzeit des jeweiligen Massenpunkts parametrisiert sein, und
die verschiedenen Weltlinien der Familie sollen durch einen reellen Param-
eter & unterschieden werden, vgl. Zeichnung. Damit ist eine 2-Parameter
Familie z(£,7) € M von Punkten in M zu betrachten. Die Abweichung
einer infinitesimal benachbarten Weltlinie von der Bezugsweltlinie mit £ = 0
ist gegeben durch den Tangentenvektor n(7) an die durch £ parametrisierte
Kurve,

£ Cr(6) = z(8,7)

mit konstantem 7. Seine Komponenten sind

() = G
denn
(€, 7) = 2#(0, 7) + &n’(7) (1.85)

fir infinitesimales £. Bezeichnen wir die Vierergeschwindigkeit der Teilchen
mit u = u(&, 7), so gilt die Bewegungsgleichung (1.81)

D,u=0 fur jedes £ und alle 7 (1.86)

Dye,-yu(&, 7) ist ein Tangentenvektor in T, (&, 7) M. Fiir festes 7 definiert da-
her D,u ein Vektorfeld entlang der Kurve C;(£). Wir kénnen die kovariante
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Ableitung dieses Vektorfelds in Tangentialrichtung nehmen (vgl G1.(1.9)).
Diese verschwindet natiirlich, da das Vektorfeld nach G1.(??) identisch Null
ist. Also gilt

D, Dyu =0,

insbesondere bei ¢ = 0, und fiir jedes 7.
Wir schreiben diese Gleichung noch etwas um,

DyDyu+ [D,, D,] = 0.

Durch Betrachtung von Torsion und Kriimmung kann die kovariante Ableitung
D,, in £-Richtung aus dieser Gleichung eliminiert werden. Hierzu bemerken
wir zunachst, dafl die beiden Vektorfelder n und u miteinander kommutieren,

[n,u] = [0, 0] =0,

da die gewohnlichen Richtungsableitungen 8, = 9/9¢ und 9, = 9/0¢ miteinan-
der kommutieren.

Damit kénnen wir nach GI1.(1.14,1.17) den Kommutator [D,,, D,] durch
den Kriim mungs tensor ausdriicken.

[Dy, Dy] = R(n,u) = nn"F,,.
Weiter folgt aus dem Verschwinden der Torsion, dafl
D,u= D,n,

denn nach der koordinatenunabhéangigen Definition der Torsion S in Para-
graph 3 ist
0= S(n,u) = Dyu — Dyn — [n,ul.

Damit erhalten wir schliefilich
D,Dyn+ R(n,u)u = 0. (1.87)

D, ist die kovariante Ableitung in Richtung des Tangentenvektors u an die
durch 7 parametrisierte Bezugsweltlinie. Nach G1.(1.9) wird diese auch als
kovariante Ableitung D/d7r nach 7 bezeichnet. Gl. (1.87) nimmt damit die
folgende Form an

D2

227(7) + R(n(7), u(r))u(r) = 0. (1.88)
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Dabei ist u(7) = u(0,7) die Vierergeschwindigkeit auf der Bezugsweltlinie
£E=0.

G1.(1.88) ist die gesuchte ”Gleichung der geodditischen Abweichung”. Sie
sagt uns, wie sich der Vektor n der Abweichung (1.85) einer infinitesimal be-
nachbarten Weltlinie langs der Bezugsweltlinie dndert. Wie wir schon wissen,
sind die Weltlinien von Massenpunkten Geodaten, daher der Name.

Verschwindet die Kriimmung nicht, so ist im allgemeinen Dn/dr = 0
nicht vertréglich mit G1.(1.88). Den Vektor n(rz) der Abweichung zur Eigen-
zeit 7, bekommt man also nicht einfach durch Paralleltransport von n(7)
langs der Weltlinie mit & = 0; in diesem Sinne kann 7 nicht ”konstant”
sein langs der Bezugsweltlinie. Einem Beobachter auf der Bezugsweltlinie
erscheint die Bewegung langs der Nachbartrajektorie als beschleunigte Bewe-
gung. Man bezeichnet die hierfiir verantwortlichen Kréfte als Gezeitenkrafte.
Nach G1.(1.88) sind sie durch die Kriimmung der Raum-Zeit bestimmt.

Es ist instruktiv, mit der analogen Rechnung in der Newtonschen The-
orie zu vergleichen. Betrachten wir eine Familie von Losungen z¢(€,t) der
Bewegungsgleichung (1.67),

(1) + VB (x(€,1) =0 (1.89)

Der Punkt bedeutet hier Ableitung nach ¢. Differenzieren wir diese Gleichung
nach &, so erhalten wir

2 3
aaggﬂ +Zaiwv2<1> =0.

Der Vektor der Abweichung einer benachbarten Trajektorie hat Komponen-
ten .
ox’
23
Vertauschem wir die £ und t-Ableitungen und setzen wir £ = 0, z(t) = z(0, t),
so erhalten wir

n'(t) =

0, 1).

d2
dt2

+Z HVIVi®(x(t)) = 0. (1.90)

Der zweite Term enthilt den Gradienten der Schwerkraft —mV® . Er bes-
timmt die Gezeitenkrifte. In der allgemeinen Relativitdtstheorie wird der
entsprechende 2-te Term in G1.(1.87) durch den Kriimmungstensor bestimmt.
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In Komponentenschreibweise lautet dieser Term

R(n,u)u = nu’u’ R, e, ut = diu (1.91)
’ oo =3 cdt
e, sind die Vektoren der durch das Koordinatensystem bestimmten holonomen

Basis.

1.4.4 Bewegung eines nichtrelativistischen Teilchens im
schwachen stationaren Gravitationsfeld.

Aus der Diskussion der Bewegungsgleichungen (1.82) haben wir gesehen, daf
die Schwerkraft durch die Zusammenhangskoeffizienten T'¥,  bestimmt ist
vermoge F* = —mcu*u’T'*,,. Nach GI.(1.52) bekommt man die Koeffizienten
Gmnr als Linearkombination von ersten Ableitungen des metrischen Tensors.
Der metrische Tensor ist also eine Art von Potential fir die Schwerkraft. Wir
wollen nun untersuchen, wie dieses Potential mit dem Gravitationspotential
der Newtonschen Theorie zusammenhangt.

Dazu betrachten wir einen Massenpunkt, der sich relativ zu einem gegebe-
nen Koordinatensystem nichtrelativistisch bewegt,

! .

E<< c, (1=1,2,3)

Dann ist die Eigenzeit ¢ ~ 2°/c und

o 1da° ;. ldat
W =-" 1, = - <<,
cdr cdr
und GI1.(1.82) vereinfacht sich zu
d%at ;
2diz oo

Wir wollen weiter annehmen, dafl das Gravitationsfeld stationar ist, sodaf
gy von z unabhéngig ist, und schwach in dem Sinne, dafl

Guv = N + hf;u/, h,w << 1.

Dann ergibt sich aus Gl.(1.52) fiir die Zusammenhangskoeffizienten

. 1 1
"0 ~ LCigo = —{2009i0 — 0igoo} = 0igoo- (1.92)
2 2
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Also nimmt die Bewegungsgleichung die folgende Form an

R c2 Ogoo

a2~ 2 0zt

Durch Vergleich mit der Bewegungsgleichung (1.67) der Newtonschen Theorie
sehen wir, daB 10gg/02'=—0/dz". Verfiigen wir iiber die willkiirliche ad-
ditive Konstante im Newtonschen Gravitationspotential ® indem wir & = 0
verlangen, wenn g,,, = 7, ist - beispielsweise weit weg von aller Materie, die
ein Gravitationsfeld erzeugen kann - so ergibt sich das Resultat

2

1.4.5 Vierbein

Nach dem Aquivalenzprinzip gibt es zu jedem Punkt x ein Koordinatensys-
tem in einer Umgebung von x derart, dass beziiglich dieses Koordinatensys-
tems

G (T) = Ny

fir das vorgegebene z. Dabei ist 745, o, = 0...3 der metrische Tensor
des Minkowski-Raums. Nach dem Transformatiosgesetz fiir den metrischen
Tensor unter Koordinatentransformationen gibt es dann fiir jedes beliebige
Koordinatensystem eine Matrix h *(x) derart, dass

9w (%) = b, (@) agh,” () (1.94)

Wie immer wird iiber wiederholte Indizes summiert. Ist (h,*(z)) die zur
Matrix h*(z) inverse Matrix, so folgt weiter, dass

Nap = bt () g () g (). (1.95)

Dies gilt fiir jedes x und jedes Koordinatensystem.
Ist 8, die durch das Koordinatensystem bestimmte holonome gleitende
Basis, so konnen wir eine neue gleitende Basis (eq()), o = 0...3 durch

eq(x) = ht(z)0, € T, M. (1.96)

definieren. Dabei ist (h,*(z)) die zur Matrix A /() inverse Matrix.



1.4. DAS AQUIVALENZPRINZIP 39

Nach Definition (1.45) des metrischen Tensors ist < 0,,0, >;= g ().
Daraus ergibt sich, dass die neue gleitende Basis pseudo-orthonormal ist,

< ea(l‘),eg(l‘) >z= Tap - (1.97)

Aus dem Aquivalenzprinzip folgt also die Existenz pseudo-orthonormaler
gleitender Basen. Ist umgekehrt eine pseudo-orthonormale Basis gegeben, so
haben die Entwicklungskoeffizienten h*(z) beziiglich der holonomen Basis
und ihr Inverses die Eigenschaften (1.94) und (1.95). Da die durch GI.(1.96)
definierte gleitende Basis (ey(z)) aus 4 zueinander pseudo-orthonormalen
Vektoren besteht, bezeichnet man h*(z) als Vierbein.

Eine Basistransformation e, () — €/,(z) = eg(x)S?,(z) wird eine pseudo-
orthonormale Basis genau dann in eine andere pseudo-orthonormale Basis
iiberfithren, wenn S? 1s,S% = 1,4 ist, d.h. wenn S eine Lorentztransforma-
tion ist. Pseudo-orthonormale gleitende Basen, und damit ein Vierbein sind
daher durch die Metrik bis auf eine lokale Lorentztransformation bestimmt.
Umgekehrt bestimmt ein Vierbein nach Gl1.(1.94) die Metrik.

Die Kenntnis der Metrik und Kenntnis eines Vierbeins bis auf lokale
Lorentztransformation sind also zueinander dquivalent. Manchmal ist es
giinstig, im Falle der quantenmechanischen Behandlung von Materie mit Spin
% sogar unerlasslich, mit dem Vierbein statt mit der Metrik zu arbeiten. Das
Vierbein ist eine Art Quadratwurzel aus der Metrik.

Wir sehen ausserdem, dass nur Lorentztransformationen als Eichtrans-
formationen zugelassen sind, wenn wir nur pseudo-orthonormale gleitende
Basen zulassen. Pseudo-orthonormale Basen sind analog zu orthonormalen
Basen in Eichtheorien der Elementarteilchenphysik. Aus diesem Grund sagt
man, die Fichgruppe der allgemeinen Relativitdtstheorie sei die Lorentzgruppe.

Wir leiten noch ein spéter niitzliches Resultat her. Da die Determinante
eines Produkts von Matrizen gleich dem Produkt der Determinanten ist, so
folgt aus G1.(1.94), dass

—det(gu, (x)) = det(hf(x))? (1.98)

Freie Teilchen werden quantenmechanisch durch die allgemein relativistische
Dirac Gleichung beschrieben. In diese geht das Vierbein ein. Man braucht
jedoch ausserdem den Paralleltransport von Spinoren. Wir stellen daher die
Besprechung der Dirac Gleichung bis S2.2.3 zurtck.
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Chapter 2

Die Einsteinschen
Feldgleichungen

2.1 Formulierung der Einsteinschen Feldgleichungen

Aus dem Studium der Bewegungsgleichungen (1.81) fiir einen Massenpunkt
haben wir gesehen, daf} die Schwerkraft in der allgemeinen Relativitatstheorie
durch den Zusammenhang bestimmt ist. Im ersten Paragraphen von Kapitel
I wurde betont, dafl der Zusammenhang auf der Raum-Zeit-Mannigfaltig-
keit nicht a priori gegeben, sondern als Losung dynamischer Gleichungen
gefunden werden muf. Es gilt nun, diese Gleichungen anzugeben. Nach dem
Aquivalenzprinzip ist der Zusammenhang auf unserer Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit
ein pseudo-Riemannscher, also durch den metrischen Tensor bestimmt. Wir
suchen daher nach Gleichungen fiir den metrischen Tensor. Nach dem in
Kapitel I, SS1 diskutierten Lokalitatsprinzip miissen diese Gleichungen lokal
sein, d.h. (partielle) Differentialgleichungen, die den metrischen Tensor und
seine Ableitungen am selben Punkt x von M verkniipfen. Nach dem Na-
heinformationsprinzip darf die Giiltigkeit dieser Gleichungen nicht von einer
bestimmten Wahl einer gleitenden Basis oder eines Koordinatensystems auf
M abhingen.

Man fordert weiter, dafl die partiellen Differentialgleichungen fiir den
metrischen Tensor von 2-ter Ordnung sind, und sich aus einem Extremal-
prinzip ableiten lassen. Diese Forderungen sind motiviert dadurch, daf} sie
auch anderswo in der Physik erfiillt sind. (Sie sind jedoch nicht entscheidend
wichtig, man kann auch auf andere Weise zu den Einstein’schen Feldgleichun-
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gen kommen.) Beispielsweise ist die Wirkung des freien elektromagnetischen
Felds in der speziellen Relativitatstheorie gegeben durch

1

S=-—
167c

/}#xF@Ax)wax)

S ist als Funktion des Vektorpotentials zu betrachten, d.h. es ist F,, =
oA, —0,A, einzusetzen. Die Maxwellschen Gleichungen 0*F),, = 0 ergeben
sich aus der Forderung, dal & extremal ist. Das bedeutet, dafl 6§ = 0
bei einer beliebigen infinitesimalen Variation A,(z) — A,(z) + 6A,(z) des
Vektorpotentials, die im Unendlichen verschwindet.

Fiir die Wirkung des Gravitationsfelds in Wechselwirkung mit Materie
setzt man an

S= Sgeom + SMaterie (21)

Dabei hangt Sgeom nur vom metrischen Tensor und seinen Ableitungen ab,
nicht jedoch von den Variablen, die die Materie beschreiben. Die Bewegungs-
und Feldgleichungen ergeben sich wiederum aus der Forderung 6S = 0.

Variiert man nur die Materie-Variablen, nicht aber den metrischen Tensor,
so ergibt sich 0S8 = dSnraterie < 0. Fiir ein System von Massenpunkten ist
Suraterie S0 zu wahlen, dafl sich aus dieser Forderung die schon bekannten
Bewegungsgleichungen ergeben. Das Resultat wird in SS2 angegeben werden.

Die Forderung 6§ = 0 unter Variation des metrischen Tensors wird die
Feldgleichungen ergeben. Da die resultierenden Feldgleichungen lokal sein
sollen (vgl. Kapitel I, SS1) so wird man wie im Fall des Elektromagnetismus
S als Integral iiber eine lokale Lagrangedichte L, ansetzen miissen.

1 4
=z 2.2
S C/dx% (2.2)

Dabei darf L, nur vom metrischen Tensor und seinen Ableitungen am Punkt
x € M abhangen.

Auflerdem muf3 S natiirlich unabhéngig von der Wahl eines Koordinaten-
systems sein. Nun ist das Volumenelement d*z nicht invariant unter Koor-
dinatentransformationen. Es gibt jedoch ein invariantes Volumenelement,
namlich

d'z\/—g(z)  (g(z) = det(gu(2) ) (2.3)

Dies sieht man wie folgt.
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Wie in der Mathematik iiblich, fassen wir d*z auf als Produkt antikom-
mutierender Differentiale

1
d*z = dz® Adat Ada? A da® = Ieu,,padac“ A dz” A dxP A dx’

Dabei ist €,,,, vollstindig antisymmetrisch in seinen Indizes, und €125 = 1.
Die zweite Gleichung gilt, weil in der Summe iiber y, v, p, o alle Terme wegen
der Antivertauschbarkeit dz* A dz¥ = —dx” A dz* der Differentiale gleich
sind. Fiithrt man eine Koordinatentransformation (1.38) durch, so ist

1
T4l

. Ox#
€upe T, T TH Tz Adz'® Adz'™ Ada™  mit TH =

4
d*x - 8xlu'

Nun ist der Ausdruck e”,,pa%’; e g:,i offensichtlich vollstindig antisym-
metrisch unter Permutation von w, ¢, k, A und daher proportional zu €,y¢x -
Ein bekannter Satz iiber Determinanten besagt, dafl der Proportionalitatsfaktor
= det T ist. Also ist

1
d'z = E(det T)ewoprdz™ A ... Adx"™ = (det T) d*z’

Andrerseits transformiert sich der metrische Tensor nach GI.(1.46)

1P
9 () = ¢,,5°,5°, mit S = 85’“ ,also S=T"

Dabher ist
g = det(g,,) = ¢'(detS)? = ¢'(det T) 2

Somit gilt wie behauptet

d*z\/—g = d*z'\/—¢'

Es ist nun zweckméafig, aus der Lagrangedichte L, einen Faktor /—g¢g her-
auszuziehen, und zu schreiben

1
Sgeom = - /d4x —gL,; ,alsoL,=+/—gL, (2.4)

Die Wirkung Syeom wird von der Wahl eines Koordinatensystems unabhéngig
sein, wenn L, es ist.

Da wir Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir den metrischen Tensor
wollen, liegt es nahe, anzunehmen, dafl £, nur vom metrischen Tensor und
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seinen ersten Ableitungen abhdngen wird, dhnlich wie die Wirkung fiir das
elektromagnetische Feld nur vom Vektorpotential und seinen ersten Ableitun-
gen abhéingt. Es ist jedoch unmoglich, ein nichttriviales koordinatenun-
abhangiges £, dieser Form zu finden. Da £, koordinatenunabhingig sein
soll und nur von g,, und 0,9, am Punkt z abhingen darf, konnen wir
seinen Wert in einem lokalen Lorentzsystem bei z bestimmen.

Dort ist nach G1.(1.681.69) g, (z) = 1, und I'*,,(x) = 0 daher J,9,, (z)
Lyp(z) +Typp(z) = 0 nach GL. (1.53). Also wire L£;(9,(2), 0,9 (2)) =
L;(Nu,0) unabhéngig vom metrischen Tensor.

Es ist zwar hinreichend, aber nicht notwendig, dafl L, keine hoheren
Ableitungen des metrischen Tensors enthéilt, wenn die resultierenden Feld-
gleichungen von 2. Ordnung sein sollen. Addiert man ndmlich zu L, =
/—g L, eine totale Divergenz, dndern sich die Feldgleichungen nicht, da sie
keinen Beitrag zu 05 gibt ( bei Variationen von g,,, die im Unendlichen
verschwinden). So bekommen wir immer noch Feldgleichungen 2. Ordnung,
wenn L, die zweiten Ableitungen linear enthilt mit Koeffizientenfunktio-
nen f(g,,), die nur vom metrischen Tensor, nicht aber von dessen ersten
Ableitungen abhangen. Denn es ist

of
f(gpa)a’rawg;w = a’r[f(gpa)awg/.w] - Wafrgpaawg/.w
po
Der erste Term ist eine Divergenz, und der zweite enthalt nur erste Ableitun-
gen des metrischen Tensors.
Der Kriitmmungstensor hat nach GI.(1.33) und (1.52) die Komponenten
R’ = aﬂrpal/ - 8,,]:"00“ + FpTuFTau - I‘pTl/I‘TU'u (25)

ouv

mit [, = 9" (0sGrp~+ 0ugro — OrGop) (2.6)

Daraus ergibt sich fir R, = g, R”,

1 829711 8290u 6297u 62901/

. - - (07 T _T¥ T

2 (a’vaaxﬂ 0770z 0270z  Owrozr ) 9P (T T =T, T)
(2.7)

Es enthélt also /—gR'__ die zweiten Ableitungen von ¢ nur linear und mul-
tipliziert mit einer Funktion von g . Einen Skalar erhalt man, indem man
R iber Paare von Indizes kontrahiert. Dies folgt aus dem Transforma-
tionsgesetz (1.43) und ist ein Spezialfall der allgemeinen Tatsache, dafl man
aus einem Tensor durch Kontraktion wieder einen Tensor erhilt (vgl. den
néchsten Paragraphen).

. der folgende Ausdruck

RTU;W =
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Aus GI.(2.7) folgen die Symmetrie-Eigenschaften

Roouw = — Rpoup (2.8)
Rpaul/ = - Rap;w .
Rpauu = R,LLI/po' (2 10)

Auflerdem gilt noch die folgende Identitit
Rpauu + Rpl/(T[L + Rpuua =0 (211)

Daraus folgt, dafl der Kriimmungstensor im vierdimensionalen Raum nicht
4* = 256 unabhéingige Komponenten hat, sondern nur 20. (In zwei Dimen-
sionen gibt es sogar nur eine unabhingige Komponente Rjs;s).

Wegen der Symmetrie-Eigenschaften (2.8,2.9,2.10) kann man aus dem
Kriimmungstensor nur auf eine Art einen Tensor 2-ter Stufe bilden, namlich
den Ricci-Tensor

R, =R, = 9" Rpuov (2.12)

Es ist namlich ¢""R,;,, = 0 = ¢”° R, , und die anderen moglichen Kon-
traktionen ergeben bis auf das Vorzeichen wieder den Ricci-Tensor.

Aus dem Ricci-Tensor kann man schliellich durch weitere Kontraktion
einen Skalar bilden, den sogenannten Kriimmungsskalar R,

R=g"R,, (2.13)

Damit haben wir einen Kandidaten fiir £, gefunden, der allen unseren An-
forderungen geniigt. Als Wirkung ergibt sich damit

A3
167k

3
Sweom = 1o [ dav=gR() = 1 [day=g¢" Ry . (214)
Dabei ist k eine Konstante mit der Dimension cm3¢g=2s72. Die Faktoren
/167 sind so gewéhlt, daB k sich spiter als der Newtonschen Gravitation-
skonstanten gleich herausstellen wird.

Der soeben gefundene Kandidat fiir £, ist tatsachlich der einzige, der den
an ihn gestellten Anforderungen geniigt, bis auf die Moglichkeit der Addition
einer Konstanten A .Die allgemeinste Form von £, wéire also

04

Lo = 167k

(R(z) —2A) A = const (2.15)
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Wegen des Faktors /—¢ in GL. (2.4) hitte ein nichtverschwindender Wert
von A einen nichttrivialen Einflufl auf die Bewegungsgleichungen. A wird als
kosmologische Konstante bezeichnet. Es gibt keinen experimentellen Hinweis
darauf, daf§ in der Natur A # 0 ist. (Die Forderung, daf} in einer realistis-
chen einheitlichen Feldtheorie die kosmologische Konstante 0 oder sehr klein
sein muf} , macht Elementarteilchenphysikern derzeit betrichtliches Kopfzer-
brechen. In der modernen Quantenfeldtheorie stellt man sich ndmlich das
Vakuum nicht schlicht als vollkommene Leere vor, sondern als ausgestattet
mit nichttrivialen Eigenschaften, z.B. einer “Vakuumenergie”, die zur kos-
mologischen Konstanten beitragt. Dabei kann es dann leicht passieren, dafl
eine erfolglose Theorie einen Wert von 10™'?°cm fiir den Radius des Univer-
sums ergibt. .. ).

Um die Feldgleichungen aus Gl. (2.14) herzuleiten, miissen wir zunéchst
die Variation 0Syeom vOn Sgeom bestimmen, wenn der metrische Tensor vari-
iert wird.

Unter solch einer Variation geht (weil 0 = 6(¢""g,) = "0 + 09" 90 )
gliu — guu + 59“" mit 5g;w — _gupégpggau (2‘17)

und
_
2\/—g

Nun ist die Determinante g der Matrix g,, gegeben durch

0 (\/ —QQWRW) = (\/ —gR,, 09" — Rég) +v=gg" R,  (2.18)

g ="’ 9109v19p29453

Also ist 0g/0g,, = Cofaktor von g,, in der Determinante von g. Ander-
erseits sind die Komponenten der zu (g,,) inversen Matrix (¢*”) gleich den
Cofaktoren dividiert durch g, die Cofaktoren sind also durch gg*” gegeben.
Daher ist

69 = 99" 09w = —99,w09" (2.19)
Also ist

1
5( \% _gg”URuu) =V _g(Ruu - ig,uuR)dql'W + —gg“"(SRW (220)
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Wir werden weiter unten zeigen, dafi \/—gg"“0R,, eine totale Divergenz ist,
nach Integration iiber d*z also Null ergibt. Damit ist

58,

1
/d4:r\/ R, — g,u,R) ogt (2.21)

Auflerdem miissen wir noch die Variation dSas4terie des Materie-Beitrags zu S
betrachten. Spsaterie Wird ebenfalls vom metrischen Tensor abhéngen. Diesen
braucht man beispielsweise, um aus den Vieregeschwindigkeiten u* einen
Skalar g,,utu” zu bilden, allgemeiner iiberall dort, wo in der speziell rela-
tivistischen Form der Wirkung ein 7),,, gebraucht wird. AuBlerdem kommen in
manchen Féllen kovariant Ableitungen in Sysqzerie VOr, und damit Zusammen-
hangskoeffizienten, die von den ersten Ableitungen des metrischen Tensors
abhangen. Wegen der Forderung der Lokalitat konnen wir wieder schreiben

eom — 16 k

1
SMaterie = E / d4£l?v _g‘CMate'rie (222)
Dann ergibt sich bei einer Variation (??) des metrischen Tensors

_ 4 vV~ 9L Materie) Wy (\/ —9L Materie)
58Materie — /d { 8 w 6 88,159#“/

Der zweite Term wird durch eine partielle Integration umgeformt, sodaf

6SMaterie _ /d4 { AV ['Mate'rze) . a a(\/ _g['Materie) } 6gwj (223)

Y L 00, gm

Man definiert den Energie-Impuls-Tensor 7}, durch

_1\/_—9,11 . a(\/ _chaterie) _ apa(\/ _g[’Mate'rie) (224)

2 we Oghv 00,9

Er ist symmetrisch in seinen Indizes: 7,, = T,, . Damit ergibt sich die
Variation der gesamten Wirkung als

0§ = 58geom+68Mateme (225)

/—4(R 1 1
- 16 k /d% Ry — g,“,R)(Sg“” - 2—c/d4x\/—gTwég’CQ.26)

Dies soll verschwinden fiir beliebige Variationen 6¢g"” (Genauer mufi jg" =
dg¥" sein, da ¢g"” symmetrisch ist. Da der Koeffizient von §¢g* symmetrisch in
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seinen Indizes ist, bedeutet dies keine Einschridnkung.) Dies ist nur moglich,
wenn der Koeffizient von §¢g"(x) verschwindet. Damit ergeben sich die Ein-
steinschen Feldgleichungen

1 87k
R'w, — igw,R = C—4ij (227)
Zur Vervollstindigung der Herleitung bleibt noch zu zeigen, dafl das Integral
iber \/—gg"”0R,, verschwindet wie oben behauptet wurde. Dazu brauchen
wir eine Formel fiir die kovariante Divergenz eines Vektorfelds . Diese Formel
ist auch fiir andere Anwendungen wichtig (z.B. um die Erhaltung der elek-
trischen Ladung im Rahmen der allgemeinen Relativitdtstheorie zu zeigen).

Sie lautet L s
A= =50 (v=gA") (2.28)

Spater werden wir finden, daf
A=A (2.29)
Aufgrund der Formel (1.27) fiir die kovariante Ableitung ist
AL =9, AP+ T, A (2.30)

Nun ist aber nach GI. (1.52) fiir I

1, 0g
[k = Zgho ZZ2Ho
v = 9T gy
Nach GI. (2.19) ist aber
09  0gus 09 ;004

0xv ~ 0z" Bgy 00 B

Also ist
o 1 9y _ 1 0v/—g
VR 29 0xv \/—g Ox¥
Setzt man dies in Gl. (2.30) ein, so ergibt sich Gl. (2.28). Die kovariante Di-
vergenz eines Vektorfelds ist ein Skalar, also unabhingig vom Koordinaten-
system.
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Die Grofle g*“dR,,, ist als Differenz zweier Skalare ebenfalls ein Skalar.
Wir konnen sie daher in einem lokalen Lorentzsystem bei z auswerten . Dort
ist I (x) = 0 und daher ergibt der Ausdruck (1.33) fir R

Y L, 0 0
gli 5R;u/ = g“ (@5rpuu — @(Srpup>

Im zweiten Term konnen wir die Indizes v <+ p umbenennen. Da im lokalen
Lorentzsystem die ersten Ableitungen des metrischen Tensors verschwinden,
lait sich das Resultat schreiben als

L o’
g“ 5Rpu = % (231)
v = g"ore,, —ghoerv,, . (2.32)

Im lokalen Lorentzsystem ist die kovariante Ableitung gleich der gewohnlichen,
also konnen wir das Resultat auch schreiben als

g’“’5Ruu — vp;p
Da beide Seiten der Gleichung Skalare sind, gilt die Gleichung dann auch in

einem beliebigen Koordinatensystem.
Setzen wir schliefllich Gl. (2.28) ein, so erhalten wir

/d4x\/—_g g"OR,, = /d4x8p (\/—_gv”) =0

da v” im Unendlichen verschwindet. Damit ist die Herleitung von Gl. (2.27)
vollstandig.

2.2 Tensorkalkul

Ein Zusammenhang erlaubt es, Tangentenvektoren parallel zu transportieren.
Wie wir nun sehen werden, ergibt sich damit in natiirlicher Weise auch die
allgemeine Moglichkeit, Tensoren parallel zu transportieren.

Der zum Tangentenraum 7, M duale Vektorraum T;M wird als Cotan-
gentenraum bezeichnet. Er besteht aus linearen Abbildungen

w:T,M = R (2.33)
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Fiir jedes v € T, M ist also w(v) eine reelle Zahl. Statt von Cotangentenvek-
toren w und von Tangentenvektoren v spricht man auch einfach von Covek-
toren und Vektoren. Ist C' ein Weg von z nach y und U#(C):T,M — T, M
der zugehorige Paralleltransporter, so konnen wir den Paralleltransport des
Covektors w € Ty M langs C nach y definieren durch

U(C)w)(v) = wU(C) ') firv e T,M (2.34)

Damit ist der Paralleltransport von Cotangentenvektoren erklart.
Der Raum T, M kann umgekehrt als Dualraum von 7)) M aufgefasst wer-
den vermoge

v(w) = w(v), veT,M, weT,M. (2.35)
Dabher folgt aus G1.(2.34)

UC)W)(w) =vU(C) 'w)  firweTM (2.36)
Der Raum T, M von Tensoren der Stufe (r,s) wird als Tensorprodukt

T M=TM®.. LMRT;:M®...@ T:M (2.37)

r Faktoren s Faktoren

definiert. Insbesondere wird dadurch Tol’wM identifiziert mit dem Tangenten-
raum 7, M und TﬁwM mit dem Cotangentenraum 7M. Es ist zweckmafig,
auch den Raum 73, M zu betrachten und ihn mit dem Raum der reellen
Zahlen R zu identifizieren.

Das Tensorprodukt von N Vektorraumen Vi,...,Vxy kann als linearer
Raum definiert werden, der aus allen multilinearen Abbildungen V}* x ... X
Vi +— R besteht. Dementsprechend kann man Tensoren 7 € T M als
multilineare Abbildungen

T Ty M X TyM X o X TyM X Ty M X .o x Ty M o— R (2.38)

r Faktoren s Faktoren

auffassen. Jedem r + s Tupel von r Covektoren w?,...,w" und s Vektoren
v, ..., v, wird also eine reelle Zahl 7(w', ..., w", vy, ..., v,) zugeordnet. Mul-
tilinear bedeutet, dal 7(w?,...,w", v1,...,v,) in jedem seiner Argumente lin-
ear ist.

Spezielle Tensoren 7 = w; ® ... @ w, ® ! ®1)* erhélt man durch Bildung
des Tensorproduktes von r Vektoren wy, ..., w, und s Covektoren 9!, ..., 4.
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Sie sind definiert durch

(W ®...0 %) (W, ..., w" v, ..., vs) = w(w) ... w" (W) (v1) ... 0% (vs)
(2.39)
Paralleltransport von Tensoren definiert man so, dafl er mit der Bildung
des Tensorprodukts kommutiert. Ist C' ein Weg von z nach y, und y € T{ M,

Ty € TST,'JM , so soll gelten, daf}
UC)(n @ 1) =UC)T @U(C)T, (2.40)

und entsprechend fiir Tensorprodukte von mehr Faktoren. Insbesondere
sollen diese Formeln fiir den Paralleltransport von Vektoren und Covektoen
gelten. Da solche Tensorprodukte Ty, M aufspannen, ist der Paralleltrans-
port in 77, M dadurch eindeutig definiert.

Fassen wir Tensoren als multilineare Abbildungen auf, so ist diese Defi-
nition wegen Gl.(2.34,2.36) dquivalent zur folgenden Definition

U(C)r) (Wh, .. W v, ., vy) (2.41)
= 7UO) W, . U)W UC) oy, L UC) )

fir w',...,w" € TyM,vy,...,v, € T,M. Auf der rechten Seite stehen die
schon frither definierten Paralleltransporter fiir Covektoren und Vektoren.

Ein spezieller Tensor g, € TZOJM ist der metrische Tensor. Als bilineare
Abbildung ist er durch

9z (v, w) = (v, w), (v,w € T,M)

definiert, wo (,), das den metrischen Tensor definierende Skalarprodukt
(1.45) ist.

Aus einem Tensor 7 der Stufe (r,s) kann man auf verschiedene Weise
durch Kontraktion Tensoren 7’ der Stufe (r — 1,s — 1) bilden. Seien e, ein
Satz von Basisvektoren in T, M, dann ist die dazu duale Basis aus Covektoren
0 in Ty M definiert durch

0°(eq) = 6, (2.42)

definiert. Dann kann man einen Tensor 7' der Stufe (r — 1, s — 1) definieren

W v, ve) = 27(1/)1, T L L P |

[e%

Man rechnet leicht nach, dafl der so definierte Tensor 7' unabhéngig von
der Wahl der Basis (e,) ist. Dies folgt aus der Linearitét in den Argumenten
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0% und e,. Da r-s verschiedene Stellungen der Argumente #* und e, moglich
sind, so kann man aus 7 auf 7 - s Arten einen Tensor der Stufe (r —1,s—1)
bilden.

Mit Hilfe des metrischen Tensors kann man durch Bildung des Tensor-
produkts g, ® 7 und darauffolgende Kontraktion aus einem Tensor der Stufe
(r,s) Tensoren der Stufe (r — 1,s + 1) bilden. In der Komponentensprache
entspricht dies dem Senken von Indizes (s. unten). Die abstrakte For-
mulierung ist dem Leser iiberlassen. Ebenso kann man mit Hilfe des inversen
metrischen Tensors Indizes heben.

Ein Tensorfeld T € T M ist gegeben, wenn fiir jedes x € M ein Ele-
ment 7(x) € T5 .M gegeben ist. Mit dem Begriff " Tensor” ist tiblicherweise
ein Tensorfeld gemeint, und wir werden uns dieser Sprechweise von nun an
anschlielen.

Nachdem der Paralleltransport von Tensoren erklart ist, kann man in der
iiblichen Weise, d.h. durch Gl. (1.8), die kovariante Ableitung eines Tensor-
felds definieren. Die kovariante Ableitung eines Tensorfelds 7 in Richtung
eines Tangentenvektors Y € T, M definiert man ganz analog wie bei Tangen-
tenvektorfeldern,

Dyr(z) = %[U(CA)_lr(C(/\))]/\ZO €T, M. (2.43)

Dabei ist wiederum C eine Kurve durch z = C(0) mit Tangentenvektor ¥
bei z und C) das Stiick dieser Kurve von z = 0 bis C'()).

Aus der Regel (2.40) fiir den Paralleltransport von Tensorprodukten folgt
die Produktregel fiir kovariante Ableitungen,

Dy(Tl(l') X TQ(I)) = DyTl(.’L') ® 7'2(.’1?) + Tl(.’l?) X DyTQ(.’E). (244)

Ist speziell f eine skalare Funktion, f(z) € TQ,zM, so ist f(z) ® 7(z) =
f(z)7(z) und die kovariante Ableitung von f ist gleich der gew6hnlichen.
Daher gilt

Dy (f(z)7(z)) = (Oy f(x))T(x) + f(x)DyT(x). (2.45)

2.2.1 Transformationsgesetz von Tensorkomponenten

Wir wollen nun die obigen Konstruktionen in Komponentensprache iibersetzen.
Sind e, (z) die Basisvektoren einer holonomen gleitenden Basis in T, M,

so sind die Covektoren 6”(z) der dazu dualen gleitenden Basis im Cotan-

gentenraum 7;M durch Gl. (2.42) definiert. Ist e, = so schreibt man

_9_
ok’
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0”(xz) = dz”. Einem allgemeinen Cotangentenvektor w = w,0"(z) € T)M
wird dadurch eine 1-Form w,dx” zugeordnet. Eine Koordinatentransforma-
tion x# — z'#(2%, ..., 2*) induziert eine Transformation der holonomen glei-
tenden Basis
! 14 : 14 axu
e, —e,=e,S%  mitSs, = i (2.46)

Aus Gl (2.42) ergibt sich das Transformationsverhalten der dualen Basis als

oz'*
o — 0" =T+ 9" mit T, = (2.47)
oxV
Es ist S = T, und G1.(2.46,2.47) stimmen mit dem bekannten, durch die
Kettenregel gegebenen Transformationsverhalten von % und dz* iiberein.
0 0 ,0zx" w0,
ox'n 833”(855’“) und - dr = (ax” o

Durch Bildung des Tensorprodukts bekommt man eine Basis e,, ®...®e¢,, ®
0" ®...® 0" des Tensorraums Ty, M. Ein beliebiger Tensor lafit sich nach
dieser Basis entwickeln.

T = Tmmwm...us@m Q...0¢€e, " R...00 (2'48)

Tensoren 7 haben eine koordinatenunabhéingige Bedeutung, sie wurden ja

auch ohne Bezug auf ein Koordinatensystem definiert. Da eine Koordinaten-

transformation vermoge Gl. (2.46,2.47) eine Transformation der Basisvek-

toren induziert, so hat der Tensor 7 in der neuen Basis die Komponenten
ox'  0x'Pr Oz ox"s

1p1...pr — FH1epir
T orce =T Vs G D B Bt (2.49)

Damit ist das Transformationsgesetz der Tensorkomponenten unter Koordi-
natentransformationen gefunden.
Das Tensorprodukt (2.39) von Vektoren wy = wie,,, ..., ° = ¥} 0"
gibt einen Tensor mit den Komponenten
Tt = witwy® Wk o (2.50)
Entsprechend kann man das Tensorprodukt 7 ® 75 zweier Tensoren der Stufe
(r1, s1) und (79, s5) bilden durch Multiplikation ihrer Komponenten. Dies gibt
einen Tensor der Stufe (1473, s1+52). Einen Tensor 7(x) kann man mit einer
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skalaren Funktion f(z) multiplizieren. Der so entstehende Tensor f(z)7(x)
hat Komponenten f(x)r#t~# (x). Mit Hilfe des metrischen Tensors und
seines Inversen kann man Indizes herauf- und herunterziehen

T = g (2.51)

P12 w1p1 B2
T = g""r1, U.S.W. 2.52)

Schliefilich bildet man Kontraktionen, indem ein oberer Index einem unteren
Index gleichgesetzt und von 0 bis 3 summiert wird. Uber zwei obere bzw.
zwel untere Indizes kann man kontrahieren, indem man zuerst einen der
Indizes mit Hilfe des (inversen) metrischen Tensors senkt (hebt), und dann
kontrahiert wie eben beschrieben.

2.2.2 Kovariante Ableitungen in Komponenten

Wir erinnern uns zunéchst an die Beschreibung des Paralleltransports von
Basisvektoren im Tangentenraum mittels Paralleltransport-Matrizen. Ist
{e(z) = 52} ein holonome gleitende Basis fiir den Tangentenraum T, M,
und C' ein Weg von x nach y, so definiert der Zusammenhang U die Paral-
leltransportmatrizen U(C) = (U*,(C)) vermége

UC)eu(z) = e (y)U",(C). (2.53)

Seien nun {#”(z)} die zu {e,(z)} dualen Basisvektoren fiir 7M. Deren
Paralleltransport 148t sich ebenfalls mit Hilfe derselben Paralleltransport-
matrizen beschreiben.

UC)0" (z) = U”,(=C)0"(y). (2.54)

Dies folgt aus der Definition des Paralleltransports von Cotangentenvektoren,
wie wir gleich zeigen werden. U(—C) = U(C) L.

Beweis von GI.(2.54): Beide Seiten sind Elemente von T M, also lineare
Abbildungen T, M — R. Es geniigt, die Anwendung dieser Abbildungen auf
Basisvektoren e, (y) zu betrachten. Nach Definition (2.34) des Paralleltrans-
ports von Covektoren ist

U(C)0*(x)) (euly)) = 0"(x

= U"(=C). qed. (2.55)
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Wir erweitern die Semicolon Notation auf kovariante Ableitungen von
Covektorfelder w € T*M, indem wir nach Basisvektoren entwickeln.

Dyuw(z) = Y*w,,,0"(z) (2.56)

oder
Y*w,., = Dyw(z)(e,(x)), (2.57)

und entsprechend fiir allgemeine Tensoren.

Aus der allgemeinen Definition ( 2.43) der kovarianten Ableitung ergibt
sich damit durch analoge Rechnung wie bei der kovarianten Ableitung von
Tangentenvektoren

Wpzp = Opwy — wel,, (2.58)
Wir geben noch einen direkteren Beweis dieser Formal, der sich sofort auf
allgemeine Tensorfelder verallgemeinern 148t. Hierzu gehen wir von G1.(2.34)

aus, und benutzen wieder die allgemeine Definition ( 2.43) der kovarianten
Ableitung.

Vii(a) = S U(C) WO,y (efo)
d
5 (CO) U(C)e (@)
d P
= 5@ CO) @) (C)

d p
= v (C(N) (e,(z)) U, (CH)
d p

Wie erinnerlich sind die Zusammenhangskoeffizienten durch Paralleltrans-
portmatrizen fiir infinitesimal kurze Wege definiert,

U(Cy) = 1—=AY*T, +...
dC(N)

yr = =2
dX

Damit erhalten wir schliefilich das behauptete Resultat,

Ytw,. . (z) = Y* (8uw,, — pr”w) : (2.59)
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Diese Rechnung verallgemeinert sich auf beliebige Tensoren, indem man in
obiger Rechnung den Basisvektor e, € T, M durch Basisvektoren (2.48) von
T7 .M ersetzt, und die alternativen Definition (2.41) des Paralleltransports
U(C) benutzt. Man bendtigt sodann die Fomeln (2.53), (2.54) fiir den Paral-
leltransport der Basisvektoren sowohl in 7, M als auch in Ty M. Das Resultat
lautet

1 -y _ H1-e-fhop
T V1...Vgip - apT Vi...Vg (260)
r s
n Z hi Tul...u;....ur . Z Hettr FI/:
H}P V1..Vs V1.V Vs vip
j=1 =1

Die Gleichung (1.53), die die Invarianz des durch den metrischen Tensor bes-
timmten Skalarprodukts im Tangentenraum unter Paralleltransport ausdriickt,
nimmt in der Notation von Gl. (2.60) die einfache Form

Govip = 0 (261)

an.
Die Produktregel fur die kovariante Differentiation schreibt sich in Kom-
ponenten

Bl p1.--Pt _ TR P1---Pt
(Tl 1/1...1/57—2 0’1...0’u);w = T V1...Vg;w'2 01...0y

+7.1N1---Iir 7_2P1---Pt (262)

Vi...Vg 01...0q;W

Schliefilich folgt aus Gl. (2.61) und der Produktregel fiir die kovariante Dif-
ferentiation , dafl das Heben und Senken von Indizes mit der kovarianten
Ableitung vertauscht

(I R (2.63)

und daf} auch Kontraktion mit kovarianter Ableitung vertauscht
6[LV(THI/U... ;p) — (6“,/7—“”0—.“ );p‘ (264)
Haufig bezeichnet man auch den Satz von Tensorkomponenten 7#1- als

den Tensor. Beispiele sind der metrische Tensor g,,, der Kriimmungstensor

RF, ,,, der Ricci-Tensor R, und der Energie-Impuls-Tensor 7, .

2.2.3 Paralleltransport von Spinoren*

Bisher hatten wir Materie als klassisch zu beschreibende Massenpunkte be-
trachtet. Wir wollen unsere Betrachtungen auf den Fall ausdehnen, dass die
Materie quantenmechanisch beschrieben wird.
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Angenommen, wir haben ein Koordinatensystem so gewahlt, dass ct =
2% = const raumartige Hyperflichen ¥ definiert. Im Schrédingerbild wird
der Zustand eines Teilchens zur Zeit ¢ durch eine Wellenfunktion ¥;(x) € V,,
auf X beschrieben; z = (2% x). Wir schreiben ¥(z) statt ¥;(x). Der Raum
V, ist ein komplexer Vektorraum, nicht mehr der Tangentenraum. Es erhebt
sich das Problem, wie Vektoren in V, parallel transportiert werden.

Das Aquivalenzprinzip sagt uns, wir sollten von der speziell-relativistischen
Beschreibung ausgehen, diese in lokale Lorentzsysteme iibernehmen, und
das Resultat dann in allgemein kovarianter Form schreiben. Sind keine
Nichtgravitationskrafte vorhanden, so kann man von der Beschreibung freier
Teilchen ausgehen.

Diese Vorschrift ist auch hier noch sinnvoll, denn die speziell relativistis-
chen Verallgemeinerungen der Schrédingergleichungen sind lokal; sie verkniip-
fen die Werte ¥(z) der Wellenfunktion in einer infinitesimalen Umgebung
eines Punkts x.

Insbesondere kénnen wir V,, bis auf Isomorphie aus der speziell relativis-
tischen Physik ablesen. Ist das Teilchen spinlos, so ist V, isomorph zu C.
Jedoch sind die bekannten Elementarteilchen, von den Quanten der Eich-
felder abgesehen, entweder Fermionen mit Spin %, oder aus solchen zusam-
mengesetzt. In diesem Fall ist V, ein Raum von Spinoren. Wie im Anhang
C erlautert wird, nehmen die Wellenfunktionen masseloser Teilchen mit He-
lizitat % ihre Werte in einem 2-dimensionalen komplexen Vektorraum V¥ von
rechtshindigen Spinoren an, der eine Darstellung der SL(2, C) trigt. Mas-
selose Teilchen mit Helizitat —% hingegen nehmen ihre Werte in einem andern
2-dimensionalen Vektorraum V! von linkshéndigen Spinoren an, der eine
indquivalente Darstellung der SL(2, C) tragt. Massive Teilchen schliesslich
werden durch Dirac-Spinoren mit Werten in V#@ V! beschrieben. V* kann
mit dem Dualraum von V¥ identifiziert werden.

Wir betrachten zunichst den Paralleltransport U ® rechtshiindiger Spinoren.
Da die quantenmechanische Beschreibung fundamentaler ist als die klassis-
che, stellen wir uns zunichst vor, dass die Paralleltransporter 4% gegeben
sind. Wir untersuchen, wie man daraus die Paralleltransporter von Tangen-
tenvektoren gewinnen kann. Es wird sich dann herausstellen, dass umgekehrt
der Paralleltransport von Spinoren eindeutig bestimmt ist, wenn der Paral-
leltransport von Tangentenvektoren gegeben ist.

Betrachten wir also ein Vektorbiindel V iiber M mit Fasern V, ~ V. Wir
nehmen an, dass diese Fasern so wie V' eine antisymmetrische Bilinearform
(,)F tragen, und dass der Paralleltransport U*(C) : V,F = V' lings eines
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Wegs C' diese Bilinearform invariant lisst. !
Wir betrachten gleitende Basen (e(z), e2(z)) in V,E die die “Orthonor-
malitits”-Bedingung
(ea(®), ()N = €ap (2.65)

erfiillen. Da SL(2,C) als die Gruppe derjenigen komplexen 2 x 2-Matrizen
definiert werden kann, die die Bedingung des Anhangs C erfiillen, so lésst
eine Basistransformation

eq(z) > €l (2)S%(z) (2.66)

die Orthonormalitdtsbedingung (2.65) genau dann invariant, wenn S(z) €
SL(2,C). Die Eichgruppe ist also SL(2,C). Nach Annahme ldsst der Par-
alleltransport die Bilinearform invariant. Er bildet also orthonormale Basen
in orthonormale ab. Also sind die wie iiblich durch

U (C)ea(x) = es(y)UTH(C)

definierten Paralleltransportmatrizen U%(C') Elemente von SL(2,C). Sei
nun V.* der Dualraum von V. Er ist ebenfalls ein 2-dimensionaler komplexer
Vektorraum. Er besteht aus C-linearen Abbildungen x : ¢ — x(¢) € C von
VEin C, und (Ax1 + px2)(¢) = Axip + fixa(p). Dabei ist A das komplex
konjugierte von AC.

Ahnlich, wie wir den Paralleltransport von Tangentenvektoren auf Cotan-
gentenvektoren iibertragen konnten, weil der Cotangentenraum der Dual-
raum des Tangentenraums ist, kénnen wir auch hier den Paralleltransport

U*(C) : Vy =V} durch die Gleichung

U™ (C))(p) = xU™(C) o)

definieren, wobei x € V', p € V,E.

Ebenso wie die Invarianz des durch den metrischen Tensor g, bestimmten
Skalarprodukts im Tangentenraum die Invarianz des durch den inversen metrischen
Tensor g" bestimmten Skalarprodukt im Cotangentenraum unter Parallel-
transport impliziert, bestimmt die invariante Bilinearform (,)® auch hier
eine unter Paralleltransport ¢* invariante Bilinearform (,) > in VZ. Sind

INB: Eine Bilinearform, keine Sesquilinearform. Bilinearitit und Antisymmetrie be-
deuten (Ae + puf, g) = —(g,Ae + puf) = XMe, g) + p(f, g) fiir alle A, u € C.
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(e'(z),€*(x)) die zu (e1(x), e2(x)) dualen Basisvektoren in V,”, so ist die Bi-
linearform durch

(e2(2), (@)t = e

gegeben. Dabei ist (€%°) der zu (eq) inverse Tensor. Die Paralleltransport-
matrizen sind fiir die erwahnten Basen verkniipft durch

U-(C) = UR(C)*" € SL(2,C).

Schliesslich betrachten wir Paralleltransport ¢(C') von Vektoren im Ten-
sorprodukt V. ® V.E. Wie iiblich wird er durch

UC)(x® @) =U"x @UHC)ep.

definiert. Wir benutzen die gleitenden Basen in den Spinorrdumen um eine
gleitende Basis (e,(7)), o = 0...3 in VX ® V.E zu definieren.

tal) = 5 (0a),"e"(2) © ()
Dabei sind die hermitischen 2 x 2-Matrizen o, wie im Anhang C definiert,
viz. 09 = I, 0; Pauli-Matrizen fiir 1 = 1, 2, 3.

V.l ® V.E ist ein 4-dimensionaler komplexer Vektorraum. Wir betrachten
den reelen Unterraum V,, der aus Linearkombinationen von Basisvektoren
€q() mit reellen Koeffizienten besteht. Paralleltransport bildet den reellen
Unterraum V,, in den reellen Unterraum V,, ab. Explizit errechnet man

UC)ealz) = es(y)U%L(C),
USL(C) = AL (U(0)), (2.67)

wobei A(A) die A € SL(2, C) gemiéss der Fundamentalformel (??) des Spinorkalkiils
zugeordnete Lorenttransformation ist.

Als Tensorprodukt ererbt V' ® V.E eine Bilinearform, die sich zu einem
indefinites Skalarprodukt auf V,, einschrankt.

<X1 R Y1, X2 ® S02>w = <X1, X2>;IE<901, 902)5-

Mit der Formel (??) des Anhangs und der Hermitizitét von o, errechnet man
durch Einsetzen, dass

{ea(®), €5(2))0 = Thap
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Die Basis ist also pseudo-orthonormal, und der Paralleltransport (2.67) bildet
pseudo-orthonormale Basen in ebensolche ab.

Um den Paralleltransport von Tangentenvektoren von M zu definieren,
miissen wir die Vektorrdume V, mit den Tangentenrdumen identifizieren.
Dies geschieht mit Hilfe eines Vierbeins

Vi 2 ea(z) — et (x)0, € T,M (2.68)

Um den Paralleltransport von Tangentenvektoren aus dem Paralleltransport
von Spinoren zu konstruieren, brauchen wir also ein Vierbei als dynamis-
ches Feld. Dieses Vierbein ubersetzt auch das Skalarprodukt auf V, in ein
Skalarprodukt in 7, M. Es bestimmt also die Metrik (wie wir schon wissen).
Umgekehrt werden die Paralleltransportmatrizen U fiir Spinoren aus
den Paralleltransportmatrizen U(C) fiir Tangentenvektoren beziiglich einer
pseudo-orthonormalen Basis durch GI1.(2.67) und Stetigkeit eindeutig bes-
timmt. Zwar ist die einer Lorentztransformation A(A) zugeordnete Matrix
A € SL(2,C) zundchst nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt. Wegen der
Zusammensetzungsregel fiir Paralleltransporter geniigt es jedoch, U%(C) fiir
hinreichend kurze Wege C' zu kennen. Dann muss aber die Matrix UR(C)
in der Ndhe von 1 sein, und diese Forderung eliminiert das unbestimmte
Vorzeichen. Die Paralleltransportmatrizen fiir rechtshindige Spinoren sind
UR(C) = UL(C)* . Fiir Dirac-Spinoren ergeben sich die Paralleltransport-
matrizen -
e =swren= (" poe ) e
Sei die Paralleltransportmatrix fiir Tangentenvektoren lédngs eines infinitesi-
malen Wegs von = nach x + dx gegeben durch

UC) =1~-7~,(x)éz"
dann gilt nach Gl. (??) in Anhang C
UP(C)=1- fmcz'2'yaﬂu(x)aﬂa6x“ (2.70)

0" = 1) (2.71)

Dies ist zu G1.(2.67) fiir infinitesimale Wege dquivalent. Die Wirkung von ~v*
auf VE@ VT ist in der oben erwahnten gleitenden Basis durch die in Anhang
C definierten Dirac’schen y-Matrizen gegeben.
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Schliesslich kénnen wir die allgemein relativistische Dirac- Gleichung fiir
massive Spin -Teilchen angeben.

Die auf Dirac Spinoren wirkende kovariante Ableitung D, wird mit Hilfe
der Paralleltransporter P (C) in der iiblichen Weise definiert.

Die Dirac-Gleichung lautet nun

(ithy*(z) Dy, — me)¥(z) = 0. (2.72)

In Matrix-Darstellung ist nach G1.(2.71)

i
D, =0, + 57%(:5)0@. (2.73)
Y%, (z) sind die Zusammenhangskoeffizienten beziiglich der orthonormalen

Basis im Tangentenraum.

Man beachte aber, dass die Basis im Spinorraum und die pseudo-orthonormale
Basis im Tangentenraum verkniipft sind. Fithrt man eine SL(2, C)-Eichtransformation
(2.66) im Spinorraum durch (samt zugehdoriger Tranformation der dualen Ba-
sis), so transformiert sich das Vierbein nach
el (z) = el (z) = e (x)A,(S) (2.74)

o

2.2.4 Invarianten und globale Bedeutung

Betrachten wir Paralleltransport als eine Art von Kommunikation, so bes-
timmen die Eigenschaften des Paralleltransports, welchen Kommunikation-
sinhalten eine globale Bedeutung zugewiesen werden kann. Global heisst,
dass verschiedene Kommunikanden sich dariiber in konsistenter Weise eini-
gen konnten.

Lokale Grossen und Operationen, fiir die eine Paralleltransport langs Kur-
ven C von Punkten x zu Punkten y von M erklart ist, nennen wir Invari-
anten, wenn das Resultat des Paralleltransport unabhangig vom Weg von z
nach y ist.

Es folgt dann unmittelbar, dass der Paralleltransport einer solchen In-
varianten & von x nach z lings einer beliebigen Schleife C : x — x wieder &
liefert, denn unter den Schleifen befindet sich die triviale Schleife C' = () und
ihr ist die identische Abbildung zugeordnet. Solche Paralleltransporter langs
Schleifen bilden die Holonomiegruppe.

Ist die Eichgruppe der Holonomiegruppe gleichgesetzt, so folgt, dass In-
varianten eichinvariant sind.
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Angenommen, eine lokale Grosse oder Operation &, sei bei x erklirt, und
sei eine Invariante. Dann konnen wir fiir jedes y in M eindeutig ein &, als
Ergebnis des Paralleltransports von &, nach y langs eines beliebig gewahlten
Wegs erklaren. 2

Damit erhélt jede Invariante £ eine globale Bedeutung. Die eben beschriebene
Prozedur nennen wir verallgemeinerte Synchronisation. Sie ist nur fiir Invari-
anten erklart.

Hat eine pseudo-Riemann’sche Mannigfaltigkeit M nichtverschwindende
Kriimmung, so macht es keinen Sinn zu sagen, ein Tangenten-Vekorfeld v
bestimme fiir alle x denselben Vektor v, - die Richtung eines Tangentenvek-
tors hat keine globale Bedeutung, weil das Ergebnis des Paralleltransports
von Tangentenvektoren wegabhangig ist. In einem flachen Raum ware die
Situation anders.

Hingegen ist das durch die Metrik definierte Skalarprodukt < v,, w, >,=
g (x)vhw? zweier Tangentenvektoren in jeder pseudo-Riemann’schen Raum-
Zeit Mannigfaltigkeit M Invariante. Daraus folgt die globale Bedeutung des
Begriffs der Eigenzeit.

Ebenso sind beliebige aus Tensoren durch Kontraktion gewonnene Skalare
Invarianten.

Invariante Operationen kennen wir ebenfalls schon. Die Linearitit des
Paralleltransports U (C) : V, — V, besagt, dass die Addition + globale Be-
deutung hat, ebenso die Multiplikation mit Zahlen. Ist Addition in V,, erklart,
so kann die Addition in V,, dadurch erklért werden, dass man beide Summan-
den lings eines beliebigen Wegs C nach z transportiert, dort addiert, und
dann das Resultat lings —C zuriicktransportiert. Da U(—C) = U(C)™!,
ist dies gleichbedeutend damit, dass Paralleltransport und Addition kommu-
tieren,

UCYvy + U(Chwy =U(C) (v + wy) (2.75)

Ebenso verhilt es sich mit dem Tensorprodukt. Dass die Bildung des
(gewohnlichen) Tensorprodukts eine invariante Operation ist, und dass physikalis-
che Grossen Tensoren sind, die sich dementsprechend parallel transportieren,
ist ein der Allgemeinen Relativitatstheorie zugrunde liegendes physikalisches
Postulat. Entsprechendes gilt in den Eichtheorien der Elementarteilchen.
Das Postulat ist nicht selbstverstandlich und es gilt auch nicht deshalb,
weil die Mathematik es so will. Es gibt Eichtheorien in zwei Raum-Zeit-
Dimensionen, bei denen die Eichgruppe durch eine Quantengruppe oder

2Wir nehmen an, dass M topologisch zusammenhiingend ist
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noch allgemeiner durch eine (schwache) Quasi-Quantengruppe G ersetzt ist.
Physikalische Grossen transformieren sich auch dann nach gewissen Darstel-
lungen von GG, und es gibt auch eine geeignet definierte Verallgemeinerung des
Tensorprodukts von Darstellungsrdumen. Aber dieses ist vom gewdhnlichen
Tensorprodukt verschieden, und teilt nicht dessen Eigenschaften. 3

2.3 Der Energie-Impuls-Tensor

In den Einstein’schen Feldgleichungen (2.27) steht auf der rechten Seite der
Energie-Impuls-Tensor 7),,. Er ist durch Gl. (2.24) definiert.

2.3.1 Energie-Impuls-Tensor eines Massenpunkts

Fiir den Spezialfall, wo die Materie nur aus einem Massenpunkt besteht,
konnen wir 7),, aus der Definitionsgleichung (2.24) und dem bekannten Aus-
druck fiir die Wirkung Shsaterie bestimmen. Das Resultat verallgemeinert sich
sofort auf ein System von Massenpunkten, die keiner Nicht-Gravitations-
wechselwirkung unterliegen. Der Energie-Impuls-Tensor eines solchen Sys-
tems ist gleich der Summe der Beitrage von den einzelnen Massenpunkten,
da das gleiche fiir Sysuerie gilt.

Fiir einen einzelnen Massenpunkt ist nach Gl. (I-4.9a) die Wirkung durch
seine Weltlinie A — C'(A\) bestimmt.

Swerie = —me [ dA (—guu(o(x))dC;A(A) d(’;@)y (2.76)

= —me [ [ d(a - C) <—g,w(x) dC;A(A) d(’;;(”) :

Dabei ist (. ..) die vierdimensionale -Funktion, die definiert ist durch

*(y) = 6(4°)8(y")a(y*)d(y’) (2.77)
Durch Vergleich mit (2.22) sehen wir, daf§ die Lagrangefunktion
dOm(\) dC(\) 2
V9L aterie(w) = =me* [ dXF*(z = C() < g (@) =5 2=
(2.78)

3G. Mack, V. Schomerus, Quasi-Hopf quantum symmetry in quantum theory,
Nucl.Phys. B 370, 185 (1992)
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ist. Wir bendétigen die Ableitung davon nach ¢ bei festgehaltener Weltlinie
C(A). Auch das Koordinatensystem soll nicht verdndert werden, so daf die
Koordinaten C*()) als konstant zu betrachten sind. Bei einer Anderung des
metrischen Tensors ¢,, —+ g, + 04, geht g?7 — g7 + dg*°, wobei dg,, und
0gP? verkniipft sind durch

5g;w = _gupégpagau
Dies folgt aus der Tatsache, daf} g,, 9" = ¢,/ ist. Somit ist g—j’,% = —0upYvo
und es ergibt sich aus Gl. (2.78) und der Definition des metrischen Tensors,
dafl

M

_%\/—_‘QTMU _ —mCQ/dA54($ - C()\)) (—g,“,dc;;)\) dC;’)EA)) _
1 dC?(\) dC(\)

§gup(x)gua(x) d)\ d)\

Wihlen wir den Parameter A gleich ¢-Eigenzeit, A = ¢- 7, so ist ()2 =1 und
dC% — y# die Vierergeschwindigkeit des Teilchens. Damit vereinfacht sich
der obige Ausdruck zu

§*(x — C(1))up(T)uw (1) (2.79)

T(z) = mc2/cd7' 0

T, () ist also durch die Vierergeschwindigkeit des Massenpunktes bestimmt,
wenn er sich im Raum-Zeit-Punkt z befindet.

2.3.2 Erhaltung des Energie-Impuls-Tensors

Wir kehren zuriick zur Betrachtung des Energie-Impuls-Tensors fiir ein be-
liebiges System. In der speziellen Relativitatstheorie gilt der Erhaltungssatz

8,T,* =0 (2.80)

Nach dem Aquivalenzprinzip sollte dann in der allgemeinen Relativitiitstheorie
gelten, daf

Tt ,=0 (2.81)
In der Tat ist Gl. (2.81) allgemein kovariant, gilt also bei beliebiger Wahl des
Koordinatensystems, wenn sie fiir irgendeine Wahl des Koordinatensystems
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gilt. In einem lokalen Lorentzsystem bei x reduziert sich aber Gl. (2.81) auf
Gl. (2.80), denn

Tuu;/,a(x) 'up(x)TVP;N(I)

#(@)({0uTop(x) = Too (2)17,,(x) — Top ()17, (x)}

und in einem lokalen Lorentzsystem bei z ist g**(z) = n** und I'?,,(z) = 0.

Wie wir nun zeigen wollen, folgt G1. (2.81), wenn die Bewegungsgleichun-
gen fiir die Materie erfiillt sind.

Aus der Mechanik ist bekannt, dal nach dem Noetherschen Satz Symme-
trien der Wirkung zu Erhaltungssitzen fithren. Wir werden GIl. (2.81) aus
der Invarianz der Wirkung Sysqserie unter Koordinatentransformationen (und
der Giiltigkeit der Bewegungsgleichungen fiir die Materie) herleiten.

Wir betrachten Anderungen 09, der Metrik von der Form

09" (x) = e(§"" () + £7#(z)) (2-82)

Dabei ist € ein infinitesimaler reeller Parameter, und £*(z) sind beliebige
Funktionen von z, die auflerhalb eines beschrinkten Bereichs verschwinden.

Es wird weiter unten gezeigt werden, dafl unter einer solchen Variation
der Metrik

g
g

6SMaterie =0 (283)

ist, vorausgesetzt, die Bewegungsgleichungen der Materie sind erfiillt. Wir
nehmen dies zunidchst als gegeben an, und driicken 6Sysaterie durch den
Energie-Impuls-Tensor aus. Nach Gl. (2.26) ist

SSuaric = —5- [ A1/ "GTudg"
=~ [dav=gTu (e + &) = = [ doy=gT.e
Nach der Produktregel des Tensorkalkiils von SS2 ist dies gleich
OShaterie = = [ d'ov/=g(Tu€")" + = [ d'ay=gL,"¢"  (284)

Der erste Term 148t sich mit Hilfe der Formel (2.28) fiir die kovariante Di-
vergenz eines Vektorfeldes umformen

1 — terTerm = —E /d4x8,,(\/—gTWf“) =0 (2.85)
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Somit kann 6Spreerie = 0 fiir beliebige Funktionen &# nur gelten, wenn
T,* = 0 ist. Da man Indizes frei heben und senken kann, ist dies die
gewiinschte Aussage (2.81).

Es bleibt zu zeigen, dafl Sisaterie = 0 unter Variation (2.82) der Metrik.

Hierzu fassen wir zeitweise ¢g*’(z) = ¢*(2°,...,23) als Funktion der
reellen Koordinaten 20, ..., 2% auf (statt als Funktion des Raum-Zeit-Punkts
x), und Spsaterie als ein Funktional dieser Funktionen. Wir betrachten nun
infinitesimale Koordinatentransformationen

ot — o't =zt + et (x) (2.86)

Shraterie hat eine koordinatenunabhingige Bedeutung, seine Anderung
Ok Tr.Snraterie Unter einer Koordinatentransformation verschwindet also

6K.T7'.SMaterie =0 (2 87)

Unter Koordinatentransformation (2.86) &ndert sich der metrische Tensor
gemaf Tensorkalkiil

oz’ 0x'°
o (g0 2 = (20, ... 23
g ( 7 ) ) g ( ) b axu axlj
g

77 (20 . 2%) + €(g" 0, + g7 9,£7) + O(€?)

Andererseits ist
g7 (2", .. 2" = g (2., 2%) + €€40,9" (20, ..., 2*) + O(€?)
g7 (2% ..., 2®) + €£"0,9" (2°,. .., 2%) + O(e?)
weil ¢ — g = O(€). Somit ergibt sich schliefilich
g7 (2%, ..., 2% =g (2°,...,2%) + 0g7 (2", ..., 2%)
mit
8977 = (0,9 + 90, + g D,E)

Mit Hilfe von Formel (1.52) und der Riemannschen Formel fiir die Zusam-
menhangskoeffizienten verifiziert man, daf3 sich dies auch schreiben lafit als

5977 = €€ +£7%) (2:88)

Die Anderung von Spsaterie UNter einer solchen infinitesimalen Anderung der
Metrik wurde mit 6.Sys4terie bezeichnet.
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Die Koordinatentransformation (2.86) fiithrt auBerdem zu einer Anderung
der reellen Funktionen, die die Materie beschreiben, beispielsweise andern
sich die Koordinaten C*()\) der Weltlinie eines Teilchens um 6C*(\) =
e€*(C(N\)). Die dadurch verursachte Anderung 0p/a:Svaterie verschwindet
aber, wenn die Bewegungsgleichungen gelten, denn diese sind aquivalent zu
der Aussage, dafl die Anderung von Spraerie bel einer beliebigen Variation
der Materievariablen verschwindet. Somit ist nach Gl. (2.87)

0 = 5K.T7‘.SMaterie = 55Materie + 5MatSMaterie
= 6SMateriea (289)

wenn die Bewegungsgleichungen erfiillt sind.

Damit ist Gl. (2.83) hergeleitet. Dies vervollstindigt den Beweis der
Erhaltung des Energie-Impuls-Tensors.

Das eben gegebene Argument zeigt gleichzeitig, dafi aus 7,",, = 0 umgekehrt
die Giiltigkeit der Bewegungsgleichungen folgt, zumindest fiir Materie, die
aus einem System aus Massenpunkten besteht, von denen keine zwei am
selben Raum-Zeit-Punkt sind. Denn aus 7,", = 0 folgt wegen Gl. (2.84),
(285), daB (5SMaterie = 0. Da aber 6K.Tr8Materie =0 gllt auch (5MatSMaterie:05
,vgl. bei G1.(2.89). Dies ist aber die Anderung von Spsaerie UNter einer be-
liebigen infinitesimalen Variation der Materievariablen, denn da &* beliebige
Funktionen von z sind, so sind auch 6C¥()\;) = e£#(C;()\;)) beliebige Varia-
tionen der Koordinaten der Weltlinie C; des Teilchens 7. 074t Snraterie = 0 ist
daher dquivalent zur Giiltigkeit der Bewegungsgleichungen.

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, daff die Einsteinschen Feld-
gleichungen die Gleichung 7", = 0 implizieren. Die Einsteinschen Feldgle-
ichungen enthalten also bereits die Bewegungsgleichungen fiir die Materie
mit.

2.3.3 Bianchi-Identitaten

Man fiihrt die Bezeichnung

1
Gu =Ry — §9uvR

ein, und bezeichnet G, als Einstein-Tensor. Die Einsteinschen Feldgleichun-
gen nehmen dann die Form an

&1k

ij == ?TNV (290)
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Wenn 7", = 0 ist, wird dann auch gelten miissen, daf}
G)/,=0 (2.91)

In Wahrheit sollte man aber nicht Gl. (2.91) als Konsequenz der Erhal-
tung des Energie-Impuls-Tensors betrachten, sondern gerade umgekehrt die
Erhaltung des Energie-Impuls-Tensors als Konsequenz von (2.91) und der
Einsteinschen Feldgleichungen. Denn (2.91) ist eine Identitét; sie gilt fiir
jede Metrik, gleichgiiltig, ob diese die Einsteinschen Feldgleichungen erfiillt
oder nicht. Gl. (2.91) wird als kontrahierte Bianchi-Identitét bezeichnet. Sie
ist eine Konsequenz der Bianchi-Identitat fiir den Kriimmungstensor, die wie
folgt lautet

Dy\Fu +D,Fry+ D, Fn=0 (2.92)

Dies ist eine Verallgemeinerung der 2-ten Gruppe der Maxwellschen Gle-
ichungen der Elektrodynamik und gilt in jeder Eichtheorie ebenso wie in der
allgemeinen Relativitatstheorie. F,, (z) ist eine Abbildung V, — V, und
D, F,, ist definiert durch

(DAFuw(2))v(2) = Da(Fu(2)0(2)) = Fpu () Drv () (2.93)

fiir ein beliebiges (Tangenten)vektorfeld v. Die kovariante Ableitung Dyv
von Vektorfeldern wurde in SS1 von Kapitel I erklart. Da Fuv(z)v(z) € V,
wieder ein Vektorfeld definiert, und Dyv(z) € V; ist, so sind beide Terme der
rechten Seite erkliart. In der allgemeinen Relativitatstheorie ist V, = T, M

der Tangentenraum.
Die Giiltigkeit von GlL. (2.92) folgt unmittelbar aus Gl. (1.16):

Fw =Dy, D,))=D,D, - D,D, (2.94)
Nach Gl. (2.98) miissen wir zeigen, daf}
([Dxs Fuo] + [Doy Fo] + [Dy, FirlJo = 0
gilt fiir ein beliebiges Vektorfeld v. Nach Gl. (1.16) ist aber

[D)Uflw] + [Dllaf)\p] + [Du; Fl/)\] (295)
= [Dx; [Dy, Dull + [Do, [Dx, Dyl + [Dy, [Dy, Di]] =0 (2.96)

Dies verschwindet aufgrund der Jacobi-Identitat fiir Kommutatoren. Man
sieht sie ein, indem man die Kommutatoren alle ausschreibt, [D,, D,] =
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D,D,—D,D,, usw.. Dann kiirzen sich alle Terme paarweise weg. Damit ist
die Bianchi-Identitédt (2.92) bewiesen.
In Komponentenschreibweise lautet G1. (2.92)

Rpa;w;)\ + Rpa/\u;u + Rpm/)\;u =0 (297)
Wir wollen hieraus die kontrahierte Bianchi-Identitét (2.91) ableiten. Es ist

9. = 9up9™ =6,/ (2.98)

Also ist . .
Gpu;u = R,uu;u - 5(6;LUR);V = R,uu;u - §R§M (299)

Aus Gl. (2.97) folgt durch Summation iiber p = v und Kontraktion mit g7*
0= ggu(RVUull;)\ + RVU)\M;U + RVO’II}\;M)

Wegen der Symmetrie-Eigenschaften (2.8,2.9,2.10) des Kriimmungstensors
und der Definition (2.12), (2.13) des Ricci-Tensors R,, und der skalaren
Kriimmung R ist die rechte Seite gleich

_R§)\ + RU)\;V + Ru/\;u = QGuA;u

Also ist G“)\; x = 0, und damit auch G, = 0, denn der Einstein-Tensor G,
ist symmetrisch, und das Heben und Senken von Indizes kommutiert nach
SS2 mit der kovarianten Ableitung. (G, ist symmetrisch, weil R, = R,,,,
dies wiederum folgte aus den Symmetrie-Eigenschaften (2.8,2.9,2.10) des
Kriimmungstensors.) Die Giiltigkeit der kontrahierten Bianchi-Identitdten
(2.91) ist damit gezeigt fiir ganz beliebige pseudo-Riemannsche Zusammenhénge.

Aus dem Erhaltungssatz T,", = 0 folgt nicht, dafi Energie und Impuls
der Materie erhalten sind. Es ist aufgrund von Gl. (1.52)

Ty o 1 0(V=gT,") lagypr,,
v /=g ox” 2 Ot

Betrachte nun eine raumartige Hyperfliche 2° = ¢t = const. Definieren wir
Impulskomponenten |,

=0 (2.100)

P, = /x o/ =gT,
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so sind diese Ausdriicke unter Koordinatentransformationen invariant, die 2°
und damit auch die Hyperfliche invariant lassen. Die zeitliche Ableitung von
P, ergibt sich nach GIL.(2.100) als

Ld

o 1
cdtP”:/d%ax”( —91,") =3

2 Jgo=ct

/=g 29 2 ¢,
o+



Chapter 3

Anwendungen der Allgemeinen
Relativitatstheorie

3.1 Die Schwarzschild-Losung der Einstein-
schen Feldgleichungen

Sterne, wie z.B. die Sonne, sind in sehr guter Naherung kugelsymmetrisch.
AuBerhalb des Sterns wird der metrische Tensor die Einsteinschen Feld-
gleichungen mit 7, = 0 erfiilllen miissen. Dies fiihrt uns dazu, kugel-
symmetrische Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen mit 7, = 0 zu
suchen. Gelingt es uns, die allgemeinste kugelsymmetrische Losung dieser
Gleichungen zu finden, so werden sich darunter auch die einer beliebigen
Materie-Verteilung im Stern entsprechenden kugelsymmetrischen Losungen
im Auflenraum des Sterns finden. Allerdings miissen wir Singularitdten zu-
lassen, denn im Inneren des Sterns ist die Losung der Gleichungen mit 7, = 0
unphysikalisch.

Kugelsymmetrie bedeutet abstrakt, daf eine Wirkung der (aus der Theo-
rie des Drehimpulses bekannten) 3-dimensionalen Drehgruppe SO(3) auf M
definiert werden kann, derart, dafy die Metrik unter den Drehungen O: M —
M (O € SO(3)) invariant bleibt.

Man kann zeigen, daf} es sich bei Kugelsymmetrie durch geeignete Wahl
der Koordinaten immer erreichen 148t, dafl das Linienelement ds? von der

Form
ds? = e’V c2dt? — X dr? — v (d9? + sin? 9dy?) (3.1)

ist. 19, ¢ haben die Bedeutung von Polarkoordinaten auf einer Kugelschale

71
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r = const. Die Linge eines (raumartigen) Groflkreises auf der Kugelschale
r = const ist 2rr. Die Vorfaktoren von c?dt? und dr? wurden als e’ und
e* geschrieben, da wir erwarten, daf§ sie positiv sein werden, doch kénnen
wir auch negative Werte zulassen, indem wir imagindre Werte von v und A
erlauben.

Wir numerieren die Koordinaten

ct=2" |, r=2' | 9=2 , =2 (3.2)
Dann lesen wir aus Gl. (3.1) die Formeln fiir den metrischen Tensor ab. Es
ist ds? = —g,, dztdz”, also

goo = —¢€" , gu= e y 922 = r? y 933 = r? sin® ¥ )
andere =0 (3.3)

Da die Matrix (g,,) diagonal ist, ist ihr Inverses sofort gefunden. Der inverse
metrische Tensor hat also Matrixelemente
1 1
0 _ _ v 11 _ A 22 _ 33 _
g =—¢€ g =€ 9 =5 5 9 = 2l
andere =0 (3.4)

Wir miissen nun mit Hilfe von Gl. (1.52) die Zusammenhangskoeffizienten
['*, bestimmen. Da g,, diagonal ist, kann nach Gl. (1.52) I'*, ) nur dann
# 0 sein, wenn mindestens zwei der drei Indizes gleich sind. Auflerdem tragt
dann nur einer der drei Terme in (I-3.12) etwas bei. Denn ist 4 = v = p,
so kiirzen sich zwei Terme heraus, und im anderen Fall ist nur ein Term von
Null verschieden. Aus Gl. (3.3?7) ergibt sich so

. . i
FO00 = - ) Folo = - ; Fou =M (3.5)
2 2
1, A \
Dy=5e W, Thy=5 . Ty=5
My, =—re™ | Ty =—rsin®e™
1 1
F212 = 5 F233 = —sind cosd , F313 =- F323 = cot 9
r r

Die anderen I'*, | sind Null, mit Ausnahme derer, die sich von den in (3.5)
angegebenen nur durch Vertauschen der beiden unteren Indizes unterschei-

r—90 =108
den. "=, =<4

1
c
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Der Kriimmungstensor ergibt sich nun durch eine etwas langere Rechnung
aus Gl. (1.33). Der Ricci-Tensor R, = R’,,, ergibt sich dann daraus als

72BN VE N 75 U VD D CEN V

_ v=ATT o 1 - = _ p
R()() = € [2 + 4 4 + 7'] 2 4 + 4 (36)
VAV 75 YD | A )RS LRV
Ru = —g -+ +o+ 2 A+ T (3.7)
A
R10 = R01 = ; (38)
R22 == 7/\[1 2(1/ — )\I)] + 1 (39)
R33 = —sin 19R22 (310)

Die Einsteinschen Vakuum-Feldgleichungen verlangen nach (77)
R, =0

Die Bedingung R,y = 0 gibt A =0, also hangt A nur von r ab.
A=)

Die Bedingung Ry + €“*R;; = 0 gibt

1 /

— AN)=0

W)
Also ist v(r,t) = —)\( )+ f(t). Da v in die Metrik nur in der Kombination
e’dt> = e M) (e3/Ddt)? eingeht, kann man durch eine Transformation der
Zeitkoordinate t — t' = [ e3/dt den Beitrag von f zu v wegtransformieren.
Also ist bei geeigneter Koordinatenwahl

v(r,t) = —\(r) (3.11)

Damit sind alle Komponenten g, des metrischen Tensors t-unabhangig. Dies

ist der Birkhoffsche Satz: Ein kugelsymmetrisches Gravitationsfeld ist au-
tomatisch statisch. Beispielsweise fiihrt also eine mogliche Pulsation eines
kugelsymmetrischen Sterns nicht zu einer Zeitabhangigkeit des von ihm erzeugten
Gravitationsfeldes, er strahlt also keine Gravitationswellen ab. Dies ist ana-
log zu einem Resultat der Elektrodynamik: Eine pulsierende kugelsymmetrische
Ladungsverteilung strahlt nicht.
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Es ist allerdings zu bemerken, dal die Bezeichnung “statisch” fiir ¢-
unabhangig in Wirklichkeit nur gerechtfertigt ist, wenn ¢ eine zeitartige Ko-
ordinate ist, d.h. wenn —ggo = € > 0 ist. Wir werden spéater sehen, daf} dies
innerhalb des Horizonts eines schwarzen Lochs nicht erfiillt ist - das Grav-
itationsfeld eines schwarzen Lochs ist nur auflerhalb des Horizonts wirklich
statisch.

Die Bedingung Rye = 0 liefert nun wegen (3.11)

eMl—rX)—1=0

A

Setze e™* = a. Dann ist \' = %’ und die obige Bedingung ergibt

, a1
a4+ —=-
T
Die allgemeine Losung dieser linearen Gleichung setzt sich zusammen aus
der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und einer partikuldren

Losung der inhomogenen Gleichung. Eine partikulire Losung ist o = 1. Die
allgemeine Losung der Gleichung o' + < = 0 ergibt sich durch Separation der

Variablen, %" = —‘fn—’“, also a = %"St Somit ist
2
=1 M (3.12)
r

Dabei ist M eine Konstante, die verschiedene Losungen unterscheidet. Ihre
physikalische Bedeutung wird spater bestimmt werden.

Mit Ry = 0 ist automatisch auch R33 = 0 wegen Gl. (3.10). Damit sind
Gl (3.8,27,7?) und eine Linearkombination von Gl. (3.6) und (3.7) erfiillt.
Es wird also R, = 0 sein, wenn auflerdem noch R;; verschwindet. Wegen
(3.11) vereinfacht sich diese Gleichung zu

)\Il )\/2 )\I

2 2 T

Man rechnet leicht nach, daf der Ausdruck (3.12) fiir A diese Gleichung
erfiillt.

Damit ist die allgemeinste kugelsymmetrische Losung der Vakuum-Feldgleichungen
gefunden. Sie hangt von einem willkiirlichen Parameter M ab. Das Lin-
ienelement lautet

- @)Cth2 -1

0

M

ds® = (1 . ) tdr? — r?[d¥? + sin® 9dp?] (3.13)
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Fiir grofle r strebt dieser Ausdruck dem Linienelement im Minkowskiraum
zu; das Gravitationsfeld wird also schwach. In diesem Grenzfall driickt sich
nach Gl. (??) goo durch das Newtonsche Gravitationspotential aus gemaf
goo =1 —22. Also ist

-M

¢ =
c3r

Andererseits ist das Newtonsche Gravitationsfeld einer kugelsymmetrischen
Quelle der Gesamtmasse m’ gegeben durch ® = —’“Tm'. Durch Vergleich sehen
wir, dafl

km

M =

5 (k = Newtonsche Grav. — Konstante)
¢

M wird als Gravitationsradius, oder Schwarzschildradius, bezeichnet. Fiir
die Sonne ist M = 2.96 km, fiir die Erde M = 8.8 mm. Der Radius der
Materieverteilung ist demgegeniiber viel grofler. Der Ausdruck (3.13) hat
also keine Singularitat im Auflenraum, wo er physikalische Giiltigkeit hat.

3.2 Periheldrehung der Planeten und Licht-
ablenkung an der Sonne

Wir betrachten nun die Bewegung eines Massenpunkts der Masse m in der
Schwarzschildgeometrie. Seine Weltlinie sei = (). Seine Wirkung ist

g\ 2
d dm) d\ (3.14)

S = —me / <—guu(x(A))ﬁ )

Die Wirkung hangt nicht ab von der Parametrisierung der Weltlinie, sie
ist invariant unter Reparametrisierungstransformationen A\ — \ = f()\g.
Insbesondere konnen wir daher als Parameter die Zeit wahlen, A = ¢ = £-.

Damit wird
S = / Li(t), z(t))dt (3.15)
mit
L(z,z) = —mc {62(1 — ) — (1= =) = 2[9? + sin? 19gb2]}5
(3.16)
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Der Punkt bedeutet hier Ableitung nach t.

Das weitere Verfahren ist nun wie bei der Behandlung eines Massenpunkts
im Zentralfeld in der nichtrelativistischen Mechanik. Einziger Unterschied
ist die etwas komplizierte Gestalt der Lagrangefunktion. Der Formalismus
der analytischen Mechanik gilt allgemein und kann in der gewohnten Form
angewandt werden.

Wir sehen, dafl L nicht von der Koordinate ¢ abhangt, ¢ ist also eine zyk-
lische Koordinate. Daraus folgt, dafl der zu ¢ kanonisch konjugierte Impuls
P, erhalten ist

_ 0L _ ¢
RERTANTE

Dabei ist { } der Ausdruck in { } in Gl. (3.16). Zeit ¢t und Eigenzeit 7 des
Massenpunkts sind verkniipft durch

mr?sin® 9¢ = | (3.17)

dr dzt dx¥ 1
— = (—q,,——)2 A
“dt (9w g )? (3.18)
1
2 2 . 2
r r
Daher kénnen wir Gl. (3.17) auch schreiben als
2 2 dy
mr®sin“ 99— = [ = const. (3.20)

dr

Dies driickt die Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses aus. Wir
schreiben

7= (r', 7%, r®) = (rsin¥sin @, r sin 1 cos @, 7 cos ¥)

und definieren

—

- dr

L=mix—
mrxdT

Dann ist
L3 = Py =1

konstant. Da wegen der Kugelsymmetrie keine Achse ausgezeichnet ist, sind
daher auch L! und L? zeitlich konstant. L steht senkrecht auf dem Ra-
diusvektor 7 und auf j—f . Aus der Konstanz der Richtung von L folgt dann
wie beim Keplerproblem, dafi die Bewegung eben ist. Die Bahnkurve liegt in
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einer Ebene, die den Ursprung enthilt. Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit kénnen wir daher ¥ = 7/2 annehmen. Damit vereinfacht sich Gl. (3.20)
zu d
¥
— =1
mr? o
Die Lagrangefunktion hangt auflerdem nicht explizit von der Zeit ab. Daraus

folgt, daf} die Energie erhalten ist
H=F

Definitionsgemaf ist .
H = p.7 +pyd + ppp — L

Dabei ist
oL mer dr ZM
_ oL me LM 3.21
Pr oF  {}3(1-2M) dT( g ) o
8L mc 2 Qdﬂ aL
= — = T Y =mro— ’ =50 522
Do 819 { }5 dT ptp aw ( )
Somit ergibt sich
2 .
H= mﬁ 721 — TM)‘l + 1292 4 2 sin? 92 + { }] = mc’ (1 - %) {i

{ } ist eine Funktion von 7, ¢, wenn 9 = 0. Fiir die folgende Rechnung ist
es glinstiger, die Gleichung H = F als eine Beziehung zwischen j—: und %‘f
aufzufassen statt zwischen 7 und ¢. Benutzen wir Gl. (3.19) und (3.22), so
lautet die Gleichung H = F

2M  dt
l1-—)—=F 3.23
me(1 - 24 & (3.23)
Multiplizieren wir Gl. (3.19) mit %, so ergibt sich fiir 9 = m/2
1
2M  dt 2M dr dy.,
11— 2y (e 1= 2281 (2 =
fea -2 - a- 2 re - r@e) =
Einsetzen von Gl. (3.23) fiir 4 liefert schlieflich die gewiinschte Beziehung
zwischen % und d“’
E? 2M 2M dyp
122 -1 1— 207N\ 2 — 2
m2c2( , ) ( ” —) (dT) r (dT) ¢
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Wie bei der Losung des Keplerproblems benutzt man nun die Drehimpulser-
haltung, um hieraus eine Gleichung fiir j—; herzuleiten, aus der sich die
Bahnkurve bestimmt. Es ist

dr  drdyp de 1

& dpdr WY T e

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

E? 2M 2M dr ., [ 12
1_ —1_ o My AT L
m202( r ) ( r ) (dgo) mert  mEr? C
Durch Auflésen ergibt sich
dp= L e+ Bya - 2M, 7 (3.24)
b=z moet+ 3 . r :

Durch unbestimmte Integration ergibt sich daraus die Bahnkurve

/’” ldr
Pl — (m2e + )1 - 20

T

o(r) = (3.25)

Minimum ry,;, und Maximum 7,y von r sind bestimmt durch die Forderung,
daf} dort j—; = 0 sein muf}. Sie sind daher die beiden Nullstellen des Ausdrucks
[ ] mit 7 > 2M. Die Punkte der Bahn mit 7 = 7, werden als Perihele der
Bahnkurve bezeichnet. Von Perihel zu Perihel der Bahn &ndert sich der
Winkel ¢ um

1
rmax [dr [ E? 12 oM ]2
Ap = 2/ ar l — (m*c® + T—)(1 - (3.26)

min r 62

Die Gréfle Agp — 21 bezeichnet man als Periheldrehung. Sie ist durch ein
elliptisches Integral gegeben.

Es ist interessant, Gl. (3.25) fiir die Bahnkurve mit dem Resultat fiir das
nichtrelativistische Keplerproblem zu vergleichen. Setzen wir M = kc—’?/ ein

(m' = Sonnenmasse), so wird

kmm! 12 2MI?

1
:_EZ_ 2 4 9
L] 02( m'c’) + 2m T r2 rs
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Nun ist 5(E? — m?c') = p* = 2mE,,. im nichtrelativistischen Grenzfall.
Somit ist

o(r) = /T ld—r[2m(EM_ —U(r)) - 2 n 2Ml2]7%

r2 r2 r3

kmm/'

mit U(r) = mP(r) =— (3.27)

r

Dies unterscheidet sich vom Resultat fiir das Keplerproblem durch den Term
2 . . . .

QTLSZ in der Klammer. Man kann diesen Term als kleine Storung betrachten.

Bis zu Gliedern niedrigster nichtverschwindender Ordnung in dieser Stérung

ergibt sich fiir die Periheldrehung

6mk*m2m™
212

Zu niedrigster Ordnung kann man fiir [ das Resultat der Keplerbewegung

einsetzen = a(1 — €?). Dies ergibt

Ap — 21 = (3.28)

lZ
b kmlm2
6mkm’

Ap—2m = ———
poen 2a(l — e?)

(3.29)
m' ist die Sonnenmasse, a die grofie Halbachse und e die Exzentrizitat der
Bahn. Die Periheldrehung ist positiv, die Bahn sieht also qualitativ wie in
der Zeichnung aus. Numerisch ergibt sich fiir

rmMerkur 43"

Venus 8.6"

Erde 3.8"
pro Jahrhundert.

Als nédchste Anwendung betrachten wir die Lichtablenkung im Gravi-
tationsfeld der Sonne. Aus dem Aquivalenzprinzip folgt, daf} ein Licht-
strahl eine lichtartige Geodate durchlauft. Am anschaulichsten stellt man
sich diese als Bahnkurve eines masselosen Teilchens, des Photons, vor. Die
Giiltigkeit von Drehimpuls- und Energieerhaltung in der Schwarzschildge-
ometrie folgt aus ihrer Kugelsymmetrie und ¢-Unabhéngigkeit. Diese Er-
haltungssitze gelten daher auch fiir Photonen. Andererseits folgt die Gle-
ichung fiir die Bahnkurve aus diesen Erhaltungssatzen. Wir erhalten daher
die Bahnkurve fiir ein masseloses Teilchen, indem wir in Gl. (3.24) m = 0

setzen )
3

E? 2 2M
l Do Mt (3.30)

dp=— |— — —=(1
14 r2 | 2 T2( r
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Die Losung ist wiederum durch ein elliptisches Integral gegeben. Um einen

expliziten Naherungsausdruck zu erhalten, setzen wir u = 1, r 2dr = —du,
u' =% ete.. Gl (3.30) gibt dann
©
1 E?
u? = = — Pu*(1 — 2Mu)]

TR
Wir differenzieren nach ¢ und kiirzen einen Faktor 2u’ heraus.
u" +u = 3Mu? (3.31)

Wir betrachten M als kleine Grofle. Fiir M = 0 reduziert sich die Gleichung
auf die Form uf, + ug = 0. Die Losung dieser Gleichung ist aus der Theorie
des harmonischen Oszillators bekannt

1 1 .
w=_=5 sin(yp — ¢o) (3.32)

D
Dies ist eine Gerade. Beispielsweise ist fiir g = 0, y = rsinp = D = const.
Am sonnennachsten Punkt der Bahn ist » = D.
Wir schreiben v = ug + O(M). Zu erster Ordnung in M koénnen wir
dann auf der rechten Seite von Gl. (3.31) u durch wug ersetzen, sodafl

" +u = ?D—A;l sin®(¢ — @q) = ;’—g/;(l — €08 2¢)
Dieselbe mathematische Gleichung beschreibt die erzwungene Schwingung
eines harmonischen Oszillators mit zeitlich periodischer auflerer Kraft. Die
Gleichung kann daher mit denselben Methoden gelost werden, wie sie bei der
erzwungenen Schwingung angewandt werden.

Setzen wir 0.B.d.A. ¢y = 0 oder 7, so nimmt die rechte Seite dieselbe
Form an. Eine partikulére Lésung ist u = (3M/2D?)(1+3 cos 2¢). Addieren
wir die homogene Ldsung (3.32) so erhalten wir diejenige Losung, die im
Grenzfall M +— 0 in die Losung (3.32) iibergeht,

sinp  3M

1
— 1+ = 2 }
D +2D2( +3cos (p) (3.33)

1
S — 4+
r

Il

u

Es ist » = oo wenn v = 0. Wir suchen Nullstellen nahe ¢ = 0 und ¢ = 7.
Verschiebung von ¢ um 7 substituiert in der Losung F fiir £. Es bleibt,
Nullstellen ¢, der Ausdriicke mit beiden Vorzeichen nahe ¢ = 0 zu suchen.
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Durch Potenzreihen entwicklung in ¢ bis zu erster Ordnung findet man
Poo = % + O(M?). Ein aus der einen Richtung einfallender Lichtstrahl
wird also um den Winkel

Ap =ML o)
D
abgelenkt. Fiir Licht, das am Sonnenrand vorbeilduft, ist Ap = 1.75". Ex-
perimente bestatigen diesen Wert.
Gravitationsfelder konnen einen Linseneffekt haben. Beispielsweise wer-
den Lichtstrahlen, die an entgegengesetzten Seiten eines massiven Korpers
vorbeilaufen, in entgegengesetzter Richtung abgelenkt.

3.3 Zeit und Zeitdilatation

Nach den Postulaten der allgemeinen Relativitatstheorie zeigt eine vom Beo-
bachter mitgefiihrte Uhr die Eigenzeit an, und deren Verlauf wird durch die
Metrik bestimmt. Ist z(\) die Weltlinie des Beobachters, so dndert sich die
Eigenzeit um

1
1 dz* dx" \ 2

or = c( G () o dA) dA\ (3.34)
wihrend der Beobachter vom Raum-Zeit-Punkt z = z(Xg) zu z(Ag + dA)
gelangt. Als Uhr kann man sich eine Atomuhr vorstellen.

[Es erhebt sich natiirlich die Frage nach dem Giiltigkeitsbereich dieser
Hypothese. Man glaubt, dafl es in der Geschichte des Universums eine
Phase gab, in der die heute bekannten Elementarteilchen noch nicht ex-
istierten, also auch keine Atomuhren o.4.. Auflerdem sind Atome nicht ex-
akt punktférmig. Verschiedenartige Atomuhren werden deshalb verschieden
schnell gehen, wenn die Kriimmung so stark ist, dafl Gezeitenkrifte innerhalb
der Atome nicht mehr vernachldssigbar sind. Derzeit ist es nicht moglich,
solch extreme Bedingungen experimentell zu studieren. In der Allgemeinen
Relativitatstheorie wird angenommen, daf} ideale Uhren prinzipiell existieren
kénnten. |

Koordinaten konnen in der allgemeinen Relativitatstheorie in ganz will-
kiirlicher Weise gewahlt werden. Beispielsweise ist 2° — 2/° = 2!, 2! —
2t = 20 eine erlaubte Koordinatentransformation. Die Koordinatenzeit % =
t hat daher nicht a priori eine physikalische Bedeutung als von einer Uhr
angezeigte Zeit. Sie kann eine solche Bedeutung nur dadurch bekommen,
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dal man ¢ durch die Eigenzeit eines geeigneten Beobachters ausdriickt, mit
Hilfe von GIl. (3.34).

Auch in der speziellen Relativitatstheorie erhalt % = t die Bedeutung
einer Zeit durch die Feststellung, dafl ¢ gleich der Eigenzeit eines im Lorentz-
Bezugssystem ruhenden Beobachters ist. (Fiir einen solchen Beobachter ist
2’ =const, i = 1,2, 3.)

Die Zeitdilatation in der speziellen Relativitatstheorie ist ein beobacht-
barer Effekt. Thr Nachweis geschieht durch Vergleich der abgelaufenen Eigen-
zeit fiir zwei Beobachter, die sich langs zweier verschiedener Weltlinien von
einem Raum-Zeit-Punkt zu einem anderen begeben. Fahrt der eine Beobachter
mit dem Schnellzug von Hamburg nach Miinchen und zuriick und vergle-
icht nach der Riickkehr seine Uhr mit der eines in Hamburg verbliebenen
Beobachters, so wiirde er feststellen dafi sie zuriickgeblieben ist (wenn die
Uhr genau genug ginge und der Schnellzug schnell genug fiihre ...).

Auf ganz entsprechende Weise findet man im Gravitationsfeld eine beobacht-
bare Zeitdilatation.

Wir betrachten ein statisches Gravitationsfeld - beispielsweise die Schwarz-
schild-Losung der Feldgleichungen - so dafy der metrische Tensor bei geeigneter
Koordinatenwahl unabhingig von z° ist: g¢,, = g (z), z = (z',2? 2?).
Wir betrachten nun zwei Beobachter, die langs zweier verschiedener Weltlin-
ien von einem Punkt in der Raum-Zeit zu einem anderen kommen. Beobachter
1 bleibe in Ruhe am Punkt (! wihrend eines langen Zeitintervalls 0. . .t.
Die von seiner Uhr angezeigte verstrichene Eigenzeit ist dann

D=

= (—goo(i(l))) t

Der 2-te Beobachter begebe sich zuniichst zum Raumpunkt 2(?, innerhalb
eines Intervalls der Eigenzeit < A7(), bleibe dort lange in Ruhe und kehre
dann zur Koordinatenzeit ¢ zum Raumpunkt z(!) zuriick. Das von seiner
mitgefithrten Uhr angezeigte Intervall der Eigenzeit ist dann naherungsweise
gleich

7@ = (—goo(i(z)))% t

Somit ist



3.4. ALLGEMEIN RELATIVISTISCHE ELEKTRODYNAMIK UND ROTVERSCHIEBUNG 83

In einem schwachen Gravitationsfeld ist ggo = —1 — 26—?, somit
1
(2) 1+2c720(2?)) 2 1
T c x
L = - il (2)y _ 1)
(1) <1 + 2(:2@(&(1))) L+ c? [q)@ )~ oz )]

Ist die Uhr 1 am Erdboden, die Uhr 2 in einem Flugzeug in der Hohe h, so
ist ®(z?) — ®(zV) ~ gh, g = Erdbeschleunigung. Also ist 7 < 73). Der
Effekt wurde experimentell bestétigt.

Die Zeitdilatation im Gravitationsfeld fithrt auch zu einer Laufzeitverzoge-
rung fur elektromagnetische Signale, die am Sonnenrand vorbei zu einem an-
deren Planeten oder Satelliten gesandt und von dort reflektiert werden. Wir
nehmen an, dafl go; = 0 ist. Da die beiden Stiicke der Weltlinie z(\) des
Signals lichtartige Geodéten sind, so ist 0 = —gooc®dt® + gijda’dz?. Also ist
die bis zum Wiedereintreffen des Signals verstrichene Zeit

da’ da

() e
At_/< goo(z (X)) ) ?

Das Resultat hangt von der Metrik ab. Wenn die Position des reflektieren-
den Objekts geniigend genau bekannt ist, kann At berechnet und mit dem
Experiment verglichen werden. Der Einflul der Abweichung von g, von 7,,
wurde experimentell bis zu einer Genauigkeit von etwa 5% verifiziert.

3.4 Allgemein relativistische Elektrodynamik
und Rotverschiebung

Die allgemein relativistische Form der Maxwell-Gleichungen ergibt sich aus
dem Aquivalenzprinzip.

In der speziellen Relativitatstheorie ist der elektromagnetische Feldstarketensor
F,, durch das elektromagnetische Vektorpotential bestimmt

F, =0A,—-0,A,
Daraus folgt die Giiltigkeit der 2-ten Gruppe der Maxwellschen Gleichungen

8,\FN,, + 8Vf,\u + 8“.7-"” =0 (335)



84CHAPTER 3. ANWENDUNGEN DER ALLGEMEINEN RELATIVITATSTHEORIE

Nach der “Komma-wird-Semicolon-Regel” wird Gl. (3.35) in der allgemeinen
Relativitatstheorie zu ersetzen sein durch

Fu = -Au;v - Avm

Nun ist aber

Au;v =0, A, — APFpuu

Weil I'7,, =T, ist, kiirzt sich der I'-abhangige Term heraus, so daf} wiederum
wie in der speziellen Relativitatstheorie gilt

F, =0,A,—-0,A,

Daraus folgt, dafl auch Gl. (3.35) ihre Giiltigkeit behalten. Sie konnen auch
in der dquivalenten Form geschrieben werden F,,.\ + Fiu + Foayn = 0. Dies
folgt daraus, dal Gl. (3.35) nach Herleitung in jedem Koordinatensystem
gilt, und in einem lokalen Lorentzsystem mit der eben genannten allgemein
kovarianten Gleichung iibereinstimmt.

Die erste Gruppe der Maxwellschen Gleichungen lautet in der speziellen
Relativitatstheorie

w17
o s

Aus der Antisymmetrie von F), folgt, da8 0"0*F,, = 0 ist, also muf} der
Strom erhalten sein: 0,j7” = 0. Daraus wiederum folgt die Erhaltung der
elektrischen Ladung.

Die allgemein relativistische Form der 1-ten Gruppe der Maxwell-Gleichungen
wird lauten miissen

v A -y
P == (3.36)
Aus Gl. (1.52) folgt, daB fiir antisymmetrische Tensoren F*”

1
P = ——
e
Damit ergibt sich aus der Antisymmetrie von F*”, da8 0,0,(y/—¢F*) =0
ist. Daher mufl

Ou(v/=gF™) (3.37)

1

=) = 7% = (3.38)

sein. Aus der ersten Form dieser Gleichung folgt wie in der Elektrodynamik,
dafl

Q= dx/=gj° (3.39)

z0=const
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erhalten, d.h. von z° unabhingig ist.
Wegen Gl. (??) bleibt F),, invariant unter Eichtransformationen

Ay — A, + 9,A (3.40)

genau wie in der speziell relativistischen Elektrodynamik.

Wir betrachten nun ein statisches Gravitationsfeld, so da8 g, von z° = ct
unabhingig ist. Auflerdem sei ¢* = 0 und der Strom j* = 0. Wir zeigen,
daf} die Maxwell-Gleichungen in diesem Fall durch einen zeitlich periodischen
Ansatz der Form

4e) = @™ @=(hatat)  t=1) (34

“gelost” werden konnen, in dem Sinne, dafi sie sich dadurch auf t-unabhéngige
lineare Differentialgleichungen fiir die a, reduzieren.

Die vier Maxwell-Gleichungen F'*”, = 0 lassen sich mit Hilfe von G1. (?7?)
und (3.37) in der folgenden Form schreiben (Kommas , stehen fiir gew6hnliche
partielle Ableitungen)

1 vo
\/—_—g[\/ _ggupg (-Aa,p - -Ap,a)],u =0 (342)
Die Freiheit der Eichtransformation (3.40) kann benutzt werden, um
Ay =0 (3.43)

zu erreichen. Es bleibt dann noch die Freiheit 2°-unabhéngiger Eichtransfor-
mationen.

Wir betrachten nun zuerst die Gl. (3.42) mit 4 = 0. Da g% = 0 ist, tragt
dann nur der Term mit p = 0 bei. Mit 0y A, = %“’Aa laut Ansatz (3.42)
reduziert sich die Gleichung wegen Ay = 0 auf

1
e
Dies laft sich durch eine zeitunabhangige Eichtransformation immer erre-
ichen, dhnlich wie in der Elektrodynamik die Eichbedingung 8; A* = 0 gesetzt
werden kann.
In den Gleichungen mit p =1 =1, 2, 3 lafit sich der zeitabhingige Faktor
e herauskiirzen, und es ergibt sich die zeitunabhéngige Gleichung

1 o T
‘_g[v —99" ¢ (@ — ar)l; + —¢"a =0

V=99 Al; =0  Summe iiber i = 1,2, 3

ﬁ
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Dies sind drei partielle lineare Differentialgleichungen fiir die drei Funktionen
a;(z). Der Ansatz (3.42) leistet also, was er soll.

Betrachten wir nun eine zeitlich periodische Losung der Maxwell-Gleichungen
von der Form (3.42). Ein Beobachter wird die Frequenz der Strahlung mit
seiner mitgefithrten Uhr messen als

Zahl der Wellenberge  w dt
V= = ——
Eigenzeitintervall 2mdr

Fir einen bei z ruhenden Beobachter ist

1
dr = (—goo(x))?dt
Fiir zwei verschiedene Beobachter ergibt sich als Verhaltnis

(1) B —goo(z?) 1

- — )2

v@ —900 (Q(l))

Im schwachen Gravitationsfeld driickt sich dies durch das Newtonsche Grav-
itationspotential aus

P al- 2 (@E) - o)

c2

vt _ (1 + c%@(g@))
v(2) - 1+ c%(I)(&(l))

Der Beobachter mit dem grofleren Gravitationspotential ® beobachtet eine
kleinere Frequenz (“Rotverschiebung”).

3.5 Lineare Naherung der Einstein’schen Feld-
gleichungen und Gravitationswellen

Die Einstein’schen Feldgleichungen kann man in der dquivalenten Form

Ruu = K'Tp,ua (344)

1
Tw = &|Tw— 59T, (3.45)

schreiben. Dabei ist R, der Ricci-Tensor,

R, =0,1”%,-9,1%,, +1%, 1°, —T? T, (3.46)
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Die Einstein’schen Feldgleichugen sind nichtlinear - insbesondere enthalten
sie Terme, die quadratisch in den Zusammenhangskoeffizienten I sind. Das
bedeutet, dal das Gravitationsfeld Selbstwechselwirkung besitzt.

Hier betrachten wir Losungen der Einstein’schen Feldgleichungen, die
vom Minkowskiraum nur wenig abweichen. Dazu setzen wir

uv = N + f/w (347)

Die Linearisierung der Einsteinschen Gleichungen besteht darin, daff man in
fuv bis zu Termen 1. Ordnung entwickelt. Die Zusammenhangskoeffizienten
sind von erster Ordnung in f. Daher verschwinden in linearer Naherung die
in I' quadratischen Terme im Ricci-Tensor, und die Feldgleichungen nehmen
die Form
0", — 0,17, = KT,

an. Setzen wir den Riemann-Ausdruck (1.52) fiir die Zusammenhangskoef-
fizienten ein, so ergibt sich daraus

1 _
—59’” (0905 9w + 04019ps — 0p0ugov — 0u0sGup) = KL (3.48)

Der Faktor ¢g?” kann in der betrachteten Ordnung durch n*” ersetzt werden,
und zu den Ableitungen des metrischen Tensors tragt nur f etwas bei.

Analog, wie man die Wellengleichung in der Elektrodynamik durch die
Wabhl einer geeigneten Eichung vereinfacht, kann man hier durch eine geeignete
Koordinatenwahl erreichen, daf} alle Terme auf der linken Seite bis auf den
ersten verschwinden, sodafl man die Gleichung O0f,, = —QKTM,, erhalt.
Fiihren wir

1
f,uu = f,uu - 577,uufpp (349)

ein, so lasst sich diese Gleichung auch schreiben als
D.f/w = _QK:T[U/ (350)

wobei O = 7??0,0, ist.
Aus der Definition von f,, folgt da8 f”p = —[f?,, daher ist

f;w = ful/ - %nuuf'gp- (351)
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Geeignete Koordinaten sind die sogenannten harmonischen Koordinaten
% a = 0,1,2,3. Sei O der auf skalare Funktionen wirkende kovariante
Laplace Operator. Harmonische Koordinaten erfiillen die Gleichung

Oz = 0.

Da z® hier wie skalare Funktionen behandelt werden, ist dies keine unter
Koordinatentransformationen kovariante Gleichung. Das darf sie auch nicht
sein, denn sie soll ja gerade spezielle Koordinatensysteme auszeichnen.

Es ist immer moglich, harmonische Koordinaten zu wahlen. In linearer
Naherung ist leicht zu sehen, dafl man durch eine Koordinatentransformation

z = x4+ b0 () (3.52)
Dba — _Dxa

die Harmoynizitatsbedingung erfiillen kann. Denn Oz ist klein von erster
Ordnung. Daher kann auch b* klein gewahlt werden, sodaf} zu erster Ordnung
Ob* = Ob* gilt.

Die Wahl der Koordinaten fiihrt zu einer Nebenbedingung

duf™ = 0. (3.53)

In unserer linearen Naherung werden Indizes mit dem metrischen Tensor
n des Minkowskiraums herauf und heruntergezogen. Wir stellen den Be-
weis zunachst zuriick, und diskutieren zuerst die Losung der Wellengleichung
(3.50) bei Abwesenheit von Materie samt Nebenbedingung (3.53).

Die Losungen der Wellengleichung haben die Form

f_/u/ — auueikux“ — auyei(kx—wt) (354)
w? — chQ

Da f,, = f,. so haben wir hierin 10 freie Konstanten. Die Nebenbedingung
fiithrt auf vier Transversalitatsbedingungen

K a,, = 0. (3.55)

Damit verbleiben 6 freie Konstanten. Nun lasst aber die Harmonizitats-
bedingung noch die Wahl von Koordinatentransformationen der Form (3.52)
mit O0b® = 0. Die Losungen sind von der Form

b (.’13) — ﬁaei(kx—wt)
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Wir wissen aus GI1.(2.88), dafl sich der inverse metrische Tensor unter in-
finitesimalen Koordinatentransformationen (3.52) wie folgt transformiert

g gM B 4 BV,

Bei endlichen Transformationen gilt dies zu erster Ordnung. Hier konnen
wir kovariante Ableitungen durch gewohnliche approximieren, und erhalten
daraus das Transformationsgesetz fiir f*”. Fiir f#¥ geschrieben lautet es

Fo s P — Y — 9Ub v 9,0

Wir sehen, dafl Freiheit von Koordinatentransformationen vier freie Kon-
stanten einfiihrt. Damit bleiben in der Losung modulo Koordinatentrans-
formationen noch zwei freie Konstanten. Gravitationswellen haben also zwei
Polarisationszustande, genauso wie elektromagnetische Wellen.

3.5.1 Nebenbedingungen fiir harmonische Koordinaten

Ist f eine reele Funktion, so ist die Wirkung des kovarianten Laplace-Operators
O auf sie durch
Df = gleuDuf = D”Duf

definiert. Fiir reele Funktionen ist D, f = 0, f, und fiir kovariante Vektoren
jv ist bekanntlich

1
——=0u (V—99""Jv) -
\/__g “( )
Somit nimmt die Harmonizitatsbedingung Oz fiir die reellen Funktionen z®
die folgende Form an

D¥j, =

_
Vg

Nun ist aber d,2% = ¢%,. Damit vereinfacht sich die Gleichung zu

Ox?

o (V=99"0,2") =0 (3.56)

1
V=4
Die Differentiation wird mit Hilfe der Produktregel ausgefiihrt. Wir wissen

schon, daf} ﬁaﬂ/ —g =I'¥,, ist. Andererseits verschwindet die kovariante
Ableitung des inversen metrischen Tensors ebenso wie die des metrischen

9, (v=g9™) =0 (3.57)
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Tensors selbst, sodaBd,¢g* +I'* ¢ + 1" g% = g*,, = 0. Deshalb folgt
aus G1.(3.57), daf§
14 14 1
0= gu pr/ = gll (augpu - 5&09#1})

Wir differenzieren diese Gleichung nach £ und vernachlissigen dabei Glieder
héherer Ordnung in g** — n**. Dies gibt

1
g;u/ (auaagup - Eapaag;w> = 0. (358)
Vertauschen der Indizes p, o liefert
1
e (8,,8,,9,“, - 5a,,a(,gw) —0. (3.59)

Addieren wir die beiden Gleichungen (3.58) und (3.59), so sehen wir, daf§ in
GL. (3.48) die letzten drei Terme der linken Seite wie gewiinscht wegfallen.
Andererseits entwickelt man

\/__gg/u/ — nmuu o f;u/ (360)
und daher ist die Gleichung (3.57) der Nebenbedingung 8, f** = 0 #quivalent.
Die Entwicklungsformel (3.60) bekommt man aus schon bekannten Formeln
fiir Ableitungen von /—g, oder auch mit Hilfe folgender Identitdt. Diese
Identitat ist sehr oft niitzlich, daher soll ihre Nutzung kurz illustriert wer-
den.
Ist A eine nichtsingulare diagonalisierbare Matrix, so gilt

detA = P4 (3.61)

Dies liefert
V=g = exp (%Sp In[-n(l+n'f+.. )])
= exp (%Sp In(—n) + %Spln(l +n7 M+ .))
= /det(—7) (1 + %Sp(n_lf) +.. )

1
= 1+§f”p+....

Die Zerteilung Splnab = Splna + Splnb ist auch fiir Matrizen a, b erlaubt,
sie ist der Formel det(ab) = det(a) det(b) Aquivalent.

Andererseits liefert die Bildung des inversen metrischen Tensors g*” =
nt — f*. Setzt man dies zusammen, so erhilt man GI.(3.60).



Chapter 4

Maxwell- und Yang Mills
Theorie

4.1 Maxwell- und Yang-Mills Gleichungen

4.1.1 Feldgleichungen im Minkowskiraum

Wir suchen nun nach Feldgleichungen fiir das Vektorpotential in Eichfeldthe-
orien im Minklowskiraum
Sie sollen wiederum aus einem Variationsprinzip abgeleitet werden. Wir
schreiben
S = Sgeom + SMaterie (41)

Dabei wird Sgeom nur vom Vektorpotential abhangen, wahrend Spsqaserie Zusitzlich
von den Wellenfunktion fiir quantenmechanisch beschriebene Materie abhéingen
wird.

Die Einstein’schen Feldgleichungen sind nicht brauchbar, weil ein Ana-
log des Ricci Tensors nicht definiert werden kann. In einer allgemeinen
Eichfeldtheorie sind die Indizes o und p im Feldstéarketensor F'% ,, von ver-
schiedener Art, daher kann man sie nicht kontrahieren.

Fuw(z) bildet den Vektorraum V; in sich ab. Da fiir lineare Operatoren
in endlichdimensionalen Vektorrdumen die Spur definiert ist, so ist der Aus-
druck

1 4 v
Sgeom = _4—92/d -TSp (F;WFM (-T)) (42)
SMatem'e = /d4$Lw (43)

91
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wohldefiniert und Lorentinvariant. ¢ ist eine zunédchst unbestimmte Kon-
stante. Im Fall der Maxwelltheorie wird sie sich als elektrische Elementar-
ladung entpuppen.

Gehen wir zu einer Beschreibung durch Matrizen iiber, so erhalten wir

1 14
Sgeom = _4—92 /d4.’L'Sp (F“VF“ (.’13)) ,
F,=0,A—-0,A, +A,Av— A, Apny (4.4)
Wir bestimmen nun die zugehorigen Feldgleichungen. Wir definieren den

Strom j,(z) als Variationsableitung von Spsaterie unter Variationen des Vek-
torpotentials

5SMaterie = Sp (juéAu) (45)
oL
B u . T
Jax) = - 4.6
(z) oA, (@) (4.6)

Benutzen wir die Antisymmetrie in g und v, und die Mdoglichkeit, Indizes
herauf und herunter zu ziehen, so berechnet sich die Variation von Sgeom bei
Variation von A, wie folgt

5Speom = —QLQQ [ wSp (B ()5, (x) (4.7)
_ _QLQQ [ dtoSp (B (2) (0,68, + 6A, AL ALDA, — (1 v) (2)

Nun fithren wir im ersten Term eine partielle Integration aus, und benutzen
wieder die Antisymmetrie von F,,, in u, v, sowie die zyklische Vertauschbarkeit
von Faktoren unter der Spur. Dies liefert

6Speom = gi [ doSp (B.F™ + A (@)F™ () - T (2)A, (x)) 6A,)
1
- = / d*zSp (D, F*5A,). (4.8)

Wie erinnerlich ist die kovariante Ableitung des Feldstarketensors wie folgt
definiert

(D)\FMV)aﬁ = Faﬁ;w;)\ (49)

= (O\Fu + [AA,FW])O‘ﬂ. (4.10)
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Verlangen wir nun, dafl die Variation §S = 0 unter beliebigen Variationen
des Vektorpotentials, so erhalten wir die Feldgleichung in der Form
1 wy 37
—?D“F () =j"(x). (4.11)

Dies sind die Yang-Mills Feldgleichungen fiir allgemeine Eichfeldtheorien.

Im Fall der Elektrodynamik vereinfacht sich die Gleichung. Hier ist A ,(z)
eine 1 x 1-Matrix. Sie kommutiert daher mit F|,, (), sodaB8die kovariante
Ableitung des Feldstarketensors gleich der gewohnlichen ist. Somit mit g =
e =Elementarladung (wir schreiben F statt F fiir 1 x 1 Matrizen)

_laupxw — ej*(z). (4.12)
e

Unsere Grossen F,, und A, unterscheiden sich um einen Faktor ¢e von den in
der Elektrodynamik iiblichen Gr”oflen, und j* unterscheidet sich deshalb um
einen Faktor (ie)~!. Wir erhalten also die bekannten inhomogenen Maxwell-
Gleichungen.

Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind automatisch erfillt, weil

F,=0,A, -0,A,

als Spezialisierung von Gl.(4.4)
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Chapter 5

Quantentheorie der Eichfelder

5.1 Erinnerung an die Prinzipien der Quan-
tenmechanik

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems zu einer Zeit ¢ wird durch
einen Zustandsvektor ¥; € H in einem Hilbertraum # bestimmt. Ist ¢ ein
Phasenfaktor, d.h. eine komplexe Zahl vom Betrag |c| = 1, so beschreiben
VU, und c¥; denselben Zustand.

Observablen werden selbstadjungierte lineare Operatore A : H — H zu-
geordnet. Insbesondere ist die Energie eine Observable. Der ihr zugeordnete
Operator H heifit Hamiltonoperator. Er bestimmt die Zeitentwicklung eines

Zustandsvektors
h O

_?E‘I}t = HV,. (5.1)
Kanonisch konjugierten Variablen der klassischen Theorie werden nicht mit-
einander vertauschende Operatoren zugeordnet.

Betrachten wir als Beispiel ein quantenmechanisches System aus N nicht-
relativistischen spinlosen Teilchen. In der Schrodinger-Darstellung wird der
Zustandsvektor ¥; durch eine iiber R3*" quadratintegrierbare komplexe Funk-
tion Wy(ry,...ry) der N Koordinaten ry, ... ry dargestellt. Sind die Teilchen
ununterscheidbar, so gibt es noch eine Nebenbedingung. Die Wellenfunktion
U, mufl unter Vertauschen der N Koordinaten invariant sein, denn spinlose
Teilchen sind Bosonen. Das Skalarprodukt zweier Vektoren im Hilbertraum
ist .

<P,V >= m/dsrl Py ®(ry, . ry) U (T, .. Ty).
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Dabei steht ® fiir die komplex konjugierte Funktion.

Es ist wohl zu beachten, dafl die Wellenfunktion nur von den Koordinaten
und nicht etwa von Koordinaten und Impulsen abhangt. Die Impulse werden
durch Differentialoperatoren dargestellt,

o o0 0

a—xa’ a—yaa a—za) (5.2)

Po = E,Va wobei V, = (
)

ist, falls r, = (%4, Ya, 2a), @ = 1... N. Die Koordinaten der Teilchen werden
zu Multiplikationsoperatoren. Alle Observablen sind Funktionen der Koor-
dinaten und Impulse. Observable, die nur von den Koordinaten abhangen,
werden zu Multiplikationsoperatoren. Nehmen wir eine Zweiteilchenwechsel-
wirkung an, so wird die potentielle Energie ein Multiplikationsoperator, und
der Hamiltonoperator hat die Gestalt

N
1 1
H=) —pi+- Y, V(ra—r).
a=1 2m 2 a,b:a#b

Es ist im allgemeinen nicht wahr, dafi die quantenmechanische Observable
eindeutig durch den klassischen Ausdruck gegeben ist, denn es kann we-
gen der Nichtvertauschbarkeit Ordnungsprobleme geben. Manchmal geben
physikalische Betrachtungen Einschrankungen. Beispielsweise ist in einem
speziell relativistischen System der Energie-Nullpunkt festgelegt. Dies verfiigt
iiber eine sonst unbestimmte additive Konstante.

5.2 Freies elektromagnetisches Feld im kon-
tinuierlichen Raum

Wir betrachten das elektromagnetische Feld in einem Raum ohne Ladun-
gen. Die Komponenten E;(r) des elektrischen Felds und die Komponenten
B,(r) des magnetischen Felds sind Observable. Ihnen miissen daher selb-
stadjungierte Operatoren zugeordnet werden. Genauer gesagt gibt es keine
Messung exakt an einem Punkt. Es braucht daher nur [ d®ry; fi(r) E'(r) fiir
Testfunktionen f;(r) ein guter Operator zu sein. (Wir kénnen uns vorstellen,
daB f;(r) nur in einer kleinen Umgebung eines Punkts von 0 verschieden sind).
Man nennt deshalb E‘(r) eine operatorwertige Distribution. Dies erklirt,
warum in den Vertauschungsrelationen d-Funktionen vorkommen diirfen.
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In diesem Abschnitt benutzen wir die in der Elektrodynamik iiblichen
Konventionen fiir E, B und das Vektorpotential A. Wie verschiedentlich
betont wurde, weichen diese Konventionen von den im Hauptteil dieses Buchs
benutzten Konventionen um Faktoren ¢ und Ladung e ab. Dies wird spéter
zu berticksichtigen sein.

5.2.1 Vertauschungsrelationen von £ und B

Wir betrachten zunachst die moglichen Vertauschungsrelationen zwischen
E;(r) und B,(r').

Beobachtungen an zwei relativ raumartigen Punkten der Raum-Zeit diir-
fen sich nicht gegenseitig sto ren. Entsprechende Observable miissen daher
kommutieren. Wir betrachten hier eine feste Zeit ¢. Verschiedene Punkte
des Raums zu einer Zeit sind immer raumartig zueinander. Daher miissen
die Kommutatoren verschwinden, wenn r # r’. Der Kommutator wird daher
zu 6(r — r') oder einer Ableitung davon proportional sein.

Wir nehmen weiter an, dafl keine fundamentalen Konstanten mit einer
nichtverschwindenden Massendimension in die Vertauschungsrelation einge-
hen. Die -Funktion kann im Prinzip mit einer bei r lokalisierten Observablen
O(r) multipliziert erscheinen. In natiirlichen Einheiten 4 = 1,¢ = 1 haben
E; und B; die Dimension [Masse]?, und die -Funktion verhilt sich wie eine
GréBe der Dimension [Masse]®, denn §®)(Ar) = A736®®(r). Entsprechend
verhalten sich die ersten Ableitungen Vé((r — r') wie eine Grosse der Di-
mension [Masse|*. Nun haben wir aber aufiler dem (von r unabhéngigen) 1-
Operator mit Dimension [Masse|® keine Observable mit Dimension [Masse|",
n < 2 zur Verfiigung. Daher kommt nur eine 1-te Ableitung der §-Funktion
multipliziert mit dem 1-Operator in Frage. Den 1-Operator schreibt man
iiblicherweise nicht explizit.

Schliefilich mul man noch die Rotations- und Spiegelungsinvarianz be-
riicksichtigen. Das elektrische Feld ist ein Vektor, und das magnetische Feld
ein Axialvektorfeld. Die Kovarianzbedingung 1a8t dann nur die folgende
Moglichkeit

[Ei(r), Bj(r')] = —? Zk: ez-jka(S(?’) (r—1'), (5.3)

[Ei(r), E;(x)] = 0,
[Bi(r), B;(r")] = 0. (5.4)
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Dabei ist €;;;, der vollstandig antisymmetrische Tensor in 3 Dimnsionen mit
€103 = 1. Alle Summationen laufen von 1 bis 3. Der V-Operator differen-
ziert nach r. h ist eine zunachst unbekannten Konstante. Nimmt man das
Adjungierte der Operatoren auf beiden Seiten, so sieht man, dafl A reell
sein muf}. Als Konsequenz der Theorie wird sich ergeben, dafl die Energie
von Photonen der Frequenz v = w/27 gleich Aw ist. Daher ist 27/ das
Planck’schen Wirkungsquant.

5.2.2 Wellenfunktion fur freie elektromagnetische Felder

Ein Zusammenhang auf dem 3-dimensionalen Raum liefert nach Wahl einer
gleitenden Basis ein Vektorpotential mit Raumkomponenten A;(r). Wegen
der in diesem Abschnitt gewéhlten Konventionen ist A;(r) reell. Mit unseren
Standardkonventionen wére A;(r) eine antihermitische 1 x 1-Matrix, also eine
rein imaginare Zahl.

Wir nehmen A(r) als Ersatz fiir Koordinaten r, in einem System von
N Teilchen. Das Argument r € R? substituiert fiir die Teilchen-Nummer
a=1...N, und die drei Komponenten A4;(r) von A substituiren fiir die drei
Komponenten r, von r. Dementsprechend setzen wir die Wellenfunktion als
Funktion

Uy (A)

dieser "Koordinaten” an. Sie hingt von A;(r), (: = 1,2,3) fiir alle r ab,
ist also Funktion von Funktionen. Es wird sich gleich zeigen, da§ ¥;(A)
eine eichinvarante Funktion von A sein muf. Wir konnen sie also auch als
Funktion V;(U) des Zusammenhangs auffassen.
Da
Bj(r) =) € Vi Ai(r)
kI
werden aus den Magnetfeldkomponenten B;(r) Multiplikationsoperatoren.

Wir suchen nun einen Differentialoperator F; so dafl die Vertauschungsrela-
tionen (5.4) erfiillt sind. Dies 148t sich durch die Wahl

h ¢

(5.5)

erreichen. Die hier auftretende Funktionalableitung 6/0A4;(r) ist wie folgt
definiert. Thre Anwendung liefert eine verallgemeinerte Funktion (Distribu-



5.2. FREIES ELEKTROMAGNETISCHES FELD 99

tion) von r. Es ist also nur

5 ) 5
h.5_AE/(5 r;hi(r)dAi(r)

fiir Testfunktionen h;(r) eine ”gute Ableitung”. Sie wirkt wie folgt auf Funk-
tionen von A.

0 d
-—U(A)=—T(A —0- )
h’ 514 ( ) dT ( + Th)"f—o (5 6)

Die Notation ist die offensichtliche,
(A4 7h), (r) = Ai(r) + Th,(r).

Man kann formal 6/5A;(xr’) selbst durch Grenziibergang h;(r) — 6;;0(r —r')
bekommen. Die Definition der Funktionalableitung ist die oo-dimensionale
Version der Richtungsableitung in einem n-dimensionalen Raum von Vek-
toren X,

d
h . Vf(X) = Ef(x + Th)|7-:(). (57)
5.2.3 Gauss’ Gesetz und Eichinvarianz der Wellenfunk-
tion
In der Elektrodynamik gilt bei Abwesenheit von elektrischen Ladungen das
Gauss’ sche Gesetz in der Form

VE(r) = 0. (5.8)

Dies ist eine Nebenbedingung der klassischen Elektrodynamik an die moglichen
Zustande zu einer Zeit t = 0.

In der Quantentheorie wird dementsprechend gelten miissen, daf fiir alle
physikalisch moglichen quantenmechanischen Zustande ¥

VE(r)¥(A) = 0. (5.9)

Wir zeigen, dafl daraus die Eichinvarianz der Wellenfunktion eines beliebigen
Zustands folgt,
V(A)=V(A+ V) (5.10)

fiir beliebige Testfunktionen f von r. Die Wellenfunktion kann deshalb in
der freien Elektrodynamik auch als Funktion des Magnetfelds B betrachtet
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werden. Wir werden die Formeln fiir den Grundzustand und fiir Zustinde
mit endlich vielen Photonen spéater explizit angeben.

E ist eine operatorwertige Distribution, und das Gauss Gesetz (5.9) ist
daher gleichbedeutend mit der Giiltogkeit der folgenden Gleichung fiir be-
liebige Testfunktionen f von r.

0= /d3 rf(r)VE(r) ¥ (A).

Durch partielle Integration, Finsetzen des Differentialoperators, und Erin-
nerung an die Definition (5.6) der Funktionalableitung lésst sich dies um-
schreiben (Summation iiber ¢ = 1,2, 3 versteht sich).

0 = — / PV f (r)Ei(r)¥(A)
_ / d3rVif(r)%5Af(r)
= WAV

v(A)

Dies sagt aus, da} die Wellenfunktion unter infinitesimalen Eichtransforma-
tioen invariant ist. Die Invarianz unter endlichen Transformationen folgt
daraus.

Die Betrachtungen haben bisher formalen Charakter, da wir nicht da-
rauf geachtet haben, dafl alle Groflen auch mathematisch wohldefiniert sind.
Spater werden wir Theorien auf einem Raumgitter betrachten. Dort ist alles
mathematisch wohldefiniert, und die Eichinvarianz der Wellenfunktion wird
auch im nichtabelschen Fall noch gelten. Fiir die freie Elektrodynamik im
Kontinuum werden wir Zustandswellenfunktionen angeben, die manifest eich-
invariant sind

5.2.4 Hamiltonoperator und Schrodingergleichung

In der klassischen Elektrodynamik ist die Energie des elektromagnetischen
Felds gleich [ d®r(E? + B?). Daher setzen wir fiir den Hamiltonoperator
des freien elektromagnetischen Felds

H= %;/ (Ei(r)2 + Bi(r)Q) — const (5.11)
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Die additive Konstante wird durch die Forderung bestimmt werden, daf§ der
Grundzustand (das Vakuum) die Energie 0 haben soll. Es gibt ein Operator-
Ordnungsproblem,das hier noch nicht manifest ist, das aber sehr bald sicht-
bar werden wird. Dieses Problem ist hier wegen des quadratischen Charakters
des Ausdrucks von relativ harmloser Form, und fiihrt nur zu einer Willkiir in
Form einer moglicherweise unendlichen additiven Konstanten. Es wird sich
zeigen, dafl man iiber die Operatorordnung so verfiigen kann, dafl der resul-
tierende Ausdruck fiir H mathematisch wohldefiniert ist, und die additive
Konstante zu Null wird.

Setzen wir den Ausdruck fiir den Differentialoperator E und fiir das Mag-
netfeld B ein, so erhalten wir

H= %g/ <_h2ﬁz&(r) + [V x A(r)]?) — const.

Damit konnen wir die zeitabhangige Schrodingergleichung aufstellen. Deren
Losung zu finden, ist allerdings bisher noch kein wohldefiniertes mathema-
tisches Problem. Wir haben nicht genau gesagt, aus welcher Art von Funk-
tionen W(A) der Hilbertraum A physikalischer Zusténde bestehen soll, und
wir haben das Skalarprodukt darin bisher nicht angegeben. Auflerdem ist
der Hamiltonoperator noch nicht sauber als ein selbstadjungierter Operator
in diesem Raum definiert worden. Physiker sind es gewohnt, mit solchen
Verhéltnissen klarzukommen. Wir werden alle Probleme gleichzeitig l6sen.
Der Hilbertraum wird als Vervollstindigung eines Raums H° von Funktio-
nen W(A) beziiglich eines positiv definiten Skalarprodukts konstruiert. Das
Skalarprodukt wird angegeben, und der Raum wird von explizit angegebe-
nen Funktionen aufgespannt, die Eigenvektoren zu einem in dem Raum
definierten Hamiltonoperator mit reellen Eigenwerten sind. Der Hamilton-
operator ist eine Prazisierung des oben angegebenen formalen Ausdrucks.
Damit ist eine Quantentheorie des freien elektromagnetischen Felds konstru-
iert.

Wir haben damit eine Losung des uns gestellten Problems gefunden, aber
es erhebt sich die Frage der Eindeutigkeit. Man weify heute aus Arbeiten
von Buchholz, daf dies nicht die einzige Losung ist. Unser Raum H° wird
von Zustinden mit endlich vielen Photonen aufgespannt. Die Algebra des
Observablen der freien Quantenelektrodynamik, die wir (im wesentlichen)
angegeben haben, besitzt weitere Darstellungen, die den Forderungen pos-
itiver Energie und Lokalitdt geniigen. Grob gesprochen enthalten sie un-
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endlich viele sehr weiche Photonen. Die Lorentzinvarianz ist in diesen andern
Darstellungen spontan gebrochen.

Die Eigenzustinde des Hamiltonoperators sind Losungen der zeitunab-
hangigen Schrodingergleichung

HY = EV. (5.12)

Dies ist eine Funktionaldifferentialgleichung, d.h. eine partielle Differential-
gleichung in oo vielen Variablen. Sie 148t sich aber dennoch leicht 16sen, da
sie sich wie die Schrodingergleichung fiir harmonische Oszillatoren behandeln
laBt.

Um die Translationsinvarianz im Raum auszunutzen, fithrt man zunachst
eine Fouriertransformation aus.

Ay(r) = (2m) 732 / &Pk A;(k)el™. (5.13)

Mit Funktionalableitungen rechnet man analog wie mit partiellen Ableitun-
gen, insbesondere gilt die Kettenregel, siehe Fufinote weiter unten. Man
findet damit

(2 O : :
H= Z/d ( W T kX Ak x A(—k)]i> ~ const.

Im folgenden lassen wir die Tilde auf A, (k) weg, da keine Verwirrung auftreten
kann.
Da A;(r) reell ist, gilt fiir die Fourierkomponenten

Ai(=k) = W

Zerteilen wir in Real- und Imaginéarteil, so sind diese symmetrisch bzw. an-
tisymmetrisch

Ai(k) = Af(k) +i4] (k)
Af(-k) = Af(k),
Al(-k) = —Al(k), (5.14)

Die komplexe Funktionalableitung ist durch

5 9 4
A, (k) <6Aﬁ<k> ~5Al (k)) '



5.2. FREIES ELEKTROMAGNETISCHES FELD 103

definiert. Hieraus ergeben sich die Vertauschungsrelationen

0 , 3 '
g 0| =10

Wegen der Symmetrie A" (—k) = +A%"(k) ergeben die Ableitungen nach
AR und A" zunichst auch Beitrige proportional 5 (k + k'), diese kiirzen
sich aber heraus. Da man in der Differentialrechnung effektiv nur diese Ver-
tauschungsrelationen braucht, kann man rechnen als seien A4;(k) und A4;(—k)
reell und unabhéngig.

Zum Zweck der weiteren Analyse zerteilen wir die Fourierkomponenten
A (k) des Vektorpotential in ihre transversalen und longitudinalen Anteile

A(k) = A" (k) + Aln9(k).

Nach Definition hat der longitudinale Anteil die Richtung von k, wahrend
A" (k) auf k senkrecht steht,

kA" (k) = 0.

Man fiihrt nun fiir jedes k eine orthonormale Basis aus Vektoren

€D (k), €@ (k), € (k) = %

ein. Wir withlen €™ (k), A = 1,2 komplex, und so daf
eN(—k) = €M (k).

€™ (k) sind Einheitsvektoren, die zueinander und auf k senkrecht stehen,
d.h.

€M (k) - €W (k) = 6y, (5.15)
Wir entwickeln A (k) nach dieser Basis,
2 \) A k lon
Ak) =) eM(k)AMNk) + mA (k).
A=1

Dabei ist A!°"9 der Betrag von A", Unter einer Eichtransformation geht

A(k) — A(k) + ikA (k).
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Es wird hierdurch nur der longitudinale Anteil von A verdndert. Thm kann
durch eine Eichtransformation ein beliebiger Wert gegeben werden. Der
transverse Anteil ist eichinvariant. Da die Wellenfunktion W(A) eichinvari-
ant ist, kann sie nur vom transversalen Anteil A" (k) des Vektorpotentials
abhingen. Da das Vektorpotential bis auf eine Eichtransformation durch das
Magnetfeld B bestimmt ist, ist A" durch B bestimmt. Wir rechnen jetzt H
in die Komponenten A*, A" um. Nach den Regeln der Vektorrechnung ist

[kxA (k)] [kxA(-k)] = k?’A" (k)-A" (-k) = |k|? AZ AMNK)AMN=Kk). (5.16)

H wirkt auf Wellenfunktionen ¥, die von A"™ nicht abhiingen. Ableitungen
nach A" koénnen daher weggelassen werden. Damit erhalten wir schlie8lich

1 2 3 52
H= E;ﬂdk(ém(k)&m(—k)
wk) = [k|

+ w(k)QAA(k)AA(—k)> + const.
(5.17)

Die eichabhéngige Grofie Am9 tritt in diesem Ausdruck nicht auf. A*(—k)
ist das komplex konjugierte zu A*(k).

Es ist instruktiv, den Ausdruck (5.17) fiir den Hamiltonoperator mit dem
Hamiltonoperator fiir einen anisotropen harmonischen Oszillator mit Masse
m =1 in d Dimensionen zu vergleichen,

d

H = %z(—h2vav_a+w§xax_a), (5.18)
a=1

T_q = Tq. (5.19)

Da die Koordinaten hier reell sind, ist tatsachlich z_, = z,. Statt der durch
« numerierten endlichen Anzahl von Variablen x, haben wir im Ausdruck
(5.17) eine durch (k, \) numerierte unendliche Anzahl von Variablen A*(k).
Ansonsten sind die Ausdriicke analog. Die Schrodingergleichung kann daher
mit denselben Methoden wie fiir harmonische Oszillatoren gelost werden. Ein
harmonischer Oszillator in n Dimensionen ist mathematisch zu n harmonis-
chen Oszillatoren in 1 Dimension dquivalent, denn der Hamiltonoperator lasst
sich als Summe von miteinander kommutierenden Hamiltonoperatoren fiir
1-dimensionale harmonische Oszillatoren schreiben. Fiir jeden davon fiihrt
man Auf- und Absteigeoperatoren ¢* und a ein. In unserem Problem werden



5.2. FREIES ELEKTROMAGNETISCHES FELD 105

diese als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bezeichnet. Es wird sich
zeigen, daf sie Photonen mit Impuls 2k und Polarisationszustand A erzeugen
und vernichten.

5.2.5 Erzeugungs - und Vernichtungsoperatoren fiur freie
Photonen

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren werden wie folgt eingefiihrt

1 1/2 4 A . -1 Qh 4
ark) = = o (w(k) 2 AN k) + iw(k) ™Y ;m> , (5.20)
* _ 1 1/2 4 A . -1 2h J

Sie erfiillen die Vertauschungsrelationen (A, u =1,2)

[a3(k), 4, (k)] = 61,6 (k — K), (5.22)
lax(k), au(k")] = 0, (5.23)
[a3(k), a3 (k)] = o. (5.24)

Durch Ausmultiplizieren erhélt man

h? 52 w(k)?
2 §ANK)SAN—K) 2

fiw(k) [ J A J
R

_hw2(k) [514;5(1{)’ Ax(k)]

Der zweite Term ist antisymmetrisch in k und tragt daher zum Integral
iiber k nichts bei. Der letzte Term kann mit den oben angegebenen Ver-
tauschungsrelationen ausgewertet werden. Es ergibt sich

hw(k)a}(k)ay (k)

H= é/d?’k huw (k) (af\(k)a,\(k) + %(5(3) (0)) + const. (5.25)

Ein unschoner Zug dieses Ausdrucks ist das Auftreten der unendlichen Summe
der Nullpunktsenergien von kontinuierlich vielen Oszillatoren,
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J d®k1hw(k)6®)(0). Dies bedeutet, daB man von dem durch formales Erset-
zen der Felder durch Operatoren erhaltenen formalen Ausdruch fur die En-
ergie eine unendliche Konstante abziehen muf}, um einen sinnvollen Hamilton-
operator zu erhalten. Wir verfiigen iiber die Konstante so, dafl

H= é / &k he (k) (k) ax (k) (5.26)

Es wird sich zeigen, dafl sich damit die Energie des Vakuums zu Null ergibt,
wie die relatvistische Invarianz dies fordert. In der speziellen Relativitatstheorie
ist bekanntlich die Wahl des Energie-Nullpunkts nicht beliebig, da sich En-
ergie unter Lorentztransformationen wie die O-te Komponente des Energie-
Impuls-Vierervektors transformiert. Das Vakuum, interpretiert als Zustand
ohne Teilchen, mufl Lorentz-invariant sein, und damit auch seine Energie.
Das ist nur moglich, wenn sein Energie-Impuls-Vierervektor verschwindet.

Das Problem der unendlichen Nullpunktsenergie kann auch als ein As-
pekt des schon erwadhnten Operatorordnungsproblems verstanden werden,
das auftritt, wenn man durch formales Ersetzen von kanonischen Variablen
durch Operatoren Hamiltonfunktionen in Hamiltonoperatoren iibersetzt. Die-
ses Problem tritt schon in der nichtrelativistischen Quantenmechanik auf.
Man kann die in den Hamiltonoperator eingehenden elektrischen und mag-
netischen Felder als Linearkombinationen der durch Gl. (5.21) definierten
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren betrachten. Die expliziten Formeln
werden gleich noch angegeben. Die Operatoren a und a* erscheinen dann
im Hamiltonoperator miteinender multipliziert, sie kommutieren aber nicht
miteinander. Man muf} also noch eine Verfiigung tiber die Anordnung treffen.
Eine solche Verfiigung ist die sogenannte Normalordnung.

5.2.6 Normalprodukte

Die Definition normalgeordneter Operatorprodukte lautet wie folgt. Man
driickt zunéchst die Observablen durch Summen von Produkten von Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren aus. Das normalgeordnete Produkt ist dadurch
definiert, daf alle Erzeugungsoperatoren als links von allen Vernichtungsop-
eratoren stehend zu betrachten sind. Es ist iiblich, Normalprodukte durch
das Symbol :: anzuzeigen. Dieses Symbol ist als Umordnungsvorschrift zu
lesen. Zwischen den Doppelpunkten ist die Reihenfolge von Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren nicht durch die Reihenfolge bestimmt, in der
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man die Operatoren hinschreibt, sondern durch die eben angegebene Regel.
Also ist z.B.

say(ki)au(ke) - =z ayu(ke)ay(ky) - = ax(ki)ay(ks).

Fiir unser elektromagnetisches Feld im Schrdédingerbild (oder zur Zeit 0)
ergibt sich die Darstellung durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
in folgender Form !

Bile) = Z [ G| 5 00 (a0 + 319 )

Bi(r) = (v x A') (r), (5.27)

AT = Z / Qfl;ﬂ/ e 0 (ard9e™ —azdge ™)

Unter Benutzung der Definition der NormalOrdnung kann der Hamiltonop-
erator (5.26) in der Form

= %; / r: (Ei(r)2 + Bi(r)2) = Azj:l / d*khw(k)a}(k)ax(k). (5.28)

geschrieben werden.

5.2.7 Losung der Schrodingergleichung

Der Hamiltonoperator (5.26) lasst sich als Summe - genauer Integral - von
miteinender vertauschenden Hamiltonoperatoren fiir 1-dimensionale harmonis-
che Oszillatoren schreiben

H = id?’kHA,k, (5.29)
Hu = hw(k)at(k)a (k). (5.30)

'Man benutzt die Kettenregel. Es ist A*(k) = (2m)73/2 Y, [ d®ré™ (k) A;(r)e~ ™ fiir
A=1,2, €3 =k/|k| und A*> = A9 Daher wird nach der Kettenregel

3

5A’\ k) _(A) )
Z/ (r) 5A>\ Z 3/2 €i (SA/\(k)'

Der Term A = 3 kann weggelassen werden, da die Wellenfunktion nicht von A!°"9 = 43
abhéingt.
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Wir kénnen daher seine Eigenfunktionen als simultane Eigenfunktionen aller
H) x bestimmen. Da dies Hamiltonoperatoren fiir 1-dimensionale harmonis-
che Ostzillatoren sind, wird der Grundzustand durch die Bedingung

Ayk)Q =0 (5.31)
charakterisiert sein. Es folgt daraus
H/\,kQ =0

fiir alle A\, k. Somit
HQ = 0. (5.32)

Q) ist also Eigenvektor zum Eigenwert 0, und da H manifest positiv ist,
muf dies der tiefste Eigenwert sein. Weitere Eigenzusténde erhilt man durch
Anwendung von Erzeugungsoperatoren auf €2,

\Ij)\lakl;---Ankn = ajl (kl) e ajn (kn)Q (533)

Man berechnet den Eigenwert, indem man H durch die Erzeugungsiopera-
toren durchkommutiert, bis er auf 2 wirkt. Dies ist voon der Behandlung
harmonischer Oszillatoren vertraut. Aus den Vertauschungsrelationen fiir die
Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren folgt,

[H,a)(k)]_ = hw(k)a" (k) (5.34)

Mit HS2 = 0 folgt daraus, daf

HU) . ank, = <Z ﬁw(ka)) Wi, ki Ak - (5.35)
a=1

Insbesondere ist fiir n =1
H\I/)\,k = hw(k)\I/)\,k.

Man kann auch den Impuls dieser Zustande berechnen. Es ergibt sich,
daB sie Eigenzustande zum Gesamtimpuls ik bzw 3, ik, sind. Daher hat
WA, ki,..\k, die Eigenschaften eines Zustands von n freien Teilchen mit Im-
pulsen 7ik; ... Ak, und Energien fiw(ky) . .. iw(k,). Wie erinnerlich ist w(k) =
\k|e. Es ergibt sich also die Abhéngigkeit E = pc der Energie vom Impuls
fiir masselose Teilchen. Die Teilchen konnen in zwei Polarisationszustanden
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A = 1,2 existieren. Sie werden als Photonen oder Lichtquanten bezeich-
net. Dafl die Photonen frei sind, duflert sich in der Additivitat ihrer En-
ergie - es gibt keine Wechselwirkungsenergie. Schliefilich folgt aus der Ver-
tauschbarkeit der Erzeugungsoperatoren, dafl Photonen Bosonen sind. Es
kénnen beliebig viele Photonen mit denselben Quantenzahlen (A, k) in einem
Zustand vorkommen.

5.2.8 Wellenfunktion des Grundzustands

Die Wellenfunktion des Grundzustands eines harmonischen Oszillators mit
Masse 1 in d Dimensionen findet man als Produkt der Grundzustandswellen-
funktionen fiir 1-dimensionale harmonische Oszillatoren, Q = [1%_; Q,(z4).
Also

d
Qz1,...,24) = Nexp (—i Zwa|xa|2>
2h a=1
mit einem Normierungsfaktor N.

Wir haben in der Elektrodynamik mit einem Kontinuum von durch (k, A)
numerierten harmonischen Oszillatoren zu tun. Wir erwarten daher, daf} die
Summe iiber a durch ein Integral ersetzt wird. Da wir einen reellen Exponen-
ten erwarten, das komplex Konjugierte von A*(k) aber A*(—k) ist, werden
wir zu folgendem Ansatz gefithrt ( N ist wieder ein Normierungsfaktor).

Q(A) = N exp (—% Az_j / d?’kw(k)A’\(k)AA(—k)) (5.36)

Man rechnet nach, daf§ dies in der Tat die Gleichung a,(k)Q2(A) = 0 fiir alle
k und fir alle Polatisationen p = 1,2 erfiillt. a,(k) ist nach Gl.(5.21) ein
Differentialoperator, und es gilt

d 1 l d

san ) = TR 5A“(1)’/ d3k“<k)AA(k)AA(—k)] (5.37)

N exp <—% Az_: /d3kw(k)A’\(k)A’\(—k)) (5.38)
= —w()AH(=1)Q(A)/h. (5.39)

Zur Herleitung der letzten Gleichung wurden die frither gezeigten Vertaus-
chungsrelationen zwischen §/§A#(1) und A*(k) benutzt. Dies vermeidet das
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etwas miithsame Rechnen mit Ableitungen nach den reellen unabhingigen
Grossen A (k) und A!(k).

Da Q(A) eichinvariant ist, kann man es auch als Funktion des Magnet-
felds B(r) auffassen. Aus VB(r) = 0 folgt fiir die Fouriertransformierte
k- B(k) = 0. Daher hat auch B(k) nur zwei nichtverschwindende Kompo-
nenten senkrecht zu k. Aus B =V x A" folgt, daf§

w(k) ;A*(k)A*(—k) = w(k)"'B(k)B(—k).

in Einheiten ¢ = 1. Wir fithren die Fouriertransformierte w="(r) von w= (k)
ein. Diese existiert als Distribution und verhélt sich wie |r|™2. Damit nimmt
Q2 die folgende Form an

1 N

Q(A) = Nexp (_ﬁ //53r d’r’' B(r)w ! (r — r')B(r’)) . (5.40)
Wegen des langsamen Abfalls von w—!(r —r') mit dem Abstand |r—r'| ist der
Exponent eine sehr nichtlokale Funktion des Magnetfelds. Dies bedeutet, daf3
es im Vakkuum Korrelationen zwischen den Fluktuationen des Magnetfelds

an verschiedenen Punkten des Raums gibt, die nicht schnell mit dem Abstand
der Punkte abfallen.

5.2.9 Skalarprodukt im Hilbertraum

Wir kénnen schliefflich auch den Hilbertraum und sein Skalarprodukt angeben.
Wir kénnen annehmen, dafl das Vakuum normiert ist,

<Q,Q>=1. (5.41)

Das Skalarprodukt mufy so definiert werden, daf§ a}(k) der zu ay(k) ad-
jungierte Operator ist. Es zeigt sich, dafl es dadurch bis auf einen durch die
Normierung des Vakuums festgelegten konstanten Faktor schon eindeutig
festgelegt ist. Denn aus den Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren, der Normierung des Vakuums und der das Vakuum

charakterisierenden Bedingung a, (k)2 = 0 kann man die Skalarprodukte der
Zustande Wy, k, .k, berechnen.

< W ki Ankns il il == Omn Z Opr o d(kn—1)... 5)\,m,un6(k7rn -1,).
(5.42)
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Die Summe lauft iiber alle Permutationen 7 von 1...n.
Beispielsweise ist

<V, ¥u> = < ai(k)Q,a;j(l) >
= < Qax(k)a, ()2 > (5.43)
= <Q [ak),a )] Q>+ <Qa;)ar(k)Q >
= 60k —-1)<Q,0>. (5.44)

Die Zustande ¥, k,.. .k, sind uneigentliche Zustande, d.h. nicht normier-
bar. Dies ist nicht iiberraschend, denn auch in der nichtrelativistischen Quan-
tenmechanik sind Impulseigenzustande nicht normierbar. Um normierbare
Zustande zu bekommen, mufl man mit Testfunktionen ausschmieren; z.B. ist

U, = Z/d?’k Fr(k) Wi
A

normierbar, wenn f, quadratintegrierbare Funktionen von k sind.

Man kann auch eine Formel fiir das Skalarprodukt als Integral angeben,
das dem Ausdruck fiir das Skalarprodukt in der Schrédingerdarstellung der
nichtrelativistischen Quantenmechanik entspricht. Um den resultierenden
Ausdriicken einen mathematischen Sinn zu geben miissen wir Gauf3’sche
MaBe auf oo-dimensionalen Hilbertriumen H! von quadratintegrierbaren
Funktionen fy(k) betrachten. (Physikalisch sind dies Hilbertrdume von 1-
Teilchen Zusténden).

Im Raum R" von reellen Vektoren x = (z1,...,x,) ist fiir jede positiv
definite n x n Matrix C' das Gauf}’sche Mafl mit Kovarianz C' und Mittel 0
wie folgt definiert. 2

1
duc(r) = det(2rC)™Y?exp (—5 <r,C 'z >) dzy ...dz,, (5.45)
<z k> = Z Tokq
a=1
Das Ma#f ist auf 1 normiert, d.h.

Re d,uc(.T) =1,

2Positive Matrizen oder Operatoren sind selbstadjungiert mit positiven Eigenwerten.
Sind auch Eigenwerte 0 zugelassen, so nennt man sie positiv semidefinit. Sie kdnnen
immer in der Form C' = B*B geschrieben werden; umgekehrt sind solche Operatoren
positiv semidefinit.



112 CHAPTER 5. QUANTENTHEORIE DER EICHFELDER

und es gilt allgemeiner die folgende Formel fiir die charakteristische Funktion
(Fouriertransformierte) (k € R")

/d/LC(.’L‘)ei<k’z> _ 6_%<k’0k>. (5.46)

Fiir positive semidefinite Matrizen C' ist das Gaufy’ sch Mafl durch Grenzw-
ertbildung definiert; es gilt Formel (5.46) fiir die charakteristische Funktion.

Ein mathematischer Satz besagt, dafi das Gaufi’sche Ma8} duc(x) mit
Kovarianz C fiir jeden Hilbertraum ' mit Skalarprodukt <, > wohldefiniert
ist, vorausgesetzt C ist positiv semidefinit. Weiter gilt Formel (5.46) fiir
die charakteristische Funktion. In der praktischen Rechnung fiihrt man die
Auswertung von Integralen [dus(z)F(x) stets auf die Anwendung dieser
Formel zuriick.

In unserer Anwendung werden die endlich vielen Integrationsvariablen
T1,...,o, durch ein Kontinuum A*(k) ersetzt. Wir definieren den positiv
semidefiniten Operator Aw ' im Raum #H' der quadratintegrierbaren Funk-
tionen A*(k) als Multiplikationsoperator

(hw4)" (k) = hw(k) ™A (K).

Anwendung der Differentaloperatoren a} (k) auf den expliziten Ausdruck fiir
Q(A) zeigt, daBl die Zustandsvektoren WUy, y, .k, und ihre endlichen Lin-
earkombinationen die Form

U(A) = F(A)Q(A)

haben, wobei F'(A) Polynome in den Variablen A*(k) sind.
Das Skalarprodukt eines solchen Zustands ¥ mit einem andern Zustand
® =GO ist
<0, P >= / dji3 s (A)F(AG(A).

Mit Hilfe der Formel (5.46) fiir die charakteristische Funktion kann man
zeigen, daf} dieses Skalarprodukt mit dem durch GI.(5.42) {ibereinstimmt.

Das Gauf’ sche Ma8 dp1,,-1(A) ist der mathematisch wohldefinierte Er-
satz fiir den formalen Ausdruck

N|Q(A)2 T] dA* (k).

Setzt man dies in GI1.(5.2.9) ein, so sieht man die Entsprechung mit dem
Skalarprodukt in der Schrodingerdarstellung der nichtrelativistischen Quan-
tenmechanik.
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5.2.10 Losungen der Maxwell-Gleichungen

Wir wollen jetzt von der Zeit ¢ abhéngige Felder E(r,t) und B(r,t) bestim-
men, die den Maxwell-Gleichungen gentigen. Wir betrachten hier Zustande
ohne elektrische Ladungen. Die Maxwell-Gleichungen kommen in zwei Grup-
pen. Die erste Gruppe lautet

VB(r,t) = 0, (5.47)
VE(r,t) = 0. (5.48)

Dies sind Einschrankungen an den Zustand zu einer Zeit t. Die erste dieser
Gleichungen wird durch den Ansatz B(r,t) = V x A" (r,t) gelost, und die
zweite Gleichung ist das Gaufl’ sche Gesetz, das durch die Eichinvarianz der
Wellenfunktion gewahrleistet sein wird.

Die zweite Gruppe besteht aus Gleichungen, die die Zeitentwicklung der
Felder bestimmen. In Einheiten ¢ = 1 lauten sie

0

aB(]r,t) = —V xE(r,1), (5.49)
0
5Bt = VxB(r). (5.50)

Wir zeigen zunichst, daf die zeitabhangigen Feldoperatoren im Heisenberg-
Bild diese Gleichungen erfiillen. Die Felder im Heisenbergbild hingen mit
den schon bekannten Feldern im Schrodingerbild wie folgt zusammen.

E(r,t) = U@)E@U(),
1) = UR)BE)U®). (5.51)

Dabei ist U(t) der Zeitentwicklungsoperator,
U(t) = e HYR, (5.52)

Insbesondere ist E(r,0) = E(r) und B(r,0) = B(r).

Die Giiltigkeit der ersten Gruppe der Gleichungen zu allen Zeiten ¢ folgt
nun unmittelbar aus der Giiltigkeit zur Zeit ¢ = 0.

Der Hamiltonoperator im Heisenbergbild ist mit dem Hamiltonoperator
im Schrodingerbild identisch, weil H mit sich selbst vertauscht,

H(t) = Ut)*HU(t) = H.
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Die zweite Gruppe der Maxwell-Gleichungen ist mit den folgenden Gleichun-
gen identisch

gtE( r,t) = %[H,E(r,t)] (5.53)
0 1
5Bt = - [HB(1). (5:54)

In andern Worten, sie sind mit den Heisenberg’schen Bewegungsgleichun-
gen der Quantenmechanik mit dem uns schon bekannten Hamiltonoperator
identisch. Die Ubereinstimmung der rechten Seiten zur Zeit ¢ = 0 folgt aus
der Formel fiir H und den Vertauchungsrelationen fiir die Felder E(0) und
B(r). Die Ubereinstimmung fiir alle Zeiten folgt dann durch Anwendung des
Zeitentwicklungsoperators.

Die Giiltigkeit der Heisenberg’schen Bewegungsgleichungen folgt aber aus
der Definition (5.51) der Felder im Heisenbergbild. Dies gilt allgemein in
der Quantenmechanik (fiir nicht explizit zeitabhidngige Hamiltonoperatoren),
und wird durch Differenzieren nach ¢ bewiesen.

Damit ist gezeigt, daBl die Feldoperatoren im Heisenbergbild die Maxwell-
gleichungen erfillen werden.

Damit bleibt nur noch, sie auszurechnen. Wir kennen einen vollstandigen
Satz U, x, .. a.k, von Eigenfunktionen von H und damit von U(t).

U(t)q’Al 5k1 7A’nkn = e_z E w(ka)t‘PAl ;kl 7)\nkn N

Wir berechnen nun zunachst die Erzeugungs - und Vernichtungsoperatoren
im Heisenbergbild,
ay(k, 1) = U(t)"ax(k)U(2) (5.55)

und entsprechend fiir a. Wenden wir diese Definition auf ¥y, x,, 1.k, an, so
erhalten wir

a;(k’ t)\II)‘lwkla---)‘nkn = U(t)* *(k)‘ll)q ki, Ak, € ZZW(ka)t (556)
= U( ) qj)\)kAlykla-..Ankn 12 (ka)t (5-57)
= 0} (k) Ty, 1y, aks- (5.58)

Da der Basisvektor beliebig ist, folgt das Resultat

al(k, t) = e“®g3 (k). (5.59)
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Hermitische Konjugation liefert
ax(k,t) = e~ Mg, (k). (5.60)

Wir hatten schon friiher die Feldoperatoren im Schrédingerbild durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren im Schrédingerbild ausgedriickt. Die Feldop-
eratoren im Heisenbergbild bekommen wir daraus durch Substitution der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Heisenbergbild. Dies liefert

B(r,t) = VXA”( t), (5.61)

Al d3k h e ) .
= Z / (@2n 3/2\/7)69)(10 (ax(k, )™ — a3 (k, t)e ™)

d3k L

= E: / (27 3/2\/7)(?@()‘)(1() (a,\(k)e (k)t+ik — ai(k)e (k)t k)

und entsprechend fiir E(r,¢). Durch Vergleich mit dem so erhaltenen Aus-
druck sieht man, dafl

a tr
5 A1), (5.62)

Dies reproduziert eine bekannte Formel der klassischen Elektrodynamik mit
skalarem Potential & = 0.

E(r,t) =

5.2.11 Lokalitat

Wir hatten unsere elektromagnetischen Feldoperatoren so konstruiert, daf
[Ful/(x)a Fpa(o)], =0 (563)

wenn z = (r,t) mit ¢ = 0, r # 0. Ist  ein raumartiger Vektor , so gibt es ein
Bezugssystem derart, dal x = (r,ct) mit t = 0 und r # 0. Daher folgt aus
der Lorentzinvarianz, dal der obige Kommutator fiir beliebige raumartige
x verschwinden muf}. Dies ist im Einklang mit dem physikalischen Prinzip,
dal Messungen an relativ raumartigen Punkten der Raum-Zeit sich nicht
gegenseitig storen diirfen.

Es ist von Interesse, den Kommutator auch explizit auszurechnen. Wir
betrachten zunachst den Kommutator

Al (r,1)A7(0,0)] = ihD(z), == (r,ct). (5.64)
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Das Vektorpotential ist zunachst keine Observable, denn es gibt keine Mef3-
vorschrift, die Vektorpotentiale unterscheiden konnte, die durch eine Eich-
transformation auseinander hervorgehen. Vektorpotentiale, die keiner Eichbe-
dingung unterworfen worden sind, sind auch nicht etwa Multiplikationsoper-
atoren im physikalischen Hilbertraum, denn das Resultat ihrer Anwendung
ware nicht eichinvariant. Jedoch kann man aus dem Vektorpotential durch
Eichfixierung eine Observable machen. Beispielsweise kann dies durch die
Coulomb-Eichbedingung geschehen,

VA(r,t) =0.

Fiir die Fouriertransformierte bedeutet dies kA (k,t) = 0, d.h. A ist transver-
sal, A = A" A" ist durch das observable Magnetfeld eindeutig bestimmt.
Man kann auch eine explizite Formel angeben,

AV (r,t) = — / PrB(r') x Vo (r — ).
Dabei ist vg, das Coulomb-Potential, Es erfiillt die Gleichung
—Avgy(r) = 6¥(r).

Man sieht daraus, daf} A" (r) zwar observabel, aber nicht durch eine Mes-
sung in einer kleinen Umgebung von r alleine bestimmbar ist; es hangt vom
Magnetfeld im ganzen Raum ab. Man kann daher nicht erwarten, dafl der
Kommutator (5.64) fiir raumartige (r, ¢) verschwinden wird. Tatséchlich ver-
schwindet er selbst fiir ¢ = 0, r # 0 nicht, wie wir gleich sehen werden.

Driicken wir A" (r,t) gemaf Gl.(5.62) durch Erzeugunds- und Vernich-
tungsoperatoren aus, so sehen wir aus den c-Zahl Vertauschungsrelationen
der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aj (k), (k') sofort, da§ D7 (r)
ein reelles Vielfaches des 1-Operators ist, und zwar ist

iDj(r) = / m AZZICZ(,A) (k)eg.’\) (k) (e—ikr _ ez’kr) (5.65)

Die Vektoren €™ (k), € (k), €® (k) = k/|k| bilden ein Orthonormalsytem
gemifB GI.(5.15), und es gilt fiir A = 1,2 dal €V (k) = €V (=k). Somit ist

kik;

i (5.66)

i 6(’\)(1{) . 6(’\)(—1{) =6, —

A=1



5.2. FREIES ELEKTROMAGNETISCHES FELD 117

Damit wird der Kommutator

iDJ(r) = / % <<5z-j — %) (e‘ikr — eik’) (5.67)

Der gleichzeitige Kommutator

Atr r 0 r
[AF(x,0), A7(0,0)] = i D (x,0) (5.68)
[ Pk kik;
- —z/—(%)?) (51-]- - Ik\2> (5.69)
= —iéij5(3) (I‘) — iViVijb(r). (570)
Der nichtlokale zweite Term triigt zum Kommutator zwischen E; = — A" und

Bj = (V x A'), nichts bei, und wir erhalten den gleichzeitigen Kommutator
zwischen E und B zuriick, von dem wir ausgingen.

Allgemeiner tragt der “longitudinale Term” o< k;k; in Df; (r,t) zum Kom-
mutator der elektrischen und magnetischen Felder nichts bei. Definieren wir
Al = 0 und entsprechend fou = 0 wenn p = 0 oder v = 0, so verallgemeinert
sich die oben angegebene Formel ft DZ 7Zu

Dij(z) = iDy(a) - (571)
. / d3k kuku —k- n(kl/nﬂ + ﬂuku) (e—ikm . eikm)
)28 P '
Dult) = —guA(), (.72
. d3k —ikT ikx
iA(z) = /m (e —e )
= / (ZW]; sign(k°)o(k?)e~"ke (5.73)
= ﬁsign(mo)é(ﬁ). (5.74)

Dabei ist n* = (0,1), und k, = (k,w(k)). Wir benutzen hier 4-dimensionale
Skalarprodukte k - x = k,z".

Der Beitrag o< D, zu D}, () ist also lokal. Der andere Beitrag aber trégt
wegen der Faktoren k,, &k, zu den Kommutatoren der elektromagnetischen
Feldstarken nichts bei,

[Fuw(2) Fpe ()] = iV, Dy, (z = 2')V, (5.75)
= iVHD,,][U(.T — x’)V;]. (5.76)



118 CHAPTER 5. QUANTENTHEORIE DER EICHFELDER

Dabei ist V' die nach [links wirkende Ableitung nach z’, und die eckigen
Klammern stehen fiir Antisymmetrisierung, fj.9, = fug, — fu9u, usw.

Wir sehen aus diesen Formeln, dafl der Kommutator zwischen elektro-
magnetischen Feldern auf dem Lichtkegel (z — z')? konzentriert ist. Dies ist
ein quantenmechanischer Ableger des Huygens’schen Prinzips. Auflerdem ist
der Kommutator Lorentz-invariant wie es sein muf}, denn D, ist nach obiger
Definition Lorentz-invariant.



Appendix A

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

Ein topologischer Raum M wird als Mannigfaltigkeit bezeichnet, wenn er
lokal hom6éomorph zu R"™ ist. Dies bedeutet, dafl es eine Uberdeckung U
von M mit offenen Teilmengen U;,7 € A gibt, und zu jedem ¢ € A gibt es
eine injektive Abbildung ¢; : U; — R" die U; homeomorph in eine offene
Teilmenge des R"™ abbilden. Die Paare (¢;,U;) nennt man Karten. Die
Gesamtheit der Karten ® = {¢;, U;}, heift ein Atlas.

In der eben gegebenen Definition ist angenommen, dafi M schon eine
Topologie hat. Diese Topologie ist jedoch durch die Topologie von R™ und
die Abbildungen ¢; eindeutig festgelegt. Die Konsistenz der dadurch auf ver-
schiedenen, moglicherweise iiberlappenden Gebieten U; festgelegten Topolo-
gien verlangt, dal die Abbildungen

Yii s pier iU NU;) = @;(U; N U;) (A.1)

zwischen Teilmengen des R™ Homeomorphismen, d.h. bijektiv stetig sind.
Dies folgt aus der Definition, denn Zusammensetzungen und Inverse von
Homeomorphismen sind Homeomorphismen. Sind umgekehrt diese Bedin-
gungen erfiillt, so wird dadurch schon auf M als Menge in konsistenter Weise
eine Topologie definiert.

Mannigfaltigkeiten konnen also aus Karten zusammengeklebt werden.
Die Abbildungen 1;; in (A.1) heiflen Koordinatentransformationen. Sie beschreiben
den Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem andern in dem Gebiet,
wo beide Koordinatensysteme definiert sind.

119
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Die Mannigfaltigkeit heifit differenzierbar vom Grad C”, wenn die Abbil-
dungen 1);; alle r-mal stetig differenzierbar sind, und wenn ihr Inverses gpig0;1
dieselbe Differenzierbarkeitseigenschaft hat.

A.1 Beispiel Kugel 5"

Betrachten wir die Einheitskugel im R"*!. Sie besteht aus Punkten x =
(2°,2',...,2") die der Bedingung 3-7,_, |2#|* = 1 geniigen. Wir konnen die
Kugel mit zwei Karten Uy, U iiberdecken. U; enthilt alle Punkte der Kugel
auer dem Nordpol (1,0...0), und U; enthélt alle Punkte auer dem Siidpol
(—1,0...0). Die Koordinaten im R™ werden mit £ = (£!,...,£") bezeichnet.
Wir wahlen stereographische Koordinaten. Die Gebiete U; werden dabei auf
ganz R" abgebildet. z = p7'(£) € U ist gegeben durch

i 28"

o= e (A.2)
1el2

o oo LolEk
1+ ¢

wihrend z = @, (¢) € U, gegeben ist durch

,- 2’

T -
o leP—t

CT TR

Der Durchschnitt der Karten ist die Kugel ohne Nord- und Siidpol, und das
Bild unter ¢y und unter ¢, ist beidemale der punktierte Raum R"™ ohne den
Ursprung. Die Koordinatentransformation ist durch

- £
P21 () = 25 (A.4)
€
gegeben. Dies ist auf dem punktierten Raum wohldefiniert. Ebenso ist
1y €
p105 (&) = e[ (A.5)

Die Abbildungen sind C*°. Die Kugel wird damit eine C'*° Mannigfaltigkeit.



Appendix B

Die Cartan-Ehresmann
Zusammenhangsform

Wir haben einen Zusammenhang definiert als gegeben durch Paralleltrans-
porter U(C), die den Zusammensetzungsregeln (1.4) und (1.5) geniigen. Da
ein beliebiger Weg C aus infinitesimalen Stiicken zusammengesetzt werden
kann, wird es wegen der Zusammensetzungsregeln geniigen, U(C) fiir in-
finitesimale Wege C zu kennen. Es erhebt sich die Frage: was ist die infinites-
imale Version von ¢ (als mathematisches Objekt)? Es ist nicht das Vektor-
potential, denn dieses ist nicht durch den Zusammenhang alleine gegeben,
sondern hingt auflerdem von der Wahl einer gleitenden Basis ab.

Die Antwort wurde von Mathematikern vor langerer Zeit gefunden. Das
natiirliche Objekt, das als infinitesimale Version der Paralleltransporter U
betrachtet werden kann, ist die Cartan-Ehresmann Zusammenhangsform w
auf dem Hauptfaserbiindel. Sie soll nun definiert werden.

In der hier gewahlten Darstellungsweise geht man aus von einem Vek-
torbiindel V', dessen Punkte Paare (z,v) sind mit x € M, v € V. Es wird
angenommen, daf} definiert ist, was ein glattes Vektorfeld z — v(z) € V,
ist. (Erst dadurch wird der Raum von Paaren (z,v) zu einem Vektor-
raumbiindel.) Gegeben V', so besteht das dazu assoziierte Hauptfaserbindel
B aus Paaren

b= (z,e) , e=(e1,...,en) mit e, € V, (B.1)

derart, daf e eine Basis fiir V, bildet (n = dimV}). Lafit man ganz beliebige
Basen zu, so sagt man, B habe die Strukturgruppe

G =GL(n,R),

121
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wenn V; reelle n-dimensionale Vektorrdume sind.
Ein Tangentenvektor X € T,B am Punkt b = (%,¢é) ist gegeben durch
eine Aquivalenzklasse von Kurven durch b,

T— C'(T) = (C(1),e(r)) (B.2)

derart, daf
C(r)e M , e(r) Basisin Vg,

Clo)=12 , e(o)=eé.

Die Kurve C in B bestimmt eine Kurve C in M. Deren Tangentenvektor bei
Z = C(o) wird mit X bezeichnet. Eine reelle 1-Form w definiert fiir jeden
Punkt b € B des Hauptfaserbiindels B eine lineare Abbildung w, € T} B:

wy)?—)wb()?) €R fUI‘XETbB

Sie ordnet jedem Tangentenvektor X bei b eine reelle Zahl zu.
Statt solcher reeller 1-Formen miissen wir hier 1-Formen mit Werten in
der Lie-Algebra G von G betrachten. Dies sind lineare Abbildungen

we: X = wy(X) €eg fir X € T,B.

Die Lie-Algebra G von G = GL(n,R) besteht aus allen reellen nzn Matrizen.

Die Cartan-Ehresmann Zusammenhangsform ist eine G -wertige 1-Form
w auf dem Hauptfaserbiindel. Sie ist durch &/ bestimmt wie folgt.

Sei C eine Kurve auf B mit C(c0) = b und Tangentenvektor X bei b, wie
oben beschrieben. Sei C,, das durch C bestimmte Kurvenstiick auf M von
& = C(0) nach C(7). Dann ist U(C:s)éa € V() und kann daher nach der
(durch C' bestimmten) Basis e(7) in Ve(ry entwickelt werden

U(Cry)ealo) = eg(1)gP (T, 0) mit g(7,0) = (gﬁa(T, a)) €eG. (B3

Man setzt

wp(X) = — a T,0)

dTg( €q. (B.4)

T=0
Man rechnet nach, daB wy(X) wirklich nur von der Aquivalenzklasse X der
Kurve C' abhingt.

Wir zeigen nun, dafl umgekehrt der Zusammenhang ¢/ durch seine Cartan-
Ehresmann Zusammenhangsform w eindeutig bestimmt ist.
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Es soll gezeigt werden, daf fiir beliebig vorgegebene Kurve C' auf M die
Paralleltransporter U(C,,) langs Kurvenstiicken C,, eindeutig bestimmt
sind durch w . Wihle eine Kurve C auf B deren Projektion auf M gleich C
ist. C' bestimmt eine Basis e(7) in V; fiir jedes z = C(7) auf der Kurve C.
Durch Gl. (B.3) ist U(C;,) bestimmt, wenn g(7,0) bekannt ist. Wegen der
Zusammensetzungsregeln fiir Paralleltransporter folgt aus Gl. (B.3), daf§

g(r,v)g9(v,0) = g(7,0) firt>v>o. (B.5)
Daher gilt nach Gl. (B.4)

o) atr0) =~ (00). (B6)

X (1) = Tangentenvektor an C bei C(7). g¢(7,0) ist eindeutig bestimmt
als Losung einer Differentialgleichung, die der Anfangsbedingung g¢(7,0) =
1 geniigt. Damit ist gezeigt, dafl die Paralleltransporter U(C) durch die
Zusammenhangsform w eindeutig bestimmt sind.

Eine Cartan-Ehresmann Zusammenhangsform erfiillt kraft ihrer Defini-
tion (B.3,B.4) zwei Identititen, die jetzt hergeleitet werden sollen.

Jedes Element S der Strukturgruppe G definiert eine Abbildung des
Hauptfaserbiindels auf sich

S:b—s b = bS. (B.7)
Ist b= (z,e), so ist b/ = (z/, ef) mit
=z : ely = epSP . (B.8)

(Die Strukturgruppe ist stets als eine Gruppe von Matrizen zu betr@chten!)
Durch diese Abbildung des Hauptfaserbiindels B wird eine Kurve C' auf B
in eine neue Kurve C7 abgebildet

i) = (C)el(m) , ela(r) = e5(r)S",. (B.9)

Die Projektion C' der Kurve auf M éndert sich dabei nicht. Da Tangenten-
vektoren auf B als Aquivalenzklassen von Kurven C erklart sind, ist damit
auch eine Abbildung S, von Tangentenvektoren erklart

S*ITbB — TbSB- (BlO)
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Die erste Identitét fiir Cartan-Ehresmann Zusammenhangsformen lautet
wbS(S*)N() = S_lwb(X)S fiir X € TbB (Bll)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist als Produkt dreier Matrizen S, wy(X)
und S~! zu verstehen.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition (B.3B.4). Ist nimlich X
Tangentenvektor an C bei b, so ist X1 = S*f( Tangentenvektor an C' bei
b = bS, wo C1 durch Gl. (B.9) gegeben ist. Durch Einsetzen von Gl (B.9)
in (B.3,B.4) erhélt man

U(Cry)ely(0) = U(Cry)es(a)SP

= 6’7(7-)97,3 (Ta U)Sﬁa = 615(7-)9’(451(7—’ J)
mit
g/(r,0) = S *g(r,0)8.
Daher folgt aus Gl. (B.4) (wegen C' = C)

~ d d ~
w (X1 = — EQI(T’ o) = —S’IEQ(T, 0)S = S twy(X)S,

T=0

was zu beweisen war. )
Um die zweite Identitdt zu bekommen, betrachten wir Kurven C auf B,
deren Projektion C' auf M eine triviale einpunktige Kurve ist

C(r) =12 =C(0) fir alle 7.
Es ist natiirlich
UCry) =1id , wenn C(1) = C(0). (B.12)

Daher hingt w,(X) fiir Tangentenvektoren X an solche Kurven C' “in der
Faser "nach Definition (B.3,B.4) nicht vom Zusammenhang ab. Es erfiillt
die nun zu besprechende Identitat.

Ein Element A € G der Lie-Algebra G der Strukturgruppe bestimmt ein
Tangentenvektorfeld A auf B wie folgt. A(b) € TyB ist der Tangentenvektor
an die Kurve C durch b, die gegeben ist durch

C(r)=0bS(r)  mit S(r) =e™ €G. (B.13)
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A nennt man das durch A bestimmte fundamentale Vektorfeld auf B. Die
angekiindigte zweite Identitat lautet

w, (A(b)) =A  fiiralle b€ B. (B.14)

Der Beweis folgt wiederum unmittelbar aus der Definition (B.3,B.4). Ist
b= (z,€), so ist A(b) Tangentenvektor an C,

C(r) = (z,e(r)) , ea(r) =E5S5(7).
Dabher ist wegen Gl. (B.12)

€a =U(Cry)éq = eﬂ(T)g/B (1,0)

(67

= 6,57(7) 9", (7, 0).
Also ist g(7,0) = S(7) . Daher ist

wy (A(b)) = - %9(7, 0)‘ =g

was zu beweisen war.

Schliefllich soll diskutiert werden, wie die Cartan-Ehresmann Zusammen-
hangsform mit dem Vektorpotential I, des Zusammenhangs I verkniipft
ist. Das Vektorpotential ist erst definiert, wenn neben dem Zusammenhang
U eine gleitende Basis x — e(z) erklart ist.(Ist M eine topologisch nichttriv-
iale Mannigfaltigkeit, so wird dies nur lokal moglich sein. Wir beschranken
uns daher auf die Betrachtung einer Umgebung eines Punktes & € M.) Sei
also eine gleitende Basis e gegeben. Dies definiert eine Abbildung

M — B vermoge x — (z,e(x)).

Diese Abbildung werde ebenfalls mit e bezeichnet. (Genauer gesagt ist die
Abbildung e nur auf einer Umgebung des Punktes & € M erklart.) Die
Abbildung e induziert eine Abbildung von Kurven C auf M in Kurven C auf
B. Da Tangentenvektoren als Aquivalenzklassen von Kurven definiert sind,
ist damit eine Abbildung

e T,M € T(z,e(z))B (B15)
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von Tangentenvektoren erkldrt. Gegeben I', (beziiglich eines lokalen Koor-
dinatensystems auf M) so definiert

I, =T, (z)dz"

eine 1-Form auf M !. Die gesuchte Relation zwischen Vektorpotential I' und
Cartan-Ehresmann Zusammenhangsform w lautet

T(X) =wye.X) firXeT,M |, b= (z,e)). (B.16)

Fithrt man die zu e, duale Abbildung e¢* von 1-Formen auf B in 1-Formen
auf M ein durch

(e*w), (X) = wp(esX) fir X e T,M |, b= (z,e(x)),

so lautet Gl. (B.16)
I'=e"w. (B.17)

Zum Beweis von Gl. (B.16) gehen wir von der Definition (1.23) des Vektor-
potentials aus. Ist X Tangentenvektor an die Kurve C: 7 — C(7) bei 7 = 0,
so besagt Gl. (2.5), dafl

[p(X) = = —=U(Cro)| - (B.18)

Dabei sind U(-) die durch den Zusammenhang ¢/ und die gleitende Basis e
bestimmten Paralleltransportmatrix

U(Cry)ea(z) = es (C(T)) UP (Cro) fir z = C(0).

Zum Vergleich berechnen wir wy(e,X). X = e, X ist Tangentenvektor an
die durch C und e bestimmte oben beschriebene Kurve C' auf B am Punkt
b = (z,e(x)). Wir bestimmen die durch Gl. (B.3) definierten Matrizen
g(7,0).
Durch Vergleich von Gl. (B.3) mit der eben wiederholten Definition von
U sieht man, dafl
9(7,0) = U(Cro).

!Die Differentiale dz* bestimmen lineare Abbildungen der Tangentenriiume von M
nach R
vermoge dat: 52 — 6-,.
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Gl. (B.4) liefert dann

Nach GI. (B.18) ist dies gleich I';(X), was zu beweisen war.

SchlieBlich mag es von Interesse sein, einen Ausdruck fiir w in lokalen
Koordinaten auf dem Hauptfaserbiindel B anzugeben. Im Fall der Struktur-
gruppe GL(n,R) ist ein lokales Koordinatensystem auf B bestimmt durch
ein lokales Koordinatensystem x — {z#} auf M und eine gleitende Basis e°.

Die Koordinaten eines Punktes b = (z, e) sind dann (x“, gaﬂ), wenn

es =co(z)g% . 9=(9%) €G. (B.19)

z# und ¢“% sind unabhéngige reelle Zahlen, da GL(n,R) mit einer offenen
Untermenge des R™ identifiziert werden kann. In diesen Koordinaten ist

Wy = {BN(ZU, g)dz" + g_ldg} fir b = (z,€e’(x)g) . (B.20)
Die nzn Matrix-Funktion B,, hat die Kovarianzeigenschaft
B,(z,9S) = S7'B,(z,9)S  fiir S € G, (B.21)
und es ist N .
(g_ldg) 5= ; (g_l) deﬁyﬂ. (B.22)

Fiir eine beliebige 1-Form w auf B wire B,(z,g) beliebig, und anstelle
von g 'dg trite ein Ausdruck h(z,g)dg. Die explizite Form des zweiten
Terms in Ausdruck (B.20) fiir eine Cartan-Ehresmann Zusammenhangsform
w folgt aus der Identitét (B.14), und die Kovarianzeigenschaft (B.21) folgt
aus der zusitzlichen Giiltigkeit der Identitét (B.11). Fiir das Vektorpotential
I'; =T, (x)dz* ergibt sich aus Gl. (B.17)

L= (o) = (Bt + o Z o )

wenn die gleitende Basis e in lokalen Koordinaten gegeben ist durch
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Wir erinnern nochmals daran, dafl das Vektorpotential nicht nur vom Zusam-
menhang, sondern aulerdem von der Wahl einer gleitenden Basis e abhangt.
Ist e gleich der das Koordinatensystem auf B definierenden gleitenden Basis
e’, so ist g(z) = 1. Daher vereinfacht sich Gl. (B.23) zu

I'.(z) = B,(z,1) falls e = €°. (B.24)

Es wird fir den Leser instruktiv sein, nachzurechnen, dafl der Ausdruck
(B.23) nur von der Cartan-Ehresmann Zusammenhangsform w und der glei-
tenden Basis e abhéingt, und nicht aulerdem noch von der Wahl des Koor-
dinatensystems auf B (d.h. insbesondere nicht von e°, fiir gegebenes e).



Appendix C

Dirac Gleichung fir
Wellenfunktionen der speziell
relativistischen
Quantenmechanik

Wir interessieren uns hier fiir die Beschreibung der quantenmechanischen
Zusténde eines einzelnen Teilchens zur Zeit ¢ durch Wellenfunktionen ¥(r, ).
Hinfort schreiben wir ¥(z), z = (r,t). Fiir Teilchen mit Spin, die mehrere
Polarisationszustidnde haben kénnen, wird ¥(z) mehrere Komponenten haben
miissen. Im allgemeinen wird also

U(z) € Q (C.1)

sein, wo () ein endlichdimensionaler Vektorraum ist. Dieser globale Vektor-
raum {2 soll Spin-Raum genannt werden.

Bemerkung: Der Raum (2 kommt aus einem Vektorraum €2, fiir jeden
Raum-Zeit Punkt = in der allgemeinen Relativitatstheorie. Der Minkowski-
Raum ist flach, und man kann dort die Raume €2, alle durch wegunabhéangigen
Paralleltransport miteinander identifizieren.

Die spezielle Relativitatstheorie verlangt Kovarianz unter Lorentztrans-
formationen. Deshalb muf} sich die Wellenfunktion wie folgt unter einem
Element A der quantenmechanischen Lorentzgruppe transformieren

U(z) = U (z) = S(A)T(A(A)z) (C.2)

129
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wobei S(A) eine endlich-dimensionale Darstellung der q.m. Lorentzgruppe
ist, d.h. S(A) sind lineare Abbildungen von 2 mit der Eigenschaft

S(Al)S(AQ) = S(A1A2) (0-3)

A(A) ist die A zugeordnete Lorentztransformation. Wir kommen darauf
gleich noch zurtick.

Eine speziell relativistische Form der Schrodinger Gleichung mufl unter
solchen Transformationen ihre Form behalten.

Bemerkung: Die zugeordnete Lorentztransformation A bestimmt A bis
auf ein Vorzeichen +1, wie wir sehen werden. Die Unbestimmtheit eines
Vorzeichens im Transformationsgesetz fiir die Wellenfunktion unter Lorentz-
transformationen A ist zulassig, weil Wellenfunktionen, die sich nur um einen
Phasenfactor ¢ € C, |c| = 1 unterscheiden, den selben physikalischen Zustand
beschreiben. Man bekommt also ein wohldefiniertes Transformationsgesetz
von Zustanden unter Lorentztransformationen.

Die Operatoren des raumlichen Impulses sind wie gewohnlich

h 0

Pi:_-—~:
1 O1*

i=1,2,3. (C.4)

C.0.1 Die quantenmechanische Lorentzgruppe

Die quantenmechnische Lorentzgruppe ist isomorph zur Gruppe SL(2C) der
komplexen 2 x 2 Matrizen A mit Determinante 1,

A:(Z 2) . ac—bd=1. (C.5)

Zu jedem Element A € SL(2C) gehort eine eindeutig bestimmte Lorentz-
transformation A(A), die wie folgt bestimmt ist. Sei

00:<1 o) Ul:(o 1) 0_2:<0 —i) 03:<1 0)

0 1)’ 10)° 1 0 )’ 01/
(C.6)

0,1 =1,2, 3 sind die Pauli-Matrizen. Wir benutzen im folgenden die Nota-

tion A' fiir das Adjungierte einer Matrix A, und o, 8 = 0, ..., 3 fiir Minkowski-
raum Indizes. Es gilt die Fundamentalformel des Spinorkalkils

Ao AT = asA(A)P,. (C.7)
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Umgekehrt ist A durch A bis auf ein Vorzeichen bestimmt.

Wir werden im folgenden noch einige weitere Eigenschaften der Elements
A der q.m. Lorentzgruppe brauchen. Definiert man den antisymmetrischen
Tensor (€4) in 2 Dimensionen,

=(5)

mit €' = —¢, sowie o9 = 1 (2 x 2 Einheitsmatrix) und
oo = Oy, o, =—0;
so gilt
eAemt = AL (C.8)
€.t = b, (C.9)
AT, AT = G4A° (C.10)

Dabei steht A’ fiir das Transponierte der Matrix A, und A fiir die Matrix mit
den komplex konjugierten Matrixelementen. Da die Matrizen o, hermitisch
sind, ist &, = o?,.

Die erste Gleichung ist dquivalent zu

eAet = AT (C.11)

Dies beinhaltet die Aussage, daf8 die Darstellungen S(A) = A und S(A) =
A1 jquivalent sind.

Die Gleichung (C.8) driickt die Eigenschaft aus, da§ SL(2, C) eine sym-
plektische Gruppe ist. Sie 1a3t daher die antisymmetrische Bilinearform

(z,w) = Zew = 21wy — zowy (C.12)

in C? invariant.
Zur Beschreibung von Teilchen mit Spin % braucht man die folgenden
Darstellungen der SL(2, C):

1.
S(A)=A Dimension 2 (Fundamentale Darstellung)

S(A) = AT Dimension 2 (dazu konjugierte Darstellung)
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S(A) = ( 13 A?_l ) Dimension 4 (Dirac-Darstellung).
(C.13)

Die Dirac-Darstellung ist reduzibel; sie zerfallt in die andern beiden Darstel-
lungen. Diese sind irreduzibel.

C.0.2 Dirac- und Weyl-Gleichungen

Wir suchen eine zeitabhangige Schrodinger Gleichung der Form

0
th—V¥ = HVY C.14
oy (C.14)
mit einem geeigneten Operator H.
Da Lorentztransformationen Zeitableitung in Raumableitungen transfor-
miert, ist klar, daf} die relativistische Invarianz nur erfiillbar sein wird, wenn
H in den Raum-Ableitungen héchstens linear ist, also von der Form

he

L

H =

3,0
' + Bmc’. (C.15)
=1

o' —
ozt

mit linearen Abbildungen (Matrizen) of, B : Q — Q.
Wegen des speziell relativistischen Zusammenhangs zwischen Energie und
Impuls mufl auflerdem gelten, daf

H? = P22 + m2&,
m =Ruhemasse. Diese Bedingungen sind erfiillt, falls
ool +alal = 6 (C.16)
und, im Falle der Ruhemasse # 0 auflerdem
Ba' + a'B = 0. (C.17)

Die erste Gleichung alleine kann auf zwei Weisen durch Pauli’s 2 x 2 Matrizen

erfiillt werden: _ _
o' =0;, oder o' =-—0; (C.18)
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Dies fiihrt auf die Weylgleichung fiir rechts oder linkshiandig polarisierte mas-
selose Teilchen vom Spin 3, mit 2-komponentiger Wellenfunktion ¥(z) € Q =
C2. U

3
zh%\lf = @ > 0V, ¥ (rechtshindig), (C.19)
(=t
bzw.
0 he & o
zha\ll = ——> o,;V,¥ (linkshindig). (C.20)

i=1
Man definiert die Helizitat als Komponente des Spins in Bewegungsrichtung.
Fiir masselose Teilchen ist £ = |p|c, und der Spin-Drehimpuls-Operator ist
sho. Die Weyl-Gleichungen sagen, da E = |p|c und die Helizitét gleich 1
bzw —% ist.

Im Fall mit Ruhemasse definiert man die vier neuen Matrizen (sogenannte
Dirac y-Matrizen)

~' =3, ~=pat, i=1,2,3. (C.21)

Die Schrodingergleichung nimmt dann nach Multiplikation mit 8 die Form
an

(ih’y“% —me)¥ = 0. (C.22)

Dies ist die Dirac-Gleichung fiir massive Teilchen mit Spin 3.
Die Forderung an die Matrizen 8 und o nimmt die folgende Form an

n*® = diag(—1,+1,+1,+1) ist der inverse metrische Tensor im Minkowski-
Raum. Diese Forderung kann durch 4 x 4 Matrizen der Form % = naﬂ'yﬂ,

(L) (7)) e

erfiillt werden. Es gilt
B=8",  Br.=78". (C.25)

Sowohl die Antivertauschungsrelationen (C.23) als auch die Hermitizitats-
eigenschaften (C.25) sind unter beliebigen Ahnlichkeitstransformationen

Yo S8, B S'BS
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invariant, nicht jedoch die Identifikation B8 = ~4°. Es ist daher klug, diese
beiden Grossen zu unterscheiden.

Die Wellenfunktion ¥(z) € € ist nun ein Spaltenvektor mit 4 komplexen
Komponenten. ¥ ist demnach ein Zeilenvektor, und man definiert

U =vlg (C.26)

Die Lorentzkovarianz ist erfiillt, wenn sich die Wellenfunktionen nach
den 2-dimensionalen Darstellungen bzw. nach der 4-dimensionalen Darstel-
lung transformieren. Fiir die Dirac-Gleichung folgt dies aus der folgen-
den Lorentz-Kovarianz-Eigenschaft der Dirac-Matrizen, die aus den Kovari-
anzeigenschaften der Matrizen o, und &, folgt.

S(A)7aS(A)7" = 75A(A) .

Im masselosen Fall zerfillt die Dirac-Gleichung in die beiden Weyl-Gleich-
ungen fiir 2-komponentige Wellenfunktionen. Diese transformieren sich unter
der Transformation S(A4) geméss G1.(C.13) in sich. Die Kovarianzaussage gilt
also auch fiir die Weyl-Gleichungen. Die oberen 2 Komponenten bilden einen
rechtshindigen Weyl-Spinor, die unteren einen linkshindigen. Definiert man

. 10
vs = Yy Yy = ( 0 1 ) : (C.27)

so projeziert (1 + ;) auf den rechtshéindigen Teil und (1 — ;) auf den
linkshandigen.

Schliesslich definieren wir noch die Ladungskonjugation ¥ ~ W¢, Da ¥
ein Zeilenvektor ist, so ist T’ ein Spaltenvektor. Man definiert

-1
U =C¥ mit C= < 60 2) . (C.28)

Die Ladungskonjugationsmatrix C erfiillt

Cy,C ' =~ .
Als Majorana-Spinoren bezeichnet man solche Dirac-Spinoren, die der Be-
dingung ¥¢ = U geniigen. In Komponenten, ¥ = (¢, po, —ho, ¢1)". Ein

Majoranan Spinor kann aus einem Weyl-Spinor ¢ = (¢, @2)" konstruiert
werden.





