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Zusammenfassung

In diesem Protokoll wird die Herleitung der einsteinschen Feldgleichungen
motiviert, begriindet und diskutiert. Weiterhin werden mogliche Losungen,
bzw. die Schwierigkeit mit der Losungen zu finden sind, kurz angeschnit-
ten. Hierfiir werden folgende Konzepte benotigt: die kovariante-Ableitung,
Paralleltransport, Metriken.

1 Einfiihrung

Um die Gravitation durch die Kriimmung der Raumzeit zu beschreiben, miissen Annah-
men postuliert werden, welche diese Gleichungen erfiillen miissen. Als Ausgangspunkt
dient das Korrespondenzprinzip, welches besagt, dass die allgemeine Relativitdtstheo-
rie in die spezielle Relativititstheorie iibergeht, wenn die Raumzeit nicht gekriimmt ist
(g = Muv)- Die spezielle Relativitidtstheorie geht wiederum in die Newton’sche Physik
ohne Gravitation iiber, wenn v << c also v ~ 1. Weiterhin besagt das Korrespondenz-
prinzip, dass die allgemeine Relativitatstheorie fiir verschwindende Gravitationsfelder in
die newtonsche Gravitation iibergeht.

Die Feldgleichungen der ART miissen also ein dhnliche Form haben wie die Laplace-
Gleichung zum Gravitationspotential:

AG(F) = 4Gp(F) (1)

wobei ® das Potential, G die Gravitationskonstante und p(7) die Massendichte in Ab-
hangigkeit von 7" darstellt.

2 Bedingungen fiir die Einsteinschen Feldgleichungen

Aus dem Korrespondenzprinzip kénnen wir zwei Bedingungen folgern:
1. Die Gleichungen miissen tensoriell sein.
2. Im Grenzfall wird die Gleichung zur newtonschen Feldgleichung (1).

Da die Massendichte in der ART durch den Energie-Impuls-Tensor (7),,) verallgemei-
nert wird, kann angenommen werden, dass die Gleichung etwa folgende Form hat:
G = KT, (2)

Hierbei ist x eine noch zu bestimmende Konstante. Aus dieser Gleichung kénnen wir
folgende Eigenschaften fiir G, folgern:

1. Der Tensor G, ist ein (0,2) Tensor
2. G, ist symmetrisch

3. G, besteht aus Ableitungen des Metriktensors



3 Riemannsche Kriimmungstensor

Um die Kriimmung auf einer Mannigfaltigkeit zu beschreiben, wird zunéchst der Paral-
leltransport betrachtet. Wie in Abb. 3 zu sehen ist, verdndert sich der Tangentialvektor
durch den geschlossenen Paralleltransport auf einer gekriimmten Oberfliche. Die An-

Abbildung 1: Rontgenspektrometer

derung des Tangentialvektors beim Paralleltransport macht also eine Aussage iiber die
Kriimmung der Mannigfaltigkeit. Um diese zu bestimmen, wird der Paralleltransport
auf einen infinitesimalen Weg betrachtet. Hierzu wird der Kommutator [V, V,] der
kovarianten Ableitung eines beliebigen Tangentialvektors V* berechnet.

Vs VolV? = (0,10, = 0,1, + Tyl = DTV — (T, = T5,)VaV? - (3)
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Diese Gleichung lasst sich vereinfachen, da der Torsionstensor (7,”,) in dieser Glei-
chung enthalten ist. Dieser verschwindet (7),, = 0), wenn ein torsionsfreier Zusammen-
hang vorliegt, was in der ART der Fall ist. Die durch den Kommutator beschriebene
Kriimmung nennen wir den Riemannschen Kriimmungstensor:

Rg/u/ = aﬂrﬁa - al/rﬁa + Fﬁ)\rﬁa - Fﬁ)\r;)la (4)
Da bei einer flachen Metrik (SRT) die Christoffelsymbole verschwinden, verschwindet
in diesen Fall auch der Riemannsche Kriimmungstensor (Rf ,, = 0). Um den Kriim-

mungstensor vollkommen kovariant zu schreiben, wird der Metriktensor g,\ benutzt.

Rpcr,uu = gp)\Rﬁwj (5)



Hierfiir gelten folgende Symmetrien und Antisymmetrien:

Ropopr = =Ropuw (6)
Rpauu = _R/ujgp (7)
Rpopw = Ryuvpo (8)

Aus diesen Beziehungen kénnen durch Permutation der Indizes die Bianchi-Identitéten
hergeleitet werden:

Rpauu + Rpw/a + Rpuou =0 (9)

v)\RpU/,w + vaa)\,uzz + VJR)\p;w =0 (10)

Wie oben bereits erwihnt wurde, wird fiir die Einsteinschen Feldgleichungen ein (0,2)-
Tensor benotigt. Hierzu wird der Riemannschen Kriimmungstensors kontrahiert:

R, = R) (11)
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Dieser Tensor wird auch Ricci Tensor genannt. Aus (8) folgt dessen Symmetrie. Durch
den Ricci-Tensor kann auch die Skalarkriimmung definiert werden:

R = ¢®Ry (12)

4 Einstein-Tensor

Mit dem Ricci-Tensor ist ein Tensor gegeben, der sowohl die Symmetrieeigenschaft er-
fiillt, als auch ein (0,2)-Tensor ist. Es konnt also angenommen werden, dass die gesuchte
Feldgleichung folgende Form hat:

R,, = KT, (13)

Aus der Energieerhaltung folgt jedoch:

VT, =0 (14)
Es miisste also folgen:

V#R,, =0 (15)

Dass dies jedoch nicht im Allgemeinen gilt, folgt jedoch aus der zweiten Bianchi-
[dentitét:

0=V*R,, —V,R+ V'R, (16)
1
= VuRm, - §VZ,R (17)



Es kann (13) kontrahiert werden zu: R = kg"*'T,,, = T , woraus wegen (15) folgt:

1 1
0=V*R,, = §VVR = 5/{V,,T (18)
Hieraus wiirde jedoch folgen:
VvV, T =0 (19)

Da die kovariante Ableitung eines Skalaren sich aber auf eine einfache partielle Diffe-
rentialgleichung reduziert, wiirde daraus folgen, dass 71" iiberall in der Raumzeit konstant
ist. Dies kann jedoch nicht der Fall sein, da 7" = 0 im Vakuum gilt, in Materie jedoch
nicht.

Wir kénnen nun den Einstein-Tensor definieren:

1
Gw/ = R,ul/ - ég;u/R (20)

Aus 17 folgt, dass V*G,, = 0 fiir diesen Tensor iiberall gilt. Fiir die Feldgleichungen
kann also angenommen werden:

G = KT, (21)

Die Proportionalitdtskonstante x muss noch bestimmt werden.

5 Ndaherung fiir schwache Felder

Um x zu bestimmen, wird auf die anfangs gestellte Forderung zuriickgegriffen, dass
im Grenzfall schwacher Felder die Gleichungen der Relativitdtstheorie in die Poisson-
Gleichung der Newtonschen Gravitation iibergehen. Es werden also folgende Annahmen
getroffen:

1. Es wird von ,,Staub“-Teilchen ausgegangen, welche sich viel langsamer als die Licht-
geschwindigkeit bewegen.

2. Gravitationsfelder sind statisch.

3. Das Feld ist so schwach, dass sie als Storung der Raumgzeit betrachtet werden
kénnen.

Die Annahmen kénnen wie folgt in Gleichungen ausgedriickt werden:

dx dt

— — 22

dr == dr (22)
8ogm, =0 (23)

Guv = N + h;w (24)



Die bereits bekannte Geodatengleichung lautet:

d>zt Y dxf dz® 0
d\? P AN d\
Die Gleichung vereinfacht sich sich mit (22) zu:

2zt dt \ 2
- H - —
= +—Fm)<d7) 0 (26)

Das Christoffelsymbol ist hier wegen (23):

(25)

1 1
[ = §9M(509,\o + 0ogor — Orgoo) = ég“Aékgoo (27)

Da wir schwache Felder angenommen haben kann der Metriktensor ausgedriickt wer-
den durch:

9" oo = "5 = g =" — " (28)
mit dem Stoérterm h*” = n*’n"?h,, und n = diag(—1,1,1,1). Fiir das Christoffelsym-

bol gilt nun:

1
oo = —Enwauhoo (29)

Die Geoditengleichung lautet also nun:
dat 1 dt\?

=~ h - 30
arr 2" m(m) (30)

Fiir die zeitliche Komponente des Storterm gilt: dyhgy = 0, weshalb:

d*t B d? a0
dr?  dr?

—0 (31)

gilt, woraus j—i = const. folgt. Nun werden die rdumlichen Komponente der Geodéten-

gleichung betrachtet:
Pt 1, (dt)?
arz ~ 2 (E) Dihao (32)

=1

Das Teilen auf beiden Seiten durch %t fithrt zu:

dr?
d*zt 1
= ~0;h 33
drz 27 (33)
Damit diese Gleichung in die Newtonsche Bewegungsgleichung erfiillt, muss hgg = —2¢

gesetzt werden, mit ¢ = S,



6 Die Einsteingleichung fiir schwache Felder

Bei der Betrachtung eines ,Staub“-Partikels ist der Energie-Impuls-Tensor: 7}, = pU,U,,
mit der Viergeschwindigkeit, welche gesetzt wird zu:

UH

Us=(-1 00 0)

o O o=

Folglich gilt: Tog = p. Der Energie-Impulstensor lautet also:
T= gooToo = —Tpo = —p (34)
Dies wird in (13) eingesetzt, woraus:

1
ROO = EHp (35)
folgt. In dieser Gleichung wird der der Energie-Impuls-Tensor in Relation zu den
Ableitung der Metrik gesetzt. Es muss also der Ricci-Tensor ausgewertet werden: Ry, =

R}y, , wobei wegen RY,, = 0 nur die riumlichen Komponente betrachtet werden miissen:

Réjo - 8JF60 - GOI’;O + Féxréo - F%AF?O (36)
—~ e

Da nur der letzte Term nicht verschwindet geniigt es diesen umzuformen:

. 1 . 1._.. 1
Roo = Ryip = 0; 591/\(30%0 + 0ogoxr —Orgoo) | = 55”@0]'%0 = <—§) Ahg  (37)
—— —
=0
Nach (35) gilt also:

Ahgo = kp (38)

Da hgy = —2GTM, als Newtonscher Grenzfall, bereits hergeleitet wurde folgt:
Kk =8rG (39)

Dies und (20) wird nun in (21) eingesetzt, um die vollstindige Einsteinsche Feldglei-
chungen zu erhalten.

1 81G
R[LV - ERg/w - j:?,-r;w (40)
Fiir unterschiedliche Vorzeichenkonventionen dndert sich das Vorzeichen der Gleichung
deshalb ist dies die allgemeine Form, hergeleitet wurde nur die Gleichung fiir das positive

Vorzeichen.



Die Einsteinschen Feldgleichungen sind ein System aus 10 gekoppelten, nicht linea-
re Differentialgleichungen, weshalb die Losung derselbigen sehr schwierig ist. Die bis-
her bekannten Losungen beruhen auf Symmetriebedingungen. Um etwa die Schwarz-
schildlosung zu erhalten, welche die Schwarzschild - Metrik beinhaltet, die zur Beschrei-
bung schwarzer Locher dient, wird die Kugelsymmetrie genutzt, sowie die Vakuum-
Feldgleichungen fiir den materiefreien Raum, bei denen der Energie-Impuls-Tensor ver-
schwindet (7},, = 0) und damit auch der Einstein-Tensor (G, = 0).



