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INHALTSANGABE

In dieser Arbeit soll die Moglichkeit von spontaner Supersymmetriebrechung
mit DE SITTER-Grundzustdnden untersucht werden. Diese Untersuchungen
sind interessant, da bekannt ist, daf die Supersymmetrie keinesfalls als exakte
Symmetrie in der Natur vorkommen kann. Dennoch ist die Moglichkeit
dieser Symmetrie in einer spontan gebrochenen Form reizvoll, da sie zum
Beispiel vielversprechende Kandidaten fiir die sogenannte Dunkle Materie im
Universum liefert.

Auferdem liefern DE SITTER-Grundzustidnde eine positive kosmologische
Konstante und kénnten damit die Dunkle Energie im Universum und demnach
auch dessen beschleunigte Expansion erkléren.






Kapitel 1

Einleitung

1.1  Wozu Supersymmetrie?|. . . . ... ... .. ..... 1

1.2 Was ist Supersymmetrie?|. . . . . ... .. ... ...

1.1 Wozu Supersymmetrie?

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik ist heute neben der All-
gemeinen Relativitdtstheorie eine der am genauesten experimentell gepriiften
physikalischen Theorien. In Prézisionsexperimenten zur -elektroschwachen
Wechselwirkung konnten die theoretischen Voraussagen des Standardmodells
teilweise mit Fehlergrenzen von nur einigen Promille verifiziert werden.

Dennoch blieben bis jetzt einige ernsthafte Probleme offen. So hat das
Standardmodell sehr viele freie Parameter, es gibt keine theoretische Motivation
fiir die Wahl der Eichgruppe des Standardmodells, und vor allen Dingen ist
es nicht moglich, im Rahmen des Standardmodells die Gravitationswechsel-
wirkung zu beschreiben. All dies deutet darauf hin, daf das Standardmodell
lediglich eine effektive Theorie ist, die nur unterhalb der elektroschwachen
Energieskala ~ #7(100 GeV) giiltig ist. Um eine nicht nur phénomenologisch
sondern auch konzeptionell befriedigende Theorie zu finden, ist eine Erweiterung
des Standardmodells unumgéanglich.

In den vergangenen zwei Jahrzehnten wurden mehrere Ansétze zur Erwei-
terung des Standardmodells verfolgt. Der populdrste und wohl auch vielver-
sprechendste von ihnen ist die supersymmetrische Erweiterung. Einen Uberblick
zum supersymmetrischen Standardmodell gibt beispielsweise [1].

Das supersymmetrische Standardmodell liefert eine elegante physikalische
Erklarung fiir den HIiGGS-Mechanismus, der im Standardmodell einerseits
benotigt wird, um die Massen der Teilchen zu erkldren, andererseits aber
im Rahmen des mnichtsupersymmetrischen Standardmodells nur unzuldnglich
verstanden werden kann.
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Im folgenden sollen kurz einige Probleme aufgelistet werden, die durch die
Existenz von Supersymmetrie erklart werden kénnen und also die Beschiftigung
mit ihr motivieren [2]:

e Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik hat ein ernsthaftes
konzeptionelles Problem, das sogenannte Hierarchie-Problem: Im Rahmen
des Standardmodells kann keine Antwort auf die Frage gegeben werden,
warum die Skala des Standardmodells (107'7 m) so weit entfernt ist
von der PLANCK-Skala (1072 m), welche als die natiirliche Skala
einer fundamentalen physikalischen Theorie anzusehen ist. Das super-
symmetrische Standardmodell stellt einen mathematisch konsistenten Weg
zur Verfiigung, diese beiden stark unterschiedlichen Skalen aufrecht zu
erhalten und gibt gleichzeitig Hinweise auf die Beantwortung der Frage,
warum die Skala des Standardmodells gerade bei 10717 m liegt.

e Im supersymmetrischen Standardmodell kommt es bei sehr kleinen Langen-
skalen (nur ungefahr zwei Grofenordnungen oberhalb der PLANCK-Skala)
zu einer Vereinigung der Eichkopplungen von elektromagnetischer, starker
und schwacher Wechselwirkung, was ohne Supersymmetrie nicht der Fall
ist. Fiir die Physik auf noch kleineren Léangenskalen existiert noch keine
funktionierende Theorie, aber einige vielversprechende Ansédtze deuten
darauf hin, daf sich diese drei Wechselwirkungen bei der PLANCK-Skala
auch noch mit der vierten fundamentalen Wechselwirkung in der Natur,
der Gravitation, vereinigen. Um dies zu bewerkstelligen, scheint Super-
symmetrie eine notwendige Voraussetzung zu sein!

e Das supersymmetrische Standardmodell liefert vielversprechende Kandi-
daten fiir die Teilchen der Dunklen Materie, die sogenannten lightest super-
partners (LSP). Es ist eine Vorhersage der Supersymmetrie, dafs von dieser
Dunklen Materie wesentlich mehr im Universum vorhanden sein sollte als
von der sichtbaren Materie, die Sterne beziehungsweise sichtbare Gas- und
Staubwolken bildet. Diese Vorhersage deckt sich mit Beobachtungen von
Sternen und Galaxien, deren Bewegungen nicht befriedigend erklart werden
kénnen, wenn man nur die sichtbare Materie beriicksichtigt.

e Ein grokes Problem des Standardmodells ist, daf sich in seinem Rahmen
die Gravitationswechselwirkung nicht beschreiben léft. Hingegen macht
die lokale Version der Supersymmetrie die Gravitation notwendig, und
das supersymmetrische Standardmodell ist mit der Gravitationstheorie
vereinbar.
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e Nicht zuletzt sind alle Vorhersagen der Supersymmetrie mit den
elektroschwachen  Prézisionsexperimenten  vereinbar.  Dariiberhinaus
scheinen mit der Supersymmetrie Antworten auf Fragen wie:

— Warum gibt es im Universum mehr ,Materie als ,Antimaterie*?
— Ist das Proton instabil, und wenn ja, wie findet sein Zerfall statt?

— Wie lassen sich die Massen der Neutrinos verstehen?
in greifbare Néhe zu riicken.

All dies sind starke Hinweise darauf, daft mit Hilfe der Supersymmetrie
einige fundamentale Probleme aus so unterschiedlichen Bereichen wie Elementar-
teilchen- und Astrophysik sowie Kosmologie gelost werden kénnten. Vor allen
Dingen aber ist die Supersymmetrie die einzige bekannte Moglichkeit, die Physik
auf den uns geldufigen Skalen mit der Physik auf der PLANCK-Skala zu verbinden.

1.2 Was ist Supersymmetrie?

Die Grundidee hinter der Supersymmetrie ist die Vorstellung, daf die
Gleichungen einer fundamentalen physikalischen Theorie sich nicht &ndern sollten,
wenn man Fermionen durch Bosonen ersetzt und umgekehrt, also auf geeignete
Art und Weise ineinander transformiert. Diese Invarianz der Gleichungen unter
dieser Art von Transformation entspricht einer Symmetrie der Theorie, die Super-
symmetrie genannt wird. Daf eine solche Symmetrie existieren sollte, ist nicht
offensichtlich, wenn man bedenkt, welche fundamentalen Unterschiede in der
Beschreibung von Fermionen und Bosonen sowohl im Standardmodell als auch in
der Quantentheorie gemacht werden (Spinstatistik, . ..).

In der minimalen Version der Supersymmetrie gibt es genau einen Generator
der Supersymmetrie und zu jedem Teilchen genau ein Partnerteilchen. Die Spins
der beiden Teilchen unterscheiden sich um den Wert % Auf diese Weise hat
jedes Fermion einen bosonischen Superpartner, jedes Boson einen fermionischen
Superpartner. Die Superpartner konnen durch Supersymmetrie-Transformationen
ineinander iiberfithrt werden. Die Massen der Superpartner sind entartet. In
Theorien mit sogenannter ./ -erweiterter Supersymmetrie gibt es ./~ Super-
symmetrie-Generatoren und jedes Teilchen hat mehrere Superpartner (nicht
notwendigerweise ../~ ). Konsistente Theorien kénnen (unter Beriicksichtigung
der Gravitation) nur fir ./~ < 8 formuliert werden, da sonst in der Theorie
Teilchen mit Spin S > 2 auftreten wiirden und kein Weg bekannt ist, eine solche
Theorie an die Gravitation zu koppeln [3][]

Es kann jedoch von vornherein ausgeschlossen werden, dafs Supersymmetrie
in der Natur als ezakte Symmetrie realisiert wird, denn die (hypothetischen)

*Dies gilt genaugenommen nur in vier Raumzeitdimensionen (D = 4). In dieser Arbeit
soll aber ohnehin nur dieser Fall betrachtet werden, das heiftt, es wird insbesondere nicht die
Moglichkeit von kompaktifizierten Extra-Dimensionen untersucht.

-3 -
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Superpartner, die von dieser Symmetrie gefordert werden, sind in den Beschleu-
niger-Experimenten noch nie beobachtet worden. Das bedeutet, daf die Super-
symmetrie bei niedrigen Energien gebrochen ist. Dies fithrt zur Aufhebung
der Massenentartung der fermionischen und bosonischen Partner. Dabei
ist die ,Massenliicke* zwischen den Superpartnern von der Groéfenordnung
der Energieskala, bei der die Symmetriebrechung auftritt. Diese Symmetrie-
brechungs-Skala mufs grofs genug sein, um erkliaren zu konnen, warum die super-
symmetrischen Partner des Standardmodells im Vergleich zu den bekannten
Elementarteilchen so schwer sind, dafs sie bei den bisher erreichten Beschleuniger-
energien von ~ 100 GeV noch nicht beobachtet werden konnten.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Supersymmetrie zu brechen. Aus phéno-
menologischer Perspektive sind nur zwei Varianten interessant: die spontane
oder die weiche Supersymmetriebrechung. Bei der spontanen Supersymmetrie-
brechung behilt die Theorie die Supersymmetrie, die Grundzustédnde sind jedoch
nicht supersymmetrisch. In dieser Arbeit wird nur die spontane Form der Super-
symmetriebrechung untersucht.

1.3 Gegenstand dieser Arbeit

Von besonderem Interesse sind Supersymmetrie-Modelle mit sogenannten
DE SITTER-Grundzustdnden, in denen die Supersymmetrie notwendigerweise
spontan gebrochen wird, da diese in Ubereinstimmung mit den Experimenten
eine kosmologische Konstante A >0 beschreiben (siehe zum Beispiel [446]).
Aufserdem deuten aktuelle Messungen auf die Existenz einer Dunklen Energie
hin, die fiir die beschleunigte Expansion des Universums verantwortlich ist
(siche zum Beispiel |7]). Eine positive kosmologische Konstante wire eine
mogliche Erklarung fiir diese Dunkle Energiem

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2] werden die Grundlagen der globalen Supersymmetrie und ihrer
spontanen Brechung eingefiihrt sowie ein einfaches Modell fiir die spontane Super-
symmetriebrechung (das O’RAIFEARTAIGH-Modell) untersucht. In Kapitel
wird gezeigt, dals dieses Modell im einfachsten moglichen Fall dreier chiraler
Superfelder eindeutig ist. Anschlieftend wird das Modell auf N Superfelder verall-
gemeinert und seine Eigenschaften werden studiert.

Kapitel 4] beschéaftigt sich mit der lokalen Version der Supersymmetrie, der
Supergravitation, welche der eigentliche Gegenstand dieser Arbeit ist. Dabei
wird wieder zunéchst ein einfaches bekanntes Modell fiir die spontane Brechung
der lokalen Supersymmetrie untersucht (das POLONYI-Modell), welches nur von
einem chiralen Superfeld abhéngt und ein lineares Superpotential besitzt. In
Kapitel |5 wird gezeigt, daf dieses Modell in einem bestimmten Parameter-
bereich einen stabilen DE SITTER-Grundzustand besitzt und demnach einen

"Die sogenannte Quintessenz ist eine alternative Erklirungsméglichkeit [8]. Auf sie wird in
dieser Arbeit jedoch nicht eingegangen.
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realistischen Wert fiir die kosmologische Konstante A liefern kann. In Kapitel [6]
werden schliefllich Moglichkeiten zu Verallgemeinerungen beziehungsweise Modifi-
kationen des POLONYI-Modells studiert, wobei auch auf den Einflufs des
KAHLER-Potentials eingegangen wird.






Kapitel 2

Grundlagen der globalen
Supersymimetrie und ihre
spontane Brechung

2.1 Komponentenfelder| . .. .. ... .. .. ....... 9
[2.2  Superfelder und Superraum, |
| supersymmetrische Wirkung/. . . . . ... ... ... 10
2.3 Chirale Superfelder| . ... ... ... ......... 11
2.4 LAGRANGE-Dichte und skalares Potentiall . . . . . . 12
2.5 Spontane Supersymmetriebrechung |
L und das O’RAIFEARTAIGH-Modelll. . . . . ... ... 14
2.6 R-Symmetrie — eine notwendige Bedingung |
| fur die Supersymmetriebrechung| . . . ... ... .. 17
2.7  Symmetrien des O’ RAIFEARTAIGH-Modells| . . . . . 17

Hier soll die Struktur der globalen Supersymmetrie in einer vierdimensionalen
MINKOWSKI-Raumzeit skizziert werden. Ausfiihrlichere Abhandlungen finden
sich zum Beispiel in [9411].

Wie bereits gesagt, transformiert die Supersymmetrie Fermionen in Bosonen
und umgekehrt. Zu diesem Zweck werden Supersymmetrie-Generatoren (auch
Superladungen) ) eingefiihrt, die wie folgt wirken:

Q|Boson) = |Fermion), Q|Fermion) = |Boson) (2.1)

mit HILBERT-Raum-Vektoren |...), die mit fermionischen bezichungsweise
bosonischen Zustanden korrespondieren.

Durch diese Symmetrietransformation wird die Spin-Statistik des trans-
formierten Zustandes gedndert, da der Spin sich um den Wert % andert. Daher
haben auch die Superladungen @ Spin 1 und formen Spinor-Darstellungen der

2
LORENTZ-Gruppe/[]

*Normalerweise haben die Generatoren von Symmetrietransformationen ganzzahligen Spin.
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KAPITEL 2. GLOBALE SUPERSYMMETRIE

Jedes Teilchen erhilt durch diese Transformation einen Superpartner. Die
bosonischen Superpartner der bekannten Fermionen werden durch das Prafix
»3-“ gekennzeichnet (zum Beispiel Slepton, Squark), die fermionischen Super-
partner der bekannten Bosonen durch das Suffix ,-ino“ (zum Beispiel Photino,
Gravitino). Alle Teilchen einer supersymmetrischen Theorie formen sogenannte
Supermultipletts, welche die gleiche Anzahl von fermionischen und bosonischen
Freiheitsgraden aufweisen.

Die Superladungen @ erfiillen eine Antikommutator-Relation

{Qaa QB} - QaQﬁ + Q,BQQ - Oa «, 6 € {17 2} (22)

und widersprechen damit nicht dem Theorem von COLEMAN und MANDULA [12],
wonach die allgemeinste Algebra von Symmetrien der S-Matrix nur den
Energie-Impuls-Operator P,,, die LORENTZ-Generatoren .J,,,, sowie eine endliche
Anzahl von LORENTZ-Skalarenlﬂ By enthélt, falls die Gruppe eine LIE-Gruppe mit
reellen Parametern sein soll, die Generatoren also kommutieren. Dies ist bei der
Supersymmetrie-Algebra nicht der Fall, da die Generatoren antikommutieren.

HAAG, LOPUSZANSKI und SOHNIUS [13] haben bewiesen, daf ein Satz
von Kommutator- und Antikommutator-Relationen zwischen Generatoren der
POINCARE-Algebra und Superladungen (auch POINCARE-Superalgebra genannt)
die einzige gradierte LIE-Algebra von Symmetrien der S-Matrix ist, die mit der
relativistischen Quantenfeldtheorie vereinbar ist.

Die Supersymmetrie-Algebra wird hier kurz fiir den Fall minimaler Super-
symmetrie (/= 1) angegeben. Dabei seien P,, der Vierer-Impuls und J,,, die
Generatoren der LORENTZ-Gruppe (m,n =0,...,3).

{Qa Qs} ={Q4, Q) =0,
[Qoum] = [Qaa Pm] =0,
[P, Pr] = 0,

{Qn, Qs =2(0™) 5P

[Qas Jmn] = =6(0mn)a” Qs

Q% Jn) = —(Gonn)* 5Q".

Die Indizes a und § nehmen, wie auch ihre gepunkteten Pendants, die Werte
1 und 2 an.

Diese Arbeit beschriankt sich auf den einfachsten Fall ./ =1, da es fir . /> 2
sehr schwierig ist, die Supersymmetrie spontan zu brechen [14]. Die Notation und
alle Konventionen sind in Anhang [A] zusammengestellt.

Der Operator des Massenquadrates

M? = P"P,, (2.4)

TFiir diese gilt: [P, Bi] = 0, [Jyun, Bi] = 0, [By, By] = iCln” By, mit den Strukturkonstanten
Crm”.

-8 —
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kommutiert mit allen Generatoren der Supersymmetrie-Algebra EI und ist
somit invariant unter Supersymmetrie-Transformationen. Daher miissen die
Massen aller Teilchen eines Supermultipletts entartet sein.

Es gibt zwei Arten von irreduziblen Darstellungen der Super-
symmetrie-Algebra: die masselose und die massive.

Im Fall 7= 1 enthélt die masselose Darstellung im einfachsten Fall einen
komplexen Skalar mit Spin 0 und einen MAJORANA-Spinor mit Spin %, die ein
sogenanntes skalares oder chirales Multiplett bilden. Dariiberhinaus existieren
aber noch drei weitere masselose Multipletts:

chirales Multiplett: 2 x |[S =0), |S=1/2),
Vektor-Multiplett: 1S=1/2), [S=1),

Gravitino-Multiplett: [S = 1), |S =3/2), (2:5)
Graviton-Multiplett: |S =3/2), |S=2).
Die massiven Multipletts haben fiir . /"= 1 den folgenden Inhalt:
chirales Multiplett: 2 x [S=0), |[S=1/2),
Vektor-Multiplett: |S = 0), 2x|85=1/2), |S=1), (2.6)
Gravitino-Multiplett: |S =1/2), 2x[S=1), |S=3/2), '
Graviton-Multiplett: |S = 1), 2x|S=3/2), |S=2).

Jedes dieser Multipletts beinhaltet dieselbe Anzahl von fermionischen und
bosonischen Freiheitsgraden. Aufserdem sind alle Multipletts massenentartet.

2.1 Komponentenfelder

Um eine supersymmetrische Feldtheorie zu formulieren, muf zunéchst die
Supersymmetrie-Algebra (2.3) auf Feldern realisiert werden. Zu diesem Zweck
werden antikommutierende Parameter £%, €, eingefiihrt:

{€,e ={" &) = {&. &} =... = 0. (2.7)

Ein Komponenten-Multiplett ist ein Satz von Feldern (A, 1, ...), auf dem mit
der Summations-Konvention

€Q=E("Qu, €Q =6Q" (2.8)

die infinitesimale Supersymmetrie-Transformation d¢ definiert wird:

0eA = (£Q + £Q)A,

o) = (6Q +EQ)Y, (2.9)

tM? ist damit der CASIMIR-Operator der Supersymmetrie-Algebra.

-9 —
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Diese Supersymmetrie-Transformation bildet Tensorfelder auf Spinorfelder ab
und umgekehrt. Aus der Algebra entnimmt man, daf Q (und ebenso Q)
eine Massendimension von % hatﬁ Deswegen transformieren Felder mit Massen-
dimension ~ in Felder mit Massendimension / + % und/oder in Ableitungen von
Feldern niedrigerer Massendimension.

Das Spinorfeld ¢ wird definiert als das Feld, in welches das Skalarfeld A trans-
formiert wird:

0eA = V26, (2.10-a)

Das Feld v transformiert in ein h6herdimensionales Tensorfeld und eine Ableitung
von A:

et = iV20™ED,, A + V2LF. (2.10-b)
Um die Algebra zu schliefen, muf F' geméf
0cF = iV/266™ Dl (2.10-c)

transformieren.

Das in den Gleichungen ([2.10-a))-(2.10-c|) konstruierte Komponentenmultiplett
heifst chirales oder skalares Multiplett. Die Felder A, und F' bilden eine lineare
Darstellung der Supersymmetrie-Algebra (2.3). Wenn A die Massendimension 1
hat, dann hat 1 die Dimension % und F' die Dimension 2.

Aus Gleichung sieht man, dafs F' unter J¢ in eine Raumzeit-Ableitung
transformiert. Das ist in jedem Multiplett fiir die Komponente mit der hochsten
Dimension der Fall.

2.2 Superfelder und Superraum,
supersymmetrische Wirkung

Superfelder stellen eine elegante und kompakte Beschreibung von Super-
symmetrie-Darstellungen zur Verfiigung (zumindest im Fall ./~ = 1). Die
Darstellung in Komponentenfeldern kann aus der Superfeld-Darstellung durch
Potenzreihen-Entwicklung zuriickgewonnen werden.

Hier soll der Superraum-Formalismus als ein adédquates Hilfsmittel ein-
gefithrt werden, ohne auf die mathematischen Hintergriinde néher einzugehen.
Der Superraum ist eine achtdimensionale Erweiterung der vierdimensionalen
Raumzeit. Neben den vier (bosonischen) Raumzeit-Koordinaten X, verfigt
er iiber die vier (fermionischen) Koordinaten 6, und 4. Diese sind anti-
kommutierende GRASSMANN-Variablen. Im Anhang [B| wird ein kurzer Uberblick
iiber das Rechnen mit diesen Variablen gegeben.

Ein Superfeld ist eine beliebige skalare Funktion auf dem Superraum. Thre
TAYLOR-Reihenentwicklung nach 6 und 6 hat folgende Gestalt:

F(X,0,0) = f(X) + ¢(X)0 + x(X) + m(X)06 + n(X)00

+ 0m(X)00™8 + N(X)068 + (X096 + d(X)§668. (2.11)

$Das folgt aus {Q,Q} ~ P, da der Impulsoperator eine Massendimension von 1 hat.
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2.3. CHIRALE SUPERFELDER

Alle hoheren Potenzen von 6 und 6 verschwinden (sieche Anhang .
Die Funktionen f, ¢, ¥, ... sind allesamt Komponentenfelder, die durch
Gleichung auf kompakte Art und Weise zu einem Superfeld zusammen-
gefafst werden konnen.

Wie im Anhang [B] erldutert, kann die hochste Komponente des Superfeldes
durch Integration iiber die GRASSMANN-Variablen gewonnen werden:

/ QROd2GF(X, 0,0) = d(X). (2.12)

Dies ist eine wichtige FEigenschaft, die ausgenutzt werden kann, um super-
symmetrische Wirkungen zu konstruieren, denn die Supersymmetrie-Variation
der hochsten Komponente d eines Superfeldes ist eine totale Ableitung:
0d=d —d =0, 7™ Das Raumzeit-Integral {iber diese Variation kann dann
mit der physikalisch sinnvollen Forderung, daf 7 im Unendlichen Null
wird, zum Verschwinden gebracht werden. Damit ist das Raumzeit-Integral
iiber die hochste Komponente eines jeden Superfeldes invariant unter Super-
symmetrie-Transformationen.

Eine LAGRANGE-Dichte & ist eine Kopplung mehrerer Superfelder. Um solch
eine Kopplung zu realisieren, werden die Superfelder einfach miteinander multi-
pliziert (Produkte von Superfeldern sind wiederum Superfelder) und die hochste
Komponente des Superfeld-Produktes herausprojiziert, damit die Kopplung (bis
auf eine totale Ableitung) supersymmetrisch wird. Fiir die supersymmetrische
Wirkung S gilt dann:

S = /d4X/d29d295/. (2.13)

Diese Wirkung ist invariant unter Supersymmetrie-Transformationen!

2.3 Chirale Superfelder

Ein allgemeines Superfeld enthélt zuviele Komponentenfelder, um mit einer
irreduziblen Darstellung von ./ =1 Supersymmetrie, die in dieser Arbeit
ausschlieflich betrachtet wird, zu korrespondieren. Daher ist es niitzlich,
kovariante supersymmetrische Zwangsbedingungen an die Superfelder zu stellen,
um die Anzahl der Komponentenfelder zu reduzieren.

Dazu werden kovariante Ableitungen D, und D, eingefiihrt, die mit den Super-
symmetrie-Generatoren ), und @, antikommutieren:

Da '(O'm)ade_dama

= —_— + 1
o= (2.14)

- 0

Dy = —— —10%(0™)0aOm.
55 (™)

Die Zwangsbedingungen D,F =0 und DsF =0 sind invariant unter Super-

symmetrie-Transformationen und geeignet, die Anzahl der Komponenten eines

Superfeldes zu reduzieren.
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KAPITEL 2. GLOBALE SUPERSYMMETRIE

Chirale Superfelder ® werden durch die Bedingung
Dy®=0 (2.15)

charakterisiert. Sie korrespondieren zu dem chiralen Multiplett (2.10-a)-(2.10-c).

Um die Zwangsbedingung zu 16sen, erfolgt ein Wechsel zu den Koordi-
naten Y™ = X™ + i0c™0 und 0. Wegen Dg4(X™ + i00™0) =0 und Ds =0
erfillt jede Funktion, die von diesen beiden Variablen abhingt, die Zwangs-

bedingung (2.15):
O =AY)+V2(Y) + F(Y)00

. m7 1 Ya)
= A(X) + 10, A(X)00™6 + S TIA(X)0660 (2.16)

FV2(X)0 — %amgb()()ameee + F(X)00
mit O = 0,,0™. Dies ist die allgemeinste Losung zu Gleichung ([2.15)).

Das hermitesch konjugierte chirale Superfeld (z_iuch antichirales Superfeld
genannt) ® ist eine Funktion von Y = X™ — 400™0 und 0:

O =A(Y)+V20(Y)0 + F* (V)00
* . * mp ]' * 2Ya)
FV2O(X)E + ——0005™ 0, (X) + F*(X)09.
V2
Das ist die allgemeinste Losung zur Zwangsbedingung D,® = 0.
~_Die hochsten Komponenten von ¢ und @ sind die 66- beziehungsweise
f0-Komponenten, also F' respektive F*. Vor allen héheren Potenzen von 6 und 6
stehen Raumgzeit-Ableitungen niedrigerer Komponenten. Die Variation der
F- beziehungsweise F*-Komponente eines chiralen respektive antichiralen Super-
feldes ist also eine totale Raumzeit-Ableitung.

Produkte von chiralen Superfeldern @y, ®,, ... sind wiederum chirale Super-
felder, Produkte von antichiralen Superfeldern ®q, @y, ... sind antichirale Super-
felder. Das Produkt ®® hingegen ist weder ein chirales noch ein antichirales
Superfeld, da die hochste Komponente hier die 6060-Komponente ist.

2.4 LAGRANGE-Dichte und skalares Potential

Die allgemeinste supersymmetrische renormierbare LAGRANGE-Dichte, die
ausschlieflich chirale und antichirale Superfelder enthélt, lautet [9):

P = Pran+ Loy it

C’,/ . — 2 2 n . E3 .
Zrin /d 0020 ©,;, (2.18)
72 2 1 1

%Z'/pot = d-o )\Z(I)Z + §mZJ<I>Z<I)] + 591]]4:(1)@(1)](1)16 + h. c.
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2.4. LAGRANGE-DICHTE UND SKALARES POTENTIAL

Da im allgemeinen ein Modell mit N Superfeldern betrachtet wird, laufen die
Indizes i, j,k von 0 bis N — 1. Die Kopplungen m;; und g;j; sind symmetrisch in
den Indizes, es gilt somit m;; = mj; und gijr. = gr(ijr) fiir alle Permutationen der
Indizes. Die Abkiirzung ,h. c.“ steht fiir die hermitesch konjugierten Terme, die
hinzuaddiert werden miissen. Es ist zu beachten, daf ein Wechsel der Koordinaten
von Y zu X die LAGRANGE-Dichte .~ nicht beeinflufst!

In ~,o taucht ein sogenanntes Superpotential

W(®) = A 4y B, + %gm@i@j@k (2.19)
auf. Es besteht nur aus Summen und Produkten chiraler Superfelder und ist
damit selbst wiederum ein chirales Superfeld. Man kénnte zum Superpotential
auch noch eine Konstante C' hinzufiigen. Jede Konstante ist trivialerweise ein
chirales Superfeld.

In Komponentenfeldern ausgedriickt hat " folgende Gestalt (dabei wurden
alle totalen Ableitungen weggelassen, da sie in der Wirkung ohnehin keinen
Beitrag liefern):

&= i0nio™ i+ AJDA, + F Y

1 2.20
+ [Alﬂ + my; <AZFJ - §¢z¢j> + Gijk (AzA]Fk — wﬂ/}jAk) + h. c. ( )

Dies ist die sogenannte ,off-shell“-Formulierung, in der die ,Hilfsfelder F
vorkommen, fiir die es keinerlei dynamische Terme gibt und die daher mit Hilfe
der EULER-LAGRANGE-Gleichungen eliminiert werden konnen:

gl = E A A, A=
——

=0

Analog erhélt man die EULER-LAGRANGE-Gleichungen fiir die F*. Mit dem
Superpotential W aus Gleichung ([2.19)) kann dann geschrieben werden:

oW (A4Y) pe__OW(A)
OAr T Tt 94

F, = (2.22)

F;, und F* konnen nun eliminiert werden, und man erhalt die
yon-shell“-Formulierung von .7, in der nur noch die dynamischen Felder A;
und 1; vorkommen:

S = 10 i + ATOA,
1
— §mijwiw]’ + gije Vi A + he c. (2.23)
— V(A A7)
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KAPITEL 2. GLOBALE SUPERSYMMETRIE

mit dem skalaren Potentialfl

. OW(A) oW(A%)
Bk =—au DA?

N-1 2 (2.24)
OW (A
; (A)

oA, > 0.
Das skalare Potential ist nichtnegativ (was im {ibrigen eine unmittelbare Folge
der Supersymmetrie ist), da es als das Betragsquadrat des Gradienten des Super-
potentials W aus Gleichung aufgefakt werden kann, nachdem in W die
chiralen Superfelder ®; durch die Skalarfelder A; ersetzt wurden. Wegen der
Forderung nach Renormierbarkeit ist W ein Polynom 3. Grades.

V(A, A")

2.5 Spontane Supersymmetriebrechung
und das O’RAIFEARTAIGH-Modell

Fiir den supersymmetrischen HAMILTON-Operator kann aus der Super-
symmetrie-Algebra (2.3 hergeleitet werden:

H = %(Q1Q1 + Q1Q1 + QQQQ + Q2Q2)~ (2-25)

Da das Energiespektrum einer supersymmetrischen Theorie positiv semidefinit
ist, folgt fiir den Vakuumerwartungswert der Energie eines supersymmetrischen
Grundzustandes:

Eyoc = (0|H|0) = 0. (2.26)

Das ist nur méglich, wenn ein supersymmetrischer Grundzustand |0) von den
Superladungen () und ) vernichtet wird:

Qal0) =0, Qal0) =0. (2.27)

Daraus folgt, daf in einem supersymmetrischen Grundzustand V' = 0 gelten mufs.
In einem Grundzustand mit spontan gebrochener Supersymmetrie ist hingegen

Q.]0) # 0. (2.28)

YDer Name deutet an, daf V keine Ableitungen oder fermionische Felder beinhaltet.

Es sei noch angemerkt, dafs das skalare Potential im allgemeinen die Form V' = F; F* + %DQ
hat. Diese Arbeit beschéftigt sich mit einer spontanen Brechung der Supersymmetrie. Die
spontane Brechung des D-Terms ist gut verstanden, dazu muff nur ein sogenannter FAYET-
ILiorpouLos-Term zur LAGRANGE-Dichte hinzugefiigt werden [9]. Interessanter ist die Brechung
des F-Terms. Daher kann man sich auf ein skalares Potential V = F; F* beschrdnken. Der
D-Term tritt beispielsweise in Modellen, in denen ausschliefslich ungeladene Felder vorkommen,
ohnehin nicht auf.
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2.5. SUPERSYMMETRIEBRECHUNG/O’'RAIFEARTAIGH-MODELL

Damit ist auch E.,. # 0, was nur fir V' > 0 moglich istm Ein notwendiges
Kriterium fiir die spontane Brechung der Supersymmetrie ist somit V' > 0. Dieses
Kriterium ist auch hinreichend, wenn man von Féllen absieht, in denen eines
der Superfelder im Superpotential von den anderen Felder entkoppelt ist und
nur linear auftritt, also beispielsweise W = &g + f(Py, Po,...). In diesem Fall
wire zwar auch V = |[VW|? > 0, es kiime aber dennoch zu keiner Aufhebung der
Massenentartung im Multiplett und demnach auch zu keiner spontanen Brechung
der Supersymmetrie[~]

Im allgemeinen mufs also das skalare Potential am globalen Minimum gréfter
als Null sein, damit es zur spontanen Brechung der Supersymmetrie kommt [15].

LOCHLAINN O’RAIFEARTAIGH hat im Jahre 1975 ein Modell zur spontanen
Brechung der globalen Supersymmetrie veroffentlicht [15]. In seiner Arbeit fiihrt
O’RAIFEARTAIGH aus, warum mindestens drei Superfelder notwendig sind, um
die Supersymmetrie spontan brechen zu kénnen. Fiir das Superpotential schreibt
er: W = XN®; +m;;j®;®; + 61 ®®;Pr, 4,5,k=0,...,N —1. Der Einfachheit
halber beschrénkt er sich bei der Konstruktion des Modells auf reelle Koeffizienten.
Zunachst entwickelt er dann notwendige Bedingungen fiir die Existenz lokaler
und globaler Minima des skalaren Potentials. Mit Hilfe einer Koordinatentrans-
formation, die sich dadurch auswirkt, daff die konstanten Koeffizienten \;, m;;
sowie g;;; abhéngig von den Feldern werden (also A(®) und so weiter, wobei fiir
®; = 0 wieder die urspriinglichen Werte der Koeffizienten angenommen werden),
kann das globale Minimum o. B. d. A. im Ursprung angenommen werden. Als
Bedingung fiir die Existenz eines Extremums im Ursprung ergibt sich: m;;\; = 0.
Da ()\;) # 0 gelten muR (mindestens ein linearer Term muf im Superpotential
auftreten, da anderenfalls fiir A; = 0 das skalare Potential Null wird), bedeutet
dies, dals die Matrix (m;;) singuldr, also mindestens einer ihrer Eigenwerte Null

IDas liest man aus der LAGRANGE-Dichte ab: Im Grundzustand sind die fermioni-
schen Felder ; und die Ableitungen [JA; Null. Damit der Vakuumerwartungswert der Energie
ungleich Null ist, mufs demnach auch V' # 0 gelten.

*“*Fiir ein Superpotential W = &y + f(P1, Ps,...) ist das skalare Potential V' unabhingig
von Ag. Das Minimum des Potentials erhdlt man fir W; = f; = 871; =0,7+=1,...,N—1.
Fiir die Massenquadrat-Matrix der Fermionen (siche auch Anhang ' erhalt man:

0 0

ME = , wobei die f;; fiir die zweiten Ableitungen der Funktion f stehen. Fiir

(fikfl:j)

min

das skalare Potential gilt: V' =14 f, f{ + f5 f5 + .. .. Fiir die zweiten Ableitungen des skalaren
Potentials am globalen Minimum (f; =0) folgt: Vj;| . = [flijfl* + foiif3 + ] |min

in
Damit gilt fiir die Massenquadrat-Matrix der Bosonen (siche Anhang : ME = (Mf ; )

0 M?
Damit haben die beiden Massenquadrat-Matrizen identische Eigenwerte, die Massenentartung
zwischen Fermionen und Bosonen wird also nicht aufgehoben, und die Supersymmetrie wird
demnach nicht spontan gebrochen!
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KAPITEL 2. GLOBALE SUPERSYMMETRIE

sein mufl. O’RAIFEARTAIGH trifft daher die Wahl:

0o0--- A
(mi) =1 0 , M) =10, ab=1,...,.N-1. (2.29)
mab) .

Damit ist dann in der Tat m;;A; = 0 erfiillt. Weiterhin muf aber, damit es zu
einer spontanen Brechung der Supersymmetrie kommen kann, m;; indefinit sein,
also sowohl positive als auch negative Eigenwerte haben. Diese Forderung kann
nur erfiillt werden, wenn m,;, mindestens eine 2 x 2-Matrix ist. Damit muifs also
m;; mindestens eine 3 x 3-Matrix sein, um alle Bedingungen erfiillen zu kénnen,
und das Modell mufs deswegen mindestens drei chirale Superfelder enthalten.

Das Superpotential in O’RAIFEARTAIGHs Modell ist renormierbar — das heifst,
es enthalt nur Terme, die maximal vom Grade 3 sind — und hingt nur von drei
chiralen Superfeldern &, ®; und &, ab:

W = A&y + m®, P, + g®,P3. (2.30)

Die Parameter A, m und g kénnen auch komplex sein. Dieses Superpotential
liefert ein skalares Potential, das immer grofer als Null ist, denn der Gradient
von W (A) kann nirgends Null werden:

s W, A+ gA?
g—x W, mA;

Die Parameter A\, m und g sollen ungleich Null sein. Daher kann die Ableitung
nach A, nur fiir Ay =0 zum Verschwinden gebracht werden. Mit A; =0 ist
aber gTWO = \#£0. Es gilt also immer VIW # 0 und damit auch V > 0 (siehe
Gleichung (2.24)).

Das skalare Potential nimmt sein absolutes Minimum fiir A; = A, =0 an,
unabhéngig davon, welchen Wert Ay hat. Das bedeutet, dafs das skalare Potential
des O’RAIFEARTAIGH-Modells eine sogenannte ,flache Richtung” hat. Eine solche
flache Richtung korrespondiert mit einem masselosen Teilchen im Supermultiplett.
(Da es hier nur ein masseloses Fermion gibt, muf dieses identisch mit dem
GOLDSTONE-F ermion@ sein.) Im Anhang Werden die Minimierung des skalaren
Potentials sowie das Massenspektrum des O’RAIFEARTAIGH-Modells ausfiihrlich
ausgerechnet.

TGoOLDSTONE-Fermionen sind masselose Fermionen, die durch die Brechung sogenannter
ungerader Symmetrien (wie zum Beispiel der Supersymmetrie) entstehen [9).
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2.6. R-SYMMETRIE

2.6 R-Symmetrie — eine notwendige Bedingung
fiir die Supersymmetriebrechung

Fiir ein generisches Superpotential kann das Gleichungssystem W, =0,
i=0,...,N —1immer gelost werden (/N Gleichungen fiir N Unbekannte). Selbst
wenn auf dem klassischen tree level das Gleichungssystem unlosbar sein sollte und
die Supersymmetrie somit spontan gebrochen wird, so werden im allgemeinen
durch Quantenkorrekturen alle moglichen Zusatzterme in der effektiven Wirkung
erzeugt, die das Superpotential generisch machen und die Supersymmetrie wieder-
herstellen, es sei denn, dafs das Modell durch zusétzliche Symmetrien ein-
geschrankt wird.

Eine Moglichkeit fiir eine solche Symmetrie ist die folgende globale innere
Symmetrie. Das Superpotential W hat eine sogenannte R-Symmetrie, wenn es
moglich ist, den Superfeldern ®; sogenannte R-Ladungen ¢; zuzuweisen, sodaf
gilt:

e? W =W (e**®;) Va € R. (2.32)

ANN E. NELSON und NATHAN SEIBERG haben auf eine Verbindung zwischen
R-Symmetrien und Supersymmetriebrechung hingewiesen [16]|. Sie zeigen, daft
die Existenz einer R-Symmetrie eine notwendige Bedingung fiir die Brechung
der Supersymmetrie ist. Eine spontan gebrochene R—Symmetrie@ ist eine hin-
reichende Bedingung fiir spontane Supersymmetriebrechung, sofern das Super-
potential generisch ist, womit gemeint ist, dak die effektive LAGRANGE-Dichte
im niederenergetischen Grenzfall kein fine-tuning der Koeflizienten beinhaltet.

2.7 Symmetrien des O’RAIFEARTAIGH-Modells

Das Superpotential (2.30) des O’RAIFEARTAIGH-Modells hat eine
R-Symmetrie mit den R-Ladungen

G0=2 =0 ¢=2 (2.33)

Die notwendige Bedingung fiir die spontane Brechung der Supersymmetrie ist
also erfiillt.

Das Vakuum ist charakterisiert durch ®; = &5 =0, & beliebig. Fiir alle ®,
(also in allen Grundzustdnden) wird die Supersymmetrie spontan gebrochen.
Fiir 4 # 0 ist auch die R-Symmetrie spontan gebrochen und die hinreichende
Bedingung fiir spontane Supersymmetriebrechung ist erfiillt. Im Fall &5 = 0 ist
die R-Symmetrie ungebrochen und die hinreichende Bedingung also nicht erfiillt.
Dennoch ist die Supersymmetrie spontan gebrochen.

HDie R-Symmetrie ist per definitionem spontan gebrochen, wenn mindestens eines der
R-geladenen Felder einen von Null verschiedenen Vakuumerwartungswert hat.
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KAPITEL 2. GLOBALE SUPERSYMMETRIE

Weiterhin hat das Superpotential des O’RAIFEARTAIGH-Modells eine Art
»Spiegelsymmetrie (Zo-Symmetrie):

(I)O — (1)0, (I)l — —(I)l, (DQ — —(132, (234)

wie man sich leicht {iberzeugen kann.

DRAGON, ELLWANGER und SCHMIDT zeigen in ihrer Arbeit [17]|, dak das
O’RAIFEARTAIGH-Modell das allgemeinste renormierbare Superpotential mit
spontaner Supersymmetriebrechung ist, das spiegelungs- und R-invariant ist.

Es stellt sich nun die Frage, ob es neben dem O’RAIFEARTAIGH-Modell noch
weitere Modelle fiir eine spontane Brechung der globalen Supersymmetrie gibt.
Interessant ist also eine Klassifikation aller Superpotentiale W, die ein skalares
Potential V' > 0 liefern. Das lauft letztendlich darauf hinaus, alle Superpotentiale
W zu finden, deren Gradient nirgends verschwindet.
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Verallgemeinerung des
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In diesem Kapitel wird zunéchst das Ergebnis einer fritheren Arbeit kurz
zusammengefalit, in der alle renormierbaren Superpotentiale mit N = 3 chiralen
Superfeldern danach klassifiziert wurden, ob ihr Gradient Null werden kann oder
nicht. In dieser Arbeit konnten einige Fragen noch nicht abschlieffend geklart
werden. Das wird in diesem Kapitel nachgeholt und die Klassifikation damit
vervollstandigt.

Das O’RAIFEARTAIGH-Modell kann anschlieffend verallgemeinert werden,
wobei sich mehrere Klassen ergeben. Abschliefsend werden die Eigenschaften
dieser verallgemeinerten Klassen von Superpotentialen untersucht.
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KAPITEL 3. VERALLGEM. DES O’'RAIFEARTAIGH-MODELLS

3.1 Klassifikation von Superpotentialen
(Zusammenfassung)

In [18] wird ausgiebig Gebrauch von den Hilfsmitteln der projektiven
Geometrie gemacht, um aus einer vollstdndigen Klassifikation aller projektiven
Flachen dritter Ordnung mit Singularitdten diejenigen herauszufinden, die zur
Konstruktion eines Superpotentials mit spontan gebrochener Supersymmetrie
herangezogen werden koénnen. Der Vollstdndigkeit halber ist diese Arbeit im
Anhang ab Seite [LX| wiedergegeben. Dort werden auch alle nétigen Konzepte der
projektiven Geometrie eingefiihrt, die zum Versténdnis der folgenden Abschnitte
notig sind.

Im Ergebnis dieser Arbeit wurde eine Liste von Polynomen dritten Grades
in den Variablen zy, x; und x5 erhalten, deren Gradient im FEndlichen nicht
Null werden kann. Diese Polynome liefern also ein skalares Potential , das
im FEndlichen nicht Null werden kann und demnach, naiv betrachtet, zu einer
spontanen Brechung der Supersymmetrie fiithren sollte. Zum einen befinden sich
in dieser Liste aber Polynome von der Form W = zq + f(z1, x2), fiir die es, wie in
Abschnitt erlautert, eben doch nicht zu einer Brechung der Supersymmetrie
kommt. Zum anderen befinden sich in der Liste auch Polynome, die zwar nicht
von der eben geschilderten Form sind, die aber dennoch nicht zu einer spontanen
Supersymmetriebrechung fiihren, weil ihr Gradient im Unendlichen Null werden
kann. Diese Polynome miissen aussortiert werden, da sie nicht zu einem stabilen
Grundzustand mit gebrochener Supersymmetrie fiihren. Dies wird im néchsten
Abschnitt getan.

Auferdem wurden in [18] nur die singuldren projektiven Fléchen untersucht.
Unbeantwortet blieb in dieser Arbeit die Frage, ob auch die projektiven Fléchen
ohne Singularitdten Polynome mit nichtverschwindendem Gradienten liefern
kénnten. Diese Frage wird in Abschnitt beantwortet.

3.2 Untersuchung des Verhaltens der
klassifizierten Superpotentiale
im Unendlichen

Unter den insgesamt 20 Polynomen mit nichtverschwindendem Gradienten aus
Tabelle befinden sich mehrere, deren Gradient entlang mindestens eines
Weges im Unendlichen verschwindet.

Dazu gehort zum Beispiel W = xgx1x9 + 29 + 1. Der Gradient dieses
Polynoms lautet:

WO = T1%9 + 1
W1 = ToT2 + 1 (31)
W2 — Tod1-
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3.2. VERHALTEN DER SUPERPOTENTIALE IM UNENDLICHEN

Mit den Substitutionen zg = ;1 = € und a2y = —% iiberzeugt man sich leicht,
dafs im Grenziibergang ¢ — 0, in dem x5 gegen Unendlich geht, der Gradient von
W verschwindet, wenngleich im Endlichen keine Losung fiir Wy =W, =Wy =0
existiert.

Auch der Gradient des Polynoms W = ¢xy? + x12x5 + 21 (1 + azy + bxs)”
verschwindet fiir alle erlaubten Werte von a und b im Unendlichen. Fiir a # 0
werden dazu die Substitutionen zy = —ﬁ, xr, = —% und x, = € vorgenommen,
im Fall a = 0 setzt man zq = %, = —21—5 und ry = €.

Der Gradient des Polynom W = z¢(1 + az; + bx2)2 + x129(21 + 72) kann nur
fiir @ = b = 0 nicht verschwinden. Dann erhilt man n&mlich ein Polynom vom
Typ W = 29 + f(x1,22) und damit Wy = 1.

Unter den Polynomen in Tabelle[VIL. 1] gibt es noch eine ganze Reihe von diesem
Typ, so beispielsweise die Polynome W = xy + 175 + 22> und W = x¢z1 + 9.
All diese Polynome sind zur Konstruktion von Superpotentialen mit spontan
gebrochener Supersymmetrie jedoch ungeeignet, wie bereits in Abschnitt
angesprochen wurde. Wenn eines der Felder von den anderen entkoppelt wird,
kommt es nicht zu einer Aufhebung der Massenentartung im Multiplett und somit
auch nicht zu einer spontanen Brechung der Supersymmetrie.

Das einzige Polynom, dessen Gradient auch im Unendlichen nicht Null werden
kann und das nicht von der trivialen Form W = zy + f(x1, z2) ist, ist das Polynom
W = zowo® + 21(1 + 61‘2)2, aus dem auch das O’RAIFEARTAIGH-Modell in seiner

,Normalform* abgeleitet werden kann (siehe Abschnitt des Forschungs-
belegs). Fiir den Parameter ¢ miissen nur die Werte 0 und 1 in Betracht gezogen
werden, da fiir ¢# 0 die Koordinatentransformation zf = cz, und z( = 5o
vorgenommen und also o. B. d. A. ¢ = 1 angenommen werden kann. Da man
auferdem fiir ¢ = 0 wiederum ein Polynom der Form W = zy + f(z1, x2) erhalten
wiirde, mufs iiberhaupt nur der Fall ¢ = 1 betrachtet werden. Fiir den Gradienten
erhédlt man dann:

Wy = $22
Wi = (1 + 29)? (3.2)
W2 == 2[L‘0£L’2 + 2[)31(]_ + [Eg).

Um W,y zum Verschwinden zu bringen, miiffte man einen Weg wéhlen, entlang
dessen zy — 0 geht. Dann kann allerdings W; nicht mehr verschwinden. Der
Gradient dieses Polynoms bleibt also auch im Unendlichen immer ungleich Null.
Aus den singuléren projektiven Kubiken mit vier projektiven Koordinaten kann
somit in der Tat nur ein einziges Polynom abgeleitet werden, dessen Gradient
weder im Endlichen noch im Unendlichen verschwindet!
Es verbleibt noch die Untersuchung der Kubiken ohne Singularitéiten.
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3.3 Vervollstandigung der Klassifikation

Wie im Abschnitt [[V]des Forschungsbelegs erlautert wird, ist es zur Herleitung
eines Polynoms mit der Eigenschaft (II.1]) aus den singuléren projektiven Kubiken
notwendig, eine Ebene ¢ zu finden, die

1.) alle Singularitéten der Kubik und
2.) alle Punkte P € P3, deren 1. Polare ¢ ist,

enthalt.

Wenn man zeigen konnte, daf zu jeder singularitdtenfreien Fliche 3. Ordnung
S : W = 0 und zu jeder Ebene ¢ ein Punkt P € IP? existiert, so dak € die 1. Polare
in P bezliglich S ist, aber P nicht in ¢ liegt, dann wire damit auch gezeigt,
daf aus einer singularitdatenfreien Kubik kein Polynom mit nichtverschwindendem
Gradienten abgeleitet werden kann.

Es gilt: Jede Ebene e im P? ist 1. Polare eines Punktes P beziiglich
S:W(xg,...,x3) =0. Sei e:x3=0. Dann besitzt das Gleichungssystem
/WO = ,val = /I/I72 =0 mindestens eine Losung, ndmlich den Schnitt dreier
Quadriken, und fiir jede Losung gilt W3 # 0, da S keine Singularitdten hat.
Die Ebene ¢ ist dann die 1. Polare eines jeden dieser Losungspunkte.

Wenn ¢ keine Tangentialebene an S ist, so liegt keiner der Losungspunkte
P in . Um zu zeigen, daft keiner der Losungspunkte in e liegt, reicht es also
aus, nur Tangentialebenen an S zu betrachten. Die Schnittkurve € N.S besitzt
dann mindestens eine Singularitdt und es miissen die folgenden sechs Félle unter-
schieden werden:

i) drei Beriihrungspunkte,

)

11) ein Schnittpunkt dreier Geraden als einziger Beriithrungspunkt,
)
)

iii) zwei Schnittpunkte einer Quadrik und einer Gerade als Beriihrungspunkte,

iv) der Beriihrungspunkt einer Quadrik und einer Gerade als einziger

Beriihrungspunkt,
v) eine Spitze als Berithrungspunkt,
vi) ein Doppelpunkt mit getrennten Tangenten als Beriihrungspunkt.

Es kann o. B. d. A. immer ¢ : 3 = 0 betrachtet werden. Im ersten Fall dreier
Beriihrungspunkte kann dann fiir die Gleichung von S o. B. d. A. geschrieben
werden:

23Q (o, ..., x3) + Tox122 = 0  mit
3
(3.3)
Q = Z aijxi:cj, aij = CL]'i.
i,5=0
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Aufserdem mufs agg, a11,a22 # 0 gelten, da anderenfalls einer der Punkte
(1:0:0:0),(0:1:0:0),(0:0:1:0) eine Singularitidt von S wire. Nach der
Durchfiihrung einer Projektivitét

px = \/azx; firi=0,1,2,

(3.4)
Pxé = 4/QppA11aA22X3
kann sogar o. B. d. A. agg = a11 = a2 = 1 angenommen werden.
Es kann gezeigt werden, daf das Gleichungssystem
/MV/O = Wl = Wg = O, I3 = 1 (35)

immer l6sbar ist. Somit liegen die Punkte P, deren 1. Polare ¢ : x3 = 0 ist, nicht
in €, und man erhélt demzufolge kein Polynom mit der Eigenschaft (IL.1)).
Ahnlich kann mit den iibrigen fiinf Fallen verfahren werden. Im Ergebnis kann
festgehalten werden, dafs aus den singularitdtenfreien Kubiken kein Polynom mit
nichtverschwindendem Gradienten abgeleitet werden kann [

3.4 Eindeutigkeit des O’RAIFEARTAIGH-Modells

Das O’RAIFEARTAIGH-Modell ist im Fall N = 3 das einzige renormierbare
Modell mit spontaner Supersymmetrie-Brechung. Dieses Ergebnis ist in
der Tat interessant, denn zum einen geht diese besondere Stellung des Modells
nicht aus O’RAIFEARTAIGHs Arbeit [15] hervor, da er dort nur notwendige
Kriterien entwickelt, mit deren Hilfe er das Modell konstruiert, allerdings ohne
ausschlieffen zu koénnen, dak es im Fall N = 3 noch mehr Beispiele fiir
Superpotentiale mit spontaner Supersymmetriebrechung geben koénnte. Zum
anderen konnte hier auch das Ergebnis der Arbeit von DRAGON, ELLWANGER
und SCHMIDT [17] (siche Abschnitt verallgemeinert werden, in der das
O’RAIFEARTAIGH-Modell unter der Forderung zusétzlicher Symmetrien her-
geleitet wird.

Fin entscheidendes FErgebnis dieser Arbeit ist, dafi selbst
ohne die Forderung dieser zusdtzlichen Symmetrien (R- und
Z.5-/Spiegelungssymmetrie) das O’RAIFEARTAIGH-Modell das
einzig mogliche renormierbare Modell mit drei Super-
feldern ist, das die Supersymmetrie spontan bricht.

R- und Zy-Symmetrie folgen zwanglos aus der Klassifikation.

*Die Rechnungen konnen hier nicht im Detail dargestellt werden. Mein Dank gilt an dieser
Stelle Herrn Prof. Dr. Peter Briickmann [19).
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3.5 Verallgemeinerung auf N Superfelder

Das O’RAIFEARTAIGH-Modell hdngt nur von drei Superfeldern ab und ist
damit das einfachste mogliche Modell fiir eine spontane Brechung der globalen
Supersymmetrie. Dieser Abschnitt befafit sich mit einer Verallgemeinerung dieses
Modells auf N > 3 chirale Superfelder.

Um das charakteristische Merkmal des O’RAIFEARTAIGH—Polynom{f-]
W = zoz° + zq(1+ 3:2)2, das als einziges nach der vollstindigen Klassifikation
fiir den Fall N = 3 iibrigblieb, herauszuarbeiten, sei hier noch einmal der Gradient
aufgeschrieben:

W() = .1‘22
W1 - (1 + 5[;2)2 (36)
W2 = 2?[701‘2 + 2[L‘1(1 + (L’Q).

Die ausschlaggebende Eigenschaft dieses Polynoms besteht darin, daf in
dem Gleichungssystem Wy =W; =W, =0 ein duberbestimmtes Untersystem
vorkommt. Das Untersystem W, = W; =0 besteht aus zwei Gleichungen fiir
nur eine Variable. Solch ein iiberbestimmtes System kann im allgemeinen
nicht gelost werden. Daher kann der Gradient des Superpotentials im
O’RAIFEARTAIGH-Modell nicht Null werden, und zwar weder im FEndlichen
noch im Unendlichen.

Eine Verallgemeinerung des Superpotentials auf N Superfelder mufs also der-
gestalt sein, dafs im Gradienten immer ein iberbestimmtes Untersystem enthalten
ist. Diese Verallgemeinerung kann wie folgt angegeben werden:

n+1
W[”] (Qjo, e 7xN71) = Z inQi<xn+2; e >$2n+2> + C(anrQ, e ,.%N,l),
=0

N -3
=0,...,|—]|.
n ) 7{ 2 :|

Dabei sind die @); quadratische Polynome und C' ein kubisches Polynom. Die
obere Grenze [N _3} fiir den Parameter n steht fiir die sogenannte grofste ganze
Zahl von %, das heifst:

[N - 3} _ {%, N ungerade' (3.8)

2 N4 N gerade

Mindestens eines der Polynome ); muf ein lineares Glied enthalten (was ja aber
fiir generische Polynome ohnehin der Fall ist), so dall dann eine der Variablen
X, - - -, Tne1 im Superpotential linear auftaucht. Ohne einen solchen linearen Term

"Wie bereits unmittelbar vor Gleichung (3.-2) erldutert, kann o. B. d. A. ¢ = 1 gesetzt werden
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konnte der Gradient ganz einfach zum Verschwinden gebracht werden, indem alle
Variablen Null gesetzt werden.

Fir die Ableitungen W]["] dieser durch n parametrisierten Klassen von Super-
potentialen erhdlt man:

j:()?"'an_‘_l: VVj[n}ZQj(xn-iﬂa"'axQn-i-Q)

n+1

o . ] 0Q;
j=n+2,...,N—1: W;™ = ;:O xi_@xj (Tnt2,- - Tons2) (3.9)
L 9%, Tn1)
oz; n+2; - TN-1)-

Das erste Untersystem (j = 0,...,n + 1) besteht aus n + 2 Gleichungen, héngt
aber nur von n + 1 Variablen ab. Das System ist also iiberbestimmt und damit
fiir generische Polynome ); nicht 16sbar. Es gibt zwar Spezialfélle, in denen
das System dennoch gelost werden kann, zum Beispiel, wenn zwei der Polynome
linear abhéngig sind, also beispielsweise )7 = 2()5 gilt. Dann kann eine der
Gleichungen eliminiert werden und das Gleichungssystem ist nicht mehr {iber-
bestimmt. Fiir generische Polynome (); wird dies aber nicht der Fall sein, und
das verallgemeinerte Superpotential stellt somit ein gutes ,Rezept* fiir
die Formulierung von renormierbaren Theorien mit spontan gebrochener Super-
symmetrie, die N > 3 chirale Superfelder enthalten, dar.

Im einfachsten moglichen Fall (N = 3) gibt es nur eine Klasse von Super-
potentialen der Form (3.7), ndmlich die mit n = 0. Man erhélt dann:

W[O] ([L’(), X1, Qfg) = Io@o(l‘g) + $1Q1(ZE2) + C(Zlfz) (310)

Mit Qo = 7%, Q1 = (1 + 22)? und C = 0 erhiilt man das Superpotential des
O’RAIFEARTAIGH-Modells in der Form W = xgx2% + r1(1+ 1:2)2. Das kubische
Polynom C(z5) spielt im Grunde keine Rolle, da es nur in der Ableitung W,
auftaucht, aber bereits das Untersystem Wy = W; =0 ist {iberbestimmt. Im
folgenden Abschnitt wird gezeigt, warum auf das kubische Polynom C' ohnehin
ganzlich verzichtet werden sollte.

3.6 Eigenschaften des verallgemeinerten
Superpotentials

3.6.1 Flache Richtungen

Wie bereits am Ende von Abschnitt angesprochen, besitzt das skalare
Potential des O’RAIFEARTAIGH-Modells eine flache Richtung, da das globale
Minimum Vi, = |A]* fir A} = A, = 0 angenommen wird, unabhiingig davon,
welchen Wert Ay hat. Um diese Aussage zu prézisieren, soll hier noch
einmal ein Blick auf das Superpotential des O’RAIFEARTAIGH-Modells
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geworfen werden, und zwar in der Form, in der es in [18] klassifiziert wurde:
W = xyx9? + 1(1 + 13)%. Es seien nochmals die Ableitungen angegeben:

W() = .Z‘22
Wi = (1+ x9)? (3.11)
W2 = 21’01‘2 + 2£L'1(1 + (L’Q).

Das skalare Potential erhilt man als V = [Wy|? + |W;[> + |[Wa|?. Bei der
Berechnung des Minimums kann o. B. d. A. W5 = 0 gesetzt werden, da dies die
einzige Ableitung ist, die von xy und z; abhéngt und diese beiden Variablen
somit immer so gewahlt werden koénnen, dafs Wy =0 wird. Es muft dann der
Ausdruck |Wy|? 4+ [W;]? minimiert werden. Das absolute Minimum dieses Terms
wird fiir zo = % angenommen. Setzt man diesen Wert fiir x5 ein, ist die Gleichung
Wy =0 immer noch unterbestimmt, da sie von zwei Variablen abhingt. Das
bedeutet, daf ein Parameter, zum Beispiel xqg = ¢ mit ¢ € C eingefiihrt werden
kann. In Abhéngigkeit von diesem Parameter ist dann z; festgelegt. Das Minimum
wird aber fiir alle Werte von ¢, also auch fiir alle Werte von xy angenommen.
Es existiert demnach eine flache Richtung. Eine flache Richtung hat ihren
mathematischen Ursprung in einem wunterbestimmten Untersystem, in dem ein
Parameter eingefithrt werden mufs.

Es ist eine interessante Eigenschaft der verallgemeinerten Superpotentiale ((3.7]),
daf auch sie immer eine flache Richtung besitzen. Dies wird deutlich, wenn die
Ableitungen noch einmal ndher betrachtet werden:

j :0,,7’L+1 : W][n] :Qj(l'n+2,...,$2n+2). (312—&)

Hier hat man n + 2 Gleichungen fiir die n + 1 Variablen x,, 5 ..., Z9,,2. Aus der
Minimierung der Summe der Betragsquadrate dieser Ableitungen werden diese
Variablen festgelegt.

Als néchstes erhélt man noch die Ableitungen:

n+1 8@
j=n+2,....2n+2: M/}"}:;%a?;(%ww--,x%w)
oC
—+ a—xj(afn+2, e ,fol) (312—b>
und
o 0C
j=2n+3... ,N-1: W= o (Tnrz, o on). (3.12-c)
L

Es ist zunéchst wichtig zu beobachten, daf nur in dem Untersystem (3.12-b)
die Variablen =z, ...,x,;1; auftauchen. Dieses Untersystem besteht aus n + 1
Gleichungen und beinhaltet alle N Variablen. Da n + 1 Variablen bereits aus
der Minimierung des Untersystem bestimmt wurden, miissen nun nur
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noch N —n — 1 Variablen bestimmt werden. Da fiir alle erlaubten Werte von n
N —n—1>n+1 gilt, ist das Untersystem (3.12-b) unterbestimmt und kann
unter der Einfiihrung von Parametern immer zu Null gelost werden.

Das Untersystem schlieklich besteht aus N — 2n — 3 Gleichungen.
Nach der Minimierung beziehungsweise Nullsetzung der beiden anderen Unter-
systeme sind noch genau N — 2n — 3 Variablen unbestimmt. Das Gleichungs-
system kann dann auch zu Null gelost werden.

Entscheidend fiir das Auftreten flacher Richtungen ist die Notwendigkeit, im
Untersystem Parameter einzufiihren.

Das Auftreten flacher Richtungen scheint in der Tat eine generische
Figenschaft wvon  (renormierbaren) Modellen —mit — spontaner
Supersymmetrie-Brechung zu sein, in denen ausschlief§lich chirale
Superfelder auftreten!

3.6.2 R-Symmetrie

Wie in Abschnitt erlautert, ist das Vorhandensein einer R-Symmetrie
im Superpotential eine notwendige Bedingung fiir die spontane Brechung der
Supersymmetrie. Auch das verallgemeinerte Superpotential muifs demzufolge
eine R-Symmetrie aufweisen. Es muf also moglich sein, R-Ladungen ¢; so zu
bestimmen, daf die folgende Gleichung

n+1
2oyl (l’m cee ,1’N71) = > Z%Qi(l’mz, ce >$2n+2)
1=0

21
+ e C(fL‘n+2,...,l‘N_1) (3 13)
n+1 ’
tQq; 1o [1e"
= E e Mg Qi (e 2y, gy, e 2y, o)
=0
+ C(e* M2 0, .o, Ny )

erfiillt wird. Dies ist fiir den ersten Term ganz einfach zu realisieren, indem man
fiir die R-Ladungen ¢p = ... =¢ns1 =2 und ¢ui2 = ... = @oni2 = 0 setzt. Der
erste Term hat somit in jedem Falle die geforderte R-Symmetrie.

Anders ist die Situation bei dem kubischen Polynom C', denn dieses hat im
generischen Fall keine R-Symmetrie. Dazu mufs in C' nur ein konstanter Term
auftreten. Das bedeutet, daft im generischen Fall das Auftreten des Polynoms
C' im Superpotential durch die R-Symmetrie verboten wird. Allerdings ist C
ohnehin nicht fiir das Zustandekommen des iiberbestimmten Untersystem im
Gradienten des Superpotentials ausschlaggebend. Fordert man nur einen iiberall
von Null verschiedenen Gradienten, so kann man auf C' verzichten. Fiir das
verallgemeinerte Superpotential sollte deswegen nur noch der folgende Ausdruck
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geschrieben werden:

n+1

W[n] (330, cee wafl) = Z xiQi<xn+27 s 7xN71)7

=0
ger_N_2 nunger_N_S.

(3.14)

min ~ 2 ) min 2

Dabei bedeuten n®% und n.:*“ den Mindestwert, den n annehmen muf, damit
ein tiberbestimmtes Untersystem entsteht, einmal fiir den Fall, dafs die Anzahl
der Superfelder N gerade ist, und einmal fiir den Fall, dafs sie ungerade ist.
Die Bedingungen an n ergeben sich, wenn man noch einmal die Ableitungen

betrachtet:

j=0,.n+1l: W =Qi(rusa, ... an1), (3.15-a)

n+1
n a (A
j=n+2,... N-1: W= Ele

.Cljn+2, e ,LEN_l). (315—b)

Das System besteht aus N — n — 2 Gleichungen und beinhaltet alle
N Variablen. Es ist also unterbestimmt und kann im generischen Fall immer
Null gesetzt werden. Das System besteht aus n + 2 Gleichungen und
hat N —n — 2 Variablen. Damit es iiberbestimmt wird, muf also die Relation
n+2>N—n—2 erfillt sein. Ist N =2M (gerade), erhédlt man daraus die
Bedingung n > M — 2. Da n eine ganze Zahl ist, ist der kleinstmogliche Wert
also Npin = M — 1. Substituiert man N wieder zuriick, so erhilt man nf;, = 82,
Ist hingegen N =2M + 1 (ungerade), so ergibt sich n > M — 32, es ist dann
also wiederum n;, = M — 1. Substituiert man aber nun aus dem Ausdruck fir

ungerade N zuriick, so erhélt man npe = 23,

Durch die Forderung der R-Symmetrie kann das verallgemeinerte Super-
potential also auf eine kiirzere und einheitlichere Form eingeschriankt werden. Man
hétte in dieser Arbeit auch von vornherein diese Symmetrie fordern kénnen und
wire gleich bei der Form angelangt. Hier sollte aber der Weg skizziert
werden, wie das verallgemeinerte Superpotential in seiner endgiiltigen Form
tatsédchlich hergeleitet wurde — iiber Umwege.

An der Existenz der flachen Richtungen &ndert sich iibrigens nichts, da das
System fiir alle Werte von n unterbestimmt ist und bei der Minimierung

des skalaren Potentials also wiederum Parameter eingefiihrt werden miissen.
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In diesem Abschnitt soll eine spontane Brechung der lokalen Version der Super-
symmetrie, der Supergravitation, untersucht werden. Auch hier soll wieder nur
der Fall /"= 1 mit chiralen Superfeldern in Betracht gezogen werden.

Ein wesentlicher Unterschied zur globalen Supersymmetrie besteht darin, dafs
die Transformations-Parameter ¢ (siehe Abschnitt [2] und insbesondere Gl.
zum Vergleich mit den konstanten Parametern ¢ im globalen Fall) nicht mehr
konstant sind, sondern von den Superraum-Koordinaten 6, # und X abhingen.
Die Parameter sind somit explizit raumzeitabhéngig. In diesem Sinne kann man
von der Supergravitation auch als einer geeichten Version der globalen Super-
symmetrie sprechen.

4.1 Chirale Superfelder auf gekriommten
Mannigfaltigkeiten
Ahnlich wie im globalen Fall (sieche Abschnitt werden chirale Superfelder
auch im lokalen Fall {iber eine kovariante Zwangsbedingung definiert, die in
vollkommener Analogie zu Gleichung (2.15)) wie folgt lautet:
Fy® =0, (4.1)
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wobei 7/; eine Verallgemeinerung der kovarianten Ableitung auf eine
gekrimmte Raumzeit ist [9]. Chirale Superfelder enthalten drei Komponenten-
felder. Diese kénnten wieder als die Koeffizientenfunktionen einer Potenzreihen-
entwicklung in # und 6 definiert werden. Diese Entwicklung wire nun aber
koordinatenabhéngig. Daher ist es giinstiger, die Komponenten eines chiralen
Superfeldes ¢ wie folgt zu definieren:

A=,
1
a = T = ga@ —=0=0"
X /2 lo=o-0 (4.2)
1 :
= T AR P

Es werden neue Variablen © eingefiihrt, die so definiert sind, daf ein chirales
Superfeld gerade wie folgt geschrieben werden kann:

d = A(X) +V2x(X)0 + F(X)O0. (4.3)

4.2 Skalares Potential

Aus der Verallgemeinerung der chiralen LAGRANGE-Dichte auf den lokalen
Fall [9] ergibt sich fiir das skalare Potential{

3
V = /M (|DZW|2 — W'W|2> : (4.4)

Dabei bedeuten M die PLANCK-Masse, K das KAHLER-Potential, welches eine
reelle Funktion ist, die von allen Superfeldern der Theorie abhéngt, und D;W die
kovariante Ableitung des Superpotentials Wﬂ

oW 1 0K
0D, + Wacb,.w‘ (4.5)

Das Betragsquadrat dieser kovarianten Ableitung ist gegeben durch:
|\D;W > = K" D;W D;W (4.6)
mit der inversen KAHLER-Metrik K%, die durch KVK;; =1 mit K;; = %
10Pj
gegeben ist.

Dieses Potential ist nicht renormierbar, denn durch den Exponential-Faktor
enthélt die Potenzreihenentwicklung Terme beliebig hoher Ordnung.

*Eigentlich miite auch hier wieder der D-Term (~ D?) hinzugefiigt werden. Da dessen
Brechung aber unproblematisch ist, wird auch hier wieder nur der F-Term untersucht.

tZur Berechnung des skalaren Potentials miissen natiirlich die Superfelder ®; wieder durch
die in ihnen enthaltenen Skalarfelder A; ersetzt werden.
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4.3 Spontane Supersymmetriebrechung
und das PoLONYI-Modell

Betrachtet man allgemein ein Modell mit N chiralen Superfeldern ®;, so gilt
fiir die Variation der in ihnen enthaltenen Skalarfelder A; unter einer Super-
symmetrie-Transformation [9]:

Der Vakuumerwartungswert dieser Variation ist Null.
Die Variation der Spinorfelder Y’ lautet unter Vernachlissigung simtlicher
Terme, deren Vakuumerwartungswert in jedem Falle Null ist [9):

ocx' = —V2eKPKIDWC. (4.8)

Falls also am globalen Minimum des skalaren Potentials D;WW =0 gilt, also
der Vakuumerwartungswert (D;W) = 0 ist, so verschwindet diese Variation im
Grundzustand und die Supersymmetrie ist ungebrochen. Hingegen wird die Super-
symmetrie fir (D;W) # 0 spontan gebrochen. In diesem Fall spielt x die Rolle
des GOLDSTONE-Fermions.

Um eine spontane Brechung der Supersymmetrie zu realisieren, mufs demnach
(mindestens im Grundzustand)

D:W #0 (4.9)

gelten.

In diesem Abschnitt soll zundchst wieder ein einfaches Modell fiir die spontane
Brechung der lokalen Supersymmetrie untersucht werden. Dabei werden wieder
nur chirale Superfelder in Betracht gezogen. Im Gegensatz zur globalen Super-
symmetrie ist zur Brechung der lokalen Supersymmetrie nur ein chirales Superfeld
notwendig. Das einfachste Modell ist das POLONYI-Modell, das ein lineares Super-
potential mit nur einem chiralen Superfeld hat |20, 21]:

W =m?(®+ p). (4.10)
Dabei ist 3 ein reeller Parameter. Fiir das KAHLER-Potential wird angenommen:

K = ®d. (4.11)

Fiir die kovariante Ableitung des Superpotentials ergibt sich, nachdem die Super-
felder durch die in ihnen enthaltenen Skalarfelder ersetzt wurden:

1 *
D, W =m? (1 + WA (A+ ﬁ)) : (4.12)
Mit A = re® schreibt sich die Gleichung D,W = 0 folgendermafen:
Loy 1 —is
1 + WT + Wﬁre = 0. (4.13)
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Fiir § = 0 hat diese Gleichung keine reelle Losung fiir r; dieser Fall kann also
vernachléssigt werden. Fiir g # 0 wiederum kann der Imaginérteil der Gleichung
nur verschwinden, falls 6 = 0 ist. Fiir r erhélt man dann die beiden Losungen:

7"172:—2:':\/%2—]\42 (414)

Diese Losungen sind nur dann reell, falls |3| > 2M gilt. Der Umkehrschlufs besagt,
daf fiir | 3] < 2M die kovariante Ableitung D4W nirgends Null werden kann. Im
Parameterbereich 3| < 2M st die Supersymmetrie also in jedem Falle spontan
gebrochen, da kein Grundzustand mit D,W = 0 existieren kann.

Als néchstes soll das globale Minimum des skalaren Potentials ermittelt werden.
Da fiir K = ®® die Ableitung Kgg = 1 ist, ergibt sich:

Ve (Y e [ar s e ) (5 A+ 9)
(4.15)

—3MP(A+ B)(A* + ).

Im Jahre 1977, als POLONYI dieses Modell vorschlug, war die Annahme einer
verschwindenden kosmologischen Konstante (A = 0) noch mit den Mefdaten
vertraglich. Da der Wert der kosmologischen Konstante durch den Wert des
skalaren Potentials an dessen absoluten Minimum gegeben ist (siehe dazu auch
das folgende Kapitel), erschien damals vor allem ein Supergravitations-Modell
mit spontan gebrochener Supersymmetrie und verschwindendem Vakuum-
erwartungswert des skalaren Potential ((V) =0) interessant. Mit der Neben-
bedingung V =0 erhédlt man als Bestimmungsgleichung fiir die station&ren
Punkte:

A (A+ B)(A* + B) + A" [M? + A(A* + B)] = 2M*(A* + B). (4.16)
Diese Gleichung kann auch wie folgt geschrieben werden:
A" (|JA+ B)? + |A]P = M?) = 28M* — B A%, (4.17)

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung ist reell. Damit auch der
Ausdruck auf der linken Seite reell ist, mufs aber A* reell sein, also A € R geltenﬂ
In diesem Fall ist Gleichung (4.16)) &dquivalent zu:

(24 + B) [M? + A(A + B)] = 3M?*(A + ). (4.18)
Die Bedingung fiir V' = 0 kann wie folgt geschrieben werden:

[M? + A(A+ 9)]° = 3M*(A + 8)°. (4.19)

Im Fall 8 = 0 kénnte die Gleichung auch eine komplexe Losung mit |A| = % haben. In

diesem Fall wiire aber V # 0. Fiir |A| = v/2M verschwindet die rechte Seite der Gleichung auch
fiir 5 # 0, die linke Seite wire dann aber ungleich Null. Im Ergebnis dieser Betrachtungen ist
also A € R eine notwendige Bedingung fiir stationdre Punkte mit V' = 0.
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Setzt man diese Bedingung in Gleichung (4.18)) ein, so ergibt sich schlufendlich:

(M2 + A(A+B)]" = (A+B) (24 + ) [M? + A(A + B)] . (4.20)

Diese Gleichung kénnte zum einen durch [M? + A(A + 3)] = 0 befriedigt werden.
Damit diese Gleichung aber eine reelle Losung hat, miifste |3| > 2M sein. Hier
interessiert jedoch nur der Parameterbereich || < 2M, da in ihm eine spontane
Brechung der Supersymmetrie gewéhrleistet ist. Man kann sich also bei der
Bestimmung der stationdren Punkte mit V =0 auf die Losung der folgenden
Gleichung beschranken:

M? + A(A+B) = (A+ B)(24 + f). (4.21)
Diese Gleichung hat die beiden Losungen
Ao =B+ M. (4.22)

Setzt man die erste Losung A; = —F+ M in die Bedingung fiir V =0
(Gleichung (4.19) ein, so erhdlt man als die zwei moglichen Werte fiir 3:

B = 2+ V3)M. (4.23)
Ahnlich erhilt man dann fiir Ay = —3 — M die beiden méoglichen Werte:
@) = (—2+V3)M. (4.24)

Die Parameterwerte ﬁfl) und ﬁf) liegen aukerhalb des Bereiches |3| < 2M und
interessieren hier somit nicht weiter. Fiir kritische Punkte mit V = 0 kommen
also die folgenden vier Kombinationen von  und A in Frage:

2-V3)M, A= (V3-1)M
2. Fall: 3=—-(2—-V3)M, A=—-(V3-1)M
2-V3M, A= (V3-3)M
4. Fall: =—(2—-+V3)M, A=—-(vV/3-3)M

Allerdings erfiillen die Félle 3 und 4 die Gleichung nicht, sie sind also nur
Scheinlosungen und keine kritischen Punkte. Es verbleibt demnach nur noch fiir
die Falle 1 und 2 die Untersuchung der zweiten Ableitung des skalaren Potentials,
die fir V = g—x = ( wie folgt geschrieben werden kann:

1. Fall: g= (2

3. Fall: 5= (2

oV <m
0A2  \M
Diese Ableitung ist fiir die Félle 1 und 2 grofer als Null, es handelt sich also

um lokale Minima. Da es fiir die beiden moglichen 3-Werte jeweils nur einen
kritischen Punkt gibt, ist IV = 0 auch das globale Minimum.

)4 eAME 1242 + 1284 + 2(8° — M?)]. (4.25)
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Fiir |8| = (2 — v/3)M erhilt man also mit dem Superpotential ein
Supergravitationsmodell mit spontan gebrochener Supersymmetrie und einer
verschwindenden kosmologischen Konstante.

Neueste kosmologische Messungen legen jedoch einen positiven Wert A > 0 der
kosmologischen Konstante nahe (siehe zum Beispiel [446]). Mit der Realisierung
von Modellen zur Beschreibung einer positiven kosmologischen Konstante
beschéftigt sich diese Arbeit in ihrem weiteren Verlauf.
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Kapitel 5

DE SITTER-Vakua
und die kosmologische Konstante

Anders als im Fall der globalen Supersymmetrie ist das skalare Potential
im lokalen Fall nicht automatisch positiv definit. Auch mit D;W # 0 kann das
Potential am globalen Minimum Null oder sogar negativ sein. Im Fall eines
verschwindenden Vakuumerwartungswertes, (V') =0, spricht man von einem
MINKOWSKI-Vakuum, im Fall (V) <0 von einem Anti-DE SITTER-Vakuum.
Nach den Ergebnissen der neuesten kosmologischen Messungen interessieren aber
nur noch DE SITTER-Vakua, fiir die

(V) >0 (5.1)

gilt. Dieser Fall ist besonders interessant, da durch den Wert des skalaren
Potentials am globalen Minimum, (V'), der Wert der kosmologischen Konstante
A gegeben ist. Ein positiver Wert fiir die kosmologische Konstante, wie er durch
neueste kosmologische Messungen nahegelegt wird, kann nur durch ein Modell
mit einem DE SITTER-Vakuum erklart werden. Es ist erwdhnenswert, dafs eine
positive kosmologische Konstante eine spontane Brechung der Supersymmetrie
bedingt, denn nur fir (D;W) # 0 (Brechung der Supersymmetrie) kann V' am
globalen Minimum iiberhaupt positiv werden.

Zunéchst soll untersucht werden, ob das POLONYI-Modell in einem
bestimmten Parameterbereich fiir § einen stabilen DE SITTER-Grundzustand
liefern kann. Dazu muft das skalare Potential V' positiv definit sein. Aus
Gleichung ergibt sich, daf dies der Fall ist, wenn gilt:

Vi=|[{M?*+ A*(A+ )} {M?* + A(A" + B)}
(5.2)
—3M*(A+B)(A"+B)| > 0.

Nach der Substitution A = x + iy (z,y € R) erhélt man daraus:
V= (2 + )@+ 12+ 20+ 52 — M*(2® +y® + 423+ 36%) + MY (5.3)
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Das Vorzeichen vor der héchsten Potenz von x beziehungsweise y ist jeweils positiv.
Das heikt, V' entspricht einer nach oben gedffneten Parabel. Die Forderung nach
einem positiv definiten skalaren Potential laduft demnach darauf hinaus, dafs V
keine Nullstellen haben darf. Da nur gerade Potenzen von y auftreten, kann
y? =Y >0 gesetzt werden und man erhilt eine quadratische Funktion in Y

V=(2+Y)(a>+Y +220+ ) — M*(2> + Y + 428+ 35%) + M*.  (5.4)

Die Gleichung V = 0 hat die folgenden zwei Losungen in Y':

1
Y1:§<—2x2—2xﬁ+M2—52

— /43?1 (40° + 126M?)z + % + 10M25 — 3M4>
(5.5)
Yg—%<—2x2—2xﬁ+M2—ﬁ2

/43222 + (45° + 126M2)z + Gt + 10M25°% — 3M4).

Diese Funktionen Y'(z) entsprechen nach unten gedffneten Parabeln. Da aber
Y > 0 sein mufs, kommen nur die Bereiche in Betracht, in denen Y nicht negativ
ist. Y7 und Y5 haben identische Nullstellen. Sie lauten:

%( V3M — B — \/52—2\/_Mﬁ M2>
To %( V3M — ﬁ+\/ﬁ2—2\/_Mﬁ M2>

| (5.6)
T3 5( V3M -3 - \/ﬁ2+2\/_Mﬁ M2>,
4 %( V3M — 5+\/52+2\/'M5 M?)

An dieser Stelle sind vor allem die beiden unterschiedlichen Radikanden
interessant:

Ri(B) = * - 2v3MpB — M?,

Ro(B) = f° +2V3MpB — M*. >0

Wenn es moglich ist, einen Parameterbereich von 3 so zu bestimmen, dafl sowohl
R, als auch Ry negativ definit sind, so hat Y keine reellen Nullstellen und
ist folglich ebenfalls negativ definit. Dies widerspricht aber der notwendigen
Forderung Y > 0 und bedeutet in letzter Konsequenz, daft V' keine Nullstellen hat
und das skalare Potential in diesem Parameterbereich positiv definit ist. Es ist in
der Tat moglich, einen Bereich fiir § anzugeben, in dem beide Radikanden kleiner
als Null sind. Beide Radikanden entsprechen nach oben gedffneten Parabeln in
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B, sie sind demzufolge in dem Bereich zwischen den beiden Nullstellen negativ
definit. Leicht iberzeugt man sich davon, daft R; beziehungsweise R, jeweils in
den folgenden B-Intervallen kleiner als Null sind:

I = (( V3 - 2)M, ( \/§+2)M),
L= ((—V3-2)M, (~V3+2)M).

Der Uberlappungsbereich dieser beiden Intervalle ist
81 < (2= V3) M. (5.9)

Fiir |3 = (2 — v/3) M wird gerade ein MINKOWSKI-Vakuum mit (V) = 0 realisiert,
fiir alle dem Betrage nach kleineren S-Werte wird ein DE SITTER-Vakuum mit
positiv definitem skalaren Potential angenommen

Realistische Modelle mit DE SITTER-Grundzustand miissen eine extrem kleine
kosmologische Konstante (A =~ 107129M%) liefern, um mit den Experimenten
vertriglich zu sein. Da der Parameter m in etwa von der Grofenordnung der
PLANCK-Masse sein sollte und der Exponentialfaktor e44"/»* nicht kleiner als
Eins werden kann, ist der Vorfaktor (%)4 eAA/M? Jes skalaren Potential
immer mindestens von der Grofenordnung Eins. Um also die extrem kleine kosmo-
logische Konstante erklaren zu kénnen, muft der Term

V={M>+ A" (A+ )} {M> + A(A" + B)} —3M*(A+B)(A"+3) (5.10)

entsprechend klein gehalten werden. Dies schrénkt den Parameterbereich fiir
G wiederum empfindlich ein. So kann fiir =0 der Ausdruck V nicht kleiner
als %M‘l werden. Es kommen lediglich g-Werte in Frage, deren Betrag nur

(5.8)

unwesentlich kleiner als (2 — v/3)M ist, so daf das skalare Potential zwar positiv
definit ist, sein globales Minimum aber noch sehr nahe bei Null liegt. Die Stelle
des globalen Minimums wird sich dann auch nur sehr wenig von der im Fall
13| = (2 — v/3)M unterscheiden.

Mit der Definitionff]
A = A (5.11)
T ()T eann |

und der Nebenbedingung (V) = A erhélt man als Bedingung fiir die stationéren
Punkte des skalaren Potentials:

4 w2 [ A*
OV ()" ennene {mMA* (M2 + A(A" + B)]

(5.12)
+ [M? + A*(A+ B)] (A" + ) — 3M*(A* + ﬁ)} =0.

*Der DE SITTER-Sektor liegt innerhalb des Bereiches fiir die spontane Brechung der Super-
symmetrie, |5] < 2M. Es ist offensichtlich, daf dies so sein muf, da ein DE SITTER-Grund-
zustand die Supersymmetrie notwendigerweise bricht, wie zu Beginn dieses Abschnitts bereits
erldutert wurde.

fNach dieser Definition ist A’ hochstens von derselben GroRenordnung wie A, unter
Umsténden (fiir sehr grofe Werte von A) noch kleiner.
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Umgestellt erhdlt man daraus die Beziehung:

/

— 3

A* + M? — 2|A]? — 26%ReA — 52] =3 (|A]? —2M?). (5.13)

Daraus leitet man wieder ab, dafs A reell sein muﬁﬂ Die Bestimmungsgleichung
fir die stationdren Punkte vereinfacht sich somit zu:

A/
M2

Diese Gleichung hat fiir # # 0 immer zwei komplexe und nur hochstens eine
reelle Losung. Letztere hat folgende Gestalt:

2A3 4 33A% — (M2 i ) A—28M? =0. (5.14)

1 6+/2(2M* + M?3% — 2\
(A>—1—2{—6ﬁ+ V2( B )
3
\/162M86 + 54M4BA + VR (5.15)
1
+ WG/Z{’/sz% + 5AMABA + JE}
mit dem Radikanden

R =4(—6M°® — 3M*3* + 6 M*A')® + (162M53 + 54 M*BA")2. (5.16)

Diese Losung ist aber auch nur dann reell, wenn der Radikand R grofer als Null ist.
Dies ist zum Beispiel fiir § = 0 nicht gewahrleistet, da A und somit auch A’ sehr
klein im Vergleich zur PLANCK-Skala ist und der Ausdruck in der ersten Klammer
negativ wird. Nach den weiter oben durchgefithrten Uberlegungen kommen fiir 3
aber ohnehin nur Werte

B.=+(2-V3-e)M (5.17)

mit einem hinreichend kleinen positiven € in Frage. In diesem Fall ist R > 0, falls
e 5 0,08 ist, und es existiert ein reeller stationdrer Punkt. Fiir § = +(2 — \/g)M
und dementsprechend A’ = 0 erhélt man aus Gleichung wieder die Stellen
des globalen Minimums im MINKOWSKI-Fall: (A) = +(v/3 — 1) M.

Fiir die zweite Ableitung des skalaren Potentials ergibt sich:

0?V

4 2 2
= (ﬁ) A% IM {iA/ 1 %[4,43 +68A% +2(8* — M)A — 48M?]

M M? M?
+12A% + 128A 4 2(5% — MQ)}.
(5.18)

Im Fall 8 = 0 kénnte A auch komplex sein. Jedoch hinge dann das skalare Potential
nur von |A| ab, wére also rotationssymmetrisch. Deswegen kann das globale Minimum auch
in diesem Fall o. B. d. A. fiir A€ R bestimmt werden, denn es wird dann insbesondere
auch auf der reellen Achse angenommen. Falls 8 # 0, aber |A| = V2M ist, so verschwindet
wiederum die rechte Seite der Gleichung. Damit auch die linke Seite Null wird, miifste gelten:
20ReA = —% — 3M? — 32. Der Ausdruck auf der rechten Seite ist wegen A, A’ > 0 in jedem
Falle kleiner als —3M?2. Der Term 23%ReA auf der linken Seite ist aber im Parameterbereich
18] < (2 — v/3)M nicht kleiner als —2v/2(2 — v/3)M? ~ —0, 76M?2. Die Gleichung kann also nicht
erfiillt werden und A kann demzufolge als reell angenommen werden.
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Diese Ableitung ist fiir |3 S (2 —+v/3)M und die damit aus Gleichung
ermittelten stationdren Punkte positiv. Das heifst, es liegen stabile DE SITTER-
Grundzustinde vor.

Der von den Experimenten nahegelegte aufserordentlich kleine Wert der kosmo-
logischen Konstante (A ~ 10712°M/*) wird vom POLONYI-Modell nicht auf natiir-
liche Weise hervorgebracht. Es muf vielmehr ein fine-tuning des Parameters /3
vorgenommen werden, das heift, § muf sehr genau (auf viele Stellen nach dem
Komma) eingestellt werden.
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Kapitel 6

Modifikationen des
PoOLONYI-Modells

[6.1 Bemerkungen zum PoLoNYvyI-Modelll . . . . . .. 41
[6.2  Verallgemeinerung auf N Superfelder|. . . . . . . 42
6.3 Einfluk des KAHLER-Potentials| . . .. ... ... 44

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit moglichen Abénderungen des
PoLONYI-Modells. Dabei wird zunéchst die Moglichkeit der Einfiihrung
nichtlinearer Terme im Superpotential untersucht. Danach wird auf
die FEinfithrung beliebig vieler chiraler Superfelder und auf den Einflufs des
KAHLER-Potentials eingegangen.

6.1 Bemerkungen zum POLONYI-Modell

Das POLONYI-Modell ist ein Modell zur spontanen Brechung der Super-
gravitation auf dem tree level, das heifst, es werden keine Quantenkorrekturen
beriicksichtigt. Der Grundzustand wird fiir Vakuumerwartungswerte des Skalar-
feldes in der Grofenordnung der PLANCK-Masse angenommen: |[(A)| ~ M
(siche Abschnitt [4.3). Erreichen die Skalarfelder aber solche Werte, sind
die Quantenkorrekturen moglicherweise nicht mehr vernachlédssighar und die
tree level-Naherung erscheint fragwiirdig [21].

Weiterhin ist das Superpotential W = m?(® + 3) nicht ,natiirlich®, da es
nicht das allgemeinste mit seinen Symmetrien konsistente Superpotential ist,
denn Terme ®2, &3 ... treten nicht auf [21]. Ein Superpotential W = m?>®
wire natiirlich, da es im Gegensatz zum POLONYI-Modell eine R-Symmetrie
(sieche Abschnitt hat, die Terme hoherer Ordnung verbietet. Die Einfithrung
von [ zerstort diese Symmetrie. Dieser Parameter ist aber notwendig, um den
Vakuumerwartungswert des skalaren Potentials auf die Grofsenordnung der kosmo-
logischen Konstante zu justieren.

Die Einfiihrung von Termen ®2, ®3, ... im PoLONYI-Modell fiihrt dazu, daf
im allgemeinen kein [-Sektor bestimmbar ist, innerhalb dessen die kovariante
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Ableitung D4 W nicht verschwinden kann und eine spontane Brechung der Super-
symmetrie gewéhrleistet wird. Dies soll hier kurz exemplarisch erldutert werden.
Wahlt man fiir das Superpotential etwa

W =m? (<b+%2+ﬁ) (6.1)

und behilt das KAHLER-Potential K = ®® bei, so erhilt man fiir die kovariante
Ableitung des Superpotentials:

D —m?tomAs Toa (as 6.2
AW =m? +2mA+ +—+ 0. (6.2)

Aus dieser Gleichung erhélt man anders als beim POLONYI-Modell keine
Realitdtsbedingung fiir A. Ohne diese Einschriankung kann die Gleichung aber
immer gelost werden. Es gibt also keinen Parameterbereich fiir 3, in dem keine
Losung fiir DaW = 0 existiert. Damit wird jedoch das skalare Potential
in jedem Falle Null, in der Regel sogar negativ und kommt keinesfalls fiir die
Konstruktion eines DE SITTER-Grundzustandes in Betracht.

In letzter Konsequenz kann also in den Féllen mit Termen hoherer Ordnung
das globale Minimum von V' in der Regel nicht auf Null justiert werden, dies
gelingt hochstens fiir lokale Minima. Das skalare Potential nimmt somit auch
negative Werte an und kann keinen DE SITTER-Grundzustand liefern. Es gibt
zwar Ausnahmen, aber in diesen Féllen sind die Potentiale extrem kompliziert,
und die Berechnung der Minima erfordert normalerweise den Einsatz numerischer

Methoden [22].

6.2 Verallgemeinerung auf N Superfelder

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, inwiefern das POLONYI-Modell
sich auf eine beliebige Anzahl von Superfeldern verallgemeinern lafst. Wie bereits
im vorigen Abschnitt erldutert wurde, ist es nicht ohne Weiteres mdoglich, nicht-
lineare Terme zum Superpotential zu addieren. Stattdessen soll hier zunéchst eine
noch naheliegendere Verallgemeinerung untersucht werden:

N-1



6.2. VERALLGEMEINERUNG AUF N SUPERFELDER

Die kovarianten Ableitungen lauten entsprechend{

2
D0W:m2+%AS(A0+A1++AN_1+ﬁ),

2
D1W:m2+%AT(A0+A1++AN_1+ﬁ),

2
DoW = m? + %A;(Ao YAt Ay D), (6.4)

m2
M?
Setzt man diese Ableitungen Null, so erhélt man zunéchst aus DoW = DiW =0

die notwendige Bedingung Ag = A;. Genauso kann man mit den Ableitungen
DoW und D,;W verfahren und so weiter. Letzten Endes mufs notwendigerweise

Dy W =m*+—Ay (Ao + A1 +...+ Ay_1 + ).

Ag=A; =...= Ayx_1 gelten und das System reduziert sich auf eine einzige
Gleichung:
M? + A*(NA+ ) = 0. (6.5)
Diese kann wieder nur fiir reelle A gelost werden und vereinfacht sich demnach:
g M?
AP+ A+ — =0 6.6
+tyAt (6.6)

Diese Gleichung hat keine reelle Losung, falls % < MTQ ist, also

8] < 2VNM (6.7)

gilt. Im Fall N =1 (POLONYI-Modell) folgt daraus wieder der Symmetrie-
brechungssektor |G| < 2M.

Es ist also moglich, fiir ein lineares Superpotential mit N Superfeldern einen
(-Sektor zu bestimmen, in dem die Supersymmetrie spontan gebrochen ist.
Entscheidend dabei ist die Realitdtsbedingung an A, die sich aus Gleichung
ergibt.

Allerdings ist es nicht ohne Weiteres moglich zu bestimmen, ob es auch in
diesem verallgemeinerten Fall wieder einen (3-Sektor mit einem positiv definiten
skalaren Potential gibt. Im Fall N =1 konnte dieser bestimmt werden, jedoch
erscheint mir die Durchfiihrung der Analyse aus Kapitel || fiir beliebige Werte von
N nur sehr schwer oder gar unmdoglich durchfiihrbar. Die besondere Schwierigkeit
besteht darin, dafs man nicht nur mehr Variablen zu beriicksichtigen hat,
sondern diese quasi auch noch untereinander ,wechselwirken®, das heift, es treten
zum Beispiel Produkte der Art AgAj|As|? auf. Solcherlei Produkte kénnen ins-
besondere im Unendlichen sehr unterschiedliches Verhalten aufweisen. So konnte
ein solches Produkt entlang eines Weges divergieren, entlang eines anderen

*Die KAHLER-Metrik ist hier einfach die Einheitsmatrix: K;; = K i =1.
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Weges aber gegen Null gehen. Das skalare Potential des POLONYI-Modells
weist solche Moglichkeiten nur in sehr eingeschranktem Umfang auf (Wechsel-
wirkung Real-/Imaginérteil), und es erscheint mir daher recht unwahrscheinlich,
daf man den DE SITTER-Sektor fiir N Superfelder durch eine simple Verall-
gemeinerung des entsprechenden Sektors im POLONYI-Fall erhalten konnte. Eine
naive Mutmafung dieser Art koénnte etwa sein, daf der DE SITTER-Sektor
des POLONYI-Modells auf analoge Weise verallgemeinert werden kann wie
der Sektor fiir die spontane Supersymmetriebrechung, indem einfach mit dem
Faktor v/N multipliziert wird, also das verallgemeinerte skalare Potential im
Sektor |3| < (2 — v/3)V/NM positiv definit sein sollte. Indes ist diese Vermutung
aufgrund der geschilderten Schwierigkeiten nur schwerlich verifizierbar.

6.3 Einflult des KAHLER-Potentials

In den bisherigen Untersuchungen wurde fiir das KAHLER-Potential immer
die Form K = ®® angenommen. Es kann jedoch auch eine andere Form haben.
Interessant ist beispielsweise ein KAHLER-Potential, das nur vom Realteil des
Superfeldes abhéngt:

K=K(®+ ®). (6.8)

Das Superpotential soll die POLONYI-Form haben:
W =m?*(® + f). (6.9)

Ein lineares KAHLER-Potential

K =m(® + ) (6.10)

indes macht keinen Sinn, denn die KAHLER-,Metrik*“ Kgg wére gleich Null, die
inverse Metrik wiirde nicht existieren und das skalare Potential wére nicht
definiert.

Interessanter ist das KAHLER-Potential

K= (®+ ®)? (6.11)
fiir das die inverse KAHLER-Metrik K®® = % ist. Hier lautet die kovariante
Ableitung:

2 2m2 *

Die Gleichung D W = 0 lautet:
2A% 4 2|A2 + 28(A + A*) + M? = 0. (6.13)
R
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6.3. EINFLUSS DES KAHLER-POTENTIALS

Damit diese Gleichung l6sbar ist, mufs A € R Sein.lﬂ Die Gleichung vereinfacht

sich deshalb zu:
2

M
A? + BA+ - =0 (6.14)

Diese Gleichung hat keine reelle Losung, falls
18] < M (6.15)

ist. Die Supersymmetrie ist in diesem Sektor spontan gebrochen.

Es stellt sich die Frage, ob auch fiir das KAHLER-Potential K = (® + ®)? ein
(-Sektor existiert, innerhalb dessen das skalare Potential positiv definit ist. Es
hat jetzt folgende Gestalt:

m\4 ) 2 "
V:(M) eATAY) /M{ {M?* +2(A+ A*)(A+B)} x

X {M?+2(A+ A")(A*+ 3)} —=3M*(A+ B)(A* + 3)|.
(6.16)

Es muf wieder der Teil

% :% (M2 4+ 2(A+ A) A+ 5)} {M? +2(A + A)(A" + 8)}
— 3M*(A+ B)(A* + B)

(6.17)

groRer als Null sein. Nach den Substitutionen A = z + 4y und y* = Y ergibt sich:

~ M4
V= (8932—3M2)Y+8:)34+166x3—|—(M2—|—852):v2—2ﬁM2x+7—3ﬁ2M2. (6.18)

1% entspricht wieder einer nach oben gedffneten Parabel. Die Untersuchung, fiir
welche -Werte V' positiv definit ist, lauft also wieder darauf hinaus zu bestimmen,
in welchem (-Sektor V' keine Nullstellen hat. Aus V = 0 bestimmt man:

v —8at — 1602° — (M? + 86%)2 + 28M2x + 332 M? — L (6.19)
812 — 3M?2 ' '

Diese Funktion mufl reell und nichtnegativ sein, falls eine Losung zu V=0
existieren soll. Y entspricht einer nach unten geoffneten Parabel. Bestimmt man
also 3 derart, dak Y keine reellen Nullstellen besitzt, so ist diese Funktion immer
negativ, es existieren keine Nullstellen zu V', und das skalare Potential V' ist

tNatiirlich wiire A2 auch fiir ein rein imaginéres Feld A = iy reell, aber weil dann A + A* =0
wére, konnte in diesem Fall die kovariante Ableitung (6.12)) keinesfalls Null werden.
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positiv definit. Die Nullstellen von Y lauten:

ri=5 (~VOM - 15— VEVRY).
vy = ¢ (~V6M ~ 18+ V2VR).

: (6.20)
$3:§< \/EM_ZLﬂ_\/ﬁ\/R_Z)a
vy — %( VoM — 46 +2y/R,)

mit den beiden Radikanden
_qp2 _ 2
Ry =83% — 4V/6 M3 — 5M?, (6.21)

Ry = 83 + 4V6M 3 — 5M?.

Y besitzt keine reelle Nullstelle, wenn man 3 so einstellt, dafs beide Radikanden
negativ werden. R; beziehungsweise R, sind jeweils in den folgenden S-Intervallen
negativ:

b= (2(—4%—4%)’2( jﬂfﬁ))’

o ( Y - ) (6.22)
T \2(—4+V6) 2( 4+6))
Der Uberlappungsbereich dieser beiden Intervalle ist
5M
1Bl < ———=. (6.23)
2(4 +/6)

Fiir Parameterwerte innerhalb dieses Bereiches ist das skalare Potential also
positiv definit. Der DE SITTER-Sektor liegt selbstverstindlich wieder innerhalb
des Supersymmetriebrechungssektors || < M.

Fir die Parameterwerte

5M
8= im (6.24)

wird wieder ein MINKOWSKI-Vakuum mit (V) = 0 realisiert, und zwar an den

Stellen
M

) jE4+ 2v/6
In diesem Fall ist der Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes deutlich kleiner
als beim POLONYI-Modell, er ist hier nur [(A)|~0,11M. Zum Vergleich:
Beim POLONYI-Modell betrdagt dieser Wert immerhin mehr als 0,7M. Das
bedeutet, daf das Modell mit K = (® + ®)? das Kriterium fiir eine sichere
tree level-Naherung wesentlich besser erfiillt als das POLONYI-Modell.

(6.25)
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Im iibrigen gilt auch hier wieder dieselbe Argumentation wie beim
PoOLONYI-Modell:  Das DE SITTER-Minimum wird in der Nahe des
MINKOWSKI-Minimums liegen, da [ nur sehr wenig vom MINKOWSKI-Wert
abweichen darf, wenn man den sehr kleinen Wert der kosmologischen Konstante
reproduzieren will.

Die Einfiihrung nichtlinearer Terme im Superpotential fiihrt auch im
Zusammenspiel mit dem KAHLER-Potential wieder dazu, dafs kein 3-Sektor
bestimmt werden kann, in dem die kovariante Ableitung nicht Null wird.

Interessant wéren auch noch Verallgemeinerungen des KAHLER-Potentials auf
beliebig hohe Potenzen von (® + ®):

K~ (®+®)", n>3. (6.26)

Mit grofer werdendem n treten natiirlich auch immer hohere Potenzen im skalaren
Potential auf. Bisher traten in den Untersuchungen immer nur Gleichungen
maximal 4. Grades auf, die noch analytisch gelost werden konnten. Gleichungen
hoheren Grades hingegen entziehen sich einer allgemeinen exakten Analyse. Daher
konnen hier keine Untersuchungen zu KAHLER-Potentialen der Form durch-
gefiihrt werden.

Ebenfalls nicht zum gewiinschten Ergebnis fiihrt ein KAHLER-Potential

K =1In(® + ). (6.27)

Auch hierfiir ist die Gleichung D4W = 0 immer 16sbar, auch nach der Einfiihrung
beliebig hoher Potenzen im Superpotential.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Der erste Teil dieser Arbeit beschéftigte sich mit der globalen Form der Super-
symmetrie. Es konnte gezeigt werden, daf das O’RAIFEARTAIGH-Modell im
einfachsten moglichen Fall dreier chiraler Superfelder eindeutig ist. Dieses Modell
wurde auf N chirale Superfelder verallgemeinert. Es stellte sich heraus, dafs auch
das skalare Potential dieser Verallgemeinerung immer flache Richtungen besitzt.
Flache Richtungen und somit das Auftreten masseloser Teilchen im Multiplett
scheinen also eine generische Eigenschaft von Modellen mit spontan gebrochener
globaler Supersymmetrie zu sein.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurden Untersuchungen zur lokalen Version
der Supersymmetrie (Supergravitation) durchgefiihrt. Dabei wurde zunéchst
das POLONYI-Modell untersucht. In einem bestimmten Parameterbereich
hat dieses Modell ein positiv definites skalares Potential und liefert stabile
DE SITTER-Grundzustinde, die ausgerechnet wurden. Dieses Modell ist also
geeignet, eine kosmologische Konstante A > 0 zu beschreiben. Um den extrem
kleinen Wert A ~ 107'2°M* erkliren zu konnen, ist allerdings ein fine-tuning
notig. Auferdem ist das Modell in gewisser Hinsicht etwas problematisch, da es
einerseits keine Quantenkorrekturen beinhaltet (tree level-Ndherung), anderer-
seits aber die Vakuumerwartungswerte der Skalarfelder in der Grofenordnung
der PLANCK-Masse liegen und diese klassische Naherung damit fragwiirdig
erscheinen muf.

Das lineare Superpotential des POLONYI-Modells ldft sich nicht ohne
Weiteres verallgemeinern, da nach der Einfiihrung von Termen hoherer
Ordnung kein Parameterbereich mehr bestimmbar ist, in dem die kovariante
Ableitung des Superpotentials iiberall verschieden von Null ist. Damit kann
das skalare Potential unmdglich positiv definit sein und kann demzufolge keine
DE SITTER-Grundzustédnde liefern.

Eine Verallgemeinerung des POLONYI-Modells auf N Felder ist moglich, es
kann in Abhéngigkeit von der Anzahl der Superfelder immer ein Sektor angegeben
werden, in dem die Supersymmetrie spontan gebrochen ist. Allerdings war in
dieser Arbeit eine Analyse zum Vorhandensein eines DE SITTER-Sektors in diesem
verallgemeinerten Fall nicht moglich. Falls sie iiberhaupt durchfithrbar ist, so wére
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sie doch extrem kompliziert.

Schliefslich wurde der Einfluft des KAHLER-Potentials untersucht. Dabei konnte
fiir ein lineares Superpotential mit einem KAHLER-Potential K = (® + ®)2
wieder ein DE SITTER-Sektor mit stabilen Grundzustdnden ermittelt werden.
Auch hier ist wieder ein fine-tuning nétig, um den Wert der kosmologischen
Konstante zu justieren. Allerdings sind bei diesem Modell die Vakuumerwartungs-
werte des Skalarfeldes wesentlich kleiner als beim POLONYI-Modell, so dafs die
tree level-Naherung besser gerechtfertigt erscheint.

Weitere Modifikationen des KAHLER-Potentials erwiesen sich als erfolglos,
da sie zu Gleichungen fiihren, die analytisch nicht mehr l6sbar sind oder
keinen DE SITTER-Sektor liefern konnen. Um neue Modelle mit stabilen
DE SITTER-Grundzustinden und vor allem ohne fine-tuning zu konstruieren,
reichen kleinere Modifikationen des POLONYI-Modells nicht aus.
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Anhang A

Notation und Konventionen

In dieser Arbeit werden im wesentlichen dieselben Konventionen wie im
yStandardwerk® von WESS und BAGGER [9] verwendet. Natiirlich wird die
EINSTEINsche Summenkonvention benutzt, das heifit, es wird iiber doppelt
auftretende Indizes summiert. Auflerdem werden die ,natiirlichen Einheiten
h = ¢ = 1 verwendet, so dafk dann zum Beispiel fiir den Impulsoperator
Pm:—iaximz—z’@m gilt. Fir die flache MINKOWSKI-Metrik soll gelten:
Nmn = diag(—1,1,1,1).

Die o-Matrizen werden wie folgt definiert:

oder in einer kiirzeren Schreibweise:
o = (—1,,7), (A.2)

wobei ¢ fiir die drei PAULI-Matrizen steht, & = (o', 0%, ¢%). Mit (¢™),4 beispiels-

weise ist dann die («,)-Komponente von o™ gemeint. Die vier Matrizen

oY, ...,0° formen eine Basis fiir den Vektorraum der komplexen 2 x 2-Matrizen.

Weiterhin wird definiert:
5_m - (—]12,—63), (Ag)

und damit weiter:

(A.4)



ANHANG A. NOTATION UND KONVENTIONEN

Die LORENTZ-invarianten antisymmetrischen Tensoren

L 0 1
af _ af
e _(_1 0),
(A.5)

0 —1
b= =1 0

werden dazu verwendet, die Spinor-Indizes zu verschieben. So ist beispielsweise
(6mn)dﬂ = 5(54’7566<5’mn)76'
Die J,,, schlieklich erfiillen die LORENTZ-Algebra:

[Jkly Jmn] = z(nlmjkn - nankm - nkmjln + nknJlm)- <A6>

DIRAC-Spinoren konnen in zwei 2-komponentige WEYL-Spinoren zerlegt

werden:
w - (%), (A7)

wohingegen M AJORANA-Spinoren nur einen WEYL-Spinor enthalten:

By = (Xg) . (A8)

X

Die Komponenten der WEYL-Spinoren sind GRASSMANN-Variablen, das heifst, es
gilt:
{Xm Xﬁ} =0. (AQ)

—1II —



Anhang B

Rechnen mit GRASSMANN-Variablen

Die ,ungeraden Superraum-Koordinaten 6, und 6; verhalten sich
wie konstante Spinoren, sind also nicht von den X,, abhingig. Sie anti-
kommutieren, also zum Beispiel 6'0*> = —620' (analog fiir ). Spinor-
indizes in Produkten werden in der iiblichen Art und Weise kontrahiert,
also: 00 = 00, = £,50°0° = —20'0% = 040, = 20,0, = —20,0,, und ebenso
00 = 0,0% = 20,0, = 20'6>. Da die €’s und #’s antikommutieren, also ins-
besondere 0101 = 6262 = 0 gilt, verschwindet jedes Produkt, das mehr als zwei 6’s

beziehungsweise mehr als zwei s enthlt; zum Beispiel 00,60° = —26'6%6° = 0.
Ableitungen nach 6 und 6 werden als ‘g% = 05 und % = 52‘ definiert.

Die Integration wird fiir eine einzelne GRASSMANN-Variable wie folgt
definiert: [d@'f(0' + 6%) = [ dO* f(6"). Weiterhin definiert man [ df'¢* = 1 und
[ d6'1 = 0, so dak dann beispielsweise [ df'(a + 0'b) = b gilt mit a,b € C. Selbst-
verstandlich gilt dann auch [ d9'd#%6'6? = 1. Weiter wird definiert d? = %d01d02
und d*f = —1d#'dé?. Damit gilt dann:

/d2999:/d2§§§: L (B.1)
Selbstverstandlich gilt damit auch:
/ 0200420 0006 — 1. (B.2)

Eine Funktion einer GRASSMANN-Variable kann in eine TAYLOR-Reihe
entwickelt werden:

F(0%) = £(0) + f1(0)6", (B-3)

alle hoheren Terme verschwinden wegen 6'6! = 0. Damit erhilt man

/delf(el) = /d91 [£(0) + f(0)8'] = f(O)/d911+f’(0)/d9191 = £/(0).
(B.4)
Es gilt also:

0
g’ )

100 = [ a0 r(6") (B.5)

01=0
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ANHANG B. RECHNEN MIT GRASSMANN-VARIABLEN

Differentiation und Integration beziiglich GRASSMANN-Variablen sind also
aquivalent!

AuRerdem gilt [d#;df, =0 und wegen {df,,dfs} = {db,,05} =0 auch
[ d6:1d65 6, = 0 sowie [ db;db; 0,05 = —1. Damit folgt dann fiir das Integral einer
Funktion von zwei GRASSMANN-Variablen:

/ d61d05f (61, 6) = / df1dy [fO + fD0) + [P0 + [O6,6,] = —fP. (B.6)

Das bedeutet, dak die Integration iiber die GRASSMANN-Variablen die hochste
Komponente der TAYLOR-Entwicklung nach den GRASSMANN-Variablen ,heraus-
projiziert®.
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Anhang C

Das Massenspektrum des
O’RAIFEARTAIGH-Modells

Hier soll zunidchst das skalare Potential des O’RAIFEARTAIGH-Modells
minimiert werden. Die Parameter \ = |Ae®**, m = |m|e?* und g = |g|e®¥s
kénnen o. B. d. A. als reell angesehen werden, da immer die folgende Feldtrans-
formation durchgefiihrt werden kann:

Al = e A,
Al = ei/2(sog*<m)A1 (C.1)
A = ei/2(2@m+<prsog)l42.
Damit werden sozusagen die Phasen der Parameter \,m und ¢ in die Felder A;
,hineingesteckt und man erhélt dann fiir das Superpotential:

W(A) = |AJAG + [m] A} A5 + |g| A AT (C.2)

Genaugenommen kann sogar o. B. d. A. A\, m, g > 0 vorausgesetzt werden.

Die Ableitungen des Superpotentials konnen Gleichung entnommen
werden. Das skalare Potential ist V = [Wy|? + |W[> + |[W,|?. Da nur W; von
Ay abhéngt, kann diese Ableitung immer Null gesetzt werden. Die Bestimmung
des globalen Minimums von V' lauft dann auf die Minimierung der Funktion
v=|Wo|]* + |Wa]* = (A + gA?) (A + gAI*) + m?A; A} hinaus. Fiir die Ableitung

nach A; erhilt man nach der Substitution A4, = re®:

0 , , .
_8/11)1 = 2¢%r3e7® 4 m2re™* + 2\gre®

= (29 + m*r + 2)\gr) cos & (C:3)

— (2¢%r® + m®r — 2\gr)sin 4.

Dieser Ausdruck wird in jedem Falle Null, wenn r = 0 ist. Auflerdem existiert

2)g—m?
292

noch die Losung <(5 =5,r= >; siec kommt allerdings nur fiir m? < 2\g
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ANHANG C. MASSENSPEKTRUM DES O'RAIFEARTAIGH-MODELLS

in Frage. Um unnotige Komplikationen zu vermeiden, soll hier nur der Parameter-
bereich mit m? > 2\g untersucht werden, in dem v nur einen einzigen kritischen
Punkt bei A; = 0 (also 7 = 0) hat. Da aukerdem v o< |A;|* gilt und diese Funktion
also — salopp gesprochen — einer nach oben geoffneten Parabel entspricht, muf an
diesem Punkt das globale Minimum von v vorliegen. Setzt man dann noch A; = 0,
so wird auch die Ableitung W; zu Null, und das skalare Potential V' nimmt sein
globales Minimum also fiir A; = A; = 0 an, unabhéngig davon, welchen Wert
Ap hat, insbesondere also fiir Ag = A; = Ay = 0. Der Funktionswert am globalen
Minimum betriagt V| . = A2

Die Massenmatrix fiir die Fermionen wird gegeben durch die zweiten
Ableitungen des Superpotentials am globalen Minimum:

0*W
f ( )‘mln (aAzaAj> .
00 0 (C.4)
=10 0 m
0 m O
Die Massenquadrat-Matrix lautet:
0 0 0
Mg=MM: =10 m> 0 |. (C.5)
0 0 m?

Die Eigenwerte der Matrix M7 geben die Massenquadrate der fermionischen
Eigenzustdnde an. In diesem Modell gibt es demzufolge drei (komplexe)
Fermionen mit Spin S = % und den Massenquadraten

0,m?,m? |

Die Massenquadrat-Matrix der Bosonen ist gegeben durch die zweiten
Ableitungen des skalaren Potentials an dessen globalen Minimum:

= () | (w37) (af3r)

2 2

(Vi) (Vig) )| (mfrgA;) (851_83;) -

0O 0 0 0 0 0

0 m2 0 0 2\g 0 (C.6)
o0 m2o 0 0
“lo 0o 0 0 0 o0

0 2\¢ 0 0 m? 0

0 0 0 0 0 m?

Die Eigenwerte dieser Matrix und damit die Massenquadrate der sechs (reellen)
Bosonen mit Spin S = 0 lauten:

0,0,m2?,m?,m? £2\g |

Es wird deutlich, daf es fiir A\, g # 0 zu einer Authebung der Massenentartung
zwischen Fermionen und Bosonen im Massenmultiplett kommt und die Super-
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symmetrie in der Tat spontan gebrochen wird. Daf lediglich der bosonische Sektor
des Massenspektrums durch die spontane Supersymmetriebrechung abgeédndert
wird, ist eine generische Eigenschaft dieser Symmetriebrechung auf klassischem
Niveau. Die masselosen Eigenzustéinde (m? = 0) korrespondieren zu der flachen
Richtung &,.

Zum Abschlufs dieses Anhangs soll auf das sogenannte ,Superspur-Theorem'
eingegangen werden (siche zum Beispiel |10, |11]). Dieses stellt eine Verall-
gemeinerung der Tatsache dar, dafl durch die spontane Brechung der Super-
symmetrie zwar die Massenentartung zwischen Fermionen und Bosonen auf-
gehoben wird, die Summe der Massenquadrate aller Fermionen aber mit der
aller Bosonen im Multiplett iibereinstimmt. Dabei mufs die Multiplizitat 25 + 1
beriicksichtigt werden. Das Theorem besagt, daf auch mit spontan gebrochener
Supersymmetrie gilt:

¢

STr M? =) (28 +1)(—1)*mg = 0. (C.7)
S

Fiir das O’RAIFEARTAIGH-Modell erhélt man damit STr M? = 4m? — 2(2m?).
Die Superspur verschwindet also tatsachlich.
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I Formulierung der Aufgabenstellung

Da hier zunéchst nur der einfachste mogliche Fall dreier chiraler Superfelder
(N = 3) interessiert und auferdem die Renormierbarkeit der Theorie verlangt
wird, kommt fiir das Superpotential von vorn herein nur die Form aus GI.
infrage (dieser Abschnitt folgt O’RAIFEARTAIGHS Konvention und W wird ohne
die storenden Koeflizienten vor m;; bzw. g,;; definiert):

W =X \®; +m;®;®; + ¢ PP, Py (L1)

mit 7,5,k = 0,1, 2.

Die Beantwortung der Frage, welche genaue Form W haben mufs, damit sein
Gradient nicht verschwinden kann und damit das skalare Potential grofser als
Null wird, lauft auf die Untersuchung hinaus, unter welchen Bedingungen das
Gleichungssystem

oW .
g5 — 0 1€10.1.2) (1.2)

keine Losung hat.
Da W ein Polynom 3. Grades ist, ist die Ableitung nach der i-ten Komponente
eine quadratische Form und kann also wie folgt geschrieben werden:

ow
= XTAX. 1.3
9%, (13)
P
Dabei ist X = gl und A; eine konstante 4 x 4-Matrix. Im Anhang [a] werden
2
1

die Matrizen A; explizit dargestellt.
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FORSCHUNGSBELEG — KLASSIFIKATION VON SUPERPOTENTIALEN

Aus Gleichung folgt, dafs ein bestimmter Vektor X, das Gleichungs-
system genau dann 16st, wenn auch jedes Vielfache Xy von Xy mit pu # 0
eine Losung ist. Es kann also in Gleichung der Vektor X durch X := nX
ersetzt werden. Nun kann dieses neue Gleichungssystem in X gelost werden. Die
Losung X des urspriinglichen Gleichungssystems erhalt man, indem man
den Losungsvektor X o des neuen Gleichungssystems durch p dividiert oder einfach
w =1 setzt.

Sollte das urspriingliche Gleichungssystem jedoch keine Losung haben, so
wird das neue Gleichungssystem ausschliefSlich fiir ; = 0 losbar sein. Umgekehrt
gilt: Ist das neue Gleichungssystem ausschliefilich fiir p = 0 16sbar, besitzt es also
nur die Losung Xy = 0, so ist das urspriingliche Gleichungssystem nicht losbar,
denn es ist X # 0.

Das Problem wird neu formuliert, indem von den urspriinglichen affinen
Koordinaten zu sogenannten projektiven Koordinaten iibergegangen wird:

o

CI)O x3
(I)Q T2

3

Nun muf auch in dem Polynom W zu den neuen Koordinaten iibergegangen

werden:
Top T1 T2

W(q)o,q)hq)Q) — W (—,—,—) . (]:5)
T3 T3 T3

Um ein sogenanntes homogenes Polynom zu erhalten, wird W noch mit 3 multi-
pliziert:

xs - W (@,ﬂ,ﬂ> = W (0, T1, T2, T3) . (1.6)

Tr3 I3 I3
W ist ein homogenes Polynom 3. Grades, da es ausschliefilich Terme 3. Ordnung
enthélt. Setzt man x3 = 1, so erhélt man wieder das urspriingliche Polynom W [
Aus Gleichung folgt Vi € {0,1,2}:

oW oW LOW b, ,OW

S e . = ) L.7
Ox;  Sor;  30®, 0w 200 17
~—
:L(sij
z3
Somit gilt: -
ow 5 OW
— =5 —. I.8
oz, 200, (18)
Ist das Gleichungssystem % = 0,7 € {0,1,2} nicht 16sbar, so existiert zu dem
Gleichungssystem % =0,i € {0,1,2} nur dann eine Losung, wenn z3 = 0 ist.

Durch 3 = 0 wird eine sogenannte Fernhyperebene (oder auch nur Fernebene)

*Statt W (P, P1, P2) kann natiirlich ebenso gut W(zg, 1, x2) geschrieben werden.
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II. PROJEKTIVE FLACHEN 3. ORDNUNG

in einem projektiven Raum beschrieben (siche zum Beispiel [23]). Gesucht sind
also diejenigen homogenen Polynome 3. Grades W, fiir die die Lésungen des
Gleichungssystems g—z =0,i € {0, 1,2} zwangsldufig in der Fernebene € : 3 =0

liegen. Setzt man in einem solchen w x3 = 1, so erhélt man ein affines Polyno
W, fir welches das Gleichungssystem ([.2)) nicht losbar ist; und diese Polynome
sollen hier klassifiziert werden.

II Projektive Flachen 3. Ordnung

Anstelle des Polynoms W kann man auch die Fliache S betrachten, die als
Nullstellenmenge von W definiert ist, also S : W = 0. W (zg,...,23) = 0
ist die Gleichung einer Fliche 3. Ordnung (Kubik) im projektiven Raum P3.
Diese Kubiken sind vollstandig klassifiziert. Jede singularitdtenfreie (,glatte®)
Kubik enthélt genau 27 Geraden [24]. Hinzu kommen die Kubiken mit Singula-
ritdten. In [25] sind die irreduziblen, komplexen, projektiven Flachen 3. Ordnung
mit Singularitéiten klassifiziert. Nach Art und Anzahl der Singularitdten kénnen
25 verschiedene Klassen unterschieden werden. Aufserdem gibt es noch reduzible
(,zerfallende) Kubiken, die aus einer Ebene und einer Quadrik oder aus
drei Ebenen bestehen, das heifst, das Polynom W zerfillt in ein Produkt
von Polynomen kleineren Grades. Mit den Kubiken sind dann aber auch die
homogenen Polynome 3. Grades W vollstindig klassifiziert.

In dieser Arbeit sollen zunéchst die singuldren Kubiken betrachtet werden.
In Tabelle werden alle Klassen der irreduziblen, komplexen, projektiven
Flachen 3. Ordnung mit Singularititen angegeben [25|. Zusétzlich werden noch
die reduziblen Kubiken betrachtet. Die Normalformen von W in diesen Fillen
werden in Tabelle [b.2| dargestellt [26].

Zur Erinnerung: Aus diesen Polynomen miissen nun diejenigen herausgesucht
werden, die die folgende Eigenschaft erfﬁllenﬂ

W0:W1:W2:O = x3 =0. (111)

TAb sofort soll W (xg,z1,z2) anstelle von W (®g, %1, ®,) geschrieben werden.

fAb sofort wird die kiirzere Schreibweise WZ = g:}/ verwendet.
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III Einige Ergebnisse aus der
projektiven Geometrie

Fiir homogene Polynome W vom Grade n gilt die sogenannte EULERsche
Identitit (auch EULERsches Lemma oder Theorem) [27[}

> @ W =V (1IL.1)

Da hier W vom Grade 3 ist und von den Variablen Zo, ..., T3 abhangt, geniigt
der folgende Spezialfall der EULERschen Identitét:

3
Z iL’iWi(iL‘o, ce ,$3) = ?)W(Jfo, R ,LEg). (1112)
i=0

Weiterhin definiert man in der projektiven Geometrie die 1. Polare eines
Punktes P € P? |28

Lz = 0. (111.3)

Gleichung ist die Gleichung einer Ebene. Liegt der Punkt P in der Flache
S:W =0, so stimmt die 1. Polare von P mit der Tangentialebene an S
im Punkt P iiberein [28§].

Jetzt soll in P(xg : ¥y : @y : x3) € P? (die Koordinaten von Punkten in
projektiven Rdumen werden gemeinhin durch ,;* getrennt) gelten:

W =0, i=012 (I11.4)

Wenn nun W die Eigenschaft (I1.1)) hat, so folgt: x3 = 0, das heifst, P liegt in der
Fernebene ¢ : 23 = 0. Aus der EULERschen Identitét ([11.2) folgt dann weiterhin:

w = 0. Das bedeutet: Der Punkt P liegt auf der Kubik S : W =0.

Die Punkte, in denen die Eigenschaft (IL.1) erfillt ist, liegen also auf der
Flache S.

Bei den Punkten mit eben dieser Eigenschaft kénnen nun 2 Falle unterschieden
werden:

o 1. Fall: W3] =0,
P
Dann ist P eine Singularitét von S, das heifit, s@mtliche Singularititen von
S liegen in der Fernebene € : x3 = 0, wenn W die Figenschaft - hat

$Der Beweis ist sehr einfach. Fiir ein homogenes Polynom W vom Grade n gilt
VA #£0: W(Axo, Az1,...) = N"W(xg,21,...). Wird diese Gleichung nach A differenziert und
anschliebend A = 1 gesetzt, so ergibt sich Gleichung (TIL.1)).

YAn Singularititen gilt: WO = W1 W2 Wg 0. Bereits aus WO = W1 WQ = 0 soll ja
aber folgen: z3 = 0.
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IV. VERALLGEMEINERUNG DER AUFGABENSTELLUNG

o 2. Fall: WB‘P £ 0.

Dann ist die Ebene ¢ : x3 = 0 die 1. Polare des Punktes P beziiglich S (siehe
Gleichung (II1.3])). Weil aber auch P € S gilt (siche oben), ist € : 3 = 0
die Tangentialebene an S im Punkt P.

Zusammenfassend kann also gesagt werden:

Wenn W ein Polynom mit der Figenschaft i1st, so sind die Losungen zu
/VI70 = Wl = Wg = 0 die Singularititen von S : W = 0 sowie die Punkte, in denen
die Fernebene € : x3 = 0 Tangentialebene an die Kubik S ist.

IV Verallgemeinerung der Aufgabenstellung

Die Punkte P € P? mit Wo = Wl = WQ = 0 sind also entweder Singularitdten
von S : W =0 (wenn W3 = 0), oder es sind Punkte, deren 1. Polare die Ebene
e x5 =0 ist (wenn Wj # 0).

Damit kann das Problem verallgemeinert werden:

Gegeben sei ein (homogenes) Polynom 3. Grades W(:cg, ..., x3), also eine
Kubik S : W(mo, coyx3) =0.

Existiert dann eine Ebene e, die alle Singularititen von S enthdlt und
auflerdem alle Punkte P € P3 enthilt, deren 1. Polare € ist, so daf also
alle Losungen zu W; = 0,41 € {0,1,2} in eben dieser Ebene liegen?

Ein solcher Punkt P liegt dann auf S und ¢ ist die Tangentialebene an S im
Punkt P.

V  Beschreibung der Vorgehensweise

Es muf fiir jeden Flachentyp die Menge aller Ebenen bestimmt werden, die
jeweils sdmtliche Singularitdten der Flidche beinhalten. Das kann eine einzige
Ebene oder auch eine ganze Ebenenschar sein. In [25] sind die Singularitéten
der irreduziblen Kubiken angegeben.

Die Kubik Cy + 2Bj3 beispielsweise hat 3 Singularititen (eine vom Typ Cy und
zwei vom Typ Bg)m in den Punkten (1:0:0:0),(0:1:0:0)und (0:0:1:0).
Es gibt hier also nur eine Ebene, die simtliche Singularitdten enthélt, namlich
€:x3=0.

Der Fléchentyp 2Bjs hingegen hat nur zwei Singularitdten bei (1 : 0 : 0 : 0)
und (0 :1:0:0). Hier kommt also zum einen die Ebene ¢ : 3 = 0 in Betracht,
zum anderen die Ebenenschar ¢ : 9 — cx3 = 0 mit ¢ € C.

Bei Flachentypen mit nur einer Singularitét, die durch eine Koordinatentrans-
formation immer im Punkt (1 : 0 : 0 : 0) angenommen werden kann, werden

IGenaueres zu der Art der Singularititen sowie zur Nomenklatur findet sich in [26].
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die Untersuchungen aufwendiger, da dann die folgenden vier Félle betrachtet
werden miissen: € : x1 —cxy = 0, ¢ : 11 —cr3 = 0, € : x5 — cr3 = 0 sowie
€:—ary — bry +x3 =0 mit a,b,c € C.

Beim Typ L E% wiederum gibt es unendlich viele Singularitaten, ndmlich alle
Punkte in der Ebene ¢ : x5 = 0, die hier betrachtet werden mufs.

Ganz einfach ist die Sachlage jedoch beim Fléachentyp 4C5: Die vier singulédren
Punkte liegen nicht in einer Ebene. Somit existiert eine Ebene, wie sie gesucht
wird, gar nicht. Dieser Flachentyp kommt also von vornherein nicht in Betracht.
Er liefert kein Polynom mit der Eigenschaft .

Wird nun beispielsweise die Ebene € : x3 = 0 betrachtet, weil alle Singula-
ritdten in ihr liegen, so muf weiter untersucht werden, ob alle Losungen von
Wo =W, =Wy =0 in der Fernebene ¢ : x3 = 0 liegen oder ob auch Lésungen
auferhalb dieser Ebene existieren. Ist Letzteres der Fall, so kommt diese Ebene
bei dieser Flache nicht in Betracht. Liegen hingegen alle Losungen in € : z3 = 0,
so wird in W x3 = 1 gesetzt, wodurch man ein affines Polynom W in z(, z; und x5
erhélt, dessen Gradient nirgends verschwindet. Entsprechend wird vorgegangen,
wenn beispielsweise die Ebene € : x9 = 0 betrachtet wird. Hierbei miissen dann
jedoch die Ableitungen nach x, x; und x3 betrachtet werden und am Ende wird
(falls die Fldche die gesuchte Eigenschaft hat) 25 = 1 gesetzt. Natiirlich muf dann
auch noch x3 in o umbenannt werden, um wieder konventionsgeméaf ein affines
Polynom W (g, x1,z2) zu erhalten.

Wird eine Ebene der Form ¢ : 2; — cxy = 0 betrachtet, so fiihrt man die neue
Bezeichnung z; := x1 — cxy ein und substituiert in W entsprechend xy = 71 + cxs.
Anschliefend mufs die Ebene € : z; = 0 daraufhin untersucht werden, ob alle
Losungen von Wy = Wy = W3 = 0 in ihr liegen oder nicht. Wird so wieder ein
Flidchentyp mit der gesuchten Eigenschaft entdeckt, so muf nun 7, = 2, —cry = 1
gesetzt werden, also letzten Endes in W xy durch 1+czs ersetzt werden. In diesem
Fall wiirde dann x3 in ; umbenannt, um der Konvention zu geniigen.

Bei Ebenen der Form ¢ : —axy — bxy + 3 = 0 definiert man
T3 := —axy; — bxy + x3. Die restliche Vorgehensweise ist vollkommen analog
zu der soeben beschriebenen.

Es kann vorkommen, dafs bestimmte Werte von a,b oder ¢ ausgeschlossen
werden miissen, da fiir sie der Gradient von W doch verschwinden kann. Auf
diese Problematik wird in AbschnittJZ_I] néher eingegangen.

Wenn ein bestimmtes Polynom W die Eigenschaft hat, so behélt es
diese Eigenschaft auch dann noch, wenn in den Koordinaten eine projektive Trans-
formation (Projektivitat) durchgefiihrt wird. O. B. d. A. kénnen die Koordinaten
immer so umbenannt werden, daf die Losungen von WO = Wl = Wg =0 in der
Fernebene ¢ : x3 = 0 liegen. Dann hat die Projektivitdat die folgende allgemeine
Gestalt:

To — Qoo + Ao1T1 + Q%2 + Qo3T3
Ty — @pTo + a1 + a2 + a13T3
Ty — Q20T + G171 + QT2 + 233
T3 — a3323.

(V.1)
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V. BESCHREIBUNG DER VORGEHENSWEISE

Wie man an Gleichung sieht, bleibt bei dieser Transformation die Fernebene
e : x3 = 0 fixiert. Die Fixierung von ¢ ist wichtig, da diese Ebene in jedem Falle
alle Singularitdten von S : W = 0 enthalten muf.

Auferdem darf die Koeffizienten-Determinante der a,; nicht Null werden:

Qoo Ap1 Go2 AQ3

a1p aix aiz2 as
£0. (V.2)
G20 dA21 Q22 A23

0 0 0 ass

Das kann etwas einfacher wie folgt geschrieben werden:

Qoo Qo1 Qo2
}(aij)| = (G190 Q11 Q12 7é 0, as3 7é 0. (V3)

Q20 A21 A2

Da am Ende ohnehin xz3 = 1 gesetzt wird, reicht es im Grunde aus, statt

Gleichung (V.1) die folgende affine Transformation (Affinitédt) zu betrachten:

To — QooTo + Ae1T1 + QT2 + Qe
T1 — 10Ty + anry + a2 + a3
Ty — Q20T0 + a1T1 + QT2 + a3
T3 — ass.

(V.4)

Auch hier miissen weiterhin die Bedingungen (|V.3)) erfiillt sein.

Bei den konkreten Berechnungen (Abschnitte [VI und wird nicht wie eben
beschrieben x3 = 1 oder x3 = 1 4 cxs und so weiter gesetzt, sondern x5 = k
beziehungsweise x3 = k + cxy, wobei k eine beliebige komplexe Zahl aufer Null
sein soll: k € € \0. Damit wird die affine Transformation in x3 gleich explizit
ausgefiithrt. Es miissen dann nur noch die ersten drei Zeilen von Gleichung
berticksichtigt werden.

In Anhang |[d wird der Vollstdandigkeit halber der Beweis dafiir gefiihrt, daft
die Durchfiithrung einer Affinitét das ,Nullstellenverhalten des Gradienten des
Polynoms W nicht beeinflufst.

Es kann nicht ohne Weiteres ausgeschlossen werden, daf sich unter den
Polynomen W, die hier gefunden werden und deren Gradient eben nicht
verschwinden kann, auch solche befinden, fiir die das Potential gar kein
echtes Minimum besitzt und, dhnlich wie das ,Potential® aus Anhang|d] im Unend-
lichen gegen Null gehen kann. Existiert ein solches Minimum némlich nicht, so
ist das Potential physikalisch nicht sinnvoll, und es kénnte auch keine spontane
Brechung der Supersymmetrie auftreten, da dafiir ein echtes globales Minimum
existieren mufs, an dem V' > 0 gilt.

Deswegen miissen die Polynome W, die hier klassifiziert werden, noch einer
zusitzlichen Untersuchung unterzogen werden, um zu priifen, ob ihr Gradient
eventuell im Unendlichen gegen Null konvergieren kann.
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Im nun folgenden Abschnitt [VI] sollen einige Berechnungen exemplarisch vor-
gefiihrt werden (die vollstandige Darstellung der umfangreichen und sich immer
wiederholenden Rechnungen wiirde den Rahmen dieser Arbeit deutlich sprengen
und auch nichts substantiell Neues liefern), bevor dann in Abschnitt die
endgiiltigen Ergebnisse iibersichtlich zusammengestellt werden.

VI Einige Berechnungen

An einigen exemplarischen Beispielen soll hier die typische Vorgehensweise
illustriert werden.

Zunichst soll die Klasse 3Bs; betrachtet werden. Die Flache
S : W = zogx179 + x3° = 0 hat Singularititen in den Punkten (1 : 0 : 0 : 0),
(0:1:0:0) sowie (0:0:1:0). Es kommt also nur die Fernebene ¢ : x3 = 0 in
Betracht. Das zu betrachtende Gleichungssystem lautet:

/—Wv() = X1To = 0
W1 = Ty = 0 (VIl)
WQ = L1 = 0.

Es hat beispielsweise die Losung (0 : 0 : 0 : 1). Dieser Punkt liegt nicht in der
Fernebene ¢ : x3 = 0. Die Klasse 3B3 hat also nicht die Eigenschaft .

Nun folgt ein Flachentyp mit nur zwei Singularititen: 2B3. Die Singularitdten
liegen bei (1 : 0 : 0 : 0) und (0 : 1 :0 : 0). Es wird zunéchst die Fernebene
¢ : x3 = 0 betrachtet, in der beide Singularititen liegen. Dann muft das folgende
Gleichungssystem untersucht werden:

E() = I (ZL‘Q + alL’g) =0
Wi = zo(zatazrs) =0 (V1.2)
W2 = Tox1 + 2[L’21’3 + ZE32 = 0.

Setzt man xo = x1 = 0, so werden die ersten beiden Gleichungen erfiillt. Aus der
dritten Gleichung wird dann: z3% 4+ 22,23 = 0. Sie hat aufer der Losung z3 = 0
noch die Losung x5 = —2x5, so dals das gesamte Gleichungssystem zum Beispiel
durch (0 : 0 : a : —2a) V a # 0 gelost wird. Also liegen die Losungen nicht
zwangsldufig in der Fernebene € : z3 = 0. Das bedeutet, daf man kein Polynom
mit nichtverschwindendem Gradienten erhélt, wenn man in W x3 = k setzt.

Auflerdem miissen nun aber noch die Fernebenen € : xy — cx3 = 0 mit
beliebigem ¢ € C betrachtet werden, da auch in ihnen die beiden Singula-
ritdten liegen. Dazu wird in W die Substitution x, = 2z + cxs durch-
gefiihrt. Nun muf das Gleichungssystem W, = W; = W3 = 0 daraufhin
untersucht werden, ob sédmtliche Losungen in der Fernebene € : 7o = 0
liegen. Setzt man wieder zy = z; = 0, so verschwinden wieder automatisch
die Ableitungen W, und W;. Setzt man aukerdem Z, = a, so erhdlt man:

W3 = (a+ 2cxs)a+ (1 + c)xs] + (1 4+ ¢)zz(a+ cx3) = 0. Das ist V a # 0 eine
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VI. EINIGE BERECHNUNGEN

quadratische Gleichung in x3. Diese hat selbstversténdlich immer eine Losung
in C. Damit liegen also die Losungen des Gleichungssystems nicht zwangslaufig in
der Fernebene ¢ : 7o = 0. Also liefert auch 2Bj3 kein Polynom mit der geforderten
Eigenschaft.

Auf &hnliche Weise wie eben demonstriert kann man auch einige andere
Flachentypen, so zum Beispiel 3C'y, ausschliefen. Dabei setzt man fiir die fragliche
Variable einen konstanten, von Null verschiedenen Wert ein und zeigt, daft das
System dann eine Losung besitzt.

Auch der Typ L, - L% liefert kein Polynom mit nichtverschwindendem
Gradienten. Hier kommt nur die Ebene € : 25 = 0 in Frage. Da die Ableitungen
nach zy und x5 identisch verschwinden, muff nur noch W; = 252 = 0 betrachtet
werden. Diese Gleichung liefert natiirlich nur die Lésung 2o = 0 und demnach
liegen alle Losungen des Gleichungssystems in der fraglichen Fernebene. Aber
wenn man in W zo = k setzt, erhilt man: W = k?z;. Wie in Abschnitt [2
angesprochen, mufs W aber von mindestens drei Feldern abhédngen. Also ist das
soeben gefundene Polynom fiir die Zwecke dieser Arbeit unbrauchbar.

Jetzt soll der Flachentyp 2C5 + B, betrachtet werden. Die drei Singularitéiten
liegen in der Ebene € : x3 = 0, welche hier als einzige in Frage kommt. Das zu
16sende Gleichungssystem hat folgende Gestalt:

Wo = I1%9 + .7332 =0
Wl = Toxo + .7732 =0 (VIS)
W2 == Lol = 0.

Aus der 3. Gleichung folgt sofort, daf entweder xqg = 0 oder z; = 0 gelten muf.
Mit zy = 0 folgt aber aus der 2. Gleichung, mit ; = 0 aus der 1. Gleichung, dafs
r3 = 0 sein muf.

Dieser Flachentyp hat also die geforderte FEigenschaft! Wird xz3 =k
gesetzt, so erhdlt man ein Polynom mit nichtverschwindendem Gradienten:
W = kz(wo —|— :1:1) —|— LogIL1I2.

Auf dieselbe Art und Weise erhélt man aus 2C,; + B3 das Polynom
W = k*(xo + 21 + k) + 2ox125. Dieses Polynom unterscheidet sich aber von dem
aus 205 + B, gewonnenen nur durch die additive Konstante k3. Die Ableitungen
der beiden Polynome sind daher identisch. So liefert das aus 2C5 + Bs gewonnene
Polynom kein neues Potential der Form und kann deswegen vernachliissigt
werden.

An dieser Stelle soll die Wichtigkeit der Bedingung demonstriert werden.
Setzt man nidmlich in W = k%*(zg + 1) + zox122 eine affine Transformation
ein, fiir die die Determinante in Gleichung Null wird, so erhélt man
ein Polynom, dessen Gradient doch verschwinden kann. Als Beispiel soll hier
die Transformation ¢y — =z + x2, 1 — =1, o — Iy + xo dienen. Die

1 01
entsprechende Determinante {0 1 0] ist natiirlich Null, da die erste und letzte
1 01

Spalte identisch sind. Setzt man diese Transformation in W ein, so erhélt man
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W = k(20 + x1 + 22) + 21(20 + 22)°. Aus Wy = k% + (20 4 22)* = 0 erhilt man
die Losung xg+ xo = ik, also zum Beispiel o = 2k, x5 = 0. Damit bestimmt man
aus Wy = Wy = k? + 221(2g + 22) = 0 ohne Weiteres z; = % Das Gleichungs-
system ist nun doch losbar.

Wird  hingegen eine  Transformation angewendet, fiir die die
Gleichung erfiillt ist, beispielsweise rg — g + T2, 1 — Tg, To — Ty

1 01
mit der von Null verschiedenen Determinante |1 0 0|, so erhdlt man
010
W = k*(2zo + 22) + zor1 (2o + 2).  Aus Wy =k? + xoz; =0 erhilt man
ror1 = —k?. Eingesetzt in W, = 2k? + 2x¢x1 + 2129 = 0 ergibt sich sofort
r1x9 = 0, also 1 = 0 oder zo = 0. Daraus folgt aber ein Widerspruch, denn
mit z; = 0 kann zox; = —k? nicht erfiillt werden, und mit z, = 0 wiirde aus
Wi = x9® + xoxs folgen: xy = 0. Auch damit konnte zox; = —k? nicht erfiillt

werden. Das Gleichungssystem ist also nicht 16sbar.

Beim Fléchentyp Cy + Bg liegen die beiden Singularitéten in (1 : 0 : 0 : 0)
und (0 : 1 : 0 : 0). Zunéchst wird die Fernebene € : x5 = 0 betrachtet. Das
Gleichungssystem lautet in diesem Falle:

WO = 212 + 1'32 =0
Wi = xoze =0 (VL4)
W3 = 233'0.1’3 = 0.

Dieses Gleichungssystem wird zum Beispiel durch (0:0: 1 :0) gelost, womit die
Losungen nicht zwangsldufig in der Ebene € : x5 = 0 liegen.

Es verbleibt dann die Untersuchung der Ebenenschar € : x5 — cxo = 0. Nach
der Substitution x3 = Z3+ cxq ergibt sich: W = zoz29 +xo(T5 + cx2)2 + x93, Das
nun zu untersuchende Gleichungssystem lautet:

ﬁo = T1x9 + (T3 + C$2)2 =0
Wy = LoL2 =0 (VL5)
WQ = Lol + 201‘0(%3 + CIQ) + 3I22 =0

El = 0 kann nur fiir zy = 0 oder fiir xo = 0 erfiillt werden. Mit zq = 0 wiirde aus
W5 = 0 automatisch folgen: x5 = 0. Damit ergibt sich dann aus Wy = 0: 23 = 0.
Dasselbe folgt natiirlich sofort mit zo = 0. Damit ist ein neues Polynom mit der
gesuchten Eigenschaft gefunden, ndmlich: W = xox12x2 + xo(k + ca:z)2 + x53.
Darin ist fiir ¢ = 0 der Spezialfall enthalten, der sich bei der Betrachtung der
Fernebene ¢ : x3 = 0 ergibt.

Ganz ausfiihrlich soll zu guter Letzt noch die Klasse Us betrachtet werden.
Hier ist nur eine Singularitdt vorhanden, es miissen also insgesamt vier Félle
von Ebenen betrachtet werden (sieche Abschnitt [V)). Zundchst wird die Ebene
€ : 1y — cxp = 0 betrachtet. Nach der obligatorischen Substitution ergibt sich:
W = zoxo® + (T1 + cxg)ng +(Z1 +cx2) 3% Das Gleichungssystem ist das folgende:
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VI. EINIGE BERECHNUNGEN

WO = 1'22 =0
Wa = 22029 + (F1 + c22)” + 2c20(T) + c2) + cas® = 0 (VL6)
W3 = 2(51 + C$2)l’3 = 0.

Aus der 1. Gleichung folgt natiirlich: x5 = 0. Die 3. Gleichung kann dann nur
erfiillt werden, wenn z; = 0 oder x3 = 0 gilt. Ist 3 = 0, so kann W5 = 0 nur
erfiillt werden, wenn z; = 0 gilt und es folgt zwangslaufig: x; = 0.

Es ergibt sich das Polynom W = xoxs? + (k + cz)’z2 + (k + cxs)x,?
(Ug-&). N

Das Polynom W = zox,? + (T1 + c3)’xy + (F1 + cx3)zs? ergibt sich aus der
Ebene ¢ : 1 — cx3 = 0. Damit erhélt man das Gleichungssystem

WD = $22 =0
W2 = 2$0$2 + (%1 + C.’£3)2 =0 (VI?)
W3 = 2cx9(T1 + cx3) + cw3® + 223(T1 + cx3) = 0.

Hieraus folgt das Polynom W = xgxo? + (k + cx1)’xs + (k + cxy)x1? (Us-b).
Mit € : 25 — cxg = 0 folgt W = 20(Ta + ca3)” + 212(F2 + cx3) + 21252 und das
Gleichungssystem

Wy = (T + ca3)? =0
W1 = 2131(%2 -+ Cl’g) + .1'32 =0 (VI8)
Wy = 2cxo(To + cx3) + cx1? + 2z123 = 0.

Auch hier liegen wieder alle Losungen in der Fernebene. Damit ergibt sich das
Polynom W = xo(k + cx2)® + x12(k + cx3) + 12,2 (Us-c).

Bis hierhin gab es keine Einschrankungen fiir den Parameter c. Anders ist das
zum Teil bei den Klassen Uz und Uy (siehe Abschnitt [VII).

Bei der letzten Fernebene, die bei Ug betrachtet werden muf,
€: —ary — bry + x3 = 0, wird es jedoch zu Einschrankungen fiir die Parameter a
und b kommen. .

Es ergibt sich zunichst: W = xoze? + 1229 + x1(axy + bxo + fg)z. Das zu
untersuchende Gleichungssystem lautet:

WO = $22 =0
Wy = 2x129 + (axy + bxg + T5)° + 2axy(axy 4+ bry +73) = 0 (VL.9)
Wy = 2201y + 112 + 2bxy(ax) + bxo + T3) = 0.

Wegen x5 = 0 folgt aus der 2. Gleichung, dafs entweder (ax; + bzy + T3) = 0 oder
(azxy + bxy + T3) = —2ax; gelten muf. Im ersten Fall folgt aus der 3. Gleichung,
daf z; = 0 ist. Damit muf dann aber wegen (ax;+ brs+ T3) =0 auch
23 = 0 sein. Im zweiten Fall wird aus der 3. Gleichung die folgende:
112 — dabr,? = (1 — 4ab)x,? = 0. Diese Gleichung wird erfiillt fiir x; = 0. Wegen
x9 = 0 folgt dann aber aus der 2. Gleichung wiederum z3 = 0. Die Losungen
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liegen also wieder alle in der Fernebene, es sei denn, dak 1 — 4ab = 0 ist, denn
dann hat das Gleichungssystem auch eine Losung fiir x; # 0, und dann mufs auch
T3 nicht Null sein.

Das Polynom W = zox2? + x12x2 + x1(k + az; + bw2)2 (Us-d) hat also
nur dann einen nicht verschwindenden Gradienten, wenn ab # }1 gilt.

Auch bei den Klassen U; und Uy kommt es zu Einschrankungen fiir ¢ und b.
Dort werden jedoch nur endlich viele Werte ausgeschlossen. Es gibt jedoch bei Uy
auch einen Fall, in dem a und b vollkommen beliebig gewahlt werden konnen.

In der Tat miissen aber nicht alle vier Polynome (Us-a) bis (Us-d), die sich
aus der Analyse der Klasse Ug ergeben haben, in die Klassifikation aufgenommen
werden. So kann (Ug-b) weggelassen werden, denn im Fall ¢ = 0 ist dieses Polynom
ein Spezialfall von (Ug-a). Im Fall ¢ # 0 ist es hingegen ein Spezialfall von (Us-d).
Um dies zu sehen, wird auf (Us-b) die folgende Affinitit angewendet: zy — c®zy,
Ty — ¢y — 1, 2y — Zxs. Das ergibt dann W = zozo® + 21725 + 21 (1 — 02x1)2,
also einen Spezialfall von (Us-d). Weiterhin ist (Us-c) nur fiir den Fall ¢ = 0
interessant, denn fiir ¢ # 0 kann die Affinitit zg — Sxg, 11 — 2y, 15 — C%LUQ_%
angewendet werden und man erhélt wiederum einen Spezialfall von (Us-d).

Auf dhnliche Art und Weise lassen sich die vier Polynome, die sich zunéchst
aus der Klasse Uy ergeben, zusammenfassen. Drei der vier Polynome koénnen
durch Affinitdten ineinander iiberfiihrt werden, so dafs an ihrer Stelle also nur
ein Polynom angegeben werden mufs. Auch die Vielfalt der Polynome, die sich
aus Uy ergibt, kann so stark eingeschrankt werden.

Aus der Klasse Ry ergibt sich im iibrigen das in Abschnitt genannte
Beispiel. Das Polynom lautet zuniichst: W = xmox2? + z,(k + cwz)z. Die
Konstante ¢ kann in diesem Fall ganz beliebig gewéhlt werden. Setzt man ¢ = 1,
k = a3z = —v2A und transformiert die Koordinaten gemaéls zo — xg + %xl,

T1 — Tg — ﬁgl’l, Ty — \/g To + \/g (die Bedingungen ([V.3)) sind erfiillt, wenn

A, m # 0 gilt), so erhilt man schlieklich das Polynom W = Axg +mx 129 + grozs>.
Wird noch die Umbenennung z; < x5 durchgefiihrt, so sieht man ohne Weiteres
die Ubereinstimmung mit Gleichung (2.30).

Im folgenden Abschnitt werden die Ergebnisse zusammengestellt.

VII Vorlaufiges Ergebnis der Klassifikation

In diesem Abschnitt sollen abschliefsend die aufgefundenen Polynome mit
nichtverschwindendem Gradienten aufgelistet werden. Dabei wurden bereits die-
jenigen Polynome weggelassen, die nicht von mindestens drei Variablen abhéngen.
Auferdem wurde k = 1 gesetzt. Das ist 0. B. d. A. mdglich, wenn man bedenkt,
daf in den Feldern nicht nur eine affine Transformation durchgefiihrt werden
kann, sondern das Polynom F' die Eigenschaft seines nichtverschwindenden
Gradienten natiirlich auch dann behélt, wenn es mit einer von Null verschiedenen
Konstante multipliziert wird, also anstelle von F' auch oF mit a € C \ {0}
verwendet werden kann. Daher konnen die Polynome durch A% dividiert und
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2= x fir i = 0,1,2 gesetzt werden (die Striche werden anschliefend wieder
weggelassen). So kann & ,eliminiert werden.

In der folgenden Tabelle sind neben der Grundform der Polynome (auf die
dann immer noch eine Multiplikation mit einer von Null verschiedenen Konstante
oder eine Affinitat angewendet werden kann) auch die mitunter auftretenden
Bedingungen an die Parameter a und b angegeben.

Tabelle VII.1: Polynome 3. Ordnung mit nichtverschwindendem Gradienten

Normalform des Polynoms W Einschréankungen fiir die
Parameter

Toxs? + x1(1 + cx3)” -

To + T1T2 + x23 —

o1 aF (1 T ZL‘Q)(l T o — IL‘Q) —

ToX1To + (1 — HTGIL’Q) (1 —+ xg + 2a3_1$2) X nur mit a = % =i 732
x (1+ %21,)

ToT1T2 + o + X1 —

ToT1 + X2 —

ToT1 + To(1l + cxa)® + z53 —

ToT1 + I0x22 + Zo —

ToT1Tg + T + T2 —

Ty + ZE12 + 51323 —

ToTo? + wo(1 + axy + bx2)2 Ao g8 —

ToTo? + To(1 + cx2)2 + 212(1 + cx2) o

i aF l’12 aF x1x22 —

ToTo? + x1°To + 21 (1 + axy + bx2)2 a-b# }l

$0(1+&$1 +bl‘2>2+9§1l’2(l‘1 +l‘2) —

xo + x122(1 + 21 + 22) —

zoza? + x1(1 + azq + bxo) X (2b+ 1)a # (3b+ 2)b
X(l + 1 +ax; + T2 +b$2)

ToTo? + 11 (1 + 21 + ) —

ToTo? + 11(1 — 21 — 12) —

Tox1 + To +$13§2(.CE1 +x2) —

Wie bereits in Abschnitt[V]erlautert, kénnen sich unter diesen Polynomen noch
solche befinden, deren Gradient im Unendlichen gegen Null konvergiert. Diese
Polynome miissen noch aussortiert werden, was in Abschnitt getan wird.

Im darauf folgenden Abschnitt werden die Kubiken ohne Singularitdten
untersucht, womit die Klassifikation vervollstandigt wird.
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a Darstellung der A;

W soll wie folgt geschrieben werden:

Dabei sind C, A;, m;; und g;;;, beliebige komplexe Konstanten Die Laufindizes
1, 7 und k, iiber die summiert wird, nehmen die Werte 0, 1 und 2 an.

Da die Superfelder ®; kommutieren, folgt: m;; = mj; und auch g = grijn)
fiir alle Permutationen m(ijk) von ijk. Daher kann W explizit wie folgt auf-
geschrieben werden:

W =C+ XN®Pg+ APy + N2 Dy
+ mooPo” + m11P1? + maa®a® + 2mg1 Po Py + 2merPoPs + 2m2 P Py
+ gooo®o” + g111P1” + g222P2” + 39001 Do’ P1 + 3g002Po” P2
+ 39011 Po®1? + 39112217 P2 + 3g022Po P2’ + 3g122P1 P2” + 6g012P0P1 Do
(a.2)

Mit einigem Fleifs iiberzeugt man sich davon, daf sich aus Gleichung (ja.2))
zusammen mit Gleichung fiir die Matrizen A; ergibt:

3Gi00 3gior 3Gz Mio
3gio1 3gi11 dGii2 Mg
Ai = . a.3
3gio2 3Gtz 3Gizz M2 (a.3)
Mo mi mi2 i

b Normalformen der singularen
projektiven Kubiken

Tabelle [b.1} Irreduzible komplexe projektive Flichen 3. Ordnung

Fléchentyp H Normalform von W

Kl .T}()SCQQ + 1313
K2 ToT1To + 1’13 + 1‘23
Ky Toxa® + 1 (xo + 1) (X0 + axy), a ¢ {0,1}
Ry ToTo? + T1 23>
Rl .1'01'32 + X12X2x3 + .’13'23
40, ToT1T2 + TT1T3 + TpToXs + T1ToT3
333 ToT1T2 + 1333
02 + 233 ToT1 (CL’Q + IL‘3) + CL’QI32
205 + By || wox122 + 237 (20 + 1)

Fortsetzung siehe néchste Seite

**Hier wird der allgemeine Fall betrachtet, in dem zum Superpotential noch eine Konstante
C hinzugefiigt wird. Das ist aber fiir das skalare Potential ohne Bedeutung.
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Fortsetzung von voriger Seite

Flachentyp H Normalform von W

202 + Bg (l’o + 1+ .%'3) 513'32 + XoT1Xo
30, Tox3% + 23 (Toxy + ToTa + T1T0) + axeriTa, a ¢ {0,1}
285 zor1 (T2 + aws) + zox3 (12 + x3), a ¢ {0,1}

Co+ Bs | zox122 + o2 + 227

OQ + B5 ToX1ZT2 + 5502632 + 3322333

02 -+ B4 Tox1T2 + T3 (l’o + .%'2) (SCQ + 1'3)

02 + Bg ToT1T2 + T3 (1’0 + ars + 253) (l’g + $3> , a ¢ {0, 1}

20, zory (T2 + 3) + 1223 (mo +o+ gty T (1_(113:?1_%)),
a, b ¢ {0,1}, a#b
Uy Toxo® + x1%xs + x5
Us ToZo® + 1729 + 21757
U 1. Fall: mozo? + 1123 (21 + 13)
2. Fall: $0!B22 + 1173 (IL"l + o + IL"3)
B6 ToX1To + T12X3 (33'1 + .Tg) + 33'23
B5 ToL1T9 -+ T1X3 (.Tl —+ $3) -+ .T22$3
By ror1Zo + (1 + x3) (2 + 23) (11 + axz), a#0
Bs T T2 + w3 (X1 + 29 + x3) (ax1 + b + x3), a,b ¢ {0,1}
Cg X0 (1'11'2 + T1X3 + 1'2113'3)

+a3 (21 + axy) (x1 + bexg + (1 — b)(1 — ¢)x3)
a,b,c ¢ {0,1}

Tabelle Reduzible komplexe projektive Flichen 3. Ordnung

Flachentyp H Normalform von W

L-Q 1. Fall: x3(zozy + zo23)
2. Fall: (zg + z1)(xox1 + 2223)
Zl : z2 : Zs T1T273
L, 12 T1T9”
7

Ebene mit 1. Fall: zo(zoz1 + x22%)
Quadrik-Kegel | Bem.: Ebene tangential an den Kegel lings der Geraden
g Ty = T2 = 0
2. Fall: .I'Q(l'ol’l + SL’22)
Bem.: Ebene schneidet den Kegel an der Spitze
3. Fall: z3(zoxy + 22%)
Bem.: Ebene schneidet den Kegel, enthélt aber nicht dessen
Spitze
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¢ Einflufs der affinen Transformation

Hier soll gezeigt werden, daf die Durchfiihrung einer affinen Transformation
in den Koordinaten des Polynoms W keinerlei Einflufs darauf hat, ob dessen
Gradient Null werden kann.

In dem Polynom W (z,z1,x3) soll eine affine Transformation durchgefiihrt
werden. Das bedeutet, daft von den ungestrichenen Koordinaten x; zu den
gestrichenen Koordinaten z, iibergegangen wird, wobei fiir die Transformation
gilt: »; = a;@} + a3, i, € {0,1,2}. Es ist dann W(z;) = W'(z}). Fiir die
Ableitungen des neuen Polynoms W' gilt dann nach der Kettenregel der Differen-
tiation:

!/

W/Ec(?W _OW Oz, 4 ow (c1)

'Toox Oxy Oxb V' 0xy”

In Matrix-Schreibweise kann das wie folgt geschrieben werden:

(W) = (ai;) - (W) (c.2)

Wenn nun der Gradient des urspriinglichen Polynoms, (17;), Nullstellen hat,
also an mindestens einem Punkt (W;) = 0 gilt, so folgt aus Gleichung sofort,
daf dann auch der Gradient des neuen Polynoms, (W/), Null wird. Ein Polynom,
dessen Gradient verschwinden kann, kann also durch eine affine Koordinatentrans-
formation nicht in ein Polynom mit nichtverschwindendem Gradienten iiberfiihrt
werden. Der Gradient des neuen Polynoms kann dann ebenfalls Null werden.

Angenommen, das urspriingliche Polynom W hat einen nichtverschwindenden
Gradienten, also (W;) # 0. Dann folgt aus Gleichung (c.2)), dak auch der Gradient
des neuen Polynoms, (W), nicht Null werden kann, denn das Gleichungssystem
(ai;) - (W;) = 0 ist fiir (W;) # 0 nur l6sbar, wenn die Determinante von (a;;)
Null ist. Genau das soll aber bei einer affinen Transformation nicht der Fall sein,
siche Bedingung ([V.3).

Insgesamt kann festgestellt werden, dafk eine affine Koordinatentransformation
das Nullstellenverhalten des Gradienten von W nicht beeinflufst.

d .,,Potential* mit Sattelpunkt

Hier soll eine Art Spielzeugmodell fiir ein ,,Potential”, das nur von zwei chiralen
Superfeldern abhéngt (N = 2), untersucht werden. Natiirlich ist mit solch
einem Modell eine spontane Brechung der Supersymmetrie gar nicht moglich,
da dazu drei Felder nétig sind (siche Abschnitt [2.5). Aber an diesem Modell
kann exemplarisch demonstriert werden, dafs der Gradient eines Polynoms im
Unendlichen verschwinden kann, selbst wenn keine Losung zu VW = 0 gefunden
werden kann. Aus diesem Grund mufs dann spéter noch eine gesonderte Unter-
suchung der klassifizierten Polynome durchgefiihrt werden, um all jene ,heraus-
zufiltern”, deren Gradient im Unendlichen gegen Null konvergiert.
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Das definierende Polynom lautet W = A®y + g®2®,. Dabei sollen A\ und g
von Null verschiedene, sonst aber beliebige C-Zahlen|sein. Leicht iiberzeugt man
sich davon, dafs dann der Gradient von W nicht verschwinden kann. Das durch
W nach GI. definierte ,Potential” lautet:

V = A2+ Mg AL AT + 20gA A, + 4GP AGAL A AT + g2AZ(ADE. (1)

Um die kritischen Punkte zu ermitteln, werden die Ableitungen nach Ay und A;
berechnet (in den Ableitungen nach Aj und A7 steckt dieselbe Information) und
Null gesetzt:

oV
S = 2A0AL AP ALA A + 26740 (A7)" = 0,
8‘/9 (d.2)
i = 20y A5 A A A] = 0.
Die 2. Gleichung kann nur erfiillt werden, wenn entweder Ay = 0 oder A3 A} = _%

gilt. Im ersten Fall folgt dann aus der 1. Gleichung: A; = 0. Es gibt somit einen
kritischen Punkt bei Ag = A; = 0.

Untersucht man hingegen die zweite Moglichkeit (49 = a # 0) und
setzt dementsprechend A; = _2,%1 in die 1. Gleichung ein, so erhédlt man
597‘/0 = 292|a|2a*. Das ist aber ungleich Null, das heit: Ay = A; = 0 ist der
ewnzige kritische Punkt.

Um die Art des kritischen Punktes zu ermitteln, muft die HESSE-Matrix mit
den zweiten Ableitungen] untersucht werden. Wenn diese Matrix am kritischen
Punkt positiv definit ist (also dort nur positive Eigenwerte hat), so liegt ein
Minimum vor. Ist die Matrix hingegen indefinit (positive und negative Eigen-
werte), so liegt iiberhaupt kein Extremwert vor, sondern zum Beispiel ein Sattel-
punkt oder ein parabolischer Flachpunkt.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf die HESSE-Matrix symmetrisch ist.
Deswegen hat sie nur reelle Eigenwerte, sofern die Eintrdge in der Matriz reell
sind. Davon kann hier aber ausgegangen werden, da A und g als reell angenommen
werden konnen und am kritischen Punkt (Ag, A1) = (0,0) ist und demnach auch
von den Feldern kein imagindrer Beitrag kommen kann.

Die HESSE-Matrix wird wie folgt definiert:

Voo Voor Vo o Vo
Voor  Voror Vo1 Vorr
Voo Voo Vi Vi
Vorr Vorrr Vie Vi

H= (d.3)

*Es kann aber im Folgenden o. B. d. A. A\, g € R angenommen werden. Denn mit A = |\|e®x,
g = |gle®s kann W = |A|®) + |g|®},°®} geschricben werden, wobei @) := e¥xdy und
P! = #9222 ®, bedeutet. Die Phasenfaktoren von A und g kénnen also in die Felder @
und ®; ,hineingesteckt” werden. In W = A®q + g®2®; kann dann nicht nur ), g € R, sondern
sogar A, g > 0 vorausgesetzt werden, was von nun an auch getan wird.

tDiese Matrix ist, bis auf die Anordnung der Elemente, Aquivalent zur Massenquadrat-Matrix
der Bosonen.
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. 2 2 2 2
Dabei bedeuten: Vg = 37%7‘/01 = %,Vm* = %,Vl*l* = a(aA—}/ﬁ und so
fort.

Wertet man die Matrix (d.3) am kritischen Punkt (A, A;) = (0,0) aus, so

erhalt man:
0 0 2\ O

0 0 2\g 2\g

Hkrit. Pkt. — 2)\9 2Ag 0 O (d4)
0 2\ O 0
Diese Matrix hat die folgenden vier Eigenwerte:
m= g\+V5g\
= gA—VbHg\
N2 g 9 (d.5)

n3 = —gA — Vg
N1 = —gA+ V5g.

Angenommen, 7; ist grofer als Null. Dann ist zwangslaufig ns kleiner als Null,
denn es ist ja n3 = —mn;. Die Matrix ist also auf keinen Fall definit, da fiir
ganz beliebige (aber natiirlich von Null verschiedene) Parameterwerte immer
positive und negative Eigenwerte auftreten. Das bedeutet: Das ,Potential” hat
kein (lokales) Minimum. Eine genauere Untersuchung zeigt, daf an dem kritischen
Punkt statt dessen ein Sattelpunkt vorliegt.

Abschliefsend soll das Verhalten des Potentials im Unendlichen untersucht
werden. Genau genommen kann der Gradient von W namlich nur im FEndlichen
nicht verschwinden. Um diesen Sachverhalt verstehen zu konnen, miissen die
Ableitungen genauer betrachtet werden:

ow

— =)+ 2gAOA1
04 (d.6)
8_W — 0Aq2

Wie konnen diese Ableitungen nun zum Verschwinden gebracht werden? Damit
die Ableitung nach A; verschwindet, muf notwendigerweise Ay — 0 gehen. Um
gleichzeitig die Ableitung nach Ay verschwinden zu lassen, muf dann allerdings
A; — oo gehen, damit der zweite Term in gTWO endlich bleibt und den ersten Term
gerade kompensieren kann.

Ein solcher Grenziibergang kann tatsédchlich angegeben werden:

AO =&
A (d.7)

A= ——.
! 2ge

Laft man nun ¢ — 0 gehen, so geht Ay — 0 und die Ableitung nach A;
verschwindet (siehe Gleichung (d.6)). Hingegen divergiert A;, wie man sofort sicht.
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Weiterhin ist offensichtlich, dafs im Grenzprozefs ¢ — 0 das Produkt AgA; — —%
geht und damit dann auch die Ableitung nach Ag verschwindet. Hierdurch wird
klar, dak das Potential V' zu Null wird (siehe Gleichung (2.24))). Allerdings
geschieht dies eben erst im Unendlichen. Dies entspricht der Tatsache, dafs jede
stetig differenzierbare Funktion ihr globales Minimum auf einem gewissen Gebiet
Q2 entweder im Innern des Gebietes (an (mindestens) einem der kritischen Punkte
oder aber auf dem Rand des Gebietes 02 annimmt. Hier wurde der gesamte
Feldraum betrachtet, weshalb 9€) aus den unendlich fernen Punkten besteht. Im
Endlichen (also im Innern des betrachteten Gebietes) hat das hier untersuchte
Potential V' aber nur einen kritischen Punkt bei (0,0). An diesem Punkt liegt
aber kein lokales Minimum vor, sondern, wie weiter oben gezeigt wurde, ein Sattel-
punkt, an dem das Potential den Wert A\? hat. Dies kann aber nicht der global
kleinste Funktionswert sein, da durch einen Sattelpunkt neben Richtungen mit
wachsenden Funktionswerten immer auch mindestens eine Richtung verlauft, in
der die Funktionswerte abnehmen. Somit verbleibt nur noch die Méglichkeit, daft
V' sein globales Minimum auf dem Rand des Gebietes, also hier im Unendlichen,
annimmt.

Das hier betrachtete Polynom W eignet sich also nicht fiir physikalische
Modelle, da das durch dieses Polynom definierte skalare Potential kein lokales
Minimum besitzt und das Gleichgewicht erst im Unendlichen erreicht wiirde, wo
das Potential gegen Null konvergiert.
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