
Kopplungen linearer Multipletts
in der N = 1 Supersymmetrie

Diplomarbeit am

II. Institut für Theoretische Physik

der Universität Hamburg

Vorgelegt von

Jacek Swiebodzinski

Februar 2006



Gutachter der Diplomarbeit: Prof. Dr. Jan Louis
Zweitgutachter: Jun.-Prof. Dr. Henning Samtleben



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5

2 Globale Supersymmetrie 9

2.1 Die SUSY-Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Irreduzible Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 Infinitesimale SUSY-Transformationen und Superfeld-Formalismus . . . . . . . . 11

2.4 Das chirale Multiplett . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.5 Das Vektormultiplett . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.6 Die Projektionstechnik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.7 Supersymmetrische Lagrangedichten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Das lineare Multiplett 19

3.1 Das lineare Multiplett . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Eichinvariante Wirkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2.1 Kinetischer Term . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2.2 Massenterm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3 Dualitätstransformationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Supersymmetrie und WZ-Eichung 25

4.1 SUSY-Transformationen des chiralen Spinorsuperfeldes . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.2 SUSY-Transformationen und WZ-Eichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5 Kopplungen linearer Multipletts 33

5.1 Verallgemeinerung des kinetischen Terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.1.1 Renormierbarer Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.1.2 Nicht renormierbarer Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5.2 Verallgemeinerung des Massenterms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.3 Komponenteninhalt des Massenterms der Lagrangedichte . . . . . . . . . . . . . 40

5.4 Minima des skalaren Potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6 Dualitätstransformationen 47

6.1 Masseloser Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6.1.1 First-order Lagrangedichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6.1.2 Komponentengestalt der dualen Lagrangedichte . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.1.3 Kinetischer Term und skalares Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6.2 Massiver Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.2.1 First-order Lagrangedichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.2.2 Komponentengestalt der Lagrangedichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.2.3 Kopplungsmatrix und Freiheitsgrade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3



4 INHALTSVERZEICHNIS

6.2.4 Transformation der Eichbedingung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
6.2.5 Skalares Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6.3 Nichtabelscher Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

7 Zusammenfassung 65

A Identitäten 67
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Kapitel 1

Einleitung

Alle aus dem Standardmodell der Elementarteilchen bekannten Symmetrie-Transformationen
haben eine Eigenschaft gemeinsam: Sie lassen den Spin eines Teilchens unverändert. Die An-
wendung z.B. einer Lorentz-Transformation auf ein Fermion wird nichts anderes als ein Fermion
zum Ergebnis haben. Es scheint so, als wären die grundlegenden Konstituenten der Materie,
die Fermionen sind, von den Trägern der Kräfte, den Austauschteilchen mit bosonischem Cha-
rakter, grundsätzlich verschieden, mit ihnen unvereinbar. Tatsächlich zeigen beide unterschied-
liche Eigenschaften, die aus dem Unterschied der zugrundeliegenden Statistiken resultieren: der
Fermi-Dirac-Statistik mit ihrem Pauli-Verbot und der Bose-Einstein-Statistik. Es erscheint zu-
nächst nicht zwingend notwendig diese Kluft zu schließen, nicht zwingend, solange man von
einem gewissen ästhetischen Grundbedürfnis absieht. Dass dieses ästhetische Grundbedürfnis
oft genug eine entscheidende Rolle bei der Entwicklung wegweisender Ideen in der Physik ge-
spielt hat, sollte zunächst ohne Bedeutung sein und hat auf die Richtigkeit oder Falschheit einer
Theorie keine Aussagekraft. Dennoch scheinen wir uns von einer Theorie, die die komplexe Viel-
schichtigkeit der erfahrbaren Welt in möglichst einfacher, geschlossener mathematischer Form
beschreibt, sehr stark angezogen zu fühlen.

In Wirklichkeit gibt es aber eine Reihe innerhalb des Standardmodells unverstandener, phy-
sikalischer Phänomene, wie gravitative Effekte bei hohen Energien, das Hierarchie - Problem,
dunkle Materie u.a. (s. z.B. [1]), die die Vermutung nahelegen, dass das Standardmodell nur
eine effektive niederenergetische Theorie ist und damit die Suche nach seinen Erweiterungen
motivieren. Eine mögliche Erweiterung, die Ansätze zur Lösung vieler dieser Probleme liefert
und gleichzeitig die oben beschriebene Kluft zwischen Bosonen und Fermionen zu schließen
vermag, ist die Supersymmetrie (SUSY) (s. [2, 3, 4, 5] für eine Übersicht). Dennoch vermag sie
nicht alle mit dem Standardmodell verbundenen Probleme zu lösen, so dass die Überzeugung
vorherrscht, dass sie höchstens eine Zwischenstufe zu einer allumfassenden Theorie darstellt.
Ein Kandidat für die letztere ist die Superstringtheorie1 [6], für die die Supersymmetrie eine
notwendige Voraussetzung bildet.

Die Supersymmetrie vereinbart beide Statistiken, indem sie die Invarianz der Theorie be-
züglich sog. Supersymmetrietransformationen, das heißt Transformationen, die Fermionen in
Bosonen umwandeln und umgekehrt, fordert. Im Rahmen einer supersymmetrischen Beschrei-
bung wird das Teilchenspektrum jedoch verdoppelt: Jedes Teilchen des Standardmodells be-
kommt einen Superpartner gleicher Masse aber unterschiedlichen Spins zugewiesen. Da diese
Teilchen in der Natur nicht beobachtet werden, kann Supersymmetrie, wenn überhaupt, nur in
gebrochener Form realisiert sein.

1Es ist nicht ganz richtig von der Superstringtheorie zu sprechen. Tatsächlich gibt es fünf verschiedene String-
Theorien: Vom Typ I, IIA, IIB und die beiden heterotischen E8 × E8 und SO(32).
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ein großer Teil der Motivation für die vorliegende Arbeit erwächst aus der Superstringtheo-
rie. Wir wollen daher kurz darauf eingehen: Die Superstringtheorie, die historisch betrachtet der
Ausgangspunkt zur Entwicklung von Supersymmetrie gewesen ist (s. hierzu etwa [7]), bedarf
zu ihrer Konsistenz der Einführung zusätzlicher räumlicher Dimensionen. Um die Beschrei-
bung mit der beobachteten Vierdimensionalität der Welt in Einklang zu bringen, nimmt man
an, dass die gesamte Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M10 ein Produkt aus der vierdimensionalen
Minkowski-Raumzeit M4 und einer kompakten (sechsdimensionalen) Mannigfaltigkeit Y6 ist

M10 = M4 × Y6 .

Ein Beispiel für eine solche kompakte Mannigfaltigkeit sind die Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten.
Die Klasse der möglichen Calabi-Yau’s ist sehr groß und verschiedene Y6 werden zu verschiede-
nen Theorien in 4 Dimensionen führen.

In [8] wird die Lagrangedichte der Type IIB Stringtheorie bei Anwesenheit von Hintergrund-
flüssen auf den Calabi-Yau-Orientifolds kompaktifiziert. In der effektiven N = 1 Wirkung tritt
ein massives antisymmetrisches Tensorfeld auf. Ein antisymmetrischer Tensor ist Bestandteil
des linearen Multipletts und in [9] wird gezeigt, dass die effektive Wirkung sich innerhalb der
N = 1 Supersymmetrie aus der Konstruktion einer eichinvarianten Wirkung für das linea-
re Multiplett über den Stückelberg-Mechanismus ergibt. Es erwächst in natürlicher Weise die
Frage, in wie weit sich die dortigen Betrachtungen auf den Fall von mehreren linearen Multi-
pletts ausdehnen lassen. Es ist ein erstes Ziel der vorliegenden Arbeit, dieser Frage nachzugehen
und eine Lorentz- und eichinvariante Wirkung für eine beliebige Anzahl linearer Multipletts zu
konstruieren. Bei der Konstruktion der massiven Lagrangedichte verwenden wir wiederum den
Stückelberg-Mechanismus [10, 11]. Bevor wir dies genauer erläutern, wollen wir zunächst auf
Eichtheorien, die eine große Rolle in dieser Arbeit spielen, eingehen.

Die Eichinvarianz einer Theorie bedeutet stets, dass zur theoretischen Beschreibung des
Systems mehr Freiheitsgrade hinzugezogen werden, als das System physikalische Freiheitsgrade
tatsächlich besitzt. Dieser Überschuss an Information kann wieder bereinigt werden, indem
man eine Zusatzbedingung an das System erzwingt. Man spricht von der Wahl einer Eichung.
Diese Reduktion der in der Beschreibung des Systems auftretender Freiheitsgrade geht mit einer
Verminderung der Symmetrie des Systems einher. Oft wird jedoch in der Physik ein anderer Weg
beschritten, bei dem die

”
Redundanz” der Beschreibung zu Gunsten einer stärkeren Symmetrie

in Kauf genommen wird.

Der antisymmetrische Tensor ist im linearen Multiplett über seine Feldstärke, eine 3-Form,
enthalten, während er im chiralen Spinormultiplett in direkter Weise auftritt. Das lineare Mul-
tiplett ist das Feldstärkemultiplett des chiralen Spinorsuperfeldes. Es zeigt Eichinvarianz gegen-
über bestimmten Transformationen, so dass man für das Spinorsuperfeld eine Eichung, die sog.
WZ-Eichung, wählen darf, ohne dass dies eine Auswirkung auf das lineare Multiplett besitzt.
Während im masselosen Fall eine supersymmetrische Wirkung durch das lineare Multiplett
selbst beschrieben wird, muss im massiven Fall das chirale Spinorsuperfeld hinzugezogen wer-
den. Bei der Konstruktion der Massenterme über den Stückelberg-Formalismus geht man den
folgenden Weg. Es zeigt sich, dass diejenigen Terme, die zur Konstruktion der massiven La-
grangedichte notwendig sind, nicht mehr die Eichinvarianz des masselosen Systems besitzen.
In der Sprache der Freiheitsgrade bedeutet das, dass die massiven Felder zusätzliche physika-
lische Freiheitsgrade tragen. Einen Ausweg liefert der Stückelberg-Formalismus, indem er ein
Kompensationsfeld einführt, das die zusätzlichen Freiheitsgrade trägt und durch sein Transfor-
mationsverhalten die Eichinvarianz sichert.

Wir haben bereits erwähnt, dass man für das chirale Spinorsuperfeld die WZ-Eichung wäh-
len darf, ohne dabei das lineare Multiplett zu beeinflussen. Bei der Konstruktion der massiven
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Lagrangedichte über den Stückelberg-Mechanismus werden die massiven Freiheitsgrade abge-
koppelt, so dass das Spinorsuperfeld wieder in der WZ-Eichung erscheint. Nun wird aber bei
einer Supersymmetrie-Transformation die WZ-Eichung zerstört. Dennoch gibt es eine Möglich-
keit, die WZ-Eichung dabei zu erhalten, und zwar wenn man bei einer geeigneten Wahl des
Eichtransformationsparameters Supersymmetrie- und Eichtransformationen simultan ausführt.
Wir untersuchen diese Möglichkeit für das Spinorsuperfeld und bestimmen den betreffenden
Parameter. Wir prüfen die Auswirkungen dieser modifizierten Transformation auf das Vektor-
multiplett, das die Rolle des Kompensationsfeldes im Stückelberg-Mechanismus spielt. Dabei
beschränken wir uns auf eine Theorie mit nur einem linearen Multiplett und schließen damit
eine Lücke in der Analyse von [8].

Ein weiteres Ziel dieser Diplomarbeit besteht in der Untersuchung der Dualitäten linearer
Multipletts. Die Dualität zweier Theorien bedeutet hier, dass sich beide aus einer übergeord-
neten Lagrangedichte, der sog. first-order Lagrangedichte Lfirst herleiten lassen, wenn man die
aus Lfirst folgenden Bewegungsgleichungen dorthin wieder einsetzt. Wir stellen eine first-order
Lagrangedichte auf, aus der sich nach diesem Schema die zuvor konstruierte massive Theorie
mehrerer linearer Multipletts ergibt. Wir zeigen, dass die hierzu duale Theorie durch massive
Vektormultipletts beschrieben wird. Entsprechende Überlegungen sind in dieser Form für den
allgemeinen Fall mehrerer linearer Multipletts bisher nicht durchgeführt worden.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt:

- In Kapitel 2 stellen wir die Grundlagen der globalen Supersymmetrie vor. Den Schwer-
punkt legen wir auf den Superfeldformalismus, der die Grundlage für die in dieser Arbeit
durchgeführten Rechnungen bildet. Wir stellen das chirale und das Vektormultiplett vor
und erläutern die Konstruktion supersymmetrischer Lagrangedichten. Des weiteren wird
eine kurze Einführung in die Projektionstechnik gegeben.

- Das für diese Arbeit fundamentale lineare Multiplett ist Gegenstand des 3. Kapitels. Wir
diskutieren seinen Komponenteninhalt und erläutern sein Verhalten bei Eichtransforma-
tionen, das ihn als Feldstärkemultiplett des chiralen Spinorsuperfeldes charakterisiert.
Wir erklären die Konstruktion einer Lorentz- und eichinvarianten Wirkung über den
Stückelberg-Mechanismus. Schließlich erläutern wir die Dualität zwischen dem linearen
und dem chiralen Multiplett, die im masselosen Fall besteht.

- In Kapitel 4 wenden wir uns dem chiralen Spinorsuperfeld zu und konzentrieren uns auf
sein Verhalten bei SUSY- und Eichtransformationen. Wir berechnen die explizite Gestalt
der Supersymmetrie - Transformationen seiner Komponentenfelder und zeigen, dass bei ei-
ner geeigneten Wahl des Eichtransformationsparameters die gleichzeitige Ausführung von
SUSY- und Eichtransformationen die WZ-Eichung nicht zerstört. Eine analoge Betrach-
tung führen wir für das Feldstärkemultiplett des Vektorsuperfeldes durch. Dabei stoßen
wir auf eine interessante Möglichkeit die Supersymmetrie über ein skalares Feld, das kein
Hilfsfeld ist, zu brechen.

- Im 5. Kapitel konstruieren wir eine Lorentz- und eichinvariante Wirkung für mehrere
lineare Multipletts, die an Vektormultipletts koppeln. Ferner erlauben wir die Kopplung an
chirale Multipletts. Wir betrachten zunächst den kinetischen Term der Lagrangedichte und
geben seine Komponentengestalt an. Im zweiten Schritt wenden wir uns einer massiven
Theorie zu, die die Anwendung des Stückelberg-Mechanismus erfordert. Wir definieren die
Massen, die in diesem Fall durch quadratische Matrizen beschrieben werden. Wir geben
ferner die Komponentengestalt der Lagrangedichte an. Schließlich zeigen wir, dass das
skalare Potential nur ein triviales Minimum besitzt.
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- Im 6. Kapitel betrachten wir die Dualitäten des antisymmetrischen Tensors. Wir stel-
len die first-order Lagrangedichten für mehrere lineare Multipletts im masselosen und im
massiven Fall auf und stellen die Dualität zwischen masselosen linearen und masselosen
chiralen Multipletts sowie massiven linearen und massiven Vektormultiplett her. Wir zei-
gen, dass im massiven Fall die von uns aufgestellte first-order Lagrangedichte einer über
die Formulierung massiver Freedman-Townsend-Modelle im N = 1 Superraum gewonne-
nen Lagrangedichte [12] entspricht, sofern man jene im abelschen Limes betrachtet.

- Die Anhänge geben einen Überblick über die in dieser Arbeit verwendeten Konventionen
und nützliche Identitäten, nichtabelsche Supersymmetrie und die Taylor-Entwicklung im
Superraum. Im letzteren geben wir die Komponentengestalt einiger spezieller, in dieser
Arbeit benutzter Entwicklungen an.
Die Konstruktion der Lagrangedichte für mehrere massive lineare Multipletts über den
Stückelberg-Mechanismus erfordert die Einführung von i. a. nichtquadratischen Kopp-
lungsmatrizen und quadratischen Massenmatrizen. Bei späteren Berechnungen, wie z. B.
den Dualitätstransformationen, spielen gewisse Eigenschaften dieser Matrizen, insbeson-
dere die Invertierbarkeit bestimmter aus ihnen gebildeter Produkte, eine entscheidende
Rolle. Im Anhang besprechen wir diese Eigenschaften und geben das Inverse eines solchen
in dieser Arbeit aufgetretenen Produktes an.



Kapitel 2

Globale Supersymmetrie

Und ich so hässlich auf dieser schönen Welt
Friedrich Schiller, Die Räuber

2.1 Die SUSY-Algebra

Die Forschung auf dem Gebiet der theoretischen Hochenergiephysik wurde stets von dem tiefen
Glauben begleitet, dass sich die fundamentalen Wechselwirkungen der Natur im Rahmen eines
Formalismus von übergeordneten Symmetrieprinzipien beschreiben lassen. Aus diesem Glauben
heraus erwuchs das Bemühen, die bekannten Wechselwirkungen durch Auffindung von Symme-
triegruppen, die die bestehenden Symmetrien in natürlicher Weise enthielten, zu vereinigen. Ein
Ansatz hierzu war, nach Erweiterungen der Poincaré-Gruppe und der durch sie beschriebenen
Raumzeit-Symmetrien1 zu suchen.

Auf der Suche nach möglichen Erweiterungen der Poincaré-Gruppe zu einer übergeordneten
Symmetriegruppe stießen Coleman und Mandula 1967 auf ein Theorem [13], das besagt, dass bei
Aufrechterhaltung gewisser allgemeiner Forderungen wie z.B. Lokalität und Positivität der Ener-
gie jede Symmetriegruppe der S-Matrix höchstens ein direktes Produkt der Poincaré-Gruppe
und einer inneren Symmetriegruppe sein kann. Mit der Betrachtung der Poincaré-Gruppe wären
damit die möglichen Raumzeit-Symmetrien im wesentlichen ausgeschöpft, keine weitere Verei-
nigung mit einer inneren Symmetriegruppe wäre möglich.

Das Coleman-Mandula-Theorem befasst sich nur mit Symmetrien, die durch bosonische Ge-
neratoren erzeugt werden, lässt also einen gewissen Ausweg zu, wenn man auch fermionische
Generatoren erlaubt. Damit muss man aber neben Kommutatoren auch Antikommutatoren
zulassen und somit auf die Lie-Algebra-Struktur der Generatoren verzichten. Eine Algebra,
die neben Kommutatoren auch Antikommutatoren enthält, bezeichnet man als graduierte Lie-
Algebra. Haag, Lopuszanski und Sohnius haben gezeigt [14], dass die einzige graduierte Lie-
Algebra, die mit relativistischer Quantenfeldtheorie vereinbar ist, die Supersymmetrie-Algebra

1Neben den Raumzeit-Symmetrien unterscheiden wir sog. innere Symmetrien, d.h. Symmetrien die nicht auf
die Raumzeit wirken.

9



10 KAPITEL 2. GLOBALE SUPERSYMMETRIE

ist. Wir geben ihre Struktur an [2]:

{Qα , Q̄β̇}+ = 2σm
αβ̇
Pm ,

{Qα , Qβ}+ = {Q̄α̇, Q̄β̇}+ = 0 ,

[Pm, Qα ]− = [Pm, Q̄α̇]− = 0 ,

[Mmn, Qα ]− =
1

2
(σmn)α

βQβ , [Mmn, Q̄α̇]− = −1

2
Q̄

β̇
(σ̄mn)β̇ α̇ ,

[Pm, Pn]− = 0 ,

[Pm,Mrs]− = i (gmrPs − gmsPr) ,

[Mmn,Mrs]− = i (gnrMms − gnsMmr − gmrMns + gmsMnr) .

(2.1.1)

Die letzten drei Zeilen sind die gewöhnliche Poincaré-Algebra. Die anderen Gleichungen stellen
die Graduierung dar. Die Bezeichnungen sind wie folgt gewählt: Griechische Buchstaben laufen
von eins bis zwei und bezeichnen zweikomponentige Weyl-Spinoren, kleine lateinische Buchsta-
ben entsprechen Lorentz-Indizes und laufen von 0 bis 3. Mit (2.1.1) haben wir die SUSY-Algebra
für den in dieser Arbeit ausschließlich betrachteten Fall der N = 1 Supersymmetrie aufgestellt,
wobei N die Anzahl der Paare von Supersymmetrie-Generatoren Q bezeichnet.

An der ersten der Gleichungen (2.1.1) erkennt man, dass die SUSY-Generatoren für sich
keine Algebra bilden. Die Anwendung des Antikommutators führt aus dem Raum derQ’s heraus.
Dies ist ein wesentliches Merkmal graduierter Algebren. Ferner erkennt man an dieser Gleichung,
dass der Antikommutator der SUSY-Generatoren eine Translation im Minkowski-Raum zur
Folge hat. Wir werden uns diesem Aspekt in Abschnitt 2.3 widmen. Zuvor wollen wir jedoch
die irreduziblen Darstellungen der SUSY-Algebra angeben.

2.2 Irreduzible Darstellungen

Es ist üblich die irreduziblen Darstellungen mit Hilfe der Eigenwerte von Casimir-Operatoren2

zu klassifizieren. Bei der Poincaré-Algebra, mit ihren beiden Casimir-Operatoren P 2 = P µPµ

und W 2 = W µWµ, wobei P µ der Vierer-Impuls und W µ = 1
2ε

µνρσPνMρσ der Pauli-Lubanski-
Vektor ist, enspricht dies einer Klassifikation nach Masse und Spin.3 Dies begründet eine Iden-
tifikation der Elementarteilchen mit den irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe.

Die SUSY-Algebra besitzt die beiden Casimir-Operatoren

P 2 = P µPµ und C2 = CµνCµν (2.2.1)

mit

Cµν = Y µP ν − Y νP µ, Y µ = W µ − 1

4
QσµQ̄ . (2.2.2)

Insbesondere ist W 2 kein Casimir der SUSY-Algebra mehr und die oben beschriebene Iden-
tifikation von Teilchen und Darstellungen nicht mehr möglich. Vielmehr sind die irreduziblen

2Ein mit allen Generatoren einer Gruppe kommutierender Operator wird als Casimir-Operator, oder kurz
Casimir, der Gruppe bezeichnet.

3Wir betrachten hier den massiven Fall. Im masselosen Fall wird die Unterscheidung nach der Helizität vor-
genommen.



2.3. INFINITESIMALE SUSY-TRANSFORMATIONEN UND SUPERFELD-FORMALISMUS11

Darstellungen nun Teilchenmultipletts, in deren Bestand Teilchen gleicher Masse, jedoch unter-
schiedlichen Spins gehören. Um die massiven irreduziblen Darstellungen zu bestimmen, dürfen
wir ins Ruhesystem wechseln. Für (2.2.1) können wir dann schreiben

P 2 = m2, C2 = 2m4JkJk . (2.2.3)

Dabei ist

mJk = mSk − 1

4
(Q̄σ̄kQ) = Yk , (2.2.4)

wo Sk die k-te Komponente des Spinoperators kennzeichnet. Die J k gehorchen den Drehim-
pulsvertauschungsrelationen

[J i, J j ] = iεijkJk (2.2.5)

und J stellt somit einen verallgemeinerten Drehimpuls mit den Eigenwerten j(j + 1), wobei j
ganz- oder halbzahlig ist, dar. Wir schlussfolgern: Die irreduziblen Darstellungen lassen sich
durch die beiden Eigenwerte (m, j) vollständig beschreiben.

Die Antikommutatoren der SUSY-Algebra nehmen im Ruhesystem die Gestalt einer Clifford-
Algebra an

{Qα, Qβ} =
{
Q̄α̇, Q̄β̇

}
= 0,

{
Qα, Q̄α̇

}
= 2mδαα̇ . (2.2.6)

Bis auf die Normierung entsprechen sie also Auf- und Absteigeoperatoren. Angefangen mit
einem Zustand Ω,

QαΩ = 0 , (2.2.7)

der als Clifford-Vakuum4 bezeichnet wird, erhalten wir die Zustände innerhalb einer irreduziblen
Darstellung durch Wirkung der Q̄’s auf Ω. Die so konstruierten Zustände lassen sich durch die
Quantenzahlen j3, s3 sowie den Impulseigenwert pµ charakterisieren. Dabei durchläuft j3 die
Werte j, j − 1, . . . ,−j und zu jedem Wert von j3 gehören die Werte j3, j3 + 1

2 , j3 − 1
2 , j3 von s3.

2.3 Infinitesimale SUSY-Transformationen und Superfeld-For-

malismus

Im Superfeld-Formalismus wird die Supersymmetrie besonders ästhetisch manifest. Wie bei
der Relativitätstheorie, wo sich relativistische Kovarianz beim Übergang zum um die Zeit-
dimension erweiterten, höherdimensionalen Minkowski-Raum in natürlicher Weise zeigt, lebt
die Supersymmetrie in einem um Grassmann-Koordinaten erweiterten Superraum. Im Rahmen
einer solchen Beschreibung erhält man die irreduziblen Darstellungen durch Aufstellen SUSY-
kovarianter Bedingungen an im Superraum definierte Funktionen, die Superfelder. Wir wollen
die wesentlichen Schritte angeben, die zum Superfeld-Formalismus führen.

Wir bemerken zunächst [2], dass sich die SUSY-Algebra vollständig durch Kommutatoren
beschreiben lässt, wenn man untereinander sowie mit den SUSY-Generatoren Qα, Q̄α̇ antikom-
mutierende Parameter θα, θ̄α̇ einführt:

{θα, θβ} = {θα, Qβ} = · · · = [Pm, θ
α] = 0 , (2.3.1)

so dass

[θQ, θ̄Q̄] = 2θσmθ̄Pm

[θQ, θQ] = [θ̄Q̄, θ̄Q̄] = 0

[Pm, θQ] = [Pm, θ̄Q̄] = 0 .

(2.3.2)

4Das Clifford-Vakuum entspricht i.a. nicht dem Zustand niedrigster Energie.
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Damit erhalten wir formal die Struktur einer Lie-Algebra mit antikommutierenden Parame-
tern und die aus der Theorie der Lie-Gruppen bekannten Vorgehensweisen [15] können einfach
übernommen werden. Insbesondere können wir die der Algebra korrespondierenden Gruppen-
elemente durch Exponentiation der Generatoren gewinnen:

G(x, θ, θ̄) = ei(−xmPm+θQ+θ̄Q̄) . (2.3.3)

Gruppenmultiplikation kann mittels der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

eAeB = eA+B+ 1

2
[A,B]+... (2.3.4)

ausgewertet werden. Aufgrund von (2.3.2) werden höhere Kommutatoren nicht auftreten und
bei der Hintereinanderausführung zweier Gruppenelemente erhalten wir

G(0, ε, ε̄)G(x, θ, θ̄) = G(xm + iθσmε̄− iεσmθ̄, θ + ε, θ̄ + ε̄) . (2.3.5)

Wir sehen, dass selbst wenn man xm = 0 setzt, also nicht im Minkowski-Raum verschiebt, man
dennoch bei zwei aufeinander folgenden Transformationen mit SUSY-Parametern θ 6= 0 und
ε 6= 0, eine Verschiebung im Minkowski-Raum erhält.

Die rechte Seite von (2.3.5) entspricht wieder einem Gruppenelement der Form (2.3.3).
Die Multiplikation von Gruppenelementen (2.3.3) induziert demnach eine Verschiebung in dem
durch die acht Koordinaten (xµ, θα, θ̄α̇) aufgespannten Parameterraum. Der um die vier Grass-
mann-Koordinaten erweiterte Minkowski-Raum

R
4|4 :=

{
zM =

(
xm, θα, θ̄α̇

)
m=0,1,2,3

α,α̇=1,2

}
(2.3.6)

wird als Superraum bezeichnet [2]. Er entspricht dem Parameterraum der SUSY-Algebra (2.3.2).
Eine operatorwertige Funktion f auf R

4|4 nennt man ein Superfeld. Wir können es durch seine
Entwicklung nach den Potenzen von θ und θ̄ erklären. Aufgrund des Grassmann-Charakters
dieser Variablen wird die Reihe endlich sein. Das allgemeine Superfeld hat dann die Gestalt:

f(x, θ, θ̄) = g(x) + θφ(x) + θ̄ξ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x)

+θσmθ̄vm(x) + θθθ̄λ(x) + θ̄θ̄θψ(x) + θθθ̄θ̄d(x) . (2.3.7)

Die als Koeffizienten auftretenden Funktionen von x werden als Komponentenfelder bezeichnet.
Wir wollen nun eine SUSY-Transformation mit infinitesimalen Parametern betrachten. Ihre

Wirkung auf ein Superfeld f wird gemäß (2.3.5) wie folgt sein

f(xm, θ, θ̄) −→f(xm + iθσmε̄− iεσmθ̄, θ + ε, θ̄ + ε̄)

=

[
1 + ε

(
∂

∂θ
− iσmθ̄∂m

)
+ ε̄

(
∂

∂θ̄
− iσ̄mθ∂m

)
+ . . .

]
f(xm, θ, θ̄) ,

(2.3.8)

wobei wir um (xm, θ, θ̄) entwickelt und, da ε und ε̄ infinitesimal, höhere Terme vernachlässigt
haben. Aus der Entwicklung des unitären Operators

ei(−xmPm+θQ+θ̄Q̄)

bis zur ersten Ordnung und Koeffizientenvergleich mit (2.3.8) gewinnen wir die Darstellung der
SUSY-Generatoren Q und Q̄ als Differentialoperatoren im Superraum:5

Qα =
∂

∂θα
− iσm

αα̇θ̄
α̇∂m , Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ iθασm

αα̇∂m . (2.3.9)

5Der Faktor i wurde aus Konventionsgründen eingeführt.
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Als nächstes lassen sich kovariante Ableitungen Dα, D̄α̇ definieren. Kovarianz bedeutet hier,
dass diese Ableitungen invariant gegenüber SUSY-Transformationen sind, d.h.

[δε, D] = [εQ+ ε̄Q̄,D] = 0 (2.3.10)

und ebenso für D̄α̇. Sie sind durch die folgenden Differentialoperatoren gegeben

Dα =
∂

∂θα
+ iσm

αα̇θ̄
α̇∂m , D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασm

αα̇∂m (2.3.11)

und erfüllen

{Dα, D̄α̇} = −2iσm
αα̇∂m ,

{Dα, Qβ} = {D̄α̇, Q̄β̇} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇, Qβ} = {Dα, Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0 ,
(2.3.12)

womit sich (2.3.10) zeigen lässt.

In den nächsten Abschnitten wollen wir die für diese Arbeit wichtigen chiralen und Vektor-
multipletts vorstellen. Das lineare Multiplett wird in Kapitel 3 eingeführt.

2.4 Das chirale Multiplett

Das chirale Multiplett ist durch die Wirkung der kovarianten Ableitung (2.3.11) auf ein Super-
feld über die Bedingung

D̄α̇Φ = 0 (2.4.1)

definiert. Um die θ-Entwicklung von Φ zu bestimmen, ist es üblich zu neuen Koordinaten
(ym, θ, θ̄) überzugehen, wobei

ym = xm + iθσmθ̄ . (2.4.2)

Dies ist insoweit gerechtfertigt, als in den neuen Variablen (2.4.2) die kovariante Ableitung in
(2.4.1)

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇

wird. Somit löst jede Funktion, die nur von θ und ym abhängt, die Gleichung (2.4.1) und das
allgemeine chirale Superfeld besitzt die Entwicklung:

Φ(y, θ) =A(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y)

=A(x) + iθσmθ̄∂mA(x) +
1

4
θθθ̄θ̄�A(x)

+
√

2θψ(x) − i√
2
θθ∂mψ(x)σmθ̄ + θθF (x) .

(2.4.3)

Beim Übergang von der ersten zur zweiten Komponentengestalt in (2.4.3) haben wir für ym

(2.4.2) eingesetzt und um die Stelle xm entwickelt. Die Komponentenfelder des chiralen Multi-
pletts sind die beiden komplexen, skalaren Felder A und F , wobei F , wie sich später zeigen wird,
die Rolle eines Hilfsfeldes spielt, sowie das komplexe Weyl-Spinorfeld ψ. Das chirale Multiplett
entspricht der irreduziblen Darstellung aus Abschnitt 2.2 für j = 0.

In analoger Weise wird das antichirale Superfeld durch die Bedingung

DαΦ̄ = 0 (2.4.4)
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definiert. Seine θ-Entwicklung bestimmt sich aus (2.4.3) durch komplexe Konjugation zu

Φ̄(ȳ, θ̄) =A∗(ȳ) +
√

2θ̄ψ̄(ȳ) + θ̄θ̄F ∗(ȳ)

=A∗(x) − iθσmθ̄∂mA
∗(x) +

1

4
θθθ̄θ̄�A∗(x)

+
√

2θ̄ψ̄(x) +
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄(x) + θ̄θ̄F ∗(x) .

(2.4.5)

(Anti-)chirale Superfelder beschreiben Materiefelder.

2.5 Das Vektormultiplett

Das Vektormultiplett V , durch die Bedingung

V = V † (2.5.1)

definiert, ist ein reelles Superfeld. Seine θ-Entwicklung ist

V (x, θ, θ̄) =C(x) + iθχ(x) − iθ̄χ̄(x) +
i

2
θθ
(
M(x) + iN(x)

)

− i

2
θ̄θ̄
(
M(x) − iN(x)

)
− θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄

(
λ̄(x) +

i

2
σ̄m∂mχ(c)

)

− iθ̄θ̄θ
(
λ(x) +

i

2
σm∂mχ̄(x)

)
+

1

2
θθθ̄θ̄

(
D(x) +

1

2
�C(x)

)
.

(2.5.2)

Dabei sind C,D,M,N reelle skalare Felder, vm ein reelles Vektorfeld und χ, λ Weyl-Spinoren.
Wir betrachten nun die folgende Transformation

V −→ V + Φ + Φ̄ , (2.5.3)

wobei Φ eine chirales und Φ̄ ein antichirales Superfeld ist. Mit (2.4.3) bedeutet dies für die
Komponentenfelder von V

C → C +A+A∗ , χ→ χ− i
√

2ψ ,

M + iN →M + iN − 2iF , vm → vm − i∂m(A−A∗) ,

λ→ λ , D → D .

(2.5.4)

Wir erkennen, dass das Transformationsverhalten des Vektorfeldes vm einer U(1)-Eichtransfor-
mation entspricht. Gleichung (2.5.3) stellt somit eine supersymmetrische Verallgemeinerung der
Eichtransformation dar.

An (2.5.4) können wir ablesen, dass wir eine spezielle Eichung wählen können, in der die
Felder C,M,N und χ verschwinden. Eine solche Eichung wird in der Literatur als Wess-Zumino-
oder kurz WZ-Eichung bezeichnet [2]. Sie lässt weiterhin eine U(1)-Eichfreiheit. In der WZ-
Eichung nimmt V die folgende Gestalt an:

VWZ = −θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄λ̄(y) − iθ̄θ̄θλ(x) +
1

2
θθθ̄θ̄D(x) . (2.5.5)

Wir wollen nun Feldstärken für das Vektormultiplett konstruieren. Diese sollten invariant
unter (2.5.3) sein und können nach (2.5.4) die Felder λ, λ̄, D sowie die Feldstärke Flm =
∂lvm − ∂mvl enthalten. Eine kovariante Bedingung für ein solches Feldstärkemultiplett ist mit

Wα = −1

4
D̄D̄DαV , W̄α̇ = −1

4
DDD̄α̇V (2.5.6)
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gefunden, was als Definition von Wα und W̄α̇ zu lesen ist. Wir wollen zeigen, dass (2.5.6)
tatsächlich eichinvariant ist.

Wα = −1

4
D̄α̇D̄

α̇DαV −→ W ′
α = −1

4
D̄α̇D̄

α̇Dα(V + Φ + Φ̄)

= −1

4
D̄α̇D̄

α̇DαV +
1

4
D̄α̇D̄α̇DαΦ

= −1

4
D̄α̇D̄

α̇DαV − 1

4
D̄α̇DαD̄α̇Φ − i

2
σm

αα̇∂mD̄
α̇Φ

= −1

4
D̄α̇D̄

α̇DαV , (2.5.7)

wobei wir mehrmals die Chiralitätsbedingung (2.4.1) und im vorletzten Schritt die Relation
(2.3.12) benutzt haben. Um die Komponentengestalt von Wα anzugeben, dürfen wir aufgrund
der Eichinvarianz V in der WZ-Eichung nehmen. Es zeigt sich [2], dass

Wα = −iλα(y) +
(
δα

βD(y) − i

2
(σmσ̄n)α

βFmn(y)
)
θβ + θθσm

αα̇∂mλ̄
α̇(y) ,

W̄α̇ = iλ̄α̇(ȳ) +
(
ε
α̇β̇
D(ȳ) +

i

2
εα̇γ̇(σ̄mσn)γ̇

β̇
Fmn(ȳ)

)
θ̄β̇ − ε

α̇β̇
θ̄θ̄σ̄mβ̇α∂mλα(ȳ) .

(2.5.8)

Die Komponentenfelder sind hier Funktionen der Variablen ym = xm + iθσmθ̄ bzw. ȳm =
xm − iθσmθ̄ (vgl. (2.4.2)).

2.6 Die Projektionstechnik

Bei der Projektionstechnik [5, 3] werden die Komponentenfelder über die Wirkung der kovari-
anten Ableitungen auf das Superfeld definiert. So erhält man z.B. für das chirale Multiplett die
Komponentenfelder durch die folgenden Projektionen:

A(x) = Φ
∣∣ ,

√
2ψα(x) = DαΦ

∣∣ , F (x) = −1

4
D2Φ

∣∣ . (2.6.1)

Die senkrechten Striche weisen darauf hin, dass jeweils die Komponente nullter Ordnung in θ

betrachtet wird. Wir werden diese Technik in Kapitel 4 bei der Berechnung der Supersymmetrie-
Transformationen des chiralen Spinorsuperfeldes benutzen. Der Vorteil dieser Methode besteht
darin, dass sich die Transformationen der Komponentenfelder einzig aus den Eigenschaften der
kovarianten Ableitungen ergeben. Wir machen dies am Beispiel des Komponentenfeldes ψα aus
(2.6.1) deutlich und bemerken zunächst, dass aus der Kombination von (2.3.9) und (2.3.11) die
Identität

δε = (εQ+ ε̄Q̄) = −(εD + ε̄D̄) + 2i(εσmθ̄ − θσmε̄)∂m (2.6.2)

folgt. Damit sowie mit der Eigenschaft der Kovarianz (2.3.10) erhält man sofort

√
2δεψα =Dα{δεΦ}

∣∣ = (εQ+ ε̄Q̄)DαΦ
∣∣ = −εDDαΦ

∣∣− ε̄D̄DαΦ
∣∣

= − 2εαF (x) − 2i(σmε̄)α∂mA(x) .
(2.6.3)

2.7 Supersymmetrische Lagrangedichten

Ein wesentliches Merkmal von Superfeldern besteht darin, dass sich ihre höchste Komponen-
te bei SUSY-Transformationen in eine Viererdivergenz transformiert [2]. Das Verfahren, um
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eine supersymmetrische Wirkung zu erhalten, ist demnach, aus einer geeigneten Kombinati-
on von Superfeldern die höchste Komponente herauszuprojizieren. Formal entspricht dies einer
(Berezin-) Integration im θ-Raum [5].6 Die entsprechende Kombination von Superfeldern muss
natürlich so gewählt werden, dass die Lagrangedichte ein Lorentz-Skalar ist. Weitere Einschrän-
kungen können z.B. aus der Forderung nach Eichinvarianz oder Renormierbarkeit resultieren.
Wir können aber zunächst festhalten

S =

∫
d4x

∫
d4θ L . (2.7.1)

Im Folgenden wollen wir einige Lagrangedichten für supersymmetrische Theorien, die chirale
sowie Vektormultipletts enthalten, angeben [4, 2, 16].

Wir betrachten eine Theorie mit einer bestimmten Anzahl nC von chiralen Multipletts Φi,
wobei der Index i die Werte von 1 bis nC zu durchlaufen hat. Die entsprechende Lagrangedichte
lautet [2]:

L = Φ̄iΦi

∣∣∣
θθθ̄θ̄

+

[(
1

2
mijΦiΦj +

1

3
gijkΦiΦjΦk

) ∣∣∣∣
θθ

+ h.c.

]
. (2.7.2)

In Komponenten lautet diese Gleichung:

L = i∂mψ̄iσ̄
mψi +A∗

i �Ai + F ∗
i Fi

+

[
mij

(
AiFj −

1

2
ψiψj

)
+ gijk(AiAjFk − ψiψjAk) + λiFi + h.c.

]
. (2.7.3)

Stellt man die Bewegungsgleichungen für F und F ∗ auf, so zeigt es sich, dass sie rein algebraisch
sind. Komponentenfelder mit algebraischen Bewegungsgleichungen bezeichnet man als Hilfsfel-
der und die entsprechende Lagrangedichte als off-shell Lagrangedichte. Werden die Hilfsfelder
mittels ihrer Bewegungsgleichungen eliminiert, so gelangt man zu der on-shell Lagrangedichte.

Mit Hilfe der Feldstärken (2.5.8) lässt sich eine eich- und supersymmetrisch invariante Wir-
kung für das freie und masselose Vektormultiplett konstruieren. Sie lautet

L =
1

4

(
WαWα|θθ + W̄α̇W̄

α̇|θ̄θ̄

)
=

1

2
D2 − 1

4
FmnFmn − iλσm∂mλ̄ , (2.7.4)

wobei auf der rechten Seite der Gleichung die Komponentengestalt abzulesen ist. Dieses Ergebnis
kann man auf zweifache Weise verallgemeinern: Zum einen kann man mehrere Vektormultipletts
mit einer symmetrischen Kopplungsfunktion fAB, wobei A,B = 1, . . . , nV , wenn nV die Anzahl
der Vektormultipletts bezeichnet, betrachten. Zum anderen kann man die Vektormultipletts
an eichneutrale chirale Multipletts koppeln. Man erreicht dies dadurch, dass man fAB als eine
Funktion von nC chiralen Multipletts, die wir im Folgenden mit N i bezeichnen wollen, ansetzt
[16].7 Eine solche Lagrangedichte lautet dann

L =
1

4

∫
d2θfAB(N)WAWB + h.c. . (2.7.5)

Diese Lagrangedichte ist insoweit unvollständig, als zur vollständigen Beschreibung noch die
kinetischen Terme der chiralen Felder aus (2.7.2) berücksichtigt werden sollten.8 Immer dann,

6Wir werden diese Integration zumeist nicht explizit ausführen, sondern die herauszuprojizierende Kompo-
nente durch einen senkrechten Strich kenntlich machen. Daher das Wort

”
formal”.

7Die Kopplungsfunktion fAB wird auch als
”
eichkinetische Funktion”bezeichnet [17]. Unsere Wahl, sie als eine

Funktion der (eichneutralen) chiralen Multipletts anzusetzen, ist durch [8] motiviert, wo diese als Moduli-Felder
auftauchen.

8Wir machen noch einmal darauf aufmerksam, dass wir es nicht mit chiralen Multipletts zu tun haben, die
unter der Eichgruppe geladen sind. Die kinetischen Terme sind daher nicht von der Form Φ̄eV Φ, wie sie bei der
Kopplung an geladene chirale Multipletts auftreten (vgl. Anhang D).
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wenn wir auf dieses Ergebnis in dieser Arbeit zurückgreifen, werden wir, ohne es explizit hin-
zuschreiben, das Vorhandensein solcher kinetischen Terme im Hinterkopf behalten.
Um die Komponentengestalt von (2.7.5) anzugeben, ist es notwendig, die Kopplungsfunktion
fAB im Superraum Taylor- zu entwickeln (s. Anhang B). Mit der θ-Entwicklung (2.4.3) eines
chiralen Superfeldes für N i erhalten wir die folgende Gestalt von fAB

fAB(N) = fAB(A) +
√

2θχi∂ifAB + θθ
(
F i∂ifAB − 1

2
χiχj∂i∂jfAB

)
, (2.7.6)

wobei die partielle Ableitung ∂i = ∂
∂Ai bezeichnet. Unter Benutzung von (2.7.6) erhalten wir

die folgende Komponentengestalt für (2.7.5)

Lkin = − 1

4
RefABF

A
mnF

B mn +
1

8
ImfABε

mnprFA
mnF

B
pr +

1

2
RefABD

ADB

− i

2
fABλ

Aσm∂mλ̄
B − i

2
f∗ABλ̄

Aσ̄m∂mλ
B

+
i

2
√

2
∂ifABD

AχiλB − i

2
√

2
∂i∗f

∗
ABD

Aχ̄iλ̄B

− 1

2
√

2
∂ifABF

A
mnχ

iσmnλB − 1

2
√

2
∂i∗f

∗
ABF

A
mnχ̄

iσ̄mnλ̄B

− 1

4
F i∂ifABλ

AλB − 1

4
F ∗i∂i∗f

∗
AB λ̄

Aλ̄B

+
1

8
χiχj∂i∂jfABλ

AλB +
1

8
χ̄iχ̄j∂i∗∂j∗fABλ̄

Aλ̄B .

(2.7.7)

Hierin sind die DA und F i Hilfsfelder. Die Bewegungsgleichungen für DA können wir sofort
angeben9

DB = −Re f−1AB

(
i

2
√

2
∂ifACχ

iλC − i

2
√

2
∂i∗f

∗
AC χ̄

iλ̄C

)
. (2.7.8)

Als letztes Beispiel in diesem Kapitel wollen wir die Vektormultipletts massiv machen. Ein
Massenterm der bei nur einem Vektormultiplett zu (2.7.4) hinzuzuaddieren ist, ist im Falle einer
renormierbaren Theorie durch

m2V 2 (2.7.9)

gegeben. Wollen wir Renormierbarkeit nicht verlangen und eine massive Theorie (2.7.5) betrach-
ten, so dürfen wir statt (2.7.9) eine allgemeine Funktion U der nV Vektormultipletts wählen,
so dass

Lm = U(V A) . (2.7.10)

Das Problem dabei ist, dass sowohl (2.7.9), als auch die Verallgemeinerung (2.7.10) die Ei-
chinvarianz zerstört. Eine Möglichkeit, die Eichinvarianz zu retten, bietet der Stückelberg-
Mechanismus [10, 11, 18]. Dieser wird in den Kapiteln 3 und 5 am Beispiel des linearen Mul-
tipletts im Detail behandelt. Wir bemerken dennoch kurz: Die Feldstärke Wα besteht aus den
Komponentenfeldern (λα, D, Fmn). Wie wir gesehen haben, sind dies die gleichen Felder, die
auch in VWZ auftreten und beide Superfelder tragen die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden.
Das ungeeichte Vektormultiplett V hat neben den oben aufgezählten noch zusätzliche Kompo-
nentenfelder (vgl. 2.5.2) und trägt daher eine höhere Zahl von Freiheitsgraden. All diese Frei-
heitsgrade werden in dem Massenterm (2.7.9), wie auch in (2.7.10) auftreten. Wir bezeichnen die

9Um die Bewegungsgleichungen für F i zu erhalten, muss man die kinetischen Terme der chiralen Multipletts
berücksichtigen.
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zusätzlichen Freiheitsgrade daher als
”
massive Freiheitsgrade”. Die Grundidee des Stückelberg-

Mechanismus besteht darin, die massiven Freiheitsgrade von V abzukoppeln. Wir schreiben

V A = V A′
+ ΦA + Φ̄A . (2.7.11)

Das V ′ entspricht dabei VWZ und trägt daher die Freiheitsgrade der masselosen Theorie und Φ
(Φ̄) sind (anti-)chiral und tragen die massiven Freiheitsgrade. Mit den Transformationen

V A′ → V A′
+ ΣA + Σ̄A , ΦA → ΦA − ΣA (2.7.12)

wird der Massenterm
Lm = U({V A′

+ ΦA + Φ̄A}) (2.7.13)

eichinvariant. Die Komponentengestalt von (2.7.13) gewinnt man durch Taylor-Entwicklung im
Superraum (s. Anhang B).



Kapitel 3

Das lineare Multiplett

3.1 Das lineare Multiplett

Das lineare Multiplett1 [19, 20, 5, 3, 9, 21] ist durch die folgende Bedingung definiert:

D2L = D̄2L = 0 , (3.1.1)

wobei L ein reelles Superfeld ist. Setzen wir die allgemeine Entwicklung eines reellen Superfeldes

L(x, θ, θ̄) =C(x) + θη(x) + θ̄η̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄M∗(x)

+ θσmθ̄vm(x) + θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θλ(x) + θθθ̄θ̄D(x)
(3.1.2)

sowie (2.3.11) für die kovarianten Ableitungen in die beiden Definitionsgleichungen (3.1.1) ein,
so erhalten wir als Bedingungen an die Komponentenfelder

M = 0 , D = −1

4
�C ,

∂mvm = 0 , λ = − i

2
σm∂mη̄ .

(3.1.3)

Eingesetzt in (3.1.2) impliziert dies die folgende θ-Entwicklung von L

L = C + θη + θ̄η̄ + θσmθ̄vm − i

2
θθθ̄σ̄m∂mη −

i

2
θ̄θ̄θσm∂mη̄ −

1

4
θθθ̄θ̄�C (3.1.4)

mit der noch unverbrauchten zusätzlichen Bedingung

∂mvm = 0 . (3.1.5)

An (3.1.4) und (3.1.5) können wir sofort die Anzahl der off-shell Freiheitsgrade von L ablesen

C reelles Skalarfeld 1 FG
η komplexes Weyl-Spinorfeld 4 FG
vm reelles Vektorfeld mit Zusatzbedingung 3 FG

8 FG

1Es wird auch als 2-Form- oder reelles Tensormultiplett bezeichnet.
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Wir werden bei unseren späteren Berechnungen hauptsächlich auf die Entwicklung (3.1.4)
zurückgreifen. Es ist jedoch wichtig festzuhalten, dass die Gleichungen (3.1.4) und (3.1.5) zu-
sammengefasst werden können, wenn man nämlich bedenkt, dass aufgrund der letzteren vm

als

vm =
1

2
εmnpqH

npq (3.1.6)

geschrieben werden kann. Dabei ist

Hnpq =
1

6

(
∂nBpq + ∂pBqn + ∂qBnp − ∂nBqp − ∂qBpn − ∂pBnq

)
= ∂[nBpq] (3.1.7)

die Feldstärke des reellen antisymmetrischen Tensors Bmn. Damit erhält das lineare Multiplett
die folgende Gestalt

L = C + θη + θ̄η̄ +
1

2
θσmθ̄εmnpqH

npq − i

2
θθθ̄σ̄m∂mη −

i

2
θ̄θ̄θσm∂mη̄ −

1

4
θθθ̄θ̄�C . (3.1.8)

Neben (3.1.1) gibt es noch eine andere, gleichwertige2 Definition des linearen Multipletts,
die L über das chirale Spinorsuperfeld Φα definiert

L =
1

2
(DαΦα + D̄α̇Φ̄α̇), D̄β̇Φα = 0 . (3.1.9)

Dabei hat Φα die folgende θ-Entwicklung:

Φα =χα − θγ

(
δα

γ(C + iE)

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)
+ θθ

(
ηα + iσαα̇

m∂mχ̄
α̇
)
. (3.1.10)

Das chirale Spinorsuperfeld enthält also in direkter Weise den antisymmetrischen Tensor Bmn,
der im linearen Multiplett nur über seine Feldstärke H lmn auftritt. Wie wir etwas weiter unten
sehen werden, ist das lineare Multiplett auch das Feldstärkemultiplett von Φα.

An (3.1.10) können wir die off-shell Freiheitsgrade des (noch ungeeichten) chiralen Spinor-
superfeldes ablesen:

C + iE komplexes Skalarfeld 2 FG
χ, η zwei komplexe Weyl-Spinorfelder 8 FG
Bmn reeller antisymmetrischer Tensor 6 FG

16 FG

Wir sehen, dass Φα doppelt soviele Freiheitsgrade wie L besitzt. Offenbar müssen bei dem
Übergang (3.1.9) von Φα zu L Freiheitsgrade

”
verloren gegangen” sein. Tatsächlich stellen wir

bei genauerer Betrachtung fest, dass sich L unter den Eichtransformationen

Φα → Φα +
i

8
D̄2DαΛ ,

Φ̄α̇ → Φ̄α̇ − i

8
D2D̄α̇Λ ,

(3.1.11)

nicht ändert.3 Dieses Verhalten charakterisiert das lineare Multiplett als das Feldstärkemulti-
plett des chiralen Spinorsuperfeldes.

2Die Äquivalenz zeige man leicht, indem man (3.1.9) in (3.1.1) einsetzt und die Relationen (2.3.12) verwendet.
3Man setze (3.1.11) in die Definition (3.1.9) ein und verwende (A.4.4).
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Die Komponentengestalt der Eichtransformation von Φα können wir sofort ablesen, da sich
diese nur um einen Vorfaktor von der Feldstärke des Vektormultipletts (2.5.6) unterscheidet

δΦα =
i

8
D̄2DαΛ = −1

2
λe

α −
(
δα

γ iD
e

2
+

1

4
(σmσn)α

γ (∂mΛe
n − ∂nΛe

n)

)
θγ − i

2
θθσm

αα̇∂mλ̄
e α̇ .

(3.1.12)
Bei geeigneter Wahl von δΦα lassen sich die überflüssigen Freiheitsgrade

”
wegtransformieren”.

(3.1.12) hat das folgende Transformationsverhalten für die Komponentenfelder zur Folge:

χα → χα − 1

2
λα , E → E +D , C → C , ηα → ηα ,

Bmn → Bmn + ∂mΛn − ∂nΛm . (3.1.13)

Eichen wir χα undE zu Null, so entspricht dies 5 Freiheitsgraden, die wir wegeichen. Mit (3.1.13)
lassen sich dann 3 weitere Freiheitsgrade wegheben: Das Vektorfeld Λm trägt vier Freiheitsgrade,
jedoch entfällt ein Freiheitsgrad aufgrund der

”
Reduzibilität” der Transformation (3.1.13): Mit

der Wahl Λm = ∂mg, wobei g eine skalare Funktion ist, wird δBmn = 0, obwohl Λm 6= 0.4

Wir bemerken, dass die Feldstärke (3.1.7) unter der Eichtransformation (3.1.13) von Bmn

ebenfalls invariant bleibt. Die 3 Freiheitsgrade des Vektorfeldes vm entsprechen in dieser For-
mulierung also den 3 off-shell Freiheitsgraden von Bmn.

Abschließend wollen wir die Gestalt von Φα in einer Eichung, in der χα und E Null sind
(Wess-Zumino-Eichung), und das daher die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden wie L trägt,
angeben

Φα = − θγ

(
δα

γC

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)
+ θθηα . (3.1.14)

3.2 Eichinvariante Wirkungen

Wir wollen die Konstruktion einer eichinvarianten Wirkung

L = Lkin + Lm (3.2.1)

für das lineare Multiplett skizzieren. Wir geben zunächst die Gestalt des kinetischen Terms Lkin

an, dessen Eichinvarianz offensichtlich ist [5, 3, 9, 19, 20]. Ein eichinvarianter Massenterm Lm

kann dann mit Hilfe des Stückelberg-Formalismus konstruiert werden [9].

3.2.1 Kinetischer Term

Wir müssen zwei Fälle unterscheiden: Den renormierbaren und den nicht renormierbaren. Im
renormierbaren Fall ist die Lagrangedichte durch

Lkin = −
∫
d2θd2θ̄L2 . (3.2.2)

gegeben. Die Komponentengestalt von (3.2.2) bestimmt sich zu

Lkin = −1

2

(
∂mC∂

mC + i(ησm∂mη̄ + η̄σ̄m∂mη) − vmvm

)
. (3.2.3)

4Details findet man in [22].
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Im nicht renormierbaren Fall sind beliebige Potenzen von L zugelassen. Wir setzen daher
die Lagrangedichte als

Lkin = −
∫
d2θd2θ̄K(L) , (3.2.4)

mit einer reellen Funktion K(L) an. Die Komponentengestalt von (3.2.4) erhält man, wenn man
K(L) im θ-Raum Taylor-entwickelt und anschließend die θ-Integration ausführt:

Lkin = −1

4
K ′′
(
∂mC∂

mC + i(ησm∂mη̄ + η̄σ̄m∂mη) − vmvm

)

−1

4
K ′′′ ησmη̄ vm − 1

48
K ′′′′ ηηη̄η̄ . (3.2.5)

3.2.2 Massenterm

Ein Massenterm für Φα sollte von der folgenden Form sein

Lm ∼ m2

∫
d2θΦαΦα + h.c. . (3.2.6)

Eine solche Lagrangedichte würde gerade die Terme

m2BmnB
mn , (3.2.7)

die in der massiven Theorie auftreten sollten, enthalten. Nun enthält (3.2.6) mehr Freiheitsgra-
de als in L vorhanden (nämlich die Freiheitsgrade des chiralen Spinorsuperfeldes Φα) und ist
nicht eichinvariant unter (3.1.11). Deshalb müssen wir ein Kompensationsfeld Wα einführen,
welches die Eichinvarianz sichert, indem es die nicht eichinvarianten Terme mittels geeignet ge-
wählter Komponenten kompensiert. Anders formuliert können wir sagen, dass wir die massiven
Freiheitsgrade von Bmn abkoppeln. Eine solche Vorgehensweise bezeichnet man als Stückelberg-
Formalismus [10, 11].

Man erkennt schnell, dass mit

Bmn = B′
mn +

1

m
(∂nvm − ∂mvn) (3.2.8)

der Term
BmnBmn

unter den Eichtransformationen

B′
mn → B′

mn + ∂mΛn − ∂nΛm, vn → vn +mΛn (3.2.9)

invariant bleibt. Die Tatsache, dass (3.1.12) und die erste der Gleichungen (2.5.8) bis auf einen
Vorfaktor übereinstimmen, lässt bereits den Schluss zu, dass auf der Ebene der Superfelder
ein geeignetes Kompensationsfeld mit der Feldstärke des Vektormultipletts gefunden ist. Die
Invarianz von (3.2.8) unter (3.2.9) entspricht also der Invarianz von

2iΦα − 1

m
Wα (3.2.10)

unter

Φα −→Φα +
i

8
D̄2DαΛ

Wα −→Wα − 1

4
mD̄2DαΛ .

(3.2.11)
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Dass (3.2.10) tatsächlich eichinvariant ist, lässt sich schnell erkennen. Wir können nun eine
Lorentz- und eichinvariante Lagrangedichte konstruieren, indem wir (3.2.10) quadrieren und
über die Spinorindizes summieren. Selbstverständlich müssen wir noch den hermitesch konju-
gierten Ausdruck hinzuaddieren, damit gesichert wird, dass Lm reell ist. Wir erhalten also:

Lm =

∫
d2θ

(
2iΦα − 1

m
Wα

)(
2iΦα − 1

m
Wα

)
+ h.c. . (3.2.12)

Es zeigt sich, dass dies nicht der einzig mögliche eichinvariante Term, der aus den Feldern Φα

und Wα konstruiert werden kann, ist. Man kann noch einen Term hinzuaddieren, der sich unter
(3.2.11) zu einer totalen Ableitung, die aus der Wirkung ausintegriert werden kann, transfor-
miert [9]. Die gesamte Lagrangedichte lautet dann, falls die Kopplung an mehrere Vektormul-
tipletts sowie an Materie erlaubt wird:

Lm =
1

4

∫
d2θ
(
fAB(N)(WA−2imAΦ)(WB −2imBΦ)+2eAΦ(WA− imAΦ)

)
+ h.c. . (3.2.13)

3.3 Dualitätstransformationen

Wir werden die Dualitäten des antisymmetrischen Tensors im Fall mehrerer linearer Multipletts
in Kapitel 6 im Detail untersuchen. In diesem Abschnitt demonstrieren wir kurz die Dualität
eines linearen zu einem chiralen Multiplett im masselosen Fall [23, 24, 25].5 Dabei folgen wir
weitgehend [23]. Der massive Fall wird ausführlich in [9] behandelt.

Wir betrachten die beiden folgenden Theorien

Llin = −1

2

∫
d4θL2 , (3.3.1)

Lchir =

∫
d4θΦΦ̄ + h.c. , (3.3.2)

die ein masseloses lineares bzw. masseloses chirales Multiplett beschreiben. Ausgangspunkt für
die Dualitätstransformationen ist eine sog. first-order Lagrangedichte Lfirst, aus der sich beide
Theorien unter Benutzung der aus ihr folgenden Bewegungsgleichungen herleiten lassen. Wir
betrachten die first-order Lagrangedichte

Lfirst =

∫
d4θ

{
−1

2
(V 0)2 + V 0(Φ + Φ̄)

}
, (3.3.3)

worin V 0 ein reelles, jedoch nicht notwendigerweise lineares Multiplett darstellt. Um die Bewe-
gungsgleichungen zu bestimmen, benutzen wir die im Anhang A.5 aufgelisteten Variationsre-
geln. Wir variieren zunächst nach Φ und Φ̄ und erhalten

δLfirst

δΦ
=

1

4
D̄2V 0 !

= 0 ⇒ D̄2V 0 = 0

δLfirst

δΦ̄
=

1

4
D2V 0 !

= 0 ⇒ D2V 0 = 0,

(3.3.4)

was die Definitionsgleichung des linearen Multipletts ist. Setzen wir V 0 = L in (3.3.3) ein, so
erhalten wir

L =

∫
d4θ

{
−1

2
L2 + L(Φ + Φ̄)

}
= −1

2

∫
d4θL2 , (3.3.5)

5Man beachte, dass das lineare dual zum chiralen Multiplett ist, die Umkehrung aber Zusatzbedingungen
erfordert.
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worin der letzte Schritt nach zweifacher partieller Integration wegen D2L = D̄2L = 0 folgt.6

Ausgehend von (3.3.3) sind wir unter Benutzung der Bewegungsgleichungen für Φ also bei der
Lagrangedichte (3.3.1) für das masselose lineare Multiplett angelangt.

Wir wollen jetzt nach V 0 variieren. Das Ergebnis dieser Variation ist die Bewegungsgleichung

V 0 = Φ + Φ̄ . (3.3.6)

Eingesetzt in (3.3.3) ergibt dies

L =

∫
d4θΦΦ̄ , (3.3.7)

also gerade die Lagrangedichte (3.3.2) für ein masseloses chirales Multiplett. Damit haben wir
die Dualität zwischen dem linearen und dem chiralen Multiplett demonstriert.

6Ein chirales Superfeld Φ kann stets durch ein allgemeines Superfeld Σ ausgedrückt werden [5]: Φ = D̄2Σ.
Damit kann in (3.3.5) partiell integriert werden.



Kapitel 4

Supersymmetrie und WZ-Eichung

Supersymmetrie und WZ-Eichung sind nicht miteinander vereinbar. Die Wahl der WZ-Eichung
hat zur Folge, dass Supersymmetrie gebrochen wird und umgekehrt brechen Supersymmetrie-
Transformationen die WZ-Eichung. Andererseits wird die Eichung auch bei Durchführung einer
Eichtransformation zerstört. Bei einer bestimmten Wahl des Eichtransformationsparameters
kann es aber vorkommen, dass sowohl Supersymmetrie als auch WZ-Eichung erhalten bleiben,
sofern man beide, Supersymmetrie- und Eichtransformationen, gleichzeitig ausführt [26]. Wir
untersuchen in diesem Abschnitt das chirale Spinorsuperfeld unter diesem Gesichtspunkt.

4.1 SUSY-Transformationen des chiralen Spinorsuperfeldes

Um die Supersymmetrie-Transformationen des chiralen Spinorsuperfeldes zu berechnen, werden
wir die Projektionstechnik [5] anwenden. Hierzu betrachten wir das chirale Spinorsuperfeld in
der folgenden Gestalt:

Φα = χα − θγ

(
δα

γ(C + iE)

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)
+ θθλα , (4.1.1)

wobei

λα = ηα + iσαα̇
m∂mχ̄

α̇ . (4.1.2)

Wir definieren zunächst die Komponentenfelder von (4.1.1) durch die folgenden Projektionen1

Φα

∣∣∣ = χα (4.1.3)

DβΦα

∣∣∣ =
(
∂β + 2iσm

ββ̇
θ̄β̇∂m

) [
χα − θγ

(
δα

γ(C + iE)

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)
+ θθλα

]

= εβα
C + iE

2
+

1

4
εβγ(σmσ̄n) γ

α Bmn (4.1.4)

D2Φα

∣∣∣ = −4λα . (4.1.5)

1Wir erinnern daran, dass wir sowohl Φα als auch die kovarianten Ableitungen Dα und D̄α̇ in der Variablen
(2.4.2) bzw. der dazu komplex konjugierten Variablen schreiben.

25
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Statt (4.1.4) können wir die folgenden beiden Projektionen betrachten:

DβΦβ

∣∣∣ = −εβα∂αθγ

(
δβ

γ(C + iE)

2
+

1

4
(σmσ̄n)β

γBmn

)

= C + iE (4.1.6)

1

2
DαΦβ

∣∣∣+ 1

2
DβΦα

∣∣∣ = εβα
C + iE

2
+

1

8
εβγ(σmσ̄n) γ

α Bmn + εαβ
C + iE

2
+

1

8
εαγ(σmσ̄n) γ

β Bmn

=
1

4
εβγ(σmσ̄n) γ

α Bmn . (4.1.7)

Dabei haben wir in (4.1.6) die Identität (A.1.27) sowie die Antisymmetrie von Bmn ausgenutzt.
In (4.1.7) benutzten wir hingegen, dass

(
εβγ(σkσ̄l) γ

α + εαγ(σkσ̄l) γ
β

)
Bkl =

(
σk

αα̇ε
α̇γ̇σl

βγ̇ + σk
βα̇ε

α̇γ̇σl
αγ̇

)
Bkl

= εα̇γ̇σk
αα̇σ

l
βγ̇Bkl − εα̇γ̇σk

αγ̇σ
l
βα̇Bkl

= 2εβγσ
k
αα̇σ̄

l α̇γBkl , (4.1.8)

worin der vorletzte Schritt wegen der Antisymmetrie von Bkl und nach einer Umbenennung der
Summationsindizes k ↔ l und der letzte Schritt wegen der Antisymmetrie von εα̇γ̇ folgt.
Wir wollen nun die SUSY-Transformationen der oben definierten Felder berechnen.

δξχα = (ξQ+ ξ̄Q̄)χα = (ξQ+ ξ̄Q̄)Φα

∣∣∣ = (ξD + ξ̄D̄)Φα

∣∣∣ = ξβDβΦα

∣∣∣

= −ξα
C + iE

2
− 1

4
(σkσ̄l) γ

α ξγBkl (4.1.9)

δξ(C + iE) = Dβ(ξQ+ ξ̄Q̄)Φβ

∣∣∣ = (ξD + ξ̄D̄)DβΦβ

∣∣∣

=
1

2
ξαεβγεαγD

2Φβ

∣∣∣+ ξ̄α̇ε
α̇β̇εβγD̄β̇DγΦβ

∣∣∣

= 2ξαλα − 2iξ̄α̇σ̄
m α̇β∂mχβ (4.1.10)

δξ

(
1

4
εβγ(σkσ̄l) β

α Bkl

)
= D(α(ξQ+ ξ̄Q̄)Φβ)

∣∣∣ = (ξD + ξ̄D̄)
1

2
(DαΦβ +DβΦα)

∣∣∣

=
1

4
ξγεγαD

2Φβ

∣∣∣+ 1

4
ξγεγβD

2Φα

∣∣∣

−iξ̄α̇εα̇β̇σm
αβ̇
∂mΦβ

∣∣∣− iξ̄α̇ε
α̇β̇σm

ββ̇
∂mΦα

∣∣∣

= ξαλβ + ξβλα + i(σm
αβ̇
ξ̄β̇∂mχβ + σm

ββ̇
ξ̄β̇∂mχα) (4.1.11)

δξλα = −1

4
D2(ξQ+ ξ̄Q̄)Φα

∣∣∣ = −1

4
ξ̄D̄D2Φα

∣∣∣ = iξ̄α̇σ̄
m α̇γ∂mDγΦα

∣∣∣

= iξ̄α̇σ̄
m α̇γ∂m

(
εγα

C + iE

2
+

1

4
εγβ(σkσ̄l) γ

α Bkl

)
(4.1.12)
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Diese Transformationen stellen noch nicht das von uns gesuchte Ergebnis dar. Wir müssen
aus ihnen das Transformationsverhalten der Komponentenfelder gewinnen. Dies wollen wir im
Folgenden tun.

Transformationsverhalten von C und E

Aus (4.1.10) gewinnen wir die Transformationen der beiden Felder C und E, indem wir den
Real- und Imaginärteil dieses Ausdrucks bilden. Mit dem komplex konjugierten

(2ξαλα − 2iξ̄α̇σ̄
m α̇β∂mχβ)† = 2ξ̄α̇λ̄

α̇ + 2i∂mχ̄α̇σ̄
mα̇βξβ (4.1.13)

ergibt sich

δξC = ξαλα + ξ̄α̇λ̄
α̇ − i(ξ̄α̇σ̄

m α̇β∂mχβ + χβσm
βα̇∂mχ̄

α̇) (4.1.14)

δξE = −iξαλα + iξ̄α̇λ̄
α̇ − (ξ̄α̇σ̄

m α̇β∂mχβ − χβσm
βα̇∂mχ̄

α̇) . (4.1.15)

Transformationsverhalten von Bkl

Um aus (4.1.11) die Transformationen von Bkl zu gewinnen, bedarf es etwas mehr Arbeit.
Zunächst formen wir die linke Seite von (4.1.11) um:

1

4
εβγ(σkσ̄l) γ

α Bkl = −1

8

(
(σkσ̄l) γ

α + (σkσ̄l) γ
α

)
εγβBkl

= −1

8

(
(σkσ̄l) γ

α − (σlσ̄k) γ
α

)
εγβBkl = −1

2
(σkl) γ

α εγβBkl . (4.1.16)

Nun können wir beide Seiten von (4.1.11) mit εβδ(σmn) α
δ multiplizieren. Wir betrachten zu-

nächst die linke Seite:

δξ

(
−1

2
(σkl) γ

α εγβε
βδ(σmn) α

δ Bkl

)
= δξ

(
−1

2
Tr(σklσmn)Bkl

)
=

1

2
δξB

mn +
i

4
δξε

klmnBkl ,

(4.1.17)
wobei die Antisymmetrie von Bmn und (A.1.34) benutzt wurde. Da Bmn reell ist, ist der erste
Term reell und der zweite rein imaginär. Wir wenden uns nun der rechten Seite von (4.1.11),
die wir mit dem gleichen Faktor multiplizieren, zu:

εβδ(σmn) α
δ

(
εαλβ + εβλα + i(σm

αβ̇
ξ̄β̇∂mχβ + σm

ββ̇
ξ̄β̇∂mχα)

)

= λδ(σmn) α
δ ξα − ξδ(σmn) α

δ λα + iεβδ(σmn) α
δ

(
σr

αβ̇
ξ̄β̇∂rχβ + σr

ββ̇
ξ̄β̇∂rχα

)
. (4.1.18)

Wir wollen den letzten Term betrachten. Zunächst wird unter Benutzung von (A.1.35)

iεβδ(σmn) α
δ σr

αβ̇
ξ̄β̇∂rχβ = iεβδ(σmnσr)

δβ̇
ξ̄β̇∂rχβ

=
i

2
∂rχ

δ
(
ηmrσn

δβ̇
− ηnrσm

δβ̇
+ iεmnrsσ

s δβ̇

)
ξ̄β̇

=
i

2

(
∂mχδσn

δβ̇
− ∂nχδσm

δβ̇
+ i∂rχ

δεmnrsσ
s δβ̇

)
ξ̄β̇ . (4.1.19)

In ähnlicher Weise folgt mit (A.1.36)

iεβδ(σmn) α
δ σr

ββ̇
ξ̄β̇∂rχα =−σ̄r γ̇γ(σmn) α

γ ε
β̇γ̇
ξ̄β̇∂rχα

=
i

2

(
ξ̄γ̇ σ̄

m γ̇α∂nχα − ξ̄γ̇ σ̄
n γ̇α∂mχα − iξ̄γ̇ε

rmnsσ̄γ̇α
s ∂rχα

)
. (4.1.20)
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Setzen wir nun (4.1.19) und (4.1.20) in (4.1.18) ein und setzen das Ergebnis hiervon der rechten
Seite von (4.1.17) gleich, so erhalten wir

1

2
δξB

mn +
i

4
δξε

klmnBkl = λδ(σmn) α
δ ξα − ξδ(σmn) α

δ λα

+
i

2

(
∂mχδσn

δβ̇
− ∂nχδσm

δβ̇
+ i∂rχ

δεmnrsσs δβ̇

)
ξ̄β̇

+
i

2
ξ̄γ̇
(
σ̄m γ̇α∂nχα − σ̄n γ̇α∂mχα − iεrmnsσ̄γ̇α

s ∂rχα

)

= λδ(σmn) α
δ ξα − ξδ(σmn) α

δ λα − εmnrs∂rχ
δσ

sδβ̇
ξ̄β̇

+i
(
∂mχδσn

δβ̇
− ∂nχδσm

δβ̇

)
ξ̄β̇ , (4.1.21)

wobei wir (A.1.13) sowie die totale Antisymmetrie von εmnrs benutzt haben. Nutzen wir ferner
(A.1.14) und die Definition (A.1.20) von σmn, so können wir festhalten

δξB
mn +

i

2
δξε

klmnBkl = 4λδ(σmn) α
δ ξα − 2εmnrs∂rχ

δσ
sδβ̇
ξ̄β̇

+2i
(
∂mχδσn

δβ̇
− ∂nχδσm

δβ̇

)
ξ̄β̇ . (4.1.22)

Der Realteil von diesem Ausdruck entspricht der Transformation von Bmn, der Imaginärteil
der Transformation des dualen Feldstärketensors. Wir möchten Real- und Imaginärteil explizit
angeben, wobei wir innere Indizes unterdrücken

δξB
mn = 2λσmnξ + 2λ̄σ̄mnξ̄ − εmnrs(∂rχσsξ̄ + χσs∂rχ̄)

+i(∂mχσn − ∂nχσm)ξ̄ − iξ(σn∂mχ̄− σm∂nχ̄) (4.1.23)

1

2
δξε

klmnBkl = −2iλσmnξ + 2iξ̄σ̄nmλ̄+ iεmnrs
(
∂rχσξ̄ − ξσs∂rχ̄

)

+(∂mχσn − ∂nχσm)ξ̄ + ξ(σn∂mχ̄− σm∂nχ̄) . (4.1.24)

Die beiden Gleichungen (4.1.23) und (4.1.24) stehen miteinander in folgender Beziehung

1

2
εsrmnδξ

1

2
εklmnBkl = δξBrs . (4.1.25)

Wir können die Transformationen (4.1.23) noch in Abhängigkeit der beiden Felder η und ∂mχ̄

aus (4.1.2) ausdrücken. Hierzu schreiben wir unter Benutzung von (A.1.35) und (A.1.36) jene
Terme aus (4.1.23), die ein λ bzw. λ̄ enthalten, um. Es gilt

2λσmnξ + 2ξ̄σ̄nmλ̄ = 2ησmnξ + 2ξ̄σ̄nmη̄ + iξσm∂nχ̄− iξσn∂mχ̄+ εmnkrξσr∂kχ̄

+iξ̄σ̄m∂nχ− iξ̄σ̄n∂mχ− εmnkr ξ̄σ̄r∂kχ . (4.1.26)

Setzen wir dies in (4.1.23), so erhalten wir das Resultat

δξB
mn =2ηα(σmn)α

βξβ + 2η̄α̇(σ̄mn)α̇
β̇
ξ̄β̇

+ 2i(ξβσm
βα̇∂

nχ̄α̇ − ξβσn
βα̇∂

mχ̄α̇) + 2i(ξ̄α̇σ̄
mα̇β∂nχβ − ξ̄α̇σ̄

nα̇β∂mχβ) .
(4.1.27)
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Transformationsverhalten von η

Als letztes wollen wir aus (4.1.12) die Transformationen von η gewinnen. Ausgehend von (4.1.2)
gilt zunächst

δξλα = δξηα + iσαα̇
m∂mδξχ̄

α̇ (4.1.28)

und wegen (4.1.9) können wir schreiben

δξχ̄
α̇ = − ξ̄γ̇

(
δ

γ̇
α̇ (C − iE)

2
+

1

4
(σ̄mσn)α̇γ̇Bmn

)
. (4.1.29)

Setzen wir (4.1.29) sowie (4.1.12) in (4.1.28) ein und formen nach δξη um, so erhalten wir vorerst

δξηα = iσk
αα̇ξ̄

α̇∂kC +
i

4
σk

γβ̇
ξ̄β̇(σmσ̄n) γ

α ∂kBmn +
i

4
σk

αα̇(σ̄mσn)α̇γ̇ ξ̄
γ̇∂kBmn . (4.1.30)

Die beiden letzten Terme können wir mittels (A.1.30) zusammenfassen. Und zwar ist

i

4
σk

γβ̇
ξ̄β̇(σmσ̄n) γ

α ∂kBmn +
i

4
σk

αα̇(σ̄mσn)α̇γ̇ ξ̄
γ̇∂kBmn

=
i

4

(
(σmσ̄nσk)

αβ̇
+ (σkσ̄mσn)

αβ̇

)
ξ̄β̇∂kBmn = −1

2
εkmnrσ

rαβ̇
ξ̄β̇∂kBmn , (4.1.31)

womit wir für (4.1.30) das Endresultat

δξηα = iσk
αα̇ξ̄

α̇∂kC − 1

2
εkmnrσ

rαβ̇
ξ̄β̇∂kBmn (4.1.32)

erhalten. Im nächsten Abschnitt werden wir die hier gewonnenen Ergebnisse zusammenfassen
und uns dem Aspekt der WZ-Eichung zuwenden.

4.2 SUSY-Transformationen und WZ-Eichung

Wir gehen von dem chiralen Spinorsuperfeld Φα mit der folgenden θ-Entwicklung aus:

Φα =χα − θγ

(
δα

γ(C + iE)

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)
+ θθ

(
ηα + iσαα̇

m∂mχ̄
α̇
)
. (4.2.1)

Hierin sind χα, ηα Weylspinoren, C, E reelle skalare Felder und Bmn der antisymmetrische
Tensor. Wie wir im letzten Abschnitt gezeigt haben, bedeuten die SUSY-Transformationen

Φα −→ Φ′
α = Φα + δSUSY

ξ Φα = Φα + (ξQ+ ξ̄Q̄)Φα (4.2.2)

für die Komponentenfelder von Φα:

δSUSY
ξ χα = − ξγ

(
δα

γ(C + iE)

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)

δSUSY
ξ C =ξαηα + ξ̄α̇η̄

α̇

δSUSY
ξ E = − iξαηα + iξ̄α̇η̄

α̇ + 2
(
ξβσm

βα̇∂mχ̄
α̇ − ξ̄α̇σ̄

mα̇β∂mχβ

)

δSUSY
ξ Bmn =2ηα(σmn)α

βξβ + 2η̄α̇(σ̄mn)α̇
β̇
ξ̄β̇

+ 2i(ξβσm
βα̇∂

nχ̄α̇ − ξβσn
βα̇∂

mχ̄α̇) + 2i(ξ̄α̇σ̄
mα̇β∂nχβ − ξ̄α̇σ̄

nα̇β∂mχβ)

δSUSY
ξ ηα =iσk

αα̇ξ̄
α̇∂kC − 1

2
εkmnrσrαα̇ξ̄

α̇∂kBmn

(4.2.3)
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In der WZ-Eichung wählen wir
χα = 0 , E = 0 ,

so dass die SUSY-Transformationen wie folgt lauten:

δSUSY
ξ,WZ χα = − ξγ

(
δα

γC

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)

δSUSY
ξ,WZ C =ξη + ξ̄η̄

δSUSY
ξ,WZ E = − iξη + iξ̄η̄

δSUSY
ξ,WZ Bmn =2ησmnξ + 2η̄σ̄mnξ̄

δSUSY
ξ,WZ ηα =i(σk ξ̄)α∂kC − 1

2
εkmnr(σr ξ̄)α∂kBmn

(4.2.4)

Dabei haben wir einen Teil der Spinorindizes der besseren Übersicht wegen weggelassen. Wie
man sieht, transformieren χα und E nicht zu Null und verletzen damit die WZ-Eichung. Möch-
ten wir auch das transformierte Feld in der WZ-Eichung vorfinden, so sind wir gezwungen, die
SUSY-Transformation gleichzeitig mit einer geeignet gewählten Eichtransformation auszufüh-
ren. Die Eichtransformation von Φα lautet:

δEichΦα = −1

2
λe

α −
(
δα

γ iD
e

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γ (∂mΛe
n − ∂nΛe

m)

)
θγ − i

2
θθσm

αα̇∂mλ̄
e α̇ . (4.2.5)

Wir wählen

λe
α = − ξγ

(
δα

γC

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γBmn

)

De =iξη − iξ̄η̄ .

(4.2.6)

Damit transformieren sich bei gleichzeitiger Ausführung von SUSY- und Eichtransformation χα

und E zu Null, was die WZ-Eichung wiederherstellt. Die Transformationen der physikalischen
Felder sehen dann wie folgt aus

(
δSUSY
ξ,WZ + δEich

)
C =ξη + ξ̄η̄

(
δSUSY
ξ,WZ + δEich

)
Bmn =2ησmnξ + 2ξ̄σ̄nmη̄ + ∂mΛen − ∂nΛem

(
δSUSY
ξ,WZ + δEich

)
ηα =i(σk ξ̄)α∂kC − 1

2
εkrmn(σr ξ̄)α∂kBmn

(4.2.7)

Als nächstes wollen wir uns ansehen, wie sich die Komponentenfelder der Feldstärke Wα des
Vektormultipletts unter den entsprechenden Transformationen verhalten. Die θ-Entwicklung
von Wα ist wie folgt:

Wα = −iλα +
(
δα

βD − i

2
(σmσ̄n)α

βFmn

)
θβ + θθσm

αα̇∂mλ̄
α̇ . (4.2.8)

Wie auch in (4.2.1) sind alle Komponentenfelder Funktionen von y = x + iθσθ̄. Die SUSY-
Transformationen der Komponentenfelder übernehmen wir aus dem bekannten Ergebnis für
das Vektormultiplett [2]:

δSUSY
ξ Fmn =i

[(
ξσn∂mλ̄+ ξ̄σ̄n∂mλ

)
−
(
ξσm∂nλ̄+ ξ̄σ̄m∂nλ

)]

δSUSY
ξ λα =iξαD + (σmnξ)αFmn

δSUSY
ξ D =ξ̄σ̄m∂mλ− ξσm∂mλ̄

(4.2.9)
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Die Eichtransformationen für Wα waren (vgl. (3.2.11)):

Wα −→Wα − 1

4
mD̄2DαΛ .

Damit ist

δEichWα = −1

4
mD̄2DαΛ = +2im

i

8
D̄2DαΛ

= −imλe
α − 2im

(
δα

γ iD
e

2
+

1

4
(σmσ̄n)α

γ (∂mΛe
n − ∂nΛe

m)

)
θγ

+θθmσm
αα̇∂mλ̄

e α̇ (4.2.10)

Mit der speziellen Wahl (4.2.6) lautet die Gesamttransformation:

(
δSUSY
ξ + δEich

)
λα = −mξγ

(
δα

γC +
1

2
(σmσ̄n)α

γBmn

)
+ iξαD + (σmnξ)αFmn

(
δSUSY
ξ + δEich

)
D =m(iξη − iξ̄η̄) + ξ̄σ̄m∂mλ− ξσm∂mλ̄

(
δSUSY
ξ + δEich

)
Fmn =i

[(
ξσn∂mλ̄+ ξ̄σ̄n∂mλ

)
−
(
ξσm∂nλ̄+ ξ̄σ̄m∂nλ

)]
+mF e

mn .

(4.2.11)

Wir wollen die Ergebnisse (4.2.7) und (4.2.11) diskutieren. An (4.2.7) erkennen wir zunächst,
dass es keinen Ordnungsparameter für die SUSY-Brechung gibt. Hingegen kann in (4.2.11)
wegen

δλα ∼ ξα(iD −mC) (4.2.12)

die Supersymmetrie sowohl über das Hilfsfeld D, als auch über das ursprünglich aus dem Spi-
normultiplett stammende Skalarfeld C gebrochen werden. Dies ist insoweit ungewöhnlich, als
das Feld C kein Hilfsfeld ist. Wie wir in Abschnitt 5.3 sehen werden, ist D ∼ C, so dass D
verschwindet, falls C es tut, und die Supersymmetrie bleibt ungebrochen. Da beide Felder reell
sind und D in (4.2.12) über einen imaginären Vorfaktor eingeht, ist ein Fall, bei dem beide
Felder einen von Null verschiedenen Vakuumerwartungswert (VEV) erhalten und die Super-
symmetrie trotzdem ungebrochen bleibt, nicht möglich. Eine SUSY-Brechung ist also nur dann
möglich, wenn das C-Feld oder das D-Feld einen von Null verschiedenen VEV besitzen.
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Kapitel 5

Kopplungen linearer Multipletts

Die bisherigen Überlegungen sind für ein einzelnes lineares Multiplett durchgeführt worden. Von
dieser Einschränkung wollen wir uns im Folgenden lösen und eine beliebige Anzahl nL linearer
Multipletts Li, i = 1, . . . , nL, die wir mit symmetrischen Kopplungsfunktionen aneinander
koppeln, zulassen. Für ein solches System betrachten wir zunächst eine masselose Theorie, bevor
wir uns im zweiten Abschnitt dieses Kapitels der Konstruktion einer massiven Lagrangedichte
zuwenden.

5.1 Verallgemeinerung des kinetischen Terms

5.1.1 Renormierbarer Fall

Wie wir aus Abschnitt 3.2.1 bereits wissen, ist der kinetische Term der Lagrangedichte für ein
lineares Multiplett durch die θ2θ̄2 - Komponente des Quadrats von L gegeben:

Lkin = −
∫
d2θd2θ̄L2 .

Um mehrere lineare Multipletts zuzulassen, führen wir eine bezüglich ihrer Indizes symme-
trische Kopplungsfunktion gij ein und verallgemeinern den obigen Ausdruck wie folgt

Lkin = −gij

∫
d2θd2θ̄LiLj . (5.1.1)

Mit

Li = Ci + θηi + θ̄η̄i + θσmθ̄vi
m − i

2
(θθ)θ̄σ̄m∂mη

i − i

2
(θ̄θ̄)θσm∂mη̄

i − 1

4
θθθ̄θ̄�C i

bestimmt sich die höchste Komponente des aus jeweils zwei linearen Multipletts gebildeten
Produktes zu

LiLj |θθθ̄θ̄ = −1

4
(Ci

�Cj + Cj
�Ci) +

i

4
(ηiσm∂mη̄

j + η̄iσ̄m∂mη
j

+η̄jσ̄m∂mη
i + ηjσm∂mη̄

i) − 1

2
vmivj

m . (5.1.2)

Dieses Ergebnis entspricht dem Integral aus (5.1.1). Nutzen wir ferner die Symmetrie von gij

aus, so erhalten wir für die Komponentengestalt des kinetischen Terms der Lagrangedichte das
Ergebnis:

Lkin = gij

(
1

2
Ci

�Cj − i

2
(ηiσm∂mη̄

j + η̄iσ̄m∂mη
j) +

1

2
vmivj

m

)
. (5.1.3)

33
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5.1.2 Nicht renormierbarer Fall

Während im renormierbaren Fall für den kinetischen Term der Lagrangedichte Produkte aus
höchstens je zwei linearen Superfeldern zugelassen waren, dürfen wir bei Außerachtlassung der
Renormierbarkeit Produkte aus beliebig vielen Multipletts betrachten. Ganz allgemein kön-
nen wir von einer Funktion K eines Satzes von linearen Multipletts {Li} ausgehen. Für die
Lagrangedichte machen wir den folgenden Ansatz:

Lkin = −
∫
d2θd2θ̄K(Li) . (5.1.4)

Den Index i lassen wir übersichtlichkeitshalber im Folgenden weg und schreiben

K(L) ≡ K(Li) .

Um die Komponentengestalt aus (5.1.4) zu gewinnen, müssen wir eine Taylor-Entwicklung
durchführen. Wir definieren

Xi = Li − Li |

und führen für

K(L | +X)

die Taylor-Entwicklung durch:

K(L) = K(L | +X) = K(L) | +
∑

i

∂K(L)

∂Ci

∣∣∣∣X
i +

1

2

∑

i,j

∂2K(L)

∂Ci∂Cj

∣∣∣∣X
iXj +

+
1

3!

∑

i,j,k

∂3K(L)

∂Ci∂Cj∂Ck

∣∣∣∣X
iXjXk +

1

4!

∑

i,j,k,l

∂4K(L)

∂Ci∂Cj∂Ck∂C l

∣∣∣∣X
iXjXkX l . (5.1.5)

Höhere Terme treten nicht auf. Benutzt wurde wieder, dass

∂nK(L|)
∂Ci∂Cj...∂Ck

=
∂nK(L)

∂Ci∂Cj...∂Ck

∣∣∣∣ .

Nun sind noch die Produkte

XiXj · · ·Xk

anzugeben. Tatsächlich interessiert uns darin nur die θθθθ - Komponente, denn nur diese wird
nach der d4θ - Integration übrig bleiben.

Xi = θηi + θ̄η̄i + θσmθ̄vm − i

2
θθθ̄σ̄m∂mη

i − i

2
θ̄θ̄θσm∂mη̄

i − 1

4
θθθ̄θ̄�C i (5.1.6)

XiXj
∣∣
θθθ̄θ̄

=
i

4
ηiσm∂mη̄

j +
i

4
η̄iσ̄m∂mη

j +
i

4
η̄j σ̄m∂mη

i +
i

4
ηjσm∂mη̄

i − 1

2
vmivj

m (5.1.7)

XiXjXk
∣∣
θθθ̄θ̄

=
1

4
(ηkσmη̄ivj

m + ηkσmη̄jvi
m + ηiσmη̄kvj

m + ηjσmη̄kvi
m +

+ηiσmη̄jvk
m + ηjσmη̄ivk

m) (5.1.8)

XiXjXkX l
∣∣
θθθ̄θ̄

=
1

4
(ηiηkη̄j η̄l + ηjηkη̄iη̄l + ηiηj η̄kη̄l + ηiηlη̄j η̄k +

+ηjηlη̄iη̄k + ηkηlη̄iη̄j) . (5.1.9)
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Setzen wir die so gewonnene Entwicklung in (5.1.4) ein, so erhalten wir:

Lkin = +
1

4

∑

i

∂K(L)

∂Ci

∣∣∣∣�C
i

−1

2

∑

i,j

∂2K(L)

∂Ci∂Cj

∣∣∣∣
(
i

4
ηiσm∂mη̄

j +
i

4
η̄iσ̄m∂mη

j +
i

4
η̄j σ̄m∂mη

i +
i

4
ηjσm∂mη̄

i − 1

2
vmivj

m

)

− 1

3!

∑

i,j,k

∂3K(L)

∂Ci∂Cj∂Ck

∣∣∣∣
(

1

4
(ηkσmη̄ivj

m + ηkσmη̄jvi
m + ηiσmη̄kvj

m

+ ηjσmη̄kvi
m + ηiσmη̄jvk

m + ηjσmη̄ivk
m)

)

− 1

4!

∑

i,j,k,l

∂4K(L)

∂Ci∂Cj∂Ck∂C l

∣∣∣∣
(

1

4
(ηiηkη̄j η̄l + ηjηkη̄iη̄l + ηiηj η̄kη̄l

+ ηiηlη̄j η̄k + ηjηlη̄iη̄k + ηkηlη̄iη̄j)

)
.

Der erste Term kann nach partieller Integration und dem Verschwinden des Integrals über die
Divergenz wie folgt geschrieben werden

(∂CiK)∂m∂
mCi = −(∂m∂CiK)∂mCi = −(∂Ci∂mK)∂mCi = −(∂Ci∂CjK)(∂mC

j)(∂mCi),

so dass letztendlich

Lkin = −1

4

∂2K(L)

∂Ci∂Cj

∣∣∣∣
(
(∂mC

j)(∂mCi) + i(ηiσm∂mη̄
j + η̄iσ̄m∂mη

j) − vmivj
m

)

− 1

3!

∂3K(L)

∂Ci∂Cj∂Ck

∣∣∣∣
(

3

2
ηkσmη̄ivj

m

)
− 1

4!

∂4K(L)

∂Ci∂Cj∂Ck∂C l

∣∣∣∣
(

3

2
ηiηj η̄kη̄l

)
,

(5.1.10)

wobei über doppelt vorkommende Indizes zu summieren ist.

5.2 Verallgemeinerung des Massenterms

Wir möchten uns nun der massiven Theorie zuwenden. Wir betrachten also einen Satz {Li}
linearer Multipletts,

Li =
1

2

(
DaΦi

α + D̄α̇Φ̄iα̇
)
, D̄α̇Φi

α = 0 , i = 1, . . . , nL , (5.2.1)

von denen jedes invariant gegenüber den Eichtransformationen

Φi
α −→Φi

α − i

2
Y i

α

Φ̄i
α̇ −→Φ̄i

α̇ +
i

2
Ȳ i

α̇

(5.2.2)

mit

Y i
α = −1

4
D̄2DαΛi (5.2.3)
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ist. Zur Konstruktion der Lagrangedichte möchten wir Terme der Gestalt

ΦiαΦj
α

heranziehen. Wie wir wegen der Analogie zu den Überlegungen aus Abschnitt 3.2.2 bereits wis-
sen, sind diese Terme, welche B imnB

j
mn enthalten, nicht eichinvariant. Um die Eichinvarianz zu

sichern, sind wir gezwungen, den Stückelberg-Mechanismus anzuwenden und ein Kompensati-
onsfeld einzuführen, das die Feldstärke des Vektor-Superfeldes ist. Wir möchten für die folgenden
Betrachtungen zulassen, dass die Anzahl der Vektormultipletts nV von der Anzahl der linearen
Multipletts nL verschieden sein darf.1 Anders ausgedrückt werden wir die beiden Arten von Su-
perfeldern mit einer i.a. nicht quadratischen Matrix aneinanderkoppeln. Im Folgenden werden
wir die Konstruktion der eichinvarianten Terme sowohl auf der Ebene der Komponentenfelder
als auch auf der Ebene der Superfelder durchführen.

Möchten wir die Eichinvarianz im allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl von linearen und
Vektor-Superfeldern erhalten, so müssen wir Bmn umdefinieren und zu

BA
mn = mA

iB
i′
mn +

(
∂nv

A
m − ∂mv

A
n

)
(5.2.5)

mit den Transformationen

Bi′
mn → Bi′

mn + ∂mΛi
n − ∂nΛi

m, vA
n → vA

n +mA
jΛ

j
n (5.2.6)

übergehen. Dabei ist
m ∈M(nV × nL) .

Hier und im Folgenden fordern wir von der Matrix m, dass

mA
j ∈ R . (5.2.7)

Bi′
mn ist der antisymmetrische Tensor aus dem chiralen Spinorsuperfeld. Die Eichinvarianz des

so definierten Bi
mn ist sofort ersichtlich:

BA
mn = mA

iB
i′
mn +

(
∂nv

A
m − ∂mv

A
n

)

−→ mA
i

(
Bi′

mn + ∂mΛi
n − ∂nΛi

m

)
+ ∂n

(
vA
m +mA

jΛ
j
m

)
− ∂m

(
vA
n +mA

jΛ
j
n)
)

= mA
iB

i′
mn +

(
∂nv

A
m − ∂mv

A
n

)
. (5.2.8)

Die obigen Betrachtungen möchten wir nun auf der Ebene der Superfelder durchführen.
Zunächst sei festzustellen, dass die Invarianz von (5.2.5) unter (5.2.6) der Invarianz von

2imA
jΦ

j
β −WA

β (5.2.9)

unter

Φi
β −→Φi

β +
i

8
D̄2DβΛi

WA
β −→WA

β − 1

4
mA

jD̄
2DβΛj

(5.2.10)

1Um den Massenterm eichinvariant zu machen, sind wir gezwungen für jedes lineare Multiplett mindestens
ein Vektormultiplett einzuführen, so dass als notwendige Bedingung für das Funktionieren des Stückelberg-
Mechanismus

nV ≥ nL (5.2.4)

gelten muss. Immer dann, wenn wir davon sprechen, nV und nL seien beliebig, setzen wir (5.2.4) voraus.
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entspricht. Eine Lorentz- und eichinvariante Lagrangedichte wird also durch

Lm = fAB

∫
d2θ

(
2imA

iΦ
iβ −WAβ

)(
2imB

jΦ
j
β −WB

β

)
+ h.c. (5.2.11)

gegeben sein, wobei fAB eine in ihren Indizes symmetrische Kopplungsmatrix ist. In einer sol-
chen Lagrangedichte treten die Terme ΦiΦj, ΦiWA und WAWB auf. Wir suchen nach anderen
Kombinationen dieser Terme, die zu einer Lorentz- und eichinvarianten Lagrangedichte führen.
Wir machen den Ansatz:

hijΦ
iΦj + αAiW

AΦi + bABW
AWB + h.c. (5.2.12)

Die Kopplungsmatrizen hij und bAB müssen symmetrisch in ihren Indizes sein. Dies gilt nicht
mehr für αAi, die i.a. auch nicht quadratisch sein wird. Ferner lassen wir zu, dass alle drei
Kopplungsmatrizen komplex sind.

Damit (5.2.12) eine eichinvariante Lagrangedichte ist, muss bei

L −→ L + δL

δL entweder verschwinden oder höchstens gleich einer totalen Ableitung sein. Mit (5.2.3) werden
die Eichtransformationen (5.2.10) zu

Φi
β −→Φi

β − i

2
Y i

β

WA
β −→WA

β +mA
jY

j
β .

(5.2.13)

Diese führen wir an (5.2.12) aus. Unter Vernachlässigung in Y quadratischer Terme erhalten
wir:

hij(Φ
i − i

2
Y i)(Φj − i

2
Y j) + αAi(Φ

i − i

2
Y i)(WA +mA

jY
j)

+ bAB(WA +mA
jY

j)(WB +mB
iY

i) + h.c.

= hijΦ
iΦj + αAiW

AΦi + bABW
AWB − i

2
hijΦ

iY j − i

2
hijΦ

jY i + αAim
A

jΦ
iY j

− i

2
αAiW

AY i + bABm
B

iW
AY i + bABm

A
iW

BY i + h.c.

Im Folgenden beschränken wir uns auf δL. Unter Ausnutzung der Symmetrie von hij und bAB

wird

δLm = −ihijΦ
iY j + αAim

A
jΦ

iY j − i

2
αAiW

AY i + bAB(mB
iW

AY i +mA
jW

BY j) + h.c.

= (−ihij + αAim
A

j)Φ
iY j + (− i

2
αAi + 2bABm

B
i)W

AY i + h.c. . (5.2.14)

Falls δL = 0 sein soll, muss

−ihij + αAim
A

j =0

− i

2
αAi + 2bABm

B
i =0 .

(5.2.15)
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Wir möchten jetzt die gewonnenen Lösungen in unseren Ansatz für L einsetzen. Aus (5.2.15)
erhalten wir:

αAi = −4ibABm
B

i hij = −iαAim
A

j = −4bABm
B

im
A

j . (5.2.16)

Eingesetzt in (5.2.12) ergibt dies:

L0
m = −4bABm

B
im

A
jΦ

iΦj − 4ibABm
B

iW
AΦi + bABW

AWB

= bAB

(
−4bABm

B
im

A
jΦ

iΦj − 4imB
iΦ

iWA +WAWB
)

= bAB

(
−4bABm

B
im

A
jΦ

iΦj − 2imB
iΦ

iWA − 2imA
jΦ

jWB +WAWB
)

= bAB

(
2imA

iΦ
i −WA

) (
2imB

jΦ
j −WB

)
. (5.2.17)

Die Indizes innerhalb der einzelnen Terme durften wir wegen der Symmetrie von bAB vertau-
schen.

Wir suchen nun nach der Bedingung dafür, dass δL = total. Wie man durch Betrachtung
der möglichen komplexen Linearkombinationen erkennen kann, ist die einzige Kombination der
Terme aus (5.2.12), die auf eine totale Ableitung führt

WAY j|θθ − W̄AȲ j|θ̄θ̄ = − i

2
εmnklFA

mnF
(e)j
kl − iλAσm∂mλ̄

(e)j − iλ(e)jσm∂mλ̄
A

−i∂mλ
(e)jσmλ̄A − i∂mλ

Aσmλ̄(e)j

= − i

2
εmnklFA

mnF
(e)j
kl − ∂m

(
iλAσmλ̄(e)j + iλ(e)jσmλ̄A

)
, (5.2.18)

wobei die Produktregel angewandt wurde. Damit δL gleich der Superfeldkombination (5.2.18)
ist, muss einerseits wieder

−ihij + αAjm
A

j = 0 (5.2.19)

sein. Zum anderen aber muss
(
− i

2
αAi + 2bABm

B
i

)
WAY i +

(
i

2
ᾱAi + 2b̄ABm

B
i

)
W̄AȲ i

eine totale Ableitung ergeben. Um diese zu erhalten, spalten wir αAi und bAB in ihren Real-
und Imaginärteil auf und ordnen anschließend um:

(
− i

2
(ReαAi + iImαAi) + 2(Re bAB + iIm bAB)mB

i

)
WAY i

+

(
i

2
(ReαAi − iImαAi) + 2(Re bAB − iIm bAB)mB

i

)
W̄AȲ i

=

(
− i

2
ReαAi +

1

2
ImαAi + 2Re bABm

B
i + 2iIm bABm

B
i

)
WAY i

+

(
i

2
ReαAi +

1

2
ImαAi + 2Re bABm

B
i − 2iIm bABm

B
i

)
W̄AȲ i

=

(
− i

2
ReαAi + 2iIm bABm

B
i

)
(WAY i − W̄AȲ i)
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+

(
1

2
ImαAi + 2Re bABm

B
i

)
(WAY i + W̄AȲ i) . (5.2.20)

Wir sehen sofort, dass

−ImαAi = 4Re bABm
B

i

− i

2
ReαAi + 2iIm bABm

B
i = const.

(5.2.21)

sein müssen. Gegenüber dem Fall δL = 0 ist nur die letzte Gleichung, die besagt, dass wir
ReαAi und Im bAB als zwei verschiedene Konstanten wählen dürfen, neu.

Wir fassen die Bedingungen dafür, dass δL = total, (5.2.19) und (5.2.21), zusammen:

Re hij = ImαAim
A

j

−Imhij = ReαAim
A

j

−ImαAi = 4Re bABm
B

i

− i

2
ReαAi + 2iIm bABm

B
i = const.

(5.2.22)

Dieses Ergebnis wollen wir nun in die Lagrangedichte einarbeiten. Wir setzen:

ReαAi =
1

2
eAi, ImbAB = cAB

Re bAB = 0 = ImαAi = Re hij .

Damit wird

Imhij = −1

2
eAim

A
j .

Dies setzen wir in (5.2.12) ein:

Ltot
m = (Re hij + iImhij)ΦiΦj + (ReαAi + iImαAi)W

AΦi + (Re bAB + iIm bAB)WAWB + h.c.

= iImhijΦ
iΦj + ReαAiW

AΦi + iIm bABW
AWB + h.c.

= − i

2
eAim

A
jΦ

iΦj +
1

2
eAiW

AΦi + icABW
AWB

+
i

2
eAim

A
jΦ̄

iΦ̄j +
1

2
eAiW̄

AΦ̄i − icABW̄
AW̄B (5.2.23)

Der Term −icAB(WAWB − W̄AW̄B) entspricht einer totalen Ableitung und kann daher aus
der Wirkung ausintegriert werden. Es bleibt :

Ltot
m = − i

2
eAim

A
jΦ

iΦj +
1

2
eAiW

AΦi + h.c.

=
1

2
eAiΦ

i
(
WA − imA

jΦ
j
)

+ h.c. . (5.2.24)

Als letztes führen wir die Bezeichnung

fAB = 4bAB
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ein und kombinieren (5.2.17) und (5.2.24), womit wir für den Massenterm der Lagrangedichte
das Endergebnis

Lm =
1

4

∫
d2θ

{
fAB(2imA

iΦ
i −WA)(2imB

jΦ
j −WB) + 2eAiΦ

i
(
WA − imA

jΦ
j
)}

+ h.c.

(5.2.25)
erhalten. Wir bemerken die formale Ähnlichkeit von (5.2.25) mit dem eindimensionalen Fall
(3.2.13), von dem sich (5.2.25) nur durch einen zusätzlichen Index unterscheidet. Dieser zu-
sätzliche Index hat aber zur Folge, dass es sich bei den Kopplungsfunktionen nun um (z. T.
nichtquadratische) Matrizen handelt.

5.3 Komponenteninhalt des Massenterms der Lagrangedichte

Im Folgenden geben wir die Komponentengestalt von (5.2.25) an. Die Kopplungsfunktion fAB

wollen wir dabei als eine allgemeine Funktion von nC chiralen Superfeldern N i ansetzen:

fAB = fAB(N) (5.3.1)

N i = Ai +
√

2θχi + θθF i . (5.3.2)

Wir befassen uns zunächst mit dem ersten Term aus (5.2.25). Diesen schreiben wir unter Aus-
nutzung der Symmetrie von fAB um:

fAB(N) (2imA
iΦ

i −WA)(2imB
jΦ

j −WB)

= fAB(N) (−4mA
im

B
jΦ

iΦj − 2imA
iΦ

iWB − 2imB
jW

AΦi +WAWB)

= fAB(N) (−4mA
im

B
jΦ

iΦj − 4imA
iΦ

iWB +WAWB) (5.3.3)

und bezeichnen fortan

PAB(Φ,W ) := −4mA
im

B
jΦ

iΦj − 4imA
iΦ

iWB +WAWB . (5.3.4)

fAB(N) können wir als Superfunktion im Superraum Taylor-entwickeln. Es gilt:

fAB(N) = fAB(A) +
√

2θχi∂ifAB(A) + θθ

(
F i∂ifAB(A) − 1

2
χiχj∂i∂jfAB(A)

)
(5.3.5)

Dabei bezeichnet ∂i die Ableitung nach Ai. Mit dieser Entwicklung können wir schreiben:

(
fAB(N)PAB

)∣∣∣
θθ

= fAB(A)PAB
∣∣
θθ

− 1√
2
∂ifAB(A)χiPAB

∣∣
θ

+

(
F i∂ifAB(A) − 1

2
χiχj∂i∂jfAB(A)

)
PAB

∣∣ (5.3.6)

Der Faktor − 1
2 im zweiten Summanden gegenüber (5.3.5) rührt daher, dass wir einen Term der

Art (θψ)(θφ) in einen der Gestalt (θθ)(ψφ) umgeformt haben. Wir benötigen jetzt nur noch die
Komponenten von PAB. Die Komponentengestalt der einzelnen Superfeld-Produkte aus (5.3.4)
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lautet

ΦiΦj = θθ

(
1

4
CiCj +

1

8
BimnBj

mn +
i

16
εklmnBi

klB
j
mn

)
(5.3.7)

ΦiWB = θ

(
i

2
λBCi +

i

4
σnσ̄mλBBi

mn

)

+θθ

(
−1

2
CiDB − iηiλB +

i

4
BiklFB

kl −
1

8
εmnklBi

mnF
B
kl

)
(5.3.8)

WAWB = −λAλB + θ

(
−iλADB − iλBDA − 1

2
(σnσ̄m)λAFB

mn − 1

2
(σnσ̄m)λBFA

mn

)

+θθ

(
DADB − 1

2
FAmnFB

mn − i

4
εklmnFA

klF
B
mn − iλAσk∂kλ̄

B − iλBσk∂kλ̄
A

)
(5.3.9)

wobei mit

Φi
α = −θγ

(
1

2
δ γ
α Ci +

1

4
(σmσ̄n) γ

α Bi
mn

)
+ θθηi

α (5.3.10)

gerechnet wurde. Dies setzen wir in (5.3.4) und erhalten nach dem Herausprojizieren der ent-
sprechenden Komponenten:

PAB
∣∣
θθ

= −mA
im

B
j

(
CiCj +

1

2
BimnBj

mn +
i

4
εklmnBi

klB
j
mn

)

+mA
i

(
2iC iDB − 4ηiλB +BiklFB

kl +
i

2
εmnklBi

mnF
B
kl

)

+DADB − 1

2
FAmnFB

mn − i

4
εklmnFA

klF
B
mn − iλAσk∂kλ̄

B − iλBσk∂kλ̄
A (5.3.11)

PAB
∣∣
θ

= mA
i

(
2λBCi + (σnσ̄m)λBBi

mn

)

−iλADB − iλBDA − 1

2
(σnσ̄m)λAFB

mn − 1

2
(σnσ̄m)λBFA

mn (5.3.12)

PAB
∣∣ = −λAλB . (5.3.13)

Dies setzen wir in (5.3.6) ein und erhalten:

1

4

(
fAB(N)PAB

)∣∣∣
θθ

=fAB

{
−mA

im
B

j

(
1

4
CiCj +

1

8
BimnBj

mn +
i

16
εklmnBi

klB
j
mn

)

+mA
i

(
i

2
CiDB − ηiλB +

1

4
BiklFB

kl +
i

8
εmnklBi

mnF
B
kl

)

+
1

4
DADB − 1

8
FAmnFB

mn − i

16
εklmnFA

klF
B
mn − i

2
λAσk∂kλ̄

B

}

− 1√
2
∂kfAB(A)χk

{
mA

i

(
1

2
λBCi +

1

4
(σnσ̄m)λBBi

mn

)

− i

2
λADB − 1

4
(σnσ̄m)λAFB

mn

}

−
(

1

4
F k∂kfAB(A) − 1

8
χkχl∂k∂lfAB(A)

)
λAλB .

(5.3.14)
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Wir wenden uns nun dem zweiten Term aus (5.2.25) zu:

1

2
eAiΦ

i
(
WA − imA

jΦ
j
) ∣∣∣

θθ
=

1

2
eAiΦ

iWA
∣∣
θθ

− i

2
eAim

A
jΦ

iΦj
∣∣
θθ
. (5.3.15)

Mit (5.3.7) und (5.3.8) können wir die Komponentengestalt direkt ablesen:

1

2
eAiΦ

i
(
WA − imA

jΦ
j
) ∣∣∣

θθ
= eAi

(
−1

4
CiDA − i

2
ηiλA +

i

8
BiklFA

kl −
1

16
εmnklBi

mnF
A
kl

)

+eAim
A

j

(
− i

8
CiCj − i

16
BimnBj

mn +
1

32
εklmnBi

klB
j
mn

)
(5.3.16)

Gleichungen (5.3.14) und (5.3.16) ergeben zusammen mit ihrem hermitesch konjugierten die
Lagrangedichte Lm in Komponenten. Spalten wir fAB in seinen Real- und Imaginärteil auf, so
erhalten wir unter Ausnutzung von Symmetrien:

Lm = − 1

4
RefABF̌

A
mnF̌

B mn +
1

8
ImfABε

klmnF̌A
kl F̌

B
mn − 1

16
εklmneAiB

i
kl(F̌

A
mn + FA

mn)

+
1

2
RefABD

ADB − 1

2
(eAi + 2ImfABm

B
i)C

iDA − 1

2
RefABm

A
im

B
jC

iCj

− i

2
fABλ

Aσk∂kλ̄
B − i

2
f∗ABλ̄

Aσ̄k∂kλ
B

− 1

2
(ieAi + 2fABm

B
i)η

iλA − 1

2
(−ieAi + 2f∗ABm

B
i)η̄

iλ̄A

− 1

2
√

2
∂kfAB(mA

iC
i − iDA)χkλB − 1

2
√

2
∂k∗f

∗
AB(mA

iC
i + iDA)χ̄kλ̄B

− 1

2
√

2
∂kfABF̌

A
mnχ

kσmnλB − 1

2
√

2
∂k∗f

∗
ABF̌

A
mnχ̄

kσ̄mnλ̄B

− 1

4
F k∂kfABλ

AλB − 1

4
F ∗k∂k∗f

∗
ABλ̄

Aλ̄B

+
1

8
χkχl∂k∂lfABλ

AλB +
1

8
χ̄kχ̄l∂k∗∂l∗f

∗
ABλ̄

Aλ̄B ,

(5.3.17)

wobei
F̌A

mn = FA
mn −mA

iB
i
mn (5.3.18)

eingeführt wurde. Wir machen noch einmal darauf aufmerksam, dass wir es in (5.3.17) mit zwei
verschiedenen partiellen Ableitungen zu tun haben. Bei den auf fAB wirkenden handelt es sich
um Ableitungen nach der 1-Komponente Ai des chiralen Multipletts N i, die übrigen stellen
Ableitungen nach den Viererkoordinaten dar.

Nun können wir die Hilfsfelder DA mit Hilfe ihrer Bewegungsgleichungen eliminieren. Die
Terme der Lagrangedichte, die DA enthalten, sind:

LD
m = +

1

2
RefABD

ADB − 1

2
(eAi + 2ImfABm

B
i)C

iDA

+
i

2
√

2
∂kfABD

AχkλB − i

2
√

2
∂k∗f

∗
ABD

Aχ̄kλ̄B .

(5.3.19)

Wir benutzen die Euler-Lagrange-Gleichungen für DA und erhalten:

DA =
1

2
(Re f)−1AB

(
(eBi + 2ImfBCm

C
i)C

i − i√
2
(∂kfBCχ

kλC + ∂k∗f
∗
BC χ̄

kλ̄C)

)
. (5.3.20)
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Setzen wir dies in (5.3.17) ein, so erhalten wir

Lm = − 1

4
RefABF̌

A
mnF̌

B mn +
1

8
ImfABε

klmnF̌A
kl F̌

B
mn − 1

16
εklmneAiB

i
kl(F̌

A
mn + FA

mn) − V

− 1

2
(ieAi + 2fABm

B
i)η

iλA − 1

2
(−ieAi + 2f∗ABm

B
i)η̄

iλ̄A

− i

2
fABλ

Aσk∂kλ̄
B − i

2
f∗ABλ̄

Aσ̄k∂kλ
B

− 1

2
√

2
∂kfABm

A
iC

iχkλB − 1

2
√

2
∂k∗f

∗
ABm

A
iC

iχ̄kλ̄B

+
1

4
√

2
(Re f)−1AB

(
∂lfAGχ

lλG − ∂l∗f
∗
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lλ̄G
) (
eBi + 2ImfBCm

C
i

)
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+
1

16
(Re f)−1AB∂kfBC

(
∂lfAGχ

lλG − ∂l∗f
∗
AGχ̄

lλ̄G
)
χkλC

+
1

16
(Re f)−1AB∂k∗f

∗
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∂l∗f

∗
AGχ̄

lλ̄G − ∂lfAGχ
lλG
)
χ̄kλ̄C

− 1

2
√

2
∂kfABF̌

A
mnχ

kσmnλB − 1

2
√

2
∂k∗f

∗
ABF̌

A
mnχ̄

kσ̄mnλ̄B

− 1

4
F k∂kfABλ

AλB − 1

4
F ∗k∂k∗f

∗
ABλ̄

Aλ̄B

+
1

8
χkχl∂k∂lfABλ

AλB +
1

8
χ̄kχ̄l∂k∗∂l∗f

∗
ABλ̄

Aλ̄B ,

(5.3.21)

mit dem skalaren Potential

V =
1

8

[
(Re f)−1AB(eAi + 2ImfACm

C
i)(eBj + 2ImfBDm

D
j) + 4Re fABm

A
im

B
j

]
CiCj .

(5.3.22)

Mit (5.3.18) lassen sich die in B i quadratischen Terme der Lagrangedichte leicht auffinden

LB2
m = −1

4
Re fABm

A
im

B
jB

i mnBj
mn +

1

8

(
Im fABm

A
im

B
j +

1

2
eAim

A
j

)
εklmnBi

klB
j
mn .

(5.3.23)

Wir sehen, dass der zweite Term keine Metrik enthält, d.h. topologisch ist. Die beiden Kopp-
lungsmatrizen vor den quadratischen Termen werden als Massenmatrizen2 bezeichnet

(M2)ij = Re fABm
A

im
B

j

(M2
T )ij = Im fABm

A
im

B
j +

1

2
eAim

A
j

(5.3.24)

womit

LB2
m = −1

4
(M2)ijB

imnBj
mn +

1

8
(M2

T )ijε
klmnBi

klB
j
mn . (5.3.25)

2Die Untersuchung ihrer Eigenschaften verschieben wir auf Anhang C.
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5.4 Minima des skalaren Potentials

Wir möchten als nächstes nach Minima des skalaren Potentials in den physikalischen Feldern
suchen. Wir führen die Rechnungen zunächst für den Fall von nur einem und anschließend für
eine beliebige Anzahl nL von linearen Multipletts durch. Im ersten Fall erhalten wir das skalare
Potential aus (5.3.22), indem wir darin die Indizes i = j = 1 setzen. Das skalare Potential lautet
dann:

V =
1

8

{(
eA + 2ImfACm

C
)
Ref−1AB

(
eB + 2ImfBDm

D
)

+ 4RefABm
AmB

}
C2

=
1

8

(
eA − 2ifACm

C
)
Re f−1AB

(
eB + 2if∗BDm

D
)
C2 .

(5.4.1)

Wir sehen, dass V = V (C). Das wollen wir minimieren.

∂V

∂C
= 0 ⇒ V =

1

4

{(
eA + 2ImfACm

C
)
Ref−1AB

(
eB + 2ImfBDm

D
)

+ 4RefABm
AmB

}
C = 0

(5.4.2)
Die Gleichung ist trivial durch C = 0 gelöst. Aus der zweiten Ableitung nach C erhalten wir
als Bedingung für ein Minimum

1

4

{(
eA + 2ImfACm

C
)
Ref−1AB

(
eB + 2ImfBDm

D
)

+ 4RefABm
AmB

}
> 0 (5.4.3)

bzw.
1

4

(
eA − 2ifACm

C
)
Re f−1AB

(
eB + 2if∗BDm

D
)
> 0 . (5.4.4)

Dies ist auf jeden Fall erfüllt: Da Re fAB positiv definit ist, ist Re f−1AB es auch. Die linke Seite
von (5.4.4) ist hingegen nichts anderes als die Definition der Definitheit < ξ,Aξ > mit einem
speziellen Vektor ξ. Das skalare Potential (5.4.1) besitzt an der Stelle C = 0 also ein Minimum.

Wir kommen nun zum verallgemeinerten Fall und betrachten also das skalare Potential in
der Form (5.3.22). Die Ableitung nach Ck ergibt

∂V

∂Ck
=

[
Re fABm

A
km

B
j +

1

4
(Re f)−1AB(eAk +2ImfACm

C
k)(eBj +2ImfBDm

D
j)

]
Cj . (5.4.5)

Die Bedingung
∂V

∂Ck
= 0 , k = 1, . . . , nL (5.4.6)

entspricht einem linearen Gleichungssystem von nL Gleichungen mit nL Unbekannten. Da die
Ci als linear unabhängig angenommen werden dürfen, gibt es nur die triviale Lösung Ck = 0.
Durch zweites Ableiten nach den Feldern erhalten wir die Hessesche Matrix von V :

(HessV )ij = (Re fABm
A

im
B

j +
1

4
(Re f)−1AB(eAi +2ImfACm

C
i)(eBj +2ImfBDm

D
j)) (5.4.7)

Wir wollen zeigen, dass diese positiv definit ist. Hierzu betrachten wir die folgenden beiden
Sätze [27, 28]:

1. Eine positiv definite, symmetrische Matrix A kann stets als ein Produkt einer nichtsingu-
lären Matrix G mit ihrer Transponierten GT dargestellt werden

A symmetrisch, positiv definit ⇒ A = GGT . (5.4.8)
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2. Sei A ∈M(m× n) und
B = ATA ,

wobei AT die Transponierte von A ist. Dann ist B positiv semidefinit. Ist ferner der Rang
von A

Rg(A) = n ,

so ist B positiv definit.

In der Form (5.4.7) ist die Hessesche Matrix (HessV )ij eine Summe zweier Matrizen. Beide
Summanden haben formal die Gestalt

FABU
A
iU

B
j (5.4.9)

mit einer symmetrischen, positiv definiten nV ×nV Matrix F und einer nV ×nL Matrix U . Wir
wenden uns der ersten Matrix aus (5.4.7),

Re fABm
A

im
B

j ,

zu. Da Re fAB positiv definit ist, können wir es nach (5.4.8) schreiben als Re fAB = GACGBC

mit einer nichtsingulären Matrix G. Damit gilt

Re fABm
A

im
B

j = GACGBCm
A

im
B

j = ACiACj =: Bij , (5.4.10)

wobei wir ACi = GACm
A

i abgekürzt haben. Nach 2. wird die so definierte Matrix B positiv
definit sein, sobald der Rang von A

Rg(A) = nL . (5.4.11)

Mit der Abschätzung

Rg(C) +Rg(D) − n ≤ Rg(CD) ≤ min{Rg(C), Rg(D)} (5.4.12)

für C ∈ M(m × n) und D ∈ M(n × r), folgt sofort, dass unter der Voraussetzung, dass der
Rang von mA

i maximal, d.h.
Rg(mA

i) = nL (5.4.13)

ist, die Bedingung (5.4.11) erfüllt ist. Damit ist gezeigt worden, dass Re fABm
A

im
B

j positiv

definit ist.3 Die gleiche Argumentation können wir nun für die zweite Matrix aus (5.4.7),

(Re f)−1AB(eAi + 2ImfACm
C

i)(eBj + 2ImfBDm
D

j) , (5.4.14)

durchführen, mit dem Unterschied, dass es nun genügt, dass (5.4.14) positiv semidefinit ist.
Da (Re f)−1AB positiv definit ist, folgt dies sofort aus den oben angeführten Sätzen. Damit ist
gezeigt worden, dass (HessV )ij positiv definit ist. An der Stelle

Ci = 0, i = 1, . . . , nL

besitzt das skalare Potential (5.3.22) also ein Minimum.

3Die hier diskutierte Matrix entspricht der in (5.3.24) definierten Massenmatrix (M 2)ij . Diese sollte als solche
positiv definit sein.
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Kapitel 6

Dualitätstransformationen

Wir sagen, dass zwei Theorien zueinander dual sind, wenn sie sich aus derselben Lagrangedich-
te herleiten lassen. Diese bezeichnet man als

”
first-order Lagrangedichte”. Sie ist eine Funktion

der betreffenden Superfelder1 und man erhält die zueinander dualen Theorien durch Wieder-
einsetzen der aus ihr resultierenden Bewegungsgleichungen. In anderen Worten: Wir variieren
nach einem Superfeld, bestimmen durch Nullsetzen der Variation seine Bewegungsgleichungen
und setzen diese in die first-order Lagrangedichte ein. Das Ergebnis ist die Lagrangedichte für
das andere Superfeld. So ist das masselose lineare Multiplett dual zum chiralen Multiplett.
Diese Dualität besteht auch auf der Ebene der Komponentenfelder. Dort wird das masselose
antisymmetrische Tensorfeld zum skalaren Feld dual sein.

In diesem Kapitel studieren wir die dualen Formulierungen des antisymmetrischen Tensors
in Theorien mit mehreren linearen Multipletts.

6.1 Masseloser Fall

Im Folgenden stellen wir eine first-order Lagrangedichte auf und zeigen, dass im masselosen Fall
eine Theorie mit nL linearen und nV Vektormultipletts dual zu einer Theorie mit nL chiralen
und nV Vektormultipletts ist. Wir geben die Komponentengestalt der dualen Lagrangedichte
an und zeigen die Gleichheit der kinetischen Terme sowie der skalaren Potentiale aus beiden
Theorien.

6.1.1 First-order Lagrangedichte

Um die Dualität zwischen einer Theorie mit nL linearen und nV Vektormultipletts und einer
mit nL chiralen und nV Vektormultipletts zu zeigen, müssen wir eine first-order Lagrangedichte
aufstellen, aus der sich beide Theorien herleiten lassen. Wir wollen zeigen, dass

Lfirst = −
∫
d4θ
(
K(V 0i) + eAiV

0iV A + δikV
0i(Sk + S̄k)

)
+

1

4

( ∫
d2θfABW

AWB + h.c.
)

(6.1.1)

1In den von uns in diesem Kapitel noch aufzustellenden first-order Lagrangedichten werden mit Ausnahme
der chiralen Superfelder, Superfelder, die Zwangsbedingungen unterliegen, d.h. sog.

”
constrainte” Superfelder,

wie es die linearen Multipletts sind, durch nicht constrainte Superfelder ersetzt werden.

47
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mit

i = 1, . . . , nL und A = 1, . . . , nV

V 0i, nL reelle (aber nicht lineare) Superfelder

Sk, nL skalare Superfelder

V A, nV Vektorsuperfelder

die gesuchte first-order Lagrangedichte ist.
Wir führen zunächst die Variation nach den Sk aus:

δLfirst

δSk
=

1

4
δikD̄

2V 0i !
= 0 ⇒ D̄2V 0k = 0 (6.1.2)

δLfirst

δS̄k
=

1

4
δikD

2V 0i !
= 0 ⇒ D2V 0k = 0 . (6.1.3)

Wir erhalten also
D̄2V 0k = D2V 0k = 0, k = 1, . . . , nL , (6.1.4)

was uns nL lineare Multipletts definiert:

V 0k = Lk . (6.1.5)

Dies setzen wir in die first-order Lagrangedichte (6.1.1) ein. Das Integral

−δik
∫
d4θLi(Sk + S̄k)

wird aus der Wirkung hinausfallen, denn es ist:

δik

∫
d4θLi(Sk + S̄k) = δik

∫
d4θLi(D̄2Σk +D2Σ̄k)

= −(−1)π(Li)δik

∫
d4θ[(D̄α̇L

i)(D̄α̇Σk + (DαLi)(DαΣ̄k)]

= −δik
∫
d4θ[(D̄α̇L

i)(D̄α̇Σk + (DαLi)(DαΣ̄k)]

= (−1)π(D̄α̇Li)δik

∫
d4θ[(D̄2Li)Σk + (D2Li)Σ̄k]

= δik

∫
d4θ[(D̄2Li)︸ ︷︷ ︸

=0

Σk + (D2Li)︸ ︷︷ ︸
=0

Σ̄k] = 0 , (6.1.6)

wobei wir im ersten Schritt die chiralen Superfelder Sk und S̄k durch allgemeine Superfelder
ausgedrückt haben (vgl. Fußnote 6 auf Seite 24). Damit erhalten wir aus (6.1.1)

L = −
∫
d4θ

(
K(Li) + eAiL

iV A
)

+
1

4

(∫
d2θfABW

AWB + h.c.

)
. (6.1.7)

Dies ist genau die Wirkung für nL lineare und nV Vektormultipletts.
Als nächstes suchen wir die Bewegungsgleichungen für V 0k

δLfirst

δV 0k
= ∂V 0kK(V 0j) + eAkV

A + Sk + S̄k !
= 0 . (6.1.8)
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Aus

∂V 0kK(V 0j) + eAkV
A + Sk + S̄k = 0 (6.1.9)

gewinnen wir V 0k als eine Funktion hk von eAkV
A+Sk+S̄k sowie evtl. der anderen V 0i, i 6= k.

Die genaue Gestalt von hk wird von der Gestalt von K(V 0j) abhängen, die Auflösbarkeit von
(6.1.9) nach V 0k vorausgesetzt. Daher schreiben wir

V 0k = hk(V 0i, eAkV
A + Sk + S̄k) . (6.1.10)

Dies setzen wir in die first-order Lagrangedichte (6.1.1) ein und erhalten

L = −
∫
d4θ
(
K(hj) + eAih

iV A + δikh
i(Sk + S̄k)

)
+

1

4

(∫
d2θfABW

AWB + h.c.
)

= −
∫
d4θ
(
K(hj) + (eAiV

A + δik(S
k + S̄k))hi

)
+

1

4

(∫
d2θfABW

AWB + h.c.
)

(6.1.11)

Mit der Legendre-Transformierten K̂ von K

K̂(eAiV
A + δik(S

k + S̄k)) = K(hj) + (eAiV
A + δik(S

k + S̄k)hi (6.1.12)

können wir dies auch schreiben als

L = −
∫
d4θ
(
K̂(eAiV

A + δik(S
k + S̄k)) +

1

4

(∫
d2θfABW

AWB + h.c.
)
. (6.1.13)

Die Lagrangedichte (6.1.13) ist gerade diejenige für nV Vektormultipletts und nL chirale Mul-
tipletts.

Wir fragen uns noch, wie die Eichtransformationen von Sk und S̄k aussehen müssen, damit
(6.1.13) eichinvariant bleibt. Das zweite Integral in (6.1.13) bleibt invariant unter

V A −→ V A + ΣA + Σ̄A , (6.1.14)

wobei die ΣA nV chirale Superfelder sind. Wir definieren die Eichtransformationen von Sk und
S̄k zu

Sk −→ Sk − eAkΣ
A, S̄k −→ S̄k − eAkΣ̄

A , (6.1.15)

was das Argument von K̂ eichinvariant macht.

6.1.2 Komponentengestalt der dualen Lagrangedichte

Wir wollen den Komponenteninhalt der dualen Lagrangedichte (6.1.13) angeben. Die darin
auftauchenden Superfelder besitzen die folgenden Entwicklungen:

V A = −θσmθ̄va
m + iθθθ̄λ̄A − iθ̄θ̄θλA +

1

2
θθθ̄θ̄DA (6.1.16)

Sk = Ek +
√

2θψk + θθF k (6.1.17)

fAB(N) hängt von nC chiralen Multipletts N i ab.

N i = Ai +
√

2θχi + θθF i
N (6.1.18)

fAB(N) = fAB(A) +
√

2θχi∂ifAB + θθ

(
F i

N∂ifAB − 1

2
χiχj∂i∂jfAB

)
(6.1.19)
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Die Komponentenfelder der chiralen Multipletts (6.1.17) und (6.1.18) sind dabei als Funktionen
von

ym = xm + iθσmθ̄

zu verstehen.
Wir geben zunächst die Entwicklung von 1

4(
∫
d4θfAB(N)WAWB + h.c.), die wir bereits mit

(2.7.7) gefunden haben, an:

1

4

(∫
d4θfAB(N)WAWB + h.c.

)

= −1

4
RefABF

A mnFB
mn +

1

8
Im fABε

mnprFA
mnF

B
pr +

1

2
RefABD

ADB

− i

2

(
fABλ

Aσm∂mλ̄
B − f∗AB∂mλ

Aσmλ̄B
)

+
i

2
√

2
∂ifABD

AχiλB − i

2
√

2
∂i∗f

∗
ABD

Aχ̄iλ̄B

− 1

2
√

2
∂ifABF

A
mnχ

iσmnλB − 1

2
√

2
∂i∗f

∗
ABF

A
mnχ̄

iσ̄mnλ̄B

− 1

4
F i

N∂ifABλ
AλB − 1

4
F ∗i

N ∂i∗f
∗
ABλ̄

Aλ̄B

+
1

8
χiχj∂i∂jfABλ

AλB +
1

8
χ̄iχ̄j∂i∗∂j∗fABλ̄

Aλ̄B . (6.1.20)

Das erste Integral in (6.1.13) lautet

−
∫
d4θK̂(eAiV

A + Si + S̄i)

= −1

2
K̂ieAiD

A

− 1

2
K̂ij{−2∂m(ReEi)∂m(ReEj) −

1

2
(eAiv

A m + 2∂m(ImEi))(eBjv
B m + 2∂m(ImEj))

+ i
√

2eAi(ψjλ
A − ψ̄j λ̄

A) − i(ψjσ
m∂mψ̄i + ψ̄j σ̄

m∂mψi) + 2F iF ∗j}

− 1

2
K̂ijk{−ψiσ

mψ̄j(eAkv
A m + 2∂m(ImEk)) − (ψiψj)F

∗
k − (ψ̄iψ̄j)Fk}

− 1

4
K̂ijklψ

iψjψ̄kψ̄l (6.1.21)

wobei K̂i die partielle Ableitung von K̂ nach 2ReEi bezeichnet. Die Entwicklungen (6.1.20)
und (6.1.21) stellen zusammen die duale Lagrangedichte in Komponenten dar.

In (6.1.21) erkennen wir, dass die (ImEk) immer zusammen mit einer Linearkombination
der vA auftauchen. Sie spielen die Rolle von nL Goldstone-Bosonen und tragen die massi-
ven Freiheitsgrade von nL Linearkombination der vA. Wir können sie durch eine geeignete
Wahl der Eichtransformation (6.1.15) zum Verschwinden bringen. Aufgrund der entsprechen-
den Eichtransformation für die Vektorfelder (6.1.14) werden diese Freiheitsgrade in den vA

wieder auftauchen. Man sagt in diesem Zusammenhang, die vA hätten die (ImEk) ”
gegessen”.

Die entsprechende Eichung bezeichnet man als
”
unitäre Eichung”.
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6.1.3 Kinetischer Term und skalares Potential

Wir möchten uns nun auf die bosonischen Terme der Lagrangedichte aus dem vorigen Abschnitt
beschränken. In diesem Fall lauten die Bewegungsgleichungen für F i und DA

F i = 0, DA =
1

2
(Re f)−1ACK̂ieCi . (6.1.22)

Wir wollen nun in die unitäre Eichung, in der ImEk verschwindet, gehen und geben den boso-
nischen Teil der dualisierten Lagrangedichte an.

Lbosonisch = − 1

2
Re fABD

ADB

− 1

2
K̂ij

(
−2∂m(ReEi)∂m(ReEj) −

1

2
eAieBjv

A mvB m + 2F iF ∗j

)

− 1

4
RefABF

A mnFB
mn +

1

8
Im fABε

mnprFA
mnF

B
pr . (6.1.23)

Unter Ausnutzung der Bewegungsgleichungen (6.1.22) erhalten wir aus (6.1.23)

Lbosonisch = − 1

4
RefABF

A mnFB
mn +

1

8
Im fABε

mnprFA
mnF

B
pr

+
1

2
K̂ij

(
∂m(ReEi)∂m(ReEj) +

1

4
eAieBjv

A mvB m

)
− V (6.1.24)

mit dem skalaren Potential

V =
1

2
Re fABD

ADB

=
1

8
Re fAB(Re f)−1ACK̂ieCi(Re f)−1BDK̂jeDj

=
1

8
(Re f)−1CDeCieDjK̂iK̂j . (6.1.25)

Die skalaren Potentiale vor und nach der Dualisierung müssen übereinstimmen. Das skalare
Potential vor der Dualisierung war durch (5.3.22) gegeben. Setzen wir hierin die Massen Null,
so wird dies zu

V =
1

8
(Re f)−1ABeAieBjC

iCj . (6.1.26)

Vergleichen wir (6.1.25) mit (6.1.26), so sehen wir, dass die skalaren Potentiale übereinstimmen,
falls

K̂i = Ci . (6.1.27)

Als nächstes wollen wir die kinetischen Terme der Theorien vor und nach der Dualisierung
untersuchen. Sie lauten

LC = −1

4
Kij∂

mCi∂mCj (6.1.28)

L2Re E = K̂ij∂
m(ReEi)∂m(ReEj) . (6.1.29)
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Wir zeigen, dass mit (6.1.27) die kinetischen Terme übereinstimmen. Hierzu setzen wir (6.1.27)
in (6.1.28) ein:

LC = −1

4
Kij(C

r)∂mCi∂mC
jj

= −1

4
Kij(K̂

r)∂mK̂i∂mK̂
j

= −1

4
KijK̂

ik∂m(2ReEk)K̂jl∂m(2ReEl)

= − ∂

∂K̂i
Kj

∂K̂i

∂(2ReEk)
K̂jl∂

m(2ReEk)∂m(2ReEl)

= − ∂Kj

∂(2ReEk)
K̂jl∂

m(2ReEk)∂m(2ReEl)

= K̂kl∂
m(2ReEk)∂m(2ReEl)

= L2Re E .

Dabei haben wir
∂Kj

∂2Re Ek = −δj
k benutzt. Dass dies tatsächlich so ist, mache man sich wie folgt

klar: K und K̂ sind miteinander über die Legendre-Transformation (6.1.12) verknüpft. Mit
K̂i = hi erhalten wir auf der Ebene der Komponentenfelder

Kj(K̂i) = Kj(Ci) = Kj(hi)
∣∣∣ = −(eAjV

A + Sj + S̄j)
∣∣∣ = −2ReEj (6.1.30)

und damit
∂Kj

∂2ReEk
= −δj

k . (6.1.31)

Wir haben also gezeigt, dass sowohl die kinetischen Terme als auch die skalaren Potentiale
beider Theorien übereinstimmen.

6.2 Massiver Fall

In diesem Abschnitt wollen wir uns der massiven Theorie zuwenden. Wir werden eine first-
order Lagrangedichte aufstellen und die Dualität von nL massiven linearen Multipletts, die
an nV Vektormultipletts koppeln, zu nL massiven und nV − nL masselosen Vektormultipletts
zeigen.

6.2.1 First-order Lagrangedichte

Im massiven Fall lautet die Lagrangedichte für nL lineare Multipletts

L = −
∫
d4θK(Li)

+
1

4

∫
d2θ
{
fAB(2imA

iΦ
i −WA)(2imB

jΦ
j −WB)

+ 2eAiΦ
i
(
WA − imA

jΦ
j
) }

+ h.c. (6.2.1)

Um zu einer first-order Lagrangedichte zu gelangen, gehen wir wie folgt vor:
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1. Wir ersetzen in (6.2.1)

−K(Li) −→ U(V 0i + Si + S̄i) . (6.2.2)

2. Wir addieren zu (6.2.1) den Term

−
∫
d4θδik(V

0i + Si + S̄i)(DαΦk
α + D̄α̇Φ̄k α̇) . (6.2.3)

V 0i sind nL Vektormultipletts; Si und S̄i sind nL chirale Multipletts; Φk
α und Φ̄k

α̇ sind nL chirale
Spinormultipletts. Wir wählen die Bezeichnung

Ṽ i := V 0i + Si + S̄i (6.2.4)

und gelangen damit zur first-order Lagrangedichte

Lfirst =

∫
d4θ

{
U(Ṽ i) − δikṼ

i(DαΦk
α + D̄α̇Φ̄k α̇)

}

+
1

4

∫
d2θ
{
fAB(2imA

iΦ
i −WA)(2imB

jΦ
j −WB)

+ 2eAiΦ
i
(
WA − imA

jΦ
j
)}

+ h.c. . (6.2.5)

Wir variieren (6.2.5) nach Ṽ j und erhalten

∂
Ṽ jU(Ṽ i) − δkj(D

αΦk
α + D̄α̇Φ̄k α̇) = 0

∂
Ṽ jU(Ṽ i) = DαΦj

α + D̄α̇Φ̄j α̇ = 2Lj . (6.2.6)

Hieraus können wir Ṽ j als Funktion von Lj und Ṽ i, i 6= j, gewinnen:

Ṽ j = hj(Ṽ i, Lj) . (6.2.7)

Setzen wir dies in die first-order Lagrangedichte (6.2.5) ein, so erhalten wir

L =

∫
d4θ

{
U(hk) − 2hiLi

}
+ Lm (6.2.8)

mit (5.2.25) für Lm. Der Integrand des kinetischen Terms ist gerade die Legendre-Transformierte
von U . Wie möchten sie mit K(Li) bezeichnen:

−K(Li) = U(hi) − 2hjLj . (6.2.9)

Setzen wir (6.2.9) in (6.2.8) ein, so erhalten wir gerade (6.2.1), die Lagrangedichte von nL

massiven linearen Multipletts.
Wir wollen nun (6.2.5) nach Φj variieren. Um die Berechnungen zu vereinfachen, führen wir

zunächst einige Umformungen durch. Wir benutzen

−
∫
d4θV 0(DΦ + D̄Φ̄) =

∫
d2θΦW 0 + h.c. (6.2.10)

und schreiben

−δij
∫
d4θṼ i(DΦj + D̄Φ̄j) = δij

∫
d2θΦjW̃ i + h.c. . (6.2.11)
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Als nächstes formen wir den Massenterm um:

1

4

∫
d2θ
{
fAB(2imA

iΦ
i −WA)(2imB

jΦ
j −WB) + 2eAiΦ

i
(
WA − imA

jΦ
j
)}

+ h.c.

=
1

4

∫
d2θ
{
fAB

(
WAWB − 2imA

iΦ
iWB − 2imB

jW
AΦj − 4mA

im
B

jΦ
iΦj
)

+ 2eAiΦ
iWA − 2ieAim

A
jΦ

iΦj
}

+ h.c.

=
1

4

∫
d2θfABW

AWB + h.c.

+

∫
d2θ
{(eAi

2
− ifABm

B
i

)
ΦiWA

−
(
Re fABm

A
im

B
j + i(Im fABm

A
im

B
j +

1

2
eAim

A
j)
)
ΦiΦj

}
+ h.c.

=
1

4

∫
d2θfABW

AWB + h.c.

+

∫
d2θ
{(eAi

2
− ifABm

B
i

)
ΦiWA −

(
(M2)ij + i(M2

T )ij

)
ΦiΦj

}
+ h.c. , (6.2.12)

wobei wir die Definitionen (5.3.24) der Massen eingesetzt haben. Um die Variation nun auszu-
führen, fassen wir alle Terme, die Φj enthalten, zusammen:

LΦ
first =

∫
d2θ
{
Φi(δijW̃

j +
eAi

2
WA − ifABm

B
iW

A) −
(
(M2)ij + i(M2

T )ij

)
ΦiΦj

}
(6.2.13)

Unter Benutzung von
δΦi α(z′)

δΦj β(z)
= −1

4
δi
jδ

α
β D̄

2δ8(z − z′) (6.2.14)

erhalten wir

δLΦ
first

δΦk β
= −1

4

∫
d2θ
{
δi
kδ

α
β D̄

2δ8(δijW̃
j
α +

eAi

2
WA

α − ifABm
B

iW
A
α )

−
(
(M2)ij + i(M2

T )ij

)
εαγ

(
δi
kδ

α
β D̄

2δ8Φj γ − δ
j
kδ

γ
βD̄

2δ8Φi α
)}

= −1

4

∫
d2θ
{
(W̃ k

β +
eAk

2
WA

β − ifABm
B

kW
A
β )D̄2δ8

− 2
(
(M2)kj + i(M2

T )kj

)
Φj βD̄2δ8

}
. (6.2.15)

Wegen D̄α̇Wβ = 0 und D̄α̇Φβ = 0 können wir D̄2 auf den gesamten Ausdruck wirken lassen
und mittels (A.3.4) zum Integral über den gesamten θ-θ̄-Raum übergehen:

δLΦ
first

δΦk β
= −1

4

∫
d2θ
{
(W̃ k

β +
eAk

2
WA

β − ifABm
B

kW
A
β ) − 2

(
(M2)kj + i(M2

T )kj

)
Φj β

}
δ8

!
= 0 . (6.2.16)

Hieraus gewinnen wir

MkjΦ
j
β =

1

2
(W̃ k

β +
eAk

2
WA

β − ifABm
B

kW
A
β ) (6.2.17)
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mit
Mij := (M2)ij + i(M2

T )ij . (6.2.18)

Um (6.2.17) nach Φi auflösen zu können, müssen wir fordern, dass

Mij invertierbar (6.2.19)

ist. In diesem Fall lautet die Bewegungsgleichung für Φi

Φi
β =

1

2
M−1

ik (W̃ k
β +

eAk

2
WA

β − ifABm
B

kW
A
β ) . (6.2.20)

Dieses Ergebnis können wir in (6.2.5) einsetzen. Wir erhalten

L =

∫
d4θU(Ṽ i) +

1

4

∫
d2θfABW

AWB + h.c.

+

∫
d2θ
{
Φi
(
δijW̃

j +
eAi

2
WA − ifABm

B
iW

A
)
−MijΦ

iΦj
}

+ h.c.

=

∫
d4θU(Ṽ i) +

1

4

∫
d2θfABW

AWB + h.c.

+

∫
d2θ
{1

2
M−1

ik

(
W̃ k +

eCk

2
WC − ifCDm

C
kW

D
)(

W̃ i +
eAi

2
WA − ifABm

B
iW

A
)

− 1

4
MijM

−1
ik M−1

jl

(
W̃ k +

eCk

2
WC − ifCDm

C
kW

D
)
·

·
(
W̃ l +

eAl

2
WA − ifABm

B
lW

A
)}

+ h.c.

=

∫
d4θU(Ṽ i) +

1

4

∫
d2θfABW

AWB + h.c.

+
1

4

∫
d2θ
{
M−1

ik

(
W̃ k +

eCk

2
WC − ifCDm

C
kW

D
)(

W̃ i +
eAi

2
WA − ifABm

B
iW

A
)}

+h.c. (6.2.21)

Wir wollen zeigen, dass sich dieses Integral in der Standardform für nL massive und nV mas-
selose Vektormultipletts schreiben lässt. Hierzu fassen wir zunächst die beiden d2θ - Integrale
zusammen und multiplizieren die Klammern im zweiten Integral aus

L =

∫
d4θU(Ṽ i)

+

∫
d2θfABW

AWB + h.c.

+
1

4

∫
d2θ
{
M−1

ik

(
W̃ k +

eCk

2
WC − ifCDm

C
kW

D
)(

W̃ i +
eAi

2
WA − ifABm

B
iW

A
)}

=

∫
d4θU(Ṽ i)

+

∫
d2θ
{1

4
fABW

AWB +
1

4
M−1

ik W̃ kW̃ i

+
1

4
M−1

ik

(eCk

2
− ifCDm

D
k

)
WCW̃ i +

1

4
M−1

ik

(eAi

2
− ifABm

B
i

)
W̃ kWA

+
1

4
M−1

ik

(eCk

2
− ifCDm

D
k

)(eAi

2
− ifABm

B
i

)
WCWA

}
+ h.c. (6.2.22)



56 KAPITEL 6. DUALITÄTSTRANSFORMATIONEN

Als nächstes definieren wir

W Â :=
(
−W̃ i,WA

)
, Â = (i, A) = (1, . . . , nL, nL + 1, . . . , nL + nV ) (6.2.23)

und führen die (nV + nL) × (nV + nL) - dimensionale Kopplungsmatrix f̂
ÂB̂

ein

f̂
ÂB̂

=

(
f̂ij f̂iB

f̂Aj f̂AB

)
(6.2.24)

f̂ij = (M)−1
ij (6.2.25)

f̂iA = (M)−1
ik

(
−eAk

2
+ ifADm

D
k

)
(6.2.26)

f̂AB = fAB + (M)−1
ij

(
−eAi

2
+ ifADm

D
i

)(
−eBj

2
+ ifBCm

C
j

)
. (6.2.27)

Damit erhalten wir für (6.2.21):

L =

∫
d4θU(Ṽ i) +

1

4

∫
d2θf̂

ÂB̂
W ÂW B̂ + h.c. , (6.2.28)

was der Lagrangedichte für nL massive und nV masselose Vektormultipletts entspricht.

Im Folgenden werden wir sehen, dass (6.2.28) nicht die zu (6.2.1) duale Theorie sein kann,
da die Anzahl der Freiheitsgrade der beiden Theorien nicht übereinstimmt. Wir werden sehen,
dass einige der Superfelder aus (6.2.23) nicht linear unabhängig sind und wir daher eine Neben-
bedingung benötigen, die nur linear unabhängige Felder in der dualen Wirkung belässt. Bevor
wir es tun, wollen wir die Komponentengestalt von (6.2.28) angeben.

6.2.2 Komponentengestalt der Lagrangedichte

Die Komponentengestalt von (6.2.28) lautet wie folgt.

L = −1

4
Re f̂

ÂB̂
F Â mnF B̂

mn +
1

8
Im f̂

ÂB̂
εklmnF Â

klF
B̂
mn +

1

2
Re f̂

ÂB̂
DÂDB̂

+
1

2
UiD

0i − 1

4
Uijv

0i mv0j
m − Uij∂

m(ReAi)∂m(ReAj) − UijF
iF ∗j

− i

2

(
f̂

ÂB̂
λÂσk∂kλ̄

B̂ + f̂∗
ÂB̂
λ̄Âσ̄k∂kλ

B̂
)

+
1

2
Uij

{
i
√

2(ψjλ
0i − ψ̄j λ̄

0i) − i(ψjσ
m∂mψ̄i + ψ̄jσ̄

m∂mψi)
}

+
1

2
Uijk

{
−ψiσ

mψ̄jv
0k
m − (ψiψj)F

∗
k − (ψ̄iψ̄j)Fk

}

+
1

4
Uijklψiψjψ̄kψ̄l + . . . (6.2.29)

wobei zu ∂if̂ÂB̂
proportionale Terme weggelassen worden sind. Die Gleichung (6.2.29) stellt

die Komponentengestalt der Lagrangedichte off-shell dar. Bei der Behandlung des skalaren
Potentials werden wir sehen, dass sich die Hilfsfelder aus (6.2.29) nicht ohne weiteres eliminieren

lassen. Der Grund hierfür ist die bereits oben erwähnte lineare Abhängigkeit einiger W Â.
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6.2.3 Kopplungsmatrix und Freiheitsgrade

Wir wollen nun die on-shell Freiheitsgrade von (6.2.1) und (6.2.28) zählen. Wir beschränken
uns dabei auf die bosonischen Freiheitsgrade:

Vor der Dualisierung

nL massive lineare Multipletts 4nL FG
nV − nL masselose Vektormultipletts 2(nV − nL) FG

2(nV + nL) FG

Nach der Dualisierung

nV + nL Vektormultipletts, davon
nV masselos 2nV FG
nL massiv 4nL FG

(2nV + 4nL) FG

In (6.2.28) haben wir also 2nL bosonische FG zuviel. Wir interpretieren es so, dass nL

Vektorfelder unphysikalisch sind. Es müssen nL Linearkombinationen der Felder verschwinden.
Anders ausgedrückt bedeutet das, dass Re f̂

ÂB̂
vom Rang nV sein, also einen nL-fach entar-

teten Eigenwert Null haben muss. Wir zeigen, dass dies so ist, und die entsprechenden nL

Eigenvektoren 


0
...
0

mB
k




k=1,...,nL

(6.2.30)

sind. Es ist

f̂iBm
B

k = M−1
il

(
−eBl

2
+ ifBDm

D
l

)
mB

k

= M−1
il

(
iRe fBDm

D
l − Im fBDm

D
l −

eBl

2

)
mB

k

= iM−1
il

(
(M2)lk + i(M2

T )lk
)
mB

k

= iM−1
il Mll = iδik (6.2.31)

sowie

f̂ABm
B

k =
(
fAB +M−1

ij

(
−eAi

2
+ ifADm

D
i

)(
−eBj

2
+ ifBCm

C
j

))
mB

k

= fABm
B

k +M−1
ij

(
−eAi

2
+ ifADm

D
i

) (
i(M2)jk − (M2

T )jk
)
mB

k

= fABm
B

k + iM−1
ij Mjk

(
−eAi

2
+ ifADm

D
i

)

= fABm
B

k + δik

(
−fADm

D
i − i

eAi

2

)

= −ieAk

2
. (6.2.32)

Also ist (
f̂ij f̂iB

f̂Aj f̂AB

)
·
(

0
mB

k

)
=

(
iδik

− i
2eAk

)
. (6.2.33)

Spalten wir f̂AB in seinen Real- und Imaginärteil auf, so bedeutet (6.2.33), dass die durch
(6.2.30) gegebenen Vektoren die gesuchten nL Eigenvektoren von Re f̂AB zum Eigenwert Null
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sind.
Es gibt also nL Kombinationen der F Â, für die der kinetische Term verschwindet und der
topologische gleich einer totalen Ableitung ist. Die Anzahl der physikalischen Freiheitsgrade ist
damit vor und nach der Dualisierung gleich.

6.2.4 Transformation der Eichbedingung

Um zu (6.2.21) bzw. (6.2.28) zu gelangen, haben wir die Bewegungsgleichung (6.2.20) in die first-
order Lagrangedichte (6.2.5) eingesetzt. Schauen wir uns (6.2.20) genauer an, so erkennen wir,
dass das Feld Φi hier nicht in der WZ-Eichung steht, während es in die massive Theorie vor der
Dualisierung (6.2.1) in eich-fixierter Form einging. Um die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden
zu gewährleisten, müssen wir eine Bedingung finden, die die WZ-Eichung von Φi nach der
Dualisierung garantiert. Hierzu wollen wir (6.2.20) etwas umschreiben:

Φi
β =

1

2
M−1

ik (W̃ k
β +

eAk

2
WA

β − ifABm
B

kW
A
β ) (6.2.34)

Φi
β =

1

2

(
Re (M−1)ik + iIm (M−1)ik

) (
W̃ k +

eAk

2
WA + Im fABm

B
kW

A − iRe fABm
B

kW
A
)

= −1

2
Re (M−1)ik

{
− W̃ k −

(eAk

2
+ Im fABm

B
k

)
WA

+ [Re (M−1)]−1
kl Im (M−1)ljRe fABm

B
jW

A
}

+
i

2
Im (M−1)ik

{
W̃ k +

(eAk

2
+ Im fABm

B
k

)
WA

− [Im (M−1)]−1
kl Re (M−1)ljRe fABm

B
jW

A
}
. (6.2.35)

Mit (6.2.35) haben wir eine Aufspaltung der Vorfaktoren aus (6.2.34) in ihren Real- und Imagi-
närteil vorgenommen. Die erste Summe stellt den Realteil und die zweite den Imaginärteil dar.
Die Eichtransformationen von Φi und WA lauten:

Φi
β −→ Φi

β +
i

8
D̄2DβΛi (6.2.36)

WA
β −→ WA

β − 1

4
mA

jD̄
2DβΛj . (6.2.37)

Es ist leicht, sich zu überzeugen, dass das Einsetzen von (6.2.37) auf der rechten Seite von
(6.2.35) tatsächlich auf (6.2.36) führt. Ferner sehen wir, dass der Eichterm in (6.2.36) einen rein
imaginären Vorfaktor hat. Schließlich können wir (6.2.36) schreiben als

Φi
β −→ Φi

β +
i

8
Im (M−1)ik[Im (M−1)]−1

kj D̄
2DβΛj (6.2.38)

und die Eichparameter Λj so wählen, dass der Imaginärteil aus (6.2.35) für jedes i verschwindet.
Das bedeutet:

W̃ k +
(eAk

2
+ Im fABm

B
k

)
WA − [Im (M−1)]−1

kl Re (M−1)ljRe fABm
B

jW
A = 0 (6.2.39)

bzw. für die Komponentenfelder Dk

Dk = −
(eAk

2
+ Im fABm

B
k

)
DA + [Im (M−1)]−1

kl Re (M−1)ljRe fABm
B

jD
A . (6.2.40)
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6.2.5 Skalares Potential

Der bosonische Teil der Lagrangedichte (6.2.29) lautet

Lbosonisch = −1

4
Re f̂

ÂB̂
F Â mnF B̂

mn +
1

8
Im f̂

ÂB̂
εklmnF Â

klF
B̂
mn

−1

4
Uijv

0i mv0j
m − Uij∂

m(ReAi)∂m(ReAj) − UijF
iF ∗j − V , (6.2.41)

mit dem skalaren Potential

V = −1

2
Re f̂

ÂB̂
DÂDB̂ − 1

2
UiD

0i . (6.2.42)

Wir möchten die Kopplungsmatrix in (6.2.42) unter Benutzung von (6.2.24) - (6.2.27), sowie
(6.2.23) für die Komponentenfelder DA

DÂ :=
(
−Di, DA

)
, Â = (i, A) = (1, . . . , nL, nL + 1, . . . , nL + nV ) (6.2.43)

explizit ausschreiben.

Re f̂
ÂB̂
DÂDB̂ = ReM−1

ij DiDj − 2Re
{
M−1

ik

(
−eBk

2
+ ifBDm

D
k

)}
DiDB

+Re
{
M−1

ij

(
−eAi

2
+ ifACm

C
i

)(
−eBj

2
+ ifBDm

D
j

)}
DADB

+Re fABD
ADB . (6.2.44)

Wir benutzen

Re
{
M−1

ik AkB

}
= ReM−1

ik ReAkB − ImM−1
ik ImAkB (6.2.45)

Im
{
M−1

ik AkB

}
= ReM−1

ik ImAkB + ImM−1
ik ReAkB (6.2.46)

Re
{
ACiM

−1
ij BjD

}
= Re

{
ACiM

−1
ij

}
ReBjD − Im

{
ACiM

−1
ij

}
ImBjD

= ReACiReM−1
ij ReBjD − ImACiImM−1

ij ReBjD

−ReACiImM−1
ij ImBjD − ImACiReM−1

ij ImBjD (6.2.47)

und erhalten

Re f̂
ÂB̂
DÂDB̂ = Re (M−1)ijD

iDj + Re fABD
ADB

+2
(
Re (M−1)ij

(
Im fBDm

D
j +

eBj

2

)
+ Im(M−1)ijRe fBDm

D
j

)
DiDB

+

(
Re (M−1)ij

(
− Re fACRe fBDm

C
im

D
j + Im fACIm fBDm

C
im

D
j

+ Im fACm
C

i

eBj

2
+ Im fBDm

D
j

eAi

2
+
eAieBj

4

)

+ Im(M−1)ij

(
Re fACIm fBDm

C
im

D
j + Re fBDIm fACm

C
im

D
j

+ Re fACm
C

i

eBj

2
+ Re fBDm

D
j

eAi

2

))
DADB . (6.2.48)
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Nach einer Umordnung der Terme lautet damit das skalare Potential:

V = −1

2
Re f̂

ÂB̂
DÂDB̂ − 1

2
UiD

i

= −1

2
UiD

i − 1

2
Re fABD

ADB

−1

2
Re (M−1)ij

{(
Di +

(
Im fACm

C
i +

eAi

2

)
DA
)(

Dj +
(
Im fBDm

D
j +

eBj

2

)
DB
)

− Re fACRe fBDm
C

im
D

j

}

+
1

2
Im(M−1)ij

{
2Re fACm

C
i

(
−Dj −

(
Im fBDm

D
j +

eBj

2

)
DB
)
DA
}
. (6.2.49)

Hieraus lassen sich die Hilfsfelder zunächst nicht eliminieren. Wir wollen als nächstes die trans-
formierte Eichbedingung (6.2.40) in (6.2.49) einsetzen. Damit erhält das skalare Potential die
Gestalt

V =−1

2
Uk

{
−
(eAk

2
+ Im fABm

B
k

)
+ [Im (M−1)]−1

kl Re (M−1)ljRe fABm
B

j

}
DA

−1

2
Re (M−1)ij

{
[Im (M−1)]−1

jk [Im (M−1)]−1
ir Re (M−1)klRe (M−1)rsRe fACRe fBDm

C
lm

D
s

− Re fACRe fBDm
C

im
D

j

}
DADB

+
1

2
Im(M−1)ij

{
− 2[Im (M−1)]−1

jk Re (M−1)klRe fACRe fBDm
C

im
D

l

}
DADB

−1

2
Re fABD

ADB

=−1

2
Uk

{
−
(eAk

2
+ Im fABm

B
k

)
+ [Im (M−1)]−1

kl Re (M−1)ljRe fABm
B

j

}
DA

−1

2

{
Re (M−1)ij [Im (M)−1]−1

jk [Im (M)−1]−1
ir Re (M−1)klRe (M−1)rsRe fACRe fBDm

C
lm

D
s

+ Re (M−1)ijRe fACRe fBDm
C

im
D

j + Re fAB

}
DADB . (6.2.50)

Dies führt uns auf die folgende Bewegungsgleichung für D:

{
Re (M−1)ij [Im (M)−1]−1

jk [Im (M)−1]−1
ir Re (M−1)klRe (M−1)rsRe fACRe fBDm

C
lm

D
s

+ Re (M−1)ijRe fACRe fBDm
C

im
D

j + Re fAB

}
DB

= −1

2
Uk

{
−
(eAk

2
+ Im fACm

C
k

)
+ [Im (M−1)]−1

kl Re (M−1)ljRe fACm
C

j

}
. (6.2.51)

Um (6.2.51) nach DB umformen zu können, müssen wir das Inverse der in geschweiften Klam-
mern der ersten beiden Zeilen von (6.2.51) stehenden Matrix finden. In Anhang C demonstrieren
wir, dass dieses Inverse durch

Re f−1EA − Re (M−1)tum
E

tm
A

u (6.2.52)
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gegeben ist. Wir multiplizieren (6.2.51) mit (6.2.52) und erhalten

DE =
(
Re f−1EA − Re (M−1)tum

E
tm

A
u

)

×
(
−1

2
Uk

{
−
(eAk

2
+ Im fACm

C
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)
I−1
kl RljRe fACm

C
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(eAk

2
+ Im fACm

C
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)
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kl Rljm
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+Rtk

(eAk

2
mA

u + Im fACm
C
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u

)
mE

t − I−1
kl RljRtkRe fACm

C
jm

A
um

E
t

}

=
1

2
UkRe f−1EA

(eAk

2
+ Im fACm

C
k

)

−1

2
Uk

{
I−1
kl Rljm

E
j +Rtu(M2

T )kum
E

t − I−1
kl RljRtk(M

2)jkm
E

t

}
. (6.2.53)

Dabei haben wir die Definitionen der Massen (5.3.24) benutzt und, der besseren Übersicht
wegen, von den Abkürzungen (C.2.3) sowie (C.2.4) für den Real- bzw. Imaginärteil von (M−1)ij
Gebrauch gemacht. Ferner verschwindet aufgrund von (C.2.6) die zweite Klammer und wir
erhalten als Bewegungsgleichung für D:

DE =
1

2
UkRe f−1EA

(eAk

2
+ Im fACm

C
k

)
(6.2.54)

Dies wollen wir in das skalare Potential (6.2.50) einsetzen. Das Ergebnis lautet:

V =
1

32

{(
eAi + 2Im fACm

C
i

)
Re f−1AB

(
eBj + 2Im fBDm

D
j

)
+ 4Re fABm

A
im

B
j

}
UiUj

(6.2.55)
Wir sehen, dass die skalaren Potentiale vor der Dualisierung (5.3.22) und nach der Dualisierung
(6.2.55) übereinstimmen, wenn

Ci =
1

2
U i . (6.2.56)

Als nächstes wollen wir die kinetischen Terme vor und nach der Dualisierung vergleichen.
Sie lauten

LC = −1

4
Kij(∂

mCi)(∂mC
j) (6.2.57)

L2Re A = −Uij(∂
mReAi)(∂mReAj) . (6.2.58)

Um die Gleichheit beider Ausdrücke zu zeigen, gehen wir analog vor wie im masselosen Fall.
Wir bemerken zunächst, dass K und U miteinander über die Legendre-Transformation (6.2.9)
zusammenhängen. Bezeichnet 2ReAi die niedrigste Komponente von U , so können wir auf der
Ebene der Komponentenfelder schreiben:

Kj = 4ReAj . (6.2.59)

Nun setzen wir (6.2.56) in (6.2.57) ein:

LC = −1

4
Kij(∂

mCi)(∂mC
j) = − 1

16
Kij(

1

2
U l)(∂mU i)(∂mU

j)

= −1
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Kij(

1

2
U l)UirUjs(∂

mReAr)(∂mReAs)

= −1

2

∂Kij

∂2ReAr
(
1

2
U l)Ujs(∂

mReAr)(∂mReAs)

= −Urs(∂
mReAr)(∂mReAs) . (6.2.60)
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Damit ist die Gleichheit der kinetischen Terme in beiden Theorien gezeigt.
Als letztes geben wir die Komponentengestalt der Lagrangedichte nach Elimination der Hilfs-
felder an:

L = −1

4
Re f̂

ÂB̂
F ÂmnF B̂

mn +
1

8
Im f̂

ÂB̂
εklmnF Â

klF
B̂
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4
Uijv

0i mv0j
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2
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ÂB̂
λÂσk∂kλ̄
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λ̄Âσ̄k∂kλ
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)

+
1

2
Uij

{
i
√

2(ψjλ
0i − ψ̄j λ̄

0i) − i(ψjσ
m∂mψ̄i + ψ̄j σ̄

m∂mψi)
}

−1

2
Uijkψiσ

mψ̄jv
0k
m +

1

4

(
Uijkl − UijrU

−1
rs Ukls

)
ψiψjψ̄kψ̄l − V + . . . (6.2.61)

Zu ∂if̂ÂB̂
proportionale Terme wurden wiederum weggelassen.

6.3 Nichtabelscher Fall

Eine nichtabelsche first-order Lagrangedichte für antisymmetrische Tensoren mit Selbstwechsel-
wirkung, die an weitere Formen koppeln, wurde in [12] aus der Formulierung massiver Freedman-
Townsend-Modelle im N = 1 Superraum gewonnen. Wir zeigen, dass das dortige Ergebnis im
abelschen Grenzfall der first-order Lagrangedichte (6.2.5) entspricht. Supersymmetrische nich-
tabelsche Eichtheorie wird u.a. in [2, 16] behandelt. In Anhang D geben wir einen Überblick
hierüber.

Wir betrachten die first-order Lagrangedichte

L1 =

∫
d4xd2θ{kab(Y

a −maIΦI)(Y
b −mbJΦJ) +W IΦI + d2θ̄f(V )} + c.c. (6.3.1)

Dabei sind die ΦI chirale Spinorsuperfelder, wobei I = 1, . . . , nL. Y a und W I sind Feldstärken
für die Vektorsuperfelder Aa bzw. V I und sind wie folgt definiert

Y a
α = − i

4
D̄2[e−2iV ·TDα(eiV ·TA)]a (6.3.2)

W I
αTI = − i

4
D̄2(e−2iV ·TDαe

2iV ·T ) . (6.3.3)

Die reellen Matrizen TI bilden eine Darstellung einer (beliebigen) Lie-Algebra G mit Struktur-
konstanten f K

IJ , d.h.

[TI , TJ ] = f K
IJ TK , f L

[IJ f M
K]L . (6.3.4)

Das Produkt V · T ist als V ITI zu verstehen, so dass die Exponentialfuktionen in (6.3.2) und
(6.3.3) als Matrizen mit der Indexstruktur von TI aufzufassen sind. Eine (adjungierte) Darstel-
lung von G ist mit

T a
I b = maJf K

JI nKb (6.3.5)

gewonnen. Dabei sind die maI konstante Massenparameter und nIa = nIa(m) mit

nIam
aJ = δI

J . (6.3.6)

Wir zeigen zunächst, dass sich (6.3.3) im abelschen Fall darstellungsunabhängig zur Feld-
stärke

W I
α =

1

2
D̄2DαV

I (6.3.7)
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reduziert. Wir setzen g = 2i sowie υ = V · T = V ITI und betrachten die Exponentialterme

e−gυDαe
gυ =

(
1 − gυ +

1

2
g2υ2 − 1

3!
g3υ3 + . . .

)(
gDαυ +

1

2
g2Dαυ

2 +
1

3!
g3Dαυ

3 + . . .

)

= gDαυ +
1

2
g2Dαυ

2 − g2υDαυ +
1

3!
g3Dαυ

3 − 1

2
g3υDαυ

2 +
1

2
g3υ2Dαυ + . . .

= gDαυ − 1

2
g2[υ,Dαυ] +

1

3!
g3[υ, [υ,Dαυ]] + . . . (6.3.8)

wobei wir Dαυ
2 = (Dαυ)υ+υ(Dαυ) im letzten Schritt benutzt haben. Wir setzen nun die zuvor

definierten Abkürzungen ein und benutzen (6.3.4)

e−gυDαe
gυ = 2iDαV

ITI + 2[V ITI , DαV
JTJ ] − 4i

3
[V ITI , [V

JTJ , DαV
KTK ]] + . . .

= 2iDαV
ITI + 2V IDαV

J [TI , TJ ] − 4i

3
V IV JDαV

K [TI , [TJ , TK ]] + . . .

=
{
2iDαV

K + 2V IDαV
Jf K

IJ +O(f K
IJ )2

}
TK (6.3.9)

Dies geht für f K
IJ −→ 0 gegen

2iDαV
ITI

womit (6.3.7) bewiesen wäre.
Wir wenden uns nun (6.3.2) zu. Im abelschen Fall müssen V und A entkoppeln. Dies bedeu-

tet, dass wir die Matrizen T I Null zu setzen haben. Anders ausgedrückt entspricht dies der Wahl
der adjungierten Darstellung (6.3.5). Im abelschen Fall wird (6.3.5) zur trivialen Darstellung
und (6.3.2) trivialerweise zu

Y a
α = − i

4
D̄2DαA

a . (6.3.10)

Als letztes bemerken wir, dass sich der zweite Term aus (6.3.1) umschreiben lässt, und zwar ist

∫
d2θW IΦI + c. c. = −

∫
d4θV I(DΦI + D̄Φ̄I) . (6.3.11)

Identifizieren wir Y a = 1
2i
W a und kab = −fab, so können wir mit (6.3.7) und (6.3.10) aus der

Lagrangedichte (6.3.1), bis auf den letzten Term von (6.2.5),

1

2

∫
d2θeAiΦ

i(WA − imA
jΦ

j) ,

die first-order Lagrangedichte (6.2.5) reproduzieren. Ein solcher Term kann nur im abelschen Fall
hinzuaddiert werden [12]. Im nichtabelschen Fall würde die Hinzunahme eines entsprechenden
Termes die Eichinvarianz zerstören.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Wir haben uns in dieser Arbeit mit linearen Multipletts der N = 1 Supersymmetrie, insbeson-
dere mit der Konstruktion einer Lorentz- und eichinvarianten Lagrangedichte, der Möglichkeit,
Supersymmetrie und WZ-Eichung für das in dieser Lagrangedichte auftretende Spinormultiplett
miteinander zu vereinbaren, sowie mit der Untersuchung von Dualitäten, beschäftigt.

Mit Hilfe des Stückelberg-Mechanismus konnten wir eine Lorentz- und eichinvariante La-
grangedichte für mehrere massive lineare Multipletts, die an eine beliebige Anzahl von Vektor-
und chiralen Multipletts koppeln, aufstellen. Das Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung der
massiven Lagrangedichte aus [9] dar, welche sich auch aus der Kaluza-Klein-Kompaktifizierung
von Type IIB String-Theorien auf Calabi-Yau-Orientifolds ergibt [8]. Es bleibt zu erwarten,
dass sich auch die hier konstruierte Lagrangedichte auf ähnliche Weise aus der String-Theorie
erhalten lässt. Wir haben die Komponentenform des kinetischen Terms der masselosen Theo-
rie und die der massiven Lagrangedichte bestimmen können. Wir haben die Eigenschaften von
skalarem Potential und Massenmatrizen untersucht.

Für das chirale Spinormultiplett haben wir uns mit dem Verhältnis von SUSY-Transforma-
tionen und WZ-Eichung auseinandergesetzt und eine Modifikation der SUSY-Transformationen
gegeben, die das transformierte Feld in der WZ-Eichung erhält. Ferner haben wir erkannt, dass
in der besprochenen Theorie Supersymmetrie über das Hilfsfeld D oder über das Skalarfeld C,
das kein Hilfsfeld ist, gebrochen werden kann.

Wir haben die Dualitäten von antisymmetrischen Tensoren in Theorien mit mehreren li-
nearen Multipletts untersucht. Wir haben first-order Lagrangedichten, aus denen sich die zuvor
diskutierte masselose bzw. massive Theorie mehrerer linearer Multipletts ergibt, aufgestellt. Im
ersten Fall sind die nL masselosen linearen Multipletts dual zu nL masselosen chiralen Mul-
tipletts. Im zweiten Fall konnten wir die Dualität von nL massiven linearen Multipletts, die
an nV Vektor- und nC chirale Multipletts koppeln, zu nL massiven und nV − nL masselosen
Vektormultipletts sowie nC chiralen Multipletts nachweisen.
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Anhang A

Identitäten

A.1 Konventionen und Spinoralgebra

In dieser Arbeit halten wir uns an die Notation von [2]. Weitere nützliche Identitäten sind in
[29] zu finden.

• Minkowskimetrik:

ηmn = diag(−1, 1, 1, 1) (A.1.1)

• ε-Symbole:

ε12 = ε21 = 1, ε1̇2̇ = ε2̇1̇ = 1 (A.1.2)

εαβεγα = δβ
γ , εα̇β̇εγ̇α̇ = δ

β̇
γ̇ (A.1.3)

ε0123 = −1 (A.1.4)

• σ-Matrizen:

σm = (− �
, σi), σ̄m = (− �

,−σi) (A.1.5)

• γ-Matrizen:

γm =

(
0 σm

σ̄m 0

)
, γ5 = γ0γ1γ2γ3 =

(
−i 0
0 i

)
(A.1.6)

Die Spinoren sind zweikomponentige Weyl-Spinoren. Sie tragen gepunktete und ungepunktete
Indizes vom Anfang des griechischen Alphabets.

• Hoch- und Hinunterschieben der Indizes:

ψα = εαβψβ, ψα = εαβψ
β ⇒ ψ1 = ψ2, ψ

2 = −ψ1 (A.1.7)

ψ̄α̇ = εα̇β̇ψ
β̇
, ψ̄α̇ = ε

α̇β̇
ψβ̇ ⇒ ψ̄1̇ = ψ̄2, ψ̄

2̇ = −ψ̄1̇ (A.1.8)

σ̄mα̇α = εα̇β̇εαβσm
ββ̇

(A.1.9)

σm
αα̇ = εα̇β̇εαβ σ̄

mβ̇β (A.1.10)
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• Spinorprodukte:
ψχ = ψαχα = −ψαχ

α = χαψα = χψ (A.1.11)

ψ̄χ̄ = ψ̄α̇χ̄
α̇ = −ψ̄α̇χ̄α̇ = χ̄α̇ψ̄

α̇ = χ̄ψ̄ (A.1.12)

χσnψ̄ = −ψ̄σ̄nχ (A.1.13)

χσmσ̄nψ = −ψσnσ̄mχ (A.1.14)

(χψ)† = (χαψα)† = ψ̄α̇χ̄
α̇ = ψ̄χ̄ = χ̄ψ̄ (A.1.15)

θαθβ = −1
2ε

αβθθ, θαθβ = 1
2εαβθθ (A.1.16)

θ̄α̇θ̄β̇ = 1
2ε

α̇β̇ θ̄θ̄, θ̄α̇θ̄β̇
= −1

2εα̇β̇
θ̄θ̄ (A.1.17)

θαθ
β = −1

2θθδ
β
α, θαθβ = 1

2θθδ
α
β (A.1.18)

θ̄α̇θ̄
β̇ = 1

2 θ̄θ̄δ
β̇
α̇, θ̄α̇θ̄

β̇
= −1

2 θ̄θ̄δ
α̇
β̇

(A.1.19)

• Rechenregeln für σ-Matrizen:

(σmn) β
α = 1

4(σm
αα̇σ̄

nα̇β − σn
αα̇σ̄

mα̇β) (A.1.20)

(σ0i) β
α = 1

2(σi) β
α , (σij) β

α = −1
2 iε

ijk(σk) β
α (A.1.21)

(σ̄mn)α̇
β̇

= 1
4(σ̄mα̇ασn

αβ̇
− σ̄nα̇ασm

αβ̇
) (A.1.22)

(σ̄0i)α̇
β̇

= 1
2(σ̄i)α̇

β̇
, (σ̄ij)α̇

β̇
= 1

2 iε
ijk(σ̄k)α̇

β̇
(A.1.23)

σ̄mα̇ασn
αβ̇

= −ηmnδα̇
β̇

+ 2(σ̄mn)α̇
β̇

(A.1.24)

σm
αα̇σ̄

nα̇β = −ηmnδβ
α + 2(σmn) β

α (A.1.25)

(σmn) α
α = (σ̄mn)α̇α̇ = 0 (A.1.26)

tr(σmσ̄n) = −2ηmn (A.1.27)

σm
αα̇σ̄

β̇β
m = −2δβ

αδ
β̇
α̇ (A.1.28)

(σm)αα̇(σm)
ββ̇

= −2εαβεα̇β̇
(A.1.29)

σaσ̄bσc = ηacσb − ηbcσa − ηabσc + iεabcdσd (A.1.30)

σ̄aσbσ̄c = ηacσ̄b − ηbcσ̄a − ηabσ̄c − iεabcdσ̄d (A.1.31)

(σmn) β
α εβγ = (σmn) β

γ εβα (A.1.32)

εmnklσkl = −2iσmn, εmnklσ̄kl = 2iσ̄mn (A.1.33)

tr(σmnσkl) = −1

2
(ηmkηnl − ηmlηnk) − i

2
εmnkl (A.1.34)

(σmnσr) = −1

2
(ηmrσn − ηnrσm + iεmnrsσs) (A.1.35)

(σ̄rσmn) =
1

2
(ηrnσ̄m − ηrmσ̄n − iεrmnsσ̄s) (A.1.36)
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A.2 Bispinoren

F(βα) = +
1

2
(σbaε)βαFba , F(β̇α̇) = −1

2
(εσ̄ba)

β̇α̇
Fba , (A.2.1)

Fba = (σ̄baε)
β̇α̇F(α̇β̇) − (εσba)

βαF(αβ) , (A.2.2)

F baFba = 2F(βα)F
(βα) + 2F(β̇α̇)F

(β̇α̇) , (A.2.3)

∗F dc =
1

2
εdcbaFba (A.2.4)

∗F baFba = 2iF(β̇α̇)F
(β̇α̇) − 2iF(βα)F

(βα) (A.2.5)

A.3 Integration über die Grassmannkoordinaten

Da jedes Superfeld sich in eine Reihe mit Grassmannparametern schreiben lässt [2, 5], reicht
es, folgende Integrale zu erklären:

∫
dθαθ

β = δα
β ,

∫
dθ̄α̇θ̄

β̇
= δα̇

β̇
. (A.3.1)

Die Produktmaße sind definiert als

d2θ =
1

4
εαβdθαdθβ ,

∫
d2θ̄ =

1

4
εα̇β̇dθ̄α̇dθ̄β̇

. (A.3.2)

Die Integrale über die Produktmaße sind

∫
d2θ θ2 = 1 ,

∫
d2θ̄ θ̄2 = 1 . (A.3.3)

Die Integration über die θ-Parameter des Superraumes lässt sich auch stets mit Hilfe der kova-
rianten Ableitungen schreiben:

∫
d2θd2θ̄ v(x, θ, θ̄) =

(
− 1

4

∫
d2θD̄2v(x, θ, θ̄)

)∣∣∣∣
θ̄=0

=

(
1

16
D2D̄2v(x, θ, θ̄)

)∣∣∣∣
θ=θ̄=0

,

∫
d2θd2θ̄ v(x, θ, θ̄) =

(
− 1

4

∫
d2θ̄D2v(x, θ, θ̄)

)∣∣∣∣
θ=0

=

(
1

16
D̄2D2v(x, θ, θ̄)

)∣∣∣∣
θ=θ̄=0

,

(A.3.4)

wobei wir Terme, die gleich der totalen Ableitung sind, vernachlässigt haben. Für die partielle
Integration zweier Superfelder v und w gilt ferner die Beziehung [5]:

∫
d4θ

(
∂v

∂θ

)
w = −(−1)π(v)

∫
d4θv

(
∂w

∂θ

)
, (A.3.5)

wobei

π(v) =

{
0 wenn v bosonisch
1 wenn v fermionisch

(A.3.6)

die sog.
”
Grassmann-Parität” ist.
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A.4 Identitäten mit kovarianten Ableitungen

Die kovarianten Ableitungen sind in (2.3.11) definiert. Hier sind einige der Identitäten, die bei
den Rechnungen mit Superfeldern häufig auftreten.

DαDβ =
1

2
εαβD

2 , D̄α̇D̄β̇
= −1

2
ε
α̇β̇
D̄2 , (A.4.1)

DαDβDγ = 0 , D̄α̇D̄β̇D̄γ̇ = 0 , (A.4.2)

[D2, D̄α̇] = −4iσm
αα̇∂mD

α , [D̄2, Dα] = 4iσm
αα̇∂mD̄

α̇ , (A.4.3)

DαD̄2Dα = D̄α̇D
2D̄α̇ , (A.4.4)

D2D̄2 + D̄2D2 − 2DαD̄2Dα = 16� , (A.4.5)

D2D̄α̇D
2 = 0 , D̄2DαD̄

2 = 0 , (A.4.6)

D2D̄2D2 = 16D2
� , D̄2D2D̄2 = 16D̄2

� . (A.4.7)

A.5 Variationsregeln für Superfelder

Wir fassen im Folgenden die Variationsregeln für Superfelder zusammen [5]. Wir betrachten
dabei ein Funktional S[V ] von einem Superfeld V auf R

4|4. Dann besagt das Prinzip der kleinsten
(stationären) Wirkung, dass für beliebige Variationen δV

δS[V ] = S[V + δV ] − S[V ] =

∫
d8δV (z)

δS[V ]

δV (z)

!
= 0 . (A.5.1)

Dabei ist z = (x, θ, θ̄) ∈ R
4|4. Gleichung (A.5.1) führt auf die Bewegungsgleichung

δS[V ]

δV (z)
= 0 . (A.5.2)

Die in dieser Bewegungsgleichung auftretende Ableitung hat (im Gegensatz zu Feldtheorien
auf herkömmlicher Raum-Zeit) keine einheitliche Form. Vielmehr hängt sie von der Art des
Betreffenden Superfeldes ab. Es gelten die folgenden Variationsregeln:

• Für Vektorsuperfelder:

δV (z′)

δV (z)
= δ8(z − z′) (A.5.3)

• Für chirale Skalarsuperfelder:

δΦ(z′)

δΦ(z)
= −1

4
D̄2δ8(z − z′) (A.5.4)

δΦ̄(z′)

δΦ̄(z)
= −1

4
D2δ8(z − z′) (A.5.5)

• Für chirale Spinorsuperfelder:

δΦβ(z′)

δΦα(z)
= −1

4
δ β
α D̄2δ8(z − z′) (A.5.6)



Anhang B

Taylor-Entwicklung im Superraum

B.1 Allgemeines

Wir erinnern zunächst an die Taylor-Entwicklung von Funktionen im gewöhnlichen R
n [30]. Im

Spezialfall nur einer Veränderlicher haben wir:

f(x+ h) =f(x) +
1

1!

∂f(x)

∂x
h+

1

2!

∂2f(x)

∂x2
h2 + · · · + 1

n!

∂nf(x)

∂xn
hn + . . . (B.1.1)

Für den allgemeinen Fall von m Veränderlichen lautet die Entwicklung

f(x1 + h1, x2 + h2, . . . , xm + hm) =f(x) +

m∑

i=1

∂f(x)

∂xi
hi +

1

2!

m∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
hihj

+
1

3!

m∑

i,j,k=1

∂3f(x)

∂xi∂xj∂xk

hihjhk + . . .

Nun wollen wir uns der Taylor-Entwicklung im Superraum zuwenden [31] und betrachten hierzu
eine Funktion U , die von mehreren Superfeldern Φi, i = 1, . . . , N, abhängt. Jedes dieser Super-
felder können wir nun in einen Teil, der nur jene Terme aus der Potenzreihenentwicklung von
Φi im Superraum enthält, die die antikommutierenden Grassmann-Parameter enthalten, und
einen, der diese nicht enthält, aufteilen:

ϕi = Φi
∣∣∣ (B.1.2)

Φi
S = Φi − ϕi (B.1.3)

ϕi bezeichnet man oft als den Körper und Φi
S als die Seele von Φi. Wir können nun U(Φ) im

Superraum um die Stelle ϕ Taylor-entwickeln:

U(Φ) = U(ϕ+ ΦS) = U(ϕ) +
∑

i

∂U(ϕ)

∂ϕi
Φi

S +
1

2

∑

i,j

∂2U(ϕ)

∂ϕi∂ϕj
Φi

SΦj
S + (B.1.4)

+
1

3!

∑

i,j,k

∂3U(ϕ)

∂ϕi∂ϕj∂ϕk
Φi

SΦj
SΦk

S +
1

4!

∑

i,j,k,l

∂4U(ϕ)

∂ϕi∂ϕj∂ϕk∂ϕl
Φi

SΦj
SΦk

SΦl
S . (B.1.5)

Höhere Terme treten nicht mehr auf.
Da sich die 1-Komponente einer Funktion von Superfeldern ausschließlich aus den 1-Komponenten
der einzelnen Superfelder zusammensetzen wird, gilt

∂nU(ϕ)

∂ϕi∂ϕj ...∂ϕk
=

∂nU(Φ |)
∂ϕi∂ϕj ...∂ϕk

=
∂nU(Φ)

∂ϕi∂ϕj ...∂ϕk

∣∣∣∣ (B.1.6)
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und wir können die Taylor-Entwicklung für U auch wie folgt schreiben:

U(Φ) = U(ϕ+ ΦS) = U(Φ)

∣∣∣∣+
∑

i

∂U(Φ)

∂ϕi

∣∣∣∣Φ
i
S +

1

2

∑

i,j

∂2U(Φ)

∂ϕi∂ϕj

∣∣∣∣Φ
i
SΦj

S +

+
1

3!

∑

i,j,k

∂3U(Φ)

∂ϕi∂ϕj∂ϕk

∣∣∣∣Φ
i
SΦj

SΦk
S +

1

4!

∑

i,j,k,l

∂4U(Φ)

∂ϕi∂ϕj∂ϕk∂ϕl

∣∣∣∣Φ
i
SΦj

SΦk
SΦl

S . (B.1.7)

Im Folgenden wollen wir die Komponentengestalt einiger in dieser Arbeit verwendeter Funktio-
nen angeben.

B.2 Spezielle Entwicklungen

Entwicklung von U(eAiV
A + Si + S̄i)

Wir geben die Entwicklung einer allgemeinen Funktion U(eAiV
A + Si + S̄i) mit

V A = −θσmθ̄vA
m + iθθθ̄λ̄A − iθ̄θ̄θλA +

1

2
iθθθ̄θ̄DA , (B.2.1)

Si = Ei +
√

2θψi + iθσmθ̄∂mEi + θθFi −
i√
2
θθ∂mψiσ

mθ̄ +
1

4
θθθ̄θ̄�Ei , (B.2.2)

S̄i = E∗
i +

√
2θ̄ψ̄i − iθσmθ̄∂mE

∗
i + θ̄θ̄F ∗

i +
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄i +

1

4
θθθ̄θ̄�E∗

i (B.2.3)

an. Wir gehen von der Entwicklung in der Form (B.1.7) aus und erhalten für die Seele und den
Körper des Arguments von U

Φi
S =

√
2θψi +

√
2θ̄ψ̄i + θσmθ̄

(
−eAiv

A
m − 2∂m(ImEi)

)
+ θ̄θ̄F ∗

i + θθFi

+θθθ̄

(
ieAiλ̄

A +
i√
2
σ̄m∂mψi

)
+ θ̄θ̄θ

(
−ieAiλ

A +
i√
2
σ̄m∂mψ̄i

)

+θθθ̄θ̄

(
1

2
eAiD

A +
1

2
�ReEi

)
, (B.2.4)

ϕi = E +E∗ = 2ReE . (B.2.5)

Wir sind nur an der θ2θ̄2-Komponente von U interessiert, da nur diese nach der d4θ-Integration
in der Lagrangedichte übrig bleiben wird. Wir geben diese Komponente der entsprechenden
Produkte der Φi

S an:

Φi
S

∣∣∣
θθθ̄θ̄

=
1

2
eAiD

A +
1

2
�(ReEi) (B.2.6)

Φi
SΦj

S

∣∣∣
θθθ̄θ̄

= −1

2

(
eAiv

mA + 2∂m(ImEi)
) (
eBjv

B
m + 2∂m(ImEj)

)

+
i√
2
(ψjψi + ψiψj − ψ̄iψ̄j − ψ̄jψ̄i) + FiF

∗
j + FjF

∗
i

− i

2

(
ψjσ

m∂mψ̄i + ψiσ
m∂mψ̄j + ψ̄jσ̄

m∂mψi + ψ̄iσ̄
m∂mψj

)
(B.2.7)

Φi
SΦj

SΦk
S

∣∣∣
θθθ̄θ̄

= −1

2
ψjσ

mψ̄k

(
eAiv

A
m + 2∂m(ImEi)

)
− 1

2
ψkσ

mψ̄j

(
eAiv

A
m + 2∂m(ImEi)

)
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−1

2
ψiσ

mψ̄k

(
eAjv

A
m + 2∂m(ImEj)

)
− 1

2
ψkσ

mψ̄i

(
eAjv

A
m + 2∂m(ImEj)

)

−1

2
ψiσ

mψ̄j

(
eAkv

A
m + 2∂m(ImEk)

)
− 1

2
ψjσ

mψ̄i

(
eAkv

A
m + 2∂m(ImEk)

)

−(ψiψj)F
∗
k − (ψiψk)F

∗
j − (ψjψi)F

∗
k

−(ψ̄iψ̄j)Fk − (ψ̄iψ̄k)Fj − (ψ̄jψ̄i)Fk (B.2.8)

Φi
SΦj

SΦk
SΦl

S

∣∣∣
θθθ̄θ̄

= ψiψjψ̄kψ̄l + ψiψkψ̄jψ̄l + ψiψlψ̄jψ̄k

+ψkψlψ̄iψ̄j + ψjψlψ̄iψ̄k + ψjψkψ̄iψ̄l (B.2.9)

Eingesetzt in (B.1.7) erhalten wir unter Ausnutzung von Symmetrien das Endresultat

U(eAiV
A + Si + S̄i)

∣∣∣
θθθ̄θ̄

=
1

2
Ui eAiD

A

+
1

2
Uij

{
− 2∂m(ReEi)∂m(ReEj) + i

√
2eAi(ψjλ

A − ψ̄jλ̄
A)

− 1

2

(
eAiv

Am + 2∂m(ImEi)
) (
eBjv

B
m + 2∂m(ImEj)

)

− i
(
ψjσ

m∂mψ̄i + ψ̄j σ̄
m∂mψi

)
+ 2F iF ∗j

}

+
1

2
Uijk

{
− ψiσ

mψ̄j

(
eAkv

A
m + 2∂m(ImEk)

)

− (ψiψj)F
∗
k − (ψ̄iψ̄j)Fk

}

+
1

4
Uijkl ψiψjψ̄kψ̄l , (B.2.10)

wobei Uj die partielle Ableitung nach 2(ReEj) bezeichnet und über doppelt vorkommende
Indizes zu summieren ist.
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Anhang C

Eigenschaften der Massenmatrizen

C.1 Symmetrieeigenschaften

Wir betrachten die in Abschnitt 5.3 eingeführten Massenmatrizen

(M2)ij = Re fABm
A

im
B

j (C.1.1)

(M2
T )ij = Im fABm

A
im

B
j +

1

2
eAim

A
j (C.1.2)

wobei fAB eine bezüglich ihrer Indizes symmetrische Funktion ist. Die Symmetrie von (M 2)
folgt unmittelbar aus der Symmetrie von fAB:

(M2)ij = Re fABm
A

im
B

j = Re fABm
B

jm
A

i = Re fBAm
B

jm
A

i = Re fABm
A

jm
B

i

= (M2)ji . (C.1.3)

Was die Symmetrie von (M 2
T ) betrifft, so machen wir die folgenden Beobachtungen: Der erste

Term in (C.1.2) ist für sich symmetrisch. Den zweiten Term wollen wir in einen symmetrischen
und einen antisymmetrischen Anteil spalten:

eAim
A

j = (eAm
A)sym

ij + (eAm
A)anti

ij . (C.1.4)

Betrachten wir nun die Lagrangedichte (5.2.25),

Lm =
1

4

∫
d2θ

{
fAB(2imA

iΦ
i −WA)(2imB

jΦ
j −WB) + 2eAiΦ

i
(
WA − imA

jΦ
j
)}

+ h.c. ,

(C.1.5)
so wird wegen

eAim
A

jΦ
iΦj = (eAm

A)sym
ij ΦiΦj (C.1.6)

nur der symmetrische Anteil von (C.1.4) dazu beitragen. Wir wollen nun die Eichtransforma-
tionen (5.2.10),

Φi −→Φi − i

2
Y i

WA −→WA +mA
jY

j ,

(C.1.7)
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mit Y i = −1
4D̄

2DΛi an der obigen Lagrangedichte ausführen. Der erste Term der Lagrange-
dichte ist für sich eichinvariant. Der zweite führt uns auf eine totale Ableitung

2eAiΦ
i
(
WA − imA

jΦ
j
)
−→ 2eAi(Φ

i − i

2
Y i)[(WA +mA

kY
k) − imA

j(Φ
j − i

2
Y j)]

= 2eAi(Φ
i − i

2
Y i)[WA − imA

jΦ
j − 1

2
mA

kY
k)]

= 2eAiΦ
i(WA − imA

jΦ
j) + eAim

A
kΦ

iY k − ieAiY
i(WA − imA

jY
j)

= 2eAiΦ
i(WA − imA

jΦ
j) − ieAiY

iWA

+ eAim
A

k(Φ
iY k − ΦkY i) (C.1.8)

Der zweite Term aus (C.1.8) liefert zusammen mit seinem komplex konjugierten die totale Ab-
leitung. Wir sehen, dass die Eichinvarianz gesichert ist, wenn wir (M 2

T )ij als den symmetrischen
Anteil von (C.1.2)

(M2
T )ij = Im fABm

A
im

B
j +

1

2
eA(im

A
j) (C.1.9)

definieren, was mit der Beobachtung, dass nur dieser zur Lagrangedichte beiträgt, verträglich
ist.

Wir schließen die folgenden Bemerkungen an: Während im Kontext der in dieser Arbeit
durchgeführten Konstruktion der Lagrangedichte die Matrizen eAi und mA

j zunächst nur als
Kopplungsmatrizen auftauchen, haben sie in der String-Theorie, aus der man das betrachtete
Modell durch Kaluza-Klein-Kompaktifizierung erhalten muss, eine tiefere physikalische Bedeu-
tung. Sie beschreiben dort sog. elektrische und magnetische Ladungen bei Anwesenheit von
Hintergrundflüssen. Die Bedingung

eAim
A

k − eAkm
A

i = 0 (C.1.10)

ist in der String-Theorie als ’”generalized tadpole condition” bekannt und taucht auch im Kon-
text der N = 2, D = 4 Supergravitation auf, wo sie als Folge der SUSY-Ward-Identität ange-
sehen werden kann [32, 33, 34]. In der N = 1 Supersymmetrie scheint es eine solche allgemeine
Bedingung nicht zu geben.

C.2 Inverse Matrizen

Wir wollen zunächst die komplexe Linearkombination (6.2.18) der Massenmatrizen betrachten.

Mij := (M2)ij + i(M2
T )ij (C.2.1)

Das Inverse existiert und es laute

(M−1)ij = Re (M−1)ij + iIm (M−1)ij (C.2.2)

Wir wollen die folgenden Bezeichnungen wählen:

Rij := Re (M−1)ij (C.2.3)

Iij := Im (M−1)ij (C.2.4)

Die so definierten Matrizen unterliegen der folgenden Bedingung

δik = M−1
ij Mjk = (R+ iI)ij

(
M2 + iM2

T

)
jk

=
(
RM2 − IM2

T

)
ik

+ i
(
IM2 +RM2

T

)
ik

(C.2.5)
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Hieraus folgt

(RM2)ik = (IM2
T )ik + δik und (IM 2)ik = −(RM2

T )ik (C.2.6)

Wir betrachten nun die in (6.2.51) aufgetretene Matrix

{
Re (M−1)ij [Im (M)−1]−1

jk [Im (M)−1]−1
ir Re (M−1)klRe (M−1)rsRe fACRe fBDm

C
lm

D
s

+ Re (M−1)ijRe fACRe fBDm
C

im
D

j + Re fAB

}
(C.2.7)

und zeigen, dass ihr Inverses durch

Re f−1EA − Re (M−1)tum
E

tm
A

u (C.2.8)

gegeben ist, wie in Abschnitt 6.2.5 behauptet.

{
Re f−1EA −Rtum

E
tm

A
u

}

×
{
RijI

−1
jk I

−1
ir RklRrsRe fACRe fBDm

C
lm

D
s +RijRe fACRe fBDm

C
im

D
j + Re fAB

}

= δE
B +RijI

−1
jk I

−1
ir RklRrsRe fBDm

D
sm

E
l +RijRe fBDm

D
jm

E
i

−RijI
−1
jk I

−1
ir RklRrsRtuRe fACm

A
um

C
lRe fBDm

D
sm

E
t

−RijRtuRe fACm
A

um
C

iRe fBDm
D

jm
E

t −RtuRe fABm
A

um
E

t

= δE
B +RijI

−1
jk I

−1
ir RklRrsRe fBDm

D
sm

E
l −RijI
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q.e.d.

Dabei haben wir von den Definitionen der Massen (C.1.1) und (C.1.2), sowie von (C.2.6) Ge-
brauch gemacht.
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Anhang D

Nichtabelsche Supersymmetrie

Mit der Transformation (2.5.3) haben wir die supersymmetrische Erweiterung der U(1)-Eich-
transformationen kennengelernt. Wir wollen nun die Verallgemeinerung der Supersymmetrie zu
einer nichtabelschen Eichtheorie, d.h. eine supersymmetrische Yang-Mills-Theorie, vorstellen [2,
3, 16]. Wir betrachten ein chirales Superfeld Φ, das sich in einer (irreduziblen) Darstellung einer
nicht-abelschen Gruppe G transformiert. Die Darstellung sei durch einen Satz von Matrizen ta
gegeben, d.h.

[ta, tb] = if c
ab tc , (D.1)

wobei f c
ab die total antisymmetrischen Strukturkonstanten von G sind. Unter einer Eichtrans-

formation verhält sich Φ wie folgt

Φ −→ Φ′ = exp(−2igtaΛ
a)Φ , (D.2)

mit chiralen Superfeldern Λa. Für das antichirale Superfeld Φ̄ gilt dann

Φ̄ −→ Φ̄′ = Φ̄ exp(2igtaΛ̄
a) . (D.3)

Eine eichinvariante Kombination chiraler Superfelder ist dann

Φ̄ exp(2gtaV
a)Φ , (D.4)

wobei die V a Vektorsuperfelder sind. Die Eichinvarianz von (D.4) ist gesichert, wenn für die
Vektorsuperfelder V a gilt

exp(V ′) = exp(−iΛ̄) exp(V ) exp(iΛ̄) , (D.5)

wobei wir die Abkürzungen

Λ = 2gΛata , V = 2gV ata (D.6)

eingeführt haben. V ′ lässt sich stets in der Form V ′ = 2gV ′ata schreiben. Eine eichinvariante
Lagrangedichte für chirale Materiefelder ist mit

LΦ =

∫
d4θ Φ̄eV Φ (D.7)

gewonnen.
Für die Vektorsuperfelder V lassen sich Feldstärken konstruieren. Sie lauten

Wα =
1

2g
D̄D̄e−VDαe

V (D.8)
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und transformieren sich wie folgt:

Wα −→ W ′
α = e−iΛWαe

iΛ . (D.9)

Eine eichinvariante Wirkung für die Vektorsuperfelder ist durch

LV =
1

64

∫
d2θTr(WαWα) + h.c. (D.10)

gegeben.



Literaturverzeichnis

[1] G. Altarelli, “Status of the Standard Model and beyond”, Nucl.Instrum.Meth. A518 (2004)
1-8, hep-ph/0306055

[2] J. Wess, J. Bagger, “Supersymmetry and supergravity”, Princeton University Press, Prin-
ceton, New Jersey, 1983
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