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Kapitel 1

Einleitung

Alle aus dem Standardmodell der Elementarteilchen bekannten Symmetrie-Transformationen
haben eine Eigenschaft gemeinsam: Sie lassen den Spin eines Teilchens unveréndert. Die An-
wendung z.B. einer Lorentz-Transformation auf ein Fermion wird nichts anderes als ein Fermion
zum Ergebnis haben. Es scheint so, als wéren die grundlegenden Konstituenten der Materie,
die Fermionen sind, von den Trigern der Krifte, den Austauschteilchen mit bosonischem Cha-
rakter, grundsétzlich verschieden, mit ihnen unvereinbar. Tatséchlich zeigen beide unterschied-
liche Eigenschaften, die aus dem Unterschied der zugrundeliegenden Statistiken resultieren: der
Fermi-Dirac-Statistik mit ihrem Pauli-Verbot und der Bose-Einstein-Statistik. Es erscheint zu-
néchst nicht zwingend notwendig diese Kluft zu schlieffen, nicht zwingend, solange man von
einem gewissen dsthetischen Grundbediirfnis absieht. Dass dieses &sthetische Grundbediirfnis
oft genug eine entscheidende Rolle bei der Entwicklung wegweisender Ideen in der Physik ge-
spielt hat, sollte zunéchst ohne Bedeutung sein und hat auf die Richtigkeit oder Falschheit einer
Theorie keine Aussagekraft. Dennoch scheinen wir uns von einer Theorie, die die komplexe Viel-
schichtigkeit der erfahrbaren Welt in moglichst einfacher, geschlossener mathematischer Form
beschreibt, sehr stark angezogen zu fiihlen.

In Wirklichkeit gibt es aber eine Reihe innerhalb des Standardmodells unverstandener, phy-
sikalischer Phinomene, wie gravitative Effekte bei hohen Energien, das Hierarchie - Problem,
dunkle Materie u.a. (s. z.B. [1]), die die Vermutung nahelegen, dass das Standardmodell nur
eine effektive niederenergetische Theorie ist und damit die Suche nach seinen Erweiterungen
motivieren. Eine mogliche Erweiterung, die Ansétze zur Losung vieler dieser Probleme liefert
und gleichzeitig die oben beschriebene Kluft zwischen Bosonen und Fermionen zu schlieffen
vermag, ist die Supersymmetrie (SUSY) (s. [2, 3, 4, 5] fiir eine Ubersicht). Dennoch vermag sie
nicht alle mit dem Standardmodell verbundenen Probleme zu lésen, so dass die Uberzeugung
vorherrscht, dass sie hochstens eine Zwischenstufe zu einer allumfassenden Theorie darstellt.
Ein Kandidat fiir die letztere ist die Superstringtheorie! [6], fiir die die Supersymmetrie eine
notwendige Voraussetzung bildet.

Die Supersymmetrie vereinbart beide Statistiken, indem sie die Invarianz der Theorie be-
ziiglich sog. Supersymmetrietransformationen, das heifit Transformationen, die Fermionen in
Bosonen umwandeln und umgekehrt, fordert. Im Rahmen einer supersymmetrischen Beschrei-
bung wird das Teilchenspektrum jedoch verdoppelt: Jedes Teilchen des Standardmodells be-
kommt einen Superpartner gleicher Masse aber unterschiedlichen Spins zugewiesen. Da diese
Teilchen in der Natur nicht beobachtet werden, kann Supersymmetrie, wenn {iberhaupt, nur in
gebrochener Form realisiert sein.

1Es ist nicht ganz richtig von der Superstringtheorie zu sprechen. Tatséchlich gibt es fiinf verschiedene String-
Theorien: Vom Typ I, ITA, IIB und die beiden heterotischen Es x Eg und SO(32).
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Ein grofler Teil der Motivation fiir die vorliegende Arbeit erwéchst aus der Superstringtheo-
rie. Wir wollen daher kurz darauf eingehen: Die Superstringtheorie, die historisch betrachtet der
Ausgangspunkt zur Entwicklung von Supersymmetrie gewesen ist (s. hierzu etwa [7]), bedarf
zu ihrer Konsistenz der Einfiihrung zusétzlicher rdumlicher Dimensionen. Um die Beschrei-
bung mit der beobachteten Vierdimensionalitdt der Welt in Einklang zu bringen, nimmt man
an, dass die gesamte Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M 19 ein Produkt aus der vierdimensionalen
Minkowski-Raumzeit M, und einer kompakten (sechsdimensionalen) Mannigfaltigkeit Yy ist

Mig=My xYs .

Fin Beispiel fiir eine solche kompakte Mannigfaltigkeit sind die Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten.
Die Klasse der moglichen Calabi-Yau's ist sehr grof3 und verschiedene Yg werden zu verschiede-
nen Theorien in 4 Dimensionen fiihren.

In [8] wird die Lagrangedichte der Type IIB Stringtheorie bei Anwesenheit von Hintergrund-
fliissen auf den Calabi-Yau-Orientifolds kompaktifiziert. In der effektiven N = 1 Wirkung tritt
ein massives antisymmetrisches Tensorfeld auf. Ein antisymmetrischer Tensor ist Bestandteil
des linearen Multipletts und in [9] wird gezeigt, dass die effektive Wirkung sich innerhalb der
N = 1 Supersymmetrie aus der Konstruktion einer eichinvarianten Wirkung fiir das linea-
re Multiplett iiber den Stiickelberg-Mechanismus ergibt. Es erwéchst in natiirlicher Weise die
Frage, in wie weit sich die dortigen Betrachtungen auf den Fall von mehreren linearen Multi-
pletts ausdehnen lassen. Es ist ein erstes Ziel der vorliegenden Arbeit, dieser Frage nachzugehen
und eine Lorentz- und eichinvariante Wirkung fiir eine beliebige Anzahl linearer Multipletts zu
konstruieren. Bei der Konstruktion der massiven Lagrangedichte verwenden wir wiederum den
Stiickelberg-Mechanismus [10, 11]. Bevor wir dies genauer erldutern, wollen wir zunéchst auf
Eichtheorien, die eine grofle Rolle in dieser Arbeit spielen, eingehen.

Die Eichinvarianz einer Theorie bedeutet stets, dass zur theoretischen Beschreibung des
Systems mehr Freiheitsgrade hinzugezogen werden, als das System physikalische Freiheitsgrade
tatséchlich besitzt. Dieser Uberschuss an Information kann wieder bereinigt werden, indem
man eine Zusatzbedingung an das System erzwingt. Man spricht von der Wahl einer Eichung.
Diese Reduktion der in der Beschreibung des Systems auftretender Freiheitsgrade geht mit einer
Verminderung der Symmetrie des Systems einher. Oft wird jedoch in der Physik ein anderer Weg
beschritten, bei dem die ,,Redundanz” der Beschreibung zu Gunsten einer stirkeren Symmetrie
in Kauf genommen wird.

Der antisymmetrische Tensor ist im linearen Multiplett iiber seine Feldstérke, eine 3-Form,
enthalten, wihrend er im chiralen Spinormultiplett in direkter Weise auftritt. Das lineare Mul-
tiplett ist das Feldstarkemultiplett des chiralen Spinorsuperfeldes. Es zeigt Eichinvarianz gegen-
tiber bestimmten Transformationen, so dass man fiir das Spinorsuperfeld eine Eichung, die sog.
WZ-Eichung, wihlen darf, ohne dass dies eine Auswirkung auf das lineare Multiplett besitzt.
Waéhrend im masselosen Fall eine supersymmetrische Wirkung durch das lineare Multiplett
selbst beschrieben wird, muss im massiven Fall das chirale Spinorsuperfeld hinzugezogen wer-
den. Bei der Konstruktion der Massenterme iiber den Stiickelberg-Formalismus geht man den
folgenden Weg. Es zeigt sich, dass diejenigen Terme, die zur Konstruktion der massiven La-
grangedichte notwendig sind, nicht mehr die Fichinvarianz des masselosen Systems besitzen.
In der Sprache der Freiheitsgrade bedeutet das, dass die massiven Felder zusétzliche physika-
lische Freiheitsgrade tragen. Einen Ausweg liefert der Stiickelberg-Formalismus, indem er ein
Kompensationsfeld einfiihrt, das die zusétzlichen Freiheitsgrade tragt und durch sein Transfor-
mationsverhalten die Eichinvarianz sichert.

Wir haben bereits erwidhnt, dass man fiir das chirale Spinorsuperfeld die WZ-Eichung w#h-
len darf, ohne dabei das lineare Multiplett zu beeinflussen. Bei der Konstruktion der massiven
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Lagrangedichte iiber den Stiickelberg-Mechanismus werden die massiven Freiheitsgrade abge-
koppelt, so dass das Spinorsuperfeld wieder in der WZ-Eichung erscheint. Nun wird aber bei
einer Supersymmetrie-Transformation die WZ-Eichung zerstért. Dennoch gibt es eine Moglich-
keit, die WZ-Eichung dabei zu erhalten, und zwar wenn man bei einer geeigneten Wahl des
FEichtransformationsparameters Supersymmetrie- und Eichtransformationen simultan ausfiihrt.
Wir untersuchen diese Moglichkeit fiir das Spinorsuperfeld und bestimmen den betreffenden
Parameter. Wir priifen die Auswirkungen dieser modifizierten Transformation auf das Vektor-
multiplett, das die Rolle des Kompensationsfeldes im Stiickelberg-Mechanismus spielt. Dabei
beschranken wir uns auf eine Theorie mit nur einem linearen Multiplett und schlielen damit
eine Liicke in der Analyse von [§].

Ein weiteres Ziel dieser Diplomarbeit besteht in der Untersuchung der Dualitdten linearer
Multipletts. Die Dualitat zweier Theorien bedeutet hier, dass sich beide aus einer {ibergeord-
neten Lagrangedichte, der sog. first-order Lagrangedichte L ;.. herleiten lassen, wenn man die
aus L ;¢ folgenden Bewegungsgleichungen dorthin wieder einsetzt. Wir stellen eine first-order
Lagrangedichte auf, aus der sich nach diesem Schema die zuvor konstruierte massive Theorie
mehrerer linearer Multipletts ergibt. Wir zeigen, dass die hierzu duale Theorie durch massive
Vektormultipletts beschrieben wird. Entsprechende Uberlegungen sind in dieser Form fiir den
allgemeinen Fall mehrerer linearer Multipletts bisher nicht durchgefiihrt worden.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt:

- In Kapitel 2 stellen wir die Grundlagen der globalen Supersymmetrie vor. Den Schwer-
punkt legen wir auf den Superfeldformalismus, der die Grundlage fiir die in dieser Arbeit
durchgefiihrten Rechnungen bildet. Wir stellen das chirale und das Vektormultiplett vor
und erldutern die Konstruktion supersymmetrischer Lagrangedichten. Des weiteren wird
eine kurze Einfithrung in die Projektionstechnik gegeben.

- Das fiir diese Arbeit fundamentale lineare Multiplett ist Gegenstand des 3. Kapitels. Wir
diskutieren seinen Komponenteninhalt und erldutern sein Verhalten bei Eichtransforma-
tionen, das ihn als Feldstdrkemultiplett des chiralen Spinorsuperfeldes charakterisiert.
Wir erkliaren die Konstruktion einer Lorentz- und eichinvarianten Wirkung iiber den
Stiickelberg-Mechanismus. Schlielich erldutern wir die Dualitit zwischen dem linearen
und dem chiralen Multiplett, die im masselosen Fall besteht.

- In Kapitel 4 wenden wir uns dem chiralen Spinorsuperfeld zu und konzentrieren uns auf
sein Verhalten bei SUSY- und Eichtransformationen. Wir berechnen die explizite Gestalt
der Supersymmetrie - Transformationen seiner Komponentenfelder und zeigen, dass bei ei-
ner geeigneten Wahl des Eichtransformationsparameters die gleichzeitige Ausfithrung von
SUSY- und Eichtransformationen die WZ-FEichung nicht zerstort. Eine analoge Betrach-
tung fithren wir fiir das Feldstarkemultiplett des Vektorsuperfeldes durch. Dabei stofien
wir auf eine interessante Moglichkeit die Supersymmetrie iiber ein skalares Feld, das kein
Hilfsfeld ist, zu brechen.

- Im 5. Kapitel konstruieren wir eine Lorentz- und eichinvariante Wirkung fiir mehrere
lineare Multipletts, die an Vektormultipletts koppeln. Ferner erlauben wir die Kopplung an
chirale Multipletts. Wir betrachten zuné&chst den kinetischen Term der Lagrangedichte und
geben seine Komponentengestalt an. Im zweiten Schritt wenden wir uns einer massiven
Theorie zu, die die Anwendung des Stiickelberg-Mechanismus erfordert. Wir definieren die
Massen, die in diesem Fall durch quadratische Matrizen beschrieben werden. Wir geben
ferner die Komponentengestalt der Lagrangedichte an. Schliefllich zeigen wir, dass das
skalare Potential nur ein triviales Minimum besitzt.
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- Im 6. Kapitel betrachten wir die Dualitdten des antisymmetrischen Tensors. Wir stel-
len die first-order Lagrangedichten fiir mehrere lineare Multipletts im masselosen und im
massiven Fall auf und stellen die Dualitéit zwischen masselosen linearen und masselosen
chiralen Multipletts sowie massiven linearen und massiven Vektormultiplett her. Wir zei-
gen, dass im massiven Fall die von uns aufgestellte first-order Lagrangedichte einer iiber
die Formulierung massiver Freedman-Townsend-Modelle im N = 1 Superraum gewonne-
nen Lagrangedichte [12] entspricht, sofern man jene im abelschen Limes betrachtet.

- Die Anhénge geben einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit verwendeten Konventionen

und niitzliche Identitdten, nichtabelsche Supersymmetrie und die Taylor-Entwicklung im
Superraum. Im letzteren geben wir die Komponentengestalt einiger spezieller, in dieser
Arbeit benutzter Entwicklungen an.
Die Konstruktion der Lagrangedichte fiir mehrere massive lineare Multipletts {iber den
Stiickelberg-Mechanismus erfordert die Einfiihrung von i. a. nichtquadratischen Kopp-
lungsmatrizen und quadratischen Massenmatrizen. Bei spédteren Berechnungen, wie z. B.
den Dualitéitstransformationen, spielen gewisse Eigenschaften dieser Matrizen, insbeson-
dere die Invertierbarkeit bestimmter aus ihnen gebildeter Produkte, eine entscheidende
Rolle. Im Anhang besprechen wir diese Figenschaften und geben das Inverse eines solchen
in dieser Arbeit aufgetretenen Produktes an.



Kapitel 2

Globale Supersymmetrie

Und ich so hésslich auf dieser schonen Welt
Friedrich Schiller, Die Rauber

2.1 Die SUSY-Algebra

Die Forschung auf dem Gebiet der theoretischen Hochenergiephysik wurde stets von dem tiefen
Glauben begleitet, dass sich die fundamentalen Wechselwirkungen der Natur im Rahmen eines
Formalismus von iibergeordneten Symmetrieprinzipien beschreiben lassen. Aus diesem Glauben
heraus erwuchs das Bemiihen, die bekannten Wechselwirkungen durch Auffindung von Symme-
triegruppen, die die bestehenden Symmetrien in natiirlicher Weise enthielten, zu vereinigen. Ein
Ansatz hierzu war, nach Erweiterungen der Poincaré-Gruppe und der durch sie beschriebenen
Raumzeit-Symmetrien! zu suchen.

Auf der Suche nach moglichen Erweiterungen der Poincaré-Gruppe zu einer iibergeordneten
Symmetriegruppe stiefen Coleman und Mandula 1967 auf ein Theorem [13], das besagt, dass bei
Aufrechterhaltung gewisser allgemeiner Forderungen wie z.B. Lokalitat und Positivitiat der Ener-
gie jede Symmetriegruppe der S-Matrix hochstens ein direktes Produkt der Poincaré-Gruppe
und einer inneren Symmetriegruppe sein kann. Mit der Betrachtung der Poincaré-Gruppe wéren
damit die moglichen Raumzeit-Symmetrien im wesentlichen ausgeschopft, keine weitere Verei-
nigung mit einer inneren Symmetriegruppe wére moglich.

Das Coleman-Mandula-Theorem befasst sich nur mit Symmetrien, die durch bosonische Ge-
neratoren erzeugt werden, lisst also einen gewissen Ausweg zu, wenn man auch fermionische
Generatoren erlaubt. Damit muss man aber neben Kommutatoren auch Antikommutatoren
zulassen und somit auf die Lie-Algebra-Struktur der Generatoren verzichten. Eine Algebra,
die neben Kommutatoren auch Antikommutatoren enthilt, bezeichnet man als graduierte Lie-
Algebra. Haag, Lopuszanski und Sohnius haben gezeigt [14], dass die einzige graduierte Lie-
Algebra, die mit relativistischer Quantenfeldtheorie vereinbar ist, die Supersymmetrie-Algebra

'Neben den Raumzeit-Symmetrien unterscheiden wir sog. innere Symmetrien, d.h. Symmetrien die nicht auf
die Raumzeit wirken.
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ist. Wir geben ihre Struktur an [2]:
{Qav Qﬁ}—i— = 2U;nﬁpm )
{Qanﬁ}-ﬁ- = {de@ﬁ'}-i- =0 5
[-PmaQOc]— = [Pm7Qd]— =0 y

1 _ 1_ .
My Qal- = 5(0mn)a’Qs Mo Qal- = =5@5@wn)’s (2.1.1)
[Pma Pn]— =0 ;

[Pma Mrs]— =1 (gmrps - gmsPr) 5
[va’n Mrs]— = Z (gnrMms - gnstr - gmrMns + gmsMnr) .

Die letzten drei Zeilen sind die gewohnliche Poincaré-Algebra. Die anderen Gleichungen stellen
die Graduierung dar. Die Bezeichnungen sind wie folgt gew&hlt: Griechische Buchstaben laufen
von eins bis zwei und bezeichnen zweikomponentige Weyl-Spinoren, kleine lateinische Buchsta-
ben entsprechen Lorentz-Indizes und laufen von 0 bis 3. Mit (2.1.1) haben wir die SUSY-Algebra
fiir den in dieser Arbeit ausschliellich betrachteten Fall der NV = 1 Supersymmetrie aufgestellt,
wobei N die Anzahl der Paare von Supersymmetrie-Generatoren () bezeichnet.

An der ersten der Gleichungen (2.1.1) erkennt man, dass die SUSY-Generatoren fiir sich
keine Algebra bilden. Die Anwendung des Antikommutators fithrt aus dem Raum der Q)’s heraus.
Dies ist ein wesentliches Merkmal graduierter Algebren. Ferner erkennt man an dieser Gleichung,
dass der Antikommutator der SUSY-Generatoren eine Translation im Minkowski-Raum zur
Folge hat. Wir werden uns diesem Aspekt in Abschnitt 2.3 widmen. Zuvor wollen wir jedoch
die irreduziblen Darstellungen der SUSY-Algebra angeben.

2.2 Irreduzible Darstellungen

Es ist iiblich die irreduziblen Darstellungen mit Hilfe der Eigenwerte von Casimir-Operatoren?

zu klassifizieren. Bei der Poincaré-Algebra, mit ihren beiden Casimir-Operatoren P? = PrP,
und W? = WHW,,, wobei P* der Vierer-Impuls und W# = %E“VPUP,,MPU der Pauli-Lubanski-
Vektor ist, enspricht dies einer Klassifikation nach Masse und Spin.? Dies begriindet eine Iden-
tifikation der Elementarteilchen mit den irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe.

Die SUSY-Algebra besitzt die beiden Casimir-Operatoren

P?=prp, und C?*=CMC, (2.2.1)
mit
1 _
CH =YHPY — YV PH Vi =W = 2Qo"Q . (2.2.2)

Insbesondere ist W?2 kein Casimir der SUSY-Algebra mehr und die oben beschriebene Iden-
tifikation von Teilchen und Darstellungen nicht mehr moglich. Vielmehr sind die irreduziblen

2Ein mit allen Generatoren einer Gruppe kommutierender Operator wird als Casimir-Operator, oder kurz
Casimir, der Gruppe bezeichnet.

3Wir betrachten hier den massiven Fall. Im masselosen Fall wird die Unterscheidung nach der Helizitéit vor-
genommen.
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Darstellungen nun Teilchenmultipletts, in deren Bestand Teilchen gleicher Masse, jedoch unter-
schiedlichen Spins gehtren. Um die massiven irreduziblen Darstellungen zu bestimmen, diirfen
wir ins Ruhesystem wechseln. Fiir (2.2.1) konnen wir dann schreiben

P2=m?  C?*=2m'J*J, . (2.2.3)

Dabei ist 1
mJdy, = mSy — Z(QﬁkQ) =Y, (2.2.4)

wo Sj, die k-te Komponente des Spinoperators kennzeichnet. Die J* gehorchen den Drehim-
pulsvertauschungsrelationen
[JE, 0] = itk g* (2.2.5)

und J stellt somit einen verallgemeinerten Drehimpuls mit den Eigenwerten j(j + 1), wobei j
ganz- oder halbzahlig ist, dar. Wir schlussfolgern: Die irreduziblen Darstellungen lassen sich
durch die beiden Eigenwerte (m, j) vollstindig beschreiben.

Die Antikommutatoren der SUSY-Algebra nehmen im Ruhesystem die Gestalt einer Clifford-
Algebra an

{QamQﬁ} = {Qam@ﬁ} =0, {Qav@d} = 2mdag - (226)

Bis auf die Normierung entsprechen sie also Auf- und Absteigeoperatoren. Angefangen mit
einem Zustand €2,
Qu2=0, (2.2.7)

der als Clifford-Vakuum?* bezeichnet wird, erhalten wir die Zustéinde innerhalb einer irreduziblen
Darstellung durch Wirkung der Q’s auf . Die so konstruierten Zustéinde lassen sich durch die
Quantenzahlen j3, s3 sowie den Impulseigenwert p,, charakterisieren. Dabei durchlduft j3 die
Werte 5,5 —1,...,—j und zu jedem Wert von j3 gehéren die Werte js, j3 + %,jg - %,jg von s3.

2.3 Infinitesimale SUSY-Transformationen und Superfeld-For-
malismus

Im Superfeld-Formalismus wird die Supersymmetrie besonders &dsthetisch manifest. Wie bei
der Relativitiitstheorie, wo sich relativistische Kovarianz beim Ubergang zum um die Zeit-
dimension erweiterten, hoherdimensionalen Minkowski-Raum in natiirlicher Weise zeigt, lebt
die Supersymmetrie in einem um Grassmann-Koordinaten erweiterten Superraum. Im Rahmen
einer solchen Beschreibung erhélt man die irreduziblen Darstellungen durch Aufstellen SUSY-
kovarianter Bedingungen an im Superraum definierte Funktionen, die Superfelder. Wir wollen
die wesentlichen Schritte angeben, die zum Superfeld-Formalismus fiithren.

Wir bemerken zunéchst [2], dass sich die SUSY-Algebra vollsténdig durch Kommutatoren
beschreiben lisst, wenn man untereinander sowie mit den SUSY-Generatoren Q%, Q4 antikom-
mutierende Parameter 0, 6, einfiihrt:

{6%,6°} = {60°,Qp} = -+ = [P, 6°] =0, (2.3.1)
so dass
0Q,0Q] = 200™0P,,
[0Q,0Q] = [0Q.0Q] = 0 (2.3.2)
[P™,0Q] = [P™,0Q] =0 .

“Das Clifford-Vakuum entspricht i.a. nicht dem Zustand niedrigster Energie.
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Damit erhalten wir formal die Struktur einer Lie-Algebra mit antikommutierenden Parame-
tern und die aus der Theorie der Lie-Gruppen bekannten Vorgehensweisen [15] kénnen einfach
tibernommen werden. Insbesondere kénnen wir die der Algebra korrespondierenden Gruppen-
elemente durch Exponentiation der Generatoren gewinnen:

G(z,0,0) = ¢i~=" Pmt0Q+0Q) (2.3.3)
Gruppenmultiplikation kann mittels der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

eApB — pA+B+3[AB+. (2.3.4)

ausgewertet werden. Aufgrund von (2.3.2) werden hohere Kommutatoren nicht auftreten und
bei der Hintereinanderausfithrung zweier Gruppenelemente erhalten wir

G(0,6,6)G(x,0,0) = G(z™ + i00™e — iecc™0,0 + ¢€,0 + €) . (2.3.5)

Wir sehen, dass selbst wenn man =™ = 0 setzt, also nicht im Minkowski-Raum verschiebt, man
dennoch bei zwei aufeinander folgenden Transformationen mit SUSY-Parametern 6 # 0 und
€ # 0, eine Verschiebung im Minkowski-Raum erhélt.

Die rechte Seite von (2.3.5) entspricht wieder einem Gruppenelement der Form (2.3.3).
Die Multiplikation von Gruppenelementen (2.3.3) induziert demnach eine Verschiebung in dem
durch die acht Koordinaten (z#, 0%, 0) aufgespannten Parameterraum. Der um die vier Grass-
mann-Koordinaten erweiterte Minkowski-Raum

R4 .— {ZM = (:L-m7 0%, 9@)m-0,1,2,3} (2.3.6)
,d=1,2
wird als Superraum bezeichnet [2]. Er entspricht dem Parameterraum der SUSY-Algebra (2.3.2).
Eine operatorwertige Funktion f auf R** nennt man ein Superfeld. Wir kénnen es durch seine
Entwicklung nach den Potenzen von 6 und 6 erkldren. Aufgrund des Grassmann-Charakters
dieser Variablen wird die Reihe endlich sein. Das allgemeine Superfeld hat dann die Gestalt:
f(z,0,0) = g(x)+0¢(z) + 0(z) + 00m(x) + 00n(x)

+00™ vy, () + 000X (z) + 0009(z) + 0000d(z) . (2.3.7)

Die als Koeffizienten auftretenden Funktionen von x werden als Komponentenfelder bezeichnet.

Wir wollen nun eine SUSY-Transformation mit infinitesimalen Parametern betrachten. Ihre
Wirkung auf ein Superfeld f wird geméf (2.3.5) wie folgt sein

f(@™.0,0) —f(z™ +i00™€ — iea™0,0 + ¢,0 + €)
= |14e¢ g—iaméa + € é—zﬁméa - f(z™,0,0)
B 90 " 00 ") T
wobei wir um (z™,6,0) entwickelt und, da e und € infinitesimal, hohere Terme vernachlissigt
haben. Aus der Entwicklung des unitédren Operators
ei(—szm+9Q+6_Q)

bis zur ersten Ordnung und Koeffizientenvergleich mit (2.3.8) gewinnen wir die Darstellung der
SUSY-Generatoren @ und @ als Differentialoperatoren im Superraum:°

a . m pa N 8 o _m
Qa = % — zaao-ﬁ 8m s Qa = 89_0‘ + 16 aadam . (239)

®Der Faktor i wurde aus Konventionsgriinden eingefiihrt.
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Als nichstes lassen sich kovariante Ableitungen D,,, Dy definieren. Kovarianz bedeutet hier,
dass diese Ableitungen invariant gegeniiber SUSY-Transformationen sind, d.h.

[0, D] = [eQ +€Q, D] =0 (2.3.10)

und ebenso fiir Dg. Sie sind durch die folgenden Differentialoperatoren gegeben

o _. _ 0
Do = -2 +i0™§%,,, Dg=——o —i§%" 0, 2.3.11
80a+zaaa9 0, 555 i0“ol 0 (2.3.11)

und erfiillen
{D.,, Dd} = —2i00%0m ,

o _ _ _ (2.3.12)
{DamQﬁ} = {DOHQIB} = {Danﬁ} = {DaaQﬁ} = {DaaDﬁ} = {DCHDIB} =0 ;
womit sich (2.3.10) zeigen lésst.
In den néchsten Abschnitten wollen wir die fiir diese Arbeit wichtigen chiralen und Vektor-
multipletts vorstellen. Das lineare Multiplett wird in Kapitel 3 eingefiihrt.

2.4 Das chirale Multiplett

Das chirale Multiplett ist durch die Wirkung der kovarianten Ableitung (2.3.11) auf ein Super-
feld tiber die Bedingung
Dgy® =0 (2.4.1)

definiert. Um die §-Entwicklung von @ zu bestimmen, ist es {iblich zu neuen Koordinaten
(y™,0,0) iiberzugehen, wobei
Y™ =™ +i0c™0 . (2.4.2)

Dies ist insoweit gerechtfertigt, als in den neuen Variablen (2.4.2) die kovariante Ableitung in
(2.4.1)

_ 0

Da =55
wird. Somit 16st jede Funktion, die nur von § und y™ abhéngt, die Gleichung (2.4.1) und das
allgemeine chirale Superfeld besitzt die Entwicklung:

O(y,0) =A(y) + V204 (y) + 00F (y)
=A(x) + 0000, A(z) + i@@ééDA(x) (2.4.3)

V2

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Komponentengestalt in (2.4.3) haben wir fiir 3™
(2.4.2) eingesetzt und um die Stelle 2™ entwickelt. Die Komponentenfelder des chiralen Multi-
pletts sind die beiden komplexen, skalaren Felder A und F', wobei F', wie sich spéter zeigen wird,
die Rolle eines Hilfsfeldes spielt, sowie das komplexe Weyl-Spinorfeld 1. Das chirale Multiplett
entspricht der irreduziblen Darstellung aus Abschnitt 2.2 fiir j = 0.

In analoger Weise wird das antichirale Superfeld durch die Bedingung

+ V209 () 000,10 (x)0c™0 + 0OF () .

D,® =0 (2.4.4)
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definiert. Seine #-Entwicklung bestimmt sich aus (2.4.3) durch komplexe Konjugation zu
®(y.0) =A™(9) + V200() + 00F* ()
= A%(a) — 00700, A" (2) + TO0BIIA 1) (2.45)
+V300(x) + %0000’" () + BOF™ () .

(Anti-)chirale Superfelder beschreiben Materiefelder.

2.5 Das Vektormultiplett

Das Vektormultiplett V', durch die Bedingung
V=vi (2.5.1)
definiert, ist ein reelles Superfeld. Seine #-Entwicklung ist
V(2,0,0) =C(x) + i0x(x) — ifx(z) + %99 (M(x) + z’N(:c))

- %éé(M(;v) - ZN(:L‘)) — 0™ Ov, (x) + i@@é(X(:r) + %5’” mx(c)) (2.5.2)

- U a - 1 1
— 660 ()\(a:) + 50 mx(x)) + 50600 (D(;r) + EDC(w)) .
Dabei sind C, D, M, N reelle skalare Felder, v,, ein reelles Vektorfeld und y, A Weyl-Spinoren.
Wir betrachten nun die folgende Transformation
V—V+d+d, (2.5.3)

wobei ® eine chirales und ® ein antichirales Superfeld ist. Mit (2.4.3) bedeutet dies fiir die
Komponentenfelder von V

M+iN = M +iN —2iF | vy — vy — i0m(A — A%) (2.5.4)
A— A, D—D.

Wir erkennen, dass das Transformationsverhalten des Vektorfeldes v, einer U(1)-Eichtransfor-
mation entspricht. Gleichung (2.5.3) stellt somit eine supersymmetrische Verallgemeinerung der
Eichtransformation dar.

An (2.5.4) konnen wir ablesen, dass wir eine spezielle Eichung wéhlen kénnen, in der die
Felder C, M, N und y verschwinden. Fine solche Eichung wird in der Literatur als Wess-Zumino-
oder kurz WZ-Eichung bezeichnet [2]. Sie lésst weiterhin eine U(1)-Eichfreiheit. In der WZ-
Eichung nimmt V die folgende Gestalt an:

_ __ __ 1 __
Vivz = ~00" v () + i090A(y) — i000A(x) + 50090 D(x) . (2.5.5)

Wir wollen nun Feldstirken fiir das Vektormultiplett konstruieren. Diese sollten invariant
unter (2.5.3) sein und koénnen nach (2.5.4) die Felder A, A, D sowie die Feldstdrke Fj,, =
Ojvm — Oy enthalten. Eine kovariante Bedingung fiir ein solches Feldstérkemultiplett ist mit

1 = 1

Wo=-1DDD.V .,  Wa=—1DDDsV (2.5.6)
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gefunden, was als Definition von W, und W, zu lesen ist. Wir wollen zeigen, dass (2.5.6)
tatséichlich eichinvariant ist.

1. . 1 . _
Wa=—7DsD*DaV — W[ =—7DiD*Da(V + &+ )
= —7DaD DoV + 1 D*DsDa®
1~ =& 1-6n F Loy =G
= —3DaD DoV — 7D DuDa® — 50040 D*®
1. _.
=~ DaD*DaV (2.5.7)

wobei wir mehrmals die Chiralitdtsbedingung (2.4.1) und im vorletzten Schritt die Relation
(2.3.12) benutzt haben. Um die Komponentengestalt von W, anzugeben, diirfen wir aufgrund
der Eichinvarianz V' in der WZ-Eichung nehmen. Es zeigt sich [2], dass

. i m=n m V&
Wa = =ida(y) + (82°D(y) = £(0"0")a” Fun(y) ) 0 + 00010 A" () |
(2.5.8)

T N (= — i —m _n\j —\\ o3 nh=mBo —
Wd = z)\d(y) + (edﬁ-D(y) + 56@1(0’ g )VBan(y)>9ﬁ — edﬂ-%a p 8m)\a(y) .
Die Komponentenfelder sind hier Funktionen der Variablen y™ = 2™ + i0o™0 bzw. §" =
™ —i00™0 (vgl. (2.4.2)).

2.6 Die Projektionstechnik

Bei der Projektionstechnik [5, 3] werden die Komponentenfelder iiber die Wirkung der kovari-
anten Ableitungen auf das Superfeld definiert. So erhélt man z.B. fiir das chirale Multiplett die
Komponentenfelder durch die folgenden Projektionen:
A@) =8|,  Voalx)=Dud|,  Flz)= —ip%\ . (2.6.1)
Die senkrechten Striche weisen darauf hin, dass jeweils die Komponente nullter Ordnung in
betrachtet wird. Wir werden diese Technik in Kapitel 4 bei der Berechnung der Supersymmetrie-
Transformationen des chiralen Spinorsuperfeldes benutzen. Der Vorteil dieser Methode besteht
darin, dass sich die Transformationen der Komponentenfelder einzig aus den Figenschaften der
kovarianten Ableitungen ergeben. Wir machen dies am Beispiel des Komponentenfeldes 1, aus
(2.6.1) deutlich und bemerken zuniichst, dass aus der Kombination von (2.3.9) und (2.3.11) die
Identitét
6 = (eQ + £Q) = —(eD 4+ ED) + 2i(e0™8 — 00™2) Dy, (2.6.2)

folgt. Damit sowie mit der Eigenschaft der Kovarianz (2.3.10) erhélt man sofort
V26000 =Do{6-®}| = (¢Q + £Q) Do ®| = —eDD,®| — DD, P|

(2.6.3)
= — 26, F(x) — 2i(0™8) 0 OmA(z) .

2.7 Supersymmetrische Lagrangedichten

Ein wesentliches Merkmal von Superfeldern besteht darin, dass sich ihre héchste Komponen-
te bei SUSY-Transformationen in eine Viererdivergenz transformiert [2]. Das Verfahren, um
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eine supersymmetrische Wirkung zu erhalten, ist demnach, aus einer geeigneten Kombinati-
on von Superfeldern die héchste Komponente herauszuprojizieren. Formal entspricht dies einer
(Berezin-) Integration im -Raum [5].% Die entsprechende Kombination von Superfeldern muss
natiirlich so gew#hlt werden, dass die Lagrangedichte ein Lorentz-Skalar ist. Weitere Einschrén-
kungen koénnen z.B. aus der Forderung nach Eichinvarianz oder Renormierbarkeit resultieren.
Wir kénnen aber zunéchst festhalten

S = /d4x/d49 L. (2.7.1)

Im Folgenden wollen wir einige Lagrangedichten fiir supersymmetrische Theorien, die chirale
sowie Vektormultipletts enthalten, angeben [4, 2, 16].

Wir betrachten eine Theorie mit einer bestimmten Anzahl n¢ von chiralen Multipletts ®;,
wobei der Index ¢ die Werte von 1 bis n¢ zu durchlaufen hat. Die entsprechende Lagrangedichte
lautet [2]:

L=o;P,

1 1
0008 + Kimij@i@j + ggijk@i@j@k>

In Komponenten lautet diese Gleichung:

+ h.c} . (2.7.2)
00

L = i0npic™y; + AjOA; + F}F,
1
+ [mij <AZF} — §¢Z¢]> + gijk(AiAij — ¢Z¢]Ak) + )\ZE + h.C.:| . (273)

Stellt man die Bewegungsgleichungen fiir F' und F* auf, so zeigt es sich, dass sie rein algebraisch
sind. Komponentenfelder mit algebraischen Bewegungsgleichungen bezeichnet man als Hilfsfel-
der und die entsprechende Lagrangedichte als off-shell Lagrangedichte. Werden die Hilfsfelder
mittels ihrer Bewegungsgleichungen eliminiert, so gelangt man zu der on-shell Lagrangedichte.

Mit Hilfe der Feldstéirken (2.5.8) lisst sich eine eich- und supersymmetrisch invariante Wir-
kung fiir das freie und masselose Vektormultiplett konstruieren. Sie lautet

L= i(W“Wam + WdWﬂ@) - %DQ - iFm”an — AT D\ | (2.7.4)
wobei auf der rechten Seite der Gleichung die Komponentengestalt abzulesen ist. Dieses Ergebnis
kann man auf zweifache Weise verallgemeinern: Zum einen kann man mehrere Vektormultipletts
mit einer symmetrischen Kopplungsfunktion fap, wobei A, B =1,...,ny, wenn ny die Anzahl
der Vektormultipletts bezeichnet, betrachten. Zum anderen kann man die Vektormultipletts
an eichneutrale chirale Multipletts koppeln. Man erreicht dies dadurch, dass man fap als eine
Funktion von n¢ chiralen Multipletts, die wir im Folgenden mit N? bezeichnen wollen, ansetzt
[16].” Eine solche Lagrangedichte lautet dann

1
L=, / &0 45(N)WAWE 4 hc. . (2.7.5)
Diese Lagrangedichte ist insoweit unvollstindig, als zur vollsténdigen Beschreibung noch die

kinetischen Terme der chiralen Felder aus (2.7.2) beriicksichtigt werden sollten.® Immer dann,

SWir werden diese Integration zumeist nicht explizit ausfiihren, sondern die herauszuprojizierende Kompo-
nente durch einen senkrechten Strich kenntlich machen. Daher das Wort ,,formal”.

"Die Kopplungsfunktion fap wird auch als ,eichkinetische Funktion” bezeichnet [17]. Unsere Wahl, sie als eine
Funktion der (eichneutralen) chiralen Multipletts anzusetzen, ist durch [8] motiviert, wo diese als Moduli-Felder
auftauchen.

8Wir machen noch einmal darauf aufmerksam, dass wir es nicht mit chiralen Multipletts zu tun haben, die
unter der Eichgruppe geladen sind. Die kinetischen Terme sind daher nicht von der Form ®e" &, wie sie bei der
Kopplung an geladene chirale Multipletts auftreten (vgl. Anhang D).



2.7. SUPERSYMMETRISCHE LAGRANGEDICHTEN 17

wenn wir auf dieses Ergebnis in dieser Arbeit zuriickgreifen, werden wir, ohne es explizit hin-
zuschreiben, das Vorhandensein solcher kinetischen Terme im Hinterkopf behalten.

Um die Komponentengestalt von (2.7.5) anzugeben, ist es notwendig, die Kopplungsfunktion
fap im Superraum Taylor- zu entwickeln (s. Anhang B). Mit der §-Entwicklung (2.4.3) eines
chiralen Superfeldes fiir N erhalten wir die folgende Gestalt von fap

faB(N) = fap(A) + V20x'0; fap + 00 (F'0; fap — %XixjaiaijB) ; (2.7.6)

wobei die partielle Ableitung 0; = 5% Az bezeichnet. Unter Benutzung von (2.7.6) erhalten wir
die folgende Komponentengestalt fiir (2.7.5)

mn* pr

1 1 1
Liin = — 7 Re fapFA pBmn 4 Sl fape™PrpA pB o SRe fapDADB
- % FapM\oma\B — % FipGm o, \B
1 . 1 % e
t575 OifaBDAX'AP — o O fap DX’ AP

(2.7.7)
_La,f rA igmn)\B_ia, £
2\/5 iJABL mn X 2\/§Z AB mnX

O_mn)\B

1 1 -
-1 F'o faA\ANE — 1 F 0 FigA\AAB

1, . 1
+ gXZXJaz‘aijB)\A)\B +gX X9 0140 fABNNE

Hierin sind die D# und F’ Hilfsfelder. Die Bewegungsgleichungen fiir D# koénnen wir sofort
angeben”

DB = _Re f148 (2\/_8]210)( 2\/_8 frex > . (2.7.8)

Als letztes Beispiel in diesem Kapitel wollen wir die Vektormultipletts massiv machen. Ein
Massenterm der bei nur einem Vektormultiplett zu (2.7.4) hinzuzuaddieren ist, ist im Falle einer
renormierbaren Theorie durch

m2V? (2.7.9)

gegeben. Wollen wir Renormierbarkeit nicht verlangen und eine massive Theorie (2.7.5) betrach-
ten, so diirfen wir statt (2.7.9) eine allgemeine Funktion U der ny Vektormultipletts wihlen,
so dass

Lo =UWVA. (2.7.10)

Das Problem dabei ist, dass sowohl (2.7.9), als auch die Verallgemeinerung (2.7.10) die Ei-
chinvarianz zerstort. Eine Moglichkeit, die Eichinvarianz zu retten, bietet der Stiickelberg-
Mechanismus [10, 11, 18]. Dieser wird in den Kapiteln 3 und 5 am Beispiel des linearen Mul-
tipletts im Detail behandelt. Wir bemerken dennoch kurz: Die Feldstérke W, besteht aus den
Komponentenfeldern (A, D, Fi,,). Wie wir gesehen haben, sind dies die gleichen Felder, die
auch in Wiz auftreten und beide Superfelder tragen die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden.
Das ungeeichte Vektormultiplett V' hat neben den oben aufgezdhlten noch zusétzliche Kompo-
nentenfelder (vgl. 2.5.2) und trégt daher eine hohere Zahl von Freiheitsgraden. All diese Frei-
heitsgrade werden in dem Massenterm (2.7.9), wie auch in (2.7.10) auftreten. Wir bezeichnen die

9Um die Bewegungsgleichungen fiir F* zu erhalten, muss man die kinetischen Terme der chiralen Multipletts
berticksichtigen.
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zusétzlichen Freiheitsgrade daher als ,,massive Freiheitsgrade”. Die Grundidee des Stiickelberg-
Mechanismus besteht darin, die massiven Freiheitsgrade von V' abzukoppeln. Wir schreiben

VA= VA ol 44 (2.7.11)

D_as V"’ entspricht dabei Vi 7z und trigt daher die Freiheitsgrade der masselosen Theorie und ®

(®) sind (anti-)chiral und tragen die massiven Freiheitsgrade. Mit den Transformationen
vASyA pnAyesd e et o wA (2.7.12)

wird der Massenterm )
Ly =U({VA + 04 +34)) (2.7.13)

eichinvariant. Die Komponentengestalt von (2.7.13) gewinnt man durch Taylor-Entwicklung im
Superraum (s. Anhang B).



Kapitel 3

Das lineare Multiplett

3.1 Das lineare Multiplett
Das lineare Multiplett! [19, 20, 5, 3, 9, 21] ist durch die folgende Bedingung definiert:

D?’L =D*L=0, (3.1.1)
wobei L ein reelles Superfeld ist. Setzen wir die allgemeine Entwicklung eines reellen Superfeldes

L(z,0,0) =C(z) + On(x) + 0ij(x) + 00M (x) + 0 M*(x)

i - i - (3.1.2)
+ 00 Ovp, () + 000X (x) + 000X (x) + 0006 D(x)

sowie (2.3.11) fiir die kovarianten Ableitungen in die beiden Definitionsgleichungen (3.1.1) ein,
so erhalten wir als Bedingungen an die Komponentenfelder

M=0, D= —imc :
, (3.1.3)
Mo =0, A= —%amamﬁ :
Eingesetzt in (3.1.2) impliziert dies die folgende §-Entwicklung von L
_ _ P - 1
L=C+0n+6n+0cm0v,, — %eeeamamn - %9990’"&”77 — ZOOOODC (3.1.4)
mit der noch unverbrauchten zusétzlichen Bedingung

0"y =10 (3.1.5)

An (3.1.4) und (3.1.5) konnen wir sofort die Anzahl der off-shell Freiheitsgrade von L ablesen

C  reelles Skalarfeld 1 FG
n  komplexes Weyl-Spinorfeld 4 FG
v reelles Vektorfeld mit Zusatzbedingung 3 FG

8 FG

'Es wird auch als 2-Form- oder reelles Tensormultiplett bezeichnet.

19



20 KAPITEL 3. DAS LINEARE MULTIPLETT

Wir werden bei unseren spateren Berechnungen hauptséchlich auf die Entwicklung (3.1.4)
zuriickgreifen. Es ist jedoch wichtig festzuhalten, dass die Gleichungen (3.1.4) und (3.1.5) zu-
sammengefasst werden koénnen, wenn man nimlich bedenkt, dass aufgrund der letzteren v,
als

1
- §emnqu”pq (3.1.6)
geschrieben werden kann. Dabei ist
H™1 = 1(8"3”‘1 + OB 4 J1B™P — 9B — JIBP" — P = ol" pral (3.1.7)
6

die Feldstérke des reellen antisymmetrischen Tensors B™". Damit erhélt das lineare Multiplett
die folgende Gestalt

L=C+0n+ 00+ %eaméemnpqmpq - %0095’” ] — %ééeam 7] — ieeéémc . (3.1.8)

Neben (3.1.1) gibt es noch eine andere, gleichwertige? Definition des linearen Multipletts,
die L iiber das chirale Spinorsuperfeld ®,, definiert

1 .
L=5(D"®+Ds®%),  Dyda=0. (3.1.9)

Dabei hat @, die folgende #-Entwicklung:

5a7(C +iE
0 (C +iE)

5 (omo”)a”Yan> + 00 (o + i00a™0mX") - (3.1.10)

-

Q4 =Xa _H’y <

Das chirale Spinorsuperfeld enthélt also in direkter Weise den antisymmetrischen Tensor B,
der im linearen Multiplett nur iiber seine Feldstérke H'™" auftritt. Wie wir etwas weiter unten
sehen werden, ist das lineare Multiplett auch das Feldstarkemultiplett von ®,,.

An (3.1.10) kénnen wir die off-shell Freiheitsgrade des (noch ungeeichten) chiralen Spinor-
superfeldes ablesen:

C +iFE komplexes Skalarfeld 2 FG

X, 7 zwei komplexe Weyl-Spinorfelder 8 FG

B reeller antisymmetrischer Tensor 6 FG
16 FG

Wir sehen, dass ®, doppelt soviele Freiheitsgrade wie L besitzt. Offenbar miissen bei dem
Ubergang (3.1.9) von ®,, zu L Freiheitsgrade ,verloren gegangen” sein. Tatséchlich stellen wir
bei genauerer Betrachtung fest, dass sich L unter den Eichtransformationen

B, — b, + %D2DQA ,
(3.1.11)

B — By — %D2DdA ,

nicht dndert.? Dieses Verhalten charakterisiert das lineare Multiplett als das Feldstérkemulti-
plett des chiralen Spinorsuperfeldes.

*Die Aquivalenz zeige man leicht, indem man (3.1.9) in (3.1.1) einsetzt und die Relationen (2.3.12) verwendet.
$Man setze (3.1.11) in die Definition (3.1.9) ein und verwende (A.4.4).
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Die Komponentengestalt der Eichtransformation von &, kénnen wir sofort ablesen, da sich
diese nur um einen Vorfaktor von der Feldstérke des Vektormultipletts (2.5.6) unterscheidet

00 (0, — A5 ) 0 — S0 0,37
(3.1.12)

Bei geeigneter Wahl von 0®,, lassen sich die {iberfliissigen Freiheitsgrade , wegtransformieren”.
(3.1.12) hat das folgende Transformationsverhalten fiir die Komponentenfelder zur Folge:

i - 1
80, = -D*D, A =—=)\¢ — (4,7
8 2 <

1
Xa — Xa_g)\ay E—-FE+D, c—C, Na = Na
By — B+ OmAn — OnA,, . (3.1.13)

Eichen wir x, und E zu Null, so entspricht dies 5 Freiheitsgraden, die wir wegeichen. Mit (3.1.13)
lassen sich dann 3 weitere Freiheitsgrade wegheben: Das Vektorfeld A, trigt vier Freiheitsgrade,
jedoch entféllt ein Freiheitsgrad aufgrund der ,,Reduzibilitiat” der Transformation (3.1.13): Mit
der Wahl A,,, = 9,,9, wobei ¢ eine skalare Funktion ist, wird 6B,,, = 0, obwohl A,,, # 0.4

Wir bemerken, dass die Feldstdrke (3.1.7) unter der Eichtransformation (3.1.13) von B,
ebenfalls invariant bleibt. Die 3 Freiheitsgrade des Vektorfeldes v,, entsprechen in dieser For-
mulierung also den 3 off-shell Freiheitsgraden von B,,,.

Abschlielend wollen wir die Gestalt von ®,, in einer Eichung, in der x, und E Null sind
(Wess-Zumino-Eichung), und das daher die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden wie L trigt,
angeben

0 C 1
P, =—0, ( 5 + Z(ama")cﬂan> + 00, . (3.1.14)

3.2 Eichinvariante Wirkungen
Wir wollen die Konstruktion einer eichinvarianten Wirkung

L = Lyin + Ly, (3.2.1)
fiir das lineare Multiplett skizzieren. Wir geben zunéchst die Gestalt des kinetischen Terms Lg;,

an, dessen Eichinvarianz offensichtlich ist [5, 3, 9, 19, 20]. Ein eichinvarianter Massenterm L,
kann dann mit Hilfe des Stiickelberg-Formalismus konstruiert werden [9].

3.2.1 Kinetischer Term

Wir miissen zwei Falle unterscheiden: Den renormierbaren und den nicht renormierbaren. Im
renormierbaren Fall ist die Lagrangedichte durch

Lin = — / d?0d?0L* . (3.2.2)
gegeben. Die Komponentengestalt von (3.2.2) bestimmt sich zu

Lyin = —% (0 CO™C + i(no™ O] + 5™ Omn) — V"V (3.2.3)

“Details findet man in [22].
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Im nicht renormierbaren Fall sind beliebige Potenzen von L zugelassen. Wir setzen daher
die Lagrangedichte als

Lin = — / d*0d*0K (L) , (3.2.4)

mit einer reellen Funktion K (L) an. Die Komponentengestalt von (3.2.4) erhélt man, wenn man
K (L) im 6-Raum Taylor-entwickelt und anschlieBend die §-Integration ausfiihrt:

1
Liin = _ZK” (0 CO™C + i(no™ O] + 116" Opn) — V™ vy )
]' " m = 1 " ——
~2 K" no™fjvy, — 8 K™ mmnmq . (3.2.5)

3.2.2 Massenterm

Ein Massenterm fiir &, sollte von der folgenden Form sein
Lo ~m? / d*09°d,, + h.c. . (3.2.6)

Eine solche Lagrangedichte wiirde gerade die Terme
m?B,, B™ | (3.2.7)

die in der massiven Theorie auftreten sollten, enthalten. Nun enth&lt (3.2.6) mehr Freiheitsgra-
de als in L vorhanden (n&mlich die Freiheitsgrade des chiralen Spinorsuperfeldes ®,) und ist
nicht eichinvariant unter (3.1.11). Deshalb miissen wir ein Kompensationsfeld W, einfiihren,
welches die Eichinvarianz sichert, indem es die nicht eichinvarianten Terme mittels geeignet ge-
wihlter Komponenten kompensiert. Anders formuliert kénnen wir sagen, dass wir die massiven
Freiheitsgrade von By, abkoppeln. Eine solche Vorgehensweise bezeichnet man als Stiickelberg-
Formalismus [10, 11].
Man erkennt schnell, dass mit

1
By = Bl + p” (OnVm — Omvn) (3.2.8)

der Term
anan

unter den Eichtransformationen

/
an

- B;rm + Oy — anAm’ Up — Up + mA, (329)

invariant bleibt. Die Tatsache, dass (3.1.12) und die erste der Gleichungen (2.5.8) bis auf einen
Vorfaktor iibereinstimmen, lisst bereits den Schluss zu, dass auf der Ebene der Superfelder
ein geeignetes Kompensationsfeld mit der Feldstérke des Vektormultipletts gefunden ist. Die
Invarianz von (3.2.8) unter (3.2.9) entspricht also der Invarianz von

1
2i®, — — W, (3.2.10)
m

unter

O, —, + %DQDQA

. (3.2.11)
Wy — W, — ZmDQDaA .
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Dass (3.2.10) tatséchlich eichinvariant ist, ldsst sich schnell erkennen. Wir kénnen nun eine
Lorentz- und eichinvariante Lagrangedichte konstruieren, indem wir (3.2.10) quadrieren und
iiber die Spinorindizes summieren. Selbstversténdlich miissen wir noch den hermitesch konju-
gierten Ausdruck hinzuaddieren, damit gesichert wird, dass £,, reell ist. Wir erhalten also:

1 1
Lo = /d29 <2¢<1>a - —W“) <2z’<I>a - —Wa> +h.c. . (3.2.12)
m m

Es zeigt sich, dass dies nicht der einzig mdogliche eichinvariante Term, der aus den Feldern ®,
und W, konstruiert werden kann, ist. Man kann noch einen Term hinzuaddieren, der sich unter
(3.2.11) zu einer totalen Ableitung, die aus der Wirkung ausintegriert werden kann, transfor-
miert [9]. Die gesamte Lagrangedichte lautet dann, falls die Kopplung an mehrere Vektormul-
tipletts sowie an Materie erlaubt wird:

Lo = i/d% (fAB(N)(WA—QimAQJ)(WB—2z’mB¢)+2eA<I>(WA—imAQJ)) + h.c.. (3.2.13)

3.3 Dualitiatstransformationen

Wir werden die Dualitéiten des antisymmetrischen Tensors im Fall mehrerer linearer Multipletts
in Kapitel 6 im Detail untersuchen. In diesem Abschnitt demonstrieren wir kurz die Dualit&t
eines linearen zu einem chiralen Multiplett im masselosen Fall [23, 24, 25].5 Dabei folgen wir
weitgehend [23]. Der massive Fall wird ausfiihrlich in [9] behandelt.

Wir betrachten die beiden folgenden Theorien

1
Lin = — / d*L? (3.3.1)

Lenir = /d40<I><I>+ h.c., (3.3.2)

die ein masseloses lineares bzw. masseloses chirales Multiplett beschreiben. Ausgangspunkt fiir
die Dualitdtstransformationen ist eine sog. first-order Lagrangedichte L f;.¢, aus der sich beide
Theorien unter Benutzung der aus ihr folgenden Bewegungsgleichungen herleiten lassen. Wir
betrachten die first-order Lagrangedichte

Lpirst = /d4e {—%(VOF +VO® + é)} , (3.3.3)

worin V0 ein reelles, jedoch nicht notwendigerweise lineares Multiplett darstellt. Um die Bewe-
gungsgleichungen zu bestimmen, benutzen wir die im Anhang A.5 aufgelisteten Variationsre-
geln. Wir variieren zunéchst nach ® und ® und erhalten

0Ljist 19 o1 _
5{1) tzzlﬂvoéo = D?V%=0
5 X (3.3.4)
first 27,0 ! 27,0
— =-D = D°V"® =
35 1 \% 0 = 0,

was die Definitionsgleichung des linearen Multipletts ist. Setzen wir V9 = L in (3.3.3) ein, so

erhalten wir
L= /d40 { L4+ L(® 4 D) } /d49L2 (3.3.5)

SMan beachte, dass das lineare dual zum chiralen Multiplett ist, die Umkehrung aber Zusatzbedingungen
erfordert.
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worin der letzte Schritt nach zweifacher partieller Integration wegen D?L = D?L = 0 folgt.b
Ausgehend von (3.3.3) sind wir unter Benutzung der Bewegungsgleichungen fiir ® also bei der
Lagrangedichte (3.3.1) fiir das masselose lineare Multiplett angelangt.

Wir wollen jetzt nach V0 variieren. Das Ergebnis dieser Variation ist die Bewegungsgleichung

Vi=d+0. (3.3.6)

Eingesetzt in (3.3.3) ergibt dies
L= / d*0od | (3.3.7)

also gerade die Lagrangedichte (3.3.2) fiir ein masseloses chirales Multiplett. Damit haben wir
die Dualitat zwischen dem linearen und dem chiralen Multiplett demonstriert.

®Ein chirales Superfeld ® kann stets durch ein allgemeines Superfeld ¥ ausgedriickt werden [5]: ® = D?%.
Damit kann in (3.3.5) partiell integriert werden.



Kapitel 4

Supersymmetrie und WZ-Eichung

Supersymmetrie und WZ-Eichung sind nicht miteinander vereinbar. Die Wahl der WZ-Eichung
hat zur Folge, dass Supersymmetrie gebrochen wird und umgekehrt brechen Supersymmetrie-
Transformationen die WZ-Eichung. Andererseits wird die Eichung auch bei Durchfiithrung einer
Eichtransformation zerstort. Bei einer bestimmten Wahl des Eichtransformationsparameters
kann es aber vorkommen, dass sowohl Supersymmetrie als auch WZ-Eichung erhalten bleiben,
sofern man beide, Supersymmetrie- und Eichtransformationen, gleichzeitig ausfiihrt [26]. Wir
untersuchen in diesem Abschnitt das chirale Spinorsuperfeld unter diesem Gesichtspunkt.

4.1 SUSY-Transformationen des chiralen Spinorsuperfeldes

Um die Supersymmetrie-Transformationen des chiralen Spinorsuperfeldes zu berechnen, werden
wir die Projektionstechnik [5] anwenden. Hierzu betrachten wir das chirale Spinorsuperfeld in
der folgenden Gestalt:

8o (C +iE)

1
. n Z(O_mo,n)a’Yan> + 606\, , (4.1.1)

q)a:Xa_H’y<

wobei
Ao = N + 000 OmX" . (4.1.2)

Wir definieren zuniichst die Komponentenfelder von (4.1.1) durch die folgenden Projektionen?

D, = Xa (4.1.3)
Dﬁcpa( = (9s+ 2wgﬁ.9‘ﬂ'am) [Xa —0, (M + i(amc?”)a”an) + 9%]

= sgacinE + iEgﬁ,(amﬁn)avan (4.1.4)

D%®,| = —4)\,. (4.1.5)

"'Wir erinnern daran, dass wir sowohl ®,, als auch die kovarianten Ableitungen D, und Dy in der Variablen
(2.4.2) bzw. der dazu komplex konjugierten Variablen schreiben.

25
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Statt (4.1.4) konnen wir die folgenden beiden Projektionen betrachten:

D@y

1 1

05" E 1
_5ﬂaaa97 <M + Z(O.ma_n)ﬁ“/an>

2
C+iE (4.1.6)
C+iE 1 C+iE 1
€ a + =24, (0™ Bon + Eap + ~€ay(0™5™) 3 Bun
2 8 2 8
1
7502(0™5") s B - (4.1.7)

Dabei haben wir in (4.1.6) die Identitit (A.1.27) sowie die Antisymmetrie von By, ausgenutzt.
In (4.1.7) benutzten wir hingegen, dass

<567(0k5l)a7 + 5ory(0k5l)5’y> By = <U§d5d*fglﬂ,;f + Ugdgoﬂafm> B

k
«

= 26@70'106{0-45'1 d’yBkl s (418)

(o) l ay k1l
= Yo o'lo-ﬁj/Bkl — & ’yO'a;yO'ﬁdBkl

worin der vorletzte Schritt wegen der Antisymmetrie von Bj; und nach einer Umbenennung der
Summationsindizes k£ < [ und der letzte Schritt wegen der Antisymmetrie von €¢*7 folgt.
Wir wollen nun die SUSY-Transformationen der oben definierten Felder berechnen.

5§on

55(0 + ZE)

1
O¢ <Z€ﬁv(0k01)a53kl>

Se Ao

= ((Q+£Q)xa = (£Q +£Q) %

= _ga

= Du(6Q +EQ)%s)| = (€D +ED)5(Das + D)

1 1
_ ngsmm@ﬁ‘ + 185,500,

- peq+ége.

= (€D +ED)®,| = £°Dsd,

CH+iE 1
2 4

(Uk5l)a7£73kl (4.1.9)

= D(§Q+£Q)%s| = (€D + ED)D 0|
= %5a5676a«,D2<I>@‘ + fdsdﬁ.sﬂ“’DBDycbﬁ‘

= 269\, — 2i€4a™ “PO x5 (4.1.10)

—if_aEdBUZLBamq)ﬁ‘ — igaedﬁa?gﬁm@a

= &g+ Eha +i(005E Onxs + 0755 Omxa) (4.1.11)

_ 1__ _ .
= —ZSDDQQQ =40 Y10y, D, P,

4
C+iE 1

= 4™ Y0 | Eya— + —ew(a’“al)a”YBkl> (4.1.12)

2 4
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Diese Transformationen stellen noch nicht das von uns gesuchte Ergebnis dar. Wir miissen
aus ihnen das Transformationsverhalten der Komponentenfelder gewinnen. Dies wollen wir im
Folgenden tun.

Transformationsverhalten von C und F

Aus (4.1.10) gewinnen wir die Transformationen der beiden Felder C' und E, indem wir den
Real- und Imaginérteil dieses Ausdrucks bilden. Mit dem komplex konjugierten

(26%No — 2i€45™ PO x5)T = 2662 + 200, XaT ™ e (4.1.13)

ergibt sich
5eC = N+ &Y —i(€ad™ 0 xs + X 05 0mX”) (4.1.14)
0B = —i€"Ng + €A — (6a0™ POnxs — X 0B OmX?) - (4.1.15)

Transformationsverhalten von By,

Um aus (4.1.11) die Transformationen von By, zu gewinnen, bedarf es etwas mehr Arbeit.
Zunichst formen wir die linke Seite von (4.1.11) um:

1 1
TMWWM&ﬂ:-§@&w5+w%%QWﬁM
1 1
= ) ((Uk&l)aﬂ/ - (Ul&k)aw) EwﬁBkl = —i(Ukl)awé‘a,ﬁBkl . (4.1.16)

Nun kénnen wir beide Seiten von (4.1.11) mit % ("), multiplizieren. Wir betrachten zu-
néchst die linke Seite:

1 1 1 )
O <—§(Ukl)ayffwﬁEﬁé(Umn)aaBkz) = 0¢ <—§ﬂ(0klamn)3k1> = 50¢B™" + i‘sﬁgklmanl ;

(4.1.17)
wobei die Antisymmetrie von B, und (A.1.34) benutzt wurde. Da B,,, reell ist, ist der erste
Term reell und der zweite rein imagindr. Wir wenden uns nun der rechten Seite von (4.1.11),
die wir mit dem gleichen Faktor multiplizieren, zu:

e (07)5 (2ads + 25ha + (075 O xs + 0158 Dxa)
= N ()50 = (0" N + i ()5 (1 €70, x5 + 058 Dxa) - (4118)
Wir wollen den letzten Term betrachten. Zunéchst wird unter Benutzung von (A.1.35)
e (™) B = 16 (005580, xs

i , iy
— 5 TXJ (nmragLB . T,nra_gré + ZEmnTso.s 65) é‘ﬁ
i , y
= 3 (8’”)(60:;5- — 8”)(50;% + z@wx‘ssm"rsas 55) & (4.1.19)
In dhnlicher Weise folgt mit (A.1.36)
T L

(&M 120" — E56™ 120\ — i€ G510 xa) - (4.1.20)

N | .
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Setzen wir nun (4.1.19) und (4.1.20) in (4.1.18) ein und setzen das Ergebnis hiervon der rechten
Seite von (4.1.17) gleich, so erhalten wir

SOBT LGBy = N (07— €(0™)
+% (8’”)(5065 - 8”)(60 +i0,x e 55') &
+%’g} (3™ Oy — G I N — i FID, g )
= W) (0 A — €00 g
+i (amx%gﬁ. - anx%gg) & (4.1.21)

wobei wir (A.1.13) sowie die totale Antisymmetrie von £™""* benutzt haben. Nutzen wir ferner
(A.1.14) und die Definition (A.1.20) von ¢, so kénnen wir festhalten

5§an I %555klmanl = 4)\6(0mn)5a§a — 2™ rXaasgﬁ'gB
ey ( ooty — O %ﬁ) . (4.1.22)

Der Realteil von diesem Ausdruck entspricht der Transformation von B""  der Imaginérteil
der Transformation des dualen Feldstérketensors. Wir mochten Real- und Imaginérteil explizit
angeben, wobei wir innere Indizes unterdriicken

§¢B™ = 2X0™E + 206" E — €M (D, x0sE + X050, X)
+i(0™xo"™ — 0" xo™)E — (00X — 0™ O"Y) (4.1.23)
1 _ _ _
§5§sklm"3kl = =2\ + 2i£6" N + i€ (9, x0& — £050,X)
+(0™xo™ — " xo™)E + E(a" X — o™X . (4.1.24)

Die beiden Gleichungen (4.1.23) und (4.1.24) stehen miteinander in folgender Beziehung

1 1
§€srmn5§§€klmanl = 6§Brs . (4125)

Wir kénnen die Transformationen (4.1.23) noch in Abhéngigkeit der beiden Felder n und 9,,x
aus (4.1.2) ausdriicken. Hierzu schreiben wir unter Benutzung von (A.1.35) und (A.1.36) jene
Terme aus (4.1.23), die ein A bzw. A enthalten, um. Es gilt

Ao™E 4 265N = 2o™E + 265" + i€o O — (oI 4 €M 0, O Y
+i€a™m"y — ia" Oy — M EG, DY - (4.1.26)

Setzen wir dies in (4.1.23), so erhalten wir das Resultat

3eB™ =20 (6" )a 5 + 25 (7)1 58
¢ g . A - o (4.1.27)
+ 2i(§ﬁ0%5">2°‘ - Sﬁcfﬁaamia) + 2i(E40™ PO x5 — Ea5" PO X 5) .



4.2. SUSY-TRANSFORMATIONEN UND WZ-EICHUNG 29

Transformationsverhalten von 7

Als letztes wollen wir aus (4.1.12) die Transformationen von 1 gewinnen. Ausgehend von (4.1.2)

gilt zunéchst .
55)\a = 55’1’}0( + iaadmamég)_(a (4.1.28)

und wegen (4.1.9) kénnen wir schreiben

» (@j(c —iE)

. 1 .
Sex = — & - n Z(a%ﬂ)ﬁ%) . (4.1.29)

Setzen wir (4.1.29) sowie (4.1.12) in (4.1.28) ein und formen nach d¢n um, so erhalten wir vorerst

.k Zza U o5 _ 1 _ o
0eNa = wgd{a&gc + Zaﬁﬁfﬂ(amcf”)a“@kan + Zagd(aman)aﬁ”@kan . (4.1.30)
Die beiden letzten Terme konnen wir mittels (A.1.30) zusammenfassen. Und zwar ist
{

4

1

U,ljﬁ'gﬂ(dmﬁn)aﬁakan + 1

Jlgzd(a-man)dﬁgﬁakan

; . 1 .
_ ! ((Umc_rnak)aﬁ- + (akc_fmcr")aﬁ-) S OBn = =5 0,58 0B, (4.1.31)
womit wir fiir (4.1.30) das Endresultat

_. 1 _
Seno = 07, E40C — §Ekm"’”amﬁ-§ﬁa,f3mn (4.1.32)

erhalten. Im n#chsten Abschnitt werden wir die hier gewonnenen Ergebnisse zusammenfassen
und uns dem Aspekt der WZ-Eichung zuwenden.

4.2 SUSY-Transformationen und WZ-Eichung

Wir gehen von dem chiralen Spinorsuperfeld @, mit der folgenden #-Entwicklung aus:

az’7 E 1 :
M + _(O_ma_n)a’Yan> + 90 (7704 + Z.O'admam)za) . (421)

Q, :Xa_07< B 4

Hierin sind x4, 7o Weylspinoren, C, E reelle skalare Felder und B,,, der antisymmetrische
Tensor. Wie wir im letzten Abschnitt gezeigt haben, bedeuten die SUSY-Transformationen

Dy — Dy = Bo + 57V D = B + (£Q + £Q) P4 (4.2.2)
fiir die Komponentenfelder von ®:
3 (C+iE) 1 _
5§SUSYX01 - _ é-’y < a ( 5 ) + Z(O'ma'n)a’men>

0V O =60 + Earl®
02U B = —i%ng + ian® + 2 (5%23(%)2‘5‘ —&ao™ amXﬁ) (423)
0V BT =2 (0™ o€ + 20a(6™)* 567

+ 2i(§ﬁagbd8”)2d‘ - §ﬁagd8m>_<d) + 2i(§a6mdﬁ8nx5 - gaﬁndﬁamXﬁ)

e 1 N
5?USY77& :Zo-loidfaakc - §EkmnTUrad£aakan
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In der WZ-Eichung wéhlen wir
Xa =0, E=0,

so dass die SUSY-Transformationen wie folgt lauten:

Ww'c 1, . .
5?%/523/ __S’Y< D) +Z(U o )oﬂan>

5wy C =En+&n
SZUSY B = —ign + iéq (4.2.4)
5SUSYan :2770'mn§ + 27—]6_mnéT

55%}92/7701 _Z( kf) akc -5 kmnr(o-rg)aakan

Dabei haben wir einen Teil der Spinorindizes der besseren Ubersicht wegen weggelassen. Wie
man sieht, transformieren y, und £ nicht zu Null und verletzen damit die WZ-Eichung. M&6ch-
ten wir auch das transformierte Feld in der WZ-Eichung vorfinden, so sind wir gezwungen, die
SUSY-Transformation gleichzeitig mit einer geeignet gewéhlten Eichtransformation auszufiih-
ren. Die Eichtransformation von ®, lautet:

D¢ 1 ] _ .
: 5+ 7(0""a” (O, - anAfn)> 6, — %eeagdamAea . (4.2.5)

1
5Eichq)oz = _5)\3 - <50¢’y

Wir wéahlen

s (5 e g(amﬁn)ammn)

4 (4.2.6)

D° =ign — i€ .
Damit transformieren sich bei gleichzeitiger Ausfithrung von SUSY- und Eichtransformation x

und F zu Null, was die WZ-Eichung wiederherstellt. Die Transformationen der physikalischen
Felder sehen dann wie folgt aus

(62577 + Omien) C =€n + &7
(52%5’21/ + 5Eich) B™n :2na_mn£ + ZEﬁnmﬁ L AT — GrAE™ (427)
(85 + mien) o =0 €adkC = 525 (7,)aOh B

Als néchstes wollen wir uns ansehen, wie sich die Komponentenfelder der Feldstarke W, des
Vektormultipletts unter den entsprechenden Transformationen verhalten. Die #-Entwicklung
von W, ist wie folgt:

W, = —ida + (MD - %( e ﬁan)eﬁ + 000 9N (4.2.8)

Wie auch in (4.2.1) sind alle Komponentenfelder Funktionen von y = z + ifcf. Die SUSY-
Transformationen der Komponentenfelder iibernehmen wir aus dem bekannten Ergebnis fiir
das Vektormultiplett [2]:

52V Frp =i [(£0™OpmA + €6"0m ) — (£00p X + E6™ 0, M)
55[]5}/)‘& =iaD + (6""E)alimn (4.2.9)
52V D =E6" 0\ — €0 O
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Die Eichtransformationen fiir W, waren (vgl. (3.2.11)):
Wy — Wo — imD2DQA :
Damit ist
SpichWa = —im[ﬂDQA = +2z’m%D2DaA

307" (GA anA;)> 0,

= —imA;, —2im <50fY

+00ma ™, O\ (4.2.10)

Mit der speziellen Wahl (4.2.6) lautet die Gesamttransformation:

(02Y5Y + 6pich) Aa = — m&, (MC + %(amc?")a”an) +i&oD + (07" E) 0 Frnn

I o 4.2.11

(02V5Y + bpich) Frn =i [(€0"0mA + £6"0mA) — (0™ O\ + E6™0pN)| + MES,, .

Wir wollen die Ergebnisse (4.2.7) und (4.2.11) diskutieren. An (4.2.7) erkennen wir zunéchst,
dass es keinen Ordnungsparameter fiir die SUSY-Brechung gibt. Hingegen kann in (4.2.11)
wegen

o ~ &a(iD —mC) (4.2.12)

die Supersymmetrie sowohl iiber das Hilfsfeld D, als auch iiber das urspriinglich aus dem Spi-
normultiplett stammende Skalarfeld C' gebrochen werden. Dies ist insoweit ungewohnlich, als
das Feld C kein Hilfsfeld ist. Wie wir in Abschnitt 5.3 sehen werden, ist D ~ C, so dass D
verschwindet, falls C' es tut, und die Supersymmetrie bleibt ungebrochen. Da beide Felder reell
sind und D in (4.2.12) iiber einen imaginéiren Vorfaktor eingeht, ist ein Fall, bei dem beide
Felder einen von Null verschiedenen Vakuumerwartungswert (VEV) erhalten und die Super-
symmetrie trotzdem ungebrochen bleibt, nicht mdglich. Eine SUSY-Brechung ist also nur dann
moglich, wenn das C-Feld oder das D-Feld einen von Null verschiedenen VEV besitzen.
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Kapitel 5

Kopplungen linearer Multipletts

Die bisherigen Uberlegungen sind fiir ein einzelnes lineares Multiplett durchgefiihrt worden. Von
dieser Einschriankung wollen wir uns im Folgenden l6sen und eine beliebige Anzahl ny, linearer
Multipletts L?, i = 1,...,nz, die wir mit symmetrischen Kopplungsfunktionen aneinander
koppeln, zulassen. Fiir ein solches System betrachten wir zunéchst eine masselose Theorie, bevor
wir uns im zweiten Abschnitt dieses Kapitels der Konstruktion einer massiven Lagrangedichte
zuwenden.

5.1 Verallgemeinerung des kinetischen Terms

5.1.1 Renormierbarer Fall

Wie wir aus Abschnitt 3.2.1 bereits wissen, ist der kinetische Term der Lagrangedichte fiir ein
lineares Multiplett durch die §26? - Komponente des Quadrats von L gegeben:

Liin = — / d*0d*0L> .

Um mehrere lineare Multipletts zuzulassen, fithren wir eine beziiglich ihrer Indizes symme-
trische Kopplungsfunktion g;; ein und verallgemeinern den obigen Ausdruck wie folgt

Liin = —Gij / d?0d*0L' L7 . (5.1.1)
Mit
Li = C' 4 0 + 07 + 00™0!, — %(ee)éamamni _ %(éé)@am&nﬁi _ ieoé@mcé
bestimmt sich die héchste Komponente des aus jeweils zwei linearen Multipletts gebildeten

Produktes zu

L'l gy = —7(C'OCT 4+ CIOCT) + £ (/0™ Ot + 7' 5™ O

. o 1
+776™ 0" + 170" 0mn') — Ev’mvfn . (5.1.2)

Dieses Ergebnis entspricht dem Integral aus (5.1.1). Nutzen wir ferner die Symmetrie von g;;
aus, so erhalten wir fiir die Komponentengestalt des kinetischen Terms der Lagrangedichte das
Ergebnis:

1 . o R
Liin = 9ij <§CZDCJ - %(nzamamﬁ] + 70" O0mn’ ) + ivm’vjm> . (5.1.3)

33
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5.1.2 Nicht renormierbarer Fall

Waéhrend im renormierbaren Fall fiir den kinetischen Term der Lagrangedichte Produkte aus
hochstens je zwei linearen Superfeldern zugelassen waren, diirfen wir bei Auflerachtlassung der
Renormierbarkeit Produkte aus beliebig vielen Multipletts betrachten. Ganz allgemein kon-
nen wir von einer Funktion K eines Satzes von linearen Multipletts {L’} ausgehen. Fiir die
Lagrangedichte machen wir den folgenden Ansatz:

Liin = — / d*0d*0K (L") . (5.1.4)

Den Index i lassen wir iibersichtlichkeitshalber im Folgenden weg und schreiben

Um die Komponentengestalt aus (5.1.4) zu gewinnen, miissen wir eine Taylor-Entwicklung
durchfithren. Wir definieren

und fiithren fiir
K(L|+X)

die Taylor-Entwicklung durch:

_ _ OK(L)| i , 1x=*K(L)| ivs
KL = K| +X) = KD |+ 1 S ‘X 32 Gerge VX +
1 83K(L) i ok 1 84K(L) N
3! £ 8CI9CIOCH M jzk:l dCidCIaCkAC! (5.1.5)

Hohere Terme treten nicht auf. Benutzt wurde wieder, dass

" K (L)) 9" K (L)

oCi9Ci...0Ck — 9C19CI...0Ck

Nun sind noch die Produkte
XiXI ... XF

anzugeben. Tatséichlich interessiert uns darin nur die 8060 - Komponente, denn nur diese wird
nach der d*f - Integration iibrig bleiben.

. A _ ;o L4 A
X =0n + 07 + 00" Gu,, — %9995’” if — %eeeam il — 706660C" (5.1.6)
Xix| = O+ LT D+ PO + L O — Lo (5.1.7)
0000 — 477 0 OmM 477 g OmT 477 0 Om7 477 0 Om7 27) U (0-1.
XXX gogg = 7 (" 0™ vl + 0 0™ P vy, + 0™ v, 7 0, +
+nio™ ok + oMok ) (5.1.8)
o 1., . —_— — —_—
XUXIXEX g = 080" W0+ 't + '’ + '+

+n'n'a'a" + nFnta'e’) (5.1.9)
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Setzen wir die so gewonnene Entwicklung in (5.1.4) ein, so erhalten wir:

1 <= OK(L)| . .,
Loin = +72. g |2C°
i
1 82KL T . Z'_,_ . i_-_ ) i B 1 o
_Ezacla(cz (Zﬁlgm m’l’]J + anamamnﬂ _1_1,,7]0."7, mnz_i_z,r}]o-m m,’,]z _ Evmzvgn>
,J

1 03K (L)
3l £ oC 9CI9Ck

1 o o . .
(G0 o™t + oo™y 4 oo™

m =i, k

o o .
+ 0l o™ vy, + 0" o, + 07 o™n vm)>

1 PK(L)
4l 22 BCTHCTACkIC!

’

1 , L . e Co
<Z(n’n’“njnl + 't + it

+ 0w at + in'nint + nknlﬁiﬁj)> -

Der erste Term kann nach partieller Integration und dem Verschwinden des Integrals iiber die
Divergenz wie folgt geschrieben werden

(00 K)0pn@™C' = — (000 K)O™C = — (9 O K )™ C = — (8 0 K ) (9,0 C9) (9™ C),

so dass letztendlich
_1 K (L)
4 0CoCI
B l PK (L)
31 9C19CIdCk

Ekin =

(OnCH) @™ C) + i o™ Oy’ + 7™ D) — v 03, )

A (5.1.10)
3 - 1 3 ..
<§ Fomif ]> (L) (577’77]77’“771) :

41 0C9CI9C*kaC!

o N Uy,

wobei iiber doppelt vorkommende Indizes zu summieren ist.

5.2 Verallgemeinerung des Massenterms

Wir méchten uns nun der massiven Theorie zuwenden. Wir betrachten also einen Satz {L‘}
linearer Multipletts,

. 1 . . _ .
LZ:§(D“<I>;+DQ<I>W), Dg®, =0, i=1,...,nL, (5.2.1)

von denen jedes invariant gegeniiber den Eichtransformationen

[ %Yg;
(5.2.2)

Of —, + V)
mit

. 1_ .
Y= —ZD2DQAZ (5.2.3)

«
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ist. Zur Konstruktion der Lagrangedichte mochten wir Terme der Gestalt
q)iaq)]a'{

heranziehen. Wie wir wegen der Analogie zu den Uberlegungen aus Abschnitt 3.2.2 bereits wis-
sen, sind diese Terme, welche Bim”B,%m enthalten, nicht eichinvariant. Um die Eichinvarianz zu
sichern, sind wir gezwungen, den Stiickelberg-Mechanismus anzuwenden und ein Kompensati-
onsfeld einzufiihren, das die Feldstéirke des Vektor-Superfeldes ist. Wir mochten fiir die folgenden
Betrachtungen zulassen, dass die Anzahl der Vektormultipletts ny von der Anzahl der linearen
Multipletts ny, verschieden sein darf.! Anders ausgedriickt werden wir die beiden Arten von Su-
perfeldern mit einer i.a. nicht quadratischen Matrix aneinanderkoppeln. Im Folgenden werden
wir die Konstruktion der eichinvarianten Terme sowohl auf der Ebene der Komponentenfelder
als auch auf der Ebene der Superfelder durchfiithren.

Mochten wir die Eichinvarianz im allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl von linearen und
Vektor-Superfeldern erhalten, so miissen wir B,,, umdefinieren und zu

mit den Transformationen
Bl = Bhy 4 Omy = 0uAL,,  vf — ol +m? A (5.2.6)

iibergehen. Dabei ist
m € M(TLV X ’I’LL) .

Hier und im Folgenden fordern wir von der Matrix m, dass

m?; R . (5.2.7)

BY  ist der antisymmetrische Tensor aus dem chiralen Spinorsuperfeld. Die Eichinvarianz des
so definierten B ist sofort ersichtlich:

Brém = mAzB;r,m + (aﬂvé - 87717);?)
— m? (Bl + Ol — 0, ML) + 0 (v + m™AL) — O (viy + m™AD))
= mA,BY  + (Onv,ﬁ - 8mvj?) . (5.2.8)

Die obigen Betrachtungen mochten wir nun auf der Ebene der Superfelder durchfiihren.
Zunichst sei festzustellen, dass die Invarianz von (5.2.5) unter (5.2.6) der Invarianz von

2im™; %, — W' (5.2.9)
unter

Pl — )+ <D DyA’
' (5.2.10)
A A A 72 j

'Um den Massenterm eichinvariant zu machen, sind wir gezwungen fiir jedes lineare Multiplett mindestens
ein Vektormultiplett einzufiihren, so dass als notwendige Bedingung fiir das Funktionieren des Stiickelberg-
Mechanismus

ny 2 nr (5,2.4)

gelten muss. Immer dann, wenn wir davon sprechen, ny und nr seien beliebig, setzen wir (5.2.4) voraus.
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entspricht. Eine Lorentz- und eichinvariante Lagrangedichte wird also durch
Lo = fAB/d29 (2im 0% = w47) (2im® 0 = W) + hic. (5.2.11)

gegeben sein, wobei fap eine in ihren Indizes symmetrische Kopplungsmatrix ist. In einer sol-
chen Lagrangedichte treten die Terme ®'®7, W4 und WAW P auf. Wir suchen nach anderen
Kombinationen dieser Terme, die zu einer Lorentz- und eichinvarianten Lagrangedichte fiihren.
Wir machen den Ansatz:

hijq)iq)j + OéAZ'WAq)i + bABWAWB + h.c. (5.2.12)

Die Kopplungsmatrizen h;; und bsp miissen symmetrisch in ihren Indizes sein. Dies gilt nicht
mehr fiir ay;, die i.a. auch nicht quadratisch sein wird. Ferner lassen wir zu, dass alle drei
Kopplungsmatrizen komplex sind.

Damit (5.2.12) eine eichinvariante Lagrangedichte ist, muss bei

L— L+

dL entweder verschwinden oder hochstens gleich einer totalen Ableitung sein. Mit (5.2.3) werden
die Eichtransformationen (5.2.10) zu

L — oL — _Y}
g go2’f | (5.2.13)
W5 —Wg +m?Y]

Diese fithren wir an (5.2.12) aus. Unter Vernachldssigung in Y quadratischer Terme erhalten
wir:
hij (@ — %Yi)(qﬂ - %Yj) (P — %Y")(WA +mA,Y7)
+oap(WA +mA Y (WP + mPY") + hee

= hij O DT + a;WAD! + bypWAWE — %hijcbiw' - %hijqﬂ'yi + axm? ;Y7

1

S0 AWAY 4 bapmBWAY? + bapmAWEBY! 4 he.

Im Folgenden beschrénken wir uns auf L. Unter Ausnutzung der Symmetrie von h;; und bap
wird

0L = —ihij®'Y7 + agm™; @Y7 — %a AWAY "+ bap(mPWAY? + mA WPY7) + hee.

= (—ihij + aam? ) @Y7 + (—5oai+ 2bApmB)WAY + he. . (5.2.14)

Falls £ = 0 sein soll, muss

—’ihij + ozAimAj =0
i (5.2.15)
B
—§aAi +2bapm”,; =0 .
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Wir mochten jetzt die gewonnenen Losungen in unseren Ansatz fiir £ einsetzen. Aus (5.2.15)
erhalten wir:

s = —4ibABmBi hij = —iaAZ-mAj = —4bABmBimAj . (5.2.16)
Eingesetzt in (5.2.12) ergibt dies:
Ly, = —dbapm®mt @07 — dibypmP ;WA + by pWAWE

= bap (—4bapm®Pm? 207 — 4imP @'WA + WAW?E)
= bap (—4bapmPm?;0'®7 — 2imP @' WA — 2im? SIWE + WAWP)

= bagp (2im™ @' — W) (2im” ;87 — WP) . (5.2.17)

Die Indizes innerhalb der einzelnen Terme durften wir wegen der Symmetrie von bp vertau-
schen.

Wir suchen nun nach der Bedingung dafiir, dass 6L = total. Wie man durch Betrachtung
der moglichen komplexen Linearkombinationen erkennen kann, ist die einzige Kombination der
Terme aus (5.2.12), die auf eine totale Ableitung fiihrt

WAY gy = WAY gy = =™ ™MEL B — X0 9, N — X o™, 3
— O AN M — 19, A A
b mn e)j . my(e)j | :y(e)i mY
= 3¢ len’inF,gl)J — Om (MAU AT 4 i€y AA) , (5.2.18)

wobei die Produktregel angewandt wurde. Damit £ gleich der Superfeldkombination (5.2.18)
ist, muss einerseits wieder

—ihij + aaym?; =0 (5.2.19)

sein. Zum anderen aber muss
i Ayt Axr1
<—§OéAz+2bABm ) WwaYy* 4+ <2aAZ+2bABm > WY

eine totale Ableitung ergeben. Um diese zu erhalten, spalten wir a4; und bap in ihren Real-
und Imaginérteil auf und ordnen anschliefend um:

<—%(Re ai +iImag;) + 2(Rebap + iIm bAB)mBZ-> wAay?
+ (%(Ream —ilmag;) + 2(Rebap — Z'ImbAB)mBi> wAY?
= <—%Re04,4Z ImaAZ—FZRebABm +22ImbABm >VVAYZ
+ (%Ream ;Imam —|—2RebABm — 2iImbapm® ) wAY?

= <——Re04,4Z + 2ilm bapm? > (WAYT — wAY?)
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1 S
+ <§Im a4 + 2Re bABmBi> (WAY + wAY) (5.2.20)

Wir sehen sofort, dass

B

%

—Imay; = 4Rebapm

(5.2.21)

—%Re aai + 2iImbapm®

; = const.
sein miissen. Gegeniiber dem Fall 6L = 0 ist nur die letzte Gleichung, die besagt, dass wir
Reay; und Imbyp als zwei verschiedene Konstanten wéhlen diirfen, neu.

Wir fassen die Bedingungen dafiir, dass 0L = total, (5.2.19) und (5.2.21), zusammen:

Re h;; = Im aAimAj

—Im hij = Re O(AZ"I’)’LA]-
5.2.22
—Imay; = 4RebABmBi ( )
i . B
—§Re aai + 2iImbapm™,; = const.

Dieses Ergebnis wollen wir nun in die Lagrangedichte einarbeiten. Wir setzen:

1
Reas; = 264D Imbap = caB

Re bap =0 =Imay; = Reh;; .

Damit wird

1
Imhi]’ = —§€AimAj .

Dies setzen wir in (5.2.12) ein:

LI = (Re hyj + iTm hj) ®'®7 + (Reaq; + ilm agy) WA + (Rebap + ilmbag) WAWPE + hec.
= ilm h;;®'®7 + Rea WP + ilmbysWAWP + hec.

; S| ,
= —seam™ O + Zeq WA +icapWAWP
; 1 L
+ %eAimqu)Zqﬂ + 5ealVAD —icapW WP (5.2.23)

Der Term —icap(WAWE — WAWB) entspricht einer totalen Ableitung und kann daher aus
der Wirkung ausintegriert werden. Es bleibt :

ﬁfg{t = —%eAimqu)zq)] + §eAiWA@Z + h.c.

1 , .
= Sead’ (W —im™;®7) + hec. . (5.2.24)

Als letztes fithren wir die Bezeichnung

fap =4bap
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ein und kombinieren (5.2.17) und (5.2.24), womit wir fiir den Massenterm der Lagrangedichte
das Endergebnis

Ly = i / d?0 { fap(2im*, @ — W) (2imP,07 — WP) + 2e4,®" (W — im®,87) } + hec.
(5.2.25)
erhalten. Wir bemerken die formale Ahnlichkeit von (5.2.25) mit dem eindimensionalen Fall
(3.2.13), von dem sich (5.2.25) nur durch einen zusétzlichen Index unterscheidet. Dieser zu-
sétzliche Index hat aber zur Folge, dass es sich bei den Kopplungsfunktionen nun um (z. T.
nichtquadratische) Matrizen handelt.

5.3 Komponenteninhalt des Massenterms der Lagrangedichte

Im Folgenden geben wir die Komponentengestalt von (5.2.25) an. Die Kopplungsfunktion fap
wollen wir dabei als eine allgemeine Funktion von n¢ chiralen Superfeldern N? ansetzen:

fap = fas(N) (5.3.1)
Nt = A"+ V20X  +00F" . (5.3.2)

Wir befassen uns zunéichst mit dem ersten Term aus (5.2.25). Diesen schreiben wir unter Aus-
nutzung der Symmetrie von fap um:

fap(N)  (2im*@" — W) (2im? ;07 — W5)
= fap(N) (—4m*mP;0'®7 — 2im® @' WP — 2imP ;WA + WAWP)
= fa(N) (—4m*AmP ') — 4im* o'WP + WAWP) (5.3.3)
und bezeichnen fortan
PAB (@, W) := —am*mP 007 — dim™ o'W E + WAWE (5.3.4)

fap(N) kénnen wir als Superfunktion im Superraum Taylor-entwickeln. Es gilt:
. . 1 . .
faB(N) = fap(A) + V20x'0;i fap(A) + 60 (FlaifAB(A) — §szjai8ijB(A)> (5.3.5)

Dabei bezeichnet d; die Ableitung nach A*. Mit dieser Entwicklung kénnen wir schreiben:

L
V2

+ (Fiai fap(A) — %Xixjaiaj fAB(A)> PAB| (5.3.6)

(fAB(N)PAB)( = fa(A)PAB|,, — —0; fap(A)x' P*|,

06

Der Faktor —% im zweiten Summanden gegeniiber (5.3.5) rithrt daher, dass wir einen Term der

Art (0¢)(0¢) in einen der Gestalt (66)(¢¢) umgeformt haben. Wir benétigen jetzt nur noch die
Komponenten von PAZ. Die Komponentengestalt der einzelnen Superfeld-Produkte aus (5.3.4)
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lautet

o 1 . . 1. . . o
DI = 06 <ZCZOJ+§BW”B,%W+ eklm”B,g,B,%m> (5.3.7)

16

oWE = ¢ <%ABCZ' + %a”c‘rmABBi,m>

1 . . P 1 ,
+600 <—§C’DB —in'AB + iB“"’lF,ff - ggm"le;ka?) (5.3.8)
1 1
WAWE = A 4\B 19 <—z’)\ADB —ixBDA — E(a”c‘rm))\AFﬁn - i(anﬁm)ABF£n>
1 _
+60 <DADB - §FAm"Fn]fn -7 klm”F —iXeF AP — z’)\Bak(‘)k)\A> (5.3.9)
wobei mit
4 1 o1 .
o =9, <§5JOZ +4(0™5")a Bt ) + 60, (5.3.10)

gerechnet wurde. Dies setzen wir in (5.3.4) und erhalten nach dem Herausprojizieren der ent-
sprechenden Komponenten:

PAB o = _mA mB <OZO] + = BzmnB] .+ igklmnB]degnn>

4

m?, (210@3 —4n'\B + BMEE + 5

1 )
mnkl i B
5¢€ anFkl >

1 _
+DADP — SFAER, i ekt pARB i \AGkg B — idBokg A (5.3.11)
PAB| = m® (2ABC + (6"a™)AP B},
1 1
—iMDP —iXBDA — 5(0"3 FNEB, —§(a"am)ABF,:§n (5.3.12)

PABl = 3B (5.3.13)

Dies setzen wir in (5.3.6) ein und erhalten:

1 , . o
+ (1P| —pan{ — i, (1007 + B+ BB, )

16

szle +

4

+mAz' <%CZ'DB 1 ixB 4 8€mnlez F,ﬁ)

lFAmnFB . v k’lmnF FB %'AAO'kak)\B}

1
—DADB —
+4 8 mn6

_i k A lB i 1 n=m\\B ni

; 1
- %)\ADB - Z(a"am)AAFﬁn}

1 1
- <1Fk8kaB(A) - ngXlakalfAB(A)> MAE
(5.3.14)
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Wir wenden uns nun dem zweiten Term aus (5.2.25) zu

1 - . - 1
56,42@’ (WA - zmAjCIﬂ) ‘60

Mit (5.3.7) und (5.3.8) kénnen wir die Komponentengestalt direkt ablesen:

eA,<I>W oo — eAZm ;0D (5.3.15)

‘90 :

1 | -
_eAiq)Z (WA — ZmA]q)]) ‘00 = €A; <_ZCZDA Z Z)\A Zlekl

1 .
5 8 Emnle;rmFlﬁ>

16

" U . 1 o

+eam”; <—§CZCJ — 1—6B”'mBﬁ,m + 35 m”B,ﬁ;lBﬁnn> (5.3.16)

Gleichungen (5.3.14) und (5.3.16) ergeben zusammen mit ihrem hermitesch konjugierten die

Lagrangedichte £,, in Komponenten. Spalten wir fap in seinen Real- und Imaginérteil auf, so
erhalten wir unter Ausnutzung von Symmetrien:

1 S 1 e 1 o
Lo = — ZRe fapFA FBmn 4 glm fapeMmmEARB 1—66k’m"e wBL(FA 4+ FA )

1 1 . 1 .
+ 5Re fapDADP — 5 (eai +2Im fapm®B)C' DA — 5 Re fapm®mP;C'CI

) - T o <A
- 5 fAB)\AO'kakAB - 5 fAB)\Aaka)\B

1 ) 1 _
— glieai +2fapm® )N — o (—ieai + 2f3pm )0 A
1 1 (5.3.17)
-9, mA,C" — iDMYANE — —— O Fip(m?,C7 + iDA) P AP
2\/5 kaB( i )X 2\/— k fAB( 7 )X
1 . _
_ 8kaBF£nXk0-mn)\B ak* fAB —ka_mnAB

2/2 2[

- iFkakaBAAAB - iF*kak*f:xB;\AS\B

1 1 .
+ X X0 fap XN+ XX OO LA N

wobei

FA —FA _mAB! (5.3.18)

7 mn
eingefiithrt wurde. Wir machen noch einmal darauf aufmerksam, dass wir es in (5.3.17) mit zwei
verschiedenen partiellen Ableitungen zu tun haben. Bei den auf f4p wirkenden handelt es sich
um Ableitungen nach der 1-Komponente A® des chiralen Multipletts N?, die {ibrigen stellen
Ableitungen nach den Viererkoordinaten dar.
Nun kénnen wir die Hilfsfelder D4 mit Hilfe ihrer Bewegungsgleichungen eliminieren. Die
Terme der Lagrangedichte, die D4 enthalten, sind:

1 1 ‘
Lh =4 5RefABDADB — 5(6,41' +2Im fapm®;)C' D4
(5.3.19)

i A_k\B i v MA—_kYB
+—0 D A — —— O D AT
Wi e faBD" x Vi e fap DX

Wir benutzen die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir D4 und erhalten:

1 ;0 3
DA = 5(Re HHAs <(€Bi + 2Im fem©;)C* — %(akacxk)‘C + 3k*f§c><k)\c)> - (5:3.20)



5.3. KOMPONENTENINHALT DES MASSENTERMS DER LAGRANGEDICHTE 43

Setzen wir dies in (5.3.17) ein, so erhalten wir

1 . . 1 . . 1 . .
Lo =— ZRefABF,ﬁnFB 4 gImfABEklmnFﬁFn]fn - ElemneAiBiz(Fnén + Fop) =V

[

. . 1 . -
— —(iea; + 2fABmB¢)nZAA - 5(—26142‘ + 2fABmB¢)nZ/\A

\)

) - T o A
- 5 fABAAO_kak)\B - 5 fABAAO'kak)\B

1 . 1 o
- ——0, mA,CNFNE — —— 0, fhpm OB

1 _ T i
+ 55 ®Re £ (Afa0x!AT = 0 f3ax'A) (ei + 2mfpom®) O
]. _ * SR
+1g(Ref) 80k feo (8lfAGXl)\G - al*fAGXl)‘G) XEAC
]' — * *  =l\ kY
+ 15 (Re NP0k fc (0fiaR AT = 01facx!AC) XX
1

. 1
— ——= O fapFha X\ — —

2v/2 2v2

1 1 e
- ZFkakaB)\A)\B - ZF*kak*fZB)\A)‘B

O FhpFia, X e \P

1 1 .
+ XX 0D fap NN + XK OO L3N
(5.3.21)

mit dem skalaren Potential

1

V=3

(Re )75 (eai + 2Imfacm®;)(ep; + 2Imfppm®;) + 4Re fABmAZ-mBj] cici .
(5.3.22)

Mit (5.3.18) lassen sich die in B? quadratischen Terme der Lagrangedichte leicht auffinden

1 , . 1 1 L
Ly = — Re fapm™mP BBl + (Im fapm®mP; + _eAimA'> eHm By By,

8 2 J
(5.3.23)

Wir sehen, dass der zweite Term keine Metrik enthé&lt, d.h. topologisch ist. Die beiden Kopp-
lungsmatrizen vor den quadratischen Termen werden als Massenmatrizen? bezeichnet

(M?)ij = Re fapm”;m”;
1 (5.3.24)
(M7)i; = Im fABmAimBj + §eAZ-mAj
womit
1 . . 1 S
‘CER — _Z(MQ)iszmntnn + g(M’%)ijEklmnB]Zngnn ' (5‘3‘25)

’Die Untersuchung ihrer Eigenschaften verschieben wir auf Anhang C.
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5.4 Minima des skalaren Potentials

Wir mochten als néchstes nach Minima des skalaren Potentials in den physikalischen Feldern
suchen. Wir fithren die Rechnungen zunéchst fiir den Fall von nur einem und anschlieend fiir
eine beliebige Anzahl ny, von linearen Multipletts durch. Im ersten Fall erhalten wir das skalare
Potential aus (5.3.22), indem wir darin die Indizes i = j = 1 setzen. Das skalare Potential lautet
dann:
V= {(eA + ZImfAcmC) Ref_lAB (eB + 2Imfgpm ) + 4Refapm mB} C?
(5.4.1)

(eA — 2ifacm ) Ref_lAB (eB + ZifEDmD) C?

ooIH 0|

Wir sehen, dass V' = V(C). Das wollen wir minimieren.

aV—O:H/—

el {(eA + 2ImfACmC) Ref_lAB (eB + 2Imfgpm ) + 4Refapm mB} =0

(5.4.2)
Die Gleichung ist trivial durch C' = 0 gel6st. Aus der zweiten Ableitung nach C erhalten wir
als Bedingung fiir ein Minimum

rbli—‘

i {(eA + 2ImfACmC) Ref~ 4B (eB + 2ImeDmD) + 4RefABmAmB} >0 (5.4.3)
bzw. .
7 (ea— 2ifacm®) Re 145 (ep + 2ifspm”) > 0. (5.4.4)

Dies ist auf jeden Fall erfiillt: Da Re fap positiv definit ist, ist Re f ~148 es auch. Die linke Seite
von (5.4.4) ist hingegen nichts anderes als die Definition der Definitheit < &, A > mit einem
speziellen Vektor £. Das skalare Potential (5.4.1) besitzt an der Stelle C' = 0 also ein Minimum.

Wir kommen nun zum verallgemeinerten Fall und betrachten also das skalare Potential in
der Form (5.3.22). Die Ableitung nach C}, ergibt

ov -
50F = |Re fapmAmB; + - (Re £)7 8 (eap + 2Imfacm®,) (ep; + 2ImfppmP;) | C7 . (5.4.5)
Die Bedingung
ov
WZO, k:].,...,nL (546)

entspricht einem linearen Gleichungssystem von nj Gleichungen mit n; Unbekannten. Da die
C" als linear unabhiingig angenommen werden diirfen, gibt es nur die triviale Losung C* = 0.
Durch zweites Ableiten nach den Feldern erhalten wir die Hessesche Matrix von V:

(HessV)ij = (Re fapm™m®, + = (Re £)7 B (eas + 2Im facm©;) (ep; + 2Imfppm®;)) (5.4.7)

Wir wollen zeigen, dass diese positiv definit ist. Hierzu betrachten wir die folgenden beiden
Sétze [27, 28]:

1. Eine positiv definite, symmetrische Matrix A kann stets als ein Produkt einer nichtsingu-
liren Matrix G mit ihrer Transponierten G7 dargestellt werden

A symmetrisch, positiv definit = A =GGT . (5.4.8)
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2. Sei A€ M(m x n) und
B=ATA,

wobei AT die Transponierte von A ist. Dann ist B positiv semidefinit. Ist ferner der Rang

von A
Rg(A) =n,

so ist B positiv definit.

In der Form (5.4.7) ist die Hessesche Matrix (HessV');; eine Summe zweier Matrizen. Beide
Summanden haben formal die Gestalt

ArrB

mit einer symmetrischen, positiv definiten ny x ny Matrix F' und einer ny x ny, Matrix U. Wir
wenden uns der ersten Matrix aus (5.4.7),

A B
Re fapm™,m~; ,

zu. Da Re fap positiv definit ist, konnen wir es nach (5.4.8) schreiben als Re fap = GacGpc
mit einer nichtsinguldren Matrix G. Damit gilt

Re fABmAimBj = GAcGchAimBj = Ac;iAcj =: B;j , (5.4.10)

wobel wir Ag; = G ACmAZ- abgekiirzt haben. Nach 2. wird die so definierte Matrix B positiv

definit sein, sobald der Rang von A
Rg(A) =np . (5.4.11)

Mit der Abschéitzung
Rg(C) + Rg(D) —n < Rg(CD) < min{Rg(C), Rg(D)} (5.4.12)

fir C € M(m x n) und D € M(n x r), folgt sofort, dass unter der Voraussetzung, dass der
Rang von mAi maximal, d.h.
Rg(m*;) =ny, (5.4.13)

A B

ist, die Bedingung (5.4.11) erfiillt ist. Damit ist gezeigt worden, dass Re fapm?, ; positiv

definit ist.? Die gleiche Argumentation kénnen wir nun fiir die zweite Matrix aus (5.4.7),

(Re £) 7B (e a; + 2Imfacm®;)(ep; + 2ImeDij) , (5.4.14)

durchfithren, mit dem Unterschied, dass es nun geniigt, dass (5.4.14) positiv semidefinit ist.
Da (Re f)~'48 positiv definit ist, folgt dies sofort aus den oben angefiihrten Sitzen. Damit ist
gezeigt worden, dass (HessV');; positiv definit ist. An der Stelle

OiZO, z':l,...,nL

besitzt das skalare Potential (5.3.22) also ein Minimum.

3Die hier diskutierte Matrix entspricht der in (5.3.24) definierten Massenmatrix (M?);;. Diese sollte als solche
positiv definit sein.
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Kapitel 6

Dualitatstransformationen

Wir sagen, dass zwei Theorien zueinander dual sind, wenn sie sich aus derselben Lagrangedich-
te herleiten lassen. Diese bezeichnet man als ,first-order Lagrangedichte”. Sie ist eine Funktion
der betreffenden Superfelder’ und man erhilt die zueinander dualen Theorien durch Wieder-
einsetzen der aus ihr resultierenden Bewegungsgleichungen. In anderen Worten: Wir variieren
nach einem Superfeld, bestimmen durch Nullsetzen der Variation seine Bewegungsgleichungen
und setzen diese in die first-order Lagrangedichte ein. Das Ergebnis ist die Lagrangedichte fiir
das andere Superfeld. So ist das masselose lineare Multiplett dual zum chiralen Multiplett.
Diese Dualitiat besteht auch auf der Ebene der Komponentenfelder. Dort wird das masselose
antisymmetrische Tensorfeld zum skalaren Feld dual sein.

In diesem Kapitel studieren wir die dualen Formulierungen des antisymmetrischen Tensors
in Theorien mit mehreren linearen Multipletts.

6.1 Masseloser Fall

Im Folgenden stellen wir eine first-order Lagrangedichte auf und zeigen, dass im masselosen Fall
eine Theorie mit ny, linearen und ny Vektormultipletts dual zu einer Theorie mit n; chiralen
und ny Vektormultipletts ist. Wir geben die Komponentengestalt der dualen Lagrangedichte
an und zeigen die Gleichheit der kinetischen Terme sowie der skalaren Potentiale aus beiden
Theorien.

6.1.1 First-order Lagrangedichte

Um die Dualitédt zwischen einer Theorie mit ny linearen und ny Vektormultipletts und einer
mit ny, chiralen und ny Vektormultipletts zu zeigen, miissen wir eine first-order Lagrangedichte
aufstellen, aus der sich beide Theorien herleiten lassen. Wir wollen zeigen, dass

. . . _ 1
Lpirst = — /d49(K(V0’) + e VOVA + 5 VO(SF + SF)) + 1 (/d29fABWAWB + hec. )
(6.1.1)

In den von uns in diesem Kapitel noch aufzustellenden first-order Lagrangedichten werden mit Ausnahme
der chiralen Superfelder, Superfelder, die Zwangsbedingungen unterliegen, d.h. sog. ,constrainte” Superfelder,
wie es die linearen Multipletts sind, durch nicht constrainte Superfelder ersetzt werden.

47
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mit
1=1,...,np und A=1,...,ny
Vol ny, reelle (aber nicht lineare) Superfelder
Sk ny, skalare Superfelder
VA, ny Vektorsuperfelder

die gesuchte first-order Lagrangedichte ist.
Wir fithren zunéchst die Variation nach den S* aus:

0L first 1o o o0 _
5gk o 04DV 20 = DW%=y (6.1.2)
0L tirst 1 -
5§k L= 10DV L0 = DWY%_—y. (6.1.3)
Wir erhalten also
D*V* =p*W% =0, k=1,...,np, (6.1.4)

was uns ny, lineare Multipletts definiert:
VOok = Lk (6.1.5)

Dies setzen wir in die first-order Lagrangedichte (6.1.1) ein. Das Integral
—0ik / d*oL'(S* + SF)
wird aus der Wirkung hinausfallen, denn es ist:
Oik / d*OLi(S* + 5%) = 5y / d*0L(D*SF + D*%F)
— (-1, / d*0[(DaL)(DYSF + (D L) (DuSH)]
— by / d40](Dg L) (DYS* + (DO Li)(Da 5]

= (-0 PeBsy [ (DALY + (DL

= bk / d[(D*LH) 2k + (D?LHY sk =0, (6.1.6)
=0 =0

wobei wir im ersten Schritt die chiralen Superfelder S* und S* durch allgemeine Superfelder
ausgedriickt haben (vgl. FuBnote 6 auf Seite 24). Damit erhalten wir aus (6.1.1)

. . 1
L= _/d49 (K(LY) + eai L'VA) + 1 (/ 20 fapWAWDE 4 h.c.> : (6.1.7)

Dies ist genau die Wirkung fiir ny, lineare und ny Vektormultipletts.
Als nichstes suchen wir die Bewegungsgleichungen fiir V0

5£first

L5 = O K(VY) 4 eV + 8% + 54 20. (6.1.8)
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Aus
Ay K(VY9) e VA + 5%+ 58 =0 (6.1.9)

gewinnen wir V% als eine Funktion h* von e,V A+ S*+ S* sowie evtl. der anderen V%, i # k.
Die genaue Gestalt von h* wird von der Gestalt von K (V%) abhingen, die Auflésbarkeit von
(6.1.9) nach VO vorausgesetzt. Daher schreiben wir

VO = pE(V O e VA + SF 4 §FY (6.1.10)

Dies setzen wir in die first-order Lagrangedichte (6.1.1) ein und erhalten
= /d4 K (W) + exih'VA + 550 (S* + §F)) /d29fABWAWB+ h.c. )
. _ . 1
— _/d4e(K(hﬂ) + (eai VA + 6 (S" + SF)K) + Z(/cFefABWAWB + hec. ) (6.1.11)

Mit der Legendre-Transformierten K von K
K(eaiVA 4 6iu(S* + 8%)) = K(W7) + (eaiVA + 61 (S* + SF)B? (6.1.12)
konnen wir dies auch schreiben als

L= —/d40( (eaiVA + 6 (S* + S*)) + /d20fABWAWB+ h.c. ) . (6.1.13)

Die Lagrangedichte (6.1.13) ist gerade diejenige fiir ny Vektormultipletts und ny chirale Mul-
tipletts.

Wir fragen uns noch, wie die Eichtransformationen von S* und S* aussehen miissen, damit
(6.1.13) eichinvariant bleibt. Das zweite Integral in (6.1.13) bleibt invariant unter

vA s vALeA s (6.1.14)
wobei die ¥4 ny chirale Superfelder sind. Wir definieren die Eichtransformationen von S* und

S* zu
Sk — §F — e84, Sk — §F —e 24, (6.1.15)

was das Argument von K eichinvariant macht.

6.1.2 Komponentengestalt der dualen Lagrangedichte

Wir wollen den Komponenteninhalt der dualen Lagrangedichte (6.1.13) angeben. Die darin
auftauchenden Superfelder besitzen die folgenden Entwicklungen:

VA = _go™Gut, + 060N — BN + %eeéépf‘ (6.1.16)
Sk = EF 4+ V20yF + 00F" (6.1.17)

fap(N) hingt von ng chiralen Multipletts N° ab.
N' = A"+ V20x" + 00F (6.1.18)

FantN) = Lan(A)+ VIS + 00 (FYoifan — 000, fam) (6119
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Die Komponentenfelder der chiralen Multipletts (6.1.17) und (6.1.18) sind dabei als Funktionen
von

y" =™ + ™0

zu verstehen.
Wir geben zunéchst die Entwicklung von ([ d*0fap(N)WAW?E + h.c.), die wir bereits mit
(2.7.7) gefunden haben, an:

i < / A Ofap(NYWAWE + h.c.)

1 1 1
— —ZRefABFAm"Fﬁn + glm fape™ T EL FE 4 5RefABDADB

i _ _ i . i _
- Mo A — £ 450 A 0™ NB) 4 —= 0 fapDIXNE — ——= 0 fhp DAXINE
2(fAB I aB ) 2\/5 faBD"x 2\/§ faB X

1 1 ) _
o - ai* * FA —za_mn)\B

1_. 1 .. o
- 4 Fnoi faAANE — 1 FN O FipAANE

Oi fapFa x'o™\B —

1 . . 1 . . .
+ gXZX]aiaijB)\A)\B + gilijai*aj*fAB)\AAB . (6.1.20)

Das erste Integral in (6.1.13) lautet

- / AWK (e VA + 5 + 5%

1.
= _§Ki€AiDA

1
2

Kij{—20"(Re E;)0m(Re E;) — %(eAivAm +20™ (Im E;))(ep;v” ™ + 20™ (Im E;))
+iv2e 45 (YA = DAY = i(10 O thi + ;5 Othi) + 2F T}

— SR io™ G (ear ™ 4+ 20M (1 By)) — (it . — (B0)Fi)

_ if(ijk,zpiz/ﬂzz’%/?l (6.1.21)

wobei K; die partielle Ableitung von K nach 2Re E; bezeichnet. Die Entwicklungen (6.1.20)
und (6.1.21) stellen zusammen die duale Lagrangedichte in Komponenten dar.

In (6.1.21) erkennen wir, dass die (Im F}) immer zusammen mit einer Linearkombination
der v auftauchen. Sie spielen die Rolle von n; Goldstone-Bosonen und tragen die massi-
ven Freiheitsgrade von ny Linearkombination der v4. Wir konnen sie durch eine geeignete
Wahl der Eichtransformation (6.1.15) zum Verschwinden bringen. Aufgrund der entsprechen-
den Eichtransformation fiir die Vektorfelder (6.1.14) werden diese Freiheitsgrade in den v4
wieder auftauchen. Man sagt in diesem Zusammenhang, die v hiitten die (Im EY) ,, gegessen”.
Die entsprechende Eichung bezeichnet man als ,,unitédre Eichung”.
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6.1.3 Kinetischer Term und skalares Potential

Wir méchten uns nun auf die bosonischen Terme der Lagrangedichte aus dem vorigen Abschnitt
beschrinken. In diesem Fall lauten die Bewegungsgleichungen fiir F? und D4

. 1 N
Fi=0, DA = 5 (Re ) MK ec; (6.1.22)

Wir wollen nun in die unitéare Eichung, in der Im F; verschwindet, gehen und geben den boso-
nischen Teil der dualisierten Lagrangedichte an.

1
Ebosom’sch = - iRe fABDADB
1. m 1 Am, Bm i k]
— §KZ] —20 (ReEi)(?m(ReEj)— §€Ai€Bj'U v + 2F'F J
1 1
- ;Re fapFA™EB g fape™™ " F2 (6.1.23)

Unter Ausnutzung der Bewegungsgleichungen (6.1.22) erhalten wir aus (6.1.23)

1 1
Lposonisch = — ZRefABFA mnFrjer + gIm fABeminFrgnFlf“

1~ 1
+ §Km <8m(Re Ez)f)m(Re E]) + Z@AiijvAmvBm> -V (6124)

mit dem skalaren Potential
1
V. = JRe fapDADP

1 _ N _ A
= _Refap(Re [) "“Kieci(Re f) PP Kjep;

8
1 _ N
= g(Ref) ICDeCiSDjKZ'Kj. (6.1.25)

Die skalaren Potentiale vor und nach der Dualisierung miissen iibereinstimmen. Das skalare
Potential vor der Dualisierung war durch (5.3.22) gegeben. Setzen wir hierin die Massen Null,
so wird dies zu

1

V:8

(Re f)"1Bepiep,0'C7 . (6.1.26)

Vergleichen wir (6.1.25) mit (6.1.26), so sehen wir, dass die skalaren Potentiale {ibereinstimmen,
falls
K;=C". (6.1.27)

Als néchstes wollen wir die kinetischen Terme der Theorien vor und nach der Dualisierung
untersuchen. Sie lauten

1 ,
Lo = —1Ky0"C0.C (6.1.28)

Lorep = Kij8m(ReEi)8m(ReEj). (6.1.29)
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Wir zeigen, dass mit (6.1.27) die kinetischen Terme iibereinstimmen. Hierzu setzen wir (6.1.27)
in (6.1.28) ein:
1 T\ QM Y 9
Lo = —ZKZ-]-(C’ )0 C 0y, CY
1 T\ QM 1ot oo
= _ZKij(K YO K0y, KV
1 ik am )
= KK ko™ (2Re EF)K7'9,,(2Re EY)

_ 9 . 0 ( - am k l
= 3 AiK]a(ZR]éEk)Kﬂa (2Re E*)0,,(2Re E')
_ 9 J - am k l
- 8(2R16<Ek)Kﬂa (2Re E*)8,,(2Re E')

= Kp0™(2Re E¥)9,,(2Re EY)

= LoRreE -
% = —5i benutzt. Dass dies tatséchlich so ist, mache man sich wie folgt
klar: K und K sind miteinander iiber die Legendre-Transformation (6.1.12) verkniipft. Mit
K*® = k! erhalten wir auf der Ebene der Komponentenfelder

Dabei haben wir

KI(K') = K'(C") = K'(h')| = —(ea;VA 4+ S; + 5;)| = —2Re EY (6.1.30)
und damit Ok
i _ i
oo pE = Ok - (6.1.31)

Wir haben also gezeigt, dass sowohl die kinetischen Terme als auch die skalaren Potentiale
beider Theorien iibereinstimmen.

6.2 Massiver Fall

In diesem Abschnitt wollen wir uns der massiven Theorie zuwenden. Wir werden eine first-
order Lagrangedichte aufstellen und die Dualitdt von ny massiven linearen Multipletts, die
an ny Vektormultipletts koppeln, zu n; massiven und ny — ny masselosen Vektormultipletts
zeigen.

6.2.1 First-order Lagrangedichte

Im massiven Fall lautet die Lagrangedichte fiir n;, lineare Multipletts
L = — /d#}K(LZ‘)
1 . ; ) ;
+Z /6120{]",413(2@771‘%(1)Z - WA)(2szj<I>J - WP
+2e4;®" (W4 —im?;®7) } + hec. (6.2.1)

Um zu einer first-order Lagrangedichte zu gelangen, gehen wir wie folgt vor:
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1. Wir ersetzen in (6.2.1)

~K(L) — U(V% 4 5"+ S . (6.2.2)
2. Wir addieren zu (6.2.1) den Term
- / d*06,(VY + S + SH(D®F 4 D49 | (6.2.3)

VY% sind ny, Vektormultipletts; S* und S? sind ny, chirale Multipletts; @’; und @g sind ny, chirale
Spinormultipletts. Wir wéhlen die Bezeichnung
Vi=y04 gy g (6.2.4)
und gelangen damit zur first-order Lagrangedichte
Crma = / a0 {U(V') — 5, V(D% + Dyd))
+i /d20{fAB(2imAi<I>i — WA (2im®?,;07 — W)
+2e4® (WA = im*;07) b+ e (6.2.5)

Wir variieren (6.2.5) nach V7 und erhalten
95, U(V?) — 81,j(D*®F + D ®%%) = 0
05, U(V?') = D°®I, + D% = 2L7 . (6.2.6)
Hieraus kénnen wir V7 als Funktion von L7 und 1~/i, 1 # j, gewinnen:
VI =hi(V, L) . (6.2.7)

Setzen wir dies in die first-order Lagrangedichte (6.2.5) ein, so erhalten wir
L= / 4 {U(h’f) - 2hiLZ} + Lo (6.2.8)

mit (5.2.25) fiir £,,,. Der Integrand des kinetischen Terms ist gerade die Legendre-Transformierte
von U. Wie méchten sie mit K (L?) bezeichnen:

~K(LY) =U(h') — 20 L7 . (6.2.9)

Setzen wir (6.2.9) in (6.2.8) ein, so erhalten wir gerade (6.2.1), die Lagrangedichte von np,
massiven linearen Multipletts.

Wir wollen nun (6.2.5) nach ®/ variieren. Um die Berechnungen zu vereinfachen, fithren wir
zunéchst einige Umformungen durch. Wir benutzen

- / d*0vV°(D® + D®) = / d?0dW° + h.c. (6.2.10)

und schreiben
—di / d*OV (DD + DI’ = b;; / d*0®TW' + h.c. . (6.2.11)
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Als néachstes formen wir den Massenterm um:
1 / d29{ fap(2im®;@" — W) (2imP ;07 — W) + 2¢,4,@" (WA — im™;7) } +h.c.

1 ) . L
=7 /d29{fAB (WAWE — 2imA, @' WE — 2imP ; WAS) — amA,mP ;0'97)

+ 26 @ WA — 2ie gy 07 | 4 e,

= i / POfapWAWE +hec.
+/d29{ (% —ifABmBZ-) oA

' 1 o
— (Re fABmAZ-mBj +i(Im fABmAZ-mBj + ieAimAj))qﬂ@J} +h.c.

1
=3 / 20 fasWAWE + h.c.

+ /d29{ (% - z'fABmBi> oIWA — ((M2)Z-j + z’(M%)ij)@i@j} the,  (6.212)

wobei wir die Definitionen (5.3.24) der Massen eingesetzt haben. Um die Variation nun auszu-
fithren, fassen wir alle Terme, die ®’ enthalten, zusammen:

Lo = / d20{<1>i(5ij/ﬂ7j + %WA —ifapmB,WA) - ((M2)ij n i(M%)ij)q)iq)j } (6.2.13)

Unter Benutzung von

(X}
% = —35;15313258@ —2) (6.2.14)
erhalten wir
LS ;rst 1 d29{5i 52 D288 (5. T+ EAyA B A
L _Z/ 103 (6Z]Wa+7Wa —ifapm”,Wg)

- ((MZ’)Z-]- n i(M%)ij)Em (5,15313258@ v 5;’5gD258<1>m) }
_ _i /d%{(fig + DW= ifapm” Wi D68
- 2((M2)kj +z’(M%)kj)<1>jﬂD258} . (6.2.15)

Wegen DdW@ = 0 und Dd@g = 0 koénnen wir D? aufiden gesamten Ausdruck wirken lassen
und mittels (A.3.4) zum Integral {iber den gesamten 6-0-Raum iibergehen:

5L

irs 1 o CAk ] . '
s = g {0+ G i) 2 (M (M) ) |
-0 (6.2.16)

Hieraus gewinnen wir

; 1 — e .
My @, = §(W§ + %Wg‘ —ifapm® W4 (6.2.17)
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mit
Mij = (M?)ij + i(MZ)i - (6.2.18)
Um (6.2.17) nach ®° auflssen zu kénnen, miissen wir fordern, dass
M;; invertierbar (6.2.19)

ist. In diesem Fall lautet die Bewegungsgleichung fiir ®°
—Mzk (W, +%Wﬂ —ifapmP W) . (6.2.20)
Dieses Ergebnis konnen wir in (6.2.5) einsetzen. Wir erhalten
L= / d*OU(V?) + i / POfapWAWE + hec.

+/d20{<1>’ (677 + %WA —ifapmP W) = My@'o' | 4 e,

~. 1
— / d*oU (V) + 1 / 20 fapWAWE + hec.

+ / d%{%Mi;l (W’f n G%WC — fCDkaWD) (W ef‘“ Chipa fABmBZ-WA>

1 I e )
— My M M (W 4+ 2w - szDkaWD) :

: (W + %WA _ fABmBlWA) } fhe
/ d*OU(V?) + / d20fasWAWE 4+ hec.

+2 /dQH{MZ.EI (W’“ + G%WC - ifCDkaWD) (WZ eAZ — WA —ifapm® WA) }

+h.c. (6.2.21)

Wir wollen zeigen, dass sich dieses Integral in der Standardform fiir ny massive und ny mas-
selose Vektormultipletts schreiben ldsst. Hierzu fassen wir zunsichst die beiden d26 - Integrale
zusammen und multiplizieren die Klammern im zweiten Integral aus

L= / doU(vh
+ / POfapWAWE +hec.

+3 / d20{ (Wk g’“ W _i fCDkaWD) (W n %WA _ fABmBiWA) }

= / d*OU (V)
+/d2 L s WAWE 4 4Mk1WkWZ
+ iM; (% —ifcpm k) WEW' + M (% —ifapm® ) Wk
+ M (S ifonm®,) (SR ifamm® ) WOWAL the. (62:22)
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Als néachstes definieren wir

A~

WA .= (—Wi, WA) L A=(,A) =(@,....,n0,nL+ 1,000 +ny) (6.2.23)

und fiithren die (ny +ng) X (ny + nr) - dimensionale Kopplungsmatrix f ip €in

¢ fz‘j fip >
iB = - - 6.2.24
Ts < faj faB ( )
fi = (M) (6.2.25)
P —1 €Ak . D
fiA = (M)zk (_T+ZfADm k) (6226)
P — —1(_CAi D\ (_%Bi C.
fap = fap+ (0 (=S +ifapm®) (2L +ifpem®;) . (62:27)
Damit erhalten wir fiir (6.2.21):
E:/d49U(1~/i)+i/dQGfABWAWBJrh.c., (6.2.28)

was der Lagrangedichte fiir n;, massive und ny masselose Vektormultipletts entspricht.

Im Folgenden werden wir sehen, dass (6.2.28) nicht die zu (6.2.1) duale Theorie sein kann,
da die Anzahl der Freiheitsgrade der beiden Theorien nicht iibereinstimmt. Wir werden sehen,
dass einige der Superfelder aus (6.2.23) nicht linear unabhéngig sind und wir daher eine Neben-
bedingung benétigen, die nur linear unabhéngige Felder in der dualen Wirkung bel&sst. Bevor
wir es tun, wollen wir die Komponentengestalt von (6.2.28) angeben.

6.2.2 Komponentengestalt der Lagrangedichte

Die Komponentengestalt von (6.2.28) lautet wie folgt.

1.+~ 3 S B i 1o & 4 g

L = —;Re figFA™FE + gm fage"™mFaFE + 5 Re fisD*D?
1 1 o o
+§U¢DOZ — ZUZ']"UOZ mU% — Uijam(Re Az)am(Re Aj) — UijFZF*]

_% ( FipMor oAl + f;BXAa’fakAB)

%Uzj {z'\/i(wjxol' — Y — (4 Dy + &jamamzz;i)}

Ut { ™ B0% — (et Fi = ()P}

%Uijknpiwjz/?kz/?l T (6.2.29)

wobei zu 0; f ig proportionale Terme weggelassen worden sind. Die Gleichung (6.2.29) stellt
die Komponentengestalt der Lagrangedichte off-shell dar. Bei der Behandlung des skalaren
Potentials werden wir sehen, dass sich die Hilfsfelder aus (6.2.29) nicht ohne weiteres eliminieren

lassen. Der Grund hierfiir ist die bereits oben erwihnte lineare Abhéngigkeit einiger WA,



6.2. MASSIVER FALL o7

6.2.3 Kopplungsmatrix und Freiheitsgrade

Wir wollen nun die on-shell Freiheitsgrade von (6.2.1) und (6.2.28) zihlen. Wir beschrinken
uns dabei auf die bosonischen Freiheitsgrade:
Vor der Dualisierung

ny, massive lineare Multipletts ing FG
ny — ny, masselose Vektormultipletts — 2(ny —np) FG
2(ny +nr) FG

Nach der Dualisierung

ny + nr, Vektormultipletts, davon

ny masselos 2ny FG

77, Massiv dn;, FG
(2ny +4nr) FG

In (6.2.28) haben wir also 2ny, bosonische FG zuviel. Wir interpretieren es so, dass np,
Vektorfelder unphysikalisch sind. Es miissen nj, Linearkombinationen der Felder verschwinden.
Anders ausgedriickt bedeutet das, dass Re f ip vom Rang ny sein, also einen np-fach entar-
teten Eigenwert Null haben muss. Wir zeigen, dass dies so ist, und die entsprechenden nj,
Eigenvektoren

0
: (6.2.30)
0
B
m k kzl?"'an
sind. Es ist
A _ [ .
fism®, = M (_% JFZfBDle> mP),
_ . e
= M;! (ZRG fepm®”; —Im fppm®, — %) mP,
= Mt (M), +i(ME)u) mP,
= M My = idy, (6.2.31)
sowie
. . .
fABmBk = (fAB + Mi;1 <_% + Z'fADWlDZ') <_% + Z'fBCij>> mBk
_ €Ai . . .
= fapmPy + M (—% + ZfADsz‘) (1(M?) 1 — (MZ) ) mP,,
I €A .
€A
= fapm®, + i <_fADmDZ' - Z%)
- —z’%’f . (6.2.32)
Also ist

i) (8 )< )
<fAj faB mBk _%eAk: . (6.2.33)

Spalten wir fAB in seinen Real- und Imaginérteil auf, so bedeutet (6.2.33), dass die durch

(6.2.30) gegebenen Vektoren die gesuchten ny Eigenvektoren von Re fap zum Eigenwert Null
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sind.

Es gibt also n; Kombinationen der F4, fiir die der kinetische Term verschwindet und der
topologische gleich einer totalen Ableitung ist. Die Anzahl der physikalischen Freiheitsgrade ist
damit vor und nach der Dualisierung gleich.

6.2.4 Transformation der Eichbedingung

Um zu (6.2.21) bzw. (6.2.28) zu gelangen, haben wir die Bewegungsgleichung (6.2.20) in die first-
order Lagrangedichte (6.2.5) eingesetzt. Schauen wir uns (6.2.20) genauer an, so erkennen wir,
dass das Feld ®' hier nicht in der WZ-Eichung steht, wihrend es in die massive Theorie vor der
Dualisierung (6.2.1) in eich-fixierter Form einging. Um die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden
zu gewihrleisten, miissen wir eine Bedingung finden, die die WZ-Eichung von ®° nach der
Dualisierung garantiert. Hierzu wollen wir (6.2.20) etwas umschreiben:

i 1.~ €Ak .

O = My (W5 + = Wy — ifapm® W) (6.2.34)
. 1 _

Oy = 5 (Re (M )i+ ilm (M) (Wk + %WA 4 Im fapmB, W4 — iRe fABmBkWA>

- —%Re (M af = Wh— (S5 +1m fapm®, ) W

+ [Re (M) T (M) Re fagm W4}

‘ —1y. [Tk Ak B\ A
o Tm (M )] WE + ( 2k I fapm )W

— [Im (M) 'Re (M—l)ljRefABmBjWA} . (6.2.35)
Mit (6.2.35) haben wir eine Aufspaltung der Vorfaktoren aus (6.2.34) in ihren Real- und Imagi-

nérteil vorgenommen. Die erste Summe stellt den Realteil und die zweite den Imaginérteil dar.
Die Eichtransformationen von ® und W+ lauten:

¥ — @+ D’Dyh’ (6.2.36)
1 _ .
Wi — Wi = m® ;DDA (6.2.37)

Es ist leicht, sich zu iiberzeugen, dass das Einsetzen von (6.2.37) auf der rechten Seite von
(6.2.35) tatsichlich auf (6.2.36) fiithrt. Ferner sehen wir, dass der Eichterm in (6.2.36) einen rein
imagindren Vorfaktor hat. Schliefllich kénnen wir (6.2.36) schreiben als

i i b - —1y1—1 73 j
s — s + ST (M Dir[im (M) ! D*DgA? (6.2.38)

und die Eichparameter A7 so wihlen, dass der Imaginirteil aus (6.2.35) fiir jedes 7 verschwindet.
Das bedeutet:

w €Ak 1 3
Wk + (7 + Im fABmBk> wa — [Im (M l)]kllRe (M l)sze fABmBjWA —0 (6.2.39)

bzw. fiir die Komponentenfelder D*

DF = — (e% +Im fABmBk) D4 + [Im (M_l)],;llRe (M_l)ljRe fABmBjDA ‘ (6.2.40)
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6.2.5 Skalares Potential
Der bosonische Teil der Lagrangedichte (6.2.29) lautet

1 1 A A
Lyosonisch = _ZRe fABFAmnFB glm fABEklmnFlﬁFmBn
1 . . . .
_ZUijUOzm,ng — Ui]@m(Re Az)am(Re Aj) — UijFZF*j -V y (6.2.41)

mit dem skalaren Potential
1 . ioa 1 4
V= —3Re fapD*D? - SUD™ (6.2.42)

Wir mochten die Kopplungsmatrix in (6.2.42) unter Benutzung von (6.2.24) - (6.2.27), sowie
(6.2.23) fiir die Komponentenfelder D4

DA = (-D',DY), A=(@,A)=(,....,np,nL+1,...,n5 +ny) (6.2.43)
explizit ausschreiben.

RefABDADB = ReMingiD] 2Re{ Zkl <—%+ZfBDka)}DZ’DB

+Re {MZ;]L (—% +ZfACmC) ( =8 Iy ifgpm J)}DADB

2
+Re fapDAD? . (6.2.44)

Wir benutzen
Re {M;'Axp} = ReM;'ReAyp —ImM; 'Tm Ayp (6.2.45)
Im {M;'Axp} = ReM;'ImAyp +Im M, 'Re Ayp (6.2.46)

Re {4ciM;'Bip} = Re {aciM;'} ReBjp — m { At} 1m Bjp
= ReAgiRe M;'Re Bjp — Im AgiIm M;'Re Bjp
—Re Acilm M;;'Im Bjp — Im AgiRe M;'Im Bjp ~ (6.2.47)
und erhalten
Re f;5DAD? = Re (M~1);;D' DY + Re fABDADB

2(Re( -1y, (ImeDm 4 C )+Im(M 1 Re fapm? )D’DB

2
- <Re (M‘l)i]( — Re facRe fepm©mP”; + Im facIm fppm©m®;

c €

D €A 6AzeB] )

+1Im facm™; 7 +Im fppm™;

+Im (M 1), (Re faclm fBDmCiij + Re fppIm fAcmCiij

+ Re facm®; 7 + Re fppm”; 63’)>DADB . (6.2.48)



60 KAPITEL 6. DUALITATSTRANSFORMATIONEN

Nach einer Umordnung der Terme lautet damit das skalare Potential:

1 A in~p 1 :
V = _ERefABD D7 — EUZ'DZ

— _%UZDZ' —~ %Re fapDADB
—%Re (M_l)z‘j{ (Di + (ImfAcm + 7) DA) (Dj + <ImeDm S 5 )DB)
— Re facRe fgpm©;m J}
—|—%Im (M~ )Z]{QRe FacmC, ( DI — <1m from?; + & ) DB) DA} (6.2.49)

Hieraus lassen sich die Hilfsfelder zunéchst nicht eliminieren. Wir wollen als néchstes die trans-
formierte Eichbedingung (6.2.40) in (6.2.49) einsetzen. Damit erhélt das skalare Potential die
Gestalt

V=—U, {— (% —I—ImfABmBk) + [Im (M_l)]];llRe( N )ZJRefABm }DA

—5Re (M_l)ij{[lm (MH)5 Im (M) Re (M~ ") Re (M) p5Re facRe fppm©m”

~ Re facRe fBDmCiij}DADB

1
+51m (M—l)ij{ — 2[Im (M )] 7' Re (M~ ")y Re facRe fBDmCZ-le}DADB
—%Re fapDAD?B

1 e C1\— _
= —§Uk {— (% + Im fABmBk> + [Im (M 1)) 'Re (M~ 1)yRe fapm® }DA
1

—i{Re (M~1);;[Im (M)_l]j_k1 [fm (M)~ 'Re (M ~)Re (M ~1),4Re facRe fppm®mP

+Re (M~");;Re facRe fepm©m”; + Re fAB}DADB . (6.2.50)
Dies fithrt uns auf die folgende Bewegungsgleichung fiir D:
{Re (M~1);;[Im (M)_l]j_kl [fm (M)~ 'Re (M ~)Re (M~1),sRe facRe fppm®mP,

+ Re (M_l)ine facRe fBDmCiij + Re fAB}DB

- _%Uk {_ (e% +1m fACka’) + [Tm (M) Re (M™1)5Re fAcij} . (6.2.51)

Um (6.2.51) nach D? umformen zu konnen, miissen wir das Inverse der in geschweiften Klam-
mern der ersten beiden Zeilen von (6.2.51) stehenden Matrix finden. In Anhang C demonstrieren
wir, dass dieses Inverse durch

Re f1EA — Re (M ~1),um¥P,m4, (6.2.52)
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gegeben ist. Wir multiplizieren (6.2.51) mit (6.2.52) und erhalten
E— (Re fIEA _Re (M_l)mmEthu)

R p—)

- —%Uk{ — Re f1B4 (%

5 + Im fACka;) + Ik_lllemEj

+ Ru (ﬂm + Im facmC mA, )m . — I-'Ry;RyRe facm®

mA mEt}
2

J

- —U Re f~ 1EA( +Tm fAcka)

2
——Uk{Ikl Riym®; + Riu(M3)gum®, — I Rij Ry (M )jkmEt}. (6.2.53)

Dabei haben wir die Definitionen der Massen (5.3.24) benutzt und, der besseren Ubersicht

wegen, von den Abkiirzungen (C.2.3) sowie (C.2.4) fiir den Real- bzw. Imaginérteil von (M ~1);;

Gebrauch gemacht. Ferner verschwindet aufgrund von (C.2.6) die zweite Klammer und wir

erhalten als Bewegungsgleichung fiir D:

eAk
2

Dies wollen wir in das skalare Potential (6.2.50) einsetzen. Das Ergebnis lautet:

1
D¥ = ZUiRe f—lEA( +Im fACka) (6.2.54)

V= 312 (eAZ + 2Im fAcm )Ref 14B (ij + 2Im fBDm ) + 4Re fABmAimBj} U;U;
(6.2.55)
Wir sehen, dass die skalaren Potentiale vor der Dualisierung (5.3.22) und nach der Dualisierung
(6.2.55) iibereinstimmen, wenn

1.
Cl= U (6.2.56)

Als néchstes wollen wir die kinetischen Terme vor und nach der Dualisierung vergleichen.
Sie lauten

Lo = —%Kij(amci)(amcj) (6.2.57)
EQReA = —Uij(8mReAi)(8mReAj). (6.2.58)

Um die Gleichheit beider Ausdriicke zu zeigen, gehen wir analog vor wie im masselosen Fall.
Wir bemerken zunéchst, dass K und U miteinander {iber die Legendre-Transformation (6.2.9)
zusammenh#ngen. Bezeichnet 2Re A; die niedrigste Komponente von U, so kénnen wir auf der
Ebene der Komponentenfelder schreiben:

Kj =4Re A; . (6.2.59)
Nun setzen wir (6.2.56) in (6.2.57) ein:
1 . , 1 . .
Lo = — ;K (0"C)(0mC7) = — 16Ky (5 U@ U (9, U7)

1 1
= ——Kij(—Ul)UirUjs((?mReAr)(é)mReAs)

LKy 1
T202Re A, 2

= —U,s(0™Re A;)(OmRe Ay) . (6.2.60)

Ul)Ujs(E)mRe A,)(OmRe Ay)
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Damit ist die Gleichheit der kinetischen Terme in beiden Theorien gezeigt.
Als letztes geben wir die Komponentengestalt der Lagrangedichte nach Elimination der Hilfs-
felder an:

1o o dwmp Lo i85 1o oim o
L = —JRefpF " B, + ol fapet ™ By Fg, — 2Usn™ ™ol

~Ui0™(Re A;)Om(Re Aj) — % ( FapMata A 4 fr 3k, AB)

1 ) o _ _
53U { VWA = 0) = (0™ s + 55" Ot}

1 - 1 _
—EUz‘jkT/}iUmT/}jvgf 3 (Uit = UijeUps Unts) itjahpby =V + ... (6.2.61)

Zu 0; f ip proportionale Terme wurden wiederum weggelassen.

6.3 Nichtabelscher Fall

Fine nichtabelsche first-order Lagrangedichte fiir antisymmetrische Tensoren mit Selbstwechsel-
wirkung, die an weitere Formen koppeln, wurde in [12] aus der Formulierung massiver Freedman-
Townsend-Modelle im N = 1 Superraum gewonnen. Wir zeigen, dass das dortige Ergebnis im
abelschen Grenzfall der first-order Lagrangedichte (6.2.5) entspricht. Supersymmetrische nich-
tabelsche Eichtheorie wird u.a. in [2, 16] behandelt. In Anhang D geben wir einen Uberblick
hieriiber.

Wir betrachten die first-order Lagrangedichte

L= / d*zd?0{kay (Y — mM o) (VP —mP @) + Wb, + d%0f(V)} + c.c. (6.3.1)

Dabei sind die ®; chirale Spinorsuperfelder, wobei I =1,...,ny. Y und W/ sind Feldstirken
fiir die Vektorsuperfelder A% bzw. V! und sind wie folgt definiert
ye — —%Dz[e_%v'TDa(eW'TA)]“ (6.3.2)

«

Wity = —iDQ(e_%V'TDae%V'T). (6.3.3)

Die reellen Matrizen T7 bilden eine Darstellung einer (beliebigen) Lie-Algebra G mit Struktur-
konstanten fUK, d.h.

TrTh) = " T . fui fral (6.3.4)

Das Produkt V - T ist als VIT; zu verstehen, so dass die Exponentialfuktionen in (6.3.2) und
(6.3.3) als Matrizen mit der Indexstruktur von 77 aufzufassen sind. Eine (adjungierte) Darstel-

lung von G ist mit
T;% = m™ fr%ng (6.3.5)

gewonnen. Dabei sind die m% konstante Massenparameter und nj, = n 7o(m) mit
nggm® =6l . (6.3.6)

Wir zeigen zuniichst, dass sich (6.3.3) im abelschen Fall darstellungsunabhéngig zur Feld-
starke

1_-
wl= §D2Davf (6.3.7)
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reduziert. Wir setzen g = 2i sowie v = V - T = V!T; und betrachten die Exponentialterme

1

1 1 1
e 9’D,ed’ = <1 —gu+ —g*? — §g3v3 +.. > (gDO/U + §g2DaU2 + T

5 3DaU3+...>

1 1 1 1
= gD,v + §g2DaU2 — g*vDav + gg?’Dav?’ — Eg?’vDom2 + §g3v2Dav +...

1 1
~g%[v, D] + gg?’[v, [v, Dav]] + ... (6.3.8)

= gDy v — 2

wobei wir Dyv? = (Dyv)v+v(Dav) im letzten Schritt benutzt haben. Wir setzen nun die zuvor
definierten Abkiirzungen ein und benutzen (6.3.4)

"
eIV Dyed’ = QiDaVITI+2[VITI,DaVJTJ]—é[VITI,[V‘]TJ,DaVKTK]]—l—...

"
= 2D VIT; +2VID VI [T;,T)] - évaJ Do VETy, [Ty, Ti]] + . ..
= {2iD VE +2VID V7 f,5 + O(f1,5)?} Tk (6.3.9)

Dies geht fiir fUK — 0 gegen
2iD, V1T,

womit (6.3.7) bewiesen wire.

Wir wenden uns nun (6.3.2) zu. Im abelschen Fall miissen V' und A entkoppeln. Dies bedeu-
tet, dass wir die Matrizen 77 Null zu setzen haben. Anders ausgedriickt entspricht dies der Wahl
der adjungierten Darstellung (6.3.5). Im abelschen Fall wird (6.3.5) zur trivialen Darstellung
und (6.3.2) trivialerweise zu

«

Ye = —%D2DQA“ . (6.3.10)

Als letztes bemerken wir, dass sich der zweite Term aus (6.3.1) umschreiben lésst, und zwar ist
/ P2OWle; +c.c. = — / d*ovi(D®; + D®y) . (6.3.11)

Identifizieren wir Y = W und kg = — fap, so kénnen wir mit (6.3.7) und (6.3.10) aus der
Lagrangedichte (6.3.1), bis auf den letzten Term von (6.2.5),

1 . . .

3 /d296Aiq)Z(WA - zmAj@J) ,

die first-order Lagrangedichte (6.2.5) reproduzieren. Ein solcher Term kann nur im abelschen Fall
hinzuaddiert werden [12]. Im nichtabelschen Fall wiirde die Hinzunahme eines entsprechenden
Termes die Eichinvarianz zerstoren.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Wir haben uns in dieser Arbeit mit linearen Multipletts der N = 1 Supersymmetrie, insbeson-
dere mit der Konstruktion einer Lorentz- und eichinvarianten Lagrangedichte, der M&glichkeit,
Supersymmetrie und WZ-Eichung fiir das in dieser Lagrangedichte auftretende Spinormultiplett
miteinander zu vereinbaren, sowie mit der Untersuchung von Dualitéten, beschéftigt.

Mit Hilfe des Stiickelberg-Mechanismus konnten wir eine Lorentz- und eichinvariante La-
grangedichte fiir mehrere massive lineare Multipletts, die an eine beliebige Anzahl von Vektor-
und chiralen Multipletts koppeln, aufstellen. Das Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung der
massiven Lagrangedichte aus [9] dar, welche sich auch aus der Kaluza-Klein-Kompaktifizierung
von Type IIB String-Theorien auf Calabi-Yau-Orientifolds ergibt [8]. Es bleibt zu erwarten,
dass sich auch die hier konstruierte Lagrangedichte auf dhnliche Weise aus der String-Theorie
erhalten ldsst. Wir haben die Komponentenform des kinetischen Terms der masselosen Theo-
rie und die der massiven Lagrangedichte bestimmen koénnen. Wir haben die Eigenschaften von
skalarem Potential und Massenmatrizen untersucht.

Fiir das chirale Spinormultiplett haben wir uns mit dem Verhéltnis von SUSY-Transforma-
tionen und WZ-Eichung auseinandergesetzt und eine Modifikation der SUSY-Transformationen
gegeben, die das transformierte Feld in der WZ-Eichung erhélt. Ferner haben wir erkannt, dass
in der besprochenen Theorie Supersymmetrie {iber das Hilfsfeld D oder iiber das Skalarfeld C,
das kein Hilfsfeld ist, gebrochen werden kann.

Wir haben die Dualitdten von antisymmetrischen Tensoren in Theorien mit mehreren li-
nearen Multipletts untersucht. Wir haben first-order Lagrangedichten, aus denen sich die zuvor
diskutierte masselose bzw. massive Theorie mehrerer linearer Multipletts ergibt, aufgestellt. Im
ersten Fall sind die ny masselosen linearen Multipletts dual zu n; masselosen chiralen Mul-
tipletts. Im zweiten Fall konnten wir die Dualitdt von n; massiven linearen Multipletts, die
an ny Vektor- und ng chirale Multipletts koppeln, zu n; massiven und ny — nj; masselosen
Vektormultipletts sowie n¢ chiralen Multipletts nachweisen.
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Anhang A

Identitaten

A.1 Konventionen und Spinoralgebra

In dieser Arbeit halten wir uns an die Notation von [2]. Weitere niitzliche Identitéten sind in
[29] zu finden.

e Minkowskimetrik:

Nmn = diag(—1,1,1,1) (A.1.1)

e c-Symbole:
el =g =1, gl2 = €51 =1 (A.1.2)
£%er = 53, EO"BEW = 55 (A.1.3)
co123 = —1 (A.1.4)

e o-Matrizen:
o™ =(-1,6"), "= (-1,—0") (A.1.5)

e y-Matrizen:
Y= ( 6(,)71 J(;n > ;=0 = ( Bi ? > (A.1.6)

Die Spinoren sind zweikomponentige Weyl-Spinoren. Sie tragen gepunktete und ungepunktete
Indizes vom Anfang des griechischen Alphabets.

e Hoch- und Hinunterschieben der Indizes:

¥ =", Yo = cagt’ > U1 =1, O = ¢ (A1)
Pt =y, e =g’ =t =y, 7 = =iy (A.1.8)
—mao __ 0'4,8 aff _m
o =eWeMay, (A.1.9)
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e Spinorprodukte:

¢X = waon = _waXa = Xa% = Xq/} (A-l-ll)
YX = YaX” = =P Xa = Xa¥® = XV (A.1.12)
xo"p = —ha"y (A.1.13)
xoa™Mp = —Yo"a ™y (A.1.14)
()T = (x*a)' = Pax® = ¥x = XV (A.1.15)
0°0° = —1c7P09, 0ol = Leap00 (A.1.16)
646" = L4569, 0sly = e300 (A.1.17)
0,0° = —10057, 005 = 30055 (A.1.18)
0. a8 _ 13058 Gop . _  1ppsc
0,0° = 10057, 6°0, = —5000 (A.1.19)
e Rechenregeln fiir o-Matrizen:
(0™ = 1(0056" Y — 05,6™) (A.1.20)
(6" = 301", (7). = —§ieT (o), (A1.21)
(6™ = F(@" 0T, — ") (A.1.22)
(@)%, =3@")%; (@)%, = i (M), (A.1.23)
oGP = gl 4 2(0™m), (A.1.25)
(0™ = (6™")%; =0 (A.1.26)
tr(c™a™) = —2n™" (A.1.27)
om 58 = 25050 (A.1.28)
(0™)aa(om) g5 = —2€a8€45 (A.1.29)
O_aa_bo_c — T]aCO'b _ ”ﬂbCO'a _ ”ﬂabO'C + iEadeUd (A130)
5’aO'b5'c — naca_b _ nbca_a _ naba_c _ z's“b“l&d (A131)
(0™ esy = (0™, ega (A.1.32)
gkl = —2ig™, MM, = 2i5™n (A.1.33)
1 .
tr(o_mno_kl) — _i(nmknnl _ nml,’,}nk) _ %Emnkl (A134)
1 .
(c™"e") = —E(nm’"an — "™ 4™ 0y) (A.1.35)

1
(6"0™") = S0r"a™ =i "G" — i) (A.1.36)
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A.2 Bispinoren

Flga) = +%(abae)@ana . Fue = —%(e&b“)Bdea : (A.2.1)
Iy = (5ba€)BdF(d5) — (€04a) " Flap) » (A.2.2)

FY By, = 2F (50 F O 1 2F, 5 FO) | (A.2.3)

w e — %eddeba (A.2.4)

«FY R, — 2iF(Bd)F(Bd) — 2iF g0 ) (A.2.5)

A.3 Integration iiber die Grassmannkoordinaten

Da jedes Superfeld sich in eine Reihe mit Grassmannparametern schreiben ldsst [2, 5], reicht
es, folgende Integrale zu erklédren:

/ d0,0° = 6,7 / 60, = 6% . (A.3.1)
Die Produktmafe sind definiert als
2 1 af 97 1 &B.aa . 10
d-0 = G db.dbg , d 6 = 1€ d@ddeﬁ- . (A.3.2)
Die Integrale iiber die Produktmafle sind
/d29 6% =1, /d29 6?=1. (A.3.3)

Die Integration iiber die #-Parameter des Superraumes lésst sich auch stets mit Hilfe der kova-
rianten Ableitungen schreiben:

/d20d2§v(x,0,9_) :(— i/dz’ep%(x,e,é)) = <1—16D2D2v(a:,0,0_)> o

1 0=0 1 0=0=0 (A.3.4)
/d29d29v(x,9,9) =( - —/d292>2v(x,9,9) = [ =D?*D?v(x,0,0) ,

4 0=0 16 0=0=0

wobei wir Terme, die gleich der totalen Ableitung sind, vernachléssigt haben. Fiir die partielle
Integration zweier Superfelder v und w gilt ferner die Beziehung [5]:

/ 40 (%) w = (1)) / 460 (%’) , (A.3.5)

(v) 0 wenn v bosonisch
m(v) = ..
1 wenn v fermionisch

wobei

(A.3.6)

die sog. ,,Grassmann-Paritit” ist.
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A.4 Identitidten mit kovarianten Ableitungen

Die kovarianten Ableitungen sind in (2.3.11) definiert. Hier sind einige der Identitéten, die bei
den Rechnungen mit Superfeldern hiufig auftreten.

DoDg = %eaﬁzﬂ . DaDjy=—ce,3D%, (A.4.1)
DoDgDy =0,  DsDyDs; =0, (A4.2)

[D? Dg] = —4i0™.0,,D% ,  [D? Dy = 4i0™,0,, D% , (A.4.3)
D*D?D,, = DyD*D% , (A.4.4)

D?D? + D?’D?* - 2D“D?’D,, = 1601 , (A.4.5)
D?DyD*=0, D?D,D*=0, (A.4.6)

D?D?D? =16D%*00, D?D?D?=16D0. (A.4.7)

A.5 Variationsregeln fiir Superfelder

Wir fassen im Folgenden die Variationsregeln fiir Superfelder zusammen [5]. Wir betrachten
dabei ein Funktional S[V] von einem Superfeld V auf R**. Dann besagt das Prinzip der kleinsten
(stationdren) Wirkung, dass fiir beliebige Variationen 6V

=9

S[V]

im0 (A.5.1)

6S[V] = S[V +6V] - S[V] = /d8c5V(z)

~—

Dabei ist z = (x,6,0) € R*%. Gleichung (A.5.1) fiihrt auf die Bewegungsgleichung

5S[V]
oV(z)

=0. (A.5.2)

Die in dieser Bewegungsgleichung auftretende Ableitung hat (im Gegensatz zu Feldtheorien
auf herkdmmlicher Raum-Zeit) keine einheitliche Form. Vielmehr héngt sie von der Art des
Betreffenden Superfeldes ab. Es gelten die folgenden Variationsregeln:

e Fiir Vektorsuperfelder:

(?‘//((zl)) = 58(z—2) (A.5.3)

e Fiir chirale Skalarsuperfelder:
fsi((i)) - —i[ﬂafﬂ(z — ) (A.5.4)
‘;@((ZZI)) _ —ED%% _ ) (A.5.5)

e Fiir chirale Spinorsuperfelder:
ﬁi(é)) _ —iaaﬂ[)?ﬁ(z _ 2 (A.5.6)



Anhang B

Taylor-Entwicklung im Superraum

B.1 Allgemeines

Wir erinnern zunéchst an die Taylor-Entwicklung von Funktionen im gewdshnlichen R™ [30]. Im
Spezialfall nur einer Veridnderlicher haben wir:
10" f(z)

10 102
flath) =f(z)+ 4 ];(x)h B a];(;)h%r T e

Fiir den allgemeinen Fall von m Verénderlichen lautet die Entwicklung

L1 & f(x)
' 'Zl 8%8% hihj

AL (B.L.1)

f($1+h1,$2+h2,.. .Tm+h

x; 00T},

Nun wollen wir uns der Taylor-Entwicklung im Superraum zuwenden [31] und betrachten hierzu
eine Funktion U, die von mehreren Superfeldern ®%,5 = 1,..., N, abhéingt. Jedes dieser Super-
felder kénnen wir nun in einen Teil, der nur jene Terme aus der Potenzreihenentwicklung von
®’ im Superraum enthilt, die die antikommutierenden Grassmann-Parameter enthalten, und
einen, der diese nicht enthélt, aufteilen:

o' =@ (B.1.2)

= — (B.1.3)

¢" bezeichnet man oft als den Kérper und @Y als die Seele von ®'. Wir kénnen nun U(®) im
Superraum um die Stelle ¢ Taylor—entwickeln:

0*U(p)

U@)=U(p+ ®g) = 8283

LPL + (B.1.4)

LOL Dk + 4 DL DL DY (B.1.5)

Z 890Z8s038s0’“890

3| Z 8802890]8 k S
Hohere Terme treten nicht mehr auf.
Da sich die 1-Komponente einer Funktion von Superfeldern ausschliefSlich aus den 1-Komponenten

der einzelnen Superfelder zusammensetzen wird, gilt
a'U(p)  oU@|) = 0"U(P)

— = — = —— B.1.
0 0pI...0pk  0pidpI...0pk  Dpidpi...0pk (B.1.6)
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und wir kénnen die Taylor-Entwicklung fiir U auch wie folgt schreiben:

ou@)|., 1 PU(®)| .5 .
0) = ©s) =U(®)| +) — | D% + | DL P
V@) =Ule+2s) = UL )‘ " z ! ‘ s+ 2 r 00l §Ps T+
I pk E i & Bk a!
3! Z 8901880]8 k SCI)S(I)S 8@@9038@’“8@ q)5q>5(1)5(1)5 . (B.1.7)

7]7 7

Im Folgenden wollen wir die Komponentengestalt einiger in dieser Arbeit verwendeter Funktio-
nen angeben.

B.2 Spezielle Entwicklungen
Entwicklung von U(ea; VA + S; + S;)
Wir geben die Entwicklung einer allgemeinen Funktion U (e LVA+S; + S’i) mit

VA = —00™0v + 0000t — i000N" + %z’@@é@DA : (B.2.1)
%eeamz/;iamo + i@&é@DEi ,  (B.22)
S, = B+ 200 — i00™00,EF + 00F + %ééeam i + ieeéémEj (B.2.3)

S; = E;+\200; +i00™00,,E; + 00F; —

an. Wir gehen von der Entwicklung in der Form (B.1.7) aus und erhalten fiir die Seele und den
Korper des Arguments von U

DL = V200 + V200; + 00™0 (—eaiviy — 20m(Im E;)) + 00F; + 00F;
+000 <i€Ai)\A + %57” m1/1Z> + 066 <—i€Ai)\A + %5’m m¢z>
__/1 1
¢' = E+4+E*=2ReE. (B.2.5)

Wir sind nur an der #202-Komponente von U interessiert, da nur diese nach der d*6-Integration
in der Lagrangedichte iibrig bleiben wird. Wir geben diese Komponente der entsprechenden
Produkte der <I>S an:

) 1 1
1 — - z'DA _|:| Ez B2
S ooa0 2€A + 2 (Re E;) ( 6)
o 1
’S@g‘m@ = —5 (ean™ +20™ (Im Ey)) (en;0y, + 20m(Im E))
i T o * *
+E(¢j¢i + ik — iy — i) + FiF; + FyF;
{ m s m R Io=m Io=m
5 (%’U Wi + V0" Ol + 00" Ol + 0 m%’) (B.2.7)

. . 1 _ 1 _
fgq)fgq)g 000 = —51/}j0'm1/}k (eAﬂ)é + 28m(1m Ez)) - §¢k0m¢j (eAi'U;% + 28m(1rn Ez))
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1 — 1 _
—51/}7;0'm'§bk (eAjU;?l + 28m(1m E])) — §¢k0m¢l (eAjv,’i + 28m(1m E]))

—%zﬁiam@z}j (earvin + 20, (Im Ey)) — %zﬁjam@z}i (earvin + 20, (Im Ey))

— (i) Fy — (bithw) F} — (Y500i) Fy;

— (i) B — (i) Fj — (159i) Fr (B.2.8)
oseiabel| = it + ittt + i

F oy + Yibidide + bRt (B.2.9)

Eingesetzt in (B.1.7) erhalten wir unter Ausnutzung von Symmetrien das Endresultat

_ 1
UleaVA+ S+ 5) = U eai DA

0090
+%Uij{ — 20™(Re E;)0m (Re Ej) + iv2e3 (10, — ,3%)
- % (eav™™ +20™(Im E;)) (epjvl + 20,,(Im E;))
— i (V0™ O + ;6™ Opl;) + 2F F* }
+5Usie] — 0™, (eaxvihs + 20, (I )
— (i) FY — () Fi }
%Uzjkl ViRl (B.2.10)

wobei U; die partielle Ableitung nach 2(Re E;) bezeichnet und iiber doppelt vorkommende
Indizes zu summieren ist.
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Anhang C

Eigenschaften der Massenmatrizen

C.1 Symmetrieeigenschaften

Wir betrachten die in Abschnitt 5.3 eingefiihrten Massenmatrizen

(M?)ij = Refapm”;mP”, (C.1.1)
1
(M%)Z] = Im fABmAimBj + —GAZ‘mA

5 (C.1.2)

J
wobei fap eine beziiglich ihrer Indizes symmetrische Funktion ist. Die Symmetrie von (M ?)
folgt unmittelbar aus der Symmetrie von fap:

A B

2 A B B . A B . A
(M?)i; = Re fapm”;m”; = Re fapm” ;m”; = Re fpam”;m”; = Re fapm™;m”;

= (M?); . (C.1.3)

Was die Symmetrie von (M%) betrifft, so machen wir die folgenden Beobachtungen: Der erste
Term in (C.1.2) ist fiir sich symmetrisch. Den zweiten Term wollen wir in einen symmetrischen
und einen antisymmetrischen Anteil spalten:

eaim®; = (eam™);¥™ + (eam™) " (C.1.4)

Betrachten wir nun die Lagrangedichte (5.2.25),

1 . . . .
Lm =7 /d29 { fap(2im®;®" — W) (2im®P ;07 — WP) + 2¢,4,@" (WA — im*;®7)} + h.c. ,
(C.1.5)
so wird wegen
eAimqu)iCI)j = (eAmA)f;’mq)iCI)j (C.1.6)

nur der symmetrische Anteil von (C.1.4) dazu beitragen. Wir wollen nun die Eichtransforma-
tionen (5.2.10),

ol i — Ly
2 (C.1.7)
WA —WwA 4 mA v,
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mit Y = —%DQDA" an der obigen Lagrangedichte ausfithren. Der erste Term der Lagrange-
dichte ist fiir sich eichinvariant. Der zweite fithrt uns auf eine totale Ableitung

2640 (WA — im™,87) — 264,(®" — %Yi)[(WA +mAYR) —imA (@7 - %w’)]
) y 1
= 2e4:(® — %YZ)[WA —im*; @7 — —m’yh)]
= 2e4;®' (W — im™,®7) + eam™ @Y — et V(WA — im#;Y7)
=24, ®'(W* — im™ ,®7) — ie Y WA
+ eqm™ (BYF — FYT) (C.1.8)

Der zweite Term aus (C.1.8) liefert zusammen mit seinem komplex konjugierten die totale Ab-
leitung. Wir sehen, dass die Eichinvarianz gesichert ist, wenn wir (M, %)m als den symmetrischen
Anteil von (C.1.2)
1
(MJ%)Z] = Im fABmAimBj + §€A(imAj) (0.1.9)
definieren, was mit der Beobachtung, dass nur dieser zur Lagrangedichte beitrigt, vertriaglich
ist.

Wir schlieBen die folgenden Bemerkungen an: Wihrend im Kontext der in dieser Arbeit
durchgefithrten Konstruktion der Lagrangedichte die Matrizen e 4; und mAj zunédchst nur als
Kopplungsmatrizen auftauchen, haben sie in der String-Theorie, aus der man das betrachtete
Modell durch Kaluza-Klein-Kompaktifizierung erhalten muss, eine tiefere physikalische Bedeu-
tung. Sie beschreiben dort sog. elektrische und magnetische Ladungen bei Anwesenheit von
Hintergrundfliissen. Die Bedingung

eaim™y, — eqpm®; =0 (C.1.10)

7

ist in der String-Theorie als "generalized tadpole condition” bekannt und taucht auch im Kon-
text der N = 2, D = 4 Supergravitation auf, wo sie als Folge der SUSY-Ward-Identitéit ange-
sehen werden kann [32, 33, 34]. In der N = 1 Supersymmetrie scheint es eine solche allgemeine
Bedingung nicht zu geben.

C.2 Inverse Matrizen
Wir wollen zun#chst die komplexe Linearkombination (6.2.18) der Massenmatrizen betrachten.
M = (M%) +i(M3); (C.2.1)
Das Inverse existiert und es laute
(M), =Re(M™1);; +dIm (M), (C.2.2)
Wir wollen die folgenden Bezeichnungen wihlen:
Rij:=Re(M™1);; (C.2.3)
Lij ==TIm (M 1), (C.2.4)
Die so definierten Matrizen unterliegen der folgenden Bedingung

0, = Mj;' Myx = (R+il);; (M® +iM7) = (RM? — IM7),, +i (IM® + RM3),, (C.2.5)

7 %
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Hieraus folgt
(RM?)ij = (IMZ)ir, + 6, und  (IM?)y, = —(RMF)ik (C.2.6)
Wir betrachten nun die in (6.2.51) aufgetretene Matrix
{Re (M) [Tm (M) 75 [Im (M) 7], "Re (M1 uRe (M 1),5Re facRe fepm©m®
+ Re (M_l)ine facRe fBDmCiij + Re fAB} (C.2.7)
und zeigen, dass ihr Inverses durch
Re f7PA — Re (M~ 1) y,mPmA, (C.2.8)
gegeben ist, wie in Abschnitt 6.2.5 behauptet.
{Ref—lEA _ RtumEthu}
< { R[5 R RyoRe facRe fppmCmP, + RijRe facRe fppmm?; + Re fap |
= 05 + Rij [ I, Ry Ry Re fppm® m”; + RijRe fppm®;m”,;
— Ry I, Ry Rys RuRe facm™ ,m© Re fppm® m”,
— RijRuRe facm”,m® Re fBDijmEt — Ry Re fapm™,mF,
= 05 + Rij [, I, Ry Ry sRe fppm® m®; — Rij I Ry Ry Ry (M?) i Re fppm® m”,
— Rij Ry (M?),iRe fBDijmEt
= 05 + Rij [ I, Ry Ry Re fppm” m”,
— Rij L 1 Ry Ry (I (M2)1 + Oru)Re fppm® m®, — RijRiu(M?)yiRe fepm® ;m®,
=65 — RijI;' Ryu Ry s (M7) juRe fppm®” m”, — Rij Ry (M?)yiRe fppm”,;m”,
— 55
q.e.d.

Dabei haben wir von den Definitionen der Massen (C.1.1) und (C.1.2), sowie von (C.2.6) Ge-
brauch gemacht.
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Anhang D

Nichtabelsche Supersymmetrie

Mit der Transformation (2.5.3) haben wir die supersymmetrische Erweiterung der U(1)-Eich-
transformationen kennengelernt. Wir wollen nun die Verallgemeinerung der Supersymmetrie zu
einer nichtabelschen Eichtheorie, d.h. eine supersymmetrische Yang-Mills-Theorie, vorstellen [2,
3, 16]. Wir betrachten ein chirales Superfeld ®, das sich in einer (irreduziblen) Darstellung einer
nicht-abelschen Gruppe G transformiert. Die Darstellung sei durch einen Satz von Matrizen ¢,
gegeben, d.h.

[taﬂtb] = Z'fabctc ) (Dl)

wobei f,, ¢ die total antisymmetrischen Strukturkonstanten von G sind. Unter einer Eichtrans-
formation verhélt sich ® wie folgt

b — &' = exp(—2igt,A*)P , (D.2)
mit chiralen Superfeldern A®. Fiir das antichirale Superfeld ® gilt dann
d — & = Pexp(2igt,A?) . (D.3)
Eine eichinvariante Kombination chiraler Superfelder ist dann
D exp(2g9t, V)P | (D.4)

wobei die V* Vektorsuperfelder sind. Die Eichinvarianz von (D.4) ist gesichert, wenn fiir die
Vektorsuperfelder V¢ gilt

exp(V') = exp(—iA) exp(V) exp(il) , (D.5)

wobei wir die Abkiirzungen
A =29\, , V =29V, (D.6)

eingefithrt haben. V’ lisst sich stets in der Form V' = 2gV'%, schreiben. Eine eichinvariante
Lagrangedichte fiir chirale Materiefelder ist mit

Lo = / d*0 eV @ (D.7)

gewonnen.
Fiir die Vektorsuperfelder V' lassen sich Feldstéirken konstruieren. Sie lauten

1 - _
W, = 2—DDe_VDaeV (D.8)
g
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und transformieren sich wie folgt:

Wy — W = e AW, et (D.9)
Eine eichinvariante Wirkung fiir die Vektorsuperfelder ist durch

1

Ly = —
V'~ 64

/ d*0 Tr(W*W,) + h.c. (D.10)

gegeben.
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