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A.7 Quaternionische Kählermannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . . 77
A.8 Holonomiegruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
A.9 Eigenschaften quaternionischer Kählermannigfaltigkeiten . . . . . 82
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Grundlagen der Stringtheorie

Die Stringtheorie [1–3] geht von der Annahme aus, daß nicht Punktteilchen, son-
dern eindimensional ausgedehnte Objekte (die Strings) die fundamentalen Kon-
stituenten der Materie sind.

Während seiner Bewegung in der Zeit füllt ein String eine (1+1)-dimensionale
Weltfläche M aus, die in einen höherdimensionalen Zielraum eingebettet ist, im
einfachsten Fall in einen D-dimensionalen Minkowskiraum.

In Analogie zum relativistischen Punktteilchen, das sich auf Weltlinien ex-
tremaler Länge bewegt, wird vom relativistischen String gefordert, daß er das
Volumen seiner Weltfläche extremalisiert. Für den bosonischen String erhält man
damit folgende Wirkung

S = − 1

4πα′

∫

M

dτdσ
√−γγabηµν∂aX

µ∂bX
ν . (1.1)

Hierbei sind τ und σ Koordinaten auf der Weltfläche M , (∂1 =
∂
∂τ
) und (∂2 =

∂
∂σ
)

die entsprechenden partiellen Ableitungen, die X µ(τ, σ) beschreiben die Einbet-
tung von M in den (D-dimensionalen) Minkowskiraum mit Metrik ηµν . Auf der
Weltfläche wird eine Metrik γab definiert, γ

ab ist ihre Inverse, γ ihre Determinan-
te. Schließlich ist α ′ eine Konstante der Massendimension -2, die benötigt wird,
um die Wirkung dimensionslos zu machen1.

Durch Variation der obigen Wirkung nach der Weltflächenmetrik (γab) erhält
man die algebraische Bewegungsgleichung

√−γγab =
√
−hhab, (1.2)

wobei hab die durch die Einbettung in den Minkowskiraum auf der Weltfläche
induzierte Metrik

hab = ηµν∂aX
µ∂bX

ν (1.3)

1In der gesamten Arbeit werden Einheiten verwandt, in denen c = ~ = 1 gilt.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

und h ihre Determinante bezeichnet. Setzt man (1.2) und (1.3) in (1.1) ein, findet
man

S ′ = − 1

2πα′

∫

M

√
−h = − 1

2πα′Vol(M) . (1.4)

Die Störungsentwicklung eines wechselwirkenden Strings erhält man durch
die Summation über die Topologien der Weltfläche. Die Korrelationsfunktionen
werden durch das Pfadintegral

< . . . >=
∑

Topologien

∫

M

DXDh . . . e−S (1.5)

berechnet, wobei . . . die interessierende Operatoreinsetzung bezeichnet. In Ab-
bildung 1.1 sind die ersten beiden Terme der Störungsreihe der Stringzweipunkt-
funktion für eine Theorie geschlossener Strings dargestellt.

Abbildung 1.1: Die ersten beiden Terme in der topologischen Entwicklung der
Stringzweipunktfunktion.

Die Wirkung (1.1) zeigt, daß die Bewegung eines Strings in einem D-dimen-
sionalen Minkowskiraum durch eine zweidimensionale Quantenfeldtheorie mit D
Skalarfeldern beschrieben wird.

Die Berechnung einer Stringamplitude besteht aus zwei Entwicklungen. Zum
einen wird sie gemäß (1.5) in Schleifen entwickelt, zum anderen muß der Beitrag
zu jeder Schleifenordnung in der durch (1.1) gegebenen Quantenfeldtheorie auf der
Weltfläche (bestimmter Topologie) berechnet werden, wobei dies i.A. wiederum
nur störungstheoretisch möglich ist.

Das Spektrum der zweidimensionalen Theorie gliedert sich in Darstellungen
der D-dimensionalen Poincarégruppe. Für die bosonische Stringtheorie enthält
das Spektrum ein Tachyon2. Um diese Inkonsistenz zu vermeiden, ist es not-
wendig, die zweidimensionale Weltflächentheorie durch Fermionen zu ergänzen,
die mit den Bosonen Supersymmetriemultipletts bilden. Damit die Amplituden
(1.5) als unitäre Streuamplituden in der Raumzeit aufgefaßt werden können,
muß die Theorie auf der Weltfläche (super)-konform invariant sein. Hieraus folgt
insbesondere, daß die Dimension der Raumzeit, in der sich ein String bewe-
gen kann, höchstens zehn sein darf. Im zehndimensionalen Minkowskiraum er-
geben sich für Theorien geschlossener Strings folgende Möglichkeiten: die IIA

2Ein Tachyon ist ein Teilchen negativen Massenquadrats.



1.1. GRUNDLAGEN DER STRINGTHEORIE 3

und die IIB Stringtheorie, in denen rechts- und linkslaufende Weltflächenfermio-
nen auftreten, sowie den E8×E8, und den SO(32)-heterotischen String. Letz-
tere besitzen nur in eine Richtung laufende Weltflächenfermionen. Alle diese
Theorien haben Raumzeit-Spektren, die sich in Multipletts der zehndimensio-
nalen Supergravitation ordnen. Dabei sind die Typ II Strings invariant unter
32 Superladungen. In ihrem Raumzeitspektrum finden sich jeweils zwei Gravi-
tini, die im Fall des IIB Strings gleiche, im Fall des IIA Strings unterschied-
liche Chiralität haben. Da die Weltfläche der betrachteten Stringtheorien ge-
schlossen ist, müssen Randbedingungen gestellt werden. Bosonische Felder auf
der Weltfläche müssen periodisch sein3. Für die Weltflächenfermionen hingegen
gibt es zwei Möglichkeiten: entweder sind sie periodisch (Ramond Randbedingun-
gen), diese entsprechen Raumzeit-Fermionen, oder antiperiodisch (Neveu-Schwarz
Randbedingungen), diese entsprechen Raumzeit-Bosonen. Die Raumzeitzustände
sind Tensorprodukte aus den Zuständen der rechts- und linkslaufenden Sektoren,
weshalb Raumzeitbosonen entweder aus dem Ramond-Ramond- (RR) oder dem
Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz- (NSNS) Sektor stammen können. Die heteroti-
schen Strings sind invariant unter 16 Superladungen; in ihrem Raumzeitspektrum
findet sich ein Gravitino und ein Multiplett von Gaugini, das die adjungierte Dar-
stellung der jeweiligen Eichgruppe bildet.

Die masselosen bosonischen Zustände dieser Theorien sind in Tabelle 1.1 zu-
sammengefaßt. Dabei ist gµν symmetrisch, alle anderen Felder mit mehreren Indi-

Theorie bosonisches Spektrum
NS-NS gµν , Bµν , φIIA
R-R Aµ, Cµνρ

NS-NS gµν , B
1
µν , φIIB

R-R l, B2
µν , C

∗
µνρσ

Heterotisch gµν , Bµν , φ, A
a
µ

Tabelle 1.1: Die masselosen bosonischen Spektren der konsistenten Theorien ge-
schlossener Strings

zes sind vollständig antisymmetrisch; es handelt sich um p-Form Eichfelder. Der
∗ an der im IIB-Spektrum auftretenden Vierform deutet an, daß nur der selbst-
duale Anteil ihrer Feldstärke dynamisch ist. Die Vektoren in den heterotischen
Theorien bilden die adjungierte Darstellung der jeweiligen Eichgruppe.

Jede dieser Theorien enthält in ihrem Spektrum einen Skalar φ, das Dila-
ton, ein Zweiformfeld Bµν , sowie ein symmetrisches Tensorfeld gµν , das Graviton.
Dieses koppelt bei niedrigen Energien wie der metrische Tensor der allgemeinen
Relativitätstheorie. Jede der konsistenten Theorien geschlossener Strings enthält
also eine Quantentheorie der Gravitation.

Zusätzlich zu den masselosen Anregungen enthält das Spektrum jeder String-
theorie noch unendlich viele massive Moden, welche in Einheiten der Planckmasse

3Sie führen nicht zu masselosen Bosonen im Raumzeitspektrum.
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quantisiert sind.
Eine Theorie, in der die Raumzeit durch den zehndimensionalen Minkowski-

raum beschrieben wird, ist phänomenologisch ausgeschlossen. Die Wirkung (1.1),
die einen String in zehn flachen Dimensionen beschreibt, stellt allerdings nur die
einfachste Möglichkeit zur Konstruktion einer Stringtheorie dar.

Statt die Propagation eines Strings im flachen Raum zu untersuchen, kann
man folgende Verallgemeinerung von (1.1) betrachten4 [4] (d2σ = dτdσ):

S = − 1

4πα′

∫

M

d2σ
√−γ

{(
γabGµν(X) + εabBµν(X)

)
∂aX

µ∂bX
ν + α′Φ(X)R

}
.

(1.6)

Diese Wirkung beschreibt die Bewegung eines Strings im Hintergrund eines sym-
metrischen Tensorfeldes, der Metrik Gµν(X) der Raumzeit, eines antisymme-
trischen Tensorfeldes Bµν(X) und eines Skalarfeldes Φ(X). Diese Felder sind
kohärente Zustände derjenigen masselosen Moden, die in jeder der Theorien ge-
schlossener Strings auftreten (Tabelle 1.1). Im Folgenden werden Hintergründe
betrachtet, in denen Bµν(X) verschwindet und Φ(X) = Φ0 konstant ist. Da das
Integral über den Ricciskalar in zwei Dimensionen eine topologische Invariante,
die Eulercharakteristik χ der Weltfläche M , ist, enthält die Wirkung (1.6) einen
Term

Φ0

4π

∫

M

d2σ
√−γR = Φ0χ . (1.7)

Die Summe über Topologien in (1.5) ist in den Theorien geschlossener Strings
eine Summe über Riemannsche Flächen verschiedener Genera g. Für diese gilt
χ = 2(g − 1) und man findet

< . . . >= e−2Φ0

∞∑

g=0

(e2Φ0)
g
∫

M

DXDγ . . . e−S , (1.8)

wobei S die Wirkung (1.6) ohne den Term (1.7) ist. Da g die Anzahl der Schleifen
eines Stringgraphen zählt, sagt die obige Gleichung, daß die Stringstörungstheorie
eine Entwicklung in der Stringkopplungskonstanten

gs ..= eΦ0 (1.9)

ist5.
Ein phänomenologisch ernstzunehmendes Szenario erhält man, wenn man

Strings untersucht, die sich in einer Raumzeit bewegen, die das Produkt aus
einem vierdimensionalen Minkowskiraum und einer kompakten Mannigfaltigkeit

4Wie zu (1.1) muß auch zu dieser Wirkung ein fermionischer Sektor addiert werden, um eine
konsistente Theorie zu erhalten.

5Nicht e2Φ0 , da eine Schleife die Emission und nachfolgende Reabsorption eines Strings
beschreibt.
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ist, deren charakteristische Skala klein genug ist, um bisher experimentell nicht
aufgelöst worden zu sein.

Da (1.8) nur dann unitäre Raumzeitamplituden liefert, wenn (1.6) zu einer
konform invarianten Quantentheorie führt, sind die möglichen Hintergrundmetri-
ken eingeschränkt. Diese wirken in (1.6) als Kopplungsfunktionen der Skalare;
notwendig für konforme Invarianz ist daher, daß ihr β-Funktional verschwindet.
Dies kann störungstheoretisch in der Weltflächentheorie berechnet werden. Die
Kopplungskonstante der Weltflächentheorie ist

√
α′. Ihr Wert kann allerdings

durch eine Skalierung der Hintergrundmetrik geändert werden, so daß der dimen-

sionslose Entwicklungsparameter durch
√
α′

R
gegeben ist, wobei R die charakte-

ristische Skala der kompakten Mannigfaltigkeit ist. Eine große Mannigfaltigkeit
entspricht damit kleiner Kopplung auf der Weltfläche. In niedrigster Ordnung
erhält man die Bedingung, daß die kompakte Mannigfaltigkeit sechsdimensional
und Ricci-flach sein muß. In höheren Ordnungen wird die zweite Bedingung mo-
difiziert: Ricci-flache Hintergründe sind nur im Limes großen Volumens der kom-
pakten Mannigfaltigkeit Lösungen der Bewegungsgleichungen.

1.2 Niederenergie Effektive Wirkungen

Die massiven Moden eines Strings können bei den experimentell zur Verfügung
stehenden Energien nicht angeregt werden. Ebenso reichen diese Energien nicht
aus, um die eindimensionale Struktur des Strings aufzulösen. Stringtheorie wird
bei niedrigen Energien also durch eine effektive Quantenfeldtheorie der masselosen
Anregungen beschrieben. Die massiven Moden des Strings manifestieren sich in
dieser Theorie als effektive Wechselwirkungen der masselosen Moden, die durch
das Umlaufen ersterer in den Schleifen entstehen. Die effektive Wirkung einer
Stringtheorie ist definiert als die Wirkung, deren klassische Streuamplituden die
S-Matrix-Elemente der masselosen Anregungen der Stringtheorie reproduziert.6

Die effektive Wirkung [5] ist, entsprechend den S-Matrix-Elementen, gegeben als
eine Reihe sowohl in der Stringkopplungskonstanten, als auch in der Weltflächen-
kopplungskonstanten. Für die experimentell zugänglichen Energien E ist aber die
Entwicklung im kleinen Parameter E

MPl
von Interesse. Da jede Raumzeitableitung

gerade einen solchen Faktor zur Wirkung beiträgt, werden die Streuamplituden
der masselosen Zustände durch die ersten Terme der Entwicklung der effektiven
Wirkung in der Anzahl von Ableitungen gut approximiert. Diesen Anteil der ef-
fektiven Wirkung nennt man die Niederenergie-Effektive-Wirkung (NEW). Da
die Entwicklung in die Anzahl der Ableitungen weder der Entwicklung in String-
noch der in Weltflächenschleifen entspricht, ist auch die NEW als eine Reihe in
den entsprechenden Kopplungskonstanten gegeben.

Die NEWen der in Abschnitt 1.1 besprochenen Theorien geschlossener Strings
sind (zu niedrigster Ordnung in Raumzeit und Weltfläche) gegeben durch die
IIA, bzw. IIB Supergravitation (für die entsprechenden Stringtheorien), sowie

6Die effektive Wirkung ist klassisch. Die von ihr reproduzierten S-Matrix-Elemente der
Stringtheorie enthalten Quantenkorrekturen.
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die zehndimensionale Supergravitation mit 16 Superladungen, gekoppelt an ei-
ne (SO(32) oder E8×E8) Super-Yang-Mills-Theorie (heterotischer String). Das
Spektrum der IIA-Supergravitation enthält neben den in Tabelle 1.1 angegebe-
nen Bosonen noch zwei Majorana-Weyl-Spinoren (λi) und zwei Gravitini (Ψi

µ)
jeweils entgegengesetzter Chiralität. Das fermionische Spektrum der IIB Super-
gravitation besteht aus den gleichen Feldern, mit jeweils identischer Chiralit ät; in
den Niederenergietheorien der heterotischen Stringtheorien tritt einer der Spino-
ren und ein Gravitino auf, sowie ein Multiplett von Gaugini, das die adjungierte
Darstellung der jeweiligen Eichgruppe bildet.

Der Teil der Wirkung der IIA Supergravitation, der nur die bosonischen Felder
(vgl. Tabelle 1.1) enthält, ist gegeben durch [3]

SIIA = SNSNS + SRR + SCS ,

SNSNS = − 1

2κ2
10

∫
d10x

√−ge−2Φ
(
R− 4∂µΦ∂

µΦ +
1

12
HµνρH

µνρ
)
,

SRR = − 1

4κ2
10

∫
d10x

√−g
(1
4
FµνF

µν +
1

24
F̃µνρσF̃

µνρσ
)
,

SCS = − 1

4κ2
10

∫
d10x

1

2!4!4!
εµ1µ2...µ10Bµ1µ2

Fµ3µ4µ5µ6
Fµ7µ8µ9µ10

, (1.10)

wobei Fµν bzw. Fµνρσ die Feldstärken der Eins- bzw. Dreiform aus dem RR-Sektor
bezeichnen. Hµνρ ist die Feldstärke der NSNS Zweiform, und F̃ ist gegeben durch

F̃µνρσ = ∂[µCνρσ] −A[µCνρσ] . (1.11)

Aus der Forderung, daß diese Wirkung die klassischen S-Matrix-Elemente der IIA
Stringtheorie reproduzieren muß, folgt die Beziehung

κ2
10 ∝ (α′)4e2Φ0 . (1.12)

Wie man die Proportionalitätskonstante fixieren kann, wird in [6] diskutiert.
Da die Streuamplituden der Stringtheorie i.A. nicht zu allen Ordnungen der

Störungstheorie (weder in der Raumzeit, noch auf der Weltfläche) bekannt sind,
kann man i.A. auch die effektive Wirkung nicht exakt bestimmen. Allerdings
sind die Terme mit bis zu zwei Ableitungen durch Symmetrien oft so stark einge-
schränkt, daß die NEW berechnet werden kann. Dies ist der Grund für das große
Interesse an Stringtheorien mit N = 2 Supersymmetrie in vier Dimensionen [7].
In Theorien mit einer höheren Anzahl von Superladungen gelten Nichtrenormie-
rungstheoreme, sie sind durch ihre klassischen Wirkungen exakt bestimmt [8, 9].
Theorien mit weniger Superladungen werden untersucht, lassen aber i.A. zu viele
Möglichkeiten für Quantenkorrekturen, so daß diese mit den heute zur Verfügung
stehenden Techniken nicht bestimmt werden können. Theorien mit N=2 Super-
symmetrie hingegen erhalten Quantenkorrekturen, schränken sie aber so stark ein,
daß die realistische Hoffnung besteht, sie berechnen zu können. Allerdings schei-
nen sie, da in ihnen keine chiralen Fermionen auftreten können, phänomenologisch
von eingeschränktem Interesse zu sein. Ihre Untersuchung soll das Verständnis
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möglicher Quantenkorrekturen der Stringtheorie erweitern und dient der Vorbe-
reitung des Studiums realistischerer Theorien mit N = 1 Supersymmetrie.

Diesem Aspekt der Stringtheorie ist die vorliegende Arbeit gewidmet. Nach-
dem das Interesse an diesem Untersuchungsgegenstand begründet wurde, dient
der Rest der Einleitung dazu, die grundlegenden Eigenschaften dieser Theorien
anzugeben, sowie das detaillierte Szenario meiner Untersuchung vorzustellen.

1.3 N = 2 Supergravitation

Die N = 2 Supersymmetriealgebra in vier Dimensionen lautet [10]:

{Qi
α , Q̄

β
j } = 2σµ

α
βPµδ

i
j ,

{Qi
α , Q

j
β} = εαβε

ijZ , {Q̄α
i , Q̄

β
j } = εαβεijZ̄ .

α, β = 1, 2 ; i, j = 1, 2 . (1.13)

DieQi
α sind die Generatoren der Supersymmetrietransformationen, sie sind Weyl-

spinoren, α, β bezeichnen ihre Spinorindizes, die i, j unterscheiden die beiden Su-
persymmetrien. Die Qi

α und die Q̄β
j bilden zusammen acht fermionischen Gene-

ratoren dieser Algebra. Eine N =2 supersymmetrische Theorie ist also invariant
unter acht Superladungen. Die Pµ sind die Generatoren der Translationen der
Poincarégruppe, ε ist der vollständig antisymmetrische Tensor in zwei Dimensio-
nen (A.59), und Z ein Generator, der mit allen anderen Generatoren der Algebra
vertauscht, die zentrale Ladung. Weiterhin vertauschen die Qi

α’s mit den Pµ, ihre
Kommutatoren mit den Generatoren der Lorentztransformationen entsprechen
ihrem Transformationsverhalten als Spinoren.

Die masselosen Darstellungen dieser Algebra erhält man, indem man sie in ein
System transformiert, in dem der Impulsgenerator die Form P = (−E, 0, 0, E)
hat und aus den Q’s Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren konstruiert. Dieses
Verfahren ist ausführlich in [10] beschrieben.

Die für die NEWen der Typ II Stringtheorien relevanten masselosen Multi-
pletts sind:

1. Das Supergravitationsmultiplett. Es besteht aus dem Spin 2 Graviton, zwei
Spin 3/2 Gravitini und einem Spin 1 Graviphoton.

2. Das Vektormultiplett [11]. Es besteht aus einem Vektor, zwei Weyl-Fermio-
nen und einem komplexen Skalar.

3. Das Vektor-Tensor-Multiplett [12–14]. Es besteht aus einem antisymmetri-
schen Tensor zweiter Stufe, einem Vektor, zwei Weyl-Fermionen und einem
reellen Skalar.

4. Das Hypermultiplett [15]. Es besteht aus zwei Weyl-Fermionen und vier
reellen Skalaren.

5. Das Tensormultiplett [16]. Es besteht aus einem antisymmetrischen Tensor
zweiter Stufe, zwei Weyl-Fermionen und drei reellen Skalaren.
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6. Das Doppel-Tensor-Multiplett7. Es besteht aus zwei antisymmetrischen Ten-
soren zweiter Stufe, zwei Weyl-Fermionen und zwei reellen Skalaren.

In vier Dimensionen hat ein antisymmetrischer Tensor nur einen dynamischen
Freiheitsgrad und kann zu einem Skalar dualisiert werden. Das Vektor-Tensor-
Multiplett ist dual zum Vektormultiplett, das Tensor- und das Doppel-Tensor-
Multiplett sind dual zum Hypermultiplett. Die explizite Durchf ührung der Dua-
lisierung wird in Abschnitt 2.2 beschrieben.

Durch die Supersymmetrie sind die Kopplungskonstanten von Bosonen und
Fermionen voneinander abhängig. Man kann die Kopplungen der Fermionen stets
aus denen der Bosonen rekonstruieren, weshalb in dieser Arbeit grundsätzlich nur
die bosonischen Anteile der Wirkungen untersucht werden.

Die kinetischen Terme der Skalare in supersymmetrischen Theorien sind durch
nichtlineare σ-Modelle [17] gegeben. Dies bedeutet, daß man die Skalare φa als
Abbildungen der Raumzeit in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit Metrik
h auffassen kann. Diese Abbildung induziert eine Metrik h∗ in der Raumzeit; die
Lagrangedichte der Skalare ist gegeben durch die Spur dieser Metrik

SSkalare = −
∫

d4x
√−gh∗µ

µ = −
∫

d4x
√−ghab

∂φa

∂xµ

∂φb

∂xµ
. (1.14)

Aufgrund der oben beschriebenen Dualitäten kann man annehmen, daß alle
Skalare entweder in Vektor- oder in Hypermultipletts sitzen. Die Geometrie ihrer
Kopplungen ist durch Supersymmetrie stark eingeschränkt. Zum einen können
Vektormultipletts nicht an neutrale Hypermultipletts koppeln [18]. Da in dieser
Arbeit keine geladenen Hypermultipletts betrachtet werden, bedeutet dies, daß
die Zielraum-Mannigfaltigkeit des σ-Modelles faktorisiert:

MN=2 = MV ⊗MH . (1.15)

Zum anderen sind auch die Geometrien der beiden Faktoren eingeschränkt: MV

ist eine spezielle Kählermannigfaltigkeit [19], MH ist eine quaternionische Man-
nigfaltigkeit mit skalarer Krümmung [20]

R = −8n(n + 2) , (1.16)

wobei n die Zahl der Hypermultipletts ist. Die spezielle K ählergeometrie wird
in Abschnitt 3.2 beschrieben. Eine Einführung in die quaternionische Geometrie
findet sich in Anhang A.

1.4 Calabi-Yau Kompaktifizierungen

Nun ist zu untersuchen, welche Stringtheorien vierdimensionale N=2 Supergra-
vitation als ihre Niederenergiewirkung haben. In Abschnitt 1.1 wurden die kon-
sistenten Theorien geschlossener Superstrings in zehn Dimensionen vorgestellt

7Es ist noch keine off-shell Darstellung dieses Multipletts gefunden worden.
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und es wurde angegeben, daß diese in unter entweder 32 oder 16 Superladun-
gen invariant sind. Außerdem wurde gezeigt, daß sich aus ihnen vierdimensionale
Stringtheorien konstruieren lassen, indem man die Strings in einer Raumzeit pro-
pagieren läßt, die das Produkt eines vierdimensionalen Minkowskiraumes M4

und einer sechsdimensionalen Ricci-flachen kompakten Mannigfaltigkeit K 6 ist.
Die Forderung nach einer bestimmten Anzahl von Superladungen in vier Dimen-
sionen bedeutet eine zusätzliche Bedingung an die kompakte Mannigfaltigkeit,
die in diesem Abschnitt hergeleitet wird.

Zu niedrigster Ordnung in der (Raumzeit) Störungstheorie erhält man die
vierdimensionale NEW durch dimensionale Reduktion der zehndimensionalen.
Dieses Verfahren ist ein Grenzfall der Kaluza-Klein-Reduktion, die nun vorge-
stellt wird. Es entspricht der aus dem Standardmodell bekannten spontanen
Symmetriebrechung, angewandt auf Theorien, die Gravitation beinhalten; in Ana-
logie spricht man auch von spontaner Kompaktifizierung. Im Standardmodell ent-
wickelt man die Theorie nicht um die klassische Lösung, in der alle Felder ver-
schwinden, sondern um eine klassische Lösung mit nichtverschwindendem Higgs-
feld. Dadurch wird die SU(2) × U(1)Y auf die U(1)em gebrochen; das störungs-
theoretische Spektrum enthält statt masseloser massive Eichbosonen.

Bei der Kaluza-Klein-Reduktion von Gravitationstheorien [21] betrachtet man
die Entwicklung um klassische Lösungen, die nicht maximal symmetrisch sind.
Im hier betrachteten Fall um M4 ×K6 statt um M10

8.

Die so erhaltene Störungstheorie ist nicht unter der zehndimensionalen Lo-
rentzgruppe invariant. Um das Spektrum der vierdimensionalen Theorie zu be-
stimmen, betrachtet man kleine Fluktuationen um den Grundzustand und be-
stimmt ihre Bewegungsgleichungen bis zur linearen Ordnung. Man erhält, da K6

kompakt ist, eine endliche Anzahl masseloser Zustände, sowie unendlich viele
massive Zustände, deren Massen in Einheiten der inversen Skala von K6 quan-
tisiert sind. Betrachtet man nun den Limes, in dem die Skala der kompakten
Mannigfaltigkeit gegen Null geht, so erhält man eine vierdimensionale Theorie,
in der nur noch die masselosen Felder auftreten. Dies ist der Limes dimensionaler
Reduktion.

Masselose Skalare tauchen immer dann in Kaluza-Klein-Reduktionen auf,
wenn der betrachtete Hintergrund einer kontinuierlichen Familie angehört. In
diesem Fall gibt es einen benachbarten Hintergrund gleicher Energie, so daß in
dieser Richtung das Potential für die Fluktuationen verschwindet. Diese masse-
losen Skalare entsprechen den Goldstone-Bosonen spontan gebrochener globaler
Symmetrien. Man bezeichnet sie als die Moduli der betrachteten Familie von
Hintergründen. So tritt z.B. in jeder Kompaktifizierung auf einem Kreis ein mas-
seloser Skalar auf; der entsprechende Modulus des Kreises ist sein Radius.

Explizit wird nun das Beispiel der Kompaktifizierung der IIA Supergravitation
auf einer Mannigfaltigkeit der Form M4 ×K6 beschrieben. Die Koordinaten der

8Es ist auch möglich, weiteren Feldern, z.B. dem antisymmetrischen Tensor der IIA Super-
gravitation, nichtverschwindende Vakuumerwartungswerte zu geben. Hier wird aber nur die
einfachste Möglichkeit beschrieben. Fermionfelder müssen im Grundzustand immer verschwin-
den.
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kompakten Mannigfaltigkeit werden mit ym (m = 1, . . . , 6), die des Minkowski-
raumes mit xµ (µ = 1, . . . , 4) und die der zehndimensionalen Mannigfaltigkeit
mit XM (M = 1, . . . , 10) bezeichnet. Der betrachtete Grundzustand ist gegeben
durch

gMN =

(
ηµν 0
0 Gmn

)
, Φ = Φ0 , (1.17)

wobei ηµν die Metrik des vierdimensionalen Minkowskiraumes ist. Alle anderen
Felder verschwinden. Dies ist eine Lösung der IIA Supergravitation (1.10), wenn
Gmn Ricci-flach ist9.

Wie bestimmt man nun die zusätzlichen Bedingungen an K6, die aus der For-
derung erhaltener Superladungen in vier Dimensionen folgen? Im betrachteten
Hintergrund verschwinden die Erwartungswerte der Fermionen. Ihre Supersym-
metrietransformationen sind gegeben durch δΨ={Q , Ψ}, wobei Q eine Superla-
dung und Ψ das betrachtete Fermionfeld bezeichnen. Ein Hintergrund ist genau
dann invariant unter einer Supersymmetrietransformation, wenn die Vakuumer-
wartungswerte der Supersymmetrietransformationen der Fermionen verschwin-
den10.

Die Supersymmetrietransformationen der Spinoren (λi) der IIA Supergra-
vitation verschwinden im Hintergrund (1.17), die der beiden Gravitini (Ψ i

µ) lauten
(die Klammern < . . . > bedeuten, daß der Ausdruck . . . im betrachteten Grund-
zustand ausgewertet wird):

< δΨi
M > = < DMηi >

!
= 0 , (1.18)

wobei ηi die Parameter der Supersymmetrietransformationen sind; die kovariante
Ableitung DM wird mit der Spinkonnexion gebildet.

Um (1.18) zu lösen, macht man den Ansatz

ηi(x, y) = ηi4(x)ε(y) , (1.19)

wobei die ηi
4(x) zwei vierkomponentige Spinoren auf M4 sind und ε(y) ein vier-

komponentiger Spinor auf K6 ist. Die Gleichung (1.18) zerfällt nun in

< Dµη
i
4(x) > = 0, < Dmε(y) > = 0 . (1.20)

Die erste Gleichung ist im Minkowskiraum für jeden konstanten Spinor erfüllt.
Die zweite Gleichung stellt die gesuchte Bedingung an K6 dar. Ein Hintergrund
der Form (1.17) führt zu Supersymmetrie in der vierdimensionalen Theorie, wenn
die kompakte Mannigfaltigkeit kovariant konstante Spinoren zuläßt. Solche Spi-

9Dies war zu erwarten, da in diesem Limes die α′-Korrekturen der Stringtheorie ver-
nachlässigt werden.

10Die Vakuumerwartungswerte der Supersymmetrietransformationen der Bosonen verschwin-
den, da sie fermionisch sind
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noren nennt man Killing-Spinoren11. Hat die interne Mannigfaltigkeit gerade n
Killing-Spinoren, so folgt aus (1.19), daß die vierdimensionale Theorie unter 8n
Superladungen invariant ist. Um eine N = 2 Supergravitation zu erhalten, muß
K6 also genau einen Killing-Spinor besitzen.

Ist ein Spinor auf K6 kovariant konstant, so folgt die Integrabilitätsbedingung

[Dm , Dn ] ε(y) = 0 , =⇒ RmnrsΓ
rsε(y) = 0 (1.21)

(Γρσ sind die Erzeugenden der Spinordarstellung von so(6)). Dies bedeutet, daß
eine Projektion des Riemanntensors der Mannigfaltigkeit verschwinden muß, also
ihre Holonomiegruppe eingeschränkt ist. Im vorliegenden Fall findet man, daß ihre
Holonomiegruppe SU(3) sein muß [22, 23], K6 also eine Calabi-Yau Mannigfal-
tigkeit ist. Holonomiegruppen und Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten werden in den
Abschnitten A.8 und A.5 des Anhangs eingeführt. Einführungen in Stringtheorie
auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten findet man in [1, 24, 25].

In der IIB Theorie treten ebenfalls zwei Gravitini auf. Der Unterschied zur
IIA Theorie besteht darin, daß sie in zehn Dimensionen die gleiche Chiralit ät
haben. Da die Chiralität der Gravitini in die obige Argumentation nicht ein-
geht, ist sie auch für diese Theorie gültig. Damit hat auch die IIB Stringtheorie,
kompaktifiziert auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit, vierdimensionale N = 2
Supergravitation als ihren Niederenergielimes.

Anders liegt der Fall bei der heterotischen Stringtheorie. Ihr zehndimensiona-
les Spektrum enthält nur ein Gravitino. Nach (1.19) bedeutet dies, daß sie in vier
Dimensionen zu einer N=2 Supergravitation führt, wenn sie auf einer Mannigfal-
tigkeit mit zwei Killing-Spinoren kompaktifiziert wird. Solche Mannigfaltigkeiten
haben SU(2)-Holonomie. Das einfachste Beispiel ist gegeben durch das Produkt
der einzigen vierdimensionalen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit, der K3, und einem
Zwei-Torus T 2.

Nun muß das Spektrum der vierdimensionalen Theorie bestimmt werden (ich
folge der Darstellung in [27]). Dazu ordnet man zuerst die Felder der zehndi-
mensionalen Theorie in Darstellungen der vierdimensionalen Poincarégruppe. Da
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten komplex sind, werden statt der Koordinaten ym

nun zi, z̄ ī (i, ī = 1, . . . , 3) benutzt (vgl. (A.19)). Man findet (Felder, die durch
komplexe Konjugation miteinander verbunden sind, werden nicht aufgeführt, so
findet man gij in der Liste, nicht aber gīj̄) im NSNS-Sektor:

Φ =⇒ Φ,

gMN =⇒ gij, gij̄, giµ, gµν ,

BMN =⇒ Bij , Bij̄ , Biµ, Bµν ,

11Killing-Spinoren entsprechen Killing-Vektoren in der folgenden Weise. Der Energie-Impuls-
Tensor Tµν einer an Gravitation gekoppelten Theorie ist gegeben durch die Ableitung ihrer
Lagrangedichte nach der Metrik. Er ist i.A. nur kovariant erhalten. Besitzt die betrachtete
Raumzeit einen Killing-Vektor (ξµ), so ist ξµTµν ein erhaltener Strom. Betrachtet man eine
an Supergravitation gekoppelte Theorie, so kann man auch die Variation der Wirkung nach
den Gravitini betrachten. Der so erhaltene Strom ist wiederum kovariant konstant und seine
Kontraktion mit einem Killing-Spinor liefert einen erhaltenen Strom.
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und im RR-Sektor:

AM =⇒ Ai, Aµ,

CMNL =⇒ Cijk, Cijk̄, Cµij , Cµij̄ , Cµνi, Cµνρ. (1.22)

Nicht alle diese Felder haben masselose Moden in der vierdimensionalen Theorie.
Die weitere Vorgehensweise läßt sich am einfachsten am Beispiel des Dilatons
veranschaulichen. Man betrachtet dazu eine Fluktuation um den Grundzustand
(Φ = Φ0 + φ) und bestimmt deren Masse aus der linearisierten Bewegungsglei-
chung. Diese lautet

�10φ = 0 , (1.23)

wobei der zehndimensionale Laplaceoperator12

�10φ =
1√
|g10|

∂M
(√

|g10|gMN∂Nφ
)

(1.24)

mit der Hintergrundmetrik (1.17) gebildet wird. Diese ist blockdiagonal, so daß
der Laplaceoperator in zwei Teile zerfällt, und die Gleichung (1.23) lautet

�4φ(x, z, z̄) + ∆6φ(x, z, z̄) = 0 . (1.25)

Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit existiert ein diskretes System von Eigen-
funktionen des Laplaceoperators (wie z.B. die Kugelflächenfunktionen auf der
S2)

∆6Y(a)(z, z̄) = m2
(a)Y(a)(z, z̄) . (1.26)

Man kann zeigen, daß die auftretenden Eigenwerte proportional zur inversen Skala
der kompakten Mannigfaltigkeit sind. Macht man nun den Ansatz φ(x, z, z̄) =
φ4(x)Y(a)(z, z̄), so erhält man aus (1.25)

(
�4 +m2

(a)

)
φ4(x) = 0 . (1.27)

Die Massen der vierdimensionalen Skalare sind also durch die Eigenwerte des
Laplaceoperators von K6 gegeben. Insbesondere erhält man genau dann masselo-
se Skalare, wenn auf dieser Mannigfaltigkeit harmonische Funktionen (∆6Y = 0)
existieren. Die Anzahl harmonischer Funktionen ist durch die Hodgezahl h (0,0) der
betrachteten Mannigfaltigkeit gegeben. Da diese die Zusammenhangskomponen-
ten der Mannigfaltigkeit zählt, gibt es genau eine solche Funktion. Im Spektrum
der vierdimensionalen Theorie findet sich also genau ein Skalar, der vom zehndi-
mensionalen Dilaton herrührt.

Die Verallgemeinerung dieser Rechnung zeigt, daß die anderen Felder genau
dann masselose Anregungen in vier Dimensionen haben, wenn ihr interner Anteil

12Ich bezeichne den Laplaceoperator in Räumen mit Lorentzsignatur durch �, in Räumen
euklidischer Signatur mit ∆.
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in harmonische Differentialformen auf der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit entwickelt
werden kann. Die Anzahl der harmonischen Differentialformen vom Grad (p, q)
ist durch die Hodgezahl h(p,q) gegeben (Hodgezahlen werden in Abschnitt A.5
eingeführt).

Daraus, daß für Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten die Hodge-Zahlen h(1,0) und
h(2,0) verschwinden (A.31), kann man sofort schließen, daß die Felder

giµ, Bij , Biµ, Ai, Cµij, Cµνi (1.28)

nicht im vierdimensionalen masselosen Spektrum auftreten. Die Felder, die kei-
nen internen Index haben, müssen, wie das Skalarfeld im obigen Beispiel, in die
eindeutige harmonische Nullform entwickelt werden. Es gibt also in der vierdi-
mensionalen Theorie je genau ein Feld folgenden Typs:

gµν , Bµν , Aµ, Cµνρ. (1.29)

Da ein Dreiformeichfeld in vier Dimensionen keinen dynamischen Freiheitsgrad
hat, wird Cµνρ im folgenden vernachlässigt13.

Sei nun V α
ij̄ eine Basis der h(1,1) (1,1)-Formen, Φaijk̄ eine Basis der h(2,1) (2,1)-

Formen und Ωijk die (3,0)-Form auf der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit. In diese
Basen können die folgenden Felder entwickelt werden [27]

gij̄ = −iMαV α
ij̄ , Bij̄ = aαV α

ij̄ , Cµij̄ = Aα
µV

α
ij̄ ,

Cijk̄ = caΦaijk̄, Cijk = c0Ωijk.

α = 1, . . . , h(1,1) , a = 1, . . . , h(1,2) . (1.30)

In der vierdimensionalen Theorie findet man also 2(h(1,1)+ h(2,1)+ 1) Skalare und
h(1,1) Vektoren.

Einen Sonderfall bildet das Feld gij. Es ist nicht antisymmetrisch in seinen
Indizes, weshalb ihm keines der angegebenen Basiselemente entspricht. Die Kom-
bination

b̄aij ..=
i

|Ω|2G
ll̄Gkk̄Φ̄al̄k̄iΩjlk mit |Ω|2 ..= 1

3!
GīiGjj̄Gkk̄ΩijkΩ̄īj̄k̄ (1.31)

hat die richtige Indexstruktur. Die Entwicklung gij = Z̄ab̄aij ergibt noch einmal
2h(2,1) Skalare.

Das vierdimensionale masselose Spektrum lautet also im NSNS Sektor: (2h (1,1)

+ 2h(2,1)+ 1) Skalare (Mα, aα, Za, Z̄a, φ), ein antisymmetrischer (Bµν) und ein
symmetrischer Tensor (gµν). Der RR Sektor besteht aus 2(h(2,1)+ 1) Skalaren
(ca, c̄a, c0, c̄0) und h(1,1)+ 1 Vektoren (Aα

µ, Aµ).

13Die Felder, die mit dem Dreiformeichfeld ein Supersymmetriemultiplett bilden, können
dynamisch sein [26]. Für die Ableitung des Spektrums der vierdimensionalen Theorie ist dies
ohne Bedeutung. Die technischen Details der Kompaktifizierung der IIA Supergravitation auf
einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit findet man in [27].
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Das Spektrum gruppiert sich wie folgt zu Multipletts der N = 2 Supergravi-
tation:

Ein Gravitationsmultiplett (gµν , Aµ)
Ein Tensormultiplett (Bµν , φ, c

0, c̄0)

h(1,1) Vektormultipletts (Aα
µ,M

α, aα)

h(2,1) Hypermultipletts (Z a, Z̄a, ca, c̄a)

Das Tensormultiplett wird auch universelles Tensormultiplett genannt, da es
unabhängig von der Topologie in jeder Calabi-Yau-Kompaktifizierung der IIA
Supergravitation auftritt. Das zu ihm duale Hypermultiplett heißt universelles
Hypermultiplett.

Die entsprechende Analyse der IIB Supergravitation [28] liefert das folgen-
de Spektrum (hier werden nur die Komponenten der zehndimensionalen Felder
(Tabelle 1.1) angegeben, die masselose vierdimensionale Moden haben, nicht die
Entwicklung in harmonische Formen auf der Calabi-Yau)14

Ein Gravitationsmultiplett (gµν , Cµijk)
Ein Doppel-Tensor-Multiplett (B I

µν , φ, l), I=1,2.

h(2,1) Vektormultipletts (Cµijk̄, gij, gīj̄)

h(1,1) Tensormultipletts (Cµνij̄ , B
I
ij̄ , gij̄), I=1,2.

Die masselosen Skalarfelder, die Fluktuationen der Metrik entsprechen, haben
eine geometrische Interpretation [29]. Sie sind die Moduli der Familie von Calabi-
Yau Mannigfaltigkeiten, denen der betrachtete Hintergrund angehört. Fluktuatio-
nen mit gemischten (ij̄) bzw. gleichen (ij ,̄ij̄) Indizes entsprechen dabei Variatio-
nen der metrischen bzw. der komplexen Struktur der Mannigfaltigkeit. Deforma-
tionen mit gleichen Indizes führen zu einer Metrik, die nicht mehr hermitesch ist.
Diese kann durch eine Variablentransformation wieder in eine hermitesche Form
(A.21) überführt werden. Da holomorphe Variablentransformationen die Index-
struktur eines Tensors nicht ändern, muß diese Transformation nichtholomorph
sein. Dies bedeutet aber, daß die variierte Metrik hermitesch bzgl. einer anderen
komplexen Struktur ist. Die Fluktuationen entsprechen den h(2,1) inäquivalenten
Deformationen der komplexen Struktur der Mannigfaltigkeit. Die Variationen mit
gemischten Indizes ändern die Werte der Komponenten der Metrik und damit das
Volumen der Mannigfaltigkeit bzw. bestimmter Untermannigfaltigkeiten. Sie ent-
sprechen den h(1,1) Deformationen der Kählerform der Metrik.

Aus den oben angegebenen Spektren der vierdimensionalen Theorien sieht
man, daß die Moduli der komplexen Struktur im Fall der IIA Theorie in Hyper-
multipletts sitzen, die der Kählerform in Vektormultipletts. In der IIB Theorie
kehrt sich diese Zuordnung um. Dies erlaubt folgende Aussagen über die mögli-
chen Korrekturen zu den entsprechenden Wirkungen:

Da die Kopplungskonstante der Weltflächentheorie durch die inverse Skala der
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit gegeben ist, sind Weltflächenkorrekturen im Limes

14Die Selbstdualitätsbedingung an die Feldstärke der Vierform C∗
MNKL führt dazu, daß die

Felder Cµνij̄ und Cijīj̄ , Cµijk und Cµīj̄k̄, sowie Cµijk̄ und Cµīj̄k nicht unabhängig sind.
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großen Volumens vernachlässigbar. Das Volumen der Calabi-Yau wird durch ihre
Kählermoduli beschrieben. Diese sitzen im Fall der IIA Theorie in Vektormulti-
pletts. Der Hypermultiplettsektor ist daher unabhängig vom Volumen und kann
keine Weltflächenkorrekturen erhalten. Andererseits wird die Raumzeit-Störungs-
theorie durch das Dilaton kontrolliert, das in einem (dem universellen) Hypermul-
tiplett sitzt. Damit kann der Vektormultiplettsektor keine Quantenkorrekturen
erhalten.

In der IIB Theorie hingegen sitzen sowohl Dilaton als auch die Kählermoduli
in Hypermultipletts. Daher kann der Vektormultiplettsektor weder Weltflächen-
noch Quantenkorrekturen erhalten: Er ist durch die klassische Wirkung exakt
bestimmt. Der Hypermultiplettsektor hingegen erhält beide Arten von Korrek-
turen. Da Weltflächenkorrekturen die Bewegungsgleichungen der Stringtheorie so
modifizieren, daß Ricci-flache Mannigfaltigkeiten sie nicht mehr l ösen, kann man
den Hypermultiplettsektor in diesem Fall nur im Limes großen Volumens der
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit durch die Kaluza-Klein Reduktion erhalten.

Die Ableitung des vierdimensionalen Spektrums des heterotischen Strings,
kompaktifiziert auf K3 × T 2 kann nicht so elementar wie im Fall der Typ II
Theorien durchgeführt werden, da einfache Hintergründe der Form (1.17) nicht
zu konsistenten Theorien führen. Um Anomaliefreiheit zu garantieren, muß der
betrachtete Hintergrund eine nichttriviale Eichfeldkonfiguration auf der K3 ent-
halten. Hier reicht es festzustellen, daß das heterotische Dilaton immer in einem
Vektormultiplett sitzt, wohingegen die Kählermoduli von K3 und Torus den Hy-
permultipletts angehören. Erstere erhalten somit Quantenkorrekturen, letztere
Weltflächenkorrekturen.

Um die Wirkung der IIA Theorie in vier Dimensionen zu erhalten, setzt man
nun die obigen Entwicklungen (1.30) in die zehndimensionale Wirkung (1.10) ein
und führt die Integration über die Calabi-Yau Mannigfaltigkeit aus. Die entste-
hende Wirkung ist für den Hypermultiplettsektor in (4.1) angegeben.

1.5 Dualitäten

Bis vor wenigen Jahren war die oben dargestellte störungstheoretische Heran-
gehensweise an die Stringtheorie die einzig mögliche. Die einzelnen konsisten-
ten Stringtheorien erschienen als voneinander unabhängige Realisierungen der
zugrundeliegenden Idee, Punktteilchen durch ausgedehnte Objekte zu ersetzten.
Insbesondere waren nur die Bereiche des Parameterraumes der Stringtheorie einer
Untersuchung zugänglich, in denen die Stringkopplungskonstante klein ist.

Dieses Bild hat sich durch die Entdeckung der Stringdualitäten [6,30] grund-
legend gewandelt. Von einer Dualität spricht man, wenn scheinbar verschiedene
Theorien tatsächlich die gleiche Physik beschreiben. Ein einfaches Beispiel ist
schon in Abschnitt 1.3 beschrieben worden: ein Zweiformfeld und ein Skalar be-
schreiben in vier Dimensionen den gleichen dynamischen Freiheitsgrad.

Das einfachste Beispiel aus der Stringtheorie ist durch die T-Dualität gege-
ben: Der IIA String, kompaktifiziert auf einem Kreis, entspricht dem IIB String,
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kompaktifiziert auf einem Kreis mit dem inversen Radius. Ebenso entsprechen
sich der SO(32) und der E8×E8 heterotische String.

Die T-Dualität ist ein Beispiel für eine perturbative Dualität: sie gilt in allen
Ordnungen der Störungstheorie. Ein Beispiel für eine nichtperturbative Dualität
ist durch die SL(2,Z)-Symmetrie des zehndimensionalen IIB Strings gegeben. Sie
wirkt auf die Zustände der NEW (siehe Tabelle 1.1) gemäß15

λ 7→ λ′ =
aλ+ b

cλ+ d
, (λ ..= l + ie−φ) , BI

µν 7→ B′I
µν = ΛI

JB
J
µν , (1.32)

wobei

Λ =

(
d c
b a

)
, ad− bc = 1 , a, b, c, d ∈ Z, . (1.33)

Die anderen Felder sind invariant. (1.32) enthält (c = 1, b = −1) die Transforma-
tion e−φ 7→ −eφ, die die Stringkopplung invertiert, also keine perturbative Sym-
metrie sein kann. Unter dieser Abbildung wird der fundamentale String auf einen
solitonischen Zustand der Theorie, den D-String abgebildet. Insbesondere sieht
man, daß der Limes starker Kopplung der IIB Stringtheorie durch eine schwach
gekoppelte IIB Stringtheorie beschrieben wird. Die IIB Theorie ist selbstdual.

Es ist gelungen, die Limites starker Kopplung aller konsistenten Stringtheo-
rien zu bestimmen. Mit Ausnahme des IIA Strings und des heterotischen E8×E8

Strings sind sie wiederum durch schwach gekoppelte Stringtheorien gegeben. Die
stark gekoppelte Phase des IIA Strings wird durch eine elfdimensionale Theorie
beschrieben, von der nur bekannt ist, daß ihre Niederenergietheorie durch elfdi-
mensionale Supergravitation gegeben ist. Die vermutete zugrundeliegende Quan-
tentheorie wird M-Theorie genannt [31].

Es wird vermutet, daß alle in Abschnitt 1.4 beschriebenen vierdimensionalen
Stringtheorien verschiedene störungstheoretische Formulierungen einer Theorie
sind. Die Äquivalenz zwischen der IIA und der IIB Theorie wirdMirrorsymmetrie
genannt [24,32]. Vergleicht man die Spektren der Niederenergietheorien, so stellt
man fest, daß sie übereinstimmen, wenn man die Hodgezahlen h(1,1) und h(2,1)

vertauscht. Die Aussage der Mirrorsymmetrie ist, daß die IIA Theorie, kompakti-
fiziert auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit CY3 mit Hodgezahlen (h(1,1), h(2,1)),

äquivalent ist zur IIB Theorie, kompaktifiziert auf der sog. Mirror-Calabi-Yau C̃Y3

mit Hodgezahlen (h̃(1,1) = h(2,1), h̃(2,1) = h(1,1)). Diese Dualität ist eine perturbati-
ve Dualität, die Verallgemeinerung der T-Dualität von Toruskompaktifizierungen
auf Calabi-Yau-Kompaktifizierungen.

Die Dualität zwischen den vierdimensionalen Typ II Theorien und den hete-
rotischen Theorien kann nicht perturbativ sein. In den ersteren sitzt das Dilaton
in einem Hypermultiplett, in den letzteren gehört es einem Vektormultiplett an.
Das jeweilige Dilaton wird auf einen geometrischen Modulus der anderen Theorie

15Die Wirkung ist klassisch unter der größeren Gruppe SL(2,R) invariant, die aber durch
Quantenkorrekturen auf die SL(2,Z) gebrochen wird.
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abgebildet, so daß starke Kopplung auf der einen Seite mit gewissen geometri-
schen Eigenschaften auf der anderen Seite identifiziert wird, aber vom Wert der
Kopplung der anderen Theorie unabhängig ist.

Ein möglicher Einwand gegen diese Dualität besteht darin, daß in Kompaktifi-
zierungen des heterotischen Strings nichtabelsche Eichbosonen auftreten können,
die im perturbativen Spektrum des Typ II Strings fehlen. Es konnte aber gezeigt
werden, daß in den entsprechenden Punkten des Modulraumes auf der Typ II
Seite die Calabi-Yau Mannigfaltigkeit singul är wird: Die Volumina bestimmter
Untermannigfaltigkeiten verschwinden. Dies führt dazu, daß um diese Unterman-
nigfaltigkeit gewickelte p-Branen (solitonische Zustände) masselos werden. Die
zusätzlichen masselosen Zustände sind gerade nichtabelsche Vektormultipletts.

Da keine nichtperturbative Formulierung der Stringtheorie bekannt ist, kön-
nen die Dualitäten, die Theorien starker und schwacher Kopplung miteinan-
der verbinden, nicht bewiesen werden. Allerdings ist es möglich, sie nichttrivia-
len Tests zu unterziehen. Ein Beispiel ist die gerade angesprochene Identifika-
tion nichtstörungstheoretischer Zustände, die bekannten störungstheoretischen
Zuständen der dualen Theorie entsprechen.

Ein weiterer Test besteht in der Abbildung der entsprechenden NEWen. Für
die besprochene Dualität von IIA/CY3, IIB/C̃Y3 und Het/K3 × T 2 ist dies im
Vektormultiplettsektor gelungen.

Die Untersuchungen im Hypermultiplettsektor hingegen stehen noch an ih-
rem Anfang. Weit davon entfernt, die Abbildung zwischen den dualen Theorien
angeben zu können, ist nicht einmal die vollständige quantenkorrigierte Wirkung
in nur einer der Theorien bekannt. Ansätze zur Bestimmung des Hypermulti-
plettsektors von Het/K3 × T 2 finden sich in [33], Aspekte der Dualität werden
in [34] untersucht, nichtstörungstheoretische Aspekte des Hypermultiplettsektors
in [35–39]. In [40] findet sich eine Untersuchung mit Hilfe von Superraummetho-
den.

1.6 Ergebnisse und Gliederung der Arbeit

Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung der störungstheore-
tischen Quantenkorrekturen des Hypermultiplettsektors der auf einer Calabi-Yau
Mannigfaltigkeit kompaktifizierten Typ IIA Stringtheorie. Dabei verfolge ich fol-
gende Strategie: Anstatt explizit Streuamplituden der Stringtheorie zu berechnen
und aus ihnen die NEW abzuleiten, soll letztere aus bekannten Stringrechnungen
und den Symmetrien der Stringstörungstheorie bestimmt werden.

Im folgenden Kapitel wird der einfachste Fall, in dem nur das universelle Hy-
permultiplett (vgl. Seite 14) auftritt, behandelt. Man erhält ihn, indem man eine
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit mit eindeutiger komplexer Struktur (h (1,2) =0) be-
trachtet. Dieser Fall war von Strominger [41] untersucht worden. Ihm gelang es,
die 1-Schleifen Korrektur zu bestimmen. Ebenfalls konnte er eine zu allen Ord-
nungen korrigierte Wirkung angeben, die allen Symmetrieforderungen genügt.
Mir ist es gelungen zu zeigen, daß diese Wirkung durch die geforderten Symme-
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trien eindeutig festgelegt ist. Durch die Dualisierung dieses Hypermultipletts zu
einem Tensormultiplett, was, wie in Abschnitt 1.4 gesehen, die natürliche Feldba-
sis der Stringtheorie ist, konnte ich zeigen, daß die scheinbar zu allen Ordnungen
der Störungstheorie auftretenden Quantenkorrekturen sich zu einer 1-Schleifen-
Korrektur des Riemanntensors zusammenfassen lassen. Damit ist es mir gelungen,
ein Nichtrenormierungstheorem für das universelle Tensormultiplett zu beweisen:
Es erhält Korrekturen nur zur ersten Ordnung der Störungstheorie [42].

Im darauffolgenden Kapitel wird die klassische Wirkung einer auf einer all-
gemeinen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit CY3 kompaktifizierten IIA Theorie vor-
gestellt. Auch die entsprechende Wirkung des Hypermultiplettsektors der IIB
Theorie, kompaktifiziert auf der Mirror-Calabi-Yau C̃Y3, wird angegeben. Mir ist
es gelungen, die explizite Abbildung zwischen den beiden Wirkungen anzugeben.
Diese war vorher nur in einem Spezialfall gefunden worden [43]. Da der Hypermul-
tiplettsektor der IIB Theorie Weltflächenkorrekturen erhält, ist die geometrische
Kompaktifizierung nur im Limes großen Volumens der Calabi-Yau gültig. Durch
die Abbildung auf die IIA Theorie, die keine Weltflächenkorrekturen erhält, war
es möglich, auch die IIB Theorie bei beliebiger Weltflächenkopplung anzugeben.
Insbesondere konnte gezeigt werden, daß die im Limes großen Volumens vorhande-
ne SL(2,Z)-Symmetrie der IIB Theorie durch Weltflächenkorrekturen gebrochen
wird [28].

Im letzten Kapitel wird die Frage der störungstheoretischen Quantenkorrektu-
ren der Wirkung mit einer beliebigen Anzahl von Hypermultipletts er örtert. Hier
ist es mir gelungen, den allgemeinsten Ansatz für die Wirkung anzugeben, der alle
geforderten Symmetrien außer der N = 2 Supersymmetrie respektiert. Um diesen
Ansatz weiter einzuschränken, wäre zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
das durch ihn beschriebene σ-Modell eine quaternionische Mannigfaltigkeit als
Zielraum hat. Es wird beschrieben, warum die Untersuchung der quaternioni-
schen Geometrie in diesem Fall einen ungleich gr ößeren Aufwand verlangt, als im
Fall des universellen Hypermultipletts.

In einem Anhang werden schließlich die notwendigen geometrischen Konzepte
eingeführt. Insbesondere wird detailliert darauf eingegangen, wie man bei einer
gegebenen Mannigfaltigkeit überprüft, ob sie quaternionisch ist.

Zwei weitere Anhänge enthalten technische Details der Kapitel 2 und 4.



Kapitel 2

Das universelle Hypermultiplett

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird der einfachste Hypermultiplettsektor, der in einer Calabi-
Yau-Kompaktifizierung der IIA Stringtheorie auftreten kann, untersucht. Man
erhält ihn, indem man eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit mit eindeutiger komple-
xer Struktur (h(1,2)= 0) wählt. Da der Vektormultiplettsektor in diesem Abschnitt
nicht betrachtet wird, enthält die vierdimensionale Niederenergietheorie nur das
universelle Hypermultiplett (vgl. Seite 14).

Im ersten Abschnitt wird die klassische Wirkung des universellen Hypermul-
tipletts vorgestellt. Dabei wird gezeigt, wie man zwischen dem Tensor- und dem
Hypermultiplettbild wechselt. Ebenfalls werden die Peccei-Quinn-Symmetrien der
Wirkung angegeben.

In den folgenden Abschnitten werden die Quantenkorrekturen zu dieser Wir-
kung bestimmt. Die Strategie, nach der ich hierbei vorgehe, wurde zuerst von
Strominger [41] angegeben. Er konnte zeigen, daß ein bekannter Term der Ein-
Schleifen-Korrektur durch die Symmetrien der Störungstheorie eindeutig zur ge-
samten Ein-Schleifen-Wirkung ergänzt werden kann. Außerdem konnte er eine
Metrik angeben, die Korrekturen zu allen Ordnungen der Störungstheorie erhält
und allen Symmetrieforderungen genügt.

Man stellt zunächst einen Ansatz für die Störungsentwicklung der Metrik auf,
der noch nicht supersymmetrisch ist, aber den anderen Symmetrieanforderungen
genügt. Dies geschieht in Abschnitt 2.3.

Danach ist zu prüfen, welche zusätzlichen Bedingungen sich durch die Su-
persymmetrie ergeben. Diese Forderung bedeutet, daß die Wirkung durch ein
σ-Modell mit quaternionischer Metrik beschrieben wird. Dies wird mittels ei-
ner Störungsrechnung untersucht; insbesondere wird lediglich gefordert, daß die
Wirkung an der n-ten Ordnung supersymmetrisch bis auf Beiträge höherer Ord-
nungen ist. Der Ansatz für die Störungsreihe findet sich in Abschnitt 2.4.

Das von Strominger [41] erzielte Resultat wird in Abschnitt 2.5 noch einmal
hergeleitet. Zum einen wird es im folgenden Abschnitt als Induktionsvorausset-
zung benötigt, zum anderen erlaubt es die Illustration der benötigten Techniken
an einem einfachen Beispiel.

19
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In Abschnitt 2.6 zeige ich, daß die von Strominger vorgeschlagene Wirkung
die eindeutige Wirkung ist, die alle geforderten Symmetrien respektiert. Damit ist
es mir gelungen, alle störungstheoretischen Quantenkorrekturen des universellen
Hypermultipletts explizit zu bestimmen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitel zeige ich schließlich, daß die scheinbar
zu allen Ordnungen auftretenden Quantenkorrekturen im dualen Tensormulti-
plettbild einer Ein-Schleifen-Korrektur des Ricciskalars entsprechen. Damit ist es
mir gelungen für das universelle Tensormultiplett ein Nichtrenormierungstheorem
zu beweisen: Es erhält keine störungstheoretischen Korrekturen nach der ersten
Ordnung.

2.2 Die klassische Wirkung

In Abschnitt 1.4 wurde das masselose Spektrum einer Typ IIA Calabi-Yau-Kom-
paktifizierung hergeleitet. Die vierdimensionale Wirkung wurde allerdings noch
nicht angegeben. Um diese zu erhalten, setzt man die Entwicklungen (1.30) in
die zehndimensionale Wirkung (1.10) ein und führt die Integration über die
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit aus1. Wählt man eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit
mit h(1,2) = 0, so besteht das vierdimensionale Spektrum nur aus dem Gravita-
tionsmultiplett und dem universellen Tensormultiplett (und dem hier nicht be-
trachteten Vektormultiplettsektor). Die Wirkung lautet [27] (man vergleiche auch
Abschnitt 4.2)

S = −
∫

d4x
√−g

{
e−2φ

(1
2
R− 2∂µφ∂

µφ+
1

6
HµνρH

µνρ
)
+ ∂µC∂µC̄

}

+
1

6

∫
d4xεµνρλHµνρ

(
C̄∂λC − C∂λC̄

)
. (2.1)

Die obige Wirkung ist in einer Feldbasis angegeben, die es erlaubt, die Ordnung
der Stringstörungstheorie abzulesen. Alle Terme des NSNS-Sektors treten mit ei-
nem Faktor e−2φ auf, was zeigt, daß die Wirkung im klassischen Limes bestimmt
wurde. Man nennt diese Feldbasis das Stringbild. Insbesondere tritt auch der
Ricci-Skalar mit diesem Faktor multipliziert auf, also nicht mit der Standard-
normierung des Einstein-Hilbert-Termes. Die Feldbasis, in der der Ricci-Skalar
seine Standardnormierung hat, nennt man Einsteinbild. Man erhält sie durch
eine Weyl-Reskalierung der Metrik. Unter gµν 7→ Λ−2ĝµν transformieren [27]

gµν = Λ2ĝµν ,
√−g = Λ−4

√
−ĝ ,

√−g Λ2R(g) =
√

−ĝ
(
R(ĝ) + 6(∂µ lnΛ)

2). (2.2)

1Im RR Sektor muß eine andere Basis der Entwicklung gewählt werden, weshalb die in der
Wirkung auftretenden Felder C0, C̄0 Linearkombinationen der in der Entwicklung auftreten-
den Felder c0, c̄0 sind. Die in (1.30) gewählte Basis erlaubt eine einfachere Bestimmung des
vierdimensionalen Spektrums.
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Für die Transformation in das Einsteinbild wird Λ = e−φ gewählt. Damit wird
aus (2.1) (der Hut an der reskalierten Metrik wird weggelassen):

S = −
∫

d4x
√−g

{1

2
R+ ∂µφ∂

µφ+
1

6
e−4φHµνρH

µνρ + e2φ∂µC∂µC̄
}

+
1

6

∫
d4xεµνρλHµνρ

(
C̄∂λC − C∂λC̄

)
. (2.3)

Die Quantenkorrekturen zu dieser Wirkung sollen mit Hilfe der quaternioni-
schen Geometrie bestimmt werden. Um diese Methoden anwenden zu können,
muß das antisymmetrische Tensorfeld in einen Skalar dualisiert werden. Hierzu
betrachtet man den das Tensorfeld enthaltenden Teil der Wirkung

SH = −1

6

∫
d4x

√−ge−4φHµνρH
µνρ +

1

12

∫
d4xεµνρλHµνρ(aλ − āλ), (2.4)

wobei abgekürzt wurde

aλ ..= 2C∂λC̄ . (2.5)

Da Hµνρ = ∂[µBνρ] die Feldstärke eines Zweiformfeldes ist, erfüllt es die Bianchi-
Identität

ελµνρ∂λHµνρ = 0 (2.6)

und ist invariant unter den Eichtransformationen

Bνρ 7→ Bνρ + ∂[νΛρ] . (2.7)

Mit der Definition

Hλ ..=
1

6
√−g

εµνρλHµνρ (2.8)

lautet die Wirkung (2.4)

SH = −
∫

d4x
√−g

(
e−4φHλHλ −

1

2
Hλ(aλ − āλ)

)
(2.9)

und die Bianchi-Identität (2.6)

DλH
λ =

1√−g
∂λ
(√−gHλ

)
=

1

6
√−g

∂λε
µνρλHµνρ = 0 . (2.10)

Diese kann nun mittels eines Lagrangemultiplikators D zur Bewegungsgleichung
erhoben werden:

SH = −
∫

d4x
√−g

(
e−4φHλHλ −

1

2
Hλ(aλ − āλ) + iDDλH

λ
)
. (2.11)
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Eine Verschiebung des Lagrangemultiplikators D 7→ D + a ändert die Wirkung
um eine totale Ableitung: Die Eichsymmetrie (2.7) des Zweiformfeldes ist zu einer
Peccei-Quinn-Symmetrie des Skalarfeldes geworden. Den zur Zweiform dualen
Skalar D nennt man auch Axion.

Die in (2.11) auftretenden Hλ sind nicht mehr durch ein Zweiformfeld (2.8)
gegeben. Erst Variation nach dem Lagrangemultiplikator liefert die Gleichung
(2.10), die durch Hλ = (

√−g)−1ελµνρ∂µBνρ gelöst wird. Statt diese Variation
durchzuführen, kann man in (2.11) aber auch partiell integrieren:

SH = −
∫

d4x
√−g

(
e−4φHλHλ +Hλ(−i∂λD − 1

2
(aλ − āλ))

)
. (2.12)

In der entstandenen Wirkung ist statt D nun Hλ ein Hilfsfeld, das mittels seiner
algebraischen Bewegungsgleichung

Hλ =
e4φ

2
(i∂λD +

1

2
(aλ − āλ)) (2.13)

aus (2.12) eliminiert werden kann. Man findet

SH =
1

4

∫
d4x

√−ge4φ
(
i∂λD +

1

2
(aλ − āλ)

)2
. (2.14)

Weiter gilt

1

2
(aλ + āλ) = C̄∂λC + C∂λC̄ = ∂λ(CC̄) , (2.15)

woraus folgt, daß

− ∂µφ∂
µφ+

e4φ

4

(
i∂µD +

1

2
(aµ − āµ)

)2

=−
∣∣∂µφ+

e2φ

2

(
i∂µD +

1

2
(aµ + āµ)− aµ

)∣∣2

=− e4φ

4

∣∣∂µ
(
e−2φ + iD + CC̄

)
− aµ

)∣∣2 . (2.16)

Dies legt die Feldredefinition

S = e−2φ + iD + CC̄ (2.17)

nahe. Es gilt dann

e−2φ =
1

2

(
S + S̄ − 2CC̄

)
, (2.18)

und die Wirkung des universellen Hypermultipletts lautet:

S = −
∫

d4x
√−g

{1

2
R+

∣∣∂µS − 2C̄∂µC
∣∣2

(
S + S̄ − 2CC̄

)2 + 2
(∂µC)(∂µC̄)(
S + S̄ − 2CC̄

)
}
, (2.19)
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bzw. mit der Abkürzung (2.18)

S = −
∫

d4x
√−g

{1

2
R+ e4φ

∣∣∂µS
2

− C̄∂µC
∣∣2 + e2φ(∂µC)(∂µC̄)

}
. (2.20)

Sie ist invariant unter 3 Peccei-Quinn-Transformationen mit den reellen Pa-
rametern α, β und γ:

S 7→ S + i(α− 2βγ) + 2(γ − iβ)C + γ2 + β2 , C 7→ C + γ + iβ . (2.21)

Die Metrik der Zielraummannigfaltigkeit des durch (2.20) beschriebenen σ-
Modells (1.14) ist durch

h = e4φ
(dS
2

− C̄dC
)
⊗S

(dS̄
2

− CdC̄
)
+ e2φdC ⊗S dC̄ (2.22)

gegeben, wobei ⊗S den symmetrischen Anteil des Tensorproduktes der beiden
Formen bezeichnet.

Man führt nun folgende Basis von Formen ein

u ..=
1√
2
eφdC , v ..=

1√
2
e2φ

(dS
2

− C̄dC
)
. (2.23)

Man beachte, daß diese Formen, wie auch φ (2.18) invariant unter (2.21) sind.
Mit (2.23) lautet (2.22)

h = 2(u⊗S ū+ v ⊗S v̄) . (2.24)

Daß diese Metrik quaternionisch ist, wurde in [44] und in der hier angegebenen
Feldbasis in [41] gezeigt. Der Beweis verläuft analog den Rechnungen in den
Abschnitten 2.5 und 2.6 und soll deshalb hier nicht noch einmal angeführt werden.

2.3 Der Ansatz für die quantenkorrigierte Me-

trik

In diesem Unterabschnitt werden die Bedingungen der Stringstörungstheorie und
die sich daraus ergebenden Einschränkungen an mögliche (störungstheoretische)
Korrekturen der Metrik des universellen Hypermultipletts aufgelistet. Die hier
angeführten Bedingungen wurden zuerst von Strominger [41] angegeben, der sie
benutzte, um die Korrekturen erster Ordnung der Störungstheorie zu (2.20) zu
bestimmen.

Der allgemeine (noch nicht eingeschränkte Ansatz) für die Störungsreihe der
σ-Modellmetrik ist

h =
∞∑

n=0

ĥnabe
a ⊗S eb, (2.25)
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wobei die ea eine Basis der Einsformen auf der Zielmannigfaltigkeit des σ-Modelles
bilden. Die ĥnab sind zu diesem Zeitpunkt beliebige Funktionen in S, S̄, C und C̄;
ĥ0abe

a ⊗S eb ist die im vorigen Abschnitt diskutierte klassische Metrik.
Die klassische Metrik ist invariant unter drei Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21).

Eine (α) wirkt auf den Imaginärteil von S, also nach (2.17) auf den zum antisym-
metrischen Tensor dualen Skalar (2.18). Diese Symmetrie entspricht der Eichsym-
metrie des Tensorfeldes und gilt deshalb zu allen Ordnungen der Störungstheorie.
Die beiden anderen Peccei-Quinn-Symmetrien wirken auf Felder aus dem RR-
Sektor. Von Symmetrien in diesem Sektor ist ebenfalls bekannt, daß sie st örungs-
theoretisch erhalten bleiben. Die erste Forderung an die Metrik lautet also, daß sie
zu allen Ordnungen invariant unter den Symmetrien (2.21) sein soll. Die Formen
u, v (2.23) sind invariant unter (2.21), so daß es natürlich ist, sie als die Basis, in
die die Metrik (2.25) entwickelt wird, zu wählen.

e1 = u , e2 = v , e3 = v̄ , e4 = ū . (2.26)

Als Bedingung bleibt dann, daß auch die Entwicklungskoeffizienten ĥnab invariant
unter den Peccei-Quinn-Transformationen sein müssen.

Der Entwicklungsparameter der Stringstörungstheorie ist der Vakuumerwar-
tungswert des Dilatons. Relativ zum Term nullter Ordnung hat der Term n-ter
Ordnung der Störungstheorie einen Faktor e2nφ. Unter Verschiebungen des Di-
latons φ 7→ φ − lnλ wird er mit λ−2n skaliert. Diese Verschiebung des Dilatons
entspricht in der gewählten Koordinatenbasis (2.18) den Skalierungen

S 7→ λ2S, C 7→ λC . (2.27)

Die Formen u, v sind unter diesen Skalierungen invariant. Folglich muß sich der
n-Schleifen-Term der Metrik wie

ĥnab 7→ λ−2nĥnab (2.28)

verhalten. Der Term

ĥnabe
a ⊗S eb = e2nφhnabe

a ⊗S eb (2.29)

hat das gewünschte Verhalten, wenn die hnab ebenfalls invariant unter den Ska-
lierungen sind. Da e2nφ außerdem invariant unter den Peccei-Quinn-Symmetrien
ist, müssen es die hnab ebenfalls sein. Die einzigen Funktionen, die invariant so-
wohl unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21) als auch unter den Skalierungen
(2.27) sind, sind die konstanten (dies wird in Anhang B bewiesen). Es gilt also
hnab ∈ C.

Weiter ist bekannt, daß nichtverschwindende Stringamplituden immer eine
gerade Anzahl von RR-Feldern (C und C̄) haben. Die Anzahl der RR-Felder
in e2nφ ist gerade, die in v ebenfalls, wohingegen u nur ein einzelnes enthält.
In der Entwicklung des n-Schleifen-Termes müssen also die Koeffizienten von
u⊗S v, u⊗S v̄, ū⊗S v und ū⊗S v̄ verschwinden.
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Außerdem ist die Stringstörungstheorie paritätsinvariant. Die Paritätstrans-
formation ändert das Vorzeichen des NSNS Axions (ImS, vgl. (2.17)), d.h. sie ist
durch die Transformation S 7→ S̄ gegeben. Unter dieser Transformation sind φ
und u invariant, wohingegen für v gilt

v =
1√
2
e2φ(

1

2
dS − C̄dC) 7→ 1√

2
e2φ(

1

2
dS̄ − C̄dC) 6= v. (2.30)

Hieraus folgt, daß die Koeffizienten von v⊗S v und v̄⊗S v̄ verschwinden müssen,
wohingegen v ⊗S v̄ erlaubt bleibt.

Da die Wirkung reell sein muß, hat man außerdem die Bedingung, daß die
Koeffizienten von u⊗S u und ū⊗S ū komplex konjugiert zueinander sein müssen,
wohingegen die von u⊗S ū und v ⊗S v̄ reell sind.

Zusammenfassend wurde in diesem Unterabschnitt gezeigt, daß der allgemein-
ste Ansatz für die quantenkorrigierte Metrik des universellen Hypermultipletts,
der mit den Symmetrien der Stringstörungstheorie verträglich ist, folgende Form
hat:

h =

∞∑

n=0

e2nφ
(
λnu⊗S ū+ κnv ⊗S v̄ + µnu⊗S u+ µ̄nū⊗S ū

)
,

λn = hn14 , κn = hn23 , µn = hn11 , µ̄n = hn44 . (2.31)

Es bleibt zu überprüfen, welche zusätzlichen Einschränkungen an diese Metrik
durch die Forderung, daß sie eine quaternionische Mannigfaltigkeit beschreibt,
gestellt werden. Die quaternionische Geometrie ist im Anhang A ausf ührlich be-
schrieben. Hier seien die wichtigsten Begriffe zusammengestellt.

Man wählt eine Vielbeinform (V a) (A.89)

h = V aTηab ⊗S V b , (2.32)

wobei die Tangentialraummetrik lautet (A.59)

η =




0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0


 . (2.33)

Für die klassische Metrik (2.24) findet man z.B.2

V T =
(
u, v,−v̄, ū

)
. (2.34)

Die Spinkonnexion Ω (A.77),

dV + Ω ∧ V = 0 , (2.35)

2Das Vielbein ist nur bis auf eine sp(1)× sp(1) Rotation bestimmt.
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nimmt auf einer reell vierdimensionalen quaternionischen Mannigfaltigkeit ihre
Werte in sp(1)× sp(1) an (A.93):

Ω = p⊗ 12 + 12 ⊗ q , p = −i

(
p3 p1 − ip2

p1 + ip2 −p3

)
, q = −i

(
q3 q1 − iq2

q1 + iq2 −q3

)
,

= −i




(p3 + q3) (p1 − ip2) (q1 − iq2) 0
(p1 + ip2) −(p3 − q3) 0 (q1 − iq2)
(q1 + iq2) 0 (p3 − q3) (p1 − ip2)

0 (q1 + iq2) (p1 + ip2) −(p3 + q3)


 . (2.36)

Aus den Vielbeinen konstruiert man die drei Hyperkählerformen (A.73)

Ja = −i
(
ηV

)T ∧ (σa⊗ 12)V . (2.37)

Die auftretenden Tensorprodukte sind in der hier betrachteten Basis durch

(σa ⊗ 12) =

(
σa 0
0 σa

)
(2.38)

gegeben. Die Mannigfaltigkeit ist quaternionisch, wenn die Krümmung der sp(1)-
Konnexion (A.83),

F a = dpa+ εabcpb ∧ pc , (2.39)

gleich den negativen Hyperkählerformen ist (A.84):

F a = −Ja . (2.40)

2.4 Die Störungsreihe

In diesem Unterabschnitt werden die Methoden der Störungsrechnung vorgestellt,
mit denen in den folgenden Abschnitten die vollständige perturbative Metrik des
universellen Hypermultipletts hergeleitet wird.

Ebenso wie die Metrik (2.31) wird auch das Vielbein in eine Störungsreihe in
e2φ entwickelt

V =

∞∑

n=0

Vn , Vn = e2nφV̂n. (2.41)

Für die Metrik gilt dann

h =
( ∞∑

n=0

V T
n

)
η ⊗S

( ∞∑

n=0

Vn

)
, (2.42)

bzw.

e2nφhn =
n∑

m=0

V T
m η ⊗S Vn−m. (2.43)
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Ein Vielbein, das zur geforderten Form der Metrik (2.31) führt, ist gegeben durch

Vn = e2nφ




γnu+ ᾱnū
βnv
−βnv̄

αnu+ γnū


 , αn ∈ C, βn, γn ∈ R . (2.44)

Man findet für die Metrik (2.43)

hn =2
( n∑

m=0

(
γmγn−m + αmᾱn−m

))
u⊗S ū+ 2

( n∑

m=0

βmβn−m

)
v ⊗S v̄

+ 2
( n∑

m=0

γmαn−m

)
u⊗S u+ 2

( n∑

m=0

γmᾱn−m

)
ū⊗S ū. (2.45)

Vergleich mit (2.31) liefert

λn = 2
n∑

m=0

(
γmγn−m + αmᾱn−m

)
, κn = 2

n∑

m=0

βmβn−m,

µn = 2

n∑

m=0

γmαn−m, µ̄n = 2

n∑

m=0

γmᾱn−m. (2.46)

Das angegebene Vielbein hat, wie die Metrik, an jeder Ordnung vier reelle Para-
meter, schränkt also den Ansatz (2.31) nicht ein. Wie man leicht sieht, erfüllt es
auch die Bedingung (A.64).

Die Spinkonnexion wird ebenfalls in eine Störungsreihe entwickelt

Ω =
∞∑

n=0

Ωn , Ωn = e2nφΩ̂n. (2.47)

Bestimmt wird sie aus der Bedingung, daß das Vielbein kovariant konstant sein
soll (2.35). Diese lautet in der n-ten Ordnung (vgl. (A.94))

dV a
n +

n−1∑

m=0

Ωm
a
b ∧ V b

n−m + Ωn
a
b ∧ V b

0 = 0 . (2.48)

Vergleicht man dies mit (A.94), so sieht man, daß man die in (A.101) angegebene
Formel zur Berechnung der Spinkonnexion weiterhin benutzen kann, wenn man
nur die Definition der 2-FormRa (A.96) abändert zu (Um Verwechslungen mit der
Ordnung der Störungstheorie zu vermeiden, werden in den folgenden beiden For-
meln die Koordinatenindizes der Mannigfaltigkeit mit griechischen Buchstaben
bezeichnet.)

Ra
n νµf

µ ∧ f ν ..= dV a
n +

n−1∑

m=0

Ωm
a
b ∧ V b

n−m. (2.49)
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Man erhält dann

Ωnµ
a
b =

1

2
ηacV0c

νV0b
ληef

(
V0µ

eRf
n λν + V0ν

eRf
n λµ + V0λ

eRf
n µν

)
. (2.50)

Hier treten nur Vielbeine nullter Ordnung auf, da nur diese den n-ten Ord-
nungsterm der Krümmung in (2.48) multiplizieren. An (2.49) sieht man, daß die
Krümmungen und Vielbeine der ersten (n− 1) Ordnungen bekannt sein müssen,
um die der n-ten zu berechnen.

Da gezeigt wurde, daß die Vielbeine zu allen Ordnungen durch die in (2.23)
eingeführten 1-Formen und φ ausgedrückt werden können, reicht es deren äußere
Ableitungen zu kennen, um die Spinkonnexion zu allen Ordnungen berechnen zu
können. Man findet

dφ = − 1√
2
(v + v̄),

du =
1√
2
u ∧ (v + v̄),

dv =
√
2
(
v ∧ v̄ + u ∧ ū

)
. (2.51)

Um die Bedingung der quaternionischen Geometrie (2.40) in der Störungs-
rechnung formulieren zu können, müssen noch die Hyperkählerformen und die
Krümmung der sp(1)-Konnexion entwickelt werden:

Ja =
∞∑

n=0

Ja
n , Ja

n = e2nφĴa
n .

F a =
∞∑

n=0

F a
n , F a

n = e2nφF̂ a
n . (2.52)

Für die Hyperkählerformen (2.37) gilt

Ja
n = −i

n∑

m=0

(
ηVm

)T ∧ (σa ⊗ 12)Vn−m , (2.53)

für die Krümmungen der sp(1)-Konnexion (2.39)

F a
n = dpan +

n∑

m=0

εabcpbm ∧ pcn−m. (2.54)

Zu überprüfen ist, daß

F a
n = −Ja

n (2.55)

erfüllt ist.
Man beachte, daß hier nicht gezeigt wird, daß die Metrik Ordnung für Ord-

nung quaternionisch ist. Die Hyperkählerformen J
a
n die zu konstruieren wären,
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um zu zeigen, daß die durch (V =
∑n

m=0 Vm) gegebenen Metrik quaternionisch
ist, lauten

J
a
n = i

(
η(

n∑

m=0

V T
m )

)
∧ (σa⊗ 12)(

n∑

k=0

Vk) . (2.56)

Im Gegensatz zu (2.53) enthalten sie Terme mit m+k > n. Solche Terme werden
ebenso bei der Berechnung von Ωn (2.48) vernachlässigt.

Die Bestimmung der quantenkorrigierten Metrik erfolgt nun in zwei Schrit-
ten: Im nächsten Abschnitt wird das Vielbein zur ersten Ordnung bestimmt. Diese
Rechnung wurde schon in [41] durchgeführt. Danach zeige ich mittels vollständiger
Induktion, daß die ebenfalls in [41] vorgeschlagene, zu allen Ordnungen korrigier-
te Metrik tatsächlich die einzige Metrik der Form (2.31) ist, die quaternionisch
ist. Dazu wird das Ein-Schleifen-Ergebnis als Induktionsanfang benötigt, da der
Schritt von der nullten zur ersten Ordnung der Störungstheorie ein anderer ist,
als von der n-ten zur (n+ 1)-ten.

2.5 Quantenkorrekturen in der ersten Ordnung

Um Vielbein und Konnexion an der Ein-Schleifen-Ordnung zu berechnen, müssen
zuerst die entsprechenden klassischen Größen bekannt sein. Aus (2.34) und (2.50)
erhält man

Ω0 =




− 1√
2
(v − v̄) −

√
2u 0 0√

2ū −
√
2(v − v̄) 0 0

0 0
√
2(v − v̄) −

√
2u

0 0
√
2ū 1√

2
(v − v̄)


 , (2.57)

bzw.

p10 = − i√
2
(u− ū), p20 =

1√
2
(u+ ū), p30 =

i

2
√
2
(v − v̄). (2.58)

Der Ansatz für das Vielbein bei ersten Ordnung ist (2.44)

V1 = e2φ




γ1u+ ᾱ1ū
β1v
−β1v̄

α1u+ γ1ū


 , (2.59)

woraus man für die Matrix R (2.49) findet

R1 =
√
2e2φ




(2γ1 − β1)u ∧ v + γ1u ∧ v̄ + 2ᾱ1ū ∧ v + ᾱ1ū ∧ v̄
β1v ∧ v̄ + (β1 − γ1)u ∧ ū
β1v ∧ v̄ + (β1 − γ1)u ∧ ū

α1u ∧ v + 2α1u ∧ v̄ + γ1ū ∧ v + (2γ1 − β1)ū ∧ v̄


 . (2.60)
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Mit MAPLE V erhält man hieraus die Konnexion (2.50)

Ω1 =
√
2e2φ




(γ1 − β1)(v − v̄) −γ1u− 2ᾱ1ū
2α1u+ γ1ū −β1(v − v̄)

−α1u+ (β1 − 2γ1)ū 0
0 −α1u+ (β1 − 2γ1)ū

. . .

. . .

(2γ1 − β1)u+ ᾱ1ū 0
0 (2γ1 − β1)u+ ᾱ1ū

β1(v − v̄) −γ1u− 2ᾱ1ū
2α1u+ γ1ū −(γ1 − β1)(v − v̄)


 ,

(2.61)

woraus man abliest

p11 =
i√
2
e2φ

(
(2α1 − γ1)u− (2ᾱ1 − γ1)ū

)
,

p21 =
1√
2
e2φ

(
(2α1 + γ1)u+ (2ᾱ1 + γ1)ū

)
,

p31 =
i√
2
e2φγ1(v − v̄). (2.62)

Hieraus wiederum erhält man die sp(1)-Krümmungen (2.54)

F a
1 = dpa1 + εabc

(
pb0 ∧ pc1 + pb1 ∧ pc0

)
,

F 1
1 = ie2φ

((
4α1u− (2ᾱ1 − 3γ1)ū

)
∧ v +

(
(2α1 − 3γ1)u− 4ᾱ1ū

)
∧ v̄

)
,

F 2
1 = e2φ

((
4α1u+ (2ᾱ1 + 3γ1)ū

)
∧ v +

(
(2α1 + 3γ1)u+ 4ᾱ1ū

)
∧ v̄

)
,

F 3
1 = 2ie2φ

(
2γ1v ∧ v̄ − γ1u ∧ ū

)
. (2.63)

Das Negative der Hyperkählerformen lautet

−Ja
1 = i

(
ηV0

)T ∧ (σa ⊗ 12)V1 + i
(
ηV1

)T ∧ (σa ⊗ 12)V0,

−J1
1 = ie2φ

(
α1u ∧ v − (β1 + γ1)u ∧ v̄ + (β1 + γ1)ū ∧ v − ᾱ1ū ∧ v̄

)
,

−J2
1 = e2φ

(
α1u ∧ v + (β1 + γ1)u ∧ v̄ + (β1 + γ1)ū ∧ v + ᾱ1ū ∧ v̄

)
,

−J3
1 = 2ie2φ

(
β1v ∧ v̄ − γ1u ∧ ū

)
. (2.64)

Der Vergleich von F 3
1 und −J3

1 liefert sofort die Bedingung β1 = 2γ1, durch den
Vergleich der (ū ∧ v)-Terme von F 2

1 und −J2
1 erhält man dann die Bedingung

α1 = 0. Setzt man beides in die obigen Gleichungen ein, so ist Bedingung (2.55)
erfüllt, die Mannigfaltigkeit also bis auf Terme der Ordnung O(e4φ) quaternio-
nisch. Nennt man jetzt noch γ1 = −1

2
a, so erhält man in der ersten Ordnung die

folgenden Ergebnisse: Das Vielbein lautet:

V T
1 = ae2φ

(
−1

2
u −v v̄ −1

2
ū
)
, (2.65)

die Metrik

h1 = −2ae2φ(u⊗S ū+ 2v ⊗S v̄) (2.66)
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und die Konnexion

Ω1 =
√
2ae2φ




1
2
(v − v̄) 1

2
u 0 0

−1
2
ū (v − v̄) 0 0

0 0 −(v − v̄) 1
2
u

0 0 −1
2
ū −1

2
(v − v̄)


 . (2.67)

Strominger [41] konnte durch Vergleich mit der bekannten R4-Korrektur [45–
47] der zehndimensionalen NEW den Wert der Konstanten a bestimmen. Es gilt

a =
c1χ

80π3
. (2.68)

Hierbei ist χ die Eulerzahl der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit (A.30) und c1 eine
Zahl. Laut [47] gilt

c1 =
1

3 · 26π5
. (2.69)

2.6 Quantenkorrekturen in allen Ordnungen

Die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Ergebnisse waren schon von Stromin-
ger [41] angegeben worden. Er hatte ebenfalls bemerkt, daß die Korrekturen zur
Metrik nicht nach der ersten Ordnung abbrechen können, da sie nur bis auf Ter-
me höherer Ordnung quaternionisch ist. Er stellte weiter die Vermutung auf, daß
die Metrik zu jeder Ordnung Störungsrechnung Beiträge erhält und gab eine sol-
che Metrik an, die mit allen Bedingungen der Störungsrechnung verträglich ist.
In diesem Abschnitt werde ich mittels vollst ändiger Induktion zeigen, daß diese
Metrik tatsächlich die einzige ist, die diesen Bedingungen genügt.

Die von Strominger [41] vorgeschlagene Metrik ist

h = 2(1 + ae2φ)−1u⊗S ū+ 2(1 + ae2φ)−2v ⊗S v̄, (2.70)

ein zugehöriges Vielbein ist

V =




(1 + ae2φ)−1/2u
(1 + ae2φ)−1v
−(1 + ae2φ)−1v̄
(1 + ae2φ)−1/2ū


 . (2.71)

Dies kann man in Taylorreihen in e2φ entwickeln und erhält dann die

Behauptung. Die Metrik des universellen Hypermultipletts ist zu allen Ord-
nungen der Störungstheorie gegeben durch

h = 2
∞∑

n=0

(ae2φ)n(−1)n(u⊗S ū+ (n+ 1)v ⊗S v̄). (2.72)
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Ein zugehöriges Vielbein ist

V =
∞∑

n=0

(ae2φ)n




(−1/2
n

)
u

(−1)nv
−(−1)nv̄(−1/2

n

)
ū


 . (2.73)

Zu ihm gehört folgende Spinkonnexion

Ω=
√
2

∞∑

n=0

(ae2φ)n




−1
2
(−1)n(v − v̄) −

(−1/2
n

)
u 0 0(−1/2

n

)
ū −(−1)n(v − v̄) 0 0

0 0 (−1)n(v − v̄) −
(−1/2

n

)
u

0 0
(−1/2

n

)
ū 1

2
(−1)n(v − v̄)


 .

(2.74)

Wie leicht zu sehen ist, wurde die Behauptung für n = 0, 1 in den vorange-
gangenen Unterabschnitten bereits bestätigt. Im folgenden sei angenommen, daß
sie für die ersten n Ordnungen schon bewiesen ist. Der Ansatz für das Vielbein
in der (n+ 1)-ten Ordnung ist (2.44)

Vn+1 = e2(n+1)φ




γ(n+1)u+ ᾱ(n+1)ū
β(n+1)v
−β(n+1)v̄

α(n+1)u+ γ(n+1)ū


 . (2.75)

Im folgenden wird der Index (n + 1) an den α, ᾱ, β und γ weggelassen, da die
Parameter des Ansatzes (2.44) zu niedrigeren Ordnungen schon durch den Induk-
tionsansatz bestimmt sind, wohingegen die höherer Ordnungen in der Rechnung
nicht auftreten, so daß keine Verwechslungsgefahr besteht.

Es kann nun die Matrix R (2.49) in der (n+1)-ten Ordnung bestimmt werden

Ra
n+1 = dV a

n+1 +

n∑

m=0

Ωm
a
b ∧ V b

n+1−m, (2.76)

R1
n+1 =

√
2e2(n+1)φ

{(
(n+ 2)γ − β + an+1A

)
u ∧ v + (n+ 2)ᾱū ∧ v

+
(
(n+ 1)γ + an+1A

)
u ∧ v̄ + (n+ 1)ᾱū ∧ v̄

}
,

R2
n+1 =

√
2e2(n+1)φ

{(
β − γ + an+1B

)
u ∧ ū+

(
(n + 1)β − an+1C

)
v ∧ v̄

}
,

R3
n+1 =

√
2e2(n+1)φ

{(
β − γ + an+1B

)
u ∧ ū+

(
(n + 1)β − an+1C

)
v ∧ v̄

}
,

R4
n+1 = −

√
2e2(n+1)φ

{
(n+ 1)αu ∧ v +

(
(n + 1)γ + an+1A

)
ū ∧ v

+ (n+ 2)αu ∧ v̄ +
(
(n + 2)γ − β + an+1A

)
ū ∧ v̄

}
,

wobei gesetzt wurde

A ..= −1

2

(
(−1)n+ 2(n+ 1)

(−1/2
n+1

))
,
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B ..=
(
(−1)n+ 2

(−1/2
n+1

))
, C ..= −(−1)nn . (2.77)

Benötigt wurden die Identitäten der Binomialkoeffizienten

n∑

m=1

(−1/2

m

)( −1/2

n + 1−m

)
= (−1)n+1 − 2

(−1/2

n + 1

)
, (2.78)

n∑

m=1

(−1)m
( −1/2

n+ 1−m

)
= (−1)n −

(−3/2

n

)
= (−1)n + 2(n + 1)

(−1/2

n+ 1

)
.

Aus (2.76) und (2.50) erhält man die Konnexion (Ω̂n = e−2nφΩn) (die Rech-
nung wurde mit MAPLE V durchgeführt):

1√
2
Ω̂n+1 =





(γ − β − 1

2
an+1B)(v − v̄) −

(
(n+ 1)γ + an+1(A+ 1

2
B)

)
u− (n+ 2)ᾱū

(n+ 2)αu+
(
(n+ 1)γ + an+1(A+ 1

2
B)

)
ū −

(
(n+ 1)β − an+1C

)
(v − v̄)

−(n+ 1)αu−
(
(n+ 2)γ − β + an+1(A− 1

2
B)

)
ū 0

0 −(n+ 1)αu−
(
(n+ 2)γ − β + an+1(A− 1

2
B)

)
ū

. . .

. . .

(
(n+ 2)γ − β + an+1(A− 1

2
B)

)
u+ (n+ 1)ᾱū 0

0
(
(n+ 2)γ − β + an+1(A− 1

2
B)

)
u+ (n+ 1)ᾱū(

(n+ 1)β − an+1C
)
(v − v̄) −

(
(n+ 1)γ + an+1(A+ 1

2
B)

)
u− (n+ 2)ᾱū

(n+ 2)αu+
(
(n+ 1)γ + an+1(A+ 1

2
B)

)
ū −(γ − β − 1

2
an+1B)(v − v̄)



 ,

(2.79)

bzw.

p1n+1 =
i√
2
e2(n+1)φ

(
(n+ 2)α− (n + 1)γ − an+1(A+

1

2
B)

)
u

− i√
2
e2(n+1)φ

(
(n + 2)ᾱ− (n+ 1)γ − an+1(A+

1

2
B)

)
ū,

p2n+1 =
1√
2
e2(n+1)φ

(
(n+ 2)α + (n+ 1)γ + an+1(A +

1

2
B)

)
u

+
1√
2
e2(n+1)φ

(
(n+ 2)ᾱ + (n+ 1)γ + an+1(A+

1

2
B)

)
ū,

p3n+1 =
i√
2
e2(n+1)φ

(
nβ + γ − an+1(C +

1

2
B)

)
(v − v̄). (2.80)

Hieraus werden nun die sp(1)-Krümmungen (2.54) (F̂ a
n = e−2nφF a

n) bestimmt:

F̂ 1
n+1 = i

{(
(n+ 2)2α+ nβ −

(
(n+ 1)2− 1

)
γ − (n+ 2)an+1(A+

1

2
B)− an+1C

)
u ∧ v

+
(
(n+ 1)(n+ 2)α − nβ −

(
(n+ 1)(n + 2) + 1

)
γ − (n+ 1)an+1(A+

1

2
B) + an+1C

)
u ∧ v̄

+
(
nβ +

(
(n+ 1)(n + 2) + 1

)
γ − (n+ 1)(n + 2)ᾱ + (n+ 1)an+1(A+

1

2
B)− an+1C

))
ū ∧ v

+
(
−nβ +

(
(n+ 1)2− 1

)
γ − (n+ 2)2ᾱ+ (n+ 2)an+1(A+

1

2
B) + an+1C

))
ū ∧ v̄

}
,

F̂ 2
n+1 =

{(
(n+ 2)2α− nβ +

(
(n+ 1)2− 1

)
γ + (n+ 2)an+1(A+

1

2
B) + an+1C

))
u ∧ v

+
(
(n+ 1)(n+ 2)α + nβ +

(
(n+ 1)(n + 2) + 1

)
γ + (n+ 1)an+1(A+

1

2
B)− an+1C

))
u ∧ v̄

+
(
nβ +

(
(n+ 1)(n + 2) + 1

)
γ + (n+ 1)(n + 2)ᾱ + (n+ 1)an+1(A+

1

2
B)− an+1C

))
ū ∧ v

+
(
−nβ +

(
(n+ 1)2− 1

)
γ + (n+ 2)2ᾱ+ (n+ 2)an+1(A+

1

2
B) + an+1C

))
ū ∧ v̄

}
,
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F̂ 3
n+1 = i

{(
2nβ − (4n + 2)γ − 4an+1(A+

1

2
B) − 2an+1(C − 1

2
B)

)
u ∧ ū

+
(
2(n+ 2)nβ + 2(n+ 2)γ − 2(n+ 2)an+1(C +

1

2
B)

)
v ∧ v̄

}
. (2.81)

Für die Hyperkählerformen (2.53) (Ĵa
n = e−2nφJa

n) findet man

−Ĵ1
n+1 = i

(
αu ∧ v − (β + γ − 2an+1A)u ∧ v̄

+ (β + γ − 2an+1A)ū ∧ v − ᾱū ∧ v̄
)
,

−Ĵ2
n+1 =

(
αu ∧ v + (β + γ − 2an+1A)u ∧ v̄

+ (β + γ − 2an+1A)ū ∧ v + ᾱū ∧ v̄
)
,

−Ĵ3
n+1 = i

(
(2β + an+1C)v ∧ v̄ − (2γ − an+1B)u ∧ ū

)
. (2.82)

Die Bedingung F 3 = −J3 liefert nun die beiden Gleichungen:

2(n2 + 2n− 1)β + 2(n+ 2)γ = (2n+ 5)an+1C + (n+ 2)an+1B,

nβ = 2nγ + an+1(2A+B + C) (2.83)

Setzt man die zweite in die erste ein, so erhält man

(4n3 + 10n2)γ = −an+1
(
4(n2 + 2n− 1)A+ (n2 + 2n− 2)B − (n+ 2)C

)
,

(2.84)

oder (2.77)

γ = an+1

( −1
2

n + 1

)
. (2.85)

Dies wiederum in die zweite eingesetzt liefert

β = an+1(−1)n+1. (2.86)

Der Vergleich der u ∧ v-Terme von F 1 = −J1 liefert

(
(n+ 2)2 − 1

)
α = −nβ +

(
(n + 1)2 − 1

)
γ + (n+ 2)an+1(A +

1

2
B) + an+1C ,

(2.87)

der der u ∧ v-Terme von F 2 = −J2 hingegen

(
(n + 2)2 − 1

)
α = +nβ −

(
(n+ 1)2 − 1

)
γ − (n + 2)an+1(A+

1

2
B)− an+1C .

(2.88)

Es können nur dann beide Gleichungen erfüllt sein, wenn

α = 0 (2.89)

gilt. Setzt man (2.85), (2.86) und (2.89) in die Ansätze für das Vielbein (2.75) und
die Konnexion (2.79) ein, so erhält man den Term (n+1)-ter Ordnung aus (2.73)
bzw. (2.74), womit die Behauptung von Seite 31 bewiesen ist und die Korrekturen
zu allen Ordnungen der Störungsrechnung für das universelle Hypermultiplett
bestimmt sind.
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2.7 Das Nichtrenormierungstheorem

Es ist bekannt [48], daß in der vierdimensionalen IIA Theorie der Einstein-
Hilbert-Term eine 1-Schleifen-Korrektur erhält. Sie lautet im Tensormultiplett-
und Stringbild (vgl. (2.1))

e−2φR 7→ (e−2φ + b)R . (2.90)

Um die vollständigeN=2 supersymmetrische Wirkung zu erhalten, benutzt man,
daß e−2φ und

e−2φ̂ ..= e−2φ + b (2.91)

unter Supersymmetrie gleich transformieren. Die gesuchte Wirkung erhält man
demnach, indem man in der klassischen Wirkung φ durch φ̂ ersetzt:

S1L = −
∫

d4x
√−g

{
e−2φ̂

(1
2
R− 2∂µφ̂∂

µφ̂+
1

6
HµνρH

µνρ
)
+ ∂µC∂µC̄

}

+
1

12

∫
d4xεµνρλHµνρ

(
C̄∂λC − C∂λC̄

)
. (2.92)

Es gilt

e−2φ∂µφ = e−2φ̂∂µφ̂ =⇒ ∂µφ̂ =
e−2φ

e−2φ + b
∂µφ . (2.93)

Dies eingesetzt in die Wirkung (2.92) liefert

S1L = −
∫

d4x
√−g

{
(e−2φ + b)

(1
2
R− 2

e−4φ

(e−2φ + b)2
∂µφ∂

µφ+
1

6
HµνρH

µνρ
)

+ ∂µC∂µC̄
}
+

1

12

∫
d4xεµνρλHµνρ

(
C̄∂λC − C∂λC̄

)
. (2.94)

Nun wird zum Einsteinbild übergegangen und das Tensorfeld zu einem Skalar
dualisiert. Die Rechnung entspricht der in Abschnitt 2.2. Man erhält

S = −
∫

d4x
√−g

{1

2
R+

∣∣∂µS − 2C̄∂µC
∣∣2

(
S + S̄ − 2CC̄ + 2b

)2 + 2
(∂µC)(∂µC̄)(

S + S̄ − 2CC̄ + 2b
)
}
.

(2.95)

Dies ist aber gerade die in Abschnitt 2.6 hergeleitete Wirkung für das zu allen
Ordnungen korrigierte universelle Hypermultiplett, wobei gilt (vgl. (2.68))

b =
1

2
a =

c1χ

160π3
. (2.96)

Damit habe ich folgendes Nichtrenormierungstheorem bewiesen:
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Theorem. Der universelle Sektor der Typ IIA Stringtheorie, kompaktifiziert auf
einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit, erhält keine perturbativen Quantenkorrektu-
ren nach der ersten Ordnung. Die Ein-Schleifen-Korrektur ist die supersymme-
trische Ergänzung einer Korrektur zum Einstein-Hilbert-Term. Die vollst ändige
perturbative Wirkung ist gegeben durch (2.94), (2.95) und (2.96).

Dies löst auch die scheinbare Unstimmigkeit auf, die dadurch gegeben ist,
daß die Wirkung im Hypermultiplettbild nicht wie erwartet zu jeder Ordnung
der Störungstheorie supersymmetrisch ist. Tatsächlich gibt es Korrekturen nur
zur ersten Ordnung und diese sind supersymmetrisch. Bei der Dualisierung ins
Hypermultiplettbild wird das Dilaton in einigen Termen invertiert (2.13) und so
werden höhere Korrekturen vorgetäuscht.

Man beachte, daß die störungstheoretisch korrigierte Wirkung aus der klassi-
schen Wirkung durch eine Verschiebung der inversen Stringkopplung (d.h. eine
Feldredefinition) hervorgeht (2.91). Es wird vermutet, daß dies zu nichttrivialen
Konsequenzen führt, sobald auch nichtstörungstheoretische Korrekturen betrach-
tet werden [38, 41].



Kapitel 3

Eine Realisierung der

Mirrorsymmetrie

3.1 Einleitung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die klassische Wirkung des Hypermulti-
plettsektors der auf einer beliebigen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit CY 3 kompaktifi-
zierten Typ IIA Stringtheorie angegeben. Um sie zu erhalten, wird die c-map [23]
eingeführt.

Eine Aussage der Mirrorsymmetrie (vgl.Abschnitt 1.5) ist, daß diese Wirkung
auch durch die Kompaktifizierung der IIB Stringtheorie auf der Mirror-Calabi-
Yau C̃Y 3 erhalten werden kann. Diese Aussage wird in diesem Kapitel bestätigt.

Die durch letztere Kompaktifizierung erhaltene Wirkung wird im zweiten
Abschnitt dieses Kapitels angegeben. Der Hypermultiplettsektor dieser Theo-
rie erhält Weltflächenkorrekturen (Abschnitt 1.4). Diese modifizieren die Bewe-
gungsgleichungen der Stringtheorie. Insbesondere sind Ricci-flache Mannigfaltig-
keiten nur dann Lösungen, wenn die Weltflächenkorrekturen vernachlässigt wer-
den können. Dies ist im Limes großen Volumens von C̃Y 3 der Fall. Nur in diesem
Limes kann die Wirkung des Hypermultiplettsektors durch die Kompaktifizierung
bestimmt werden. Um die Wirkungen der IIA und der IIB Theorie vergleichen
zu können, muß auf der IIA Seite der entsprechende Limes durchgeführt werden.
Dies ist der Limes

”
großer komplexer Strukturen“. Die Wirkung der IIA Theorie

in diesem Limes wird angegeben. Es ist mir gelungen, die Abbildung zwischen den
beiden Wirkungen und damit eine explizite Realisierung der Mirrorsymmetrie zu
finden. Diese Abbildung wird in Abschnitt 3.5 hergeleitet.

In der IIA Theorie sind die Korrekturen außerhalb dieses Limes bekannt. Mit
Hilfe der gefundenen Abbildung können daher die Weltflächenkorrekturen zur
IIB Theorie untersucht werden. Ein Ergebnis dieser Untersuchung ist, daß die
SL(2,Z) Symmetrie der zehndimensionalen Wirkung (1.32), die im Limes großen
Volumens auch eine Symmetrie der vierdimensionalen Wirkung ist, durch Welt-
flächenkorrekturen gebrochen wird [28]. Dies ist der Gegenstand von Abschnitt
3.6.

37
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3.2 Die IIA Theorie

In der Einleitung (Abschnitt 1.5) wurde neben der Mirrorsymmetrie eine weitere
Beziehung zwischen der IIA und der IIB Stringtheorie angeführt: die T-Dualität.
Der IIA String, kompaktifiziert auf einem Kreis SR mit Radius R, ist äquivalent
zum IIB String, kompaktifiziert auf einem Kreis S1/R mit Radius 1/R. Damit ist
der IIA String auf SR × CY3 äquivalent zum IIB String auf S1/R × CY3. Nun
kann die Reihenfolge der Kompaktifizierungen umgekehrt werden1 und durch
Mirrorsymmetrie sind schließlich die beiden Kompaktifizierungen des IIA Strings
auf SR × CY3 und S1/R × C̃Y 3 äquivalent.

Kompaktifiziert man die IIA Theorie zuerst auf CY3 erhält man eine Wirkung
mit h(1,2)+1 Hypermultipletts. Diese wird durch die folgende Kompaktifizierung
auf SR nicht verändert. Kompaktifiziert man hingegen zuerst auf C̃Y 3 so erhält
man eine Wirkung mit h̃(1,1) = h(1,2) Vektormultipletts. Nach der folgenden Kom-
paktifizierung auf S1/R erhält man aus ihnen ebenfalls h(1,2)+1 Hypermultipletts2.
Nach dem oben gesagten entsprechen sich die entstehenden Wirkungen. Diese Ab-
leitung der Wirkung der Hypermultipletts aus der der Vektormultipletts nennt
man die c-map. Das obige Argument ist heuristisch, streng abgeleitet wurde diese
Abbildung für den klassischen Limes [23]. Bei der expliziten Durchführung der
Abbildung folge ich [44].

Die Lagrangedichte der h̃(1,1) Vektormultipletts (Âa
µ, Z

a, Z̄a) in vier Dimensio-
nen lautet [44]

(
√−g)−1

L = −1

2
R−Gab∂µZ

a∂µZ̄b +
1

4
RijF

i
µνF

jµν +
1

4
IijF

i
µνF̃

jµν . (3.1)

Die Indizes vom Beginn des Alphabets (a, b, c, . . . ) laufen von 1 bis h̃(1,1)=h(1,2)

und kennzeichnen die Vektormultipletts. Die Indizes aus der Mitte des Alphabets
(i, j, k, . . . ) laufen von 0 bis h(1,2); der Index Null entspricht dem Graviphoton.
F̃ iµν ist der zu F iµν duale Feldstärketensor

F̃ iµν ..=
1

2
εµνρσF i

ρσ . (3.2)

Die Wirkung (3.1) ist bestimmt durch eine Funktion F von h(1,2)+1 (komple-
xen) Variablen xi. Diese Funktion ist holomorph (F (x, x̄) = F (x)) und homogen
vom Grad zwei (F (λx) = λ2F (x)). Für die Ableitungen von F führt man folgende
Abkürzungen ein

Fi ..=
∂F

∂xi
, Fij ..=

∂2F

∂xi∂xj
. (3.3)

Die Za sind die zu den xi gehörenden inhomogenen Koordinaten

Z i ..=
xi

x0
(Z0 = 1). (3.4)

1Da die Mannigfaltigkeiten S × CY3 und CY3 × S isomorph sind.
2In drei Dimensionen ist ein Vektor dual zu einem Skalar. Das zusätzliche Hypermultiplett

entsteht durch die Kompaktifizierung des Gravitationsmultipletts.
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Der Zielraum des σ-Modells der Skalare der Vektormultipletts wird durch die
spezielle Kählergeometrie [19, 49–53] beschrieben. Dies bedeutet, daß die Metrik
Gab Kähler ist (A.24)

Gab =
∂2K

∂Za∂Z̄b
, (3.5)

wobei das Kählerpotential selbst durch die Ableitungen der Funktion F bestimmt
ist:

K = − ln
(
xiF̄i(x̄) + x̄iFi(x)

)
. (3.6)

Hierbei sind die xi gemäß (3.4) als Funktionen der Za aufzufassen. Man nennt
F das Präpotential der speziellen Kählermetrik Gab

3. Auch die Kopplungen der
Vektorfelder sind durch das Präpotential F bestimmt.

Rij = ReNij =
1

2

(
Nij + N̄ij

)
, Iij = ImNij =

1

2i

(
Nij − N̄ij

)
,

Nij =
1

4
F̄ij −

(NZ)i(ZN)j
(ZNZ)

, (3.7)

wobei

Nij =
1

4
(Fij + F̄ij), (NZ)i = NijZ

j, (ZNZ) = Z iNijZ
j. (3.8)

Um zu garantieren, daß die kinetischen Terme in (3.1) nach unten beschränkt
sind, muß G positiv und R negativ definit sein.

Die Kopplungsfunktionen in (3.1) lauten als Funktion der Z a

K = − ln (−2ZNZ̄) ,

Gab = − 1

(ZNZ̄)

(
Nab −

(NZ̄)a(ZN)b
(ZNZ̄)

)
,

Rij =
1

2

(
Nij −

(NZ)i(ZN)j
(ZNZ)

− (NZ̄)i(Z̄N)j
(Z̄NZ̄)

)
,

R−1 ij = 2

(
N−1 ij − Z iZ̄j + Z̄ iZj

(ZNZ̄)

)
,

Iij = − i

2

(
1

4

(
F̄ij − Fij

)
− (NZ)i(ZN)j

(ZNZ)
+

(NZ̄)i(Z̄N)j
(Z̄NZ̄)

)
. (3.9)

Statt F (x) kann man eine Funktion der inhomogenen Koordinaten einführen

f(Z) = (x0)−2F (x) . (3.10)

3Die bekanntere, manifest symplektisch invariante Form der Gleichung (3.6) erhält man
durch die Ersetzung F → iF .
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Mit Hilfe der Mirrorsymmetrie (der Vektormultiplettsektor der IIB Theorie erh ält
weder Quanten- noch Weltflächenkorrekturen) konnte sie für jede Calabi-Yau-
Kompaktifizierung bestimmt werden4. Sie lautet [54, 55]:

f(Z) =
i

3!
κabcZ

aZbZc + cχζ(3) +
∑

da

nda Li3(e
−2πdaZa

) . (3.11)

Dabei ist c eine Normierungskonstante, ζ(s) die Riemannsche Zetafunktion

ζ(s) ..=

∞∑

n=1

n−s , (3.12)

Li3(x) die dritte polylogarithmische Funktion

Li3(x) ..=

∞∑

n=1

xn

n3
, (3.13)

die κabc, χ und nda sind topologische Daten der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit; sie
werden in Anschnitt A.5 erläutert. Die Summe der Polylogarithmen sind Korrek-
turen durch Weltflächeninstantonen.

Um die Wirkung der Hypermultipletts zu erhalten, muß (3.1) auf einem Kreis
kompaktifiziert werden. Aus dem vierdimensionalen Graviton gµν erhält man das

dreidimensionale g3
µν , einen Vektor Bµ und einen Skalar φ, aus den Vektoren Âi

µ

jeweils einen Vektor Ai
µ und einen Skalar ξ i. Die Vektoren sind in drei Dimen-

sionen dual zu Skalaren. Die Skalare, die zu den Ai
µ dual sind, werden mit ξ̃i

bezeichnet, der zu Bµ duale Skalar mit φ̃.
Nach Kompaktifizierung und Dualisierung erhält man folgende Wirkung [44]:

(√−g
)−1

L =− 1

2
R−Gab̄(Z, Z̄) ∂

µZa∂µZ̄
b − (∂µφ)

2 (3.14)

− 1

4
e4φ

(
∂µφ̃+ ξi∂µξ̃i − ξ̃i∂µξ

i
)2

+
1

2
e2φ∂µξ

iRij∂
µξj

+
1

2
e2φ

(
Iik∂

µξk+ ∂µξ̃i
)
R−1ij

(
Ijl∂µξ

l+ ∂µξ̃j
)
.

Diese Wirkung soll mit dem Hypermultiplettsektor einer auf CY 3 kompakti-
fizierten IIA Theorie verglichen werden. Die Zielraummannigfaltigkeit des durch
den Hypermultiplettsektor beschriebenen σ-Modells ändert sich bei der Kompak-
tifizierung von vier nach drei Dimensionen nicht. Das bedeutet, daß die Wirkung
der Hypermultipletts in vier Dimensionen mit (3.14) identisch ist (wenn man die
Vektorindizes wieder von 1 bis 4 laufen läßt, die 3 an der Determinante der Metrik
wurde schon weggelassen). Allerdings ist die Interpretation der Felder eine ande-

re. In (3.1) entsprachen die h̃(1,1) Felder Za den Moduli der Kählerform von C̃Y 3.
In (3.14) entsprechen sie den h(2,1) Moduli der komplexen Struktur von CY3.

4Genauer: Ihre allgemeine Form konnte bestimmt werden. Die eingehenden topologischen
Daten sind nicht für jede Calabi-Yau bekannt.
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Die in (3.14) auftretenden Skalare (ξ i, ξ̃i, φ̃) sind entweder durch dimensionale
Reduktion oder Dualisierung aus Vektorfeldern hervorgegangen. Deren Eichsym-
metrien sind dabei zu Peccei-Quinn-Symmetrien der Skalare geworden. Mit den
reellen Parametern (α, βi, γ

i) lauten sie:

ξi 7→ ξi + γi, ξ̃i 7→ ξ̃i + βi, φ̃ 7→ α + βiξ
i + γiξ̃i. (3.15)

3.3 Der Limes großer komplexer Strukturen

Da die IIB Theorie nur im Limes großen Volumens durch die Kompaktifizierung
auf der Mirror-Calabi-Yau C̃Y 3 erhalten werden kann, muß vor dem Vergleich der
beiden Theorien der entsprechende Limes auf der IIA Seite durchgeführt werden.

Dieser besteht darin, die Werte der Moduli der komplexen Struktur Z a groß
werden zu lassen. In diesem Limes wird das Präpotential (3.11) durch den kubi-
schen Term dominiert. Es lautet also

f(Z) =
i

3!
κabcZ

aZbZc ,
(
F (x) =

i

3!

κabcx
axbxc

x0

)
. (3.16)

Man beachte, daß nach der Herleitung im vorigen Abschnitt die κabc die Tripel-
schnittzahlen von C̃Y 3 sind!

Um die Größen Gab, Rij und Iij in diesem Limes anzugeben, verwendet man
die Abkürzungen

(κZZZ) = κabcZ
aZbZc, (κZZ)a = κabcZ

bZc, (κZ)ab = κabcZ
c. (3.17)

Die Real- bzw. Imaginärteile der Za erhalten ihre naheliegende Bezeichnung

Xa ..= Re(Za) =
1

2
(Za + Z̄a), Y a ..= Im(Za) =

1

2i
(Za − Z̄a). (3.18)

Man findet

Fij = i

(
1
3
(κZZZ) −1

2
(κZZ)b

−1
2
(κZZ)a (κZ)ab

)
,

Nij =
i

12

(
(κZZZ)− (κZ̄Z̄Z̄) −3

2

(
(κZZ)b − (κZ̄Z̄)b

)

−3
2

(
(κZZ)a − (κZ̄Z̄)a

)
3κabc(Z

c − Z̄c)

)
, (3.19)

woraus man wiederum erhält

(NZ)0 = − i

24
κabc

(
ZaZbZc − 3ZaZ̄bZ̄c + 2Z̄aZ̄bZ̄c

)
=

1

6
(κY Y Y ) +

i

2
(κXY Y ) ,

(NZ)a =
i

8
κabc(Z

b − Z̄b)(Zc − Z̄c) = − i

2
(κY Y )a ,

(NZ̄)0 =
i

24
κabc

(
2ZaZbZc − 3ZaZbZ̄c + Z̄aZ̄bZ̄c

)
=

1

6
(κY Y Y )− i

2
(κXY Y ) ,

(NZ̄)a = − i

8
κabc(Z

b − Z̄b)(Zc − Z̄c) =
i

2
(κY Y )a ,
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(ZNZ) =
i

12
κabc(Z

a − Z̄a)(Zb − Z̄b)(Zc − Z̄c) =
2

3
(κY Y Y ),

(Z̄NZ̄) =
i

12
κabc(Z

a − Z̄a)(Zb − Z̄b)(Zc − Z̄c) =
2

3
(κY Y Y ),

(ZNZ̄) = − i

24
κabc(Z

a − Z̄a)(Zb − Z̄b)(Zc − Z̄c) = −1

3
(κY Y Y ). (3.20)

Damit lautet das Kählerpotential

K = − ln
( i

12
κabc(Z

a − Z̄a)(Zb − Z̄b)(Zc − Z̄c)
)
= − ln

(2
3
(κY Y Y )

)
(3.21)

und die Metrik

Gab = −3

2

(
(κY )ab
(κY Y Y )

− 3

2

(κY Y )a(κY Y )b
(κY Y Y )2

)
. (3.22)

R und I sind gegeben durch

I =
1

4

(
−1

3
(κXXX) 1

2
(κXX)b

1
2
(κXX)a −(κX)ab

)
,

R = − 1

24
(κY Y Y )

(
1− 4GabX

aXb 4GabX
a

4GabX
b −4Gab

)
,

R−1 = −24(κY Y Y )−1

(
1 Xb

Xa −1
4
G−1 ab +XaXb

)
. (3.23)

Durch Einsetzen von (3.23) in (3.14) erhält man die Lagrangedichte in diesem
Limes:
(√−g

)−1
L =− 1

2
R−Gab∂µY

a∂µY b −Gab∂µX
a∂µXb − (∂µφ)

2

− 1

8
e2φV (∂µξ

0)2 − 1

2
e2φV Gab

(
Xa∂µξ

0− ∂µξ
a
)(
Xb∂µξ0− ∂µξb

)

− 1

2
e2φV −1G−1 ab

(
∂µξ̃a +

1

8
(κXX)a∂µξ

0− 1

4
(κX)ac∂µξ

c
)
×

(
∂µξ̃b +

1

8
(κXX)b∂

µξ0− 1

4
(κX)bd∂

µξd
)

− 2e2φV −1
(
∂µξ̃0 +Xa∂µξ̃a +

1

24
(κXXX)∂µξ

0− 1

8
(κXX)a∂µξ

a
)2

− 1

4
e4φ

(
∂µφ̃+ ξi∂µξ̃i − ξ̃i∂µξ

i
)2
. (3.24)

Es wurde hierbei die Abkürzung V = 1
6
(κY Y Y ) eingeführt5.

In diesem Limes gibt es h(1,2) zusätzliche Peccei-Quinn-Symmetrien [56]. Im
Gegensatz zu den in (3.15) aufgeführten sind hier nur die infinitesimalen Trans-
formationen bekannt. Mit den reellen Parametern ηa lauten sie

δXa = ηa, δY a = 0, δξ0 = 0,

δξa = ηaξ0, δξ̃a =
1

4
κabcη

bξc, δξ̃0 = −ηaξ̃a. (3.25)

5Diese Größe wird nach der Abbildung auf die IIB-Theorie mit dem Volumen der Mirror-
Calabi-Yau identifiziert werden.
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3.4 Die IIB Theorie

Das Spektrum der IIB Theorie wurde in Abschnitt 1.4 angegeben. Hier ist zu be-
achten, daß auf der Mirror-Calabi-Yau C̃Y 3 von CY3 kompaktifiziert wird, in der
Wirkung also h̃(1,1) = h(2,1) Tensormultipletts (C a

µν , b
1a, b2a, va) auftreten. Führt

man die Kompaktifizierung durch [28], so erhält man unter Vernachlässigung des
Vektormultiplettsektors6.

(√−g
)−1

L =− 1

2
R− 1

4
e2φBV (∂µl)

2 − (∂µφB)
2 − 1

6
e−3φBV

1

2 HI
µνρMIJH

Jµνρ

−Gab ∂µv
a∂µvb − eφBV

1

2Gab(v) ∂µb
IaMIJ∂

µbJb

− 2

3
e−2φBV Gab (F

a
µνρ+ εIJH

J
µνρb

Ia)(F bµνρ+ εIJH
JµνρbIb)

− i

12
√−g

εµνρσκabcεIJ (F
a
µνρb

Ib∂σb
Jc− 2

3
εKLH

I
µνρb

JabKb∂σb
Lc) .

(3.26)

Hierbei wurde gesetzt

MIJ ..=
1

Imλ

(
|λ|2 −Reλ
−Reλ 1

)
, λ ..= l + iV − 1

2 e−φB ,

V =
1

6
κabcv

avbvc . (3.27)

Die κabc sind die Tripelschnittzahlen der Calabi-Yau C̃Y3 (A.32). Die Metrik Gab

ist gegeben durch

Gab = −V −1κabcv
c + 1

4
V −2κabcv

cvdκbefv
evf . (3.28)

Die F a
µνρ und HI

µνρ sind Feldstärken der Zweiformfelder:

F a
µνρ = ∂[µC

a
νρ] , HI

µνρ = ∂[µB
I
νρ] . (3.29)

Die Symmetrien der Wirkung (3.26) sind gegeben durch die Eichtransforma-
tionen der Tensorfelder (mit Parametern Σa

ν , Ω
I
ν)

δCa
µν = ∂[µΣ

a
ν] , δBI

µν = ∂[µΩ
I
ν] , (3.30)

und Peccei-Quinn-Transformationen (mit Parametern cIa)

δbIa = cIa , δCa
µν = −εIJ c

IaBJ
µν , (3.31)

Den SL(2,Z)-Transformationen der zehndimensionalen Theorie (1.32) induzieren
folgende Transformationen der vierdimensionalen [28]:

6In [28] ist der genaue Zusammenhang zwischen den in (3.26) auftretenden und den in der
Tabelle auf Seite 14 angegebenen Feldern zu finden.
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Für die BI
µν und Skalare bIa gilt
(
B1

µν

B2
µν

)
7→

(
d c
b a

)(
B1

µν

B2
µν

)
,

(
b1a

b2a

)
7→

(
d c
b a

)(
b1a

b2a

)
, (3.32)

Die Ca
µν sind invariant, die Transformationen der anderen Felder lauten

va 7→ va|cλ+ d| , e−2φB 7→ e−2φB

|cλ+ d| , l 7→ (al + b)(cl + d) + acV −1e−2φB

|cλ+ d|2 .

(3.33)

Die Transformationen (3.32) und (3.33) sind Symmetrien der Lagrangedichte
(3.26). Die SL(2,Z) wird also durch die Kompaktifizierung im Limes großen
Volumens nicht gebrochen.

Um den Vergleich mit der Wirkung (3.24) durchführen zu können, müssen die
in (3.26) auftretenden Tensoren zu Skalaren dualisiert werden. Dies geschieht wie
in Abschnitt 2.2 durch Addition von (h̃(1,1) +2) Lagrangemultiplikatoren (ga, hI)
zu (3.26) und anschließender partieller Integration

L
′ = L + iεµνρσHI

µνρ∂σhI + iεµνρσF a
µνρ∂σga. (3.34)

Die Felder H I
µνρ, F

a
µνρ werden nun mittels ihrer algebraischen Bewegungsgleichun-

gen eliminiert. Man erhält [28]

(√−g
)−1

L =− 1

2
R− 1

4
e2φBV (∂µl)

2 − (∂µφB)
2 −Gab∂µb

1a∂µb1b (3.35)

−Gab∂µv
a∂µvb − e2φBV Gab(∂µb

2a − l∂µb
1a)(∂µb2b − l∂µb1b)

− e2φB

16V
G−1 ab

(
∂µga− 1

2
κacdεIJb

Ic∂µb
Jd
)(

∂µgb− 1
2
κbefεKLb

Ke∂µbLf
)

− 1

4
e2φBV −1

(
∂µh2 − b1a(∂µga − 1

6
κabcεIJb

Ib∂µb
Jc)

)2

− 1

4
e4φB

(
∂µh1 + l∂µh2 − (lb1a − b2a) (∂µga − 1

6
κabcεIJb

Ib∂µb
Jc)

)2

.

Aus den Eichsymmetrien (3.30) sind Peccei-Quinn-Symmetrien (mit Parame-
tern σa und ωI) der dualen Skalare geworden:

δga = σa, δhI = ωI . (3.36)

Die Peccei-Quinn-Symmetrien (3.31) sind durch die Dualisierung unhandlicher
geworden:

δbIa = cIa, δga =
1

2
κabcεIJc

IbbJc, δhI = −εIJ(c
Jaga +

1

6
κabcεKLb

JacKbbLc).

(3.37)

Unter den SL(2,Z)-Transformationen sind die ga wie die C
a
µν invariant, während

die hI , um die Invarianz der Wirkung zu garantieren, kontragredient zu den B I
µν

transformieren (
h1

h2

)
7→

(
a −c
−b d

)(
h1

h2

)
. (3.38)
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3.5 Die Abbildung

Vergleicht man die Wirkungen (3.24) und (3.35), so findet man sofort die Identi-
fikationen

φ = φB, Y a = va, Xa = b1a. (3.39)

Die erste dieser Gleichungen sagt aus, daß Mirrorsymmetrie eine störungstheore-
tische Symmetrie der Stringtheorie ist.

Nach dieser Identifikation haben beide Wirkungen die gleiche funktionale
Struktur in φ und Y a. Insbesondere stimmen die Metriken (3.22) und (3.28)
überein. Die Abbildung der anderen Variablen findet man durch den Vergleich
der Terme, die in den beiden Wirkungen die gleiche Abhängigkeit von φ und Y a

haben.
Begonnen wird mit den Termen proportional zu e2φV , woraus man folgende

Bedingung abliest:

−1

4
(∂µl)

2 !
= −1

8
(∂µξ

0)2 =⇒ ∂µ
(√

2l ∓ ξ0
) !
= 0. (3.40)

Sie wird gelöst durch

ξ0 =
√
2l. (3.41)

Hierzu ist anzumerken, daß die Integrationskonstante vernachlässigt werden konn-
te, da ξ0 invariant unter einer Peccei-Quinn-Symmetrie (3.15) ist. Das obere Vor-
zeichen wurde willkürlich gewählt; wie sich zeigen wird, legt dies schon alle an-
deren Vorzeichenwahlen fest. Es folgen die Terme proportional zu e2φV Gab:

Xa∂µξ
0 − ∂µξ

a !
= ±

√
2
(
l∂µb

1a − ∂µb
2a
)
. (3.42)

Setzt man die schon erhaltenen Resultate ein (3.39,3.41),

∂µξ
a !
=

√
2b1a∂µl ∓

√
2l∂µb

1a ±
√
2∂µb

2a, (3.43)

so sieht man, daß sich die Terme auf der linken Seite nur bei Wahl des unteren
Vorzeichens zu einer vollständigen Ableitung zusammenfassen lassen. Man erhält
schließlich

ξa =
√
2lb1a −

√
2b2a. (3.44)

Nun die e2φV −1G−1 ab Terme:

∂µξ̃a +
1

8
(κXX)a∂µξ

0 − 1

4
(κX)ab∂µξ

b

!
=±

√
2

4
∂µga ∓

√
2

8
κabcb

1b∂µb
2c ±

√
2

8
κabcb

2b∂µb
1c (3.45)
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Wieder setzt man den schon bekannten Teil der Abbildung in die obere Gleichung
ein:

∂µξ̃a =±
√
2

4
∂µga +

√
2

8
∂µ
(
lκabcb

1bb1c
)

−
√
2

4
b1b∂µb

2c ∓
√
2

8
b1b∂µb

2c ±
√
2

8
b2b∂µb

1c. (3.46)

Es muß das untere Vorzeichen gewählt werden, man erhält

ξ̃a = −
√
2

4
ga +

√
2

8
lκabcb

1bb1c −
√
2

8
κabcb

1bb2c (3.47)

Nun die Terme proportional zu e2φV −1:

∂µξ̃0 +Xa∂µξ̃a −
1

8
(κXX)a∂µξ

a +
1

24
(κXXX)∂µξ

0 (3.48)

!
=±

√
2

4
∂µa2 ∓

√
2

4
b1a∂µga ±

√
2

24
κabcb

1ab1b∂µb
2c ∓

√
2

24
κabcb

1ab2b∂µb
1c.

Einsetzen der schon erhaltenen Gleichungen ergibt

∂µξ̃0
!
=±

√
2

4
∂µh2 −

√
2

24
∂µ
(
lκabcb

1ab1bb1c
)

(3.49)

+

√
2

8
κabcb

1ab2b∂µb
1c ∓

√
2

24
κabcb

1ab2b∂µb
1c ±

√
2

24
κabcb

1ab1b∂µb
2c,

so daß die Wahl des oberen Vorzeichens erzwungen ist. Man findet

ξ̃0 =

√
2

4
h2 −

√
2

24
lκabcb

1ab1bb1c +

√
2

24
κabcb

1ab1bb2c. (3.50)

Es bleiben die Terme proportional zu 1
4
e4φ. Auf der IIA-Seite lauten sie

∂µφ̃+ ξ0∂µξ̃0 − ξ̃0∂µξ
0 + ξa∂µξ̃a − ξ̃a∂µξ

a

= ∂µφ̃+
1

2

(
l∂µh2 − h2∂µl

)
+

1

2

(
b2a∂µga − ga∂µb

2a
)

− 1

2

(
lb1a∂µga − ga∂µ(lb

2a)
)
+

1

4
κabcb

2ab2b∂µb
1c

− 1

3
lκabcb

2ab1b∂µb
1c +

1

12
lκabcb

1ab1b∂µb
2c − 1

12
κabcb

1ab1bb2c∂µl . (3.51)

Der Vergleich mit den IIB-Termen liefert

∂µφ̃ =± ∂µh1 −
1

2

(
l∂µh2 − h2∂µL

)
± l∂µh2 −

1

2

(
b2a∂µga − ga∂µb

2a
)
± b2a∂µga

+
1

2

(
lb1a∂µga − ga∂µ(lb

2a)
)
∓ lb1a∂µga −

1

4
κabcb

2ab2b∂µb
1c

± 1

6
κabcb

2ab2b∂µb
1c∓1

6
κabcb

1ab2b∂µb
2c+

1

3
lκabcb

2ab1b∂µb
1c∓1

6
lκabcb

2ab1b∂µb
1c

− 1

12
lκabcb

1ab1b∂µb
2c ± 1

6
lκabcb

1ab1b∂µb
2c +

1

12
κabcb

1ab1bb2c∂µl, (3.52)
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woraus man wiederum abliest, daß das obere Vorzeichen zu wählen ist. Man erhält
schließlich:

φ̃ = h1 +
1

2
lh2 +

1

2
b2aga −

1

2
lb1aga −

1

12
κabcb

1ab2bb2c +
1

12
lκabcb

1ab1bb2c. (3.53)

Die so erhaltenen Transformationen sind nichtlinear und man würde folglich
nicht erwarten, sie invertieren zu können. Betrachtet man sie allerdings genauer,
so stellt man fest, daß die nichtlinearen Terme gerade die sind, in denen Felder
auftreten, die auf beiden Seiten der Abbildung miteinander identifiziert wurden
(3.39). Die Felder, die sich unter der Abbildung nichttrivial verhalten, werden
linear ineinander transformiert. Es ist dann ein Leichtes, die inverse Abbildung
zu finden; sie lautet:

l =
1√
2
ξ0,

b2a =
1√
2
(Xaξ0 − ξa),

ga =− 4√
2
ξ̃a +

1

2
√
2
(κXξ)a,

h2 =
4√
2
ξ̃0 +

1

6
√
2
(κXXξ),

h1 =φ̃− ξiξ̃i +
1

6
(κXξξ)− 1

12
ξ0(κXXξ). (3.54)

3.6 Die Brechung der SL(2,Z)

Im vorangehenden Abschnitt wurde die Abbildung zwischen den Typ IIA und den
Typ IIB Variablen im Limes großen Volumens/großer komplexer Struktur herge-
leitet. Aufgrund der Mirrorsymmetrie weiß man, daß die klassischen Grenzf älle
der beiden Theorien äquivalent sind. In der Typ IIA Theorie ist die klassische
Wirkung exakt bestimmt worden (3.14), (3.11). Mittels der gefundenen Abbil-
dung kann nun auch die IIB Theorie außerhalb des Limes großen Volumens un-
tersuchen. Insbesondere ist es möglich, das Schicksal der SL(2,Z)-Symmetrie
(3.32,3.33,3.38) der IIB Theorie beim Verlassen des Limes zu studieren.

Die SL(2,Z) wirkt auf λ (3.27,3.33) gemäß

λ 7→ aλ+ b

cλ+ d
. (3.55)

Die beiden Erzeugenden dieser Transformation sind

λ 7→ λ+ 1 , λ 7→ −1

λ
. (3.56)

Die erste Transformation entspricht nach (3.54) in den IIA Variablen gerade
der Peccei-Quinn Symmetrie7 von ξ0 (3.15). Dies ist somit eine Peccei-Quinn-

7Auch auf der IIB Seite ist diese Symmetrie kontinuierlich, da die klassische Wirkung inva-
riant unter der SL(2,R) ist. Die Brechung auf die SL(2,Z) geschieht durch nichtperturbative
Korrekturen.
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Symmetrie aus dem RR Sektor8 und gilt zu allen Ordnungen der Stringstörungs-
theorie.

Es bleibt, die Wirkung des zweiten Generators auf die IIA Variablen finden.
Dazu drückt man mit Hilfe der gefundenen Abbildung (3.41,3.44,3.47,3.50,3.53)
die IIA Variablen durch die IIB Variablen aus, bestimmt mittels (3.33) und (3.38)
deren Transformationsverhalten und übersetzt dies mit Hilfe der inversen Abbil-
dung (3.54) wieder in die IIA Variablen. Man findet

e−2φ 7→
√
2

√
2e−2φ

√
((ξ0)2 + 2V −1e−2φ)

, (3.57)

Y a 7→ 1√
2

√(
(ξ0)2 + 2V −1e−2φ

)
Y a,

Xa 7→ − 1√
2

(
Xaξ0 − ξa

)
,

ξ0 7→ − 2ξ0

((ξ0)2 + 2V −1e−2φ)
,

ξa 7→ −
√
2Xa +

√
2

ξ0(Xaξ0 − ξa)

((ξ0)2 + 2V −1e−2φ)
,

ξ̃a 7→ ξ̃a −
1

4
(κXξ)a +

1

8
ξ0(κXX)a −

ξ0κabc(X
bξ0 − ξb)(Xcξ0 − ξc)

8((ξ0)2 + 2V −1e−2φ)
,

ξ̃0 7→ −
√
2

4
(φ̃− ξiξ̃i) +

√
2

48

(
(κXξξ)− ξ0(κXXξ) + (ξ0)2(κXXX)

)

−
√
2

48

ξ0κabc(X
aξ0 − ξa)(Xbξ0 − ξb)(Xcξ0 − ξc)

((ξ0)2 + 2V −1e−2φ)
,

φ̃ 7→
√
2
(
2ξ̃0 −Xaξ̃a −

1

6
(κXXξ) +

1

24
ξ0(κXXX)

)

+
ξ0
(
φ̃− ξiξ̃i + 2

(
Xaξ0−ξa

)
ξ̃a+

1
3
(κXξξ)− 1

6
ξ0(κXXξ)− 1

12
(ξ0)2(κXXX)

)

√
2((ξ0)2 + 2V −1e−2φ)

,

Man sieht an der zweiten Gleichung, daß die Calabi-Yau Moduli Y a in Terme
transformieren, die das Dilaton enthalten. Betrachtet man die Weltflächeninstan-
tonbeiträge zum Präpotential (3.11), so sieht man, daß dieses in eine Funktion
transformiert, die beliebig hohe Potenzen von e−2φ enthält. Diese können in der
klassischen Wirkung nicht durch andere Terme kompensiert werden, so daß hier-
mit gezeigt ist, daß der zweite Generator der SL(2,Z) durch Weltflächenkorrek-
turen gebrochen wird [28]. Es ist allerdings möglich, daß diese Symmetrie wie-
derhergestellt wird, sobald man auch Korrekturen der Raumzeit-Störungstheorie
betrachtet.

8Daß die ξi und die ξ̃i dem RR Sektor angehören, wird in Abschnitt 4.2 gezeigt werden, wenn
die Wirkung der IIA Theorie noch einmal durch die Calabi-Yau-Kompaktifizierung hergeleitet
wird.



Kapitel 4

Quantenkorrekturen im

allgemeinen Fall

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden die perturbativen Quantenkorrekturen zum Hypermul-
tiplettsektor der IIA Theorie, kompaktifiziert auf einer Calabi-Yau Mannigfaltig-
keit mit beliebigem h(2,1), untersucht.

Für den universellen Sektor sind die Quantenkorrekturen bereits in Kapitel 2
bestimmt worden. In der in (3.14) benutzten Feldbasis ist dieser Sektor allerdings
nicht leicht zu identifizieren. Im folgenden Abschnitt ist dargestellt, wie man diese
Aufgabe löst.

Auch für die allgemeine Wirkung sind Teile der Quantenkorrekturen bekannt.
Antoniadis, Ferrara, Minasian und Narain [57] konnten die 1-Schleifen-Korrektur
zu den kinetischen Termen der Calabi-Yau Moduli (in einem bestimmten Limes)
bestimmen. Diese bekannte (und eine naheliegende) Korrektur werden in Ab-
schnitt 4.3 eingeführt.

In Abschnitt 4.4 wird die allgemeinste Form der Metrik angegeben, die in-
variant unter den Symmetrien der Stringstörungstheorie, aber noch nicht super-
symmetrisch ist. Um eine möglichst eingeschränkte Wirkung zu erhalten, erfolgt
diese Untersuchung im Limes großer komplexer Struktur (in diesem Limes ist die
Wirkung invariant unter h(2,1) zusätzlichen Peccei-Quinn-Symmetrien (3.25)).

Leider ist es nicht gelungen, die zusätzlichen Einschränkungen, die sich durch
die Forderung nach quaternionischer Geometrie des σ-Modells ergeben, zu be-
stimmen. Warum dies nicht möglich war, wird in den letzten beiden Abschnitten
dieses Kapitels erläutert.

4.2 Der Limes zum universellen Hypermultiplett

In Abschnitt 3.2 ist bereits die Wirkung des Hypermultiplettsektors der IIA
Stringtheorie, die auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit mit beliebigem h (2,1)

kompaktifiziert wurde, angegeben worden (3.14).

49
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Eine der Bedingungen, die an die möglichen Quantenkorrekturen zu dieser
Wirkung gestellt werden, ist, daß sie die quantenkorrigierte Wirkung des univer-
sellen Hypermultipletts als Grenzfall enthalten. Allerdings ist nicht klar, wie man
diesen Limes in der Feldbasis von (3.14) durchführt.

Die Wirkung des universellen Hypermultipletts wurde in Abschnitt 2.2 be-
stimmt, indem die in Abschnitt 1.4 beschriebene Calabi-Yau Kompaktifizierung
auf einer Calabi-Yau mit h(2,1)= 0 durchgeführt wurde. Kompaktifiziert man nun
auf einer Calabi-Yau mit beliebigem h (2,1), so erhält man den gesuchten Limes,
indem man die zusätzlich erhaltenen Felder konstant setzt.

Um dies zu tun, setzt man die Entwicklungen (1.30) in die zehndimensiona-
le Wirkung (1.10) ein und führt die Integration über die Calabi-Yau Mannig-
faltigkeit aus1. Man erhält für die Wirkung des Hypermultiplettsektors in vier
Dimensionen [27]

S = −
∫

d4x
√−g

{
e−2φ

(1
2
R− 2∂µφ∂

µφ+Gab̄∂
µZa∂µZ̄

b +
1

6
HµνρH

µνρ
)

− R−1 ij
(
∂µCi− 1

2

(
∂µN

)
ik
R−1 kl(Cl+C̄l)

)(
∂µC̄j− 1

2

(
∂µN̄

)
im
R−1mn(Cn+C̄n)

)}

+
1

12

∫
d4xεµνρλHµνρ

{
(Ci + C̄i)R

−1 ij
(
∂λCj −

1

4
∂λNjkR

−1 kl(Cl + C̄l)
)

− (Ci + C̄i)R
−1 ij

(
∂λC̄j −

1

4
∂λN̄jkR

−1 kl(Cl + C̄l)
)}

. (4.1)

Die Größen Gab, Rij, Iij entsprechen den in (3.9) angegebenen. Wie sie mit Inte-
gralen über die Calabi-Yau Mannigfaltigkeit identifiziert werden, ist in [27] dar-
gestellt.

Wie in (3.14) laufen die Indizes (i, j, k, . . . ) von Null bis h(2,1), die Indizes
(a, b, c, . . . ) von Eins bis h(2,1).

Weyl-Reskalierung und Dualisierung ins Hypermultiplettbild werden wie in
Abschnitt 2.2 durchgeführt. Lediglich der topologisch an das Dreiformfeld gekop-
pelte Strom hat sich geändert. Statt (2.5) hat man nun

aλ ..= (Ci + C̄i)R
−1 ij

(
∂λCj − 1

4
∂λNjkR

−1 kl(Cl + C̄l)
)
. (4.2)

Aus (2.15) wird

(aλ + āλ) = (Ci + C̄i)R
−1 ij∂λ(Cj + C̄j)

− 1
4
(Ci + C̄i)R

−1 ij∂λ(Njk + N̄jk)R
−1 kl(Cl + C̄l)

= (Ci + C̄i)R
−1 ij∂λ(Cj + C̄j)− 1

2
(Ci + C̄i)R

−1 ij∂λRjkR
−1 kl(Cl + C̄l)

= (Ci + C̄i)R
−1 ij∂λ(Cj + C̄j) +

1
2
(Ci + C̄i)∂λR

−1 ij(Cj + C̄j)

= 1
2
∂λ
(
(Ci + C̄i)R

−1 ij(Cj + C̄j)
)
. (4.3)

1Wie in Abschnitt 2.2 bemerkt, muß im RR Sektor eine andere Basis der Entwicklung
gewählt werden, als in (1.30) angegeben. Die Felder Ci, C̄i sind Linearkombinationen der Felder
ci, c̄i.
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Damit ändert sich die Definition des Feldes S (2.17) zu

S = e−2φ + iD − 1

4
(Ci + C̄i)R

−1 ij(Cj + C̄j) . (4.4)

Statt (2.18) gilt

e−2φ =
1

2

(
S + S̄ +

1

2
(Ci + C̄i)R

−1 ij(Cj + C̄j)
)
. (4.5)

Schließlich erhält man die Lagrangedichte [27, 44]

(√−g
)−1

L = −1

2
R−Gab̄ ∂

µZa∂µZ̄
b

−
∣∣∂µS + (Ci + C̄i)R

−1 ij∂µCj − 1
4
(Ci + C̄i)R

−1 ik
(
∂µN

)
kl
R−1 lj(Cj + C̄j)

∣∣2
(
S + S̄ + 1

2
(Ci + C̄i)R−1 ij(Cj + C̄j)

)2

+

(
∂µCi− 1

2

(
∂µN

)
ik
R−1 kl(Cl+C̄l)

)
R−1 ij

(
∂µC̄j− 1

2

(
∂µN̄

)
im
R−1mn(Cn+C̄n)

)
(
S + S̄ + 1

2
(Ci + C̄i)R−1 ij(Cj + C̄j)

) .

(4.6)

Es bleibt anzugeben, wie die beiden Wirkungen (3.14) und (4.6) aufeinander
abgebildet werden. Dies geschieht durch folgende Transformationen [44]:

ξi =
1

2
R−1 ij(Cj + C̄j) ,

ξ̃i = − i

2
(Ci − C̄i)−

1

2
IijR

−1 jk(Ck + C̄k) ,

e−2φ =
1

2
(S + S̄) +

1

4
(Ci + C̄i)R

−1 ij(Cj + C̄j) ,

φ̃ =
1

2i
(S − S̄) +

1

4i

(
CiR

−1 ijCj − C̄iR
−1 ijC̄j

)
. (4.7)

Aus der dritten Gleichung und (4.5) sieht man, daß die Felder φ in beiden Koor-
dinatenbasen übereinstimmen. Die inverse Transformation ist durch

Ci ..= Nijξ
j + iξ̃i, (4.8)

S ..= e2φ + iφ̃−Nijξ
iξj − iξiξ̃i,

= e2φ + iD − 1

4
(Ci + C̄i)R

−1 ij(Cj + C̄j) +
1

4

(
C̄iR

−1 ijC̄j − CiR
−1 ijCj

)
,

gegeben.

Mittels (4.7) und (4.8) lassen sich die Peccei-Quinn-Symmetrien (3.15) der
Wirkung (3.14) in der neuen Feldbasis bestimmen. Man findet

S 7→ S + iα− 2Ciγ
i −Nijγ

iγj , Ci 7→ Ci + iβi +Nijγ
j. (4.9)
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Setzt man nun die Felder Za, Z̄a, Ca, C̄a konstant, erhält man aus (4.6)

(√−g
)−1

L = −
∣∣∂µS + (Ci + C̄i)R

−1i0∂µC0

∣∣2
(
S + S̄ + 1

2
(Ci + C̄i)R−1ij(Cj + C̄j)

)2

+
(R−1)00(∂µC0)(∂

µC̄0)(
S + S̄ + 1

2
(Ci + C̄i)R−1ij(Cj + C̄j)

) , (4.10)

Die auftretenden Konstanten Ca, R
−1ij absorbiert man durch folgende Feldrede-

finition ((R−1)00 ist negativ)

S 7→ S ′ − (Ci + C̄i)R
−1i0C0 −

1

2
(Ca + C̄a)R

−1ab(Cb + C̄b) ,

C 7→
√

−2

(R−1)00
C ′ . (4.11)

Damit lautet (4.10)

(√−g
)−1

L = −
∣∣∂µS ′ − 2(C ′

0 + C̄ ′
0)∂µC

′
0

∣∣2
(
S ′ + S̄ ′ − (C ′

0 + C̄ ′
0)

2
)2 − 2(∂µC

′
0)(∂

µC̄ ′
0)(

S ′ + S̄ ′ − (C ′
0 + C̄ ′

0)
2
) , (4.12)

Führt man noch die Redefinition

S ′ 7→ S ′′ + C2
0 (4.13)

durch2, so erhält man aus (4.12) die in (2.19) angegebene Wirkung des universel-
len Hypermultipletts.

Die Peccei-Quinn-Symmetrien sind in der in (3.14) benutzten Feldbasis ein-
facher realisiert (3.15) als in der in (4.6) benutzten (4.9). Da diese Symmetrien,
wie im Fall des universellen Hypermultipletts (Abschnitt 2.3), eine entscheiden-
de Rolle bei der Einschränkung möglicher Quantenkorrekturen spielen, ist die
in (3.14) benutzte Basis besser geeignet, um diese Korrekturen zu untersuchen.
Es bleibt anzugeben, wie der Limes zum universellen Hypermultiplett in dieser
Basis durchgeführt wird. Die NSNS Felder (Za, Z̄a) stimmen in beiden Basen
überein. Im gesuchten Limes gilt damit weiterhin ∂µZ

a = ∂µZ̄
a = 0. Die RR

Felder der beiden Basen werden gemäß (4.8) ineinander überführt. Den Grenzfall
des universellen Hypermultipletts erhält man demnach, indem man fordert

∂µCa = ∂µ
(
Najξ

j + iξ̃a
)
= Naj∂µξ

j + i∂µξ̃a = 0 und

∂µC̄a = ∂µ
(
N̄ajξ

j − iξ̃a
)
= N̄aj∂µξ

j − i∂µξ̃a = 0 . (4.14)

Real- und Imaginärteil dieser Gleichungen müssen einzeln verschwinden. Es folgt:

Rai∂µξ
i = 0, Iai∂µξ

i + ∂µξ̃a = 0 . (4.15)

2Sie muß durchgeführt werden, da in (2.3) die vollständige Ableitung εµνρσHµνρ

(
C∂σC −

C̄∂σC̄
)
weggelassen wurde. Das Hinzufügen/Weglassen von vollständigen Ableitungen zur Wir-

kung im Tensormultiplettbild entspricht einer Feldredefinition im Hypermultiplettbild.



4.3. BEKANNTE QUANTENKORREKTUREN 53

Im Rest dieses Kapitels wird nur noch in der Feldbasis von (3.14) gearbeitet.
Insbesondere wird dabei der topologisch an das Dreiformfeld koppelnde Strom
(4.2) in der Basis der ξ i, ξ̃i benötigt. Wegen (4.8) gilt (Ci+ C̄i) = 2Rijξ

j und man
findet

aλ = 2(Rijξ
j)R−1ik

(
∂λCk − 1

2
∂λNklR

−1lmRmnξ
n
)

= 2ξi
(
∂λ(Nijξ

j + iξ̃i)− 1
2
∂λNijξ

j
)

= 2iξi∂λξ̃i + ∂λ
(
ξiNijξ

j
)
. (4.16)

Wegen der Bianchi-Identität des Dreiformfeldes (2.6) führt der zweite Term nur
zur Addition einer totalen Ableitung zur Wirkung. Er wird im folgenden wegge-
lassen. Der komplex konjugierte Strom lautet nach partieller Integration

āλ = 2iξ̃i∂λξ
i . (4.17)

4.3 Bekannte Quantenkorrekturen

Antoniadis, Ferrara, Minasian und Narain [57] ist es gelungen, bei konstantem
Dilaton und Axion (∂µS = ∂µS̄ = 0) und verschwindenden RR Feldern, die Ein-
Schleifen-Korrektur zur Wirkung (4.6) zu bestimmen. Sie lautet im Stringbild

(√−g
)−1

L = −1

2
(e−2φ + b)R− (e−2φ − b)Gab∂µZ

a∂µZ̄b . (4.18)

Die Korrektur zum Ricci-Skalar ist die aus (2.94) bekannte, b ist durch (2.96)
gegeben. In der Korrektur zur Metrik tritt b mit dem umgekehrten Vorzeichen
auf. Im Gegensatz zum universellen Hypermultiplett kann die Lagrangedichte
(4.18) deshalb nicht durch eine Variablenredefinition auf die klassische Form ge-
bracht werden. Zur Erleichterung der Rechnung wird die Redefinition trotzdem
ausgeführt: e−2φ̂ = e−2φ + b. Der Hut am neuen Feld wird sofort wieder wegge-
lassen, da das alte Feld im Rest dieses Abschnitts nicht mehr auftreten wird. Die
Korrektur (4.18) lautet nun

(√−g
)−1

L = −1

2
e−2φR− (e−2φ − 2b)Gab∂µZ

a∂µZ̄b . (4.19)

Insbesondere sind die möglichen Quantenkorrekturen zu (4.6) nun dadurch einge-
schränkt, daß man im Limes des universellen Hypermultipletts dessen klassische
Wirkung erhalten muß.

Die Korrektur (4.19) legt eine weitere nahe (es wird immer noch der Limes
verschwindender RR-Felder betrachtet, Dilaton und Axion müssen aber nicht
mehr konstant sein). Man betrachte folgende Wirkung

(√−g
)−1

L = −1

2
e−2φR+ 2∂µφ∂

µφ− (e−2φ − 2b)Gab∂µZ
a∂µZ̄b

− 1

6
HµνρH

µνρ +
2b

12

(√−g
)−1

εµνρλHµνρ

(
Ka∂λZ

a − K̄a∂λZ̄
a
)
.

(4.20)
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Hierbei ist

Ka =
∂K

∂Za
, K̄a =

∂K

∂Z̄a
, (4.21)

und K das Kählerpotential (3.5) der speziellen Kählermetrik Gab.
Man führt nun, wie in Abschnitt 2.2, den Übergang in das Einsteinbild und

die Dualisierung des Tensorfeldes durch. Der an den Tensor gekoppelte Strom
(vgl. (2.5)) ist hier

aλ = 2bKa∂λZ
a , (4.22)

so daß aus (2.15)

1

2
(aλ + āλ) = b∂λK (4.23)

wird. Die Wirkung (4.20) lautet nach der Dualisierung

(√−g
)−1

L = −1

2
R− (1− 2be2φ)Gab∂µZ

a∂µZ̄b

− e4φ

4

∣∣∂µ
(
e−2φ + iD + bK

)
− 2bKa∂µZ

a
)∣∣2 . (4.24)

Man definiert nun statt (4.4)

S = e−2φ + iD + bK , (4.25)

bzw.

e−2φ =
1

2

(
S + S̄ − 2bK

)
. (4.26)

Nach Einsetzen von (4.25) lautet die Metrik des durch (4.24) beschriebenen σ-
Modells

h =
(
1− 4b

S + S̄ − 2bK

)
GabdZ

a ⊗S dZ̄b +

∣∣dS − 2bKadZ
a
∣∣2

(
S + S̄ − 2bK

)2 . (4.27)

Diese Metrik ist Kähler; ihr Kählerpotential lautet:

K̃ = K + ln
(
S + S̄ − 2bK

)
. (4.28)

Korrekturen dieser Art sind aus dem Vektormultiplettsektor des heterotischen
Strings bekannt [13]. Insbesondere ändert sich auch dort durch die 1-Schleifen-
Korrektur der Zusammenhang zwischen Stringkopplungskonstante und den Fel-
dern der Vektormultipletts vom klassischen ((4.5) mit verschwindenden RR-Fel-
dern)

e−2φ =
1

2

(
S + S̄

)
(4.29)
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zu (4.26).
Natürlich müssen die Korrekturen des Hypermultiplettsektors des IIA Strings

nicht den Korrekturen des Vektormultiplettsektors des heterotischen Strings ent-
sprechen3; auch ist nicht bekannt, daß das σ-Modell des NSNS Sektors der Hy-
permultipletts Kähler sein muß, so daß die Subsummierung von (4.20) unter die
Überschrift

”
Bekannte Quantenkorrekturen“ euphemistisch erscheinen mag.

Andererseits lernt man folgendes: (4.20) ist eine Korrektur zu (4.6), die mit
allen Symmetrien der Störungstheorie verträglich ist. Sie muß daher im Ansatz
für die quantenkorrigierte Wirkung berücksichtigt werden. Weiterhin muß man
konzedieren, daß man keinen Grund hat, anzunehmen, daß die Beziehung zwi-
schen Stringkopplung und den Hypermultiplettfeldern zu höheren Schleifenord-
nungen durch (4.5) gegeben ist. Die Kenntnis dieser Beziehung lieferte im Fall
des universellen Hypermultipletts eine wichtige Einschr änkung an die Form der
Störungsentwicklung der Metrik (2.29). Tatsächlich ist es ohne Kenntnis dieser
Beziehung nicht möglich, den Ansatz für die Quantenkorrekturen in Form ei-
ner Störungsreihe anzugeben (da eben der Entwicklungsparameter nicht bekannt
ist). Was möglich ist, ist die allgemeinste Form der Wirkung anzugeben, die mit
den zu fordernden Symmetrien verträglich ist. Dies wird im nächsten Abschnitt
geschehen.

4.4 Der Ansatz für die quantenkorrigierte Wir-

kung

Bei der Bestimmung des Ansatzes der quantenkorrigierten Metrik des universel-
len Hypermultipletts spielten die Peccei-Quinn Symmetrien der Skalare des RR
Sektors eine herausragende Rolle. Auch im hier behandelten Fall werden sie eine
Einschränkung an mögliche Korrekturen darstellen. In der Feldbasis von (3.14)
lauten sie (3.15):

ξi 7→ ξi + γi, ξ̃i 7→ ξ̃i + βi, φ̃ 7→ α + βiξ
i − γiξ̃i. (4.30)

Mit der gleichen Argumentation, die in Abschnitt 2.3 gegeben wurde, kann man
auch hier schließen, daß sie nicht durch Quantenkorrekturen gebrochen werden.
Folgende Ausdrücke sind unter (4.30) invariant:

∂µξ
i , ∂µξ̃i , ∂µφ̃+ ξi∂µξ̃i − ξ̃i∂µξ

i . (4.31)

Die allgemeinste Korrektur zu den kinetischen Termen des RR Sektors lautet

(√−g
)−1

LRR = Aij(φ, Z
a, Z̄a)∂µξ

i∂µξ
j +Bj

i (φ, Z
a, Z̄a)∂µξ

i∂µξ̃j

+ C ij(φ, Za, Z̄a)∂µξ̃i∂µξ̃j . (4.32)

3Man kann auch nicht argumentieren, daß die NSNS Felder in den Hypermultipletts über
die c-map (Abschnitt 3.2) mit Feldern aus Vektormultipletts identifiziert werden. Die Gültigkeit
der c-map ist nur im klassischen Grenzfall gezeigt worden.
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Sie ist invariant unter (4.30) und quadratisch in den RR Feldern, wird also durch
die Symmetrien der Stringstörungstheorie in keinster Weise eingeschränkt. Es ist
hoffnungslos, eine solch allgemeine Wirkung daraufhin zu untersuchen, ob das
durch sie beschriebene σ-Modell quaternionisch ist4.

In Abschnitt 3.3 ist gezeigt worden, daß die IIA Theorie im Limes großer kom-
plexer Strukturen invariant ist unter den zusätzlichen Peccei-Quinn Symmetrien
(3.25)

δXa = ηa , δY a = 0 , δξ0 = 0 ,

δξa = ηaξ0 , δξ̃a =
1

4
κabcη

bξc , δξ̃0 = −ηaξ̃a . (4.33)

In der mirrorsymmetrischen IIB Theorie sind dies Symmetrien, die im Limes
großen Volumens gelten, außerhalb dieses Limes durch Weltflächenkorrekturen
gebrochen werden. Von Quantenkorrekturen hingegen werden sie respektiert. Da-
her müssen sie auch im entsprechenden Limes der IIA Theorie störungstheoretisch
erhalten bleiben. Es wird im folgenden dieser Limes betrachtet.

Die Invarianten unter (4.33) und (4.30) werden in Anhang C bestimmt. Sie
sind gegeben durch φ- und Y a-abhängige Linearkombinationen folgender Aus-
drücke:

qµ =∂µξ0 ,

raµ =∂µξ
a −Xa∂µξ

0 ,

sµa =∂µξ̃a − 1
4
(κX)ab∂µξ

b + 1
8
(κXX)a∂µξ

0 ,

tµ =∂µξ̃0 +Xa∂µξ̃a − 1
8
(κXX)a∂µξ

a + 1
24
(κXXX)∂µξ

0 . (4.34)

Der allgemeinste mit (4.33) und (4.30) verträgliche Ansatz für die Korrekturen
zu den kinetischen Termen des RR Sektors lautet demnach

(√−g
)−1

LRR = −G(φ, Y )qµq
µ −K(φ, Y )tµt

µ −M(φ, Y )qµt
µ − Aa(φ, Y )qµr

µa

− Ba(φ, Y )qµs
µ
a − Fab(φ, Y )raµr

µb − Ca
b(φ, Y )raµs

µ
b

−Da(φ, Y )raµt
µ −Hab(φ, Y )sµas

µ
b − Ea(φ, Y )sµat

µ . (4.35)

Dabei sind die G,K,M,Aa, B
a, Fab, Ca

b, Da, H
ab, Ea beliebige Funktionen in den

Y a und φ. In der klassischen Wirkung lauten sie (3.24)

G(φ, Y ) =
1

8
e2φV , Fab(φ, Y ) =

1

2
e2φV Gab ,

Hab(φ, Y ) =
1

2
e2φV −1Gab , K(φ, Y ) = 2e2φV −1 , (4.36)

alle anderen Funktionen verschwinden zu niedrigster Ordnung der Störungstheo-
rie.

4Tatsächlich wird (4.32) noch durch die Forderung, im Limes (4.15) die klassische Wirkung
des universellen Hypermultipletts zu reproduzieren, eingeschränkt. Diese Einschränkung ist
allerdings zu schwach, um die geometrische Untersuchung praktikabel zu machen.



4.4. DER ANSATZ FÜR DIE QUANTENKORRIGIERTE WIRKUNG 57

Der Ansatz (4.35) wird weiter durch die Forderung eingeschränkt, im Limes
des universellen Hypermultipletts die klassische Wirkung zu reproduzieren (vgl.
die Bemerkung nach (4.19)). Dieser Grenzfall liegt vor, wenn die Gleichungen
(4.15) erfüllt sind. Sie lauten im Limes großer komplexer Struktur (3.23):

0 = Rai∂µξ
i =

1

6
(κY Y Y )Gab

(
∂µξ

b −Xb∂µξ
0
)

=⇒ raµ = 0 ,

0 = Iai∂µξ
i + ∂µξ̃a = ∂µξ̃a −

1

4
(κX)ab∂µξ

b +
1

8
(κXX)a∂µξ

0 =⇒ sµa = 0 .

(4.37)

Anders gesagt, überleben nur die Terme proportional zu qµq
µ, tµt

µ und qµt
µ die-

sen Limes. Die Funktionen G,K und M müssen daher mit ihren klassischen
Ausdrücken (4.36) übereinstimmen. Insbesondere muß M verschwinden.

Es bleiben die möglichen Korrekturen im NSNS Sektor zu untersuchen. Die
Korrektur zum kinetischen Term der Z a, Z̄a ist in (4.18) angegeben worden5.

Die topologische Kopplung des Dreiformfeldes ist klassisch gegeben durch
(4.16)

LTop = − i

6
εµνρσHµνρ(ξ

i∂σ ξ̃i − ξ̃i∂σξ
i) . (4.38)

Unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (4.30) transformiert dieser Term in eine to-
tale Ableitung. Dies bedeutet, daß er keine φ-abhängigen Korrekturen erhalten
kann, da diese die Peccei-Quinn-Symmetrien brechen würden. Die unter (4.30)
invarianten Terme ∂µξ

i und ∂µξ̃i (4.31) können nicht als Korrektur auftreten, da
die Stringstörungstheorie verlangt, daß die RR Felder immer in geraden Potenzen
auftreten (Abschnitt 2.3). Ein Term der Form ∂µφ kann nicht an das Dreiformfeld
gekoppelt werden, da er in der Wirkung des universellen Tensormultipletts nicht
auftritt. In (4.20) ist eine mögliche Korrektur zu (4.38) angegeben worden. In
ihrer allgemeinen Form wird die Ableitung des Kählerpotentials Ka durch eine
beliebige Funktion La der Y a und φ ersetzt (sie kann wegen (4.30) nicht von den
Xa abhängen).

Der kinetische Term des Dreiformfeldes kann keine Quantenkorrekturen er-
halten, da es dem universellen Tensormultiplett angehört. Man kann also die
Dualisierung wie in Abschnitt 2.2 durchführen und erhält

(√−g
)−1

Lφ̃ = −e4φ

4

(
∂µφ̃+

(
ξi∂µξ̃i − ξ̃i∂µξ

i
)
+ La(Y, φ)∂µX

a
)2

. (4.39)

Ebenfalls wurde in Abschnitt 4.3 darauf hingewiesen, daß nicht ausgeschlossen
werden kann, daß das Dilaton mit den Moduli der Calabi-Yau mischt. Dies kann
auf allgemeinere als die dort angegebene Art geschehen, so daß im NSNS Sektor

5Man mag einwenden, daß dies nur die 1-Schleifen-Korrektur ist und nicht bewiesen wurde,
daß es keine Korrekturen höherer Ordnung gibt. Auch wenn es höhere Korrekturen gibt, muß es
aber möglich sein, die Niederenergiewirkung zur 1-Schleifen-Ordnung zu bestimmen. Nachdem
dies getan ist, kann überlegt werden, ob die Symmetrien der Wirkung noch weitere Korrekturen
zulassen. Im folgenden wird daher nur die Korrektur (4.18) zur Metrik Gab betrachtet.



58 KAPITEL 4. QUANTENKORREKTUREN IM ALLGEMEINEN FALL

ferner noch folgende Terme auftreten können (der kinetische Term von φ kann
keine Korrekturen erhalten, da er aus dem universellen Hypermultiplett bekannt
ist).

(√−g
)−1

Lφ = −∂µφ∂
µφ−Na(Y, φ)∂µφ∂

µXa − Pa(Y, φ)∂µφ∂
µY a . (4.40)

Damit lautet der allgemeinste Ansatz für die Quantenkorrekturen zu (3.24),
der invariant unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (4.30) und (4.33) ist und die
bekannten Korrekturen für das universelle Hypermultiplett beinhaltet (4.35,4.34,
4.37,4.39,4.40):

(√−g
)−1

L =

− 1
2
R− (1− 2be2φ)Gab(∂µX

a∂µXb + ∂µY
a∂µY b)− ∂µφ∂

µφ−Na(Y, φ)∂µφ∂
µXa

− e4φ

4

(
∂µφ̃+

(
ξi∂µξ̃i − ξ̃i∂µξ

i
)
+ La(Y, φ)∂µX

a
)2

− Pa(Y, φ)∂µφ∂
µY a

− 1
8
e2φV ∂µξ

0∂µξ0−2e2φV −1
(
∂µξ̃0 +Xa∂µξ̃a− 1

8
(κXX)a∂µξ

a + 1
24
(κXXX)∂µξ

0
)2

− Fab(Y, φ)
(
∂µξ

a −Xa∂µξ
0
)(
∂µξb −Xb∂µξ0

)
− Aa(φ, Y )∂µξ

0
(
∂µξa −Xa∂µξ0

)

−Hab(Y, φ)
(
∂µξ̃a − 1

4
(κX)ac∂µξ

c + 1
8
(κXX)a∂µξ

0
)
×

(
∂µξ̃b − 1

4
(κX)bd∂

µξd + 1
8
(κXX)b∂

µξ0
)

−Ba(φ, Y )∂µξ
0
(
∂µξ̃a − 1

4
(κX)ab∂

µξb + 1
8
(κXX)a∂

µξ0
)

− Ca
b(φ, Y )

(
∂µξ

a −Xa∂µξ
0
)(
∂µξ̃b − 1

4
(κX)bc∂

µξc + 1
8
(κXX)b∂

µξ0
)

−Da(φ, Y )
(
∂µξ

a−Xa∂µξ
0
)(
∂µξ̃0 +Xa∂µξ̃a− 1

8
(κXX)a∂µξ

a+ 1
24
(κXXX)∂µξ

0
)

−Ea(φ, Y )
(
∂µξ̃a − 1

4
(κX)ab∂µξ

b + 1
8
(κXX)a∂µξ

0
)
×

(
∂µξ̃0 +Xc∂µξ̃c − 1

8
(κXX)c∂µξ

c + 1
24
(κXXX)∂µξ

0
)
. (4.41)

Dies Wirkung hängt ab von 2(h1,2)2 + 8h1,2 Funktionen in den Y a und φ.6

Selbst im einfachsten Fall h1,2 = 1 sind dies zehn unbekannte Funktionen.

Im Abschnitt 4.5 wird zudem gezeigt, daß bei der Überprüfung der Forde-
rung, daß die Metrik des von (4.41) beschriebenen σ-Modells quaternionisch ist,
bereits im klassischen Limes Probleme auftreten, die diese Untersuchung prak-
tisch unmöglich machen.

Quaternionische Metriken sind insbesondere Einstein (A.55). Es liegt also na-
he, zu versuchen, die Wirkung (4.41) durch Überprüfen dieser notwendigen Be-
dingung einzuschränken. Selbst unter Zuhilfenahme von MAPLE V ist es mir
nicht gelungen, den zu (4.41) gehörende Ricci-Tensor zu bestimmen.

Allerdings läßt sich auf diese Weise zeigen, daß die Wirkung, die nur die
Abschnitt (4.3) angegebenen Korrekturen enthält, kein quaternionisches σ-Modell
beschreibt. Dazu betrachtet man den Fall h1,2 = 1, κ111 = 1 (die entsprechende

6Aus der Tatsache, daß diese Funktionen im klassischen Limes bekannt sind, erhält man
keine Einschränkung, da diese Forderung z.B. durch f(Y, φ) = fKl(Y, φ) + bf̃(Y, φ) mit unein-
geschränktem f̃(Y, φ) erfüllt ist.
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klassische Wirkung wird in (4.45) angegeben). Der NSNS Sektor der σ-Modell-
metrik lautet dann (4.27), (4.44)

h =
3

4
Y −2(1− 2be2φ)(dX2 + dY 2) + (dφ)2 +

e4φ

4
(dφ̃+ ξdξ̃ − ξ̃dξ − 6b

Y
dX)2 ,

(4.42)

der RR Sektor ist in (4.45) angegeben. Es gilt also hφφ = 1, die entsprechenden
Komponente des Riccitensors berechnet man mit Hilfe von MAPLE V zu

Rφφ = −8
1− 5be2φ + 5b2e4φ

(1− 2be2φ)2
. (4.43)

Die geforderte Gleichung h = −8R (A.55,A.57) ist demnach nur durch b = 0,
also den klassischen Fall zu erfüllen.

Aus diesen Gründen ist es mir nicht gelungen, die Quantenkorrekturen im
allgemeinen Fall über (4.41) hinaus zu bestimmen.

4.5 Probleme der geometrischen Untersuchung

I

Die Einschränkung von (4.41) durch die Forderung, daß die Metrik des σ-Modells
Einstein ist, konnte nicht untersucht werden, da es nicht gelungen ist, den Ricci-
Tensor zu berechnen. In diesem Abschnitt wird dargestellt, warum auch die Über-
prüfung der quaternionischen Geometrie analog zu den Abschnitten 2.5 und 2.6
im Fall von mehr als einem Hypermultiplett nicht praktikabel ist.

Um die auftretenden Probleme zu illustrieren, wird in diesem Abschnitt ge-
zeigt, daß die klassische Wirkung im einfachsten nichtuniversellen Fall (h 1,2 =
1, κ111 = 1 im Limes großer komplexer Struktur) quaternionisch ist. In diesem
Fall gilt V = Y 3

6
; Kählerpotential und -metrik lauten (3.21,3.22)

K = −3 lnY , G = −3

4
Y −2 . (4.44)

Hiermit liest man aus der Wirkung (3.24) die Metrik des σ-Modells ab:

h =
3

4
Y −2(dX2 + dY 2) + (dφ)2 +

e4φ

4
(dD + ξdξ̃ − ξ̃dξ)2

+
1

48
e2φY 3(dξ0)

2 +
1

16
e2φY (Xdξ0 − dξ1)

2

+ 4e2φY −1(dξ̃1 −
1

4
Xdξ1 +

1
8
X2dξ0)

2

+ 12e2φY −3(dξ̃0 +Xdξ̃1 − 1
8
X2dξ1 +

1
24
X3dξ0)

2 . (4.45)

Die Invarianten (4.34) lauten in diesem Fall

q =dξ0 ,

r =dξ1 −Xdξ0 ,
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s =dξ̃1 −
1

4
Xdξ1 +

1

8
X2dξ0 ,

t =dξ̃0 +Xdξ̃1 −
1

8
X2dξ1 +

1

24
X3dξ0 . (4.46)

Durch sie ausgedrückt lautet (4.45)

h =
3

4
Y −2(dX2 + dY 2) + (dφ)2 +

e4φ

4
(dD + ξdξ̃ − ξ̃dξ)2

+
1

48
e2φY 3q2 +

1

16
e2φY r2 + 4e2φY −1s2 + 12e2φY −3t2

=
∣∣
√
3

2
Y −1(dX + idY )

∣∣2 +
∣∣dφ+

i

2
e2φ(dD + ξdξ̃ − ξ̃dξ)

∣∣2

+
∣∣ 1

4
√
3
eφY 3/2q + i2

√
3eφY −3/2t

∣∣2 +
∣∣1
4
eφY 1/2r + i2eφY −1/2s

∣∣2 . (4.47)

Hieraus kann man eine Basis komplexer 1-Formen ablesen, die (A.88) erfüllt:

e11 ..= Q ..=
1

4
√
6
eφY 3/2q + i

√
6eφY −3/2t ,

e21 ..= S ..=
1√
2
dφ+

i

2
√
2
e2φ(dD + ξdξ̃ − ξ̃dξ) ,

e12 ..= e ..=

√
3

2
√
2
Y −1(dX + idY ) ,

e22 ..= R ..=
1

4
√
2
eφY 1/2r +

√
2ieφY −1/2s . (4.48)

Um diese nun zu dem 4(h12+1) = 4(1+1) = 8-dimensionalen Vielbein zusammen-
zusetzen, muß man angeben, wie man die (αI)-Indizes nacheinander anordnet.
Hier wurde folgende Wahl getroffen

(
V 11, V 21, V 12, V 22, V 13, V 23, V 14, V 24

) ∼=
(
V 1, V 2, V 3, V 4, V 5, V 6, V 7, V 8

)
,

V T =
(
Q, S, e, R,−S̄, Q̄,−R̄, ē

)
. (4.49)

In dieser Basis lautet die Tangentialraummetrik

ηab =




0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0




. (4.50)
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Es soll nun die zugehörige Spinkonnexion berechnet werden. Dazu muß man die
äußeren Ableitungen des Vielbeins bestimmen. Hierzu benötigt man

dq =0 ,

dr =− dX ∧ q ,

ds =− 1

4
dX ∧ r ,

dt =dX ∧ s ,

dξ0 ∧ dξ̃0 + dξ1 ∧ dξ̃1 =q ∧ t+ r ∧ s , (4.51)

und

dX =

√
2

3
Y (e+ ē),

dY =− i

√
2

3
Y (e− ē),

dφ =
1√
2
(S + S̄),

dD + ξdξ̃ − ξ̃dξ =−
√
2ie−2φ(S − S̄),

q =2
√
6e−φY −3/2(Q+ Q̄),

t =−
√
2i

4
√
3
e−φY 3/2(Q− Q̄),

r =2
√
2e−φY −1/2(R + R̄),

s =−
√
2i

4
e−φY 1/2(R− R̄). (4.52)

Man findet schließlich

de =i

√
2

3
e ∧ ē ,

dS =−
√
2
(
S ∧ S̄ +Q ∧ Q̄ +R ∧ R̄

)
,

dQ =
1√
2
(S + S̄) ∧Q− i

√
3

2
(e− ē) ∧ Q̄+

1√
2
(e+ ē) ∧ (R− R̄) ,

dR =
1√
2
(S + S̄) ∧ R− i

1√
6
(e− ē) ∧ R̄− 1√

2
(e+ ē) ∧ (Q+ Q̄)

− i

√
2

3
(e+ ē) ∧ (R + R̄) . (4.53)

Die Spinkonnexion wird mittels (A.101) bestimmt (die Rechnung wurde mit
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MAPLE V durchgeführt)

Ω =




1√
2
(S − S̄)

√
2Q −i

√
3

2
Q̄− 1√

2
R̄ − 1√

2
(e + ē)

−
√
2Q̄

√
2(S − S̄) 0 −

√
2R̄

−i
√

3

2
Q+ 1√

2
R 0 i

√
2

3
(e + ē) 1√

2
Q− i

√
3

2
R

1√
2
(e + ē)

√
2R − 1√

2
Q̄− i

√
3

2
R̄ 1√

2
(S − S̄) + i

√
2

3
(e+ ē)

0 0 0 0

0 0 −i
√

3

2
Q− 1√

2
R 0

0 0 1√
2
Q− i 1√

6
R 0

i
√

3

2
Q + 1√

2
R 0 0 1√

2
Q− i 1√

6
R

. . .

. . .

0 0 0 i
√

3

2
Q̄− 1√

2
R̄

0 0 0 0

0 −
√

3

2
Q̄+ 1√

2
R̄ − 1√

2
Q̄− i 1√

6
R̄ 0

0 0 0 − 1√
2
Q̄− i 1√

6
R̄

−
√
2(S − S̄)

√
2Q −

√
2R 0

−
√
2Q̄ − 1√

2
(S − S̄) 1√

2
(e + ē) i

√
3

2
Q− 1√

2
R

√
2R̄ − 1√

2
(e + ē) − 1√

2
(S − S̄)− i

√
2

3
(e+ ē) 1√

2
Q− i

√
3

2
R

0 i
√

3

2
Q̄ + 1√

2
R̄ − 1√

2
Q̄− i

√
3

2
R̄ −i

√
2

3
(e+ ē)




.

(4.54)

Der Vergleich mit der allgemeinen Spinkonnexion (A.93)

p = −i

(
p3 p−
p+ −p3

)
q = −i

(
q3 q−
q+ −q3

)
t = −i

(
it00 it01
it01 it11

)

Ω = −i




p3 + q− p− q− 0 it00 0 it01 0

p+ −p3 + q3 0 q− 0 it00 0 it01

q+ 0 p3 − q3 p− it10 0 it11 0

0 q+ p+ −p3 − q3 0 it01 0 it11

−it00 0 −it01 0 p3 − q3 p− −q+ 0

0 −it00 0 −it01 p+ −p3 − q3 0 −q+

−it01 0 −it11 0 −q− 0 p3 + q3 p−

0 −it01 0 −it11 0 −q− p+ −p3 + q2




,

(4.55)

zeigt, daß (4.54) nicht von dieser Form ist. Da von der Metrik (4.45) bekannt ist,
daß sie quaternionisch ist [44], stellt sich die Frage, wo der Fehler liegt.

Die Antwort ist die folgende: Mittels (A.101) wird eine Konnexion berechnet,
die ihre Werte in der Algebra der Gruppe annimmt, die die Tangentialraummetrik
(4.50) invariant läßt (und die im folgenden Tangentialraumgruppe genannt wird).
Diese ist aber größer als sp(1)sp(2). Tatsächlich ist sie gegeben durch die Menge
aller Matrizen T , die

T † + T = 0 und TTη + ηT = 0 (4.56)
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erfüllen.
Obwohl (4.54) nicht von der Form (4.55) ist, kann Ω ihre Werte in sp(1)sp(2)

annehmen. Allerdings ist die sp(1)sp(2) in der Ω ihre Werte annimmt, nicht gemäß
(4.55) in die Algebra der Tangentialraumgruppe eingebettet. Insbesondere ist
daher nicht klar, welcher Anteil von (4.54) der sp(1)-Konnexion entspricht. Diesen
muß man aber kennen, um die Bedingung (A.84) überprüfen zu können.

Um überprüfen zu können, ob (4.45) quaternionisch ist, muß man also ei-
ne Rotation in der Tangentialraumgruppe finden, die (4.54) in die Form (4.55)
überführt. Angesichts der Tatsache, daß keine man keine Parametrisierung der
Tangentialraumgruppe kennt, scheint dies aussichtslos. Für den hier betrachteten
Fall ist es mir gelungen, die gesuchte Rotationsmatrix zu finden. Sie lautet

T =




√
3
2

0 0 i
2

0 0 0 0
0 0 i 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0 0 0
i
2

0 0
√
3
2

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 i

0 0 0 0 0
√
3
2

i
2

0

0 0 0 0 0 i
2

√
3
2

0
0 0 0 0 −i 0 0 0




. (4.57)

Man sieht leicht, daß diese Matrix (4.56) erfüllt. Das rotierte Vielbein lautet

(Vr)
T =(T−1V )T

=
(√3

2
Q− i

2
R, ie,−iS,− i

2
Q+

√
3

2
R, iē,

√
3

2
Q̄ +

i

2
R̄,− i

2
Q̄−

√
3

2
R̄, iS̄

)
.

(4.58)

Für die rotierte Konnexion (4.54) findet man (Ωr = T−1ΩT ) (4.59). Dies ist
augenscheinlich von der gesuchten Form (4.55).

Bestimmt hieraus die sp(1) Konnexion und ihre Krümmung (A.83), findet man
Übereinstimmung mit den aus dem Vielbein (4.58) konstruierten Hyperkähler-
formen (A.67). Nach der Rotation ist es also möglich, zu beweisen, daß (4.45)
quaternionisch ist.

Am Ende von Abschnitt 4.4 wurde gezeigt, daß die möglichen Quantenkorrek-
turen zu (4.45) durch zehn Funktionen parametrisiert werden. Um diese weiter
einzuschränken, muß man untersuchen, in welchen Fällen die durch sie beschrie-
bene Metrik quaternionisch ist. Der erste Schritt bei dieser Untersuchung be-
steht aus der Konstruktion eines Vielbeins und der Berechnung der zugehörigen
Spinkonnexion. Diese wird i.A. nicht die Form (4.55) haben. Um überprüfen zu
können, ob die gegebene Metrik quaternionisch ist, muß folglich eine Rotation
gefunden werden, die die Spinkonnexion in diese Form überführt. Dies war aber
schon im hier vorgestellten einfachsten Fall nur mit Gl ück möglich. Im allgemei-
nen Fall, in dem Terme der Metrik eingeschränkt werden müssen, damit eine
solche Rotation überhaupt existiert, scheint dieses Vorgehen aussichtslos.
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Ωr =


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(e+ ē) − 1√

2
Q̄+

√
3

2
iR̄

√
3

2
iQ+ 1√

2
R 0

1√
2
Q+

√
3

2
iR

√
2

3
i(e + ē) 0
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(4.59)

4.6 Probleme der geometrischen Untersuchung

II

Die Wirkung (4.41) analog zu den Abschnitten 2.5 und 2.6 daraufhin zu unter-
suchen, ob sie ein quaternionisches σ-Modell beschreibt, ist nach dem im vorigen
Abschnitt Gesagten nicht durchführbar. Auch die notwendige Bedingung, daß
quaternionische Mannigfaltigkeiten Einstein sein müssen, konnte nicht überprüft
werden, da es nicht möglich war, den Ricci-Tensor zu berechnen. Es gibt eine
weitere notwendige Bedingung, die quaternionische Mannigfaltigkeiten erf üllen
müssen: Ihre fundamentale Vierform muß geschlossen sein (A.48). In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, daß auch der Versuch, diese Bedingung zu überprüfen, nicht
dazu führt, daß man den Ansatz (4.41) einschränken kann. Die (A.67,A.73,A.47)
aus den Vielbeinen konstruierten Fundamentalformen sind im allgemeinen nicht
geschlossen7.

Um dies zu illustrieren, wird nun aus dem Vielbein (4.5) die zugeh örige Vier-
form berechnet.

Dazu konstruiert man zuerst die Hyperkählerformen (A.67)

J1
1 =2ρabV

1a ∧ V 2b

7Die Definition quaternionischer Mannigfaltigkeiten sagt nur, daß man auf ihnen komplexe
Strukturen definieren kann, so daß diese Form geschlossen ist. Daß man außerdem komplexe
Strukturen definieren kann, für die dies nicht gilt, ist kein Widerspruch.
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bzw. (A.73)
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)
. (4.61)

Die zugehörige Vierform ist gegeben durch (A.47)

Λ = J1 ∧ J1 + J2 ∧ J2 + J3 ∧ J3

= 24R ∧ R̄ ∧ e ∧ ē+ 24Q ∧ Q̄ ∧ S ∧ S̄ − 16R ∧ S̄ ∧Q ∧ ē− 16R̄ ∧ S ∧ Q̄ ∧ e

+ 8R ∧ R̄ ∧Q ∧ Q̄− 8R ∧ R̄ ∧ S ∧ S̄ + 8S ∧ S̄ ∧ e ∧ ē− 8Q ∧ Q̄ ∧ e ∧ ē.
(4.62)
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Mit (4.53) kann man nun ihre äußere Ableitung bestimmen. Man findet

dΛ =16
√
2
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e− ē
)
∧ S ∧ S̄ ∧
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)

+ 8
√
6ie ∧ ē ∧

(
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∧
(
Q ∧ R̄ + Q̄ ∧R

)

6=0. (4.63)

Die entsprechende Rechnung mit den Vielbeinen (4.58) nach der Rotation
(4.57) zeigt, daß die aus ihnen konstruierte Vierform wie zu erwarten geschlossen
ist.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Die Niederenergielimites von vierdimensionalen Stringtheorien mit N = 2 Su-
persymmetrie bilden ein vielversprechendes Szenario, um sowohl Quanten- als
auch Weltflächenkorrekturen der Stringtheorie zu untersuchen. Man erhält diese
Theorien durch Kompaktifizierung der Typ IIA/B Stringtheorie auf Calabi-Yau
Mannigfaltigkeiten oder durch die Kompaktifizierung des heterotischen Strings
auf T 2 ×K3. Dabei ist die Kompaktifizierung der IIA Theorie auf einer Calabi-
Yau Mannigfaltigkeit CY3 äquivalent zur Kompaktifizierung der IIB Theorie auf
der Mirror-Calabi-Yau C̃Y 3. Diese Äquivalenz gilt Ordnung für Ordnung in der
Störungstheorie. Es wird vermutet, daß die heterotische Theorie und die Typ
II Theorie verschiedene perturbative Realisierungen derselben zugrundeliegenden
Theorie sind. Diese Dualität kann nicht störungstheoretisch sein.

Außer dem Gravitationsmultiplett gruppieren sich die Felder der Niederener-
gietheorien in Vektor- und Hypermultipletts der N = 2 Supergravitation. Im
Vektormultiplettsektor konnten die entsprechenden Wirkungen einschließlich al-
ler Quanten- und Weltflächenkorrekturen exakt bestimmt werden, ebenso ist es
in diesem Sektor gelungen zu zeigen, daß die Wirkungen der als dual zueinander
vermuteten Theorien übereinstimmen.

Die Untersuchungen im Hypermultiplettsektor hingegen stehen noch an ihrem
Anfang. Es konnte bisher für keine der Theorien die exakte Niederenergiewirkung
bestimmt werden. Die vorliegende Arbeit ist der Untersuchung der perturbati-
ven Quantenkorrekturen des Hypermultiplettsektors der IIA Theorie gewidmet.
Die dabei verfolgte Strategie ist, keine expliziten Stringrechnungen auszuf ühren,
sondern die Korrekturen aus bekannten Ergebnissen und den Symmetrien der
Stringstörungstheorie zu erschließen.

Kompaktifiziert man den IIA String auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit
mit h(1,2) = 0, so enthält das Spektrum der Niederenergietheorie nur ein Hy-
permultiplett, das universelle. In diesem Fall war es Strominger [41] gelungen,
die Ein-Schleifen-Korrektur zur Wirkung zu bestimmen, er konnte außerdem eine
scheinbar zu allen Ordnungen korrigierte Wirkung angeben, die mit allen Symme-
trien der Stringstörungstheorie kompatibel ist. Mir ist es gelungen zu beweisen,
daß diese Wirkung durch die geforderten Symmetrien eindeutig festgelegt ist.
Durch die Dualisierung dieser Wirkung ins Tensormultiplettbild konnte ich zei-
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gen, daß sich die scheinbar zu allen Ordnungen auftretenden Quantenkorrekturen
zur supersymmetrischen Erweiterung einer Ein-Schleifen-Korrektur des Einstein-
Hilbert-Termes zusammenfassen. Damit habe ich ein Nichtrenormierungstheorem
für das universelle Tensormultiplett bewiesen: Es erhält keine störungstheoreti-
schen Quantenkorrekturen nach der ersten Ordnung.

Weiter ist es mir gelungen, die klassische Wirkung des Hypermultiplettsektors
der IIA Theorie, kompaktifiziert auf einer Calabi-Yau mit beliebigem h (1,2), auf
die des entsprechenden Sektors der IIB Theorie, kompaktifiziert auf der Mirror-
Calabi-Yau, abzubilden und so eine explizite Realisierung der Mirrorsymmetrie
zu geben. Diese Abbildung war vorher nur in einem Spezialfall gefunden wor-
den [43]. Die Wirkung des Hypermultiplettsektors der IIB Theorie kann nur im

Limes großen Volumens (von C̃Y 3) durch die Kompaktifizierung erhalten werden.
Mittels der Abbildung auf die IIA Theorie, deren Verhalten beim Verlassen des
entsprechenden Limes bekannt ist, kann auch die IIB Theorie außerhalb dieses
Limes untersucht werden. Bei dieser Untersuchung stellt man fest, daß die im
Limes großen Volumens vorhandene SL(2,Z) Symmetrie der IIB Theorie durch
Weltflächenkorrekturen gebrochen wird.

Im Fall der IIA Theorie mit einer beliebigen Anzahl von Hypermultipletts
konnte ich (im Limes großer komplexer Struktur) die allgemeinste Wirkung an-
geben, die mit allen Symmetrien der Störungstheorie verträglich, aber noch nicht
supersymmetrisch ist. Es bliebe zu untersuchen, wann das durch diese Wirkung
beschriebene σ-Modell eine quaternionische Mannigfaltigkeit beschreibt. In den
Abschnitten 4.5 und 4.6 habe ich dargestellt, warum diese Untersuchung soviel
schwieriger ist, als im Fall des universellen Hypermultipletts. Tats ächlich scheint
das weitere Verfolgen dieses Ansatzes zur Bestimmung der Quantenkorrekturen
aussichtslos, solange nicht weitere Bedingungen, z.B. durch neue Stringrechnun-
gen, an die Wirkung gestellt werden können.

In einem Anhang habe ich schließlich die benötigten Konzepte und Resultate
der Geometrie zusammengestellt.



Anhang A

Geometrie

A.1 Einleitung

Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des Niederenergie-
limes von vierdimensionalen Typ II Stringtheorien, die N = 2 supersymmetrisch
sind. Dabei wurde an verschiedenen Stellen von geometrischen Konzepten Ge-
brauch gemacht.

So ist die Zielraummannigfaltigkeit des σ-Modells der Skalare in diesen Theori-
en durch die Supersymmetrie eingeschränkt, das Produkt einer speziellen Kähler-
und einer quaternionischen Mannigfaltigkeit zu sein (1.15). Die Tatsache, daß die
Kopplungen der Skalare der Hypermultipletts durch die quaternionische Geome-
trie bestimmt sind, erlaubte es mir in Abschnitt 2.6 die vollst ändige störungs-
theoretische Wirkung des universellen Hypermultipletts abzuleiten.

Die klassische Wirkung des Hypermultiplettsektors wurde auf zwei Arten ab-
geleitet. In Abschnitt 3.2 durch die c-map, wobei die spezielle Kählergeometrie
des Hypermultiplettsektors ausgenutzt wurde, in den Abschnitten 1.4 und 4.2
durch Kompaktifizierung auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit.

In diesem Anhang werden die benutzten geometrischen Konzepte eingeführt.
Vorausgesetzt wird dabei die Kenntnis reeller (Riemannscher) Differentialgeome-
trie; eine Einführung findet man in z.B. [58–60]. Aufbauend hierauf werden die
Grundbegriffe komplexer und quaternionischer Geometrie eingeführt.

Reelle Mannigfaltigkeiten sind Räume, die lokal diffeomorph1 zum R
n sind.

Dies bedeutet insbesondere, daß der Tangentialraum an einem beliebigen Punkt
der Mannigfaltigkeit isomorph zu Rn ist. Die auf den Mannigfaltigkeiten zu kon-
struierenden komplexen bzw. quaternionischen Strukturen müssen entsprechende
Strukturen auf den Tangentialräumen induzieren. Diese werden im zuerst un-
tersucht, bevor gezeigt wird, unter welchen Bedingungen sie sich global auf der
Mannigfaltigkeit realisieren lassen.

Die hier gewählte Darstellung der komplexen Geometrie orientiert sich an
der von [58]. Insbesondere finden sich dort zahlreiche Beispiele zu den jeweiligen
Konstruktionen.

1Alle hier betrachteten Mannigfaltigkeiten sind analytisch.
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A.2 Komplexe Strukturen auf reellen Vektor-

räumen

Da die in dieser Arbeit betrachteten Mannigfaltigkeiten endlichdimensional sind,
werden auch nur endlichdimensionale Vektorräume betrachtet.

Der komplexe Vektorraum Cn ist isomorph zum reellen Vektorraum R2n. Dem
Endomorphismus2 des Cn, der durch die Multiplikation mit i gegeben ist, muß
also ein Endomorphismus des R2n entsprechen. Ein z ∈ C

n hat die Komponenten
(z1, . . . , zn). In ihre Real- und Imaginärteile zerlegt (zk = xk + iyk), definieren sie
ein Element des R2n

(x̂1, . . . , x̂2n) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) . (A.1)

Der gesuchte Endomorphismus ist bzgl. dieser Basis durch folgenden Tensor ge-
geben

(J0) =

(
0 1n

−1n 0

)
. (A.2)

Allgemeiner definiert man

Definition A.2.1. Eine komplexe Struktur eines reellen Vektorraumes V ist ein
Endomorphismus J , der J ◦ J = −1 erfüllt.

In einer Basis (e1, . . . , e2n) von V hat J die Komponenten J k
l. Die Bedingung

(A.2.1) lautet dann

Jk
jJ

j
l = −δkl . (A.3)

Einem reellen Vektorraum V mit komplexer Struktur J kann man die Struktur
eines komplexen Vektorraumes geben, indem man die Skalarmultiplikation mit i
durch

ivk ..= Jk
lv

l v = vkek ∈ V (A.4)

definiert.
Man kann weiter zeigen, daß es in V Elemente ê1, . . . , ên gibt, so daß

(ê1, . . . , ên, J(ê1), . . . , J(ên)) eine Basis von V bilden. Hieraus sieht man, daß nur
reelle Vektorräume gerader Dimension eine komplexe Struktur besitzen können.

Die Wahl einer komplexen Struktur auf ist V nicht eindeutig. Die in äquivalen-
ten komplexen Strukturen auf V bilden gerade den Raum GL(2n,R)/GL(n,C)
[58].

Ein weiterer komplexer Vektorraum, den man V zuordnen kann, ist seine
Komplexifizierung

V c ..= V ⊗R C. (A.5)

2Ein Endomorphismus ist eine lineare Abbildung eines Vektorraumes auf sich selbst.
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Hierbei bedeutet ⊗R, daß das Tensorprodukt der reellen Vektorräume V und C

gebildet wird. Die Dimension von V c ist das Doppelte der Dimension von V .
Man kann die Komplexifizierung von Vektorräumen ungerader Dimension bil-
den, hier soll aber weiter davon ausgegangen werden, daß V 2n-dimensional
ist. V c besteht aus (formalen) Linearkombinationen von Elementen von V mit
komplexen Koeffizienten, insbesondere sind ek und iJ(ek) linear unabhängig3.
Durch Linearität kann J zu einem Endomorphismus von V c fortgesetzt werden
(J(iv) ..= iJ(v), ∀v ∈ V ). Auf dem komplexen Vektorraum V c ist J diagonali-
sierbar; die Eigenwerte von J sind ±i. V c zerfällt in die zugehörigen Eigenräume
V c = V 1,0 + V 0,1:

V 1,0 ..=
{
J(v) = iv | ∀v ∈ V c

}
, V 0,1 ..=

{
J(v) = −iv | ∀v ∈ V c

}
. (A.6)

Die in den folgenden Abschnitten betrachteten Mannigfaltigkeiten sind aus-
nahmslos Riemannsch, d.h. sie besitzen eine Metrik. Diese induziert in den Tan-
gentialräumen Skalarprodukte, deren Eigenschaften als nächstes besprochen wer-
den sollen.

Definition A.2.2. Ein hermitesches Skalarprodukt h auf einem reellen Vektor-
raum V mit komplexer Struktur J ist ein Skalarprodukt, für das gilt:

h(J(v), J(w)) = h(v, w), ∀ v, w ∈ V. (A.7)

Sei nun

(e1, . . . , e2n) (A.8)

eine Basis von V und hkl die Komponenten von h bzgl. dieser Basis. Dann lautet
die Bedingung (A.7)

hklJ
k
mJ

l
n = hmn =⇒ −hklJ

k
m = hmnJ

n
l . (A.9)

Auch h kann linear auf V c fortgesetzt werden. Man findet, daß die Unterräume
V 1,0 und V 0,1 zueinander orthogonal sind [58].

h(v, w̄) = 0, ∀v ∈ V 1,0, w̄ ∈ V 0,1 . (A.10)

A.3 Fast komplexe und komplexe Mannigfaltig-

keiten

Eine komplexe MannigfaltigkeitM ist lokal homöomorph zum Cn, wobei die Über-
gangsfunktionen zwischen verschiedenen Kartengebieten holomorph sein müssen.

Sei ein Punkt p aus einer solchen Mannigfaltigkeit M gegeben. Dieser kann
als der Ursprung eines Systems lokaler Koordinaten (z1, . . . , zn) gewählt werden.
Mit zk = xk + iyk = x̂k + ix̂k+n kann

( ∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
,
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yn
)
=

( ∂

∂x̂1
, . . . ,

∂

∂x̂2n

)
(A.11)

3(A.4) gilt nicht, da V als reeller Vektorraum betrachtet wird.
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als reelle Basis des Tangentialraumes (Tp(M)) am Punkt p gewählt werden. Dann
definiert

Jp

( ∂

∂xk

)
= − ∂

∂yk
, Jp

( ∂

∂yk

)
=

∂

∂xk
, k ∈ 1, . . . , n (A.12)

eine komplexe Struktur auf Tp(M). Aus der Tatsache, daß die Übergangsfunktio-
nen holomorph sind, folgt, daß auf M ein Tensorfeld J (vom Typ (1, 1)) existiert,
das am Punkt p wie (A.12) wirkt [58]. Dies führt zu folgender Definition:

Definition A.3.1. Eine fast komplexe Struktur auf einer reellen Mannigfaltigkeit
M ist ein Tensorfeld J k

j, welches in jedem System lokaler Koordinaten (x̂i) die
Gleichung J k

jJ
j
l = −δkl erfüllt.

Eine reelle Mannigfaltigkeit mit fast komplexer Struktur heißt fast komplexe
Mannigfaltigkeit.

Insbesondere kann eine Mannigfaltigkeit nur dann fast komplex sein, wenn ih-
re Dimension gerade ist. Auf jeder komplexen Mannigfaltigkeit existiert eine fast
komplexe Struktur. Umgekehrt ist aber keineswegs jede fast komplexe Mannigfal-
tigkeit auch eine komplexe. Im folgenden wird untersucht, wann dies der Fall ist.
Wie in (A.12) gesehen, induzieren komplexe Koordinaten in ihren jeweiligen Ko-
ordinatengebieten konstante komplexe Strukturen, die lokal durch die Matrix J0

dargestellt werden. Eine fast komplexe Mannigfaltigkeit ist genau dann eine kom-
plexe, wenn es zu jedem Punkt der Mannigfaltigkeit eine Umgebung gibt, in der
man die gegebene fast komplexe Struktur durch eine Koordinatentransformation
in diese Standardform bringen kann.

Ein verwandtes Problem tritt in der allgemeinen Relativit ätstheorie auf. Dort
lautet die Frage, wann man die Metrik in der Umgebung eines Punktes durch eine
Koordinatentransformation auf die Form der Minkowskimetrik bringen kann. Es
ist dies genau dann möglich, wenn in der fraglichen Umgebung der Krümmungs-
tensor verschwindet.

Diesem analog definiert man den Nijenhuis-Tensor (es wird wieder das lokale
Koordinatensystem der x̂i gewählt):

N i
jk =

(
Jj

l∂lJk
i − Jk

l∂lJj
i − Jl

i∂jJk
l + Jl

i∂kJj
l
)
. (A.13)

Daß dies tatsächlich einen Tensor definiert, wird in [58] bewiesen. Man sieht
sofort, daß N in einem Koordinatensystem verschwindet, in dem J konstant ist.
Daß das Verschwinden von N die Existenz eines solchen Koordinatensystemes
garantiert, ist wesentlich schwieriger zu zeigen [61].

A.4 Kählermannigfaltigkeiten

Im vorangegangenen Abschnitt wurden komplexe Strukturen auf reellen Mannig-
faltigkeiten beschrieben. Die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Mannigfal-
tigkeiten sind zudem noch mit einer Metrik versehen. In diesem Abschnitt wird
untersucht, unter welchen Bedingungen diese beiden Strukturen kompatibel sind.
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Eine Metrik auf einer Mannigfaltigkeit induziert auf den Tangentialr äumen ein
Skalarprodukt. Da die Tangentialräume fast komplexer Mannigfaltigkeiten mit ei-
ner komplexen Struktur versehen sind, sind gerade solche Metriken von Interesse,
die ein hermitesches Skalarprodukt induzieren. Es sind dies die folgenden:

Definition A.4.1. Eine Metrik h auf einer (fast) komplexen Mannigfaltigkeit
M mit (fast) komplexer Struktur J ist eine hermitesche Metrik, wenn für je zwei
Vektorfelder X und Y auf M gilt:

h(J(X), J(Y )) = h(X, Y ). (A.14)

Eine (fast) komplexe Mannigfaltigkeit mit einer hermiteschen Metrik heißt
(fast) hermitesche Mannigfaltigkeit.

Diese Gleichung hat die Form wie (A.7). Hier aber handelt es sich um eine
Gleichung zwischen Tensorfeldern. Eine (fast) hermitesche Metrik existiert auf
jeder (fast) komplexen Riemannschen Mannigfaltigkeit. Ist ĥ(X, Y ) die gegebene
Metrik, so wird (A.14) von h(X, Y ) ..= ĥ(X, Y ) + ĥ(J(X), J(Y )) erfüllt.

Sei nun (x̂1, . . . , x̂2n) ein lokales Koordinatensystem um einen Punkt p der
Mannigfaltigkeit. Dann bedeutet nach (A.9) die Bedingung (A.14) gerade, daß

Jkl = −Jlk (A.15)

antisymmetrisch ist. Die Jmn sind also Komponenten einer Zweiform.

Definition A.4.2. Die Fundamentalform Φ auf einer (fast) hermiteschen Man-
nigfaltigkeit mit (fast) hermitescher Metrik h und (fast) komplexer Struktur J
ist gegeben durch

Φ ..= Jkldx̂
k ∧ dx̂l . (A.16)

Eine Basis des komplexifizierten (A.5) Tangentialraumes ist

∂

∂zk
..=

1

2

( ∂

∂x̂k
− i

∂

∂x̂k+n

)
,

∂

∂z̄k̄
..=

1

2

( ∂

∂x̂k
+ i

∂

∂x̂k+n

)
. (A.17)

Die dazu duale Basis des komplexifizierten Kotangentialraumes erf üllt

dzk(
∂

∂zl
) = δkl , dzk(

∂

∂z̄ l̄
) = 0, dz̄k̄(

∂

∂zl
) = 0, dz̄k̄(

∂

∂z̄ l̄
) = δk̄l̄ . (A.18)

Sie lautet

dzk = dx̂k + idx̂k+n, dz̄k̄ = dx̂k − idx̂k+n . (A.19)

Die auf den komplexifizierten Kotangentialraum fortgesetzte Metrik h lautet

h = hkldz
k ⊗ dzk + hkl̄dz

k ⊗ dz̄ l̄ + hk̄ldz̄
k̄ ⊗ dzl + hk̄l̄dz̄

k̄ ⊗ dz̄ l̄. (A.20)
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Aus Gleichung (A.10) folgt, daß die Komponenten hkl und hk̄l̄ für eine hermitesche
Metrik (A.14) verschwinden müssen. Sie ist also von der Form

h = hkl̄dz
k ⊗ dz̄ l̄ + hk̄ldz̄

k̄ ⊗ dzl . (A.21)

Außerdem kann man zeigen, daß für die auf den komplexifizierten Tangen-
tialraum fortgesetzte Fundamentalform gilt [58]

Φ = ihkl̄dz
k ∧ dz̄ l̄ . (A.22)

Definition A.4.3. (Fast) hermitesche Mannigfaltigkeitenmit geschlossener Fun-
damentalform (dΦ = 0) heißen Kählermannigfaltigkeiten. Die Fundamentalform
nennt man in diesem Fall Kählerform, die Metrik Kählermetrik.

Man kann zeigen, daß diese Zweiform gerade dann geschlossen ist, wenn die
komplexe Struktur kovariant konstant ist.

Kählermannigfaltigkeiten sind also die komplexen Mannigfaltigkeiten, in de-
nen Riemannsche und komplexe Struktur vollständig kompatibel sind: Einerseits
läßt die komplexe Struktur die Metrik invariant (A.14), andererseits ist auch er-
stere invariant unter dem durch die Metrik festgelegten Paralleltransport.

Die Bedingung dΦ = 0 stellt eine starke Einschränkung an die Form der
Metrik dar. Aus ihr folgt

∂hkl̄

∂zi
=

∂hil̄

∂zl
,

∂hkl̄

∂z̄ ī
=

∂hkī

∂z̄ l̄
. (A.23)

Diese Gleichungen werden gelöst durch

hkl̄ =
∂2K

∂zk∂z̄ l̄
. (A.24)

Die Funktion K heißt das Kählerpotential der Kählermetrik hkl̄.

A.5 Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten MCY sind Ricci-flache Mannigfaltigkeiten, deren
Holonomiegruppe in SU(n/2) liegt (n = dimRMCY ). In Abschnitt 1.4 wurde
gezeigt, daß die IIA-Stringtheorie, kompaktifiziert auf einer solchen Mannigfal-
tigkeit, im Niederenergielimes zu einer N = 2 Supergravitationstheorie in vier
Dimensionen führt. Die vierdimensionale Theorie ist dabei im klassischen Grenz-
fall durch topologische Daten der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit bestimmt. In Ab-
schnitt 1.4 wurde gezeigt, daß das Spektrum der vierdimensionalen Theorie durch
die Hodge-Zahlen von MCY bestimmt ist. Die klassische Wirkung des Hyper-
multiplettsektors der Theorie ist über die c-map durch das Präpotential (3.11)
bestimmt. Dieses Kapitel soll die notwendigen topologischen Konzepte bereitstel-
len. Es werden hier nur die wichtigsten Aussagen zusammengestellt; Beweise und
explizite Konstruktionen findet man z.B. in [62].
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Laut Abschnitt A.8 ist eine Mannigfaltigkeit mit SU(n/2) Holonomie Kähler
und insbesondere komplex. Eine Basis der Einsformen ist folglich durch (A.19)
gegeben. Höhere Formen erhält man aus äußeren Produkten dieser Formen. Eine
Form der Art

ωi1...ipj̄1...j̄qdz
i1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j̄1 ∧ · · · ∧ dz̄j̄q (A.25)

nennt man eine (p, q)-Form.
Die äußere Ableitung spaltet auf in

d = ∂ + ∂̄ = dzi
∂

∂zi
+ dz̄ ī

∂

∂z̄ ī
. (A.26)

Beide Anteile sind nilpotent

∂2 = 0 , ∂̄2 = 0 . (A.27)

Dies erlaubt die Definition der Dolbeault Kohomologiegruppen:

H
(p,q)

∂̄
=

∂̄ − geschlossene (p, q)− Formen

∂̄ − exakte (p, q)− Formen
. (A.28)

Eine Form ω ist ∂̄-geschlossen, wenn sie ∂̄ω = 0 erfüllt, sie ist exakt, wenn es eine
Form λ gibt, so daß ω = ∂̄λ gilt.

Die Hodgezahlen der Mannigfaltigkeit sind definiert durch

h(p,q) = dimH
(p,q)

∂̄
. (A.29)

Die Eulerzahl der Mannigfaltigkeit ist gegeben durch

χ =

n/2∑

k=0

(−1)k
k∑

l=0

h(l,k−l) . (A.30)

Die Hodgezahlen einer Calabi-YauMannigfaltigkeit unterliegen folgenden Ein-
schränkungen: Die komplexe Konjugation eines Elementes aus H

(p,q)

∂̄
liefert ei-

nes aus H
(q,p)

∂̄
, weshalb h(p,q) = h(q,p) gilt. Poincarédualität liefert zusätzlich

h(p,q) = h(n/2−p,n/2−q). In Abschnitt A.8 wird gezeigt, daß auf einer Calabi-Yau eine
kovariant konstante (n/2, 0)-Form existiert. Hieraus folgt, daß h(p,0) = h(n/2−p,0)

gilt. In Kompaktifizierungen betrachtet man zusammenhängende Mannigfaltig-
keiten, für diese gilt h(0,0) = 1.

Für (reell) sechsdimensionale Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten, deren Holono-
mie exakt SU(3) ist, gilt zudem h(1,0) = h(0,1) = 0.

Damit sind die Hodgezahlen dieser Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten bis auf
h(1,1) und h(1,2) bestimmt. In Form des Hodge-Diamanten lauten sie

h(3,3)

h(3,2) h(2,3)

h(3,1) h(2,2) h(1,3)

h(3,0) h(2,1) h(1,2) h(0,3)

h(2,0) h(1,1) h(0,2)

h(1,0) h(0,1)

h(0,0)

=

1
0 0

0 h(1,1) 0
1 h(1,2) h(1,2) 1
0 h(1,1) 0

0 0
1

(A.31)
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Sei nun wie in (1.30) Va (a = 1, . . . , h(1,1)) eine Basis der (1, 1) Formen. Die
Tripelschnittzahlen der Calabi-Yau sind definiert durch

κabc ..=

∫

MCY3

Va ∧ Vb ∧ Vc . (A.32)

Es bleibt, die Weltflächeninstantonbeiträge zum Präpotential (3.11) zu erläu-
tern. Ein 2-Zykel in MCY3

ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit ohne
Rand. Zwei 2-Zykel Z1 und Z2 sind homolog, wenn für jede Zweiform ω auf MCY3

gilt

∫

Z1

ω =

∫

Z2

ω . (A.33)

Auf einer (reell) sechsdimensionalen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit gibt es gerade
h(1,1) paarweise nichthomologe 2-Zykel; sie seien mit Za bezeichnet. Bildet man
eine Sphäre (die klassische Weltfläche des Strings) holomorph in die Calabi-Yau
Mannigfaltigkeit ab, so kann sich das Bild der Spähre um diese Zykel winden. Die
Zahl nda gibt an, wieviele unabhängige holomorphe Abbildungen der Sphäre, die
sich da-mal um Za winden, existieren.

A.6 Quaternionen und quaternionische Struk-

turen

Ein Quaternion ist gegeben durch

q = q01+ qai
a , a = 1, 2, 3 . (A.34)

Dabei sind die q0, qa reelle Zahlen. Die ia erfüllen die Algebra

iaib = −δab+ εabcic . (A.35)

Die Menge der Quaternionen wird mitH bezeichnet. Eine Darstellung der Algebra
(A.35) gewinnt man aus den Pauli-Matrizen

i1 = −iσ1 =

(
0 −i
−i 0

)
, i2 = −iσ2 =

(
0 −1
1 0

)
, i3 = −iσ3 =

(
−i 0
0 i

)
.

(A.36)

Das zu (A.34) konjugierte Quaternion ist definiert durch

q̄ ..= q01− qai
a a = 1, 2, 3 . (A.37)

Den Betrag eines Quaternions definiert man schließlich als

|q|2 ..= qq̄ = q̄q = q0q0 + qaqa. (A.38)
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Es gilt |q| = 0 genau dann, wenn q = 0 gilt, so daß die Existenz dieser Betrags-
funktion beweist, daß H eine Divisionsalgebra ist, d.h. jedes Element ein Inverses
besitzt. Dieses ist durch q̄

|q|2 gegeben.
Jedem Element




q1

......
qn


 =




q101+ q1ai
a

......
qn01+ qna i

a


 (A.39)

des Hn kann ein Element des R4n zugeordnet werden:

q =
(
q10, . . . , q

n
0 , q

1
1, . . . , q

n
1 , q

1
2, . . . , q

n
2 , q

1
3, . . . , q

n
3

)
. (A.40)

Die Multiplikationen mit den ia entsprechen in dieser Basis den linearen Ab-
bildungen, die durch folgende Matrizen gegeben sind:

J1
0 =




0 −1n 0 0
1n 0 0 0
0 0 0 −1n

0 0 1n 0


 , J2

0 =




0 0 −1n 0
0 0 0 1n

1n 0 0 0
0 −1n 0 0


 , (A.41)

J3
0 =




0 0 0 −1n

0 0 −1n 0
0 1n 0 0
1n 0 0 0


 , (A.42)

Analog zu Definition A.2.1 definiert man nun [63]

Definition A.6.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Tripel von komplexen Struk-
turen (J1, J2, J3), das die Algebra (A.35) erfüllt, nennt man eine hyperkomplexe
Struktur auf V . Den dreidimensionalen Unterraum des Raumes der Endomor-
phismen von V , der von einer hyperkomplexen Struktur aufgespannt wird, nennt
man eine quaternionische Struktur.

A.7 Quaternionische Kählermannigfaltigkeiten

Quaternionische Mannigfaltigkeiten können nicht analog zu komplexen Mannig-
faltigkeiten (Abschnitt A.3) definiert werden. Der Grund ist, daß der der Holomor-
phie komplexer Funktionen entsprechende Begriff quaternionischer Analytizit ät
zu rigide ist. Quaternionisch analytische Funktionen sind linear [64, 65] 4.

Die Definition fast komplexer Mannigfaltigkeiten hingegen l äßt sich auf den
quaternionischen Fall verallgemeinern. Man definiert

4Erweiterungen dieses Begriffes der quaternionischen Analytizität sind untersucht worden
[66], haben aber noch keine Anwendung zur Konstruktion quaternionischer Mannigfaltigkeiten
gefunden.



78 ANHANG A. GEOMETRIE

Definition A.7.1. Eine fast hyperkomplexe Struktur auf einer reellen Mannigfal-
tigkeit M ist ein Tripel von Tensorfeldern J ak

j , welches in jedem System lokaler
Koordinaten (x̂i) die Gleichung

Jak
jJ

bj
l = −δabδkl + εabcJck

l (A.43)

erfüllt.
Eine reelle Mannigfaltigkeit mit fast hyperkomplexer Struktur heißt fast hy-

perkomplexe Mannigfaltigkeit.

Es erweist sich allerdings, daß diese Struktur zu eng ist, um einen befriedi-
genden Begriff einer quaternionischen Struktur auf einer Mannigfaltigkeit zu er-
halten. Die nächstliegenden Verallgemeinerungen der reellen (komplexen) Räume
R

n (Cn) sind die entsprechenden projektiven Räume P
n(R) (Pn(C)), die daher

wichtige Beispiele reeller (komplexer) Mannigfaltigkeiten sind. Von einem sinn-
vollen Begriff einer Mannigfaltigkeit mit quaternionischer Struktur fordert man
daher, daß er den quaternionischen projektiven Raum Pn(H) umfaßt. Der P1(H)
ist homöomorph zur S4. Von allen Sphären können aber nur die S2 und die S6

mit einer fast komplexen Struktur versehen werden [67]. Der P1(H) ist also nicht
fast hyperkomplex.

Gibt man die globale Existenz der komplexen Strukturen auf, wird man zu
folgender Definition geführt:

Definition A.7.2. Eine fast quaternionische Struktur auf einer reellen Mannig-
faltigkeit M ist gegeben durch eine Überdeckung von M mit offenen Mengen Ui,
so daß auf jeder dieser Mengen (Untermannigfaltigkeiten) ein Tripel von Tensor-
feldern Jak

i j existiert, welches (A.43) erfüllt.
Es muß folgende Verträglichkeitsbedingung erfüllt sein: Für alle p ∈ Ui ∩ Uj

erzeugen Ja
i und Ja

j denselben Unterraum der Endomorphismen des Tangential-
raumes.

Mannigfaltigkeiten mit fast quaternionischer Struktur heißen fast quaternio-
nische Mannigfaltigkeiten.

Daß Ja
i und Ja

j denselben Vektorraum aufspannen, bedeutet, daß man sie
mit einer GL(3,R) Transformation ineinander überführen kann. Daß Ja

i und Ja
j

(A.43) erfüllen müssen, bedeutet, daß diese Transformation tatsächlich in SO(3)
liegt.

Sowohl fast hyperkomplexe als auch fast quaternionische Mannigfaltigkeiten
sind 4n-dimensional.

Wie im komplexen Fall bleibt nun zu untersuchen, wann diese Strukturen mit
einer auf der Mannigfaltigkeit definierten Metrik h kompatibel sind.

Dazu ist als erstes zu fordern, daß die Metrik h in jedem Tangentialraum
hermitesch bzgl. aller drei komplexer Strukturen ist. Es muß also f ür je zwei
Vektorfelder (X, Y ) auf M gelten

h(Ja(X), Ja(Y )) = h(X, Y ) , a = 1, 2, 3 , Keine Summe! (A.44)
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Dies hat wie in (A.15) die Konsequenz

J1
kl = −J1

lk , J2
kl = −J2

lk , J3
kl = −J3

lk . (A.45)

Es läßt sich also ein Tripel von Zweiformen konstruieren:

Φa = Ja
kldx̂

k ∧ dx̂l . (A.46)

Im Fall einer fast hyperkomplexen Mannigfaltigkeit kann man zeigen, daß die
komplexen Strukturen genau dann kovariant konstant sind, wenn die Zweiformen
geschlossen sind.

Definition A.7.3. Eine fast hyperkomplexe Mannigfaltigkeit mit einer Metrik
h, die bzgl. aller drei komplexer Strukturen hermitesch ist, heißt Hyperk ählerman-
nigfaltigkeit, wenn die drei Zweiformen (A.46) geschlossen sind. Das Tripel der
Zweiformen nennt man in diesem Fall die Hyperkählerform der Mannigfaltigkeit.

Im Fall einer fast quaternionischen Mannigfaltigkeit sind werder die Zweifor-
men (A.46), noch die komplexen Strukturen notwendig global definiert. Es l äßt
sich aber zeigen, daß die aus ihnen konstruierte Vierform

Λ ..= Φ1 ∧ Φ1 + Φ2 ∧ Φ2 + Φ3 ∧ Φ3 (A.47)

auf der gesamten Mannigfaltigkeit definiert ist [68].
Eine fast quaternionische Struktur wird von der metrischen Struktur respek-

tiert, wenn der Paralleltransport die von den J a aufgespannten Unterräume der
Endomorphismen der Tangentialräume ineinander überführt. Nach dem nach De-
finition A.7.2 Gesagten bedeutet dies, daß der Paralleltransport auf einer Basis
Ja, die durch (A.43) normiert ist, wie eine SO(3) Rotation wirkt.

Es läßt sich zeigen, daß diese Bedingung gerade dann erfüllt ist, wenn die
fundamentale Vierform kovariant konstant ist [68]. Hieraus folgt, daß sie auch
geschlossen ist:

DiΛjklm = 0 =⇒ D[iΛjklm] = ∂[iΛjklm] = 0. (A.48)

Definition A.7.4. Fast quaternionische Mannigfaltigkeiten, deren Metrik in je-
dem Ui hermitesch bzgl. einer Basis ihrer fast quaternionischen Struktur ist
und deren fundamentale Vierform kovariant konstant ist, heißen quaternionische
Kählermannigfaltigkeiten.

Diese Definition ist für vierdimensionale Mannigfaltigkeiten leer, da auf ihnen
jede Vierform geschlossen ist. Die Definition vierdimensionaler quaternionischer
Kählermannigfaltigkeiten wird in (A.56) nachgeholt.

Dieser Name scheint irreführend, da diese Mannigfaltigkeiten weder Kähler-
mannigfaltigkeiten sind (da sie i.A. nicht einmal fast komplex sind), noch sie
in dem Sinne quaternionisch sind, in dem komplexe Mannigfaltigkeiten komplex
sind. Nach dem oben gesagten erfüllen sie aber das quaternionische Analogon
der Kählerbedingung. Außerhalb dieses Anhangs wird dieser Name nicht mehr
benutzt werden, sondern der in der physikalischen Literatur eingebürgerte Name
quaternionische Mannigfaltigkeiten5.

5Die Mannigfaltigkeiten, die in der mathematischen Literatur als quaternionisch bezeichnet
werden, haben im allgemeinen keine metrische Struktur [63, 64, 69].
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A.8 Holonomiegruppen

Sowohl in der mathematischen als auch in der physikalischen Literatur findet man
häufig folgende Definition von quaternionischen Kählermannigfaltigkeiten.

Definition A.8.1. Eine quaternionische Kählermannigfaltigkeit ist eine reell n-
dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Holonomiegruppe enthalten
ist in Sp(1)Sp(n/4).

In diesem Abschnitt soll erklärt werden, was diese Definition bedeutet und
warum sie zu der in (A.7.4) gegebenen äquivalent ist. Es sollen hier nur die
relevanten Konzepte vorgestellt werden; Beweise der angeführten Behauptungen
findet man in [58, 64].

Alle betrachteten MannigfaltigkeitenM sind Riemannsch (mit Metrik h) und
zusammenhängend, ihr Tangentialbündel ist mit der eindeutigen metrikkompati-
blen und torsionsfreien Konnexion versehen. Die (reelle) Dimension der Mannig-
faltigkeiten sei n.

Die Holonomiegruppe einer Mannigfaltigkeit
”
mißt“, inwiefern der auf ihr de-

finierte Paralleltransport von der Identität abweicht.
Man betrachtet dazu die Menge aller Wege, die von einem Punkt p ∈ M

ausgehen und dort auch wieder enden. Entlang jedes dieser Wege kann nun je-
der Vektor X ∈ Tp(M) paralleltransportiert werden. Jeder dieser Wege induziert
also einen Endomorphismus auf Tp(M). Da der Paralleltransport entlang zweier
nacheinander durchlaufener Wege gerade das Produkt der entsprechenden Endo-
morphismen induziert, der in umgekehrter Richtung durchlaufene Weg gerade den
inversen, folgt, daß die induzierten Abbildungen eine Untergruppe von O(n) (der
Strukturgruppe von M) bilden. Diese Gruppe ist unabhängig vom gewählten Ba-
sispunkt, man nennt sie die Holonomiegruppe Hol(M, h) von M6. Die zugehörige
Algebra wird mit hol(M, h) bezeichnet.

Ein weiteres Maß für nichttrivialen Paralleltransport ist der Riemann-Tensor.
Dieser gibt gerade an, wie ein Vektor durch den Paralleltransport entlang ei-
ner infinitesimal kleinen Schleife transformiert wird. Es liegen auch alle vom
Riemann-Tensor erzeugten Transformationen in hol(M, h), sie müssen diese Alge-
bra aber nicht erzeugen. Der Grund ist folgender: Während der Riemann-Tensor
nur den infinitesimalen Paralleltransport um den Basispunkt p beschreibt, enth ält
hol(M, h) Information über die infinitesimalen Paralleltransporte in der Umge-
bung jedes Punktes der Mannigfaltigkeit (wobei die entsprechenden Abbildungen
wieder nach p transportiert werden müssen). Dies wird plausibel, wenn man Ab-
bildung A.1 betrachtet, die einen Weg zeigt, der zu einem infinitesimalen Paral-
leltransport um einen Punkt q gehört, aber ein Element von holp(M, h) erzeugt7.

6Betrachtet man ausschließlich zusammenziehbare Wege, so erhält man die eingeschränkte
Holonomiegruppe Hol0(M, h). Sie bildet die Zusammenhangskomponente der Identität von
Hol(M, h). Da später lokale Fragen im Mittelpunkt stehen werden, für die nur die Algebra
hol(M, h) von Interesse ist, wird hier nicht weiter zwischen diesen beiden Begriffen differenziert.

7Natürlich ist auch diese Algebra für alle p isomorph, die Einbettungen in die o(n) unter-
schieden sich.
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q

p

Abbildung A.1: Eine infinitesimale Schleife um q, die zu hol p(M, h) beiträgt.

Es gilt: holp(M, h) wird vom Riemanntensor und allen seinen kovarianten
Ableitungen im Punkt p erzeugt.

Ist die Holonomiegruppe eine echte Untergruppe der O(n), so bedeutet dies,
daß es Tensorfelder gibt, die unter ihr invariant, also kovariant konstant sind.
Man findet folgende Zusammenhänge:

Hol(M, g) ⊆ SO(n): Dies hat eine kovariant konstante n-Form zur Folge, die
insbesondere global definiert sein muß. Diese Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.
Da die Holonomiegruppen der nun folgenden Mannigfaltigkeiten Untergruppen
von SO(n) sind, folgt hieraus schon, daß sie, die Mannigfaltigkeiten, orientierbar
sein müssen.

Hol(M, h) ⊆ U(n/2): Die kovariant konstante Form ist gerade die fundamen-
tale 2-Form (A.4.2). Die betreffenden Mannigfaltigkeiten sind also Kähler und
insbesondere komplex.

Hol(M, h) ⊆ SU(n/2): Diese Mannigfaltigkeiten wurden schon in Abschnitt
1.4 eingeführt, es sind Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten. Sie besitzen komplexe ko-
variant konstante (n/2, 0)- und (0, n/2)-Formen. Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten
sind Ricci-flach.

Hol(M, h) ⊆ Sp(n/4): Diese Mannigfaltigkeiten sind Hyperkähler. Man be-
achte, daß für n = 4 gilt Sp(1) = SU(2). Die einzige vierdimensionale Calabi-Yau-
Mannigfaltigkeit, die K3, ist also auch Hyperkähler. Wegen Sp(n/4) ⊆ U(n/2)
sind diese Mannigfaltigkeiten insbesondere Kähler und damit komplex.

Hol(M, h) ⊆ Sp(1)Sp(n/4): Hier ist die fundamentale Vierform (A.47) er-
halten. Diese Mannigfaltigkeiten sind quaternionisch Kähler. Auch durch die Be-
trachtung der Holonomiegruppen sieht man: Da Sp(1)Sp(n/4) 6⊆ U(n/2), sind
diese Mannigfaltigkeiten i.A. nicht Kähler. Auch hier stellt man fest, daß der
Fall n = 4 ein Sonderfall ist. Dann gilt nämlich Sp(1)Sp(1) = SO(4) und jede
orientierbare Mannigfaltigkeit erfüllt diese Definition.

Man kann zeigen [71], daß es für Mannigfaltigkeiten, die nicht dem Produkt
zweier anderer Mannigfaltigkeiten isomorph sind, nur zwei weitere Möglichkeiten
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gibt, nämlich Hol(M, h) = G2 oder Hol(M, h) = Spin(7)8.

A.9 Eigenschaften quaternionischer Kählerman-

nigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt werden Bedingungen abgeleitet, die es erlauben, zu über-
prüfen, ob eine gegebene Mannigfaltigkeit M quaternionisch Kähler ist. Dabei
folge ich den Darstellungen in [70] und [72].

Auf einer quaternionischen Kählermannigfaltigkeit existiert eine Überdeckung
mit offenen Mengen Ui, in der ein Tripel von Tensorfeldern J a existiert, die (A.43)
erfüllen. Invariant unter Paralleltransport sind i.A. nicht diese Tensorfelder, son-
dern nur der von ihnen aufgespannte Unterraum der Endomorphismen der Tan-
gentialräume. Eine andere Basis dieses Unterraumes, die ebenfalls (A.43) erfüllt,
erhält man aus den Ja durch eine SO(3) Transformation

J ′a = T a
bJ

b , (T a
b) ∈ SO(3) . (A.49)

Sei nun (x̂1, . . . , x̂n) ein lokales Koordinatensystem in Ui. Die kovariante Ab-
leitung bewirkt einen infinitesimalen Paralleltransport, sie bildet also eine Basis
gemäß (A.49) auf eine infinitesimal benachbarte ab. Die von ihre erzeugte Trans-
formation liegt also in der so(3)9

DjJ
a
k
l + εabcAb

jJ
c
k
l = 0, (A.50)

Diese Gleichung erlaubt es, die Aa
m als so(3)-wertige Konnexionen aufzufassen

bzgl. derer die drei fast komplexen Strukturen kovariant konstant sind.
Man bildet nun die zweite kovariante Ableitung von (A.50):

DmDjJ
a
k
l = −εabc

(
(DmA

b
j )J

c
k
l − εcdeAd

mA
b
jJ

e
k
l
)
. (A.51)

Antisymmetrisiert man nun diese Gleichung in m und j, so erhält man

Rmji
lJa

k
i − Rmjk

iJa
i
l = −εabcF̃ b

mjJ
c
k
l. (A.52)

Hierbei ist Rmnj
l der Riemanntensor auf M und F̃ a

mn der zu Aa
m gehörende

Krümmungstensor

F̃ a
kl = ∂kA

a
l − ∂lA

a
k + εabcAb

kA
c
l . (A.53)

In [70] wird gezeigt, daß (A.52) für n ≥ 8 (n = dimM) äquivalent ist zu (Rkl

ist der Ricci-Tensor auf M).

F̃ a
kl =

1

n/4 + 2
RkjJ

a
l
j . (A.54)

8Eine Ausnahme von diesem Theorem bilden symmetrische Räume, diese sind homogen, d.h.
von der Form G/H für zwei Lie-Gruppen G,H , außerdem ist ihr Krümmungstensor kovariant
konstant. Ihre Holonomiegruppe ist H .

9Lie-Algebren bezeichne ich durch kleine Frakturbuchstaben.
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Weiter folgt [70]

Rkl = λgkl , λ ∈ R. (A.55)

Mannigfaltigkeiten, deren Metrik diese Bedingung erfüllt, heißen Einstein-Man-
nigfaltigkeiten. Wie gerade gezeigt wurde, ist jede quaternionische Kählermannig-
faltigkeit Einstein.

Setzt man nun (A.55) in (A.54) ein, so findet man

F̃ a
kl =

λ

n/4 + 2
Ja
kl. (A.56)

Die Definition A.7.4 einer quaternionischen Kählermannigfaltigkeit im Fall n = 4
ist leer. In diesem Fall definiert man sie durch die Bedingung (A.56).

Je nachdem, ob λ (A.55) verschwindet oder nicht, haben die quaternionischen
Kählermannigfaltigkeiten Mannigfaltigkeiten sehr verschiedene Eigenschaften.

Im Fall λ = 0 folgt (A.56), daß die Krümmung der Konnexion Aa
m verschwin-

det. Man kann dann eine Basis Ja finden, die kovariant konstant ist. Aus dem
obenstehenden ergibt sich nur, daß dies lokal so ist. Es gilt aber global [70].
Tatsächlich läßt sich sogar zeigen, daß die Elemente dieser Basis drei komplexe
(nicht nur fast komplexe!) Strukturen auf M definieren, die (A.43) erfüllen. Es
handelt sich also um Hyperkählermannigfaltigkeiten (Definition A.7.3).

In (1.16) wurde angegeben, daß der Ricciskalar einer quaternionischen Kähler-
mannigfaltigkeit, die die Kopplung von Hypermultipletts an N = 2 Supergravi-
tation beschreibt, durch −8(n/4)(n/4 + 2) gegeben ist (jedes Hypermultiplett
hat vier Skalare). Bildet man die Spur von (A.55) so findet man, daß für diese
Mannigfaltigkeiten gilt

λ = −2(n/4 + 2) . (A.57)

Dies in (A.56) eingesetzt liefert

F̃ a
kl = −2Ja

kl . (A.58)

A.10 Konstruktion fast quaternionischer Struk-

turen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man überprüft, ob eine gegebene
riemannsche Mannigfaltigkeit quaternionisch Kähler ist. Nach Definition A.7.4
existieren auf einer solchen Mannigfaltigkeit lokal drei komplexe Strukturen, die
die Algebra (A.43) erfüllen und bzgl. derer die Metrik hermitesch ist (A.44). In
den zu untersuchenden σ-Modellen (1.14) ist nur die Metrik der Mannigfaltigkei-
ten gegeben. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man die komplexen Strukturen
konstruiert [44, 73].

Dies geschieht, indem man die metrische Struktur auf der Mannigfaltigkeit
mit Hilfe von Vielbeinen beschreibt. Ein Vielbein definiert an jedem Punkt der
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Mannigfaltigkeit eine Basis von orthonormalen Vektoren. Es trägt daher einen
Koordinaten- und einen Tangentialraumindex. In quaternionischen Mannigfal-
tigkeiten ist die Holonomiegruppe auf Sp(1)Sp(n/4) eingeschränkt. Es ist daher
sinnvoll, im Tangentialraum ein unter dieser Gruppe invariantes Skalarprodukt zu
wählen. Die Sp(1) Indizes werden mit (α, β, . . . ), die Sp(n) Indizes mit (A,B, . . . )
bezeichnet.

Für eine 4n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist die Tangentialraummetrik ge-
geben durch

η = ε⊗ ρ =⇒ ηαA,βB = εαβρAB ,

εαβ =

(
0 1
−1 0

)
, ρAB =

(
0 1n

−1n 0

)
. (A.59)

Die Vielbeine V αA
m werden durch die folgende Beziehung definiert

hmn = εαβρABV
αA
m V βB

n =
1

2
εαβρAB

(
V αA
m V βB

n + V αA
n V βB

m

)
. (A.60)

Die zugehörigen Vielbeinformen lauten

V αA = V αA
m dxm. (A.61)

Die inversen Vielbeine V m
αA werden nicht durch ein neues Symbol bezeichnet,

sondern durch ihre Indexstellung kenntlich gemacht. Sie erfüllen

hmnV
m
αAV

n
βB = V m

αAVmβB = εαβρAB. (A.62)

Die gleiche Konvention wird auch für die Inversen von ε und ρ gewählt10:

εαβεβγ = δαγ , εαβ =

(
0 −1
1 0

)
, ρABρBC = δAC , ρAB =

(
0 −1n

1n 0

)
. (A.63)

Multiplikation von (A.60) mit εαβ liefert

ρAB

(
V αA
m V βB

n + V αA
n V βB

m

)
= −εαβhmn . (A.64)

Weiterhin fordert man, daß die Vielbeine

VαA ..= ηαβρABV
βB !

= V αA (A.65)

erfüllen. Daß man eine solche Basis von Vielbeinen immer finden kann, wird in
Abschnitt A.11 gezeigt. Man konstruiert nun eine (2× 2)-Matrix von 2-Formen

Jα
β ..= 2εβγρABV

αA ∧ V γB. (A.66)

Ihre Komponenten lauten (wobei ihr zweiter Index mittels εαβ hochgezogen wur-
de).

Jαβ
mn = ρAB

(
V αA
m V βB

n − V αA
n V βB

m

)
. (A.67)

10Dabei ist zu beachten, daß gilt εαγεβδεγδ = εβα = −εαβ 6= εαβ .
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Aus (A.64) und (A.67) folgt11

ρABV
αA
m V βB

n = −1

2
εαβhmn +

1

2
Jαβ

mn. (A.68)

Die Matrix J erfüllt

Tr(J) = 2εαβρABV
αA ∧ V βB = 2εβαρBAV

αA ∧ V βB

= −2εβαρBAV
βB ∧ V αA = −2εαβρABV

αA ∧ V βB = −Tr(J)

=⇒ Tr(J) = 0 (A.69)

und

Jα
β = 2V αA ∧ VβA = 2VαA ∧ V βA = −2V βA ∧ VαA = −Jβ

α. (A.70)

Womit gezeigt ist, daß iJ spurfrei und hermitesch ist und daher in σ-Matrizen
entwickelt werden kann.

iJα
β = Jaσaα

β =

(
J3 J1 − iJ2

J1 + iJ2 −J3

)
. (A.71)

Umgekehrt gilt

iJα
βσ

bβ
α = Jaσaα

βσ
bβ

α = Ja
(
δabδαα + iεabcσcα

α

)
= 2Jb (A.72)

und folglich

Ja = −1

2
σa

αβ(iJ
αβ) = −i

(
εαγρABV

γB
)
∧ σaα

βV
βA

= −i
(
ηV

)T ∧ (σa ⊗ 1n)V. (A.73)

Weiterhin findet man

(iJαβ)m
n(iJγδ)nl =− ρABρCD

(
V αA
m V βBn − V αAnV βB

m

)(
V γC
n V δD

l − V γC
l V δD

n

)

=−
(
εβγρADV

αA
m V δD

l + εβδρACV
αA
m V γC

l

+ εαγρBDV
βB
m V δD

l + εαδρBCV
βB
m V γC

l

)
(A.74)

=
(
εαγεβδ + εαδεβγ

)
hml

+
i

2

(
εαγ(iJβδ)ml + εαδ(iJβγ)ml + εβγ(iJαδ)ml + εβδ(iJαγ)ml

)
,

wobei im letzten Schritt (A.68) benutzt wurde. Hieraus nun erhält man

Ja
m
nJb

n
l =

1

4
σa

αβσ
b
γδ(iJ

αβ)m
n(iJγδ)n

l

=− 1

2
εδβεαγσa

βασ
b
γδδ

l
n −

i

2
σaα

βσ
bβ

γ(iJα
γ)m

l

=− δabδlm − 1

2
εabcσc

αβ(iJ
αβ)m

l

=− δabδlm + εabcJc
m
l. (A.75)

11Unter Vorwegnahme des zu Zeigenden demonstriert diese Gleichung gerade, daß die Viel-
beine sowohl die Metrik, als auch die komplexe Struktur kodieren.



86 ANHANG A. GEOMETRIE

Die Ja sind also die drei gesuchten fast komplexen Strukturen. Nach Konstruktion
(A.67) erfüllen sie (A.45); die Metrik h ist also hermitesch bzgl. jeder von ihnen.

Es bleibt zu klären, wie man zeigt, daß die J a die fast quaternionische Struktur
einer quaternionischen Kählermannigfaltigkeit bilden.

Auch dies ist im Vielbeinformalismus möglich. Wie in der allgemeinen Rela-
tivitätstheorie ist es auch hier notwendig, zur Definition kovarianter Ableitun-
gen des Vielbeins eine Konnexion einzuführen, die auf die Tangentialraumindizes
wirkt. In Analogie wird diese Konnexion Ω auch hier Spinkonnexion genannt. Auf
einer quaternionischen Kählermannigfaltigkeit nimmt sie ihre Werte in sp(1)sp(n)
an.

Ω = p⊗ 12n + 12 ⊗Q, p ∈ sp(1), Q ∈ sp(n). (A.76)

Man fordert nun, daß das Vielbein kovariant konstant ist (hier wird die Viel-
bein 1-Form betrachtet, um die Wirkung der Christoffel-Konnexion zu unter-
drücken).

DV αA = dV αA + pαβ ∧ V βA +QA
B ∧ V αB = 0. (A.77)

Da die komplexen Strukturen aus den Vielbeinen konstruiert werden, sind auch
diese kovariant konstant:

D(iJαβ) = d(iJαβ) + pαγ ∧ (iJγβ) + pβγ ∧ (iJαγ) = 0. (A.78)

Dies multipliziert man mit σ a
αβ und findet

DJa = dJa − iεabc(σb
αβp

αβ) ∧ Jc = 0. (A.79)

Definiert man nun

pa ..= −1

2
σa
αβ(ip

αβ), =⇒ ipαβ = paσaα
β, (A.80)

so sieht man, daß man wegen

dJa+ 2εabcpb ∧ Jc = 0 (A.81)

den sp(1)-Anteil der Spinkonnexion mit der in (A.50) definierten Konnexion 1
2
Aa

m

identifizieren kann.
Daraus folgt (A.53)

F̃ a = dAa +
1

2
εabcAb ∧ Ac = 2

(
dpa + εabcpb ∧ pc

)
(A.82)

Definiert man nun die Krümmung der pa durch

F a =
(
dpa+ εabcpb ∧ pc

)
, (A.83)

so folgt mit (A.56) und (A.82):

F a = −Ja . (A.84)

Diese Forderung ist das entscheidende Kriterium bei der Untersuchung der
Frage, ob eine gegebene Mannigfaltigkeit quaternionisch Kähler ist oder nicht.
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A.11 Bestimmung von Vielbeinen und Spinkon-

nexion

In diesem Abschnitt wird nachgetragen, wie man zu einer gegebenen Metrik Viel-
beine bestimmt, die (A.65) erfüllen und wie man die Spinkonnexion (A.76) be-
rechnet.

Die Metrik kann immer auf folgende Form gebracht werden (n = dimM)

h =

n∑

i=1

ai ⊗S ai, (A.85)

wobei die ai eine Basis von Differentialformen sind. Sie sind i.A. nicht von der
Form dxi (vgl. (2.23)). ⊗S bezeichnet den symmetrischen Anteil des Tensorpro-
duktes.

a⊗S b ..=
1

2

(
a⊗ b+ b⊗ a

)
. (A.86)

Je zwei dieser Formen werden zu einer komplexen zusammengefaßt.

cr ..=
1√
2

(
ar + iar+n/2

)
, r = 1, . . . , n/2. (A.87)

Welche zwei Formen zusammengefaßt werden, ist unerheblich, wichtig ist, daß es
möglich ist.

Die so erhaltenen n/2 Formen werden nun in zwei Gruppen zu je n/4 aufge-
teilt. Auch diese Aufteilung ist an dieser Stelle willk ürlich, welche Rolle sie spielt,
wird in Abschnitt 4.5 gezeigt. Die beiden Gruppen von komplexen 1-Formen wer-
den e1I und e2I genannt. Durch sie ausgedrückt, lautet die Metrik

h = 2

2∑

α=1

n/4∑

I=1

eαIeαI . (A.88)

Aus diesen Formen werden die Vielbeine konstruiert. Man setzt [44] (die Ma-
trix ε ist wie die in der nächsten Formel auftretende Matrix ρ in Gl. (A.59)
definiert worden).

V αA ..=

(
eαI

εαβeβI

)
, A = 1, . . . , n/2. (A.89)

Es gilt (den vorletzten Ausdruck erhält man, da ε−1 = −ε gilt):

VαA = εαβρABV
βB =

(
εαβε

βγeγI

−εαβe
βI

)
=

(
eαI

εαβeβI

)
= V αA. (A.90)

Dies ist gerade die Bedingung (A.65). Mit ihrer Hilfe findet man

εαβρABV
αAV βB = V αAV αA = eαIeαI + εαβeβIεαγeγI = 2eαIeαI = h, (A.91)
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woraus man sieht, daß die V αA tatsächlich das gesuchte Vielbein bilden.
Es bleibt, die Spinkonnexion Ω (A.76) zu berechnen. Sie ist festgelegt durch

die Forderung der kovarianten Konstanz des Vielbeines (A.77)

DV = dV + Ω ∧ V = 0 (A.92)

und nimmt ihre Werte in sp(1)sp(n/4) an (A.76) (wobei hier die Struktur der
sp(n/4) Matrix expliziter dargestellt wird):

Ω = p⊗ 12n + 12 ⊗
(

q t
−t† −qT

)
,

p† = −p, q† = −q, tT = t. (A.93)

Um die Spinkonnexion zu berechnen, müssen nun die Elemente des Vielbeines
V αA als 4n-dimensionaler Vektor V a geschrieben werden (vgl. (2.34)). Die Glei-
chung (A.77) lautet dann

dV a + Ωa
b ∧ V b = 0. (A.94)

Nun werden die auftretenden Formen in eine Basis entwickelt. Ihre Elemente
werden fm genannt (da sie i.A. nicht von der Form dxm sind).

V a = Vm
afm, Ωa

b = Ωm
a
bf

m. (A.95)

Die Koeffizienten der Entwicklung von dV a in die fm werden Ra
mn genannt.

dV a = Ra
mnf

m ∧ fn . (A.96)

Aus (A.94) folgt dann

Ra
mn = −

(
Ωm

a
bVn

b − Ωn
a
bVm

b
)
. (A.97)

Nutzt man nun das Vielbein zum Umschreiben von Koordinaten- und Tangenti-
alraumindizes (Tm = Vm

aTa) , so wird diese Gleichung zu

Ωmln − Ωnlm = −Vl
bηbaR

a
mn, Ωmln ..= Vl

aVn
bηacΩm

c
b. (A.98)

Es gilt (A.59,A.93)

ηacΩm
c
b =

((
0 1
−1 0

)
⊗

(
0 1

−1 0

))((
p3 p−

p+ −p3

)
⊗ 1+ 1⊗

(
q t

−t† −qT

))

=

(
p+ −p3

−p3 −p−

)
⊗

(
0 1

−1 0

)
+

(
0 1
−1 0

)
⊗

(
−t† −qT

−q −t

)
. (A.99)

Da in jedem Summanden der letzten Zeile jeweils eine antisymmetrische mit einer
symmetrischen Matrix multipliziert wird und (A⊗B)T = AT⊗BT gilt, ist ηacΩm

c
b
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antisymmetrisch in [a, b] und damit auch Ωmln antisymmetrisch in [n, l]. Dann gilt
aber

Ωmnl =
1

2

((
Ωmnl − Ωlnm

)
−
(
Ωlmn − Ωnml

)
+
(
Ωnlm − Ωmln

))

=− 1

2
ηab

(
Vn

bRa
ml + Vm

bRa
nl − Vl

bRa
mn

)
. (A.100)

Dies kann wieder in Tangentialraumindizes umgeschrieben werden, womit man
schließlich die gesuchte Formel für die Spinkonnexion erhält:

Ωm
a
b =

1

2
ηacVc

nVb
lηef

(
Vm

eRf
ln + Vn

eRf
lm + Vl

eRf
mn

)
. (A.101)
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Anhang B

Peccei-Quinn Invarianten I

In die Herleitung der Quantenkorrekturen des universellen Hypermultipletts ist
in Abschnitt 2.3 die Behauptung eingegangen, daß die einzigen Funktionen in den
Variablen (S, S̄, C, C̄), die invariant unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21)
und den Skalierungen (2.27) sind, die konstanten sind. Sie wird in diesem Ab-
schnitt bewiesen.

Die Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21) lauten in infinitesimaler Form:

δS = iα+ 2(γ − iβ)C , δC = γ + iβ . (B.1)

Die Skalierungen sind gegeben durch

S 7→ λ2S, C 7→ λC . (B.2)

Gesucht werden Funktionen f(S, S̄, C, C̄), die unter (B.1) und (B.2) invariant
sind.

Die Peccei-Quinn-Symmetrie, die durch α parametrisiert wird (B.1), wirkt nur
auf den Imaginärteil von S. Es gilt also

f(S, S̄, C, C̄) = f(S + S̄, C, C̄) . (B.3)

Um die Bedingungen durch die anderen Peccei-Quinn-Symmetrien zu erhalten,
bestimmt man die Transformation von f :

δf =
∂f

∂S
δ(S + S̄) +

∂f

∂C
δC +

∂f

∂C̄
δC̄

=
∂f

∂S

(
2(γ − iβ)C + 2(γ + iβ)C̄

)
+

∂f

∂C
(γ + iβ) +

∂f

∂C̄
(γ − iβ)

= γ
(
2(C + C̄)

∂f

∂S
+

∂f

∂C
+

∂f

∂C̄

)
+ iβ

(
−2(C − C̄)

∂f

∂S
+

∂f

∂C
− ∂f

∂C̄

)

!
= 0 . (B.4)

Man erhält die beiden Gleichungen

2(C + C̄)
∂f

∂S
+

∂f

∂C
+

∂f

∂C̄
= 0 , 2(C − C̄)

∂f

∂S
− ∂f

∂C
+

∂f

∂C̄
= 0 . (B.5)
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Diese werden nun addiert, bzw. subtrahiert und man findet

2C
∂f

∂S
+

∂f

∂C̄
= 0 , 2C̄

∂f

∂S
+

∂f

∂C
= 0 . (B.6)

Durch Auflösen dieser Gleichungen nach ∂f
∂S

erhält man eine Gleichung, die nur
Ableitungen nach C und C̄ enthält. Die Forderung, daß die Funktion f invariant
unter den Peccei-Quinn-Symmetrien sein soll, führt also zu den Gleichungen

C
∂f

∂C
= C̄

∂f

∂C̄
, 2C

∂f

∂S
= − ∂f

∂C̄
. (B.7)

Skaleninvariante Funktionen sind durch Quotienten zweier Funktionen festen
Skalenverhaltens gegeben. Diese wiederum sind algebraische Funktionen von Po-
lynomen festen Skalenverhaltens. Es reicht also, letztere zu bestimmen.

Um das allgemeinste Polynom f(S + S̄, C, C̄), das unter (B.2) wie f 7→ λnf
skaliert, anzugeben, muß man zwischen geradem und ungeradem n unterscheiden.
Für gerades n findet man

fg =

n/2∑

m=o

am(S + S̄)mgn−2m(C, C̄) , (B.8)

für ungerades

fu =

n/2−1∑

m=o

am(S + S̄)mgn−2m(C, C̄) . (B.9)

Die gk(C, C̄) bezeichnen dabei homogene Polynome vom Grad k:

gk(C, C̄) =

k∑

l=o

blC
lC̄k−l . (B.10)

Die erste Gleichung in (B.7) schränkt die Abhängigkeit der f von C und C̄ ein.
Die Funktionen (B.8) und (B.9) erfüllen sie genau dann, wenn alle auftretenden
Funktionen gk(C, C̄) sie erfüllen. Man erhält die Bedingung

k∑

l=o

lblC
lC̄k−l =

k∑

l=o

(k − l)blC
lC̄k−l . (B.11)

bzw.

lbl = (k − l)bl , (B.12)

Diese Gleichung hat nur die Lösungen (k = 2m, l = m). Da bei den in (B.9)
auftretenden gn−2m der Index (n−2m) ungerade ist, heißt dies, daß nur Polynome,
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die mit geraden Potenzen von λ skalieren, Peccei-Quinn-invariant sein können.
Durch (B.12) wird der Ansatz (B.8) eingeschränkt auf (n = 2k)

f =
k∑

m=o

am(S + S̄)m(CC̄)(k−m) . (B.13)

Es gilt

2C
∂f

∂S
=

k∑

m=o

(2mam)(S + S̄)m−1C(k−m)+1C̄(k−m)

=
k−1∑

m=o

(
2(m+ 1)am+1

)
(S + S̄)mCk−mC̄k−m−1 (B.14)

und

− ∂f

∂C̄
=

k−1∑

m=o

(
(m− k)am

)
(S + S̄)mCk−mC̄k−m−1 . (B.15)

Die zweite Gleichung aus (B.7) liefert nun die Bedingung

2(m+ 1)am+1 = (m− k)am . (B.16)

Diese Rekursionsformel wird gelöst durch

am = (−2)(k−m)

(
k

m

)
. (B.17)

Durch einsetzen in den Ansatz (B.13) erhält man die gesuchte Funktion

f =
k∑

m=o

(
k

m

)
(S + S̄)m(−2CC̄)(k−m) = (S + S̄ − 2CC̄)k . (B.18)

Damit sind alle unter (B.1) invarianten Polynome, die unter (B.2) ein definiertes
Skalenverhalten haben, Potenzen von (S + S̄ − 2CC̄). Quotienten von Polyno-
men gleichen Skalenverhaltens sind mithin konstant. Dies ist die zu beweisende
Behauptung.
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Anhang C

Peccei-Quinn Invarianten II

In diesem Abschnitt werden die Invarianten unter den zusätzlichen Peccei-Quinn
Symmetrien, die im Limes großer komplexer Struktur der IIA Theorie auftreten,
bestimmt.

Die Transformationen lauten (4.33):

δXa = ηa, δY a = 0, δξ0 = 0,

δξa = ηaξ0, δξ̃a =
1

4
κabcη

bξc, δξ̃0 = −ηaξ̃a. (C.1)

Die Bestimmung dieser Symmetrien dient dazu, die möglichen Kopplungen
der RR Felder zu bestimmen. Wie diese an das Axion φ̃ koppeln, kann ohne
Betrachtung dieser Symmetrien erschlossen werden. Das Axion wird daher im
folgenden nicht betrachtet.

Weiterhin interessieren nur solche Terme, die auch unter den Peccei-Quinn-
Symmetrien (4.30) invariant sind. Die Invarianten unter diesen Transformationen
sind durch die Ableitungen von ξ i und ξ̃i gegeben (4.31).

Der allgemeinste Ansatz für eine Invariante lautet folglich

I = a(X, Y, φ)dξ̃0 + ba(X, Y, φ)dξ̃a + ca(X, Y, φ)dξa + d(X, Y, φ)dξ0 . (C.2)

Er transformiert unter (C.1) gemäß

δI =
∂a

∂Xb
ηbdξ̃0 +

∂ba

∂Xb
ηbdξ̃a +

∂ca

∂Xb
ηbdξa +

∂d

∂Xb
ηbdξ0 − aηbdξ̃b +

1

4
κabcb

aηbdξc

+ caη
adξ0

=
∂a

∂Xa
ηadξ̃0 +

( ∂ba

∂Xb
− δab

)
ηbdξ̃a +

( ∂cc
∂Xb

+
1

4
κabcb

a
)
ηbdξc

+
( ∂d

∂Xa
+ ca

)
ηadξ0 . (C.3)

Man erhält aus der Forderung δI = 0 folgende Bedingungen:

∂a

∂Xa
= 0 ,

∂ba

∂Xb
= aδab ,

∂cc
∂Xb

= −1

4
κabcb

a ,
∂d

∂Xa
= −ca . (C.4)
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Diese werden gelöst durch

a(X, Y, φ) =a(Y, φ) ,

ba(X, Y, φ) =a(Y, φ)Xa + ba(Y, φ) ,

ca(X, Y, φ) =− 1
8
a(Y, φ)κabcX

bXc − 1

4
bb(Y, φ)κabcX

c + ca(Y, φ) ,

d(X, Y, φ) = 1
24
a(Y, φ)κabcX

aXbXc+ 1
8
ba(Y, φ)κabcX

bXc− ca(Y, φ)X
a+ d(Y, φ) .

(C.5)

Damit lautet (C.2)

I = a(Y, φ)
(
dξ̃0 +Xadξ̃a − 1

8
κabcX

bXcdξa + 1
24
κabcX

aXbXcdξ0
)

+ ba(Y, φ)
(
dξ̃a −

1

4
κabcX

bdξc + 1
8
κabcX

bXcdξ0
)

+ ca(Y, φ)
(
dξa −Xadξ0

)
+ d(Y, φ)dξ0 . (C.6)

Invarianten unter (C.1), die die oben genannten Bedingungen erfüllen, sind
also Linearkombinationen der Terme

q =dξ0 ,

ra =dξa −Xadξ0 ,

sa =dξ̃a −
1

4
κabcX

bdξc + 1
8
κabcX

bXcdξ0 ,

t =dξ̃0 +Xadξ̃a − 1
8
κabcX

bXcdξa + 1
24
κabcX

aXbXcdξ0 , (C.7)

deren Entwicklungskoeffizienten beliebige Funktionen in den Y a und φ sein kön-
nen.
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[21] Einführungen findet man in:
M. J. Duff, B. E. Nilsson, C. N. Pope, Kaluza-Klein Supergravity, Phys. Rep.
130 (1986) 1.
L. Castellani, R. D’Auria, P. Fre, Supergravity and Superstrings: A Geometric
Perspective, (3 Vols.), World Scientific Singapur (1991).

[22] P. Candelas, G. T. Horowitz, A. Strominger, E. Witten, Vacuum Configura-
tions for Superstrings, Nucl. Phys. B258 (1985) 46.

[23] S. Cecotti, S. Ferrara, L. Girardello, Geometry of Type II Superstrings and
the Moduli of Superconformal Field Theories, Int. J. Mod. Phys. A 4 (1989)
2475.

[24] B. R. Greene, String Theory on Calabi-Yau Manifolds, hep-th/9702155.

[25] B. R. Greene, Lectures on String Theory in Four-Dimensions, in Proceedings
of the 1990 Summer School in High Energy Physics and Cosmology, ed. by
J.C. Pati, S. Randjbar-Daemi, E. Sezgin, Q. Shafi, World Scientific, 1991.

[26] M. F. Hasler, The Three-Form Multiplet in N = 2 Superspace, Eur. Phys. J.
C1 (1998) 729, hep-th/9606076.

[27] M. Bodner, A. C. Cadavid, S. Ferrara, (2,2) Vacuum Configurations for Type
IIA Superstrings: N=2 Supergravity Lagrangians and Algebraic Geometry,
Class. Quant. Grav. 8 (1991) 789.
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