Quantenkorrekturen im Hypermultiplettsektor

von Typ II Stringtheorien

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades
doctor rerum naturalium (Dr. rer. nat.)
vorgelegt der

Mathematisch-Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultat

der Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg

von
Herrn Holger Giinther

geb. am: 30.7.1969 in: Bochum

Gutachter
1. Prof. Dr. Jan Louis
2. Prof. Dr. Richard Grimm

3. Dr. habil. Klaus Behrndt

Halle (Saale), 3.7.2000



1



11

Danksagung

An erster Stelle gilt mein Dank Herrn Prof. J. Louis fiir den Vorschlag des Themas,
die Betreuung der Arbeit und seine stdndige Bereitschaft, iiber sich ergebende
Probleme zu diskutieren.

Den Mitarbeitern der Arbeitsgruppe Quantenfeldtheorie, R. Bohm, M. Haack,
C. Herrmann, M. Klein, M. Marquart und T. Mohaupt, danke ich fiir die vielen
Gespriche, die mir halfen, den Gegenstand meiner Arbeit besser zu durchdringen.
Herrn Prof. R. Grimm und seiner Arbeitsgruppe am CPT Marseille danke ich
fiir die mir wahrend meines dortigen Aufenthaltes erwiesene Gastfreundschaft.
Dieser Aufenthalt wurde vom DAAD unterstiitzt.

Ich wurde von der Landesgraduiertenférderung Sachsen-Anhalt mit einem Sti-
pendium unterstiitzt.



v



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung
1.1 Grundlagen der Stringtheorie . . . . ... ... .. ... .. ...
1.2 Niederenergie Effektive Wirkungen . . . . .. . . ... ... ...
1.3 N =2 Supergravitation . . . . . .. ... ... L.

1.4 Calabi-Yau Kompaktifizierungen . . . . . . .

1.5 Dualitaten . . . . . . . ..

1.6 Ergebnisse und Gliederung der Arbeit . . . .

2 Das universelle Hypermultiplett

2.1 Einleitung . . . . .. ..o

2.2 Die klassische Wirkung . . . . . . . ... ..
2.3 Der Ansatz fiir die quantenkorrigierte Metrik

2.4 Die Storungsreihe . . . . .. ..o
2.5 Quantenkorrekturen in der ersten Ordnung . . . . . . . . . .. ..
2.6 Quantenkorrekturen in allen Ordnungen . . . . . .. .. ... ..

2.7 Das Nichtrenormierungstheorem . . . . . . .

3 Eine Realisierung der Mirrorsymmetrie

3.1 Einleitung . . . . . . ...
3.2 DiellA Theorie . . . . . . . . . .

3.3 Der Limes grofler komplexer Strukturen . . .

3.4 DiellB Theorie . . . . . .. . ... L
3.5 Die Abbildung . . . . . . . ...
3.6 Die Brechung der SL(2,Z) . . . . . . ... ... ... ... .

4 Quantenkorrekturen im allgemeinen Fall

4.1 Einleitung . . . . . . ...

4.2 Der Limes zum universellen Hypermultiplett

4.3 Bekannte Quantenkorrekturen . . . . .. .. ..o

4.4 Der Ansatz fiir die quantenkorrigierte Wirkung . . . . . . . . ..

4.5 Probleme der geometrischen Untersuchung I
4.6 Probleme der geometrischen Untersuchung II

5 Zusammenfassung

O -3 Ut = =

15
17

19
19
20
23
26
29
31
35

37
37
38
41
43
45
A7

49
49
49
93
95
99
64

67



vi INHALTSVERZEICHNIS

A Geometrie
A1 Einleitung . . . ... . ... oL
A.2 Komplexe Strukturen auf reellen Vektorraumen

A.3 Fast komplexe und komplexe Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . ..

A.4 Kahlermannigfaltigkeiten . . . . . . .. .. ..
A.5 Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten . . . . . . . ..
A.6 Quaternionen und quaternionische Strukturen
A.7 Quaternionische Kéhlermannigfaltigkeiten . .
A.8 Holonomiegruppen . . . ... ... ... ...

A.9 FEigenschaften quaternionischer Kéhlermannigfaltigkeiten . . . . .

A.10 Konstruktion fast quaternionischer Strukturen
A.11 Bestimmung von Vielbeinen und Spinkonnexion

B Peccei-Quinn Invarianten I

C Peccei-Quinn Invarianten I1

69
69
70
71
72
74
76
77
80
82
83
87

91

95



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Grundlagen der Stringtheorie

Die Stringtheorie [1-3] geht von der Annahme aus, daf§ nicht Punktteilchen, son-
dern eindimensional ausgedehnte Objekte (die Strings) die fundamentalen Kon-
stituenten der Materie sind.

Wihrend seiner Bewegung in der Zeit fiillt ein String eine (141)-dimensionale
Weltfliche M aus, die in einen hcherdimensionalen Zielraum eingebettet ist, im
einfachsten Fall in einen D-dimensionalen Minkowskiraum.

In Analogie zum relativistischen Punktteilchen, das sich auf Weltlinien ex-
tremaler Lange bewegt, wird vom relativistischen String gefordert, dafl er das
Volumen seiner Weltflache extremalisiert. Fiir den bosonischen String erhélt man
damit folgende Wirkung

P / drdoN/ =7y 1,0, X 0, X" . (1.1)
A o

Hierbei sind 7 und o Koordinaten auf der Weltfliche M, (0 = ) und (9, = £)
die entsprechenden partiellen Ableitungen, die X *#(7, o) beschreiben die Einbet-
tung von M in den (D-dimensionalen) Minkowskiraum mit Metrik 7,,. Auf der
Weltfliche wird eine Metrik v, definiert, 4 ist ihre Inverse, ~ ihre Determinan-
te. SchlieBlich ist o eine Konstante der Massendimension -2, die benotigt wird,
um die Wirkung dimensionslos zu machen!.

Durch Variation der obigen Wirkung nach der Weltflachenmetrik (7,,) erhélt
man die algebraische Bewegungsgleichung

\/_—’Y’Yab _ \/——hhab, (12)

wobei hg, die durch die Einbettung in den Minkowskiraum auf der Weltfldche
induzierte Metrik

hab = nwaaX“(?bX” (13)

'In der gesamten Arbeit werden Einheiten verwandt, in denen ¢ = A = 1 gilt.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

und h ihre Determinante bezeichnet. Setzt man (1.2) und (1.3) in (1.1) ein, findet
man

S = 1/\/—_z :

— — Vol(M) . 1.4
2 Jyy 2/ ol(M) (14)
Die Storungsentwicklung eines wechselwirkenden Strings erhélt man durch
die Summation iiber die Topologien der Weltfldche. Die Korrelationsfunktionen
werden durch das Pfadintegral

<..>= Y [DXDh.. e (1.5)
Topologien M
berechnet, wobei ... die interessierende Operatoreinsetzung bezeichnet. In Ab-

bildung 1.1 sind die ersten beiden Terme der Stérungsreihe der Stringzweipunkt-
funktion fiir eine Theorie geschlossener Strings dargestellt.

| )+ +

Abbildung 1.1: Die ersten beiden Terme in der topologischen Entwicklung der
Stringzweipunktfunktion.

Die Wirkung (1.1) zeigt, dafl die Bewegung eines Strings in einem D-dimen-
sionalen Minkowskiraum durch eine zweidimensionale Quantenfeldtheorie mit D
Skalarfeldern beschrieben wird.

Die Berechnung einer Stringamplitude besteht aus zwei Entwicklungen. Zum
einen wird sie geméf (1.5) in Schleifen entwickelt, zum anderen mufl der Beitrag
zu jeder Schleifenordnung in der durch (1.1) gegebenen Quantenfeldtheorie auf der
Weltflache (bestimmter Topologie) berechnet werden, wobei dies i.A. wiederum
nur storungstheoretisch moglich ist.

Das Spektrum der zweidimensionalen Theorie gliedert sich in Darstellungen
der D-dimensionalen Poincarégruppe. Fiir die bosonische Stringtheorie enthilt
das Spektrum ein Tachyon?. Um diese Inkonsistenz zu vermeiden, ist es not-
wendig, die zweidimensionale Weltfldchentheorie durch Fermionen zu ergénzen,
die mit den Bosonen Supersymmetriemultipletts bilden. Damit die Amplituden
(1.5) als unitdre Streuamplituden in der Raumzeit aufgefafit werden konnen,
muf die Theorie auf der Weltflache (super)-konform invariant sein. Hieraus folgt
insbesondere, dafi die Dimension der Raumzeit, in der sich ein String bewe-
gen kann, hochstens zehn sein darf. Im zehndimensionalen Minkowskiraum er-
geben sich fiir Theorien geschlossener Strings folgende Moglichkeiten: die 1TA

2Ein Tachyon ist ein Teilchen negativen Massenquadrats.



1.1. GRUNDLAGEN DER STRINGTHEORIE 3

und die IIB Stringtheorie, in denen rechts- und linkslaufende Weltfldchenfermio-
nen auftreten, sowie den Eg x Eg, und den SO(32)-heterotischen String. Letz-
tere besitzen nur in eine Richtung laufende Weltflichenfermionen. Alle diese
Theorien haben Raumzeit-Spektren, die sich in Multipletts der zehndimensio-
nalen Supergravitation ordnen. Dabei sind die Typ Il Strings invariant unter
32 Superladungen. In ihrem Raumzeitspektrum finden sich jeweils zwei Gravi-
tini, die im Fall des IIB Strings gleiche, im Fall des ITA Strings unterschied-
liche Chiralitdt haben. Da die Weltfliche der betrachteten Stringtheorien ge-
schlossen ist, miissen Randbedingungen gestellt werden. Bosonische Felder auf
der Weltfliche miissen periodisch sein®. Fiir die Weltflichenfermionen hingegen
gibt es zwei Moglichkeiten: entweder sind sie periodisch (Ramond Randbedingun-
gen), diese entsprechen Raumzeit-Fermionen, oder antiperiodisch (Neveu-Schwarz
Randbedingungen), diese entsprechen Raumzeit-Bosonen. Die Raumzeitzust dnde
sind Tensorprodukte aus den Zusténden der rechts- und linkslaufenden Sektoren,
weshalb Raumzeitbosonen entweder aus dem Ramond-Ramond- (RR) oder dem
Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz- (NSNS) Sektor stammen koénnen. Die heteroti-
schen Strings sind invariant unter 16 Superladungen; in ihrem Raumzeitspektrum
findet sich ein Gravitino und ein Multiplett von Gaugini, das die adjungierte Dar-
stellung der jeweiligen Eichgruppe bildet.

Die masselosen bosonischen Zustédnde dieser Theorien sind in Tabelle 1.1 zu-
sammengefafit. Dabei ist g,,, symmetrisch, alle anderen Felder mit mehreren Indi-

Theorie bosonisches Spektrum
NS-NS | g.,Bu, o
1IA By v
R-R Aqulwp
NS-NS | g, B, ¢
1B R-R l, Bfw, Cr oo

Heterotisch G Buw, 95 A},

Tabelle 1.1: Die masselosen bosonischen Spektren der konsistenten Theorien ge-
schlossener Strings

zes sind vollstdndig antisymmetrisch; es handelt sich um p-Form Eichfelder. Der
x an der im [IB-Spektrum auftretenden Vierform deutet an, dal nur der selbst-
duale Anteil ihrer Feldstéirke dynamisch ist. Die Vektoren in den heterotischen
Theorien bilden die adjungierte Darstellung der jeweiligen Eichgruppe.

Jede dieser Theorien enthélt in ihrem Spektrum einen Skalar ¢, das Dila-
ton, ein Zweiformfeld B, , sowie ein symmetrisches Tensorfeld g,,, das Graviton.
Dieses koppelt bei niedrigen Energien wie der metrische Tensor der allgemeinen
Relativitatstheorie. Jede der konsistenten Theorien geschlossener Strings enthdlt
also eine Quantentheorie der Gravitation.

Zusétzlich zu den masselosen Anregungen enthélt das Spektrum jeder String-
theorie noch unendlich viele massive Moden, welche in Einheiten der Planckmasse

3Sie fithren nicht zu masselosen Bosonen im Raumzeitspektrum.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

quantisiert sind.

Eine Theorie, in der die Raumzeit durch den zehndimensionalen Minkowski-
raum beschrieben wird, ist phdnomenologisch ausgeschlossen. Die Wirkung (1.1),
die einen String in zehn flachen Dimensionen beschreibt, stellt allerdings nur die
einfachste Moglichkeit zur Konstruktion einer Stringtheorie dar.

Statt die Propagation eines Strings im flachen Raum zu untersuchen, kann
man folgende Verallgemeinerung von (1.1) betrachten? [4] (d*c = drdo):

8= _47T10/ / o/~ { (V"G (X) + B (X)) 0, X9, X" + o' ®(X)R} .
M
(1.6)

Diese Wirkung beschreibt die Bewegung eines Strings im Hintergrund eines sym-
metrischen Tensorfeldes, der Metrik G, (X) der Raumzeit, eines antisymme-
trischen Tensorfeldes B,,(X) und eines Skalarfeldes ®(X). Diese Felder sind
kohérente Zustdnde derjenigen masselosen Moden, die in jeder der Theorien ge-
schlossener Strings auftreten (Tabelle 1.1). Im Folgenden werden Hintergriinde
betrachtet, in denen B, (X) verschwindet und ®(X) = &, konstant ist. Da das
Integral iiber den Ricciskalar in zwei Dimensionen eine topologische Invariante,
die Eulercharakteristik X der Weltflache M, ist, enthalt die Wirkung (1.6) einen
Term

2o /d%\/—wz = doX. (1.7)

Am Jur
Die Summe iiber Topologien in (1.5) ist in den Theorien geschlossener Strings

eine Summe iiber Riemannsche Flachen verschiedener Genera g. Fiir diese gilt
X =2(g — 1) und man findet

(e o]

<. >=ec Z(eg%)g/DXDy...e_S, (1.8)

g9=0 M

wobei § die Wirkung (1.6) ohne den Term (1.7) ist. Da g die Anzahl der Schleifen
eines Stringgraphen zéhlt, sagt die obige Gleichung, daf die Stringst 6rungstheorie
eine Entwicklung in der Stringkopplungskonstanten

gs = e®o (1.9)

ist®.

Ein ph&nomenologisch ernstzunehmendes Szenario erhélt man, wenn man
Strings untersucht, die sich in einer Raumzeit bewegen, die das Produkt aus
einem vierdimensionalen Minkowskiraum und einer kompakten Mannigfaltigkeit

“Wie zu (1.1) muf} auch zu dieser Wirkung ein fermionischer Sektor addiert werden, um eine
konsistente Theorie zu erhalten.

SNicht 2?0, da eine Schleife die Emission und nachfolgende Reabsorption eines Strings
beschreibt.
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ist, deren charakteristische Skala klein genug ist, um bisher experimentell nicht
aufgelost worden zu sein.

Da (1.8) nur dann unitdre Raumzeitamplituden liefert, wenn (1.6) zu einer
konform invarianten Quantentheorie fiihrt, sind die moéglichen Hintergrundmetri-
ken eingeschriankt. Diese wirken in (1.6) als Kopplungsfunktionen der Skalare;
notwendig fiir konforme Invarianz ist daher, dafl ihr g-Funktional verschwindet.
Dies kann storungstheoretisch in der Weltflichentheorie berechnet werden. Die
Kopplungskonstante der Weltflichentheorie ist v/o/. Thr Wert kann allerdings
durch eine Skalierung der Hintergrundmetrik gedndert werden, so dafl der dimen-
sionslose Entwicklungsparameter durch g gegeben ist, wobei R die charakte-
ristische Skala der kompakten Mannigfaltigkeit ist. Eine grofle Mannigfaltigkeit
entspricht damit kleiner Kopplung auf der Weltfldche. In niedrigster Ordnung
erhélt man die Bedingung, daf§ die kompakte Mannigfaltigkeit sechsdimensional
und Ricci-flach sein muf}. In héheren Ordnungen wird die zweite Bedingung mo-
difiziert: Ricci-flache Hintergriinde sind nur im Limes groflen Volumens der kom-
pakten Mannigfaltigkeit Losungen der Bewegungsgleichungen.

1.2 Niederenergie Effektive Wirkungen

Die massiven Moden eines Strings konnen bei den experimentell zur Verfiigung
stehenden Energien nicht angeregt werden. Ebenso reichen diese Energien nicht
aus, um die eindimensionale Struktur des Strings aufzuldsen. Stringtheorie wird
bei niedrigen Energien also durch eine effektive Quantenfeldtheorie der masselosen
Anregungen beschrieben. Die massiven Moden des Strings manifestieren sich in
dieser Theorie als effektive Wechselwirkungen der masselosen Moden, die durch
das Umlaufen ersterer in den Schleifen entstehen. Die effektive Wirkung einer
Stringtheorie ist definiert als die Wirkung, deren klassische Streuamplituden die
S-Matriz-Elemente der masselosen Anregungen der Stringtheorie reproduziert.®
Die effektive Wirkung [5] ist, entsprechend den S-Matrix-Elementen, gegeben als
eine Reihe sowohl in der Stringkopplungskonstanten, als auch in der Weltfl Achen-
kopplungskonstanten. Fiir die experimentell zugénglichen Energien E ist aber die
Entwicklung im kleinen Parameter Mipz von Interesse. Da jede Raumzeitableitung
gerade einen solchen Faktor zur Wirkung beitriagt, werden die Streuamplituden
der masselosen Zustédnde durch die ersten Terme der Entwicklung der effektiven
Wirkung in der Anzahl von Ableitungen gut approximiert. Diesen Anteil der ef-
fektiven Wirkung nennt man die Niederenergie-Effektive-Wirkung (NEW). Da
die Entwicklung in die Anzahl der Ableitungen weder der Entwicklung in String-
noch der in Weltflachenschleifen entspricht, ist auch die NEW als eine Reihe in
den entsprechenden Kopplungskonstanten gegeben.

Die NEWen der in Abschnitt 1.1 besprochenen Theorien geschlossener Strings
sind (zu niedrigster Ordnung in Raumzeit und Weltfliche) gegeben durch die
ITA, bzw. IIB Supergravitation (fiir die entsprechenden Stringtheorien), sowie

6Die effektive Wirkung ist klassisch. Die von ihr reproduzierten S-Matrix-Elemente der
Stringtheorie enthalten Quantenkorrekturen.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

die zehndimensionale Supergravitation mit 16 Superladungen, gekoppelt an ei-
ne (SO(32) oder Egx Eg) Super-Yang-Mills-Theorie (heterotischer String). Das
Spektrum der ITA-Supergravitation enthélt neben den in Tabelle 1.1 angegebe-
nen Bosonen noch zwei Majorana-Weyl-Spinoren (A*) und zwei Gravitini (¥7,)
jeweils entgegengesetzter Chiralitdt. Das fermionische Spektrum der IIB Super-
gravitation besteht aus den gleichen Feldern, mit jeweils identischer Chiralit &t; in
den Niederenergietheorien der heterotischen Stringtheorien tritt einer der Spino-
ren und ein Gravitino auf, sowie ein Multiplett von Gaugini, das die adjungierte
Darstellung der jeweiligen Eichgruppe bildet.

Der Teil der Wirkung der ITA Supergravitation, der nur die bosonischen Felder
(vgl. Tabelle 1.1) enthélt, ist gegeben durch [3]

Srra = SNSNS + Srr + Scs,

1
Snsns = _ﬁm d"z/=ge** (R — 40,20"® + 12zt[WHWP)
174 1 vV po
SRR__% dlol’\/ ( F FM +24FMVPUFMP )’
1 1
Sos = PR "z 2|4|4|5M1M2 M0 By o Fuspaps s F s popno (1.10)
10

wobei F),, bzw. F},,,, die Feldstdarken der Eins- bzw. Dreiform aus dem RR-Sektor

bezelchnen H,,, ist die Feldstdrke der NSNS Zweiform, und F ist gegeben durch

F, pvps = a[MCVPO'] - A[MCVPO] : (1.11)
Aus der Forderung, daf§ diese Wirkung die klassischen S-Matrix-Elemente der ITA
Stringtheorie reproduzieren muf, folgt die Beziehung

KTy o (af)*e?®0 (1.12)

Wie man die Proportionalititskonstante fixieren kann, wird in [6] diskutiert.

Da die Streuamplituden der Stringtheorie i.A. nicht zu allen Ordnungen der
Storungstheorie (weder in der Raumzeit, noch auf der Weltfliche) bekannt sind,
kann man i.A. auch die effektive Wirkung nicht exakt bestimmen. Allerdings
sind die Terme mit bis zu zwei Ableitungen durch Symmetrien oft so stark einge-
schrankt, dafl die NEW berechnet werden kann. Dies ist der Grund fiir das grofe
Interesse an Stringtheorien mit N =2 Supersymmetrie in vier Dimensionen [7].
In Theorien mit einer hoheren Anzahl von Superladungen gelten Nichtrenormie-
rungstheoreme, sie sind durch ihre klassischen Wirkungen exakt bestimmt [8,9].
Theorien mit weniger Superladungen werden untersucht, lassen aber i.A. zu viele
Moglichkeiten fiir Quantenkorrekturen, so dafl diese mit den heute zur Verfiigung
stehenden Techniken nicht bestimmt werden kénnen. Theorien mit N =2 Super-
symmetrie hingegen erhalten Quantenkorrekturen, schréinken sie aber so stark ein,
daf die realistische Hoffnung besteht, sie berechnen zu kénnen. Allerdings schei-
nen sie, da in ihnen keine chiralen Fermionen auftreten kénnen, phanomenologisch
von eingeschrinktem Interesse zu sein. Thre Untersuchung soll das Verstédndnis
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moglicher Quantenkorrekturen der Stringtheorie erweitern und dient der Vorbe-
reitung des Studiums realistischerer Theorien mit N = 1 Supersymmetrie.
Diesem Aspekt der Stringtheorie ist die vorliegende Arbeit gewidmet. Nach-
dem das Interesse an diesem Untersuchungsgegenstand begriindet wurde, dient
der Rest der Einleitung dazu, die grundlegenden Eigenschaften dieser Theorien
anzugeben, sowie das detaillierte Szenario meiner Untersuchung vorzustellen.

1.3 N =2 Supergravitation

Die N = 2 Supersymmetriealgebra in vier Dimensionen lautet [10]:
{Q.. Q) = 20" P.g;,

{Qiu QJB} = gaﬁgijza {Q?v Qf} - EaﬁeijZ :
a,8=1,2; i,j=12. (1.13)

Die ¢, sind die Generatoren der Supersymmetrietransformationen, sie sind Weyl-
spinoren, «, 3 bezeichnen ihre Spinorindizes, die 7, j unterscheiden die beiden Su-
persymmetrien. Die Q°, und die Qf bilden zusammen acht fermionischen Gene-
ratoren dieser Algebra. Eine N =2 supersymmetrische Theorie ist also invariant
unter acht Superladungen. Die P, sind die Generatoren der Translationen der
Poincarégruppe, € ist der vollsténdig antisymmetrische Tensor in zwei Dimensio-
nen (A.59), und Z ein Generator, der mit allen anderen Generatoren der Algebra
vertauscht, die zentrale Ladung. Weiterhin vertauschen die Q% ’s mit den P,, ihre
Kommutatoren mit den Generatoren der Lorentztransformationen entsprechen
ihrem Transformationsverhalten als Spinoren.

Die masselosen Darstellungen dieser Algebra erhélt man, indem man sie in ein
System transformiert, in dem der Impulsgenerator die Form P = (—F,0,0, E)
hat und aus den )’s Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren konstruiert. Dieses
Verfahren ist ausfiihrlich in [10] beschrieben.

Die fiir die NEWen der Typ II Stringtheorien relevanten masselosen Multi-
pletts sind:

1. Das Supergravitationsmultiplett. Es besteht aus dem Spin 2 Graviton, zwei
Spin 3/2 Gravitini und einem Spin 1 Graviphoton.

2. Das Vektormultiplett [11]. Es besteht aus einem Vektor, zwei Weyl-Fermio-
nen und einem komplexen Skalar.

3. Das Vektor-Tensor-Multiplett [12-14]. Es besteht aus einem antisymmetri-
schen Tensor zweiter Stufe, einem Vektor, zwei Weyl-Fermionen und einem
reellen Skalar.

4. Das Hypermultiplett [15]. Es besteht aus zwei Weyl-Fermionen und vier
reellen Skalaren.

5. Das Tensormultiplett [16]. Es besteht aus einem antisymmetrischen Tensor
zweiter Stufe, zwei Weyl-Fermionen und drei reellen Skalaren.
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6. Das Doppel-Tensor-Multiplett”. Es besteht aus zwei antisymmetrischen Ten-
soren zweiter Stufe, zwei Weyl-Fermionen und zwei reellen Skalaren.

In vier Dimensionen hat ein antisymmetrischer Tensor nur einen dynamischen
Freiheitsgrad und kann zu einem Skalar dualisiert werden. Das Vektor-Tensor-
Multiplett ist dual zum Vektormultiplett, das Tensor- und das Doppel-Tensor-
Multiplett sind dual zum Hypermultiplett. Die explizite Durchfiihrung der Dua-
lisierung wird in Abschnitt 2.2 beschrieben.

Durch die Supersymmetrie sind die Kopplungskonstanten von Bosonen und
Fermionen voneinander abhéngig. Man kann die Kopplungen der Fermionen stets
aus denen der Bosonen rekonstruieren, weshalb in dieser Arbeit grundsétzlich nur
die bosonischen Anteile der Wirkungen untersucht werden.

Die kinetischen Terme der Skalare in supersymmetrischen Theorien sind durch
nichtlineare o-Modelle [17] gegeben. Dies bedeutet, dafl man die Skalare ¢® als
Abbildungen der Raumzeit in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit Metrik
h auffassen kann. Diese Abbildung induziert eine Metrik h* in der Raumzeit; die
Lagrangedichte der Skalare ist gegeben durch die Spur dieser Metrik

a b
SSlmlare = _/d4x\/__gh*uu = _/vd4x\/__ghabai8i (114)

dx,, Ozt

Aufgrund der oben beschriebenen Dualitdten kann man annehmen, daf§ alle
Skalare entweder in Vektor- oder in Hypermultipletts sitzen. Die Geometrie ihrer
Kopplungen ist durch Supersymmetrie stark eingeschrénkt. Zum einen koénnen
Vektormultipletts nicht an neutrale Hypermultipletts koppeln [18]. Da in dieser
Arbeit keine geladenen Hypermultipletts betrachtet werden, bedeutet dies, dafl
die Zielraum-Mannigfaltigkeit des o-Modelles faktorisiert:

My = My & My . (1.15)

Zum anderen sind auch die Geometrien der beiden Faktoren eingeschréankt: My
ist eine spezielle Kéhlermannigfaltigkeit [19], My ist eine quaternionische Man-
nigfaltigkeit mit skalarer Kriimmung [20]

R =—8n(n+2), (1.16)

wobei n die Zahl der Hypermultipletts ist. Die spezielle Ké&hlergeometrie wird
in Abschnitt 3.2 beschrieben. Eine Einfiihrung in die quaternionische Geometrie
findet sich in Anhang A.

1.4 Calabi-Yau Kompaktifizierungen
Nun ist zu untersuchen, welche Stringtheorien vierdimensionale N =2 Supergra-

vitation als ihre Niederenergiewirkung haben. In Abschnitt 1.1 wurden die kon-
sistenten Theorien geschlossener Superstrings in zehn Dimensionen vorgestellt

"Es ist noch keine off-shell Darstellung dieses Multipletts gefunden worden.
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und es wurde angegeben, dafl diese in unter entweder 32 oder 16 Superladun-
gen invariant sind. Auflerdem wurde gezeigt, dafl sich aus ihnen vierdimensionale
Stringtheorien konstruieren lassen, indem man die Strings in einer Raumzeit pro-
pagieren ldt, die das Produkt eines vierdimensionalen Minkowskiraumes M4
und einer sechsdimensionalen Ricci-flachen kompakten Mannigfaltigkeit g ist.
Die Forderung nach einer bestimmten Anzahl von Superladungen in vier Dimen-
sionen bedeutet eine zusétzliche Bedingung an die kompakte Mannigfaltigkeit,
die in diesem Abschnitt hergeleitet wird.

Zu niedrigster Ordnung in der (Raumzeit) Stérungstheorie erhdlt man die
vierdimensionale NEW durch dimensionale Reduktion der zehndimensionalen.
Dieses Verfahren ist ein Grenzfall der Kaluza-Klein-Reduktion, die nun vorge-
stellt wird. Es entspricht der aus dem Standardmodell bekannten spontanen
Symmetriebrechung, angewandt auf Theorien, die Gravitation beinhalten; in Ana-
logie spricht man auch von spontaner Kompaktifizierung. Im Standardmodell ent-
wickelt man die Theorie nicht um die klassische Lésung, in der alle Felder ver-
schwinden, sondern um eine klassische Losung mit nichtverschwindendem Higgs-
feld. Dadurch wird die SU(2) x U(1)y auf die U(1)¢y, gebrochen; das stérungs-
theoretische Spektrum enthélt statt masseloser massive Eichbosonen.

Bei der Kaluza-Klein-Reduktion von Gravitationstheorien [21] betrachtet man
die Entwicklung um klassische Losungen, die nicht maximal symmetrisch sind.
Im hier betrachteten Fall um M, x Kg statt um M®.

Die so erhaltene Storungstheorie ist nicht unter der zehndimensionalen Lo-
rentzgruppe invariant. Um das Spektrum der vierdimensionalen Theorie zu be-
stimmen, betrachtet man kleine Fluktuationen um den Grundzustand und be-
stimmt ihre Bewegungsgleichungen bis zur linearen Ordnung. Man erhélt, da KC4
kompakt ist, eine endliche Anzahl masseloser Zustéande, sowie unendlich viele
massive Zustidnde, deren Massen in Einheiten der inversen Skala von Kg quan-
tisiert sind. Betrachtet man nun den Limes, in dem die Skala der kompakten
Mannigfaltigkeit gegen Null geht, so erhélt man eine vierdimensionale Theorie,
in der nur noch die masselosen Felder auftreten. Dies ist der Limes dimensionaler
Reduktion.

Masselose Skalare tauchen immer dann in Kaluza-Klein-Reduktionen auf,
wenn der betrachtete Hintergrund einer kontinuierlichen Familie angehort. In
diesem Fall gibt es einen benachbarten Hintergrund gleicher Energie, so daf§ in
dieser Richtung das Potential fiir die Fluktuationen verschwindet. Diese masse-
losen Skalare entsprechen den Goldstone-Bosonen spontan gebrochener globaler
Symmetrien. Man bezeichnet sie als die Moduli der betrachteten Familie von
Hintergriinden. So tritt z.B. in jeder Kompaktifizierung auf einem Kreis ein mas-
seloser Skalar auf; der entsprechende Modulus des Kreises ist sein Radius.

Explizit wird nun das Beispiel der Kompaktifizierung der ITA Supergravitation
auf einer Mannigfaltigkeit der Form M, x Kg beschrieben. Die Koordinaten der

8Fs ist auch moglich, weiteren Feldern, z.B. dem antisymmetrischen Tensor der IIA Super-
gravitation, nichtverschwindende Vakuumerwartungswerte zu geben. Hier wird aber nur die
einfachste Moglichkeit beschrieben. Fermionfelder miissen im Grundzustand immer verschwin-
den.
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kompakten Mannigfaltigkeit werden mit y™ (m = 1,...,6), die des Minkowski-
raumes mit x* (u = 1,...,4) und die der zehndimensionalen Mannigfaltigkeit
mit XM (M =1,...,10) bezeichnet. Der betrachtete Grundzustand ist gegeben
durch

, 0

wobei 7, die Metrik des vierdimensionalen Minkowskiraumes ist. Alle anderen
Felder verschwinden. Dies ist eine Losung der ITA Supergravitation (1.10), wenn
G Ricci-flach ist?.

Wie bestimmt man nun die zusétzlichen Bedingungen an Kg, die aus der For-
derung erhaltener Superladungen in vier Dimensionen folgen? Im betrachteten
Hintergrund verschwinden die Erwartungswerte der Fermionen. Thre Supersym-
metrietransformationen sind gegeben durch 0¥ ={Q , U}, wobei ) eine Superla-
dung und ¥ das betrachtete Fermionfeld bezeichnen. Ein Hintergrund ist genau
dann invariant unter einer Supersymmetrietransformation, wenn die Vakuumer-
wartungswerte der Supersymmetrietransformationen der Fermionen verschwin-
dent?,

Die Supersymmetrietransformationen der Spinoren (A?) der ITA Supergra-
vitation verschwinden im Hintergrund (1.17), die der beiden Gravitini (¥?,) lauten
(die Klammern < ... > bedeuten, daf§ der Ausdruck ... im betrachteten Grund-
zustand ausgewertet wird):

< 6T, >=<Dyn' >=0, (1.18)

wobei 1* die Parameter der Supersymmetrietransformationen sind; die kovariante
Ableitung Dj; wird mit der Spinkonnexion gebildet.
Um (1.18) zu l6sen, macht man den Ansatz

' (z,y) = ni(z)e(y) (1.19)

wobei die 7 (z) zwei vierkomponentige Spinoren auf M, sind und £(y) ein vier-
komponentiger Spinor auf g ist. Die Gleichung (1.18) zerfillt nun in

<Dmi(x) >= 0, <Dpely)>=0. (1.20)

Die erste Gleichung ist im Minkowskiraum fiir jeden konstanten Spinor erfiillt.
Die zweite Gleichung stellt die gesuchte Bedingung an g dar. Ein Hintergrund
der Form (1.17) fithrt zu Supersymmetrie in der vierdimensionalen Theorie, wenn
die kompakte Mannigfaltigkeit kovariant konstante Spinoren zulafit. Solche Spi-

9Dies war zu erwarten, da in diesem Limes die o’-Korrekturen der Stringtheorie ver-
nachléssigt werden.

10Dje Vakuumerwartungswerte der Supersymmetrietransformationen der Bosonen verschwin-
den, da sie fermionisch sind
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noren nennt man Killing-Spinoren''. Hat die interne Mannigfaltigkeit gerade n
Killing-Spinoren, so folgt aus (1.19), dal die vierdimensionale Theorie unter 8n
Superladungen invariant ist. Um eine N =2 Supergravitation zu erhalten, mufl
ICg also genau einen Killing-Spinor besitzen.

Ist ein Spinor auf K¢ kovariant konstant, so folgt die Integrabilitatsbedingung

(D, Dnle(y) =0, =  Rurs"e(y) =0 (1.21)

(I'*? sind die Erzeugenden der Spinordarstellung von so(6)). Dies bedeutet, daf§
eine Projektion des Riemanntensors der Mannigfaltigkeit verschwinden muf}, also
ihre Holonomiegruppe eingeschrénkt ist. Im vorliegenden Fall findet man, dafl ihre
Holonomiegruppe SU(3) sein muB [22,23], K4 also eine Calabi- Yau Mannigfal-
tigkeit ist. Holonomiegruppen und Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten werden in den
Abschnitten A.8 und A.5 des Anhangs eingefiihrt. Einfiihrungen in Stringtheorie
auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten findet man in [1,24,25].

In der 1IB Theorie treten ebenfalls zwei Gravitini auf. Der Unterschied zur
ITA Theorie besteht darin, dafl sie in zehn Dimensionen die gleiche Chiralit &t
haben. Da die Chiralitdt der Gravitini in die obige Argumentation nicht ein-
geht, ist sie auch fiir diese Theorie giiltig. Damit hat auch die IIB Stringtheorie,
kompaktifiziert auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit, vierdimensionale N = 2
Supergravitation als ihren Niederenergielimes.

Anders liegt der Fall bei der heterotischen Stringtheorie. Ihr zehndimensiona-
les Spektrum enthélt nur ein Gravitino. Nach (1.19) bedeutet dies, daf sie in vier
Dimensionen zu einer N =2 Supergravitation fiihrt, wenn sie auf einer Mannigfal-
tigkeit mit zwei Killing-Spinoren kompaktifiziert wird. Solche Mannigfaltigkeiten
haben SU(2)-Holonomie. Das einfachste Beispiel ist gegeben durch das Produkt
der einzigen vierdimensionalen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit, der K3, und einem
Zwei-Torus T2

Nun muf das Spektrum der vierdimensionalen Theorie bestimmt werden (ich
folge der Darstellung in [27]). Dazu ordnet man zuerst die Felder der zehndi-
mensionalen Theorie in Darstellungen der vierdimensionalen Poincarégruppe. Da
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten komplex sind, werden statt der Koordinaten y™
nun 2%,z (i, = 1,...,3) benutzt (vgl. (A.19)). Man findet (Felder, die durch
komplexe Konjugation miteinander verbunden sind, werden nicht aufgefiihrt, so
findet man g;; in der Liste, nicht aber g;;) im NSNS-Sektor:

> = P,

gMN - Gij, gzja Gip, Guuv,
Bun — Bij7 B B B

i3> i) Iz

UKilling-Spinoren entsprechen Killing-Vektoren in der folgenden Weise. Der Energie-Impuls-
Tensor 1), einer an Gravitation gekoppelten Theorie ist gegeben durch die Ableitung ihrer
Lagrangedichte nach der Metrik. Er ist i.A. nur kovariant erhalten. Besitzt die betrachtete
Raumzeit einen Killing-Vektor (&), so ist {#T), ein erhaltener Strom. Betrachtet man eine
an Supergravitation gekoppelte Theorie, so kann man auch die Variation der Wirkung nach
den Gravitini betrachten. Der so erhaltene Strom ist wiederum kovariant konstant und seine
Kontraktion mit einem Killing-Spinor liefert einen erhaltenen Strom.
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und im RR-Sektor:

AM — Ai7 AM’

Cunt = Ciji, Cijfm Clij Cm'j,

Cuvi, Cuvp- (1.22)

Nicht alle diese Felder haben masselose Moden in der vierdimensionalen Theorie.
Die weitere Vorgehensweise 1483t sich am einfachsten am Beispiel des Dilatons
veranschaulichen. Man betrachtet dazu eine Fluktuation um den Grundzustand
(® = &y + ¢) und bestimmt deren Masse aus der linearisierten Bewegungsglei-
chung. Diese lautet

Dio¢ =0, (1.23)

wobei der zehndimensionale Laplaceoperator 2

Uiop = v (V1g10lg™ N On o) (1.24)

1
vV |910|

mit der Hintergrundmetrik (1.17) gebildet wird. Diese ist blockdiagonal, so dafl
der Laplaceoperator in zwei Teile zerfillt, und die Gleichung (1.23) lautet

Cuo(z, 2, 2) + Ded(z,2,2) = 0. (1.25)

Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit existiert ein diskretes System von Eigen-
funktionen des Laplaceoperators (wie z.B. die Kugelflichenfunktionen auf der

S2)
AgYay(2,2) = miy Ve (2, 2). (1.26)

Man kann zeigen, dafl die auftretenden Eigenwerte proportional zur inversen Skala
der kompakten Mannigfaltigkeit sind. Macht man nun den Ansatz ¢(z,z,2) =
¢4(x)Y() (2, Z), so erhilt man aus (1.25)

(04 +m,y) da(x) = 0. (1.27)

Die Massen der vierdimensionalen Skalare sind also durch die Eigenwerte des
Laplaceoperators von g gegeben. Insbesondere erhélt man genau dann masselo-
se Skalare, wenn auf dieser Mannigfaltigkeit harmonische Funktionen (AgY = 0)
existieren. Die Anzahl harmonischer Funktionen ist durch die Hodgezahl A0 der
betrachteten Mannigfaltigkeit gegeben. Da diese die Zusammenhangskomponen-
ten der Mannigfaltigkeit zéhlt, gibt es genau eine solche Funktion. Im Spektrum
der vierdimensionalen Theorie findet sich also genau ein Skalar, der vom zehndi-
mensionalen Dilaton herriihrt.

Die Verallgemeinerung dieser Rechnung zeigt, dal die anderen Felder genau
dann masselose Anregungen in vier Dimensionen haben, wenn ihr interner Anteil

12Ich bezeichne den Laplaceoperator in Réumen mit Lorentzsignatur durch [J, in Réumen
euklidischer Signatur mit A.
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in harmonische Differentialformen auf der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit entwickelt
werden kann. Die Anzahl der harmonischen Differentialformen vom Grad (p, q)
ist durch die Hodgezahl h(P9 gegeben (Hodgezahlen werden in Abschnitt A.5
eingefiihrt).
Daraus, daf fiir Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten die Hodge-Zahlen h(% und
h(>0) verschwinden (A.31), kann man sofort schlieBen, daf die Felder
Giw»  Bij, B, Ai, Cuijy Chui (1.28)
nicht im vierdimensionalen masselosen Spektrum auftreten. Die Felder, die kei-
nen internen Index haben, miissen, wie das Skalarfeld im obigen Beispiel, in die

eindeutige harmonische Nullform entwickelt werden. Es gibt also in der vierdi-
mensionalen Theorie je genau ein Feld folgenden Typs:

s Bu, Ay Cup. (1.29)

Da ein Dreiformeichfeld in vier Dimensionen keinen dynamischen Freiheitsgrad
hat, wird C,,, im folgenden vernachlissigt's.

Sei nun V5 eine Basis der A (1,1)-Formen, ®,,;; eine Basis der h*V) (2,1)-
Formen und €;;;, die (3,0)-Form auf der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit. In diese
Basen konnen die folgenden Felder entwickelt werden [27]

95 = —iIM°V$, Bj=a"V7, Cuz=AVS,
Ciji = “Puiiis  Ciji = Qijie.
a=1,.... B0 a=1,... 1?2, (1.30)

In der vierdimensionalen Theorie findet man also 2(h®V+ A+ 1) Skalare und
(D Vektoren.

Einen Sonderfall bildet das Feld g;;. Es ist nicht antisymmetrisch in seinen
Indizes, weshalb ihm keines der angegebenen Basiselemente entspricht. Die Kom-
bination

_ i ) 1 i b _
baij = WG”G’“’@amQﬂk mit  [Q? = 5iC GG Qi Qi (1.31)

hat die richtige Indexstruktur. Die Entwicklung g,; = Z%b,,; ergibt noch einmal
2h21 Skalare.

Das vierdimensionale masselose Spektrum lautet also im NSNS Sektor: (2h (-1
+ 2h2V + 1) Skalare (M®,a®, Z% Z%, ¢), ein antisymmetrischer (B,,) und ein
symmetrischer Tensor (g,,). Der RR Sektor besteht aus 2(h(V + 1) Skalaren
(c?, 2%, c &) und (D4 1 Vektoren (A5, Ap).

13Die Felder, die mit dem Dreiformeichfeld ein Supersymmetriemultiplett bilden, kénnen
dynamisch sein [26]. Fiir die Ableitung des Spektrums der vierdimensionalen Theorie ist dies
ohne Bedeutung. Die technischen Details der Kompaktifizierung der ITA Supergravitation auf
einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit findet man in [27].
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Das Spektrum gruppiert sich wie folgt zu Multipletts der N = 2 Supergravi-
tation:

Ein Gravitationsmultiplett (G, Ap)
Ein Tensormultiplett (B, ¢, ", %)
h(tD Vektormultipletts (A%, M*, a®)
hZD Hypermultipletts (Z4,Z% ¢, &)

Das Tensormultiplett wird auch universelles Tensormultiplett genannt, da es
unabhéngig von der Topologie in jeder Calabi-Yau-Kompaktifizierung der ITA
Supergravitation auftritt. Das zu ihm duale Hypermultiplett heifit universelles
Hypermultiplett.

Die entsprechende Analyse der IIB Supergravitation [28] liefert das folgen-
de Spektrum (hier werden nur die Komponenten der zehndimensionalen Felder
(Tabelle 1.1) angegeben, die masselose vierdimensionale Moden haben, nicht die

Entwicklung in harmonische Formen auf der Calabi-Yau) !4
Ein Gravitationsmultiplett (9> Chijr)
Ein Doppel-Tensor-Multiplett (Bfw, o, 0), 1=1.2.
h(>1) Vektormultipletts (Cisk- 9ij» 9i3)
h(D Tensormultipletts (Cviz» Bilj,gﬁ), I=1,2.

Die masselosen Skalarfelder, die Fluktuationen der Metrik entsprechen, haben
eine geometrische Interpretation [29]. Sie sind die Moduli der Familie von Calabi-
Yau Mannigfaltigkeiten, denen der betrachtete Hintergrund angehort. Fluktuatio-
nen mit gemischten (ij) bzw. gleichen (ij,i5) Indizes entsprechen dabei Variatio-
nen der metrischen bzw. der komplexen Struktur der Mannigfaltigkeit. Deforma-
tionen mit gleichen Indizes fithren zu einer Metrik, die nicht mehr hermitesch ist.
Diese kann durch eine Variablentransformation wieder in eine hermitesche Form
(A.21) tiberfithrt werden. Da holomorphe Variablentransformationen die Index-
struktur eines Tensors nicht &ndern, mufl diese Transformation nichtholomorph
sein. Dies bedeutet aber, dal die variierte Metrik hermitesch bzgl. einer anderen
komplexen Struktur ist. Die Fluktuationen entsprechen den kb indquivalenten
Deformationen der komplexen Struktur der Mannigfaltigkeit. Die Variationen mit
gemischten Indizes dndern die Werte der Komponenten der Metrik und damit das
Volumen der Mannigfaltigkeit bzw. bestimmter Untermannigfaltigkeiten. Sie ent-
sprechen den h"'Y) Deformationen der Kéhlerform der Metrik.

Aus den oben angegebenen Spektren der vierdimensionalen Theorien sieht
man, dafl die Moduli der komplexen Struktur im Fall der ITA Theorie in Hyper-
multipletts sitzen, die der Kéhlerform in Vektormultipletts. In der IIB Theorie
kehrt sich diese Zuordnung um. Dies erlaubt folgende Aussagen iiber die mogli-
chen Korrekturen zu den entsprechenden Wirkungen:

Da die Kopplungskonstante der Weltflachentheorie durch die inverse Skala der
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit gegeben ist, sind Weltfl ichenkorrekturen im Limes

1Die Selbstdualitéitsbedingung an die Feldstirke der Vierform C3;y g fithrt dazu, daff die

Felder C),,;; und Cyj535, Cpijr und C 55, sowie C;5 und €75, nicht unabhéngig sind.
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groflen Volumens vernachléssighbar. Das Volumen der Calabi-Yau wird durch ihre
Kéhlermoduli beschrieben. Diese sitzen im Fall der ITA Theorie in Vektormulti-
pletts. Der Hypermultiplettsektor ist daher unabhéngig vom Volumen und kann
keine Weltflachenkorrekturen erhalten. Andererseits wird die Raumzeit-Stérungs-
theorie durch das Dilaton kontrolliert, das in einem (dem universellen) Hypermul-
tiplett sitzt. Damit kann der Vektormultiplettsektor keine Quantenkorrekturen
erhalten.

In der IIB Theorie hingegen sitzen sowohl Dilaton als auch die Kéhlermoduli
in Hypermultipletts. Daher kann der Vektormultiplettsektor weder Weltfl &chen-
noch Quantenkorrekturen erhalten: Er ist durch die klassische Wirkung exakt
bestimmt. Der Hypermultiplettsektor hingegen erhélt beide Arten von Korrek-
turen. Da Weltflachenkorrekturen die Bewegungsgleichungen der Stringtheorie so
modifizieren, daf§ Ricci-flache Mannigfaltigkeiten sie nicht mehr 16sen, kann man
den Hypermultiplettsektor in diesem Fall nur im Limes groflen Volumens der
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit durch die Kaluza-Klein Reduktion erhalten.

Die Ableitung des vierdimensionalen Spektrums des heterotischen Strings,
kompaktifiziert auf K3 x T2 kann nicht so elementar wie im Fall der Typ II
Theorien durchgefiihrt werden, da einfache Hintergriinde der Form (1.17) nicht
zu konsistenten Theorien fithren. Um Anomaliefreiheit zu garantieren, mufl der
betrachtete Hintergrund eine nichttriviale Eichfeldkonfiguration auf der K3 ent-
halten. Hier reicht es festzustellen, dafl das heterotische Dilaton immer in einem
Vektormultiplett sitzt, wohingegen die Kédhlermoduli von K3 und Torus den Hy-
permultipletts angehoren. Erstere erhalten somit Quantenkorrekturen, letztere
Weltflachenkorrekturen.

Um die Wirkung der ITA Theorie in vier Dimensionen zu erhalten, setzt man
nun die obigen Entwicklungen (1.30) in die zehndimensionale Wirkung (1.10) ein
und fiihrt die Integration iiber die Calabi-Yau Mannigfaltigkeit aus. Die entste-
hende Wirkung ist fiir den Hypermultiplettsektor in (4.1) angegeben.

1.5 Dualitaten

Bis vor wenigen Jahren war die oben dargestellte stérungstheoretische Heran-
gehensweise an die Stringtheorie die einzig mdgliche. Die einzelnen konsisten-
ten Stringtheorien erschienen als voneinander unabhingige Realisierungen der
zugrundeliegenden Idee, Punktteilchen durch ausgedehnte Objekte zu ersetzten.
Insbesondere waren nur die Bereiche des Parameterraumes der Stringtheorie einer
Untersuchung zugénglich, in denen die Stringkopplungskonstante klein ist.

Dieses Bild hat sich durch die Entdeckung der Stringdualitéten [6,30] grund-
legend gewandelt. Von einer Dualitéit spricht man, wenn scheinbar verschiedene
Theorien tatsdchlich die gleiche Physik beschreiben. Ein einfaches Beispiel ist
schon in Abschnitt 1.3 beschrieben worden: ein Zweiformfeld und ein Skalar be-
schreiben in vier Dimensionen den gleichen dynamischen Freiheitsgrad.

Das einfachste Beispiel aus der Stringtheorie ist durch die T-Dualitdt gege-
ben: Der ITA String, kompaktifiziert auf einem Kreis, entspricht dem IIB String,
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kompaktifiziert auf einem Kreis mit dem inversen Radius. Ebenso entsprechen
sich der SO(32) und der Fsx Fg heterotische String.

Die T-Dualitat ist ein Beispiel fiir eine perturbative Dualitét: sie gilt in allen
Ordnungen der Stérungstheorie. Ein Beispiel fiir eine nichtperturbative Dualitéat
ist durch die SL(2,Z)-Symmetrie des zehndimensionalen IIB Strings gegeben. Sie
wirkt auf die Zustéinde der NEW (siehe Tabelle 1.1) gemif3!®

aX+b - I
)xl—))\lzc)\+d, (\=1+ie?), Bl w— B, =A;Bl, (1.32)
wobei
d c
Az(b a)’ ad—bc=1, abc,decZ,. (1.33)
Die anderen Felder sind invariant. (1.32) enthélt (¢ = 1,b = —1) die Transforma-

tion e® — —e?, die die Stringkopplung invertiert, also keine perturbative Sym-
metrie sein kann. Unter dieser Abbildung wird der fundamentale String auf einen
solitonischen Zustand der Theorie, den D-String abgebildet. Insbesondere sieht
man, dafl der Limes starker Kopplung der IIB Stringtheorie durch eine schwach
gekoppelte IIB Stringtheorie beschrieben wird. Die IIB Theorie ist selbstdual.

Es ist gelungen, die Limites starker Kopplung aller konsistenten Stringtheo-
rien zu bestimmen. Mit Ausnahme des ITA Strings und des heterotischen Egx Fg
Strings sind sie wiederum durch schwach gekoppelte Stringtheorien gegeben. Die
stark gekoppelte Phase des ITA Strings wird durch eine elfdimensionale Theorie
beschrieben, von der nur bekannt ist, dafl ihre Niederenergietheorie durch elfdi-
mensionale Supergravitation gegeben ist. Die vermutete zugrundeliegende Quan-
tentheorie wird M-Theorie genannt [31].

Es wird vermutet, daf3 alle in Abschnitt 1.4 beschriebenen vierdimensionalen
Stringtheorien verschiedene storungstheoretische Formulierungen einer Theorie
sind. Die Aquivalenz zwischen der ITA und der IIB Theorie wird Mirrorsymmetrie
genannt [24,32]. Vergleicht man die Spektren der Niederenergietheorien, so stellt
man fest, daf sie iibereinstimmen, wenn man die Hodgezahlen A0V und hZY
vertauscht. Die Aussage der Mirrorsymmetrie ist, dafl die ITA Theorie, kompakti-
fiziert auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit C'Ys mit Hodgezahlen (A9, (21,
dquivalent ist zur IIB Theorie, kompaktifiziert auf der sog. Mirror-Calabi-Yau C,'\fo,
mit Hodgezahlen (A1) = A& 2D = (1) Diese Dualitiit ist eine perturbati-
ve Dualitat, die Verallgemeinerung der T-Dualitét von Toruskompaktifizierungen
auf Calabi-Yau-Kompaktifizierungen.

Die Dualitét zwischen den vierdimensionalen Typ II Theorien und den hete-
rotischen Theorien kann nicht perturbativ sein. In den ersteren sitzt das Dilaton
in einem Hypermultiplett, in den letzteren gehort es einem Vektormultiplett an.
Das jeweilige Dilaton wird auf einen geometrischen Modulus der anderen Theorie

15Die Wirkung ist klassisch unter der gréfieren Gruppe SL(2,R) invariant, die aber durch
Quantenkorrekturen auf die SL(2,7Z) gebrochen wird.
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abgebildet, so dal starke Kopplung auf der einen Seite mit gewissen geometri-
schen Eigenschaften auf der anderen Seite identifiziert wird, aber vom Wert der
Kopplung der anderen Theorie unabhéngig ist.

Ein moglicher Einwand gegen diese Dualitét besteht darin, dafl in Kompaktifi-
zierungen des heterotischen Strings nichtabelsche Eichbosonen auftreten konnen,
die im perturbativen Spektrum des Typ II Strings fehlen. Es konnte aber gezeigt
werden, dafl in den entsprechenden Punkten des Modulraumes auf der Typ II
Seite die Calabi-Yau Mannigfaltigkeit singulér wird: Die Volumina bestimmter
Untermannigfaltigkeiten verschwinden. Dies fiihrt dazu, dal um diese Unterman-
nigfaltigkeit gewickelte p-Branen (solitonische Zusténde) masselos werden. Die
zusatzlichen masselosen Zusténde sind gerade nichtabelsche Vektormultipletts.

Da keine nichtperturbative Formulierung der Stringtheorie bekannt ist, kon-
nen die Dualitdten, die Theorien starker und schwacher Kopplung miteinan-
der verbinden, nicht bewiesen werden. Allerdings ist es moglich, sie nichttrivia-
len Tests zu unterziehen. Ein Beispiel ist die gerade angesprochene Identifika-
tion nichtstorungstheoretischer Zustédnde, die bekannten storungstheoretischen
Zusténden der dualen Theorie entsprechen.

Ein weiterer Test besteht in der Abbildung der entsprechenden NEWen. Fiir
die besprochene Dualitit von ITA/CYj3, IIB/CY3; und Het/K3 x T? ist dies im
Vektormultiplettsektor gelungen.

Die Untersuchungen im Hypermultiplettsektor hingegen stehen noch an ih-
rem Anfang. Weit davon entfernt, die Abbildung zwischen den dualen Theorien
angeben zu konnen, ist nicht einmal die vollst éindige quantenkorrigierte Wirkung
in nur einer der Theorien bekannt. Ansédtze zur Bestimmung des Hypermulti-
plettsektors von Het/K3 x T? finden sich in [33], Aspekte der Dualitéit werden
in [34] untersucht, nichtstérungstheoretische Aspekte des Hypermultiplettsektors
in [35-39]. In [40] findet sich eine Untersuchung mit Hilfe von Superraummetho-
den.

1.6 Ergebnisse und Gliederung der Arbeit

Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung der stérungstheore-
tischen Quantenkorrekturen des Hypermultiplettsektors der auf einer Calabi-Yau
Mannigfaltigkeit kompaktifizierten Typ IIA Stringtheorie. Dabei verfolge ich fol-
gende Strategie: Anstatt explizit Streuamplituden der Stringtheorie zu berechnen
und aus ihnen die NEW abzuleiten, soll letztere aus bekannten Stringrechnungen
und den Symmetrien der Stringstérungstheorie bestimmt werden.

Im folgenden Kapitel wird der einfachste Fall, in dem nur das universelle Hy-
permultiplett (vgl. Seite 14) auftritt, behandelt. Man erhélt ihn, indem man eine
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit mit eindeutiger komplexer Struktur (h1? =0) be-
trachtet. Dieser Fall war von Strominger [41] untersucht worden. Thm gelang es,
die 1-Schleifen Korrektur zu bestimmen. Ebenfalls konnte er eine zu allen Ord-
nungen korrigierte Wirkung angeben, die allen Symmetrieforderungen gentigt.
Mir ist es gelungen zu zeigen, dafl diese Wirkung durch die geforderten Symme-
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trien eindeutig festgelegt ist. Durch die Dualisierung dieses Hypermultipletts zu
einem Tensormultiplett, was, wie in Abschnitt 1.4 gesehen, die natiirliche Feldba-
sis der Stringtheorie ist, konnte ich zeigen, daf die scheinbar zu allen Ordnungen
der Storungstheorie auftretenden Quantenkorrekturen sich zu einer 1-Schleifen-
Korrektur des Riemanntensors zusammenfassen lassen. Damit ist es mir gelungen,
ein Nichtrenormierungstheorem fiir das universelle Tensormultiplett zu beweisen:
Es erhélt Korrekturen nur zur ersten Ordnung der Storungstheorie [42].

Im darauffolgenden Kapitel wird die klassische Wirkung einer auf einer all-
gemeinen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit C'Y3 kompaktifizierten IIA Theorie vor-
gestellt. Auch die entsprechende Wirkung des Hypermultiplettsektors der IIB
Theorie, kompaktifiziert auf der Mirror-Calabi-Yau CY3, wird angegeben. Mir ist
es gelungen, die explizite Abbildung zwischen den beiden Wirkungen anzugeben.
Diese war vorher nur in einem Spezialfall gefunden worden [43]. Da der Hypermul-
tiplettsektor der IIB Theorie Weltflichenkorrekturen erhélt, ist die geometrische
Kompaktifizierung nur im Limes groflen Volumens der Calabi-Yau giiltig. Durch
die Abbildung auf die ITA Theorie, die keine Weltflichenkorrekturen erhélt, war
es moglich, auch die IIB Theorie bei beliebiger Weltfl ichenkopplung anzugeben.
Insbesondere konnte gezeigt werden, daf die im Limes grofien Volumens vorhande-
ne SL(2,7)-Symmetrie der IIB Theorie durch Weltflichenkorrekturen gebrochen
wird [28].

Im letzten Kapitel wird die Frage der storungstheoretischen Quantenkorrektu-
ren der Wirkung mit einer beliebigen Anzahl von Hypermultipletts er 6rtert. Hier
ist es mir gelungen, den allgemeinsten Ansatz fiir die Wirkung anzugeben, der alle
geforderten Symmetrien aufler der N = 2 Supersymmetrie respektiert. Um diesen
Ansatz weiter einzuschrinken, wire zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
das durch ihn beschriebene o-Modell eine quaternionische Mannigfaltigkeit als
Zielraum hat. Es wird beschrieben, warum die Untersuchung der quaternioni-
schen Geometrie in diesem Fall einen ungleich grofleren Aufwand verlangt, als im
Fall des universellen Hypermultipletts.

In einem Anhang werden schliellich die notwendigen geometrischen Konzepte
eingefiihrt. Insbesondere wird detailliert darauf eingegangen, wie man bei einer
gegebenen Mannigfaltigkeit iiberpriift, ob sie quaternionisch ist.

Zwei weitere Anhédnge enthalten technische Details der Kapitel 2 und 4.



Kapitel 2

Das universelle Hypermultiplett

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird der einfachste Hypermultiplettsektor, der in einer Calabi-
Yau-Kompaktifizierung der ITA Stringtheorie auftreten kann, untersucht. Man
erhélt ihn, indem man eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit mit eindeutiger komple-
xer Struktur (h? = 0) wihlt. Da der Vektormultiplettsektor in diesem Abschnitt
nicht betrachtet wird, enthélt die vierdimensionale Niederenergietheorie nur das
universelle Hypermultiplett (vgl. Seite 14).

Im ersten Abschnitt wird die klassische Wirkung des universellen Hypermul-
tipletts vorgestellt. Dabei wird gezeigt, wie man zwischen dem Tensor- und dem
Hypermultiplettbild wechselt. Ebenfalls werden die Peccei-Quinn-Symmetrien der
Wirkung angegeben.

In den folgenden Abschnitten werden die Quantenkorrekturen zu dieser Wir-
kung bestimmt. Die Strategie, nach der ich hierbei vorgehe, wurde zuerst von
Strominger [41] angegeben. Er konnte zeigen, dafl ein bekannter Term der Ein-
Schleifen-Korrektur durch die Symmetrien der Storungstheorie eindeutig zur ge-
samten KEin-Schleifen-Wirkung ergénzt werden kann. Auflerdem konnte er eine
Metrik angeben, die Korrekturen zu allen Ordnungen der Storungstheorie erhélt
und allen Symmetrieforderungen geniigt.

Man stellt zunéchst einen Ansatz fiir die Storungsentwicklung der Metrik auf,
der noch nicht supersymmetrisch ist, aber den anderen Symmetrieanforderungen
geniigt. Dies geschieht in Abschnitt 2.3.

Danach ist zu priifen, welche zusétzlichen Bedingungen sich durch die Su-
persymmetrie ergeben. Diese Forderung bedeutet, dal die Wirkung durch ein
o-Modell mit quaternionischer Metrik beschrieben wird. Dies wird mittels ei-
ner Storungsrechnung untersucht; insbesondere wird lediglich gefordert, daf§ die
Wirkung an der n-ten Ordnung supersymmetrisch bis auf Beitrége hoherer Ord-
nungen ist. Der Ansatz fiir die Storungsreihe findet sich in Abschnitt 2.4.

Das von Strominger [41] erzielte Resultat wird in Abschnitt 2.5 noch einmal
hergeleitet. Zum einen wird es im folgenden Abschnitt als Induktionsvorausset-
zung bendtigt, zum anderen erlaubt es die Illustration der bendétigten Techniken
an einem einfachen Beispiel.
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In Abschnitt 2.6 zeige ich, dafi die von Strominger vorgeschlagene Wirkung
die eindeutige Wirkung ist, die alle geforderten Symmetrien respektiert. Damit ist
es mir gelungen, alle storungstheoretischen Quantenkorrekturen des universellen
Hypermultipletts explizit zu bestimmen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitel zeige ich schliellich, daf3 die scheinbar
zu allen Ordnungen auftretenden Quantenkorrekturen im dualen Tensormulti-
plettbild einer Ein-Schleifen-Korrektur des Ricciskalars entsprechen. Damit ist es
mir gelungen fiir das universelle Tensormultiplett ein Nichtrenormierungstheorem
zu beweisen: Es erhélt keine storungstheoretischen Korrekturen nach der ersten
Ordnung.

2.2 Die klassische Wirkung

In Abschnitt 1.4 wurde das masselose Spektrum einer Typ ITA Calabi-Yau-Kom-
paktifizierung hergeleitet. Die vierdimensionale Wirkung wurde allerdings noch
nicht angegeben. Um diese zu erhalten, setzt man die Entwicklungen (1.30) in
die zehndimensionale Wirkung (1.10) ein und fithrt die Integration iiber die
Calabi-Yau Mannigfaltigkeit aus'. W&hlt man eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit
mit A2 = 0, so besteht das vierdimensionale Spektrum nur aus dem Gravita-
tionsmultiplett und dem universellen Tensormultiplett (und dem hier nicht be-
trachteten Vektormultiplettsektor). Die Wirkung lautet [27] (man vergleiche auch
Abschnitt 4.2)

S=-— / d4x\/_—g{62¢(%7€ — 20,0016 + éHW,,HWP) +0,00"C |

1 , _
+3 / d*ze" P H,,, (COC — COC) . (2.1)

Die obige Wirkung ist in einer Feldbasis angegeben, die es erlaubt, die Ordnung
der Stringstorungstheorie abzulesen. Alle Terme des NSNS-Sektors treten mit ei-
nem Faktor e=2? auf, was zeigt, dal die Wirkung im klassischen Limes bestimmt
wurde. Man nennt diese Feldbasis das Stringbild. Insbesondere tritt auch der
Ricci-Skalar mit diesem Faktor multipliziert auf, also nicht mit der Standard-
normierung des Einstein-Hilbert-Termes. Die Feldbasis, in der der Ricci-Skalar
seine Standardnormierung hat, nennt man Finsteinbild. Man erhélt sie durch
eine Weyl-Reskalierung der Metrik. Unter g,, — A~2§,, transformieren [27]

g =N, g = AN,
V=9 A R(9) = V/=3(R(§) + 6(9,In A)?). (2.2)

Tm RR Sektor muf eine andere Basis der Entwicklung gewihlt werden, weshalb die in der
Wirkung auftretenden Felder Cjy, Cy Linearkombinationen der in der Entwicklung auftreten-
den Felder ¢g, ¢y sind. Die in (1.30) gewihlte Basis erlaubt eine einfachere Bestimmung des
vierdimensionalen Spektrums.
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Fiir die Transformation in das Einsteinbild wird A = e~? gewihlt. Damit wird
aus (2.1) (der Hut an der reskalierten Metrik wird weggelassen):

S = / d*zy/ =g { "R+ 0,00 + —e’4¢HW H™ 4 ¢40,00C'}
1 _ _
+ 6 /d%a“”pAHw,p (C@,\C — C@,\C) . (2.3)
Die Quantenkorrekturen zu dieser Wirkung sollen mit Hilfe der quaternioni-
schen Geometrie bestimmt werden. Um diese Methoden anwenden zu koénnen,

mufl das antisymmetrische Tensorfeld in einen Skalar dualisiert werden. Hierzu
betrachtet man den das Tensorfeld enthaltenden Teil der Wirkung

1
Su /d4:p\/ ge *H,,,H"" + — G /d4:p5“”p)‘HMVp(a,\ —ay), (2.4)

wobei abgekiirzt wurde

ay = 2C0,\C . (2.5)
Da H,,, = 0,,B,, die Feldstirke eines Zweiformfeldes ist, erfiillt es die Bianchi-
Identitat

PO H,,, =0 (2.6)
und ist invariant unter den Eichtransformationen
By, — By, + 0L\, . (2.7)
Mit der Definition

1
= et Hy

lautet die Wirkung (2.4)
1
S /d%\/ g(e **H H, — 5fﬂ(aA —ay)) (2.9)
und die Bianchi-Identitat (2.6)

DyH» = " H,,,=0. (2.10)

M (V—gH") =

\/_ \/_

Diese kann nun mittels eines Lagrangemultiplikators D zur Bewegungsgleichung
erhoben werden:

1
S /d%\/ g(e **H H, — 5HA(aA—aA)+iDDAm). (2.11)
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Eine Verschiebung des Lagrangemultiplikators D — D + a &ndert die Wirkung
um eine totale Ableitung: Die Eichsymmetrie (2.7) des Zweiformfeldes ist zu einer
Peccei-Quinn-Symmetrie des Skalarfeldes geworden. Den zur Zweiform dualen
Skalar D nennt man auch Azion.

Die in (2.11) auftretenden H* sind nicht mehr durch ein Zweiformfeld (2.8)
gegeben. Erst Variation nach dem Lagrangemultiplikator liefert die Gleichung
(2.10), die durch H* = (\/=g)~'e*r9,B,, gelost wird. Statt diese Variation
durchzufithren, kann man in (2.11) aber auch partiell integrieren:

SH = — /d4.1’\/—_g(€_4¢H>\H)\ + H)\<—ia)\D — %(CL)\ — C_L)\))) . (212)

In der entstandenen Wirkung ist statt D nun H* ein Hilfsfeld, das mittels seiner
algebraischen Bewegungsgleichung
ed 1
HA = 7(18,\D+§(a,\ _d)\)) (213)

aus (2.12) eliminiert werden kann. Man findet

1 1
Su=1 / day/=ge' (0AD + S(ar — 1))’ (2.14)
Weiter gilt
1 - _ _
5(&)\ + (TL)\) =Co\C+ Co\C = 8)\<CC) , (2.15)

woraus folgt, dafl

et 1
— 0,00"¢ + e (i@uD + §(a“ — du))

2
2¢ 1
=~ [Oue + %(iauD + 5(% + ) — a,) ‘2
el? 2 . = 2
=— T}ﬁu(e_ ¢+1D+CC) —au)} : (2.16)
Dies legt die Feldredefinition
S=e*+iD+CC (2.17)

nahe. Es gilt dann
1 _ _
e = 5 (S+95-200), (2.18)

und die Wirkung des universellen Hypermultipletts lautet:

(2.19)

10,5 — 2C,C|° Ly (0.0)(0°C) }

1
S=— [ dazv/=g{=R — —
/ v 9{2 +(5+g_200)2 (S+S—2CC)
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bzw. mit der Abkiirzung (2.18)
4 1 4¢ 8u5 ~ 2 2¢ s
S=—[d x«/——g{iRJre |42 = C,01" +e*(2,0)(0 0)}. (2.20)

Sie ist invariant unter 3 Peccei-Quinn-Transformationen mit den reellen Pa-
rametern «, 5 und 7:

S S+ila—28y)+2(y—iB)C+~v*+ B>, C—C+y+iB.  (2.21)

Die Metrik der Zielraummannigfaltigkeit des durch (2.20) beschriebenen o-
Modells (1.14) ist durch

h= e4¢(§ — CdC) ®s (% — CdC) + *dC ®g dC (2.22)

gegeben, wobel ®g den symmetrischen Anteil des Tensorproduktes der beiden
Formen bezeichnet.
Man fithrt nun folgende Basis von Formen ein

1 1 as -
= — 0 [ p— 20 (2% —
u 7 e?dC, w 7 e ( 5 cdc) . (2.23)

Man beachte, dafl diese Formen, wie auch ¢ (2.18) invariant unter (2.21) sind.
Mit (2.23) lautet (2.22)

h=2u®su+v®g0). (2.24)

DaB diese Metrik quaternionisch ist, wurde in [44] und in der hier angegebenen
Feldbasis in [41] gezeigt. Der Beweis verlduft analog den Rechnungen in den
Abschnitten 2.5 und 2.6 und soll deshalb hier nicht noch einmal angefiihrt werden.

2.3 Der Ansatz fiir die quantenkorrigierte Me-
trik

In diesem Unterabschnitt werden die Bedingungen der Stringstérungstheorie und
die sich daraus ergebenden Einschriankungen an mogliche (storungstheoretische)
Korrekturen der Metrik des universellen Hypermultipletts aufgelistet. Die hier
angefithrten Bedingungen wurden zuerst von Strominger [41] angegeben, der sie
benutzte, um die Korrekturen erster Ordnung der Stérungstheorie zu (2.20) zu
bestimmen.

Der allgemeine (noch nicht eingeschrinkte Ansatz) fir die Stérungsreihe der
o-Modellmetrik ist

h=>huae" @5 ¢, (2.25)

n=0
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wobei die e eine Basis der Einsformen auf der Zielmannigfaltigkeit des o-Modelles
bilden. Die g sind zu diesem Zeitpunkt beliebige Funktionen in S, S, C und C;
iLOabe“ ®g € ist die im vorigen Abschnitt diskutierte klassische Metrik.

Die klassische Metrik ist invariant unter drei Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21).
Eine (o) wirkt auf den Imaginérteil von S, also nach (2.17) auf den zum antisym-
metrischen Tensor dualen Skalar (2.18). Diese Symmetrie entspricht der Eichsym-
metrie des Tensorfeldes und gilt deshalb zu allen Ordnungen der Stérungstheorie.
Die beiden anderen Peccei-Quinn-Symmetrien wirken auf Felder aus dem RR-
Sektor. Von Symmetrien in diesem Sektor ist ebenfalls bekannt, dafl sie st orungs-
theoretisch erhalten bleiben. Die erste Forderung an die Metrik lautet also, daf sie
zu allen Ordnungen invariant unter den Symmetrien (2.21) sein soll. Die Formen
u,v (2.23) sind invariant unter (2.21), so dafl es natiirlich ist, sie als die Basis, in
die die Metrik (2.25) entwickelt wird, zu wéhlen.

el=u, e=v, =0, =u. (2.26)

Als Bedingung bleibt dann, daf3 auch die Entwicklungskoeffizienten Rinap invariant
unter den Peccei-Quinn-Transformationen sein miissen.

Der Entwicklungsparameter der Stringstérungstheorie ist der Vakuumerwar-
tungswert des Dilatons. Relativ zum Term nullter Ordnung hat der Term n-ter
Ordnung der Stérungstheorie einen Faktor e?*?. Unter Verschiebungen des Di-
latons ¢ — ¢ — In X wird er mit A~2" skaliert. Diese Verschiebung des Dilatons
entspricht in der gewéhlten Koordinatenbasis (2.18) den Skalierungen

S A2S, O AC. (2.27)

Die Formen u, v sind unter diesen Skalierungen invariant. Folglich muf3 sich der
n-Schleifen-Term der Metrik wie

;Alnab — )\72nilnab (228>

verhalten. Der Term

~

hnape? @g €* = ¥ hp e g € (2.29)

hat das gewiinschte Verhalten, wenn die h,., ebenfalls invariant unter den Ska-
lierungen sind. Da e?"? auflerdem invariant unter den Peccei-Quinn-Symmetrien
ist, miissen es die h,q, ebenfalls sein. Die einzigen Funktionen, die invariant so-
wohl unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21) als auch unter den Skalierungen
(2.27) sind, sind die konstanten (dies wird in Anhang B bewiesen). Es gilt also
hpay € C.

Weiter ist bekannt, dafl nichtverschwindende Stringamplituden immer eine
gerade Anzahl von RR-Feldern (C und C) haben. Die Anzahl der RR-Felder
in e?"® ist gerade, die in v ebenfalls, wohingegen u nur ein einzelnes enthélt.
In der Entwicklung des n-Schleifen-Termes miissen also die Koeffizienten von
uURg v, U R V,U g v und u Rg v verschwinden.
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Auflerdem ist die Stringstorungstheorie paritéitsinvariant. Die Paritétstrans-
formation #ndert das Vorzeichen des NSNS Axions (ImS, vgl. (2.17)), d.h. sie ist
durch die Transformation S — S gegeben. Unter dieser Transformation sind ¢
und u invariant, wohingegen fiir v gilt

_ L oaedye o 1 osdis o
v—ﬂe (2dS CdC)|—>\/§e (2dS CdC) # v. (2.30)

Hieraus folgt, daf3 die Koeffizienten von v ® g v und v ®g v verschwinden miissen,
wohingegen v ®g v erlaubt bleibt.

Da die Wirkung reell sein muf}, hat man auflerdem die Bedingung, daf} die
Koeffizienten von u ®g v und u ®g © komplex konjugiert zueinander sein miissen,
wohingegen die von © ®g @ und v ®g v reell sind.

Zusammenfassend wurde in diesem Unterabschnitt gezeigt, dafl der allgemein-
ste Ansatz fiir die quantenkorrigierte Metrik des universellen Hypermultipletts,
der mit den Symmetrien der Stringstérungstheorie vertraglich ist, folgende Form
hat:

h=Y e (A\u®s i+ K @50 + fintt @5 U+ fiyll s )

n=0

An = hpia,  Kn=hpas, o= hpir,  fin = hpag. (2.31)

Es bleibt zu iiberpriifen, welche zusétzlichen Einschriankungen an diese Metrik
durch die Forderung, dafl sie eine quaternionische Mannigfaltigkeit beschreibt,
gestellt werden. Die quaternionische Geometrie ist im Anhang A ausfiihrlich be-
schrieben. Hier seien die wichtigsten Begriffe zusammengestellt.

Man wihlt eine Vielbeinform (V') (A.89)

h=VTn, sV, (2.32)

wobei die Tangentialraummetrik lautet (A.59)

0 0 0 1
n= 8 _01 _01 8 (2.33)
1 0 0 0
Fiir die klassische Metrik (2.24) findet man z.B.?
V= (u,v,—0,1). (2.34)
Die Spinkonnexion € (A.77),
AV +QAV =0, (2.35)

2Das Vielbein ist nur bis auf eine sp(1) x sp(1) Rotation bestimmt.



26 KAPITEL 2. DAS UNIVERSELLE HYPERMULTIPLETT

nimmt auf einer reell vierdimensionalen quaternionischen Mannigfaltigkeit ihre

Werte in sp(1) x sp(1) an (A.93):

‘ 3 12 ‘ 3 1_ 2

(pf’ + q?;) (p* - ip23) (¢" —ig?) 1 0 )
| ' +ip?) —(p° —¢°) 0 (¢* —ig?)
= —j ; / . 2.36
(¢* +1iq?) 0 (»*—q¢*) (p' —ip?) (2:36)
0 (' +ig®) (p+ip*) —(p*+4*)

Aus den Vielbeinen konstruiert man die drei Hyperkéhlerformen (A.73)
a : T a
J = —i(nV) A(c* @1,V . (2.37)
Die auftretenden Tensorprodukte sind in der hier betrachteten Basis durch
a © 0
(0°®1,) = (% aa) (2.38)

gegeben. Die Mannigfaltigkeit ist quaternionisch, wenn die Kriimmung der sp(1)-
Konnexion (A.83),

Fo = dp® + %p® A p°, (2.39)
gleich den negativen Hyperkéhlerformen ist (A.84):
Fo=_Jo. (2.40)

2.4 Die Storungsreihe

In diesem Unterabschnitt werden die Methoden der Storungsrechnung vorgestellt,
mit denen in den folgenden Abschnitten die vollsténdige perturbative Metrik des
universellen Hypermultipletts hergeleitet wird.

Ebenso wie die Metrik (2.31) wird auch das Vielbein in eine Stérungsreihe in
2% entwickelt

V=> Vi, V=" (2.41)
n=0
Fiir die Metrik gilt dann

b= () nes (1), (2.42)

bzw.

e"hy =Y Vi ®s Vo (2.43)

m=0
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Ein Vielbein, das zur geforderten Form der Metrik (2.31) fiihrt, ist gegeben durch

Yt + Gl
V, = e P an €C, Bn,m€R (2.44)
n — _/Bn,l—} Y n Y na’Yn . .

U + YU

Man findet fir die Metrik (2.43)

n

h, =2 <Z (VmYn—m + amdn_m))u ®Rg U+ 2(i Bmﬁn_m)v Rg T

m=0 m=0
+2( D" At )u @ wt 2( 3 Yt )1 @5 @ (2.45)
m=0 m=0

Vergleich mit (2.31) liefert

Ap =2 Z (’Ym'Yn—m + amdn—m)a Kn =2 Z Bmﬁn—ma
m=0 m=0
m=0 m=0

Das angegebene Vielbein hat, wie die Metrik, an jeder Ordnung vier reelle Para-
meter, schrinkt also den Ansatz (2.31) nicht ein. Wie man leicht sieht, erfiillt es
auch die Bedingung (A.64).

Die Spinkonnexion wird ebenfalls in eine Storungsreihe entwickelt

Q= "0, Q=0 (2.47)
n=0

Bestimmt wird sie aus der Bedingung, dafl das Vielbein kovariant konstant sein
soll (2.35). Diese lautet in der n-ten Ordnung (vgl. (A.94))

n—1
dVE+ Y AV L+ QS AV =0, (2.48)
m=0

Vergleicht man dies mit (A.94), so sieht man, dafl man die in (A.101) angegebene
Formel zur Berechnung der Spinkonnexion weiterhin benutzen kann, wenn man
nur die Definition der 2-Form R® (A.96) abéndert zu (Um Verwechslungen mit der
Ordnung der Storungstheorie zu vermeiden, werden in den folgenden beiden For-
meln die Koordinatenindizes der Mannigfaltigkeit mit griechischen Buchstaben
bezeichnet. )

n—1
R PN = dVE+ Y Qu AV, (2.49)

m=0
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Man erhilt dann

1
Qo = =1 Vae Voo 'ner (Vou R 5, + Voo RL s+ V' RY, ). (2.50)

9 n AV n n pv

Hier treten nur Vielbeine nullter Ordnung auf, da nur diese den n-ten Ord-
nungsterm der Kriimmung in (2.48) multiplizieren. An (2.49) sieht man, dafl die
Kriimmungen und Vielbeine der ersten (n — 1) Ordnungen bekannt sein miissen,
um die der n-ten zu berechnen.

Da gezeigt wurde, dafl die Vielbeine zu allen Ordnungen durch die in (2.23)
eingefiihrten 1-Formen und ¢ ausgedriickt werden koénnen, reicht es deren duflere
Ableitungen zu kennen, um die Spinkonnexion zu allen Ordnungen berechnen zu

konnen. Man findet
do = ———(v+7)
=——(v+0),
V2

1 _
du = ﬁu/\(v+v),
dv=V2(vAD+uAT). (2.51)

Um die Bedingung der quaternionischen Geometrie (2.40) in der Storungs-
rechnung formulieren zu koénnen, miissen noch die Hyperkéhlerformen und die
Kriimmung der sp(1)-Konnexion entwickelt werden:

J=d0 =
n=0

Fe=3"F,  F=e"F. (2.52)
n=0

Fiir die Hyperkéhlerformen (2.37) gilt

n

JE= =13 (Vi) A (0@ 1o)Vio, (2.53)

m=0

fiir die Kritmmungen der sp(1)-Konnexion (2.39)

F=dpy+ > ™ ph APy (2.54)
m=0

Zu iberpriifen ist, dafl
E'=—-J; (2.55)

erfiillt ist.
Man beachte, dafl hier nicht gezeigt wird, da} die Metrik Ordnung fiir Ord-
nung quaternionisch ist. Die Hyperkahlerformen J§ die zu konstruieren wéren,
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um zu zeigen, dafl die durch (V = " _ V;,) gegebenen Metrik quaternionisch
ist, lauten

3 =i VD) A0t @ 1))V (2.56)

Im Gegensatz zu (2.53) enthalten sie Terme mit m + k& > n. Solche Terme werden
ebenso bei der Berechnung von §2,, (2.48) vernachlassigt.

Die Bestimmung der quantenkorrigierten Metrik erfolgt nun in zwei Schrit-
ten: Im néchsten Abschnitt wird das Vielbein zur ersten Ordnung bestimmt. Diese
Rechnung wurde schon in [41] durchgefiihrt. Danach zeige ich mittels vollst Aindiger
Induktion, daf die ebenfalls in [41] vorgeschlagene, zu allen Ordnungen korrigier-
te Metrik tatsdchlich die einzige Metrik der Form (2.31) ist, die quaternionisch
ist. Dazu wird das Ein-Schleifen-Ergebnis als Induktionsanfang benotigt, da der
Schritt von der nullten zur ersten Ordnung der Storungstheorie ein anderer ist,
als von der n-ten zur (n + 1)-ten.

2.5 Quantenkorrekturen in der ersten Ordnung

Um Vielbein und Konnexion an der Ein-Schleifen-Ordnung zu berechnen, miissen
zuerst die entsprechenden klassischen Grolen bekannt sein. Aus (2.34) und (2.50)
erhalt man

—75 fi — ) \/—_\/ﬁu 0 0
B 2u —V2(v — ) 0 0
0 = ; ; Vo—n v | (2.57)
0 0 V2u  Z5(v—0)
bzw.
plz—i(u—’a) pzzi(u—l—ﬂ) p3:;(v—17). (2.58)
N A N
Der Ansatz fiir das Vielbein bei ersten Ordnung ist (2.44)
YU + au
_ 29 prv
Vi=e iy : (2.59)
a1u + MU

woraus man fiir die Matrix R (2.49) findet

(271 — 1)U AV+YUuAD+ 200U A v+ aqu AT

AU+ (B —m)uAa

Ry = V2e¥ fro o h . 2.60

! 1o Ao+ (B1 —7)u A (2.60)
au AV +200u AU+ auAv+ (271 — fr)u Ao
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Mit MAPLE V erhélt man hieraus die Konnexion (2.50)

(71— B1)(v — ) —nu — 204U
20qu + 71U —B1(v —0)
_ 2¢ 1
Ql o \/56 —o U + (ﬁl — 2’}/1)7] O U (261>
0 —aqu+ (1 — 27)u
(2’)/1 — ﬁl)u + ou 0
0 (2v1 — Bi)u+ aqu
Bi(v — ) —Yiu — 20414 ’

2001 + Y1 —(y1 — p1)(v—0)

woraus man abliest
i
p% = —\/§€2¢((2a1 — 71)u — (2@1 — ’yl)ﬂ),
1
2 2 _ _
= ——e¢ 200 + y1)u + (200 + 1) u),
1\/5((171) (171))

= %e%% (v —0). (2.62)

Hieraus wiederum erhélt man die sp(1)-Kriimmungen (2.54)

3

=W

p

F = dp{ + €™ (pg A p§ + pY A pf),
F} = 162¢((4a1u — (201 — 371)71) AU+ ((2041 —3m)u — 464171) A T)),

F2 = ¢ <(4a1u + (201 4 3v1)a) Av + ((2a1 + 3y1)u + 4aq1a) A 17),
FP = 2ie*?(2v10 A D — yu A ). (2.63)
Das Negative der Hyperkahlerformen lautet

o T a . T a

—JE=i(nVo) A (e @ L)Vi +i(nV1) A (0% @ 1)Vp,

—Ji =ie*(aiuAv— (Bi +7)u AT+ (B +1)uAv—au AD),

—J; = (auAv+ (Bi+7)u A+ (Bi +7)uAv+aaAd),

—J3 =2ie** (Bro AV — yu A a). (2.64)
Der Vergleich von F{ und —J} liefert sofort die Bedingung 3; = 2v;, durch den
Vergleich der (@ A v)-Terme von F? und —J} erhilt man dann die Bedingung
a; = 0. Setzt man beides in die obigen Gleichungen ein, so ist Bedingung (2.55)
erfiillt, die Mannigfaltigkeit also bis auf Terme der Ordnung O(e*?) quaternio-

nisch. Nennt man jetzt noch v, = —%a, so erhélt man in der ersten Ordnung die
folgenden Ergebnisse: Das Vielbein lautet:
VP =ae® (—3u —v v —iu), (2.65)

die Metrik

hy = —2ae*(u ®g U + 2v @5 V) (2.66)
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und die Konnexion

(v —1) S U 0 0
1— _
B 2% —5t  (v—"0) 0 0
Q1 = V2ae G 0 —(w-1) 1 (2.67)
0 0 —1tu  —i(v-0)

Strominger [41] konnte durch Vergleich mit der bekannten R*-Korrektur [45—
47] der zehndimensionalen NEW den Wert der Konstanten a bestimmen. Es gilt

0= 01X
©80m3

(2.68)

Hierbei ist X die Eulerzahl der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit (A.30) und c¢; eine
Zahl. Laut [47] gilt

1

= 2.
3. 2675 (2.69)

&1

2.6 Quantenkorrekturen in allen Ordnungen

Die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Ergebnisse waren schon von Stromin-
ger [41] angegeben worden. Er hatte ebenfalls bemerkt, dafl die Korrekturen zur
Metrik nicht nach der ersten Ordnung abbrechen kénnen, da sie nur bis auf Ter-
me hoherer Ordnung quaternionisch ist. Er stellte weiter die Vermutung auf, dafl
die Metrik zu jeder Ordnung Stérungsrechnung Beitrége erhélt und gab eine sol-
che Metrik an, die mit allen Bedingungen der Storungsrechnung vertréglich ist.
In diesem Abschnitt werde ich mittels vollstandiger Induktion zeigen, dafl diese
Metrik tatsdchlich die einzige ist, die diesen Bedingungen genfiigt.
Die von Strominger [41] vorgeschlagene Metrik ist

h=2(1+ae*) u®gu+2(1+ae’*) v ®g 0, (2.70)
ein zugehoriges Vielbein ist

(1 + ae?®)~Y2y
(1+ ae*®)~'v
—(1 + ae®*®) 1o
(14 ae?®)~1/2g

V= (2.71)
Dies kann man in Taylorreihen in e2? entwickeln und erhilt dann die

Behauptung. Die Metrik des universellen Hypermultipletts ist zu allen Ord-
nungen der Storungstheorie gegeben durch

h = Qi(aezd’)"(—l)”(u Qs U+ (n+1)v®g0). (2.72)

n=0
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Ein zugehoriges Vielbein ist

i ()
V= nzzomew)n _(__i)’:)— : (2.73)
SGL
Zu ihm gehort folgende Spinkonnexion
—%(—1)/"(0 7)) — (") 0 0
0=25 (ae2)" (e —~(=D)"w-0) 0 0
2o 0 0 -0 ()
0 0 (e 30" -0)
(2.74)

Wie leicht zu sehen ist, wurde die Behauptung fiir n = 0,1 in den vorange-
gangenen Unterabschnitten bereits bestétigt. Im folgenden sei angenommen, dafl
sie fiir die ersten n Ordnungen schon bewiesen ist. Der Ansatz fiir das Vielbein
in der (n + 1)-ten Ordnung ist (2.44)

Vn+1)U + Q1)U
2t 19 Pusny . (2.75)
—ﬁ(nﬂ)v
On 1)U + Y(nt+1)U

Vn+1 =€

Im folgenden wird der Index (n + 1) an den «, &, und v weggelassen, da die
Parameter des Ansatzes (2.44) zu niedrigeren Ordnungen schon durch den Induk-
tionsansatz bestimmt sind, wohingegen die hoherer Ordnungen in der Rechnung
nicht auftreten, so dafl keine Verwechslungsgefahr besteht.

Es kann nun die Matrix R (2.49) in der (n+ 1)-ten Ordnung bestimmt werden

R?L—I—l = dVr?—i—l + Z Qmab A V7?+1_m7 (276)
m=0

RY,, = V22020 (04 2)y — B+ a" M A)uAv+ (n+2)aaAv
+ ((n+1)y+a""A)uAv+ (n+ )auAv},
R, = \/562("“)(75{ (B=~v+ad""Byunu+ ((n+1)B—a"'C)v AT},
R}, =22 (B —y + @ B)una+ ((n+1)8—a" ' C)v Av},
Ry = —V2 T (4 Daunv+ (n+ 1)y +a T A)a Av
+(n+2)aurNv+ ((n+2)y — B+ a " A)uAv},

wobei gesetzt wurde

A= =Sy (),

n+1
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B:=((-1)"+2(;}}), C=-(-1)"n. (2.77)

Benotigt wurden die Identitédten der Binomialkoeffizienten

Sl =) e

m=1

S () == (U = ey (12)

m=1

Aus (2.76) und (2.50) erhéilt man die Konnexion (£, = e=2"¢(),,) (die Rech-
nung wurde mit MAPLE V durchgefiihrt):

_ (2.79)
(y—8- —a""'lB)(v—v) —((n—l—l)'y-l—a”'H(A-i-%B))u—(n+2)6¢ﬁ
(n + 2)au + ( n+1)'y+a"+1(A+ 3B))u —((n+1)B—a™*t1C) (v — )
—(n+1 au— ((n+2)y - ﬁ+a"+1(A %B))ﬂ 0
0 —(n+Dau— ((n+2)y—B+a"T1(A- %B))a

((n+2)y—B+a 1A - 1B))u+(n+1)au 0
0 ((n+2)y - ﬁ+a"+1(A—%B))u+(n+1)au
((n+1)8 —a™t1C) (v — ) —((n+1) 'y+a”+1(A+ 3 B))u — (n+ 2)au
(n+2)au+ ((n+1)y+a"*1(A+ 3 B))u —(y-B8- "“B)(vw)

bzw.

1
62(n+1)¢(<n +2)a—(n41)y — an+1(A + 5B))u

1
210 ((n +2)a—(n+ 1)y — an—l—l(A + iB))ﬂa

1 _
pn+1 -

1
62("+1)¢((n +2)a+ (n+1)y+ad"(A+ =B))u

2 _
Dpy1 = 9

-~ 55

1

-5

\G)

1
Py = —=2(nf 4y — @O + 5B)(w—1). (2.80)

Hieraus werden nun die sp(1)-Kriimmungen (2.54) (F = e~ " [1%) bestimmt:
F\,lb_,_l = i{((n—i— 2)%a+nB—((n+1)2=1)y— (n+2)a" T (A + 53) — a"+10)uAv
((n+1 Jn+2)a—n8— ((n+1)(n+2)+1)y f(n+1)an+1(A+%B)Jra"JrlC)u/\z’)
+(n6+(n+1 (n+2)+1)y (n+1)(n+2)d+(n+1)a"+1(A+%B)fa"JrlC))ﬂ/\v
+( nf+ ((n+1)%— 1)~ (n+2)2a+(n+2)an+1(A+lB)+a”+1c))am},
I/’\,QL_,_I { n+2 a7n6+(n+1 —1)v+ (n+2)a LA 4 B)+a"+lC)>u/\v
+<(n+1 (n+2)a+nB+ ((n+1)( n+2)+1)’y+(n+1)a"+1(A+;B) "+1C’)>u/\17
+<n6+(n+1 Y +2) + 1)y + (n+ D(n +2)a + (n + Da" (A + 1B) n+1c))um

+( nf+ ((n+1)%= v+ (n+2)2%a+ (n+2)a" A+ B)+a”+1c))um},



34 KAPITEL 2. DAS UNIVERSELLE HYPERMULTIPLETT

= 1 1
FS_H = i{ (2n5 —(4n+2)y —4a™ T (A + 5B) —2a"t(C - EB)>U/\ i

+ (2(n 2)nB + 2(n + 2)y — 2(n + 2)a"L(C + %B))U A 17}. (2.81)
Fiir die Hyperkahlerformen (2.53) (jfl‘ = ¢2"%J%) findet man
—JL = i<au/\v —(B+y—2a""Au v
+ (5+7—2a"+1A)ﬂ/\v—dﬂ/\@>,

J/ZH: (au/\v+(ﬁ+7—2a"+1A)u/\@

+ (ﬁ+’y—2a"+1A)ﬂ/\v+6zﬂ/\17>,
- i((2/3 a0V AT — (27 — "L B)u A a). (2.82)
Die Bedingung '3 = —J? liefert nun die beiden Gleichungen:
2(n* +2n — 1)B+2(n+2)y = (2n +5)a"C + (n + 2)a" ' B,
nB =2ny+a""'(2A + B+ O) (2.83)
Setzt man die zweite in die erste ein, so erhélt man (2.84)
(4n® +10n°)y = —a™ " (4(n* + 2n — 1) A+ (n” + 2n — 2)B — (n + 2)C),
oder (2.77)

1

=g 2 ) 2.85
= () (2.55)
Dies wiederum in die zweite eingesetzt liefert

B =a"(=1)"", (2.86)

Der Vergleich der u A v-Terme von F'! = —J! liefert

(n+2)?=Na=-nb+(n+1)°>=1)y+ (n+2)a"(A+ %B) +a"tC,
(2.87)

der der u A v-Terme von F? = —J? hingegen

(n+2°=1)a=4+nf— ((n+1)> = 1)y — (n+2)a" (A + %B) —a"tC.
(2.88)
Es kénnen nur dann beide Gleichungen erfiillt sein, wenn
a=0 (2.89)

gilt. Setzt man (2.85), (2.86) und (2.89) in die Ansétze fiir das Vielbein (2.75) und
die Konnexion (2.79) ein, so erhélt man den Term (n+ 1)-ter Ordnung aus (2.73)
bzw. (2.74), womit die Behauptung von Seite 31 bewiesen ist und die Korrekturen
zu allen Ordnungen der Stérungsrechnung fiir das universelle Hypermultiplett
bestimmt sind.



2.7. DAS NICHTRENORMIERUNGSTHEOREM 35

2.7 Das Nichtrenormierungstheorem

Es ist bekannt [48], daB in der vierdimensionalen ITA Theorie der Einstein-
Hilbert-Term eine 1-Schleifen-Korrektur erhélt. Sie lautet im Tensormultiplett-
und Stringbild (vgl. (2.1))

¥R (e + LR, (2.90)

Um die vollsténdige N =2 supersymmetrische Wirkung zu erhalten, benutzt man,
dal e72? und

e 2= 720 4} (2.91)

unter Supersymmetrie gleich transformieren. Die gesuchte Wirkung erh&lt man
demnach, indem man in der klassischen Wirkung ¢ durch ¢ ersetzt:

1 | _
Sy = / day/=g{e  (5R = 20,60"6 + < H,u, H"?) +0,00"C’}

1
+— [ dize

D up(COC — COLC) . (2.92)

Es gilt

. . —2¢
X0 = 00— 6= - ‘ (2.93)

e

Dies eingesetzt in die Wirkung (2.92) liefert

1 e 1o 1
4 / — v
SlL:—/d.ﬁU _g{<€ 2¢—|—b)(§7€—2mau¢a‘u¢+BHMVPH“ P)
+0,00°C} + —112 / 2" H,,, (COC — CONC) . (2.94)

Nun wird zum FEinsteinbild {ibergegangen und das Tensorfeld zu einem Skalar
dualisiert. Die Rechnung entspricht der in Abschnitt 2.2. Man erhélt

10,5 — 2C8,0|° Ly (B.0)(C) }
(S+5—20C+2)° ~(S+5-20C+2b) )
(2.95)

1
S = —/d4x\/—_g{§7€+

Dies ist aber gerade die in Abschnitt 2.6 hergeleitete Wirkung fiir das zu allen
Ordnungen korrigierte universelle Hypermultiplett, wobei gilt (vgl. (2.68))

1 01X

b= =

__ar 2.96
2%~ 16073 (2.96)

Damit habe ich folgendes Nichtrenormierungstheorem bewiesen:
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Theorem. Der universelle Sektor der Typ ITA Stringtheorie, kompaktifiziert auf
einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit, erhélt keine perturbativen Quantenkorrektu-
ren nach der ersten Ordnung. Die Ein-Schleifen-Korrektur ist die supersymme-
trische Ergdnzung einer Korrektur zum Einstein-Hilbert-Term. Die vollst dandige
perturbative Wirkung ist gegeben durch (2.94), (2.95) und (2.96).

Dies l6st auch die scheinbare Unstimmigkeit auf, die dadurch gegeben ist,
da die Wirkung im Hypermultiplettbild nicht wie erwartet zu jeder Ordnung
der Storungstheorie supersymmetrisch ist. Tatsédchlich gibt es Korrekturen nur
zur ersten Ordnung und diese sind supersymmetrisch. Bei der Dualisierung ins
Hypermultiplettbild wird das Dilaton in einigen Termen invertiert (2.13) und so
werden hohere Korrekturen vorgetéuscht.

Man beachte, dal die storungstheoretisch korrigierte Wirkung aus der klassi-
schen Wirkung durch eine Verschiebung der inversen Stringkopplung (d.h. eine
Feldredefinition) hervorgeht (2.91). Es wird vermutet, daf§ dies zu nichttrivialen
Konsequenzen fiihrt, sobald auch nichtstérungstheoretische Korrekturen betrach-
tet werden [38,41].



Kapitel 3

Eine Realisierung der
Mirrorsymmetrie

3.1 Einleitung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die klassische Wirkung des Hypermulti-
plettsektors der auf einer beliebigen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit C'Y'3 kompaktifi-
zierten Typ ITA Stringtheorie angegeben. Um sie zu erhalten, wird die c-map [23]
eingefiihrt.

Eine Aussage der Mirrorsymmetrie (vgl. Abschnitt 1.5) ist, dafl diese Wirkung
auch durch die Kompaktifizierung der IIB Stringtheorie auf der Mirror-Calabi-
Yau C'Y'5 erhalten werden kann. Diese Aussage wird in diesem Kapitel bestétigt.

Die durch letztere Kompaktifizierung erhaltene Wirkung wird im zweiten
Abschnitt dieses Kapitels angegeben. Der Hypermultiplettsektor dieser Theo-
rie erhélt Weltflachenkorrekturen (Abschnitt 1.4). Diese modifizieren die Bewe-
gungsgleichungen der Stringtheorie. Insbesondere sind Ricci-flache Mannigfaltig-
keiten nur dann Losungen, wenn die Weltflichenkorrekturen vernachlissigt wer-
den konnen. Dies ist im Limes groflen Volumens von CY '3 der Fall. Nur in diesem
Limes kann die Wirkung des Hypermultiplettsektors durch die Kompaktifizierung
bestimmt werden. Um die Wirkungen der ITA und der IIB Theorie vergleichen
zu konnen, muf} auf der ITA Seite der entsprechende Limes durchgefiihrt werden.
Dies ist der Limes , grofler komplexer Strukturen“. Die Wirkung der ITA Theorie
in diesem Limes wird angegeben. Es ist mir gelungen, die Abbildung zwischen den
beiden Wirkungen und damit eine explizite Realisierung der Mirrorsymmetrie zu
finden. Diese Abbildung wird in Abschnitt 3.5 hergeleitet.

In der ITA Theorie sind die Korrekturen auflerhalb dieses Limes bekannt. Mit
Hilfe der gefundenen Abbildung kénnen daher die Weltflichenkorrekturen zur
IIB Theorie untersucht werden. Ein Ergebnis dieser Untersuchung ist, dafy die
SL(2,7) Symmetrie der zehndimensionalen Wirkung (1.32), die im Limes groen
Volumens auch eine Symmetrie der vierdimensionalen Wirkung ist, durch Welt-
flachenkorrekturen gebrochen wird [28]. Dies ist der Gegenstand von Abschnitt
3.6.

37
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3.2 Die ITA Theorie

In der Einleitung (Abschnitt 1.5) wurde neben der Mirrorsymmetrie eine weitere
Beziehung zwischen der ITA und der IIB Stringtheorie angefiihrt: die T-Dualitét.
Der ITA String, kompaktifiziert auf einem Kreis Sg mit Radius R, ist dquivalent
zum IIB String, kompaktifiziert auf einem Kreis Sq,z mit Radius 1/R. Damit ist
der ITA String auf S x CY3 édquivalent zum IIB String auf S;/r x CY3;. Nun
kann die Reihenfolge der Kompaktifizierungen umgekehrt werden! und durch
Mirrorsymmetrie sind schlieflich die beiden Kompaktifizierungen des ITA Strings
auf Sp x CYs und Sy g x CY 3 dquivalent.

Kompaktifiziert man die ITA Theorie zuerst auf C'Y3 erhélt man eine Wirkung
mit 4?41 Hypermultipletts. Diese wird durch die folgende Kompaktifizierung
auf Sg nicht veréindert. Kompaktifiziert man hingegen zuerst auf C'Y'3 so erhélt
man eine Wirkung mit R = p(12) Vektormultipletts. Nach der folgenden Kom-
paktifizierung auf Sy /g erhélt man aus ihnen ebenfalls h(1:2)4+1 Hypermultipletts?.
Nach dem oben gesagten entsprechen sich die entstehenden Wirkungen. Diese Ab-
leitung der Wirkung der Hypermultipletts aus der der Vektormultipletts nennt
man die c-map. Das obige Argument ist heuristisch, streng abgeleitet wurde diese
Abbildung fiir den klassischen Limes [23]. Bei der expliziten Durchfiihrung der
Abbildung folge ich [44].

Die Lagrangedichte der (1) Vektormultipletts (AZ, Z%, Z%) in vier Dimensio-
nen lautet [44]

(V—g)'.Z = —%R — G0, 20" 7" + iRijFZVFjW + ifijF;jVFjM" . (3.1
Die Indizes vom Beginn des Alphabets (a, b, c,...) laufen von 1 bis LD = p(1.2)
und kennzeichnen die Vektormultipletts. Die Indizes aus der Mitte des Alphabets
(1,7, k,...) laufen von 0 bis h1?); der Index Null entspricht dem Graviphoton.

F gt der zu F* duale Feldstirketensor

. 1 )
= Sl (3.2)

Die Wirkung (3.1) ist bestimmt durch eine Funktion F von h(1:?) 41 (komple-
xen) Variablen z*. Diese Funktion ist holomorph (F(z,z) = F(x)) und homogen
vom Grad zwei (F(Az) = A\2F(z)). Fiir die Ableitungen von F fiihrt man folgende
Abkiirzungen ein

OF O*F

_F;‘:: ~ = A A - 3.3
ox? T 0210 (3:3)
Die Z¢ sind die zu den ' gehérenden inhomogenen Koordinaten
i
7= p (Z° =1). (3.4)

'Da die Mannigfaltigkeiten S x C'Y3 und CY3 x S isomorph sind.
2In drei Dimensionen ist ein Vektor dual zu einem Skalar. Das zusitzliche Hypermultiplett
entsteht durch die Kompaktifizierung des Gravitationsmultipletts.
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Der Zielraum des o-Modells der Skalare der Vektormultipletts wird durch die
spezielle Kéhlergeometrie [19,49-53] beschrieben. Dies bedeutet, dafi die Metrik
Gap Kéhler ist (A.24)

PK

= 929070’ (3.5)

Gab

wobei das Kéhlerpotential selbst durch die Ableitungen der Funktion F' bestimmt
ist:

K = —In(2'Fi(z) + &' F(z)) . (3.6)

Hierbei sind die 2 gem#B (3.4) als Funktionen der Z* aufzufassen. Man nennt
F das Pripotential der speziellen Kihlermetrik G ;2. Auch die Kopplungen der
Vektorfelder sind durch das Prapotential F' bestimmt.

1 _ 1 _
Rij = ReNij = 5 (Nij + Nij) » - Ty = ImNGy = o (N = Nyy)
_ 1z (NZ)(ZN);
No=3h - —Na D
wobei
1 _ . 4 .

Um zu garantieren, dafl die kinetischen Terme in (3.1) nach unten beschrankt
sind, mufl G positiv und R negativ definit sein.
Die Kopplungsfunktionen in (3.1) lauten als Funktion der Z¢

K=—In(-2ZNZ2),

Statt F'(z) kann man eine Funktion der inhomogenen Koordinaten einfiihren

f(Z) = (") "F(x). (3.10)

3Die bekanntere, manifest symplektisch invariante Form der Gleichung (3.6) erhilt man
durch die Ersetzung F' — iF.
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Mit Hilfe der Mirrorsymmetrie (der Vektormultiplettsektor der IIB Theorie erh dlt
weder Quanten- noch Weltflichenkorrekturen) konnte sie fiir jede Calabi-Yau-
Kompaktifizierung bestimmt werden®. Sie lautet [54,55]:

i

1(2) =5

Kabe Z°Z°Z° + ¢XC(3) + ) ng, Lig(e > 7"). (3.11)
da
Dabei ist ¢ eine Normierungskonstante, ((s) die Riemannsche Zetafunktion

((s):=> n~*, (3.12)

Liz(z) die dritte polylogarithmische Funktion

[e.9] n

Lis(x) =Y % (3.13)

n=1

die Kgpe, X und ng, sind topologische Daten der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit; sie
werden in Anschnitt A.5 erlautert. Die Summe der Polylogarithmen sind Korrek-
turen durch Weltflicheninstantonen.

Um die Wirkung der Hypermultipletts zu erhalten, muf3 (3.1) auf einem Kreis
kompaktifiziert werden. Aus dem vierdimensionalen Graviton g, erhilt man das
dreidimensionale giy, einen Vektor B, und Qinen Skalar ¢, aus den Vektoren AL
jeweils einen Vektor A), und einen Skalar £'. Die Vektoren sind in drei Dimen-

sionen dual zu Skalaren. Die Skalare, die zu den AL dual sind, werden mit éz

bezeichnet, der zu B, duale Skalar mit g?)
Nach Kompaktifizierung und Dualisierung erhélt man folgende Wirkung [44]:

(V=0) "% =~ SR~ G(2.2) 0 20,7 ~ (0,0)" (3.14)

1 ~ .. - . 1 ) )
_ Z e4¢(aﬂ¢+§za“§i _ £i8u52)2 + 5 €2¢a“§ZRZ‘j8M§]

1 ~ .. ~
+ 5 (L0 + &) R (Lidu€' + 06;) -

Diese Wirkung soll mit dem Hypermultiplettsektor einer auf C'Y3; kompakti-
fizierten ITA Theorie verglichen werden. Die Zielraummannigfaltigkeit des durch
den Hypermultiplettsektor beschriebenen o-Modells dndert sich bei der Kompak-
tifizierung von vier nach drei Dimensionen nicht. Das bedeutet, da3 die Wirkung
der Hypermultipletts in vier Dimensionen mit (3.14) identisch ist (wenn man die
Vektorindizes wieder von 1 bis 4 laufen 148t, die 3 an der Determinante der Metrik
wurde schon weggelassen). Allerdings ist die Interpretation der Felder eine ande-
re. In (3.1) entsprachen die hAD Felder Z* den Moduli der Kéhlerform von C'Ys.
In (3.14) entsprechen sie den h(>Y Moduli der komplexen Struktur von CYs.

4Genauer: Thre allgemeine Form konnte bestimmt werden. Die eingehenden topologischen
Daten sind nicht fiir jede Calabi-Yau bekannt.
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Die in (3.14) auftretenden Skalare (€7, &;, ¢) sind entweder durch dimensionale
Reduktion oder Dualisierung aus Vektorfeldern hervorgegangen. Deren Eichsym-
metrien sind dabei zu Peccei-Quinn-Symmetrien der Skalare geworden. Mit den
reellen Parametern (a, 3;,7") lauten sie:

&y, &6+ 8, ¢ at Bl +9%. (3.15)

3.3 Der Limes grofler komplexer Strukturen

Da die IIB Theorie nur im Limes groBen Volumens durch die Kompaktifizierung
auf der Mirror-Calabi-Yau CY 3 erhalten werden kann, mufl vor dem Vergleich der
beiden Theorien der entsprechende Limes auf der ITA Seite durchgefiihrt werden.

Dieser besteht darin, die Werte der Moduli der komplexen Struktur Z¢ grofl
werden zu lassen. In diesem Limes wird das Prapotential (3.11) durch den kubi-
schen Term dominiert. Es lautet also

i Kgpex®a?

£(2) = %/{achaZch, (F(x) — 3!%) . (3.16)

Man beachte, dal nach der Herleitung im vorigen Abschnitt die x4 die Tripel-
schnittzahlen von C'Y3 sind!

Um die Groflen G, R;j und I;; in diesem Limes anzugeben, verwendet man
die Abkiirzungen

(kZZZ) = kape Z°Z2°2°, (KZZ)a = kare Z°Z¢,  (EZ)ap = KapeZS.  (3.17)

Die Real- bzw. Imaginéarteile der Z erhalten ihre naheliegende Bezeichnung

21

X% = Re(Z°) = %(za F 29, Y= Im(ZY) = — (2% — 2%, (3.18)

Man findet

Ny = (_(“ZZZ) __( (3.19)

i 227) _g(mzz%_(f{zzn))
Y12 \—5((k22)a ’

W22 a2 7)

woraus man wiederum erhélt

(NZ)y = —i/{abc(zazbzc —32°Z°Z° +22°2°Z°) = é(mYYY) + %(/{XYY) ,
(NZ)u = L2 = Z)(Z° — 2°) = S (5YY ).

_ i 1 i

(NZ)o = ﬁmabc(%“zbze —32°2°2°+ 2°2°Z°) = S(RYYY) = S(5XYY),

_ 1 1

(NZ), = —gmabc(zb — 72 - Z°) = 2(mfy)m,
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(INZ) = a2 = 2°)(2 — 2)(7° ~ 29) = S (sYYY),
(INZ) = ka2 = ZVZ" = Z)(7° ~ 2 = S (sYYY),
(ZNZ) = —2i4/{abc(za — 72" = Z2%)(z° - Z°) = —%(/{YYY). (3.20)
Damit lautet das K&hlerpotential
K=—In (l/{abc(za — 22" - 2" (2° - Z°) = —In (%(/{YYY)) (3.21)

12
und die Metrik

3 (WY)w 3(RYY)u(kYY),
G =3 ((/@YYY) 2 (KYYY)? ) (3:22)

R und I sind gegeben durch

]:1 —%(/@XXX) (kX X),
4\ 5(kXX)y —(kX)w )’
1 1— 4G X X 4G, X"
R = =g (VYY) ( AGpXP  —4Gg )7
1 Xt
R'=-24(kYYY)"! < " a . ) (3.23)
Xo —lg-leb g yexb

Durch Einsetzen von (3.23) in (3.14) erhélt man die Lagrangedichte in diesem
Limes:

(V=9)' % =- % R — G0, YY" — G0, X 0" X" — (9,0)°
1 1
= 5V O = 5V G (X 9,80 = 0,87) (X109 - 0°)
_1 207, —1—1ab c 1 0_1 c
SEVG (auga + S (RXX)a0,8" = J(5X )l ) x
(076 + %(/ﬁXX)bﬁ“fo— i(/ﬁX)bda“&d)

- ~ 2
_ 920y (8,@0 + X906, + 2—14(/{XXX)6M§0— %(KXX)aaufa)

- ie‘ld’ (0,0 + €0, — £,87)° (3.24)

Es wurde hierbei die Abkiirzung V = 3(kY'YY) eingefiihrt®.

In diesem Limes gibt es h1?) zusitzliche Peccei-Quinn-Symmetrien [56]. Im
Gegensatz zu den in (3.15) aufgefiihrten sind hier nur die infinitesimalen Trans-
formationen bekannt. Mit den reellen Parametern n® lauten sie

§X*=n, 0Y*=0, 6£°=0,

~ 1 - -
08" = "¢’ 0% = JRaen’€’s 0% = —n"Ca. (3.25)

Diese Grofie wird nach der Abbildung auf die IIB-Theorie mit dem Volumen der Mirror-
Calabi-Yau identifiziert werden.
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3.4 Die IIB Theorie

Das Spektrum der IIB Theorie wurde in Abschnitt 1.4 angegeben. Hier ist zu be-
achten, dafl auf der Mirror-Calabi-Yau C'Y 3 von C'Y3 kompaktifiziert wird, in der
Wirkung also A1) = 12D Tensormultipletts (C,, 0" b**, v*) auftreten. Fiihrt
man die Kompaktifizierung durch [28], so erhélt man unter Vernachlissigung des

Vektormultiplettsektors®.

_ 1 1 1 )
( /—_g) 192” = — 5 R — Ze2¢>BV (a“l)2 _ (8M¢B>2 . 6 e 3¢BY/ 2 HiprIJHJ,uup
— Gu @ﬂ]a&“vb _ €¢BVéGab(U) aHbIaMIJaprb
pvp wp

2
— §6_2¢BV Gab (Fa + €]JHJ bfa)(Fb;u/p+ €]JHJMVprb)

i

,uupaﬁabchJ (Fa blbaoch_ 2 EKLHI bJabeaoch) )

B 12\/_—98 pvp 3 pvp
(3.26)
Hierbei wurde gesetzt
— 1 |)\‘2 _Re)\ o R —éB
MIJ-—W(_Re)\ 1 ) , A= [4+iV 72798
V= BI{abc’l}a’l}b’Uc. (3.27)

Die Kgpe sind die Tripelschnittzahlen der Calabi-Yau 6\}}; (A.32). Die Metrik G
ist gegeben durch

Gapy = =V hapet® + 2V Koy 0 ke pvo’ . (3.28)

Die F¢ und H! sind Feldstirken der Zweiformfelder:

uvp uvp
a a I _ I
FNVP — a[ucyp} 5 H/“/P — 8[“Byp} . (329)

Die Symmetrien der Wirkung (3.26) sind gegeben durch die Eichtransforma-
tionen der Tensorfelder (mit Parametern %2, Q1)

5Cp, = 0%y 0B, = 0,0, (3.30)
und Peccei-Quinn-Transformationen (mit Parametern ¢/¢)
sble = ¢l 6Cp, = —€rJ cI“Biy, (3.31)

Den SL(2,Z)-Transformationen der zehndimensionalen Theorie (1.32) induzieren
folgende Transformationen der vierdimensionalen [28]:

6In [28] ist der genaue Zusammenhang zwischen den in (3.26) auftretenden und den in der
Tabelle auf Seite 14 angegebenen Feldern zu finden.
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Fiir die B{W und Skalare b'® gilt

B!, d c\ (B, ble d c\ (b
()= 6 o) ) ()= o) () oo
j% Qv
Die 7, sind invariant, die Transformationen der anderen Felder lauten

%5 e~ 208 I (al +b)(cl +d) + acV~te %5

a a A d -
v* = vt e +dJ, e o d ot dP

(3.33)

Die Transformationen (3.32) und (3.33) sind Symmetrien der Lagrangedichte
(3.26). Die SL(2,7) wird also durch die Kompaktifizierung im Limes groflen
Volumens nicht gebrochen.

Um den Vergleich mit der Wirkung (3.24) durchfiithren zu kénnen, miissen die
in (3.26) auftretenden Tensoren zu Skalaren dualisiert werden. Dies geschieht wie
in Abschnitt 2.2 durch Addition von (A 4 2) Lagrangemultiplikatoren (gq, k)
zu (3.26) und anschlieBender partieller Integration

&' =L i HL 0,hy + e FS, 8., (3.34)

. I a . . . .
Die Felder H,,,,,, I, werden nun mittels ihrer algebraischen Bewegungsgleichun-

gen eliminiert. Man erhélt [28]

_ 1 1
(V=9) ' =- 5 R - ZewBV(&ul)Q — (8,05)> — G0, b" 04" (3.35)
— G0, v 0" — €28V Gy (0,67 — 10,6") (9"b* — 10+b™)
2¢p
— e—Gilab(a‘uga— %/iacdfi[]blcaub]d> <8‘ugb— %deef&'KLbKeaﬂbLf>
16V
1 — a Cc 2
- eV H(0uha = 0 (090 — Sz 1b"0,0") )

1 2
— 2% (Dl + 1Dha = (16 = ) (Ouga — Shaec16"0,7))

Aus den Eichsymmetrien (3.30) sind Peccei-Quinn-Symmetrien (mit Parame-
tern o, und wy) der dualen Skalare geworden:

5ga = Ogq, 5}1,[ = Wwy. (336)

Die Peccei-Quinn-Symmetrien (3.31) sind durch die Dualisierung unhandlicher
geworden:

1
Ibch’ 5h1 — _5IJ(CJaga + 6 /{abCEKLbJaCKbbLC)-

I 1
W' =c a’ 59(1 - 5 Rabc€1JC

(3.37)

Unter den SL(2, Z)-Transformationen sind die g, wie die C,, invariant, wéhrend
die h;, um die Invarianz der Wirkung zu garantieren, kontragredient zu den B [w

transformieren
hl a —C hl
(hQ) - (_b d) (h) | (3.38)
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3.5 Die Abbildung

Vergleicht man die Wirkungen (3.24) und (3.35), so findet man sofort die Identi-
fikationen

¢o=dp, Y" =1 X"=0b" (3.39)

Die erste dieser Gleichungen sagt aus, dafl Mirrorsymmetrie eine st érungstheore-
tische Symmetrie der Stringtheorie ist.

Nach dieser Identifikation haben beide Wirkungen die gleiche funktionale
Struktur in ¢ und Y®. Insbesondere stimmen die Metriken (3.22) und (3.28)
iiberein. Die Abbildung der anderen Variablen findet man durch den Vergleich
der Terme, die in den beiden Wirkungen die gleiche Abhéngigkeit von ¢ und Y*
haben.

Begonnen wird mit den Termen proportional zu €2V, woraus man folgende
Bedingung abliest:

1 1 !
— (007 = 208 = %.(VaF) = 0. (3.40)
Sie wird gelost durch

¢ = Va2l (3.41)

Hierzu ist anzumerken, dafl die Integrationskonstante vernachléssigt werden konn-
te, da £ invariant unter einer Peccei-Quinn-Symmetrie (3.15) ist. Das obere Vor-
zeichen wurde willkiirlich gewahlt; wie sich zeigen wird, legt dies schon alle an-
deren Vorzeichenwahlen fest. Es folgen die Terme proportional zu 2V G :

X99,8° — 9,6 = £V2(19,0" — 9,6™). (3.42)
Setzt man die schon erhaltenen Resultate ein (3.39,3.41),

0,6 = V20,1 F V210,06 + V20,0, (3.43)
so sieht man, daf} sich die Terme auf der linken Seite nur bei Wahl des unteren
Vorzeichens zu einer vollstdndigen Ableitung zusammenfassen lassen. Man erhélt
schlieSlich

£ = V20b' — /20, (3.44)

Nun die €22V -1G~1%® Terme:

-1 1
Dua + g(/.@XX)aaMgO — Z(/{X)abaugb
2 2 2
Ly %aﬂga T %nabcblb@bzc + %/ﬁabcb%ﬁﬂblc (3.45)
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Wieder setzt man den schon bekannten Teil der Abbildung in die obere Gleichung
ein:

v2 \/iau (IKapeb™b"™)

—8uga + ?
V2 V2

Ouba =+ =
— Tb”’a“b% F ?b”’@b% + ?b%ﬁﬂblc. (3.46)

V2

Es mufl das untere Vorzeichen gewéhlt werden, man erhalt

g :_L_g \/_ bblbblc_é
a a 8 Rabe 3

i Kapeb 0% (3.47)

Nun die Terme proportional zu e2?V ~1:

0o+ X"08 — ((RX X0, + 1 (RX X X)0,8” (3.48)

\/Q \/Q a \/§ a C \/Q a (&
Ta“(IQ F Tbl 8;Lga + ﬂﬁabcbl blbﬁﬂbQ F ﬂ"iabcbl bea“bl .
Einsetzen der schon erhaltenen Gleichungen ergibt

V2 V2
24

!
==

9,60 = + Dy (1Rapcb D101 (3.49)

2 2
S abcblabea blc ¥ %/‘iabcblab%a blc + Z—GHabcblablba b2c

so dafl die Wahl des oberen Vorzeichens erzwungen ist. Man findet

- 2
\/_ \/_ abcblablbblc+ £

£ = 24 o0 Kapeb b1 (3.50)

Es bleiben die Terme proportional zu ie‘w. Auf der ITA-Seite lauten sie
0utp + s%‘uéo E00u” + €060 — EaDuE"
= 0,0+ = (18 ha — ha0,l) + %(b%aﬂga — Ga0,b*)
— a(wlaaﬂga — 90, (16°)) + i/@abcbhb%@ ble
— %lmabcb%blba“b“ —mabcbl%lba b* — 1—12%5,01)1%1%208 l. (3.51)
Der Vergleich mit den IIB-Termen liefert
0,6 =+ 9uhy — %(zauhQ — h20,L) £10,hy — %(zﬂaaﬂga — 9a0,b™) £ 60,9,
+ %(lbm@ﬂga — 920,(16°)) F 16" 0,9, — imabcb%b%ﬁublc
+ %/{abcbhb%@ublc$%/@abcblab%&ub%Jr%l/@abcbhblba“blczpél/@abcbhblbﬁublc

1 1 1
— Elnabcblablbﬁﬂb% + gmabcbl%lba“b% + E/ﬁabcblablbb%@l, (3.52)
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woraus man wiederum abliest, dafl das obere Vorzeichen zu wéhlen ist. Man erhélt
schlieBlich:

- 1 1 1 1 1
= hy + =lhy + =b*%g, — =1b"%g, — — Kb D% + — kb *0'00%. (3.5
¢ 1 glhe 507 g0 = S0 e — o ke + 5 lFa (3.53)

Die so erhaltenen Transformationen sind nichtlinear und man wiirde folglich
nicht erwarten, sie invertieren zu konnen. Betrachtet man sie allerdings genauer,
so stellt man fest, daf§ die nichtlinearen Terme gerade die sind, in denen Felder
auftreten, die auf beiden Seiten der Abbildung miteinander identifiziert wurden
(3.39). Die Felder, die sich unter der Abbildung nichttrivial verhalten, werden
linear ineinander transformiert. Es ist dann ein Leichtes, die inverse Abbildung
zu finden; sie lautet:

_ L
l= 25 :
b2 :%(Xago ga)
4 - 1
Ja = — ﬁfa‘i‘ F(F&X@m
hy = \/—§o+ \[( KX XE),
=6 — &+ (HXSS) - —So(ffXXS) (3.54)

3.6 Die Brechung der SL(2,7)

Im vorangehenden Abschnitt wurde die Abbildung zwischen den Typ ITA und den
Typ IIB Variablen im Limes grofien Volumens/grofier komplexer Struktur herge-
leitet. Aufgrund der Mirrorsymmetrie weil man, dafl die klassischen Grenzfille
der beiden Theorien dquivalent sind. In der Typ ITA Theorie ist die klassische
Wirkung exakt bestimmt worden (3.14), (3.11). Mittels der gefundenen Abbil-
dung kann nun auch die IIB Theorie aulerhalb des Limes grofien Volumens un-
tersuchen. Insbesondere ist es mdoglich, das Schicksal der SL(2,Z)-Symmetrie
(3.32,3.33,3.38) der IIB Theorie beim Verlassen des Limes zu studieren.
Die SL(2,7) wirkt auf A (3.27,3.33) geméfB

aX+b
> . 3.55
cA+d ( )
Die beiden Erzeugenden dieser Transformation sind
1
A=A+l A= —. (3.56)

A

Die erste Transformation entspricht nach (3.54) in den ITA Variablen gerade
der Peccei-Quinn Symmetrie” von £° (3.15). Dies ist somit eine Peccei-Quinn-

"Auch auf der IIB Seite ist diese Symmetrie kontinuierlich, da die klassische Wirkung inva-
riant unter der SL(2,R) ist. Die Brechung auf die SL(2,7Z) geschieht durch nichtperturbative
Korrekturen.
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Symmetrie aus dem RR Sektor® und gilt zu allen Ordnungen der Stringstérungs-
theorie.

Es bleibt, die Wirkung des zweiten Generators auf die ITA Variablen finden.
Dazu driickt man mit Hilfe der gefundenen Abbildung (3.41,3.44,3.47,3.50,3.53)
die ITA Variablen durch die IIB Variablen aus, bestimmt mittels (3.33) und (3.38)
deren Transformationsverhalten und iibersetzt dies mit Hilfe der inversen Abbil-
dung (3.54) wieder in die ITA Variablen. Man findet

. V2e %
(& 2¢ .
e e 0
v = f(@p ey

a _L a¢c0 _ ¢ca
X \/§(X§ £,

250
o @ T ey
ga — _\/ﬁxa \/_ SO(Xago é-a)

(@ +2v1c )
5 Rq C(ngo - gb)(Xcé“O - gc)
fa = fa - (HXO + _§O<HXX)0L - 1?8((50)2 + 2V -1e29) ’

o > —£(¢> &é) + £(( RXEE) — (kX XE) + () (kX X X))
B ifoﬁab(:(Xago _ fa)(beo _ gb)(cho _ fc)
48 ((50) +2V*1e*2¢) ’

&> V3 (26— X°& — S(RXXE) + (XX X))

- ££z+2(X“£° &)+ <nX££>—g£O<mXX£>—ﬁ(&O)Q(mXXX))
VA((E) + 2V e ) |

Man sieht an der zweiten Gleichung, dafl die Calabi-Yau Moduli Y* in Terme
transformieren, die das Dilaton enthalten. Betrachtet man die Weltfl icheninstan-
tonbeitrdge zum Prépotential (3.11), so sieht man, dafl dieses in eine Funktion
transformiert, die beliebig hohe Potenzen von e~2? enthélt. Diese kénnen in der
klassischen Wirkung nicht durch andere Terme kompensiert werden, so daf3 hier-
mit gezeigt ist, daf der zweite Generator der SL(2,7) durch Weltflachenkorrek-
turen gebrochen wird [28]. Es ist allerdings mdoglich, daf diese Symmetrie wie-
derhergestellt wird, sobald man auch Korrekturen der Raumzeit-St6rungstheorie
betrachtet.

8DaB die ¢ und die &; dem RR Sektor angehoren, wird in Abschnitt 4.2 gezeigt werden, wenn
die Wirkung der ITA Theorie noch einmal durch die Calabi-Yau-Kompaktifizierung hergeleitet
wird.



Kapitel 4

Quantenkorrekturen im
allgemeinen Fall

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden die perturbativen Quantenkorrekturen zum Hypermul-
tiplettsektor der ITA Theorie, kompaktifiziert auf einer Calabi-Yau Mannigfaltig-
keit mit beliebigem A >V untersucht.

Fiir den universellen Sektor sind die Quantenkorrekturen bereits in Kapitel 2
bestimmt worden. In der in (3.14) benutzten Feldbasis ist dieser Sektor allerdings
nicht leicht zu identifizieren. Im folgenden Abschnitt ist dargestellt, wie man diese
Aufgabe 16st.

Auch fiir die allgemeine Wirkung sind Teile der Quantenkorrekturen bekannt.
Antoniadis, Ferrara, Minasian und Narain [57] konnten die 1-Schleifen-Korrektur
zu den kinetischen Termen der Calabi-Yau Moduli (in einem bestimmten Limes)
bestimmen. Diese bekannte (und eine naheliegende) Korrektur werden in Ab-
schnitt 4.3 eingefiihrt.

In Abschnitt 4.4 wird die allgemeinste Form der Metrik angegeben, die in-
variant unter den Symmetrien der Stringstorungstheorie, aber noch nicht super-
symmetrisch ist. Um eine mdglichst eingeschrankte Wirkung zu erhalten, erfolgt
diese Untersuchung im Limes groBer komplexer Struktur (in diesem Limes ist die
Wirkung invariant unter (> zusitzlichen Peccei-Quinn-Symmetrien (3.25)).

Leider ist es nicht gelungen, die zusétzlichen Einschrinkungen, die sich durch
die Forderung nach quaternionischer Geometrie des o-Modells ergeben, zu be-
stimmen. Warum dies nicht méglich war, wird in den letzten beiden Abschnitten
dieses Kapitels erldutert.

4.2 Der Limes zum universellen Hypermultiplett

In Abschnitt 3.2 ist bereits die Wirkung des Hypermultiplettsektors der ITA
Stringtheorie, die auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit mit beliebigem A ()
kompaktifiziert wurde, angegeben worden (3.14).

49
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Eine der Bedingungen, die an die moglichen Quantenkorrekturen zu dieser
Wirkung gestellt werden, ist, daf sie die quantenkorrigierte Wirkung des univer-
sellen Hypermultipletts als Grenzfall enthalten. Allerdings ist nicht klar, wie man
diesen Limes in der Feldbasis von (3.14) durchfiihrt.

Die Wirkung des universellen Hypermultipletts wurde in Abschnitt 2.2 be-
stimmt, indem die in Abschnitt 1.4 beschriebene Calabi-Yau Kompaktifizierung
auf einer Calabi-Yau mit h(*Y = 0 durchgefiihrt wurde. Kompaktifiziert man nun
auf einer Calabi-Yau mit beliebigem h(>V)| so erhilt man den gesuchten Limes,
indem man die zusétzlich erhaltenen Felder konstant setzt.

Um dies zu tun, setzt man die Entwicklungen (1.30) in die zehndimensiona-
le Wirkung (1 10) ein und fithrt die Integration iiber die Calabi-Yau Mannig-
faltigkeit aus!. Man erhilt fiir die Wirkung des Hypermultiplettsektors in vier
Dimensionen [27]

S=- / d4x\/—g{62¢(17\’, —20,00"¢ + G 30" 2°0,2° + éHWpH“””)
— R7'(9,Ci—5(0.N), R (C+C)) (aﬂc’*j—é(aﬂN)imelm"(CnJrén))}

1 _ . 1 _
+ E d4l’€w/p>\Hw/p{<Ci —+ Ci)Rill] (8)\Cj - Za)\./\/‘ijilkl(Cl + Cl))

_ 1 _
— (Ci+ CYR Y (01C; = JOuNGRH(Cr + Cl))} . (4.1)

Die GroBen G, R;j, I;; entsprechen den in (3.9) angegebenen. Wie sie mit Inte-
gralen iiber die Calabi-Yau Mannigfaltigkeit identifiziert werden, ist in [27] dar-
gestellt.

Wie in (3.14) laufen die Indizes (i,J, k,...) von Null bis /Y die Indizes
(a,b,c,...) von Eins bis h(>)

Weyl—Reskaherung und Dualisierung ins Hypermultiplettbild werden wie in
Abschnitt 2.2 durchgefiihrt. Lediglich der topologisch an das Dreiformfeld gekop-
pelte Strom hat sich gedndert. Statt (2.5) hat man nun

ar = (C; + )RV (04C) — LN RRM(Cy + C) . (4.2)
Aus (2.15) wird
(a>\+&,\) (CZ‘FC) 1”8 (C +C)
— i(C, + C,) 1”@(/\/};@ +./\_/’]‘/§)R_1kl(cl + Cl)
= (C@ + C )R 12]8)\<C +C ) (Cl + C’i)Rilija)\Rijilk%Cl + Cl)

= (C; 4+ C))R7'0,\(C; + C)) + $(Ci + CONR™(Cy + Cy)
= 10,((Ci + CHR™YI(Cy + Cy)) (4.3)

No|

'Wie in Abschnitt 2.2 bemerkt, mufl im RR Sektor eine andere Basis der Entwicklung
gewiihlt werden, als in (1.30) angegeben. Die Felder C;, C; sind Linearkombinationen der Felder
Ciy E’L .
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Damit éndert sich die Definition des Feldes S (2.17) zu

1 _ -
S=e? +iD — Z(Ci +CHRM(C; + Cy). (4.4)
Statt (2.18) gilt

1 1 _ . _
e = (S +5+5(Ci+ CIRTI(C +Cy). (4.5)

SchlieBlich erhélt man die Lagrangedichte [27,44)]

(V=9)'¢= —% R — Gy 0" 2°0,2"
10,5 + (C; + Ci)R'99,C; — 1(Ci + C;)R™ 1”f( ) —Hi(c; +C)]
- (S+S+3(Ci+C;)R14(Cy ;)
(0.Ci—1(8,N) R H(Cr+C)) R4 (9C, ——( N, RI(Cot-Cy))
(S+S+3(C; + C)R14(C; + Cj) '

_|_

Es bleibt anzugeben, wie die beiden Wirkungen (3.14) und (4.6) aufeinander
abgebildet werden. Dies geschieht durch folgende Transformationen [44]:

T _
§=5R(G+G),

~ . _ 1 ) _
§ = =5 (Ci=C) = 5I;R™VHCu+ O,
1 1 .. =
€2 = S(5+5) + 1(Ci+ C)RTI(C; + Cy),
6=5(5=9)+ E(Cz‘R*l”Cj —~ iR C). (4.7)

Aus der dritten Gleichung und (4.5) sieht man, dafl die Felder ¢ in beiden Koor-
dinatenbasen iibereinstimmen. Die inverse Transformation ist durch

Si= ¥ +if — NiE'e —ig's;,
1 _ 3 _ 1, - o 3
= €2¢ -+ iD — Z(Cl + CZ')R71U<CJ' + C]) + Z(C@,R*“JC], — CZ'RilUC]’) s
gegeben.

Mittels (4.7) und (4.8) lassen sich die Peccei-Quinn-Symmetrien (3.15) der
Wirkung (3.14) in der neuen Feldbasis bestimmen. Man findet

S S +ia—2C" — Nijv'y?,  Ci— Ci+iBi + Ny . (4.9)
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Setzt man nun die Felder Z¢, Z¢, C,, C, konstant, erhilt man aus (4.6)

10,5 + (C; + C;)R19,,C,

(S + 5+ 1(Ci + CHR13(C; + Cy))°
(R~1)*(9,C0)(9"Co)

(S+S+Ci+ CHRY(C; + Cy))

‘ 2

(v=9) "2 -

(4.10)

Die auftretenden Konstanten C,, R~'¥ absorbiert man durch folgende Feldrede-
finition ((R~1)% ist negativ)

_ . 1 _ _
S = 8 = (Ci+ CYR™Cy = 5(Co+ Cu) R (Cy + Ci)

. (4.11)

Damit lautet (4.10)

. 0.5 = 2(Ch+ C)aCol”  29,C5)(9"C)
v=q) ¥ = _ - - — ! L (4.12
(V=9) (S +5 —(Ch+Cp2)*  (9+85 = (Ch+Cp)?) 12

Fiihrt man noch die Redefinition
S S+ CF (4.13)

durch?; so erhilt man aus (4.12) die in (2.19) angegebene Wirkung des universel-
len Hypermultipletts.

Die Peccei-Quinn-Symmetrien sind in der in (3.14) benutzten Feldbasis ein-
facher realisiert (3.15) als in der in (4.6) benutzten (4.9). Da diese Symmetrien,
wie im Fall des universellen Hypermultipletts (Abschnitt 2.3), eine entscheiden-
de Rolle bei der Einschrankung moglicher Quantenkorrekturen spielen, ist die
in (3.14) benutzte Basis besser geeignet, um diese Korrekturen zu untersuchen.
Es bleibt anzugeben, wie der Limes zum universellen Hypermultiplett in dieser
Basis durchgefiihrt wird. Die NSNS Felder (Z%, Z%) stimmen in beiden Basen
{iberein. Im gesuchten Limes gilt damit weiterhin 9,2 = 9,Z7% = 0. Die RR
Felder der beiden Basen werden geméf (4.8) ineinander iiberfiihrt. Den Grenzfall
des universellen Hypermultipletts erhédlt man demnach, indem man fordert

auca = a,u (Najgj + iéa) = Na]@“gj + iﬁﬂéa =0 und
0,00 = 0, (Nyy& —i&,) = N0, & — 10,8, = 0. (4.14)

Real- und Imaginérteil dieser Gleichungen miissen einzeln verschwinden. Es folgt:

Rai0,6 =0, 10,6 + 0,6, = 0. (4.15)

2Sie muf durchgefiihrt werden, da in (2.3) die vollsténdige Ableitung e#*#? H,,,,,(C9,C —
C‘&,C‘) weggelassen wurde. Das Hinzufiigen/Weglassen von vollstindigen Ableitungen zur Wir-
kung im Tensormultiplettbild entspricht einer Feldredefinition im Hypermultiplettbild.
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Im Rest dieses Kapitels wird nur noch in der Feldbasis von (3.14) gearbeitet.
Insbesondere wird dabei der topologisch an das Dreiformfeld koppelnde Strom
(4.2) in der Basis der &', &; benétigt. Wegen (4.8) gilt (C; 4+ C;) = 2R;;¢? und man
findet

ay = 2(R;& )R (\Cr — 30N R R ")
= 28" (O\(NE + i&;) — LOWNG;E)
= 2i¢'0\E; + O\ (E'N;€7) . (4.16)

Wegen der Bianchi-Identitdt des Dreiformfeldes (2.6) fiihrt der zweite Term nur
zur Addition einer totalen Ableitung zur Wirkung. Er wird im folgenden wegge-
lassen. Der komplex konjugierte Strom lautet nach partieller Integration

ay = 2i6;0,6" . (4.17)

4.3 Bekannte Quantenkorrekturen

Antoniadis, Ferrara, Minasian und Narain [57] ist es gelungen, bei konstantem
Dilaton und Axion (0,,S = 0,5 = 0) und verschwindenden RR Feldern, die Ein-
Schleifen-Korrektur zur Wirkung (4.6) zu bestimmen. Sie lautet im Stringbild

(V=9) 2= —% (% 4 D)R — (€72 — b)Gup0, 2 2" . (4.18)

Die Korrektur zum Ricci-Skalar ist die aus (2.94) bekannte, b ist durch (2.96)
gegeben. In der Korrektur zur Metrik tritt b mit dem umgekehrten Vorzeichen
auf. Im Gegensatz zum universellen Hypermultiplett kann die Lagrangedichte
(4.18) deshalb nicht durch eine Variablenredefinition auf die klassische Form ge-
bracht werden. Zur Erleichterung der Rechnung wird die Redefinition trotzdem
ausgefiihrt: e=?¢ = e72? 4 b. Der Hut am neuen Feld wird sofort wieder wegge-
lassen, da das alte Feld im Rest dieses Abschnitts nicht mehr auftreten wird. Die
Korrektur (4.18) lautet nun
(V=9) 2= —% e R — (e — 20)G 0, 2 27" . (4.19)

Insbesondere sind die moglichen Quantenkorrekturen zu (4.6) nun dadurch einge-
schrankt, daBl man im Limes des universellen Hypermultipletts dessen klassische
Wirkung erhalten muf3.

Die Korrektur (4.19) legt eine weitere nahe (es wird immer noch der Limes
verschwindender RR-Felder betrachtet, Dilaton und Axion miissen aber nicht
mehr konstant sein). Man betrachte folgende Wirkung

(vV=9)"Z = —% R +20,00"¢ — (7 — 20) G0, 20" 2"

Ly o HMP + ke (V=9) " P Hyppp (KuOr 2% — K,02Z).

6 " 12
(4.20)
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Hierbei ist

0K 0K
K, — — K, = — 4.21
RGN RNV (4:21)

und K das Kéhlerpotential (3.5) der speziellen Kéhlermetrik Gp.
Man fithrt nun, wie in Abschnitt 2.2, den Ubergang in das Einsteinbild und
die Dualisierung des Tensorfeldes durch. Der an den Tensor gekoppelte Strom

(vgl. (2.5)) ist hier
ay = 2bK,0, 2, (4.22)
so daB aus (2.15)

1
5(% + ay) = bOLK (4.23)

wird. Die Wirkung (4.20) lautet nach der Dualisierung
(\/——g)”g = —% R — (1 — 2be**)G 0, 20" Z°
- ? 10, (72 +iD + bK) — 2bK,8,2%)|”. (4.24)
Man definiert nun statt (4.4)
S=e*+iD + bK , (4.25)
bzw.

1 _
e = 3 (S+5—2bK). (4.26)
Nach Einsetzen von (4.25) lautet die Metrik des durch (4.24) beschriebenen o-
Modells

h= (1 v )G dZ* @gdZ" + 45 — 20KdZ”| (4.27)
U S+ S—2K) T T (S+5—20K) '
Diese Metrik ist Kahler; ihr Kéhlerpotential lautet:
K=K+n(S+S - 2K). (4.28)

Korrekturen dieser Art sind aus dem Vektormultiplettsektor des heterotischen
Strings bekannt [13]. Insbesondere &ndert sich auch dort durch die 1-Schleifen-
Korrektur der Zusammenhang zwischen Stringkopplungskonstante und den Fel-
dern der Vektormultipletts vom klassischen ((4.5) mit verschwindenden RR-Fel-
dern)

e =-(5+05) (4.29)
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zu (4.26).

Natiirlich miissen die Korrekturen des Hypermultiplettsektors des ITA Strings
nicht den Korrekturen des Vektormultiplettsektors des heterotischen Strings ent-
sprechen®; auch ist nicht bekannt, dafi das o-Modell des NSNS Sektors der Hy-
permultipletts Kéhler sein muf}; so daf§ die Subsummierung von (4.20) unter die
Uberschrift ,, Bekannte Quantenkorrekturen® euphemistisch erscheinen mag.

Andererseits lernt man folgendes: (4.20) ist eine Korrektur zu (4.6), die mit
allen Symmetrien der Storungstheorie vertréiglich ist. Sie mufl daher im Ansatz
fiir die quantenkorrigierte Wirkung beriicksichtigt werden. Weiterhin mufl man
konzedieren, dal man keinen Grund hat, anzunehmen, daf§ die Beziehung zwi-
schen Stringkopplung und den Hypermultiplettfeldern zu héheren Schleifenord-
nungen durch (4.5) gegeben ist. Die Kenntnis dieser Beziehung lieferte im Fall
des universellen Hypermultipletts eine wichtige Einschréankung an die Form der
Storungsentwicklung der Metrik (2.29). Tatséchlich ist es ohne Kenntnis dieser
Beziehung nicht moglich, den Ansatz fiir die Quantenkorrekturen in Form ei-
ner Storungsreihe anzugeben (da eben der Entwicklungsparameter nicht bekannt
ist). Was moglich ist, ist die allgemeinste Form der Wirkung anzugeben, die mit
den zu fordernden Symmetrien vertriglich ist. Dies wird im néchsten Abschnitt
geschehen.

4.4 Der Ansatz fiir die quantenkorrigierte Wir-
kung

Bei der Bestimmung des Ansatzes der quantenkorrigierten Metrik des universel-
len Hypermultipletts spielten die Peccei-Quinn Symmetrien der Skalare des RR
Sektors eine herausragende Rolle. Auch im hier behandelten Fall werden sie eine
Einschrankung an mogliche Korrekturen darstellen. In der Feldbasis von (3.14)
lauten sie (3.15):

s €y, G &8, ¢ at BiE — A, (4.30)

Mit der gleichen Argumentation, die in Abschnitt 2.3 gegeben wurde, kann man
auch hier schlieffen, daf} sie nicht durch Quantenkorrekturen gebrochen werden.
Folgende Ausdriicke sind unter (4.30) invariant:

aufi ) 8uéz‘ ) aué + giauéi - éiaufi : (4-31)
Die allgemeinste Korrektur zu den kinetischen Termen des RR Sektors lautet

(\/__9)_1333 = Aij<¢7 Zaa Za)aufiaufj =+ Bz‘j@a Zav Za)augiauéj
+ C(p, 2, Z2)0,6:0,E; - (4.32)

3Man kann auch nicht argumentieren, dafl die NSNS Felder in den Hypermultipletts iiber
die c-map (Abschnitt 3.2) mit Feldern aus Vektormultipletts identifiziert werden. Die Giiltigkeit
der c-map ist nur im klassischen Grenzfall gezeigt worden.
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Sie ist invariant unter (4.30) und quadratisch in den RR Feldern, wird also durch
die Symmetrien der Stringstérungstheorie in keinster Weise eingeschrénkt. Es ist
hoffnungslos, eine solch allgemeine Wirkung daraufthin zu untersuchen, ob das
durch sie beschriebene o-Modell quaternionisch ist?.

In Abschnitt 3.3 ist gezeigt worden, daf die ITA Theorie im Limes grofler kom-
plexer Strukturen invariant ist unter den zusétzlichen Peccei-Quinn Symmetrien

(3.25)
SX*=n*, oY =0, 6 =0,

S =, 6= praal€ 6 = . (4.33)
In der mirrorsymmetrischen IIB Theorie sind dies Symmetrien, die im Limes
groflen Volumens gelten, auflerhalb dieses Limes durch Weltfldchenkorrekturen
gebrochen werden. Von Quantenkorrekturen hingegen werden sie respektiert. Da-
her miissen sie auch im entsprechenden Limes der ITA Theorie st 6rungstheoretisch
erhalten bleiben. Es wird im folgenden dieser Limes betrachtet.
Die Invarianten unter (4.33) und (4.30) werden in Anhang C bestimmt. Sie
sind gegeben durch ¢- und Y*“-abhéingige Linearkombinationen folgender Aus-
driicke:

4y =0,&0

e =0, — X°0,¢°,
Spa = uéa - i(“x)abaufb + %(“XX)aaufoa

ty =0u0 + X 0460 — $(KXX)a0,8" + L (kXX X)0,L°. (4.34)

Der allgemeinste mit (4.33) und (4.30) vertréigliche Ansatz fiir die Korrekturen
zu den kinetischen Termen des RR Sektors lautet demnach

(\/—_g)_lfm = —G(0,Y)qud" — K(o,Y )t 1" — M(,Y )qut" — A, Y)qur™®
— BY(¢,Y)qusti — Fap(,Y)rir® — C,2(¢, Y )risl
— Dq(9,Y)roth — H($,Y)8 a8 — E*(¢,Y)s,at" . (4.35)

Dabei sind die G, K, M, A,, B*, F,, C.b, D,, H®, E* beliebige Funktionen in den
Y® und ¢. In der klassischen Wirkung lauten sie (3.24)

1 1
G(¢7 Y) = §62¢V7 Fab(gbv Y) - 562¢VGab )
1
H®(¢,Y) = 562(251/*1610“’, K(¢,Y) =2e*V 1, (4.36)

alle anderen Funktionen verschwinden zu niedrigster Ordnung der Storungstheo-
rie.

4Tatsichlich wird (4.32) noch durch die Forderung, im Limes (4.15) die klassische Wirkung
des universellen Hypermultipletts zu reproduzieren, eingeschrénkt. Diese Einschrankung ist
allerdings zu schwach, um die geometrische Untersuchung praktikabel zu machen.
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Der Ansatz (4.35) wird weiter durch die Forderung eingeschrénkt, im Limes
des universellen Hypermultipletts die klassische Wirkung zu reproduzieren (vgl.
die Bemerkung nach (4.19)). Dieser Grenzfall liegt vor, wenn die Gleichungen
(4.15) erfiillt sind. Sie lauten im Limes groBer komplexer Struktur (3.23):

o1
0 = Ryid, &' = 6(HYYY)GM, (0,8 — X%0,£") =1t =0,

‘ s .1 1
0= 1,0, + 0,80 = 0,60 — Z(/{X)abaugb + g(/’@XX)aa,LgO = S, =0.
(4.37)

Anders gesagt, iiberleben nur die Terme proportional zu ¢,q¢",t,t* und g,t* die-
sen Limes. Die Funktionen G, K und M miissen daher mit ihren klassischen
Ausdriicken (4.36) iibereinstimmen. Insbesondere mufl M verschwinden.
Es bleiben die moglichen Korrekturen im NSNS Sektor zu untersuchen. Die
Korrektur zum kinetischen Term der Z¢, Z¢ ist in (4.18) angegeben worden®.
Die topologische Kopplung des Dreiformfeldes ist klassisch gegeben durch
(4.16)

i L~ ~ .
Lrop = =" Hup €0, — 60,8 (4.38)

Unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (4.30) transformiert dieser Term in eine to-
tale Ableitung. Dies bedeutet, dafl er keine ¢-abhéngigen Korrekturen erhalten
kann, da diese die Peccei-Quinn-Symmetrien brechen wiirden. Die unter (4.30)
invarianten Terme 9,£" und auéi (4.31) konnen nicht als Korrektur auftreten, da
die Stringstorungstheorie verlangt, dafl die RR Felder immer in geraden Potenzen
auftreten (Abschnitt 2.3). Ein Term der Form 0,¢ kann nicht an das Dreiformfeld
gekoppelt werden, da er in der Wirkung des universellen Tensormultipletts nicht
auftritt. In (4.20) ist eine mogliche Korrektur zu (4.38) angegeben worden. In
ihrer allgemeinen Form wird die Ableitung des Ké&hlerpotentials K, durch eine
beliebige Funktion L, der Y* und ¢ ersetzt (sie kann wegen (4.30) nicht von den
X abhéngen).

Der kinetische Term des Dreiformfeldes kann keine Quantenkorrekturen er-
halten, da es dem universellen Tensormultiplett angehdért. Man kann also die
Dualisierung wie in Abschnitt 2.2 durchfiihren und erhélt

4¢ 2
-1 (& bt ia & s i a
(vV=9) "2 = = (0,0 + (€06 — £0,8) + L(V,0)0,X") . (4.39)
Ebenfalls wurde in Abschnitt 4.3 darauf hingewiesen, daf§ nicht ausgeschlossen
werden kann, dafl das Dilaton mit den Moduli der Calabi-Yau mischt. Dies kann
auf allgemeinere als die dort angegebene Art geschehen, so dafl im NSNS Sektor

®Man mag einwenden, daf8 dies nur die 1-Schleifen-Korrektur ist und nicht bewiesen wurde,
daf es keine Korrekturen hoherer Ordnung gibt. Auch wenn es hohere Korrekturen gibt, muf3 es
aber moglich sein, die Niederenergiewirkung zur 1-Schleifen-Ordnung zu bestimmen. Nachdem
dies getan ist, kann iiberlegt werden, ob die Symmetrien der Wirkung noch weitere Korrekturen
zulassen. Im folgenden wird daher nur die Korrektur (4.18) zur Metrik G5 betrachtet.
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ferner noch folgende Terme auftreten kénnen (der kinetische Term von ¢ kann
keine Korrekturen erhalten, da er aus dem universellen Hypermultiplett bekannt
ist).

(V=9)""%Ls = —0,00"¢ — No(Y, $)0,00" X — P,(Y, $)9,00"Y" .  (4.40)

Damit lautet der allgemeinste Ansatz fiir die Quantenkorrekturen zu (3.24),
der invariant unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (4.30) und (4.33) ist und die
bekannten Korrekturen fiir das universelle Hypermultiplett beinhaltet (4.35,4.34,
4.37,4.39,4.40):

(V=9)"2 =
— IR — (1 - 2be*)G (0, X 0" X" + 0,Y“O"Y") — 0,00" ) — N, (Y, $)0,00" X"
_ (aué + (60,6 — £0,8) + La(Y, ¢)aﬂxa)2 — P,(Y, $)9,060"Y"
— Le2019,60910 262V 1 (9,60 + X 0,60 — (kX X)a0,E + L (kX X X)D,6°)”
— Fu(Y, 9)(9,6* — X°9,°) (9#¢" — XP0M€") — Au(9,Y)0,£°(0¢" — X 0"¢P)
— H(Y, 6) (0, — 2(5X) 00, + L (8X X)00,£°) X

(06 — 1(kX)pa0"€" + (kX X),0"")
— B¢, Y)9,£°(0"E — L(5X)0"€" + 1 (kX X),0"¢°)
— Cb (0, Y) (0,6 — X°0,8°) (0"& — (kX )pe0€" + L(kX X),01€")
— Da(6,Y)(9,£" = X9,£°) (0460 + X 0uba— 2 (kX X)a0,8"+ (kX X X)0,£°)
— B3, Y)(0pba — 1 (15X )ab0uE” + 3(5X X)a0,%) X

(0,0 + X°0,E0 — L(KX X) 0,6 + (kX X X)0,£") . (4.41)

Dies Wirkung hiingt ab von 2(h%?)? + 8h'? Funktionen in den Y* und ¢.
Selbst im einfachsten Fall 12 = 1 sind dies zehn unbekannte Funktionen.

Im Abschnitt 4.5 wird zudem gezeigt, daB bei der Uberpriifung der Forde-
rung, dafl die Metrik des von (4.41) beschriebenen o-Modells quaternionisch ist,
bereits im klassischen Limes Probleme auftreten, die diese Untersuchung prak-
tisch unmoglich machen.

Quaternionische Metriken sind insbesondere Einstein (A.55). Es liegt also na-
he, zu versuchen, die Wirkung (4.41) durch Uberpriifen dieser notwendigen Be-
dingung einzuschrénken. Selbst unter Zuhilfenahme von MAPLE V ist es mir
nicht gelungen, den zu (4.41) gehorende Ricci-Tensor zu bestimmen.

Allerdings 148t sich auf diese Weise zeigen, dal die Wirkung, die nur die
Abschnitt (4.3) angegebenen Korrekturen enthélt, kein quaternionisches o-Modell
beschreibt. Dazu betrachtet man den Fall h%? = 1, ky3; = 1 (die entsprechende

6Aus der Tatsache, dafl diese Funktionen im klassischen Limes bekannt sind, erhélt man
keine Einschrankung, da diese Forderung z.B. durch f(Y, ¢) = fxi(Y, ¢) + bf(Y, ¢) mit unein-
geschrinktem f(Y, ¢) erfiillt ist.
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klassische Wirkung wird in (4.45) angegeben). Der NSNS Sektor der o-Modell-
metrik lautet dann (4.27), (4.44)

3. e - = 6b
h =Y 721 - 2be**)(dX? + dY?) + (do)? + 5 (do + &de — gdg — ?dX)Q ,

4
(4.42)

der RR Sektor ist in (4.45) angegeben. Es gilt also hy, = 1, die entsprechenden
Komponente des Riccitensors berechnet man mit Hilfe von MAPLE V zu

1 — 5be?® + Hb2et?
(1 — 2be??)?

Die geforderte Gleichung h = —8R (A.55,A.57) ist demnach nur durch b = 0,
also den klassischen Fall zu erfiillen.

Aus diesen Griinden ist es mir nicht gelungen, die Quantenkorrekturen im
allgemeinen Fall iiber (4.41) hinaus zu bestimmen.

Rop = —

(4.43)

4.5 Probleme der geometrischen Untersuchung
I

Die Einschréankung von (4.41) durch die Forderung, dafl die Metrik des o-Modells
Einstein ist, konnte nicht untersucht werden, da es nicht gelungen ist, den Ricci-
Tensor zu berechnen. In diesem Abschnitt wird dargestellt, warum auch die Uber-
priifung der quaternionischen Geometrie analog zu den Abschnitten 2.5 und 2.6
im Fall von mehr als einem Hypermultiplett nicht praktikabel ist.

Um die auftretenden Probleme zu illustrieren, wird in diesem Abschnitt ge-
zeigt, daf die klassische Wirkung im einfachsten nichtuniversellen Fall (h? =
1,k111 = 1 im Limes grofler komplexer Struktur) quaternionisch ist. In diesem
Fall gilt V = %3; Kéhlerpotential und -metrik lauten (3.21,3.22)

3

K=-3lnY, G= —EY*? (4.44)

Hiermit liest man aus der Wirkung (3.24) die Metrik des o-Modells ab:
3y 2 2 2 2, € F_ F o2
h:ZY (dX*+dY?) + (do) +T(dD+£d§—§d£)

1 2013 2 1 26 2
+486 Y= (d&p) +16e Y(Xd& — d&)

~ 1
+ 4e*Y 7 (d€, — Zngl + :X2d&)?
+ 122V 73(dy + X d€y — 1X2dE + 5 X&)% (4.45)
Die Invarianten (4.34) lauten in diesem Fall

q :dg(] )
r :dgl - ngo )
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~ 1 1
s =d§; — Zngl + = X2d¢,

8
. -1 1
t =d&y + Xd& — gX2d§1 + ﬂX?’dgo. (4.46)
Durch sie ausgedriickt lautet (4.45)
4¢

h :ZY2(dX2 +dY?) + (dg)? + %(dD + €dE — £dE)?
+ 4—1862‘15}/3(]2 + %e%Y?‘Z + 4207 16?4+ 122y 342
- ?Y‘l(dX +idY) \2 + |do + %e%(dl) + &dE — édg)f
+ ]ﬁe‘bY‘mq +i2v3e?Y 32| + }iewl/% +i2e0Y V2P (4.47)
Hieraus kann man eine Basis komplexer 1-Formen ablesen, die (A.88) erfiillt:

1

et i= Q =——e?Y%?2q +iv6e?Y 3/
Q 1o q
1 i .
e i= S i=——dp + ——e®?(dD + £dE — £dE)
7 ¢ NG ( £d¢ — £dg)
e i=e= V3 Y (dX +idY),
2v2
1
2= Ri=——e®YV2p 4 \/2ie?Y 125 . 4.48
VG (4.48)

Um diese nun zu dem 4(h12+1) = 4(141) = 8-dimensionalen Vielbein zusammen-
zusetzen, mufl man angeben, wie man die (af)-Indizes nacheinander anordnet.
Hier wurde folgende Wahl getroffen

(Vll, V21, V12, V22, V13’ V23, V14, V24) ~ (Vl, VQ, V3’ V4, V5, VG, V7, VS),
VT = (Qasa G,R, _SaQa _Ra é) (449)

In dieser Basis lautet die Tangentialraummetrik

o O OO
o O O

Nab = (450)

|
—_
OO O O OO

SO OO o oo
o O O

_ O OO oo oo
S OO o oo
SO OO O oo
o O OO

S OO DO O+ OO
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Es soll nun die zugehorige Spinkonnexion berechnet werden. Dazu mufl man die
duBeren Ableitungen des Vielbeins bestimmen. Hierzu benétigt man

dq =0,
dr=—dX Ngq,

1
dSZ—ZdX/\r,
dt =dX N s,

déo NdEg + d&y NdEy =qNt+T A s, (4.51)

und

o Trice
dy = —i \/;Y(e—e)

do z%(s +3),

dD + £d€ — £dE = —/2ie (S = 9),
¢ =2V6e Y 2(Q + Q),

t= ff YHHQ - Q),
r=2v2e"YV*(R + R),
§=— @ed’Yl/z(R — R). (4.52)

Man findet schlief3lich

2
de :i\/;e/\e,

dS=—-V2(SAS+QAQ+RAR),

3 = 1 - _
dQ—7(5+S)AQ—1 §(e—e)AQ+ﬁ(e+e)/\(R—R),
1 . 1 - ~ _
dR:ﬁ(S+S)/\R—1%(e—e)/\R—E(e+e)/\(@+@)
—i\/g(e+é)A(R+R). (4.53)

Die Spinkonnexion wird mittels (A.101) bestimmt (die Rechnung wurde mit
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MAPLE V durchgefiihrt)

1(5-3) ViQ  -i\/3Q- LR —L(e+9)
—V2Q V2(S - 5) 0 —V2R
-3+ R 0 i/2(e+e) 1Q-1\/3R
O— Jsle+e) V2R —55Q —i\/3R J5(5—5) +iy/3(e+2)
0 0 0 0
0 0 ~i\/3Q - LR 0
0 0 %Q — i\/igR 0
i\/gQ + LR 0 0 1LQ-iLR
0 0 0 i\/30 - LR
0 0 0 0
0 - \/3e+ LR - 5Q iR 0
0 0 0 —75Q - iR
T —V2(S5-9) V2Q —V2R 0
VB -5(5-8) (e +e) /30~ LR
V2R %(64’5) \%(S S')fi\/g(eJre) %Q*l\/gR
0 /30 + LR ~LQ-i/iR —iy/2(e+e)
(4.54)
Der Vergleich mit der allgemeinen Spinkonnexion (A.93)
. (P3  DP- (43 q- . (itoo itoy
= —1 = -1 t=-—-1{. .
b <P+ —p3> 1 <(J+ —Q3> (17501 17511)
ps+q-  p- q- 0 iZgo 0 ito1 0
P+ —p3+aq O q- 0 itoo 0 it
q+ 0 ps—q p- it1o 0 it1q 0
O i 0 q+ p+ —p3s—gqs O ito1 0 it
—itoo 0 —ito; 0 ps—qg p- —q+ 0 ’
0 —itoo 0 —it01 D+ —Ps — (g3 0 —q+
—itg 0 ity O —q- 0 psta  p-
0 —ito; 0 —ityy 0 —q- P+ —P3st @
(4.55)

zeigt, da (4.54) nicht von dieser Form ist. Da von der Metrik (4.45) bekannt ist,
daB sie quaternionisch ist [44], stellt sich die Frage, wo der Fehler liegt.

Die Antwort ist die folgende: Mittels (A.101) wird eine Konnexion berechnet,
die ihre Werte in der Algebra der Gruppe annimmt, die die Tangentialraummetrik
(4.50) invariant 148t (und die im folgenden Tangentialraumgruppe genannt wird).

Diese ist aber grofier als sp(1)sp(2). Tatséchlich ist sie gegeben durch die Menge
aller Matrizen T, die

TT+T=0 uwnd T H+nT =0 (4.56)
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erfiillen.

Obwohl (4.54) nicht von der Form (4.55) ist, kann  ihre Werte in sp(1)sp(2)
annehmen. Allerdings ist die sp(1)sp(2) in der €2 ihre Werte annimmt, nicht gem 48
(4.55) in die Algebra der Tangentialraumgruppe eingebettet. Insbesondere ist
daher nicht klar, welcher Anteil von (4.54) der sp(1)-Konnexion entspricht. Diesen
mufl man aber kennen, um die Bedingung (A.84) {iberpriifen zu kénnen.

Um iiberpriifen zu kénnen, ob (4.45) quaternionisch ist, mufl man also ei-
ne Rotation in der Tangentialraumgruppe finden, die (4.54) in die Form (4.55)
iiberfithrt. Angesichts der Tatsache, dafl keine man keine Parametrisierung der
Tangentialraumgruppe kennt, scheint dies aussichtslos. Fiir den hier betrachteten
Fall ist es mir gelungen, die gesuchte Rotationsmatrix zu finden. Sie lautet

Bogo0 L0 0 00
0 0 i 0 0 0 0 0
0 -0 0 0 0 0 0
002 0 0 00
=16 000 0 0 o0 i (457)
0 00 0 0 ¥ I g
0 00 0 0 I ¥y
0 00 0 —i 0 0 0

Man sieht leicht, daf diese Matrix (4.56) erfiillt. Das rotierte Vielbein lautet

(Vo)r =(T"v)"

=(5-Q - 5Rie,—iS. —5Q+ S-R.ic,
(4.58)

Fiir die rotierte Konnexion (4.54) findet man (Q, = T7'QT) (4.59). Dies ist
augenscheinlich von der gesuchten Form (4.55).

Bestimmt hieraus die sp(1) Konnexion und ihre Kriimmung (A.83), findet man
Ubereinstimmung mit den aus dem Vielbein (4.58) konstruierten Hyperk ihler-
formen (A.67). Nach der Rotation ist es also mdoglich, zu beweisen, dafl (4.45)
quaternionisch ist.

Am Ende von Abschnitt 4.4 wurde gezeigt, dafl die moglichen Quantenkorrek-
turen zu (4.45) durch zehn Funktionen parametrisiert werden. Um diese weiter
einzuschranken, mufl man untersuchen, in welchen Féillen die durch sie beschrie-
bene Metrik quaternionisch ist. Der erste Schritt bei dieser Untersuchung be-
steht aus der Konstruktion eines Vielbeins und der Berechnung der zugehérigen
Spinkonnexion. Diese wird i.A. nicht die Form (4.55) haben. Um iiberpriifen zu
konnen, ob die gegebene Metrik quaternionisch ist, mufl folglich eine Rotation
gefunden werden, die die Spinkonnexion in diese Form iiberfiihrt. Dies war aber
schon im hier vorgestellten einfachsten Fall nur mit Gliick méglich. Im allgemei-
nen Fall, in dem Terme der Metrik eingeschrénkt werden miissen, damit eine
solche Rotation iiberhaupt existiert, scheint dieses Vorgehen aussichtslos.



64 KAPITEL 4. QUANTENKORREKTUREN IM ALLGEMEINEN FALL

L(S-8) - dle+e) —HQ+\/3iR \/3iQ+ LR 0
5@+ \/§1R \/gi(e—i—é) 0 \/§1Q+ Vol
V3@ - LR 0 Va(S5 - 5) ~LQ+ /3R
Q, = 0 3iQ — %R %Q—i— 3R %(S—S’)—i— 3i(e+e)
—V2Q + /2iR 0 0 0
0 —2Q + /2R 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
V2Q + /3R 0 0 0
0 V2Q +/3iR 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
—y/2i(e + ) —55Q+/5iR —\/31Q+ &R 0
F5Q+1/3iR  —Z5(S—9)+ (e +e) 0 —\/giQJr%R
~\/3i0 - LR 0 ~ (5 -5) ~\flie+e) —LQ+ /IR
0 —/3Q - LR LQ+ /3R ~V2(5 - 5)

(4.59)

4.6 Probleme der geometrischen Untersuchung
11

Die Wirkung (4.41) analog zu den Abschnitten 2.5 und 2.6 daraufhin zu unter-
suchen, ob sie ein quaternionisches o-Modell beschreibt, ist nach dem im vorigen
Abschnitt Gesagten nicht durchfiihrbar. Auch die notwendige Bedingung, dafl
quaternionische Mannigfaltigkeiten Einstein sein miissen, konnte nicht iiberpriift
werden, da es nicht moglich war, den Ricci-Tensor zu berechnen. Es gibt eine
weitere notwendige Bedingung, die quaternionische Mannigfaltigkeiten erfiillen
miissen: Thre fundamentale Vierform mufl geschlossen sein (A.48). In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, dal auch der Versuch, diese Bedingung zu iiberpriifen, nicht
dazu fithrt, daf man den Ansatz (4.41) einschréanken kann. Die (A.67,A.73,A.47)
aus den Vielbeinen konstruierten Fundamentalformen sind im allgemeinen nicht
geschlossen”.

Um dies zu illustrieren, wird nun aus dem Vielbein (4.5) die zugeh 6rige Vier-
form berechnet.

Dazu konstruiert man zuerst die Hyperké&hlerformen (A.67)

I =2pa VNV

"Die Definition quaternionischer Mannigfaltigkeiten sagt nur, daf man auf ihnen komplexe
Strukturen definieren kann, so dafl diese Form geschlossen ist. Dafl man auflerdem komplexe
Strukturen definieren kann, fiir die dies nicht gilt, ist kein Widerspruch.
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=2(Q,e,—S,—R)\ 0 -1
=—2(SAS+RAR-QA
J12 = — 2pabV1“ A Vlb
0

|
=-2(Q,e,—S,—R)\ 0 —1

=4(QAS+eAR),
T3 =2pa VAV

Q-
0 0

0

0

1
0
0
0

0

co o~
O W

=2(S,R,Q,8)\ 0 -1
=4(SAQ+RAe),
J22 - _ 2pabv2a A Vlb

=-2(S,R,Q,8)\ 0 -1

=2(SAS+RAR-QANQ—cAe). (4.60)

bzw. (A.73)

1 0 1\ [/iJY iJ! 1
1 L 1 2 _ 27t
2(QANS+SAQ+eANR+RANE),
1 0 —i\ [iJYy iJ! i
2 1 1 2 LN s R P
J_2ﬂ<CO)(U%iPJ)_2OJ21JO
=—2(QNS—-SAQ+eAR—RANE),
1 1 0\ /iJYy iJ! 1
3 1 1 2 oYl g2
pe (6 0 (G ) -

=-2((SAS+RAR-QANQ—eNE). (4.61)

®

Die zugehorige Vierform ist gegeben durch (A.47)

A=T' AN+ PPN+ TPAT
=24RANRANeNEe+24QNQANSANS—16RASAQAE—T6RASAQANe

+8RARANQAQ—-8SRARANSAS+8SASANene—8QANQANeAeE.
(4.62)
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Mit (4.53) kann man nun ihre dufiere Ableitung bestimmen. Man findet

aA=16v2((e &) ASASA(RAQ+RAQ)
+(e+é)ASASA(R/\Q—RAQ)>
+8vV2enen (S+S)A(RAR-QAQ)
+8VeieAeA (S+S)A(QAR+QAR)
£0. (4.63)

Die entsprechende Rechnung mit den Vielbeinen (4.58) nach der Rotation
(4.57) zeigt, daB die aus ihnen konstruierte Vierform wie zu erwarten geschlossen

ist.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Die Niederenergielimites von vierdimensionalen Stringtheorien mit N = 2 Su-
persymmetrie bilden ein vielversprechendes Szenario, um sowohl Quanten- als
auch Weltflachenkorrekturen der Stringtheorie zu untersuchen. Man erhélt diese
Theorien durch Kompaktifizierung der Typ ITA/B Stringtheorie auf Calabi-Yau
Mannigfaltigkeiten oder durch die Kompaktifizierung des heterotischen Strings
auf T? x K3. Dabei ist die Kompaktifizierung der IIA Theorie auf einer Calabi-
Yau Mannigfaltigkeit C'Y3 dquivalent zur Kompaktifizierung der IIB Theorie auf
der Mirror-Calabi-Yau C'Y3. Diese Aquivalenz gilt Ordnung fiir Ordnung in der
Storungstheorie. Es wird vermutet, dal die heterotische Theorie und die Typ
IT Theorie verschiedene perturbative Realisierungen derselben zugrundeliegenden
Theorie sind. Diese Dualitét kann nicht storungstheoretisch sein.

Auler dem Gravitationsmultiplett gruppieren sich die Felder der Niederener-
gietheorien in Vektor- und Hypermultipletts der N = 2 Supergravitation. Im
Vektormultiplettsektor konnten die entsprechenden Wirkungen einschlie8lich al-
ler Quanten- und Weltflachenkorrekturen exakt bestimmt werden, ebenso ist es
in diesem Sektor gelungen zu zeigen, dafl die Wirkungen der als dual zueinander
vermuteten Theorien iibereinstimmen.

Die Untersuchungen im Hypermultiplettsektor hingegen stehen noch an ihrem
Anfang. Es konnte bisher fiir keine der Theorien die exakte Niederenergiewirkung
bestimmt werden. Die vorliegende Arbeit ist der Untersuchung der perturbati-
ven Quantenkorrekturen des Hypermultiplettsektors der ITA Theorie gewidmet.
Die dabei verfolgte Strategie ist, keine expliziten Stringrechnungen auszufiihren,
sondern die Korrekturen aus bekannten Ergebnissen und den Symmetrien der
Stringstorungstheorie zu erschlieflen.

Kompaktifiziert man den ITA String auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit
mit A2 = 0, so enthilt das Spektrum der Niederenergietheorie nur ein Hy-
permultiplett, das universelle. In diesem Fall war es Strominger [41] gelungen,
die Ein-Schleifen-Korrektur zur Wirkung zu bestimmen, er konnte aulerdem eine
scheinbar zu allen Ordnungen korrigierte Wirkung angeben, die mit allen Symme-
trien der Stringstorungstheorie kompatibel ist. Mir ist es gelungen zu beweisen,
dafl diese Wirkung durch die geforderten Symmetrien eindeutig festgelegt ist.
Durch die Dualisierung dieser Wirkung ins Tensormultiplettbild konnte ich zei-

67
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gen, daf3 sich die scheinbar zu allen Ordnungen auftretenden Quantenkorrekturen
zur supersymmetrischen Erweiterung einer Ein-Schleifen-Korrektur des Einstein-
Hilbert-Termes zusammenfassen. Damit habe ich ein Nichtrenormierungstheorem
fiir das universelle Tensormultiplett bewiesen: Es erhélt keine stérungstheoreti-
schen Quantenkorrekturen nach der ersten Ordnung.

Weiter ist es mir gelungen, die klassische Wirkung des Hypermultiplettsektors
der ITIA Theorie, kompaktifiziert auf einer Calabi-Yau mit beliebigem h (2 auf
die des entsprechenden Sektors der IIB Theorie, kompaktifiziert auf der Mirror-
Calabi-Yau, abzubilden und so eine explizite Realisierung der Mirrorsymmetrie
zu geben. Diese Abbildung war vorher nur in einem Spezialfall gefunden wor-
den [43]. Die Wirkung des Hypermultiplettsektors der IIB Theorie kann nur im
Limes groBen Volumens (von 6’\}73) durch die Kompaktifizierung erhalten werden.
Mittels der Abbildung auf die ITA Theorie, deren Verhalten beim Verlassen des
entsprechenden Limes bekannt ist, kann auch die IIB Theorie aulerhalb dieses
Limes untersucht werden. Bei dieser Untersuchung stellt man fest, dafi die im
Limes grofen Volumens vorhandene SL(2,7) Symmetrie der IIB Theorie durch
Weltflachenkorrekturen gebrochen wird.

Im Fall der ITA Theorie mit einer beliebigen Anzahl von Hypermultipletts
konnte ich (im Limes grofler komplexer Struktur) die allgemeinste Wirkung an-
geben, die mit allen Symmetrien der Storungstheorie vertréglich, aber noch nicht
supersymmetrisch ist. Es bliebe zu untersuchen, wann das durch diese Wirkung
beschriebene o-Modell eine quaternionische Mannigfaltigkeit beschreibt. In den
Abschnitten 4.5 und 4.6 habe ich dargestellt, warum diese Untersuchung soviel
schwieriger ist, als im Fall des universellen Hypermultipletts. Tats dchlich scheint
das weitere Verfolgen dieses Ansatzes zur Bestimmung der Quantenkorrekturen
aussichtslos, solange nicht weitere Bedingungen, z.B. durch neue Stringrechnun-
gen, an die Wirkung gestellt werden konnen.

In einem Anhang habe ich schlielich die benotigten Konzepte und Resultate
der Geometrie zusammengestellt.



Anhang A

Geometrie

A.1 Einleitung

Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des Niederenergie-
limes von vierdimensionalen Typ II Stringtheorien, die N = 2 supersymmetrisch
sind. Dabei wurde an verschiedenen Stellen von geometrischen Konzepten Ge-
brauch gemacht.

So ist die Zielraummannigfaltigkeit des o-Modells der Skalare in diesen Theori-
en durch die Supersymmetrie eingeschrénkt, das Produkt einer speziellen Kéahler-
und einer quaternionischen Mannigfaltigkeit zu sein (1.15). Die Tatsache, daf die
Kopplungen der Skalare der Hypermultipletts durch die quaternionische Geome-
trie bestimmt sind, erlaubte es mir in Abschnitt 2.6 die vollst &ndige stérungs-
theoretische Wirkung des universellen Hypermultipletts abzuleiten.

Die klassische Wirkung des Hypermultiplettsektors wurde auf zwei Arten ab-
geleitet. In Abschnitt 3.2 durch die c-map, wobei die spezielle K &dhlergeometrie
des Hypermultiplettsektors ausgenutzt wurde, in den Abschnitten 1.4 und 4.2
durch Kompaktifizierung auf einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit.

In diesem Anhang werden die benutzten geometrischen Konzepte eingefiihrt.
Vorausgesetzt wird dabei die Kenntnis reeller (Riemannscher) Differentialgeome-
trie; eine Einfiihrung findet man in z.B. [58-60]. Aufbauend hierauf werden die
Grundbegriffe komplexer und quaternionischer Geometrie eingefiihrt.

Reelle Mannigfaltigkeiten sind R#ume, die lokal diffeomorph! zum R™ sind.
Dies bedeutet insbesondere, dafi der Tangentialraum an einem beliebigen Punkt
der Mannigfaltigkeit isomorph zu R"™ ist. Die auf den Mannigfaltigkeiten zu kon-
struierenden komplexen bzw. quaternionischen Strukturen miissen entsprechende
Strukturen auf den Tangentialrdumen induzieren. Diese werden im zuerst un-
tersucht, bevor gezeigt wird, unter welchen Bedingungen sie sich global auf der
Mannigfaltigkeit realisieren lassen.

Die hier gewéhlte Darstellung der komplexen Geometrie orientiert sich an
der von [58]. Insbesondere finden sich dort zahlreiche Beispiele zu den jeweiligen
Konstruktionen.

L Alle hier betrachteten Mannigfaltigkeiten sind analytisch.

69
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A.2 Komplexe Strukturen auf reellen Vektor-
raumen

Da die in dieser Arbeit betrachteten Mannigfaltigkeiten endlichdimensional sind,
werden auch nur endlichdimensionale Vektorrdume betrachtet.

Der komplexe Vektorraum C" ist isomorph zum reellen Vektorraum R?". Dem
Endomorphismus? des C", der durch die Multiplikation mit i gegeben ist, muf
also ein Endomorphismus des R?" entsprechen. Ein z € C" hat die Komponenten
(21,...,2n). In ihre Real- und Imaginérteile zerlegt (2% = 2* + iy¥), definieren sie
ein Element des R?"

(2., 2" = (', .. 2™yt ). (A.1)

Der gesuchte Endomorphismus ist bzgl. dieser Basis durch folgenden Tensor ge-
geben

(Jo) = (—?ln ]10”) : (A2)

Allgemeiner definiert man

Definition A.2.1. Eine komplexe Struktur eines reellen Vektorraumes V' ist ein
Endomorphismus J, der J o J = —1 erfiillt.

In einer Basis (e1,. .., €2,) von V hat J die Komponenten J*;. Die Bedingung
(A.2.1) lautet dann

JE I = —6F. (A.3)

Einem reellen Vektorraum V mit komplexer Struktur J kann man die Struktur
eines komplexen Vektorraumes geben, indem man die Skalarmultiplikation mit i

durch

ik = J*p! v=1ke, €V (A.4)

definiert.
Man kann weiter zeigen, dal es in V FElemente é,...,¢é, gibt, so dafl
(é1,...,6n,J(é1),...,J(é,)) eine Basis von V' bilden. Hieraus sieht man, dafl nur

reelle Vektorrdume gerader Dimension eine komplexe Struktur besitzen konnen.
Die Wahl einer komplexen Struktur auf ist V' nicht eindeutig. Die indquivalen-
ten komplexen Strukturen auf V' bilden gerade den Raum GL(2n,R)/GL(n,C)
[58].
Ein weiterer komplexer Vektorraum, den man V zuordnen kann, ist seine
Komplexifizierung

Vei=V @ C. (A.5)

2Ein Endomorphismus ist eine lineare Abbildung eines Vektorraumes auf sich selbst.
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Hierbei bedeutet ®g, dafl das Tensorprodukt der reellen Vektorrdume V' und C
gebildet wird. Die Dimension von V¢ ist das Doppelte der Dimension von V.
Man kann die Komplexifizierung von Vektorrdumen ungerader Dimension bil-
den, hier soll aber weiter davon ausgegangen werden, dafl V' 2n-dimensional
ist. V¢ besteht aus (formalen) Linearkombinationen von Elementen von V' mit
komplexen Koeffizienten, insbesondere sind e; und iJ(e;) linear unabhiingig?.
Durch Linearitdt kann J zu einem Endomorphismus von V¢ fortgesetzt werden
(J(iv) :=1J(v), Yv € V). Auf dem komplexen Vektorraum V¢ ist J diagonali-
sierbar; die Eigenwerte von J sind +i. V¢ zerfillt in die zugehotrigen Eigenrdume
Ve = VI,O + VO’IZ
V0= {J(w) =i |V eV}, VOi={J(v)=—iv|VveV} (A.6)
Die in den folgenden Abschnitten betrachteten Mannigfaltigkeiten sind aus-
nahmslos Riemannsch, d.h. sie besitzen eine Metrik. Diese induziert in den Tan-

gentialriumen Skalarprodukte, deren Eigenschaften als néchstes besprochen wer-
den sollen.

Definition A.2.2. Ein hermitesches Skalarprodukt h auf einem reellen Vektor-
raum V mit komplexer Struktur J ist ein Skalarprodukt, fiir das gilt:

h(J(v), J(w)) = h(v,w), Yv,welV. (A.7)
Sei nun

(e1,...,69,) (A.8)

eine Basis von V und hy; die Komponenten von h bzgl. dieser Basis. Dann lautet
die Bedingung (A.7)

P i d e = B = —hi S = P I (A.9)

Auch h kann linear auf V¢ fortgesetzt werden. Man findet, daf die Unterrdume
V10 und V%! zueinander orthogonal sind [58].

h(v,w) =0, YveVY weVh. (A.10)

A.3 Fast komplexe und komplexe Mannigfaltig-
keiten

Eine komplexe Mannigfaltigkeit Mist lokal hom6omorph zum C”, wobei die Uber-
gangsfunktionen zwischen verschiedenen Kartengebieten holomorph sein miissen.
Sei ein Punkt p aus einer solchen Mannigfaltigkeit M gegeben. Dieser kann
als der Ursprung eines Systems lokaler Koordinaten (21, ..., 2") gewihlt werden.
Mit 2% = zF +iy* = 2% + 12" kann
0 g 0 0 0 0

(%’”.’%’a—yl’.“’a—yn):(@’.“’W) (Al]_)

3(A.4) gilt nicht, da V als reeller Vektorraum betrachtet wird.
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als reelle Basis des Tangentialraumes (73,(M)) am Punkt p gewéhlt werden. Dann
definiert

0 0 0 0

Jp(a_m):_a_%, pa_%)za—m’ kel,...,n (A.12)

eine komplexe Struktur auf 7,,(M). Aus der Tatsache, daf die Ubergangsfunktio-
nen holomorph sind, folgt, da§ auf M ein Tensorfeld J (vom Typ (1, 1)) existiert,
das am Punkt p wie (A.12) wirkt [58]. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition A.3.1. Eine fast kompleze Struktur auf einer reellen Mannigfaltigkeit
M ist ein Tensorfeld J*;, welches in jedem System lokaler Koordinaten (%) die
Gleichung J*;J7; = —6y erfiillt.

Eine reelle Mannigfaltigkeit mit fast komplexer Struktur heifit fast komplexe
Mannigfaltigkeit.

Insbesondere kann eine Mannigfaltigkeit nur dann fast komplex sein, wenn ih-
re Dimension gerade ist. Auf jeder komplexen Mannigfaltigkeit existiert eine fast
komplexe Struktur. Umgekehrt ist aber keineswegs jede fast komplexe Mannigfal-
tigkeit auch eine komplexe. Im folgenden wird untersucht, wann dies der Fall ist.
Wie in (A.12) gesehen, induzieren komplexe Koordinaten in ihren jeweiligen Ko-
ordinatengebieten konstante komplexe Strukturen, die lokal durch die Matrix J,
dargestellt werden. Eine fast komplexe Mannigfaltigkeit ist genau dann eine kom-
plexe, wenn es zu jedem Punkt der Mannigfaltigkeit eine Umgebung gibt, in der
man die gegebene fast komplexe Struktur durch eine Koordinatentransformation
in diese Standardform bringen kann.

Ein verwandtes Problem tritt in der allgemeinen Relativit dtstheorie auf. Dort
lautet die Frage, wann man die Metrik in der Umgebung eines Punktes durch eine
Koordinatentransformation auf die Form der Minkowskimetrik bringen kann. Es
ist dies genau dann moglich, wenn in der fraglichen Umgebung der Kriimmungs-
tensor verschwindet.

Diesem analog definiert man den Nijenhuis-Tensor (es wird wieder das lokale
Koordinatensystem der 2 gewiihlt):

Nijy = (lealJ,j AT KR AW A Jliaij’). (A.13)

Daf dies tatséchlich einen Tensor definiert, wird in [58] bewiesen. Man sieht
sofort, dafl V in einem Koordinatensystem verschwindet, in dem J konstant ist.
Dafl das Verschwinden von N die Existenz eines solchen Koordinatensystemes
garantiert, ist wesentlich schwieriger zu zeigen [61].

A.4 Kaihlermannigfaltigkeiten

Im vorangegangenen Abschnitt wurden komplexe Strukturen auf reellen Mannig-
faltigkeiten beschrieben. Die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Mannigfal-
tigkeiten sind zudem noch mit einer Metrik versehen. In diesem Abschnitt wird
untersucht, unter welchen Bedingungen diese beiden Strukturen kompatibel sind.
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Eine Metrik auf einer Mannigfaltigkeit induziert auf den Tangentialr &umen ein
Skalarprodukt. Da die Tangentialrdume fast komplexer Mannigfaltigkeiten mit ei-
ner komplexen Struktur versehen sind, sind gerade solche Metriken von Interesse,
die ein hermitesches Skalarprodukt induzieren. Es sind dies die folgenden:

Definition A.4.1. Eine Metrik h auf einer (fast) komplexen Mannigfaltigkeit
M mit (fast) komplexer Struktur J ist eine hermitesche Metrik, wenn fiir je zwei
Vektorfelder X und Y auf M gilt:

h(J(X), J(Y)) = h(X,Y). (A.14)

Eine (fast) komplexe Mannigfaltigkeit mit einer hermiteschen Metrik heifit
(fast) hermitesche Mannigfaltigkeit.

Diese Gleichung hat die Form wie (A.7). Hier aber handelt es sich um eine
Gleichung zwischen Tensorfeldern. Eine (fast) hermitesche Metrik existiert auf
jeder (fast) komplexen Riemannschen Mannigfaltigkeit. Ist il(X ,Y') die gegebene
Metrik, so wird (A.14) von h(X,Y) = h(X,Y) + h(J(X), J(Y)) erfiillt.

Sei nun (#',...,2%") ein lokales Koordinatensystem um einen Punkt p der
Mannigfaltigkeit. Dann bedeutet nach (A.9) die Bedingung (A.14) gerade, daf§

Jkl = _Jlk (A15)
antisymmetrisch ist. Die J,,, sind also Komponenten einer Zweiform.

Definition A.4.2. Die Fundamentalform ® auf einer (fast) hermiteschen Man-
nigfaltigkeit mit (fast) hermitescher Metrik h und (fast) komplexer Struktur J
ist gegeben durch

= Jydi® Adit. (A.16)

Eine Basis des komplexifizierten (A.5) Tangentialraumes ist

0 1,0 0 0 1,0 0
= — — i = — (i) . Al
57~ 2 ~lam) . ax 2o T igm) (A-17)
Die dazu duale Basis des komplexifizierten Kotangentialraumes erfiillt
0 0 r, 0 e, Z
k _ sk k _ K _ & _ sk
Sie lautet
dzF = di* +idaFt,  dFF = dat — idaFt . (A.19)

Die auf den komplexifizierten Kotangentialraum fortgesetzte Metrik h lautet

h = hydz* @ dz* + hygd2* @ dz' + hydz* @ d2' + hydz* @ d7. (A.20)
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Aus Gleichung (A.10) folgt, dafl die Komponenten hy; und hy; fiir eine hermitesche
Metrik (A.14) verschwinden miissen. Sie ist also von der Form

h = hygdz" ® dz' + hpdz* @ dz . (A.21)

Auflerdem kann man zeigen, daf} fiir die auf den komplexifizierten Tangen-
tialraum fortgesetzte Fundamentalform gilt [58]

) LN A.22
kl

Definition A.4.3. (Fast) hermitesche Mannigfaltigkeiten mit geschlossener Fun-
damentalform (d® = 0) heiBen Kdihlermannigfaltigkeiten. Die Fundamentalform
nennt man in diesem Fall Kdhlerform, die Metrik Kdahlermetrik.

Man kann zeigen, dafl diese Zweiform gerade dann geschlossen ist, wenn die
komplexe Struktur kovariant konstant ist.

Kéhlermannigfaltigkeiten sind also die komplexen Mannigfaltigkeiten, in de-
nen Riemannsche und komplexe Struktur vollsténdig kompatibel sind: Einerseits
148t die komplexe Struktur die Metrik invariant (A.14), andererseits ist auch er-
stere invariant unter dem durch die Metrik festgelegten Paralleltransport.

Die Bedingung d® = 0 stellt eine starke Einschrénkung an die Form der
Metrik dar. Aus ihr folgt

1= == — A.23
920 077 9z 93 (4.23)
Diese Gleichungen werden gel6st durch
PK
hyi = - . A.24
M 92k ( )

Die Funktion K heifit das Kdahlerpotential der Kéhlermetrik hyj.

A.5 Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten M ¢y sind Ricci-flache Mannigfaltigkeiten, deren
Holonomiegruppe in SU(n/2) liegt (n = dimg Mcy). In Abschnitt 1.4 wurde
gezeigt, daBl die ITA-Stringtheorie, kompaktifiziert auf einer solchen Mannigfal-
tigkeit, im Niederenergielimes zu einer N = 2 Supergravitationstheorie in vier
Dimensionen fiihrt. Die vierdimensionale Theorie ist dabei im klassischen Grenz-
fall durch topologische Daten der Calabi-Yau Mannigfaltigkeit bestimmt. In Ab-
schnitt 1.4 wurde gezeigt, dafl das Spektrum der vierdimensionalen Theorie durch
die Hodge-Zahlen von Mgy bestimmt ist. Die klassische Wirkung des Hyper-
multiplettsektors der Theorie ist tiber die c-map durch das Prépotential (3.11)
bestimmt. Dieses Kapitel soll die notwendigen topologischen Konzepte bereitstel-
len. Es werden hier nur die wichtigsten Aussagen zusammengestellt; Beweise und
explizite Konstruktionen findet man z.B. in [62].
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Laut Abschnitt A.8 ist eine Mannigfaltigkeit mit SU(n/2) Holonomie K dhler
und insbesondere komplex. Eine Basis der Einsformen ist folglich durch (A.19)
gegeben. Hohere Formen erhélt man aus dufferen Produkten dieser Formen. Eine
Form der Art

s dZV A NdZ NdEN - A dF (A.25)

Wiy ip1..-dq

nennt man eine (p, ¢)-Form.
Die duflere Ableitung spaltet auf in

d=09+0= dzi% + diiaazi . (A.26)
Beide Anteile sind nilpotent
=0, 9*=0. (A.27)
Dies erlaubt die Definition der Dolbeault Kohomologiegruppen:
H((ép,q) _ 0 —_geschlossene (p,q) — Formen (A.28)

0 — exakte (p, q) — Formen

Eine Form w ist 5—geschlo§sen, wenn sie Ow = 0 erfiillt, sie ist exakt, wenn es eine
Form A gibt, so dal w = 9\ gilt.
Die Hodgezahlen der Mannigfaltigkeit sind definiert durch

heD = dim HP . (A.29)
Die Fulerzahl der Mannigfaltigkeit ist gegeben durch
n/2 k
X=> (=1 kD, (A.30)
k=0 1=0

Die Hodgezahlen einer Calabi-Yau Mannigfaltigkeit unterliegen folgenden Ein-
schrinkungen: Die komplexe Konjugation eines Elementes aus H (%p D Yiefert ei-

nes aus Hg]’p ), weshalb h(®P9 = h@P) gilt. Poincarédualitit liefert zusitzlich
P9 = p(/2=Pn/2=4) Tn Abschnitt A.8 wird gezeigt, daB auf einer Calabi-Yau eine
kovariant konstante (n/2,0)-Form existiert. Hieraus folgt, da h®?) = p(n/2=p0)
gilt. In Kompaktifizierungen betrachtet man zusammenhéngende Mannigfaltig-
keiten, fiir diese gilt h(%0) = 1.

Fiir (reell) sechsdimensionale Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten, deren Holono-
mie exakt SU(3) ist, gilt zudem h0) = pOD = 0.

Damit sind die Hodgezahlen dieser Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten bis auf
RD und A2 bestimmt. In Form des Hodge-Diamanten lauten sie

h(33) 1
h(3’2) h(2,3) 0 0
h(3,1) h(2,2) h(1,3) 0 h(l,l) 0
h(3,0) h(2’1) h(1,2) h(0,3) — 1 h(1,2) h(1,2) 1 (A31)
h(2,0) h(l,l) h(0,2) 0 h(l,l) 0
h(l,O) h(O,l) 0 0
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Sei nun wie in (1.30) V, (a = 1,...,h('V) eine Basis der (1,1) Formen. Die
Tripelschnittzahlen der Calabi-Yau sind definiert durch

Kabe = / VoAV AV, (A.32)
Mcyy

Es bleibt, die Weltfldcheninstantonbeitrége zum Prépotential (3.11) zu erldu-
tern. Ein 2-Zykel in My, ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit ohne
Rand. Zwei 2-Zykel Z; und 2, sind homolog, wenn fiir jede Zweiform w auf Mcy,

gilt
/w:/ w. (A.33)
z 2,

Auf einer (reell) sechsdimensionalen Calabi-Yau Mannigfaltigkeit gibt es gerade
R(LY) paarweise nichthomologe 2-Zykel; sie seien mit Z, bezeichnet. Bildet man
eine Sphére (die klassische Weltflache des Strings) holomorph in die Calabi-Yau
Mannigfaltigkeit ab, so kann sich das Bild der Spahre um diese Zykel winden. Die
Zahl ng, gibt an, wieviele unabhéngige holomorphe Abbildungen der Sphére, die
sich d,-mal um Z, winden, existieren.

A.6 Quaternionen und quaternionische Struk-
turen

Ein Quaternion ist gegeben durch
qg=ql +qi®, a=1,2,3. (A.34)
Dabei sind die qq, g4 reelle Zahlen. Die i erfiillen die Algebra
%0 = —§% 4 g05°, (A.35)

Die Menge der Quaternionen wird mit H bezeichnet. Eine Darstellung der Algebra
(A.35) gewinnt man aus den Pauli-Matrizen

i'=—io' = (Ei Bi) , IP=—io?= <(1) _01> , PP=—io® = (Bi ?) :
(A.36)
Das zu (A.34) konjugierte Quaternion ist definiert durch
qd=qol —qi* a=1,2,3. (A.37)
Den Betrag eines Quaternions definiert man schlieflich als

lq1* == 94 = 39 = 9040 + Gala- (A.38)
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Es gilt |g| = 0 genau dann, wenn ¢ = 0 gilt, so dafl die Existenz dieser Betrags-
funktion beweist, dal H eine Divisionsalgebra ist, d.h. jedes Element ein Inverses
besitzt. Dieses ist durch # gegeben.

Jedem Element

¢' gl + g5i®
] = (A.39)
q" o1+ gqi®
des H™ kann ein Element des R*" zugeordnet werden:
e U TP O N7 PO Y O B (A.40)

Die Multiplikationen mit den i® entsprechen in dieser Basis den linearen Ab-
bildungen, die durch folgende Matrizen gegeben sind:

0O -1, O 0 0 0o -1, O
(1, 0 0 o0 , |0 0 0o 1,
o = 0 0 0 —-1,]|’ 7 1, O 0 01’ (A41)
0 0o 1, O 0 -1, O 0
0 0 0o -1,
0 0 -1 0
3 n
K=o 1+ o o | (A.42)
1, O 0 0

Analog zu Definition A.2.1 definiert man nun [63]

Definition A.6.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Tripel von komplexen Struk-
turen (J!, J% J3), das die Algebra (A.35) erfiillt, nennt man eine hyperkompleze
Struktur auf V. Den dreidimensionalen Unterraum des Raumes der Endomor-
phismen von V', der von einer hyperkomplexen Struktur aufgespannt wird, nennt
man eine quaternionische Struktur.

A.7 Quaternionische Kihlermannigfaltigkeiten

Quaternionische Mannigfaltigkeiten kénnen nicht analog zu komplexen Mannig-
faltigkeiten (Abschnitt A.3) definiert werden. Der Grund ist, dafl der der Holomor-
phie komplexer Funktionen entsprechende Begriff quaternionischer Analytizit &t
zu rigide ist. Quaternionisch analytische Funktionen sind linear [64, 65] 4.

Die Definition fast komplexer Mannigfaltigkeiten hingegen 148t sich auf den
quaternionischen Fall verallgemeinern. Man definiert

4Erweiterungen dieses Begriffes der quaternionischen Analytizitit sind untersucht worden
[66], haben aber noch keine Anwendung zur Konstruktion quaternionischer Mannigfaltigkeiten
gefunden.
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Definition A.7.1. Eine fast hyperkomplexe Struktur auf einer reellen Mannigfal-
tigkeit M ist ein Tripel von Tensorfeldern J %, welches in jedem System lokaler
Koordinaten (#%) die Gleichung

T T8 = —§0sf 4 et g, (A.43)

erfiillt.
Eine reelle Mannigfaltigkeit mit fast hyperkomplexer Struktur heifit fast hy-
perkomplexe Mannigfaltigkeit.

Es erweist sich allerdings, daf§ diese Struktur zu eng ist, um einen befriedi-
genden Begriff einer quaternionischen Struktur auf einer Mannigfaltigkeit zu er-
halten. Die néchstliegenden Verallgemeinerungen der reellen (komplexen) R dume
R™ (C™) sind die entsprechenden projektiven Réume P"(R) (P"(C)), die daher
wichtige Beispiele reeller (komplexer) Mannigfaltigkeiten sind. Von einem sinn-
vollen Begriff einer Mannigfaltigkeit mit quaternionischer Struktur fordert man
daher, daB er den quaternionischen projektiven Raum P"(H) umfaBt. Der P*(H)
ist homdomorph zur S*. Von allen Sphiren kénnen aber nur die S? und die S°
mit einer fast komplexen Struktur versehen werden [67]. Der P!(H) ist also nicht
fast hyperkomplex.

Gibt man die globale Existenz der komplexen Strukturen auf, wird man zu
folgender Definition gefiihrt:

Definition A.7.2. Eine fast quaternionische Struktur auf einer reellen Mannig-
faltigkeit M ist gegeben durch eine Uberdeckung von M mit offenen Mengen Uj,
so dafl auf jeder dieser Mengen (Untermannigfaltigkeiten) ein Tripel von Tensor-
feldern J; existiert, welches (A.43) erfiillt.

Es muf} folgende Vertréglichkeitsbedingung erfiillt sein: Fiir alle p € U; N Uj
erzeugen J{' und J' denselben Unterraum der Endomorphismen des Tangential-
raumes.

Mannigfaltigkeiten mit fast quaternionischer Struktur heiflen fast quaternio-

nische Mannigfaltigkeiten.

Dal J# und J{* denselben Vektorraum aufspannen, bedeutet, da man sie
mit einer G'L(3, R) Transformation ineinander iiberfiihren kann. Daf J& und J;
(A.43) erfiillen miissen, bedeutet, dafl diese Transformation tatséchlich in SO(3)
liegt.

Sowohl fast hyperkomplexe als auch fast quaternionische Mannigfaltigkeiten
sind 4n-dimensional.

Wie im komplexen Fall bleibt nun zu untersuchen, wann diese Strukturen mit
einer auf der Mannigfaltigkeit definierten Metrik h kompatibel sind.

Dazu ist als erstes zu fordern, dafl die Metrik A in jedem Tangentialraum
hermitesch bzgl. aller drei komplexer Strukturen ist. Es muf} also fiir je zwei

Vektorfelder (X,Y) auf M gelten

h(J*(X),J'(Y))=h(X,Y), a=1,2,3, Keine Summe! (A.44)
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Dies hat wie in (A.15) die Konsequenz

‘]Iil = _Jl1k> Jl?l = —J12k> le’z = —Jz?k- (A.45)
Es 148t sich also ein Tripel von Zweiformen konstruieren:
O = Jydi® A dit. (A.46)

Im Fall einer fast hyperkomplexen Mannigfaltigkeit kann man zeigen, daf die
komplexen Strukturen genau dann kovariant konstant sind, wenn die Zweiformen
geschlossen sind.

Definition A.7.3. Eine fast hyperkomplexe Mannigfaltigkeit mit einer Metrik
h, die bzgl. aller drei komplexer Strukturen hermitesch ist, heilt Hyperk dhlerman-
nigfaltigkeit, wenn die drei Zweiformen (A.46) geschlossen sind. Das Tripel der
Zweiformen nennt man in diesem Fall die Hyperk dhlerform der Mannigfaltigkeit.

Im Fall einer fast quaternionischen Mannigfaltigkeit sind werder die Zweifor-
men (A.46), noch die komplexen Strukturen notwendig global definiert. Es 148t
sich aber zeigen, dafl die aus ihnen konstruierte Vierform

A=O' ND 4 D2 N D? 4+ P3N PP (A.47)

auf der gesamten Mannigfaltigkeit definiert ist [68].

Eine fast quaternionische Struktur wird von der metrischen Struktur respek-
tiert, wenn der Paralleltransport die von den J® aufgespannten Unterrdume der
Endomorphismen der Tangentialrdume ineinander iiberfiihrt. Nach dem nach De-
finition A.7.2 Gesagten bedeutet dies, daf§ der Paralleltransport auf einer Basis
J®, die durch (A.43) normiert ist, wie eine SO(3) Rotation wirkt.

Es 148t sich zeigen, dafl diese Bedingung gerade dann erfiillt ist, wenn die
fundamentale Vierform kovariant konstant ist [68]. Hieraus folgt, dafl sie auch
geschlossen ist:

DiAjklm =0 = D[iAjklm] = 8[iAjklm] = 0. <A48)

Definition A.7.4. Fast quaternionische Mannigfaltigkeiten, deren Metrik in je-
dem U; hermitesch bzgl. einer Basis ihrer fast quaternionischen Struktur ist
und deren fundamentale Vierform kovariant konstant ist, heilen quaternionische
Kahlermannigfaltigkeiten.

Diese Definition ist fiir vierdimensionale Mannigfaltigkeiten leer, da auf ihnen
jede Vierform geschlossen ist. Die Definition vierdimensionaler quaternionischer
Kéahlermannigfaltigkeiten wird in (A.56) nachgeholt.

Dieser Name scheint irrefiihrend, da diese Mannigfaltigkeiten weder Ké&hler-
mannigfaltigkeiten sind (da sie i.A. nicht einmal fast komplex sind), noch sie
in dem Sinne quaternionisch sind, in dem komplexe Mannigfaltigkeiten komplex
sind. Nach dem oben gesagten erfiillen sie aber das quaternionische Analogon
der Kéahlerbedingung. Auflerhalb dieses Anhangs wird dieser Name nicht mehr
benutzt werden, sondern der in der physikalischen Literatur eingebiirgerte Name
quaternionische Mannigfaltigkeiten®.

5Die Mannigfaltigkeiten, die in der mathematischen Literatur als quaternionisch bezeichnet
werden, haben im allgemeinen keine metrische Struktur [63,64,69].
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A.8 Holonomiegruppen

Sowohl in der mathematischen als auch in der physikalischen Literatur findet man
héufig folgende Definition von quaternionischen Kéahlermannigfaltigkeiten.

Definition A.8.1. Eine quaternionische Kdihlermannigfaltigkeit ist eine reell n-
dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Holonomiegruppe enthalten

ist in Sp(1)Sp(n/4).

In diesem Abschnitt soll erklart werden, was diese Definition bedeutet und
warum sie zu der in (A.7.4) gegebenen #quivalent ist. Es sollen hier nur die
relevanten Konzepte vorgestellt werden; Beweise der angefiihrten Behauptungen
findet man in [58, 64].

Alle betrachteten Mannigfaltigkeiten M sind Riemannsch (mit Metrik ~) und
zusammenhéngend, ihr Tangentialbiindel ist mit der eindeutigen metrikkompati-
blen und torsionsfreien Konnexion versehen. Die (reelle) Dimension der Mannig-
faltigkeiten sei n.

Die Holonomiegruppe einer Mannigfaltigkeit , mifit“, inwiefern der auf ihr de-
finierte Paralleltransport von der Identitéat abweicht.

Man betrachtet dazu die Menge aller Wege, die von einem Punkt p € M
ausgehen und dort auch wieder enden. Entlang jedes dieser Wege kann nun je-
der Vektor X € T,(M) paralleltransportiert werden. Jeder dieser Wege induziert
also einen Endomorphismus auf 7,,(M). Da der Paralleltransport entlang zweier
nacheinander durchlaufener Wege gerade das Produkt der entsprechenden Endo-
morphismen induziert, der in umgekehrter Richtung durchlaufene Weg gerade den
inversen, folgt, dal die induzierten Abbildungen eine Untergruppe von O(n) (der
Strukturgruppe von M) bilden. Diese Gruppe ist unabhéngig vom gewéahlten Ba-
sispunkt, man nennt sie die Holonomiegruppe Hol(M, h) von M5. Die zugehérige
Algebra wird mit hol(M, h) bezeichnet.

Ein weiteres MaB fiir nichttrivialen Paralleltransport ist der Riemann-Tensor.
Dieser gibt gerade an, wie ein Vektor durch den Paralleltransport entlang ei-
ner infinitesimal kleinen Schleife transformiert wird. Es liegen auch alle vom
Riemann-Tensor erzeugten Transformationen in hol(M, h), sie miissen diese Alge-
bra aber nicht erzeugen. Der Grund ist folgender: Wéahrend der Riemann-Tensor
nur den infinitesimalen Paralleltransport um den Basispunkt p beschreibt, enth élt
hol(M, h) Information iiber die infinitesimalen Paralleltransporte in der Umge-
bung jedes Punktes der Mannigfaltigkeit (wobei die entsprechenden Abbildungen
wieder nach p transportiert werden miissen). Dies wird plausibel, wenn man Ab-
bildung A.1 betrachtet, die einen Weg zeigt, der zu einem infinitesimalen Paral-
leltransport um einen Punkt ¢ gehort, aber ein Element von hol (M, h) erzeugt’.

6Betrachtet man ausschlieflich zusammenziehbare Wege, so erhilt man die eingeschrinkte
Holonomiegruppe Hol?(M, k). Sie bildet die Zusammenhangskomponente der Identitit von
Hol(M, h). Da spiter lokale Fragen im Mittelpunkt stehen werden, fiir die nur die Algebra
hol(M, h) von Interesse ist, wird hier nicht weiter zwischen diesen beiden Begriffen differenziert.

"Natiirlich ist auch diese Algebra fiir alle p isomorph, die Einbettungen in die o(n) unter-
schieden sich.
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P

Abbildung A.1: Eine infinitesimale Schleife um ¢, die zu bol,(M, h) beitragt.

Es gilt: hol (M, h) wird vom Riemanntensor und allen seinen kovarianten
Ableitungen im Punkt p erzeugt.

Ist die Holonomiegruppe eine echte Untergruppe der O(n), so bedeutet dies,
daBl es Tensorfelder gibt, die unter ihr invariant, also kovariant konstant sind.
Man findet folgende Zusammenhénge:

Hol(M, g) € SO(n): Dies hat eine kovariant konstante n-Form zur Folge, die
insbesondere global definiert sein muf. Diese Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.
Da die Holonomiegruppen der nun folgenden Mannigfaltigkeiten Untergruppen
von SO(n) sind, folgt hieraus schon, daf} sie, die Mannigfaltigkeiten, orientierbar
sein miissen.

Hol(M, h) C U(n/2): Die kovariant konstante Form ist gerade die fundamen-
tale 2-Form (A.4.2). Die betreffenden Mannigfaltigkeiten sind also Kéhler und
insbesondere komplex.

Hol(M, h) € SU(n/2): Diese Mannigfaltigkeiten wurden schon in Abschnitt
1.4 eingefiihrt, es sind Calabi- Yau Mannigfaltigkeiten. Sie besitzen komplexe ko-
variant konstante (n/2,0)- und (0,n/2)-Formen. Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten
sind Ricci-flach.

Hol(M, h) C Sp(n/4): Diese Mannigfaltigkeiten sind Hyperkahler. Man be-
achte, daf fiir n = 4 gilt Sp(1) = SU(2). Die einzige vierdimensionale Calabi-Yau-
Mannigfaltigkeit, die K3, ist also auch Hyperkéhler. Wegen Sp(n/4) C U(n/2)
sind diese Mannigfaltigkeiten insbesondere Kéahler und damit komplex.

Hol(M, h) C Sp(1)Sp(n/4): Hier ist die fundamentale Vierform (A.47) er-
halten. Diese Mannigfaltigkeiten sind quaternionisch K#hler. Auch durch die Be-
trachtung der Holonomiegruppen sieht man: Da Sp(1)Sp(n/4) € U(n/2), sind
diese Mannigfaltigkeiten i.A. nicht K&hler. Auch hier stellt man fest, dafl der
Fall n = 4 ein Sonderfall ist. Dann gilt ndmlich Sp(1)Sp(1) = SO(4) und jede
orientierbare Mannigfaltigkeit erfiillt diese Definition.

Man kann zeigen [71], daB es fiir Mannigfaltigkeiten, die nicht dem Produkt
zweier anderer Mannigfaltigkeiten isomorph sind, nur zwei weitere M 6glichkeiten
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gibt, ndmlich Hol(M, h) = G5 oder Hol(M, h) = Spin(7)8.

A.9 Eigenschaften quaternionischer Kidhlerman-
nigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt werden Bedingungen abgeleitet, die es erlauben, zu iiber-
priifen, ob eine gegebene Mannigfaltigkeit M quaternionisch Kahler ist. Dabei
folge ich den Darstellungen in [70] und [72].

Auf einer quaternionischen Kihlermannigfaltigkeit existiert eine Uberdeckung
mit offenen Mengen Uj, in der ein Tripel von Tensorfeldern J® existiert, die (A.43)
erfiillen. Invariant unter Paralleltransport sind i.A. nicht diese Tensorfelder, son-
dern nur der von ihnen aufgespannte Unterraum der Endomorphismen der Tan-
gentialrdume. Eine andere Basis dieses Unterraumes, die ebenfalls (A.43) erfiillt,
erhélt man aus den J® durch eine SO(3) Transformation

JC=T%J%, (T%) € SO(3). (A.49)

Sei nun (Z1,...,Z,) ein lokales Koordinatensystem in U;. Die kovariante Ab-
leitung bewirkt einen infinitesimalen Paralleltransport, sie bildet also eine Basis
gemif (A.49) auf eine infinitesimal benachbarte ab. Die von ihre erzeugte Trans-
formation liegt also in der so(3)°

D;J 4 e AN =0, (A.50)

Diese Gleichung erlaubt es, die A%, als so(3)-wertige Konnexionen aufzufassen
bzgl. derer die drei fast komplexen Strukturen kovariant konstant sind.
Man bildet nun die zweite kovariante Ableitung von (A.50):

D, D;Jf = =™ (D AY) Ji — e AS AL, (A.51)
Antisymmetrisiert man nun diese Gleichung in m und 7, so erhélt man
Ruji Ji* = Ry I = =™ F S Ji. (A.52)

Hierbei ist R,.,;' der Riemanntensor auf M und ﬁf,‘m der zu Aj, gehorende
Kriimmungstensor

FS = 0, AF — OLAS + AP AL (A.53)
In [70] wird gezeigt, daB (A.52) fiir n > 8 (n = dim M) dquivalent ist zu (Ry
ist der Ricci-Tensor auf M).

~ 1 ,
Fi= gt (A.54)

8Eine Ausnahme von diesem Theorem bilden symmetrische Raume, diese sind homogen, d.h.
von der Form G/H fiir zwei Lie-Gruppen G, H, auflerdem ist ihr Kriitmmungstensor kovariant
konstant. Thre Holonomiegruppe ist H.

9Lie-Algebren bezeichne ich durch kleine Frakturbuchstaben.
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Weiter folgt [70]
Ry =g, XER. (A55)

Mannigfaltigkeiten, deren Metrik diese Bedingung erfiillt, heiflen Einstein-Man-
nigfaltigkeiten. Wie gerade gezeigt wurde, ist jede quaternionische Ké&hlermannig-
faltigkeit Einstein.
Setzt man nun (A.55) in (A.54) ein, so findet man
~ A

a

Fo=—J3 A.
kl n/4+2‘]kl (A.56)

Die Definition A.7.4 einer quaternionischen Kéahlermannigfaltigkeit im Fall n = 4
ist leer. In diesem Fall definiert man sie durch die Bedingung (A.56).

Je nachdem, ob A (A.55) verschwindet oder nicht, haben die quaternionischen
Ké&hlermannigfaltigkeiten Mannigfaltigkeiten sehr verschiedene Eigenschaften.

Im Fall A = 0 folgt (A.56), daB die Kriimmung der Konnexion A%, verschwin-
det. Man kann dann eine Basis J® finden, die kovariant konstant ist. Aus dem
obenstehenden ergibt sich nur, daf§ dies lokal so ist. Es gilt aber global [70].
Tatséchlich 148t sich sogar zeigen, dafl die Elemente dieser Basis drei komplexe
(nicht nur fast komplexe!) Strukturen auf M definieren, die (A.43) erfiillen. Es
handelt sich also um Hyperké&hlermannigfaltigkeiten (Definition A.7.3).

In (1.16) wurde angegeben, dafl der Ricciskalar einer quaternionischen Kéhler-
mannigfaltigkeit, die die Kopplung von Hypermultipletts an N = 2 Supergravi-
tation beschreibt, durch —8(n/4)(n/4 + 2) gegeben ist (jedes Hypermultiplett
hat vier Skalare). Bildet man die Spur von (A.55) so findet man, daf fiir diese
Mannigfaltigkeiten gilt

A=—-2(n/4+2). (A.57)
Dies in (A.56) eingesetzt liefert

FS = —2J% . (A.58)

A.10 Konstruktion fast quaternionischer Struk-
turen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man iiberpriift, ob eine gegebene
riemannsche Mannigfaltigkeit quaternionisch Ké&hler ist. Nach Definition A.7.4
existieren auf einer solchen Mannigfaltigkeit lokal drei komplexe Strukturen, die
die Algebra (A.43) erfiillen und bzgl. derer die Metrik hermitesch ist (A.44). In
den zu untersuchenden o-Modellen (1.14) ist nur die Metrik der Mannigfaltigkei-
ten gegeben. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man die komplexen Strukturen
konstruiert [44,73].

Dies geschieht, indem man die metrische Struktur auf der Mannigfaltigkeit
mit Hilfe von Vielbeinen beschreibt. Ein Vielbein definiert an jedem Punkt der



84 ANHANG A. GEOMETRIE

Mannigfaltigkeit eine Basis von orthonormalen Vektoren. Es trégt daher einen
Koordinaten- und einen Tangentialraumindex. In quaternionischen Mannigfal-
tigkeiten ist die Holonomiegruppe auf Sp(1)Sp(n/4) eingeschriankt. Es ist daher
sinnvoll, im Tangentialraum ein unter dieser Gruppe invariantes Skalarprodukt zu
wéhlen. Die Sp(1) Indizes werden mit («, f, ... ), die Sp(n) Indizes mit (A, B, ...)
bezeichnet.

Fiir eine 4n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist die Tangentialraummetrik ge-
geben durch

N=eQ®Qp = NaABB = EapPAB,

0 1 o 1,
= (0 o) o= () (A.59)

Die Vielbeine V%4 werden durch die folgende Beziehung definiert
1
Bonn = €appapV,otVIE = 5z‘:aﬁpAB(v;;f‘va + V2AVEB) (A.60)
Die zugehorigen Vielbeinformen lauten
VoA = yodqgm, (A.61)

Die inversen Vielbeine V; werden nicht durch ein neues Symbol bezeichnet,
sondern durch ihre Indexstellung kenntlich gemacht. Sie erfiillen

P Vaa Vs = VaaVings = €appas. (A.62)

Die gleiche Konvention wird auch fiir die Inversen von € und p gew#hlt!:

ey = 05, e = ((1] _01) . ' Pppe =05, p'P = (ﬂ()n _(])ln) - (A.63)
Multiplikation von (A.60) mit e# liefert
pap (VEAVEP L VoAVER) — —cFp,,, . (A.64)
Weiterhin fordert man, dafl die Vielbeine
Vs = naﬁpABVﬁB L Vad (A.65)

erfiillen. Dafl man eine solche Basis von Vielbeinen immer finden kann, wird in
Abschnitt A.11 gezeigt. Man konstruiert nun eine (2 x 2)-Matrix von 2-Formen

J% = 2e5,pa5 VA ANVE, A.66
B By

Thre Komponenten lauten (wobei ihr zweiter Index mittels £’ hochgezogen wur-
de).

I = pap (VEAVIE —vedy By (A.67)

19Dabei ist zu beachten, daf gilt e¥efe 5 = P = —e¥F £ b,
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Aus (A.64) und (A.67) folgt!!
1 1
pagVAVEE = _égaﬁhmn + §J“5mn. (A.68)
Die Matrix J erfiillt
Tr(J) = 260ppanV AVPP = 2e5,05. VA N VB
= —2€5apBAvﬁB AVeA = —28a5pABVaA AVBB = —TI‘(J)
— Tr(J)=0 (A.69)

und

Jog = 2VeANV, = 2Va AVPA = 2VBAANY = —JF,. A.70
B B

Womit gezeigt ist, dafl iJ spurfrei und hermitesch ist und daher in o-Matrizen
entwickelt werden kann.

1% = JO%%, = ( o fi 2 Jl__J},,Jz) . (A.71)
Umgekehrt gilt
150" = T 0% o = JH(8%00 +1e%0 ) = 2.J° (A.72)
und folglich
Jo = —%aaaﬁ(uaﬁ) = —i(EaypasV") N o™V
— —i(pV) A (0" 1,)V. (A.73)

Weiterhin findet man
(1) ()t = = pappon (Vi VAR — vernyie) (Vacyp —ypcyin)
= - <€BVPADV£AV16D + P pacVerv©
4 M pppVABYED | eaéchvgBVﬁC) (A.74)
= ("6 4 &) by
b (ST 5GP+ 2T,
wobei im letzten Schritt (A.68) benutzt wurde. Hieraus nun erhélt man

1
Jaanbnl — _Oaaﬁgbw(iJaﬁ)mn(iJvé)nl

4
1 .
=— 58&38&70&5&057552 — %amgabﬁv(iJaw)ml
— 5ab5£n . %Eabcacaﬁ(ijaﬁ)ml
= — 0% 4™ Jc,L (A.75)

HUnter Vorwegnahme des zu Zeigenden demonstriert diese Gleichung gerade, daf8 die Viel-
beine sowohl die Metrik, als auch die komplexe Struktur kodieren.
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Die J®sind also die drei gesuchten fast komplexen Strukturen. Nach Konstruktion
(A.67) erfiillen sie (A.45); die Metrik A ist also hermitesch bzgl. jeder von ihnen.

Es bleibt zu klédren, wie man zeigt, dafl die J die fast quaternionische Struktur
einer quaternionischen Kéahlermannigfaltigkeit bilden.

Auch dies ist im Vielbeinformalismus m 6glich. Wie in der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie ist es auch hier notwendig, zur Definition kovarianter Ableitun-
gen des Vielbeins eine Konnexion einzufiithren, die auf die Tangentialraumindizes
wirkt. In Analogie wird diese Konnexion €2 auch hier Spinkonnezion genannt. Auf
einer quaternionischen Kéhlermannigfaltigkeit nimmt sie ihre Werte in sp(1)sp(n)
an.

Q=p 1y +1,2Q, pesp(l), Qesp(n). (A.76)

Man fordert nun, da8 das Vielbein kovariant konstant ist (hier wird die Viel-
bein 1-Form betrachtet, um die Wirkung der Christoffel-Konnexion zu unter-
driicken).

DV = dVo4 4 ps AV 4 QA5 A VP =0, (A.77)

Da die komplexen Strukturen aus den Vielbeinen konstruiert werden, sind auch
diese kovariant konstant:

D(iJ%) = d(iJ*%) + p*, A (1J7P) +pP, A (1T7) = 0. (A.78)
Dies multipliziert man mit 0§, und findet
DJ* = dJ* —ie™(ol5p*") A J = 0. (A.79)
Definiert man nun
1 . .
Pt = —5035(1]9 5), = ip% =pc™y, (A.80)
so sieht man, dafl man wegen
dJ* 4+ 2e"pP A J =0 (A.81)

den sp(1)-Anteil der Spinkonnexion mit der in (A.50) definierten Konnexion 1A%,
identifizieren kann.
Daraus folgt (A.53)

F% = dA® + %E“bcAb NAS= 2(dp“ + %P A p‘) (A.82)
Definiert man nun die Kriimmung der p* durch
F® = (dp®+e"p° A pf), (A.83)
so folgt mit (A.56) und (A.82):
F*=—-J°. (A.84)

Diese Forderung ist das entscheidende Kriterium bei der Untersuchung der
Frage, ob eine gegebene Mannigfaltigkeit quaternionisch Ké&hler ist oder nicht.
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A.11 Bestimmung von Vielbeinen und Spinkon-
nexion

In diesem Abschnitt wird nachgetragen, wie man zu einer gegebenen Metrik Viel-
beine bestimmt, die (A.65) erfiillen und wie man die Spinkonnexion (A.76) be-
rechnet.

Die Metrik kann immer auf folgende Form gebracht werden (n = dim M)

h = Z a; ®S a;, (A85)
i=1

wobei die a; eine Basis von Differentialformen sind. Sie sind i.A. nicht von der
Form dz' (vgl. (2.23)). ®g bezeichnet den symmetrischen Anteil des Tensorpro-
duktes.

1
a®5b::§(a®b+b®a). (A.86)

Je zwei dieser Formen werden zu einer komplexen zusammengefafit.

1
Cr = ﬁ(ar + iar+n/2)7 r= 17 T ’I’L/2 (A87)

Welche zwei Formen zusammengefaft werden, ist unerheblich, wichtig ist, dafl es
moglich ist.

Die so erhaltenen n/2 Formen werden nun in zwei Gruppen zu je n/4 aufge-
teilt. Auch diese Aufteilung ist an dieser Stelle willkiirlich, welche Rolle sie spielt,
wird in Abschnitt 4.5 gezeigt. Die beiden Gruppen von komplexen 1-Formen wer-
den e'f und €?! genannt. Durch sie ausgedriickt, lautet die Metrik

2 n/4

h=2) ") el (A.88)

a=1 I=1

Aus diesen Formen werden die Vielbeine konstruiert. Man setzt [44] (die Ma-
trix € ist wie die in der néchsten Formel auftretende Matrix p in Gl. (A.59)
definiert worden).

al
aA € _
Es gilt (den vorletzten Ausdruck erhiilt man, da e™! = —¢ gilt):
5"{7 al -
o BB _ [ E€aBE”'c - e _ Tra
VaA - gaﬁpABV — ( _gaﬁeﬁl ) = ((g:aﬁeﬁl) = V A. (A90)

Dies ist gerade die Bedingung (A.65). Mit ihrer Hilfe findet man

appapVOAVIB = Vadyed — ealeal 4 coBeflavenl — 9eoleal — p (A91)
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woraus man sicht, dal die V*4 tatsichlich das gesuchte Vielbein bilden.
Es bleibt, die Spinkonnexion € (A.76) zu berechnen. Sie ist festgelegt durch
die Forderung der kovarianten Konstanz des Vielbeines (A.77)

DV =dV +QAV =0 (A.92)

und nimmt ihre Werte in sp(1)sp(n/4) an (A.76) (wobei hier die Struktur der
sp(n/4) Matrix expliziter dargestellt wird):

q t
Q=p®12n+12®<_ﬂ _qT)a
pr=-p, ¢ =-q t'=t (A.93)

Um die Spinkonnexion zu berechnen, miissen nun die Elemente des Vielbeines
Ved als 4n-dimensionaler Vektor V¢ geschrieben werden (vgl. (2.34)). Die Glei-
chung (A.77) lautet dann

dVe+ QU A VP =0. (A.94)

Nun werden die auftretenden Formen in eine Basis entwickelt. Thre Elemente
werden f genannt (da sie i.A. nicht von der Form dz™ sind).

Va=V, " Q% = Q. % f™. (A.95)
Die Koeffizienten der Entwicklung von dV'* in die f™ werden R  genannt.
ave =Ry ™A f". (A.96)
Aus (A.94) folgt dann
Ry = = (V" = 2. %Vin") - (A.97)

Nutzt man nun das Vielbein zum Umschreiben von Koordinaten- und Tangenti-
alraumindizes (1), = V,,*T,) , so wird diese Gleichung zu

len - inm = _VzbnbaR len = Vzavnbnachcb- <A98)

a
mn?

Es gilt (A.59,A.93)

wnie=((4 ) (4 ) 5o (s 4)
XEE NOHRCE REE

Da in jedem Summanden der letzten Zeile jeweils eine antisymmetrische mit einer
symmetrischen Matrix multipliziert wird und (A®B)T = AT®@ BT gilt, ist 17,.2,,%



A.11. BESTIMMUNG VON VIELBEINEN UND SPINKONNEXION 89

antisymmetrisch in [a, b] und damit auch €,,;, antisymmetrisch in [n, []. Dann gilt
aber

1
anl 25 ((anl - anm) - (len - Qnml) + (inm - len))

1
=— énab(ananl + Vi"RY — VRS, (A.100)

Dies kann wieder in Tangentialraumindizes umgeschrieben werden, womit man
schlieBlich die gesuchte Formel fiir die Spinkonnexion erhélt:

1
Q= §nac\/c"%lnef(vmeR{n + V. R +VI°RL). (A.101)
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Anhang B

Peccei-Quinn Invarianten I

In die Herleitung der Quantenkorrekturen des universellen Hypermultipletts ist
in Abschnitt 2.3 die Behauptung eingegangen, daf§ die einzigen Funktionen in den
Variablen (S, S, C,C), die invariant unter den Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21)
und den Skalierungen (2.27) sind, die konstanten sind. Sie wird in diesem Ab-
schnitt bewiesen.

Die Peccei-Quinn-Symmetrien (2.21) lauten in infinitesimaler Form:

S =ia+2(y—ip)C, 6C =~+ip. (B.1)
Die Skalierungen sind gegeben durch
S A28, O AC. (B.2)

Gesucht werden Funktionen f(S,S,C,C), die unter (B.1) und (B.2) invariant
sind.

Die Peccei-Quinn-Symmetrie, die durch « parametrisiert wird (B.1), wirkt nur
auf den Imaginérteil von S. Es gilt also

£(S,5,0,C) = f(S+8,C,C). (B.3)

Um die Bedingungen durch die anderen Peccei-Quinn-Symmetrien zu erhalten,
bestimmt man die Transformation von f:

5f:§—£5(5+5)+§—£50+§—£56

9 0 9

= 9L (2~ B)0 + 20 +18)C) + o (3 +16) + (v~ )

_ O L OF Ofy o o9 9f OF
=1RC+ 055+ 56 T a6) T Ogs + 56 ~ a6
=0. (B.4)

Man erhélt die beiden Gleichungen

7af+af+a—f—0 C C*af 8f+8f—

9 T’ - —O)2t — 2= 4+ —= =0. .
(C+0O35+ 36 Ta6 =0 Jos ~ac tac =" (B.5)
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Diese werden nun addiert, bzw. subtrahiert und man findet

0F L OF _ o pedf | OF _
2055+ 55=0, 205c+55=0. (B.6)

Durch Auflosen dieser Gleichungen nach g—g erhélt man eine Gleichung, die nur

Ableitungen nach C und C enthélt. Die Forderung, daf8 die Funktion f invariant
unter den Peccei-Quinn-Symmetrien sein soll, fithrt also zu den Gleichungen

o _ o0l 0 of

oC — T oC’ oS~ oC - (B.7)

Skaleninvariante Funktionen sind durch Quotienten zweier Funktionen festen
Skalenverhaltens gegeben. Diese wiederum sind algebraische Funktionen von Po-
lynomen festen Skalenverhaltens. Es reicht also, letztere zu bestimmen.

Um das allgemeinste Polynom f(S + S, C,C), das unter (B.2) wie f + \"f
skaliert, anzugeben, mufl man zwischen geradem und ungeradem n unterscheiden.
Fiir gerades n findet man

n/2
fg = Z am(S + S)mgn—Qm(Ca é) 3 (B8)
fiir ungerades
n/2—1
fu=Y_ an(S+8)"gn-2m(C,C). (B.9)

Die g;(C, C) bezeichnen dabei homogene Polynome vom Grad k:
k
ge(C,C) =D bC'CH (B.10)
l=o0

Die erste Gleichung in (B.7) schrinkt die Abhingigkeit der f von C' und C ein.
Die Funktionen (B.8) und (B.9) erfiillen sie genau dann, wenn alle auftretenden
Funktionen gy (C, C) sie erfiillen. Man erhélt die Bedingung

k

k
D IR = (k= b (B.11)
l=0

l=0

bzw.
Iy = (k—=0b, (B.12)

Diese Gleichung hat nur die Losungen (kK = 2m,l = m). Da bei den in (B.9)
auftretenden g,,_o,, der Index (n—2m) ungerade ist, heifit dies, dafy nur Polynome,
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die mit geraden Potenzen von A skalieren, Peccei-Quinn-invariant sein koénnen.
Durch (B.12) wird der Ansatz (B.8) eingeschréankt auf (n = 2k)

k
F=an(S+S)ymCC)tm. (B.13)
Es gilt
of &
ZJ \ym—1,v(k—m)+1~(k—m)
2055 g(zmam)(s +S)m-ic C
k—1
=Y (2(m+ Daps1)(S+ S)"CrmCrmt (B.14)
und
8f k—1
~50 = ((m — k)ay) (S + S)ymCcrk-mchm-1. (B.15)

Die zweite Gleichung aus (B.7) liefert nun die Bedingung
2(m+ Dagsr = (m —k)ay, . (B.16)

Diese Rekursionsformel wird gelést durch

Uy = (—2)<’f”0(k>. (B.17)

m

Durch einsetzen in den Ansatz (B.13) erhélt man die gesuchte Funktion
f= Z ( ) (S + S)"(—2CcC)F™) = (S + S —20C)* . (B.18)

Damit sind alle unter (B.1) invarianten Polynome, die unter (B.2) ein definiertes
Skalenverhalten haben, Potenzen von (S + S — 2CC). Quotienten von Polyno-
men gleichen Skalenverhaltens sind mithin konstant. Dies ist die zu beweisende
Behauptung.
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Anhang C

Peccei-Quinn Invarianten 11

In diesem Abschnitt werden die Invarianten unter den zusétzlichen Peccei-Quinn
Symmetrien, die im Limes grofler komplexer Struktur der IIA Theorie auftreten,
bestimmt.

Die Transformationen lauten (4.33):

§X*=n" 6Y*=0, 6°=0,
56 =€, O = phasen'€’, 0=~ (1)

Die Bestimmung dieser Symmetrien dient dazu, die moglichen Kopplungen
der RR Felder zu bestimmen. Wie diese an das Axion g?) koppeln, kann ohne
Betrachtung dieser Symmetrien erschlossen werden. Das Axion wird daher im
folgenden nicht betrachtet.

Weiterhin interessieren nur solche Terme, die auch unter den Peccei-Quinn-
Symmetrien (4.30) invariant sind. Die Invarianten unter diesen Transformationen
sind durch die Ableitungen von &' und & gegeben (4.31).

Der allgemeinste Ansatz fiir eine Invariante lautet folglich

I =a(X,Y,)dé + b(X,Y, 0)dE, + ca( X, Y, 0)de* + d(X,Y,9)de" . (C.2)

Er transformiert unter (C.1) gemé&8

Oa , .~ o, - oc* . od | 5 b aec
6 = oo déo + x5l dé, + 55" de® + axo! de® — andé, + Zmabcb ndé¢
+can“d§0
_Oa - ob* b ~ Jc. 1 o\ b oaee
= gxa’l ot <8Xb =0 )”bd&ﬁ (a—xb 3 Fabeb )” d
ad .
+ (aXa )i’ (C.3)

Man erhélt aus der Forderung 61 = 0 folgende Bedingungen:

da o 50 Oc. 1 o od
oxe O oxv v gx, T T4l Hxe

=—C,. (C.4)
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Diese werden geltst durch

a(X,Y,¢) =a(Y,9) ,

ba(X, Y, 0) =a(Y, )Xo + 0 (Y, 0) ,

ca(X,Y,0) = — 2a(Y, ¢)kape X" X — ibb(Y, D) kape X+ ca(Y, P)

d(X7 Y7 (b) 1 (Y (b)"iachaXch lba(Y7 ¢)Hachch_ Ca(Y7 ¢)Xa+ d(Y7 ¢) :
(C.5)

Damit lautet (C.2)
I =a(Y, ) (déo + X dE, — §rape X X AE + 3rran X X X dE°)
+ (Y, 6)(déa — 1nabc XPdE + ghane X X dE)
+calY, ) (d€® — X“d&O) +d(Y, ¢)de” . (C.6)

Invarianten unter (C.1), die die oben genannten Bedingungen erfiillen, sind
also Linearkombinationen der Terme

q :dfo )
7@ :dfa _ X“dfo ’

1
_dfa Habc bdg + 3 Hachchdfo
t_d£0+X“d§a — L XX dE" + LR XX X dE°, (C.7)

deren Entwicklungskoeffizienten beliebige Funktionen in den Y * und ¢ sein kon-
nen.
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