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1 Einleitung

1.1 String-Theorie

Auf der Suche nach einer vereinheitlichten Beschreibung in der theoretischen
Physik gilt die Stringtheorie als Moglichkeit, allgemeine Relativitéatstheo-
rie und Quantenfeldtheorie zu einer einheitlichen Theorie zu fiithren. In der
Stringtheorie werden Elementarteilchen nicht mehr als punktférmig sondern
als eindimensionale Objekte - Strings - angesehen, die in einem Raumzeit-
Hintergrund propagieren [Gre], [Pol]. Das Verstdndnis der Quantisierung die-
ser Objekte erfordert neue mathematische Konzepte. So ist eine konsisten-
te Formulierung nur moglich, wenn die Hintergrund-Raumzeit statt eines
vier-dimensionalen Minkowskiraumes die Dimension 10, 11 oder 26 besitzt.
Die populédrste Theorie ist die supersymmetrische Stringtheorie, welche ei-
ne 10-dimensionale Raumzeit erfordert. Um der Diskrepanz zwischen dieser
10-dimensionalen und der beobachteten vier-dimensionalen Raumzeit Rech-
nung zu tragen, besteht ein Konzept darin, eine Faktorisierung in einen Min-
kowiskiraum und eine sechs-dimensionale kompakte Riemannsche Mannig-
faltigkeit vom Radius einer Planck-Linge (&~ 10733 c¢m) anzunehmen. Die
Geometrie und Topologie dieser Mannigfaltigkeit bestimmt die Gesetze der
Physik bei niedriger Energie im vier-Dimensionalen. Es stellt sich also das
Problem, Beispiele solcher Mannigfaltigkeiten geeigneter Geometrie zu fin-
den, so dal es moglich sein wird, experimentelle Beobachtungen der Ele-
mentarteilchenphysik zu reproduzieren. Es hat sich herausgestellt, dafl eine
kompakte Kihlersche Mannigfaltigkeit mit Holonomiegruppe! SU(3) zu ei-
ner addquaten Phénomenologie fiihrt. Solche Mannigfaltigkeiten werden als
Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten bezeichnet.

In Verallgemeinerung dieser Calabi-Yau-Kompaktifizierung hat sich gezeigt,
dafl die Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten zur Auffindung einer geeigneten
Kompaktifizierungsgeometrie nicht ausreichend sind. Ein Ansatz besteht dann
in der Wahl halb-flacher Mannigfaltigkeiten. Diese bilden eine bestimmte
Klasse von SU(3)-Mannigfaltigkeiten, die Gegenstand der Untersuchung in
dieser Arbeit sind.

!Der Begriff der Holonomiegruppe wird in Abschnitt 2.5 erklirt



1.2 Gegenstand und Gliederung dieser Arbeit

In dieser Arbeit soll untersucht werden, ob auf den halb-flachen Mannigfaltig-
keiten der verallgemeinerten Calabi-Yau-Kompaktifizierung Gleichungen der
Form der Einsteinschen Feldgleichungen herleitbar sind. Da die halb-flachen
Mannigfaltigkeiten im Gegensatz zu den Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten nicht
Ricci-flach? sind, hingt der Ricci-Tensor insbesondere von der unten zu er-
klarenden intrinsischen Torsion ab. Es wird untersucht, ob sich die Ricci-
Kriimmung als Linearkombination von quadratischen Termen der intrinsi-
schen Torsion darstellen 1483t.

Bei der Kompaktifizierung einer supersymmetrischen String-Theorie in ei-
ner zehn-dimensionalen Hintergrund-Raumzeit, ergibt sich die physikalische
Forderung der Existenz eines kovariant konstanten Spinors auf der Calabi-
Yau-3-Mannigfaltigkeit [Gre], [Can3]. Bei einer verallgemeinerten Kompak-
tifizierung ist diese Forderung nach kovarianter Konstanz nicht mehr halt-
bar, es wird aber dennoch die Existenz eines global definierten Spinors auf
der Kompaktifizierungs-Mannigfaltigkeit gefordert [Gurl]. Dies fiihrt zu einer
Strukturgruppenreduktion der Mannigfaltigkeit, worauf dann ein Zusammen-
hang definierbar ist, unter dem der global definierte Spinor parallel ist.

In Kapitel 2 wird zunédchst der Begriff der reduzierten Strukturgruppe und
der G-Mannigfaltigkeit eingefiihrt. Dabei wird der Formalismus der fast-
komplexen Mannigfaltigkeiten und der Zusammenhangs-Begriff erklédrt. Von
zentraler Bedeutung ist die dabei definierte intrinsische Kontorsion, die ein
Ma# fiir die Abweichung der verallgemeinerten Kompaktifizierungs-Mannigfal
tigkeit von der Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit ist. Die reduzierte Strukturgrup-
pe der verallgemeinerten Kompaktifizierungs-Mannigfaltigkeit ist die SU(3),
was im Anschlufl an die Definition von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten im Ab-
schnitt 2.5 erldutert wird. In Abschnitt 2.6 werden SU(3)-Mannigfaltigkeiten
als spezielle G-Mannigfaltigkeiten betrachtet. Es werden intrinsische Torsion
und Kontorsion der SU(3)-Struktur definiert und in Abschnitt 2.7 wird un-
tersucht, wie diese in irreduzible SU(3)-Darstellungen zerlegt werden kénnen.
Dadurch wird eine Klassifizierung der SU(3)-Mannigfaltigkeiten erreicht und
die halb-flachen Mannigfaltigkeiten definiert. In Kapitel 3 werden dann Kriim-
mungstensoren auf SU(3)-Mannigfaltigkeiten eingefithrt und deren Zerlegung
in irreduzible SU(3)-Darstellungen angegeben. In Abschnitt 3.3 werden Ricci-
Tensor und Ricci-Skalar speziell auf den halb-flachen Mannigfaltigkeiten her-
geleitet. Es zeigt sich, dafl in dieser speziellen Form des Ricci-Tensors ne-
ben quadratischen Termen der intrinsischen Kontorsion auch deren kova-
riante Ableitungen auftreten. Es wird deshalb zunéchst der Frage nach-
gegangen, ob die intrinsischen Kontorsion fiir halb-flache Mannigfaltigkei-

2dieser Begriff wird in Abschnitt 2.5 erldutert
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ten beziiglich des in Abschnitt 2.6 definierten SU(3)-Zusammenhangs par-
allel ist. Es werden dazu die speziellen, im halb-flachen Fall enthaltenen
Félle der Klassen der in Tabelle 2.7.1 angegebenen nearly-Kéhler- und quasi-
Kahler-Mannigfaltigkeiten untersucht. Im nearly-Kéhler-Fall ist die oben ge-
nannte Parallelitédt der intrinsischen Kontorsion erfiillt, im quasi-K&hler-Fall
nur, wenn der Riemann-Tensor einer bestimmten Bedingung, der dritten
Kriimmungsbedingung von Gray [Gra2| geniigt. Desweiteren wird untersucht,
ob sich die kovariante Ableitung der intrinsischen Kontorsion in Form ei-
ner Linearkombination von quadratischen Termen der intrinsischen Kontor-
sion ausdriicken 1&8t, auch wenn diese nicht parallel beziiglich des SU(3)-
Zusammenhangs ist. Dies ist im vorliegenden Fall fiir die spezielle Form der
kovarianten Ableitungsterme zu untersuchen, wie sie in dem Ricci-Tensor
auf halb-flachen Mannigfaltigkeiten vorkommen. Das wird in Abschnitt 3.3
fiir den Ricci-Tensor in komplexen Koordinaten durchgefiihrt. Die darin auf-
tretenden kovarianten Ableitungsterme werden fiir den speziellen Fall halb-
flacher Mannigfaltigkeiten, wie er in [Gurl] auftritt, in Abschnitt 3.6 berech-
net. Der in Abschnitt 3.3 hergeleitete Ricci-Skalar fiir halb-flache Mannig-
faltigkeiten in komplexen Koordinaten ist eine Linearkombination von qua-
dratischen Termen der intrinsischen Kontorsion, was mit dem Ergebnis in
[Gurl] tibereinstimmt.

Der Ricci-Tensor lésst sich fiir den speziellen Fall halb-flacher Mannigfaltig-
keiten, die in [Gurl] auftreten, auf eine Form bringen, die keine kovarianten
Ableitungs-Terme mehr enthédlt. Mit dem dort beschriebenen Formalismus
gelingt es, die im Ricci-Tensor vorkommenden kovarianten Ableitungen der
intrinsischen Kontorsion zu berechnen. Die Voraussetzung dafiir ist die spezi-
elle Form dieser Ableitungs-Terme, wie sie in dem fiir halb-flache Mannigfal-
tigkeiten hergeleiteten Ricci-Tensor in komplexen Koordinaten auftreten. Als
Ergebnis erhélt man Komponenten des Ricci-Tensors (in komplexen Koor-
dinaten), die neben einer Linearkombination von quadratischen Termen der
intrinsischen Kontorsion noch Ausdriicke enthalten, die aus dem in [Gurl]
benutzten Formalismus stammen.



2 Mannigfaltigkeiten mit G-Struktur

2.1 Mathematische Grundlagen

Ausgangspunkt der Untersuchung seien n-dimensionale differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten [Sto]. In diesem Abschnitt sollen Begriffe der G-Struktur, der
Zusammenhénge und der intrinsischen Kontorsion der G-Struktur auf einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M™ erklirt werden®. Die SU(3)-Struktur
auf sechs-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, welche Gegenstand dieser Ar-
beit ist, wird als spezieller Fall einer G-Struktur im néchsten Abschnitt kon-
kretisiert.

Mit TM™ wird das Tangentialbiindel iiber M™ bezeichnet, dessen Fasern die
Tangentialrdume 7, M"™ bei p € M™ sind. Mit dem Tangentialbiindel lassen
sich auch die (p, ¢)-Tensorbiindel @), T*M" ® ), T'M" und Biindel der dufie-
ren k-Formen A*T*M" iiber M™ konstruieren.

Unter einem (p, q)- Tensorfeld iiber der Mannigfaltigkeit M™ versteht man
die differenzierbaren Schnitte I'(M", &), T"M" ® &), TM") iiber dem (p, ¢)-
Tensorbiindel {iber M™. Als ko- bzw. kontravariantes Vektorfeld wird dann
das (1,0) - bzw. (0,1) - Tensorfeld bezeichnet. Die k-Formen sind die differen-
zierbaren Schnitte I'(M™, A¥T* M™) iiber dem Biindel der &ufleren k-Formen.
Ein lineares Koordinatensystem s : R" — T,M" auf T,M" bei p € M"
ist durch das n-Tupel (X, ..., X,,) von linear unabhéngigen Spaltenvektoren
X € R™ definiert. L(M™) bezeichnet dann die Menge aller linearen Koor-
dinatensysteme bei allen p € M™. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n,R)
operiert durch s’ = sA von rechts auf L(M™). Das ist durch X}, := A’ X;
mit A := (Ay’) € GL(n,R) definiert. Offensichtlich ist diese Operation fix-
punktfrei und fiir die kanonische Projektion 7 : L(M™) — L(M"™)/GL(n,R)
gilt m(s) = m(sA) , was zur Identifikation von L(M")/GL(n,R) mit M™ fihrt.
Es lasst sich nun zeigen, daB8 L(M™) ein (differenzierbares) Faserbiindel mit
typischer Faser GL(n,R) ist:

L(M™) 5 YU) % Ux GL(,R)
L(M™/GL(n,R) = M" > [jj

1 ist offensichtlich diffeomorph, denn die aus den Komponenten der X, ge-
bildete Matrix ist nicht singulér.

3Es wird dabei [Kobl], [Kob2], [Joy] gefolgt.



Das auch als Rahmenbiindel bezeichnete Faserbtindel L(M™) ist ein GL(n, R)-
Prinzipalbiindel* {iber M™ mit der Strukturgruppe GL(n,R). Ist G eine Lie-
Untergruppe von GL(n,R) und ist P ein G-Prinzipalunterbiindel von L(M™)
iiber M™ | so heifit G auch Reduktion der Strukturgruppe GL(n,R). Ein Rah-
menbiindel kann als Prinzipalbiindel von vornherein abstrakt eingefiihrt wer-
den. Dann lassen sich davon ausgehend Vektorbiindel und speziell das Tan-
gentialbiindel und die Tensor- und Formenbiindel als zu dem Prinzipalbiindel
assoziierte Vektorbiindel einfithren. Das G-Prinzipalunterbiindel von L(M™)
dient also als abstrakter Ausgangspunkt zur Konstruktion weiterer Objekte
und fasst damit zusétzliche Strukturen auf der Mannigfaltigkeit M™ zusam-
men, die ja nur als differenzierbar vorausgesetzt ist. Das fiithrt zu folgender
Definition:

Definition 2.1.1 Sei L(M™) das GL(n,R)-Prinzipalbiindel der linearen Ko-
ordinatensysteme iber M™ und sei G Lie-Untergruppe von GL(n,R).

Das differenzierbare G-Prinzipalunterbindel P von L(M™) heifst G-Struktur
auf M™ und M"™ auch G-Mannigfaltigkeit.

Sei p : G — Aut(V) Darstellung der (abgeschlossenen) Lie-Untergruppe
von GL(n,R) auf einen beliebigen R-Vektorraum V. Operiere G auf P x V
durch die o.g. G-Operation auf P und durch die Darstellung p auf V', so ist
folgendermaBen ein (differenzierbares) Vektorbiindel definiert [Kobl]:

Sei P x,V := (P xV)/G der Quotient beziiglich obiger G-Operation auf
P x V| dann induziert die Abbildung P x V' — P/G = M" eine Projektion
7:(PxV)/G— P/G= M" so daB folgendes Diagramm kommutiert:

(==1(U)xV)/G = (U><G><V)/G—w> UxV

" «

P/G=M™ D U = U

~
X
S
~
Q
U
=l
L
S
IR

Der Isomorphismus ¢ : 771 (U) = U x G induziert also einen Isomorphismus
¢ 7 Y (U) 5 U x V. Es folgt dann, daB durch P x,V ein (differenzierbares)
Vektorraumbiindel definiert ist, das zu P assoziierte Vektorbiindel iiber M"
mit Strukturgruppe G. Es lidsst sich dann zeigen, dafl die Automorphismen-
gruppe der Fasern 7 '(z) von P X, V isomorph zur Strukturgruppe G ist.

Wird V speziell als isomorph zu den Tangentialrdumen 7, M" fiir alle p € M"
gewihlt, so ist das zu P assoziierte Vektorbiindel das Tangentialbiindel 7'M™
tiber M", womit dann auch die (p, ¢)-Tensorbiindel konstruiert werden. Die

4siehe Anhang B



Ubergangsdiffeomorphismen der Fasern dieser Tensorbiindel bei Koordina-
tenwechsel nehmen also Werte in der Darstellung p(G) von G an. Diese las-
sen sich weiter ausreduzieren, so dafl die in den irreduziblen Darstellungen
von G liegenden (p, ¢)-Tensoren aus den Fasern (7, M")*? @ (T,M™)®1 zu
betrachten sind. Das fasst folgendes Lemma zusammen [Joy]:

Lemma 2.1.1 Flir jede Reduktion der Strukturgruppe zu G zerfillt das Ten-
sorbiindel @, T"M" ® @, TM" iber M" in die direkte Summe von Un-
terbiindeln, die den irreduziblen Darstellungen von G entsprechen.

Es existiert dabei immer ein Tensor, der einen Anteil in dieser Zerlegung
besitzt, welcher unter GG invariant ist. Das ist ein Singulett in der Darstel-
lung von G. Das dazugehorige Unterbiindel ist also trivial und besitzt einen
global definierten, nicht verschwindenden Schnitt. Das bedeutet, es existiert
ein global definiertes, nicht verschwindendes Tensorfeld.

Ist umgekehrt ein G-invariantes Tensorfeld auf M™ global definiert, so lasst
sich zeigen, daf} eine Reduktion der Strukturgruppe zu G existiert. Das be-
schreibt der folgende Satz [Cle].

Satz 2.1.1 Sei T,M" der Tangentialraum im Punkt p € M",
G = Stab(¢) C GL(n,R)

Lie-Untergruppe und Stabilisatorgruppe von ¢ e (T; M™®» o (T,M™)®4, dann exi-
stiert eine Reduktion der Strukturgruppe GL(n,R) zu G von TM"™ genau
dann, wenn auf M"™ ein global definiertes Tensorfeld = existiert, das lokal
gleich & ist.

2.2 Beispiele fiir G-Strukturen

Die orthogonale Gruppe O(n)C GL(n,R) ist eine Reduktion der Struktur-
gruppe GL(n,R) von T,M™ genau dann, wenn M" Riemannsche Mannig-
faltigkeit ist, d.h. es existiert ein global definiertes, O(n)-invariantes (2,0)-
Tensorfeld, welches lokal gleich dem (2,0)-Tensor g, einer Riemannschen Me-
trik auf M"™ entspricht. Der metrische Tensor g, ist ndmlich unter orthogo-
nalen Transformationen invariant [Joy].

Im Fall SO(n) ist M™ zusitzlich orientierbar. Die weitere Strukturgruppen-
reduktion zur SO(n) bedeutet die Existenz einer invariante n-Form (Volu-
menform), da die Determinante der Transformationsmatrizen gleich eins ist.
Die Gruppe GL(m,C) lasst sich in natiirlicher Weise als Untergruppe von
GL(n = 2m,R) auffassen:

GL(m,C) = {A € GL(2m,R) | AJ = JA} (2.2.1)
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wobei®

Jo 0 222
(o). o

Unterteilt man die Matrix A in m x m-Blockmatrizen A; und A,, so ist die
bijektive Abbildung

A A

GL(m, C) 5 A +iAy —
—Ay Ay

) € GL2m,R) (2.2.3)

definiert [Kob2].

Die Gruppe GL(m, C) ist eine Reduktion der Strukturgruppe GL(n,R) von
TM". Mit J = A7'JA ist J ein GL(n,R)-invarianter (1,1)-Tensor. Die-
ser steht in eindeutigem Zusammenhang mit einem global definierten (1,1)-
Tensorfeld J auf der Mannigfaltigkeit M, was im néchsten Abschnitt néher
ausgefiihrt wird.

Die unitdre Gruppe U(m) = O(2m)NGL(m,C) C GL(2m,R) ist genau
dann Reduktion der Strukturgruppe GL(2m,R) von TM"™, wenn ein global
definiertes, O(2m)-invariantes (2,0)-Tensorfeld g und ein global definiertes,
GL(m,C)-invariantes (1,1)-Tensorfeld J auf M™ existieren, so dafi g unter
J invariant ist. D.h. es gilt g(X,Y) = ¢g(JX,JY) und es ist eine 2-Form
J durch J(X,Y) = ¢g(X,JY) definiert, mit X, Y € I'(M"™, TM™). J heifit
Kéhlerform und die Mannigfaltigkeit M™ fast-hermitesch [Kobl].

Eine weitere Reduktion zur speziellen unitdren Gruppe SU(m), fiir dessen
komplexe Transformationsmatrizen die Determinante eins ist, fiihrt zusétz-
lich auf die globale Existenz einer holomorphen Volumenform, was in Ab-
schnitt 2.5 erlautert wird.

2.3 Tensoren auf komplexen Mannigfaltigkeiten

Auf der Mannigfaltigkeit M?™ sei eine GL(m, C)-Struktur definiert. Es exi-
stiert dann ein global definiertes, G L(m, C)-invariantes (1,1)-Tensorfeld .J so,
daf} es fiir alle p € M™ C-lineare Koordinatensysteme der Tangentialrdume
T, M*™ gibt. Sei also u : R*™ — T, M™ ein R-lineares Koordinatensystem von
T,M*", dann wird u als C-linear bezeichnet, wenn mit J aus (2.2.2)

uolJ = J,ou (2.3.1)

ot
=
w
|
SO O =
o = O
_ o O
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gilt. Dabei ist J, (lokal gilt J, = J |,) ein Endomorphismus
Jp : T,M*™ — T,M*™ (2.3.2)

mit Jg = —idg,pn, der komplexe Struktur auf dem R-Vektorraum 7,M"
heifit. Auf geradzahlig-dimensionalen Mannigfaltigkeiten léasst sich in zu je-
dem Punkt gehorigen Tangentialraum eine komplexe Struktur definieren [Fla].
(2.3.1) hat folgende Bedeutung: R*™ und 7,M?™ lassen sich in natiirlicher
Weise als C-Vektorrdume auffassen, indem die Multiplikation eines Vektors
aus v € R?™ sowie v € T,M?™ mit i jeweils durch i v := Jv bzw. ivi=J,v
definiert ist. Es ist dann nédmlich fiir v € R*™ u(iv) = iu(v) € T,M?*™. Das
(1,1)-Tensorfeld J bzw. die zugehorige Reduktion zu GL(m,C) heifit fast-
komplexe Struktur auf M?™.

Sei {a%,a%@} ,a=1,...ma =m+1,...,2m eine Tangentialraumbasis
beziiglich einer Karte x von M?™. Die (kanonische) komplexe Struktur J, = J
auf T, M*™ ist gegeben durch [Flal:

J o T,M*™ — T,M*"
0 0 0
0 0 0

Besitzt die Mannigfaltigkeit A/?™ einen komplex-analytischen maximalen At-
las, so gilt folgendes Lemma [Fla]:

Lemma 2.3.1 Ist 2’ eine weitere Karte der komplex-analytischen Struktur
von M*™, so bleibt die kompleze Struktur auf T,M*™ (fir alle Punkte p von
M?™) forminvariant, d.h. es gilt

0 0

Jom) = 7 (2.3.5)
0 0

Hom) =~ (2.3.6)

Auf einer komplex-analytischen Mannigfaltigkeit ist es somit moglich, ausge-
hend von der geméf} obigen Lemmas wohldefinierten komplexen Struktur der
Tangentialrdume eine fast-komplexe Struktur zu konstruieren. Eine auf diese
Weise konstruierte fast-komplexe Struktur heif3t integrabel, von der komplex-
analytischen Struktur induziert oder komplexe Struktur auf der Mannigfal-
tigkeit M?™. Nicht jede fast-komplexe Struktur ist integrabel, d.h. auf einer

12



(geradzahlig-dimensionalen) Mannigfaltigkeit ist eine fast-komplexe Struktur
moglich, die jedoch nicht komplex zu sein braucht. Ein notwendiges und hin-
reichendes Kriterium fiir die Integrabilitét einer fast-komplexen Struktur ist
das Verschwinden des Nijenhuis-Tensors NV, dessen Komponenten gegeben
sind durch [Fla], [Gurl]:

Now? = (V00,2 = V0 2) — LAV 1,2 — V0P (237)

Es ist gebréuchlich, statt der Vektoren und Tensoren aus Konstruktionen von
reellen Tangentialriume auf M?™ ihre Komplexifizierungen zu benutzen. Das
fithrt zu Tensoren mit komplexen Komponenten, die mit komplexen Indizes
bezeichnet werden, was im folgenden zu erldutern ist:

Mit den reellen Tangentialvektoren X und Y aus dem R-Vektorraum 7, M*™
erhilt man den komplexifizierten Tangentialraum 7, M*™ @g C dessen kom-
plexifizierte Tangentialvektoren durch

: 0 a 0 0
X+2Y = [E%—i— a—“‘ ( aa“‘ a ) (238)
NN
= (2% +1y )8— + (2% + 1y )(%a (2.3.9)

gegeben sind [Fla], [Joy]. Die komplexe Struktur J ldsst sich auf den kom-
plexifizierten Tangentialraum fortsetzten. Es wird dazu eine Basis aus Eigen-
vektoren { a%, 82%} von J zu den Eigenwerten ¢ und —i angegeben, definiert
durch [Fla]:

5% _ %(6;;_@](%)) (2.3.10)
_ %(a%a_ia%@) (2.3.11)
und

) (23.12)
_ %(%H%). (2.3.13)

Es gilt dann néimlich
Ts) = SU) =) 2314
_ (_i)%(ia;;_a%y) (2.3.15)
_ %(a%v_ia;;) (2.3.16)
= 2% (2.3.17)



und analog

(%) = l(J(a;;)Jer(a;;)) (2.3.18)
- —i%. (2.3.19)

In dieser Basis von T,M*™ @g C ist J diagonal:

6" 0
J = ] (2.3.20)
0 —ibs”

T,M*™ @ C zerfillt also in die direkte Summe der Eigenrdume von .J
T M2 = C™ zum Eigenwert @ und TV M?™ =2 C™ zum Eigenwert —i,
die komplex konjugiert zueinander sind [Flal, [Joy]:

T,M*" @ C = THOM™ g TOD M (2.3.21)

In analoger Weise lassen sich auch die Kotangentialrdume komplexifizieren
und in die Eigenrdume zu der darauf fortgesetzten komplexen Struktur zerle-
gen: TrM*™ @ C = Ty MO Ar2m g 77OV pr2m - Alle mit den komplexifizierten
Tangential-und Kotangentialriumen konstruierten (p, q)-Tensorbiindel zer-
fallen mit J also in entsprechende Unterbiindel. Die Tensorkomponenten ei-
nes (p, q)-Tensors t werden dann mit komplexen Indizes geschrieben:

0
_ B1...8 ai . e .
t = tal...ap 1dz & ® dz°? ® 925 & & 954
3. 3 0 0
Hay.a, VTR QAR — @ ® — (2.3.22)
0z 07zPa

Dabei sind Reihenfolge und Stellung der Indizes zu beachten, denn das Ten-
sorprodukt ist im allgemeinen nicht kommutativ. So sind z.B. die Tensoren

0 5 0
t/ == taﬁd @ ~ 3 t@ﬁ o — 2323
Rt dz® ® P ( )
und
" = t%— ®d’ + LA (2.3.24)
0z° P oza

zu unterscheiden. Insbesondere zerfillt das Biindel der k-Formen wie folgt
[Joy]:

AT M @r C = @ NT 0N @ VR OD AP (2.3.25)

= @_ NFIM (2.3.26)
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wobei APAN2™ .= APT*(1L0) \p2m g A9T*(O01) A 2™ a]s Biindel der (p, ¢)-Formen
(wohl zu unterscheiden von den (p, ¢)-Tensoren) bezeichnet wird.

Ist auf der Mannigfaltigkeit eine fast-komplexe Struktur J definiert, so lassen
sich alle Tensoren mit komplexen Indizes schreiben. Mit den Projektoren

1 1
pP," = 5(5m” —iJp") und Q" = 5(5,%” +iiJn")  (2.3.27)

werden in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit Tensoren auf die jeweiligen Ei-
genrdume von J projiziert [Can2|. Auf einer fast-hermiteschen Mannigfaltig-
keit sind die Komponenten des metrischen Tensors und der Kéhlerform lokal
immer von folgender Form moglich [Fla]:

Jos = 9ap =9 =¢% = 0 (2.3.28)
Jop = Jag=JP =J¥ = 0 (2.3.29)
Jog = 1943 (2.3.30)
Jag = —igap (2.3.31)
JoO = jgoP (2.3.32)
JW = g (2.3.33)

Im néchsten Abschnitt werden Zusammenhinge auf G-Mannigfaltigkeiten
definiert. Insbesondere ist der Begriff des G-Zusammenhangs von Bedeutung,
iiber den eine Klassifizierung der G-Mannigfaltigkeiten erreicht wird.

2.4 (G-Zusammenhang

Der zentrale Begriff eines Zusammenhangs auf der Mannigfaltigkeit M™ wird
zunéchst in seiner allgemeinen Form eingefiihrt [Joy]:

Definition 2.4.1 FEin Zusammenhang auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M™ ist eine R-lineare Abbildung

vV T(M", TM") — T(M", T*M" @ TM")

fir die V(fX) = fVX +df ® X gilt, mit dem Vektorfeld X € I'(M"™, TM™)
und der differenzierbaren Funktion f € C(M™").

VX ist also ein (1,1)-Tensorfeld® {iber M™.

6V lisst sich aber auch auf beliebige (p, q)-Tensorfelder eindeutig fortsetzen gemifl

k
VN ©.0T) = Y Tie.oV([)e..0T

j=1

mit den beliebigen ko- und kontravarianten Tensorfeldern Th,...,T} € I'(M™, TM™) bzw.
L(M™, T*M™), woraus die kovariante Ableitungsregel von Tensoren beliebiger Stufe folgt.
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Definition 2.4.2 Ist mit dem global definierten Tensorfeld = gemdfs Satz
2.1.1 lokal V& =0, dann heifit V G-Zusammenhang.

Seien nun V/ und V G-Zusammenhinge, gilt also V¢ =0und VE =0,
dann ist fiir die Auswertung von V'€ und V¢ bei allen X € I'(M™, TM")

Vi = Vx&=0 (2.4.1)

und damit V%, Vyx € {4 € gl(n,R) = End(TM") | A¢ = 0}. Und da G
die Stabilisatorgruppe von ¢ ist, gilt {A € gl(n,R) | AL = 0} = g, dies
ist die Lie-Algebra von G. Insbesondere ist (Vy — Vx)¢ = 0 und dadurch
ist die Aquivalenzrelation ~¢ der G-Aquivalenz zweier Zusammenhénge \V
und V erklirt. Eine Aquivalenzklasse beziiglich ~¢ hingt also nur von der
G-Struktur ab.

Im folgenden seien nur noch Riemannsche, orientierte Mannigfaltigkeiten an-
genommen, die Strukturgruppe ist also zu SO(n) reduziert, so daf

v €s0(n) . (2.4.2)

Der entsprechende SO(n)-Zusammenhang ist der eindeutig bestimmte (tor-
sionsfreie) Levi-Civita Zusammenhang V).
Eine Aquivalenzklasse beziiglich ~¢ ist durch die Projektion von

(Vx —V) eso(n) = gagt (2.4.3)

auf das orthogonale Komplement gt von g in so(n) eindeutig bestimmt:
Mit V' ~¢ Vist (Vy — Vx) € g und es gilt

pTgL(ﬁ/X - ﬁx) =

proc (Vi = V) = pre (Vx = VE) = 0 (2.4.4)
also
proc (Ve = V) = pro: (Vx = V) . (2.4.5)

Dabei wird das durch
/ﬁgj = prg. (Vx — Vg)) (2.4.6)

definierte (2,1)-Tensorfeld x9 als intrinsische Kontorsion der G-Struktur be-
zeichnet, welche unten genauer betrachtet werden soll. Die intrinsische Kon-
torsion lédsst sich auch folgendermaflen charakterisieren:

Lemma 2.4.1 Fir G = Stab(§) mit § € (T; M)*P?@T,M®1 besteht zwischen
k9 und V¢ eine Bijektion.
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Beweis :
Es sei die lineare Abbildung
p:s0(n) — E:=(T;M)** @ (T,M)%

p

A — p(A)

mit der Darstellung p : G — Aut(FE) von G und der Darstellung p, der zu-
gehorigen Lie-Algebra g definiert.

Dann ist keryp = g , denn fiir A = Vy folgen Vx& = 0 und Vy € g. Wegen
so(n) = g®g*, wird durch ¢ ;2 — E nur noch die Null aus g auf die Null aus
E abgebildet, d.h. es ist gt 0+ 0 € E also ker(yp |gt) = 0, was bedeutet,
daf die eingeschriankte Abbildung ¢ [, injektiv ist. Somit ist die Abbildung

gt (K%)= pulrx)é = (Vx — VEE = =V ¢ auch bijektiv. 0

Ein interessantes Beispiel fiir diese Charakterisierung der intrinsischen Kon-
torsion ist der Fall der Reduktion zur unitdren Gruppe, was sich fiir die
weitere Betrachtung als niitzlich erweist:

Fiir € sei also die mogliche komplexe Struktur auf einem Tangentialraum
T,M*™ eingesetzt; £ = J € u(m) C s0(2m) und die lineare Abbildung

p:50(2m) — s0(2m) (2.4.7)
KM ad (/iul(m))J (2.4.8)
X «(Rx e

definiert. Da ¢ nach so(2m) abbildet ist hier die adjungierte Darstellung ad.,
von u(m) zu nehmen. Dafiir gilt nun [Bro]

ad.(kx)J =kxoJ —Jokry = (Vx—Vi)J=-VVJ (24.9)
also
0 lutom (Fx) = kxoJ—Joky=-2Joky.  (24.10)
Wegen rkx € ut(m) = {A € s0(2m) | AJ = —JA} folgt daraus
—2Jokyx =—-V{J (2.4.11)
und somit

kx = —=Jo VY. (2.4.12)
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2.5 Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

In Kapitel 1.1 wurde die Existenz von kompakten sechs-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten, den Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten Y, gefordert, die bei der
Faktorisierung R'? x Y der zehn-dimensionalen Hintergrund-Raum-Zeit eine
physikalisch addquate Kompaktfizierungsgeometrie besitzen. Es soll zunéchst
mit der Definition” von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten begonnen werden. Die
Bedeutung dieser Definition und die dabei auftretenden Begriffe werden im
Anschluf} erldutert.

Definition 2.5.1 Fine Calabi- Yau-Mannigfaltigkeit ist eine kompakte Kdh-
lersche Mannigfaltigkeit mit Holonomiegruppe SU(m) (m > 2).

Es sei also eine 2m-dimensionale fast-hermitesche Mannigfaltigkeit voraus-
gesetzt. Mit der Identifikation von R?*™ mit C™ wird die 2m-dimensionale
Mannigfaltigkeit als von der komplexen Dimension m aufgefasst. Tensoren
lassen sich dann auf der Grundlage von m-(komplex-)dimensionalen Tangen-
tialrdumen konstruieren. Beziiglich der in Abschnitt 2.3 eingefiihrten komple-
xen Koordinaten ist eine Tangentialraum-Basis also gegeben durch {-2;,....;9-
mit J(5%) =i 5% , denn die Abbildung J ist dabei als Multiplikation mit
aufzufassen. Sei V() der Levi-Civita Zusammenhang und -y, eine geschlosse-
ne Kurve auf der Mannigfaltigkeit, deren Anfangs-und Endpunkt pq ist. Die
Transformationsgruppe, die die Anderung eines Tangentialvektors im Punkt
po durch einen Paralleltransport entlang o beschreibt, heiit Holonomiegrup-
pe. Die Existenz invarianter Tensoren steht mit der Holonomiegruppe folgen-
dermaflen in Beziehung [Joy]:

Lemma 2.5.1 Sei& ein kovariant konstanter Tensor. Dann ist & (lokal, fir
einen beliebigen Punkt p auf der Mannigfaltigkeit) ein Singulett der Darstel-
lung der Holonomiegruppe.

Lisst umgekehrt die Operation der Holonomiegruppe einen (lokalen) Tensor
invariant, so ewxistiert ein kovariant konstantes Tensorfeld auf der Mannig-
faltigkeit, das lokal gleich & ist.

Die SU(m)-Holonomie hat also folgende Bedeutung:

Unter SU(m)-Transformationen ist, wie in Abschnitt 2.2 erldutert, die Kéhler-
form J invariant. Da die Determinante der Transformationsmatrizen gleich
eins ist, ist die als holomorphe Volumenform bezeichnete (m, 0)-Form

Q:=dz' Ao AN d2™ (2.5.1)

"Es gibt unterschiedliche Definitionen von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten [Joy].
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SU(m)-invariant [Sto]. Gem&f obigen Lemmas 2.5.1 existieren auf einer Man-
nigfaltigkeit mit Holonomiegruppe SU(3) also die (global definierten), kovari-
ant konstanten Formen J und 2. Insbesondere ist J geschlossen, womit auch
der Nijenhuis-Tensor (2.3.7) verschwindet und die Mannigfaltigkeit Kéhlersch
ist. Im Fall der zu betrachtenden Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten ldsst sich
zeigen, dafl die invariante (3, 0)-Form harmonisch ist [Can2].

Die Hodge-Zahlen entsprechen den Dimensionen der Rdume der harmoni-
schen Formen auf einer komplexen Mannigfaltigkeit [Joy]. Auf einer Calabi-
Yau-3-Mannigfaltigkeit beispielsweise nimmt der Hodge-Diamond folgende
Form an [Can2]:

1
0 0
0 h11 0
1 a1 hia 1
0 h11 0
0 0
1

Die Holonomiegruppe des Levi-Civita-Zusammenhangs sei zunéchst als SO(6)
angenommen [Joy]. Neben den Tensordarstellungen der SO(6) auf M® exi-
stieren auch Spinordarstellungen der SO(6), welche den Darstellungen ih-
rer universellen Uberlagerungsgruppe SU(4) 2 SO(6) entsprechen [Sexl]. Die
Spinoren der fundamentalen SU(4)-Darstellungen [4] und [4] besitzen entge-
gengesetzte Chiralitét [Sexl]. Die Spinordarstellung [4] zerfillt unter SU(3)
geméB [4] = [1] & [3] in irreduzible Darstellungen, was auf ein Singulett ent-
sprechend der Existenz eines global definierten, SU(3)-invarianten Spinors 7
fithrt [Gre], [Can3], [Kak], [Gurl]. Mit Lemma 2.5.1 bedeutet das die Existenz
eines global definierten, kovariant konstanten Spinorfeldes auf einer Mannig-
faltigkeit mit SU(3)-Holonomie. Die SU(3)-invarianten, kovariant konstanten
Tensoren J und €2 lassen sich dann mit dem invarianten Spinor 7 konstruie-

ren [Can2]: J,," = —i n'T,,"n und Qppp = 0 Thnpn, wobei mit den sechs-
dimensionalen Gamma-Matrizen I',,,, ..., I,
le...mk = F[ml e ka] (252)

gilt [Pro]. Eine Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit ldsst also einen invarianten,
kovariant konstanten Spinor zu, wie von der supersymmetrischen String-
Theorie gefordert.

Dariiberhinaus sind Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten Ricci-flach, was die Aus-
sage folgenden Lemmas ist [Joy]:

Lemma 2.5.2 Genau dann, wenn die Holonomiegruppe (Untergruppe von)
SU(m) ist, ist eine Kdhlersche Mannigfaltigkeit Ricci-flach.
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2.6 SU(3)-Mannigfaltigkeiten

Die starke Bedingung der globalen Existenz eines SU(3)-invarianten, kova-
riant konstanten Spinors auf der sechs-dimensionalen Kompaktifizierungs-
Mannigfaltigkeit M, was fiir Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten erfiillt ist,
soll dahin abgeschwiicht werden, dal die kovariante Ableitung (beziiglich
des Levi-Civita-Zusammenhangs) des SU(3)-invarianten Spinorfeldes 7 nicht
verschwindet. Diese Kompaktifizierungs-Mannigfaltigkeit M besitzt also kei-
ne SU(3)-Holonomie, wohl aber die reduzierte Strukturgruppe SU(3). Es sei
zunéchst als Strukturgruppe die SO(6) vorausgesetzt, die Mannigfaltigkeit
M?® ist also eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, wie in Abschnitt 2.2 erldutert
wurde.

Die 2-Formen auf M® liegen in der 15-dimensionalen adjungierten Darstel-
lung s0(6) = [15]. In komplexen Koordinaten zerfillt der Raum der 2-Formen
A? zuniichst gemiB (2.3.26)

A2 = AM e A2 A0, (2.6.1)
Das lésst sich weiter in irreduzible SU(3)-Darstellungen zerlegen :
A = COAN' @A A (2.6.2)
und das entspricht den SU(3)-Darstellungen [Cor]
15] = [1]e (8@ [3]a[3]. (2.6.3)

A(l)’1 ist dabei der spurlose Anteil der (1,1)-Formen, welcher der acht-dimensionalen
adjungierten Darstellung su(3) = [8] der SU(3) entspricht, und das Singulett
kann als Kéhler-Form interpretiert werden. Um das zu erkldren wird zunéchst

die Lie-Algebra der U(3) folgendermafien aufgefasst [Kob2]:

u(3) = so(6)Ngl(3,C) (2.6.4)
dabei ist
gl(3,C) = {Aegl(2m,R)| AJ=JA} (2.6.5)

die Lie-Algebra von GL(m, C) mit J aus (2.2.2). Es besteht analog zu (2.2.3)
eine Bijektion zwischen (2.6.4) und u(3) aufgefasst als

u3) = {A =A, +id, €gl(3,C) | AT = —A} . (2.6.6)

Folgendes Lemma fasst die obigen Behauptungen zusammen:
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Lemma 2.6.1 Auf einer sechs-dimensionalen Mannigfaltigkeit M® ist der
Raum der (1,1)-Formen A% isomorph zur Lie-Algebra w(3) und zerfillt in
irreduzible SU(3)-Darstellungen gemdyfs

AM = Ca Ay (2.6.7)
= u3) (2.6.8)
= () @su@3d), (2.6.9)

wobei (J) den von der Kdihler-Form aufgespannten ein-dimensionalen Unter-
raum von AM' bezeichnet.

Beweis:
Sei A1 € ALY eine beliebige (1,1)-Form, dann gilt mit (2.3.20)

Mo do 5 = Mg (2.6.10)
und das ist dquivalent zu

AT = TN (2.6.11)
denn durch beidseitige Kontraktion von (2.6.11) mit J,” ist

Juﬂ)\pujap — Juﬁt]pu)\ap
S NI = (=5,

= )\pﬁJapJpg = —Auj (2.6.12)
= )\pﬂJap(—JBﬁ) = —)\ag
<~ )\ppJapJBﬂ = )\aB .

(2.6.11) ist aber dquivalent zu AJ = JA, wenn \," die Komponenten der
Matrix A sind. Das beweist die Isomorphie von A" und u(3). Die Lie-Algebra
der SU(3) ist gegeben durch [Sto]

su(3) = {Acu3)|0=t"A=trd +itrd,} . (2.6.13)

Das sind also die Matrizen der Lie-Algebra u(3), fiir welche die komplexe Spur
tr® A = trA; +1i trd, verschwindet. Da die Spur von A; wegen der Schief-
symmetrie von A gemif (2.2.3) verschwindet, ist tr® A = itrA,. Die Spuren
sind aber unter Transformationen der Tangentialraumbasen invariant [Sto],
so daB in komplexen Koordinaten auch trd; = ¢?7\,; geschrieben werden
kann. Insgesamt ergibt sich also die Lie-Algebra u(3) als direkte Summe von
su(3) und dem ein-dimensionalen, von der komplexen Spur aufgespannten
Unterraum von u(3):

u3) = su(3)a (J) (2.6.14)
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denn mit (2.3.30) sind die Komponenten von J durch J,; = ig,; und Jz, =
—1gp, definiert, und die Behauptung des Lemmas bewiesen. 0

Neben der Kéhler-Form bzw. der komplexen Struktur J als SU(3)-Singulett
fithrt die Strukturgruppe SU(3) auf ein weiteres Singulett:

Die 3-Formen liegen in der Darstellung [20] der SO(6), aus welcher sich bei
der Zerlegung in SU(3)-Darstellungen zwei Singuletts ergeben [Cle]:

A = B AB oA oA oAy @ AN (2.6.15)
20 = [1]@e[1]e[6]®[3]®[6]® (3], (2.6.16)

wobei Ao und Ay? die spurlosen Anteile von A>! und A2 bezeichnen. Die
Singuletts entsprechen der (3,0)-Form € und der (0,3)-Form Q respektive
Real- sowie Imagindranteil von Q = Q" +iQ~, gegeben durch QF = $(Q+Q)
und O = (2 — Q). Denn eine Basis in A*? bzw. A%? ist gegeben durch
dz' Ndz? Adz® bzw. dzP A dz? A dz®. Wie in Abschnitt 2.5 beschrieben, fiithrt
die SU(3)-Struktur auch zur Existenz eines global definierten Spinors® 7 als
SU(3)-Singulett. Umgekehrt folgt aus der Existenz dieses Spinors 1 auch die
Existenz der global definierten SU(3)-Singuletts J und (2. Diese sind mit n
definiert durch [Can3]:

oy = =i T7Tmn (2.6.17)
und

oy = =i Tt iy = =0 L7l (2.6.18)

mnp

wobei I'7 := 1"y - - - T, I’y und 'y durch (2.5.2) definiert sind.

Als spezieller G-Zusammenhang geméf Definition 2.4.1 ist ein SU(3)-Zu-
sammenhang einzufithren. Seine Komponenten sind (mit einem beliebigen
Tangentialvektor v) durch

VP = axn+v’fq>nkp (2.6.19)

gegeben. ®,,,P bezeichnen die Komponenten eines SU(3)-Zusammenhangs
V. Da (im Gegensatz zu den Christoffelsymbolen T',,.?) die Komponenten
®,..P nicht symmetrisch sind, besitzen diese Zusammenhénge eine Torsion.
Die Torsion sowie die Kontorsion sind auf der SU(3)-Mannigfaltigkeit wie
folgt definiert:

8Von nun an bezeichnet 7 einen Majorana-Spinor, im Unterschied zu Abschnitt 2.5, wo
von Weyl-Spinoren ausgegangen wurde.
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Definition 2.6.1 Als Torsion des SU(3)-Zusammenhangs NV wird der (2,1)-
Tensor T € A2 @ A' definiert durch TP := %(Cbmnp — ®,,,,F) bezeichnet.

Definition 2.6.2 Die in A'®s0(6) liegende Differenz V—=VD heift Kontor-
sionstensor des SU(3)-Zusammenhangs V und ist durch kP = ®pn? —Tin?
gegeben.

Der Kontorsionstensor wird zunéchst in seine Anteile in su(3) und dessen
orthogonales Komplement su*(3) in s0(6) aufgeteilt. Es ist also

ko= KO 4@ (2.6.20)

wobei £% ) € A! @ sut(3) gemiB (2.4.6) die intrinsischen Kontorsion ist.
Zunéachst wird folgende Zerlegung der Kontorsion durchgefiihrt. Mit Defini-
tion 2.6.2 ist

k € A'®s0(6). (2.6.21)
Die Lie-Algebra s0(6) wird nun in u(3) und das orthogonale Komplement
ut(3) zerlegt:
AM®s0(6) =2 A'@ (u(3)Dut(3))
~ A'®(su3) @ (J) aut(3)), (2.6.22)

wobei in letzten Schritt Lemma 2.6.1 benutzt wurde. Da die Lie-Algebra so(6)
auch orthogonal in su(3) und sut(3) zerlegt werden kann, gilt mit (2.6.22)

A @ (su(3) @ (J) @ ut(3))
>~ A'® (su(3) @ sut(3)) (2.6.23)
woraus mit (2.6.3)
A ® (su(3) @ C o A" @ A%?)
~ Al@su(3)® A @ (CH A0 @ A%?) 3 x5C) 4 k0 (2.6.24)

3

folgt. Die intrinsische Kontorsion £ ) wird also folgendermaBen in irredu-

zible SU(3)-Darstellungen zerlegt:
Y0 e Al (Co A2 @ A%
= (Ble8) & (1] & [3] & [3]) (2.6.25)

(dabei ist A' = A%? @ A% = [3] @ [3] gemiB (2.3.26)). Die Aquivalenz-
klasse der SU(3)-Zusammenhiinge V ist, wie in Abschnitt 2.4 beschrieben,
durch x*®) eindeutig bestimmt. Als spezieller Repriisentant der SU(3)-
Zusammenhinge wird der somit eindeutig bestimmte SU(3)-Zusammenhang

VD = vO 4 ® (2.6.26)
gewahlt.
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2.7 Intrinsische Torsion und Kontorsion

Die weitere Ausreduktion des Tensorprodukts (2.6.25) in irreduzible SU(3)-
Darstellungen fiihrt auf die folgenden fiinf, mit W bezeichneten Klassen
[Gral], [Car]:

ngl(3) e WieWy,® W3 eW,® W5 (271)

Diese ergeben sich ausgehend von der Zerlegung (2.6.25) im vorigen Abschnitt
[Gral]:

A ® (uh(3))
= A'® (A% 3 A??) (2.7.2)
= (BleB) @ (38]®[3])

Wird die formale Ausreduktion der Produktriume [3]o[3]=[8]e[1], [3][3]=[3]5[6]
und Bje@E=3le[ ([Cor]) benutzt, was unten explizit berechnet wird, so folgt

([3]&[3]) @ (3] & [3])
= (Jel)e(BeB)e(6leB)e@BeB) (274

= W @1W2 & W3 @2W4 3 4 (2.7.5)
und
Ws = ® (J) (2.7.6)
= ([ J @ [3]) @ [1] (2.7.7)
= (Bl&3]). (2.7.8)

Aufgrund der unterschiedlichen Zugehorigkeit von k() Zu diesen W-Klassen
werden SU(3)-Mannigfaltigkeiten klassifiziert. Insbesondere wird dadurch auch
die Klasse der halb-flachen Mannigfaltigkeiten definiert. In Tabelle 2.7.1 sind
die in dieser Arbeit betrachteten Klassen von SU(3)-Mannigfaltigkeiten vor-
wegnehmend zusammengefasst, die halb-flachen Mannigfaltigkeiten werden
in Abschnitt 2.9 definiert. Nur bei der Kdhler Mannigfaltigkeit handelt es
sich um eine komplexe Mannigfaltigkeit, da hier der durch (k);q2 gegebene?,
in W, & W, liegende Nijenhuis-Tensor (2.3.7) verschwindet. Wie in Abschnitt
2.3 erldautert, existiert dann eine komplexe Struktur auf der Mannigfaltigkeit
M6,

Die Komponenten der mit x; bis k5 bezeichneten Anteile von x in den Klassen

Isiehe z.B. [Gurl]
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Wi=Wy,=W3=W,=0 Kihler Mannigfaltigkeit

Wi=Ws=W,=W5;=0 almost-Kihler Mannigfaltigkeit
Wo=W3=W,=W5=0 nearly-Kihler Mannigfaltigkeit
Ws=W,=Ws=0 quasi-Kéhler Mannigfaltigkeit

Wi=Wy,=W,=W5;=0 speziell-hermitesche Mannigfaltigkeit

Sm(Wy @ Wy) =Wy =W5=0 halb-flache Mannigfaltigkeit

Tabelle 2.7.1: W-Klassen

W1 bis W5 obiger formaler Zerlegung sollen nun auf folgende Weise explizit
bestimmt werden:

In komplexen Koordinaten tritt der (3,0)-Tensor Kmnp = gpghimn? mit den
Indextypen Kagy, Kagy » Kagy > Kapy und den dazu komplex Konjugierten auf.
Unter der SU(3) transformieren sich diese Komponenten des (3,0)-Tensors
gemifl [Boe]

Ii:)w, U?‘Uﬁvznam (2.7.9)
R%W = @g‘vﬁvznam (2.7.10)
Ko = VSUSUIK a5y (2.7.11)
Ky = USUNULKaps | (2.7.12)

wobei v und Dg“ die Komponenten der Darstellungsmatrizen der SU(3) sind,
welche der Unitaritdtsbedingung

vUg = 0 (2.7.13)
geniigen. Zunéchst lassen sich die Komponenten von k allgemein entspre-
chend dem Auftreten holomorpher und antiholomorpher Indizes den Produkt-
riumen der fundamentalen SU(3)-Darstellungen [3] und [3] zuordnen. Das
beschreibt Tabelle 2.7.2. Per Definition liegt x aber in A ® s0(6) = A' @ A2,
so da} x nur bestimmten Darstellungen der Ausreduktion der in Tabelle
2.7.2 angegebenen Tensorprodukten angehort. Die Ausreduktion in irreduzi-
ble SU(3)-Darstellungen eines beliebigen (2,0)-Tensors ¢ € ((3]s[3]))@((3]@[3) wird
folgendermaflen durchgefiihrt:

Die Komponenten von ¢ mit je zwei holomorphen bzw. antiholomorphen In-
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B © 8] ® 3] | Kapy
B © 8] ®[3] | #apy
B © 3] ® 3] | Kapy
Bl © B8] ® 3] | Kaps

Tabelle 2.7.2: komplexe Indizes von k

dizes lassen sich in eine Summe aus je einem symmetrischen und einem an-
tisymmetrischen Anteil beziiglich dieser Indizes aufteilen:

1 1

tag = 5(tap +tsa) + 5 (tas — 1ga) (2.7.14)
1 1

tssg = 35(tag +15s) + 5(lap — t5a) (2.7.15)

Diese Anteile bilden dann jeweils die Komponenten der irreduziblen Darstel-
lung [3] und [6], sowie [3] und [6]. Desweiteren bildet die Spur eine SU(3)-
Invariante, so dafl bei Auftreten zweier Indizes unterschiedlicher Holomorphie
in einer Tensorkomponente jeweils ein Spuranteil entsprechend der Kompo-
nente eines 1-dimensionalen Unterraums herausprojiziert werden kann:

/] O —
to = v,05ts"

= 5%,7 . (2.7.16)

Da t,® = 0 eine homogene lineare Gleichung ist, liegt der spurlose Anteil von
t in der Darstellung [8] der Zerlegung [3] @ [3] = [8] & [1].

Mit obiger Methode 148t sich die Ausreduktion von x auffinden. Dabei sind
nur die Komponenten von £ ) von Interesse. Wegen (2.6.25) liegt der
Anteil der intrinsischen Kontorsion (im folgenden nur noch mit s bezeichnet)
mit den Komponenten kg, und r535 in

(Bl@[B]) & (3] ® [3]) (2.7.17)

woraus sich, wie oben beschrieben, jeweils ein Spur-Anteil subtrahieren lasst
und somit in [1] & [8] & [1] @ [8] liegt. Dazu wird folgende Identifikation vor-
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genommen'’:

1
KaBy — Kaij ‘= =€

5 SLETN (2.7.18)

Davon lésst sich dann der Spur-Anteil subtrahieren:

Kai = Kaq — Jan(9" Kps) + Jar (97 o) (2.7.19)

Durch beidseitige Kontraktion von (2.7.19) mit eg," folgt

€y | %Eﬁyﬁ“aﬁv = (%Emﬁ“aﬁw - gaﬁ(gméfwc‘f’%uv})
+gan(gp”%e“”afw) (2.7.20)
Rapy = Rapy — §€ﬁvﬁgaﬁ(“puvewp)
+%e@7”gan(/<apw,e””p) (2.7.21)
= FRapy — %Eaﬁv(“puvepﬂy)
+%Eaﬁv(’€pwepw) (2.7.22)
= (K2)apy T (K1)apy - (2.7.23)
wobel (K1)agy = %eaﬁw(/ﬁpuy(—:p“”) und (K2)agy = Kagy — %eam(mwyep“”) ist.
Fiir die Komponenten Kajy wird die analoge Zerlegung durchgefiihrt:
I 1y fivp
Rapy = HRapy = 57 Gan (K ppe™”)
+%egﬂgan(/ﬁpwe“”’)) (2.7.24)
= FRapy — %faﬂﬁ(’fﬁﬁﬂﬁﬁw)
+%eo—t5ﬁ(/£pm,ep“") (2.7.25)
= (k2)aps + (K1)agy (2.7.26)

0Der sechs-dimensionale e-Tensor ist definiert als €123456 = 41. Die Indizes lassen sich

mit der Metrik herunterziehen. Unter der SU(3)-Struktur zerfiillt der e-Tensor mit kom-
plexen Indizes wie folgt:

eabraby  —  _jeabvaby

wobei €123 = €123 = 11 definiert ist.
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mit (K1)agy = 3€a55(Kpar™”) und (K2)agy = Kags — 3€ap, (Kpane™™). Insge-
samt sind das die in Tabelle 2.8.1 angegebenen Komponenten von W; und
Wg.

Die Anteile von x mit den Komponenten r,g- und kg3, liegen entsprechend

(2.6.25) in [3] ®[3] und [3] ® [3] und zerfallen in die irreduziblen SU(3)-
Darstellungen [3] @ [6] und [3] & [6]: Mit den Identifikationen

Kagy = Kan i= 5%@@6&% (2.7.27)
und
1 By
Rapgy — Raj ‘= 5554@76 7 (2728)

und durch jeweiliges Symmetrisieren und Antisymmetrisieren in o und 7 bzw.
a und 7 ergibt sich

1 1 _
Saf = (Zfﬁ@meﬁ”ﬁ + Zmﬁgweﬂ“’@)g"’) (2.7.29)
sowie
P 1 By 1 By \q7P
AgP = (Zmame 7 gRaone 29" (2.7.30)

Die Komponenten von W3® W, konnen durch Subtraktion eines Spur-Anteils
auch folgendermaflen erhalten werden:

Kapw = Rapw — 29a[p(gﬁ0/€ﬁa|y}) + QQQ[H(gﬁgliﬁﬂy}) (2.7.31)
= (S&p)eul/p + (A&p)euup (2732)

und durch Kontraktion mit g® erhilt man

g&uff'o’cuu = gﬁa"{'ﬁau
— (S A,
— Avee,, . (2.7.33)

Insgesamt ergibt sich dann fiir die Komponenten von W3 und W,
(H3)0—z,ul/ = (Sdp>€;wp (2734)

und
(Ka)apy = 29aip(A" €pp)p) - (2.7.35)
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Die analoge Betrachtung fithrt dann auch auf die komplex konjugierten Kom-
ponenten

(k3)apz = (5a7)€unp (2.7.36)
und
(Kt)ags = an[B(Aﬁﬁ‘fﬁw}ﬁ)- (2.7.37)

Es sind noch die Komponenten rag5, K45, von k sowie die dazu komplex
konjugierten Komponenten zu untersuchen. Nach Tabelle 2.7.2 gilt:

Kapy € 3] ®[3]® (3] = [3]® ([8] @ [1]) (2.7.38)
= ([Ble@B)o(@el) (2739

und
Kagy € 3] @ [3]®[3] = [3]®@ (8] @ [1]) (2.7.40)
= (Bleg) e (3le[1]) (2.7.41)

Von kqpy und K, 18t sich jeweils ein Spuranteil subtrahieren:

Fagy = Fapy — 95+(9" Kapo) + 93,(97 Kapo) (2.7.42)

und
Kagy = Kapy — 953(9" Kaps) + 9o7(9" Kaps) - (2.7.43)

Da die intrinsische Kontorsion keinen Anteil in der adjungierten Darstellung
su(3) = [8] besitzt, kann W; gemif (2.7.39) und (2.7.41) nur noch in dem
Anteil ([3] ® [1]) @ ([3] ® [1]) liegen. Das entspricht den Komponenten

(H5)aﬁw = gﬁw(g[w’faﬁa) (2744)
und in Analogie den komplex konjugierten Komponenten
(KS)dﬁﬁ = gﬂ«‘/(gp&’fapa)- (2.7.45)

Die Komponenten (k5)a35 verschwinden, was weiter unten gezeigt wird.
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2.8 Intrinsische Torsion und -Kontorsion mit den SU(3)-
invarianten Formen

Um den Begriff der halb-Flachheit zu prézisieren, werden die dufleren Ab-
leitungen der unter der SU(3)-Strukturgruppe invarianten Formen J und €2
betrachtet. Geméafl Definition 2.4.2 verschwinden die kovarianten Ableitun-
gen von J und € beziiglich des SU(3)-Zusammenhangs V7). Mit (2.6.26) ist
dann (siehe auch [Gurl])
v g — O e g n TP g P T (2.8.1)
=0

und

v = O Qe g P QP 9 QTP (2.8.2)
= 0.

Allgemein lasst sich durch Antisymmetrisieren der kovarianten Ableitung
V) zu Formen iibergehen; das duBere Differential einer p-Form « ist [Can2)]

(A mo,...omiyimy = Z(—l)ivgi)amo ..... Frgyeip - (2.8.3)

Mit (2.8.3) folgen aus (2.8.1) und (2.8.2)

(dJ)mnp - 67?;::(3)7:]7“@] (2.8.4)
und
(@ = 12T, iy (2.8.5)

denn aus Definition 2.6.1 folgt T},," = %(/ﬁmn?’ — Knm?) durch das Antisym-
metrisieren in den Indizes m und n [Gurl]|. Da die Formen J und © SU(3)-
Singuletts sind, verschwindet ihre Anwendung auf Elemente der Lie-Algebra
su(3), wie in 7" vorkommend. Somit tritt in (2.8.1) und (2.8.2) jeweils nur
der intrinsische Anteil 7°* ®) der Torsion auf.

Es lassen sich also die Komponenten von 7' iiber die irreduzible SU(3)-Zerle-
gung von dJ und df2 mit den W-Klassen und damit mit den Komponenten
von k in Beziehung setzen. Die jeweiligen Komponenten von T+ ®) werden
dazu mit dJy,,, und dQy,,p, gemés (2.8.4) und (2.8.5) ausgedriickt. Mit der
allgemeinen Regel [Can2]

da®P) = (da)P~L9D 4 (da)PatD) 1 (da) PO 4 (da)Pr2aD)
(2.8.6)
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zur duBeren Ableitung von (p, q)-Formen « ergeben sich die dufleren Ablei-
tungen der (1,1)-Form J und der (3,0)-Form Q zu

dJ = [(dJ)39 + (d))O] + [(d])®V + (dT)12)] | (2.8.7)
was den SU(3)-Darstellungen
20] = [(fe [ e((6] @ [6]) (3] [3])] (2.8.8)
entspricht, und

dQ = [(dQ)EY] + [(dQ)@2)] (2.8.9)

dQ = [(dQ)M] + [(dQ)>?)] (2.8.10)
wozu die SU(3)-Darstellungen
24] = [([BleB]) e8] [8) @ (1] [1])] (2.8.11)

gehoren [Gurl]. Dabei wurde zur vollsténdigen Zerlegung in irreduzible Dar-
stellungen {ibergegangen: Der Anteil [3] entspricht gerade der Spur (d.J )agﬁ ,
die von (dJ)apy abgezogen werden kann. Analoges gilt fiir die komplex kon-
jugierten Komponenten (dJ),3,, von denen die Spur (dJ)agﬁ, die in der Dar-
stellung [3] liegt, abgezogen werden kann. Insgesamt entsprechen die Kom-
ponenten von J A dJ den Komponenten des Spur-Anteils [Chi], [Gurl]. Der
restliche, spurlose Anteil von (dJ)1? in [6] wird mit (dJ)él’z) bezeichnet,
wofiir J A (dJ )81’2) = 0 gilt und entsprechend ist (d.J )(()2’1) der spurlose Anteil
von (dJ)®Y in [6] mit J A (dJ){M = 0.

Aus dem (d2)®?) Anteil ldsst sich zur vollstindigen SU(3)-Ausreduktion
auch wieder ein Spur-Anteil subtrahieren. Dieser kann in der Form

(dQ)", ~  (dD)agape e 5 (2.8.12)
sowie

(d)7. ~ (D) 5056 "€ Jns (2.8.13)
geschrieben werden. Das entspricht den Komponenten von d§2 A J [Chi]. Da
in der Zerlegung in SU(3)-Darstellungen einer fiinf-Form kein Singulett exi-
stiert, gilt Q@ A J = 0 [Gurl]. Deshalb ist aber dQ A J = dJ AQ und dJ A Q
ist gerade der [(d.J)®? + (d.J)(®%)]-Anteil von d.J. Das bedeutet, dal der An-
teil ([1] @ [1]) von dJ gleich dem von df? ist. Der Anteil ([8] @ [8]) ist dann
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durch den spurlosen Anteil von (d2)(>?), bezeichnet mit (dQ)(()2’2) bestimmt,

fiir den J A (d€2)? = 0 gilt. Der restliche Anteil ([3] & [3]) von d€2 ist durch
(d©)3D und den dazu komplex Konjugierten bestimmt.

Die Zugehorigkeit der Anteile von dJ und df2 zu den den einzelnen Kompo-
nenten von 7" in den entsprechenden Darstellungen ergibt sich nun wie folgt:

Aus (2.8.4) und (2.8.5) folgt

(dJ)mnp - 6ﬂmnTJr\p}
- S(R[mnrjr\p} - K[anJr\p}) (2814)
= 6H[mnr(]r|p] (2.8.15)

und

(dQ)mnpq = 12T[mnTQT|pq]
= G(H[mnrﬂﬂpq] — Ii[nmrﬂﬂpq]) (2.8.16)
12,‘4,[mnrQT|pq] . (2.8.17)

Aus (2.8.4), (2.8.7) und (2.8.15) folgt dann auch

dS) =

i (Tsea)as” Ty + (Tswa)3y" Joa + (Tswa)va” Jop

(

(T3®4)aﬁ Y + (T3®4)ﬁ’y Jpa + (T3€94)’Yap‘]pﬁ) (2'8'18)
((’i3@4)aﬁ oy T (’i3@4>ﬁv Jpa + (53@4)707 Jpp
(kswa)as”Tpy + (K304) py" Jpa + (Kswa)ya” Tps) (2.8.19)

+ wlo 4+ wlo

und mit (2.3.29) und der Tatsache, dafl nur die Komponenten der Index-
struktur (T3e4)svs , (T304) 37, Und (K304) 3., > (K3pa)ssp nicht verschwinden,
folgt aus (2.8.18) und (2.8.19) weiter

(d‘])o?ﬁl'y = 2(T3®4)ﬁvp‘]p&
= 2(/4&3@4)5‘ﬁp¢]§7 (2820)

und daraus

(Kswa)agy = (T3e4)pra - (2.8.21)

Der Spur-Anteil von (2.8.20) ist mit (2.3.30)

(@) 3T = 2i((d))®D)es” (2.8.22)
= 2i(T3e4)as’ ]’ (2.8.23)
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und mit (2.3.20) und (2.8.21) ist

(AN G TP = 2i(Tse)as’id,” (2.8.24)
= —2(Tse4)as” (2.8.25)
= 2(kze4) 4 - (2.8.26)
Mit (2.8.25) und (2.8.26) ist dann gemé&B (2.7.37)
(I<L4)[wa = 29;1[1/(53@4)5’&04 (2827)
und
(Th)vap = —Qgﬁ[u(T3@4)a}ﬁﬁ- (2.8.28)

Dadurch sind die Komponenten von W5 & W, bestimmt.
Fiir die Komponenten von W; & W folgt aus (2.8.5), (2.8.9), (2.8.10) und
(2.8.17)

12 _ _

@055 = 7(Te2)as” = (T102)3")(Qaag — Laa)  (2:8.29)
12 _ _

- E((H1@2>aﬁp — (F102)8a") (pas — Lga)  (2.8.30)

und daraus

(dQ)Sé?B = (Tie2)ap” — (Tl®2)ﬁaﬁ)Q§@B (2.8.31)
2(T1€92)aﬁﬁ955[5 (2.8.32)
= ((H)1®2)aﬁp - (Hl®2)ﬁap)955[5 (2833)
also
_ 1 _ _
(The2)as” = 5((“01@2)«150 — (K1@2)ga") - (2.8.34)

Aus (2.8.5), (2.8.9), (2.8.10) und (2.8.17) folgen auch die Komponenten von
W5Z

@5 = (T5)as” = (T5)5a") Qs + (T5)as” = (T5)5a") Ly

+((T5)ay" — (T5)+a") Qs (2.8.35)
= (’i5>5zﬂp9m6 + (’%)déprﬁy + (H5)5[«,pﬂpaﬁ (2.8.36)
und daraus
(dQ>S’ﬁ’}y)5 = 6(T5)a(s" Upis] (2.8.37)
= 3(ks)als"Lolaa] - (2.8.38)
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Werden in (2.8.5) nur komplexe Indizes gleichen Typs eingesetzt, so ist

(dQ)((jﬁ’% - 12(K'5)[aﬁpr|ﬂ/5} (2839)
= 0. (2.8.40)
Daraus ergibt sich
1
(T5)apy = i(ﬁs)am (2.8.41)
und
(F5)aps = 0. (2.8.42)

Die Komponenten von 7" und k und deren Zugehorigkeit zu den entsprechen-
den SU(3)-Darstellungen werden in den folgenden Tabellen zusammengefasst:

Wi | el (K1) apy=Seay (Kpure™™) s (K1)agy=3€aps (Fonre™™)

Wo | [BI®B] | (52)asy=(kasy—3casy (" koun))  (k2)aps=Faps—s€aps (€PP” Kpno))
W3 | [6]e[6] (k8)agy=(Sa”)eayp » (K3)asy=(Sa")esmp

Wy | [Blof] (50) a3y =20a3(APPe,151,) 5 (5)a8v=20a13 (A" €, )1,)

Ws | ([3]@[3]) (k8)apr =957 (Kkap59°7) , (K5)aps =05 (Kape ™)

Tabelle 2.8.1: SU(3)-Darstellungen der Kontorsion

Wi | [1e[1] (T1)asy = (K1)agy » c-C. dONJ =dJ NQ
Wa | [80[8] | (To)agy = 3((R2)apy — (K2)par) , cc. (d) 5
Ws | [6lo[6] (Ts)gya = (A3)agy » c.c. (d])§Y + (d])gH?
Wy | Bles) (Ta)gya = (Fa)agy » c.c. JAdT
Ws | (BloB]) (T5)ags = 3(ks)ags » c.c (dsy)®D)

Tabelle 2.8.2: Torsion und Kontorsion in SU(3)-Darstellung
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2.9 Halb-flache Mannigfaltigkeiten

Die im vorigen Abschnitt mittels der W-Klassen der intrinsischen Kontorsion
durchgefiihrte Klassifikation der SU(3)-Mannigfaltigkeiten ist damit auf die
duBeren Differentiale der SU(3)-invarianten Formen zuriickgefiihrt. Damit
werden die halb-flachen Mannigfaltigkeiten eingefiihrt:

Definition 2.9.1 Fine SU(3)-Mannigfaltigkeit heifst halb-flach, genau dann
wenn das Quadrat der Kdhler-Form J A J und der Imagindrteil der holomor-
phen Volumenform Q= geschlossen sind.

Die durch J A dJ bestimmten Komponenten von T und k4 der Klasse Wy
verschwinden also und aus der Geschlossenheit der Form dQ~ folgt!! das
Verschwinden des (3,1)-Anteils von df2, also das Verschwinden von Wi :
Mit (2.8.6) ergibt sich fiir die &ulere Ableitung der zu 2 komplex konjugierten
(0,3)-Form §2
A0 = (@Q)* 4 (aQ)*? (2.9.1)
— (dQ+)13 (dQ ) (dQ+)22 (dQ+)22 )

Daraus folgt nun aber
0=(dQ)®) = (@Y — i@ )@Y (2.9.2)
also
(@B = j(aat)®3) (2.9.3)

Wenn (d27) = 0, also auch (dQ~)®Y = 0, dann folgt auch (dQ*)GD =0
also insgesamt (dQ)(3 D =0.

Insbesondere verschwindet bei halb-flachen Mannigfaltigkeiten dann die Kon-
traktion von x und J. Aus den Definitionen 2.6.1 und 2.6.2 folgt

Kmnp = Tmnp + Tpmn + Tpnm . (294)

Die Kontraktion von x mit J in n und p ergibt dann mit Tabelle 2.8.2,
(2.3.32) und (2.3.33)

fmnp " = Tomp ™" + Tpmn T ™ + Ty I (2.9.5)
= (T)ass 7" + (Ty)ap, ]
H(T3) 30" + (T3)3as ™7 . (2.9.6)

Hda der Imaginirteil von g2, entsprechend dem Anteil 2~ verschwindet, trigt nur
der Realteil zu Tig2 bei, siche Tabelle 2.7.1 sowie (3.3.33) und (3.3.34).
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Die Komponenten von k3 lassen sich mit (2.7.34) und (2.7.36) ausdriicken.
Analog kénnen die Komponenten von (73) mit einem symmetrischen Tensor
S ausgedriickt werden:

(T)agy = Si3Qas” (2.9.7)
und
(T3)075’y = SU’YQ&Bn ) (2.9.8)

denn Q%7 ist proportional zu €. Die Kontraktion mit J ergibt nun:

(T3)aps T = Sy Qap™ I
(Ts)apvig” = Sze8ap"ig™
— Si’yQa'\/n
0, (2.9.9)

denn S ist symmetrisch, Q antisymmetrisch in 4 und 7. Genauso verschwindet

(T3)6¢BWJBW = ganO‘zW
= 0. (2.9.10)

Einsetzen von (2.9.9) und (2.9.10) in (2.9.6) ergibt dann
Emnpd T = 0. (2.9.11)
In volliger Analogie verschwindet auch die Kontraktion

Emnpd " = Do ™" + Tppn ™" + Tppm J ™"
~ 0. (2.9.12)
Damit ist gezeigt, dafl alle Spuren des Tensors Ky, verschwinden, was gleich-

bedeutend ist mit dem ausschliefllichen Auftreten der gleichen Holomorphie
in den hinteren beiden Indizes von x im halb-flachen Fall.
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3 Kriimmungstensor von SU(3)-Mannigfaltig-
keiten

3.1 Kriimmungstensor von G-Mannigfaltigkeiten

Es soll zunichst ein allgemeiner Kriimmungstensor R auf einer Mannigfal-
tigkeit M"™ mit G-Struktur eingefithrt werden. Dieser ist, ausfiihrlich aus-
gedriickt, als Schnitt in T'(M", A’T*M"™ @ T*M™ @ TM"), also als 2-Form
deren Werte Endomorphismen von T'"M™ sind, aufzufassen. Existiert auf M™
eine Strukturgruppenreduktion zur Lie-Gruppe G, so liegen die Werte ei-
nes G-Zusammenhangs gerade in der Lie-Algebra g von G [Joy] und ein
Kriimmungstensor ist folgendermafien definiert [Kobl]:

Satz 3.1.1 Sei V ein G-Zusammenhang mit Torsion T, dann ist durch
Vi, Valv, = —Rpnp®vy — 210, Vv, (3.1.1)
ein (3,1)-Tensor R € A>® g durch
Rop® = 0m®rp? — 0pPpp? — Py 7 + @,/ D7 (3.1.2)

definiert, der Kriimmungstensor des G-Zusammenhangs mit den Komponen-
ten @ heifst.

Fiir den allgemeinen Kriimmungstensor gilt in jedem Fall der folgende Satz
[Kobl], [Spi]:

Satz 3.1.2 Mit der TorsionT" und dem G-Zusammenhang V erfillt der Krim-
mungstensor R folgende Bianchi-Identititen:
1. Bianchi-Identitdt

Rmnpq + Rnpmq + Rpmnq = vanpq + vnTpmq + vamnq
+Tmanrpq + TinTrmq + TpmrTrnq
(3.1.3)

2. Bianchi-Identitdt
VmRnpql + vanqml + qunmpl
AT g Rrm’ + Ty Ry’ + Ty Rrgt = 0 (3.1.4)
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Das prominentestes Beispiel eines G-Kriimmungstensors ist der Riemannsche
Kriimmungstensor (kurz Riemann-Tensor) des Levi-Civita - Zusammenhangs
V™) Auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit ist der Riemann-Tensor

R € A2 ® s0(n) (3.1.5)
durch

R(F) 1 - 3ml—‘npq - anl—‘mpq - FmpTFnrq + anrrmpq (316)

mnp

mit den in n und p symmetrischen Christoffelsymbolen definiert [Kob1], [Spi].
Wegen der Torsionstreiheit gilt der folgende Satz [Spi]:

Satz 3.1.3 Die Komponenten des Riemann-Tensors RT) besitzen folgende
Symmetrien:

a.) Rgv)%pq = _Rg;v)%pq

b.) Rv(vlﬁjf)bpq = _Rgﬁ)%qp

c.) Rv(vlﬁjf)bpq = Rg;v)m

d.) rM . = 0 (1. Bianchi-Identitdt)

[mnp]

Mit der durch die Metrik g gegebenen Identifikation A? = s0(6) liegt der
Riemann-Tensor also im symmetrisierten Anteil von A? ® A%, bezeichnet mit
Sym?(A?). Es ist also RT) € Sym?(A?) C A2® A% =2 A2 ® so0(n) [Cle]. Der
symmetrische Ricci-Tensor Rg; und Ricci-Skalar R sind die Kontraktio-
nen Rﬁ,ﬂlpn und RS

Im néchsten Abschnitt soll von einem SU(3)-Kriimmungstensor und den
dafiir zu betrachtenden Kontraktionen ausgegangen und die Beziehung zum

Riemann-Tensor hergestellt werden.

3.2 Die Komponenten des Kriimmungstensors unter
SU(3)-Struktur

Zur Einfithrung eines Kritmmungstensors auf der SU(3)-Mannigfaltigkeit wird
ab jetzt der mit (der intrinsischen Kontorsion) k gegebene eindeutig be-
stimmte SU(3)-Zusammenhang V™) = V) + x aus (2.6.26) benutzt. Der
Kriimmungstensor R) des SU(3)-Zusammenhangs lisst sich durch den Rie-
mann-Tensor R auf folgende Weisen mit VI | V) und x ausdriicken
[Nak]|, [Wal:

Rgr)qu = Rg;)mpq + vﬁ: )’fnpq - va(zr)"impq — Kmp Knrg T Knp Kmrg
(3.2.1)
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und

T r T T
Rﬁmzp = an%p + Vgn)’fnpq - v% )’fmpq
FEmn Krpg — Knm' Krpg — Eng' Bmpr + Kmg' Knpr - (3.2.2)

Dabei folgt (3.2.1) aus (3.1.2) mit Definition 2.6.2 und (3.1.6) sowie (3.2.2)
aus (3.2.1) mit (2.6.26).

Riemann-, Ricci- und SU(3)-Kriimmungstensor werden im folgenden in ir-
reduzible SU(3)-Darstellungen zerlegt. Die Grundlage dieser Zerlegung bil-
den [Tri] und [Fal] Die Riemann-Tensoren liegen in einem Unterraum von
Sym?(A?), bezeichnet mit K(s0(6)). Mit der Bianchi-Identitéit d.) aus Satz
3.1.3 folgt, daB R(s0(6)) das Komplement der 4-Formen in Sym?(A?) ist. Das
wird in folgendem Lemma zusammengefasst:

Lemma 3.2.1 Es gilt die Zerlegung A* ® A? = R(s0(6)) & A* & A%(A?) mit
dem 105-dimensionalen Raum K(s0(6)) der Riemann-Tensoren.

Beweis:
Sei 1) ein beliebiger Tensor aus A? ® A2. Dann lisst sich immer eine lineare
Abbildung b : A2 ® A2 — A* auf die 4-Formen durch

b(¢)mnpq = wmnpq + wnpmq + wpmnq (323)

definieren. Die Riemann-Tensoren liegen insbesondere im Kern dieser Abbil-
dung b, so daB R(s0(6)) := ker{b : A> ® A> — A*} definiert wird. Damit
die oben behauptete Zerlegung gilt, ist noch zu zeigen, dafl der Kern von b
tatsichlich in Sym?(A?) liegt, die 4-Formen aber nicht.

Es gilt immer A2@ A% = Sym?(A?)®A?(A?), da sich das Produkt zweier Ten-
soren in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil zerlegen
ldsst (siehe (2.7.14) und (2.7.15)). Sei nun angenommen es gelte ¢ € A%(A?)
mit b(y)) = 0. Dann ist

wmnpq + ¢npmq + wpmnq =0 (324)
also
¢mnpq - _wnpmq - ¢pmnq (325)
= ¢mqnp - ¢nqmp (326)
Ymgnp + Vamnp + Vrmngp (3.2.7)
= _wqmnp + ¢qmnp + ¢mnqp (328)
= ¢mnqp ) (329)
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wobei in (3.2.6) benutzt wurde, daf 1) aus A?(A?) ist. In (3.2.7) wurde (3.2.4)
fir Yngmp eingesetzt. Es ist aber auch ¥pnpg = —Umng und somit folgt
Ymnpg = 0 mit der obigen Annahme fiir ¢. Das bedeutet, daf§ der Kern
der Einschrinkung von b auf A?(A?) nur aus der Null besteht und £(s0(6))
im symmetrisierten Anteil von A? ® A? liegt, also

ker{b: A\*>®@ A® [j2a2— A*} = 0 (3.2.10)
und
ker{b: A>® A* — A*} C Sym?(A?) (3.2.11)

gilt. Offensichtlich gilt die Inklusion A* C Sym?(A?), denn fiir p € A* ist
Ymnpg = Vpgmn erfiillt. Weiterhin ist ¢" = b(¢)) # 0, fiir ein ¢ ¢ R(s0(6)),
aber ¢/ € A*. AuBerdem ist b(¢') = 3¢’ # 0 und somit A* N K(s0(6)) = 0.
Insgesamt folgt daraus die im Lemma behauptete Zerlegung.

Fiir die Dimensionen der betrachteten Rédume gilt

dim R(s0(6)) = dim Sym?(A?) — dim A* (3.2.12)

_ (@); 1) . (i) = 105 . O

Den Raum der Riemann-Tensoren R(s0(6)) erhdlt man also durch Heraus-
nehmen des Unterraums der 4-Formen aus Sym?(A?). Mit (2.6.2) und (2.6.3)
ist

Sym2(A2> — Sym2(A2,0 @ A0,2) @ Sym((A2’0 @ A0,2) ® Al’l) @ Symz(Al’l) )
(3.2.13)

Der erste Summand von (3.2.13) ist [Fal]

Sym2(A2,0 D A0,2> — Sym2(A2,0) D Sym2(A0,2)
©Sym(A*? @ A™? @ A% @ A?)  (3.2.14)
= Sym*([3]) & Sym*([3])
®Sym(([3] ® [3]) @ (3] @ [3])) . (3.2.15)

Dabei projiziert Sym?([3]) auf den symmetrischen Anteil von

3@ [3] = (3@ [6] (3.2.16)

8] ® [3] = [8] @ [1] (3.2.17)



ergibt sich der symmetrische Anteil von ([3] ® [3]) ® ([3] ® [3]) zu [8] & [1]
[Fal]. Insgesamt ist also

Sym*([3]) & Sym*([3]) & Sym(([3] @ [3]) & ([3] ® [3]))
= [B]of6]o8a[1]. (3.2.18)

Fiir den zweiten Summand von (3.2.13) gilt [Fal]

Sym((A*° @ A®?) @AM = (A0 (A @ C) @ (Ao (A)' @ C))
(3.2.19)
= Ble(8le1]) o3 (8 a[1])) .
(3.2.20)

Darin sind die Tensorprodukte [3] ® [8] sowie [3] ® [8] auszureduzieren. Es
ist [Cor]

B]®[8] = [15]® [6] @ [3] (3.2.21)
und
B]®[8] = [15] @ [6] @ [3] (3.2.22)
also insgesamt
(Bl @ (8] @ [1]) @ [3] ® (8] & [1]))
= [B]e[15]@[6] @3] [3] @ [15] & [6] @ [3] (3.2.23)

Der dritte Summand von (3.2.13) ist [Fal

Sym*(AM) = Sym*(Ay' @ C) (3.2.24)
= Sym*(Ay") @ Sym(Ay' @ CeC® Ay') @ Sym*(C®C) .
(3.2.25)

Dabei wurde zundchst A™! in den Spuranteil C 2 [1] und den spurlosen Teil
Ay =2 [8] aufgespalten. Weiterhin folgt mit [Cor]

8] ®[8] = [27]@[10] @ [10]® [8] & [8] & [1] . (3.2.26)
Der symmetrische Anteil davon ist [Fal]

Sym?*[8] = [27]® [8] @ [1] (3.2.27)
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insgesamt folgt [Fal]

Sym?(Ay"H) @ Sym(Ay' @ CHC @AY @ Sym?(C ® C)
= (2T1e8le1) ®[8 1] . (3.2.28)

Mit der Isomorphie
A 2 AN =3]a 3] a8 a1 (3.2.29)

ergibt sich also insgesamt folgende Zerlegung von K(s0(6)) in irreduzible
SU(3)-Darstellungen:

R(s0(6)) = Sym*(A?) -
= [6]@[6] @ [8] @
®[15] @ 6] @ [3] @ [27) @ [8] &

[1] & [15] & [6]' & [3] (3.2.30)
1]

Die Zuordnung der Indexstruktur einzelner Komponenten von R zu den
jeweiligen SU(3)-Darstellungen ist in folgender Tabelle angegeben:

Darstellung Indexstruktur

62 [5 Ris - Ragss
[15] @ [6)' @ [3] R s+ Bigs » Rugss - Ro) s
el el | RO RO RO RO
eleBlemeBel | RD ;. Rus. R, - Rads

Tabelle 3.2.1: SU(3)-Darstellungen des Riemann-Tensors

Es féllt auf, daf die Darstellungen [8]®[1] in obiger Zerlegung doppelt auftre-
ten. Fiir diese isotypischen Darstellungen kénnen Unterrdume unterschieden
werden, indem zu der orthogonalen Summe

ﬁ(50(6)) - ﬁWeyl@ﬁRicci (3231)

ibergegangen wird, wobei Ry, den Kern der Abbildung der Kontraktion
der Riemann-Tensors zum Ricci-Tensor bezeichnet:

R(s0(6)) — Sym?*(AY) (3.2.32)
Ry, — RY =R (3.2.33)
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Mit Tabelle 3.2.1 erhélt man fiir den durch Ky, bestimmten Weyl-Tensor
und den durch Rg;.; bestimmten Ricci-Tensor die folgenden Zerlegungen
[Fal]:

Rwey = [8]®[1] & [27] & [6] © [6] ® [15] & [3] & [15] & [3]
(3.2.34)

Rricei = [8]®[1] & [6] @ [6] (3.2.35)

Die Indexstruktur der Komponenten des Ricci-Tensors entspricht also fol-
genden Darstellungen:

Darstellung | Indexstruktur

@ pd
Bell | Ry . Ry
~ r r
6/ © 6 | Rug . Ry

Tabelle 3.2.2: SU(3)-Darstellungen des Ricci-Tensors

Der Unterraum Rg;..; enthélt weiterhin den orthogonal invarianten Unter-
raum [1], welchem der Ricci-Skalar

(3.2.36)

entspricht.

Eine U(3)-invariante Einteilung der Riemann-Tensoren erhélt man auch durch
Betrachtung des Grades der Reproduzierbarkeit von R bei Kontraktionen
mit dem Tensor J der fast hermiteschen Struktur von M°® [Gra2], [Nagl].
Das sind folgende Unterrdume von K(so(6)), die auch als die drei Klassen
der Grayschen Kriimmungsbedingungen bezeichnet werden [Gra2]:

&,={R") € R(s0(6)) | RY), =R,y "}
&.={R") € R(s0(6)) | RY) , =R} T + RE) T Ty + RE) T T}

mnpq uvpq
6,={R") € &(50(6)) | R\, =R I Jn" 1) 1"}

Es gelten die Inklusionen [Gra2]
G, CG,CB;. (3.2.37)

Zum Beispiel ist der Unterraum der Riemann-Tensoren auf Kéhler-Mannig-
faltigkeiten (lokal) isomorph zu &,, und das ist der Unterraum

RA(s0(6)) N Sym?(AYY) | (3.2.38)
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denn Vertauschen J und V1), was wegen der Geschlossenheit von J fiir
Kihler-Mannigfaltigkeiten zutrifft [Kobl1], so liegt R in &,:

Lemma 3.2.2 Wenn die kovariante Ableitung V' die komplexe Struktur J
erhalt, erfillt der Krimmungstensor beziiglich V' die erste Krimmungsbe-
dingung von Gray, und liegt damit in &, .

Beweis:
Es sei 0.B.d.A. der Term 27,,,,," V] v, ausgelassen, da er zu dem Beweis nicht
beitragt. Dann ist mit (3.1.1)

v Vil vs = =R 9T v . (3.2.39)

Da aber V’ und J vertauschen, ist auch
vV Vv, = PV, Vv (3.2.40)
= —J.°R.,. v, . (3.2.41)

Es gilt also

/ q7s
Rmnr Jq Us
Jo R

mnr

JTZR;rmlq,Uq
JjSvs = J,SLIR M, (3.2.42)
= (_6wl)R;nnquq

und damit

/ q _ / q T TS
—R v, = R Ju' Jg s

mnw mnr

— —R,.J S (3.2.43)

mnrq

und das ist die behauptete erste Kriimmungsbedingung von Gray,

R vl = R J, J . (3.2.44)

mnwq mnrq

O

In komplexen Koordinaten geschrieben bedeutet das unterschiedliche Ho-
lomorphie der hinteren beiden Indizes von R, in Analogie zu (2.6.10). Im
Kaéhler-Fall folgt auflerdem R(ugi,qu“Jn” [Kob1], was ebenfalls in Analogie zu
(2.6.10) unterschiedliche Holomorphie in den ersten beiden Indizes von R
bedeutet.
Eine #hnliche Situation ist im Fall der SU(3)-Kriimmungstensors R") des
SU(3)-Zusammenhangs V) anzutreffen. Da V™) und J vertauschen, folgt
RT = R TS (3.2.45)

mnpq mnrs
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Insbesondere nimmt R als 2-Form, bezogen auf die vorderen beiden Indi-
zes, Werte in der adjungierten Darstellung der SU(3) an. Fiir die Ausreduk-
tion in irreduzible SU(3)-Darstellungen von R™) ergibt sich mit (2.6.2)

RDecANsu@3) = (A aA?aA' oC) oAy (3.2.46)
(A" @ A" @ A @A) @ (C® Ag)
B((Agh) @ (A1)
= Blo 8@ (3] ®[8]® 8 @ ([8] ®[8]) .(3.2.47)

Es treten also die Tensorprodukte der Darstellungen [3] ® [8], [3] ® [8] und
8] ® [8] auf. Mit (3.2.21), (3.2.22) und (3.2.26) folgt

Bl (8] @ [3] @ (8] @ [8] @ ([8] @ [8])
= [15]@ (6] © 3] [15] @ 6] & [3] & [8]
o([1]e (8 @ (8] & [10] @ [10] & [27]) . (3.2.48)

Die Indexstruktur der Komponenten von R™) ist in folgender Tabelle zu-
sammengefasst:

Darstellung Indexstruktur
T 5 T T
[15] & [6] & [3 R
Z/ (T) (T)
[15] & [6]" @ [3] R g5 Regs
— T T T
Hegelelen)elne) | R, R RE R,

Tabelle 3.2.3: SU(3)-Krimmungstensor

Fiir halb-flache Mannigfaltigkeiten kann gezeigt werden, dafl die Ricci-
Form, definiert durch

R+ .— RWI)  jpa (3.2.49)

mn : mnpq

als Linearkombination von quadratischen Termen der intrinsischen Kontorsi-
on geschrieben werden kann. Das wird durch Kontraktion des SU(3)-Kriim-
mungstensors mit der Kahlerform J erreicht, was folgender Satz beschreibt.

Satz 3.2.1 Durch Kontraktion des Krimmungstensors von V) mit der
Kihlerform J ergibt sich tm Fall der halb-Flachheit fiir dessen Komponenten:

_ Pq P q _ P Jrq
0 = Rmnqu + Knpghim? 1"+ Eppghim e IV — Empgbin? rd

—Empgbintr I? = Emp Knrg I+ Kpp" K P (3.2.50)
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Beweis:
Durch Kontraktion von R mit J erhilt man:

RD gra — p@O)  gpa _ Knpqvg;)t]pq + ,_{mpqvg)t]pq

T T
—Emp' Enrg ™+ Knp" Ky S (3.2.51)

und mit den Komponenten von R gemif Tabelle 3.2.3 ist

RO gea _— R _Z-gaB_R(T) ﬁigo’tﬁ

mnpq mnaf mna
= iRM) " — RO (3.2.52)
= 2%RM °
= 0,

denn wegen (3.2.46) ist RE." die Spur des Anteils in su(3), welche ver-
schwindet. Wegen (2.9.11) ist k;,,qJ?¢ = 0 und deshalb

(Vi bnpg) JPT = V0 (Kpg ™) — Kpg V) TP (3.2.53)

= —hipp VI PO (3.2.54)

Mit (2.8.1) folgt dann durch Einsetzen von (3.2.52) und (3.2.54) in (3.2.51)
die Behauptung. O

3.3 Ricci-Tensor und Ricci-Skalar auf halb-flachen Man-
nigfaltigkeiten

Der direkte Weg zur Herleitung des Ricci-Tensors auf SU(3)-Mannigfaltig-
keiten geht von der Killing-Spinor Gleichung

Vihy = VIO — keI (3.3.1)
=0
und dem SU(3)-Kriimmungstensor (3.2.2)
Rﬂp = Rv(’)’I:Y?Lp + Vg ) Knpq — VY(’LT) Kmpq

T T T T
_H'imn /irpq — Rnm ’frpq - /inq ’fmpr + /imq /inpr

aus. Dabei ist n der SU(3)-invariante und Spinor aus Abschnitt 2.6, fiir den
VZ(T)n = 0 gilt und I'? = TI"T? ist durch (2.5.2) gegeben. Anwenden des
Kommutators der kovarianten Ableitung V) auf n ergibt mit (3.3.1) und
(3.1.1)

0 = [V, VI
—RD) Ty o1, "V
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Daraus folgt

RD) TPy = (. (3.3.4)

Heranmultiplizieren von I'"* von links an (3.3.4) ergibt:

R T"TPip = 0. (3.3.5)
Mit der Identitéat [Can2]
rre = 1744 9gnlepdl (3.3.6)
folgt
Rgmzpq(rnpq + an[prq})
= (Rl + Ripd™ T = R 09" T )1) (3.3.7)
= 0. (3.3.8)

Vertauschen von p und ¢ im zweiten Term von (3.3.8) ergibt

(R(T rea — R(M)

mnpq mngp9

nppa _ R(T) MYy = 0 (3.3.9)

mnpqd

Umbenennen von p in ¢ in (3.3.9) fithrt auf

(RO, T = R g™ — R g"T")p = 0 (3.3.10)
(Rgnpqrnpq 2Rmnpqgnqrp)n - O (3311)

Im zweiten Term von (3.3.11) wird der SU(3)-Kriimmungstensor iiber n und
q zu Rg,? = Rﬁfﬂ%p kontrahiert, so dafl
R TP — 2ROy = 0. (3.3.12)

Durch Heranmultiplizieren von 5T von links an (3.3.12) und mit der Iden-
titdt [Pro]

s — I“THPQ+9T["FPQ] (3313)
ergibt sich

R() Py — QR(T IPn

mnpq

_ &0 rin T r
= R (I + g ; )y — 2ROyt Ty (3.3.14)
0 (3.3.15)
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und mit [T =" 4 ¢"™ [Can2] folgt

R (' T+t g TPey) — 2R(D (g"Pn'n +9'TPn) = 0.
(3.3.16)

Mit der Normierung n'n = 1 folgt aus (3.3.16)

RI) ptrrmeay _ oRD grepty = 0 (3.3.17)

mnpq n mp

und mit der Identitit nTI""n = 0 [Can2] folgt daraus

RO pfrrmeay — oRMD" (3.3.18)

mnpqn

Einsetzen von (3.2.2) in (3.3.18) liefert

1
_(R(F) + Vg) Rnpg — vﬁzT) Kmipq

l l l l N,
+Kmn Ripg — Knm Ripq + Kmp Kniq + Rmg /inpl>7]TF pqn

)’I“’n

— RT

mn

l,.rn
+/€mn Rl — Rnm

+ vg) K/nrn . vq(lT) K,mrn

t "et™ — Ko™k (3.3.19)

K}lrn + K‘/m

Daraus ergibt sich der Ricci-Tensor zu

1
Rg:) = §(Vg)“npq - V;F)’fmpq

l l l l N,
+EKmn Ripqg — Knm Kipq + Bmp Knlg + Rmg /inpl)nTF pqn
_Vg:) IinTn + vg‘) Iian

l,.rn l,.rn rl n n,. rl
—RKmn Kl + Bam Kl — KBm Kl + Emi Kp ) (3320)

wobei die 1.Bianchi-Identitét Rg[)npq} = 0 benutzt wurde (sieche Satz 3.1.3

d.) ). Die Faktoren n'T"4p in (3.3.20) lassen sich folgendermafien auf J
zuriickfithren: Mit der Erweiterung 1 = (-i7) ldsst sich schreiben [Gurl]:

: 1
_iptirmmee, = m*(éeml,,,mb,rml--m§em”pq’“8rm)n (3.3.21)

= %EmnpqrsnTFYFm,r] s (3322)

wobei I'; = éemlmmSle'“mG definiert ist (siehe auch Abschnitt 2.6). Mit
(2.6.17), also J,., := —in'T;,.4n ergibt sich aus (3.3.22)

1
iy = _§6m”1"1’“3]m, (3.3.23)
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Mit der Spurlosigkeit von k, was wegen der halb-Flachheits-Bedingung zu-
trifft (siche Abschnitt 2.9) und mit (3.3.23) wird aus (3.3.20) die folgende
Identitat fiir den Ricci-Tensor:

1
Rv(ql;z)u = _Z(Vg)“npq - VgLT)“mpq

l l l l npqst
+Emn Ripg — Knm Kipq + Rmp Rnlg + Rmg /inpl)ew P Jst
T l
VD K™ + Fon Kot (3.3.24)

Durch Kontraktion mit ¢"" folgt daraus der Ricci-Skalar

1
RD = —§(Vg ) Knpg + Ko, Kipg + /ﬁnpl/fmql)em"pq“JSt

— Rt ™ (3.3.25)

Der Ricci-Tensor (3.3.24) ist nun genauer zu untersuchen; insbesondere ist
in der vorliegenden Form die notwendige Symmetrie in den Indizes m und n
nicht offensichtlich.

Um die Wirkung des e-Tensors in (3.3.24) zu erkennen, sollen Ricci-Tensor
und Ricci-Skalar mit komplexen Indizes ausgedriickt werden. Es sind dazu
von den in Tabelle 3.2.2 aufgefiihrten Komponenten des Ricci-Tensors nur
Rgﬁ) und R((IFB) zu berechnen, die restlichen Komponenten sind die dazu kom-
plex Konjugierten. Die Berechnungen sind im Anhang A ausgefiihrt, hier
wird nun gleich das Ergebnis angegeben:

RY) = 2V (k162)as” — 2(ka)a™ (K102)asy + 2(ra) 70 (3)ps”
“'("11@2)04“/[)(53)6&5 - (Hs)afyp("‘il@ﬁﬁw (3.3.26)
und
R((xrﬁ_) = QVEST)(KS)@B(s - 2(/“£1€B2)a6p(/€1@2)p56 + 2(%1@2)5015(/%1@2)556
—(F1@2)anp(K102)5 " + (K3)a " (K3) gy - (3.3.27)

Den Ricci-Skalar erhélt man dann durch Kontraktion von o und 3 in (3.3.27):

R — —2(/11@2)0176("&1@2)60”+2("¢1@2)w6(’f1®2)6m

—(K1s2) ans(K1a2) ™" + (/‘i?,)oéryg(/‘ig)a:yg +c.c. .
(3.3.28)

Im Anhang A wird (3.3.28) durch direkte Berechnung aus (3.3.25) verifiziert.

Die Symmetrie von R&Fﬁ) aus (3.3.26) in o und 3 kann folgendermaflen gezeigt
werden:
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In dem Term V%T)(/‘il@g)agﬁ wirkt die kovariante Ableitung V™) nur auf
Komponenten von x aus Wy @ Wy. Er kann folglich mit (2.9.4), also

(F102)agy = (Th02)asy + (T102)708 + (T102)1p0 (3.3.29)
(vgl. Tabelle 2.8.2) in Komponenten von 7" ausgedriickt werden:
VI (k1a2)as’ = V) ((Tien)as” + (Thia2)7 45 + (The2) 5,) -(3.3.30)

Nur der erste Summand von (3.3.30) ist weiter zu untersuchen, die letzten
beiden sind symmetrisch in « und . Mit (2.8.32) ist

(@) 5P = 2Tie)as" e
= 2(Tie2)0"207 || 2 |

= A(Tie)es” Q1 (3.331)
wobei
Q9 = |2 cope™
LD (33.3)
Aus (3.3.31) folgt also
(Tig2)as” = Frgup®? (3.3.33)
162)ag sy 3.
mit
(2,2)
ez Wagay (3.3.34)
Y [

Durch Dualisieren von F(*?) ergibt sich

- 1
(*F(2,2))w _ ZFp(ii) €PHY PP (3.3.35)
und durch Heranmultiplizieren von €,s-€535 folgt daraus
_ 1 22 0 cil 0 cli
(PO N eagrean; = 3 Fpupn(060h — 050%) (605 — 050%) (3.3.36)
1
_ Z4Fo(tﬁa)ﬁ’ (3.3.37)
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so daB V*) angewendet auf (3.3.33) folgendes ergibt:

Vi (Tien)es” = (VS EG2)0 (3.3.38)
(T) 2)\vi B aBy

= (VY (+F®)Y Ve €05, f6 (3.3.39)
Qasy

— (VD (xF@D)7)Q0), 5,207 (3.3.40)

= (VI (+FC2Y)0, (3.3.41)

Dabei wurde in (3.3.39) benutzt, dafl sich wegen Q ~ € auch Qu,3, = feasy
schreiben lésst.

Es ist also V%T)(*F(M))W zu berechnen. Wegen der festliegenden Indexstruk-
tur von *F?2) lisst sich sofort zu reellen Indizes iibergehen:

vg) (*F(2,2)>nm _ Vg)(*F@Q))nm + Iimrn(*F(2,2)>rm

o™ (P22 )T (3.3.42)
= — (dI(+FC)N e, (x FE2)mr - (3.3.43)
N——’
I

Dabei wurde neben der Spurlosigkeit von s benutzt, dafl die in obiger Form
auftretende kovariante Ableitung der 2-Form *F??) mit dem Ko-Ableitungs-
operator d' geschrieben werden kann. Fiir eine p-Form w, ist ndmlich [Can2)]

dTwp = dT(%wml,”dezml A ... Adz™)
= v :11)!V(F)kwkm2___mpdxm2 Ao NANda™ (3.3.44)
wobei die Ko-Ableitung durch
dt = (1P e dx (3.3.45)
gegeben ist. Es gilt also
d'(xF3Y) = sdx (xF3?) (3.3.46)
~  xd(F3?) (3.3.47)
~  x(d(d)*?) (3.3.48)
und mit (2.8.6) folgt
d(dQ)*?» = 0 (3.3.49)
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also
di(xF3P) = 0, (3.3.50)

womit gezeigt ist, dafl Term I von (3.3.43) verschwindet. Aus (3.3.43) folgt
also

VDO FE) ™ = g, "(xFE)m (3.3.51)
Hier konnen direkt komplexe Indizes eingesetzt werden:
VEECH)ET = ()5 (+F D), (3:3.5)

Damit lésst sich nun V%T) (Tha)as’ ausdriicken. Einsetzen von (3.3.52) in
(3.3.41) ergibt

Vi (Tan)as” = 20as (K3),5 (xFE2D)7 (3.3.53)
und mit (3.3.35) folgt dann
, _ 1 -
V) (Tign)as” = 205" (k3) 557 Fugipe " (3.3.54)
1 5 _
= §Qa56(Hg)pgﬁFlE?,’;;EMVpEMV’Y : (3.3.55)
Mit e#Peo — Oh s folgt daraus
_ 1 - -
VO Tiaadas” = 305 (r3)in SN (3:356)
1 QoY SHY
- i(ng)p%p’,ﬁig;ﬂwmgﬁg . (3.3.57)
Durch Einsetzen von (3.3.33) in (3.3.57) ergibt sich
, 1 —_—
Vi (Tig)as” = 5(“3);)6@1’53’5%9“ 70055 (3.3.58)
1 0 Y cpv,
= 5(“3% :,(Tleﬂ)uumgﬁg (3.3.59)
Mit (2.8.33) folgt dann
_ 1 .
VI (Tign)ap” = 5(”3)1)6&(7—‘1692)#;/65% (3.3.60)
1 § 9 9 v
= ;(ks)s S((F1e2)w” — (Kis2)uu )dags - (3.3.61)
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Durch Auswerten von d) 7% folgt aus (3.3.61) weiter

T)
’% (TIGBQ aﬁ

<

)
(K )pp ((“1@2%6 - (%1@2)@ ) — (/flaaz)ﬁu—(("¢1ea2)cwV - (51@2%&7)

1 _ _ _
= Z( _
+(k3)a” 5 ((K1e2 )@5 — (K1s2)ss”) — (K1s2)s’ S((K1e2)pa” — (K1e2)as”)
+(k8)s 5 (K122)s0” — (F1g2)as’) — (F1sn)a’5((Kr1e2)ss’ — (K1e2)ss"))
(3.3.62)
und durch Zusammenfassen ergibt sich daraus
_ 1 . i
V%T)(Tleﬂ)af = Z(—(Fﬂs)ﬁﬁ (Fig2)a”" + (K3) o (Kia2)”
+ K3)a5ﬁ "4'1692)@5:/ ("4’3 ady K1€B2)6ﬁﬂ/

(K3)aps (F102)5”" — (K3)sp (F102)a”
K3)apy (K102)”" 5 — (K3) s (K102)",) - (3.3.64)
Man erhélt damit mit (3.3.30) das Ergebnis

(
(
—(K8)ags (F162)° 5 + (Ka)ags (F1s2)s”)  (3.3.63)
(
(

V%T)(/ﬁ@z)aﬂv = _((H3)aﬁ~7(f€1@2)ﬁﬁﬁ - (’iB)ﬂﬁﬁ(’ﬁ@) 7

1

2 __

+(K3)apy (F102)"7 5 — (K3)ppy (K102)"7 )

AV (M) o5 + (Tia) 50) - (3.3.65)

Durch Einsetzen von (3.3.65) in (3.3.26) erhilt man dann einen offensichtlich
in @ und 3 symmetrischen Ausdruck fiir die [6) ¢ [6]'-Komponenten des
Ricci-Tensors:

r = _
RY) = 2V (D) o5+ (Then) 5,

—(/‘63)am(51@2)mﬁ - (%3)ﬁm(f€1@2)pm + Q(Hs)waﬁ(@)ﬁﬁﬁ
(3.3.66)

Um die Frage zu kléren, wie in (3.3.24) die kovarianten Ableitungen von s
zu bestimmen sind, werden im néchsten Abschnitt spezielle Einschrénkungen
untersucht: Von den Klassen W bis W3, denen & fiir halb-flache Mannigfal-
tigkeiten angehort, wird im ersten Schritt nur W; # 0 angenommen, im
néchsten nur Wy & Wy # 0. Fiir diese Fille lassen sich Bedingungen fiir die
V) _Parallelitéit von & finden, also Bedingungen, fiir welche die V() -Terme
n (3.3.24) verschwinden.
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3.4 Nearly-Kihler Mannigfaltigkeiten

Fiir den speziellen, als nearly-Kéahler bezeichneten Fall (siche Tabelle 2.7.1),
total antisymmetrischer Kontorsion, d.h. daff nur Wy # 0 ist, ldsst sich Paral-
lelitéit von & beziiglich des SU(3)-Zusammenhangs V(") zeigen. Die folgende
Beweisfithrung basiert auf [Bel]. Es gilt der folgende Satz:

Satz 3.4.1 Im Fuall einer nearly-Kahler Mannigfaltigkeit ist die intrinsische
Kontorsion beziiglich des SU(3)-Zusammenhangs V') parallel.

Beweis:
In Lemma 2.4.1 wurde gezeigt, dafl sich die intrinsische Kontorsion x durch
J ausdriicken lasst. Mit (2.4.12) ist

1
Fmnp = —§(Jl,,vg£>Jnl). (3.4.1)

Die nearly-Kéahler Bedingung bedeutet also, dafl nur der schiefsymmetrische
Anteil von x betrachtet wird, und der liegt in der Klasse W;. Es wird hier
vorausgesetzt, daf —%(anvﬁ,?JnZ ) die einzigen Tensor-Komponenten von x

sind und zu A®0+03) = ¥, gehoren. anv,ﬁ? J,! ist also schiefsymmetrisch
in m, n und p. W5 bis W5 verschwinden in diesem Fall.

Zum Beweis der V(T)-Parallelitiit von & ist VSUT)(VQZ )an) = 0 zu zeigen, denn
wegen (2.8.1) ist

VOV It = (V) (Vi) + Jp(V VDL (3.4.2)
0
= Jp,(VOVDI gh (3.4.3)
Es ist also V™) auf (J,Vi.J,!) anzuwenden:
vV T = 0V T — @ VIO T, — @4,V T, — @,," VO T
(3.4.4)
Mit (2.6.1) folgt daraus

VEUT) (vg‘) an) = a(vgj) an) - ('%wmr + mer)vg‘) an
_(’iw”T + FWnr)vq(mr)er - (’iwpr + prr>v£r1:) Tnr
(3.4.5)

Einsetzen von (3.4.1) fiir x fiithrt auf

V'EUT)(VS/)E) Jnp) = a(vqg;) Inp) — meTVS«F) Inp — FwnTVg) Jrp — FwPTvv(ql;) Inr
1 1
5 (Vo T YV )+ S (V0 T (Vi) o)

T m

1
+§Jl’“(v§>Jpl)(v£§>Jw) , (3.4.6)
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mit

vIOVD L) = VDI = Tum VI, = Twn VIO, — Ty, VI T

(3.4.7)
folgt also
VIOV = VOV ) + 3 A (V0T )
1
+ %J/‘(vg  ILH(VILT,,)
11
+ %JlT(vg IH(V L) (3.4.8)

Il
Die letzten drei Terme von (3.4.8) miissen noch umgeschriecben werden. Es

wird dazu die Schiefsymmetrie von (levg) J') ausgenutzt. Vertauschen von
p und [ ergibt

T, VIO = — 7 v g, (3.4.9)
(3.4.10)
und damit ist
~JFIIND g = (=) VI, (3.4.11)
= VD], , (3.4.12)

was wegen der in (3.4.1) vorausgesetzten Schiefsymmetrie in m und n anti-
symmetrisch ist. Auflerdem gilt die Identitét

VI (=0m) = 0

VI (T dm") (3.4.13)
= (VI + T (V) (3.4.14)

also
(VO TV = = (V) (3.4.15)

Durch Vertauschen von r und n erhélt man ausgehend von der Schiefsym-
metrie von (3.4.12) die folgende Identitét:

T (VI = —(VO 75T, (3.4.16)
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und mit (3.4.15) folgt
(VLI = LNV I (3.4.17)

n

Darin werden m und n vertauscht und nochmals (3.4.15) angewendet und
anschliefend m und r vertauscht:

JHVD L = =14V (3.4.18)
= J,"(VIJh (3.4.19)
= —J. (VDY . (3.4.20)
Mit (3.4.16) ergibt sich dann die Identitét
T (VO = =1, (VO (3.4.21)
Term I von (3.4.8) schreibt sich nun mit (3.4.21)
Jr(VO 1NV, = J (VD Jm NVWIL) (3422

wobei im letzten Schritt noch r und n vertauscht wurden. Fiir Term II von
(3.4.8) ergibt sich durch Vertauschen von r und [ sowie m und p und an-
schlieBendes Anwenden von (3.4.15)

TV TNV Ty) = TV IV ) (3.4.24)
= —Ju(VO L,V g (3.4.25)
= T, (VO TNV T (3.4.26)
Auf Term III von (3.4.8) wird (3.4.15) wie folgt angewendet:
TV ) (VLY = (VI 1, (VO L) (34.27)
= LS (VO RNVR T (3.4.28)

Im letzten Schritt wurden [ und r vertauscht. In (3.4.8) werden nun (3.4.23),
(3.4.26) und (3.4.28) fiir die Terme I, IT und III eingesetzt:

vy, = vyl )an+ J, (VO L) (VO

1

+5m "(vin J,ﬂl)(v<F T

1

+5n (VO 1) (VD 1. (3.4.29)
= 0. (3.4.30)

In (3.4.30) wurde die Identitdt (2.9) aus [Gra3] auf Seite 234 ausgenutzt.
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3.5 Quasi-Kihler Mannigfaltigkeiten

Wird nur W7 & W, #£0 vorausgesetzt, lassen sich Bedingungen ableiten, unter
denen eine Parallelitit von s beziiglich V(T erreicht werden kann. Das ist
genau der in Tabelle 2.7.1 aufgefiihrte Fall einer quasi-Kéhler Mannigfaltig-
keit. Die Grundlage der folgenden Beweisfithrung bilden [Nagl] und [Nag2].
Es werden hier alle Rechenschritte ausgefithrt und auf den zuvor eingefiihr-
ten Formalismus zuriickgefiihrt.

Als Bedingung fiir die V™)-parallele Kontorsion ist ein Riemann-Tensor aus
&, erforderlich (siche Abschnitt 3.2). Umgekehrt kann nun gezeigt werden,
daB die V™) -Parallelitit von s auf der betrachteten Mannigfaltigkeit die
Giiltigkeit der Kriimmungsbedingung von &; erfordert. Bei den hier zu be-
trachtenden halb-flachen SU(3)-Mannigfaltigkeiten ist diese Bedingung fiir
den Riemann-Tensor im allgemeinen nicht erfiillt, was der Annahme der Par-
allelitdt von xk widerspricht.

Satz 3.5.1 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kdhler, dann
18t Tmn’“VST) Kpgs = 0 genau dann, wenn der Riemann-Tensor aus &3 ist.

Um diesen Satz zu beweisen, sind einige Vorbereitungen nétig. In den fol-
genden beiden Lemmata werden dazu zwei Identitédten fiir die kovarianten
Ableitungen von k bewiesen, die auf quasi-Kéhlerschen Mannigfaltigkeiten
gelten, wenn die erste bzw. die zweite Kriimmungsbedingung von Gray erfiillt
ist. Und zwar gilt:

Lemma 3.5.1 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kdihler.
Ist der Riemann-Tensor aus &3, so folgt

T (VT k) I+ VDR, = 0 (3.5.1)

Beweis:
Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt:
1.) Im Gegensatz zum SU(3)-Kriitmmungstensor (oder Riemann-Tensor ei-
ner Kdhler Mannigfaltigkeit) vertauscht der Riemann-Tensor im vorliegenden
Fall nicht mit der Kéhlerform J. Diese Differenz auf der SU(3)-Mannigfaltigkeit
wird durch den Tensor

D) =V D ke — (VD kg + 2T K1y (3.5.2)

o7



ausgedriickt. Es gilt dann
0 = RO —RD JTJ° (3.5.3)

mnpq mnrs
= Rmnpq - Rg,‘nrs‘] TJqS + vg)’inl’q - va(lT) Kmpq

l l
+2Tmn Ripq — Kng Kmpl + Rmg Rnpl
T r7Ss T rTSs
A VASRITRIY S N vVASRTTHN A
l r TS ! rTSs ! rTSs
2Tmn '%lrsl] J + Kns K/mrll] J — Rms K/nrlt]p Jq

r) r T) r7s
= Rmnpq - R1(’)’L7’LT‘SJ J + gmnpq - Dgnnrs‘] Jq :
Wegen @ggpq — _anrsjprqu ISt
T TS T
RE) I — R = 220 (3.5.6)
und daraus folgt dann auch
r) u v r) o T
RE) It T — RL) ., = 295D . (3.5.7)

2.) Aus (3.5.7) ergibt sich
R 1,000 0T —RY) prgs = 200 s, (3.5.8)

uvrs p “q mnrs rsmn

Durch Hinzuaddieren von (3.5.6) folgt daraus

RE) T T 1, — RG) . = 200 g+ 290 . (3.5.9)
woraus schlieflich die Aquivalenz
R 2" Iy I = Ry,
-
DD IrIS = —@mnpq (3.5.10)
folgt.
Durch beidseitiges Anwenden von J auf (3.5.10) erhélt man weiter
D I I = =) T
ngn(_5qs)(_5pr) = ( anpq)
o0, = 20 .. (3.5.11)

3.) Ist der Riemann-Tensor also aus &3 , so gilt (3.5.11) , was gleichbedeutend
ist mit

v Knpg — v7(~LT)’fm;oq + 2T, ity
- VJE?T) Kgqmn — véT) Kpmn + 2qul"’€lmn . (3512)
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Wegen der quasi-Kéhler Bedingung kppq = —KurgJn"Jp” und der Vertausch-
barkeit von V) und J gilt

I Ton' birgly” = T Fikpg (3.5.13)
und
VD kT T, = VI Koy - (3.5.14)

Damit folgt aus (3.5.12)

TV kg Ty = VD Kurg T Ty 4 20 T Kirg Ty
= IV kgundn = VO iy I + 20, Trg Kun I (3.5.15)

also

IV by + V' Knpg + 2T Kipg
= L'V bgundm + V' K + 2T 00 K - (3.5.16)

Addieren von (3.5.12) und(3.5.16) ergibt dann unter Benutzung von
TV D ke = 1"V Dk (3.5.17)
folgende Identitét:

Ju" "V Kupg + VD Kpg + 4T ipg — AT g i
= JqSJpTng)/fsmn + Vz(,T)/‘iqmn (3.5.18)
Die linke Seite von (3.5.18) ist J-anti-invariant, die rechte Seite ist J-invariant

in p und q.
Fiir die rechte Seite von (3.5.18) gilt

TIPS TV kg + VD K JiP 1

= (_§js)(_§iT)v7(~T)K'8mn + V;T)/fqmnt]ipz]jq (3519)
= VZ(T)’%jmn + vg(gT)H'qaniijq . (3520)

Fiir die linke Seite von (3.5.18) gilt

T4 TP T T "D Kpg + AT Kipg TP T30 — AT Kty JiF T
= — T "V ks — AT kuij + AT K (3.5.21)

dabei wurde im letzten Schritt folgendermaflen vorgegangen:
mit

Ko Jn' = Jo'kign’ (3.5.22)
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erhalt man

VI kiypgJiP T4 = =V D i T J; (3.5.23)
~———
9pj
= -V Dk, . (3.5.24)
Es folgt also
I’ TV g + VI by, = 0, (3.5.25)
und das beendet den Beweis. O

Lemma 3.5.2 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kdihler.
Genau dann, wenn der Riemann-Tensor aus &, ist, gilt

VD ke = VT kg - (3.5.26)

Beweis: )
Aus (3.5.6) und (3.5.7) folgt zunéchst die Aquivalenz

o0 = o0 J. T, (3.5.27)

pgmn unrq®< m

RO R .00 = RO 7.0+ RO 7,00 (3.5.28)

mnpq uUvVPq unrq unps

Die rechte Seite von (3.5.27) wird nun wie folgt ausgeschrieben:

VE g Ty = Vi b I Iy 2 T Tun' Kirg " (3.5.29)

-

I 11
VT kg T Tn + VD pg + 2T iy (3.5.30)
= VI kg In” + VD Kpg + AT K1pq — D) (3.5.31)

Dabei wurde auf Term II aus (3.5.29) die Identitat (3.5.13) angewendet und
auf Term III die Identitdt (3.5.14). Durch Einsetzen der Definition @gq%pq in
(3.5.30) ergibt sich dann (3.5.31). Aus (3.5.31) folgt, dal unter Voraussetzung
von (3.5.28) die folgende Identitét erfillt ist:

DD = VI kg I I’ + VD kg + AT Kipg — D) (3.5.32)
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Wegen &, C B3 liegt der in diesem Lemma vorausgesetzte Riemann-Tensor
auch in &3 und es folgt mit (3.5.11) aus (3.5.32)

20— AT kg = V Kupg " "+ VD knpg . (3.5.33)
Die linke Seite von (3.5.33) ist J-anti-invariant in m und n, denn es ist
offensichtlich

200 Jumdn' — AT Kipg I = —208) 4+ AT kg . (3.5.34)
Die rechte Seite von (3.5.33) ist J-invariant in m und n, in Analogie zur
rechten Seite von (3.5.18). Beide Seiten von (3.5.33) verschwinden somit,
woraus die Behauptung (3.5.26) folgt.
Ist umgekehrt (3.5.26) erfiillt, so ergibt sich mit der Definition von D)

D0 = 2T kg (3.5.35)
= 2T kg I di? (3.5.36)

= VD% T = VD kg I T

It

42T Kirg I I P (3.5.37)

= VD kg I T = VD kg I T
+2T 0 Ktrg I JP (3.5.38)
= D0 T T (3.5.39)

In (3.5.35) wurde (3.5.14) benutzt und auf Term II von (3.5.37) wurde
(3.5.26) angewendet. Das ist aber gerade (3.5.27), was dquivalent zu (3.5.28),
also zur zweiten Kriimmungsbedingung von Gray ist. Das macht den Beweis
komplett. O

Lemma 3.5.3 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kdihler.
Ist der Riemann-Tensor aus &3 , so gilt fir den SU(3)-Krimmungstensor

RD J.J," = RO

(3.5.40)

Beweis:
Mit der Definition von D'rp, schreibt sich der SU(3)-Kriimmungstensor
(3.2.2):
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Mit (3.5.11) folgt daraus

T p@ ! l o
Rynpg = Bpgmn = —Fng Kmpt + Kmg Knpt + Kgn' Kpml — Kpn' Kgmi -
(3.5.42)

Durch Anwenden von J in m und n (3.5.42) ergibt sich

u T T) u T v l U T v l u T
R T Ty — RO T T = =g Kt Tn? + Kug Gt T
! u T U ! u T v

+'L€qv '%pult]m Jn — Kpy '%qult]m Jn .

(3.5.43)
Davon wird jeweils links und rechts Rﬁﬂpq subtrahiert, so dafl folgt:

R jujv RO  _ RpD J”J”—nvq/iule v J,Y —i—liuqf%pz(] Jv

uvpq mnpq Pquv
H

l u T l u T v T)
+rgo Kpuldm " In" — Epy' KguiIm " JIn —RM
N N

I v
(3.5.44)
= Rgr),m — Iinqllimpl + mmqlmnpl
+I<anllipml — Iipnl Kqmi
Rgmn + Kong Kmpl — Fmg Fnpl
—/iqnl/ipml + /ipnl Kqml
(3.5.45)
= 0

Um von (3.5.44) zu (3.5.45) zu gelangen, wurde auf Term II aus (3.5.44) die
quasi-Kéahler Bedingung angewendet, auf Term III (3.5.22) angewendet und
Term IV mit (3.5.42) ausgedriickt. Das ist die Behauptung des Lemmas. [J

Mit diesen drei Lemmata ist nun der Beweis von Satz 3.5.1 moglich:
Es wird zunéichst V' von links auf (3.5.1) angewendet:

AL VISR v SR AU v/ C v | (3.5.46)
Austauschen von m durch J,,* und n durch J,,* fithrt dann auf

JE T tV(T)V,gT)mquJZ+J TVOV D, = 0 (3.5.47)
(=) LV g L+ Tt VIV D = 00 (3.5.48)
— VIOV D ke ) 4 Tt LVOV D = 0. (3.5.49)
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Addieren von (3.5.46) und (3.5.49) ergibt

AL VSR v SRR A L v SR vACRE L
+VIOVD e+ T TPV = 0 (3.5.50)

Sy MAVASOAVARITIIY AT LA v SRA VISP A
VOV ke + T SV IV D (3.5.51)

m

Die Ricci-Identitét (3.1.1) ldsst sich auf k fortsetzen:

Vi, v ]“pqr = _Rggpv’ﬁvqr - Rggq Kpur — Rgr%rv’ﬁpqv
——R;:)Lr{pqr
—2Tn" V1 Kpgr (3.5.52)

Zur besseren Ubersicht soll im folgenden die in (3.5.52) eingefiihrte Abkiirzung
~ (T T) v Ty v
angﬂipqr = _R1(n12¢p Rygr — Rﬁmzq
gibt sich dann aus (3.5.51)

) v )
Kpor — Rﬁmzr Kpqw benutzt werden. Damit er-

JE R ey 1+ 20K i kg !
VOVD e+ I L VOV D (3.5.53)

Durch Antisymmetrisieren von (3.5.53) in m und n erhélt man

Jnkégk) Rigr Jpl + 2Jnkkatv§T) Kigr ‘]pl

(TR kg )+ 20, anktv§T>mlqup’) (3.5.54)
= VOV kpe + T TV D ki
(VO D by + J* TV OV D ki) (3.5.55)

und das ist dquivalent zu

TuE RO Kige !+ T R ige Sy

+2(Jn’“katV(T) J, ’kant)viT’nquJpl (3.5.56)
= (VOVDy,,. —VIOVDk )

— (T ’fv v,gT Hpqr — 1 0V D) (3.5.57)
= —RDp 0 — 2T 'V iy
T TR ki 4 200 T TV e (3.5.58)
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Daraus folgt

TR ki It + TP R by )] (3.5.59)
—_——— —
(T
—J7.kRT)

+2(JnkkatV§T) — Jkaknt)VET) qurjpl

= _Rgra’ipqr + Jmsjnkég)’ipqr

2T VO ke + 200 T TV (3.5.60)
= Jmsjnkég)“pqr - Rggﬁpqr
F2(Tn* T F Tt = T )V o - (3.5.61)

Wird in (3.5.61) Lemma 3.5.3 angewendet, woraus auch

JmkR(T)

knpq

= —J,*R7) (3.5.62)

mkpq

folgt und was in (3.5.59) eingesetzt wurde, so erhilt man schlielich

2 Tt = T Tien )V iy I,
= 2" LTt = T )V o - (3.5.63)

Mit J, Tont = —J Ty und J,*Tyi’ = —J'T,,,," [Nagl] folgt aus (3.5.51)

(_JktTmnk - JktTmnk)ng) qur Jpl

= ((_1)2Jsk<]ktTmns - Tmnt)’flqrjpl (3564)
= (~Tn' — T 1r ) (3.5.65)

woraus weiter
T TV k1 1t = TV g (3.5.66)

folgt. Mit Lemma 3.5.1 ist aber auch
T TV k1 )t = =TV ki (3.5.67)
so dafl die Behauptung
T’V pr = 0 (3.5.68)

folgt.

Wird nun umgekehrt x als V(T)-parallel vorausgesetzt, so ist (3.5.26) tri-
vialerweise erfiillt und mit Lemma 3.5.2 folgt, daBl der Riemann-Tensor die
zweite Kriimmungsbedingung von Gray erfiillt und somit auch in &; liegt.
Damit ist der Satz bewiesen. OJ

64



3.6 Ricci-Tensor spezieller halb-flacher Mannigfaltig-
keiten

In dem auf die Form (3.3.66) gebrachten Komponenten des Ricci-Tensors
treten noch Terme der Form V%T)T;*aﬁ auf, die Komponenten der Gestalt

(3.3.27) beinhalten Terme der Form VE;T) IiaB(S. Fiir die speziellen halb-flachen
Mannigfaltigkeiten, wie sie in [Gurl] behandelt und physikalisch motiviert
werden, ist es moglich, die kovarianten Ableitungen von x der obigen Form
zu berechnen. Es erscheint aber nicht offensichtlich zu einem Endergebnis zu
gelangen, in dem alle kovarianten Ableitungen durch Linearkombinationen
von quadratischen Termen in 7" bzw. k mit reellen Indizes ausgedriickt werden
kénnen.

3.6.1 Voraussetzungen

Vorausgesetzt sei eine spezielle halb-flache Mannigfaltigkeit, welche im Zu-
sammenhang der verallgemeinerten String-Kompaktifizierung auftritt [Gurl],
[Gur2]. In diesem speziellen Fall ist es moglich, die SU(3)-invarianten For-
men €2 und J, sowie deren Differentiale df2 und d.J mit harmonischen Basis-
Formen in Beziehung zu setzen, die auf Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten exi-
stieren. Die Dimensionen der Rdume der harmonischen Formen sind auf der
Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit durch die Hodge-Zahlen bestimmt und durch
den Hodge-Diamond dargestellt (sieche Abschnitt 2.5). Dabei sind nur die
Hodge-Zahlen h{; und hg; unbestimmt. Im folgenden werden die zur Berech-
nung der kovarianten Ableitungen von x bendtigten Beziehungen geméafl des
Formalismus aus [Gurl| zusammengestellt.

wi , i =1,....,hB(Y) und (a4, B4, A =0,.., R0 (Y) bezeichnen dabei
auf der Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit Y harmonische Basen der Rdume der
harmonischen (1,1)-Formen H®V(Y) und harmonischen 3-Formen H?*(Y).
In dem in [Gurl] benutzten Formalismus gelten folgende Beziehungen:

J = v (3.6.1)

Q = 2ay —Fap84 (3.6.2)

Dabei sind v* skalare Felder, 2z := (1,2%), a = 1,..., A"?(Y) und F, Pa-
rameter, die in [Canl] definiert sind, wobei die Parameter F4 von den z*
abhidngen konnen. Es gilt:

Vo = L gi (3.6.4)
w = 4Kg w .0.
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g% ist eine in [Gurl] definierte Metrik und K bezeichnet das dort angegebene
Kihlerpotential. 2% sind skalare Felder, analog zu den v*. Es gilt:

dQ = e’ (3.6.5)
und
dJ = v'ef° (3.6.6)
mit den konstanten Parametern e;. Weiterhin ist
dw; = €3 (3.6.7)
und
dw; = 0.
Die Hodge-duale Basis zu (a4, 3) ist gegeben durch
xay = A Pap+ Baps® (3.6.8)
und
w34 = CBap+ D3P . (3.6.9)

Die Komponenten A2, Bag, CAP und D*p5 der Matrizen A, B, C und D
werden in [Suz] und [Cer] berechnet.

Auf der Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit ist auch (€2, x4, 2, Xo) eine Basis von
H3(Y') mit den (3,0)-Formen € und den (2,1)-Formen x, auf Y [Gur2]. Damit
ist

B = A+ A% + he (3.6.10)

ay = fA0+ anXa + h.c. . (3611)

3.6.2 Berechnung der kovarianten Ableitungen

Zunéchst werden die Terme V%T) (Tha2)7 .5 berechnet:
Mit (3.3.33) und (2.8.2) ist

V’(’YT)(TIEM):/aﬁ - V%T)((F(2,2))~7Ma9m6) (3.6.12)
= (VS (FCH )05 (3.6.13)
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Wegen der festliegenden Indexstruktur in (3.6.13) kann direkt zu reellen In-
dizes iibergegangen werden. Es ist also die kovariante Ableitung von F(22)
zu berechnen:

V;T)(F(2,2))pmrs _ V;F)(F(2,2))pmrs + Kplm(F(2,2))plrs + Kplr(F(2,2))pmls
Fhip (F )Pt (3.6.14)

Mit (3.3.44) ist

V}(}F) (F(2,2) )pmrs

1
—g(dTF(M))m’“S : (3.6.15)
Aus (3.6.14) ergibt sich dann insgesamt

_ 1 _ _ -3 __
V%T) (T1@2>7a5 — (_g(dTF(2,2))apo + Ii:yj\a(F(QQ))w)\pa + Ii:{Ap(F(2,2))~/aAU

N 0 A R To (3.6.16)

Die Ko-Ableitung (df F*2)™s von F(*?2) lisst sich nun mittels (3.6.5) be-
rechnen. Wegen der festliegenden Indexstruktur von F(?) gilt

(dTF(2,2))5¢pU — (dTF(272))mT8 (3.6.17)
1 ~\mrs
_ Wei(dTW ) (3.6.18)
1 ~\mrs
- Wei(*d*w ) , (3.6.19)

in (3.6.19) wurde dabei (3.3.45) benutzt. Einsetzen von (3.6.4) fiir @’ in
(3.6.19) fihrt dann auf

1 1 ..
TF(2,2) mrs ) ij, , \\\mrs
(dF77) oty e . (3620)

Durch Einsetzen von (3.6.7) fiir dw; in (3.6.20) erhélt man

1
6K [ Q2
1

- Weiejgij(COBaB + D°pBBYyms | (3.6.22)

(dTF(2,2)>mrs z’j(*(ejﬁODmrs (3621)

Dabei wurde in (3.6.22) das Hodge-Dual von 3° gemif (3.6.9) berechnet.
Wegen (3.6.17) lasst sich (3.6.22) in (3.6.16) einsetzen. Wird dann auch
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beriicksichtigt, dal die Komponenten von s mit unterschiedlicher Holomor-
phie in den letzten beiden Indizes aufgrund der halb-Flachheits-Bedingung
verschwinden, ergibt sich folgendes Ergebnis

1

_W%jg“ (C*Pag + DBB")a" Qg -

VO (Tig2) s
(3.6.23)

Es sind nun noch die Terme VST)(K;J,)QB7 zu untersuchen, von denen die Kom-
ponenten (3.3.27) des Ricci-Tensors abhéngen. Anders als in den oben be-
rechneten V)-Termen von (3.3.26), wo nur Komponenten von  aus Wi ®&W,
auftraten und sich alle Ausdriicke auf F*?) zuriickfithren lieBen, wirkt V(7
in (3.3.27) auf Komponenten von x aus Wj. Diese sind nach Tabelle 2.8.2

auf Seite 34 durch den Anteil [(d.J) + (dJ){"*] von d.J bestimmt und mit
(2.8.20) ist

(AN Vg = 2(k3)az” ], (3.6.24)

= 2i(ks)as” . (3.6.25)

In (3.6.25) wird nun der (1,2)-Anteil von (3.6.6) fiir ((d(]>(()1,2))a67 eingesetzt:
Ve((8) " )ag = 2i(ks)ag” (3.6.26)

Um die gewiinschten kovarianten Ableitungsterme zu berechnen ist also V(7
auf beide Seiten von (3.6.26) anzuwenden:

i, ;
VI (k3)as” = — 50 e,V (39,5 (3.6.27)
Es ist dann VS,T)((ﬁO)(M))OlB7 zu berechnen.
GemiB (3.6.10) ldsst sich der (1,2)-Anteil von 3% in eine Basis harmonischer
(1,2)-Formen x* := x, auf einer Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit entwickeln:

(B )ag” = AP (Xag” (3.6.28)

Dabei sind ¢? = foa die dazugehorigen Entwicklungskoeffizienten. Auf
(3.6.28) ist V() anzuwenden:

VgT)((ﬂO)(lz))aBW _ 01(11,2)VST)(X(L)QB“/ (3629)
= VD ),.,." (3.6.30)
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denn fiir die harmonischen Basis-Formen y® liegt die Indexstruktur fest, so
daf in (3.6.29) unmittelbar reelle Indizes eingesetzt werden konnen. Fiir diese
lasst sich in der vorliegenden Form die kovariante Ableitung berechnen:

V1(7T) (Xa)mnp = V;F)(Xa)mnp - K/pml(Xa)lnp - "fpnl(Xa)mlp
+hp” (X (3.6.31)

Lo, ) )
= =5 (@) n = i’ (X" = ' (X" (3.6.32)

Auf den ersten Term von (3.6.31) lédsst sich (3.3.44) anwenden, der letzte
Term verschwindet aufgrund der Spurlosigkeit von x im halb-flachen Fall. Es
ist also die Ko-Ableitung d'x® in (3.6.32) explizit zu berechnen. Nach der
Formel von K.Kodaira [Tia| ist es moglich, die Basisformen x* mit Q aus
(2.5.1) in Beziehung zu setzen:

o0

(%)mmﬂ = ka(Q)mnp+(Xa)mnp (3.6.33)

Dabei sind z* die Parameter aus (3.6.2). Von diesen Parametern kénnen
die in (3.6.33) auftretenden Koeffizienten £ abhéngen, aber nicht von der
Mannigfaltigkeit [Canl]. Anwenden der Ko-Ableitung ergibt

o0
(dTg a)m” = k(d'Q)n + (AT X)) - (3.6.34)
2
Wird vorausgesetzt, daf d' und 52 kommutieren, verschwindet die linke Seite

von (3.6.34), da davon ausgegangen wird, daf d'(2 nicht von den Parametern
2% abhéngt. Es ist somit

(XY = =k (") - (3.6.35)

Die Ko-Ableitung von dfQ lisst sich berechnen. Mit (3.3.45) und *Q = —iQ)
[Can2] ist

(A" = (+d(¥2))n (3.6.36)
—i(%dQ) - (3.6.37)

Durch Einsetzen von (3.6.5) in (3.6.37) und anschlieBendes Anwenden von
(3.6.4) ergibt sich

7:62' ii
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Aus (3.6.35) erhélt man mit (3.6.39)

1€ ;i

Wird nun (3.6.40) in (3.6.32) eingesetzt, so folgt

(15 I (3.6.40)

a aZ€Z % a
V(T)(X )mnp = _ik 4IC ](wj)mn_"ipml(x )lnp

— K (X" )mi” - (3.6.41)
Einsetzen von (3.6.41) in (3.6.30) ergibt

7:67; a i

%k 021’2)gj(wj)a5 : (3.6.42)
wobei die halb-Flachheits-Bedingung beriicksichtigt wurde, weshalb die Ter-
me, die Komponenten von s mit unterschiedlicher Holomorphie in den letz-
ten beiden Indizes enthalten, verschwinden. Durch Einsetzen von (3.6.42) in

(3.6.27) erhélt man als Ergebnis

vOE) ) = -

L |
VST)(K@)QB’Y = 16’Ceze] v'ke (WJ)QB- (3643)

Insgesamt lasst sich folgendes Ergebnis fiir die Komponenten des Ricci-Ten-
sors angeben:

1

_ ij 0B 0 B\ PO
Ros = —51x | © ||2€z‘6j9]((0 ap+ D p07)a" Qoo
+(C"Bap 4+ D°35)5" Vpoa)
—("&3)am(51@2)mﬁ - (%s)ﬁm(’ﬁ@)ma + Q(FJB)WP(’%)ﬁﬁ7
(3.6.44)
@ _ 1 0B 0 pB pcr _
R@B = —W€Z€]g ((O CYB+D Bﬁ ) po‘ﬁ
(COBOéB + DOBﬁB)BPUQﬁEra)
—(k3)a"" (F1e2) 5 — (K3)5" (K1e2)pa + 2(K3)ya” (K3),5"
(3.6.45)
und
D) 1 ira
Raﬁ_ — 8/C€Z€] v k% (1 2)(wy) o
—2(K192)asp(K122)" 5 * + 2(Kig2)sa (H1@2)pﬁ
_(51@2)aw(’€1@2)5 p + ("CS)aw( )Bw . (3.6.46)
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1 ) )
Rgﬁ) = ——e;ie 'k (W) g

8K
_2(K1@2)d5ﬁ(’€1@2>ﬁﬁ6 + 2(K1@2)So‘zp(’f1@2)pﬁ6
—(K1m2)asp(k1e2)s " + (K3)a " (K3)pvp - (3.6.47)

Aus (3.6.46) und (3.6.47) ergibt sich Ricci-Skalar, der auch durch (3.3.28)
gegeben ist:

RD = —2(kign)ars(K162)"7 + 2(K1e2)yas (K1e2)

—(F102)ans (F1a2) " + (/ig)mg(ng)a”_’g +c.c. .

(3.6.44) und (3.6.45) lassen sich vereinfachen. Da die Spuren (aa),”” und
(88)s" verschwinden ([Suz]), gehoren die (1,2)-Formen a4 und 3% sowie die
komplex Konjugierten zu den SU(3)-Darstellungen (6] sowie [6]. Das folgt in
Analogie zu (2.7.33), denn die (1,2)-Formen a4 und 3% liegen in [3]e[3]=[3|®6],
wobei der [3-Anteil verschwindet. Da © ein SU(3)-Singulett ist, liegen

(aA)apUQpaﬁ und (ﬂB)QPUngﬁ (3648)

in der Darstellung [g]z[1]=[6]. Da in (3.6.48) zwei freie Indizes vorkommen,
miissen diese symmetrisch sein, denn der [6]-Anteil entspricht dem symmetri-
schen Anteil von [3]g[3]. Es ist also:

1
12K Q)2

—(Hg)am(fﬁeﬂ)mﬁ - (%3)ﬁm(ﬁ1@2)pm + Q(Hs)waﬁ(ff:a)ﬁﬁ
(3.6.49)

RY) = eie; g7 ((C%Pap + D°5B") 0" Qpos

¥

Analoges gilt fiir die komplex konjugierten Komponenten:

1 7

"R QY
—(K3)a" (F1e2) 55 — (3)5" (F1e2) pya + 2(K3)4a" (K3) 5
(3.6.50)

Rgg) _ j((COBOéB‘i‘DOBﬂB)aﬁ&Q——B

po

Y
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4 Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Begriffe der G-Struktur auf einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit und des Zusammenhangs auf einer G-Man-
nigfaltigkeit von einem mathematischen Standpunkt eingefiihrt. Als weite-
rer grundlegender Begriff wird als charakteristische Groie die intrinsische
Torsion- und Kontorsion der G-Struktur definiert. Mannigfaltigkeiten mit
SU(3)-Struktur werden dann als spezielle Beispiele mit den darauf definier-
ten Zusammenhéngen und Kriimmungstensoren konkretisiert. Dabei wird die
Zerlegung der intrinsischen Torsion- und Kontorsion in irreduzible SU(3)-
Darstellungen durchgefiithrt und eine Klassifikation der SU(3)-Mannigfal-
tigkeiten erreicht. Es wird die Beziehung zwischen den Komponenten von
Torsion und Kontorsion beziiglich der einzelnen Darstellungen und der Diffe-
rentiale der invarianten Formen der SU(3)-Mannigfaltigkeit hergestellt. Fiir
die spezielle Klasse der halb-flachen Mannigfaltigkeiten werden Ricci-Tensor
und Ricci-Skalar berechnet, welche nur von der intrinsischen Kontorsion
und ihren kovarianten Ableitungen abhédngen. Der zentrale Punkt ist da-
bei, diese kovarianten Ableitungen der intrinsischen (Kon-) Torsion zu be-
rechnen. Es kann gezeigt werden, dafl fiir bestimmte Klassen von SU(3)-
Mannigfaltigkeiten Parallelitét der intrinsischen (Kon-) Torsion beziiglich ei-
nes SU(3)-Zusammenhangs erfiillt ist. Das gilt allgemein im Fall einer nearly-
Kahler Mannigfaltigkeit, welche auch in der gréfleren Klasse der halb-flachen
Mannigfaltigkeiten enthalten ist. In der Klasse der quasi-K&hlerschen Man-
nigfaltigkeiten gilt die Parallelitidt der intrinsischen (Kon-)Torsion beziiglich
des SU(3)-Zusammenhangs fiir einen speziellen Fall; und zwar genau dann,
wenn der Riemann-Tensor mit der fast-komplexen Struktur vertauscht, d.h.
wenn die dritte Kriimmungsbedingung von Gray erfiillt ist. Diese spezielle
Bedingung ist im allgemeinen aber nicht fiir die halb-flache Mannigfaltigkeit
giiltig.

Eine Berechnung der in der im Ricci-Tensor speziellen Form auftretenden
kovarianten Ableitungen ist fiir einen Spezialfall halb-flacher Mannigfaltig-
keiten aber dennoch moglich. In komplexer Indexschreibweise gelingt dies
mit Hilfe eines in [Gurl] eingefiihrten Formalismus, welcher mit der physi-
kalischen Motivation der halb-flachen Mannigfaltigkeiten in engem Zusam-
menhang steht. Man gelangt so zu Ausdriicken der Komponenten des Ricci-
Tensors (in komplexer Indexschreibweise), welche neben einer Linearkombi-
nation von quadratischen Termen der intrinsischen Kontorsion noch weitere,
ableitungsfreie Terme enthalten, die auf den Formalismus aus [Gurl] zuriick-
zufithren sind. Fiir diesen speziellen Fall von halb-flachen Mannigfaltigkeiten
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lauten die Komponenten des Ricci-Tensors also explizit:

1
R — _ . (0B D°,35).7°Q,,
of3 12K || 0O ||26 ng (( ap + Bﬁ ) P B

—(’i?j)am(fﬁ@z)mﬁ - ("v3)ﬂm(’<¢1@2)ma + 2("€3)~7a’3(’<¢3)/Bﬁ7

o _ 1 0B 0 B pa -
Raﬁ = “Lriar ||Q||2ezejg 1((C"Pap + D°pP)4 Qo

—("&3)6/3%(/@1@2)5&5 - (KS)BM(HIGﬂ)ﬁ’Y& + 2(/%3)76/)(’iz)pﬁ‘7

und
1 . .
ng) = —%ezejvzk“c(l’z)(wj)ag
—2(H1@2)a5p(/€1@2) +2(f€1@2) (H1@2)pﬁ
_("4'1692)047/)("{1692)6 p + (KS)aw( )ﬁ_'yp

I 1 a ]
Rgg) = —gieciev v’ k%M (W) 5
8
—2(K1a2)a 55(51@2) +2(K'1€92)6a (K1@2)p8
—(51@2)5@ ("&1@2) (“3)&7’)( S)BW :

Es konnte aber nicht gekléirt werden, ob sich ein geschlossener Ausdruck des
Ricci-Tensors in reellen Indizes allgemein auf halb-flachen Mannigfaltigkeiten
ergibt, der nur noch Linearkombinationen von quadratischen Ausdriicken der
intrinsischen Kontorsion enthélt.
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Anhang

A Ricci-Tensor in komplexen Indizes

In diesem Anschnitt werden die Berechnungen der Komponenten Rgﬁ) und
Rgﬁ) des Ricci-Tensors aus (3.3.24) fiir halb-flache Mannigfaltigkeiten in kom-

plexen Koordinaten ausgefiihrt. Zunéchst werden die Komponenten Rgﬁ) be-
rechnet:

RS—,‘B) = _Z(V&T) KRavys — VA(DT) Ruways + Ha@p’fpyd - H@aﬁﬁlﬁﬂﬂ;)

'(ngEAJWé&T Jc‘m— + gj\ﬂe)@'y&m‘ JO'7_')
_Z P __ _ Pr _ - Xw"yéﬁft]f ~ wayéofj B
4 (Kdaci Rwyp Rwé Kda’yp)(g)\ﬁe ar + gmﬁ 07')

1 — .
_ _ _ _dwydoT _ _AdwydoT
__(’faép’iva - “w&p“awp)(gw‘f 10T Jor + gxp€ 1077 Joz)

4
+VéT)lia5® + Koo' Kpa" (A.1)

1 _
= _Z(Vgr)’i&wé - VL(DT)KJQWJ + /io@p’fp'ycS - ’f@ap’iﬁ'y(S)

: (95\6(_1)6757)@6(_@67) + 95\55760)@? (iga?))

1
1 p p
—Z(Fvaé Kuwyp — Kuws' Kavp)
: SQMEMTM&(—@'%T) + gm(—l)ﬁmgwf(igﬁ)z
1
1 p P
_Z(Hag Ruyp — Rws ’fam/p)
: (giﬁ(_l)EMW\é&(_iQar) + gXﬁewWMF(@'ga%))
111
+V Kag” + Kool Kips” (A.2)

In (A.1) werden (2.3.30) und (2.3.31) fiir die Komponenten von J eingesetzt
und die Indizes der e-Tensoren umpermutiert. In (A.2) werden die Klam-
mern I, IT und IIT geméB (A.7) und (A.8) berechnet. Zu (A.4) gelangt man
dann durch Ausfiihren der 6-Symbole in (A.3). Nach Zusammenfassen und
Ausnutzen der Spurlosigkeit von x folgt schliefllich (A.6).
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1 )
RY) = —é(vg%ww — VD 5+ B ks — K20 kipys) (9300 — 6107

1 B _
—~(Kas Ry — Kus"Ra ) (—1)(56° — 6257)

2
1 sp Sp (')*w(')"y 640(’)"7
—é(f{/a K/wfyp - K}u} KOZWP)( ﬁ s Y8 IB)
+VG Kag® + Koo’ Fps” (A.3)
1
Ry = _§(V&T)/<aéﬁa = VIR 5 = V%5 + VI ko

ﬁ —
+’€a6p’€pﬁ5 — Ko PKpyg — Ko Kpps + ’iﬂ/aip’iﬁvﬁ i
F(=1) (Ko™ — Kaghiy " — Ky Ra?? + Fiygla?)
+Ra P Kgyp — Ko Rupp — Ko’ Kayp + /4,56p/€a@p)
T _ o
+VL(; )fiaﬁw + /%jap’fﬁﬂw (A'4)
1

4, w
= _5("% PKpps + Ko Kpgy + Ko Kygp + Ko Kugp

— g — — — — —
—K5a" k8" — Kya"Kps) — Ko Kpsp — Kpypkia’®
. . oo
+457 K + Baptin” — 2V o)
T - — —
VD kos® + Kol Fis” (A.5)
= 2V kap" = 260y, + 2650 K" + Ko PKiasp — Kanphin"”
(A.6)

Die Klammer in Term I in (A.2) berechnet sich zu

(gﬂﬁ(_l)ewsT;@a(_igﬁf) + 95\667605@? (igaf))
= 3(—1)(—i€ eruo (—i67,)) + 02 g(—i€ eror (i6,7)) (A7)
= 2(6300 — 50%) - (A.8)

Die Klammern II und IIT berechnen sich analog.
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Im folgenden werden die Komponenten RSB) berechnet:

1
4 - —
'(gABEAM:Y&aTJ&' + g)\ﬁ_e)\w”yém"l]a%)

r ~ _
R((NB) - (vng) Kuwys — VSJT) Kaxs + '%awpl'{/pfyg - /‘iwap,"ip,—yg)

7 0 AwNOT AoydoT
—i(ﬁaép“mﬁ — Kas"kas) (ag€ 7 Jor + gag€ 7% Jpr)

1 oo o
_Z('%agp'%@'yp - ngp"f'oz'yp)(g)\ﬁ_e)\w’yaaTl]&T + g)\ﬁ_e)\w'yciaf Jm")

+v® Fap’ + Kuwa’ ko5 (A.9)

1 _ _
== _Q(V&T)/iw’ws - V‘S)T)/ia’ws + /ﬁawpfiﬁvé — Kwapliﬁ’y&)((SE(sgj — 56'8 :)

— = (Kas"K 5 — K¥57Ka ) ((55(5§ — 555:5])

— 5 (Ra K = K kan, ) (—1) (6267 — 8567)
AV ks + Fua’Kpg" (A.10)

Die Terme von (A.9) werden analog zu denen von (A.1) und (A.2) berechnet.
Ausfiihren des J-Symbols, Zusamenfassen und Beriicksichtigen der Spurlosig-
keit von k in (A.10) fithrt schlieBlich auf (A.13):

R} = —%(—vgﬂ Ka® 4+ VD k10
_,_,,iaéﬁ,fﬁw _ fimﬁ/’iﬁw _ ,%aﬁ,ﬁﬁﬁcs + Kwﬁ,ﬁﬁvﬁ
i PRI 5 — R R 5 — Kﬁwﬁﬁawﬁ
(_1)(,%“//)%5% _ ,iﬁw,imp + /ﬂﬁpmmp))
+V k05 + Kuak" (A.11)
B _i(mo“sﬁ’iﬁﬁ_é + Koy 855" — KoK g5 — Kanph 5
_K/(Saﬁf{/ﬁﬂé — Kol ls + K K 5 — Ko pkpy"
—#aPRpyp T K5 Koy — 2v<(ST) Fop')
+V ko5 + KualFis" (A.12)

5 _
= QV((;T)RQB‘S — 2/<aa5p/£55 + 2560/)%[356 — Kanyphig* + KoK gy,
(A.13)
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Auch der Ausdruck (3.3.25) fiir den Ricci-Skalar soll in komplexe Index-
schreibweise umgerechnet werden. Die Rechenschritte sind analog zu denen
aus der Berechnung von Rgﬁ) und Rgﬁ—) Es ergibt sich:

RM

Mit

2
1

2
1

2

1 _ s =
(ng) Koo + /ﬂawp/fﬁyg)(eawaﬁjaf + an’y&afl]a%)

(’fwﬁpfiacSp)(eaw:/é&T JE’T + Eamﬁdm‘- Jm‘—)

(Kw’yﬁ/{agﬁ)(eaw’ygﬁT J&T + Eo@'yga? Ja?)

—Kpak’™ + c.c.

— (VK + Kauk57) (8965 — 6562)

67

— (K ka5, (050] — 6567)

+(K* Ko’ 5) (0565 — 050))

—Kypak’™ + c.c.

—(V(T)figaé — V((;T)ffﬂ‘s) + Iiagﬁfiﬁms — f-@gﬂ,ﬁnﬁ”"s)

ad
—(K*PRasp — K

_H'iaéplia

07

dap K/a&p)

Y P ap
5 — Ky Ra

—Kpa k™ + c.c.

—2Kas" k5"

0 _ goop Kasp + goor Kasp + K0P Kasp

—Kypak’™ + c.c.

ow _ wor
—Kpak’ = Kupak™" = Kagpk

dap

(8709
Kuwaphk”

folgt dann aus (A.17):

) B
BT = —2K005K%% 4 26505K°%Y — Kansh®™™ + Konsh®™ + c.c.
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B Prinzipalbiindel

Im folgenden soll kurz der Begriff des G-Prinzipalbiindels eingefiithrt und
erlautert werden, da in Abschnitt 2.1 davon Gebrauch gemacht wird. Es
wird dabei geméf} der Referenzen [Kobl] und [Sto] vorgegangen.

1.) Die Lie-Gruppe G operiere frei (d.h. fixpunktfrei) von rechts auf der
CF-Mannigfaltigkeit P (d.h. alle Stabilisatoruntergruppen sind trivial).

2.) Der Orbitraum P/G =: M sei differenzierbare Mannigfaltigkeit und die
kanonische Projektion 7 : P — M sei submersiv.
3.) Fiir alle Punkte u aus P sei die bijektive Abbildung

N:G — uG
g — ug (B.1)

diffeomorph (uG bezeichne den Orbit durch u). Das ist erfiillt, wenn G eine
abzahlbare Topologie besitzt. Dann gilt:
a.) Sei U eine offene Teilmenge von M und s ein Schnitt iiber U:

s:U—P ; 7(s(x))==x, (B.2)
dann existiert eine diffeomorphe Abbildung ¢, so dafl
V. N U) — UxG

u = (m(u), (u)), (B.3)
wobei ¢ = n; ' und s(7(u))p(u) = u ist, denn die Umkehrabbildung
v (vg) o s(v)g (B.4)

(v € U) ist differenzierbar und immersiv. Das folgende Diagramm ist also
kommutativ:

P o rlU)ZUxa

™
j pri

M oﬂjen U
b.) Weiterhin gilt o (ug') = p(u)g’, also ¥ (u)g = (7(u), p(u)g) = @(ug').
c.) Sei U, eine Uberdeckung offener Kartengebiete von M, M C |JU, und
Yo :u = (w(u), pa(u)) (B.5)

78



mit
Palug') = paa(u)g’ . (B.6)
Fir u € 71U, N Up) ist @s(ug)e, (ug) = ps(u)p,'(u). Die Abbildung

©p 0 o, ! hingt also nur noch von 7(u) und nicht von u ab. Es existiert also
eine Abbildung

Yoo UaNUs = G 5 ppalm(u)) = ppu)py'(u) (B.7)
so dafl folgendes Diagramm kommutiert:

7T_1(Ua N U@)

(UsNUs) % G Ve (U NUs) x G

Dabei ist t,5 := g0t = (idu.nvs, Pas(m(u))).

Fiir ein v = 7(u) € Uy, NUg N U, ist mit v, = 045 0 @ga die Kozykelbedin-
gung 1 = Y45 0 P, erfiillt und die Abbildungen 1,43 sind die Ubergangs-
Diffeomorphismen zu dem differenzierbaren Faserbiindel P mit typischer Fa-
ser G und der trivialisierenden Uberdeckung

U=JU.xG. (B.8)

P heifit dann G-Prinzipalbiindel.

Ist umgekehrt eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit M mit einer offenen
Karteniiberdeckung {U,} und eine Lie-Gruppe G gegeben, so dafl eine Ab-
bildung ¢g, : UsNUs — G die Kozykelbedingung erfiillt, so lasst sich zeigen,
daf} ein G-Prinzipalbiindel P(M, G) konstruierbar ist [Kobl].
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