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3 Krümmungstensor von SU(3)-Mannigfaltigkeiten 37
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1 Einleitung

1.1 String-Theorie

Auf der Suche nach einer vereinheitlichten Beschreibung in der theoretischen
Physik gilt die Stringtheorie als Möglichkeit, allgemeine Relativitätstheo-
rie und Quantenfeldtheorie zu einer einheitlichen Theorie zu führen. In der
Stringtheorie werden Elementarteilchen nicht mehr als punktförmig sondern
als eindimensionale Objekte - Strings - angesehen, die in einem Raumzeit-
Hintergrund propagieren [Gre], [Pol]. Das Verständnis der Quantisierung die-
ser Objekte erfordert neue mathematische Konzepte. So ist eine konsisten-
te Formulierung nur möglich, wenn die Hintergrund-Raumzeit statt eines
vier-dimensionalen Minkowskiraumes die Dimension 10, 11 oder 26 besitzt.
Die populärste Theorie ist die supersymmetrische Stringtheorie, welche ei-
ne 10-dimensionale Raumzeit erfordert. Um der Diskrepanz zwischen dieser
10-dimensionalen und der beobachteten vier-dimensionalen Raumzeit Rech-
nung zu tragen, besteht ein Konzept darin, eine Faktorisierung in einen Min-
kowiskiraum und eine sechs-dimensionale kompakte Riemannsche Mannig-
faltigkeit vom Radius einer Planck-Länge (≈ 10−33 cm) anzunehmen. Die
Geometrie und Topologie dieser Mannigfaltigkeit bestimmt die Gesetze der
Physik bei niedriger Energie im vier-Dimensionalen. Es stellt sich also das
Problem, Beispiele solcher Mannigfaltigkeiten geeigneter Geometrie zu fin-
den, so daß es möglich sein wird, experimentelle Beobachtungen der Ele-
mentarteilchenphysik zu reproduzieren. Es hat sich herausgestellt, daß eine
kompakte Kählersche Mannigfaltigkeit mit Holonomiegruppe1 SU(3) zu ei-
ner adäquaten Phänomenologie führt. Solche Mannigfaltigkeiten werden als
Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten bezeichnet.
In Verallgemeinerung dieser Calabi-Yau-Kompaktifizierung hat sich gezeigt,
daß die Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten zur Auffindung einer geeigneten
Kompaktifizierungsgeometrie nicht ausreichend sind. Ein Ansatz besteht dann
in der Wahl halb-flacher Mannigfaltigkeiten. Diese bilden eine bestimmte
Klasse von SU(3)-Mannigfaltigkeiten, die Gegenstand der Untersuchung in
dieser Arbeit sind.

1Der Begriff der Holonomiegruppe wird in Abschnitt 2.5 erklärt
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1.2 Gegenstand und Gliederung dieser Arbeit

In dieser Arbeit soll untersucht werden, ob auf den halb-flachen Mannigfaltig-
keiten der verallgemeinerten Calabi-Yau-Kompaktifizierung Gleichungen der
Form der Einsteinschen Feldgleichungen herleitbar sind. Da die halb-flachen
Mannigfaltigkeiten im Gegensatz zu den Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten nicht
Ricci-flach2 sind, hängt der Ricci-Tensor insbesondere von der unten zu er-
klärenden intrinsischen Torsion ab. Es wird untersucht, ob sich die Ricci-
Krümmung als Linearkombination von quadratischen Termen der intrinsi-
schen Torsion darstellen läßt.
Bei der Kompaktifizierung einer supersymmetrischen String-Theorie in ei-
ner zehn-dimensionalen Hintergrund-Raumzeit, ergibt sich die physikalische
Forderung der Existenz eines kovariant konstanten Spinors auf der Calabi-
Yau-3-Mannigfaltigkeit [Gre], [Can3]. Bei einer verallgemeinerten Kompak-
tifizierung ist diese Forderung nach kovarianter Konstanz nicht mehr halt-
bar, es wird aber dennoch die Existenz eines global definierten Spinors auf
der Kompaktifizierungs-Mannigfaltigkeit gefordert [Gur1]. Dies führt zu einer
Strukturgruppenreduktion der Mannigfaltigkeit, worauf dann ein Zusammen-
hang definierbar ist, unter dem der global definierte Spinor parallel ist.
In Kapitel 2 wird zunächst der Begriff der reduzierten Strukturgruppe und
der G-Mannigfaltigkeit eingeführt. Dabei wird der Formalismus der fast-
komplexen Mannigfaltigkeiten und der Zusammenhangs-Begriff erklärt. Von
zentraler Bedeutung ist die dabei definierte intrinsische Kontorsion, die ein
Maß für die Abweichung der verallgemeinerten Kompaktifizierungs-Mannigfal-
tigkeit von der Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit ist. Die reduzierte Strukturgrup-
pe der verallgemeinerten Kompaktifizierungs-Mannigfaltigkeit ist die SU(3),
was im Anschluß an die Definition von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten im Ab-
schnitt 2.5 erläutert wird. In Abschnitt 2.6 werden SU(3)-Mannigfaltigkeiten
als spezielle G-Mannigfaltigkeiten betrachtet. Es werden intrinsische Torsion
und Kontorsion der SU(3)-Struktur definiert und in Abschnitt 2.7 wird un-
tersucht, wie diese in irreduzible SU(3)-Darstellungen zerlegt werden können.
Dadurch wird eine Klassifizierung der SU(3)-Mannigfaltigkeiten erreicht und
die halb-flachen Mannigfaltigkeiten definiert. In Kapitel 3 werden dann Krüm-
mungstensoren auf SU(3)-Mannigfaltigkeiten eingeführt und deren Zerlegung
in irreduzible SU(3)-Darstellungen angegeben. In Abschnitt 3.3 werden Ricci-
Tensor und Ricci-Skalar speziell auf den halb-flachen Mannigfaltigkeiten her-
geleitet. Es zeigt sich, daß in dieser speziellen Form des Ricci-Tensors ne-
ben quadratischen Termen der intrinsischen Kontorsion auch deren kova-
riante Ableitungen auftreten. Es wird deshalb zunächst der Frage nach-
gegangen, ob die intrinsischen Kontorsion für halb-flache Mannigfaltigkei-

2dieser Begriff wird in Abschnitt 2.5 erläutert
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ten bezüglich des in Abschnitt 2.6 definierten SU(3)-Zusammenhangs par-
allel ist. Es werden dazu die speziellen, im halb-flachen Fall enthaltenen
Fälle der Klassen der in Tabelle 2.7.1 angegebenen nearly-Kähler- und quasi-
Kähler-Mannigfaltigkeiten untersucht. Im nearly-Kähler-Fall ist die oben ge-
nannte Parallelität der intrinsischen Kontorsion erfüllt, im quasi-Kähler-Fall
nur, wenn der Riemann-Tensor einer bestimmten Bedingung, der dritten
Krümmungsbedingung von Gray [Gra2] genügt. Desweiteren wird untersucht,
ob sich die kovariante Ableitung der intrinsischen Kontorsion in Form ei-
ner Linearkombination von quadratischen Termen der intrinsischen Kontor-
sion ausdrücken läßt, auch wenn diese nicht parallel bezüglich des SU(3)-
Zusammenhangs ist. Dies ist im vorliegenden Fall für die spezielle Form der
kovarianten Ableitungsterme zu untersuchen, wie sie in dem Ricci-Tensor
auf halb-flachen Mannigfaltigkeiten vorkommen. Das wird in Abschnitt 3.3
für den Ricci-Tensor in komplexen Koordinaten durchgeführt. Die darin auf-
tretenden kovarianten Ableitungsterme werden für den speziellen Fall halb-
flacher Mannigfaltigkeiten, wie er in [Gur1] auftritt, in Abschnitt 3.6 berech-
net. Der in Abschnitt 3.3 hergeleitete Ricci-Skalar für halb-flache Mannig-
faltigkeiten in komplexen Koordinaten ist eine Linearkombination von qua-
dratischen Termen der intrinsischen Kontorsion, was mit dem Ergebnis in
[Gur1] übereinstimmt.
Der Ricci-Tensor lässt sich für den speziellen Fall halb-flacher Mannigfaltig-
keiten, die in [Gur1] auftreten, auf eine Form bringen, die keine kovarianten
Ableitungs-Terme mehr enthält. Mit dem dort beschriebenen Formalismus
gelingt es, die im Ricci-Tensor vorkommenden kovarianten Ableitungen der
intrinsischen Kontorsion zu berechnen. Die Voraussetzung dafür ist die spezi-
elle Form dieser Ableitungs-Terme, wie sie in dem für halb-flache Mannigfal-
tigkeiten hergeleiteten Ricci-Tensor in komplexen Koordinaten auftreten. Als
Ergebnis erhält man Komponenten des Ricci-Tensors (in komplexen Koor-
dinaten), die neben einer Linearkombination von quadratischen Termen der
intrinsischen Kontorsion noch Ausdrücke enthalten, die aus dem in [Gur1]
benutzten Formalismus stammen.
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2 Mannigfaltigkeiten mit G-Struktur

2.1 Mathematische Grundlagen

Ausgangspunkt der Untersuchung seien n-dimensionale differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten [Sto]. In diesem Abschnitt sollen Begriffe der G-Struktur, der
Zusammenhänge und der intrinsischen Kontorsion der G-Struktur auf einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit Mn erklärt werden3. Die SU(3)-Struktur
auf sechs-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, welche Gegenstand dieser Ar-
beit ist, wird als spezieller Fall einer G-Struktur im nächsten Abschnitt kon-
kretisiert.
Mit TMn wird das Tangentialbündel über Mn bezeichnet, dessen Fasern die
Tangentialräume TpM

n bei p ∈ Mn sind. Mit dem Tangentialbündel lassen
sich auch die (p, q)-Tensorbündel

⊗

p T
∗Mn⊗

⊗

q TM
n und Bündel der äuße-

ren k-Formen ΛkT ∗Mn über Mn konstruieren.
Unter einem (p, q)-Tensorfeld über der Mannigfaltigkeit Mn versteht man
die differenzierbaren Schnitte Γ(Mn,

⊗

p T
∗Mn⊗

⊗

q TM
n) über dem (p, q)-

Tensorbündel über Mn. Als ko- bzw. kontravariantes Vektorfeld wird dann
das (1,0) - bzw. (0,1) - Tensorfeld bezeichnet. Die k-Formen sind die differen-
zierbaren Schnitte Γ(Mn,ΛkT ∗Mn) über dem Bündel der äußeren k-Formen.
Ein lineares Koordinatensystem s : Rn → TpM

n auf TpM
n bei p ∈ Mn

ist durch das n-Tupel (X1, ..., Xn) von linear unabhängigen Spaltenvektoren
Xk ∈ Rn definiert. L(Mn) bezeichnet dann die Menge aller linearen Koor-
dinatensysteme bei allen p ∈ Mn. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n,R)
operiert durch s′ = sA von rechts auf L(Mn). Das ist durch X ′

k := Ak
jXj ,

mit A := (Ak
j) ∈ GL(n,R) definiert. Offensichtlich ist diese Operation fix-

punktfrei und für die kanonische Projektion π : L(Mn) → L(Mn)/GL(n,R)
gilt π(s) = π(sA) , was zur Identifikation von L(Mn)/GL(n,R) mitMn führt.
Es lässt sich nun zeigen, daß L(Mn) ein (differenzierbares) Faserbündel mit
typischer Faser GL(n,R) ist:

L(Mn)

π

��

⊃ π−1(U)

π

��

ψ
// U ×GL(n,R)

pr1

yyrrrrrrrrrrrrr

L(Mn)/GL(n,R) ∼= Mn ⊃ U

ψ ist offensichtlich diffeomorph, denn die aus den Komponenten der Xk ge-
bildete Matrix ist nicht singulär.

3Es wird dabei [Kob1], [Kob2], [Joy] gefolgt.
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Das auch als Rahmenbündel bezeichnete Faserbündel L(Mn) ist einGL(n,R)-
Prinzipalbündel4 über Mn mit der Strukturgruppe GL(n,R). Ist G eine Lie-
Untergruppe von GL(n,R) und ist P ein G-Prinzipalunterbündel von L(Mn)
über Mn , so heißtG auch Reduktion der Strukturgruppe GL(n,R). Ein Rah-
menbündel kann als Prinzipalbündel von vornherein abstrakt eingeführt wer-
den. Dann lassen sich davon ausgehend Vektorbündel und speziell das Tan-
gentialbündel und die Tensor- und Formenbündel als zu dem Prinzipalbündel
assoziierte Vektorbündel einführen. Das G-Prinzipalunterbündel von L(Mn)
dient also als abstrakter Ausgangspunkt zur Konstruktion weiterer Objekte
und fasst damit zusätzliche Strukturen auf der Mannigfaltigkeit Mn zusam-
men, die ja nur als differenzierbar vorausgesetzt ist. Das führt zu folgender
Definition:

Definition 2.1.1 Sei L(Mn) das GL(n,R)-Prinzipalbündel der linearen Ko-
ordinatensysteme über Mn und sei G Lie-Untergruppe von GL(n,R).
Das differenzierbare G-Prinzipalunterbündel P von L(Mn) heißt G-Struktur
auf Mn und Mn auch G-Mannigfaltigkeit.

Sei ρ : G → Aut(V ) Darstellung der (abgeschlossenen) Lie-Untergruppe
von GL(n,R) auf einen beliebigen R-Vektorraum V . Operiere G auf P × V
durch die o.g. G-Operation auf P und durch die Darstellung ρ auf V , so ist
folgendermaßen ein (differenzierbares) Vektorbündel definiert [Kob1]:
Sei P ×ρ V := (P × V )/G der Quotient bezüglich obiger G-Operation auf
P × V , dann induziert die Abbildung P × V → P/G ∼= Mn eine Projektion
π̃ : (P × V )/G→ P/G ∼= Mn so daß folgendes Diagramm kommutiert:

(P×V )/G

π̃

��

⊃ π̃−1(U)

��

∼= (π−1(U)×V )/G ∼= (U×G×V )/G

��

ψ̃
// U×V

pr1

||yy
yy

yy
yy

yy
yy

y

P/G∼=Mn ⊃ U = U

Der Isomorphismus ψ : π−1(U)
∼
→ U ×G induziert also einen Isomorphismus

ψ̃ : π̃−1(U)
∼
→ U×V . Es folgt dann, daß durch P ×ρ V ein (differenzierbares)

Vektorraumbündel definiert ist, das zu P assoziierte Vektorbündel über Mn

mit Strukturgruppe G. Es lässt sich dann zeigen, daß die Automorphismen-
gruppe der Fasern π̃−1(x) von P ×ρ V isomorph zur Strukturgruppe G ist.
Wird V speziell als isomorph zu den Tangentialräumen TpM

n für alle p ∈Mn

gewählt, so ist das zu P assoziierte Vektorbündel das Tangentialbündel TMn

über Mn, womit dann auch die (p, q)-Tensorbündel konstruiert werden. Die

4siehe Anhang B
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Übergangsdiffeomorphismen der Fasern dieser Tensorbündel bei Koordina-
tenwechsel nehmen also Werte in der Darstellung ρ(G) von G an. Diese las-
sen sich weiter ausreduzieren, so daß die in den irreduziblen Darstellungen
von G liegenden (p, q)-Tensoren aus den Fasern (T ∗

pM
n)⊗p ⊗ (TpM

n)⊗q zu
betrachten sind. Das fasst folgendes Lemma zusammen [Joy]:

Lemma 2.1.1 Für jede Reduktion der Strukturgruppe zu G zerfällt das Ten-
sorbündel

⊗

p T
∗Mn ⊗

⊗

q TM
n über Mn in die direkte Summe von Un-

terbündeln, die den irreduziblen Darstellungen von G entsprechen.

Es existiert dabei immer ein Tensor, der einen Anteil in dieser Zerlegung
besitzt, welcher unter G invariant ist. Das ist ein Singulett in der Darstel-
lung von G. Das dazugehörige Unterbündel ist also trivial und besitzt einen
global definierten, nicht verschwindenden Schnitt. Das bedeutet, es existiert
ein global definiertes, nicht verschwindendes Tensorfeld.
Ist umgekehrt ein G-invariantes Tensorfeld auf Mn global definiert, so lässt
sich zeigen, daß eine Reduktion der Strukturgruppe zu G existiert. Das be-
schreibt der folgende Satz [Cle].

Satz 2.1.1 Sei TpM
n der Tangentialraum im Punkt p ∈Mn,

G = Stab(ξ) ⊂ GL(n,R)

Lie-Untergruppe und Stabilisatorgruppe von ξ ∈ (T ∗
pM

n)⊗p ⊗ (TpMn)⊗q
, dann exi-

stiert eine Reduktion der Strukturgruppe GL(n,R) zu G von TMn genau
dann, wenn auf Mn ein global definiertes Tensorfeld Ξ existiert, das lokal
gleich ξ ist.

2.2 Beispiele für G-Strukturen

Die orthogonale Gruppe O(n)⊂ GL(n,R) ist eine Reduktion der Struktur-
gruppe GL(n,R) von TpM

n genau dann, wenn Mn Riemannsche Mannig-
faltigkeit ist, d.h. es existiert ein global definiertes, O(n)-invariantes (2,0)-
Tensorfeld, welches lokal gleich dem (2,0)-Tensor gp einer Riemannschen Me-
trik auf Mn entspricht. Der metrische Tensor gp ist nämlich unter orthogo-
nalen Transformationen invariant [Joy].
Im Fall SO(n) ist Mn zusätzlich orientierbar. Die weitere Strukturgruppen-
reduktion zur SO(n) bedeutet die Existenz einer invariante n-Form (Volu-
menform), da die Determinante der Transformationsmatrizen gleich eins ist.
Die Gruppe GL(m,C) lässt sich in natürlicher Weise als Untergruppe von
GL(n = 2m,R) auffassen:

GL(m,C) = {A ∈ GL(2m,R) | AJ = JA} (2.2.1)
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wobei5

J :=

(

0 −E3

E3 0

)

. (2.2.2)

Unterteilt man die Matrix A in m×m-Blockmatrizen A1 und A2, so ist die
bijektive Abbildung

GL(m,C) ∋ A1 + iA2 7−→

(

A1 A2

−A2 A1

)

∈ GL(2m,R) (2.2.3)

definiert [Kob2].
Die Gruppe GL(m,C) ist eine Reduktion der Strukturgruppe GL(n,R) von
TMn. Mit J = A−1

JA ist J ein GL(n,R)-invarianter (1,1)-Tensor. Die-
ser steht in eindeutigem Zusammenhang mit einem global definierten (1,1)-
Tensorfeld J auf der Mannigfaltigkeit Mn, was im nächsten Abschnitt näher
ausgeführt wird.
Die unitäre Gruppe U(m) = O(2m)∩GL(m,C) ⊂ GL(2m,R) ist genau
dann Reduktion der Strukturgruppe GL(2m,R) von TMn, wenn ein global
definiertes, O(2m)-invariantes (2,0)-Tensorfeld g und ein global definiertes,
GL(m,C)-invariantes (1,1)-Tensorfeld J auf Mn existieren, so daß g unter
J invariant ist. D.h. es gilt g(X, Y ) = g(JX, JY ) und es ist eine 2-Form
J durch J(X ,Y ) := g(X , JY ) definiert, mit X, Y ∈ Γ(Mn, TMn). J heißt
Kählerform und die Mannigfaltigkeit Mn fast-hermitesch [Kob1].
Eine weitere Reduktion zur speziellen unitären Gruppe SU(m), für dessen
komplexe Transformationsmatrizen die Determinante eins ist, führt zusätz-
lich auf die globale Existenz einer holomorphen Volumenform, was in Ab-
schnitt 2.5 erläutert wird.

2.3 Tensoren auf komplexen Mannigfaltigkeiten

Auf der Mannigfaltigkeit M2m sei eine GL(m,C)-Struktur definiert. Es exi-
stiert dann ein global definiertes, GL(m,C)-invariantes (1,1)-Tensorfeld J so,
daß es für alle p ∈ Mn

C-lineare Koordinatensysteme der Tangentialräume
TpM

2m gibt. Sei also u : R2m → TpM
n ein R-lineares Koordinatensystem von

TpM
2m, dann wird u als C-linear bezeichnet, wenn mit J aus (2.2.2)

u ◦ J = Jp ◦ u (2.3.1)

5E3 :=







1 0 0

0 1 0

0 0 1






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gilt. Dabei ist Jp (lokal gilt Jp = J |p) ein Endomorphismus

Jp : TpM
2m → TpM

2m (2.3.2)

mit J2
p = −idTpMn, der komplexe Struktur auf dem R-Vektorraum TpM

n

heißt. Auf geradzahlig-dimensionalen Mannigfaltigkeiten lässt sich in zu je-
dem Punkt gehörigen Tangentialraum eine komplexe Struktur definieren [Fla].
(2.3.1) hat folgende Bedeutung: R2m und TpM

2m lassen sich in natürlicher
Weise als C-Vektorräume auffassen, indem die Multiplikation eines Vektors
aus v ∈ R2m sowie v ∈ TpM

2m mit i jeweils durch i v := Jv bzw. iv:=Jpv
definiert ist. Es ist dann nämlich für v ∈ R2m u(iv) = iu(v) ∈ TpM

2m. Das
(1,1)-Tensorfeld J bzw. die zugehörige Reduktion zu GL(m,C) heißt fast-
komplexe Struktur auf M2m.
Sei { ∂

∂xα ,
∂
∂xᾱ} , α = 1, ..., m; ᾱ = m + 1, ..., 2m eine Tangentialraumbasis

bezüglich einer Karte x vonM2m. Die (kanonische) komplexe Struktur Jp ≡ J
auf TpM

2m ist gegeben durch [Fla]:

J : TpM
2m → TpM

2m

∂

∂xα
7→ J(

∂

∂xα
) :=

∂

∂xᾱ
(2.3.3)

∂

∂xᾱ
7→ J(

∂

∂xᾱ
) := −

∂

∂xα
(2.3.4)

Besitzt die Mannigfaltigkeit M2m einen komplex-analytischen maximalen At-
las, so gilt folgendes Lemma [Fla]:

Lemma 2.3.1 Ist x′ eine weitere Karte der komplex-analytischen Struktur
von M2m, so bleibt die komplexe Struktur auf TpM

2m (für alle Punkte p von
M2m) forminvariant, d.h. es gilt

J(
∂

∂x′α
) =

∂

∂x′ᾱ
(2.3.5)

J(
∂

∂x′ᾱ
) = −

∂

∂x′α
. (2.3.6)

Auf einer komplex-analytischen Mannigfaltigkeit ist es somit möglich, ausge-
hend von der gemäß obigen Lemmas wohldefinierten komplexen Struktur der
Tangentialräume eine fast-komplexe Struktur zu konstruieren. Eine auf diese
Weise konstruierte fast-komplexe Struktur heißt integrabel, von der komplex-
analytischen Struktur induziert oder komplexe Struktur auf der Mannigfal-
tigkeit M2m. Nicht jede fast-komplexe Struktur ist integrabel, d.h. auf einer
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(geradzahlig-dimensionalen) Mannigfaltigkeit ist eine fast-komplexe Struktur
möglich, die jedoch nicht komplex zu sein braucht. Ein notwendiges und hin-
reichendes Kriterium für die Integrabilität einer fast-komplexen Struktur ist
das Verschwinden des Nijenhuis-Tensors N , dessen Komponenten gegeben
sind durch [Fla], [Gur1]:

Nmn
p = Jm

q(∇(Γ)
q Jn

p −∇(Γ)
n Jq

p) − Jn
q(∇(Γ)

q Jm
p −∇(Γ)

m Jq
p) . (2.3.7)

Es ist gebräuchlich, statt der Vektoren und Tensoren aus Konstruktionen von
reellen Tangentialräume auf M2m ihre Komplexifizierungen zu benutzen. Das
führt zu Tensoren mit komplexen Komponenten, die mit komplexen Indizes
bezeichnet werden, was im folgenden zu erläutern ist:
Mit den reellen Tangentialvektoren X und Y aus dem R-Vektorraum TpM

2m

erhält man den komplexifizierten Tangentialraum TpM
2m ⊗R C dessen kom-

plexifizierte Tangentialvektoren durch

X + iY = xα
∂

∂xα
+ xᾱ

∂

∂xᾱ
+ i(yα

∂

∂xα
+ yᾱ

∂

∂xᾱ
) (2.3.8)

= (xα + iyα)
∂

∂xα
+ (xᾱ + iyᾱ)

∂

∂xᾱ
(2.3.9)

gegeben sind [Fla], [Joy]. Die komplexe Struktur J lässt sich auf den kom-
plexifizierten Tangentialraum fortsetzten. Es wird dazu eine Basis aus Eigen-
vektoren { ∂

∂zα ,
∂
∂zα} von J zu den Eigenwerten i und −i angegeben, definiert

durch [Fla]:

∂

∂zα
:=

1

2
(
∂

∂xα
− iJ(

∂

∂xα
)) (2.3.10)

=
1

2
(
∂

∂xα
− i

∂

∂xᾱ
) (2.3.11)

und

∂

∂zα
:=

1

2
(
∂

∂xα
+ iJ(

∂

∂xα
)) (2.3.12)

=
1

2
(
∂

∂xα
+ i

∂

∂xᾱ
) . (2.3.13)

Es gilt dann nämlich

J(
∂

∂zα
) =

1

2
(J(

∂

∂xα
) − iJ(

∂

∂xᾱ
)) (2.3.14)

= (−i)
1

2
(i

∂

∂xᾱ
−

∂

∂xα
) (2.3.15)

= i
1

2
(
∂

∂xα
− i

∂

∂xᾱ
) (2.3.16)

= i
∂

∂zα
(2.3.17)
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und analog

J(
∂

∂zα
) =

1

2
(J(

∂

∂xα
) + iJ(

∂

∂xᾱ
)) (2.3.18)

= −i
∂

∂zα
. (2.3.19)

In dieser Basis von TpM
2m ⊗R C ist J diagonal:

J =

(
iδα

β 0

0 −iδᾱ
β̄

)

(2.3.20)

TpM
2m ⊗R C zerfällt also in die direkte Summe der Eigenräume von J

T
(1,0)
p M2m ∼= Cm zum Eigenwert i und T

(0,1)
p M2m ∼= Cm zum Eigenwert −i,

die komplex konjugiert zueinander sind [Fla], [Joy]:

TpM
2m ⊗R C = T (1,0)

p M2m ⊕ T (0,1)
p M2m (2.3.21)

In analoger Weise lassen sich auch die Kotangentialräume komplexifizieren
und in die Eigenräume zu der darauf fortgesetzten komplexen Struktur zerle-
gen: T ∗

pM
2m⊗R C = T

∗(1,0)
p M2m⊕T

∗(0,1)
p M2m. Alle mit den komplexifizierten

Tangential-und Kotangentialräumen konstruierten (p, q)-Tensorbündel zer-
fallen mit J also in entsprechende Unterbündel. Die Tensorkomponenten ei-
nes (p, q)-Tensors t werden dann mit komplexen Indizes geschrieben:

t = tα1...αp

β1...βqdzα1 ⊗ · · · ⊗ dzαp ⊗
∂

∂zβ1
⊗ · · · ⊗

∂

∂zβq

+tᾱ1...ᾱp

β̄1...β̄qdzα1 ⊗ · · · ⊗ dzαp ⊗
∂

∂zβ1

⊗ · · · ⊗
∂

∂zβq

(2.3.22)

Dabei sind Reihenfolge und Stellung der Indizes zu beachten, denn das Ten-
sorprodukt ist im allgemeinen nicht kommutativ. So sind z.B. die Tensoren

t′ = tα
βdzα ⊗

∂

∂zβ
+ tᾱ

β̄dzα ⊗
∂

∂zβ
(2.3.23)

und

t′′ = tαβ
∂

∂zα
⊗ dzβ + tᾱβ̄

∂

∂zα
⊗ dzβ (2.3.24)

zu unterscheiden. Insbesondere zerfällt das Bündel der k-Formen wie folgt
[Joy]:

ΛkT ∗M2m ⊗R C = ⊕k
j=0Λ

jT ∗(1,0)M2m ⊗ Λj−kT ∗(0,1)M2m (2.3.25)

= ⊕k
j=0Λ

j,k−jM2m , (2.3.26)
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wobei Λp,qM2m := ΛpT ∗(1,0)M2m⊗ΛqT ∗(0,1)M2m als Bündel der (p, q)-Formen
(wohl zu unterscheiden von den (p, q)-Tensoren) bezeichnet wird.
Ist auf der Mannigfaltigkeit eine fast-komplexe Struktur J definiert, so lassen
sich alle Tensoren mit komplexen Indizes schreiben. Mit den Projektoren

Pm
n :=

1

2
(δm

n − iJm
n) und Qm

n :=
1

2
(δm

n + iJm
n) (2.3.27)

werden in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit Tensoren auf die jeweiligen Ei-
genräume von J projiziert [Can2]. Auf einer fast-hermiteschen Mannigfaltig-
keit sind die Komponenten des metrischen Tensors und der Kählerform lokal
immer von folgender Form möglich [Fla]:

gαβ = gᾱβ̄ = gαβ = gᾱβ̄ = 0 (2.3.28)

Jαβ = Jᾱβ̄ = Jαβ = J ᾱβ̄ = 0 (2.3.29)

Jαβ̄ = igαβ̄ (2.3.30)

Jᾱβ = −igᾱβ (2.3.31)

Jαβ̄ = igαβ̄ (2.3.32)

J ᾱβ = −igᾱβ (2.3.33)

Im nächsten Abschnitt werden Zusammenhänge auf G-Mannigfaltigkeiten
definiert. Insbesondere ist der Begriff des G-Zusammenhangs von Bedeutung,
über den eine Klassifizierung der G-Mannigfaltigkeiten erreicht wird.

2.4 G-Zusammenhang

Der zentrale Begriff eines Zusammenhangs auf der Mannigfaltigkeit Mn wird
zunächst in seiner allgemeinen Form eingeführt [Joy]:

Definition 2.4.1 Ein Zusammenhang auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit Mn ist eine R-lineare Abbildung

∇ : Γ(Mn, TMn) → Γ(Mn, T ∗Mn ⊗ TMn)

für die ∇(fX) = f∇X + df ⊗X gilt, mit dem Vektorfeld X ∈ Γ(Mn, TMn)
und der differenzierbaren Funktion f ∈ C∞(Mn).

∇X ist also ein (1,1)-Tensorfeld6 über Mn.

6∇ lässt sich aber auch auf beliebige (p, q)-Tensorfelder eindeutig fortsetzen gemäß

∇(T1 ⊗ ... ⊗ Tk) =

k∑

j=1

T1 ⊗ ... ⊗∇(Tj) ⊗ ... ⊗ Tk

mit den beliebigen ko- und kontravarianten Tensorfeldern T1, ..., Tk ∈ Γ(Mn, TMn) bzw.
Γ(Mn, T ∗Mn), woraus die kovariante Ableitungsregel von Tensoren beliebiger Stufe folgt.
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Definition 2.4.2 Ist mit dem global definierten Tensorfeld Ξ gemäß Satz
2.1.1 lokal ∇̃ξ = 0, dann heißt ∇̃ G-Zusammenhang.

Seien nun ∇̃′ und ∇̃ G-Zusammenhänge, gilt also ∇̃′ξ = 0 und ∇̃ξ = 0 ,
dann ist für die Auswertung von ∇̃′ξ und ∇̃ξ bei allen X ∈ Γ(Mn, TMn)

∇̃′
Xξ = ∇̃Xξ = 0 (2.4.1)

und damit ∇̃′
X , ∇̃X ∈ {A ∈ gl(n,R) = End(TMn) | Aξ = 0}. Und da G

die Stabilisatorgruppe von ξ ist, gilt {A ∈ gl(n,R) | Aξ = 0} = g, dies
ist die Lie-Algebra von G. Insbesondere ist (∇̃′

X − ∇̃X)ξ = 0 und dadurch
ist die Äquivalenzrelation ∼G der G-Äquivalenz zweier Zusammenhänge ∇̃′

und ∇̃ erklärt. Eine Äquivalenzklasse bezüglich ∼G hängt also nur von der
G-Struktur ab.
Im folgenden seien nur noch Riemannsche, orientierte Mannigfaltigkeiten an-
genommen, die Strukturgruppe ist also zu SO(n) reduziert, so daß

∇′
X ∈ so(n) . (2.4.2)

Der entsprechende SO(n)-Zusammenhang ist der eindeutig bestimmte (tor-
sionsfreie) Levi-Civita Zusammenhang ∇(Γ).
Eine Äquivalenzklasse bezüglich ∼G ist durch die Projektion von

(∇̃X −∇
(Γ)
X ) ∈ so(n) = g ⊕ g⊥ (2.4.3)

auf das orthogonale Komplement g⊥ von g in so(n) eindeutig bestimmt:
Mit ∇̃′ ∼G ∇̃ ist (∇̃′

X − ∇̃X) ∈ g und es gilt

prg⊥(∇̃′
X − ∇̃X) =

prg⊥(∇̃′
X −∇

(Γ)
X ) − prg⊥(∇̃X −∇

(Γ)
X ) = 0 (2.4.4)

also

prg⊥(∇̃′
X −∇

(Γ)
X ) = prg⊥(∇̃X −∇

(Γ)
X ) . (2.4.5)

Dabei wird das durch

κg
⊥

X := prg⊥(∇̃X −∇
(Γ)
X ) (2.4.6)

definierte (2,1)-Tensorfeld κg
⊥

als intrinsische Kontorsion der G-Struktur be-
zeichnet, welche unten genauer betrachtet werden soll. Die intrinsische Kon-
torsion lässt sich auch folgendermaßen charakterisieren:

Lemma 2.4.1 Für G = Stab(ξ) mit ξ ∈ (T ∗
pM)⊗p⊗TpM

⊗q besteht zwischen

κg
⊥

und ∇(Γ)ξ eine Bijektion.
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Beweis :
Es sei die lineare Abbildung

ϕ : so(n) → E := (T ∗
pM)⊗p ⊗ (TpM)⊗q

A 7→ ρ∗(A)ξ

mit der Darstellung ρ : G → Aut(E) von G und der Darstellung ρ∗ der zu-
gehörigen Lie-Algebra g definiert.
Dann ist kerϕ = g , denn für A ≡ ∇̃X folgen ∇̃Xξ = 0 und ∇̃X ∈ g. Wegen
so(n) = g⊕g⊥, wird durch ϕ |g⊥→ E nur noch die Null aus g auf die Null aus
E abgebildet, d.h. es ist g⊥ ∋ 0 7→ 0 ∈ E also ker(ϕ |g⊥) = 0, was bedeutet,
daß die eingeschränkte Abbildung ϕ |g⊥ injektiv ist. Somit ist die Abbildung

ϕ |g⊥ (κg
⊥

X ) = ρ∗(κX)ξ = (∇̃X −∇
(Γ)
X )ξ = −∇

(Γ)
X ξ auch bijektiv. �

Ein interessantes Beispiel für diese Charakterisierung der intrinsischen Kon-
torsion ist der Fall der Reduktion zur unitären Gruppe, was sich für die
weitere Betrachtung als nützlich erweist:
Für ξ sei also die mögliche komplexe Struktur auf einem Tangentialraum
TpM

2m eingesetzt; ξ ≡ J ∈ u(m) ⊂ so(2m) und die lineare Abbildung

ϕ : so(2m) → so(2m) (2.4.7)

κ
u
⊥(m)
X 7→ ad∗(κ

u
⊥(m)
X )J (2.4.8)

definiert. Da ϕ nach so(2m) abbildet ist hier die adjungierte Darstellung ad∗
von u(m) zu nehmen. Dafür gilt nun [Bro]

ad∗(κX)J = κX ◦ J − J ◦ κX = (∇̃X −∇
(Γ)
X )J = −∇

(Γ)
X J (2.4.9)

also

ϕ |u⊥(m) (κX) = κX ◦ J − J ◦ κX = −2J ◦ κX . (2.4.10)

Wegen κX ∈ u⊥(m) = {A ∈ so(2m) | AJ = −JA} folgt daraus

−2J ◦ κX = −∇
(Γ)
X J (2.4.11)

und somit

κX = −
1

2
J ◦ ∇

(Γ)
X J . (2.4.12)

17



2.5 Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

In Kapitel 1.1 wurde die Existenz von kompakten sechs-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten, den Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten Y , gefordert, die bei der
Faktorisierung R1,3×Y der zehn-dimensionalen Hintergrund-Raum-Zeit eine
physikalisch adäquate Kompaktfizierungsgeometrie besitzen. Es soll zunächst
mit der Definition7 von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten begonnen werden. Die
Bedeutung dieser Definition und die dabei auftretenden Begriffe werden im
Anschluß erläutert.

Definition 2.5.1 Eine Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit ist eine kompakte Käh-
lersche Mannigfaltigkeit mit Holonomiegruppe SU(m) (m ≥ 2).

Es sei also eine 2m-dimensionale fast-hermitesche Mannigfaltigkeit voraus-
gesetzt. Mit der Identifikation von R2m mit Cm wird die 2m-dimensionale
Mannigfaltigkeit als von der komplexen Dimension m aufgefasst. Tensoren
lassen sich dann auf der Grundlage von m-(komplex-)dimensionalen Tangen-
tialräumen konstruieren. Bezüglich der in Abschnitt 2.3 eingeführten komple-
xen Koordinaten ist eine Tangentialraum-Basis also gegeben durch { ∂

∂z1 ,...,
∂

∂zm }

mit J( ∂
∂zk ) = i ∂

∂zk , denn die Abbildung J ist dabei als Multiplikation mit i

aufzufassen. Sei ∇(Γ) der Levi-Civita Zusammenhang und γ0 eine geschlosse-
ne Kurve auf der Mannigfaltigkeit, deren Anfangs-und Endpunkt p0 ist. Die
Transformationsgruppe, die die Änderung eines Tangentialvektors im Punkt
p0 durch einen Paralleltransport entlang γ0 beschreibt, heißt Holonomiegrup-
pe. Die Existenz invarianter Tensoren steht mit der Holonomiegruppe folgen-
dermaßen in Beziehung [Joy]:

Lemma 2.5.1 Sei ξ ein kovariant konstanter Tensor. Dann ist ξ (lokal, für
einen beliebigen Punkt p auf der Mannigfaltigkeit) ein Singulett der Darstel-
lung der Holonomiegruppe.
Lässt umgekehrt die Operation der Holonomiegruppe einen (lokalen) Tensor
invariant, so existiert ein kovariant konstantes Tensorfeld auf der Mannig-
faltigkeit, das lokal gleich ξ ist.

Die SU(m)-Holonomie hat also folgende Bedeutung:
Unter SU(m)-Transformationen ist, wie in Abschnitt 2.2 erläutert, die Kähler-
form J invariant. Da die Determinante der Transformationsmatrizen gleich
eins ist, ist die als holomorphe Volumenform bezeichnete (m, 0)-Form

Ω := dz1 ∧ · · · ∧ dzm (2.5.1)

7Es gibt unterschiedliche Definitionen von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten [Joy].
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SU(m)-invariant [Sto]. Gemäß obigen Lemmas 2.5.1 existieren auf einer Man-
nigfaltigkeit mit Holonomiegruppe SU(3) also die (global definierten), kovari-
ant konstanten Formen J und Ω. Insbesondere ist J geschlossen, womit auch
der Nijenhuis-Tensor (2.3.7) verschwindet und die Mannigfaltigkeit Kählersch
ist. Im Fall der zu betrachtenden Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten lässt sich
zeigen, daß die invariante (3, 0)-Form harmonisch ist [Can2].
Die Hodge-Zahlen entsprechen den Dimensionen der Räume der harmoni-
schen Formen auf einer komplexen Mannigfaltigkeit [Joy]. Auf einer Calabi-
Yau-3-Mannigfaltigkeit beispielsweise nimmt der Hodge-Diamond folgende
Form an [Can2]:

1
0 0

0 h11 0
1 h21 h12 1

0 h11 0
0 0

1

Die Holonomiegruppe des Levi-Civita-Zusammenhangs sei zunächst als SO(6)
angenommen [Joy]. Neben den Tensordarstellungen der SO(6) auf M6 exi-
stieren auch Spinordarstellungen der SO(6), welche den Darstellungen ih-
rer universellen Überlagerungsgruppe SU(4) ∼= SO(6) entsprechen [Sexl]. Die
Spinoren der fundamentalen SU(4)-Darstellungen [4] und [4̄] besitzen entge-
gengesetzte Chiralität [Sexl]. Die Spinordarstellung [4] zerfällt unter SU(3)
gemäß [4] = [1] ⊕ [3] in irreduzible Darstellungen, was auf ein Singulett ent-
sprechend der Existenz eines global definierten, SU(3)-invarianten Spinors η
führt [Gre], [Can3], [Kak], [Gur1]. Mit Lemma 2.5.1 bedeutet das die Existenz
eines global definierten, kovariant konstanten Spinorfeldes auf einer Mannig-
faltigkeit mit SU(3)-Holonomie. Die SU(3)-invarianten, kovariant konstanten
Tensoren J und Ω lassen sich dann mit dem invarianten Spinor η konstruie-
ren [Can2]: Jm

n = −i η†Γm
nη und Ωmnp = ηTΓmnpη, wobei mit den sechs-

dimensionalen Gamma-Matrizen Γm1 , ...,Γm6

Γm1...mk
:= Γ[m1 · · ·Γmk ] (2.5.2)

gilt [Pro]. Eine Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit lässt also einen invarianten,
kovariant konstanten Spinor zu, wie von der supersymmetrischen String-
Theorie gefordert.
Darüberhinaus sind Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten Ricci-flach, was die Aus-
sage folgenden Lemmas ist [Joy]:

Lemma 2.5.2 Genau dann, wenn die Holonomiegruppe (Untergruppe von)
SU(m) ist, ist eine Kählersche Mannigfaltigkeit Ricci-flach.
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2.6 SU(3)-Mannigfaltigkeiten

Die starke Bedingung der globalen Existenz eines SU(3)-invarianten, kova-
riant konstanten Spinors auf der sechs-dimensionalen Kompaktifizierungs-
Mannigfaltigkeit M6, was für Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten erfüllt ist,
soll dahin abgeschwächt werden, daß die kovariante Ableitung (bezüglich
des Levi-Civita-Zusammenhangs) des SU(3)-invarianten Spinorfeldes η nicht
verschwindet. Diese Kompaktifizierungs-Mannigfaltigkeit M6 besitzt also kei-
ne SU(3)-Holonomie, wohl aber die reduzierte Strukturgruppe SU(3). Es sei
zunächst als Strukturgruppe die SO(6) vorausgesetzt, die Mannigfaltigkeit
M6 ist also eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, wie in Abschnitt 2.2 erläutert
wurde.
Die 2-Formen auf M6 liegen in der 15-dimensionalen adjungierten Darstel-
lung so(6) ∼= [15]. In komplexen Koordinaten zerfällt der Raum der 2-Formen
Λ2 zunächst gemäß (2.3.26)

Λ2 = Λ1,1 ⊕ Λ0,2 ⊕ Λ2,0 . (2.6.1)

Das lässt sich weiter in irreduzible SU(3)-Darstellungen zerlegen :

Λ2 = C ⊕ Λ1,1
0 ⊕ Λ0,2 ⊕ Λ2,0 (2.6.2)

und das entspricht den SU(3)-Darstellungen [Cor]

[15] = [1] ⊕ [8] ⊕ [3] ⊕ [3̄] . (2.6.3)

Λ1,1
0 ist dabei der spurlose Anteil der (1,1)-Formen, welcher der acht-dimensionalen

adjungierten Darstellung su(3) ∼= [8] der SU(3) entspricht, und das Singulett
kann als Kähler-Form interpretiert werden. Um das zu erklären wird zunächst
die Lie-Algebra der U(3) folgendermaßen aufgefasst [Kob2]:

u(3) = so(6) ∩ gl(3,C) (2.6.4)

dabei ist

gl(3,C) = {A ∈ gl(2m,R) | AJ = JA} (2.6.5)

die Lie-Algebra von GL(m,C) mit J aus (2.2.2). Es besteht analog zu (2.2.3)
eine Bijektion zwischen (2.6.4) und u(3) aufgefasst als

u(3) = {A = A1 + iA2 ∈ gl(3,C) | ĀT = −A} . (2.6.6)

Folgendes Lemma fasst die obigen Behauptungen zusammen:
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Lemma 2.6.1 Auf einer sechs-dimensionalen Mannigfaltigkeit M6 ist der
Raum der (1,1)-Formen Λ1,1 isomorph zur Lie-Algebra u(3) und zerfällt in
irreduzible SU(3)-Darstellungen gemäß

Λ1,1 = C ⊕ Λ1,1
0 (2.6.7)

∼= u(3) (2.6.8)

= 〈J〉 ⊕ su(3) , (2.6.9)

wobei 〈J〉 den von der Kähler-Form aufgespannten ein-dimensionalen Unter-
raum von Λ1,1 bezeichnet.

Beweis:
Sei λ(1,1) ∈ Λ1,1 eine beliebige (1,1)-Form, dann gilt mit (2.3.20)

λµν̄Jα
µJβ̄

ν̄ = λαβ̄ (2.6.10)

und das ist äquivalent zu

λρ
µJα

ρ = Jρ
µλα

ρ , (2.6.11)

denn durch beidseitige Kontraktion von (2.6.11) mit Jµ
β ist

Jµ
βλρ

µJα
ρ = Jµ

βJρ
µλα

ρ

⇔ λρ
µJα

ρJµ
β = (−δρ

β)λα
ρ

⇔ λρµ̄Jα
ρJ µ̄β̄ = −λαβ̄ (2.6.12)

⇔ λρµ̄Jα
ρ(−Jβ̄

µ̄) = −λαβ̄
⇔ λρµ̄Jα

ρJβ̄
µ̄ = λαβ̄ .

(2.6.11) ist aber äquivalent zu AJ = JA, wenn λρ
µ die Komponenten der

Matrix A sind. Das beweist die Isomorphie von Λ1,1 und u(3). Die Lie-Algebra
der SU(3) ist gegeben durch [Sto]

su(3) = {A ∈ u(3) | 0 = trC A = trA1 + itrA2} . (2.6.13)

Das sind also die Matrizen der Lie-Algebra u(3), für welche die komplexe Spur
trC A = trA1 + i trA2 verschwindet. Da die Spur von A1 wegen der Schief-
symmetrie von A gemäß (2.2.3) verschwindet, ist trC A = itrA2. Die Spuren
sind aber unter Transformationen der Tangentialraumbasen invariant [Sto],
so daß in komplexen Koordinaten auch trA2 = gρσ̄λρσ̄ geschrieben werden
kann. Insgesamt ergibt sich also die Lie-Algebra u(3) als direkte Summe von
su(3) und dem ein-dimensionalen, von der komplexen Spur aufgespannten
Unterraum von u(3):

u(3) = su(3) ⊕ 〈J〉 (2.6.14)
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denn mit (2.3.30) sind die Komponenten von J durch Jµν̄ = igµν̄ und Jµ̄ν =
−igµ̄ν definiert, und die Behauptung des Lemmas bewiesen. �

Neben der Kähler-Form bzw. der komplexen Struktur J als SU(3)-Singulett
führt die Strukturgruppe SU(3) auf ein weiteres Singulett:
Die 3-Formen liegen in der Darstellung [20] der SO(6), aus welcher sich bei
der Zerlegung in SU(3)-Darstellungen zwei Singuletts ergeben [Cle]:

Λ3 = Λ3,0 ⊕ Λ0,3 ⊕ Λ2,1
0 ⊕ Λ1,0 ⊕ Λ1,2

0 ⊕ Λ0,1 (2.6.15)

[20] = [1] ⊕ [1] ⊕ [6̄] ⊕ [3] ⊕ [6] ⊕ [3̄] , (2.6.16)

wobei Λ2,1
0 und Λ1,2

0 die spurlosen Anteile von Λ2,1 und Λ1,2 bezeichnen. Die
Singuletts entsprechen der (3,0)-Form Ω und der (0,3)-Form Ω̄ respektive
Real- sowie Imaginäranteil von Ω = Ω+ + iΩ−, gegeben durch Ω+ = 1

2
(Ω+Ω̄)

und Ω− = 1
2i

(Ω − Ω̄). Denn eine Basis in Λ3,0 bzw. Λ0,3 ist gegeben durch

dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 bzw. dz1 ∧ dz2 ∧ dz3. Wie in Abschnitt 2.5 beschrieben, führt
die SU(3)-Struktur auch zur Existenz eines global definierten Spinors8 η als
SU(3)-Singulett. Umgekehrt folgt aus der Existenz dieses Spinors η auch die
Existenz der global definierten SU(3)-Singuletts J und Ω. Diese sind mit η
definiert durch [Can3]:

Jmn = −iη†Γ7Γmnη (2.6.17)

und

Ω+
mnp = −iη†Γmnpη , Ω−

mnp = −iη†Γ7Γmnpη , (2.6.18)

wobei Γ7 := iΓ1 · · ·Γ6, Γmn und Γmnp durch (2.5.2) definiert sind.
Als spezieller G-Zusammenhang gemäß Definition 2.4.1 ist ein SU(3)-Zu-
sammenhang einzuführen. Seine Komponenten sind (mit einem beliebigen
Tangentialvektor v) durch

∇̃nv
p =

∂vp

∂xn
+ vkΦnk

p (2.6.19)

gegeben. Φmk
p bezeichnen die Komponenten eines SU(3)-Zusammenhangs

∇̃. Da (im Gegensatz zu den Christoffelsymbolen Γmk
p) die Komponenten

Φmk
p nicht symmetrisch sind, besitzen diese Zusammenhänge eine Torsion.

Die Torsion sowie die Kontorsion sind auf der SU(3)-Mannigfaltigkeit wie
folgt definiert:

8Von nun an bezeichnet η einen Majorana-Spinor, im Unterschied zu Abschnitt 2.5, wo
von Weyl-Spinoren ausgegangen wurde.
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Definition 2.6.1 Als Torsion des SU(3)-Zusammenhangs ∇̃ wird der (2,1)-
Tensor T ∈ Λ2 ⊗ Λ1 definiert durch Tmn

p := 1
2
(Φmn

p − Φnm
p) bezeichnet.

Definition 2.6.2 Die in Λ1⊗so(6) liegende Differenz ∇̃−∇(Γ) heißt Kontor-
sionstensor des SU(3)-Zusammenhangs ∇̃ und ist durch κmn

p = Φmn
p−Γmn

p

gegeben.

Der Kontorsionstensor wird zunächst in seine Anteile in su(3) und dessen
orthogonales Komplement su⊥(3) in so(6) aufgeteilt. Es ist also

κ = κsu(3) + κsu
⊥(3) . (2.6.20)

wobei κsu
⊥(3) ∈ Λ1 ⊗ su⊥(3) gemäß (2.4.6) die intrinsischen Kontorsion ist.

Zunächst wird folgende Zerlegung der Kontorsion durchgeführt. Mit Defini-
tion 2.6.2 ist

κ ∈ Λ1 ⊗ so(6) . (2.6.21)

Die Lie-Algebra so(6) wird nun in u(3) und das orthogonale Komplement
u⊥(3) zerlegt:

Λ1 ⊗ so(6) ∼= Λ1 ⊗ (u(3) ⊕ u⊥(3))
∼= Λ1 ⊗ (su(3) ⊕ 〈J〉 ⊕ u⊥(3)) , (2.6.22)

wobei in letzten Schritt Lemma 2.6.1 benutzt wurde. Da die Lie-Algebra so(6)
auch orthogonal in su(3) und su⊥(3) zerlegt werden kann, gilt mit (2.6.22)

Λ1 ⊗ (su(3) ⊕ 〈J〉 ⊕ u⊥(3))
∼= Λ1 ⊗ (su(3) ⊕ su⊥(3)) , (2.6.23)

woraus mit (2.6.3)

Λ1 ⊗ (su(3) ⊕ C ⊕ Λ2,0 ⊕ Λ0,2)

∼= Λ1 ⊗ su(3) ⊕ Λ1 ⊗ (C ⊕ Λ2,0 ⊕ Λ0,2) ∋ κsu(3) + κsu
⊥(3) (2.6.24)

folgt. Die intrinsische Kontorsion κsu
⊥(3) wird also folgendermaßen in irredu-

zible SU(3)-Darstellungen zerlegt:

κsu
⊥(3) ∈ Λ1 ⊗ (C ⊕ Λ2,0 ⊕ Λ0,2)

= ([3] ⊕ [3̄]) ⊗ ([1] ⊕ [3̄] ⊕ [3]) (2.6.25)

(dabei ist Λ1 = Λ0,2 ⊕ Λ2,0 = [3] ⊕ [3̄] gemäß (2.3.26)). Die Äquivalenz-
klasse der SU(3)-Zusammenhänge ∇̃ ist, wie in Abschnitt 2.4 beschrieben,
durch κsu

⊥(3) eindeutig bestimmt. Als spezieller Repräsentant der SU(3)-
Zusammenhänge wird der somit eindeutig bestimmte SU(3)-Zusammenhang

∇(T ) := ∇(Γ) + κsu
⊥(3) (2.6.26)

gewählt.
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2.7 Intrinsische Torsion und Kontorsion

Die weitere Ausreduktion des Tensorprodukts (2.6.25) in irreduzible SU(3)-
Darstellungen führt auf die folgenden fünf, mit W bezeichneten Klassen
[Gra1], [Car]:

κsu
⊥(3) ∈ W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4 ⊕W5 (2.7.1)

Diese ergeben sich ausgehend von der Zerlegung (2.6.25) im vorigen Abschnitt
[Gra1]:

Λ1 ⊗ (u⊥(3))

= Λ1 ⊗ (Λ0,2 ⊕ Λ2,0) (2.7.2)

= ([3] ⊕ [3̄]) ⊗ ([3] ⊕ [3̄]) (2.7.3)

Wird die formale Ausreduktion der Produkträume [3]⊗[3̄]=[8]⊕[1], [3]⊗[3]=[3̄]⊕[6]

und [3̄]⊗[3̄]=[3]⊕[6̄] ([Cor]) benutzt, was unten explizit berechnet wird, so folgt

([3] ⊕ [3̄]) ⊗ ([3] ⊕ [3̄])

= ([1] ⊕ [1])
︸ ︷︷ ︸

W1

⊕ ([8] ⊕ [8])
︸ ︷︷ ︸

W2

⊕ ([6] ⊕ [6̄])
︸ ︷︷ ︸

W3

⊕ ([3̄] ⊕ [3])
︸ ︷︷ ︸

W4

(2.7.4)

= W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4 (2.7.5)

und

W5 = Λ1 ⊗ 〈J〉 (2.7.6)

= ([3] ⊕ [3̄]) ⊗ [1] (2.7.7)

= ([3] ⊕ [3̄])′ . (2.7.8)

Aufgrund der unterschiedlichen Zugehörigkeit von κsu
⊥(3) zu diesen W-Klassen

werden SU(3)-Mannigfaltigkeiten klassifiziert. Insbesondere wird dadurch auch
die Klasse der halb-flachen Mannigfaltigkeiten definiert. In Tabelle 2.7.1 sind
die in dieser Arbeit betrachteten Klassen von SU(3)-Mannigfaltigkeiten vor-
wegnehmend zusammengefasst, die halb-flachen Mannigfaltigkeiten werden
in Abschnitt 2.9 definiert. Nur bei der Kähler Mannigfaltigkeit handelt es
sich um eine komplexe Mannigfaltigkeit, da hier der durch (κ)1⊕2 gegebene9,
in W1⊕W2 liegende Nijenhuis-Tensor (2.3.7) verschwindet. Wie in Abschnitt
2.3 erläutert, existiert dann eine komplexe Struktur auf der Mannigfaltigkeit
M6.
Die Komponenten der mit κ1 bis κ5 bezeichneten Anteile von κ in den Klassen

9siehe z.B. [Gur1]
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W1 = W2 = W3 = W4 = 0 Kähler Mannigfaltigkeit

W1 = W3 = W4 = W5 = 0 almost-Kähler Mannigfaltigkeit

W2 = W3 = W4 = W5 = 0 nearly-Kähler Mannigfaltigkeit

W3 = W4 = W5 = 0 quasi-Kähler Mannigfaltigkeit

W1 = W2 = W4 = W5 = 0 speziell-hermitesche Mannigfaltigkeit

ℑm(W1 ⊕W2) = W4 = W5 = 0 halb-flache Mannigfaltigkeit

Tabelle 2.7.1: W-Klassen

W1 bis W5 obiger formaler Zerlegung sollen nun auf folgende Weise explizit
bestimmt werden:
In komplexen Koordinaten tritt der (3,0)-Tensor κmnp = gpqκmn

q mit den
Indextypen καβγ , κᾱβγ , καβ̄γ , καβγ̄ und den dazu komplex Konjugierten auf.
Unter der SU(3) transformieren sich diese Komponenten des (3,0)-Tensors κ
gemäß [Boe]

κ′ρµν = υαρ υ
β
µυ

γ
νκαβγ (2.7.9)

κ′ρ̄µν = ῡᾱρ̄ υ
β
µυ

γ
νκᾱβγ (2.7.10)

κ′ρµ̄ν = υαρ υ
β̄
µ̄υ

γ
νκαβ̄γ (2.7.11)

κ′ρµν̄ = υαρ υ
β
µῡ

γ̄
ν̄καβγ̄ , (2.7.12)

wobei υαρ und ῡᾱρ̄ die Komponenten der Darstellungsmatrizen der SU(3) sind,
welche der Unitaritätsbedingung

υαρ ῡ
σ
α = δσρ (2.7.13)

genügen. Zunächst lassen sich die Komponenten von κ allgemein entspre-
chend dem Auftreten holomorpher und antiholomorpher Indizes den Produkt-
räumen der fundamentalen SU(3)-Darstellungen [3] und [3̄] zuordnen. Das
beschreibt Tabelle 2.7.2. Per Definition liegt κ aber in Λ1 ⊗ so(6) ∼= Λ1 ⊗Λ2,
so daß κ nur bestimmten Darstellungen der Ausreduktion der in Tabelle
2.7.2 angegebenen Tensorprodukten angehört. Die Ausreduktion in irreduzi-
ble SU(3)-Darstellungen eines beliebigen (2,0)-Tensors t ∈ ([3]⊕[3̄])⊗([3]⊕[3̄]) wird
folgendermaßen durchgeführt:
Die Komponenten von t mit je zwei holomorphen bzw. antiholomorphen In-
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[3] ⊗ [3] ⊗ [3] καβγ
[3̄] ⊗ [3] ⊗ [3] κᾱβγ
[3] ⊗ [3̄] ⊗ [3] καβ̄γ
[3] ⊗ [3] ⊗ [3̄] καβγ̄

Tabelle 2.7.2: komplexe Indizes von κ

dizes lassen sich in eine Summe aus je einem symmetrischen und einem an-
tisymmetrischen Anteil bezüglich dieser Indizes aufteilen:

tαβ =
1

2
(tαβ + tβα) +

1

2
(tαβ − tβα) (2.7.14)

tᾱβ̄ =
1

2
(tᾱβ̄ + tβ̄ᾱ) +

1

2
(tᾱβ̄ − tβ̄ᾱ) (2.7.15)

Diese Anteile bilden dann jeweils die Komponenten der irreduziblen Darstel-
lung [3̄] und [6], sowie [3] und [6̄]. Desweiteren bildet die Spur eine SU(3)-
Invariante, so daß bei Auftreten zweier Indizes unterschiedlicher Holomorphie
in einer Tensorkomponente jeweils ein Spuranteil entsprechend der Kompo-
nente eines 1-dimensionalen Unterraums herausprojiziert werden kann:

t′α
α

= υαρ ῡ
ρ
σtα

σ

= δασ tα
σ . (2.7.16)

Da tα
α = 0 eine homogene lineare Gleichung ist, liegt der spurlose Anteil von

t in der Darstellung [8] der Zerlegung [3] ⊗ [3̄] = [8] ⊕ [1].
Mit obiger Methode läßt sich die Ausreduktion von κ auffinden. Dabei sind
nur die Komponenten von κsu

⊥(3) von Interesse. Wegen (2.6.25) liegt der
Anteil der intrinsischen Kontorsion (im folgenden nur noch mit κ bezeichnet)
mit den Komponenten καβγ und κᾱβ̄γ̄ in

([3] ⊗ [3̄]) ⊕ ([3̄] ⊗ [3]) (2.7.17)

woraus sich, wie oben beschrieben, jeweils ein Spur-Anteil subtrahieren lässt
und somit in [1] ⊕ [8]⊕ [1] ⊕ [8] liegt. Dazu wird folgende Identifikation vor-
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genommen10:

καβγ → καη̄ :=
1

2
ǫβγ η̄καβγ (2.7.18)

Davon lässt sich dann der Spur-Anteil subtrahieren:

καη̄ = καη̄ − gαη̄(g
ρσ̄κρσ̄) + gαη̄(g

ρσ̄κρσ̄) (2.7.19)

Durch beidseitige Kontraktion von (2.7.19) mit ǫβγ
η̄ folgt

ǫβγ
η̄· |

1

2
ǫβγ η̄καβγ = (

1

2
ǫβγ η̄καβγ − gαη̄(g

ρσ̄ 1

2
ǫµν σ̄κρµν))

+gαη̄(g
ρσ̄ 1

2
ǫµν σ̄κρµν) (2.7.20)

καβγ = καβγ −
1

2
ǫβγ

η̄gαη̄(κρµνǫ
µνρ)

+
1

2
ǫβγ

η̄gαη̄(κρµνǫ
µνρ) (2.7.21)

= καβγ −
1

2
ǫαβγ(κρµνǫ

ρµν)

+
1

2
ǫαβγ(κρµνǫ

ρµν) (2.7.22)

= (κ2)αβγ + (κ1)αβγ . (2.7.23)

wobei (κ1)αβγ := 1
2
ǫαβγ(κρµνǫ

ρµν) und (κ2)αβγ := καβγ −
1
2
ǫαβγ(κρµνǫ

ρµν) ist.
Für die Komponenten κᾱβ̄γ̄ wird die analoge Zerlegung durchgeführt:

κᾱβ̄γ̄ = κᾱβ̄γ̄ −
1

2
ǫβ̄γ̄

ηgᾱη(κρ̄µ̄ν̄ǫ
µ̄ν̄ρ̄)

+
1

2
ǫβ̄γ̄

ηgᾱη(κρ̄µ̄ν̄ǫ
µ̄ν̄ρ̄) (2.7.24)

= κᾱβ̄γ̄ −
1

2
ǫᾱβ̄γ̄(κρ̄µ̄ν̄ǫ

ρ̄µ̄ν̄)

+
1

2
ǫᾱβ̄γ̄(κρ̄µ̄ν̄ǫ

ρ̄µ̄ν̄) (2.7.25)

= (κ2)ᾱβ̄γ̄ + (κ1)ᾱβ̄γ̄ (2.7.26)

10Der sechs-dimensionale ǫ-Tensor ist definiert als ǫ123456 = +1. Die Indizes lassen sich
mit der Metrik herunterziehen. Unter der SU(3)-Struktur zerfällt der ǫ-Tensor mit kom-
plexen Indizes wie folgt:

ǫαβγᾱβ̄γ̄ = −iǫαβγǫᾱβ̄γ̄

wobei ǫ123 = ǫ1̄2̄3̄ = +1 definiert ist.
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mit (κ1)ᾱβ̄γ̄ := 1
2
ǫᾱβ̄γ̄(κρ̄µ̄ν̄ǫ

ρ̄µ̄ν̄) und (κ2)ᾱβ̄γ̄ := κᾱβ̄γ̄ −
1
2
ǫᾱβ̄γ̄(κρ̄µ̄ν̄ǫ

ρ̄µ̄ν̄). Insge-
samt sind das die in Tabelle 2.8.1 angegebenen Komponenten von W1 und
W2.
Die Anteile von κ mit den Komponenten καβ̄γ̄ und κᾱβγ liegen entsprechend
(2.6.25) in [3] ⊗ [3] und [3̄] ⊗ [3̄] und zerfallen in die irreduziblen SU(3)-
Darstellungen [3̄] ⊕ [6] und [3] ⊕ [6̄]: Mit den Identifikationen

καβ̄γ̄ → καη :=
1

2
καβ̄γ̄ǫ

β̄γ̄
η (2.7.27)

und

κᾱβγ → κᾱη̄ :=
1

2
κᾱβγǫ

βγ
η̄ (2.7.28)

und durch jeweiliges Symmetrisieren und Antisymmetrisieren in α und η bzw.
ᾱ und η̄ ergibt sich

Sᾱ
ρ := (

1

4
κᾱβγǫ

βγ
η̄ +

1

4
κη̄βγǫ

βγ
ᾱ)g

η̄ρ (2.7.29)

sowie

Aᾱ
ρ := (

1

4
κᾱβγǫ

βγ
η̄ −

1

4
κη̄βγǫ

βγ
ᾱ)g

η̄ρ . (2.7.30)

Die Komponenten von W3⊕W4 können durch Subtraktion eines Spur-Anteils
auch folgendermaßen erhalten werden:

κᾱµν = κᾱµν − 2gᾱ[µ(g
ρ̄σκρ̄σ|ν]) + 2gᾱ[µ(g

ρ̄σκρ̄σ|ν]) (2.7.31)

= (Sᾱ
ρ)ǫµνρ + (Aᾱ

ρ)ǫµνρ (2.7.32)

und durch Kontraktion mit gᾱµ erhält man

gᾱµκᾱµν = gρ̄σκρ̄σν

= (Sµρ + Aµρ)ǫµνρ

= Aµρǫµνρ . (2.7.33)

Insgesamt ergibt sich dann für die Komponenten von W3 und W4

(κ3)ᾱµν := (Sᾱ
ρ)ǫµνρ (2.7.34)

und

(κ4)ᾱβν := 2gᾱ[β(A
µρǫµ|ν]ρ) . (2.7.35)
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Die analoge Betrachtung führt dann auch auf die komplex konjugierten Kom-
ponenten

(κ3)αµ̄ν̄ := (Sα
ρ̄)ǫµ̄ν̄ρ̄ (2.7.36)

und

(κ4)αβ̄ν̄ := 2gα[β̄(A
µ̄ρ̄ǫµ̄|ν̄]ρ̄) . (2.7.37)

Es sind noch die Komponenten καβγ̄ , καβ̄γ von κ sowie die dazu komplex
konjugierten Komponenten zu untersuchen. Nach Tabelle 2.7.2 gilt:

καβγ̄ ∈ [3] ⊗ [3] ⊗ [3̄] = [3] ⊗ ([8] ⊕ [1]) (2.7.38)

= ([3] ⊗ [8]) ⊕ ([3] ⊗ [1]) (2.7.39)

und

καβ̄γ ∈ [3] ⊗ [3̄] ⊗ [3] = [3] ⊗ ([8] ⊕ [1]) (2.7.40)

= ([3] ⊗ [8]) ⊕ ([3] ⊗ [1]) . (2.7.41)

Von καβγ̄ und καβ̄γ läßt sich jeweils ein Spuranteil subtrahieren:

καβ̄γ = καβ̄γ − gβ̄γ(g
ρ̄σκαρ̄σ) + gβ̄γ(g

ρ̄σκαρ̄σ) (2.7.42)

und

καβγ̄ = καβγ̄ − gβγ̄(g
ρσ̄καρσ̄) + gβγ̄(g

ρσ̄καρσ̄) . (2.7.43)

Da die intrinsische Kontorsion keinen Anteil in der adjungierten Darstellung
su(3) ∼= [8] besitzt, kann W5 gemäß (2.7.39) und (2.7.41) nur noch in dem
Anteil ([3] ⊗ [1]) ⊕ ( ¯[3] ⊗ [1]) liegen. Das entspricht den Komponenten

(κ5)αβ̄γ := gβ̄γ(g
ρ̄σκαρ̄σ) (2.7.44)

und in Analogie den komplex konjugierten Komponenten

(κ5)ᾱβγ̄ := gβγ̄(g
ρσ̄κᾱρσ̄). (2.7.45)

Die Komponenten (κ5)αβγ̄ verschwinden, was weiter unten gezeigt wird.
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2.8 Intrinsische Torsion und -Kontorsion mit den SU(3)-
invarianten Formen

Um den Begriff der halb-Flachheit zu präzisieren, werden die äußeren Ab-
leitungen der unter der SU(3)-Strukturgruppe invarianten Formen J und Ω
betrachtet. Gemäß Definition 2.4.2 verschwinden die kovarianten Ableitun-
gen von J und Ω bezüglich des SU(3)-Zusammenhangs ∇(T ). Mit (2.6.26) ist
dann (siehe auch [Gur1])

∇(T )
m Jnp = ∇(Γ)

m Jnp − κm
n
rJ

rp − κm
p
rJ

nr (2.8.1)

= 0

und

∇(T )
m Ωnpq = ∇(Γ)

m Ωnpq − κm
n
rΩ

rpq − κm
p
rΩ

nrq − κm
q
rΩ

npr (2.8.2)

= 0 .

Allgemein lässt sich durch Antisymmetrisieren der kovarianten Ableitung
∇(Γ) zu Formen übergehen; das äußere Differential einer p-Form α ist [Can2]

(dα)m0,...,mi,...,mp =

p
∑

i=0

(−1)i∇(Γ)
mi
αm0,...,m̂i,...,mp . (2.8.3)

Mit (2.8.3) folgen aus (2.8.1) und (2.8.2)

(dJ)mnp = 6T
su

⊥(3)
[mn

r
Jr|p] (2.8.4)

und

(dΩ)mnpq = 12T
su

⊥(3)
[mn

r
Ωr|pq] , (2.8.5)

denn aus Definition 2.6.1 folgt Tmn
p = 1

2
(κmn

p − κnm
p) durch das Antisym-

metrisieren in den Indizes m und n [Gur1]. Da die Formen J und Ω SU(3)-
Singuletts sind, verschwindet ihre Anwendung auf Elemente der Lie-Algebra
su(3), wie in T vorkommend. Somit tritt in (2.8.1) und (2.8.2) jeweils nur
der intrinsische Anteil T su

⊥(3) der Torsion auf.
Es lassen sich also die Komponenten von T über die irreduzible SU(3)-Zerle-
gung von dJ und dΩ mit den W-Klassen und damit mit den Komponenten
von κ in Beziehung setzen. Die jeweiligen Komponenten von T su

⊥(3) werden
dazu mit dJmnp und dΩmnpq gemäß (2.8.4) und (2.8.5) ausgedrückt. Mit der
allgemeinen Regel [Can2]

dα(p,q) = (dα)(p−1,q+2) + (dα)(p,q+1) + (dα)(p+1,q) + (dα)(p+2,q−1)

(2.8.6)
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zur äußeren Ableitung von (p, q)-Formen α ergeben sich die äußeren Ablei-
tungen der (1,1)-Form J und der (3,0)-Form Ω zu

dJ = [(dJ)(3,0) + (dJ)(0,3)] + [(dJ)(2,1) + (dJ)(1,2)] , (2.8.7)

was den SU(3)-Darstellungen

[20] = [([1] ⊕ [1])] ⊕ [([6] ⊕ [6̄]) ⊕ ([3] ⊕ [3̄])] (2.8.8)

entspricht, und

dΩ = [(dΩ)(3,1)] + [(dΩ)(2,2)] (2.8.9)

dΩ̄ = [(dΩ̄)(1,3)] + [(dΩ̄)(2,2)] (2.8.10)

wozu die SU(3)-Darstellungen

[24] = [([3] ⊕ [3̄])′] ⊕ [([8] ⊕ [8]) ⊕ ([1] ⊕ [1])] (2.8.11)

gehören [Gur1]. Dabei wurde zur vollständigen Zerlegung in irreduzible Dar-
stellungen übergegangen: Der Anteil [3] entspricht gerade der Spur (dJ)αβ

β,
die von (dJ)αβγ̄ abgezogen werden kann. Analoges gilt für die komplex kon-

jugierten Komponenten (dJ)ᾱβ̄γ , von denen die Spur (dJ)ᾱβ̄
β̄, die in der Dar-

stellung [3̄] liegt, abgezogen werden kann. Insgesamt entsprechen die Kom-
ponenten von J ∧ dJ den Komponenten des Spur-Anteils [Chi], [Gur1]. Der

restliche, spurlose Anteil von (dJ)(1,2) in [6] wird mit (dJ)
(1,2)
0 bezeichnet,

wofür J ∧ (dJ)
(1,2)
0 = 0 gilt und entsprechend ist (dJ)

(2,1)
0 der spurlose Anteil

von (dJ)(2,1) in [6̄] mit J ∧ (dJ)
(2,1)
0 = 0.

Aus dem (dΩ)(2,2) Anteil lässt sich zur vollständigen SU(3)-Ausreduktion
auch wieder ein Spur-Anteil subtrahieren. Dieser kann in der Form

(dΩ)ηη ∼ (dΩ)αβᾱβ̄ǫ
αβηǫᾱβ̄δ̄Jηδ̄ (2.8.12)

sowie

(dΩ)η̄ η̄ ∼ (dΩ)ᾱβ̄αβǫ
ᾱβ̄η̄ǫαβδJη̄δ (2.8.13)

geschrieben werden. Das entspricht den Komponenten von dΩ ∧ J [Chi]. Da
in der Zerlegung in SU(3)-Darstellungen einer fünf-Form kein Singulett exi-
stiert, gilt Ω ∧ J = 0 [Gur1]. Deshalb ist aber dΩ ∧ J = dJ ∧ Ω und dJ ∧ Ω
ist gerade der [(dJ)(3,0) +(dJ)(0,3)]-Anteil von dJ . Das bedeutet, daß der An-
teil ([1] ⊕ [1]) von dJ gleich dem von dΩ ist. Der Anteil ([8] ⊕ [8]) ist dann
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durch den spurlosen Anteil von (dΩ)(2,2), bezeichnet mit (dΩ)
(2,2)
0 bestimmt,

für den J ∧ (dΩ)
(2,2)
0 = 0 gilt. Der restliche Anteil ([3] ⊕ [3̄]) von dΩ ist durch

(dΩ)(3,1) und den dazu komplex Konjugierten bestimmt.
Die Zugehörigkeit der Anteile von dJ und dΩ zu den den einzelnen Kompo-
nenten von T in den entsprechenden Darstellungen ergibt sich nun wie folgt:
Aus (2.8.4) und (2.8.5) folgt

(dJ)mnp = 6T[mn
rJr|p]

= 3(κ[mn
rJr|p] − κ[nm

rJr|p]) (2.8.14)

= 6κ[mn
rJr|p] (2.8.15)

und

(dΩ)mnpq = 12T[mn
rΩr|pq]

= 6(κ[mn
rΩr|pq] − κ[nm

rΩr|pq]) (2.8.16)

= 12κ[mn
rΩr|pq] . (2.8.17)

Aus (2.8.4), (2.8.7) und (2.8.15) folgt dann auch

(dJ)
(2,1)
ᾱβγ =

6

3
((T3⊕4)ᾱβ

ρJργ + (T3⊕4)βγ
ρJρᾱ + (T3⊕4)γᾱ

ρJρβ

+(T3⊕4)ᾱβ
ρ̄Jρ̄γ + (T3⊕4)βγ

ρ̄Jρ̄ᾱ + (T3⊕4)γᾱ
ρ̄Jρ̄β) (2.8.18)

=
6

3
((κ3⊕4)ᾱβ

ρJργ + (κ3⊕4)βγ
ρJρᾱ + (κ3⊕4)γᾱ

ρJρβ

+(κ3⊕4)ᾱβ
ρ̄Jρ̄γ + (κ3⊕4)βγ

ρ̄Jρ̄ᾱ + (κ3⊕4)γᾱ
ρ̄Jρ̄β) (2.8.19)

und mit (2.3.29) und der Tatsache, daß nur die Komponenten der Index-
struktur (T3⊕4)βγρ̄ , (T3⊕4)β̄γ̄ρ und (κ3⊕4)β̄γρ , (κ3⊕4)βγ̄ρ̄ nicht verschwinden,
folgt aus (2.8.18) und (2.8.19) weiter

(dJ)
(2,1)
ᾱβγ = 2(T3⊕4)βγ

ρJρᾱ

= 2(κ3⊕4)ᾱβ
ρ̄Jρ̄γ (2.8.20)

und daraus

(κ3⊕4)ᾱβγ = (T3⊕4)βγᾱ . (2.8.21)

Der Spur-Anteil von (2.8.20) ist mit (2.3.30)

(dJ)
(2,1)
αβγ̄ J

βγ̄ = 2i((dJ)(2,1))αβ
β

(2.8.22)

= 2i(T3⊕4)αβ
ρJρ

β (2.8.23)
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und mit (2.3.20) und (2.8.21) ist

(dJ)
(2,1)
αβγ̄ J

βγ̄ = 2i(T3⊕4)αβ
ρiδρ

β (2.8.24)

= −2(T3⊕4)αβ
β (2.8.25)

= 2(κ3⊕4)
β
βα . (2.8.26)

Mit (2.8.25) und (2.8.26) ist dann gemäß (2.7.37)

(κ4)µ̄να := 2gµ̄[ν(κ3⊕4)
β
β|α] (2.8.27)

und

(T4)ναµ̄ := −2gµ̄[ν(T3⊕4)α]β
β . (2.8.28)

Dadurch sind die Komponenten von W3 ⊕W4 bestimmt.
Für die Komponenten von W1 ⊕W2 folgt aus (2.8.5), (2.8.9), (2.8.10) und
(2.8.17)

(dΩ)
(2,2)

αβᾱβ̄
=

12

4!
((T1⊕2)αβ

ρ̄ − (T1⊕2)βα
ρ̄)(Ωρ̄ᾱβ̄ − Ωρ̄β̄ᾱ) (2.8.29)

=
12

4!
((κ1⊕2)αβ

ρ̄ − (κ1⊕2)βα
ρ̄)(Ωρ̄ᾱβ̄ − Ωρ̄β̄ᾱ) (2.8.30)

und daraus

(dΩ)
(2,2)

αβᾱβ̄
= ((T1⊕2)αβ

ρ̄ − (T1⊕2)βα
ρ̄)Ωρ̄ᾱβ̄ (2.8.31)

= 2(T1⊕2)αβ
ρ̄Ωρ̄ᾱβ̄ (2.8.32)

= ((κ)1⊕2)αβ
ρ̄ − (κ1⊕2)βα

ρ̄)Ωρ̄ᾱβ̄ (2.8.33)

also

(T1⊕2)αβ
ρ̄ =

1

2
((κ1⊕2)αβ

ρ̄ − (κ1⊕2)βα
ρ̄) . (2.8.34)

Aus (2.8.5), (2.8.9), (2.8.10) und (2.8.17) folgen auch die Komponenten von
W5:

(dΩ)
(3,1)
ᾱβγδ = ((T5)ᾱβ

ρ − (T5)βᾱ
ρ)Ωργδ + ((T5)ᾱδ

ρ − (T5)δᾱ
ρ)Ωρβγ

+((T5)ᾱγ
ρ − (T5)γᾱ

ρ)Ωρδβ (2.8.35)

= (κ5)ᾱβ
ρΩργδ + (κ5)ᾱδ

ρΩρβγ + (κ5)ᾱγ
ρΩρδβ (2.8.36)

und daraus

(dΩ)
(3,1)
ᾱβγδ = 6(T5)ᾱ[β

ρΩρ|γδ] (2.8.37)

= 3(κ5)ᾱ[β
ρΩρ|γδ] . (2.8.38)
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Werden in (2.8.5) nur komplexe Indizes gleichen Typs eingesetzt, so ist

(dΩ)
(4,0)
αβγδ = 12(κ5)[αβ

ρΩρ|γδ] (2.8.39)

= 0 . (2.8.40)

Daraus ergibt sich

(T5)ᾱβγ̄ =
1

2
(κ5)ᾱβγ̄ (2.8.41)

und

(κ5)αβγ̄ = 0 . (2.8.42)

Die Komponenten von T und κ und deren Zugehörigkeit zu den entsprechen-
den SU(3)-Darstellungen werden in den folgenden Tabellen zusammengefasst:

W1 [1]⊕[1] (κ1)αβγ= 1
2
ǫαβγ(κρµνǫρµν) , (κ1)ᾱβ̄γ̄= 1

2
ǫᾱβ̄γ̄(κρ̄µ̄ν̄ǫρ̄µ̄ν̄)

W2 [8]⊕[8] (κ2)αβγ=(καβγ−
1
2
ǫαβγ(ǫρµνκρµν)) , (κ2)ᾱβ̄γ̄=(κᾱβ̄γ̄−

1
2
ǫᾱβ̄γ̄(ǫρ̄µ̄ν̄κρ̄µ̄ν̄))

W3 [6]⊕[6̄] (κ3)αβ̄γ̄=(Sα
ρ̄)ǫβ̄γ̄ρ̄ , (κ3)ᾱβγ=(Sᾱ

ρ)ǫβγρ

W4 [3̄]⊕[3] (κ4)αβ̄γ̄=2gα[β̄(Aµ̄ρ̄ǫµ|γ̄]ρ) , (κ4)ᾱβγ=2gᾱ[β(Aµρǫµ|γ]ρ)

W5 ([3]⊕[3̄])′ (κ5)ᾱβγ̄=gβγ̄(κᾱρσ̄gρσ̄) , (κ5)αβ̄γ=gβ̄γ(καρ̄σgρ̄σ)

Tabelle 2.8.1: SU(3)-Darstellungen der Kontorsion

W1 [1]⊕[1] (T1)αβγ = (κ1)αβγ , c.c. dΩ ∧ J = dJ ∧ Ω

W2 [8]⊕[8] (T2)αβγ = 1
2((κ2)αβγ − (κ2)βαγ) , c.c. (dΩ)

(2,2)
0

W3 [6]⊕[6̄] (T3)βγᾱ = (κ3)ᾱβγ , c.c. (dJ)
(2,1)
0 + (dJ)

(1,2)
0

W4 [3̄]⊕[3] (T4)βγᾱ = (κ4)ᾱβγ , c.c. J ∧ dJ

W5 ([3]⊕[3̄])′ (T5)ᾱβγ̄ = 1
2(κ5)ᾱβγ̄ , c.c. (dΩ)(3,1)

Tabelle 2.8.2: Torsion und Kontorsion in SU(3)-Darstellung
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2.9 Halb-flache Mannigfaltigkeiten

Die im vorigen Abschnitt mittels der W-Klassen der intrinsischen Kontorsion
durchgeführte Klassifikation der SU(3)-Mannigfaltigkeiten ist damit auf die
äußeren Differentiale der SU(3)-invarianten Formen zurückgeführt. Damit
werden die halb-flachen Mannigfaltigkeiten eingeführt:

Definition 2.9.1 Eine SU(3)-Mannigfaltigkeit heißt halb-flach, genau dann
wenn das Quadrat der Kähler-Form J ∧J und der Imaginärteil der holomor-
phen Volumenform Ω− geschlossen sind.

Die durch J ∧ dJ bestimmten Komponenten von T4 und κ4 der Klasse W4

verschwinden also und aus der Geschlossenheit der Form dΩ− folgt11 das
Verschwinden des (3,1)-Anteils von dΩ, also das Verschwinden von W5 :
Mit (2.8.6) ergibt sich für die äußere Ableitung der zu Ω komplex konjugierten
(0,3)-Form Ω̄

d(Ω̄)(0,3) = (dΩ̄)(1,3) + (dΩ̄)(2,2) (2.9.1)

= (dΩ+)(1,3) − i(dΩ−)(1,3) + (dΩ+)(2,2) − i(dΩ+)(2,2) .

Daraus folgt nun aber

0 = (dΩ̄)(3,1) = (dΩ+)(3,1) − i(dΩ−)(3,1) (2.9.2)

also

(dΩ+)(3,1) = i(dΩ+)(1,3) . (2.9.3)

Wenn (dΩ−) = 0 , also auch (dΩ−)(3,1) = 0 , dann folgt auch (dΩ+)(3,1) = 0
also insgesamt (dΩ)(3,1) = 0.
Insbesondere verschwindet bei halb-flachen Mannigfaltigkeiten dann die Kon-
traktion von κ und J . Aus den Definitionen 2.6.1 und 2.6.2 folgt

κmnp = Tmnp + Tpmn + Tpnm . (2.9.4)

Die Kontraktion von κ mit J in n und p ergibt dann mit Tabelle 2.8.2,
(2.3.32) und (2.3.33)

κmnpJ
np = TmnpJ

np + TpmnJ
np + TpnmJ

np (2.9.5)

= (T3)αβγ̄J
βγ̄ + (T3)ᾱβ̄γJ

β̄γ

+(T3)γαβ̄J
β̄γ + (T3)γ̄ᾱβJ

βγ̄ . (2.9.6)

11da der Imaginärteil von T1⊕2, entsprechend dem Anteil Ω− verschwindet, trägt nur
der Realteil zu T1⊕2 bei, siehe Tabelle 2.7.1 sowie (3.3.33) und (3.3.34).
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Die Komponenten von κ3 lassen sich mit (2.7.34) und (2.7.36) ausdrücken.
Analog können die Komponenten von (T3) mit einem symmetrischen Tensor
S̃ ausgedrückt werden:

(T3)αβγ̄ = S̃η̄γ̄Ωαβ
η̄ (2.9.7)

und

(T3)ᾱβ̄γ = S̃ηγΩᾱβ̄
η , (2.9.8)

denn Ωᾱβ̄η̄ ist proportional zu ǫᾱβ̄η̄. Die Kontraktion mit J ergibt nun:

(T3)αβγ̄J
βγ̄ = S̃η̄γ̄Ωαβ

η̄Jβγ̄

(T3)αβγ̄ig
βγ̄ = S̃η̄γ̄Ωαβ

η̄igβγ̄

= S̃η̄γ̄Ωα
γ̄η̄

= 0 , (2.9.9)

denn S̃ ist symmetrisch, Ω antisymmetrisch in γ̄ und η̄. Genauso verschwindet

(T3)ᾱβ̄γJ
β̄γ = S̃ηγΩᾱ

γη

= 0 . (2.9.10)

Einsetzen von (2.9.9) und (2.9.10) in (2.9.6) ergibt dann

κmnpJ
np = 0 . (2.9.11)

In völliger Analogie verschwindet auch die Kontraktion

κmnpJ
mn = TmnpJ

mn + TpmnJ
mn + TpnmJ

mn

= 0 . (2.9.12)

Damit ist gezeigt, daß alle Spuren des Tensors κmnp verschwinden, was gleich-
bedeutend ist mit dem ausschließlichen Auftreten der gleichen Holomorphie
in den hinteren beiden Indizes von κ im halb-flachen Fall.
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3 Krümmungstensor von SU(3)-Mannigfaltig-

keiten

3.1 Krümmungstensor von G-Mannigfaltigkeiten

Es soll zunächst ein allgemeiner Krümmungstensor R̃ auf einer Mannigfal-
tigkeit Mn mit G-Struktur eingeführt werden. Dieser ist, ausführlich aus-
gedrückt, als Schnitt in Γ(Mn,Λ2T ∗Mn ⊗ T ∗Mn ⊗ TMn), also als 2-Form
deren Werte Endomorphismen von TMn sind, aufzufassen. Existiert auf Mn

eine Strukturgruppenreduktion zur Lie-Gruppe G, so liegen die Werte ei-
nes G-Zusammenhangs gerade in der Lie-Algebra g von G [Joy] und ein
Krümmungstensor ist folgendermaßen definiert [Kob1]:

Satz 3.1.1 Sei ∇ ein G-Zusammenhang mit Torsion T , dann ist durch

[∇m,∇n]vp = −Rmnp
qvq − 2Tmn

r∇rvp (3.1.1)

ein (3,1)-Tensor R ∈ Λ2 ⊗ g durch

Rmnp
q = ∂mΦnp

q − ∂nΦmp
q − Φmp

rΦnr
q + Φnp

rΦmp
q (3.1.2)

definiert, der Krümmungstensor des G-Zusammenhangs mit den Komponen-
ten Φ heißt.

Für den allgemeinen Krümmungstensor gilt in jedem Fall der folgende Satz
[Kob1], [Spi]:

Satz 3.1.2 Mit der Torsion T und dem G-Zusammenhang ∇erfüllt der Krüm-
mungstensor R folgende Bianchi-Identitäten:
1.Bianchi-Identität

Rmnp
q +Rnpm

q +Rpmn
q = ∇mTnp

q + ∇nTpm
q + ∇pTmn

q

+Tmn
rTrp

q + Tnp
rTrm

q + Tpm
rTrn

q

(3.1.3)

2.Bianchi-Identität

∇mRnpq
l + ∇pRnqm

l + ∇qRnmp
l

+Tpq
rRnrm

l + Tqm
rRnrp

l + Tmp
rRnrq

l = 0 (3.1.4)
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Das prominentestes Beispiel eines G-Krümmungstensors ist der Riemannsche
Krümmungstensor (kurz Riemann-Tensor) des Levi-Civita - Zusammenhangs
∇(Γ). Auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit ist der Riemann-Tensor

R(Γ) ∈ Λ2 ⊗ so(n) (3.1.5)

durch

R(Γ)
mnp

q
= ∂mΓnp

q − ∂nΓmp
q − Γmp

rΓnr
q + Γnp

rΓmp
q (3.1.6)

mit den in n und p symmetrischen Christoffelsymbolen definiert [Kob1], [Spi].
Wegen der Torsionsfreiheit gilt der folgende Satz [Spi]:

Satz 3.1.3 Die Komponenten des Riemann-Tensors R(Γ) besitzen folgende
Symmetrien:
a.) R

(Γ)
mnpq = −R

(Γ)
nmpq

b.) R
(Γ)
mnpq = −R

(Γ)
mnqp

c.) R
(Γ)
mnpq = R

(Γ)
pqmn

d.) R
(Γ)
[mnp]q = 0 (1. Bianchi-Identität)

Mit der durch die Metrik g gegebenen Identifikation Λ2 ∼= so(6) liegt der
Riemann-Tensor also im symmetrisierten Anteil von Λ2 ⊗Λ2, bezeichnet mit
Sym2(Λ2). Es ist also R(Γ) ∈ Sym2(Λ2) ⊂ Λ2 ⊗ Λ2 ∼= Λ2 ⊗ so(n) [Cle]. Der

symmetrische Ricci-Tensor R
(Γ)
mp und Ricci-Skalar R(Γ) sind die Kontraktio-

nen R
(Γ)
mnp

n
und R

(Γ)
mn

mn
.

Im nächsten Abschnitt soll von einem SU(3)-Krümmungstensor und den
dafür zu betrachtenden Kontraktionen ausgegangen und die Beziehung zum
Riemann-Tensor hergestellt werden.

3.2 Die Komponenten des Krümmungstensors unter
SU(3)-Struktur

Zur Einführung eines Krümmungstensors auf der SU(3)-Mannigfaltigkeit wird
ab jetzt der mit (der intrinsischen Kontorsion) κ gegebene eindeutig be-
stimmte SU(3)-Zusammenhang ∇(T ) = ∇(Γ) + κ aus (2.6.26) benutzt. Der
Krümmungstensor R(T ) des SU(3)-Zusammenhangs lässt sich durch den Rie-
mann-Tensor R(Γ) auf folgende Weisen mit ∇(Γ) , ∇(T ) und κ ausdrücken
[Nak], [Wal]:

R(T )
mnpq = R(Γ)

mnpq + ∇(Γ)
m κnpq −∇(Γ)

n κmpq − κmp
rκnrq + κnp

rκmrq

(3.2.1)
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und

R(T )
mnp = R(Γ)

mnp + ∇(T )
m κnpq −∇(T )

n κmpq

+κmn
rκrpq − κnm

rκrpq − κnq
rκmpr + κmq

rκnpr . (3.2.2)

Dabei folgt (3.2.1) aus (3.1.2) mit Definition 2.6.2 und (3.1.6) sowie (3.2.2)
aus (3.2.1) mit (2.6.26).
Riemann-, Ricci- und SU(3)-Krümmungstensor werden im folgenden in ir-
reduzible SU(3)-Darstellungen zerlegt. Die Grundlage dieser Zerlegung bil-
den [Tri] und [Fal] Die Riemann-Tensoren liegen in einem Unterraum von
Sym2(Λ2), bezeichnet mit K(so(6)). Mit der Bianchi-Identität d.) aus Satz
3.1.3 folgt, daß K(so(6)) das Komplement der 4-Formen in Sym2(Λ2) ist. Das
wird in folgendem Lemma zusammengefasst:

Lemma 3.2.1 Es gilt die Zerlegung Λ2 ⊗ Λ2 = K(so(6)) ⊕ Λ4 ⊕ Λ2(Λ2) mit
dem 105-dimensionalen Raum K(so(6)) der Riemann-Tensoren.

Beweis:
Sei ψ ein beliebiger Tensor aus Λ2 ⊗ Λ2. Dann lässt sich immer eine lineare
Abbildung b : Λ2 ⊗ Λ2 → Λ4 auf die 4-Formen durch

b(ψ)mnpq := ψmnpq + ψnpmq + ψpmnq (3.2.3)

definieren. Die Riemann-Tensoren liegen insbesondere im Kern dieser Abbil-
dung b, so daß K(so(6)) := ker{b : Λ2 ⊗ Λ2 → Λ4} definiert wird. Damit
die oben behauptete Zerlegung gilt, ist noch zu zeigen, daß der Kern von b
tatsächlich in Sym2(Λ2) liegt, die 4-Formen aber nicht.
Es gilt immer Λ2⊗Λ2 = Sym2(Λ2)⊕Λ2(Λ2), da sich das Produkt zweier Ten-
soren in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil zerlegen
lässt (siehe (2.7.14) und (2.7.15)). Sei nun angenommen es gelte ψ ∈ Λ2(Λ2)
mit b(ψ) = 0. Dann ist

ψmnpq + ψnpmq + ψpmnq = 0 (3.2.4)

also

ψmnpq = −ψnpmq − ψpmnq (3.2.5)

= ψmqnp − ψnqmp (3.2.6)

= ψmqnp + ψqmnp + ψmnqp (3.2.7)

= −ψqmnp + ψqmnp + ψmnqp (3.2.8)

= ψmnqp , (3.2.9)
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wobei in (3.2.6) benutzt wurde, daß ψ aus Λ2(Λ2) ist. In (3.2.7) wurde (3.2.4)
für ψnqmp eingesetzt. Es ist aber auch ψmnpq = −ψmnqp und somit folgt
ψmnpq = 0 mit der obigen Annahme für ψ. Das bedeutet, daß der Kern
der Einschränkung von b auf Λ2(Λ2) nur aus der Null besteht und K(so(6))
im symmetrisierten Anteil von Λ2 ⊗ Λ2 liegt, also

ker{b : Λ2 ⊗ Λ2 |Λ2(Λ2)→ Λ4} = 0 (3.2.10)

und

ker{b : Λ2 ⊗ Λ2 → Λ4} ⊂ Sym2(Λ2) (3.2.11)

gilt. Offensichtlich gilt die Inklusion Λ4 ⊂ Sym2(Λ2), denn für ψ ∈ Λ4 ist
ψmnpq = ψpqmn erfüllt. Weiterhin ist ψ′ = b(ψ) 6= 0, für ein ψ 6∈ K(so(6)),
aber ψ′ ∈ Λ4. Außerdem ist b(ψ′) = 3ψ′ 6= 0 und somit Λ4 ∩ K(so(6)) = 0.
Insgesamt folgt daraus die im Lemma behauptete Zerlegung.
Für die Dimensionen der betrachteten Räume gilt

dim K(so(6)) = dim Sym2(Λ2) − dim Λ4 (3.2.12)

=

((6
2

)
+ 1

2

)

−

(
6

4

)

= 105 . �

Den Raum der Riemann-Tensoren K(so(6)) erhält man also durch Heraus-
nehmen des Unterraums der 4-Formen aus Sym2(Λ2). Mit (2.6.2) und (2.6.3)
ist

Sym2(Λ2) = Sym2(Λ2,0 ⊕ Λ0,2) ⊕ Sym((Λ2,0 ⊕ Λ0,2) ⊗ Λ1,1) ⊕ Sym2(Λ1,1) .

(3.2.13)

Der erste Summand von (3.2.13) ist [Fal]

Sym2(Λ2,0 ⊕ Λ0,2) = Sym2(Λ2,0) ⊕ Sym2(Λ0,2)

⊕Sym(Λ2,0 ⊗ Λ0,2 ⊕ Λ0,2 ⊗ Λ2,0) (3.2.14)

= Sym2([3̄]) ⊕ Sym2([3])

⊕Sym(([3̄] ⊗ [3]) ⊕ ([3] ⊗ [3̄])) . (3.2.15)

Dabei projiziert Sym2([3̄]) auf den symmetrischen Anteil von

[3̄] ⊗ [3̄] = [3] ⊕ [6̄] (3.2.16)

also auf die Darstellung [6̄], ebenso ist Sym2([3]) = [6] [Cor]. Wegen

[3] ⊗ [3̄] = [8] ⊕ [1] (3.2.17)

40



ergibt sich der symmetrische Anteil von ([3̄] ⊗ [3]) ⊕ ([3] ⊗ [3̄]) zu [8] ⊕ [1]
[Fal]. Insgesamt ist also

Sym2([3̄]) ⊕ Sym2([3]) ⊕ Sym(([3̄] ⊗ [3]) ⊕ ([3] ⊗ [3̄]))

= [6̄] ⊕ [6] ⊕ [8] ⊕ [1] . (3.2.18)

Für den zweiten Summand von (3.2.13) gilt [Fal]

Sym((Λ2,0 ⊕ Λ0,2) ⊗ Λ1,1) = ((Λ2,0 ⊗ (Λ1,1
0 ⊕ C)) ⊕ (Λ0,2 ⊗ (Λ1,1

0 ⊕ C))

(3.2.19)

= [3̄] ⊗ ([8] ⊕ [1]) ⊕ [3] ⊗ ([8] ⊕ [1])) .

(3.2.20)

Darin sind die Tensorprodukte [3̄] ⊗ [8] sowie [3] ⊗ [8] auszureduzieren. Es
ist [Cor]

[3̄] ⊗ [8] = [1̄5] ⊕ [6]′ ⊕ [3̄] (3.2.21)

und

[3] ⊗ [8] = [15] ⊕ [6̄]′ ⊕ [3] (3.2.22)

also insgesamt

([3̄] ⊗ ([8] ⊕ [1]) ⊕ [3] ⊗ ([8] ⊕ [1]))

= [3̄] ⊕ [1̄5] ⊕ [6]′ ⊕ [3̄] ⊕ [3] ⊕ [15] ⊕ [6̄]′ ⊕ [3] . (3.2.23)

Der dritte Summand von (3.2.13) ist [Fal]

Sym2(Λ1,1) = Sym2(Λ1,1
0 ⊕ C) (3.2.24)

= Sym2(Λ1,1
0 ) ⊕ Sym(Λ1,1

0 ⊗ C ⊕ C ⊗ Λ1,1
0 ) ⊕ Sym2(C ⊗ C) .

(3.2.25)

Dabei wurde zunächst Λ1,1 in den Spuranteil C ∼= [1] und den spurlosen Teil
Λ1,1

0
∼= [8] aufgespalten. Weiterhin folgt mit [Cor]

[8] ⊗ [8] = [27] ⊕ [10] ⊕ [1̄0] ⊕ [8] ⊕ [8] ⊕ [1] . (3.2.26)

Der symmetrische Anteil davon ist [Fal]

Sym2[8] = [27] ⊕ [8] ⊕ [1] (3.2.27)
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insgesamt folgt [Fal]

Sym2(Λ1,1
0 ) ⊕ Sym(Λ1,1

0 ⊗ C ⊕ C ⊗ Λ1,1
0 ) ⊕ Sym2(C ⊗ C)

= ([27] ⊕ [8] ⊕ [1]) ⊕ [8] ⊕ [1] . (3.2.28)

Mit der Isomorphie

Λ4 ∼= Λ2 = [3̄] ⊕ [3] ⊕ [8] ⊕ [1] (3.2.29)

ergibt sich also insgesamt folgende Zerlegung von K(so(6)) in irreduzible
SU(3)-Darstellungen:

K(so(6)) = Sym2(Λ2) − Λ4

= [6̄] ⊕ [6] ⊕ [8] ⊕ [1] ⊕ [1̄5] ⊕ [6]′ ⊕ [3̄] (3.2.30)

⊕[15] ⊕ [6̄]′ ⊕ [3] ⊕ [27] ⊕ [8] ⊕ [1]

Die Zuordnung der Indexstruktur einzelner Komponenten von R(Γ) zu den
jeweiligen SU(3)-Darstellungen ist in folgender Tabelle angegeben:

Darstellung Indexstruktur

[6̄] ⊕ [6] R
(Γ)
αβγδ , R

(Γ)

ᾱβ̄γ̄δ̄

[1̄5] ⊕ [6]′ ⊕ [3̄] R
(Γ)

αβ̄γδ
, R

(Γ)
ᾱβγδ , R

(Γ)
αβγ̄δ , R

(Γ)

αβγδ̄

[15] ⊕ [6̄]′ ⊕ [3] R
(Γ)

αβ̄γ̄δ̄
, R

(Γ)

ᾱβγ̄δ̄
, R

(Γ)

ᾱβ̄γδ̄
, R

(Γ)

ᾱβ̄γ̄δ

[27] ⊕ [8] ⊕ [1] ⊕ [8] ⊕ [1] R
(Γ)

αβ̄γδ̄
, R

(Γ)

ᾱβγδ̄
, R

(Γ)

αβ̄γ̄δ
, R

(Γ)
ᾱβγ̄δ

Tabelle 3.2.1: SU(3)-Darstellungen des Riemann-Tensors

Es fällt auf, daß die Darstellungen [8]⊕[1] in obiger Zerlegung doppelt auftre-
ten. Für diese isotypischen Darstellungen können Unterräume unterschieden
werden, indem zu der orthogonalen Summe

K(so(6)) = KWeyl ⊕ KRicci (3.2.31)

übergegangen wird, wobei KWeyl den Kern der Abbildung der Kontraktion
der Riemann-Tensors zum Ricci-Tensor bezeichnet:

K(so(6)) → Sym2(Λ1) (3.2.32)

R(Γ)
mnpq 7→ R(Γ)

mnp

n
= R(Γ)

mp (3.2.33)
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Mit Tabelle 3.2.1 erhält man für den durch KWeyl bestimmten Weyl-Tensor
und den durch KRicci bestimmten Ricci-Tensor die folgenden Zerlegungen
[Fal]:

KWeyl = [8] ⊕ [1] ⊕ [27] ⊕ [6̄] ⊕ [6] ⊕ [1̄5] ⊕ [3̄] ⊕ [15] ⊕ [3]

(3.2.34)

KRicci = [8] ⊕ [1] ⊕ [6]′ ⊕ [6̄]′ (3.2.35)

Die Indexstruktur der Komponenten des Ricci-Tensors entspricht also fol-
genden Darstellungen:

Darstellung Indexstruktur

[8] ⊕ [1] R
(Γ)

αβ̄
, R

(Γ)
ᾱβ

[6]′ ⊕ [6̄]′ R
(Γ)
αβ , R

(Γ)

ᾱβ̄

Tabelle 3.2.2: SU(3)-Darstellungen des Ricci-Tensors

Der Unterraum KRicci enthält weiterhin den orthogonal invarianten Unter-
raum [1], welchem der Ricci-Skalar

R(Γ) = R(Γ)
m

m
(3.2.36)

entspricht.
Eine U(3)-invariante Einteilung der Riemann-Tensoren erhält man auch durch
Betrachtung des Grades der Reproduzierbarkeit von R(Γ) bei Kontraktionen
mit dem Tensor J der fast hermiteschen Struktur von M6 [Gra2], [Nag1].
Das sind folgende Unterräume von K(so(6)), die auch als die drei Klassen
der Grayschen Krümmungsbedingungen bezeichnet werden [Gra2]:

G1= {R(Γ) ∈ K(so(6)) | R(Γ)
mnpq=R

(Γ)
mnrsJp

rJq
s}

G2= {R(Γ) ∈ K(so(6)) | R(Γ)
mnpq=R

(Γ)
uvpqJm

uJn
v +R(Γ)

unrqJm
uJp

r +R(Γ)
unpsJm

uJq
s}

G3= {R(Γ) ∈ K(so(6)) | R(Γ)
mnpq=R

(Γ)
uvrsJm

uJn
vJp

rJq
s}

Es gelten die Inklusionen [Gra2]

G1 ⊂ G2 ⊂ G3 . (3.2.37)

Zum Beispiel ist der Unterraum der Riemann-Tensoren auf Kähler-Mannig-
faltigkeiten (lokal) isomorph zu G1, und das ist der Unterraum

K(so(6)) ∩ Sym2(Λ1,1) , (3.2.38)
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denn Vertauschen J und ∇(Γ), was wegen der Geschlossenheit von J für
Kähler-Mannigfaltigkeiten zutrifft [Kob1], so liegt R(Γ) in G1:

Lemma 3.2.2 Wenn die kovariante Ableitung ∇′ die komplexe Struktur J
erhält, erfüllt der Krümmungstensor bezüglich ∇′ die erste Krümmungsbe-
dingung von Gray, und liegt damit in G1 .

Beweis:
Es sei o.B.d.A. der Term 2Tmn

r∇′
rvp ausgelassen, da er zu dem Beweis nicht

beiträgt. Dann ist mit (3.1.1)

[∇′
m,∇

′
n]Jr

svs =: −R′
mnr

q
Jq
svs . (3.2.39)

Da aber ∇′ und J vertauschen, ist auch

[∇′
m,∇

′
n]Jr

svs = Jr
s[∇′

m,∇
′
n]vs (3.2.40)

=: −Jr
sR′

mns
q
vq . (3.2.41)

Es gilt also

R′
mnr

q
Jq
svs = Jr

lR′
mnl

q
vq

Jw
rR′

mnr
q
Jq
svs = Jw

rJr
lR′

mnl
q
vq (3.2.42)

= (−δw
l)R′

mnl
q
vq

und damit

−R′
mnw

q
vq = R′

mnr
q
Jw

rJq
svs

= −R′
mnrqJw

rJs
qvs (3.2.43)

und das ist die behauptete erste Krümmungsbedingung von Gray,

R′
mnwqv

q = R′
mnrqJw

rJs
qvs . (3.2.44)

�

In komplexen Koordinaten geschrieben bedeutet das unterschiedliche Ho-
lomorphie der hinteren beiden Indizes von R(Γ), in Analogie zu (2.6.10). Im

Kähler-Fall folgt außerdem R
(Γ)
uvpqJm

uJn
v [Kob1], was ebenfalls in Analogie zu

(2.6.10) unterschiedliche Holomorphie in den ersten beiden Indizes von R(Γ)

bedeutet.
Eine ähnliche Situation ist im Fall der SU(3)-Krümmungstensors R(T ) des
SU(3)-Zusammenhangs ∇(T ) anzutreffen. Da ∇(T ) und J vertauschen, folgt

R(T )
mnpq = R(T )

mnrsJp
rJq

s . (3.2.45)

44



Insbesondere nimmt R(T ) als 2-Form, bezogen auf die vorderen beiden Indi-
zes, Werte in der adjungierten Darstellung der SU(3) an. Für die Ausreduk-
tion in irreduzible SU(3)-Darstellungen von R(T ) ergibt sich mit (2.6.2)

R(T ) ∈ Λ2 ⊗ su(3) = (Λ2,0 ⊕ Λ0,2 ⊕ Λ1,1
0 ⊕ C) ⊗ Λ1,1

0 (3.2.46)

= ((Λ2,0 ⊗ Λ1,1
0 ⊕ Λ0,2 ⊗ Λ1,1

0 ) ⊕ (C ⊗ Λ1,1
0 )

⊕((Λ1,1
0 ) ⊗ (Λ1,1

0 ))

= [3̄] ⊗ [8] ⊕ [3̄] ⊗ [8] ⊕ [8] ⊕ ([8] ⊗ [8]) .(3.2.47)

Es treten also die Tensorprodukte der Darstellungen [3̄] ⊗ [8], [3] ⊗ [8] und
[8] ⊗ [8] auf. Mit (3.2.21), (3.2.22) und (3.2.26) folgt

[3̄] ⊗ [8] ⊕ [3̄] ⊗ [8] ⊕ [8] ⊕ ([8] ⊗ [8])

= [1̄5] ⊕ [6]′ ⊕ [3̄] ⊕ [15] ⊕ [6̄]′ ⊕ [3] ⊕ [8]

⊕([1] ⊕ [8] ⊕ [8] ⊕ [10] ⊕ [1̄0] ⊕ [27]) . (3.2.48)

Die Indexstruktur der Komponenten von R(T ) ist in folgender Tabelle zu-
sammengefasst:

Darstellung Indexstruktur

[1̄5] ⊕ [6]′ ⊕ [3̄] R
(T )

αβγδ̄
, R

(T )
αβγ̄δ

[15] ⊕ [6̄]′ ⊕ [3] R
(T )

ᾱβ̄γ̄δ
, R

(T )

ᾱβγδ̄

[1] ⊕ [8] ⊕ [8] ⊕ [8] ⊕ [10] ⊕ [1̄0] ⊕ [27] R
(T )

αβ̄γδ̄
, R

(T )

ᾱβγδ̄
, R

(T )

αβ̄γ̄δ
, R

(T )
ᾱβγ̄δ

Tabelle 3.2.3: SU(3)-Krümmungstensor

Für halb-flache Mannigfaltigkeiten kann gezeigt werden, daß die Ricci-
Form, definiert durch

R(Γ)⋆
mn := R(Γ)

mnpqJ
pq (3.2.49)

als Linearkombination von quadratischen Termen der intrinsischen Kontorsi-
on geschrieben werden kann. Das wird durch Kontraktion des SU(3)-Krüm-
mungstensors mit der Kählerform J erreicht, was folgender Satz beschreibt.

Satz 3.2.1 Durch Kontraktion des Krümmungstensors von ∇(T ) mit der
Kählerform J ergibt sich im Fall der halb-Flachheit für dessen Komponenten:

0 = R(Γ)
mnpqJ

pq + κnpqκm
p
rJ

rq + κnpqκm
q
rJ

pr − κmpqκn
p
rJ

rq

−κmpqκn
q
rJ

pr − κmp
rκnrqJ

pq + κnp
rκmrqJ

pq (3.2.50)
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Beweis:
Durch Kontraktion von R(T ) mit J erhält man:

R(T )
mnpqJ

pq = R(Γ)
mnpqJ

pq − κnpq∇
(Γ)
m Jpq + κmpq∇

(Γ)
n Jpq

−κmp
rκnrqJ

pq + κnp
rκmrqJ

pq (3.2.51)

und mit den Komponenten von R(T ) gemäß Tabelle 3.2.3 ist

R(T )
mnpqJ

pq = R
(T )

mnαβ̄
igαβ̄ − R

(T )
mnᾱβig

ᾱβ

= iR(T )
mnα

α
− iR(T )

mn

β

β (3.2.52)

= 2iR(T )
mnα

α

= 0 ,

denn wegen (3.2.46) ist R
(T )
mnα

α
die Spur des Anteils in su(3), welche ver-

schwindet. Wegen (2.9.11) ist κnpqJ
pq = 0 und deshalb

(∇(Γ)
m κnpq)J

pq = ∇(Γ)
m (κnpqJ

pq) − κnpq∇
(Γ)
m Jpq (3.2.53)

= −κnpq∇
(Γ)
m Jpq . (3.2.54)

Mit (2.8.1) folgt dann durch Einsetzen von (3.2.52) und (3.2.54) in (3.2.51)
die Behauptung. �

3.3 Ricci-Tensor und Ricci-Skalar auf halb-flachen Man-

nigfaltigkeiten

Der direkte Weg zur Herleitung des Ricci-Tensors auf SU(3)-Mannigfaltig-
keiten geht von der Killing-Spinor Gleichung

∇(T )
m η = ∇(Γ)

m η − κmnpΓ
npη (3.3.1)

= 0

und dem SU(3)-Krümmungstensor (3.2.2)

R(T )
mnp = R(Γ)

mnp + ∇(T )
m κnpq −∇(T )

n κmpq

+κmn
rκrpq − κnm

rκrpq − κnq
rκmpr + κmq

rκnpr

aus. Dabei ist η der SU(3)-invariante und Spinor aus Abschnitt 2.6, für den

∇
(T )
l η = 0 gilt und Γnp = Γ[nΓp] ist durch (2.5.2) gegeben. Anwenden des

Kommutators der kovarianten Ableitung ∇(T ) auf η ergibt mit (3.3.1) und
(3.1.1)

0 = [∇(T )
m ,∇(T )

n ]η (3.3.2)

= −R(T )
mnpqΓ

pqη − 2Tmn
r∇(T )

r η . (3.3.3)
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Daraus folgt

R(T )
mnpqΓ

pqη = 0 . (3.3.4)

Heranmultiplizieren von Γn von links an (3.3.4) ergibt:

R(T )
mnpqΓ

nΓpqη = 0 . (3.3.5)

Mit der Identität [Can2]

ΓnΓpq = Γnpq + 2gn[pΓq] (3.3.6)

folgt

R(T )
mnpq(Γ

npq + 2gn[pΓq])η

= (R(T )
mnpqΓ

npq +R(T )
mnpqg

npΓq − R(T )
mnpqg

nqΓp)η (3.3.7)

= 0 . (3.3.8)

Vertauschen von p und q im zweiten Term von (3.3.8) ergibt

(R(T )
mnpqΓ

npq −R(T )
mnqpg

npΓq − R(T )
mnpqg

nqΓp)η = 0 (3.3.9)

Umbenennen von p in q in (3.3.9) führt auf

(R(T )
mnpqΓ

npq − R(T )
mnpqg

nqΓp −R(T )
mnpqg

nqΓp)η = 0 (3.3.10)

(R(T )
mnpqΓ

npq − 2R(T )
mnpqg

nqΓp)η = 0 . (3.3.11)

Im zweiten Term von (3.3.11) wird der SU(3)-Krümmungstensor über n und

q zu R
(T )
mp := R

(T )
mnp

n
kontrahiert, so daß

R(T )
mnpqΓ

npqη − 2R(T )
mpΓ

pη = 0 . (3.3.12)

Durch Heranmultiplizieren von η†Γr von links an (3.3.12) und mit der Iden-
tität [Pro]

ΓrΓnpq = Γrnpq + gr[nΓpq] (3.3.13)

ergibt sich

R(T )
mnpqΓ

npqη − 2R(T )
mpΓ

pη

= R(T )
mnpqη

†(Γrnpq + gr[nΓpq])η − 2R(T )
mpη

†ΓrΓpη (3.3.14)

= 0 (3.3.15)
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und mit ΓrΓn = Γrn + grn [Can2] folgt

R(T )
mnpq(η

†Γrnpqη + η†gr[nΓpq]η) − 2R(T )
mp (g

rpη†η + η†Γrpη) = 0 .

(3.3.16)

Mit der Normierung η†η = 1 folgt aus (3.3.16)

R(T )
mnpqη

†Γrnpqη − 2R(T )
mpg

rpη†η = 0 (3.3.17)

und mit der Identität η†Γrnη = 0 [Can2] folgt daraus

R(T )
mnpqη

†Γrnpqη = 2R(T )
m

r
. (3.3.18)

Einsetzen von (3.2.2) in (3.3.18) liefert

1

2
(R(Γ)

mnpq + ∇(T )
m κnpq −∇(T )

n κmpq

+κmn
lκlpq − κnm

lκlpq + κmp
lκnlq + κmq

lκnpl)η
†Γrnpqη

= R(Γ)
mn

rn
+ ∇(T )

m κn
rn −∇(T )

n κm
rn

+κmn
lκl

rn − κnm
lκl

rn + κm
rlκnl

n − κml
nκn

rl . (3.3.19)

Daraus ergibt sich der Ricci-Tensor zu

R(Γ)
m

r
=

1

2
(∇(Γ)

m κnpq −∇(Γ)
n κmpq

+κmn
lκlpq − κnm

lκlpq + κmp
lκnlq + κmq

lκnpl)η
†Γrnpqη

−∇(Γ)
m κn

rn + ∇(Γ)
n κm

rn

−κmn
lκl

rn + κnm
lκl

rn − κm
rlκnl

n + κml
nκn

rl , (3.3.20)

wobei die 1.Bianchi-Identität R
(Γ)
m[npq] = 0 benutzt wurde (siehe Satz 3.1.3

d.) ). Die Faktoren η†Γrnpqη in (3.3.20) lassen sich folgendermaßen auf J
zurückführen: Mit der Erweiterung 1 = (-ii) lässt sich schreiben [Gur1]:

−iη†iΓmnpqη = iη†(
i

6!
ǫm1...m6Γ

m1...m6
1

2
ǫmnpqrsΓrs)η (3.3.21)

=
i

2
ǫmnpqrsη†Γ7Γrsη , (3.3.22)

wobei Γ7 := i
6!
ǫm1...m6Γ

m1...m6 definiert ist (siehe auch Abschnitt 2.6). Mit
(2.6.17), also Jrs := −iη†Γ7Γrsη ergibt sich aus (3.3.22)

η†Γmnpqη = −
1

2
ǫmnpqrsJrs . (3.3.23)
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Mit der Spurlosigkeit von κ, was wegen der halb-Flachheits-Bedingung zu-
trifft (siehe Abschnitt 2.9) und mit (3.3.23) wird aus (3.3.20) die folgende
Identität für den Ricci-Tensor:

R(Γ)
mw = −

1

4
(∇(T )

m κnpq −∇(T )
n κmpq

+κmn
lκlpq − κnm

lκlpq + κmp
lκnlq + κmq

lκnpl)ǫw
npqstJst

+∇(T )
n κmw

n + κnm
lκlw

n (3.3.24)

Durch Kontraktion mit gmw folgt daraus der Ricci-Skalar

R(Γ) = −
1

2
(∇(T )

m κnpq + κmn
lκlpq + κnp

lκmql)ǫ
mnpqstJst

−κnlmκ
lmn . (3.3.25)

Der Ricci-Tensor (3.3.24) ist nun genauer zu untersuchen; insbesondere ist
in der vorliegenden Form die notwendige Symmetrie in den Indizes m und n
nicht offensichtlich.
Um die Wirkung des ǫ-Tensors in (3.3.24) zu erkennen, sollen Ricci-Tensor
und Ricci-Skalar mit komplexen Indizes ausgedrückt werden. Es sind dazu
von den in Tabelle 3.2.2 aufgeführten Komponenten des Ricci-Tensors nur
R

(Γ)
αβ und R

(Γ)

αβ̄
zu berechnen, die restlichen Komponenten sind die dazu kom-

plex Konjugierten. Die Berechnungen sind im Anhang A ausgeführt, hier
wird nun gleich das Ergebnis angegeben:

R
(Γ)
αβ = 2∇

(T )
γ̄ (κ1⊕2)αβ

γ̄ − 2(κ3)α
γρ(κ1⊕2)ρβγ + 2(κ3)γ̄α

ρ̄(κ3)ρ̄β
γ̄

+(κ1⊕2)α
γ̄ρ̄(κ3)βγ̄ρ̄ − (κ3)αγ̄ρ̄(κ1⊕2)β

γ̄ρ̄ (3.3.26)

und

R
(Γ)

αβ̄
= 2∇

(T )
δ (κ3)αβ̄

δ − 2(κ1⊕2)αδρ(κ1⊕2)
ρ
β̄
δ + 2(κ1⊕2)δα

ρ̄(κ1⊕2)ρ̄β̄
δ

−(κ1⊕2)αγρ(κ1⊕2)β̄
γρ + (κ3)α

γρ(κ3)β̄γρ . (3.3.27)

Den Ricci-Skalar erhält man dann durch Kontraktion von α und β in (3.3.27):

R(Γ) = −2(κ1⊕2)αγδ(κ1⊕2)
δαγ + 2(κ1⊕2)γαδ(κ1⊕2)

δαγ

−(κ1⊕2)αγδ(κ1⊕2)
αγδ + (κ3)αγ̄δ̄(κ3)

αγ̄δ̄ + c.c. .

(3.3.28)

Im Anhang A wird (3.3.28) durch direkte Berechnung aus (3.3.25) verifiziert.

Die Symmetrie von R
(Γ)
αβ aus (3.3.26) in α und β kann folgendermaßen gezeigt

werden:
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In dem Term ∇
(T )
γ̄ (κ1⊕2)αβ

γ̄ wirkt die kovariante Ableitung ∇(T ) nur auf
Komponenten von κ aus W1 ⊕W2. Er kann folglich mit (2.9.4), also

(κ1⊕2)αβγ = (T1⊕2)αβγ + (T1⊕2)γαβ + (T1⊕2)γβα (3.3.29)

(vgl. Tabelle 2.8.2) in Komponenten von T ausgedrückt werden:

∇
(T )
γ̄ (κ1⊕2)αβ

γ̄ = ∇
(T )
γ̄ ((T1⊕2)αβ

γ̄ + (T1⊕2)
γ̄
αβ + (T1⊕2)

γ̄
βα) .(3.3.30)

Nur der erste Summand von (3.3.30) ist weiter zu untersuchen, die letzten
beiden sind symmetrisch in α und β. Mit (2.8.32) ist

(dΩ)
(2,2)

αβᾱβ̄
Ωσ̄ᾱβ̄ = 2(T1⊕2)αβ

ρ̄Ωρ̄ᾱβ̄Ω
σ̄ᾱβ̄

= 2(T1⊕2)αβ
ρ̄2δσ̄ρ̄ ‖ Ω ‖2

= 4(T1⊕2)αβ
σ̄ ‖ Ω ‖2 , (3.3.31)

wobei

ΩαβγΩ̄
αβγ = ‖ Ω ‖2 ǫαβγǫ

αβγ

= ‖ Ω ‖2 3! . (3.3.32)

Aus (3.3.31) folgt also

(T1⊕2)αβ
γ̄ = F

(2,2)

αβᾱβ̄
Ωᾱβ̄γ̄ (3.3.33)

mit

F
(2,2)

αβᾱβ̄
:=

(dΩ)
(2,2)

αβᾱβ̄

4 ‖ Ω ‖2
. (3.3.34)

Durch Dualisieren von F (2,2) ergibt sich

(∗F (2,2))γγ̄ =
1

4
F

(2,2)
ρµρ̄µ̄ǫ

ρµγǫρ̄µ̄γ̄ (3.3.35)

und durch Heranmultiplizieren von ǫαβγǫᾱβ̄γ̄ folgt daraus

(∗F (2,2))γγ̄ǫαβγǫᾱβ̄γ̄ =
1

4
F

(2,2)
ρµρ̄µ̄(δ

ρ
αδ

µ
β − δρβδ

µ
α)(δ

ρ̄
ᾱδ

µ̄

β̄
− δρ̄

β̄
δµ̄ᾱ) (3.3.36)

=
1

4
4F

(2,2)

αβᾱβ̄
, (3.3.37)
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so daß ∇(T ) angewendet auf (3.3.33) folgendes ergibt:

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ = (∇
(T )
γ̄ F

(2,2)

αβᾱβ̄
)Ωᾱβ̄γ̄ (3.3.38)

= (∇
(T )
γ̄ (∗F (2,2))νν̄)ǫαβνǫᾱβ̄ν̄ fǫ

ᾱβ̄γ̄

︸ ︷︷ ︸

Ωᾱβ̄γ̄

(3.3.39)

= (∇
(T )
γ̄ (∗F (2,2))νν̄)Ωαβν2!δγ̄ν̄ (3.3.40)

= 2(∇
(T )
γ̄ (∗F (2,2))γγ̄)Ωαβγ (3.3.41)

Dabei wurde in (3.3.39) benutzt, daß sich wegen Ω ∼ ǫ auch Ωαβγ = fǫαβγ
schreiben lässt.
Es ist also ∇

(T )
γ̄ (∗F (2,2))γγ̄ zu berechnen. Wegen der festliegenden Indexstruk-

tur von ∗F (2,2) lässt sich sofort zu reellen Indizes übergehen:

∇(T )
m (∗F (2,2))nm = ∇(Γ)

m (∗F (2,2))nm + κmr
n(∗F (2,2))rm

+κmr
m(∗F (2,2))nr (3.3.42)

= − (d†(∗F (2,2)))n
︸ ︷︷ ︸

I

+κm
n
r(∗F

(2,2))mr . (3.3.43)

Dabei wurde neben der Spurlosigkeit von κ benutzt, daß die in obiger Form
auftretende kovariante Ableitung der 2-Form ∗F (2,2) mit dem Ko-Ableitungs-
operator d† geschrieben werden kann. Für eine p-Form ωp ist nämlich [Can2]

d†ωp = d†(
1

p!
ωm1...mpdx

m1 ∧ ... ∧ dxmp)

=
−1

(p− 1)!
∇(Γ)kωkm2...mpdx

m2 ∧ ... ∧ dxmp , (3.3.44)

wobei die Ko-Ableitung durch

d† := (−1)p(n−p+1) ∗ d∗ (3.3.45)

gegeben ist. Es gilt also

d†(∗F (2,2)) = ∗d ∗ (∗F (2,2)) (3.3.46)

∼ ∗d(F (2,2)) (3.3.47)

∼ ∗(d(dΩ)(2,2)) (3.3.48)

und mit (2.8.6) folgt

d(dΩ)(2,2) = 0 (3.3.49)
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also

d†(∗F (2,2)) = 0 , (3.3.50)

womit gezeigt ist, daß Term I von (3.3.43) verschwindet. Aus (3.3.43) folgt
also

∇(T )
m (∗F (2,2))n

m
= κmn

r(∗F (2,2))mr . (3.3.51)

Hier können direkt komplexe Indizes eingesetzt werden:

∇
(T )
γ̄ (∗F (2,2))δ̄

γ̄
= (κ3)ρδ̄

γ(∗F (2,2))ργ (3.3.52)

Damit lässt sich nun ∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ ausdrücken. Einsetzen von (3.3.52) in
(3.3.41) ergibt

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ = 2Ωαβ
δ̄(κ3)ρδ̄

γ(∗F (2,2))ργ (3.3.53)

und mit (3.3.35) folgt dann

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ = 2Ωαβ
δ̄(κ3)ρδ̄γ̄

1

4
F

(2,2)
µνµ̄ν̄ǫ

µνρǫµ̄ν̄γ̄ (3.3.54)

=
1

2
Ωαβ

δ̄(κ3)ρδ̄γ̄F
(2,2)
µνµ̄ν̄ǫ

µνρǫµ̄ν̄γ̄ . (3.3.55)

Mit ǫµνρǫαβδ = δµνραβδ folgt daraus

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ =
1

2
Ωαβ

δ̄(κ3)ρδ̄γ̄F
(2,2)
µνµ̄ν̄ǫ

µνρǫµ̄ν̄γ̄ (3.3.56)

=
1

2
(κ3)ρ

δ
γ̄F

(2,2)
µνµ̄ν̄Ω

µ̄ν̄γ̄δµνραβδ . (3.3.57)

Durch Einsetzen von (3.3.33) in (3.3.57) ergibt sich

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ =
1

2
(κ3)ρ

δ
γ̄F

(2,2)
µνµ̄ν̄Ω

µ̄ν̄γ̄δµνραβδ (3.3.58)

=
1

2
(κ3)ρ

δ
γ̄(T1⊕2)µν

γ̄δµνραβδ (3.3.59)

Mit (2.8.33) folgt dann

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ =
1

2
(κ3)ρ

δ
γ̄(T1⊕2)µν

γ̄δµνραβδ (3.3.60)

=
1

4
(κ3)ρ

δ
γ̄((κ1⊕2)µν

γ̄ − (κ1⊕2)νµ
γ̄)δµνραβδ . (3.3.61)
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Durch Auswerten von δµνραβδ folgt aus (3.3.61) weiter

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄

=
1

4
((κ3)ρ

ρ
γ̄((κ1⊕2)αβ

γ̄ − (κ1⊕2)βα
γ̄) − (κ1⊕2)β

ν
γ̄((κ1⊕2)αν

γ̄ − (κ1⊕2)να
γ̄)

+(κ3)α
δ
γ̄((κ1⊕2)βδ

γ̄ − (κ1⊕2)δβ
γ̄) − (κ1⊕2)δ

δ
γ̄((κ1⊕2)βα

γ̄ − (κ1⊕2)αβ
γ̄)

+(κ3)β
δ
γ̄((κ1⊕2)δα

γ̄ − (κ1⊕2)αδ
γ̄) − (κ1⊕2)α

δ
γ̄((κ1⊕2)δβ

γ̄ − (κ1⊕2)βδ
γ̄))

(3.3.62)

und durch Zusammenfassen ergibt sich daraus

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)αβ

γ̄ =
1

4
(−(κ3)βν̄γ̄(κ1⊕2)α

ν̄γ̄ + (κ3)βν̄γ̄(κ1⊕2)
ν̄
α
γ̄

+(κ3)αδ̄γ̄(κ1⊕2)β
δ̄γ̄ − (κ3)αδ̄γ̄(κ1⊕2)

δ̄
β

γ̄

+(κ3)βδ̄γ̄(κ1⊕2)
δ̄
α

γ̄
− (κ3)βδ̄γ̄(κ1⊕2)α

δ̄γ̄

−(κ3)αδ̄γ̄(κ1⊕2)
δ̄
β

γ̄
+ (κ3)αδ̄γ̄(κ1⊕2)β

δ̄γ̄) (3.3.63)

=
1

2
((κ3)αρ̄γ̄(κ1⊕2)β

ρ̄γ̄ − (κ3)βρ̄γ̄(κ1⊕2)α
ρ̄γ̄

+(κ3)αρ̄γ̄(κ1⊕2)
ρ̄γ̄
β − (κ3)βρ̄γ̄(κ1⊕2)

ρ̄γ̄
α) . (3.3.64)

Man erhält damit mit (3.3.30) das Ergebnis

∇
(T )
γ̄ (κ1⊕2)αβ

γ̄ =
1

2
((κ3)αρ̄γ̄(κ1⊕2)β

ρ̄γ̄ − (κ3)βρ̄γ̄(κ1⊕2)α
ρ̄γ̄

+(κ3)αρ̄γ̄(κ1⊕2)
ρ̄γ̄
β − (κ3)βρ̄γ̄(κ1⊕2)

ρ̄γ̄
α)

+∇
(T )
γ̄ ((T1⊕2)

γ̄
αβ + (T1⊕2)

γ̄
βα) . (3.3.65)

Durch Einsetzen von (3.3.65) in (3.3.26) erhält man dann einen offensichtlich
in α und β symmetrischen Ausdruck für die [6]′ ⊕ [6̄]′-Komponenten des
Ricci-Tensors:

R
(Γ)
αβ = 2∇

(T )
γ̄ ((T1⊕2)

γ̄
αβ + (T1⊕2)

γ̄
βα)

−(κ3)α
ργ(κ1⊕2)ργβ − (κ3)β

ργ(κ1⊕2)ργα + 2(κ3)γ̄α
ρ̄(κ3)ρ̄β

γ̄

(3.3.66)

Um die Frage zu klären, wie in (3.3.24) die kovarianten Ableitungen von κ
zu bestimmen sind, werden im nächsten Abschnitt spezielle Einschränkungen
untersucht: Von den Klassen W1 bis W3, denen κ für halb-flache Mannigfal-
tigkeiten angehört, wird im ersten Schritt nur W1 6= 0 angenommen, im
nächsten nur W1 ⊕W2 6= 0. Für diese Fälle lassen sich Bedingungen für die
∇(T )-Parallelität von κ finden, also Bedingungen, für welche die ∇(T )-Terme
in (3.3.24) verschwinden.
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3.4 Nearly-Kähler Mannigfaltigkeiten

Für den speziellen, als nearly-Kähler bezeichneten Fall (siehe Tabelle 2.7.1),
total antisymmetrischer Kontorsion, d.h. daß nur W1 6= 0 ist, lässt sich Paral-
lelität von κ bezüglich des SU(3)-Zusammenhangs ∇(T ) zeigen. Die folgende
Beweisführung basiert auf [Bel]. Es gilt der folgende Satz:

Satz 3.4.1 Im Fall einer nearly-Kähler Mannigfaltigkeit ist die intrinsische
Kontorsion bezüglich des SU(3)-Zusammenhangs ∇(T ) parallel.

Beweis:
In Lemma 2.4.1 wurde gezeigt, daß sich die intrinsische Kontorsion κ durch
J ausdrücken lässt. Mit (2.4.12) ist

κmnp = −
1

2
(Jlp∇

(Γ)
m Jn

l) . (3.4.1)

Die nearly-Kähler Bedingung bedeutet also, daß nur der schiefsymmetrische
Anteil von κ betrachtet wird, und der liegt in der Klasse W1. Es wird hier
vorausgesetzt, daß −1

2
(Jnp∇

(Γ)
m Jn

l) die einzigen Tensor-Komponenten von κ

sind und zu Λ(3,0)+(0,3) = W1 gehören. Jnp∇
(Γ)
m Jn

l ist also schiefsymmetrisch
in m, n und p. W2 bis W5 verschwinden in diesem Fall.
Zum Beweis der ∇(T )-Parallelität von κ ist ∇

(T )
w (∇

(Γ)
m Jnp) = 0 zu zeigen, denn

wegen (2.8.1) ist

∇(T )
w (Jlp∇

(Γ)
m Jn

l) = (∇(T )
w Jlp)

︸ ︷︷ ︸

0

(∇(Γ)
m Jn

l) + Jlp(∇
(T )
w ∇(Γ)

m Jn
l) (3.4.2)

= Jlp(∇
(T )
w ∇(Γ)

m Jn
l) . (3.4.3)

Es ist also ∇(T ) auf (Jlp∇
(Γ)
m Jn

l) anzuwenden:

∇(T )
w (∇(Γ)

m Jnp) = ∂(∇(Γ)
m Jnp) − Φwm

r∇(Γ)
r Jnp − Φwn

r∇(Γ)
n Jrp − Φwp

r∇(Γ)
m Jnr .

(3.4.4)

Mit (2.6.1) folgt daraus

∇(T )
w (∇(Γ)

m Jnp) = ∂(∇(Γ)
m Jnp) − (κwm

r + Γwm
r)∇(Γ)

r Jnp

−(κwn
r + Γwn

r)∇(Γ)
n Jrp − (κwp

r + Γwp
r)∇(Γ)

m Jnr .

(3.4.5)

Einsetzen von (3.4.1) für κ führt auf

∇(T )
w (∇(Γ)

m Jnp) = ∂(∇(Γ)
m Jnp) − Γwm

r∇(Γ)
r Jnp − Γwn

r∇(Γ)
n Jrp − Γwp

r∇(Γ)
m Jnr

1

2
Jl
r(∇(Γ)

w Jm
l)(∇(Γ)

r Jnp) +
1

2
Jl
r(∇(Γ)

w Jn
l)(∇(Γ)

m Jrp)

+
1

2
Jl
r(∇(Γ)

w Jp
l)(∇(Γ)

m Jnr) , (3.4.6)
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mit

∇(Γ)
w (∇(Γ)

m Jnp) = ∂(∇(Γ)
m Jnp) − Γwm

r∇(Γ)
r Jnp − Γwn

r∇(Γ)
n Jrp − Γwp

r∇(Γ)
m Jnr

(3.4.7)

folgt also

∇(T )
w (∇(Γ)

m Jnp) = ∇(Γ)
w (∇(Γ)

m Jnp) +
1

2
Jl
r(∇(Γ)

w Jm
l)(∇(Γ)

r Jnp
︸ ︷︷ ︸

I

)

+
1

2
Jl
r(∇(Γ)

w Jn
l)(∇(Γ)

m Jrp
︸ ︷︷ ︸

II

)

+
1

2
Jl
r(∇(Γ)

w Jp
l)(∇(Γ)

m Jnr
︸ ︷︷ ︸

III

) . (3.4.8)

Die letzten drei Terme von (3.4.8) müssen noch umgeschrieben werden. Es

wird dazu die Schiefsymmetrie von (Jlp∇
(Γ)
m Jn

l) ausgenutzt. Vertauschen von
p und l ergibt

Jlp∇
(Γ)
m Jn

l = −Jp
l∇(Γ)

m Jnl (3.4.9)

(3.4.10)

und damit ist

−Js
pJp

l∇(Γ)
m Jnl = −(−δls)∇

(Γ)
m Jnl (3.4.11)

= ∇(Γ)
m Jns , (3.4.12)

was wegen der in (3.4.1) vorausgesetzten Schiefsymmetrie in m und n anti-
symmetrisch ist. Außerdem gilt die Identität

∇(Γ)
p (−δlm) = 0

= ∇(Γ)
p (JrlJm

r) (3.4.13)

= (∇(Γ)
p Jm

r)Jrl + Jm
r(∇(Γ)

p Jrl) (3.4.14)

also

(∇(Γ)
p Jm

r)Jrl = −Jm
r(∇(Γ)

p Jrl) . (3.4.15)

Durch Vertauschen von r und n erhält man ausgehend von der Schiefsym-
metrie von (3.4.12) die folgende Identität:

Jm
r(∇(Γ)

r Jn
t) = −(∇(Γ)

n Jr
t)Jm

r (3.4.16)
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und mit (3.4.15) folgt

−(∇(Γ)
n Jr

t)Jm
r = Jr

t(∇(Γ)
n Jm

r) . (3.4.17)

Darin werden m und n vertauscht und nochmals (3.4.15) angewendet und
anschließend m und r vertauscht:

Jr
t(∇(Γ)

n Jm
r) = −Jr

t(∇(Γ)
m Jn

r) (3.4.18)

= Jn
r(∇(Γ)

m Jr
t) (3.4.19)

= −Jn
r(∇(Γ)

r Jm
t) . (3.4.20)

Mit (3.4.16) ergibt sich dann die Identität

Jm
r(∇(Γ)

r Jn
t) = −Jn

r(∇(Γ)
r Jm

t) . (3.4.21)

Term I von (3.4.8) schreibt sich nun mit (3.4.21)

Jl
r(∇(Γ)

w Jm
l)(∇(Γ)

r Jnp) = −Jp
r(∇(Γ)

w Jm
l)(∇(Γ)

r Jnl) (3.4.22)

= Jp
r(∇(Γ)

w Jm
l)(∇(Γ)

n Jrl) , (3.4.23)

wobei im letzten Schritt noch r und n vertauscht wurden. Für Term II von
(3.4.8) ergibt sich durch Vertauschen von r und l sowie m und p und an-
schließendes Anwenden von (3.4.15)

Jl
r(∇(Γ)

w Jn
l)(∇(Γ)

m Jrp) = Jrl(∇
(Γ)
m Jp

r)(∇(Γ)
w Jn

l) (3.4.24)

= −Jrl(∇
(Γ)
p Jm

r)(∇(Γ)
w Jn

l) (3.4.25)

= Jm
r(∇(Γ)

p Jrl)(∇
(Γ)
w Jn

l) . (3.4.26)

Auf Term III von (3.4.8) wird (3.4.15) wie folgt angewendet:

Jl
r(∇(Γ)

m Jnr)(∇
(Γ)
w Jp

l) = −(∇(Γ)
m Jl

r)Jnr(∇
(Γ)
w Jp

l) (3.4.27)

= Jn
r(∇(Γ)

w Jp
l)(∇(Γ)

m Jrl) (3.4.28)

Im letzten Schritt wurden l und r vertauscht. In (3.4.8) werden nun (3.4.23),
(3.4.26) und (3.4.28) für die Terme I, II und III eingesetzt:

∇(T )
w ∇(Γ)

m Jnp = ∇(Γ)
w ∇(Γ)

m Jnp +
1

2
Jp

r(∇(Γ)
n Jrl)(∇

(Γ)
w Jm

l)

+
1

2
Jm

r(∇(Γ)
p Jrl)(∇

(Γ)
w Jn

l)

+
1

2
Jn

r(∇(Γ)
m Jrl)(∇

(Γ)
w Jn

l) (3.4.29)

= 0 . (3.4.30)

In (3.4.30) wurde die Identität (2.9) aus [Gra3] auf Seite 234 ausgenutzt.
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3.5 Quasi-Kähler Mannigfaltigkeiten

Wird nur W1⊕W2 6=0 vorausgesetzt, lassen sich Bedingungen ableiten, unter
denen eine Parallelität von κ bezüglich ∇(T ) erreicht werden kann. Das ist
genau der in Tabelle 2.7.1 aufgeführte Fall einer quasi-Kähler Mannigfaltig-
keit. Die Grundlage der folgenden Beweisführung bilden [Nag1] und [Nag2].
Es werden hier alle Rechenschritte ausgeführt und auf den zuvor eingeführ-
ten Formalismus zurückgeführt.
Als Bedingung für die ∇(T )-parallele Kontorsion ist ein Riemann-Tensor aus
G3 erforderlich (siehe Abschnitt 3.2). Umgekehrt kann nun gezeigt werden,
daß die ∇(T )-Parallelität von κ auf der betrachteten Mannigfaltigkeit die
Gültigkeit der Krümmungsbedingung von G3 erfordert. Bei den hier zu be-
trachtenden halb-flachen SU(3)-Mannigfaltigkeiten ist diese Bedingung für
den Riemann-Tensor im allgemeinen nicht erfüllt, was der Annahme der Par-
allelität von κ widerspricht.

Satz 3.5.1 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kähler, dann

ist Tmn
r∇

(T )
r κpqs = 0 genau dann, wenn der Riemann-Tensor aus G3 ist.

Um diesen Satz zu beweisen, sind einige Vorbereitungen nötig. In den fol-
genden beiden Lemmata werden dazu zwei Identitäten für die kovarianten
Ableitungen von κ bewiesen, die auf quasi-Kählerschen Mannigfaltigkeiten
gelten, wenn die erste bzw. die zweite Krümmungsbedingung von Gray erfüllt
ist. Und zwar gilt:

Lemma 3.5.1 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kähler.
Ist der Riemann-Tensor aus G3, so folgt

Jm
k(∇

(T )
k κlp

r)Jn
l + ∇(T )

m κnp
r = 0 . (3.5.1)

Beweis:
Der Beweis wird in mehreren Schritten geführt:
1.) Im Gegensatz zum SU(3)-Krümmungstensor (oder Riemann-Tensor ei-
ner Kähler Mannigfaltigkeit) vertauscht der Riemann-Tensor im vorliegenden
Fall nicht mit der Kählerform J . Diese Differenz auf der SU(3)-Mannigfaltigkeit
wird durch den Tensor

D(T )
mnpq := ∇(T )

m κnpq − (∇(T )
n κmpq + 2Tmn

lκlpq) (3.5.2)
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ausgedrückt. Es gilt dann

0 = R(T )
mnpq −R(T )

mnrsJp
rJq

s (3.5.3)

= R(Γ)
mnpq −R(Γ)

mnrsJp
rJq

s + ∇(T )
m κnpq −∇(T )

n κmpq

+2Tmn
lκlpq − κnq

lκmpl + κmq
lκnpl

−∇(T )
m κnrsJp

rJq
s + ∇(T )

n κmrsJp
rJq

s

−2Tmn
lκlrsJp

rJq
s + κns

lκmrlJp
rJq

s − κms
lκnrlJp

rJq
s (3.5.4)

= R(Γ)
mnpq −R(Γ)

mnrsJp
rJq

s + D(T )
mnpq − D(T )

mnrsJp
rJq

s . (3.5.5)

Wegen D
(T )
mnpq = −D

(T )
mnrsJp

rJq
s ist

R(Γ)
mnrsJp

rJq
s − R(Γ)

mnpq = 2D(T )
mnpq (3.5.6)

und daraus folgt dann auch

R(Γ)
uvpqJm

uJn
v − R(Γ)

mnpq = 2D(T )
pqmn . (3.5.7)

2.) Aus (3.5.7) ergibt sich

R(Γ)
uvrsJm

uJn
vJp

rJq
s −R(Γ)

mnrsJp
rJq

s = 2D(T )
rsmnJp

rJq
s . (3.5.8)

Durch Hinzuaddieren von (3.5.6) folgt daraus

R(Γ)
uvrsJm

uJn
vJp

rJq
s − R(Γ)

mnpq = 2D(T )
rsmnJp

rJq
s + 2D(T )

mnpq , (3.5.9)

woraus schließlich die Äquivalenz

R(Γ)
uvrsJm

uJn
vJp

rJq
s = R(Γ)

mnpq

⇔

D(T )
rsmnJp

rJq
s = −D(T )

mnpq (3.5.10)

folgt.
Durch beidseitiges Anwenden von J auf (3.5.10) erhält man weiter

D(T )
rsmnJk

rJl
sJp

kJq
l = −D(T )

mnrsJp
rJq

s

D(T )
rsmn(−δq

s)(−δp
r) = −(−D(T )

mnpq)

D(T )
pqmn = D(T )

mnpq . (3.5.11)

3.) Ist der Riemann-Tensor also aus G3 , so gilt (3.5.11) , was gleichbedeutend
ist mit

∇(T )
m κnpq −∇(T )

n κmpq + 2Tmn
lκlpq

= ∇(T )
p κqmn −∇(T )

q κpmn + 2Tpq
lκlmn . (3.5.12)
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Wegen der quasi-Kähler Bedingung κnpq = −κvrqJn
vJp

r und der Vertausch-
barkeit von ∇(T ) und J gilt

Jm
uTun

lκlrqJp
r = Tmn

lκkpq (3.5.13)

und

−∇(T )
n κurqJm

uJp
r = ∇(T )

n κmpq . (3.5.14)

Damit folgt aus (3.5.12)

Jm
u∇(T )

u κnrqJp
r −∇(T )

n κurqJm
uJp

r + 2Jm
uTun

lκlrqJp
r

= Jp
r∇(T )

r κqunJm
u −∇(T )

q κrunJp
rJm

u + 2Jp
rTrq

lκlunJm
u (3.5.15)

also

Jm
u∇(T )

u κnrqJp
r + ∇(T )

n κmpq + 2Tmn
lκlpq

= Jp
r∇(T )

r κqunJm
u + ∇(T )

q κpmn + 2Tpq
lκlmn . (3.5.16)

Addieren von (3.5.12) und(3.5.16) ergibt dann unter Benutzung von

Jn
v∇(T )

m κvpq = Jp
r∇(T )

m κnrq (3.5.17)

folgende Identität:

Ju
vJm

u∇(T )
u κvpq + ∇(T )

m κnpq + 4Tmn
lκlpq − 4Tpq

lκlmn

= Jq
sJp

r∇(T )
r κsmn + ∇(T )

p κqmn (3.5.18)

Die linke Seite von (3.5.18) ist J-anti-invariant, die rechte Seite ist J-invariant
in p und q.
Für die rechte Seite von (3.5.18) gilt

Jj
qJi

pJq
sJp

r∇(T )
r κsmn + ∇(T )

p κqmnJi
pJj

q

= (−δj
s)(−δi

r)∇(T )
r κsmn + ∇(T )

p κqmnJi
pJj

q (3.5.19)

= ∇
(T )
i κjmn + ∇(T )

p κqmnJi
pJj

q . (3.5.20)

Für die linke Seite von (3.5.18) gilt

Jj
qJi

pJn
vJm

u∇(T )
u κvpq + 4Tmn

lκlpqJi
pJj

q − 4Tpq
lκlmnJi

pJj
q

= −Jn
vJm

u∇(T )
u κvij − 4Tmn

lκlij + 4Tij
lκlmn , (3.5.21)

dabei wurde im letzten Schritt folgendermaßen vorgegangen:
mit

κqv
lJn

v = Jv
lκqn

v (3.5.22)
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erhält man

∇(T )
u κvpqJi

pJj
q = −∇(T )

u κvi
p JpqJj

q

︸ ︷︷ ︸

gpj

(3.5.23)

= −∇(T )
u κvij . (3.5.24)

Es folgt also

Jq
sJp

r∇(T )
r κsmn + ∇(T )

p κqmn = 0 , (3.5.25)

und das beendet den Beweis. �

Lemma 3.5.2 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kähler.
Genau dann, wenn der Riemann-Tensor aus G2 ist, gilt

∇(T )
m κnpq = ∇(T )

n κmpq . (3.5.26)

Beweis:
Aus (3.5.6) und (3.5.7) folgt zunächst die Äquivalenz

D(T )
pqmn = D(T )

unrqJm
uJp

r (3.5.27)

⇔

R(Γ)
mnpq − R(Γ)

uvpqJm
uJn

v = R(Γ)
unrqJm

uJp
r +R(Γ)

unpsJm
uJq

s . (3.5.28)

Die rechte Seite von (3.5.27) wird nun wie folgt ausgeschrieben:

∇(T )
u κnrqJm

uJp
r −∇(T )

n κurqJm
uJp

r

︸ ︷︷ ︸

II

+2 Jm
uTun

lκlrqJp
r

︸ ︷︷ ︸

III

(3.5.29)

= ∇(T )
u κvpqJm

uJn
v + ∇(T )

n κmpq + 2Tmn
lκlpq (3.5.30)

= ∇(T )
u κvpqJm

uJn
v + ∇(T )

m κnpq + 4Tmn
lκlpq − D(T )

mnpq (3.5.31)

Dabei wurde auf Term II aus (3.5.29) die Identität (3.5.13) angewendet und

auf Term III die Identität (3.5.14). Durch Einsetzen der Definition D
(T )
mnpq in

(3.5.30) ergibt sich dann (3.5.31). Aus (3.5.31) folgt, daß unter Voraussetzung
von (3.5.28) die folgende Identität erfüllt ist:

D(T )
pqmn = ∇(T )

u κvpqJm
uJn

v + ∇(T )
m κnpq + 4Tmn

lκlpq − D(T )
mnpq (3.5.32)
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Wegen G2 ⊂ G3 liegt der in diesem Lemma vorausgesetzte Riemann-Tensor
auch in G3 und es folgt mit (3.5.11) aus (3.5.32)

2D(T )
mnpq − 4Tmn

lκlpq = ∇(T )
u κvpqJm

uJn
v + ∇(T )

m κnpq . (3.5.33)

Die linke Seite von (3.5.33) ist J-anti-invariant in m und n, denn es ist
offensichtlich

2D(T )
uvpqJmJn

v − 4Tuv
lκlpqJmJn

v = −2D(T )
mnpq + 4Tmn

lκlpq . (3.5.34)

Die rechte Seite von (3.5.33) ist J-invariant in m und n, in Analogie zur
rechten Seite von (3.5.18). Beide Seiten von (3.5.33) verschwinden somit,
woraus die Behauptung (3.5.26) folgt.

Ist umgekehrt (3.5.26) erfüllt, so ergibt sich mit der Definition von D
(T )
mnpq:

D(T )
mnpq = 2Tmn

lκlpq (3.5.35)

= 2Tun
lκlrqJmJr

p (3.5.36)

= ∇(T )
u κnrqJm

uJp
r −∇(T )

u κnrqJm
uJn

v

︸ ︷︷ ︸

II

+2Tun
lκlrqJmJr

p (3.5.37)

= ∇(T )
u κvrqJm

uJp
r −∇(T )

n κurqJm
uJn

v

+2Tun
lκlrqJmJr

p (3.5.38)

= D(T )
unrqJm

uJp
r . (3.5.39)

In (3.5.35) wurde (3.5.14) benutzt und auf Term II von (3.5.37) wurde
(3.5.26) angewendet. Das ist aber gerade (3.5.27), was äquivalent zu (3.5.28),
also zur zweiten Krümmungsbedingung von Gray ist. Das macht den Beweis
komplett. �

Lemma 3.5.3 Sei die SU(3)-Mannigfaltigkeit von der Klasse quasi-Kähler.
Ist der Riemann-Tensor aus G3 , so gilt für den SU(3)-Krümmungstensor

R(T )
uvpqJm

uJn
v = R(T )

mnpq . (3.5.40)

Beweis:
Mit der Definition von D

(T )
mnpq schreibt sich der SU(3)-Krümmungstensor

(3.2.2):

R(T )
mnpq = R(Γ)

mnpq + D(T )
mnpq − κnq

lκmpl + κmq
lκnpl (3.5.41)
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Mit (3.5.11) folgt daraus

R(T )
mnpq −R(T )

pqmn = −κnq
lκmpl + κmq

lκnpl + κqn
lκpml − κpn

lκqml .

(3.5.42)

Durch Anwenden von J in m und n (3.5.42) ergibt sich

R(T )
uvpqJm

uJn
v − R(T )

pquvJm
uJn

v = −κvq
lκuplJm

uJn
v + κuq

lκvplJm
uJn

v

+κqv
lκpulJm

uJn
v − κpv

lκqulJm
uJn

v .

(3.5.43)

Davon wird jeweils links und rechts R
(T )
mnpq subtrahiert, so daß folgt:

R(T )
uvpqJm

uJn
v − R(T )

mnpq = R(T )
pquvJm

uJn
v −κvq

lκuplJm
uJn

v + κuq
lκvplJm

uJn
v

︸ ︷︷ ︸

II

+κqv
lκpulJm

uJn
v − κpv

lκqulJm
uJn

v

︸ ︷︷ ︸

III

−R(T )
mnpq

︸ ︷︷ ︸

IV

(3.5.44)

= R(T )
pqmn − κnq

lκmpl + κmq
lκnpl

+κqn
lκpml − κpn

lκqml

−R(T )
pqmn + κnq

lκmpl − κmq
lκnpl

−κqn
lκpml + κpn

lκqml

(3.5.45)

= 0

Um von (3.5.44) zu (3.5.45) zu gelangen, wurde auf Term II aus (3.5.44) die
quasi-Kähler Bedingung angewendet, auf Term III (3.5.22) angewendet und
Term IV mit (3.5.42) ausgedrückt. Das ist die Behauptung des Lemmas. �

Mit diesen drei Lemmata ist nun der Beweis von Satz 3.5.1 möglich:
Es wird zunächst ∇

(T )
m von links auf (3.5.1) angewendet:

Jn
k∇(T )

m ∇
(T )
k κlqwJp

l + ∇(T )
m ∇(T )

n κpqr = 0 (3.5.46)

Austauschen von m durch Jn
t und n durch Jm

s führt dann auf

Js
kJm

sJn
t∇

(T )
t ∇

(T )
k κlqrJp

l + Jm
sJn

t∇
(T )
t ∇(T )

s κpqr = 0 (3.5.47)

(−δm
k)Jn

t∇
(T )
t ∇

(T )
k κlqrJp

l + Jm
sJn

t∇
(T )
t ∇(T )

s κpqr = 0 (3.5.48)

−Jn
t∇

(T )
t ∇(T )

m κlqrJp
l + Jm

sJn
t∇

(T )
t ∇(T )

s κpqr = 0 . (3.5.49)
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Addieren von (3.5.46) und (3.5.49) ergibt

Jn
k∇(T )

m ∇
(T )
k κlqrJp

l − Jn
k∇

(T )
k ∇(T )

m κlqrJp
l

+∇(T )
m ∇(T )

n κpqr + Jm
sJn

k∇
(T )
k ∇(T )

s κpqr = 0 (3.5.50)

⇔

−(−Jn
k∇(T )

m ∇
(T )
k κlqrJp

l + Jn
k∇

(T )
k ∇(T )

m κlqrJp
l)

= ∇(T )
m ∇(T )

n κpqr + Jm
sJn

k∇
(T )
k ∇(T )

s κpqr . (3.5.51)

Die Ricci-Identität (3.1.1) lässt sich auf κ fortsetzen:

[∇(T )
m ,∇(T )

n ]κpqr = −R(T )
mnp

v
κvqr − R(T )

mnq

v
κpvr − R(T )

mnr

v
κpqv

︸ ︷︷ ︸

≡−R̃
(T )
mnκpqr

−2Tmn
t∇tκpqr (3.5.52)

Zur besseren Übersicht soll im folgenden die in (3.5.52) eingeführte Abkürzung

R̃
(T )
mnκpqr := −R

(T )
mnp

v
κvqr−R

(T )
mnq

v
κpvr −R

(T )
mnr

v
κpqv benutzt werden. Damit er-

gibt sich dann aus (3.5.51)

Jn
kR̃

(T )
mkκlqrJp

l + 2Jn
kTmk

t∇
(T )
t κlqrJp

l

= ∇(T )
m ∇(T )

n κpqr + Jm
sJn

k∇
(T )
k ∇(T )

s κpqr . (3.5.53)

Durch Antisymmetrisieren von (3.5.53) in m und n erhält man

Jn
kR̃

(T )
mkκlqrJp

l + 2Jn
kTmk

t∇
(T )
t κlqrJp

l

−(Jm
kR̃

(T )
nk κlqrJp

l + 2Jm
kTnk

t∇
(T )
t κlqrJp

l) (3.5.54)

= ∇(T )
m ∇(T )

n κpqr + Jm
sJn

k∇
(T )
k ∇(T )

s κpqr

−(∇(T )
n ∇(T )

m κpqr + Jm
sJn

k∇(T )
s ∇

(T )
k κpqr) (3.5.55)

und das ist äquivalent zu

Jn
kR̃

(T )
mkκlqrJp

l + Jm
kR̃

(T )
kn κlqrJp

l

+2(Jn
kTmk

t∇
(T )
t − Jm

kTkn
t)∇

(T )
t κlqrJp

l (3.5.56)

= (∇(T )
m ∇(T )

n κpqr −∇(T )
n ∇(T )

m κpqr)

−(Jm
sJn

k∇(T )
s ∇

(T )
k κpqr − Jn

kJm
s∇

(T )
k ∇(T )

s κpqr) (3.5.57)

= −R̃(T )
mnκpqr − 2Tmn

t∇
(T )
t κpqr

+Jm
sJn

kR̃
(T )
sk κpqr + 2Jm

sJn
kTsk

t∇
(T )
t κpqr . (3.5.58)
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Daraus folgt

Jn
kR̃

(T )
mkκlqrJp

l + Jm
kR̃

(T )
kn κlqrJp

l

︸ ︷︷ ︸

−Jn
kR̃

(T )
mk

(3.5.59)

+2(Jn
kTmk

t∇
(T )
t − Jm

kTkn
t)∇

(T )
t κlqrJp

l

= −R̃(T )
mnκpqr + Jm

sJn
kR̃

(T )
sk κpqr

−2Tmn
t∇

(T )
t κpqr + 2Jm

sJn
kTsk

t∇
(T )
t κpqr (3.5.60)

= Jm
sJn

kR̃
(T )
sk κpqr − R̃(T )

mnκpqr

+2(Jm
sJn

kTsk
t − Tmn

t)∇
(T )
t κpqr . (3.5.61)

Wird in (3.5.61) Lemma 3.5.3 angewendet, woraus auch

Jm
kR

(T )
knpq = −Jn

kR
(T )
mkpq (3.5.62)

folgt und was in (3.5.59) eingesetzt wurde, so erhält man schließlich

2(Jn
kTmk

t − Jm
kTkn

t)∇
(T )
t κlqrJp

l

= 2(Jm
sJn

kTsk
t − Tmn

t)∇
(T )
t κpqr . (3.5.63)

Mit Jm
sTsn

t = −Js
tTmn

s und Jn
kTmk

t = −Jk
tTmn

k [Nag1] folgt aus (3.5.51)

(−Jk
tTmn

k − Jk
tTmn

k)∇
(T )
t κlqrJp

l

= ((−1)2Js
kJk

tTmn
s − Tmn

t)κlqrJp
l (3.5.64)

= (−Tmn
t − Tmn

t)κlqrJp
l , (3.5.65)

woraus weiter

Jk
tTmn

k∇
(T )
t κlqrJp

l = Tmn
t∇

(T )
t κpqr (3.5.66)

folgt. Mit Lemma 3.5.1 ist aber auch

Jk
tTmn

k∇
(T )
t κlqrJp

l = −Tmn
t∇

(T )
t κpqr , (3.5.67)

so daß die Behauptung

Tmn
t∇

(T )
t κpqr = 0 (3.5.68)

folgt.
Wird nun umgekehrt κ als ∇(T )-parallel vorausgesetzt, so ist (3.5.26) tri-
vialerweise erfüllt und mit Lemma 3.5.2 folgt, daß der Riemann-Tensor die
zweite Krümmungsbedingung von Gray erfüllt und somit auch in G3 liegt.
Damit ist der Satz bewiesen. �
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3.6 Ricci-Tensor spezieller halb-flacher Mannigfaltig-
keiten

In dem auf die Form (3.3.66) gebrachten Komponenten des Ricci-Tensors

treten noch Terme der Form ∇
(T )
γ̄ T γ̄αβ auf, die Komponenten der Gestalt

(3.3.27) beinhalten Terme der Form ∇
(T )
δ καβ̄

δ. Für die speziellen halb-flachen
Mannigfaltigkeiten, wie sie in [Gur1] behandelt und physikalisch motiviert
werden, ist es möglich, die kovarianten Ableitungen von κ der obigen Form
zu berechnen. Es erscheint aber nicht offensichtlich zu einem Endergebnis zu
gelangen, in dem alle kovarianten Ableitungen durch Linearkombinationen
von quadratischen Termen in T bzw. κmit reellen Indizes ausgedrückt werden
können.

3.6.1 Voraussetzungen

Vorausgesetzt sei eine spezielle halb-flache Mannigfaltigkeit, welche im Zu-
sammenhang der verallgemeinerten String-Kompaktifizierung auftritt [Gur1],
[Gur2]. In diesem speziellen Fall ist es möglich, die SU(3)-invarianten For-
men Ω und J , sowie deren Differentiale dΩ und dJ mit harmonischen Basis-
Formen in Beziehung zu setzen, die auf Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten exi-
stieren. Die Dimensionen der Räume der harmonischen Formen sind auf der
Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit durch die Hodge-Zahlen bestimmt und durch
den Hodge-Diamond dargestellt (siehe Abschnitt 2.5). Dabei sind nur die
Hodge-Zahlen h11 und h21 unbestimmt. Im folgenden werden die zur Berech-
nung der kovarianten Ableitungen von κ benötigten Beziehungen gemäß des
Formalismus aus [Gur1] zusammengestellt.
ωi , i = 1, ..., h(1,1)(Y ) und (αA, β

A) , A = 0, ..., h(1,2)(Y ) bezeichnen dabei
auf der Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit Y harmonische Basen der Räume der
harmonischen (1,1)-Formen H(1,1)(Y ) und harmonischen 3-Formen H3(Y ).
In dem in [Gur1] benutzten Formalismus gelten folgende Beziehungen:

J = viωi (3.6.1)

Ω = zAαA −FAβ
A (3.6.2)

Dabei sind vi skalare Felder, zA := (1, za), a = 1, ..., h(1,2)(Y ) und FA Pa-
rameter, die in [Can1] definiert sind, wobei die Parameter FA von den za

abhängen können. Es gilt:

∗J = 4Kgijν
iω̃j (3.6.3)

∗ω̃i =
1

4K
gijω (3.6.4)
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gij ist eine in [Gur1] definierte Metrik und K bezeichnet das dort angegebene
Kählerpotential. νi sind skalare Felder, analog zu den vi. Es gilt:

dΩ = eiω̃
i (3.6.5)

und

dJ = vieiβ
0 (3.6.6)

mit den konstanten Parametern ei. Weiterhin ist

dωi = eiβ
0 (3.6.7)

und

dω̃i = 0 .

Die Hodge-duale Basis zu (αA, β
A) ist gegeben durch

∗αA = AA
BαB +BABβ

B (3.6.8)

und

∗βA = CABαB +DA
Bβ

B . (3.6.9)

Die Komponenten AA
B, BAB, CAB und DA

B der Matrizen A, B, C und D
werden in [Suz] und [Cer] berechnet.
Auf der Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit ist auch (Ω, χa, Ω̄, χ̄a) eine Basis von
H3(Y ) mit den (3,0)-Formen Ω und den (2,1)-Formen χa auf Y [Gur2]. Damit
ist

βA = f̃AΩ + f̃Aaχa + h.c. (3.6.10)

αA = fAΩ + fA
aχa + h.c. . (3.6.11)

3.6.2 Berechnung der kovarianten Ableitungen

Zunächst werden die Terme ∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)

γ̄
αβ berechnet:

Mit (3.3.33) und (2.8.2) ist

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)

γ̄
αβ = ∇

(T )
γ̄ ((F (2,2))γ̄ᾱγαΩγαβ) (3.6.12)

= (∇
(T )
γ̄ (F (2,2))γ̄ᾱγα)Ωγαβ . (3.6.13)
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Wegen der festliegenden Indexstruktur in (3.6.13) kann direkt zu reellen In-
dizes übergegangen werden. Es ist also die kovariante Ableitung von F (2,2)

zu berechnen:

∇(T )
p (F (2,2))pmrs = ∇(Γ)

p (F (2,2))pmrs + κpl
m(F (2,2))plrs + κpl

r(F (2,2))pmls

+κpl
s(F (2,2))pmrl (3.6.14)

Mit (3.3.44) ist

∇(Γ)
p (F (2,2))pmrs = −

1

3
(d†F (2,2))mrs . (3.6.15)

Aus (3.6.14) ergibt sich dann insgesamt

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)

γ̄
αβ = (−

1

3
(d†F (2,2))ᾱρσ + κγ̄λ̄

ᾱ(F (2,2))γ̄λ̄ρσ + κγ̄λ
ρ(F (2,2))γ̄ᾱλσ

+κγ̄λ
σ(F (2,2))γ̄ᾱρσ)Ωρσβ . (3.6.16)

Die Ko-Ableitung (d†F (2,2))mrs von F (2,2) lässt sich nun mittels (3.6.5) be-
rechnen. Wegen der festliegenden Indexstruktur von F (2,2) gilt

(d†F (2,2))ᾱρσ = (d†F (2,2))mrs (3.6.17)

=
1

4 ‖ Ω ‖2
ei(d

†ω̃i)mrs (3.6.18)

=
1

4 ‖ Ω ‖2
ei(∗d ∗ ω̃

i)mrs , (3.6.19)

in (3.6.19) wurde dabei (3.3.45) benutzt. Einsetzen von (3.6.4) für ∗ω̃i in
(3.6.19) führt dann auf

(d†F (2,2))mrs =
1

4 ‖ Ω ‖2
ei(∗(d(

1

4K
gijωj)))

mrs . (3.6.20)

Durch Einsetzen von (3.6.7) für dωj in (3.6.20) erhält man

(d†F (2,2))mrs =
1

16K ‖ Ω ‖2
eig

ij(∗(ejβ
0))mrs (3.6.21)

=
1

16K ‖ Ω ‖2
eiejg

ij(C0BαB +D0
Bβ

B)mrs . (3.6.22)

Dabei wurde in (3.6.22) das Hodge-Dual von β0 gemäß (3.6.9) berechnet.
Wegen (3.6.17) lässt sich (3.6.22) in (3.6.16) einsetzen. Wird dann auch
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berücksichtigt, daß die Komponenten von κ mit unterschiedlicher Holomor-
phie in den letzten beiden Indizes aufgrund der halb-Flachheits-Bedingung
verschwinden, ergibt sich folgendes Ergebnis

∇
(T )
γ̄ (T1⊕2)

γ̄
αβ = −

1

48 ‖ Ω ‖2
eiejg

ij(C0BαB +D0
Bβ

B)α
ρσ

Ωρσβ .

(3.6.23)

Es sind nun noch die Terme ∇
(T )
γ (κ3)αβ̄

γ zu untersuchen, von denen die Kom-
ponenten (3.3.27) des Ricci-Tensors abhängen. Anders als in den oben be-
rechneten ∇(T )-Termen von (3.3.26), wo nur Komponenten von κ ausW1⊕W2

auftraten und sich alle Ausdrücke auf F (2,2) zurückführen ließen, wirkt ∇(T )

in (3.3.27) auf Komponenten von κ aus W3. Diese sind nach Tabelle 2.8.2

auf Seite 34 durch den Anteil [(dJ)
(2,1)
0 + (dJ)

(1,2)
0 ] von dJ bestimmt und mit

(2.8.20) ist

((dJ)
(1,2)
0 )αβ̄

γ
= 2(κ3)αβ̄

ρJρ
γ (3.6.24)

= 2i(κ3)αβ̄
γ . (3.6.25)

In (3.6.25) wird nun der (1,2)-Anteil von (3.6.6) für ((dJ)
(1,2)
0 )αβ̄

γ
eingesetzt:

viei((β
0)(1,2))αβ̄

γ
= 2i(κ3)αβ̄

γ (3.6.26)

Um die gewünschten kovarianten Ableitungsterme zu berechnen ist also ∇(T )

auf beide Seiten von (3.6.26) anzuwenden:

∇(T )
γ (κ3)αβ̄

γ = −
i

2
viei∇

(T )
γ ((β0)(1,2))αβ̄

γ
(3.6.27)

Es ist dann ∇
(T )
γ ((β0)(1,2))αβ̄

γ
zu berechnen.

Gemäß (3.6.10) lässt sich der (1,2)-Anteil von β0 in eine Basis harmonischer
(1,2)-Formen χa := χ̄a auf einer Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeit entwickeln:

((β0)(1,2))αβ̄
γ

= c(1,2)a (χa)αβ̄
γ (3.6.28)

Dabei sind c
(1,2)
a :=

¯̃
f 0a die dazugehörigen Entwicklungskoeffizienten. Auf

(3.6.28) ist ∇(T ) anzuwenden:

∇(T )
γ ((β0)(1,2))αβ̄

γ
= c(1,2)a ∇(T )

γ (χa)αβ̄
γ (3.6.29)

= c(1,2)a ∇(T )
p (χa)mn

p , (3.6.30)
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denn für die harmonischen Basis-Formen χa liegt die Indexstruktur fest, so
daß in (3.6.29) unmittelbar reelle Indizes eingesetzt werden können. Für diese
lässt sich in der vorliegenden Form die kovariante Ableitung berechnen:

∇(T )
p (χa)mn

p = ∇(Γ)
p (χa)mn

p − κpm
l(χa)ln

p − κpn
l(χa)ml

p

+κpl
p(χa)mn

l (3.6.31)

= −
1

2
(d†χa)mn − κpm

l(χa)ln
p − κpn

l(χa)ml
p (3.6.32)

Auf den ersten Term von (3.6.31) lässt sich (3.3.44) anwenden, der letzte
Term verschwindet aufgrund der Spurlosigkeit von κ im halb-flachen Fall. Es
ist also die Ko-Ableitung d†χa in (3.6.32) explizit zu berechnen. Nach der
Formel von K.Kodaira [Tia] ist es möglich, die Basisformen χa mit Ω aus
(2.5.1) in Beziehung zu setzen:

(
∂Ω

∂za
)mnp = ka(Ω)mnp + (χa)mnp (3.6.33)

Dabei sind za die Parameter aus (3.6.2). Von diesen Parametern können
die in (3.6.33) auftretenden Koeffizienten ka abhängen, aber nicht von der
Mannigfaltigkeit [Can1]. Anwenden der Ko-Ableitung ergibt

(d†
∂Ω

∂za
)mn = ka(d†Ω)mn + (d†Xa)mn . (3.6.34)

Wird vorausgesetzt, daß d† und ∂
∂za kommutieren, verschwindet die linke Seite

von (3.6.34), da davon ausgegangen wird, daß d†Ω nicht von den Parametern
za abhängt. Es ist somit

(d†χa)mn = −ka(d†Ω)mn . (3.6.35)

Die Ko-Ableitung von d†Ω lässt sich berechnen. Mit (3.3.45) und ∗Ω = −iΩ
[Can2] ist

(d†Ω)mn = (∗d(∗Ω))mn (3.6.36)

= −i(∗dΩ)mn . (3.6.37)

Durch Einsetzen von (3.6.5) in (3.6.37) und anschließendes Anwenden von
(3.6.4) ergibt sich

(d†Ω)mn = −iei(∗ω̃
i)mn (3.6.38)

= −
iei
4K

gij(ωj)mn . (3.6.39)
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Aus (3.6.35) erhält man mit (3.6.39)

(d†χa)mn = ka
iei
4K

gij(ωj)mn . (3.6.40)

Wird nun (3.6.40) in (3.6.32) eingesetzt, so folgt

∇(T )
p (χa)mn

p = −
1

2
ka
iei
4K

gij(ωj)mn − κpm
l(χa)ln

p

−κpn
l(χa)ml

p . (3.6.41)

Einsetzen von (3.6.41) in (3.6.30) ergibt

∇(T )
γ ((β0)(1,2))αβ̄

γ
= −

iei
8K

kac(1,2)a gij(ωj)αβ̄ , (3.6.42)

wobei die halb-Flachheits-Bedingung berücksichtigt wurde, weshalb die Ter-
me, die Komponenten von κ mit unterschiedlicher Holomorphie in den letz-
ten beiden Indizes enthalten, verschwinden. Durch Einsetzen von (3.6.42) in
(3.6.27) erhält man als Ergebnis

∇(T )
γ (κ3)αβ̄

γ = −
1

16K
eiejv

ikac(1,2)a (ωj)αβ̄ . (3.6.43)

Insgesamt lässt sich folgendes Ergebnis für die Komponenten des Ricci-Ten-
sors angeben:

R
(Γ)
αβ = −

1

24K ‖ Ω ‖2
eiejg

ij((C0BαB +D0
Bβ

B)α
ρσ

Ωρσβ

+(C0BαB +D0
Bβ

B)β
ρσ

Ωρσα)

−(κ3)α
ργ(κ1⊕2)ργβ − (κ3)β

ργ(κ1⊕2)ργα + 2(κ3)γ̄α
ρ̄(κ3)ρ̄β

γ̄

(3.6.44)

R
(Γ)

ᾱβ̄
= −

1

24K ‖ Ω ‖2
eiejg

ij((C0BαB +D0
Bβ

B)ᾱ
ρ̄σ̄

Ωρ̄σ̄β̄

+(C0BαB +D0
Bβ

B)β̄
ρ̄σ̄

Ωρ̄σ̄ᾱ)

−(κ3)ᾱ
ρ̄γ̄(κ1⊕2)ρ̄γ̄β̄ − (κ3)β̄

ρ̄γ̄(κ1⊕2)ρ̄γ̄ᾱ + 2(κ3)γᾱ
ρ(κ3)ρβ̄

γ

(3.6.45)

und

R
(Γ)

αβ̄
= −

1

8K
eiejv

ikac(1,2)a (ωj)αβ̄

−2(κ1⊕2)αδρ(κ1⊕2)
ρ
β̄
δ + 2(κ1⊕2)δα

ρ̄(κ1⊕2)ρ̄β̄
δ

−(κ1⊕2)αγρ(κ1⊕2)β̄
γρ + (κ3)α

γρ(κ3)β̄γρ . (3.6.46)
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R
(Γ)
ᾱβ = −

1

8K
eiejv

ikac(1,2)a (ωj)ᾱβ

−2(κ1⊕2)ᾱδ̄ρ̄(κ1⊕2)
ρ̄
β
δ̄
+ 2(κ1⊕2)δ̄ᾱ

ρ(κ1⊕2)ρβ
δ̄

−(κ1⊕2)ᾱγ̄ρ̄(κ1⊕2)β
γ̄ρ̄ + (κ3)ᾱ

γ̄ρ̄(κ3)βγ̄ρ̄ . (3.6.47)

Aus (3.6.46) und (3.6.47) ergibt sich Ricci-Skalar, der auch durch (3.3.28)
gegeben ist:

R(Γ) = −2(κ1⊕2)αγδ(κ1⊕2)
δαγ + 2(κ1⊕2)γαδ(κ1⊕2)

δαγ

−(κ1⊕2)αγδ(κ1⊕2)
αγδ + (κ3)αγ̄δ̄(κ3)

αγ̄δ̄ + c.c. .

(3.6.44) und (3.6.45) lassen sich vereinfachen. Da die Spuren (αA)α
ασ und

(βB)α
ασ

verschwinden ([Suz]), gehören die (1,2)-Formen αA und βB sowie die
komplex Konjugierten zu den SU(3)-Darstellungen [6] sowie [6̄]. Das folgt in
Analogie zu (2.7.33), denn die (1,2)-Formen αA und βB liegen in [3]⊗[3]=[3̄]⊕[6],
wobei der [3̄]-Anteil verschwindet. Da Ω ein SU(3)-Singulett ist, liegen

(αA)α
ρσΩρσβ und (βB)α

ρσ
Ωρσβ (3.6.48)

in der Darstellung [6]⊗[1]=[6]. Da in (3.6.48) zwei freie Indizes vorkommen,
müssen diese symmetrisch sein, denn der [6]-Anteil entspricht dem symmetri-
schen Anteil von [3]⊗[3]. Es ist also:

R
(Γ)
αβ = −

1

12K ‖ Ω ‖2
eiejg

ij((C0BαB +D0
Bβ

B)α
ρσ

Ωρσβ

−(κ3)α
ργ(κ1⊕2)ργβ − (κ3)β

ργ(κ1⊕2)ργα + 2(κ3)γ̄α
ρ̄(κ3)ρ̄β

γ̄

(3.6.49)

Analoges gilt für die komplex konjugierten Komponenten:

R
(Γ)

ᾱβ̄
= −

1

12K ‖ Ω ‖2
eiejg

ij((C0BαB +D0
Bβ

B)ᾱ
ρ̄σ̄

Ωρ̄σ̄β̄

−(κ3)ᾱ
ρ̄γ̄(κ1⊕2)ρ̄γ̄β̄ − (κ3)β̄

ρ̄γ̄(κ1⊕2)ρ̄γ̄ᾱ + 2(κ3)γᾱ
ρ(κ3)ρβ̄

γ

(3.6.50)
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4 Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Begriffe der G-Struktur auf einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit und des Zusammenhangs auf einer G-Man-
nigfaltigkeit von einem mathematischen Standpunkt eingeführt. Als weite-
rer grundlegender Begriff wird als charakteristische Größe die intrinsische
Torsion- und Kontorsion der G-Struktur definiert. Mannigfaltigkeiten mit
SU(3)-Struktur werden dann als spezielle Beispiele mit den darauf definier-
ten Zusammenhängen und Krümmungstensoren konkretisiert. Dabei wird die
Zerlegung der intrinsischen Torsion- und Kontorsion in irreduzible SU(3)-
Darstellungen durchgeführt und eine Klassifikation der SU(3)-Mannigfal-
tigkeiten erreicht. Es wird die Beziehung zwischen den Komponenten von
Torsion und Kontorsion bezüglich der einzelnen Darstellungen und der Diffe-
rentiale der invarianten Formen der SU(3)-Mannigfaltigkeit hergestellt. Für
die spezielle Klasse der halb-flachen Mannigfaltigkeiten werden Ricci-Tensor
und Ricci-Skalar berechnet, welche nur von der intrinsischen Kontorsion
und ihren kovarianten Ableitungen abhängen. Der zentrale Punkt ist da-
bei, diese kovarianten Ableitungen der intrinsischen (Kon-) Torsion zu be-
rechnen. Es kann gezeigt werden, daß für bestimmte Klassen von SU(3)-
Mannigfaltigkeiten Parallelität der intrinsischen (Kon-) Torsion bezüglich ei-
nes SU(3)-Zusammenhangs erfüllt ist. Das gilt allgemein im Fall einer nearly-
Kähler Mannigfaltigkeit, welche auch in der größeren Klasse der halb-flachen
Mannigfaltigkeiten enthalten ist. In der Klasse der quasi-Kählerschen Man-
nigfaltigkeiten gilt die Parallelität der intrinsischen (Kon-)Torsion bezüglich
des SU(3)-Zusammenhangs für einen speziellen Fall; und zwar genau dann,
wenn der Riemann-Tensor mit der fast-komplexen Struktur vertauscht, d.h.
wenn die dritte Krümmungsbedingung von Gray erfüllt ist. Diese spezielle
Bedingung ist im allgemeinen aber nicht für die halb-flache Mannigfaltigkeit
gültig.
Eine Berechnung der in der im Ricci-Tensor speziellen Form auftretenden
kovarianten Ableitungen ist für einen Spezialfall halb-flacher Mannigfaltig-
keiten aber dennoch möglich. In komplexer Indexschreibweise gelingt dies
mit Hilfe eines in [Gur1] eingeführten Formalismus, welcher mit der physi-
kalischen Motivation der halb-flachen Mannigfaltigkeiten in engem Zusam-
menhang steht. Man gelangt so zu Ausdrücken der Komponenten des Ricci-
Tensors (in komplexer Indexschreibweise), welche neben einer Linearkombi-
nation von quadratischen Termen der intrinsischen Kontorsion noch weitere,
ableitungsfreie Terme enthalten, die auf den Formalismus aus [Gur1] zurück-
zuführen sind. Für diesen speziellen Fall von halb-flachen Mannigfaltigkeiten
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lauten die Komponenten des Ricci-Tensors also explizit:

R
(Γ)
αβ = −

1

12K ‖ Ω ‖2
eiejg

ij((C0BαB +D0
Bβ

B)α
ρσ

Ωρσβ

−(κ3)α
ργ(κ1⊕2)ργβ − (κ3)β

ργ(κ1⊕2)ργα + 2(κ3)γ̄α
ρ̄(κ3)ρ̄β

γ̄

R
(Γ)

ᾱβ̄
= −

1

12K ‖ Ω ‖2
eiejg

ij((C0BαB +D0
Bβ

B)ᾱ
ρ̄σ̄

Ωρ̄σ̄β̄

−(κ3)ᾱ
ρ̄γ̄(κ1⊕2)ρ̄γ̄β̄ − (κ3)β̄

ρ̄γ̄(κ1⊕2)ρ̄γ̄ᾱ + 2(κ3)γᾱ
ρ(κ3)ρβ̄

γ

und

R
(Γ)

αβ̄
= −

1

8K
eiejv

ikac(1,2)a (ωj)αβ̄

−2(κ1⊕2)αδρ(κ1⊕2)
ρ
β̄
δ + 2(κ1⊕2)δα

ρ̄(κ1⊕2)ρ̄β̄
δ

−(κ1⊕2)αγρ(κ1⊕2)β̄
γρ + (κ3)α

γρ(κ3)β̄γρ .

R
(Γ)
ᾱβ = −

1

8K
eiejv

ikac(1,2)a (ωj)ᾱβ

−2(κ1⊕2)ᾱδ̄ρ̄(κ1⊕2)
ρ̄
β
δ̄
+ 2(κ1⊕2)δ̄ᾱ

ρ(κ1⊕2)ρβ
δ̄

−(κ1⊕2)ᾱγ̄ρ̄(κ1⊕2)β
γ̄ρ̄ + (κ3)ᾱ

γ̄ρ̄(κ3)βγ̄ρ̄ .

Es konnte aber nicht geklärt werden, ob sich ein geschlossener Ausdruck des
Ricci-Tensors in reellen Indizes allgemein auf halb-flachen Mannigfaltigkeiten
ergibt, der nur noch Linearkombinationen von quadratischen Ausdrücken der
intrinsischen Kontorsion enthält.
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Anhang

A Ricci-Tensor in komplexen Indizes

In diesem Anschnitt werden die Berechnungen der Komponenten R
(Γ)
αβ und

R
(Γ)

αβ̄
des Ricci-Tensors aus (3.3.24) für halb-flache Mannigfaltigkeiten in kom-

plexen Koordinaten ausgeführt. Zunächst werden die Komponenten R
(Γ)
αβ be-

rechnet:

R
(Γ)
αβ = −

1

4
(∇(T )

α κω̄γδ −∇
(T )
ω̄ κωαγδ + καω̄

ρκργδ − κω̄α
ρ̄κρ̄γδ)

·(gλ̄βǫ
λ̄ω̄γδσ̄τJσ̄τ + gλ̄βǫ

λ̄ω̄γδστ̄Jστ̄ )

−
1

4
(καδ

ρ̄κωγ̄ρ̄ − κωδ
ρ̄καγ̄ρ̄)(gλ̄βǫ

λ̄ωγ̄δσ̄τJσ̄τ + gλ̄βǫ
λ̄ωγ̄δστ̄Jστ̄ )

−
1

4
(καδ̄

ρκωγρ − κωδ̄
ρκαγρ)(gλ̄βǫ

λ̄ωγδ̄σ̄τJσ̄τ + gλ̄βǫ
λ̄ωγδ̄στ̄Jστ̄ )

+∇
(T )
ω̄ καβ

ω̄ + κω̄α
ρ̄κρ̄β

ω̄ (A.1)

= −
1

4
(∇(T )

α κω̄γδ −∇
(T )
ω̄ καγδ + καω̄

ρκργδ − κω̄α
ρ̄κρ̄γδ)

· (gλ̄β(−1)ǫγδτλ̄ω̄σ̄(−igσ̄τ ) + gλ̄βǫ
γδσλ̄ω̄τ̄ (igστ̄ ))

︸ ︷︷ ︸

I

−
1

4
(καδ

ρ̄κωγ̄ρ̄ − κωδ
ρ̄καγ̄ρ̄)

· (gλ̄βǫ
ωδτλ̄γ̄σ̄(−igσ̄τ ) + gλ̄β(−1)ǫωδσλ̄γ̄τ̄ (igστ̄ ))

︸ ︷︷ ︸

II

−
1

4
(καδ̄

ρκωγρ − κωδ̄
ρκαγρ)

· (gλ̄β(−1)ǫωγτλ̄δ̄σ̄(−igσ̄τ ) + gλ̄βǫ
ωγσλ̄δ̄τ̄ (igστ̄ ))

︸ ︷︷ ︸

III

+∇
(T )
ω̄ καβ

ω̄ + κω̄α
ρ̄κρ̄β

ω̄ (A.2)

In (A.1) werden (2.3.30) und (2.3.31) für die Komponenten von J eingesetzt
und die Indizes der ǫ-Tensoren umpermutiert. In (A.2) werden die Klam-
mern I, II und III gemäß (A.7) und (A.8) berechnet. Zu (A.4) gelangt man
dann durch Ausführen der δ-Symbole in (A.3). Nach Zusammenfassen und
Ausnutzen der Spurlosigkeit von κ folgt schließlich (A.6).
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R
(Γ)
αβ = −

1

2
(∇(T )

α κωγδ −∇(T )ωκαγδ + κα
ωρκργδ − κωα

ρ̄κρ̄γδ)(δ
γ
βδ

δ
ω − δγωδ

δ
β)

−
1

2
(καδ

ρ̄κω
γ
ρ̄ − κωδ

ρ̄κα
γ
ρ̄)(−1)(δωβ δ

δ
γ − δωγ δ

δ
β)

−
1

2
(κα

δρκωγρ − κω
δρκαγρ)(δ

ω
β δ

γ
δ − δωδ δ

γ
β)

+∇
(T )
ω̄ καβ

ω̄ + κω̄α
ρ̄κρ̄β

ω̄ (A.3)

R
(Γ)
αβ = −

1

2
(∇(T )

α κδβδ −∇(T )ακγγβ −∇(T )δκαβδ + ∇(T )γκαγβ

+κα
δρκρβδ − κα

γρκργβ − κδα
ρ̄
κρ̄βδ + κγα

ρ̄κρ̄γβ

+(−1)(καγ
ρ̄κβ

γρ̄ − καβ
ρ̄κγ

γρ̄ − κβγ
ρ̄κα

γρ̄ + κγβ
ρ̄κα

γρ̄)

+κα
γρκβγρ − κα

ωρκωβρ − κα
γρκαγρ + κδ

δρκαβρ)

+∇
(T )
ω̄ καβ

ω̄ + κω̄α
ρ̄κρ̄β

ω̄ (A.4)

= −
1

2
(κα

δρκρβδ + κα
γρκρβγ + κα

ργκγβρ + κα
ρωκωβρ

−κδ̄α
ρ̄κρ̄β

δ̄ − κγ̄α
ρ̄κρ̄β

γ̄ − κα
γ̄ρ̄κβγ̄ρ̄ − κβγ̄ρ̄κα

γ̄ρ̄

+κβ
γ̄ρ̄καγ̄ρ̄ + καγ̄ρ̄κβ

γ̄ρ̄ − 2∇
(T )
γ̄ καβ

γ̄)

+∇
(T )
ω̄ καβ

ω̄ + κω̄α
ρ̄κρ̄β

ω̄ (A.5)

= 2∇
(T )
γ̄ καβ

γ̄ − 2κα
γρκρβγ + 2κγ̄α

ρ̄κρ̄β
γ̄ + κα

γ̄ρ̄κβγ̄ρ̄ − καγ̄ρ̄κβ
γ̄ρ̄

(A.6)

Die Klammer in Term I in (A.2) berechnet sich zu

(gλ̄β(−1)ǫγδτλ̄ω̄σ̄(−igσ̄τ ) + gλ̄βǫ
γδσλ̄ω̄τ̄ (igστ̄ ))

= δλβ(−1)(−iǫγδτ ǫλωσ(−iδ
σ
τ )) + δλβ(−iǫ

γδσǫλωτ (iδσ
τ )) (A.7)

= 2(δγβδ
δ
ω − δγωδ

δ
β) . (A.8)

Die Klammern II und III berechnen sich analog.
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Im folgenden werden die Komponenten R
(Γ)

αβ̄
berechnet:

R
(Γ)

αβ̄
= −

1

4
(∇(T )

α κωγ̄δ̄ −∇(T )
ω καγ̄δ̄ + καω

ρ̄κρ̄γ̄δ̄ − κωα
ρ̄κρ̄γ̄δ̄)

·(gλβ̄ǫ
λωγ̄δ̄σ̄τJσ̄τ + gλβ̄ǫ

λωγ̄δ̄στ̄Jστ̄ )

−
1

4
(καδ

ρ̄κω̄γ̄ρ̄ − κω̄δ
ρ̄καγ̄ρ̄)(gλβ̄ǫ

λω̄γ̄δσ̄τJσ̄τ + gλβ̄ǫ
λω̄γ̄δστ̄Jστ̄ )

−
1

4
(καδ̄

ρκω̄γρ − κω̄δ̄
ρκαγρ)(gλβ̄ǫ

λω̄γδ̄σ̄τJσ̄τ + gλβ̄ǫ
λω̄γδ̄στ̄Jστ̄ )

+∇(T )
ω καβ̄

ω + κωα
ρ̄κρ̄β̄

ω (A.9)

= −
1

2
(∇(T )

α κω
γδ −∇(T )

ω κα
γδ + καω

ρ̄κρ̄
γδ − κωα

ρ̄κρ̄
γδ)(δβγ δ

ω
δ − δβδ δ

ω
γ )

−
1

2
(καδ

ρ̄κωγρ̄ − κωδ
ρ̄κα

γ
ρ̄)(δ

β
ωδ

δ
γ − δβγ δ

δ
ω)

−
1

2
(κα

δρκωγρ − κωδρκαγρ)(−1)(δβωδ
γ
δ − δβδ δ

γ
ω)

+∇(T )
ω καβ̄

ω + κωα
ρ̄κρ̄β̄

ω (A.10)

Die Terme von (A.9) werden analog zu denen von (A.1) und (A.2) berechnet.
Ausführen des δ-Symbols, Zusamenfassen und Berücksichtigen der Spurlosig-
keit von κ in (A.10) führt schließlich auf (A.13):

R
(Γ)

αβ̄
= −

1

2
(−∇

(T )
δ κα

βδ + ∇(T )
γ κα

γβ

+καδ
ρ̄κρ̄

βδ − καγ
ρ̄κρ̄

γβ − κδα
ρ̄κρ̄

βδ + κγα
ρ̄κρ̄

γβ

+καγ
ρ̄κβγ ρ̄ − καω

ρ̄κωβρ̄ − κβγ
ρ̄
κα

γ
ρ̄

(−1)(κα
γρκβγρ − κβγρκαγρ + κγβρκαγρ))

+∇(T )
ω καβ̄

ω + κωα
ρ̄κρ̄β̄

ω (A.11)

= −
1

2
(καδ

ρ̄κρ̄β̄
δ + καγ

ρ̄κρ̄β̄
γ − καω

ρ̄κωβ̄δ̄ − καγρκ
γ
β̄
ρ

−κδα
ρ̄κρ̄

βδ − κγα
ρ̄κρ̄

βγ + καγ
ρ̄κβγ ρ̄ − κα

γ
ρ̄κβ̄γ

ρ̄

−κα
γρκβ̄γρ + κβ̄

γρκαγρ − 2∇
(T )
δ καβ̄

δ)

+∇(T )
ω καβ̄

ω + κωα
ρ̄κρ̄β̄

ω (A.12)

= 2∇
(T )
δ καβ̄

δ − 2καδρκ
δ
β̄
δ
+ 2κδα

ρ̄κρ̄β̄
δ − καγρκβ̄

γρ + κα
γρκβ̄γρ

(A.13)
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Auch der Ausdruck (3.3.25) für den Ricci-Skalar soll in komplexe Index-
schreibweise umgerechnet werden. Die Rechenschritte sind analog zu denen
aus der Berechnung von R

(Γ)
αβ und R

(Γ)

αβ̄
. Es ergibt sich:

R(Γ) = −
1

2
(∇(T )

α κωγ̄δ̄ + καω
ρ̄κρ̄γ̄δ̄)(ǫ

αωγ̄δ̄σ̄τJσ̄τ + ǫαωγ̄δ̄στ̄Jστ̄ )

−
1

2
(κω̄γ̄

ρκαδρ)(ǫ
αω̄γ̄δσ̄τJσ̄τ + ǫαω̄γ̄δστ̄Jστ̄ )

−
1

2
(κω̄γ

ρ̄καδ̄ρ̄)(ǫ
αω̄γδ̄σ̄τJσ̄τ + ǫαω̄γδ̄στ̄Jστ̄ )

−κωρακ
ραω + c.c. (A.14)

= −(∇(T )
α κω

γδ + καω
ρ̄κρ̄

γδ)(δαγ δ
ω
δ − δαδ δ

ω
γ )

−(κωγρκαδρ)(δ
α
ωδ

δ
γ − δαγ δ

δ
ω)

+(κωγ
ρ̄κα

δ
ρ̄)(δ

α
ωδ

γ
δ − δαδ δ

γ
ω)

−κωρακ
ραω + c.c. (A.15)

= −(∇(T )
α κδ

αδ −∇
(T )
δ κγ

γδ) + καδ
ρ̄κρ̄

αδ − κδγ
ρ̄κρ̄

γδ)

−(καδρκαδρ − κδαρκαδρ)

+καδ
ρ̄κα

δ
ρ̄ − κγγ

ρ̄κα
αρ̄

−κωρακ
ραω + c.c. (A.16)

= −2καδ
ρ̄κρ̄

αδ − καδρκαδρ + κδαρκαδρ + καδ̄ρ̄καδ̄ρ̄
−κωρακ

ραω + c.c. (A.17)

Mit

−κωρακ
ραω = κωρακ

ρωα = καδρκ
δαρ

= κωαρκ
ραω (A.18)

folgt dann aus (A.17):

R(Γ) = −2καγδκ
δαγ + 2κγαδκ

δαγ − καγδκ
αγδ + καγ̄δ̄κ

αγ̄δ̄ + c.c.

(A.19)
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B Prinzipalbündel

Im folgenden soll kurz der Begriff des G-Prinzipalbündels eingeführt und
erläutert werden, da in Abschnitt 2.1 davon Gebrauch gemacht wird. Es
wird dabei gemäß der Referenzen [Kob1] und [Sto] vorgegangen.

1.) Die Lie-Gruppe G operiere frei (d.h. fixpunktfrei) von rechts auf der
Ck-Mannigfaltigkeit P (d.h. alle Stabilisatoruntergruppen sind trivial).

2.) Der Orbitraum P/G =: M sei differenzierbare Mannigfaltigkeit und die
kanonische Projektion π : P →M sei submersiv.

3.) Für alle Punkte u aus P sei die bijektive Abbildung

ηu : G → uG

g 7→ ug (B.1)

diffeomorph (uG bezeichne den Orbit durch u). Das ist erfüllt, wenn G eine
abzählbare Topologie besitzt. Dann gilt:
a.) Sei U eine offene Teilmenge von M und s ein Schnitt über U :

s : U → P ; π(s(x)) = x , (B.2)

dann existiert eine diffeomorphe Abbildung ψ, so daß

ψ : π−1(U) → U ×G

u 7→ (π(u), ϕ(u)) , (B.3)

wobei ϕ = η−1
u und s(π(u))ϕ(u) = u ist, denn die Umkehrabbildung

ψ−1 : (v, g) 7→ s(v)g (B.4)

(v ∈ U) ist differenzierbar und immersiv. Das folgende Diagramm ist also
kommutativ:

P ⊃ π−1(U)

π

��

ψ
// U ×G

pr1
}}{{

{
{{

{
{{

{
{{

M ⊃
offen U

b.) Weiterhin gilt ϕ(ug′) = ϕ(u)g′, also ψ(u)g′ = (π(u), ϕ(u)g′) = ϕ(ug′).

c.) Sei Uα eine Überdeckung offener Kartengebiete von M , M ⊂
⋃

α

Uα und

ψα : u 7→ (π(u), ϕα(u)) (B.5)
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mit

ϕα(ug
′) = ϕαα(u)g′ . (B.6)

Für u ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) ist ϕβ(ug
′)ϕ−1

α (ug′) = ϕβ(u)ϕ
−1
α (u). Die Abbildung

ϕβ ◦ ϕ
−1
α hängt also nur noch von π(u) und nicht von u ab. Es existiert also

eine Abbildung

ϕβα : Uα ∩ Uβ → G ; ϕβα(π(u)) := ϕβ(u)ϕ
−1
α (u) , (B.7)

so daß folgendes Diagramm kommutiert:

π−1(Uα ∩ Uβ)

ψα

yyrrrrrrrrrrrrrrr

ψβ

%%LLLLLLLLLLLLLLL

(Uα ∩ Uβ) ×G
ψαβ

// (Uα ∩ Uβ) ×G

Dabei ist ψαβ := ψβ ◦ ψ
−1
α = (idUα∩Uβ

, ϕαβ(π(u))).
Für ein v = π(u) ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ist mit ϕγα = ϕγβ ◦ ϕβα die Kozykelbedin-
gung ψγα = ψγβ ◦ ψβα erfüllt und die Abbildungen ψαβ sind die Übergangs-
Diffeomorphismen zu dem differenzierbaren Faserbündel P mit typischer Fa-
ser G und der trivialisierenden Überdeckung

U =
⋃

α

Uα ×G . (B.8)

P heißt dann G-Prinzipalbündel.
Ist umgekehrt eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit M mit einer offenen
Kartenüberdeckung {Uα} und eine Lie-Gruppe G gegeben, so daß eine Ab-
bildung ϕβα : Uα∩Uβ → G die Kozykelbedingung erfüllt, so lässt sich zeigen,
daß ein G-Prinzipalbündel P (M,G) konstruierbar ist [Kob1].
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