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Kapitel 1

Einleitung

Wollte man eine allgemeine Tendenz in der Entwicklung der theoretischen Physik
überhaupt ausmachen, so müßte diese wohl so lauten: Alle fundamentalen Kon-
zepte in ihr streben einer Vereinheitlichung zu. Mit anderen Worten, die Zahl der
grundlegenden Konstituenten einer jeden Theorie nimmt im Zuge der Weiterent-
wicklung der Physik ab. Die Beispiele, die sich hierfür finden lassen, sind zahlreich.
So erkannten Maxwell und Einstein die wahre Natur der zuvor als fundamental er-
achteten elektrischen und magnetischen Felder als unterschiedliche Manifestationen
ein und desselben fundamentalen Objekts: des Feldstärketensors. Unsere Wahrneh-
mung von Elektrizität und Magnetismus entspricht hiernach nur einer willkürlichen
Koordinatenwahl, durch die das lorentz-kovariante Objekt des Feldstärketensors auf
unkanonische Weise in Komponenten zerfällt.

Bei aller Vereinheitlichung in der Physik des 20. Jahrhunderts konnte doch ei-
ne Dichothomie nicht völlig aufgelöst werden: die der Unterscheidung zwischen
Kraft und Materie. Es stellt sich unser Bild der Welt in Form des Standardmodells
nämlich so dar: Auf der einen Seite existiert die Materie, beschrieben durch Spin-1

2-
Fermionen, und auf der anderen Seite die Eichwechselwirkungen, beschrieben durch
bosonische Spin-1-Vektorfelder. Ferner gibt es die Gravitationswechselwirkung, je
nach Herkunft beschrieben als Spin-2-Feld oder als Geometrie der Raumzeit. In der
Quantenfeldtheorie ist die Unterscheidung zwischen Wechselwirkung und Materie
noch vorhanden, wenn auch in einer stark abgeschwächten Form. Die Eichfelder er-
scheinen in der Quantisierung als Austauschteilchen sowohl zwischen den Fermionen
als auch zwischen den Bosonen und sind so die Quelle der Wechselwirkung; jedoch
kann dasselbe auch von den Fermionen behauptet werden. Geht man über Tree-
Level hinaus, so können auch diese - etwa in QED - als Austauschteilchen sogar
nur zwischen Bosonen wirken, z.B. in einer effektiven γ + γ → γ + γ Streuung, bei
der die Photonen elektromagnetisch miteinander wechselwirken, obwohl es hierfür
keinen fundamentalen Vertex gibt. Die Unterscheidung zwischen Materie und Wech-
selwirkung ist in der Quantenfeldtheorie also nur noch in einer sehr rudimentären
Form vorhanden, und es besteht keine Veranlassung, diese nicht ganz aufzugeben.
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ein Ansatz zur Vereinheitlichung von Wechselwirkung und Materie bzw. von Bo-
sonen und Fermionen ist Supersymmetrie (SUSY). Diese erweitert die bekannten
Raum-Zeit-Symmetrien der speziellen oder in Supergravitation die der allgemei-
nen Relativitätstheorie zu einer Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, in
der beide durch Symmetrietransformationen auseinander hervorgehen. Beinhaltet
Supersymmetrie auch Gravitation, wie dies von einer fundamentalen Theorie zu
verlangen ist, so kann sie helfen, eine andere Erscheinungsform der Materie-Kraft-
Dichothomie zu beseitigen: das ästhetische Ungleichgewicht in den Einsteinschen
Feldgleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie. Die linke Seite derselben,

Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν , (1.1)

wird eindeutig und vollkommen durch die Geometrie der Raumzeit, d.h. durch die
Gravitationswechselwirkung selbst beschrieben, während auf der rechten Seite der
mehr oder minder beliebige Energie-Impuls-Tensor der Materie1 steht. “Sie gleicht
aber einem Gebäude, dessen einer Flügel aus vorzüglichem Marmor (linke Seite der
Gleichung), dessen anderer Flügel aus minderwertigem Holze gebaut ist (rechte Seite
der Gleichung). Die phänomenologische Darstellung der Materie ist nämlich nur ein
roher Ersatz für eine Darstellung, welche allen bekannten Eigenschaften der Mate-
rie gerecht würde.” (A. Einstein, [1]) Diese Beliebigkeit des Energie-Impuls-Tensors
mindert die Vorhersagekraft der Relativitätstheorie erheblich. Im Extremfall kann
man sogar beliebige “Designer”-Raumzeiten erhalten, indem man die rechte Seite
der Gleichung durch die linke definiert und so dafür sorgt, da diese trivial erfüllt ist.
Wenn Supergravitation allerdings realisiert wäre, könnte diese die möglichen Formen
der Materie als die supersymmetrischen Partner des Gravitons identifizieren und so
die Herkunft des Energie-Impuls-Tensors klären. Wie elektrische und magnetische
Felder durch Lorentztransformationen könnten Wechselwirkung und Materie durch
Supersymmetrie ineinander übergehen, und die Unterscheidung wäre endgültig be-
seitigt.

Neben den vielen konzeptionellen und praktischen Vorzügen von Supersymmetrie
(siehe etwa: [2]) gibt es jedoch einen entscheidenden Nachteil: Die von ihr vorherge-
sagte Bose-Fermi-Entartung, d.h. die Notwendigkeit einer gleiche Zahl bosonischer
wie fermionischer Freiheitsgrade und Massenentartung zwischen ihnen, wird in der
Natur nicht beobachtet. Supersymmetrie muß also in irgendeiner Form gebrochen
sein.

Nun ist die moderne Sichtweise von Supersymmetrie jedoch nicht die, daß es sich
hierbei um eine fundamentale Theorie handelt, sondern vielmehr die einer effekti-
ven Beschreibung, die gültig ist unterhalb der Energieskalen einer grundlegenderen
Theorie wie eventuell der Stringtheorie, die die Supersymmetrie der Raumzeit vor-
hersagt. Eine der wichtigsten Fragen auf diesem Gebiet ist also: Wie wird Super-
symmetrie gebrochen? Grundsätzlich gibt es zumindest zwei Möglichkeiten. Erstens

1Dieser kann natürlich Eichfelder beinhalten, so daß er auch im engeren Sinne nicht nur “Materie”
enthält.
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kann die Supersymmetrie spontan gebrochen sein, so daß nur der Grundzustand
nicht supersymmetrisch ist und damit zu einem Teilchenspektrum ohne Bose-Fermi-
Entartung führt. Zweitens kann die Supersymmetrie explizit gebrochen sein, d.h.
zu einer supersymmetrischen Wirkung werden explizit Terme hinzugefügt, die die
Symmetrie brechen. Von einem physikalischen Standpunkt aus ist der erste An-
satz weit befriedigender, bringt jedoch auf der anderen Seite folgendes Problem mit
sich. Bei spontaner Symmetriebrechung fordert die supersymmetrische Variante des
Goldstone-Theorems die Existenz eines masselosen Goldstonefermions, das in der
Natur aber nicht beobachtet wird. In lokaler Supersymmetrie, d.h. Supergravitati-
on, kann dieses jedoch wegtransformiert werden, ist also nicht mehr vorhanden, so
daß kein Widerspruch zu den Beobachtungen besteht. Phänomenologisch akzeptable
Modelle für spontane Symmetriebrechung funktionieren also nur für lokale Super-
symmetrie, weswegen wir uns in dieser Arbeit auch nur auf solche beschränken wer-
den. Mögliche spontane Symmetriebrechungen können nun auf verschiedene Weise
ablaufen. Zunächst wird die Anzahl der Supersymmetrien durch eine ZahlN angege-
ben, und eine Möglichkeit ist, daß die Theorie von der in D = 4 maximal möglichen
SupersymmetrieN = 8 spontan auf N = 0, wie es die Empirie anscheinend verlangt,
gebrochen wird. Eine andere Möglichkeit ist, daß die Supersymmetrie zunächst auf
0 < N < 8 gebrochen wird und erst dann, bei einer kleineren Energieskala, aufN = 0
[3]. Es gibt jedoch ein No-go-Theorem, das solche spontanen partiellen Brechungen
verbietet2 und so schien dies für eine gewisse Zeit keine realisierbare Möglichkeit zu
sein. Dieses No-go-Theorem läßt sich jedoch umgehen, und so wird in dieser Arbeit
das einfachste Beispiel einer partiellen Brechung von N = 2 → N = 1 im Fall von
Supergravitation in 2 + 1 Dimensionen untersucht. Solche Beispiele sind in vier Di-
mensionen nicht nur von phänomenologischem, sondern auch von kosmologischem
Interesse, z.B. im Zusammenhang mit Hybridinflation [4].

Diese Arbeit wird sich ausschließlich mit Supersymmetrie und Supergravitation
in 2 + 1 Dimensionen (D = 3) beschäftigen, was sich wie folgt motivieren läßt: Zum
einen stellt die zu untersuchende Brechung N = 2 → N = 1 eine neue Variante
partieller Brechung dar, da diese aus einer vierdimensionalen Perspektive einer Bre-
chung von N = 1 nach N = 1

2 entspricht. Zum anderen kann man Theorien in D = 3
zum besseren Verständnis von Stringkompaktifizierungen untersuchen. Man möchte
etwa die Kompaktifizierung von M-Theorie, die eine Theorie in D = 11 ist, auf ei-
ner 7-dimensionalen Mannigfaltigkeit, wie einer G2-Mannigfaltigkeit, nach D = 4
verstehen, hat dabei aber das Problem, daß M-Theorie selbst nicht ausreichend ver-
standen ist. Stattdessen kann man eine der besser untersuchten 10-dimensionalen
Supergravitationstheorien auch auf einer 7-dimensionalen Mannigfaltigkeit kompak-
tifizieren und erhält eine Theorie in D = 3. Zum Vergleich kann man auch M-Theorie
aufD = 3 kompaktifizieren [5, 6]. Bei nichtverschwindenden Hintergrundflüssen wird
dabei typischerweise ein Teil der Supersymmetrie in D = 3 gebrochen sein. Zu einem
besseren Verständnis von Stringkompaktifizierung ist also ein besseres Verständnis
der allgemeinen Aspekte spontaner Supersymmetriebrechung in D = 3 notwendig.

2Siehe die Diskussion in 4.1.2.



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaßen strukturiert. Wir behandeln in Kap.
2 zunächst globale Supersymmetrie. Hierzu werden wir die Multipletts im massiven
und masselosen Fall für beliebiges N konstruieren und dann angeben, wie man für
N = 1 und N = 2 Wirkungen finden kann. In Kap. 3 behandeln wir Supergravita-
tion in D = 3, insbesondere geeichte Supergravitation, die für unsere Untersuchung
von spontaner Symmetriebrechung notwendig ist. In Kap. 4 wenden wir uns einem
Modell partieller N = 2 → N = 1 Brechung zu, das in [6] gefunden wurde. Hier-
bei werden wir den Ablauf eines Super-Higgs-Mechanismus und eines topologischen
Higgs-Mechanismus finden. In Anhang A werden ferner die Eigenschaften der Lor-
entzgruppe in D = 3 untersucht und die verwendete Konvention eingeführt.



Kapitel 2

Globale Supersymmetrie

in D = 3

2.1 Die Superalgebra und ihre Multipletts

2.1.1 Die Superalgebra

In konventionellen Quantenfeldtheorien sind die Symmetrien der Raumzeit, die in
der Poincaregruppe und ihren Darstellungen verschlüsselt sind, und die zahlreichen
sogenannten inneren Symmetrien, die also nicht auf der Raumzeit wirken, vollkom-
men unabhängig. Es stellt sich die Frage, ob man diese Symmetrien in irgendei-
nem Sinne vereinheitlichen kann, ob man etwa Bosonen und Fermionen, die sich
ja in unterschiedlichen Darstellungen der Poincaregruppe transformieren und an-
sonsten eventuell inneren Symmetrien unterliegen, zu einem gemeinsamen Multi-
plett1 zusammenfassen kann. Eine relativ präzise Beantwortung dieser Frage gibt in
vier Dimensionen das Coleman-Mandula-Theorem, das unter ziemlich allgemeinen
Annahmen an die S-Matrix, wie etwa Lokalität und relativistische Kovarianz der
zugrundeliegenden Quantenfeldtheorie sowie der Annahme, daß die Symmetrie in
Form einer Lie-Gruppe beschrieben wird, zeigt, daß die einzig möglichen Symmetri-
en durch ein direktes Produkt der Poincaregruppe mit diversen davon unabhängigen,
inneren Symmetriegruppen beschrieben werden. Supersymmetrie ist die im wesent-
lichen einzige Möglichkeit diese Restriktion zu umgehen und zeichnet sich dadurch
aus, die Symmetrien nicht nur durch gewöhnliche Lie-Gruppen und den zugehörigen
Lie-Algebren zu beschreiben, sondern in den Algebren, in denen die Lie-Klammer
bzw. der Kommutator eine hervorstechende Rolle spielt, auch Antikommutatoren
zuzulassen, um damit gewissermaßen auch fermionische Freiheitsgrade zu involvie-

1Der Begriff Multiplett bezeichnet die Elemente des Darstellungsraumes einer irreduziblen Dar-
stellung.
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10 KAPITEL 2. GLOBALE SUPERSYMMETRIE IN D = 3

ren. Die gewöhnliche Lie-Algebra der Poincaregruppe

[Mµν ,Mρσ] = −i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ),

[Mµν , Pρ] = i(ηνρPµ − ηµρPν),
[Pµ, Pν ] = 0,

(2.1)

wird hierbei um einige sogenannte Superladungen erweitert, die nichttriviale Vertau-
schungs- und Antivertauschungsrelationen mit den Poincare-Generatoren erfüllen. In
D = 3 sind diese von der Form [7]

{QIα, Q
J
β} = 2(γµ)αβPµδ

IJ

[Mµν , QIα] = (γµν) βα Q
I
β

[Pµ, Q
I
α] = 0.

(2.2)

Hierbei sind dieQα Komponenten 2-komponentiger Majoranaspinoren und die I, J =
1, ..., N kennzeichnen die verschiedenen Superladungen. Ferner sind γµν = i

4 [γµ, γν ]
die Lorentzgeneratoren in der Spinordarstellung.2 Die Superalgebra ist eine Z2-
gradierte Algebra. Dies bedeutet, daß die Algebra eine direkte Summe zweier Un-
teralgebren ist, A = A0 ⊕ A1, so daß man die Elemente von A0 als gerade und
die von A1 als ungerade interpretieren kann. Definiert man nun eine Abbildung
η : A0 ∪ A1 −→ Z2 durch η(x) = 0 für x ∈ A0 und η(x) = 1 für x ∈ A1, so erklärt
man die Lie-Klammer auf dieser Z2-gradierten Algebra als die bilineare Fortsetzung
von

[x, y} = xy − (−1)η(x)η(y)yx. (2.3)

Für den geraden Teil reduziert sich das also auf den Kommutator, für den ungeraden
auf den Antikommutator.

Nutzt man die Majoranabedingung für die Qα, so läßt sich die Algebra folgen-
dermaßen umformulieren: Wegen Qc = CQ

t
= Q gilt Q = (C−1Q)t oder Qβ =

(C−1)βγQγ . Die Superalgebra lautet dann also (ohne Einschränkung für N = 1)

{Qα, (C−1)βγQγ} = 2(γµ)αβPµ. (2.4)

Multipliziert man beiderseits mit Cδβ , so folgt:

{Qα, Cδβ(C−1)βγQγ} = {Qα, δδγQγ} = 2Cδβ(γ
µ)αβPµ, (2.5)

also {Qα, Qδ} = 2(C(γµ)t)δαPµ. Nach Definition der Ladungskonjugationsmatrix
hat man jedoch C(γµ)tC−1 = −γµ, also C(γµ)t = −γµC. Nach Umbenennung der
Indizes ergibt sich die Superalgebra also zu:

{Qα, Qβ} = −2(γµC)αβPµ, (2.6)

2Zu den Eigenschaften der Lorentzgruppe in D = 3 und den verwendeten Konventionen siehe
Anhang A.
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wobei ausgenutzt wurde, daß die (γµC)αβ symmetrisch in ihren Indizes sind. Benutzt
man nun die im Anhang A erläuterte Korrespondenz zwischen Dreiervektoren und
symmetrischen reellen 2 × 2 - Matrizen: Pαβ = (γµC)αβPµ, so reduziert sich die
Superalgebra gar auf:

{Qα, Qβ} = −2Pαβ . (2.7)

2.1.2 Dimensionale Reduktion der Superalgebra in D = 4

Man kann sich die Superalgebra auch durch dimensionale Reduktion aus der vierdi-
mensionalen entstanden denken. Setzt man nämlich P3 = 0 oder interpretiert diese
Komponente als zentrale Ladung, so muß sich die Superalgebra für D = 3 ergeben.
Die Superalgebra wird inD = 4 folgendermaßen formuliert:3 Die Superladungen sind
zweikomponentige komplexe Weylspinoren Qα, wobei Qα̇ das komplex-konjugierte
bezeichnet. (Der Punkt zeigt an, daß sich die Spinoren in der zu SL(2,C) komplex-
konjugierten Darstellung transformieren.) Die Algebra lautet dann:

{Qα, Qβ̇} = −2(σµ)αβ̇Pµ,

{Qα, Qβ} = {Qα̇, Qβ̇} = 0.
(2.8)

Äquivalent hierzu ist eine (2.2) analoge Darstellung durch reell 4-komponentige Ma-
joranaspinoren. Es ist jedoch zu bedenken, daß inD = 4 dieN fache Supersymmetrie
4N reelle Freiheitsgrade hat, während hingegen in D = 3 N fache Supersymmetrie
2N reelle Freiheitsgrade hat. N = 1 Supersymmetrie in D = 4 entspricht also
N = 2 Supersymmetrie in D = 3. Diese Analyse ist jedoch eine reine Abzählung der
Freiheitsgrade, und es ist zu beachten, daß die Weylspinoren in vier Dimensionen
prinzipiell eine konzeptionell andere Bedeutung haben als die Majoranaspinoren in
drei Dimensionen. Um nun die dimensionale Reduktion durchzuführen, muß die Sta-
bilisatorgruppe der P3-Richtung bestimmt werden, d.h. diejenige Untergruppe von
SL(2,C), die Lorentztransformationen mit P ′

3 = P3 entsprechen. Für diese gilt:

G(0,0,0,1) =

{(
u v

v∗ u∗

)
∈M2×2(C) | uu∗ − vv∗ = 1

}
⊂ SL(2,C), (2.9)

was man sofort nachrechnet:

Mσ3M
† = M

(
1 0
0 −1

)
M † =

(
u v

v∗ u∗

)(
u∗ v

−v∗ −u

)

=

(
| u |2 − | v |2 0

0 | v |2 − | u |2
)

=

(
1 0
0 −1

)
= σ3

(2.10)

Dies ist bei genauerer Betrachtung SU(1, 1), nämlich die Gruppe aller Transforma-
tionen, die die quadratische Form

η : C
2 × C

2 → C, η(v,w) = v†Iw, wobei I = σ3, (2.11)

3Die verwendete Konvention im Fall D = 4 richtet sich nach [8], nur mit dem Unterschied, daß
hier ein Minuszeichen in der Superalgebra auftaucht, da dort die Signatur (−1, 1, 1, 1) verwendet
wird.
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invariant lassen. Bekanntermaßen sind SU(1, 1) und SL(2,R) jedoch isomorph, und
da die hier verwendete Spinordarstellung SL(2,R) ist, bestimmen wir stattdessen
denjenigen Vierervektor, dessen Stabilisatorgruppe gerade diese Gruppe ist. Es stellt

sich heraus, daß dieser Vierervektor (0, 0, 1, 0) ist. Zum Beweis sei M =

(
r s

t u

)
∈

SL(2,R), dann folgt:

Mσ2M † = M

(
0 −i
i 0

)
M t =

(
r s

t u

)(
−is −iu
ir it

)

=

(
0 −i(ur − ts)

i(ur − ts) 0

)
= σ2,

(2.12)

wegen detM = ru − ts = 1. Wir können jetzt die dimensionale Reduktion explizit
durchführen. Fordert man, daß sich die Weylspinoren nur unter der Untergruppe
SL(2,R) transformieren, so kann man in lorentzinvarianter Weise P2 = 0 setzen.
Man erhält für die Superalgebra

{Qα, Qβ̇} = −2(σ0P0 + σ1P1 + σ3P3)αβ̇ . (2.13)

Man kann nun die Unterscheidung zwischen gepunkteten und ungepunkteten Indizes
fallenlassen, da für die reelle Untergruppe die komplex-konjugierte Darstellung mit
der gewöhnlichen zusammenfällt. Die bezüglich SL(2,C) irreduzible Darstellung der
Weylspinoren wird so bezüglich der reellen Untergruppe SL(2,R) reduzibel. Zerlegt
man die Weylspinoren nämlich in Real- und Imaginärteil

Qα =
1√
2
(Q1

α + iQ2
α) und damit Qα =

1√
2
(Q1

α − iQ2
α), (2.14)

so transformieren diese unabhängig unter SL(2,R). Setzt man dies in die Superal-
gebra (2.13) ein, so erhält man

{Qα, Qβ} =
1

2
({Q1

α, Q
1
β}+ {Q2

α, Q
2
β}+ i({Q2

α, Q
1
β} − {Q1

α, Q
2
β}))

= −2

(
−P0 + P3 P1

P1 −P0 − P3

)

αβ

.
(2.15)

Da die rechte Seite reell ist, folgt also

{Q1
α, Q

2
β} = {Q2

α, Q
1
β}. (2.16)

Ferner hat man in der D = 4 Algebra {Qα, Qβ} = {Qα, Qβ} = 0, also

0 = {Q1
α, Q

1
β} − {Q2

α, Q
2
β}+ i({Q2

α, Q
1
β}+ {Q1

α, Q
2
β}), (2.17)

also {Q1
α, Q

1
β} = {Q2

α, Q
2
β} und {Q1

α, Q
2
β} = −{Q2

α, Q
1
β} = 0. Insgesamt erhält man

damit die Superalgebra

{QIα, QJβ} = −2

(
−P0 + P3 P1

P1 −P0 − P3

)

αβ

δIJ = −2Pαβδ
IJ , (2.18)

was gerade die Superalgebra in D = 3 ist, wenn man beachtet, daß P3 aus der
dreidimensionalen Perspektive nichts anderes als P2 ist.
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2.1.3 Supermultipletts

Bevor wir die Darstellungen dieser Algebra untersuchen, werden wir zunächst ganz
allgemein zeigen, daß die Multipletts dieser Superalgebra, die sogenannten Super-
multipletts, immer eine gleiche Anzahl fermionischer und bosonischer Freiheitsgrade
enthalten. Hierzu betrachte man den Fermionenzahloperator F = (−1)NF , der durch
(−1)NF |nF 〉 = (−1)nF |nF 〉 definiert ist, wenn |nF 〉 ein Zustand mit nF Fermionen
ist. Es folgt F 2 = 1. Ferner vernichten oder erzeugen geeignete Linearkombinationen
der Qα bzw. Qα Fermionen oder Bosonen wie aus (2.2) folgt. Hierzu ist folgendes

zu bemerken: In D = 4 gilt für den Spinoperator [S3, Q
I
α] = (σ12) βα QIβ = 1

2(σ3)
β
α Q

I
β

und damit die Relationen

[S3, Q
I
1] =

1

2
QI1, [S3, Q

I
2] = −1

2
QI2 (2.19)

und analog für Q, womit man zeigt, daß die Q und Q je nach Komponente den Spin
um 1

2 erhöhen oder erniedrigen, d.h. Bosonen und Fermionen ineinander transfor-
mieren. Eine vergleichbar einfache Interpretation haben die Superladungen in D = 3
- zumindest in der hier gewählten Spinordarstellung - nicht. Es gilt nämlich

[M12, Qα] = (γ12) βα Qβ = −1

2
(σ2)

β
α Qβ, (2.20)

d.h.4

[S,Q1] =
i

2
Q2 und [S,Q2] = − i

2
Q1. (2.21)

Daß sich hier σ2 ergibt ist angesichts der dimensionalen Reduktion auch nicht über-
raschend. Da der vierdimensionale Raum in die 2-Richtung reduziert wird, entspricht
die einzige Drehung in D = 3 aus einer vierdimensionalen Perspektive eine Drehung
um die 2-Achse. Aus (2.21) folgt, daß Q1|j〉 und Q2|j〉 nicht notwendigerweise einen
wohldefinierten Spin haben, wenn dies für |j〉 gilt. Wir suchen nun geeignete Linear-
kombinationen der Qα, die eine solche Eigenschaft haben. Es stellt sich heraus, daß
sich dies durch folgende Wahl erreichen läßt:5

RI : =
1√
2
(QI1 − iQI2)

(RI)† : =
1√
2
(QI1 + iQI2).

(2.22)

Fordert man nämlich, daß |j〉 den Spin j hat, d.h. S|j〉 = j|j〉, so folgt:

S(RI)†|j〉 =
1√
2
S(QI1 + iQI2)|j〉 =

1√
2
[S,QI1 + iQI2]|j〉 +

1√
2
(QI1 + iQI2)S|j〉

=
1√
2

i

2
QI2|j〉+ i

1√
2
(− i

2
)QI1|j〉 + j

1√
2
(QI1 + iQI2)|j〉

= (j +
1

2
)

1√
2
(QI1 + iQI2)|j〉 = (j +

1

2
)(RI)†|j〉,

(2.23)

4Es gibt nur einen Drehimpulsoperator in D = 3, so daß dieser keinen weiteren Index trägt.
Dieser spielt die Rolle von S3 in D = 4.

5Man beachte, daß diese nicht mit (2.14) identisch sind.
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und ebenso

SRI |j〉 = S
1√
2
(QI1 − iQI2)|j〉 = (j − 1

2
)

1√
2
(QI1 − iQI2)|j〉 = (j − 1

2
)RI |j〉, (2.24)

d.h. (RI)† erhöht den Spin um 1
2 undRI erniedrigt ihn um 1

2 . Es werden also Bosonen
in Fermionen transformiert und umgekehrt. Für den oben definierten Fermionenzahl-
operator gilt damit (RI)†(−1)NF |j〉 = (−1)NF+1(RI)†|j〉, also {(RI)†, F} = 0 und
entsprechend für RI . Da nun

QI1 =
1√
2
((RI)† +RI) und QI2 =

1

i
√

2
((RI)† −RI) (2.25)

gilt, antivertauschen auch die Qα mit dem Fermionenzahloperator. Für endlichdi-
mensionale Darstellungen, in denen die Spur also wohldefiniert ist, gilt damit:

Tr[(−1)NF {QIα, QJβ}] = Tr[(−1)NF (QIαQ
J
β +QJβQ

I
α)]

= Tr[−QIα(−1)NFQJβ + (−1)NFQJβQ
I
α]

= Tr[−QIα(−1)NFQJβ ] + Tr[QIα(−1)NFQJβ ]

= 0.

(2.26)

Andererseits gilt nach Ausnutzung der Superalgebra

0 = Tr[(−1)NF {QIα, QJβ}] = −2δIJTr[(−1)NF Pαβ]. (2.27)

Für Pαβ 6= 0 folgt: Tr[(−1)NF ] = 0. Da F = (−1)NF diagonalisiert von der Form
F = diag(1, ..., 1,−1, ...,−1) sein muß, folgt, daß es gleich viele bosonische wie fer-
mionische Zustände geben muß.

Außerdem haben alle Teilchen in einem Supermultiplett dieselbe Masse. Dies folgt
einfach daraus, daß P 2 wegen (2.2) mit allen Elementen der Algebra vertauscht, d.h.
weiterhin ein Casimiroperator ist.6

Man kann nun fragen, ob es nicht möglich ist, eine Spinordarstellung zu finden,
in der γ12

∼ σ3 gilt, so daß man die Eigenschaften der Qα hinsichtlich der Trans-
formationen von Fermionen in Bosonen leichter interpretieren kann, und, sollte dies
möglich sein, man nicht eine solche Darstellung wählen sollte. Es ist nun in der Tat
möglich eine solche zu konstruieren, d.h. die Gammamatrizen so zu wählen, daß
die Spinordarstellung zu SU(1, 1) wird. Hierzu konstruieren wir den Isomorphismus
zwischen SL(2,R) und SU(1, 1) explizit. Für die durch

S :=
1√
2

(
1 −i
i −1

)
, und damit S−1 = S† = S, (2.28)

definierte unitäre Matrix gilt:

Sσ2S
† = S

(
0 −i
i 0

)
S†

=
1

2

(
1 −i
i −1

)(
1 i

i 1

)
=

(
1 0
0 −1

)
= σ3.

(2.29)

6Im Falle lokaler Supersymmetrie gilt dies nicht immer, was wir in Kap. 3 erörtern werden.
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Nun sei U ∈ SU(1, 1), dann gilt also mit (2.10) und (2.11)

US

(
0 −i
i 0

)
S†U † = S

(
0 −i
i 0

)
S†, (2.30)

und damit

S†US

(
0 −i
i 0

)
S†U †S =

(
0 −i
i 0

)
, (2.31)

d.h. S†US ∈ SL(2,R). Der Isomorphismus ist also gegeben durch

SU(1, 1) ∋ U 7−→ S†US =: M(U) ∈ SL(2,R). (2.32)

Diesen können wir ausnutzen, um eine wie oben charakterisierte Spinordarstellung
anzugeben. Wählt man eine äquivalente Darstellung der Cliffordalgebra durch Γµ :=
SγµS†, so wird wie gefordert

Γ12 =
i

4
[Γ1,Γ2] =

i

4
S[γ1, γ2]S† = −1

2
Sσ2S

† = −1

2
σ3. (2.33)

Explizit ergibt sich für die so definierten Gammamatrizen

Γ0 =

(
−1 0
0 1

)
, Γ1 =

(
0 1
−1 0

)
, Γ2 =

(
0 i

i 0

)
. (2.34)

Man erhält also unangenehmerweise sowohl reelle wie auch imaginäre Matrizen. Das
hat zur Folge, daß sich die Ladungskonjugationsmatrix zu C = Sσ2S

t = −σ2 (siehe
Anhang A) ergibt, so daß die Majoranaspinoren von der Form

ψ(x) =

(
ψ1(x) + iψ2(x)
ψ2(x) + iψ1(x)

)
(2.35)

sind. Die dimensionale Reduktion ließe sich nun nicht mehr so einfach wie oben
durchführen. Die Spinoren sind nun aber Objekte, die sich effektiv unter SU(1, 1)
transformieren:

exp(− i
2
ωµνΓ

µν) = S exp(− i
2
ωµνγ

µν)S† ∈ SU(1, 1). (2.36)

Die vorangegangene Analyse hatte folgenden Zweck: Zur Konstruktion der Mul-
tipletts wie in [8] ist es hilfreich, eine Algebra fermionischer Erzeuger und Vernichter
zu haben, um etwa die richtige Dimension der irreduziblen Darstellungen zu bestim-
men. Um die Elemente der Multipletts als Vektoren, Spinoren usw. identifizieren zu
können, müssen diese Erzeuger und Vernichter andererseits wohldefinierte Spinei-
genschaften haben, in dem Sinne, daß ihre Anwendung auf Objekte mit bestimmten
Spin7 auch wieder ebensolche liefert. Letztere Eigenschaft haben die Superladungen
in der eben konstruierten Spinordarstellung, erstere jedoch nicht, einfach deswegen,
weil keine der Gammamatrizen proportional zu δαβ sein kann. Es wird also not-
wendig sein, zu einer geeigneten Linearkombination der Qα überzugehen, so daß die
wohldefinierten Spineigenschaften wieder verloren gehen. Aus diesem Grunde wird
es sich als vorteilhaft erweisen, mit der in Anhang A konstruierten Spinordarstellung
zu arbeiten.

7Hierzu ist vorauszusetzen, daß der Spinbegriff sinnvoll ist, siehe Anhang A.
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Masselose Supermultipletts für beliebiges N

Wir werden im folgenden die Darstellungen der Superalgebra im masselosen Fall, d.h.
für P 2 = 0, untersuchen. Hierzu wählen wir ein Bezugssystem mit Pµ = (ω, 0, ω)
bzw. Pµ = (ω, 0,−ω), so daß für die Superalgebra folgt:

{QIα, QJβ} = −2(γ0C − γ2C)αβω

= −2ωδIJ
((
−1 0
0 −1

)
−
(

1 0
0 −1

))

αβ

= 4ωδIJ
(

1 0
0 0

)

αβ

.

(2.37)

Es folgt also (QI2)
2 = 0, d.h QI2 wird durch die Null dargestellt, so daß nur noch QI1

verbleibt. Man erhält nun nach der Reskalierung ΓI := 1√
2ω
QI1

{ΓI ,ΓJ} = 2δIJ . (2.38)

Dies ist zunächst einfach eine Cliffordalgebra bezüglich SO(N). Beachtet man je-
doch, daß es nach 1.1 noch einen Fermionenzahloperator F gibt, der mit allen Q,
also auch mit den ΓI vertauscht, und für den F 2 = +111 gilt, so erhält man eine
Cliffordalgebra bezüglich SO(N + 1), d.h. mit N + 1 Gammamatrizen. In der Un-
tersuchung der Darstellungen werden wir [9] folgen: Es läßt sich erreichen, daß F

diagonal, d.h. notwendigerweise von der Form

F =

(
111 0
0 −111

)
(2.39)

ist. Hierbei bezeichnet 111 die Einheitsmatrix in einem dn-dimensionalen Raum, wobei
dn die Zahl der bosonischen und damit auch der fermionischen Freiheitsgrade ist.
Die übrigen ΓI sind dann ebenfalls in Blockmatrixform:

ΓI =

(
0 ΓIAD

ΓIBC 0

)
, (2.40)

damit sie mit F antikommutieren. Diese Untermatrizen müssen dann also folgende
Algebra erfüllen:

ΓIADΓJDE + ΓJAFΓIFE = 2δIJδAE,

ΓIBCΓJCF + ΓJBEΓIEF = 2δIJδBF .
(2.41)

Eine detaillierte Auflistung der irreduziblen, masselosen Supermultipletts und der
Anzahl der bosonischen Zustände dn findet sich in [9]. Dieser Quelle folgend werden
wir nun explizite, reelle Matrixdarstellungen der Superladungen konstruieren.

Für N = 1 ist also eine Darstellung der Cliffordalgebra C(2, 0)8 gesucht. Diese
ist 2-dimensional und etwa gegeben durch:

F (2) := σ3,Γ
1(2) := σ1. (2.42)

8Hier und im Anhang bezeichnet C(p, q) die Cliffordalgebra relativ zur quadratischen Form der
Signatur (p, q).
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Wegen {σi, σj} = 2δij folgt sofort, daß die Algebra erfüllt ist. Es ist also d1 = 1.

Für N = 2 ist eine Darstellung für C(3, 0) gesucht. Man erhält eine solche durch
Tensorierung derjenigen von N = 1:

F (4) := σ3 ⊗ 111(2),Γ1(4) = σ1 ⊗ Γ1(2),Γ2(4) = σ1 ⊗ F (2). (2.43)

Man erhält also d2 = 2, und daß die Algebra erfüllt ist, rechnet man nun unmittelbar
nach unter Verwendung der Relation (A ⊗ B) · (C ⊗ D) = A · C ⊗ B · D für das
Tensor- bzw. Kroneckerprodukt. So gilt etwa:

F (4)2 = σ3 ⊗ 111(2) · σ3 ⊗ 111(2) = σ2
3 ⊗ 111(2) = 111(4),

{F (4),Γ1(4)} = (σ3 ⊗ 111(2))(σ1 ⊗ Γ1(2)) + (σ1 ⊗ Γ1(2))(σ3 ⊗ 111(2))

= σ3σ1 ⊗ Γ1(2) + σ1σ3 ⊗ Γ1(2) = 0,

{F (4),Γ2(4)} = (σ3 ⊗ 111(2))(σ1 ⊗ F (2)) + (σ1 ⊗ F (2))(σ3 ⊗ 111(2))

= σ3σ1 ⊗ 111(2)F (2) + σ1σ3 ⊗ F (2)111(2) = 0,

{Γ1(4),Γ1(4)} = 2(σ1 ⊗ Γ1(2))(σ1 ⊗ Γ1(2))

= 2σ2
1 ⊗ Γ1(2)2 = 2 · 111(4),

{Γ1(4),Γ2(4)} = (σ1 ⊗ Γ1(2))(σ1 ⊗ F (2)) + (σ1 ⊗ F (2))(σ1 ⊗ Γ1(2))

= (111(2) ⊗ {Γ1(2), F (2)}) = 0,

Γ2(4)2 = (σ1 ⊗ F (2))(σ1 ⊗ F (2)) = σ2
1 ⊗ F (2)2 = 111(4).

(2.44)

Die Elemente des Darstellungsraumes sind dann die Spaltenvektoren, wobei die obe-
ren Komponenten bosonisch, die unteren fermionisch sind, wie man anhand der
Eigenwerte von F sieht. Analog konstruiert man die Darstellungen für beliebiges
N durch iteriertes Tensorieren der niederdimensionalen Darstellungen. (Siehe et-
wa: [10]) Insgesamt erhält man die in Tab. 2.1 angegebene Anzahl bosonischer und
fermionischer Zustände für jedes N .

Tabelle 2.1: Masselose Multipletts

N dn
1 1
2 2
3 4
4 4
5 8
6 8
7 8
8 8

n+ 8 16dn
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Abschließend werden wir die Frage untersuchen, ob und wenn ja welchen Spin man
den Elementen des Multipletts zuordnen kann. Hierzu verwenden wir die Relationen
(2.21), speziell die Gleichung

[S,Q1] =
i

2
Q2. (2.45)

Im Fall N = 1 sei etwa ein fermionischer Zustand gegeben durch

(
0
1

)
. Dieser habe

den Spin j, d.h S

(
0
1

)
= j

(
0
1

)
. Nun gilt es den Spin von

(
1
0

)
zu bestimmen: Hierzu

benutzen wir, daß Q1 =
√

2ω

(
0 1
1 0

)
. Es folgt also:

S

(
1
0

)
=

1√
2ω
SQ1

(
0
1

)
=

1√
2ω

[S,Q1]

(
0
1

)
+

1√
2ω
Q1S

(
0
1

)

=
1√
2ω

i

2
Q2

(
0
1

)
+ j

(
1
0

)

= j

(
1
0

)
,

(2.46)

wobei in der letzten Gleichung benutzt wurde, daß Q2 = 0 gilt. Es hat also den
Anschein, daß Fermionen und Bosonen denselben Spin haben! Wie jedoch im Anhang
A ausgeführt, gibt es in 2 + 1 Dimensionen im masselosen Fall keinen adäquaten
Spinbegriff, so daß dieses Ergebnis nicht überraschend ist. Wie schon die Rechnung
impliziert, hängt die Tatsache, daß eine der Superladungen verschwindet, direkt
damit zusammen, daß es keinen Spin gibt [11].

Massive Supermultipletts

Im massiven Fall gilt P 2 6= 0, wir können also in das Ruhesystem transformieren:
Pµ = (m, 0, 0), also auch Pµ = (m, 0, 0), so daß für die Superalgebra folgt:

{QIα, QJβ} = −2δIJ(γµC)αβPµ = −2mδIJ(γ0C)αβ

= 2mδIJ
(

1 0
0 1

)

αβ

.
(2.47)

Für N = 1 ergibt sich also:

{Qα, Qβ} = 2mδαβ . (2.48)

Reskaliert man die Felder durch Γα := 1√
m
Qα, so erhält man wieder eine Cliffordal-

gebra

{Γα,Γβ} = 2δαβ . (2.49)

Man kann nun die wohlbekannte Darstellungstheorie von Cliffordalgebren benutzen,
um die Multipletts zu konstruieren. Diese Vorgehensweise hat jedoch den Nachteil,
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daß man den Spin der Elemente des Multipletts nicht so einfach bestimmen kann.
Wir werden daher auf andere Weise vorgehen, die in gewissem Sinne der Standard-
methode in [8] entspricht. Hierzu verwenden wir die in (2.22) definierten Operatoren
RI und (RI)† und bestimmen aus der Superalgebra die von diesen erfüllte Algebra:

{RI , (RI)†} =
1

2
{QI1 − iQI2, QJ1 + iQJ2 }

=
1

2
({QI1, QJ1 }+ {QI2, QJ2 }) +

i

2
({QI1, QJ2 } − {QI2, QJ1 })

= (−P11 − P22 − iP12 + iP21)δ
IJ

= 2P0δ
IJ

(2.50)

Dieselben Rechnungen ergeben für die Antikommutatoren von RI und (RI)† mit
sich selbst:

{RI , RJ} = −2(P2 − iP1)δ
IJ ,

{(RI)†, (RJ )†} = −2(P2 + iP1)δ
IJ .

(2.51)

Es ergibt sich für diese Algebra im Ruhesystem

{RI , (RJ)†} = 2mδIJ und {RI , RJ} = {(RI)†, (RJ)†} = 0. (2.52)

Reskaliert man diese also durch aI := 1√
2m
RI und (aI)† := 1√

2m
(RI)†, so ergibt sich

die bekannte Algebra fermionischer Erzeuger und Vernichter:

{aI , (aJ )†} = δIJ , {aI , aJ} = {(aI)†, (aJ )†} = 0. (2.53)

Diese Analogie ausnutzend kann man die Darstellungen konstruieren, indem man ein
Cliffordvakuum Ω einführt, d.h. ein Element des Darstellungsraumes, das durch die
Forderung aIΩ = 0 für alle I = 1, ..., N definiert ist. Die anderen Elemente des Dar-
stellungsraumes erhält man durch Anwendung der Erzeuger (aI)†. Die Wirkung der
Algebra ist dann vollständig durch die Antivertauschungsrelationen (2.53) definiert.

Für N = 1 erhält man die Algebra

{a, a†} = 1, {a, a} = {a†, a†} = 0, (2.54)

d.h. die einzigen linear unabhängigen Zustände sind Ω und a†Ω. Fordert man, daß
Ωj den Spin j hat und nutzt (2.23), so erhält man ein Multiplett mit den Spins
(j, j + 1

2 ). Zusammengefaßt findet man die möglichen Multipletts in Tab. 2.2.

Für N = 2 Supersymmetrie erhält man einen vierdimensionalen Darstellungs-
raum mit der Basis

Ω, (a1)†Ω, (a2)†Ω und (a1)†(a2)†Ω = −(a2)†(a1)†Ω. (2.55)

Insgesamt ergibt sich für ein Vakuum mit Spin j also ein Multiplett mit Spins
(j, j + 1

2 , j + 1
2 , j + 1). Wie wir oben sahen, ist die N = 2 Superalgebra in D = 3
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Tabelle 2.2: Massive N = 1 Multipletts

Spin Ω0 Ω1/2 Ω1 Ω3/2

0 1
1
2 1 1
1 1 1
3
2 1 1
2 1

Tabelle 2.3: Massive N = 2 Multipletts

Spin Ω0 Ω1/2 Ω1

0 1
1
2 2 1
1 1 2 1
3
2 1 2
2 1

äquivalent zur einfachen Superalgebra in D = 4. Man müßte also dieselben Multi-
pletts erhalten. Diese ergeben sich jedoch zu (j, j + 1

2 , j− 1
2 , j+ 1), so daß man etwa

das Ω0-Multiplett in D = 3 mit dem Ω 1

2

-Multiplett in D = 4 identifizieren muß. Die

möglichen Multipletts findet man in Tab. 2.3.

Eine Bemerkung am Rande: Man mag sich darüber wundern, daß sich die Mul-
tipletts unterscheiden, wo doch die Algebra fermionischer Erzeuger und Vernichter
in beiden Fällen dieselbe ist. Der Unterschied rührt jedoch daher, daß wegen

[S3, Q
I
α] =

1

2

(
Q1

−Q2

)

α

(2.56)

in D = 4 sowohl Q als auch Q und damit auch a und a† abhängig von der Kom-
ponente den Spin erhöhen aber auch erniedrigen können. Im dreidimensionalen Fall
erhöhen die a† jedoch immer den Spin, wie wir weiter oben sahen.

Es ist nun leicht zu sehen, welche Multiplett-Struktur sich für beliebig erwei-
terte Supersymmetrie ergibt. Bei N -facher Supersymmetrie erhält man einen 2N -
dimensionalen Darstellungsraum, dessen wie oben konstruierte Basiselemente Spins
haben, die sich aus dem Pascalschen Dreieck ergeben. (Siehe Tab. 2.4) Zumindest in
einem formalen Sinne sind die Multipletts im masselosen Fall in D = 4 für beliebiges
N identisch mit den massiven in D = 3.
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Tabelle 2.4: Struktur der massiven Multipletts für beliebiges N

1
1 1 N = 1

1 2 1 N = 2
1 3 3 1 N = 3

1 4 6 4 1 N = 4
...

...

2.2 Superraumkonstruktion und supersymmetrische Wir-

kungen

2.2.1 Superraumkonstruktion

Die nächste Aufgabe wird nun sein, supersymmetrische Feldtheorien explizit zu for-
mulieren, d.h. Felder als die Komponenten eines Multipletts einzuführen und für
diese supersymmetrische Wirkungen zu finden. Ein Problem hierbei ist, daß man
noch kein wirklich geometrisches Verständnis für Supersymmetrie hat. Denkt man
etwa zum Vergleich an die Einführung der speziell-relativistischen Kovarianz, so läßt
sich diese geometrisch durch Einführung des Minkowskiraumes beschreiben, d.h. der
durch diesen eingeführte Formalismus ermöglicht die Konstruktion manifest lorentz-
invarianter Ausdrücke. Dasselbe erreicht man für die allgemein-kovariante Theo-
rie der allgemeinen Relativitätstheorie durch Verwendung des Tensorkalküls oder
in moderner, geometrischer Sichtweise: durch Einführung (Pseudo-)Riemannscher
Mannigfaltigkeiten. Es wäre wünschenswert, eine ähnlich geometrische Sichtweise
von Supersymmetrie zu haben, die es einem etwa ermöglicht, manifest supersym-
metrische Wirkungen zu finden. Ein Ansatz hierzu schien lange Zeit der unten
einzuführende Superraumformalismus zu sein, der den flachen Minkowskiraum um
fermionische Koordinaten bzw. die Raumzeit-Mannigfaltigkeit zu einer Superman-
nigfaltigkeit erweitert. Dieser bringt jedoch einige Probleme mit sich: So müssen
zur Formulierung von Wirkungen geeignete Bedingungen (“Constraints”) an die
Felder auf dem Superraum gefunden werden, die für höherdimensionale Theorien
oder für solche mit erweiterter Supersymmetrie unbekannt sind oder zumindest sehr
unnatürlich erscheinen. Für den hier interessanten Fall existiert jedoch ein solcher
Formalismus und wir werden diesen im folgenden erläutern. (Wir folgen dabei im
wesentlichen [12].)

Ein Vorteil dieses Formalismus besteht darin, daß man explizite Darstellungen
der Superladungen angeben kann, die auf den Feldern operieren. Dies erfolgt auf eine
im Prinzip von konventionellen Feldtheorien wohlbekannte Weise, nämlich durch ge-
eignete Differentialoperatoren, die dieselbe Algebra erfüllen: So führt man etwa für
relativistisch kovariante Theorien die Differentialoperatoren Mµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)
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ein, die eine Darstellung der Lorentzalgebra bilden oder die Operatoren Pµ = −i∂µ,
die die Translationen erzeugen. Diese Darstellung von Lie-Algebren durch Differen-
tialoperatoren ist aus differentialgeometrischer Sicht durchaus natürlich. Denn hier
wird die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe z.B. als Tangentialraum an der Identität
eingeführt, dessen Elemente man auf kanonische Weise als Differentialoperatoren
auffassen kann. Die Lie-Klammer ist genau deswegen ein natürliches Objekt auf der
Algebra, da der Kommutator zweier Vektorfelder, d.h. zweier linearer Differential-
operatoren, wieder ein solches ist. Will man nun die Superalgebra in ähnlicher Weise
interpretieren, so ist zu bedenken, daß der Antikommutator zweier Vektorfelder i.a.
kein Vektorfeld mehr ist, was einfach daran liegt, daß sich zweite partielle Ablei-
tungen nicht mehr wie im Kommutator wegheben. Die Theorie der Lie-Gruppen
läßt sich also nicht ohne weiteres anwenden. Die Idee zur Übertragung bekann-
ter differentialgeometrischer Konzepte besteht darin, die Antikommutatoren formal
als Kommutatoren aufzufassen, indem man sogenannte grassmannwertige Größen
einführt. Dies sind antikommutierende Größen θα, wie sie etwa von der Pfadinte-
gralquantisierung fermionischer Felder bekannt sind. Zusätzlich fordert man noch,
daß diese mit den ungeraden Elementen der Superalgebra, also insbesondere mit den
Superladungen, antikommutieren und mit den geraden Elementen kommutieren, so
daß also insgesamt gilt:

{θα, θβ} = {θα, Qβ} = ... = [Pαβ , θ
α] = 0. (2.57)

Schreibt man nun vor die Superladungen grassmannwertige Koeffizienten, so wird
der Antikommutator aufgrund dieser Eigenschaften zu einem Kommutator. Hieraus
kann man analog eine Super-Lie-Gruppe definieren, indem man die Gruppenelemen-
te durch abstrakte Exponentiation der Algebra erzeugt. Mit abstrakt ist folgendes
gemeint: Die Gruppenelemente schreibt man als eA, eB , usw., so daß man die Grup-
penstruktur durch die Hausdorff-Formel erklären kann:

eAeB = eA+B+ 1

2
[A,B]. (2.58)

Höhere Kommutatoren kommen aufgrund der Superalgebra nicht vor. Schreibt man
ein Gruppenelement als G(x, θ) = exp(i(xαβPαβ + θαQα)), so ist die Multiplikation
der Gruppenelemente explizit gegeben durch:

G(0, ξ)G(x, θ) = eiξ
αQαei(x

αβPαβ+θαQα)

= ei(ξ
α+θα)Qα+ixαβPαβ− 1

2
[ξαQα,xαβPαβ+θαQα].

(2.59)

Der einzig nichtverschwindende Term im Kommutator ist

[ξαQα, θ
βQβ] = ξαQαθ

βQβ − θβQβξαQα
= −ξαQαQβθβ − (−1)4ξαQβQαθ

β = −ξα{Qα, Qβ}θβ

= 2ξαPαβθ
β.

(2.60)

Es folgt also

G(0, ξ)G(x, θ) = exp[i(xαβ +
i

2
ξ(αθβ))Pαβ + i(ξα + θα)Qα], (2.61)
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wobei ausgenutzt wurde, daß Pαβ symmetrisch ist und ξ(αθβ) = ξαθβ + ξβθα Sym-
metrisierung bezeichnet. Die Superladungen Qα werden also Generatoren, die Ko-
ordinatentransformationen

xαβ −→ xαβ +
i

2
ξ(αθβ) (2.62)

erzeugen, die i.a. fermionische und bosonische Koordinaten ineinander transformie-
ren. Entsprechend läßt sich die Superalgebra nun durch Differentialoperatoren mit
Differentiationen nach grassmannwertigen Parametern darstellen:9

Qα = i

(
∂

∂θα
− iθβ ∂

∂xαβ

)
= i
(
∂α − iθβ∂αβ

)
, (2.63)

wobei ∂αβ = ∂
∂xαβ

unter Ausnutzung der Korrespondenz von Dreiervektoren mit
symmetrischen Matrizen Ableitung nach gewöhnlichen Raumzeitkoordinaten be-
zeichnet und ∂α = ∂

∂θα eine Ableitung nach grassmannwertigen Größen. Diese ist
durch die Forderung nach R- Linearität und durch

∂

∂θα
θβ = δβα (2.64)

definiert. Zusätzlich ist zu beachten, daß der Differentialoperator immer auf den
unmittelbar benachbarten Faktor wirkt, so daß beim ggf. nötigen Vertauschen die
Antikommutativität zu berücksichtigen ist. Eine Produktregel gilt dann also in der
Form:

∂

∂θα
(θβθγ) = δβαθ

γ − δγαθβ =
∂θβ

∂θα
θγ − θβ ∂θ

γ

∂θα
. (2.65)

Der Operator (2.63) erfüllt dann die Superalgebra. Dies rechnet man wie folgt nach.
Zunächst hat man

{Qα, Qβ} = −{∂α − iθδ∂δα, ∂β − iθγ∂γβ}
= −{∂α, ∂β}+ i{∂α, θγ∂γβ}+ i{θδ∂δα, ∂β}+ {θδ∂δα, θγ∂γβ}.

(2.66)

Diese Terme lassen sich nun folgendermaßen vereinfachen. Es gilt {∂α, ∂β} = 0, denn

∂α∂β(θ
γθδ) = ∂α(δγβθ

δ − δδβθγ) = δ
γ
βδ
δ
α − δδβδγα und andererseits

∂β∂α(θγθδ) = ∂β(δ
γ
αθ

δ − δδαθγ) = δγαδ
δ
β − δδαδγβ ,

d.h. ∂α∂β = −∂β∂α.
(2.67)

Ferner ist
{∂α, θγ∂γβ} = (∂αθ

γ)∂γβ − θγ∂α∂γβ + θγ∂γβ∂α = ∂αβ , (2.68)

wobei die modifizierte Produktregel verwendet wurde. Ebenso hat man

{θδ∂δα, ∂β} = ∂βα = ∂αβ und

{θδ∂δα, θγ∂γβ} = θδθγ∂δα∂γβ + θγθδ∂γβ∂δα = 0.
(2.69)

9Eine äquivalente Darstellung ist Qα = i
(

∂
∂θα − i(γµC)αβθ

β ∂
∂xµ

)
.
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Insgesamt gilt also {Qα, Qβ} = 2i∂αβ = −2Pαβ , wenn man wie oben Pαβ := −i∂αβ
setzt.

Die so definierten Differentialoperatoren werden also auf Funktionen wirken, die
von grassmannwertigen Variablen abhängen. Diese Funktionen sind dann auf dem
Superraum definiert, dessen Einführung noch zur Konstruktion manifest supersym-
metrischer Wirkungen von Vorteil ist. Der Superraum wird nun über seine Koordi-
naten eingeführt, deren einer Anteil die gewöhnlichen Raumzeitkoordinaten xαβ sind
(zunächst einfach für den Minkowskiraum) und deren zweiter Anteil grassmannwer-
tige Spinorkoordinaten θα sind: zM = (xαβ , θα). Wir werden nun ein translations-
invariantes Integral einführen, für das also gilt:

∫
dγ(γ + 1) =

∫
dγ, d.h.

∫
dγ1 = 0.

Wir wählen noch
∫
dγγ = 1, damit Differentiation und Integration äquivalent sind.

Es gilt nämlich wegen γ2 = 0 für eine beliebige Funktion f(γ) = f(0) + γf ′(0), also

∫
dγf(γ) =

∫
dγf(0) +

∫
dγγf ′(0) = f ′(0), (2.70)

also in Spinorkoordinaten:
∫
dθα = ∂α. In diesem Kalkül läßt sich eine explizite

Darstellung der δ-Funktion angeben. Bezeichnet man die zwei Spinorkomponenten
als +,−, so gilt:

θ2 :=
1

2
θαθα =

1

2
(θ+θ+ + θ−θ−) =

1

2
(θ+θαια+ + θ−θαια−)

=
1

2
(iθ+θ− − iθ−θ+) = iθ+θ−,

(2.71)

d.h.
∫
d2θθ2 =

∫
dθ+

∫
dθ−iθ+θ− = −i. Setzt man nun δ2(θ) := iθ2, so erhält man

eine Darstellung der δ-Funktion. Zusätzlich kann man noch eine supersymmetrisch
kovariante Ableitung einführen, die eine ähnliche Rolle spielt wie die kovariante
Ableitung etwa in Yang-Mills-Theorien. Diese ist im Superraumformalismus gegeben
durch

DM = (Dαβ ,Dα) := (∂αβ , ∂α + iθγ∂αγ).
10 (2.72)

Die Bezeichnung kovariante Ableitung rührt daher, daß Dα auch die Superalgebra
erfüllt und andererseits mit den Superladungen Qα antikommutiert. Dies hat zur
Folge, daß gewisse Zwangsbedingungen, etwa von der Form Dαφ = 0 eine SUSY-
kovariante Bedeutung haben: DαQβφ = −QβDαφ = 0.

2.2.2 Superfelder und Wirkungen

Ein Superfeld ist definiert als eine Funktion auf dem Superraum. Wie bereits erläutert,
kann man diese bezüglich der grassmannwertigen Variablen in eine abbrechende Rei-
he entwickeln. Man erhält also

φ(x, θ) = A(x) + θαψα(x)− θ2F (x). (2.73)

10Man beachte das im Unterschied zur Darstellung der Superladungen veränderte Vorzeichen.
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Die Koeffizientenfunktionen A, ψ und F werden dann die Elemente eines Multipletts.
Die Supersymmetrietransformationen ergeben sich durch Anwendung der korrespon-
dierenden Differentialoperatoren iQα:

δφ(x, θ) = −ǫα(∂α − iθβ∂αβ)φ(x, θ)

=: δA+ θαδψα − θ2δF,
(2.74)

und Vergleich entsprechender Potenzen von θ. Durch explizites Ausrechnen bestimmt
man das Transformationsverhalten der Felder unter Supersymmetrietransformatio-
nen. Es gilt:

δφ(x, θ) = −ǫα(∂α − iθβ∂αβ)(A(x) + θαψα(x)− θ2F (x))

= −ǫαψα(x) + ǫαθαF (x) + iǫαθβ∂αβA(x) + iǫγθαθβ∂γαψβ(x).
(2.75)

Die Transformation der Felder ließt man unmittelbar ab:

δA = −ǫαψα(x)
δψα = −ǫβ(i∂αβA(x) + ιαβF (x))

δF = −iǫα∂ β
α ψβ(x).

(2.76)

Man verifiziert leicht, daß die so gefundene Darstellung der Superalgebra abgeschlos-
sen ist, d.h., daß der Kommutator zweier δ, angewandt auf eines der Felder des
Multipletts, den Impulsoperator, angewandt auf dasselbe Feld liefert.

Wir kommen nun zur Konstruktion supersymmetrischer Wirkungen. Hierzu sei
bemerkt, daß den Supersymmetrietransformationen Koordinatentransformationen
auf dem Superraum entsprechen. Da man Raumzeitableitungen wegen des Satzes
von Stokes und θ-Ableitungen wegen

∫
d3xd2θ∂αf

α =
∫
d3x∂β∂

β∂αf
α = 0 ignorieren

kann, folgt, daß jedes Superraumintegral

S =

∫
d3xd2θf(φ,Dαφ, ...), (2.77)

das nicht explizit von den Koordinaten abhängt, invariant unter der vollen Alge-
bra ist. Entwickelt man das Superfeld f(x, θ) in eine Reihe der θ und führt die
θ-Integration aus, so ergibt sich die Wirkung als gewöhnliches Raum-Zeit-Integral,
während man die Komponentenfelder durch Projektion erhält:

A(x) = φ(x, θ) |θ=0, ψα(x) = Dαφ(x, θ) |θ=0, F (x) = D2φ(x, θ) |θ=0, (2.78)

denn es gilt etwa

Dαφ(x, θ) |θ=0 = (∂α + iθβ∂αβ)φ(x, θ) |θ=0

= ψα(x)− 1

2
∂α(θβθβ)F (x) + iθβ∂αβφ(x, θ) |θ=0= ψα(x).

(2.79)

In den nächsten Abschnitten werden wir die einfachsten Fälle supersymmetrischer
Wirkungen mit diesen Methoden konstruieren. Es ist zu beachten, daß diese Vor-
gehensweise ohne Weiteres nur Wirkungen für einfache Supersymmetrie (N = 1)
liefern kann, da die Qα nur für diese Algebra eine Darstellung bilden. Zur Frage,
ob ein Superraumformalismus auch zur Konstruktion erweiterter Supersymmetrie
geeignet ist, kehren wir später zurück.
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2.2.3 Das skalare Multiplett für N = 1

Wir werden nun eine supersymmetrische Feldtheorie für das skalare bzw. das chirale
Multiplett konstruieren. Dieses soll ein reelles Skalarfeld A enthalten, d.h. einen boso-
nischen Freiheitsgrad, so daß dessen supersymmetrischer Partner auch genau einen
fermionischen Freiheitsgrad hat, d.h. durch einen Majoranaspinor ψα beschrieben
wird. Das chirale Multiplett ist dann von der Form (A,ψα). Das Superfeld (2.73)
kann zunächst beliebige komplexe Werte annehmen, d.h. die Komponentenfunktio-
nen werden ebenso komplexwertig. Es müssen also wie oben angedeutet gewisse
Bedingungen an das Superfeld gestellt werden, damit die Zahl der Freiheitsgrade
nicht zu hoch ist. Andernfalls würden die Superladungen nicht irreduzibel auf den
Superfeldern operieren. Im Fall des chiralen Multipletts fordert man einfach, daß das
Superfeld reell ist, so daß die Komponentenfelder automatisch die richtige Zahl an
Freiheitsgraden haben. (Zum Vergleich: In D = 4 fordert man Dα̇φ = 0, wobei Dα̇

die SUSY-kovariante Ableitung bezeichnet.) In Analogie zur kinetischen Lagrange-
dichte skalarer Quantenfeldtheorien kann man die folgende Wirkung für das skalare
Multiplett ansetzen [12]:

Skin = −1

2

∫
d3xd2θ(Dαφ)2. (2.80)

Durch partielle Integration erhält man die Komponentendarstellung:

Skin =
1

2

∫
d3xd2θφD2φ =

1

2

∫
d3x∂2(φD2φ)

=
1

2

∫
d3xD2[φD2φ] |θ=0

=
1

2

∫
d3x(D2φD2φ+DαφDαD

2φ+ φ(D2)2φ)) |θ=0

=
1

2

∫
d3x(F 2 + iψα∂ β

α ψβ +A�A),

(2.81)

wobei in der letzten Zeile (2.78) ausgenutzt wurde. Der F -Term ist offenbar nicht pro-
pagierend, da die Bewegungsgleichung F = 0 ist, so daß das Multiplett tatsächlich
von der Form (A,ψα) ist. Zusätzlich können zur Wirkung geeignete Wechselwir-
kungsterme addiert werden: SI =

∫
d3xd2θf(φ) mit der Komponentendarstellung

SI =

∫
d3xD2f(φ) |θ=0=

∫
d3x(f ′′(φ)(Dαφ)2 + f ′(φ)D2φ) |θ=0

=

∫
d3x[f ′′(A)ψ2 + f ′(A)F ].

(2.82)

Diese Wechselwirkung kann z.B. einen Massenterm11 oder einen φ3- Wechselwir-
kungsterm enthalten: f(φ) = 1

2mφ
3 + 1

6λφ
3. Höhere Terme werden von der Forde-

11Die massiven chiralen N = 1 Multipletts haben Spins (0, 1

2
), d.h. die Zahl der Freiheitsgrade

ist auch im massiven Fall dieselbe.
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rung nach Renormierbarkeit ausgeschlossen [12].12 Die gesamte Wirkung ergibt sich
damit zu:

S =

∫
d3xd2θ(−1

2
(Dαφ)2 +

1

2
mφ2 +

1

6
λφ3)

=

∫
d3x(

1

2
(A�A+ iψα∂ β

α ψβ + F 2) +m(ψ2 +AF ) + λ(Aψ2 +
1

2
A2F )).

(2.83)

2.2.4 Das Vektormultiplett für N = 1

Aufgrund der im Anhang A erläuterten Dualität zwischen Eichvektorfeldern und
Skalarfeldern in D = 3 kann ein Vektormultiplett immer in ein skalares Multiplett,
für welches wir schon Wirkungen konstruiert haben, dualisiert werden. Trotzdem
werden wir hier direkt Wirkungen für das Vektormultiplett (Aµ, λ

α) selbst angeben,
und dabei die wesentlichen Ergebnisse aus [12] zur Konstruktion supersymmetrischer
Wirkungen mittels des Superraumformalismus zusammenfassen.

Obwohl die Zahl der Freiheitsgrade dieselbe sein muß wie für das chirale Multi-
plett, werden wir hier ein komplexes Superfeld zugrundelegen, da die Eichinvarianz
die zusätzlichen Komponenten des Superfeldes eliminieren wird. Dieses Superfeld
transformiert sich unter einer konstanten Phasentransformation gemäß

φ −→ φ′ = eiKφ,

φ −→ φ
′
= e−iKφ,

(2.84)

wobei K = const. Die freie Lagrangedichte |Dφ|2 ist offenbar invariant unter dieser
Transformation. Möchte man dies zu einer lokalen Invarianz, d.h zu Eichinvarianz,
erweitern, so ist es wie üblich notwendig, ein Eichfeld Γα einzuführen, um die Spi-
norableitung zu einer kovarianten zu machen:

Dα −→ ∇α = Dα ∓ iΓα. (2.85)

Fordert man noch, daß sich das Eichpotential gemäß δΓα = DαK transformiert,
wobei K nun ein reelles Superfeld ist, so sind alle beteiligten Ausdrücke kovariant,
außerdem gilt ∇′

α = eiK∇αe−iK . Damit ist dann |∇φ|2 eichinvariant. Im raumzeit-
lichen Anteil taucht wie in konventioneller Eichtheorie ebenfalls ein Eichzusammen-
hang in vektorieller Form Γαβ auf:

∂αβ −→ ∇αβ = ∂αβ − iΓαβ , (2.86)

wobei δΓαβ = ∂αβK und ebenso ∇′
αβ = eiK∇αβe−iK . Γα und Γαβ können nun als

Komponenten einer Super-1-Form ΓA = (Γα,Γαβ) aufgefaßt werden. Das Super-

12Daraus, daß
∫
d3xf(φ) dimensionslos sein muß, folgt, daß f Massendimension 3 haben muß:

[f ] = 3. Also ist auch [mφ2] = 3, d.h. [φ] = 1. Daraus folgt [λφ3] = 3, also [λ] = 0, d.h. die Kopp-
lungskonstante ist dimensionslos, während für Theorien höherer Ordnung die Kopplungskonstante
eine negative Massendimension hätte.
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Eichfeld Γ = Γ(x, θ) ist so wie oben ein Feld auf dem Superraum, und die Kompo-
nenten enthält man ebenso durch Projektion:

χα = Γα |θ=0 , B =
1

2
DαΓα |θ=0 , Vαβ = − i

2
D(αΓβ) |θ=0

λα =
1

2
DβDαΓβ |θ=0,

(2.87)

während man durch Projektion der vektoriellen 1-Form erhält:

Wαβ = Γαβ |θ=0 , ρβ = DαΓαβ |θ=0,

ψαβγ = D(αΓβγ) |θ=0 und Tαβ = D2Γαβ |θ=0 .
(2.88)

Es ist zu bemerken, daß die Komponentenfelder χ und B aufgrund der Eichinvari-
anz (2.84) wegtransformiert werden können. Dies ist die sogenannte Wess-Zumino-
Eichung.

Es ist zweckmäßig, anstatt des Superfeldes Γβ die folgende Ableitung zu betrach-
ten: (Für weitere Details siehe [12])

Wα =
1

2
DβDαΓβ. (2.89)

Man kann nun folgende Wirkung konstruieren:

S =
1

g2

∫
d3xd2θW 2 =

1

g2

∫
d3xd2θ(

1

2
DβDαΓβ)

2. (2.90)

Diese kann man wie in (2.78) in Komponentenfelder darstellen.

S =
1

g2

∫
d3xD2W 2 =

1

g2

∫
d3x[WαD2Wα −

1

2
(DαW β)(DαWβ)] |θ=0

=
1

g2

∫
d3x[λαi∂ β

α λβ −
1

2
fαβfαβ],

(2.91)

wobei fαβ = DαWβ |θ=0 die Feldstärke bezeichnet.

Von vergleichbarer Bedeutung neben der eben konstruierten supersymmetrischen
Yang-Mills-Wirkung ist in D = 3 die Chern-Simons-Wirkung. (Zur Definition siehe
3.2.) Für den abelschen Fall ergibt sich die supersymmetrische Erweiterung aus den
oben definierten Superfeldern Γα und Wα gemäß [12]

S =
1

2g2

∫
d3xd2θΓαWα. (2.92)

Die Komponentendarstellung enthält dann nämlich die Kombination
∫
d3xV αβ∂γαV

γ
β , (2.93)

die gerade die Koordinatendarstellung der abelschen Chern-Simons-Form (3.9) ist.
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2.2.5 Supersymmetrische Wirkungen für N = 2

Wie wir weiter oben festgestellt haben, ist die Superraumkonstruktion problematisch
bei der Formulierung supersymmetrischer Feldtheorien mit mehr als einer Superla-
dung (N > 1), da es dann i.d. Regel nicht mehr klar ist, wie die Bedingungen an die
Superfelder auszusehen haben. Im Falle D = 3, N = 2 könnten wir aber die Äqui-
valenz zur N = 1 Supersymmetrie in D = 4 ausnutzen. Man kann einen zweiten
Satz fermionischer Koordinaten θα einführen und diesen dann zweckmäßigerweise
mit den anderen Grassmannvariablen zu komplexen Spinoren zusammenfassen. Der

Superraum wird dann durch Koordinaten zM = (xµ, θα, θ
α̇
) beschrieben, wobei die

θα und die θ
α̇

nun einem vierdimensionalen Sinne Weylspinoren sind. (Diese Kon-
struktion ist gewissermaßen die Umkehrung derjenigen im vorigen Abschnitt, wo
die Weylspinoren in D = 3-Majoranaspinoren zerlegt wurden.) Der Superraum ist
dann vollkommen identisch zum N = 1 Superraum in D = 4 und man könnte die
Bedingungen an die Superfelder (Dα̇φ = 0 für das chirale Multiplett und V † = V

für das Vektormultiplett) direkt übernehmen. Da also klar ist, daß man hierdurch
genau dieselben Wirkungen erhalten würde wie in D = 4, kann man stattdessen
die dreidimensionalen Analoga direkt durch dimensionale Reduktion konstruieren.
Wir werden uns dabei von folgender Grundidee leiten lassen: In der hier gewählten
Spinordarstellung kann man die 2-Richtung auf lorentzinvariante Weise als identisch
Null annehmen und die in D = 4 lebenden Objekte der Weylspinoren auf ebenso
lorentzinvariante Weise in Real- und Imaginärteil zerlegen. Besteht nun eine super-
symmetrische Feldtheorie in D = 4 etwa aus einem komplexen Skalarfeld und einem
Weylspinor, so kann man diese Theorie wie folgt auf D = 3 dimensional reduzie-
ren. Fordert man, daß sich alle Objekte nur unter (Darstellungen) der Untergruppe
SL(2,R) transformieren und daß alle Funktionen unabhängig von x2 sind, so liefert
ein Weylfermion zwei reelle Diracfermionen in D = 3 und ein komplexes Skalarfeld
zwei reelle Skalarfelder. Reduziert man einen Vektor, so ergeben sich ein Vektor
und ein weiterer Skalar. Dieser neue Skalar entsteht aus der 2-Komponente des
ursprünglichen Vektorfeldes in D = 4. Ebenso lassen sich die Supersymmetrietrans-
formationen auf dem Niveau der Felder bestimmen. Es ist dann unmittelbar klar,
daß die resultierende Feldtheorie supersymmetrisch ist. Dieses Verfahren werden wir
nun auf das skalare Multiplett in D = 4 anwenden: Die freie Wirkung ist

S =

∫
d4x(i∂nψσ

nψ +A∗
�A+ F ∗F ), (2.94)

wobei die Supersymmetrietransformationen gegeben sind durch

δξA =
√

2ξψ

δξψ = i
√

2σmξ∂mA+
√

2ξF

δξF = i
√

2ξσm∂mψ.

(2.95)

Hierbei bezeichnen lateinische Buchstaben aus der Mitte des Alphabets m, n, ...
= 0, 1, 2, 3 Vektorindizes in D = 4. Im folgenden kennzeichnen griechische Buch-
staben µ, ν, ... = 0, 1, 3 die dimensional reduzierten Vektorindizes in D = 3. Da
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ψ ein komplexer Weylspinor ist, werden wir ihn in ψ = ψ1 + iψ2 zerlegen, ebenso
den Parameter ξ, den man formal als konstanten Weylspinor auffassen kann. Um
die zweifache Supersymmetrie in D = 3 manifest zu machen, werden wir in den
SUSY-Transformationen auch die komplexen Skalarfelder in Real- und Imaginärteil
zerlegen. Man erhält für den kinetischen Term des fermionischen Feldes:

L = i∂µ(ψ1 − iψ2)σ
µ(ψ1 + iψ2)

= (∂µψ2)σ
µψ1 − (∂µψ1)σ

µψ2 + i

2∑

i=1

(∂µψi)(σ
µ)ψi,

(2.96)

während für die Transformationen mit ξ =: η + iζ folgt:

δξA =
√

2ξψ =
√

2(η + iζ)(ψ1 + iψ2)

=
√

2(ηψ1 − ζψ2) + i
√

2(ηψ2 + ζψ1).
(2.97)

Dies ist äquivalent zu zwei Supersymmetrietransformationen mit reellen Parametern,
die auf zwei reelle Skalarfelder wirken, denn die Invarianz muß für beliebige ξ gelten,
insbesondere für reelle oder rein-imaginäre. Man erhält

δηA1 =
√

2ηψ1, δζA1 = −
√

2ζψ2

δηA2 =
√

2ηψ2, δζA2 =
√

2ζψ2.
(2.98)

Auf dieselbe Weise erhält man die weiteren SUSY-Transformationen:

δηψ1 = −
√

2(ησµ∂µA2 − ηF1), δζψ1 =
√

2(ζσµ∂µA1 − ζF2)

δηψ2 =
√

2(ησµ∂µA1 + ηF2), δζψ2 = −
√

2(ζσµ∂µA2 − ζF1),
(2.99)

und ebenso für das Hilfsfeld F = F1 + iF2

δζF1 =
√

2ζσµ∂µψ1, δηF2 =
√

2ησµ∂µψ1,

δηF1 = −
√

2ησµ∂µψ2, δζF2 =
√

2ζσµ∂µψ2.
(2.100)

Die Wirkung, die unter all diesen Supersymmetrietransformationen invariant ist, ist
nach obigem gegeben durch

S =

∫
d3x((∂µψ2)σ

µψ1 − (∂µψ1)σ
µψ2

+ i

2∑

i=1

(∂µψi)(σ
µ)ψi +A∗

�A+ F ∗F ),

(2.101)

wobei man sich die kinetischen Terme für A und F auch in Real- und Imaginärteil
zerlegt denken kann. Es folgt nun unmittelbar aus der Supersymmetrie der skalaren
Wirkung in D = 4, daß auch diese invariant ist unter den hier angegebenen Transfor-
mationen. Ebenso ist klar, daß die angegebenen Transformationen eine Darstellung
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der Superalgebra bilden, d.h. insbesondere, daß die Kommutatoren abgeschlossen
sind.

Auf vollkommen analoge Weise kann man so beliebige supersymmetrische Wir-
kungen in D = 4 dimensional reduzieren, um so N = 2 Wirkungen in D = 3 zu
erhalten. Für eine supersymmetrische Eichtheorie in 3 + 1 Dimensionen findet man
dies etwa in [13] explizit durchgeführt.

Eine global supersymmetrische N = 2 Erweiterung der Chern-Simons-Wirkung
kann man jedoch nicht durch dimensionale Reduktion konstruieren, denn die Chern-
Simons-Theorie ist so nur in D = 3 definiert. Solche Erweiterungen findet man für
N = 2 und N = 4 in [14]. Diese sind etwas länglich, und da wir die Supersymmetri-
sierung später nicht mehr benötigen13, werden wir sie hier nicht wiedergeben.

13Man beachte, daß aufgrund des Umstandes, daß ein Chern-Simons-Feld nicht-propagierend ist
(Abschnitt 3.2), eine solches ohne supersymmetrische Erweiterung zu einer ansonsten supersymme-
trischen Theorie hinzugefügt werden kann, ohne die Supersymmetrie zu verletzen, sofern sich die
propagierenden Felder nicht in das Chern-Simons-Feld transformieren.
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Kapitel 3

Supergravitation in D = 3

3.1 Reine Gravitation und Supergravitation

Der Unterschied zwischen klassischer Gravitation, d.h. allgemeiner Relativitätstheo-
rie, in vier und drei Dimensionen ist auffälliger als man zunächst vermuten würde.
Dies hängt damit zusammen, daß das Gravitationsfeld inD = 3 keine physikalischen,
d.h. propagierenden Freiheitsgrade hat und damit eine rein topologische Theorie ist.
Freie Lösungen der Einstein-Feldgleichungen können also nicht so etwas wie Gravita-
tionswellen beschreiben. Der Riemannsche Krümmungstensor ist in D = 3 nämlich
äquivalent zum Ricci-Tensor, denn es gilt die Relation

Rµνρσ = gµρRνσ − gµσRνρ − gνρRµσ + gνσRµρ −
1

2
(gµρgνσ − gµσgνρ)R. (3.1)

Aus der Einstein-Gleichung bei verschwindender kosmologischer Konstante in der
Form

Rµν = κ[Tµν − gµνT σσ] (3.2)

folgt für den Vakuum-Fall Tµν = 0 also das identische Verschwinden des Riemann-
Tensors. Die Raumzeit ist bei Abwesenheit von Materie also lokal flach, kann also ins-
besondere keine ebene Welle darstellen [15]. Um eine dynamisch nichttriviale Theorie
zu erhalten, kann man Materie an die Theorie koppeln, d.h. einen nichtverschwin-
denden Energie-Impuls-Tensor wählen. So sind die Lösungen der Feldgleichungen bei
Anwesenheit von Punktmassen ebenfalls lokal flach, beinhalten aber eine konische
Singularität am Ort der Punktmasse [16]. Dies bedeutet, daß die Raumzeit einen
flachen Kegel darstellt. Will man den raumartigen Anteil als den R

2 auffassen, so
sind aus diesem also ein bestimmter Winkel zu entfernen und die Punkte entlang der
verbleibenden Kanten miteinander zu identifizieren. Dieses Phänomen ist für Super-
gravitation in D = 3 von gewissem Interesse, und wir werden daher im nächsten
Abschnitt kurz hierauf zurückkommen.

Eine andere Möglichkeit, eine nichtflache Metrik zu erhalten, besteht darin, ei-
ne nichtverschwindende kosmologische Konstante Λ zu wählen. Die Raumzeit wird

33
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dann im Vakuum-Fall bzw. im Grundzustand maximal symmetrisch sein und ei-
ne konstante Krümmung haben. (Trotzdem ist das Gravitationsfeld nach wie vor
nicht-propagierend.) Die Einstein-Gleichung lautet

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 0. (3.3)

Eine Lösung ist also gegeben durch die Metrik, die

Rµν = 2Λgµν und damit R = 6Λ (3.4)

erfüllt. Mit (3.1) folgt damit schon der Riemannsche Krümmungstensor:

Rµνρσ = Λ(gµρgνσ − gρνgµσ). (3.5)

Ist Λ = 0, so gewinnen wir den Minkowski-Grundzustand zurück, ist Λ < 0, so haben
wir einen Anti-deSitter-Grundzustand und für Λ > 0 einen deSitter-Grundzustand.
Die Anti-deSitter-Raumzeit ist gegeben durch S1 × R

2 und hat die Isometriegrup-
pe SO(2, 2), während die deSitter-Raumzeit R × S2 ist und die Isometriegruppe
SO(1, 3) hat.

Wir behandeln nun reine Supergravitation, die auf einer sehr einfachen Grundi-
dee basiert: Wie für jede Symmetrie in der Physik liegt es auch bei Supersymmetrie
nahe, zu fragen, ob man diese eichen kann, d.h., ob diese auch in einer lokalen Ver-
sion realisierbar ist, in der die (hier spinoriellen) Transformationsparameter beliebig
von der Raumzeit abhängen. Da die Superalgebra (2.2) aber als Unteralgebra die
Lie-Algebra der Poincaregruppe enthält, muß diese notwendigerweise auch geeicht
sein. Die allgemeine Relativitätstheorie wird aber für gewöhnlich als Eichtheorie
eben dieser Poincaregruppe interpretiert, da die Generatoren Pµ in (2.2) in einer
lokalen Transformation die Diffeomorphismen erzeugen. Eine Eichtheorie der Su-
peralgebra muß also notwendigerweise die allgemeine Relativitätstheorie enthalten.
In D = 4 enthält im lokalen Fall also mindestens ein Supermultiplett ein Spin-2-
Feld, welches das Gravitationsfeld mit zwei bosonischen Freiheitsgraden darstellt.
Hier sind die masselosen N = 1 Multipletts von der Form (λ0, λ0 + 1

2), wobei λ0

die Helizität bezeichnet. Die Multipletts (3
2 , 2) und (−2,−3

2 ) bilden also zusammen
das Gravitonmultiplett, d.h. bei einfacher Supersymmetrie hat das Gravitations-
feld einen Spin-3

2-Partner mit zwei fermionischen Freiheitsgraden. Dieses sogenann-
te Rarita-Schwinger- oder Gravitino-Feld trägt als Spin-3

2-Feld drei Spinorindizes1

bzw. einen Vektorindex und einen Spinorindex (“Vektor-Spinor”), der für gewöhn-
lich unterdrückt wird. In drei Dimensionen stellt sich die Situation etwas anders
dar: Das Gravitationsfeld selbst hat keine Freiheitsgrade, sein fermionischer Partner
also ebensowenig. Die Konstruktion der Multipletts in Kap. 2 hilft uns also nicht
bei der Bestimmung des fermionischen Partners, schlicht deswegen nicht, da die
Multipletts sich nur auf propagierende Freiheitsgrade beziehen. Man kann aber die

1Siehe Anfang Abschnitt A.3.
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Analogie zum vierdimensionalen Fall ausnutzen, um wie im Fall reiner Gravitation
eine Supergravitationswirkung zu formulieren, wobei wieder ein Vektor-Spinor als
fermionischer Partner angenommen wird. Die supersymmetrische Erweiterung der
Einstein-Hilbert-Lagrangedichte lautet dann

LSUGRA = −1

2
iεµνρ{eaµRνρa + ψ

I
µ∇νψIρ}, (3.6)

wobei hier ω a
µ := i

2ε
abcωµbc das flache D = 3-Hodge-Dual des Spin-Zusammenhangs

ωabµ bezeichnet. Mit diesem wird die kovariante Ableitung in Spinordarstellung wegen
(A.77) zu

∇µ = ∂µ +
i

2
ω ab
µ γab = ∂µ +

1

2
ω a
µ γa. (3.7)

Ebenso ist Rµν a := i
2εabcR

bc
µν , so daß der erste Term tatsächlich der übliche Einstein-

Hilbert-Term 1
2R ist. Ferner kennzeichnet I = 1, ..., N eine beliebige Zahl an Gravi-

tinos. Die Wirkung (3.6) ist dann invariant unter den N (lokalen) Supersymmetrie-
transformationen [9]

δǫe
a
µ =

1

2
ǭIγaψIµ,

δǫψ
I
µ = ∇µǫI .

(3.8)

Die durch (3.6) gegebene Wirkung ist ebenso topologisch wie klassische Gravitation.
Die Gravitonmultipletts sind also in einem formalen Sinne von der Form (eaµ, ψ

I
µ),

wobei I = 1, ..., N für N -fache Supersymmetrie steht.

Es gibt eine Besonderheit bei lokaler Supersymmetrie in D = 3, die mit der Exi-
stenz der im vorigen Abschnitt erläuterten konischen Singularitäten zusammenhängt.
Die in Kap. 2 bewiesene Bose-Fermi-Entartung tritt hier nämlich nicht notwendi-
gerweise auf. Dies sei hier aus folgendem Grund erwähnt: Nach einem Ansatz von
Witten [17] im Zusammenhang mit Supergravitation in D = 3 könnte dies hel-
fen, den Wert der kosmologischen Konstante dadurch zu erklären, daß man die
Supersymmetrie als ungebrochen annimmt. Die damit üblicherweise einhergehende,
phänomenologisch inakzeptable Bose-Fermi-Entartung, können wir so also umgehen.
Die zum Beweis dieser Entartung notwendigen globalen Superladungen existieren in
einer Geometrie mit konischen Singularitäten nicht, denn in einer solchen gibt es
keine kovariant-konstanten Spinoren. (Dies zeigt man dadurch, daß man annimmt,
es gäbe solche Spinoren und diese um eine solche Singularität paralleltransportiert;
aufgrund der Notwendigkeit gewisse Kanten miteinander zu identifizieren, erhält
man einen Widerspruch [19]). Nimmt man an, daß unsere Welt durch den starken
Kopplungslimes einer dreidimensionalen Theorie beschrieben wird, so kann man Ei-
genschaften, die sich gut durch ungebrochene Supersymmetrie erklären lassen - wie
vielleicht den Wert der kosmologischen Konstante -, auch genauso erklären [18].
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3.2 Chern-Simons-Theorie

In D = 3 existiert neben der altbekannten Yang-Mills-Wirkung noch eine weitere
eichinvariante kanonische Wirkung, die für uns im folgenden von Bedeutung sein
wird. Diese Chern-Simons-Wirkung erhält man im allgemeinen als aus einem Eich-
feld konstruierte 3-Formen, welche durch Integration über 3-dimensionale Mannig-
faltigkeiten sofort als Wirkung interpretierbare skalare Größen liefern und damit
gerade für Theorien in drei Dimensionen von besonderer Bedeutung sind. Faßt man
das zugrundeliegende Vektorfeld als Lie-Algebra-wertige 1-Form A auf, so lautet die
Wirkung

S =

∫
Tr(A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A), (3.9)

wobei Tr generisch für eine beliebige quadratische Form auf der Lie-Algebra der
Eichgruppe steht. (3.9) ist im folgenden Sinne eine rein topologische Theorie: In
D = 4 sei F die Krümungs-2-Form des Zusammenhangs A, dann ist Tr(F ∧ F ) =
Tr(Fµν ⋆F

µν) eine topologische Dichte in dem Sinne, daß das Integral hierüber eine
topologische Invariante des zugrundeliegenden Bündels liefert. (Führt man dieses
Integral etwa für ein SU(2)-Bündel über S4 aus, so erhält man die 2. Chern-Zahl des
Bündels [20].) Gleichzeitig ist Tr(F∧F ) geschlossen, d.h. lokal exakt, Tr(F∧F ) = dω,
wobei die 3-Form ω gerade durch die Chern-Simons-Dichte gegeben ist:

ω = Tr(A ∧ dA+
2

3
A ∧A ∧A). (3.10)

Diese transformiert sich unter Eichtransformationen in eine totale Ableitung und
liefert damit eine eichinvariante Theorie. Ein nur durch einen Chern-Simons-Term
beschriebenes Eichfeld hat aufgrund dieses topologischen Charakters keine physika-
lischen Freiheitsgrade.

Es sei hier erwähnt, daß man klassische Gravitation in D = 3 als eine Poincare-
Eichtheorie mit einer Chern-Simons-Wirkung auffassen kann [21]. Ebenso kann man
Chern-Simons-Supergravitation betrachten [22].

3.3 Geeichte Supergravitation

3.3.1 Nichtlineare Sigmamodelle

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, sind sowohl klassische Gravitation als
auch ihre lokal supersymmetrische Erweiterung in 2+1 Dimensionen bei Abwesenheit
von Materie rein topologisch, d.h liefern keine propagierenden Freiheitsgrade und
sind damit dynamisch trivial. Eine Möglichkeit hieraus eine dynamisch nichttriviale
Theorie zu konstruieren, besteht darin, die Theorie an nichtlineare Sigmamodelle zu
koppeln. Diese bestehen aus einer gewissen Zahl an Skalarfeldern φi, i = 1, ..., d, die
man an jedem Raumzeitpunkt als Koordinaten einer “internen” Mannigfaltigkeit,
der Skalarmannigfaltigkeit (oder auch “Target space”), auffassen kann. Die Felder
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liefern also eine Abbildung

φ : M −→M
von der Raumzeit M in die Skalarmannigfaltigkeit M, welche lokal hierdurch defi-
niert werden kann. Zur Konstruktion der kinetischen Terme für die Skalarfelder stat-
tet man die Skalarmannigfaltigkeit mit einer i.a. nichtflachen Riemannschen Metrik
aus (daher die Bezeichnung nichtlinear) und erhält eine Wirkung der Form2

L = −1

2
gij(φ)gµν∂µφ

i∂νφ
j. (3.11)

Möchte man diese global supersymmetrisieren, so muß man wie üblich fermionische
Partner χi, i = 1, ..., d, einführen, und man erhält für skalare N = 1 Multipletts
(φi, χi) die Wirkung [23]

L = −1

2
gij(φ)gµν∂µφ

i∂νφ
j − 1

2
gij(φ)χiγµ∇µχj −

1

24
Rijklχ

iγµχjχkγµχ
l, (3.12)

wobei ∇µχi := ∂µχ
i + Γijk∂µφ

jχk die bezüglich gij(φ) kovariante Ableitung und
Rijkl den korrespondierenden Riemannschen Krümmungstensor bezeichnet. Fordert
man nun etwa höhere Supersymmetrie (N > 1), so stellt man fest, daß sich dies
nicht für beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeiten realisieren läßt, sondern nur für
solche, die zusätzlich eine Kählerstruktur tragen [9, 11]. Entsprechend werden die
geometrischen Bedingungen bei höherer Supersymmetrie immer restriktiver, so daß
M etwa für N = 3 eine quaternionische Kähler-Mannigfaltigkeit sein muß oder für
N = 4 eine Hyper-Kähler-Mannigfaltigkeit. Für N ≥ 5 gibt es sogar jeweils nur eine
mögliche Skalarmannigfaltigkeit, und es existieren keine Modelle für N > 16. (Für
weitere Details siehe [9].) Im folgenden werden uns hauptsächlich die Fälle N = 1, 2
interessieren.

Wir kommen nun zur Ankopplung dieser Theorie an Supergravitation, zunächst
für beliebiges N . Dies ist in [9] und [23] ausführlich dargestellt, und wir werden hier
aus Gründen der Vollständigkeit die wesentlichen Ergebnisse zusammenfassen. Für
N ≥ 2 besitzt die Skalarmannigfaltigkeit komplexe Strukturen, die wir mit f iP j(φ),
P = 2, ..., N , bezeichnen und die in den sogenannten superkovarianten Ableitungen
vorkommen:

∂̂µφ
i := ∂µφ

i − 1

2
(δijψµ + f iP jψ

P
µ )χj . (3.13)

Die fP erfüllen außerdem eine Cliffordalgebra

f iPkf
k
Qj + f iQkf

k
Pj = −2δPQδ

i
j , (3.14)

so daß wir aus ihnen 1
2N(N − 1) Generatoren von SO(N) über fPQ = f [PfQ]

und f1P = −fP1 = fP konstruieren können. Damit diese komplexen Struktu-
ren nicht explizit auftauchen, werden wir wie in [23] folgende Notation einführen:

2Im folgenden werden wir die metrischen Tensoren auf der Raumzeit und der Skalarmannigfal-
tigkeit nur durch lateinische und griechische Indizes unterscheiden.
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χiI = (χi, fPijχ
j), wobei I = 1, ..., N . Nutzt man die im vorigen Kapitel angege-

bene Wirkung für Supergravitation und koppelt diese an die Wirkung (3.12) für
nichtlineare Sigmamodelle, so ergibt sich:

L =− 1

2
iεµνρ(e aµ Rνρa + ψ

I
µDνψ

I
ρ)

− 1

2
egij(g

µν∂µφ
i∂νφ

j +N−1χiIγµDµχ
jI)

+
1

4
egijχ

iIγµγνψIµ(∂νφ
j + ∂̂νφ

j)

+
1

48
eN−2(3(gijχ

iIχjI)2 − 2(N − 2)(gijχ
iIγaχjJ)2)

− 1

24
eN−2Rijklχ

iIγaχ
jIχkJγaχlJ ,

(3.15)

wobei die kovarianten Ableitungen durch

Dµψ
I
ν = (∂µ +

1

2
ωaµγa)ψ

I
ν + ∂µφ

iQIJi ψ
J
ν , und

Dµχ
iI = (∂µ +

1

2
ωaµγa)χ

iI + ∂µφ
j(Γijkχ

kI +QIJj χ
iJ)

(3.16)

gegeben sind. QIJi bezeichnet die durch I, J indizierten zu den fPQ korrespondieren-
den sogenannten Kähler-Zusammenhänge auf der Skalarmannigfaltigkeit. (So erhält
man etwa für N = 2 genau einen Kähler-Zusammenhang Q12

i = Qi = −1
4 i∂iK, wenn

K das Kähler-Potential ist. Die Bedeutung der Bezeichnung Zusammenhang wird
in Kürze erklärt.). Hierbei ist die Wirkung (3.15) invariant unter den Supersymme-
trietransformationen

δe aµ =
1

2
ǫIγaψIµ,

δψIµ = Dµǫ
I − δφiQIJi ψJµ −

1

8
gijχ

iIγνχjJγµνǫ
J ,

δφi =
1

2
ǫIχiI ,

δχiI =
1

2
(δIJ − f IJ)ijγµ∂̂µφjǫJ − δφj(ΓijkχkI +QIJj χ

iJ),

(3.17)

wobei nun gilt:

∂̂µφ
i = ∂µφ

i − 1

2
ψ
I
µχ

iI , Dµǫ
I = (∂µ +

1

2
ωaµγa)ǫ

I + ∂µφ
iQIJi ǫ

J . (3.18)

3.3.2 Geeichte Isometrien

Wie wir in Abschnitt 3.1 diskutiert haben, ist Supergravitation die Eichtheorie der
Superalgebra, d.h die eben konstruierte Theorie ist automatisch eine Eichtheorie.
Zusätzlich kann man solche Theorien aber noch einer weiteren Eichung unterwerfen.
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Hierzu nehmen wir an, daß auf der Skalarmannigfaltigkeit M gewisse Isometrien
existieren, d.h. Transformationen, die die Metrik invariant lassen. Dies impliziert
die Existenz eines Killing-Vektorfeldes Xj , welches die Isometrien erzeugt und für
das gilt ∇iXj +∇jXi = 0 bzw. LXgij = 0, wenn LX die Lie-Ableitung in Richtung
des Vektorfeldes bezeichnet.3 (Man erinnere sich daran, daß man die Menge der
Killing-Vektorfelder als Lie-Algebra der Isometriegruppe auffassen kann.) Die von
diesen erzeugten Transformationen sind dann Transformationen der Skalarfelder, die
die Wirkung (3.12) invariant lassen, denn diese enthält nur Größen, die sich aus der
Metrik gewinnen lassen. Will man dies zu einer Symmetrie der ganzen Supergravita-
tionswirkung (3.15) erweitern, so muß man gegebenenfalls eine SO(N) Rotation der
Spinorfelder zulassen, deren infinitesimale Erzeugende mit SIJ(X,φ) bezeichnet sei-
en. Sind diese Transformationen nun mit der Metrik und den komplexen Strukturen
in dem Sinne verträglich, daß

LXgij = 0,

LXQIJi +DiSIJ(φ,X) = 0,

LXf IJij − 2SK[I(φ,X)f
J ]K
ij = 0,

(3.19)

gilt, so ist (3.15) invariant unter den kombinierten Transformationen

δφi = Xi(φ),

δψIµ = SIJ(φ,X)ψJµ ,

δχiI = χjI∂jX
i + SIJ(φ,X)χiJ .

(3.20)

Da eine Transformation auf der Skalarmannigfaltigkeit zunächst keinen Bezug zur
Raumzeit hat, stellen solche Transformationen also eine globale Symmetrie dar. Es
ist nun möglich, diese Symmetrie wie üblich zu eichen, d.h. eine explizite Abhängig-
keit der Transformationsparameter von der Raumzeit zuzulassen. Es wird damit
notwendig zu jeder der Isometrien Xj

A (A indiziert die verschiedenen Isometrien) ein
Vektorfeld AAµ als Eichfeld einzuführen und dieses minimal an die Theorie zu kop-
peln. (Zu der Frage, warum wir kein ganzes Vektormultiplett hinzufügen müssen,
kehren wir gleich zurück.) Da etwa für N = 2 die Vektorfelder Xi

A∂i + Xι
A∂ι die

Generatoren der Eichgruppe bilden, lautet die kovariante Ableitung

Dµφj = ∂µφ
j + gΘABAAµ(X

i
B∂i +Xι

B∂ι)φ
j = ∂µφ

j + gΘABAAµX
j
B , (3.21)

denn ∂i und ∂ι bezeichnen die komplexe Differentiation nach φi bzw. φ
ι
. ΘAB ist eine

konstante, symmetrische Matrix, die neben g die Kopplung bestimmt. Entsprechend
definiert man die Wirkung dieser kovarianten Ableitung auf Spinorfelder:

DµψIν = ∇µψIν + ∂µφ
iQIJi ψ

J
ν + gΘABAAµPIJB ψJν , (3.22)

3Da M für N = 2 eine komplexe Kähler-Mannigfaltigkeit ist, ist das Killing-Vektorfeld in diesem
Fall holomorph, d.h. es gilt ∂ιX

j = 0 und ∇iXj + ∇jXi = 0.
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und analog für DµχiI , wobei

PIJ(φ,X) = XjQIJj (φ) + SIJ(φ,X) und

PIJA : = PIJ(φ,XA).
(3.23)

Dieser Ausdruck ist antisymmetrisch in I, J , d.h. für den Fall N = 2 reduziert sich
dies auf die sogenannte Impulsabbildung PA = P12

A , die man gleichzeitig aus der
aufgrund der Killing-Gleichung (3.19) integrablen Relation

∂jPA =
i

2
gjj̄X

j̄
A (3.24)

bestimmen kann. Es sei an dieser Stelle noch einmal auf die Bedeutung der ver-
schiedenen kovarianten Ableitungen hingewiesen. Im folgenden bezeichnet ∇µ die
kovariante Ableitung nur bezüglich der Raum-Zeit, Dµ dieselbe, jedoch zusätzlich
Kähler-kovariant und Dµ die kovariante Ableitung aufgrund der Eichung der Iso-
metrien. Wie in [23] im Detail ausgeführt, führt diese Ankopplung dazu, daß die
Wirkung (3.15) nicht mehr invariant unter den Supersymmetrietransformationen
ist. Es wird damit notwendig, einen kompensierenden Term einzuführen, der, wie
sich herausstellt, auf die Form einer Chern-Simons-Wirkung (siehe Abschnitt 3.2)
gebracht werden kann, d.h. die Wirkung wird um die Kopplung

LCS =
1

8
igεµνρAAµFBνρΘ

AB (3.25)

erweitert. Ferner muß eine Supersymmetrievariation der Vektorfelder der Form

δAAµ = 2PIJA ψ̄Iµǫ
J + gijX

i
Aχ

jIǫI (3.26)

eingeführt werden, aufgrund derer zur Kompensation ein zusätzlicher Yukawa-Kopp-
lungsterm in der Wirkung auftauchen muß. Dieser ist gegeben durch

LY =
1

2
egAIJ1 ψ

I
µγ

µνψJν + egAIJ2j ψ
I
µγ

µχjJ +
1

2
egAIJ3ijχ

iIχjJ , (3.27)

wobei wir explizite Ausdrücke für die Massen Tensoren A1, A2 und A3 für N = 2
später angeben werden. Zusätzlich erfahren die Fermionen-Variationen (3.17) fol-
gende Modifikation.

δψIµ = Dµ(ω,Q)ǫI + gAIJ1 γµǫ
J

δχiI =
1

2
(δIJ − f IJ)ijγµ∂̂µφjǫJ − gNgijAJI2j ǫ

J .
(3.28)

Man mag nun folgende Fragen stellen: Warum wurde kein ganzes Vektormultiplett
zu der Theorie hinzugefügt und wieso enthält die Wirkung nur den topologischen
Chern-Simons-Term und nicht etwa einen gewöhnlichen Yang-Mills-Term, wie man
das von einer Eichtheorien erwarten würde? Diese beiden Fragen sind verwandt,
denn ein Yang-Mills-Vektorfeld ist dynamisch, d.h. um die Supersymmetrie nicht zu
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verletzen, müßte ein vollständiges Vektormultiplett hinzugefügt werden, insbesonde-
re also weitere ‘Spin-1

2 ’-Fermionen, die dann nicht mehr zu den geometrisch besser
verstandenen Skalarfeldern φi gehören. Ferner gibt es inD = 3 eine on-shell-Dualität
zwischen masselosen Skalaren und masselosen Vektorfeldern (siehe: Anhang A), d.h.
man hat eine Freiheit hinsichtlich der Wahl der propagierenden Freiheitsgrade. Man
kann eine supersymmetrische Theorie entweder durch Vektormultipletts oder durch
skalare Multipletts ausdrücken. Und in der Tat kann man diese Freiheit ausnut-
zen, um zu zeigen, daß i.a. Yang-Mills-Eichtheorien und Chern-Simons-Eichtheorien
(kurz: Yang-Mills-Eichung und Chern-Simons-Eichung) äquivalent sind, wenn man
eventuell von einer halb-einfachen zu einer nicht halb-einfachen Eichgruppe über-
geht [24]. Wir werden später an einem Beispiel sehen, daß ein reines Chern-Simons-
Eichfeld durch Redualisierung in ein propagierendes Vektorfeld mit einem Yang-
Mills-Term und einen Chern-Simons-Term transformiert werden kann. Je nach dem,
in welchem Bild man arbeitet (Chern-Simons oder Yang-Mills) ergeben sich unter-
schiedliche Multipletts, insbesondere auch für das Gravitationsmultiplett. Dieses aus
höheren Dimensionen unbekannte Phänomen der Mehrdeutigkeit des Gravitations-
multipletts hängt mit seinem nicht-propagierenden Charakter zusammen, denn das
Hinzufügen neuer Felder wird nicht a priori von der Supersymmetrie verboten. So
enthält in diesem Fall der reinen Chern-Simons-Eichung (3.25) das Gravitationsmul-
tiplett das Eichvektorfeld, denn zusätzlich zu den Transformationen (3.28) erzwingt
Supersymmetrie noch, daß sich das Vektorfeld gemäß (3.26) transformiert.4 In einer
Yang-Mills-Eichung hingegen befindet sich das - nun propagierende - Eichfeld nicht
mehr im Gravitationsmultiplett.

3.3.3 Das skalare Potential für N = 2

Die mit Einführung des Yukawa-Kopplungsterms (3.27) modifizierten Supersymme-
trietransformationen (3.28) der fermionischen Felder macht die Einführung eines
skalaren Potentials notwendig, das sich durch die Tensoren A1 und A2 wie folgt
ausdrücken läßt [23]:

eV = 2eg2(
2

N
AIJ1 AIJ1 − gijAIJ2i AIJ2j ). (3.29)

Eine notwendige Bedingung dafür, daß sich die zusätzlichen Terme in der SUSY-
Variation der Wirkung wegheben, ist die quadratische Identität

2AIK1 AJK1 −NgijAIK2i AJK2j =
1

N
δIJ (2AKL1 AKL1 −NgijAKL2i A

KL
2j ). (3.30)

Diese reduziert sich für N = 2 und in Matrixschreibweise auf

A1A
t
1 − gijA2iA

t
2j =

1

2
Tr[A1A

t
1 − gijA2iA

t
2j ] · 111, (3.31)

4Daß in den Supersymmetrievariationen etwa für ψIµ (3.17) auch Felder wie χi vorkommen,
heißt nicht, daß sich diese in einem gemeinsamen Multiplett befinden. Dies ist vielmehr darauf
zurückzuführen, daß man in einer Wess-Zumino-artigen Eichung arbeitet.
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wobei 111 die zweidimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Die Matrix auf der lin-
ken Seite ist also gleich ihrer halben Spur multipliziert mit der Einheitsmatrix. Die
Lösung für diese Gleichung ist von der Form

A1A
t
1 − gijA2iA

t
2j = α · 111, (3.32)

wobei α eine zunächst unbestimmte Funktion ist. Aus (3.29) folgt aber, daß α pro-
portional zum Potential ist:

A1A
t
1 − gijA2iA

t
2j =

1

4g2
V · 111. (3.33)

Wir werden nun A1 und A2 explizit angeben und untersuchen, ob (3.33) erfüllt ist.
Da die Skalarmannigfaltigkeit für N = 2 eine Kähler-Mannigfaltigkeit sein muß, d.h.
eine komplexe Struktur besitzt, werden wir zu komplexen Koordinaten übergehen,
für welche sich (3.33) auf

A1A
t
1 − gij̄A2iA

†
2j̄
− gjīA2jA

†
2̄i

=
1

4g2
V · 111 (3.34)

reduziert, wobei gij̄ die Kählermetrik bezeichnet. Es ist [23]

AIJ1 = −2TδIJ − eK/2
(
−ReW ImW
ImW ReW

)

= −2T · 111 + eK/2ReWσ3 − eK/2ImWσ1,

(3.35)

sowie [23]

AIJ2i = −∂iT
(

1 i

−i 1

)
+

1

4
eK/2DiW

(
1 i

i −1

)

= −∂iT (111− σ2) +
1

4
eK/2DiW (σ3 + iσ1).

(3.36)

Hierbei ist T = PAΘABPB , wobei die Impulsabbildung PA in (3.24) definiert wor-
den war. Ferner ist DiW := ∂iW + (∂iK)W die Kähler-kovariante Ableitung der
holomorphen Funktion W , des sogenannten Superpotentials. Man beachte, daß A1

symmetrisch ist. Damit folgt:

A1A1 = 4T 2 · 111− 4TeK/2(ReWσ3 − ImWσ1)

+ eK((ReW )2σ2
3 − ReW ImW{σ3, σ1}+ (ImW )2σ2

1)

= 4T 2 · 111− 4TeK/2(ReWσ3 − ImWσ1) + eK |W |2.
(3.37)
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Da die Sigmamatrizen hermitesch sind, gilt

gij̄A2iA
†
2j̄

= gij̄ [−∂iT (111− σ2) +
1

4
eK/2DiW (σ3 + iσ1)]

[−∂j̄T (111− σ2) +
1

4
eK/2Dj̄W (σ3 − iσ1)]

= gij̄∂iT∂j̄T (111− σ2)
2 − 1

4
eK/2(111− σ2)(σ3 − iσ1)g

ij̄∂iTDj̄W

−1

4
eK/2(σ3 + iσ1)(111− σ2)g

ij̄DiW∂j̄T

+
1

16
eK(σ3 + iσ1)(σ3 − iσ1)g

ij̄DiWDj̄W.

(3.38)

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks setzen wir die Identitäten (A.78) und (A.79) in
(3.38) ein, so daß folgt

gij̄A2iA
†
2j̄

=2(111 − σ2)g
ij̄∂iT∂j̄T −

1

2
eK/2(σ3 − iσ1)g

ij̄∂iTDj̄W

− 1

2
eK/2(σ3 + iσ1)g

ij̄DiW∂j̄T +
1

8
eK(111 + σ2)g

ij̄DiWDj̄W.

(3.39)

Ferner gilt die Relation [23]

ΘABXi
BDiW = 2iWΘABPB, (3.40)

wobei für das Killing-Vektorfeld wegen (3.24)

Xi
B = 2igij̄∂j̄PB (3.41)

gilt. Kontrahiert man (3.40) beiderseits mit PA und benutzt T = PAΘABPB , so
erhält man

PAΘABXi
BDiW = 2iPAΘABgij̄∂j̄PBDiW = 2iTW. (3.42)

Andererseits gilt wegen der Symmetrie von ΘAB auch

∂j̄T = 2PAΘAB∂j̄PB , (3.43)

also insgesamt

gij̄DiW∂j̄T = 2TW und gij̄∂iTDj̄W = 2TW. (3.44)

Für die “gemischten” Terme in (3.39) folgt damit

1

2
eK/2(σ3 − iσ1)g

ij̄∂iTDj̄W +
1

2
eK/2(σ3 + iσ1)g

ij̄DiW∂j̄T

= TeK/2((σ3 − iσ1)W + (σ3 + iσ1)W )

= 2TeK/2Re[(σ3 + iσ1)W ]

= 2TeK/2(ReWσ3 − ImWσ1),

(3.45)
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was bis auf einen Faktor 2 genau derselbe Term wie in (3.37) ist. Insgesamt erhält
man

gij̄A2iA
†
2j̄

=2(111 − σ2)g
ij̄∂iT∂j̄T − 2TeK/2(ReWσ3 − ImWσ1)

+
1

8
eK(111 + σ2)g

ij̄DiWDj̄W.
(3.46)

Da die Metrik hermitesch sowie σ1 und σ3 reell sind, erhält man für das hermitesch-
konjugierte gjīA2̄iA

†
2j dasselbe Ergebnis, nur mit dem Unterschied, daß sich vor dem

rein-imaginären σ2 das Vorzeichen umkehrt. Insgesamt ist

A1A1 − gij̄A2iA
†
2j̄
− gjīA2jA

†
2̄i

=(4T 2 + eK |W |2 − 4gij̄∂iT∂j̄T

− 1

4
eKgij̄DiWDj̄W )111,

(3.47)

also

A1A1 − gij̄A2iA
†
2j̄
− gjīA2jA

†
2̄i

=
1

4g2
V · 111, (3.48)

wenn man

V = 2g2(8T 2 + 2eK |W |2 − 8gij̄∂iT∂j̄T −
1

2
eKgij̄DiWDj̄W ) (3.49)

setzt. Man sieht, daß die quadratische Identität erfüllt, d.h. die linke Seite von (3.48)
proportional zur 111 ist, und hat überdies die allgemeine Form des skalaren Potentials
für geeichte N = 2 Supergravitation in D = 3 bestimmt.

Wir können die Bezeichnung Zusammenhang für die Größen ∂iK sowie die Not-
wendigkeit, die Kähler-kovariante Ableitung für N ≥ 2 einzuführen, nun verstehen.
Das Kählerpotential ist durch die Metrik nicht vollkommen festgelegt, denn eine
sogenannte Kähler-Transformation

K −→ K + F + F †, (3.50)

wobei F eine holomorphe Funktion ist, läßt die Metrik gij̄ = ∂i∂j̄K invariant. Da
das Kählerpotential aber explizit in der Wirkung auftaucht, etwa in Termen der
Form eK |W |2, muß sich das Superpotential aktiv unter der Kähler-Transformation
transformieren, damit die Wirkung invariant ist:

W −→ e−FW , W −→ e−F
†

W. (3.51)

Die Kähler-kovariante Ableitung transformiert sich dann eben kovariant:

DiW → Di(e
−FW ) = e−FDiW. (3.52)

Das Superpotential ist somit keine Funktion auf der Skalarmannigfaltigkeit, sondern
ein Schnitt in einem geeigneten komplexen Geradenbündel über der Mannigfaltigkeit
[8].



Kapitel 4

Spontane N = 2→ N = 1

Supergravitationsbrechung

Wir behandeln nun die spontane N = 2→ N = 1 Brechung von Supergravitation in
D = 3. Zunächst werden wir die wichtigsten Eigenschaften spontaner Symmetrieb-
rechung, die hierfür von Bedeutung sein werden, zusammenfassen.

4.1 Allgemeine Aspekte spontaner Symmetriebrechung

Spontane Symmetriebrechung bezeichnet das Phänomen, daß die dynamischen Glei-
chungen bzw. die Wirkung einer Theorie eine Symmetrie haben können, die von der
Grundzustandslösung nicht respektiert wird. Dies erreicht man durch Wahl eines
geeigneten Potentials beteiligter Skalarfelder, wie z.B.

V (φ) = −µ
2

2
φφ∗ +

λ

4
(φφ∗)2, (4.1)

wodurch diese einen nichtverschwindenden VEV1 erhalten:

〈0|φ(x)|0〉 = φ0 6= 0. (4.2)

Bezeichnet S = 1 + iαaT
a, αa = const.2, die Darstellung der Symmetriegruppe auf

den Feldern, so ist die Symmetrie also dann spontan gebrochen, d.h. der Grundzu-
stand φ0 nicht invariant unter der Symmetrie, wenn

T aφ0 6= 0 (4.3)

für mindestens einen Generator gilt. Dies hat zur Folge, daß in einer effektiven Be-
schreibung, in der in einer klassischen Formulierung die Lösungen um diese Feldkonfi-
guration φ0 entwickelt werden bzw. in einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung

1Vakuumerwartungswert - vacuum expectation value.
2Im folgenden beschränken wir uns ausschließlich auf kontinuierliche Symmetrien.

45
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die Störungsentwicklung um das korrespondierende Vakuum erfolgt, die Theorie
diese Symmetrie nicht zu besitzen scheint. Von Relevanz ist hierzu das Goldstone-
Theorem, das allgemein feststellt, daß zu jeder spontan gebrochenen Symmetrie ein
masseloses Skalarfeld, das Goldstoneboson, existiert. Erweitert man dieses Konzept
auf lokale Symmetrien, d.h. auf Eichsymmetrien, so stellt sich die Situation wie
folgt dar. Die Skalarfelder werden minimal an die Theorie gekoppelt und unterliegen
ebenso einer Eichsymmetrie. In einer speziellen Eichung, in der etwa der Imaginärteil
eines komplexen Skalarfeldes

φ(x) = φr(x)e
iη(x), (4.4)

wobei φr und η hier reell sind, verschwindet, erscheint dann in der Wirkung z.B.
ein Massenterm für das Eichvektorfeld, sofern φ0 = 〈φ〉 = 〈φr〉 6= 0 ist, d.h. das
Vektorfeld wird massiv, obwohl die Eichsymmetrie der Wirkung noch vorhanden
ist - wenn sie auch nach einer Entwicklung um φ0 nicht mehr manifest ist. Die
Wirkung lautet nach der Entwicklung φr(x) = φ0 + φ′r(x), also für 〈φ′r(x)〉 = 0, am
Grundzustand

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µφr∂

µφr + φ2
0

1

2
∂µη∂

µη + eφ2
0Aµ∂

µη +
1

2
e2φ2

0AµA
µ − V. (4.5)

Der Kopplungsterm eφ2
0Aµ∂

µη kann unter Ausnutzung der Eichinvarianz wegtrans-
formiert werden, denn für φ(x) → e−iη(x)φ(x) = φr(x) und damit Aµ → Aµ −
1
e∂µη(x) wird die Wirkung zu

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µφr∂

µφr +
1

2
e2φ2

0AµA
µ − 2µ2φ2

r. (4.6)

In dieser Eichung wird die Bewegungsgleichung also zur Klein-Gordon-Gleichung des
Vektorfeldes Aµ mit der Masse e2〈φ〉2. Den zusätzlichen transversalen Freiheitsgrad,
den ein massives Vektorfeld haben muß, stammt von dem nun nicht mehr vorhande-
nen Skalarfeld η, dessen dynamischer Freiheitsgrad nicht durch die Eichung beseitigt
werden kann. Dies bezeichnet man als den Higgs-Mechanismus. Im Falle von lokalen
Symmetrien ist das Skalarfeld η das masselose Goldstoneboson und man sagt, das
Goldstoneboson wird von dem Vektorfeld “gegessen”. Ferner beachte man, daß das
Potential (4.1) nicht von η in (4.4) abhängt, da eine beliebige U(1) - Rotation das
Potential unverändert läßt. Dies ist eine allgemeine Eigenschaft der Goldstoneboso-
nen.

Die vorangegangene Überlegung macht auch deutlich, was genau es zu bedeuten
hat, daß ein Eichfeld massiv wird. Es ist dies so zu verstehen, daß man eine Eichung
wählen kann, in der sich die Bewegungsgleichung auf die Klein-Gordon-Gleichung
mit nicht verschwindendem Massenterm reduziert. Überdies kann die Aussage, daß
ein Eichfeld massiv wird, keine manifest eichinvariante Bedeutung haben, denn daß
die Anwendung des Poincare-Casimiroperators P 2 = PµPµ auf Aµ als Eigenwert
m2 liefert (P 2Aµ = −�Aµ = m2Aµ), gilt eben nur für eine bestimmte Eichung.
Die einzig mögliche Bedeutung, die die Massivität von Aµ haben kann, ist diese: Es
existiert eine Eichung, in der P 2 angewandt auf Aµ als Eigenwert m2 liefert.
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Dieser Higgs-Mechanismus läßt sich auf lokale Supersymmetrie, d.h. auf Super-
gravitation erweitern, was wir im übernächsten Abschnitt erklären werden, sowie
auf eine topologische Variante in D = 3, die wir im nächsten Abschnitt einführen.

4.1.1 Der topologische Higgs-Mechanismus

Eichinvariante Massenterme in D = 3

Eine Besonderheit in D = 3 betrifft die Existenz eichinvarianter Massenterme. Der
gewöhnliche Massenterm 1

2m
2AµA

µ bricht die Eichinvarianz immer, unabhängig von
der Dimension. Zusätzlich zu diesem kann in D = 3 jedoch auch ein anderer Term die
Rolle eines Massenterms übernehmen und zwar ohne die Eichinvarianz zu brechen.
Dieses leistet nämlich der topologische Chern-Simons-Term, der die Eichinvarianz
der Theorie unangetastet läßt. Dies kann wie in [25, 26] folgendermaßen begründet
werden. Eine Wirkung, die durch die Lagrangedichte

L = −1

4
FµνF

µν + Lξ, (4.7)

wobei

Lξ =
1

2
ξεµνλA

µ∂νAλ (4.8)

die Komponentendarstellung der abelschen Chern-Simons-Dichte (3.9) bezeichnet,
gegeben ist, führt zu folgenden Bewegungsgleichungen. (Wir beschränken die Ana-
lyse auf den für uns relevanten abelschen Fall; das Ergebnis gilt aber auch im allge-
meinen.)

0 = ∂ρ
∂L

∂(∂ρAσ)
− ∂L
∂Aσ

= ∂ρ(
1

2
ξεµρσAµ − F ρσ)−

1

2
ξεσνλ∂νAλ

= −(
1

2
ξεσρµFρµ + ∂ρF

ρσ).

(4.9)

Wir zeigen nun, daß der Parameter ξ als Masse des Vektorfeldes interpretiert werden
kann. Hierzu betrachten wir das Hodge-Dual der Feldstärke-2-Form: Bµ = εµνλF

νλ

bzw. Fµν = 1
2ε
µνλBλ. Die Bewegungsgleichung wird damit zu

ξBµ − ενλµ∂νBλ = 0. (4.10)

Unter Ausnutzung der Bianchi-Identität ∂µB
µ = 0 erhält man hiermit

0 = (ξgσµ + εσρµ∂
ρ)(ξBµ − ενλµ∂νBλ)

= ξ2Bσ − ξενλσ∂νBλ + ξερµσ∂
ρBµ − εσρµενλµ∂ρ∂νBλ

= ξ2Bσ − (δνσδ
λ
ρ − δλσδνρ )∂ρ∂νBλ

= (ξ2 + ∂ν∂ν)Bσ − ∂σ(∂λBλ)
= (ξ2 + �)Bσ.

(4.11)
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Man sieht: Es taucht ein Klein-Gordon-Operator mit der Masse ξ auf, d.h. klassisch
bzw. auf Tree-Level propagieren die Komponenten der dualen Feldstärke - und nach
Kontraktion mit εµνσ auch die der Feldstärke selbst - mit dieser Masse. Daß dies
auch die Massivität der Vektorfelder zur Folge hat, kann wie folgt begründet werden.
Die Bewegungsgleichung lautet ausgedrückt durch die Vektorfelder

0 = (� + ξ2)Fµν = ∂µ(� + ξ2)Aν − ∂ν(� + ξ2)Aµ. (4.12)

Diese Gleichung kann als Integrabilitätsbedingung interpretiert werden, d.h. es folgt
die Existenz eines Skalars φ mit

(� + ξ2)Aµ = ∂µφ. (4.13)

Man beachte, daß (4.12) eine eichinvariante Relation ist. Damit auch (4.13) eichin-
variant ist, muß sich φ unter Eichtransformationen Aµ −→ Aµ − ∂µχ gemäß

φ −→ φ− (� + ξ2)χ (4.14)

transformieren. Da der Klein-Gordon-Operator eine Fundamentallösung hat, läßt
sich die Gleichung (✷ + ξ2)χ = φ lösen, sofern man voraussetzt, daß φ hinreichend
gut integrierbar ist. Man kann also die Eichinvarianz ausnutzen, um φ wegzutrans-
formieren. In dieser Eichung reduziert sich (4.13) also auf

(� + ξ2)Aµ = 0, (4.15)

d.h. das Vektorfeld ist massiv mit der Masse ξ.

Wir haben bisher folgendes festgestellt: Ein propagierendes Vektorfeld, das durch
einen Yang-Mills-Term beschrieben wird, hat in D = 3 einen propagierenden Frei-
heitsgrad; dies wird auch nicht durch Addition eines Chern-Simons-Terms geändert,
da dieser topologisch ist. Jedoch ist das Vektorfeld nun massiv und hat damit auch
als ein solches einen Freiheitsgrad. Wie in [27] ausgeführt, gilt jedoch noch mehr. Wie
der rein topologische Chern-Simons-Term zu einem Massenterm werden kann, kann
er auch zu einem kinetischen Term werden, wenn man ihm einen konventionellen
Massenterm hinzufügt. Diese konstituieren zusammen ein propagierendes, massives
Vektorfeld, obwohl die Bewegungsgleichung für einen reinen Massenterm natürlich
algebraisch ist. Allgemein gilt die Beziehung, daß die zwei Enden in

Yang-Mills + Chern-Simons oo // Chern-Simons + Masse

physikalisch äquivalente Theorien darstellen, in dem Sinne, daß beide ein massiv
propagierendes Vektorfeld mit einem Freiheitsgrad beschreiben. Es verbleibt also
noch zu zeigen, daß die Wirkung

L =
1

2
mεµνρAµ∂νAρ +

1

2
eM2AµA

µ (4.16)
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zu einem dynamischen Vektorfeld führt.3 Hierzu schreibt man die Lagrange-Dichte
als

L =
1

2
mAµZ

µνAν , wobei Zµν = εµρν∂ρ +
M2

m

√
ggµν . (4.17)

Die formale Determinante der so definierten Matrix von Differentialoperatoren ist
dann

detZµν =

∣∣∣∣∣∣∣

M2

m −∂2 ∂1

∂2 −M2

m −∂0

−∂1 ∂0 −M2

m

∣∣∣∣∣∣∣

=
M2

m

[
(∂2

0 − ∂2
1 − ∂2

2) +

(
M2

m

)2
]

=
M2

m

[
� +

(
M2

m

)2
]
.

(4.18)

Hierbei wurde angenommen, daß die Metrik flach ist, das Ergebnis gilt aber auch
im gekrümmten Fall. Da detZµν = 0 die Bewegungsgleichung liefert, wissen wir, daß
das Vektorfeld dynamisch geworden ist und überdies die berechnete Masse M2

m hat.

Die hier behauptete Äquivalenz beider Theorien bezieht sich nicht nur auf die
Zahl der Freiheitsgrade, sondern gilt in einem tieferen Sinne: Beide sind durch eine
Legendre-Transformation verbunden. Das heißt, sie lassen sich aus einer gemeinsa-
men Wirkung nach Variation jeweils unterschiedlicher Felder gewinnen, indem man
zunächst die betreffende Bewegungsgleichung bestimmt und diese wieder in die Aus-
gangswirkung einsetzt. (Vgl. die Vorgehensweise in A.4.) Man erhält dann entweder
die Wirkung (4.7) oder (4.16) [28].

Die Beziehung zwischen konventionellem und topologischem

Higgs-Mechanismus

Wie wir soeben festgestellt haben, ist es in D = 3 möglich, massive Eichfelder zu
beschreiben ohne die Eichinvarianz in irgendeiner Form zu brechen. Trotzdem kann
man auch einen Higgs-Mechanismus ablaufen lassen, nur mit dem Unterschied, daß
die resultierende Wirkung eben auch topologisch sein kann, in dem Sinne, daß es
ein topologischer Effekt ist, der zu massiven Vektorfeldern führt. Startet man etwa
wie im konventionellen Fall mit einer Eichtheorie, hier jedoch beschrieben durch
einen Chern-Simons-Term, und koppelt diese über die kovariante Ableitung Dµφ =
∂µφ+ ieAµφ an ein komplexes Skalarfeld:

S =

∫
d3x

[
1

2
|Dµφ|2 − V (φ) +

1

2
εµναAµ∂νAα

]
, (4.19)

so wird durch Wahl eines Potentials mit nichtverschwindendem Grundzustand φ0 6=
0 die effektive Wirkung von der Form sein

S =

∫
d3x[

1

2
∂µφr∂

µφr +
1

2
εµναAµ∂νAα +

1

2
mAµA

µ − V ], (4.20)

3Man beachte, daß der Massenterm hier die Eichinvarianz bricht sowie den metrischen Tensor
enthält, d.h. er ist nicht mehr topologisch.
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wobei m ∼ φ2
0 ist und φr wie in (4.4) das Higgsfeld bezeichnet, d.h. wegen (4.18)

ist das Vektorfeld massiv geworden und hat seinen zusätzlichen Freiheitsgrad vom
Skalarfeld η erhalten [31]. Der Unterschied zwischen konventionellem und topologi-
schem Higgs-Mechanismus ist in dieser Formulierung also nicht der, daß in einem
ein Goldstoneboson gegessen wird und im anderen nicht, sondern besteht einfach
in der unterschiedlichen Form der Massenterme. Für die erste Formulierung topo-
logisch massiver Eichtheorie, bei der ein Chern-Simons-Term als Massenterm wirkt,
kann ein Higgs-Mechanismus nicht in dieser Form ablaufen, einfach deswegen nicht,
weil die Eichinvarianz nicht gebrochen ist und deswegen auch kein Goldstoneboson
auftaucht. Dieses ist auch gar nicht notwendig, da ein durch einen Yang-Mills-Term
beschriebenes Eichfeld schon eine Freiheitsgrad hat. Wir werden später jedoch ei-
ne Form spontaner Symmetriebrechung von Supergravitation untersuchen, in der
beteiligte Vektorfelder auf genau diese Weise massiv werden.

Von all diesem sauber zu trennen ist der ganz und gar gewöhnliche Higgs-Mecha-
nismus für eine D = 3 Yang-Mills-Eichtheorie, in der das Yang-Mills-Feld massiv
wird mit einem konventionellen Massenterm. Dieser Vorgang ist vollkommen analog
zum Higgs-Mechanismus in D = 4, und ein Freiheitsgrad der beteiligten Skalarfelder
muß also gegessen werden, so daß das Vektorfeld mit zunächst einem Freiheitsgrad
als massives Feld zwei Freiheitsgrade trägt. Ein massives Vektorfeld kann in D = 3
also je nach Wirkung einen oder auch zwei Freiheitsgrade haben!

4.1.2 Der Super-Higgs-Mechanismus

Wir kommen nun zum Super-Higgs-Mechanismus, der die spontane Brechung lokaler,
kontinuierlicher Symmetrien auf Supergravitation verallgemeinert. Zunächst wenden
wir uns der Brechung globaler Supersymmetrie zu, bei der es einige zusätzliche
Restriktionen hinsichtlich der Energie des Grundzustandes gibt. In D = 3 kann
man dies wie folgt einsehen. Die in (2.22) eingeführten Operatoren RI erfüllen die
Relation

{RI , (RJ)†} = 2P0δ
IJ , (4.21)

d.h. es gilt für den Hamilton-Operator

H =
1

2
(RI(RI)† + (RI)†RI). (4.22)

Für den Vakuumerwartungswert des Hamiltonoperators gilt damit 〈0|H|0〉 = 0, also
‖(RI)†|0〉‖2 +‖RI |0〉‖2 = 0 genau dann, wenn R|0〉 = 0 und R†|0〉 = 0 gilt, aufgrund
der Definition dieser Operatoren also genau dann, wenn

(QI1 − iQI2)|0〉 = 0 und

(QI1 + iQI2)|0〉 = 0.
(4.23)

Damit folgt QI1|0〉 = iQI2|0〉 = −QI1|0〉, also QI1|0〉 = 0 und damit auch QI2|0〉 = 0.
Da die Superladungen die Generatoren der Supersymmetrie sind, ist nach (4.3) die
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Supersymmetrie also genau dann ungebrochen, d.h. die Vakua sind genau dann su-
persymmetrisch, wenn der Grundzustand die Energie Null hat. Anders ausgedrückt:
Vakua mit einer Energie größer als Null brechen notwendigerweise die Supersymme-
trie. Mit denselben Methoden kann man das folgende No-go-Theorem beweisen: Es
ist keine Symmetriebrechung möglich, die einen Teil der Supersymmetrie erhält [34].
Gäbe es nämlich ein Vakuum, das invariant ist unter einer der Superladungen, so
wäre 〈0|H|0〉 = 0. Da (4.22) aber für jede der Superladungen gilt, wäre das Vakuum
dann auch invariant unter allen weiteren Superladungen, d.h die Supersymmetrie
wäre ungebrochen. Wie alle No-go-Theoreme basiert jedoch auch dieses auf gewis-
sen Annahmen, die in physikalisch relevanten Szenarien nicht erfüllt sein müssen.
So ist es tatsächlich möglich, globale Supersymmetrie partiell zu brechen und in be-
stimmten Situationen sogar derart, daß der Grundzustand eine Energie größer Null
hat. Der dabei auftretende vermeintliche Widerspruch zum obigen Beweis läßt sich
wie folgt auflösen. Der Beweis macht explizit von der Existenz der Superladungen
Gebrauch, welche nach spontaner Symmetriebrechung nicht mehr notwendigerweise
existieren. Stattdessen kann die Supersymmetrie nur als Superstrom gegeben sein,
dessen Nullkomponente nicht mehr zu einer Superladung integriert werden kann.
(I.a. gilt Qα =

∫
d2xJ0

α, wobei ∂mJ
m
α = 0.)

Es herrscht eine gewisse Konfusion über die Frage, ob dieser Beweis so auch
für lokale Supersymmetrie gilt. Sollte dem so sein, so kann man ihn aber dadurch
umgehen, daß bei kovariant quantisierter Supergravitation der Hilbertraum nicht
mehr positiv-definit ist, worauf der Beweis aufbaute. (Für weitere Details siehe [3].)
Auch wenn im Falle lokaler Supersymmetrie partielle Brechung nicht von vornherein
ausgeschlossen ist, existiert trotzdem ein No-go-Theorem, das die partielle N = 2→
N = 1 Brechung von Supergravitation, die uns im nächsten Abschnitt im Fall D = 3
beschäftigen wird, verbietet [33]. Wie auch immer, alle diese Theoreme sind falsch
[34], und es ist daher interessant zu untersuchen, wie eine solche Brechung realisiert
wird.

Wir können nun die Lorentzinvarianz des Vakuums benutzen, um Kriterien für
die Vakuumerwartungswerte der Supersymmetrie-Variationen bei ungebrochener Su-
persymmetrie zu finden. Es ist nämlich

〈ψα〉 = 〈Aµ〉 = 〈∂µφ〉 = ... = 0 (4.24)

für alle Felder, die mindestens einen Vektor- oder Spinorindex tragen, d.h sich nicht-
trivial unter der Lorentzgruppe transformieren. Da Supersymmetrie-Variationen stets
von der Form

δ(Fermionen) = Bosonen ,

δ(Bosonen) = Fermionen
(4.25)

sind, verschwindet der Vakuumerwartungswert der Variationen bosonischer Felder
notwendigerweise. Als einzige Bedingung an ungebrochene Supersymmetrie verbleibt
also die Forderung verschwindender Variation der fermionischen Felder.
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Abschließend werden wir den Super-Higgs-Mechanismus einführen. Dieser ist ein-
fach das Analogon für lokale Supersymmetrie, in der ein masseloses Fermion (“Gold-
stino”) auftaucht, das die Rolle des Goldstonebosons übernimmt, und mittels der
Supersymmetrie wegtransformiert werden kann. Der fermionische Freiheitsgrad des
Goldstinos wird dann in dieser Eichung an das Gravitino abgegeben, und dieses
wird massiv. In drei Dimensionen stellt sich die Situation wie folgt dar. Das Gravi-
tinofeld ist zunächst rein topologisch. Durch die spontane Symmetriebrechung kann
dieses nun aber massiv, d.h. insbesondere dynamisch werden. Die Situation scheint
analog zu der Variante des topologischen Higgs-Mechanismus, bei der zum nicht-
dynamischen Chern-Simons-Term ein reiner Massenterm addiert wird, wodurch das
Vektorfeld propagierend wird. Die Lagrangedichte sei in der Eichung, in der das
Goldstino nicht mehr vorhanden ist, etwa von der Form (vgl. (3.6) und (3.27))

L = −1

2
iεµνρψµ∂νψρ +

1

2
mψµγ

µνψν , (4.26)

dann ergibt sich die Bewegungsgleichung zu

0 = iεµνρ∂νψρ −mγµνψν . (4.27)

Wendet man jetzt in Analogie zu (4.11) von links den Operator −(iεµλσ∂
λ +mγµσ)

an, so folgt:

0 = −(iεµλσ∂
λ +mγµσ)(iε

µνρ∂νψρ −mγµνψν)
= (δνλδ

ρ
σ − δρλδνσ)∂λ∂νψρ + imεµλσγ

µν∂λψν − imεµνργµσ∂νψρ +m2γµσγ
µνψν

= �ψσ − ∂σ(∂ · ψ) +m2γµσγ
µνψν + im(εµλσγ

µν∂λψν − εµνργµσ∂νψρ).
(4.28)

Nutzt man nun die Identität (A.70) so wird dies zu

0 =
(
� + (

m

2
)2
)
ψσ − ∂σ(∂ · ψ) + (

m

2
)2γσγ

νψν + im(εµλσγ
µν∂λψν − εµνργµσ∂νψρ).

(4.29)
Das Gravitinofeld ist also dynamisch geworden, mit der Masse m

2 . Die Analogie
zwischen dem topologischen Higgs-Mechanismus von Vektorfeldern und dem des
Super-Higgs-Mechanismus eines Rarita-Schwinger-Feldes scheint eine vollständige
zu sein, wenn man folgende Identifikation vornimmt:

Aµ ←→ ψµ

εµνρAµ∂νAρ (Chern-Simons) ←→ εµνρψµ∂νψρ (Rarita-Schwinger)

gµν ←→ γµν .

(4.30)

Dieses Phänomen sollte man also zweckmäßigerweise als topologischen Super-Higgs-
Mechanismus bezeichnen, denn (4.30) stellt aus folgenden Gründen nicht nur eine
formale Analogie dar: Wie im Falle der Eichvektorfelder existiert auch eine topo-
logisch massive Erweiterung des Rarita-Schwinger-Feldes [29], bei der die Wirkung
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um einen Term zweiter Ordnung in den Ableitungen ergänzt wird. Dieser ist das
Analogon des Yang-Mills-Terms in der ersten Formulierung massiver Eichtheorie.
Andererseits ist diese topologisch massive Wirkung des Rarita-Schwinger-Feldes im
selben Sinne äquivalent zu der mit einem gewöhnlichen Massenterm in (4.26), wie
in Abschnitt 4.1.1 die zwei Beschreibungen massiver Vektorfelder äquivalent waren:
Beide lassen sich aus einer gemeinsamen Wirkung durch Variation unterschiedlicher
Felder gewinnen [30].

4.2 Geometrische Bedingungen für N = 1 Vakua

4.2.1 Geeichte Peccei-Quinn-Isometrien

Wir werden nun ein spezielles Modell für spontane N = 2 → N = 1 Brechung von
Supergravitation untersuchen, das in [6] im Zusammenhang mit der Calabi-Yau-
Kompaktifizierung von M -Theorie auf D = 3 bei eingeschalteten Flüssen gefunden
wurde. Diese Flüsse korrespondieren in der niederdimensionalen Supergravitations-
theorie zu den geeichten Isometrien, die wir im letzten Kapitel eingeführt haben.
Hier werden wir sogenannte Peccei-Quinn-Isometrien behandeln. Wir beginnen also
mit einer N = 2 Supergravitation in D = 3 mit Skalarfeldern φi und holomorphen
Killing-Vektorfeldern Xi und erhalten im geeichten Fall wie in 3.3.2 die bosonische
Lagrangedichte

e−1L =
1

2
R− gij̄DµφiDµφ̄j̄ −

1

4
gΘABεµνρA

µ
AF

νρ
B + V. (4.31)

Aufgrund der im Anhang A erklärten Dualität zwischen Vektoren und Skalaren ha-
ben wir anfänglich eine Freiheit hinsichtlich der Wahl der Multipletts: Wir können
die Theorie durch Vektormultipletts formulieren oder aber auch durch skalare Multi-
pletts, wenn die Vektorfelder in Skalarfelder dualisiert werden. Eine Redualisierung
der Skalarfelder ist nach der Eichung der Isometrien, d.h. nach Einführung neuer
Vektorfelder, in welchem die Dualitätsrelation zu

εµνρF
νρ
A = −4Re[giιX

ι
ADµφi] + Fermionen. (4.32)

wird, i.a. nicht mehr möglich, sondern nur in speziellen Beispielen, wie den Peccei-
Quinn-Isometrien. Zur Erläuterung derselben zerlegen wir die komplexen Skalarfel-
der wie folgt in zwei Anteile: φi = (φa, φA) und definieren die reellen Komponenten
ϕA = ReφA und ϕ̂A = ImφA. Wir nehmen nun an, daß das Kähler-Potential nicht
von den ϕ̂A abhängt: K = K(φa, ϕA).4 Damit wird dann die Metrik zu

gij̄ =

(
gab̄ gaB̄
gAb̄ gAB̄

)
=

(
gab gaB
gAb gAB

)
, (4.33)

4Genauer müßte man K = K(φa, φ
a
, φA + φ

A
) schreiben, da K weiterhin von φ

a
in dem Sinne

abhängt, daß i.a. ∂aK 6= 0.
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wobei gab = ∂a∂bK, gaA = 1
2∂a∂AK und gAB = 1

4∂A∂BK =: 1
2GAB . Hierbei be-

zeichnet ∂A eine reelle Ableitung, so daß in (4.33) an entsprechender Stelle un-
gequerte Indizes auftauchen.5 Die Geometrie ist damit invariant unter konstanten
Verschiebungen der Felder ϕ̂A. Die diese erzeugenden Killing-Vektorfelder sind dann
bezüglich der Koordinaten φi von der Form:

Xi
B = (0, iδAB). (4.34)

Diese Isometrien kann man nun eichen und die dynamischen ϕ̂A trotzdem in die
Vektorfelder redualisieren, wodurch die ϕ̂A aus der Wirkung eliminiert werden und
die zuvor nichtdynamischen Vektorfelder kinetische Terme erhalten, nämlich einen
Yang-Mills-Term. Dies sieht man wie folgt. Die kovariante Ableitung unterscheidet
sich nur für die ϕ̂A von der partiellen und ist wegen (4.34) und (3.21) von der Form

Dµϕ̂A = ∂µϕ̂
A + gΘABABµ. (4.35)

Die Dualitätsrelation (4.32) ist hiermit

εµνρF
νρ
A = −2GAB(∂µϕ̂

B + gΘBCACµ)− 4Im[gaA∂µφ
a] + Fermionen, (4.36)

und wird damit durch Kontraktion mit εµνβ zu

FAµν = −εµνρ(GAB(∂ρϕ̂B + gΘBCA
ρ
C) + 2Im[gaA∂

ρφa]) + Fermionen. (4.37)

Wir nehmen nun an, daß die Metrik GAB eine Inverse hat und bezeichnen diese
mit GAB . In diesem Fall kann man also Dρϕ̂B durch FAµν ausdrücken und damit
das propagierende Feld ϕ̂A eliminieren, wodurch das zuvor nichtpropagierende Vek-
torfeld dynamisch wird, und zwar gerade in Form eines Yang-Mills-Terms. Anstatt
der ϕA werden wir noch neue reelle Koordinaten einführen: MA = 1

2∂AK, wodurch
(4.31) zu

e−1Lg =
1

2
R− 1

2
GAB∂µMA∂

µMB +
1

4
GABF

µν
A FBµν −Gab∂µφa∂µφ

b

+ εµνρF
µν
A Im[GABgaB∂

ρφa] +
1

4
gΘABεµνρA

µ
AF

νρ
B + V

(4.38)

wird [6]. Hierbei wurde der Einfachheit halber die Kähler-Metrik umdefiniert, so daß
gilt:

Gab̄ = (Gab̄)−1 : = gab̄ − 2gaAG
ABgb̄B = (gab̄)−1 und

Gab̄ = gab̄.
(4.39)

Das skalare Potential ist nun gegeben durch

V = g2(4giι∂iT∂ιT − 4T 2 + eK(
1

4
giιDiWDιW − |W |2)). (4.40)

5In den komplexen oder Wirtinger-Ableitungen kommt ein Faktor 1

2
vor, daher ist hier ein

entsprechender.
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Hier ist T = PAΘABPB , wobei PA die in (3.24) eingeführte Impulsabbildung be-
zeichnet. Zum Killing-Vektorfeld (4.34) ergibt sich diese also zu

PA =
1

4
∂AK. (4.41)

Das Superpotential ist aus folgenden Gründen nur eine Funktion der φa, nicht je-
doch der MA: Wegen (3.40), d.h. Xi

ADiW ∼ 2iWMA und der Form des Killing-
Vektorfeldes (4.34) gilt

DAW ∼WMA ∼ (∂AK)W, (4.42)

also ∂AW = 0. In den neuen, unabhängigen Koordinaten (φa,MA) lautet das Po-
tential

g−2V =
1

2
MAΘACGCDΘDBMB −

1

4
(MAΘABMB)2

+
1

4
eKGabDaWDbW − eK(1− 1

2
MAG

ABMB)|W |2.
(4.43)

4.2.2 Bedingungen für ein N = 1 Minkowski-Vakuum

In dem redualisierten Bild des letzten Abschnitts ist das Vektorfeld dynamisch und
damit nicht mehr im Gravitationsmultiplett; das Spektrum besteht nun aus masse-
losen Multipletts der Form

N = 2 : (eaµ, ψ
1
µ, ψ

2
µ) + (AAµ, λ

1
A, λ

2
A,MA) + (φ1

a, χ
1
a, φ

2
a, χ

2
a), (4.44)

wobei hier (φ1
a, χ

1
a, φ

2
a, χ

2
a) generisch für eine beliebige Anzahl ungeeichter skalarer

Multipletts steht. Wir werden nun die spontane Brechung auf N = 1 untersuchen,
insbesondere wie sich die Multipletts reorganisieren und welche Felder hierbei massiv
werden. Hierbei werden wir finden, daß eines der Gravitinos massiv wird, mit einer
Masse, die wir als Skala der Symmetriebrechung auffassen können.

Es gilt nun die geometrischen Bedingungen eines N = 1 Grundzustandes zu
untersuchen und die Frage zu klären, ob sich diese erfüllen lassen. Aus der oben
angegebenen SUSY-Variation der Gravitinos (3.28) folgt für diese im Vakuumer-
wartungswert

〈δψIµ〉 = 〈∇µǫI + igAIJ1 γµǫ
J〉, (4.45)

wobei I = 1, 2 die beiden Superladungen bezeichnet und wir Terme mit verschwin-
dendem Vakuumerwartungswert weggelassen haben. Die Bedingung für ungebroche-
ne Supersymmetrie ist nach 4.1.2

〈δψIµ〉 = 0, (4.46)

was eine Killing-Spinor-Gleichung für ǫI darstellt. Eine solche läßt sich durch einen
Produktansatz lösen, bei dem man den Killingspinor als Tensorprodukt des Grund-
zustandskillingspinors, d.h. eines drei-dimensionalen AdS/Minkowski-Spinors, mit
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dem Eigenvektor der Matrix A1 erhält: ǫI := ǫ0u
I mit AIJ1 uJ = λuI . Setzt man dies

in (4.46) ein, so erhält man

∇νǫ0 + igλγνǫ0 = 0, (4.47)

wobei ∇ν die kovariante Ableitung bezüglich der AdS- oder Minkowski-Raumzeit
bezeichnet. Wendet man abermals ∇µ an, so folgt

∇µ∇νǫ0 + igλγν∇µǫ0 = ∇µ∇νǫ0 + g2λ2γνγµǫ0 = 0. (4.48)

Vertauscht man hier die Indizes und subtrahiert diese von (4.48), so erhält man

[∇µ,∇µ]ǫ0 + 4ig2λ2γµνǫ0 = 0, (4.49)

wobei γµν = i
4 [γµ, γν ]. Andererseits gilt für den Kommutator der kovarianten Ablei-

tungen in Spinordarstellung6

[∇µ,∇ν ]ǫ0 =
i

2
Rµνabγ

abǫ0 =
i

2
Rµνρσγ

ρσǫ0. (4.50)

Der Riemannsche Krümmungstensor des dreidimensionalen AdS-Raumes, d.h. für
Rµν = 2Λgµν und R = 6Λ, ist aber nach (3.1) gegeben durch Rµνρσ = Λ(gµρgνσ −
gρνgµσ), wobei Λ die kosmologische Konstante bezeichnet. Diese ist bei unserer Nor-
mierung der Wirkung gegeben durch den Wert des Potentials am Grundzustand:
Λ = 4V0.

7 Gilt V0 = 0, so hat man einen Minkowski-Grundzustand, ist V0 < 0, so
ist der Grundzustand Anti-deSitter. Es folgt mit (4.50)

[∇µ,∇ν ]ǫ0 = 4iV0γµνǫ0, (4.51)

d.h. mit (4.49) ist g2λ2 = −V0, also

g|λ| =
√
−V0. (4.52)

Jeder Eigenwert λ von A1, der diese Relation erfüllt, ist gleich dem inversen AdS-
Radius (dem Radius von S1 in AdS3 = S1 × R

2) und wird zu einer erhaltenen
Supersymmetrie korrespondieren.

Um die Bedingungen für spontane Symmetriebrechung zu verstehen, berechnen
wir zunächst die Eigenwerte von A1. Diese war für N = 2 explizit gegeben durch
(3.35)

A1 =

(
−2T 0

0 −2T

)
+ eK/2

(
−ReW ImW
ImW ReW

)
. (4.53)

6Dies verifiziert man direkt durch Einsetzen von ∇µ = ∂µ+ i
2
ωabµ γab und Rabµν = ∂µω

ab
ν −∂νω

ab
µ +

ωacµ ω
b

νc − ωbcµ ω
a

νc .
7Man vergleiche dies mit der üblichen Einstein-Hilbert-Wirkung bei nichtverschwindender kos-

mologischer Konstante.
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Die Eigenwerte ergeben sich nun als Lösungen des charakteristischen Polynoms:

0 = det(A1 − λ111) = det

(
−2T − eK/2ReW − λ eK/2ImW

eK/2ImW −2T + eK/2ReW − λ

)

= λ2 + 4Tλ− (eK |W |2 − 4T 2),

(4.54)

d.h. die Eigenwerte sind gegeben durch

λ± = −2T ±
√

4T 2 + (eK |W |2 − 4T 2) = −2T ± eK/2|W |, (4.55)

also wegen T = PAΘABPB und PA = 1
4∂AK = 1

2MA durch

λ± = −1

2
MAΘABMB ± eK/2|W |. (4.56)

Damit folgt für die Bedingung ungebrochener Supersymmetrie (4.52) aus der expli-
ziten Form des Potentials (4.43)

−g−2V0 = (λ±)2 =
1

4
(MAΘABMB)2 ∓ eK/2|W |MAΘABMB + eK |W |2

=− 1

2
MAΘACGCDΘDBMB +

1

4
(MAΘABMB)2

− 1

4
eKGab̄DaWDb̄W + eK(1− 1

2
MAG

ABMB)|W |2,

(4.57)

also

±2eK/2MAΘABMB |W | =MAΘACGCDΘDBMB + eK |W |2MAG
ABMB

+
1

2
eKGabDaWDbW.

(4.58)

Damit die volle N = 2 Supersymmetrie erhalten bleibt, muß diese Relation (4.58)
sowohl für λ+ als auch für λ− erfüllt sein, d.h. für beide Vorzeichen. Es folgt, daß
beide Seiten der Gleichung identisch verschwinden müssen, also

ΘABMB = 0, W = 0, DaW = 0, (4.59)

jeweils ausgewertet am Grundzustand. Aus den Ausdrücken für das Potential (4.43)
und seine Ableitung

0 =
∂

∂MA
(g−2V ) =ΘACGCDΘDBMB − (MAΘABMB)ΘACMC

+ eKGABMB|W |2 +
1

2
MAΘACG

,A
CD ΘDBMB

+
1

2
eKMCG

CD,AMD|W |2,

(4.60)
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folgt sofort Stationarität sowie das Verschwinden des Potentials am Grundzustand,
d.h. das Verschwinden der kosmologischen Konstante. Als einzige weitere Bedin-
gung an die ungebrochene Supersymmetrie verbleibt der Vakuumerwartungswert
der Spin-1

2-Variationen zu prüfen. Nach (3.17) ist im Grundzustand

〈δχiI〉 = −2ggij〈AJI2j 〉ǫJ . (4.61)

Wir werden nun allgemein zeigen, daß diese Variation notwendigerweise im Grund-
zustand verschwindet, wenn dies für die Gravitinovariation (4.45) gilt. Hierzu be-
merken wir, daß es für jede erhaltene Supersymmetrie wegen (4.52) und (4.61) einen
gemeinsamen Eigenvektor ǫI von A1 und A2 mit

A1ǫ = λǫ und At2ǫ = 0 (4.62)

gibt, wobei λ den inversen AdS Radius bezeichnet. Die quadratische Identität (3.33)
wird für die Wahl (4.40) des Potentials zu

A1A1 − gijA2iA
t
2j = −g−2V · 111 (4.63)

Gilt also A1ǫ = λǫ, so folgt 〈gijA2iA
t
2jǫ〉 = 0, also nach Multiplikation von links mit ǫt

gijǫtA2iA
t
2jǫ = 0. (4.64)

Für vj := At2jǫ ist also gijvtivj = 0 und damit aufgrund der Tatsache, daß die
Riemannsche Metrik positiv-definit ist: vj = 0 bzw. At2jǫ = 0. Die zweite der Be-
dingungen (4.62) ist also automatisch erfüllt, wenn es die erste ist. Es genügt also,
nur die Variation der Gravitinos zu berücksichtigen. Anders ausgedrückt: Jeder Ei-
genwert von A1, der gleich dem inversen AdS-Radius ist, entspricht einer erhaltenen
Supersymmetrie.8

Wir kommen nun zur Frage zurück, ob eine spontane Symmetriebrechung möglich
ist, die genau N = 1 Supersymmetrie erhält. Hierzu muß die Beziehung (4.58) für
genau ein Vorzeichen erfüllt sein. Der Einfachheit halber betrachten wir zunächst
den Fall, daß MAG

ABMB = 2 gilt, in welchem der letzte Term im Potential (4.43)
verschwindet, so daß das dieses positiv-definit wird:

g−2V =
1

2
(MAΘAC − 2TMAG

AC)GCD(ΘDBMB − 2TGDBMB)

+
1

4
eKGabDaWDbW.

(4.65)

Man beachte, daß für diesen Fall unsere obige Forderung nach Unabhängigkeit der
GAB von den φa erfüllt ist. Hier ist V0 = 0 also eine hinreichende Bedingung für ein
globales Minimum, was wiederum äquivalent ist zu

ΘDBMB − 2TGDBMB = 0 und DaW = 0, (4.66)

8In D = 4 liefern beide Bedingungen (4.62) unabhängige Beschränkungen an den Grundzustand.
Dies ist der eigentliche Grund dafür, daß sich N = 2 → N = 1 Brechung hier nur schwer realisieren
läßt.
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und damit nach (4.58) zu

±2eK/2MAΘABMB |W | = MAΘACGCDΘDBMB + eK |W |2MAG
ABMB . (4.67)

Nutzt man (4.66), so erhält man für den ersten Term in (4.67) mit T = 1
4MAΘABMB

MAΘACGCD2TGDBMB =
1

2
(MAΘABMB)2, (4.68)

also

±2eK/2MAΘABMB |W | =
1

2
(MAΘABMB)2 + 2eK |W |2, (4.69)

und damit9

±2eK/2|W | = MAΘABMB (4.70)

für genau eines der beiden Vorzeichen. Die beiden Bedingungen (4.66) und (4.70)
sind notwendige und hinreichende Bedingung für ein Vakuum mit N = 1 Supersym-
metrie und verschwindender kosmologischer Konstante.

4.2.3 Das Massenspektrum

Als nächstes kommen wir zu der Frage zurück, welche Felder bei der spontanen
N = 2→ N = 1 Brechung massiv werden und wie sich die Multipletts bei der Bre-
chung reorganisieren. Zur Beantwortung derselben werden wir ausnutzen, daß man
innerhalb der N = 1 Multipletts immer noch eine Massenentartung hat, die es einem
ermöglicht, die Elemente der Multipletts zu identifizieren. Für N = 2 Supergravi-
tation besteht das masselose Gravitonmultiplett (eaµ, ψ

1,2
µ ) aus einem Graviton und

zwei Gravitinos. Wie wir in 4.2.2 gesehen haben, entspricht jeder Eigenwert von A1,
der gleich dem inversen AdS-Radius ist, einer ungebrochenen Supersymmetrie. Da
A1 die Gravitinomassenmatrix ist (siehe (3.27)), ist im Fall verschwindender kosmo-
logischer Konstante N = 2 Supersymmetrie also genau dann ungebrochen, wenn die
Gravitinos masselos bleiben. Wird die Supersymmetrie auf N = 1 gebrochen, so ist
genau einer der Eigenwerte von A1 von Null verschieden, d.h. genau eines der beiden
Gravitinos wird massiv. Es wird also ein Super-Higgs-Mechanismus ablaufen, dessen
Details wir im folgenden behandeln. Ist in (4.70) etwa MAΘABMB = −2eK/2|W |, so
ist mit (4.56) λ− = 0 und λ+ = 2eK/2|W |, d.h. mit (3.27) erwarten wir für die Masse
des Gravitinos mψ = geK/2|W |. Die Multipletts spalten sich also in ein N = 1 mas-
seloses Gravitonmultiplett und ein massives 3

2 -Multiplett auf, d.h. die Massenent-
artung aufgrund der Supersymmetrie wird aufgehoben. Nach der Brechung erhält
man also ein Gravitonmultiplett der Form (eaµ, ψ

1
µ) und eines, welches das massive

Gravitino enthält, zusammen mit einem bosonischen Partner, der dieselbe Masse
hat.

9Setzt man x := 2eK/2|W | und y := MAΘABMB , so folgt aus (4.69) ±xy = 1

2
y2 + 1

2
x2, also

x2 ∓ 2xy + y2 = 0, also (x∓ y)2 = 0 und damit x = ±y, d.h. (4.70).
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Der Super-Higgs-Mechanismus

Wir untersuchen nun den detaillierten Ablauf des Super-Higgs-Mechanismus und
werden dabei insbesondere das Goldstonefermion identifizieren. Wir bemerken zu-
nächst, daß in den Yukawa-Kopplungstermen in der Wirkung (3.27) die χjJ über
Terme der Form ψµγ

µχ mit den Gravitinos wechselwirken, so daß z.B. die Massen-
matrizen der fermionischen Felder χi nicht so einfach abgelesen werden können. Wie
in [8] ausgeführt, haben solche Mischungen jedoch einen bedeutenden physikalischen
Ursprung, und bevor wir untersuchen, wie sich die auftretenden Ausdrücke explizit
diagonalisieren lassen, werden wir diesen durch folgende Überlegung erläutern. Wir
führen ein neues Feld ηI = AIJ2j χ

jJ ein, dessen Supersymmetrievariationen sich im
Vakuumerwartungswert wegen (3.28) wie folgt verhalten:

〈δηI〉 = −2g〈AIJ2j gjkAKJ2k ǫ
K〉. (4.71)

Wegen der quadratischen Identität (4.63) folgt dann aufgrund der verschwindenden
kosmologischen Konstante

〈δηI〉 = −2g〈gjkA2jA
t
2k〉ǫ

= −2g〈A1A1〉ǫ
= −8g−1m2

ψǫ,

(4.72)

wobei angenommen wurde, daß ǫ einen Eigenvektor von A1 zu dem nichtverschwin-
denden Eigenwert enthält, der am Grundzustand also zu 2g−1mψ wird. Betrachtet
man stattdessen die Variation relativ zum Nulleigenvektor, so wird entsprechend

〈δηI 〉 = 0. (4.73)

Man sieht nochmals, daß die Supergravitation spontan auf N = 1 gebrochen ist, da
es genau eine Linearkombination der ǫI gibt, bezüglich derer die Fermionenvariatio-
nen im Vakuumerwartungswert verschwinden. Außerdem folgt aus (4.72), daß die
Supergravitation bei einer typischen Skala gebrochen ist, die mit der Gravitinomasse
identifiziert werden kann.

Daß sich η so wie oben definiert mit einer derartigen konstanten Verschiebung
transformiert, zeigt, daß es sich hierbei um das Goldstonefermion handelt. Wie in
der spontanen Symmetriebrechung konventioneller Eichtheorien kann dieses nämlich
über ein Analogon des Higgs-Mechanismus wegtransformiert werden, was direkt mit
dieser konstanten Verschiebung zusammenhängt. Wählt man den spinoriellen Trans-
formationsparameter zu

ǫI :=
g

8m2
ψ

ηI , (4.74)

so transformiert sich das Goldstonefermion in einer infinitesimalen Transformation
wegen (4.72) gemäß

ηI −→ ηI + δηI = ηI − 8g−1m2
ψ

g

8m2
ψ

ηI = 0. (4.75)
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Das Goldstonefermion verschwindet in dieser “Eichung” also am Grundzustand, so
daß nach Anwendung der korrespondierenden Transformation (4.74) auf die Wir-
kung (3.27) die Kopplungsterme im Grundzustand beseitigt sind und die übrigen
Massen abgelesen werden können. Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, daß
diese Transformation zur “Beseitigung” des Goldstonefermions nur möglich war, weil
lokale Supersymmetrie vorliegt, denn ǫI ist als zu ηI proportionaler Spinor raum-
zeitabhängig. Da der Index I nur zur Vereinfachung der Notation eingeführt worden
war, haben wir also genau ein reelles Fermion als Goldstonefermion.

Man kann nun diese Transformation etwa des Gravitinos explizit durchführen,
um den Kopplungsterm zu beseitigen. Hierzu werden wir ausnutzen, daß die Ma-
trizen A1 und A2 in der Kopplung einen gemeinsamen Eigenvektor haben, nämlich
den gemeinsamen Null-Eigenvektor der erhaltenen Supersymmetrie. Es existiert eine
orthogonale Matrix S ∈ SO(2), so daß

SA1S
t = 2g−1

(
0 0
0 mψ

)
. (4.76)

Transformiert man die Gravitinos also gemäß ψ̂µ := Sψµ, so wird (3.27) in Ma-
trixnotation zu

e−1LY =
1

2
gψ̂

t

µSA1γ
µνStψ̂ν + gψ̂

t

µSγ
µη +

1

2
gA3ijχ

iχj

= mψψ̂
2

µγ
µν ψ̂2

ν + gψ̂
2

µγ
µη̂ +

1

2
gχiA3ijχ

j,

(4.77)

wobei η̂ := Sη nun den physikalischen Anteil des Goldstonefermions bezeichnet.
(4.72) gilt nun bezüglich des Transformationsparameters ǫ̂ = Sǫ, ebenso für die
Supersymmetrietransformation (3.28) des transformierten Gravitinos, wobei wir im
folgendenˆder Einfachheit halber weglassen werden:

δǫψ
2
µ = ∂µǫ+ 2mψγµǫ =

g

8m2
ψ

∂µη +
g

4mψ
γµη. (4.78)

Die Supersymmetrietransformation der Yukawa-Kopplung (4.77) wird dann zu

e−1δLY =mψ(δψ̄2
µ)γ

µνψ2
ν +mψψ̄

2
µγ

µν(δψ2
ν) + g(δψ̄2

µ)γ
µη

+ gψ̄2
µγ

µδη +
1

2
gδ(χiA3ijχ

j)

=
g

4

(
1

2mψ
∂µη + ηγµ

)
γµνψ2

ν +
g

4
ψ̄2
µγ

µν

(
1

2mψ
∂νη + γνη

)

+
g2

4mψ

(
1

2mψ
∂µη + ηγµ

)
γµη + gψ̄2

µγ
µδη +

1

2
gδ(χiA3ijχ

j)

=
g

4
iηγµψ2

µ +
g

4
iψ̄2
µγ

µη +
g

8mψ
∂µηγ

µνψ2
ν +

g

8mψ
ψ̄2
µγ

µν∂νη

+
g2

8m2
ψ

∂µηγ
µη +

3

4mψ
g2ηη + gψ̄2

µγ
µδη +

1

2
δ(χiA3ijχ

j).

(4.79)
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Hierbei wurden die Identitäten (A.70) und (A.73) genutzt. Mit den Relationen
(A.71) und (A.75) folgt ferner, daß sich die Terme in der vorletzten Zeile von (4.79)
gegen die korrespondierenden kinetischen Terme wegheben. Insgesamt reduziert sich
damit die Supersymmetrievariation von LY auf

e−1δLY =
g

8m2
ψ

∂µηγ
µη +

3

4mψ
g2ηη + gψ̄2

µγ
µδη +

1

2
δ(χiA3ijχ

j). (4.80)

Die Supersymmetrietransformation der Yukawa-Kopplung (4.77) ist also mit (4.75)

e−1LY −→ e−1(LY + δLY ) = mψψ
2
µγ

µνψ2
ν + gψ̄2

µγ
µ(η + δη) + ...

= mψψ
2
µγ

µνψ2
ν + ...,

(4.81)

wobei Terme, die nur von den χi abhängen, weggelassen wurden. Die Wirkung
enthält in dieser Eichung also nur Terme quadratisch in den Gravitinos und keine
Kopplungen mehr mit den χi. Die physikalische Masse der Gravitinos ergibt sich al-
so mit dem Rarita-Schwinger-Term in (3.15) und mit (4.29) tatsächlich zu mψ, wir
waren also berechtigt, diese als Gravitinomasse zu bezeichnen. Ebenso kann man
die Massen der fermionischen χi ablesen. Diese ergeben sich aber auch aufgrund der
N = 1 Massenentartung sofort aus den bosonischen Massen, die wir im nächsten
Abschnitt berechnen werden.

Bosonisches Massenspektrum und der Higgs-Mechanismus

Wir werden nun zunächst die Massenmatrizen der Skalarfelder, d.h. die Grundzu-
standswerte der Hessematrix des Potentials, bestimmen, um festzustellen, welche
Felder bei der Brechung massiv geworden sind. Anschließend werden wir die Mas-
sen der Vektorfelder bestimmen. Zur Berechnung des Teils M2

AB = 〈 ∂2V
∂MA∂MB

〉 der
Massenmatrix benutzen wir (4.60):

g−2 ∂2V

∂MA∂MB
= ΘACGCDΘDB − 2ΘBDMDΘACMC − (MAΘABMB)ΘAB

+ ΘACG
,B

CD ΘDEME + ΘBCG
,A

CD ΘDEME +
1

2
MEΘECG

,AB
CD ΘDFMF

+ eK |W |2[GAB + (GCA,B +GCB,A)MC +
1

2
MCG

CD,ABMD].

(4.82)

Wir können diesen Ausdruck vereinfachen, indem wir MAG
ABMB = 2 nutzen und

diesen differenzieren:
0 = 2GEDMD +MCG

CD,EMD. (4.83)

Nochmaliges Differenzieren liefert:

−1

2
MCG

CD,ABMD = GAB + (GCA,B +GCB,A)MC . (4.84)
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Der Term in der letzten Zeile der Ableitung des Potentials verschwindet also:10

g−2 ∂2V

∂MA∂MB
= ΘACGCDΘDB − 2ΘBDMDΘACMC − (MAΘABMB)ΘAB

+ ΘACG
,B

CD ΘDEME + ΘBCG
,A

CD ΘDEME +
1

2
MEΘECG

,AB
CD ΘDFMF .

(4.85)

Um die physikalischen Konsequenzen zu verstehen, werden wir der Einfachheit hal-
ber zunächst den Fall behandeln, daß wir eine beliebige Anzahl Felder φa haben,
jedoch nur eines der MA. (Geometrisch heißt dies, daß es genau eine Peccei-Quinn-
Isometrie auf der Skalarmannigfaltigkeit gibt.) Die Bedingung MAG

ABMB = 2 wird
hier zu G−1M2 = 2, d.h. G(M) = 1

2M
2. In diesem Fall ist 1

2MAΘACGCDΘDBMB −
1
4(MAΘABMB)2 = 1

2Θ2M2G(M) − 1
4Θ2M4 = 0, im Potential (4.43) verschwinden

also alle M abhängigen Terme, d.h. es gilt identisch

∂2V

∂M2
= 0. (4.86)

Es folgt, daß das FeldM bei der spontanen Symmetriebrechung masselos bleibt. Man
könnte vermuten, daß dies auch noch gilt, wenn man mehrere Felder MA im Spek-
trum hat. Es ist jedoch zu beachten, daß in diesem Fall die Funktionen GAB(MC)
nicht mehr eindeutig durch die Relation MAG

ABMB = 2 bestimmt sind, wie dies in
obigem Beispiel ausgenutzt wurde. Wir werden nun aber zeigen, daß die Felder i.a.
nicht masselos bleiben, indem wir den einfachsten nichttrivialen Fall mit A = 1, 2
untersuchen. In diesem ist die Metrik notwendigerweise von der Form

GAB =
1

αγ − β2

(
αM2

1 βM1M2

βM1M2 γM2
2

)
, (4.87)

wobei
αγ − β2 > 0 und α− 2β + γ = 2, (4.88)

denn dann gilt für die inverse Metrik

GAB =

( γ
M2

1

− β
M1M2

− β
M1M2

α
M2

2

)
, (4.89)

d.h. es gilt wegen (4.88)

MAG
ABMB = G11M2

1 + 2G12M1M2 +G22M2
2 = 2. (4.90)

Schon im Fall α = γ = 1, β = 0 bleiben nicht alle MA masselos, was wir im folgenden
zeigen werden. Das Potential reduziert sich in diesem Fall auf

g−2V =
1

4
[(Θ11)2M4

1 + (Θ22)2M4
2 ]− 1

2
Θ11Θ22M2

1M
2
2 +

1

4
eKGab̄DaWDb̄W. (4.91)

10Dies folgt natürlich auch direkt aus der Tatsache, daß im positiv-definiten Fall MAG
ABMB = 2

Terme proportional zu eK |W |2 nicht mehr im Potential (4.43) auftauchen. Die vorangegangene
Rechnung kann als Konsistenzcheck aufgefaßt werden.
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Die Massenmatrix ergibt sich damit zu

g−2 ∂
2V

∂M2
1

| = 〈3(Θ11)2M2
1 −Θ11Θ22M2

2 〉

g−2 ∂
2V

∂M2
2

| = 〈3(Θ22)2M2
2 −Θ11Θ22M2

1 〉

g−2 ∂2V

∂M2∂M1
| = −2Θ11Θ22〈M1M2〉.

(4.92)

Diese Ausdrücke lassen sich unter Ausnutzung der Grundzustandsbedingungen noch
folgendermaßen vereinfachen: Wegen (4.66) ist

Θ11M1 + Θ12M2 = 2T (G11M1 +G12M2) = 2T
1

M1
, (4.93)

also

Θ11M2
1 + Θ12M1M2 = 2T =

1

2
(2Θ12M1M2 + Θ11M2

1 + Θ22M2
2 ), (4.94)

und damit
Θ11〈M2

1 〉 = Θ22〈M2
2 〉 (4.95)

Die Massenmatrix (4.92) reduziert sich auf

M2
AB = 2g2

(
(Θ11)2〈M2

1 〉 −Θ11Θ22〈M1M2〉
−Θ11Θ22〈M1M2〉 (Θ22)2〈M2

2 〉

)
. (4.96)

Man sieht: Die Massenmatrix hat den Rang 1, d.h. sie hat genau einen von Null
verschiedenen Eigenwert, und damit bleibt genau eines der Felder masselos und das
andere wird massiv mit der Masse m = 2g2((Θ11)2M2

1 + (Θ22)2M2
2 )

1

2 . Die beiden
bisher untersuchten Szenarien legen folgenden allgemeinen Ablauf nahe. Mindestens
eines der Skalarfelder MA bleibt masselos, d.h. die in (4.85) angegebene Massenma-
trix hat immer einen Nulleigenvektor, während die anderen Felder massiv werden
mit einer Masse, die sich mit (4.85) berechnen läßt.

Wir kommen nun zur Behandlung der übrigen Skalarfelder φa. Für diese gilt
zunächst mit (4.43)

g−2 ∂V

∂φc
=(∂cK)eK(

1

4
gabDaWDbW − (1− 1

2
MAG

ABMB)|W |2)

+ eK(
1

4
gab,cDaWDbW +

1

4
gab∂c(DaW )DbW

+
1

4
gabDaW∂c(DbW )− (1− 1

2
MAG

ABMB)(∂cW )W ),

(4.97)

wobei Gab = gab und die Holomorphie von W , d.h. ∂cW = 0, ausgenutzt wurde.
Ferner kann man den vorletzten Term folgendermaßen umformen:

∂c(DbW ) = ∂b∂cW + (∂c∂bK)W + (∂bK)∂cW = gcbW. (4.98)
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Da am Grundzustand DaW = 0 gilt, ist auch DaW = 0, denn für die komplexe
Ableitungen gilt ∂aW = ∂aW , d.h. wegen der Realität von K ist DaW = ∂aW +
(∂aK)W = ∂aW + (∂aK)W = DaW = 0. Der Term proportional zu gab,c wird auch
bei zweiter Ableitung auf jeden Fall wegfallen. Da es im positiv-definiten Potential
(4.65) keine Kopplung zwischen Termen mit den MA und den φa gibt, folgt, daß die
gemischten Ableitungen identisch verschwinden:

g−2 ∂2V

∂MA∂φa
= 0. (4.99)

Im Übrigen gilt 〈 ∂V∂φc 〉 = 0 automatisch, wenn (4.66) erfüllt ist, denn wegen (4.97) ist

am Grundzustand g−2 ∂V
∂φc = −WeK(1− 1

2MAG
ABMB)(∂cW+(∂cK)W ) ∼ DcW = 0

und ebenso g−2 ∂V

∂φ
c = 0. Zur Berechnung der Matrix zweifacher Ableitung nach φa

sei bemerkt, daß sich zunächst ein Term der Ableitung der Exponentialfunktion
ergibt, der also proportional zu ∂V

∂φc ist und damit im Grundzustand verschwindet.
Es ergibt sich:

g−2〈 ∂2V

∂φd∂φc
〉 = 〈−(∂c∂dK)eK(1− 1

2
MAG

ABMB)|W |2

− (∂cK)eK(1− 1

2
MAG

ABMB)(∂dW )W

+ eK(
1

4
gab∂c(DaW )∂d(DbW ) +

1

4
gab∂d(DaW )∂c(DbW )

− (1− 1

2
MAG

ABMB)(∂c∂dW )W )〉,

(4.100)

wobei wieder solche Terme weggelassen wurden, die proportional zu DaW sind.
Zusätzlich betrachten wir zunächst den Fall des positiv definiten Potentials, in dem
also 1− 1

2MAG
ABMB = 0 gilt. Insgesamt erhält man mit (4.98)

〈 ∂2V

∂φd∂φc
〉 = g2

4
〈eKW (∂c(DdW ) + ∂d(DcW ))〉. (4.101)

Für die Massenmatrix 〈 ∂2V

∂φ
d
∂φ

c
〉 erhält man das komplex-konjugierte Ergebnis, da

das Potential reell ist. Ebenso gilt:

g−2〈 ∂2V

∂φd∂φc
〉 = −gcdeK(1− 1

2
MAG

ABMB)|W |2

− (∂cK)eK(1− 1

2
MAG

ABMB)W∂dW + eK(
1

4
(gab∂d(DbW )∂c(DaW )

+ gcd|W |2)− (1− 1

2
MAG

ABMB)(∂dW )(∂cW )),

(4.102)

wobei wir gab = ∂a∂bK ausgenutzt haben. Im positiv definiten Fall ist also

〈 ∂2V

∂φd∂φc
〉 =

g2

4
〈eK(gab∂d(DbW )∂c(DaW ) + gcd|W |2)〉. (4.103)
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Es bereitet nun keine Schwierigkeiten, die erhaltenen Ausdrücke geometrisch zu in-
terpretieren. Da im Vakuumerwartungswert dieDaW und ihre komplex-konjugierten
verschwinden, lassen sich die obigen Ableitungen durch beliebige kovariante erset-
zen, denn diese erhalten neben der gewöhnlichen partiellen Ableitung nur Terme
proportional zu DaW . Wir haben damit die durch die spontane Symmetriebrechung
entstandenen Massen der Skalarfelder vollständig bestimmt. Zusammenfassend ha-
ben wir damit die folgenden Massenmatrizen für die Skalarfelder φa gefunden:

M2
ab =

g2

4
〈eKW [Da(DbW ) +Db(DaW )]〉

M2
ab

=
g2

4
〈eK [gcdDb(DdW )Da(DcW ) + gab|W |2]〉

M2
ab

=
g2

4
〈eKW [Db(DaW ) +Da(DbW )]〉.

(4.104)

Es sei darauf hingewiesen, daß diese Ausdrücke analog zu denen einer spontanen
N = 1 → N = 0 Brechung in D = 4 sind [8], nur mit dem Unterschied, daß dort
noch ein Term auftaucht, der von dem Riemannschen Krümmungstensor abhängt.
Es wäre interessant, den geometrische Ursprung dieser Diskrepanz zu untersuchen.

Um die physikalischen Massen ablesen zu können, sei zunächst auf folgendes hin-

gewiesen: In einer Sigmamodell-Wirkung der Form L ∼ gab(φ)∂µφ
a∂µφ

b−mab(φ)φaφ
b

haben die skalaren Felder genau dann eine Masse, wenn im Grundzustand 〈mab(φ)〉 6=
0 gilt. Auch in diesem Fall stellt diese Matrix aber nicht notwendigerweise die physi-
kalische Massenmatrix dar, sondern nur dann, wenn die Wirkung in den Koordinaten
ausgedrückt ist, in denen die Metrik am Punkt des Grundzustands auf der Skalar-
mannigfaltigkeit flach, d.h. ∼ δab, ist. Es ist dies darin begründet, daß sich die phy-
sikalische Masse als Eigenwert des Poincare-Casimiroperators P 2 nur dann ergibt,
wenn im kinetischen Term die Ableitungen der φa zum selben Index auftauchen.

Es verbleibt an dieser Stelle nur noch die Masse der Vektorfelder zu berechnen.
Auf den ersten Blick hat es den Anschein, daß die Wirkung (4.38) keinen Massenterm
für die Vektorfelder generieren könnte, denn diese tauchen typischerweise in Form
der kovarianten Ableitung im kinetischen Term der zur Eichsymmetrie korrespon-
dierenden Skalarfelder auf. Diese sind jedoch gerade in die Vektorfelder redualisiert,
und die kinetischen Terme der üblichen Skalarfelder enthalten entsprechend keine
Vektorfelder. Es wird hier also kein gewöhnlicher Higgs-Mechanismus ablaufen, son-
dern höchstens ein topologischer, wie wir ihn in 4.1.1 erklärt haben. Daß dies der
Fall ist, kann auf zweierlei Weise begründet werden. In der Wirkung (4.38) lautet
der relevante Teil für den Fall, daß wir nur ein Feld MA und nur ein Eichvektorfeld
haben, wegen 〈G−1(M)〉 = gΘ

mψ
:

1

4

gΘ

mψ
FµνFµν +

1

2
gΘεµνρA

µ∂νAρ. (4.105)

Nach Multiplikation mit
mψ
gΘ , wodurch die Dynamik nicht verändert wird, reduziert
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sich dies auf (4.8) mit ξ = mψ.11 Und wir hatten dort schon gesehen, daß das
Vektorfeld dann die Masse mψ hat. Andererseits kann man auch nochmals die Dua-
litätsrelation (4.32) nutzen und diese in den Yang-Mills-Term einsetzten, so daß man
im nicht redualisierten Bild erhält

1

4
GABF

µν
A FBµν

=
1

4
GABεµνρεµνσGACGBE(∂ρϕ̂

C + gΘCDADρ)(∂
σϕ̂E + gΘEFAσF ) + ...

=
1

2
GCE∂ρϕ̂

C∂ρϕ̂E +
1

2
g2GCEΘCDΘEFADρA

ρ
F + ...

(4.106)

Wegen 〈M2〉 =
2mψ
gΘ reduziert sich der relevante Term bei verschwindender kosmo-

logischer Konstante auf

1

2
g2Θ2〈G(M)〉AµAµ =

1

4
g2Θ2〈M2〉AµAµ =

1

2
gΘmψAµA

µ. (4.107)

Es ist jedoch zu berücksichtigen, daß weiterhin ein Chern-Simons-Term in der Wir-
kung vorkommt, so daß insgesamt die relevanten Terme sind:

1

2
gΘmψAµA

µ +
1

2
gΘεµνρA

µ∂νAρ, (4.108)

d.h. mit (4.18) folgt für die Masse des Vektorfeldes:
gΘmψ
gΘ = mψ, genau wie in der

redualisierten Version.

Es ist möglich, diese Analyse auf eine beliebige Zahl an Vektorfeldern AAµ zu

verallgemeinern. Hierzu werden wir zeigen, daß es genau eine Linearkombination Âµ
der Vektorfelder gibt, die die Gravitinomasse annimmt. Wir definieren

Âµ :=
∑

A

1

MA
A
µ
A. (4.109)

Dann läßt sich jedes der Vektorfelder AµA durch eine Linearkombination von Âµ und
den übrigen Vektorfeldern ausdrücken:

A
µ
A = MAÂ

µ +B
µ
A, (4.110)

wobei

B
µ
A = −

∑

B 6=A

MA

MB
A
µ
B . (4.111)

Die Feldstärke F̂µν dieses Vektorfeldes ist dann gegeben durch

F̂µν =
∑

A

1

MA
F
µν
A −

∑

A

1

M2
A

(AνA∂
µMA −AµA∂νMA), (4.112)

11In (4.8) war das relative Vorzeichen zwischen Yang-Mills-Term und Chern-Simons-Term ein
anderes, was jedoch nichts an der Masse ändert.
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so daß man die Feldstärken F
µν
A durch F̂µν ausdrücken kann gemäß

F
µν
A = MAF̂

µν −
∑

B 6=A

MA

MB
F
µν
B +

∑

B

MA

M2
B

(AνB∂
µMB −AµB∂νMB). (4.113)

Setzt man (4.110) und (4.113) in den Yang-Mills- und den Chern-Simons-Term der
Wirkung (4.38) ein, so erhält man

1

4
GABF

µν
A FBµν +

1

4
gΘABεµνρA

µ
AF

νρ
B

=
1

4
MAG

ABMBF̂
µνF̂µν +

1

4
gMAΘABMBεµνρÂ

µF̂µν + ...

(4.114)

Hierbei wurden nur die führenden Terme berücksichtigt, da die nachfolgenden keinen
Beitrag zur Masse liefern. Mit T = 1

4MAΘABMB = 1
2g

−1mψ und MAG
ABMB = 2

folgt also wie in (4.105), daß Âµ die Masse mψ hat.

Wir behandeln nun die naheliegende Frage, ob es hier ein Goldstoneboson gibt
und welche Rolle es spielt. In Abschnitt 4.1.1 hatten wir gesehen, daß auch beim
topologischen Higgs-Mechanismus ein Goldstoneboson gegessen wird, so daß das zu-
vor keine physikalischen Freiheitsgrade tragende Chern-Simons-Feld den einen Frei-
heitsgrad bekommt, den es als massives Feld haben muß. Hier haben wir jedoch
die Situation, daß das Eichfeld aufgrund der speziellen Redualisierung einen zusätz-
lichen Yang-Mills-Term hat, d.h. selbst im ungebrochenen Fall einen Freiheitsgrad
hat. Durch die Brechung erhält das Vektorfeld also keinen zusätzlichen Freiheits-
grad, d.h. es wird massiv, ohne daß ein Goldstoneboson gegessen wird. Das einzige
Feld, das als Goldstoneboson in Frage käme, wäre auch das masselose M . Dieses ist
jedoch nicht geeicht und kann daher nicht wegtransformiert werden. Das Goldstone-
Theorem zeigt jedoch - wenn auch unter gewissen Voraussetzungen -, daß zu jeder
gebrochenen Symmetrie ein masseloses bosonisches Feld als Goldstoneboson gehört.
Es ist jedoch zu beachten, daß die Eichsymmetrie nur in dem Bild der reinen Chern-
Simons-Eichung gebrochen ist, in dem ϕ̂ nicht in das Vektorfeld redualisiert wurde,
denn nur hier erscheint ein konventioneller Massenterm wie in (4.108). Um das Gold-
stoneboson zunächst in diesem Bild zu identifizieren, müssen wir die Situation etwas
genauer analysieren. Wir zeigen zunächst, daß sich bei Brechung auf N = 1 das
Goldstoneboson notwendigerweise im selben Multiplett befindet wie das Goldstone-
fermion [3]. Ein Skalarfeld φ sei also im selben Multiplett wie das Goldstonefermion
η, d.h. es transformiere sich unter der ungebrochenen Symmetrie ǫ1 gemäß

δǫ1φ ∼ ǫ1η. (4.115)

Da sich das Goldstonefermion aber als solches notwendigerweise mit einer konstanten
Verschiebung unter der gebrochenen Symmetrie ǫ2 transformiert (siehe (4.72)),

δǫ2η ∼ m2
ψǫ2, (4.116)

ergibt sich der Abschluß der beiden Supersymmetrietransformationen auf φ zu

[δǫ2 , δǫ1 ]φ ∼ m2
ψǫ1ǫ2, (4.117)
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d.h. φ transformiert sich auch mit einer konstanten Verschiebung, ist also tatsächlich
das Goldstoneboson. In unserem Fall ist das (geeichte) Skalarfeld ϕ̂ außer M der ein-
zige bosonische Partner des Goldstonefermions, ist damit also nach unserer obigen
Analyse das Goldstoneboson. Da dieses nun aber in das Vektorfeld redualisiert wur-
de, könnte man sagen, daß es sich bei dem Vektorfeld selbst um das Goldstoneboson
handelt - auch angesichts der Tatsache, daß dies in 2 + 1 Dimensionen kein unbe-
kanntes Phänomen ist [13]. Dies ist aber insofern irreführend als die Eichsymmetrie
in diesem Bild überhaupt nicht gebrochen ist, so daß die Existenz eines Goldsto-
nebosons durch nichts gefordert wird. In dem Bild der Yang-Mills-Eichung gibt es
schlicht kein Goldstoneboson, das gegessen werden könnte.

Es ergibt sich allgemein folgendes Schema der spontanen Symmetriebrechung bei
geeichter Supergravitation in D = 3: In der reinen Chern-Simons-Eichung existieren
geeichte Skalarfelder, die bei einer spontanen Symmetriebrechung von den Eichvek-
torfeldern gegessen werden können. Hierbei wird auch die Eichinvarianz gebrochen,
denn in der Wirkung stehen dann ein Chern-Simons-Term und ein konventioneller
Massenterm. Hierzu äquivalent ist nach [24] eine Yang-Mills-Eichung, bei der unter
Ausnutzung der on-shell-Dualität einige Skalarfelder in die Vektorfelder redualisiert
werden, so daß letztere propagierend in Form eines Yang-Mills-Terms werden. In die-
sem Bild kann eine spontane Symmetriebrechung etwa von Supergravitation auch
dazu führen, daß die Vektorfelder massiv werden, und zwar ebenso aufgrund eines
topologischen Higgs-Mechanismus. Hier werden nun aber keine Goldstonebosonen
gegessen, denn andernfalls wäre die Abzählung der Freiheitsgrade nicht konsistent.
Damit beide Beschreibungen äquivalent sind, können also nur genau die Skalarfelder
in die Vektorfelder redualisiert werden, die bei einer spontanen Symmetriebrechung
zu Goldstonebosonen werden können. Dies folgt auch aus der allgemeinen Untersu-
chung dieser Äquivalenz in [24], wo es heißt: “ ... that only those scalar fields on which
the scalar potential of the gauged theory does not depend can be dualized away and
replaced by YM vector fields.” Mit anderen Worten, da das skalare Potential nicht
von den zu redualisierenden Skalarfeldern abhängt, sind diese bei einer möglichen
spontanen Symmetriebrechung masselos und können damit zu Goldstonebosonen
werden.

In D = 3 hat man also drei Möglichkeiten, ein Vektorfeld massiv zu machen. Man
kann erstens eine topologische Variante des “konventionellen” Higgs-Mechanismus
ablaufen lassen, bei dem die Vektorfelder dadurch massiv werden, daß sie einige
Goldstonebosonen essen. Oder man kann zweitens die möglichen Goldstonebosonen
vor der Brechung in die Vektorfelder redualisieren, so daß die Vektorfelder massiv
werden ohne Goldstonebosonen zu essen. Schließlich kann man noch einen ganz
konventionellen Higgs-Mechanismus ablaufen lassen, bei dem ein Yang-Mills-Feld
ein Goldstoneboson ißt und damit insgesamt zwei Freiheitsgrade hat.
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4.2.4 Effektive N = 1 Supermultipletts

Wir werden nun untersuchen, wie die resultierenden N = 1 Supermultipletts ausse-
hen und hierzu ausnutzen, daß man weiterhin eine Massenentartung innerhalb der
N = 1 Multipletts hat. Um die physikalischen Massen der φa zu bestimmen, ge-
hen wir zunächst davon aus, daß es nur ein komplexes Feld φ gibt, so daß wir die
Massenmatrizen explizit diagonalisieren können. Zunächst ist mit (4.104)

M2
1 =

g2

2
〈eKWD2W 〉

M2
12 =

g2

4
〈eK [h−1D

2
WD2W + h|W |2]〉

M2
2 =

g2

2
〈eKWD

2
W 〉.

(4.118)

Hierbei bezeichnet h die nun skalare Kähler-Metrik gab. Man beachte, daß diese
Ausdrücke noch nicht in der Masseneigenbasis geschrieben sind. Die Entwicklung
des Potentials lautet nämlich

V = V0 +
1

2
(M2

1φ
2 +M2

12φφ+M2
2φφ) + ..., (4.119)

während Massenterme immer von der Form 1
2m

2φ2 im Falle eines reellen Feldes
oder von der Form 1

2m
2|φ|2 im Falle eines komplexen Feldes sind. Wegen V ∈ R ist

M12 ∈ R und mit M2
1 = M2

2 gilt nun für φ =: φ1 + iφ2

M2
1φ

2 +M2
12φφ+M2

2φφ = M2
1 (φ2

1 + 2iφ1φ2 − φ2
2) +M2

12(φ
2
1 + φ2

2)

+M2
2 (φ2

1 − 2iφ1φ2 − φ2
2)

= (M2
12 + 2ReM2

1 )φ2
1 − 2(2ImM2

1 )φ1φ2

+ (M2
12 − 2ReM2

1 )φ2
2.

(4.120)

Diesen Ausdruck kann man als quadratische Form in (φ1, φ2) auffassen. Da diese
Matrix reell und symmetrisch ist, kann man immer eine orthogonale Transformation
finden, die diese diagonalisiert, so daß deren Eigenwerte die physikalischen Massen
ergeben. Ist nämlich

(
M2

12 + 2ReM2
1 −2ImM2

1

−2ImM2
1 M2

12 − 2ReM2
1

)
= S

(
m2

1 0
0 m2

2

)
St, (4.121)

so sind die neuen Felder
φ̂ := Sφ (4.122)

in der Masseneigenbasis mit den physikalischen Massen m1 und m2. Man erhält für
die Eigenwerte

0 = det

(
M2

12 + 2ReM2
1 − λ −2ImM2

1

−2ImM2
1 M2

12 − 2ReM2
1 − λ

)

= λ2 − 2M2
12λ− 4|M2

1 |2 + (M2
12)

2,

(4.123)
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also

m2
1,2 = λ = M2

12 ±
√

(M2
12)

2 + 4|M2
1 |2 − (M2

12)
2 = M2

12 ± 2|M2
1 |. (4.124)

A priori gibt es nun zwei Möglichkeiten:
i) M2

1 = 0. In diesem Fall wird das komplexe Feld massiv und erhält die Masse M2
12.

ii) M2
1 6= 0. In diesem Fall spaltet sich das komplexe Feld in zwei reelle Skalar-

felder unterschiedlicher Masse auf. Mit (4.118) sieht man nun: Fall i) impliziert
〈eKWD2W 〉 = 0, also

g−2m2
ψ(〈∂2K〉+ 〈(∂K)2〉) = −2〈eKW∂K∂W 〉 − 〈eKW∂2W 〉. (4.125)

Diese Gleichung stellt eine starke Restriktion an das Kählerpotential und damit an
die Geometrie der Skalarmannigfaltigkeit dar. Daß das komplexe Skalarfeld selbst
massiv wird, daß also Real- und Imaginärteil dieselbe Masse erhalten, kommt also
nur in sehr speziellen Situationen vor, in denen man das Kählerpotential und auch
die Form des Superpotentials per Hand gerade so zu wählen hat, daß (4.125) erfüllt
ist. Im allgemeinen wird also M2

1 6= 0 sein, d.h. die Skalarfelder spalten zu Feldern
unterschiedlicher Masse auf und gehören damit notwendigerweise zu unterschiedli-
chen Supermultipletts. Dies ist auch in der Struktur der N = 1 Supermultipletts
begründet. Denn diese sind nach Kap. 2 von der Form (0, 1

2), so daß es zu einem
Skalarfeld genau einen fermionischen Spin-1

2 Partner mit einem fermionischen Frei-
heitsgrad gibt. Entsprechend hat auch das Skalarfeld genau einen bosonischen Frei-
heitsgrad.12 Da komplexe Skalarfelder jedoch zwei Freiheitsgrade haben, können die-
se nicht zu einem N = 1 Supermultiplett gehören, d.h. die Supersymmetrie erzwingt
keine Massenentartung zwischen Real- und Imaginärteil. Analog sieht man, daß die
Skalarfelder φa i.a. nicht die Gravitinomasse annehmen, sich also nicht mit dem Gra-
vitino in einem Multiplett befinden. Dies hieße nämlich wegen m2

ψ = g2〈eK |W |2〉 mit

der Normierung h = 113

g2〈eK |W |2〉 = g2

4
〈eK [D

2
WD2W + |W |2]〉 ± g2〈eK |WD2W |〉, also

3〈|W |2〉 = 〈D2
WD2W ± 4|WD2W |〉.

(4.126)

Diese Relation kann offenbar nur für eine spezielle Wahl des Superpotentials W und
des Kählerpotentials erfüllt werden.

Um die allgemeine Reorganisation der Multipletts zu verstehen, muß ein boso-
nischer Partner identifiziert werden, der die Gravitinomasse hat und demzufolge
zu demselben Multiplett gehört wie das massive Gravitino. Wir haben jedoch so-
eben festgestellt, daß keines der Skalarfelder diese Eigenschaft hat, sondern daß diese

12Wir wir in Kap. 2 gesehen haben, kann man Majoranaspinoren in D = 3 als Real- und Ima-
ginärteil von Weylspinoren in D = 4 auffassen. Da letztere zwei propagierende fermionische Frei-
heitsgrade haben, haben Majoranaspinoren in D = 3 entsprechend genau einen.

13Diese liefert wegen (4.39) und unseren Überlegungen im vorigen Abschnitt nur dann die phy-
sikalische Masse, falls gaA = 0, was wir der Einfachheit halber für unsere Betrachtung annehmen
können.
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nur unter sehr speziellen geometrischen Bedingungen die Gravitinomasse annehmen.
Andererseits kennen wir aus Kap. 2 die allgemeine Form der massiven Multipletts,
insbesondere für N = 1: (j, j + 1

2). Da das massive Gravitino ein Spin-3
2-Feld ist,

muß der bosonische Partner also ein massives Spin-1-Feld sein. Ein solches ist nach
dem in Anhang A ausgeführten auch in D = 3 ein Vektorfeld. Wir erwarten also ein
massives Vektorfeld, das die Gravitinomasse annimmt. Und in der Tat haben wir im
vorigen Abschnitt gesehen, daß durch einen topologischen Higgs-Mechanismus das
Vektorfeld diese Masse erhält. Die masselosen N = 2 Multipletts

N = 2, masselos: (eaµ, ψ
1
µ, ψ

2
µ) + (Aµ, η, λ,M) + (φ1, χ1, φ2, χ2), (4.127)

spalten also in die folgenden masselosen und massiven N = 1 Multipletts auf. (Der
Index kennzeichnet jeweils die Masse.)

N = 1: (eaµ, ψ
1
µ)0 + (ψ2

µ, Aµ)mψ + (M,λ)0 + (φ1, χ1)m1
+ (φ2, χ2)m2

, (4.128)

wobei m1 und m2 die in (4.124) berechneten Massen von φ1 und φ2 sind. (Für den
allgemeineren Fall einer beliebigen Zahl an Skalarfeldern φa kann man die Massen
immer für eine gegebene Geometrie der Skalarmannigfaltigkeit durch Diagonalisie-
rung von (4.104) bestimmen.) Zusammenfassend haben wir folgenden Ablauf der
spontanen Symmetriebrechung gefunden: Das zuvor nichtpropagierende Gravitino
ψ2
µ wird massiv und erhält dadurch einen fermionischen Freiheitsgrad.14 Es läuft

also ein Super-Higgs-Mechanismus ab, bei dem ein Goldstonefermion gegessen wird,
d.h. seinen propagierenden Freiheitsgrad an das Gravitino abgibt. In der obigen Dar-
stellung ist dieses etwa η. Ferner bleibt M masselos und die komplexen Skalarfelder
φ werden massiv und spalten dabei in ihre reellen Anteile auf. Das Vektorfeld wird
ebenso massiv, jedoch nicht durch einen gewöhnlichen Higgs-Mechanismus, sondern
durch einen topologischen. Es wird hierbei auch kein Goldstoneboson gegessen. Der
allgemeinere Fall einer beliebigen Zahl an Vektorfeldern AAµ ist vollkommen analog.

4.3 Die Effektive N = 1 Wirkung

Nachdem wir also die effektiven N = 1 Multipletts bestimmt haben, gilt es als
nächstes, die effektive N = 1 Wirkung zu berechnen, die die Dynamik in guter
Näherung bei im Vergleich zur Brechungsskala kleinen Energien beschreibt. Die
Brechungsskala ist durch die Gravitinomasse mψ gegeben, so daß man die effek-
tive Wirkung durch “Ausintegration” des massiven Gravitinos erhält. Gemeint ist
damit folgendes. Zunächst führen wir eine typische Energie-/Impulsskala p ein, die
deutlich kleiner ist als die Brechungsskala: p ≪ mψ. In den Bewegungsgleichungen

14Daß ein massives Gravitino in D = 3 genau einen fermionischen Freiheitsgrad haben muß, kann
man auch durch dimensionale Reduktion begründen. Ein massives Gravitino hat in D = 4 vier
Freiheitsgrade und zerlegt sich wie folgt: ψmα = (ψµα, ψ2α) = (ψ1

µα + iψ2

µα, ψ
1

2α + iψ2

2α). Da ein
massives Majoranafermion wie ψ1,2

2α in D = 3 einen Freiheitsgrad hat, müssen auch die ψ1,2
µα jeweils

einen Freiheitsgrad haben.
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führen wir dann eine Entwicklung in p
mψ

bis zur ersten Ordnung durch und setzen

das Resultat wieder in die Wirkung ein. Die resultierende Wirkung liefert dann die
bei der Skala p gültigen Bewegungsgleichungen. Nimmt man etwa die Bewegungs-
gleichung des massiven Gravitinos ψ2

µ in einer Impulsraumdarstellung, so erhält man

0 = (p2 +m2
ψ)ψ2

µ(p) = m2
ψ

(
1 + (

p

mψ
)2
)
ψ2
µ(p)

∼= m2
ψψ

2
µ(p). (4.129)

Nach einer Entwicklung bis zur ersten Ordnung erhält man also als Bewegungsglei-
chung ψ2

µ = 0, d.h. in der Wirkung muß das massive Gravitino gleich Null gesetzt
werden. Wir nehmen an, daß die massiven Skalarfelder, also die φa und gegebenen-
falls einige der MA, eine Masse annehmen, die von derselben Ordnung ist, so daß
diese Felder sowie ihre fermionischen Partner in der Wirkung also ebenfalls gleich
Null zu setzen sind. Soweit ist die Analyse vollkommen analog zu der entsprechenden
für eine N = 2 → N = 1 Brechung in D = 4 [38, 39]. Bei der Behandlung eines
massiven Vektorfeldes ergibt sich in D = 4 jedoch folgende Schwierigkeit. Aufgrund
der Ankopplung der masselosen Goldstonebosonen an die Vektorfelder in Form der
kovarianten Ableitung, ergibt sich in der Wirkung der folgende Kopplungsterm [39]:

1

2
m2AµA

µ +mAµ∂
µf(φ), (4.130)

wobei die genaue Form von f für unsere Überlegung nicht von Bedeutung ist. Da der
Ableitungsterm hier nur von 1. Ordnung ist, kann dieser nicht gegen den Massenterm
vernachlässigt werden. Für die Bewegungsgleichung von Aµ folgt

Aµ = − 1

m
∂µf(φ). (4.131)

Setzt man diese nun wieder in die Wirkung (4.130) ein, so erhält man

−1

2
∂µf(φ)∂µf(φ) = −1

2
(f ′(φ))2∂µφ∂

µφ, (4.132)

d.h. einen kinetischen Term für die Skalarfelder. Diese werden aber für nicht-lineare
Sigmamodelle durch die Kählermetrik bestimmt. Diese, d.h. die Geometrie der Sk-
alarmannigfaltigkeit, erfährt also eine nichttriviale Korrektur beim Übergang zur
effektiven Wirkung, worin die ganze Schwierigkeit ihrer Berechnung besteht. In der
hier untersuchten Brechung in D = 3 taucht dieses Problem jedoch nicht auf. Dies
ist einfach darin begründet, daß in dem redualisierten Bild keine Goldstonebosonen
vorhanden sind und diese somit auch nicht mehr an die Vektorfelder koppeln. Die
Kopplungsterme in (4.38), die die Feldstärke bzw. die Vektorfelder enthalten, sind
von Ordnung p2 oder von der Form mψp für den Chern-Simons-Term. In diesem
Fall sind die Lösungen der Bewegungsgleichungen für die massiven Vektorfelder bis
zur ersten Ordnung Aµ(p) = 0, sind also in der Wirkung auch einfach gleich Null zu
setzen. Insgesamt ergibt sich die effektive N = 1 Wirkung also dadurch, daß man
alle massiven Felder gleich Null setzt, insbesondere erfährt auch die Geometrie der
Skalarmannigfaltigkeit keine Modifikation.
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4.4 N = 1 Anti-deSitter Hintergrund

Wir werden abschließend die allgemeinen Aspekte einer möglichen N = 2→ N = 1
Brechung mit Anti-deSitter Vakuum behandeln. In 4.2.2 hatten wir die Bedingungen
für supersymmetrische Grundzustände zunächst im allgemeinen AdS-Fall untersucht
und dabei Folgendes gefunden: Jeder Eigenwert von A1 im Grundzustand, der gleich
dem inversen AdS-Radius ist, entspricht einer erhaltenden Supersymmetrie. Im Fall
nichtverschwindender kosmologischer Konstante wird also auch der zur ungebroche-
nen Symmetrie korrespondierende Eigenwert von A1 von Null verschieden sein. Da
A1 aber die Bedeutung einer Gravitinomassenmatrix hat, hieße das also, daß selbst
im N = 1 Grundzustand beide Gravitinos massiv sind. Insbesondere das Gravitino
im Gravitonmultiplett müßte also massiv sein, d.h. das Graviton selbst auch. Im
ungebrochenen Fall stellt sich die Situation ähnlich dar. Beide Eigenwerte von A1

wären gleich dem inversen AdS-Radius, d.h. beide Gravitinos im Gravitonmultiplett
wären massiv; ebenso müßte dies für das Graviton gelten, das dann also zwei boso-
nische Freiheitsgrade hätte. Obwohl es in D = 3 topologische Modelle für massive
Gravitation gibt [26, 32], wollen wir zunächst davon ausgehen, daß diese auch im
AdS-Fall masselos bleibt. Der scheinbare Widerspruch zu unseren vorangegange-
nen Überlegungen liegt darin verborgen, daß im AdS-Fall die Masse nicht so einfach
vom Massenterm abgelesen werden kann. Daß sich die physikalische Masse als Eigen-
wert des Casimiroperators P 2 der Poincaregruppe aus der Klein-Gordon-Gleichung
ergibt, gilt nämlich nur für den Minkowski-Fall, in welchem die Isometriegruppe ge-
rade die Poincaregruppe ISO(1, 2) ist. Die Isometriegruppe der AdS-Raumzeit ist
jedoch SO(2, 2), so daß zunächst nicht klar ist, was hier die Rolle von P 2 spielt,
wie also insbesondere die physikalische Masse zu bestimmen ist. Es gibt nun zwei
mögliche Vorgehensweisen:
1.) Man untersucht die Darstellungstheorie der AdS-Gruppe, wozu man ausnutzen
kann, daß

SO(2, 2) = SO(1, 2) × SO(1, 2) (4.133)

gilt. Da die Lie-Algebra also in die direkte Summe so(1, 2) ⊕ so(1, 2) zerfällt, kann
man sofort die möglichen Casimiroperatoren identifizieren und fragen, welche Kom-
bination derselben im Minkowski-Limes zu P 2 wird.
2.) Man berechnet die Einträge der (vermeintlichen) Massenmatrix A1 der Gravi-
tinos im ungebrochenen Fall, und bestimmt aus der Annahme, daß die Gravitinos
hier masselos sind, durch Vergleich der Einträge die Massen im gebrochenen Fall.

Wir wollen die letztere Herangehensweise benutzen. Es ergibt sich dabei nun aber
folgendes Problem. In 4.2.2 hatten wir mit (4.59) gesehen, daß im Fall ungebrochener
Supersymmetrie das Potential am Grundzustand automatisch verschwindet, d.h. es
ergibt sich notwendigerweise ein Minkowski-Vakuum. Mit anderen Worten: Es gibt
überhaupt keinen ungebrochenen AdS-Grundzustand. Dies ist nicht etwa eine ge-
nerische Eigenschaft von Supergravitationstheorien in D = 3, für die es sehrwohl
Theorien mit AdS-Grundzustand gibt,15 sondern liegt vielmehr an dem speziellen

15Vergleicht man dies mit der Literatur speziell zu AdS-Supergravitation in D = 3 (siehe etwa:
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Modell, in dem nur die PQ-Isometrien geeicht werden [42]. Um auch einen unge-
brochenen AdS-Fall zu realisieren, müssen wir ein allgemeineres Modell angeben
und für dieses prüfen, ob sich die Bedingung (4.52) erfüllen läßt. (Diese wurde auf
vollkommen modellunabhängige Weise gefunden.)

Daß zumindest ein N = 2 AdS Grundzustand existiert, kann man sehr schnell
einsehen, wenn man den einfachsten Fall behandelt, daß keine Isometrien geeicht
sind, daß also T = 0 gilt. (Die Relation (3.40) ist dann trivial erfüllt.) In diesem
reduziert sich das Potential (4.40) auf

V =
g2

4
eK
(
gij̄DiWDj̄W − 4|W |2

)
. (4.134)

Wählt man 〈DiW 〉 = 0 als Grundzustandsbedingung (was sich erfüllen läßt, sofern
man verlangt, daß die partielle Ableitung von W am Grundzustand nicht verschwin-
det), so folgt für den Wert des Potentials am Grundzustand

V0 = −g2eK |W |2. (4.135)

Andererseits sind für T = 0 die Eigenwerte von A1 wegen (4.55) gegeben durch
±eK/2|W |, so daß sich die Bedingung g|λ| =

√
−V0 für ungebrochene Supersym-

metrie auf (4.135) reduziert und damit erfüllt ist. Es gibt also einen N = 2 AdS-
Grundzustand. An diesem Beispiel sieht man jedoch noch mehr. Um partielle Bre-
chung zu ermöglichen, müssen geeichte Isometrien vorhanden sein, denn nur für
nichtverschwindendes T können die Eigenwerte betragsmäßig verschiedene Werte
annehmen und so zu einer partiellen Brechung führen.

[40, 41]), so stellt man fest, daß dort (p, q)-artige Supergravitation, wobei N = p + q, untersucht
wird. p und q beziehen sich hierbei auf die beiden Faktoren (4.133) von SO(2, 2), die supersymmetri-
siert werden, und im Minkowski-Fall kann man N = p+ q Supergravitation nicht für verschiedene p
und q unterscheiden. Es befinden sich ebenfall eine von p und q abhängige Zahl an Vektorfeldern im
Gravitonmultiplett, so daß man den Eindruck haben könnte, die hier beschriebenen Supergravitati-
onstheorien seien nicht die allgemeinst-möglichen. Dies ist jedoch nicht der Fall [42], was direkt mit
dem nichtpropagierenden Charakter des Gravitonmultipletts zusammenhängt. Vgl. die Diskussion
in 3.3.2.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Der wesentliche Gegenstand dieser Arbeit war die Behandlung von lokaler Super-
symmetrie in 2+1 Dimensionen. Wir haben die Details einer spontanen Symmetrieb-
rechung von N = 2 nach N = 1 untersucht, d.h. insbesondere das Massenspektrum
berechnet, die Reorganisation der Supermultipletts in N = 1 Multipletts gefun-
den und ferner die Eigenschaften der effektiven Wirkung bestimmt. Von besonderer
Bedeutung war hier die Existenz eines nur in D = 3 möglichen topologischen Ef-
fekts, durch den die Eichfelder massiv werden. Weiterhin haben wir die Beziehung
dieses topologischen Effekts zum drei-dimensionalen Analogon des wohlbekannten
Super-Higgs-Mechanismus untersucht und dabei eine nicht nur oberflächliche Ana-
logie gefunden.

Die Arbeit kann in folgende Richtungen fortgesetzt werden. Zunächst war die
Untersuchung nur auf den Minkowski-Fall beschränkt, und es gilt, diese auf den
AdS-Fall zu verallgemeinern. Dies ist unter Umständen nur möglich, wenn man
ein völlig neues Modell entwickelt. (Vgl. die Diskussion in Abschnitt 4.4.) Ferner
existiert eine topologisch massive und damit dynamische Erweiterung von reiner
Supergravitation in D = 3 [29], und man könnte für diese dieselben Verallgemeine-
rungen durchführen, wie sie in [9, 23] für reine Supergravitation behandelt wurden:
Ankopplung an nicht-lineare Sigmamodelle und eventuell Eichung der Isometrien.
Im Zusammenhang mit einer partiellen Brechung im AdS Hintergrund könnte dies
auch von weitergehendem Interesse sein. Denn hier hatten wir argumentiert, daß die
Gravitinos einen Massenterm erhalten. Daß diese auch eine physikalische Masse im-
plizieren, ist nicht wie in D = 4 von vornherein ausgeschlossen. In D = 4 ist nämlich
keine massive Gravitation möglich, so daß die N = 1 Multipletts auch keine mas-
siven Gravitinos enthalten können, während aufgrund der Möglichkeit topologisch
massiver Gravitation und Supergravitation in D = 3 genau dies nicht ausgeschlossen
ist. Es wäre interessant zu untersuchen, ob diese Möglichkeit in irgendeiner Form
realisiert werden kann.

Eine spekulative Überlegung sei an dieser Stelle noch erlaubt. Wir hatten gefun-
den, daß die spontane Brechung von Supergravitation zu einem topologisch massiven

77
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Eichfeld führt, ohne daß bei diesem die Eichinvarianz gebrochen ist. Könnte es um-
gekehrt auch möglich sein, daß die spontane Brechung der Eichsymmetrie im Falle
geeichter Supergravitation zu einer topologisch massiven Supergravitation führt, oh-
ne daß die Supersymmetrie gebrochen ist? Es ist zu vermuten, daß dies nur möglich
ist für - noch zu konstruierende - an nicht-lineare Sigmamodelle gekoppelte Modelle
topologisch massiver Supergravitation, bei denen einige Isometrien geeicht sind.



Anhang A

Die Lorentzgruppe in D = 3 und

ihre Spinordarstellungen

A.1 Die Lorentzgruppe

Die Lorentzgruppe in drei Dimensionen ist die Gruppe O(1, 2) aller linearen Trans-
formationen xµ −→ x′µ = Λµνxν , die die quadratische Form η(x, y) = ηµνx

µyν auf
dem R

1,2 invariant lassen. Hierbei ist die Metrik bezüglich der kanonischen Basis
gegeben durch

ηµν = diag(+1,−1,−1). (A.1)

Damit die Invarianz erfüllt ist, muß also gelten:

ηµνx
′µx′ν = ηµνΛ

µ
ρx
ρΛνσx

σ = ηρσx
ρxσ. (A.2)

Da dies für beliebige x gelten muß, folgt

ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = ηρσ bzw. in Matrixschreibweise ΛtηΛ = η. (A.3)

Hieraus folgt also mit dem Determinantenmultiplikationstheorem

(det(Λ))2 = 1 und damit det(Λ) = ±1. (A.4)

Wie im vierdimensionalen Fall unterscheidet man hiermit zwischen eigentlichen und
uneigentlichen Lorentztransformationen. Ferner gilt

η00 = ηµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = η00Λ

0
0Λ

0
0 + ηiiΛ

i
0Λ

i
0 = (Λ0

0)
2 − [(Λ1

0)
2 + (Λ2

0)
2] = 1, (A.5)

also

(Λ0
0)

2 = 1 + [(Λ1
0)

2 + (Λ2
0)

2] ≥ 1. (A.6)

Λ0
0 ≥ 1 definiert orthochore, Λ0

0 ≤ 1 definiert nichtorthochore Lorentztransforma-
tionen.
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Da det eine stetige Funktion ist und sich das Vorzeichen von Λ0
0 wegen (A.6) nicht

auf stetige Weise ändern läßt, zerfällt die Lorentzgruppe also wie O(1, 3) topologisch
in vier Zusammenhangskomponenten. Im folgenden betrachten wir in der Regel die
Anteile:

SO(1, 2) := {Λ ∈ O(1, 2)|det(Λ) = 1}, bzw. (A.7)

SO↑(1, 2) := {Λ ∈ O(1, 2)|det(Λ) = 1,Λ0
0 ≥ 1} (A.8)

In vier Dimensionen hat man die Situation, daß die nicht einfach zusammenhängen-
de Lorentzgruppe lokal zur einfach zusammenhängenden Gruppe SL(2,C) := {M ∈
M2×2(C)|det(M) = 1} isomorph ist. Genauer gilt: Die sogenannte quantenmecha-
nische Lorentzgruppe SL(2,C) ist die zweifache und universelle Überlagerung der
eingeschränkten Lorentzgruppe. Dies zeigt man üblicherweise dadurch, daß man ein
Element aus SL(2,C) durch Konjunktion auf eine zu einem Vierervektor korrespon-
dierende hermitesche Matrix wirken läßt:

P −→ P ′ = MPM †. (A.9)

Letztere erhält man durch Kontraktion eines Vierervektors mit den Sigmamatrizen
σµ := (−1, σ1, σ2, σ3), wobei das Viererquadrat sich gerade als Determinante ergibt,
so daß manifest wird, daß jedes Element aus SL(2,C) eine Lorentztransformati-
on liefert. Ein analoges Resultat gilt in drei Dimensionen: Die Lorentzgruppe ist
nicht einfach zusammenhängend, wird aber durch SL(2,R) zweifach überlagert, das
heißt, die beiden Gruppen sind lokal isomorph und haben insbesondere dieselbe Lie-
Algebra. Im Unterschied zum vierdimensionalen Fall ist SL(2,R) selbst jedoch nicht
einfach zusammenhängend. Dies sieht man wie folgt ein: Nach der reellen Version
des Polarzerlegungstheorems gilt für jede nichtsinguläre, reelle Matrix M

M = ueh, (A.10)

wobei u orthogonal und h symmetrisch ist. Für det(M) = 1 ist u ∈ SO(2) ∼= U(1) ∼=
S1 und h wegen 1 = det(eh) = eTr(h) spurfrei. Solche Matrizen sind von der Form

h =

(
c a

a −c

)
, (A.11)

also ist die Menge dieser Matrizen isomorph zu R
2. Topologisch ist SL(2,R) also

S1 × R
2, d.h. nicht einfach zusammenhängend, denn die 1. Fundamentalgruppe ist

π1(S
1×R

2) = π1(S
1) = Z. Die lokale Isomorphie SO↑(1, 2) ∼= SL(2,R) läßt sich nun

auf verschiedene Weisen realisieren, von denen einige alternative noch in späteren
Abschnitten behandelt werden. Setzt man in Analogie zum vierdimensionalen Fall
σµ := (−1, σ1, σ3), µ = 0, 1, 2, so ist

P := σµPµ =

(
−1 0
0 −1

)
P0 +

(
0 1
1 0

)
P1 +

(
1 0
0 −1

)
P2

=

(
−P0 + P2 P1

P1 −P0 − P2

)
,

(A.12)



A.1. DIE LORENTZGRUPPE 81

also det(P ) = P 2
0 −P 2

1 −P 2
2 = PµPµ und det(P ′) := det(MPM t) = det(P ) für M ∈

SL(2,R). Die so gewonnene Identifikation mit Lorentztransformationen ist überdies
ein Gruppenhomomorphismus, denn sei M ∈ SL(2,R) und Λ(M) die dazugehörige
Lorentztransformation, dann gilt:

MXµσ
µM t = X ′

µσ
µ = Λ(M) ν

µ Xνσ
µ. (A.13)

Wendet man nun hierauf eine weiter Transformation N ∈ SL(2,R) an, so ergibt sich

NX ′
µσ

µN t = NMXµσ
µM tN t = Λ(NM) να Xνσ

α

= Λ β
α (N)X ′

βσ
α = Λ β

α (N)Λ ν
β (M)Xνσ

α
(A.14)

Es gilt also Λ(NM) = Λ(N)Λ(M). Da nun genau ±M dieselbe Lorentztransfor-
mation liefern, hat man die zweifache Überlagerung von SO↑(1, 2). Außerdem ist
dimSL(2,R) = 3, d.h., man hat einen lokalen Isomorphismus.

A.1.1 Die Lie-Algebra der SO(1, 2)

Faßt man wie oben geschehen die Lorentzgruppe als Matrixgruppe der Λµν auf, so
bildet sie eine Lie-Gruppe, deren Lie-Algebra - interpretiert als Tangentialraum an
der Identität - ebenfalls eine Matrixalgebra ist. Diese sei bezeichnet als so(1, 2). Es
gilt

so(1, 2) = {a ∈M3×3(R) | at = −ηaη}. (A.15)

Zum Beweis sei Λ ∈ SO(1, 2), dann ist Λ(t) = exp(ta) für a ∈ so(1, 2). Aus
Λt(t)ηΛ(t) = η folgt [exp(ta)]tη[exp(ta)] = η, also

d

dt
{[exp(ta)]tη[exp(ta)]} |t=0= 0, (A.16)

was wegen TidSO(1, 2) = so(1, 2) eine Bedingung an die Elemente von so(1, 2) liefert:

0 =
d

dt
[exp(ta)]tη exp(ta) |t=0 +[exp(ta)]tη

d

dt
[exp(ta)] |t=0 . (A.17)

Es folgt
a
tη + ηa = 0 und damit a

t = −ηaη. (A.18)

Hieraus kann man nun die Form der Generatoren explizit bestimmen, und man
findet:

so(1, 2) =



a =




0 a01 a02

a01 0 −a12

a02 a12 0


 | a01, a02, a12 ∈ R



 (A.19)

Eine naheliegende Wahl für die Generatoren, d.h. für die Basis der Lie-Algebra, ist
die folgende:

N1 :=




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 , N2 :=




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 ,M :=




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 . (A.20)
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Die Lorentzgruppe in D = 3 ist also dreidimensional, und dies entspricht gerade Dre-
hungen um eine Achse sowie Boosts in zwei unabhängige Raumrichtungen. Hiermit
lassen sich nun explizit die Vertauschungsrelationen der Lie-Algebra berechnen:

[N1, N2] =




0 0 0
0 0 1
0 0 0


−




0 0 0
0 0 0
0 1 0


 =




0 0 0
0 0 1
0 −1 0


 = −M,

[N1,M ] =




0 0 −1
0 0 0
0 0 0


−




0 0 0
0 0 0
1 0 0


 =




0 0 −1
0 0 0
−1 0 0


 = −N2,

[N2,M ] =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


−




0 0 0
−1 0 0
0 0 0


 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 = N1.

(A.21)

Insgesamt ist die Lie-Algebra also

[Ni, Nj ] = −εijM , [Ni,M ] = −εijNj, (A.22)

wobei εij der total antisymmetrische Tensor 2. Stufe mit ε12 = +1 ist.

Möchte man eine Lorentztransformation als Λµν = [exp(− i
2ω

ρσMρσ)]
µ
ν schreiben,

wobei eine infinitesimale Transformation der Raumzeit gleichzeitig gegeben ist durch
xµ −→ x′µ = xµ + ω

µ
νx

ν , so empfiehlt es sich, die folgenden hermiteschen und an-
tihermiteschen Generatoren einzuführen: Kl := iNl, d.h. K†

l = −Kl und J := iM ,
d.h. J† = J . Die Vertauschungsrelationen ergeben sich damit zu:

[J,Kl] = −[M,Nl] = −εlkNk = iεlkKk

[Ki,Kj ] = −[Ni, Ni] = εijM = −iεijJ
(A.23)

Die neue Basis Mµν der Lie-Algebra ergibt sich formal als eine folgendermaßen
definierte 3× 3-Matrix:

1

2
ǫijMij := J für i, j = 1, 2 und M0i := −Ki, i = 1, 2, d.h. (A.24)

Mµν =




0 −K1 −K2

K1 0 J

K2 −J 0


 (A.25)

Diese Mµν haben die oben geforderte Eigenschft, was man folgendermaßen einsieht:
Die Komponenten der matrixwertigen Einträge von Mµν sind gegeben durch

(Mρσ)
µ
ν = i(ησνδ

µ
ρ − ηρνδµσ), (A.26)

wie man direkt durch Vergleich der entsprechenden Komponenten verifiziert. Be-
trachtet man nun andererseits eine infinitesimale Lorentztransformation der Form
xµ −→ x′µ = xµ + ω

µ
νx

ν , wobei die ωµν antisymmetrisch sind, so muß bis zur 1.



A.1. DIE LORENTZGRUPPE 83

Ordnung gelten: ωµν = − i
2ω

ρσ(Mρσ)
µ
ν . Diese Gleichung wird durch die Darstellung

(A.26) der Mµν gelöst:

− i
2
ωρσ(Mρσ)

µ
ν =

1

2
ωρσ(ησνδ

µ
ρ − ηρνδµσ) =

1

2
(ωµν − ω µ

ν ) = ωµν . (A.27)

Diese Generatoren Mµν der Lie-Algebra erfüllen nun die folgenden Vertauschungs-
relationen:

[Mµν ,Mρσ ] = −i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (A.28)

Dies verifiziert man direkt durch Einsetzen von (A.26) in vollkommener Analogie
zum vierdimensionalen Fall. (Explizit ausgeführt findet man die Rechnung etwa in
[7]).

A.1.2 Spinordarstellung der Lorentzgruppe

Gesucht wird zunächst eine Matrixdarstellung der Cliffordalgebra C(1, 2), d.h. der
Cliffordalgebra relativ zur quadratischen Form ηµν = diag(+1,−1,−1). Diese wird
erzeugt durch die Gammamatrizen Γ0, Γ1, Γ2, die die Algebra

{Γµ,Γν} = 2ηµν (A.29)

erfüllen. Für die Pauli-Matrizen gilt jedoch bekanntlich die Relation

{σi, σj} = 2δij . (A.30)

Man erhält hiermit sofort eine Darstellung von (A.29):

γ0 = −σ2 =

(
0 i

−i 0

)
, γ1 = iσ3 =

(
i 0
0 −i

)
, γ2 = −iσ1 =

(
0 −i
−i 0

)
.

(A.31)

Die Darstellung ist also zweidimensional, und in der Tat gibt es zu einer Cliffordal-
gebra mit 2n + 1 Gammamatrizen genau zwei durch ±γµ gegebene inäquivalente
Darstellungen der Dimension 2n (Siehe hierzu [43]). Im Fall D = 3 gibt es also eine
zu (A.31) inäquivalente Darstellung. Die Kommutatoren Mµν := i

4 [γµ, γν ] bilden
dann eine Darstellung der Lorentzalgebra, wie man durch wiederholtes Ausnutzen
von (A.29) verifiziert. Objekte, die sich in der hieraus resultierenden Darstellung der
Lorentzgruppe transformieren, nennt man Diracspinoren. Diese sind in 2+1 Dimen-
sionen also 2-komponentige Größen. Nach [43] kann man an die Gammamatrizen
Realitätsbedingungen stellen, d.h. man kann diese reell wählen oder genauer: rein-
imaginär, so daß etwa die Dirac-Gleichung reell wird. Man sieht, daß unsere Wahl
(A.31) diese Bedingung erfüllt. Die aus dieser Darstellung gewonnene Darstellung der
Lorentzgruppe ist nun reell, d.h. später noch zu diskutierende Realitätsbedingungen
an die Diracspinoren werden eine manifest lorentzinvariante Bedeutung haben.



84 ANHANG A. DIE LORENTZGRUPPE IN D = 3

A.1.3 Lorentzinvariante Bilinearformen

In der Wirkung für das Diracfeld kommen Ausdrücke der Form iψγµ∂µψ vor, von de-
nen wir Lorentzinvarianz verlangen. Es stellt sich also die Frage, was die Bedeutung
des Querstriches ist. Wie nicht anders zu erwarten, ist wie im vierdimensionalen Fall
ψ = ψ†γ0, was man ganz ähnlich zeigt: Für µ, ν = 1, 2 gilt [Mµν , γ0] = 0, denn in
der Spinordarstellung ist

[Mµν , γ0] =
i

4
[[γµ, γν ], γ0] =

i

4
([γµγν , γ0]− [γνγµ, γ0])

=
i

4
(γµγνγ0 − γ0γµγν − γνγµγ0 + γ0γνγµ)

=
i

4
(γ0γµγν − γ0γµγν − γ0γνγµ + γ0γνγµ)

= 0,

(A.32)

wobei die vorletzte Gleichung mit der Antivertauschbarkeit der Gammamatrizen
folgt. Ist ferner µ = 0 oder ν = 0 und µ 6= ν , dann ist {Mµν , γ0} = 0 (für µ = ν

ist Mµν = 0 und dies gilt trivialerweise). Der Beweis erfolgt weitgehend analog zum
obigen, nur mit dem Unterschied, daß γµγνγ0 = −γ0γµγν , so daß sich hier im Anti-
kommutator alle Terme wegheben. Betrachtet man nun eine Lorentztransformation
1− i

2ωµνM
µν , so gilt:

ψ†γ0 = ψ −→ [(1− i

2
ωµνM

µν)ψ]†γ0 = ψ†(1 +
i

2
ωµν(M

µν)†)γ0. (A.33)

In der obigen Bestimmung der Mµν war J hermitesch und die Ki sind antihermi-
tesch1. Für den Rotationsanteil, d.h. µ, ν = 1, 2, gilt also (Mµν)

† = Mµν , so daß
wegen (A.32) folgt:

ψ†(1 +
i

2
ωµν(M

µν)†)γ0 = ψ†γ0(1 +
i

2
ωµνM

µν) = ψ†γ0Λ−1
1

2

, (A.34)

wobei Λ 1

2

die Lorentztransformation in Spinordarstellung bezeichnet. Entsprechend

gilt im Boostanteil, also für µ = 0 oder ν = 0, (Mµν)
† = −Mµν und damit wegen

{Mµν , γ
0} = 0:

ψ†(1 +
i

2
ωµν(M

µν)†)γ0 = ψ†γ0(1 +
i

2
ωµνM

µν) = ψ†γ0Λ−1
1

2

. (A.35)

Insgesamt gilt also:

ψψ −→ ψΛ−1
1

2

Λ 1

2

ψ = ψψ, (A.36)

d.h. ψψ ist eine Lorentzinvariante.

1Daß dies auch in Spinordarstellung erfüllt ist, kann man nachrechnen; so gilt etwa M01 =

i
2

(
−1 0
0 1

)
, d.h. diese ist antihermitesch.
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A.1.4 Majoranaspinoren

Wie bereits erwähnt, kann man in 2 + 1 Dimensionen gewisse Realitätsbedingungen
an die Diracspinoren stellen. Genauer heißt dies, daß es Majoranaspinoren gibt, d.h.
Spinoren, die gleich ihrem Ladungskonjugierten sind. Dabei ist die Ladungskonju-
gation gegeben durch

ψc = Cψ
t
, (A.37)

wobei C die Ladungskonjugationsmatrix bezeichnet, die durch die Bedingung

C(γµ)tC−1 = −γµ (A.38)

bestimmt ist.2 In der obigen rein-imaginären Darstellung der Cliffordalgebra durch

die γµ ist eine Darstellung von C einfach gegeben durch C = σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, d.h.

C−1 =

(
0 −i
i 0

)
. Man rechnet unmittelbar nach, daß die definierende Eigenschaft

erfüllt ist:

C(γ0)tC−1 =

(
0 −i
i 0

)(
1 0
0 1

)
=

(
0 −i
i 0

)
= −γ0

C(γ1)tC−1 =

(
0 −i
i 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
−i 0
0 i

)
= −γ1

C(γ2)tC−1 =

(
0 −i
i 0

)(
1 0
0 −1

)
=

(
0 i

i 0

)
= −γ2

(A.39)

Es ist nützlich, die Ladungskonjugationsmatrix in äquivalenten Darstellungen be-
stimmen zu können. Hierzu seien Γµ und γµ äquivalente Darstellungen, d.h. es gelte
γµ = SΓµS−1 für ein geeignetes S. Gesucht ist nun also eine Matrix C ′ mit der
Eigenschaft C ′(γµ)t(C ′)−1 = −γµ. Es muß also gelten:

C ′(SΓµS−1)t(C ′)−1 = −SΓµS−1

⇐⇒ S−1C ′(S−1)t(Γµ)tSt(C ′)−1S = −Γµ.
(A.40)

Diese Gleichung kann man offensichtlich erfüllen, indem man C := S−1C ′(S−1)t und
damit C−1 = St(C ′)−1S setzt. Es ist dann

C ′ := SCSt. (A.41)

Man kann jetzt die Existenz von Majoranaspinoren beweisen, denn für diese muß
nach Definition gelten:

ψc = Cψ
t
=

(
0 −i
i 0

)
(γ0)tψ∗ =

(
0 −i
i 0

)(
0 −i
i 0

)(
ψ∗

1

ψ∗
2

)

=

(
1 0
0 1

)(
ψ∗

1

ψ∗
2

)
=

(
ψ∗

1

ψ∗
2

)
=

(
ψ1

ψ2

)
.

(A.42)

2Diese Bedingung erhält man aus der Forderung, daß die Ladungskonjugierte ψc bei Anwesenheit
eines elektromagnetischen Feldes die Dirac-Gleichung (iγµ∂µ+ eAµγ

µ−m)ψc = 0 lösen muß, wenn
ψ die Gleichung (iγµ∂µ − eAµγ

µ −m)ψ = 0 erfüllt.
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Die Majoranaspinoren sind also genau die reellen Diracspinoren. Wie schon an-
gemerkt impliziert die Tatsache, daß die Lorentztransformationen reell sind, daß
Majoranaspinoren in einem Bezugssystem auch solche in einem anderen sind.

A.2 Die Beziehung zwischen SL(2, R) und SO↑(1, 2)

Wie schon in A.1 erläutert ist SL(2,R) die zweifache Überlagerung von SO↑(1, 2).
Eine Möglichkeit dies einzusehen wurde bereits angegeben. Interessant ist nun, daß es
neben dieser Realisierung noch einige alternative gibt, so daß die Frage zu klären ist,
welcher von diesen Isomorphismen in dem Sinne ausgezeichnet ist, daß er gleichzeitig
die Transformationen der Spinoren liefert. Gemeint ist damit folgendes: Betrachtet
man statt der üblichen Kontraktion eines Dreiervektors mit den Sigmamatrizen etwa
die Kontraktion mit den Gammamatrizen - die in D = 3 ja ebenfalls 2× 2-Matrizen
sind -, so erhält man:

P := γµPµ =

(
0 i

−i 0

)
P0 +

(
i 0
0 −i

)
P1 +

(
0 −i
−i 0

)
P2

=

(
iP1 i(P0 − P2)

−i(P0 + P2) −iP1

)
.

(A.43)

Es gilt also ebenso det(γµPµ) = −P 2
0 +P 2

1 +P 2
2 = −PµPµ, d.h. man kann Elemente

aus SL(2,R) genauso auf die so gewonnene Matrix wirken lassen und erhält da-
mit eine Lorentztransformation.3 Eine weitere Realisierung dieser Äquivalenz erhält
man, wenn man die Kombination σ̃µ := γµC, die im nächsten Kapitel eine Rolle
spielen wird, betrachtet. Für diese gilt

σ̃0 =

(
−1 0
0 −1

)
, σ̃1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̃2 =

(
1 0
0 −1

)
, (A.44)

und damit

σ̃µPµ =

(
−P0 + P2 P1

P1 −P0 − P2

)
. (A.45)

Wieder gilt also det(σ̃µPµ) = PµPµ. Man beachte, daß wir die Spinordarstellung
gerade so gewählt haben, daß sich für σ̃µ die reellen Sigmamatrizen ergeben. Die
hierdurch gegebene Korrespondenz zwischen Dreiervektoren und Matrizen hat den
Vorteil, daß letztere symmetrisch und reell sind, so daß man wie im vierdimensio-
nalen Fall eine hermitesche Matrix hat. Aufgrunddessen werden wir im folgenden
diesen Isomorphismus verwenden. Andererseits sind unter all diesen Realisierun-
gen, von denen sich noch weitere finden lassen4, diejenigen ausgezeichnet, die eben-
falls die Transformation der Spinoren liefern: Ist nämlich eine Lorentztransformation

3Da die Matrizen aus SL(2,R) reell sind, können sie sowohl auf die in 1.1 konstruierte reelle
Matrix wirken als auch auf die hier angegebene rein-imaginäre.

4Siehe etwa [45].
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xµ −→ x′µ = xµ+ωµνxν gegeben, so ist die korrespondierende Matrix M ∈ SL(2,R)
bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt, ebenso wie die Lorentztransformation in
Spinordarstellung. Nun gilt zwar Λ 1

2

= exp(1
8ωµν [γ

µ, γν ]) ∈ SL(2,R)5, jedoch ist a

priori natürlich nicht klar, daß dieses dasselbe M ∈ SL(2,R) ist. Im infinitesimalen,
d.h. für die Lorentztransformation xµ −→ x′µ = xµ + ω

µ
νx

ν , ist der über die σ̃µ

gewonnene Isomorphismus jedoch ein solcher. Dies rechnet man einfach nach: Es
gilt

X ′ = X ′
µσ̃

µ = (Xµ + ω ν
µ Xν)σ̃

µ = X + ωµνX
ν σ̃µ, (A.46)

während diese Transformation andererseits gegeben sein muß durch

X ′ = MXM t = (1 +
1

8
ωµν [γ

µ, γν ])Xµσ̃
µ(1 +

1

8
ωµν [γ

µ, γν ]t)

= Xµσ̃
µ +

1

8
(ωµν [γ

µ, γν ]Xµσ̃
µ +Xµσ̃

µωµν [γ
µ, γν ]t).

(A.47)

Insgesamt muß also gelten

ωµνX
ν σ̃µ =

1

8
ωρσ([γ

ρ, γσ](Xµσ̃
µ) + (Xµσ̃

µ)[γρ, γσ]t). (A.48)

Daß diese Relation erfüllt ist, rechnet man unmittelbar in der verwendeten Darstel-
lung nach.

Es folgen noch einige Bemerkungen zum Hoch- und Runterziehen von Indizes.
Wie eben festgestellt transformiert sich ein Diracspinor unter SL(2,R), d.h.

ψα −→ ψα′ = Mα
βψ

β für Mα
β ∈ SL(2,R) (A.49)

Möchte man nun Lorentzinvarianten durch Kontraktion bilden, d.h durch ψαψα, so
muß sich ein Spinor mit unterem Index gemäß

ψα −→ ψ′
α = (M−1)βαψβ (A.50)

transformieren. Gesucht ist nun eine Matrix ιαβ , die Spinorindizes hochzieht bzw.
deren Inverses ιαβ Indizes herunterzieht. Es muß also gelten:

ψ′α = ιαβψ′
β = ιαβ(M−1)γβψγ = Mα

βψ
β = Mα

βι
βγψγ . (A.51)

Da dies für beliebige ψγ gelten soll, folgt ιαβ(M−1)γβ = Mα
βι
βγ , d.h. in Matrix-

schreibweise ι(M−1)t = Mι bzw. ι = MιM t, also

ιαβ = ιγδMα
γM

β
δ. (A.52)

Dies wird bekanntlich durch ǫαβ erfüllt [8], da ein invarianter Tensor bezüglich
SL(2,C) auch einer bezüglich der Untergruppe SL(2,R) ist. Wir wählen für die-

se Matrix ιαβ =

(
0 i

−i 0

)
= −ιαβ = (γ0)αβ , wie sie etwa in [12] benutzt wird.

5Dies kann man direkt verifizieren: Tr(ωµν [γ
µ, γν ]) = ωµνTr(γµγν) − ωµνTr(γνγµ) = 0, d.h.

wegen det(exp(A)) = exp(Tr(A)) ist det(Λ 1

2

) = exp( 1

8
Tr(ωµν [γ

µ, γν ])) = 1.
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Letztere hat nämlich den Vorteil, die Äquivalenz zur anderen Lorentzinvarianten ψψ
herzustellen. Diese war für Majoranaspinoren gegeben durch

ψψ = ψtγ0ψ = ψα(γ0)αβψ
β = −ψαψβ(γ0)βα = ψαψβιβα = ψαψα, (A.53)

d.h. die beiden Lorentzinvarianten sind letztlich dieselben. Unsere Konvention ist
hier so, daß ιαβιβγ = −δαγ .

A.3 Darstellungstheorie von SO↑(1, 2)

Wir werden nun diejenigen Aspekte der Darstellungstheorie von SO↑(1, 2) behan-
deln, die für uns physikalisch aus folgendem Grund bedeutsam sind. Zum eigentli-
chen Verständnis von Supersymmetrie gilt es nämlich die Frage zu klären, ob der
Begriff des Spins ein dreidimensionales Analogon besitzt. Grob stellt sich die Si-
tuation in D = 4 wie folgt dar. Die irreduziblen Darstellungen der eingeschränkten
Poincaregruppe werden durch zwei Zahlen klassifiziert: Positiven reellen Zahlen, die
der Masse eines Feldes oder Zustandes entsprechen und Elementen aus 1

2Z, die den
Spin des Zustandes angeben. Beide ergeben sich als Eigenwerte der Casimiroperato-
ren der Poincaregruppe, die in irreduziblen Darstellungen proportional zur Eins sind:
Die ersteren als Eigenwert des Poincare-Casimiroperators PµPµ = P 2, die letzteren
als Eigenwerte von W µWµ, wobei Wµ = 1

2εµνρσP
νMρσ der Pauli-Ljubanski-Vektor

ist. Direkter sieht man dem Spin seine Eigenschaft, die Darstellungen zu klassifizie-

ren, wie folgt an. Für jedes A ∈ SL(2,C) ist die Darstellung D( j
2
, k
2
), definiert auf

symmetrischen ξα1...αj ,β̇1...β̇k
durch

ξα1...αj ,β̇1...β̇k
7−→ A ρ1

α1
...A

ρj
αjA

σ̇1

β̇1
...A

σ̇k
β̇k

ξρ1...ρj ,σ̇1...σ̇k , (A.54)

eine irreduzible, und in der Tat sind alle solchen von dieser Form [44]. Daß ein
Zustand den Spin s hat, heißt nun nichts anderes, als daß er sich etwa unter D( s

2
,0)

transformiert.

Wir werden nun [45] folgen und die unitären, irreduziblen Darstellungen (UID)
von SO↑(1, 2) untersuchen.6 Hierzu betrachten wir zunächst die Poincaregruppe
ISO↑(1, 2)7, für deren Untergruppe der Translationen T die unitären Darstellungen
von der Form

T ∋ a 7−→ eip·a (A.55)

sind. Da T die Struktur eines Vektorraums trägt, kann man p als Element des Dual-
raums T̃ von T auffassen. Die Äquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen werden
also durch die Elemente von T̃ klassifiziert. Ferner operieren die Lorentztransforma-
tionen kanonisch auch auf T̃ , und wir können zu gegebenem p ∈ T̃ den Orbit

Op := {Λp | Λ ∈ SO↑(1, 2)} (A.56)

6Physikalische Felder transformieren unter einer endlich-dimensionalen und nicht irreduziblen
Darstellung, da ihre zusätzlichen Freiheitsgrade durch Feldgleichungen reduziert werden.

7Die Poincaregruppe ist wie zu erwarten das semi-direkte Produkt der Lorentzgruppe mit den
Translationen in die drei unabhängigen Raumzeitrichtungen.
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definieren. Die Konstruktion der UID wird nun wie folgt durchgeführt. Jede UID
wird durch eine UID der Stabilisatorgruppe eines gewissen Orbits induziert [45], d.h.
man kann die UID dadurch identifizieren, daß man zunächst alle möglichen Orbits
klassifiziert, aus jedem dieser Orbits einen Repräsentanten auswählt und dann für
dessen Stabilisatorgruppe die UID bestimmt. Anstatt alle Orbits zu untersuchen,
werden hier nur die physikalisch interessanten behandeln:

O+
m = {p ∈ T̃ | p2 = m2, p0 > 0} (A.57)

O+
0 = {p ∈ T̃ | p2 = 0, p0 > 0}. (A.58)

Zunächst betrachten wir den massiven Fall (A.57), für welchen wir in das Ruhe-
system transformieren, d.h. innerhalb des Orbits den Punkt (m, 0, 0) auswählen.
Zur Bestimmung der Stabilisatorgruppe werden wir die Äquivalenz zu SL(2,R) aus-
nutzen, denn die Stabilisatorgruppe korrespondiert gerade zu der Untergruppe von
SL(2,R) mit

ΩPΩt = Ω

(
−m 0
0 −m

)
Ωt =

(
−m 0
0 −m

)
. (A.59)

Die Bedingung lautet also Ω · Ωt = 111, d.h. die Stabilisatorgruppe zu O+
m ist SO(2).

Da SO(2) ∼= U(1) nicht einfach zusammenhängend ist, gehen wir zur universellen
und ∞-fachen Überlagerung über, die in diesem Fall vermöge der Projektion

R ∋ t 7−→ eit ∈ U(1) (A.60)

die additive Gruppe R ist.8 Die UID von R sind von der Form

Dj: θ 7−→ eijθ, j ∈ R. (A.61)

Die UID zu O+
m werden also durch m ∈ R

+ und j ∈ R klassifiziert. Während m die
Masse einer Darstellung kennzeichnet, stellt j also das drei-dimensionale Analogon
des Spins dar, d.h. in D = 3 kann der Spin im massiven Fall beliebige reelle Werte
annehmen. Zustände, die sich in einer Darstellung transformieren, die nicht zu ganz-
oder halbzahligem Spin gehören, nennt man anyonisch (“any spin”).

Wir kommen nun zum masselosen Fall (A.58). Hierzu wählen wir ein Bezugssy-

stem, in dem Pµ = (1
2 , 0,

1
2 ), also Pµ = (1

2 , 0,−1
2 ) gilt. Für Ω =

(
a b

c d

)
lautet die

Bedingung an die Elemente der Stabilisatorgruppe dann wegen (A.45)

σ̃µPµ =

(
−1 0
0 0

)
= Ω

(
−1 0
0 0

)
Ωt =

(
−a2 −ac
−ac −c2

)
, (A.62)

d.h. es gilt c = 0, a = ±1 und wegen detΩ = 1 auch d = ±1. Die Elemente der
Stabilisatorgruppe von O+

0 sind also von der Form

Ω =

(
±1 a

0 ±1

)
=: (a,±1), a ∈ R. (A.63)

8Man vergleiche dies mit dem vierdimensionalen Fall, wo man anstatt der Drehgruppe SO(3)
die zweifache und universelle Überlagerung SU(2) betrachtet.
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Man sieht, daß diese Gruppe isomorph ist zum semi-direkten Produkt Z2 ⋉R, wobei
Z2 die multiplikative Gruppe bestehend aus {±1} ist und R wieder als additive
Gruppe verstanden wird. Die UID von R sind uns schon aus (A.61) bekannt, es
verbleiben also nur noch die UID von Z2. Bis auf Äquivalenz gibt es aber außer der
trivialen Darstellung D0(±1) = 1 nur die Darstellung

D1(±1) = ±1. (A.64)

Die UID sind damit von der Form

Dǫ,t = Dǫ
Z2

⋉Dt
R
, (A.65)

wobei t ∈ R und ǫ = 0, 1, je nachdem, welche der beiden UID von Z2 gemeint sind.
Die Darstellungen zu t 6= 0 sind “unphysikalisch”, da für diese vermutlich keine
lokale Feldtheorie existiert [45]. Man erhält also einen diskreten “Spin” für t = 0,
der aber nur zwei mögliche “Werte” annehmen kann: ǫ = 0, 1. In diesem Sinne gibt
es keinen adäquaten Spinbegriff im masselosen Fall.

A.4 Die Dualität von Vektoren und Skalaren in D = 3

Vektoren und Skalare stellen unterschiedliche Darstellungen der Lorentzgruppe dar,
die sich entweder unter der Vektordarstellung, d.h. unter der Fundamentaldarstel-
lung von SO(1, 2), oder unter der trivialen Darstellung transformieren. In drei Di-
mensionen hat man jedoch eine on-shell-Dualität zwischen masselosen Eichvektor-
feldern und masselosen Skalarfeldern. Genauer gilt: Jedes masselose Eichvektorfeld
kann in ein Skalarfeld dualisiert werden; umgekehrt ist dies nicht immer möglich.
Da diese Identifikation nur auf der Massenschale gültig ist, hängt die Dualitätsre-
lation von der Wirkung ab, und wir werden dies an einem Beispiel erläutern: Aus
einem Vektorfeld erhält man bei Anwesenheit einer Metrik eine 1-Form A = Aµdx

µ

und aus diesem durch Bildung der Feldstärke eine 2-Form F = 1
2Fµνdx

µ ∧ dxν .
Das Hodge-Dual hierzu ist in D = 3 eine 1-Form B, die aus folgenden Gründen
als Differential eines Skalars aufgefaßt werden kann. Lokal gilt B = dφ nach dem
Poincareschen Lemma genau dann, wenn dB = 0 ist. Daß das Hodge-Dual einer
Feldstärke geschlossen ist, ist aber nichts anderes als die Bewegungsgleichung zur
Yang-Mills-Wirkung. Die Yang-Mills-Wirkung

S =

∫
d3x(−1

4
FµνF

µν), (A.66)

hat nämlich die Bewegungsgleichungen ∂µF
µν = 0, die in Differentialformen zu

d ⋆ F = 0 äquivalent ist, während die Bianchi-Identität ∂µ ⋆ F
µ = 0 zu dF = 0

korrespondiert. (sic!) Die Dualitätsrelation lautet explizit

Bµ = (⋆F )µ =
1

2
εµνρF

νρ = ∂µφ (A.67)
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bzw.
Fµν = εµνρ∂ρφ. (A.68)

Man kann nun die Dualitätsrelation (A.68) in die Yang-Mills-Wirkung (A.66) ein-
setzen, um die Wirkung für die Skalarfelder zu finden. Wegen (A.80) erhält man

L = −1

4
FµνF

µν = −1

4
εµνρ∂

ρφεµνσ∂σφ = −1

2
∂ρφ∂

ρφ. (A.69)

Es ergibt sich also die Wirkung eines freien, masselosen Skalarfeldes. Die Wirkung ge-
stattet es also einerseits, eine explizite Dualität zwischen Vektorfeldern und Skalaren
herzustellen und etabliert andererseits eine Freiheit hinsichtlich der Wahl der dyna-
mischen Freiheitsgrade, nämlich des Vektorfeldes oder des Skalars. Bei einer kom-
plizierteren Wirkung ändert sich entsprechend der Zusammenhang zwischen Vek-
toren und Skalaren. Je nach dem, welches Feld man als das propagierende auffaßt,
hat man eine Bewegungsgleichung oder eine identisch erfüllte Integrabilitätsrelati-
on: Formuliert man die Theorie etwa durch Vektorfelder, so ist die Bianchi-Identität
∂µB

µ = 0 identisch erfüllt, nicht nur dann, falls das Vektorfeld die Bewegungsglei-
chung löst. Im dualisierten Bild wird die Bianchi-Identität wegen (A.67) aber zu
∂µ∂

µφ = �φ = 0, d.h. zur Bewegungsgleichung des freien Skalarfeldes. Umgekehrt
wird diese Bewegungsgleichung zur Bianchi-Identität des redualisierten Vektorfel-
des. In der Tat haben masselose Vektorfelder und masselose Skalare auch denselben
Spin - in der abgeschwächten Bedeutung des Spinbegriffs von A.3 -, sind also beides
Spin-0-Objekte, während massive Vektorfelder tatsächlich Spin 1 haben [45].

A.5 Nützliche Identitäten

Aus der Cliffordalgebra bzw. der expliziten Form der Gammamatrizen verifiziert
man leicht folgende Relationen:

γµνγν = iγµ und γµγ
µν = iγν ,

γµγµ = 3 und γµγ
µνγν = 3i,

γµσγ
µν =

1

4
(ηνσ + γσγ

ν).

(A.70)

Haben die Spinoren ferner antikommutierende Komponenten, was wir im folgenden
wie üblich annehmen wollen, so gilt für Majoranaspinoren:

χγµψ = −ψγµχ. (A.71)

Aus der expliziten Form der Gammamatrizen folgt außerdem:

(γµ)†γ0 = γ0γµ sowie (γµ)
†γ0 = γ0γµ. (A.72)

Hiermit zeigt man nun

aγµχ = a∗(γµχ)†γ0 = a∗χ†γ0γµ = a∗χγµ. (A.73)
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(A.71) hat damit folgende Verallgemeinerung für Gravitinofelder:

χµγ
µγνψν = γνψνγ

µχµ = ψ†
ν(γ

ν)†γ0γµχµ = ψµγ
µγνχν , (A.74)

bzw. für die Lorentzgeneratoren:

χµγ
µνψν = ψµγ

µνχν . (A.75)

Ferner ist
[γµ, γν ] = −2iεµνσγσ, (A.76)

so daß für die Lorentzgeneratoren in Spinordarstellung folgt:

γµν =
i

4
[γµ, γν ] =

1

2
εµνσγσ. (A.77)

Für die Sigammatrizen gelten außerdem die Identitäten

(111− σ2)(σ3 − iσ1) = 2(σ3 − iσ1),

(σ3 + iσ1)(111− σ2) = 2(σ3 + iσ1),
(A.78)

sowie

(111− σ2)
2 = 111− 2σ2 + σ2

2 = 2(111− σ2),

(σ3 + iσ1)(σ3 − iσ1) = 2− i[σ3, σ1] = 2(111 + σ2).
(A.79)

Der ε-Tensor bzw. die Volumenform in D = 3 erfüllt die folgenden Relationen:

εµαβεµνρ = δαν δ
β
ρ − δαρ δβν ,

εµνσεµνρ = 2δσρ .
(A.80)
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