Supersymmetrie und Supergravitation
in 2+1 Dimensionen

Diplomarbeit am
II. Institut fiir Theoretische Physik
der Universitdt Hamburg

Vorgelegt von
Olaf Hohm

September 2003



Gutachter der Diplomarbeit:  Prof. Dr. Jan Louis
Zweitgutachter:  Prof. Dr. Gerhard Mack



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Globale Supersymmetrie in D =3
2.1 Die Superalgebra und ihre Multipletts . . . . . ... ... ... ...
2.1.1 Die Superalgebra . . . . . . ...
2.1.2 Dimensionale Reduktion der Superalgebra in D=4 . .. ..
2.1.3  Supermultipletts . . . .. . ... oo oL
2.2 Superraumkonstruktion und supersymmetrische Wirkungen . . . . .
2.2.1  Superraumkonstruktion . . . ... ... o000 L
2.2.2  Superfelder und Wirkungen . . . . . .. ... ... ... ...
2.2.3 Das skalare Multiplett fir N=1 . . . ... ... ... ....
2.2.4 Das Vektormultiplett fir N=1. .. .. ... .........
2.2.5  Supersymmetrische Wirkungen fir N =2 . . ... ... ...

3 Supergravitation in D =3
3.1 Reine Gravitation und Supergravitation . . . . ... ... ... ...
3.2 Chern-Simons-Theorie . . . . . . . ... .. ... ... .. ......
3.3 Geeichte Supergravitation . . . . . . .. ... ... ...
3.3.1 Nichtlineare Sigmamodelle . . . . . . .. ... ... ... ...
3.3.2 Geeichte Isometrien . . . . ... ... ... ... ... ... .
3.3.3 Das skalare Potential fir N=2. ... ... ..........

4 Spontane N =2 — N =1 Supergravitationsbrechung
4.1 Allgemeine Aspekte spontaner Symmetriebrechung . . . . . . . . ..
4.1.1 Der topologische Higgs-Mechanismus . . . . . . ... ... ..
4.1.2  Der Super-Higgs-Mechanismus . . . . . .. ... .. .....
4.2  Geometrische Bedingungen fiir N =1 Vakua . ... ... ... ...

4.2.1 Geeichte Peccei-Quinn-Isometrien . . . . . . ... ... .. ..

3

11
13
21
21
24
26
27
29

33
33
36
36
36
38
41



INHALTSVERZEICHNIS

4.2.2 Bedingungen fiir ein N = 1 Minkowski-Vakuum . . . . . . .. 55
4.2.3 Das Massenspektrum . . . . . .. ... ... 59
4.2.4 Effektive N =1 Supermultipletts . . . . . . . ... ... ... 70
4.3 Die Effektive N =1 Wirkung . . . . . . .. .. ... ... .. ... 72
4.4 N =1 Anti-deSitter Hintergrund . . . . . . . . ... ... ... ... 74
Zusammenfassung und Ausblick 77
Die Lorentzgruppe in D = 3 und ihre Spinordarstellungen 79
A.1 Die Lorentzgruppe . . . . . . . . . .. . 79
A.1.1 Die Lie-Algebra der SO(1,2) . . ... ... ... ... .... 81
A.1.2 Spinordarstellung der Lorentzgruppe . . . . . . . . .. .. .. 83
A.1.3 Lorentzinvariante Bilinearformen . . . . . . . ... .. .. .. 84
A.1.4 Majoranaspinoren . . . . . . . . ... 85
A.2 Die Beziehung zwischen SL(2,R) und SOT(1,2) . . . .. ... .. .. 86
A.3 Darstellungstheorie von SOT(1,2) . . . . . ... ... ... ... ... 88
A.4 Die Dualitéit von Vektoren und Skalarenin D=3. .. ... ... .. 90

A5 Niitzliche Identitdten . . . . . . . . . . . . .. 91



Kapitel 1

Einleitung

Wollte man eine allgemeine Tendenz in der Entwicklung der theoretischen Physik
iiberhaupt ausmachen, so miifite diese wohl so lauten: Alle fundamentalen Kon-
zepte in ihr streben einer Vereinheitlichung zu. Mit anderen Worten, die Zahl der
grundlegenden Konstituenten einer jeden Theorie nimmt im Zuge der Weiterent-
wicklung der Physik ab. Die Beispiele, die sich hierfiir finden lassen, sind zahlreich.
So erkannten Maxwell und Einstein die wahre Natur der zuvor als fundamental er-
achteten elektrischen und magnetischen Felder als unterschiedliche Manifestationen
ein und desselben fundamentalen Objekts: des Feldstédrketensors. Unsere Wahrneh-
mung von Elektrizitdt und Magnetismus entspricht hiernach nur einer willkiirlichen
Koordinatenwahl, durch die das lorentz-kovariante Objekt des Feldstérketensors auf
unkanonische Weise in Komponenten zerfillt.

Bei aller Vereinheitlichung in der Physik des 20. Jahrhunderts konnte doch ei-
ne Dichothomie nicht vollig aufgelost werden: die der Unterscheidung zwischen
Kraft und Materie. Es stellt sich unser Bild der Welt in Form des Standardmodells
némlich so dar: Auf der einen Seite existiert die Materie, beschrieben durch Spin—%—
Fermionen, und auf der anderen Seite die Eichwechselwirkungen, beschrieben durch
bosonische Spin-1-Vektorfelder. Ferner gibt es die Gravitationswechselwirkung, je
nach Herkunft beschrieben als Spin-2-Feld oder als Geometrie der Raumzeit. In der
Quantenfeldtheorie ist die Unterscheidung zwischen Wechselwirkung und Materie
noch vorhanden, wenn auch in einer stark abgeschwéchten Form. Die Eichfelder er-
scheinen in der Quantisierung als Austauschteilchen sowohl zwischen den Fermionen
als auch zwischen den Bosonen und sind so die Quelle der Wechselwirkung; jedoch
kann dasselbe auch von den Fermionen behauptet werden. Geht man iiber Tree-
Level hinaus, so koénnen auch diese - etwa in QED - als Austauschteilchen sogar
nur zwischen Bosonen wirken, z.B. in einer effektiven v 4+ v — =~ 4+ ~ Streuung, bei
der die Photonen elektromagnetisch miteinander wechselwirken, obwohl es hierfiir
keinen fundamentalen Vertex gibt. Die Unterscheidung zwischen Materie und Wech-
selwirkung ist in der Quantenfeldtheorie also nur noch in einer sehr rudimentéiren

Form vorhanden, und es besteht keine Veranlassung, diese nicht ganz aufzugeben.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ein Ansatz zur Vereinheitlichung von Wechselwirkung und Materie bzw. von Bo-
sonen und Fermionen ist Supersymmetrie (SUSY). Diese erweitert die bekannten
Raum-Zeit-Symmetrien der speziellen oder in Supergravitation die der allgemei-
nen Relativitdtstheorie zu einer Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, in
der beide durch Symmetrietransformationen auseinander hervorgehen. Beinhaltet
Supersymmetrie auch Gravitation, wie dies von einer fundamentalen Theorie zu
verlangen ist, so kann sie helfen, eine andere Erscheinungsform der Materie-Kraft-
Dichothomie zu beseitigen: das &sthetische Ungleichgewicht in den Einsteinschen
Feldgleichungen der allgemeinen Relativitdtstheorie. Die linke Seite derselben,

1
Ry, — §Rg,w = K, (1.1)

wird eindeutig und vollkommen durch die Geometrie der Raumzeit, d.h. durch die
Gravitationswechselwirkung selbst beschrieben, wiahrend auf der rechten Seite der
mehr oder minder beliebige Energie-Impuls-Tensor der Materie' steht. “Sie gleicht
aber einem Geb#ude, dessen einer Fliigel aus vorziiglichem Marmor (linke Seite der
Gleichung), dessen anderer Fliigel aus minderwertigem Holze gebaut ist (rechte Seite
der Gleichung). Die phinomenologische Darstellung der Materie ist némlich nur ein
roher Ersatz fiir eine Darstellung, welche allen bekannten Eigenschaften der Mate-
rie gerecht wiirde.” (A. Einstein, [1]) Diese Beliebigkeit des Energie-Impuls-Tensors
mindert die Vorhersagekraft der Relativitédtstheorie erheblich. Im Extremfall kann
man sogar beliebige “Designer”’-Raumzeiten erhalten, indem man die rechte Seite
der Gleichung durch die linke definiert und so dafiir sorgt, da diese trivial erfiillt ist.
Wenn Supergravitation allerdings realisiert wére, konnte diese die moglichen Formen
der Materie als die supersymmetrischen Partner des Gravitons identifizieren und so
die Herkunft des Energie-Impuls-Tensors kldren. Wie elektrische und magnetische
Felder durch Lorentztransformationen kénnten Wechselwirkung und Materie durch
Supersymmetrie ineinander {ibergehen, und die Unterscheidung wire endgiiltig be-
seitigt.

Neben den vielen konzeptionellen und praktischen Vorziigen von Supersymmetrie
(siche etwa: [2]) gibt es jedoch einen entscheidenden Nachteil: Die von ihr vorherge-
sagte Bose-Fermi-Entartung, d.h. die Notwendigkeit einer gleiche Zahl bosonischer
wie fermionischer Freiheitsgrade und Massenentartung zwischen ihnen, wird in der
Natur nicht beobachtet. Supersymmetrie mufl also in irgendeiner Form gebrochen
sein.

Nun ist die moderne Sichtweise von Supersymmetrie jedoch nicht die, dafl es sich
hierbei um eine fundamentale Theorie handelt, sondern vielmehr die einer effekti-
ven Beschreibung, die giiltig ist unterhalb der Energieskalen einer grundlegenderen
Theorie wie eventuell der Stringtheorie, die die Supersymmetrie der Raumzeit vor-
hersagt. Eine der wichtigsten Fragen auf diesem Gebiet ist also: Wie wird Super-
symmetrie gebrochen? Grundsétzlich gibt es zumindest zwei Moglichkeiten. Erstens

'Dieser kann natiirlich Eichfelder beinhalten, so daB er auch im engeren Sinne nicht nur “Materie”
enthalt.



kann die Supersymmetrie spontan gebrochen sein, so dafl nur der Grundzustand
nicht supersymmetrisch ist und damit zu einem Teilchenspektrum ohne Bose-Fermi-
Entartung fithrt. Zweitens kann die Supersymmetrie explizit gebrochen sein, d.h.
zu einer supersymmetrischen Wirkung werden explizit Terme hinzugefiigt, die die
Symmetrie brechen. Von einem physikalischen Standpunkt aus ist der erste An-
satz weit befriedigender, bringt jedoch auf der anderen Seite folgendes Problem mit
sich. Bei spontaner Symmetriebrechung fordert die supersymmetrische Variante des
Goldstone-Theorems die Existenz eines masselosen Goldstonefermions, das in der
Natur aber nicht beobachtet wird. In lokaler Supersymmetrie, d.h. Supergravitati-
on, kann dieses jedoch wegtransformiert werden, ist also nicht mehr vorhanden, so
dafl kein Widerspruch zu den Beobachtungen besteht. Phénomenologisch akzeptable
Modelle fiir spontane Symmetriebrechung funktionieren also nur fiir lokale Super-
symmetrie, weswegen wir uns in dieser Arbeit auch nur auf solche beschrinken wer-
den. Mogliche spontane Symmetriebrechungen kénnen nun auf verschiedene Weise
ablaufen. Zunéchst wird die Anzahl der Supersymmetrien durch eine Zahl N angege-
ben, und eine Moglichkeit ist, daf3 die Theorie von der in D = 4 maximal moglichen
Supersymmetrie N = 8 spontan auf N = 0, wie es die Empirie anscheinend verlangt,
gebrochen wird. Eine andere Moglichkeit ist, dafl die Supersymmetrie zunéchst auf
0 < N < 8 gebrochen wird und erst dann, bei einer kleineren Energieskala, auf N = 0
[3]. Es gibt jedoch ein No-go-Theorem, das solche spontanen partiellen Brechungen
verbietet? und so schien dies fiir eine gewisse Zeit keine realisierbare Maglichkeit zu
sein. Dieses No-go-Theorem 148t sich jedoch umgehen, und so wird in dieser Arbeit
das einfachste Beispiel einer partiellen Brechung von N = 2 — N = 1 im Fall von
Supergravitation in 2 + 1 Dimensionen untersucht. Solche Beispiele sind in vier Di-
mensionen nicht nur von phidnomenologischem, sondern auch von kosmologischem
Interesse, z.B. im Zusammenhang mit Hybridinflation [4].

Diese Arbeit wird sich ausschliefflich mit Supersymmetrie und Supergravitation
in 2+ 1 Dimensionen (D = 3) beschéftigen, was sich wie folgt motivieren 1&8t: Zum
einen stellt die zu untersuchende Brechung N = 2 — N = 1 eine neue Variante
partieller Brechung dar, da diese aus einer vierdimensionalen Perspektive einer Bre-
chung von N = 1 nach N = % entspricht. Zum anderen kann man Theorien in D = 3
zum besseren Versténdnis von Stringkompaktifizierungen untersuchen. Man mochte
etwa die Kompaktifizierung von M-Theorie, die eine Theorie in D = 11 ist, auf ei-
ner 7-dimensionalen Mannigfaltigkeit, wie einer Go-Mannigfaltigkeit, nach D = 4
verstehen, hat dabei aber das Problem, dafl M-Theorie selbst nicht ausreichend ver-
standen ist. Stattdessen kann man eine der besser untersuchten 10-dimensionalen
Supergravitationstheorien auch auf einer 7-dimensionalen Mannigfaltigkeit kompak-
tifizieren und erhélt eine Theorie in D = 3. Zum Vergleich kann man auch M-Theorie
auf D = 3 kompaktifizieren [5, 6]. Bei nichtverschwindenden Hintergrundfliissen wird
dabei typischerweise ein Teil der Supersymmetrie in D = 3 gebrochen sein. Zu einem
besseren Verstdndnis von Stringkompaktifizierung ist also ein besseres Verstdndnis
der allgemeinen Aspekte spontaner Supersymmetriebrechung in D = 3 notwendig.

2Siehe die Diskussion in 4.1.2.
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Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen strukturiert. Wir behandeln in Kap.
2 zunéchst globale Supersymmetrie. Hierzu werden wir die Multipletts im massiven
und masselosen Fall fiir beliebiges N konstruieren und dann angeben, wie man fiir
N =1 und N = 2 Wirkungen finden kann. In Kap. 3 behandeln wir Supergravita-
tion in D = 3, insbesondere geeichte Supergravitation, die fiir unsere Untersuchung
von spontaner Symmetriebrechung notwendig ist. In Kap. 4 wenden wir uns einem
Modell partieller N = 2 — N = 1 Brechung zu, das in [6] gefunden wurde. Hier-
bei werden wir den Ablauf eines Super-Higgs-Mechanismus und eines topologischen
Higgs-Mechanismus finden. In Anhang A werden ferner die Eigenschaften der Lor-
entzgruppe in D = 3 untersucht und die verwendete Konvention eingefiihrt.



Kapitel 2

Globale Supersymmetrie
in D=3

2.1 Die Superalgebra und ihre Multipletts

2.1.1 Die Superalgebra

In konventionellen Quantenfeldtheorien sind die Symmetrien der Raumzeit, die in
der Poincaregruppe und ihren Darstellungen verschliisselt sind, und die zahlreichen
sogenannten inneren Symmetrien, die also nicht auf der Raumzeit wirken, vollkom-
men unabhingig. Es stellt sich die Frage, ob man diese Symmetrien in irgendei-
nem Sinne vereinheitlichen kann, ob man etwa Bosonen und Fermionen, die sich
ja in unterschiedlichen Darstellungen der Poincaregruppe transformieren und an-
sonsten eventuell inneren Symmetrien unterliegen, zu einem gemeinsamen Multi-
plett! zusammenfassen kann. Eine relativ prizise Beantwortung dieser Frage gibt in
vier Dimensionen das Coleman-Mandula-Theorem, das unter ziemlich allgemeinen
Annahmen an die S-Matrix, wie etwa Lokalitdt und relativistische Kovarianz der
zugrundeliegenden Quantenfeldtheorie sowie der Annahme, dafl die Symmetrie in
Form einer Lie-Gruppe beschrieben wird, zeigt, dafl die einzig moglichen Symmetri-
en durch ein direktes Produkt der Poincaregruppe mit diversen davon unabhéngigen,
inneren Symmetriegruppen beschrieben werden. Supersymmetrie ist die im wesent-
lichen einzige Moglichkeit diese Restriktion zu umgehen und zeichnet sich dadurch
aus, die Symmetrien nicht nur durch gew6hnliche Lie-Gruppen und den zugehdrigen
Lie-Algebren zu beschreiben, sondern in den Algebren, in denen die Lie-Klammer
bzw. der Kommutator eine hervorstechende Rolle spielt, auch Antikommutatoren
zuzulassen, um damit gewissermafien auch fermionische Freiheitsgrade zu involvie-

Der Begriff Multiplett bezeichnet die Elemente des Darstellungsraumes einer irreduziblen Dar-
stellung.
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ren. Die gewohnliche Lie-Algebra der Poincaregruppe

[Muw Mpa] = _i(nupMua - nuaMup - nupMua + nuaMup)a
(M, Py = i(mup Py — 1pp b)), (2.1)
[Py, P)] =0,

wird hierbei um einige sogenannte Superladungen erweitert, die nichttriviale Vertau-
schungs- und Antivertauschungsrelationen mit den Poincare-Generatoren erfiillen. In
D = 3 sind diese von der Form [7]

(QL, QY = 2(+")apPus"’
(M, QL = (v) £ Q) (2.2)
[Pw Qi] = 0.

Hierbei sind die @, Komponenten 2-komponentiger Majoranaspinoren und die I, J =
1,..., N kennzeichnen die verschiedenen Superladungen. Ferner sind v** = ﬁ[y“ 7]
die Lorentzgeneratoren in der Spinordarstellung.? Die Superalgebra ist eine Zo-
gradierte Algebra. Dies bedeutet, daf§ die Algebra eine direkte Summe zweier Un-
teralgebren ist, A = Ay & 2A;, so dal man die Elemente von 2y als gerade und
die von 2 als ungerade interpretieren kann. Definiert man nun eine Abbildung
n: Ao UAy — Zg durch n(z) = 0 fiir z € Ay und n(z) = 1 fir x € Ay, so erklért
man die Lie-Klammer auf dieser Zo-gradierten Algebra als die bilineare Fortsetzung
von

[z,y} = zy — (—1)"@W yg, (2.3)

Fiir den geraden Teil reduziert sich das also auf den Kommutator, fiir den ungeraden
auf den Antikommutator.

Nutzt man die Majoranabedingung fiir die ), so 148t sich die Algebra folgen-
dermafien umformulieren: Wegen Q°¢ = C@t = Q gilt Q = (C71Q)! oder @5 =
(C71)5,Q,. Die Superalgebra lautet dann also (ohne Einschrinkung fiir N = 1)

{Qas (C_l)ﬁﬂ/Q'y} = 2(7M)aﬁpu- (2.4)

Multipliziert man beiderseits mit Csg, so folgt:

{Qa. Cs55(C™ 1) 3yQ4} = {Qa, 05yQy} = 2C55(v*)ap Py, (2.5)

also {Qa, Qs} = 2(C(v*)")s0Py. Nach Definition der Ladungskonjugationsmatrix
hat man jedoch C(y#)!C~1 = —4#, also C(y*)! = —y*C. Nach Umbenennung der
Indizes ergibt sich die Superalgebra also zu:

{Qas Qs} = —2(1"C)ap Py, (2.6)

2Zu den Eigenschaften der Lorentzgruppe in D = 3 und den verwendeten Konventionen siche
Anhang A.
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wobei ausgenutzt wurde, daf die (y#C)q3 symmetrisch in ihren Indizes sind. Benutzt
man nun die im Anhang A erlduterte Korrespondenz zwischen Dreiervektoren und
symmetrischen reellen 2 x 2 - Matrizen: P,g = (7#C)a3Pu, so reduziert sich die
Superalgebra gar auf:

{Qa,Qp} = —2Pup. (2.7)

2.1.2 Dimensionale Reduktion der Superalgebra in D = 4

Man kann sich die Superalgebra auch durch dimensionale Reduktion aus der vierdi-
mensionalen entstanden denken. Setzt man nédmlich P; = 0 oder interpretiert diese
Komponente als zentrale Ladung, so muf3 sich die Superalgebra fiir D = 3 ergeben.
Die Superalgebra wird in D = 4 folgendermafien formuliert:® Die Superladungen sind
zweikomponentige komplexe Weylspinoren @, wobei @, das komplex-konjugierte
bezeichnet. (Der Punkt zeigt an, daf sich die Spinoren in der zu SL(2,C) komplex-
konjugierten Darstellung transformieren.) Die Algebra lautet dann:

{Qaa@lg} - —Q(O'M)QBPW
{QC‘”Qﬁ} = {@a’aﬁ} =0.

Aquivalent hierzu ist eine (2.2) analoge Darstellung durch reell 4-komponentige Ma-~
joranaspinoren. Es ist jedoch zu bedenken, dafl in D = 4 die N fache Supersymmetrie
4N reelle Freiheitsgrade hat, wihrend hingegen in D = 3 N fache Supersymmetrie
2N reelle Freiheitsgrade hat. N = 1 Supersymmetrie in D = 4 entspricht also
N = 2 Supersymmetrie in D = 3. Diese Analyse ist jedoch eine reine Abzihlung der
Freiheitsgrade, und es ist zu beachten, dal die Weylspinoren in vier Dimensionen
prinzipiell eine konzeptionell andere Bedeutung haben als die Majoranaspinoren in
drei Dimensionen. Um nun die dimensionale Reduktion durchzufiihren, muf die Sta-
bilisatorgruppe der Ps-Richtung bestimmt werden, d.h. diejenige Untergruppe von
SL(2,C), die Lorentztransformationen mit P; = P53 entsprechen. Fiir diese gilt:

(2.8)

Gl001) = {( “ov > € Moys(C) | uu* — wv* = 1} c SL(2,C), (2.9)

v u

was man sofort nachrechnet:

1 0 u v u* )
T T
MasM M(O —1>M <v* u*><—v* —u>
C(uP—le 0 (10
- 0 o2 =|ul?)  \0 —-1)" 7

Dies ist bei genauerer Betrachtung SU(1,1), ndmlich die Gruppe aller Transforma-
tionen, die die quadratische Form

(2.10)

n:C?xC?—C, n(v,w) = vl Tw, wobei I = o3, (2.11)

Die verwendete Konvention im Fall D = 4 richtet sich nach [8], nur mit dem Unterschied, daf
hier ein Minuszeichen in der Superalgebra auftaucht, da dort die Signatur (—1,1,1,1) verwendet
wird.
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invariant lassen. Bekanntermaflen sind SU(1,1) und SL(2,R) jedoch isomorph, und
da die hier verwendete Spinordarstellung SL(2,R) ist, bestimmen wir stattdessen
denjenigen Vierervektor, dessen Stabilisatorgruppe gerade diese Gruppe ist. Es stellt

sich heraus, daf8 dieser Vierervektor (0,0, 1,0) ist. Zum Beweis sei M = ( 77; Z > €
SL(2,R), dann folgt:

MJQMT:M<Q _Z>Mt:<r S><‘.” _.w>
1 0 t u i it

- ( i(uro—ts) _i(ug_ts) > =7

wegen det M = ru — ts = 1. Wir konnen jetzt die dimensionale Reduktion explizit
durchfithren. Fordert man, dafl sich die Weylspinoren nur unter der Untergruppe
SL(2,R) transformieren, so kann man in lorentzinvarianter Weise P» = 0 setzen.
Man erhélt fiir die Superalgebra

{Qa: Q) = —2(0" Py + o' PL + 0°P3) .5 (2.13)

Man kann nun die Unterscheidung zwischen gepunkteten und ungepunkteten Indizes

(2.12)

fallenlassen, da fiir die reelle Untergruppe die komplex-konjugierte Darstellung mit
der gewthnlichen zusammentfillt. Die beziiglich SL(2, C) irreduzible Darstellung der
Weylspinoren wird so beziiglich der reellen Untergruppe SL(2,R) reduzibel. Zerlegt
man die Weylspinoren ndmlich in Real- und Imaginérteil

1 1
© =7 G

so transformieren diese unabhingig unter SL(2,R). Setzt man dies in die Superal-
gebra (2.13) ein, so erhélt man

Qe @5} = 5({Q1, Q1) + (Q2, Q%) +i({Q2, Q1) — (QL.@3))

(QL +iQ2) und damit Q, = —=(QL — iQ2), (2.14)

L (-R+R P (2.15)
P —Py— P '
af
Da die rechte Seite reell ist, folgt also
{Qa- @3} = {Q2, Q5}. (2.16)
Ferner hat man in der D = 4 Algebra {Qq,Qg} = {@a,aﬁ} =0, also
0 ={Qa Qp} — {Q2, Q5} +1({Q% Qp} +{Qa Q) (2.17)

also {Q}X,Qk} = {Qi,@%} und {Qé,@%} = —{Qi,@%} = 0. Insgesamt erhilt man
damit die Superalgebra

—~Py+ P P
I J 0 3 1 1J __ 1J
{Q,, Q) = -2 ( P, _p_p, > 55 = —2P,56"7, (2.18)

was gerade die Superalgebra in D = 3 ist, wenn man beachtet, dafl P; aus der
dreidimensionalen Perspektive nichts anderes als P, ist.
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2.1.3 Supermultipletts

Bevor wir die Darstellungen dieser Algebra untersuchen, werden wir zunéchst ganz
allgemein zeigen, dafl die Multipletts dieser Superalgebra, die sogenannten Super-
multipletts, immer eine gleiche Anzahl fermionischer und bosonischer Freiheitsgrade
enthalten. Hierzu betrachte man den Fermionenzahloperator F = (—1)VF der durch
(~1D)NFnp) = (=1)"F|np) definiert ist, wenn |ng) ein Zustand mit np Fermionen
ist. Es folgt F2 = 1. Ferner vernichten oder erzeugen geeignete Linearkombinationen
der Q. bzw. Q, Fermionen oder Bosonen wie aus (2.2) folgt. Hierzu ist folgendes
zu bemerken: In D = 4 gilt fiir den Spinoperator [S3, Q1] = (012)0?6% = %(O‘g)aﬁQé
und damit die Relationen

153, Q1] = Q. 155, @) = 564 (219)

und analog fiir Q, womit man zeigt, daf die Q und Q je nach Komponente den Spin
um % erhohen oder erniedrigen, d.h. Bosonen und Fermionen ineinander transfor-
mieren. Eine vergleichbar einfache Interpretation haben die Superladungen in D = 3
- zumindest in der hier gewédhlten Spinordarstellung - nicht. Es gilt ndmlich

M7, Qu] = (1) £Q5 = —5(02) Q. (2.20)
d.ht . ‘
15, Q1) = 5Q2 und [S,Qa) = —5Q1. (2.21)

Daf sich hier o9 ergibt ist angesichts der dimensionalen Reduktion auch nicht iiber-
raschend. Da der vierdimensionale Raum in die 2-Richtung reduziert wird, entspricht
die einzige Drehung in D = 3 aus einer vierdimensionalen Perspektive eine Drehung
um die 2-Achse. Aus (2.21) folgt, daBl Q1) und Q2|j) nicht notwendigerweise einen
wohldefinierten Spin haben, wenn dies fiir |j) gilt. Wir suchen nun geeignete Linear-
kombinationen der @), die eine solche Eigenschaft haben. Es stellt sich heraus, dafl
sich dies durch folgende Wahl erreichen liBt:®

R = (@]~ iQd)
V2
I U (2.22)
(R} = 2@} +iQ)

Fordert man némlich, daf§ |j) den Spin j hat, d.h. S|j) = j|j), so folgt:
S(RO) = %5@{ T iQh)lj) = %[5, Q4+ i3l + 5 (Qf +iQDs))
ﬂczzm +i= (5101l +i (0] +1h)1) (223
= (+3)75(@f +iQhl) = G+ R

1Es gibt nur einen Drehimpulsoperator in D = 3, so daB dieser keinen weiteren Index trégt.
Dieser spielt die Rolle von S5 in D = 4.
®Man beachte, daf8 diese nicht mit (2.14) identisch sind.
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und ebenso
SRIL) = S (Qf ~iQDl) = (= 5)55(Qf —iQhl) = (- PR, (224

d.h. (RT)T erh6ht den Spin um % und R’ erniedrigt ihn um % Es werden also Bosonen

in Fermionen transformiert und umgekehrt. Fiir den oben definierten Fermionenzahl-
operator gilt damit (RT)T(=1)Vr|j) = (=1)Vr+1(R1)T|5), also {(R))T,F} = 0 und
entsprechend fiir RY. Da nun

I_L INt I I_L

gilt, antivertauschen auch die @), mit dem Fermionenzahloperator. Fiir endlichdi-
mensionale Darstellungen, in denen die Spur also wohldefiniert ist, gilt damit:

Tr{(- 1)V QL Q7)) = TH(-1)V* (@45 + Q3R]
= Te[-QL(-1)Nr @} + (-1 Q}QL)
= Te[-QL(-1)™ Q]] + Tr[QL(-1)VF QF]
=0.

(RN~ RT) (2.25)

(2.26)

Andererseits gilt nach Ausnutzung der Superalgebra
0= Te[(~ )V {QL. Q)] = ~26" Tr[(~1)"" Po). (2.27)

Fiir P,z # 0 folgt: Tr[(—1)"F] = 0. Da F = (—1)™F diagonalisiert von der Form
F = diag(1,...,1,—1,...,—1) sein mu$, folgt, dafl es gleich viele bosonische wie fer-
mionische Zustinde geben muf.

Aulerdem haben alle Teilchen in einem Supermultiplett dieselbe Masse. Dies folgt
einfach daraus, daB8 P? wegen (2.2) mit allen Elementen der Algebra vertauscht, d.h.
weiterhin ein Casimiroperator ist.

Man kann nun fragen, ob es nicht moglich ist, eine Spinordarstellung zu finden,
in der v'2 ~ o3 gilt, so daB man die Eigenschaften der @, hinsichtlich der Trans-
formationen von Fermionen in Bosonen leichter interpretieren kann, und, sollte dies
moglich sein, man nicht eine solche Darstellung wéhlen sollte. Es ist nun in der Tat
moglich eine solche zu konstruieren, d.h. die Gammamatrizen so zu wéhlen, dafl

die Spinordarstellung zu SU(1, 1) wird. Hierzu konstruieren wir den Isomorphismus
zwischen SL(2,R) und SU(1,1) explizit. Fiir die durch

(L 51— g —
S.—\/i<2, _1>,unddam1tS =5"T=5, (2.28)

definierte unitdre Matrix gilt:

SUQST:S<Q _Z>ST
7 0

S0 o)

5Im Falle lokaler Supersymmetrie gilt dies nicht immer, was wir in Kap. 3 erdrtern werden.

(2.29)
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Nun sei U € SU(1,1), dann gilt also mit (2.10) und (2.11)

0 —1 trrt 0 —z +
sV )swr=s(0 3 )s, o
und damit
0 —1 0 —z
T Trrtg —
SUS(Z. O>SUS_<Z' 0), (2.31)
d.h. STUS € SL(2,R). Der Isomorphismus ist also gegeben durch
SU(1,1) 53U — STUS =: M(U) € SL(2,R). (2.32)

Diesen kénnen wir ausnutzen, um eine wie oben charakterisierte Spinordarstellung
anzugeben. Wihlt man eine dquivalente Darstellung der Cliffordalgebra durch I'* :=
Sy#ST, so wird wie gefordert
i i 1 1
2 — Yt p2p = Lot A219t — 2 t— g 9.
4[ , 7] 45[7 ,Y°]S 25025 503 (2.33)
Explizit ergibt sich fiir die so definierten Gammamatrizen

r0:<_01$>,r1:<_01é),ﬁ:(?é). (2.34)

Man erhilt also unangenehmerweise sowohl reelle wie auch imagindre Matrizen. Das
hat zur Folge, daf sich die Ladungskonjugationsmatrix zu C' = So9S" = —09 (siche
Anhang A) ergibt, so daf die Majoranaspinoren von der Form

_( i(z) + e ()
Y(z) = ( a(z) + ity () > (2.35)

sind. Die dimensionale Reduktion liefle sich nun nicht mehr so einfach wie oben

durchfiithren. Die Spinoren sind nun aber Objekte, die sich effektiv unter SU(1,1)
transformieren:

exp(— Swu ™) = S exp(— swur™)St € SU(L1). (2.36)

Die vorangegangene Analyse hatte folgenden Zweck: Zur Konstruktion der Mul-
tipletts wie in [8] ist es hilfreich, eine Algebra fermionischer Erzeuger und Vernichter
zu haben, um etwa die richtige Dimension der irreduziblen Darstellungen zu bestim-
men. Um die Elemente der Multipletts als Vektoren, Spinoren usw. identifizieren zu
konnen, miissen diese Erzeuger und Vernichter andererseits wohldefinierte Spinei-
genschaften haben, in dem Sinne, dafl ihre Anwendung auf Objekte mit bestimmten
Spin” auch wieder ebensolche liefert. Letztere Eigenschaft haben die Superladungen
in der eben konstruierten Spinordarstellung, erstere jedoch nicht, einfach deswegen,
weil keine der Gammamatrizen proportional zu 6,4 sein kann. Es wird also not-
wendig sein, zu einer geeigneten Linearkombination der (), iiberzugehen, so daf} die
wohldefinierten Spineigenschaften wieder verloren gehen. Aus diesem Grunde wird
es sich als vorteilhaft erweisen, mit der in Anhang A konstruierten Spinordarstellung
zu arbeiten.

"Hierzu ist vorauszusetzen, daf der Spinbegriff sinnvoll ist, siche Anhang A.
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Masselose Supermultipletts fiir beliebiges N

Wir werden im folgenden die Darstellungen der Superalgebra im masselosen Fall, d.h.
fir P2 = 0, untersuchen. Hierzu wihlen wir ein Bezugssystem mit P* = (w,0,w)
bzw. P, = (w,0, —w), so daB fiir die Superalgebra folgt:

{QL,Q4} = —2(7°C = ¥*C)apw

= —2wo!” (( _01 _01 ) - ( (1, _01 ))aﬁ (2.37)

= 4o’ 10
0 0 ’
af

Es folgt also (Q4)? = 0, d.h Q4 wird durch die Null dargestellt, so da$ nur noch Qf
verbleibt. Man erhilt nun nach der Reskalierung I'! := \/%Q{

{rf, 0/} = 26"/, (2.38)

Dies ist zunéchst einfach eine Cliffordalgebra beziiglich SO(N). Beachtet man je-
doch, daf} es nach 1.1 noch einen Fermionenzahloperator F' gibt, der mit allen @,
also auch mit den I'! vertauscht, und fiir den F? = +1 gilt, so erhilt man eine
Cliffordalgebra beziiglich SO(N + 1), d.h. mit N + 1 Gammamatrizen. In der Un-
tersuchung der Darstellungen werden wir [9] folgen: Es 148t sich erreichen, daf§ F
diagonal, d.h. notwendigerweise von der Form

P ( é _01 ) (2.39)

ist. Hierbei bezeichnet 1 die Einheitsmatrix in einem d,-dimensionalen Raum, wobei
dy, die Zahl der bosonischen und damit auch der fermionischen Freiheitsgrade ist.
Die iibrigen I'! sind dann ebenfalls in Blockmatrixform:

I
rf = ( 9 Fap ) (2.40)
I'see 0O
damit sie mit /' antikommutieren. Diese Untermatrizen miissen dann also folgende
Algebra erfiillen:
ThpThp + Thpl g = 26" 64k,
Phelr + Thelhr = 26" 0pr.
Eine detaillierte Auflistung der irreduziblen, masselosen Supermultipletts und der

Anzahl der bosonischen Zusténde d,, findet sich in [9]. Dieser Quelle folgend werden
wir nun explizite, reelle Matrixdarstellungen der Superladungen konstruieren.

Fiir N = 1 ist also eine Darstellung der Cliffordalgebra C(2,0)® gesucht. Diese
ist 2-dimensional und etwa gegeben durch:

F(2) := 03,T1(2) := 0. (2.42)

(2.41)

8Hier und im Anhang bezeichnet C' (p,q) die Cliffordalgebra relativ zur quadratischen Form der
Signatur (p, q).
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Wegen {0;,0;} = 26;; folgt sofort, daf die Algebra erfiillt ist. Es ist also d; = 1.

Fiir N = 2 ist eine Darstellung fiir C'(3,0) gesucht. Man erhélt eine solche durch
Tensorierung derjenigen von N = 1:

F(4):=0301(2),I''4) =01 @ T1(2),T%(4) = 01 ® F(2). (2.43)

Man erhilt also dy = 2, und daf3 die Algebra erfiillt ist, rechnet man nun unmittelbar
nach unter Verwendung der Relation (A® B) - (C ® D) = A-C ® B - D fiir das
Tensor- bzw. Kroneckerprodukt. So gilt etwa:

F4)? =0321(2)-0301(2) = 02 ®1(2) = 1(4),
{F(4),T'(4)} = (03 ®1(2))(01 ® ['(2)) + (01 ® T1(2)) (03 ©1(2))
= 0301 @T1(2) + 0103 @ T(2) = 0,
{F4),T?(4)} = (03 ©1(2))(01 @ F(2)) + (01 ® F(2))(03 ©1(2))
= 0301 ®1(2)F(2) + 0103 ® F(2)1(2) =0,
{I''(4), T (4)} = 2(01 © ' (2)) (01 © T1(2))
=207 @T(2)? =2-1(4),
{T'(4),T*(4)} = (01 @ T(2))(01 @ F(2)) + (01 © F(2)) (01 ©T(2))
= (1(2) ®{T'(2),F(2)}) =0
I%(4)? = (01 ® F(2))(01 ® F(2)) = 07 @ F(2)*> =1(4).

(2.44)

Die Elemente des Darstellungsraumes sind dann die Spaltenvektoren, wobei die obe-
ren Komponenten bosonisch, die unteren fermionisch sind, wie man anhand der
Eigenwerte von F' sieht. Analog konstruiert man die Darstellungen fiir beliebiges
N durch iteriertes Tensorieren der niederdimensionalen Darstellungen. (Siehe et-
wa: [10]) Insgesamt erhélt man die in Tab. 2.1 angegebene Anzahl bosonischer und
fermionischer Zusténde fiir jedes N.

Tabelle 2.1: Masselose Multipletts

=
S

4+ 00N Ut W N
00 00 00 00 W W B =

8| 16d,

3
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Abschlielend werden wir die Frage untersuchen, ob und wenn ja welchen Spin man
den Elementen des Multipletts zuordnen kann. Hierzu verwenden wir die Relationen
(2.21), speziell die Gleichung

i
(S, @1] = 5Q2. (2.45)
Im Fall N =1 sei etwa ein fermionischer Zustand gegeben durch (1) . Dieser habe
o 0 (0 . . 1 . .
den Spin j,d.h S 1) =314) Nun gilt es den Spin von 0) 7 bestimmen: Hierzu
benutzen wir, dafl Q1 = V2w < (1)
1 1 0 1 0 1 0
S(y) = =" - ——Is. +Las
(o) = s (1) = s (1) + s ()
' (1

> +J <0> (2.46)

(1) > Es folgt also:

wobei in der letzten Gleichung benutzt wurde, dal Q2 = 0 gilt. Es hat also den
Anschein, dafl Fermionen und Bosonen denselben Spin haben! Wie jedoch im Anhang
A ausgefiihrt, gibt es in 2 + 1 Dimensionen im masselosen Fall keinen adiquaten
Spinbegriff, so dafl dieses Ergebnis nicht iiberraschend ist. Wie schon die Rechnung
impliziert, héngt die Tatsache, dal eine der Superladungen verschwindet, direkt
damit zusammen, daf} es keinen Spin gibt [11].

Massive Supermultipletts

Im massiven Fall gilt P? # 0, wir konnen also in das Ruhesystem transformieren:
P# = (m,0,0), also auch P, = (m,0,0), so daB fiir die Superalgebra folgt:

{Qéa Qé} - _251J(’Y“C)aﬁpu = _Qmélj(’yoc)aﬁ

2.47
= 2mo’’ < (1) (1) > . ( )
af
Fiir N =1 ergibt sich also:
{Qa, Qp} = 2mdag. (2.48)

Reskaliert man die Felder durch I’y := ﬁ@a, so erhélt man wieder eine Cliffordal-
gebra
{Ta, T} = 200p. (2.49)

Man kann nun die wohlbekannte Darstellungstheorie von Cliffordalgebren benutzen,
um die Multipletts zu konstruieren. Diese Vorgehensweise hat jedoch den Nachteil,
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daBl man den Spin der Elemente des Multipletts nicht so einfach bestimmen kann.
Wir werden daher auf andere Weise vorgehen, die in gewissem Sinne der Standard-
methode in [8] entspricht. Hierzu verwenden wir die in (2.22) definierten Operatoren
R und (R")" und bestimmen aus der Superalgebra die von diesen erfiillte Algebra:

(R (R} = (0] - i0%.@f +i0f)

2 .
= s{el.ely +{@h.ofh + sHQl.efy - {Qhel) )
= (=Py1 — Py —iPig +iPy)s"’

= 2Py5"

Dieselben Rechnungen ergeben fiir die Antikommutatoren von R! und (R”) mit
sich selbst:

{RI,R7} = —2(P, —iPy)6",

2.51
{(RDT, (RN} = —2(, +iPy)6". 250

Es ergibt sich fiir diese Algebra im Ruhesystem
{RL, (R} = 2mé! und {R!, R’} = {(R)T,(R7)T} = 0. (2.52)

Reskaliert man diese also durch a! := %mRI und (a!)f := RT)T, so ergibt sich

1
v
die bekannte Algebra fermionischer Erzeuger und Vernichter:

{a', (")} = 6", {a’,a”} = {(a")], (a”)T} = 0. (2.53)

Diese Analogie ausnutzend kann man die Darstellungen konstruieren, indem man ein
Cliffordvakuum 2 einfiihrt, d.h. ein Element des Darstellungsraumes, das durch die
Forderung a’Q = 0 fiir alle I = 1, ..., N definiert ist. Die anderen Elemente des Dar-
stellungsraumes erhélt man durch Anwendung der Erzeuger (a!)f. Die Wirkung der
Algebra ist dann vollstdndig durch die Antivertauschungsrelationen (2.53) definiert.

Fiir N = 1 erhilt man die Algebra
{a,a'} =1, {a,a} = {a',a’} =0, (2.54)

d.h. die einzigen linear unabhingigen Zustinde sind  und a'Q. Fordert man, da8
2; den Spin j hat und nutzt (2.23), so erhélt man ein Multiplett mit den Spins
(J,7+ %) Zusammengefafit findet man die moéglichen Multipletts in Tab. 2.2.

Fir N = 2 Supersymmetrie erhélt man einen vierdimensionalen Darstellungs-
raum mit der Basis

Q, ()T, (a®)TQ und (a')T(a®)'Q = —(a®)(a})TQ. (2.55)

Insgesamt ergibt sich fiir ein Vakuum mit Spin j also ein Multiplett mit Spins
(J,7 + %,j + %,j + 1). Wie wir oben sahen, ist die N = 2 Superalgebra in D = 3
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Tabelle 2.2: Massive N = 1 Multipletts

Spin | Qo Q5 1 Qzp
0 1

1

L1 1

1 1 1

3

3 11
2 1

Tabelle 2.3: Massive N = 2 Multipletts

Spln QQ Ql 2 Ql

0 |1
1
1l2 1
1|1 2 1
3

3 12
2 1

dquivalent zur einfachen Superalgebra in D = 4. Man miifite also dieselben Multi-
pletts erhalten. Diese ergeben sich jedoch zu (j, 7 + %, J— %, j+1), so dal man etwa
das Qg-Multiplett in D = 3 mit dem 1-Multiplett in D = 4 identifizieren mufl. Die
moglichen Multipletts findet man in Tzib. 2.3.

Fine Bemerkung am Rande: Man mag sich dariiber wundern, daf sich die Mul-
tipletts unterscheiden, wo doch die Algebra fermionischer Erzeuger und Vernichter
in beiden Fillen dieselbe ist. Der Unterschied riithrt jedoch daher, dafl wegen

[S5,QL] = % (_%2>a (2.56)

in D = 4 sowohl @ als auch Q und damit auch ¢ und a! abhiingig von der Kom-
ponente den Spin erh6hen aber auch erniedrigen kénnen. Im dreidimensionalen Fall
erhohen die af jedoch immer den Spin, wie wir weiter oben sahen.

Es ist nun leicht zu sehen, welche Multiplett-Struktur sich fiir beliebig erwei-
terte Supersymmetrie ergibt. Bei N-facher Supersymmetrie erhiilt man einen 2V-
dimensionalen Darstellungsraum, dessen wie oben konstruierte Basiselemente Spins
haben, die sich aus dem Pascalschen Dreieck ergeben. (Siehe Tab. 2.4) Zumindest in
einem formalen Sinne sind die Multipletts im masselosen Fall in D = 4 fiir beliebiges
N identisch mit den massiven in D = 3.
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Tabelle 2.4: Struktur der massiven Multipletts fiir beliebiges N

1
1 1 N=1
1 2 1 N =2
1 3 3 1 N =3
1 4 6 4 1 N =1

2.2 Superraumkonstruktion und supersymmetrische Wir-
kungen

2.2.1 Superraumkonstruktion

Die néchste Aufgabe wird nun sein, supersymmetrische Feldtheorien explizit zu for-
mulieren, d.h. Felder als die Komponenten eines Multipletts einzufiihren und fiir
diese supersymmetrische Wirkungen zu finden. Ein Problem hierbei ist, dal man
noch kein wirklich geometrisches Verstdndnis fiir Supersymmetrie hat. Denkt man
etwa zum Vergleich an die Einfithrung der speziell-relativistischen Kovarianz, so 143t
sich diese geometrisch durch Einfiihrung des Minkowskiraumes beschreiben, d.h. der
durch diesen eingefiihrte Formalismus erméglicht die Konstruktion manifest lorentz-
invarianter Ausdriicke. Dasselbe erreicht man fiir die allgemein-kovariante Theo-
rie der allgemeinen Relativitétstheorie durch Verwendung des Tensorkalkiils oder
in moderner, geometrischer Sichtweise: durch Einfithrung (Pseudo-)Riemannscher
Mannigfaltigkeiten. Es wére wiinschenswert, eine #hnlich geometrische Sichtweise
von Supersymmetrie zu haben, die es einem etwa ermoglicht, manifest supersym-
metrische Wirkungen zu finden. Ein Ansatz hierzu schien lange Zeit der unten
einzufithrende Superraumformalismus zu sein, der den flachen Minkowskiraum um
fermionische Koordinaten bzw. die Raumzeit-Mannigfaltigkeit zu einer Superman-
nigfaltigkeit erweitert. Dieser bringt jedoch einige Probleme mit sich: So miissen
zur Formulierung von Wirkungen geeignete Bedingungen (“Constraints”) an die
Felder auf dem Superraum gefunden werden, die fiir héherdimensionale Theorien
oder fiir solche mit erweiterter Supersymmetrie unbekannt sind oder zumindest sehr
unnatiirlich erscheinen. Fiir den hier interessanten Fall existiert jedoch ein solcher
Formalismus und wir werden diesen im folgenden erliutern. (Wir folgen dabei im
wesentlichen [12].)

FEin Vorteil dieses Formalismus besteht darin, dafl man explizite Darstellungen
der Superladungen angeben kann, die auf den Feldern operieren. Dies erfolgt auf eine
im Prinzip von konventionellen Feldtheorien wohlbekannte Weise, ndmlich durch ge-
eignete Differentialoperatoren, die dieselbe Algebra erfiillen: So fiihrt man etwa fiir
relativistisch kovariante Theorien die Differentialoperatoren M* = i(z#0” — x¥0")
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ein, die eine Darstellung der Lorentzalgebra bilden oder die Operatoren P, = —id,,
die die Translationen erzeugen. Diese Darstellung von Lie-Algebren durch Differen-
tialoperatoren ist aus differentialgeometrischer Sicht durchaus natiirlich. Denn hier
wird die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe z.B. als Tangentialraum an der Identitit
eingefiihrt, dessen Elemente man auf kanonische Weise als Differentialoperatoren
auffassen kann. Die Lie-Klammer ist genau deswegen ein natiirliches Objekt auf der
Algebra, da der Kommutator zweier Vektorfelder, d.h. zweier linearer Differential-
operatoren, wieder ein solches ist. Will man nun die Superalgebra in &hnlicher Weise
interpretieren, so ist zu bedenken, dafi der Antikommutator zweier Vektorfelder i.a.
kein Vektorfeld mehr ist, was einfach daran liegt, daf§ sich zweite partielle Ablei-
tungen nicht mehr wie im Kommutator wegheben. Die Theorie der Lie-Gruppen
18t sich also nicht ohne weiteres anwenden. Die Idee zur Ubertragung bekann-
ter differentialgeometrischer Konzepte besteht darin, die Antikommutatoren formal
als Kommutatoren aufzufassen, indem man sogenannte grassmannwertige Grofien
einfiihrt. Dies sind antikommutierende Groflen 6%, wie sie etwa von der Pfadinte-
gralquantisierung fermionischer Felder bekannt sind. Zusétzlich fordert man noch,
dafl diese mit den ungeraden Elementen der Superalgebra, also insbesondere mit den
Superladungen, antikommutieren und mit den geraden Elementen kommutieren, so
daf} also insgesamt gilt:

{6%,6°) = {0%,Qp} = ... = [Pap,0°] = 0. (2.57)

Schreibt man nun vor die Superladungen grassmannwertige Koeffizienten, so wird
der Antikommutator aufgrund dieser Eigenschaften zu einem Kommutator. Hieraus
kann man analog eine Super-Lie-Gruppe definieren, indem man die Gruppenelemen-
te durch abstrakte Exponentiation der Algebra erzeugt. Mit abstrakt ist folgendes
gemeint: Die Gruppenelemente schreibt man als e, e, usw., so da man die Grup-
penstruktur durch die Hausdorf-Formel erkliren kann:

eAeB = eATB+3AB] (2.58)
Hohere Kommutatoren kommen aufgrund der Superalgebra nicht vor. Schreibt man
ein Gruppenelement als G(z,6) = exp(i(z*’ Pog + 0°Qq)), so ist die Multiplikation
der Gruppenelemente explizit gegeben durch:
G (0, 6)G(x, 8) — i€ Qe il Pasrt0°Qu)

2.
— ei(ga“l’@a)Qa‘i’imaBPaB*%[gaQavmaBPaB‘i’eaQa} . ( 59)

Der einzig nichtverschwindende Term im Kommutator ist

[£°Qa, 0°Qp) = £°Qub"Qp — 07QpE* Qa
= —£7QaQp0” — (-1)'€"QpQabt’ = ~*{Qa, Qp}0”  (2.60)
= 26" P,50°.
Es folgt also

G(0,€)G(r,6) = expli(e™ + L6097 Pug +i(€" +67)Qu],  (261)
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wobei ausgenutzt wurde, dafl F,3 symmetrisch ist und & (@ph) = 298 4 ¢8p> Sym-
metrisierung bezeichnet. Die Superladungen @), werden also Generatoren, die Ko-
ordinatentransformationen

28— o8 4 %g(aeﬁ) (2.62)

erzeugen, die i.a. fermionische und bosonische Koordinaten ineinander transformie-
ren. Entsprechend 148t sich die Superalgebra nun durch Differentialoperatoren mit
Differentiationen nach grassmannwertigen Parametern darstellen:?

Qo =i (a%v - wﬁafaB) =i (aa - wﬁaaﬁ> , (2.63)

wobei O, = &%5 unter Ausnutzung der Korrespondenz von Dreiervektoren mit
symmetrischen Matrizen Ableitung nach gewdhnlichen Raumzeitkoordinaten be-
zeichnet und 9, = 80% eine Ableitung nach grassmannwertigen Grofien. Diese ist
durch die Forderung nach R- Linearitdt und durch
0

%95 =5 (2.64)
definiert. Zusétzlich ist zu beachten, dafl der Differentialoperator immer auf den
unmittelbar benachbarten Faktor wirkt, so dafl beim ggf. nétigen Vertauschen die
Antikommutativitéit zu beriicksichtigen ist. Eine Produktregel gilt dann also in der
Form:

0 00° 007
— (980" = 5897 — 5798 = 2297 — B
00« ( ) o @ 00« 00«
Der Operator (2.63) erfiillt dann die Superalgebra. Dies rechnet man wie folgt nach.
Zunichst hat man

{Qa, Qp} = {00 — 10° 050, 0 — 16705}
= {00,038} + {00, 070,35} + i{0°050, 05} + {0°050,07 05}

(2.65)

(2.66)

Diese Terme lassen sich nun folgendermaflen vereinfachen. Es gilt {0y, 93} = 0, denn
0a0p(076°) = 0(536° — 5367) = 6365 — 6367, und andererseits
0p0a(076°) = D5(576° — 62,67) = 6765 — 62,67, (2.67)
d.h. 0,03 = —030,.

Ferner ist

{00, 070,5} = (0a07)05 — 0700y + 0705500 = Dap, (2.68)

wobei die modifizierte Produktregel verwendet wurde. Ebenso hat man

{0°050, 05} = Do = Dup und

d ) § (269)
{0°05a, Hyayﬁ} =40 Hyagaaw} + 676 ayga(sa =0.

Eine dquivalente Darstellung ist Qo = % (ao% — i(fy“C)(wQB%).
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Insgesamt gilt also {Qq, Qg} = 2i0,3 = —2P,3, wenn man wie oben P, := —i0y3
setzt.

Die so definierten Differentialoperatoren werden also auf Funktionen wirken, die
von grassmannwertigen Variablen abhéingen. Diese Funktionen sind dann auf dem
Superraum definiert, dessen Einfiihrung noch zur Konstruktion manifest supersym-
metrischer Wirkungen von Vorteil ist. Der Superraum wird nun iiber seine Koordi-
naten eingefiihrt, deren einer Anteil die gewshnlichen Raumzeitkoordinaten z®° sind
(zunéchst einfach fiir den Minkowskiraum) und deren zweiter Anteil grassmannwer-
tige Spinorkoordinaten #¢ sind: 2™ = (27, 6). Wir werden nun ein translations-
invariantes Integral einfithren, fiir das also gilt: [dy(y+1) = [dvy, d.h. [dyl =0.
Wir wihlen noch [ dyy = 1, damit Differentiation und Integration dquivalent sind.
Es gilt namlich wegen 72 = 0 fiir eine beliebige Funktion f(7) = f(0) + ~f’(0), also

/ dyf(y) = / dy1(0) + / dyyf'(0) = £(0), (2.70)

also in Spinorkoordinaten: [df, = 0,. In diesem Kalkiil 148t sich eine explizite
Darstellung der §-Funktion angeben. Bezeichnet man die zwei Spinorkomponenten
als 4+, —, so gilt:

1 1 1
62 := 500 = 5((9+ev+ +070_) = §(e+a%a+ +6070%_)

: (2.71)
= §(i9+9_ —i070T) =610,

d.h. [d*00% = [dfy [dO_i0T0~ = —i. Setzt man nun 6%(f) := i0?, so erhilt man
eine Darstellung der d-Funktion. Zusétzlich kann man noch eine supersymmetrisch
kovariante Ableitung einfiihren, die eine #hnliche Rolle spielt wie die kovariante
Ableitung etwa in Yang-Mills-Theorien. Diese ist im Superraumformalismus gegeben
durch

Dyt = (Dag, Do) = (908, O + i60704-).1° (2.72)

Die Bezeichnung kovariante Ableitung rithrt daher, dafl D, auch die Superalgebra
erfiillt und andererseits mit den Superladungen @, antikommutiert. Dies hat zur
Folge, dafl gewisse Zwangsbedingungen, etwa von der Form D,¢ = 0 eine SUSY-
kovariante Bedeutung haben: D,Qg¢ = —QgDy¢ = 0.

2.2.2 Superfelder und Wirkungen

Ein Superfeld ist definiert als eine Funktion auf dem Superraum. Wie bereits erliutert,
kann man diese beziiglich der grassmannwertigen Variablen in eine abbrechende Rei-
he entwickeln. Man erhélt also

d(x,0) = A(x) + 0%y (2) — 62 F(z). (2.73)

'"Man beachte das im Unterschied zur Darstellung der Superladungen verénderte Vorzeichen.
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Die Koeffizientenfunktionen A, v und F werden dann die Elemente eines Multipletts.
Die Supersymmetrietransformationen ergeben sich durch Anwendung der korrespon-
dierenden Differentialoperatoren iQ:

5p(x,0) = —€(Dn — 10°045)9(, 6)
=: A + 0%01), — O%OF,

und Vergleich entsprechender Potenzen von 6. Durch explizites Ausrechnen bestimmt

(2.74)

man das Transformationsverhalten der Felder unter Supersymmetrietransformatio-
nen. Es gilt:

0p(x,0) = —€*(0n — i@ﬁaaﬁ)(A(x) + 0%po(x) — HZF(x))

(2.75)
= — "o (2) + €20, F () +i€“0° 005 A(x) +i¢70%050, 010 5(x).
Die Transformation der Felder liefit man unmittelbar ab:
0A = —e“Yy ()
0he = —€*(i0ap A(z) + tapF (z)) (2.76)

OF = —ie®d ips(x).

Man verifiziert leicht, dafl die so gefundene Darstellung der Superalgebra abgeschlos-
sen ist, d.h., dal der Kommutator zweier §, angewandt auf eines der Felder des
Multipletts, den Impulsoperator, angewandt auf dasselbe Feld liefert.

Wir kommen nun zur Konstruktion supersymmetrischer Wirkungen. Hierzu sei
bemerkt, dal den Supersymmetrietransformationen Koordinatentransformationen
auf dem Superraum entsprechen. Da man Raumzeitableitungen wegen des Satzes
von Stokes und §-Ableitungen wegen [ dxd?00,f* = f d?’x@ﬁaﬁ 0o f* = 0ignorieren
kann, folgt, dal jedes Superraumintegral

S = /d3xd29f(¢, Dy, ...), (2.77)

das nicht explizit von den Koordinaten abhingt, invariant unter der vollen Alge-
bra ist. Entwickelt man das Superfeld f(x,6) in eine Reihe der 6 und fithrt die
f-Integration aus, so ergibt sich die Wirkung als gewthnliches Raum-Zeit-Integral,
wahrend man die Komponentenfelder durch Projektion erhilt:

A(z) = ¢(2,0) |9=0, Ya(x) = Dad(x,0) |o=0, F(z) = D*¢(x,0) |s=0, (2.78)

denn es gilt etwa
Dad(2,0) |9—0 = (0a + 10°0ap)d(,0) 9o
= G (z) — 50a(8°63)F(z) + i6°0u30(r, 6) lo—o= v (z).

In den néchsten Abschnitten werden wir die einfachsten Félle supersymmetrischer
Wirkungen mit diesen Methoden konstruieren. Es ist zu beachten, dafl diese Vor-
gehensweise ohne Weiteres nur Wirkungen fiir einfache Supersymmetrie (N = 1)
liefern kann, da die @), nur fiir diese Algebra eine Darstellung bilden. Zur Frage,
ob ein Superraumformalismus auch zur Konstruktion erweiterter Supersymmetrie
geeignet ist, kehren wir spéter zuriick.

(2.79)
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2.2.3 Das skalare Multiplett fiir N =1

Wir werden nun eine supersymmetrische Feldtheorie fiir das skalare bzw. das chirale
Multiplett konstruieren. Dieses soll ein reelles Skalarfeld A enthalten, d.h. einen boso-
nischen Freiheitsgrad, so dafl dessen supersymmetrischer Partner auch genau einen
fermionischen Freiheitsgrad hat, d.h. durch einen Majoranaspinor 1, beschrieben
wird. Das chirale Multiplett ist dann von der Form (A, ). Das Superfeld (2.73)
kann zunéchst beliebige komplexe Werte annehmen, d.h. die Komponentenfunktio-
nen werden ebenso komplexwertig. Es miissen also wie oben angedeutet gewisse
Bedingungen an das Superfeld gestellt werden, damit die Zahl der Freiheitsgrade
nicht zu hoch ist. Andernfalls wiirden die Superladungen nicht irreduzibel auf den
Superfeldern operieren. Im Fall des chiralen Multipletts fordert man einfach, daf das
Superfeld reell ist, so daf3 die Komponentenfelder automatisch die richtige Zahl an
Freiheitsgraden haben. (Zum Vergleich: In D = 4 fordert man D¢ = 0, wobei Dy
die SUSY-kovariante Ableitung bezeichnet.) In Analogie zur kinetischen Lagrange-
dichte skalarer Quantenfeldtheorien kann man die folgende Wirkung fiir das skalare
Multiplett ansetzen [12]:

1
Skin = —3 / d3zd*0(Dy )% (2.80)
Durch partielle Integration erhélt man die Komponentendarstellung:
1 1
Skin = 3 / Brd*0pD*p = 3 / d3z9*(pD*¢)
1
=3 / >z D*[¢D*¢] |o=o
(2.81)
1 3 2 12 o 2 212
= 5 [ @a(D?*6D%6 + D*6DaD*6 + $(D?%6)) loo

1

=3 / Pa(F? +i4°0,0bg + ADA),

wobei in der letzten Zeile (2.78) ausgenutzt wurde. Der F-Term ist offenbar nicht pro-

pagierend, da die Bewegungsgleichung F' = 0 ist, so dal das Multiplett tatsdchlich

von der Form (A,1,) ist. Zusitzlich konnen zur Wirkung geeignete Wechselwir-
kungsterme addiert werden: Sy = [ d®zd?0 f(¢) mit der Komponentendarstellung

S1= [ @aD*(0) loa= [ E2(7"(6)(DadP + '(@)D%) lo=g

(2.82)

= [ dals"(a)? + F P

Diese Wechselwirkung kann z.B. einen Massenterm!'! oder einen ¢3- Wechselwir-
kungsterm enthalten: f(¢) = %mgb?’ + %)\qb?’. Hohere Terme werden von der Forde-

"Dje massiven chiralen N = 1 Multipletts haben Spins (0, %), d.h. die Zahl der Freiheitsgrade
ist auch im massiven Fall dieselbe.
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rung nach Renormierbarkeit ausgeschlossen [12].'2 Die gesamte Wirkung ergibt sich
damit zu:

S = [ @oo(-5(Das + gme? + )
X 2 2 6 ) (2.83)
_ /d3x(§(ADA + 0 0 + F2) + m(y? + AF) + NAy? + S APF),

2.2.4 Das Vektormultiplett fiir N =1

Aufgrund der im Anhang A erldauterten Dualitét zwischen Eichvektorfeldern und
Skalarfeldern in D = 3 kann ein Vektormultiplett immer in ein skalares Multiplett,
fiir welches wir schon Wirkungen konstruiert haben, dualisiert werden. Trotzdem
werden wir hier direkt Wirkungen fiir das Vektormultiplett (A4,, A*) selbst angeben,
und dabei die wesentlichen Ergebnisse aus [12] zur Konstruktion supersymmetrischer
Wirkungen mittels des Superraumformalismus zusammenfassen.

Obwohl die Zahl der Freiheitsgrade dieselbe sein muf3 wie fiir das chirale Multi-
plett, werden wir hier ein komplexes Superfeld zugrundelegen, da die Eichinvarianz
die zusétzlichen Komponenten des Superfeldes eliminieren wird. Dieses Superfeld
transformiert sich unter einer konstanten Phasentransformation geméfl

o — ¢ =",

_ _ N (2.84)
$6—9 =,

wobei K = const. Die freie Lagrangedichte |D¢|? ist offenbar invariant unter dieser
Transformation. Mochte man dies zu einer lokalen Invarianz, d.h zu Eichinvarianz,
erweitern, so ist es wie iiblich notwendig, ein Eichfeld I',, einzufiihren, um die Spi-
norableitung zu einer kovarianten zu machen:

Dy — Vo = Dy FiTa. (2.85)

Fordert man noch, daf§ sich das Eichpotential geméfl 6I'y, = D,K transformiert,
wobei K nun ein reelles Superfeld ist, so sind alle beteiligten Ausdriicke kovariant,
auBerdem gilt V/, = ¢’XV,e~*%. Damit ist dann |V¢|? eichinvariant. Im raumzeit-
lichen Anteil taucht wie in konventioneller Eichtheorie ebenfalls ein Eichzusammen-
hang in vektorieller Form I',3 auf:

0o — Vg = Oup — ilap, (2.86)

wobei 0I'ng = 0,3K und ebenso V’aﬁ = eiKVage_iK. 'y und T3 kénnen nun als
Komponenten einer Super-1-Form I'y = (I'y,I4p3) aufgefaBt werden. Das Super-

2Daraus, daB f dxf (¢) dimensionslos sein muB, folgt, daB f Massendimension 3 haben muf:
[f] = 3. Also ist auch [m¢?] = 3, d.h. [¢] = 1. Daraus folgt [A¢®] = 3, also [A\] = 0, d.h. die Kopp-
lungskonstante ist dimensionslos, wahrend fiir Theorien hoherer Ordnung die Kopplungskonstante
eine negative Massendimension hétte.
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Eichfeld I' = T'(x, 6) ist so wie oben ein Feld auf dem Superraum, und die Kompo-
nenten enthilt man ebenso durch Projektion:

1 1
Xa =Ta |0:0 , B= §Dara |0:0 s Vaﬁ = _§D(Oérﬁ) |9:0

1 (2.87)
Ay = §DﬁDaF5 lo=0,
wahrend man durch Projektion der vektoriellen 1-Form erhélt:
Wap =Tag lo=0 » pp = DTap lo=o0, (2.88)

Yapy = D(alpy) lo=o und Top = D*Tag Jo—o -

Es ist zu bemerken, daf3 die Komponentenfelder y und B aufgrund der Eichinvari-
anz (2.84) wegtransformiert werden konnen. Dies ist die sogenannte Wess-Zumino-
Eichung.

Es ist zweckméfig, anstatt des Superfeldes I'3 die folgende Ableitung zu betrach-
ten: (Fiir weitere Details siche [12])

1
W, = §DﬁDaF5. (2.89)

Man kann nun folgende Wirkung konstruieren:
1 3.2 2 1 3 21 8 2
S = ? d’xd“OW* = g_2 d’zd 6’(§D D,I'p)*. (2.90)
Diese kann man wie in (2.78) in Komponentenfelder darstellen.

1 1 1
S == / BxD*W? = 72 / dBx[WeD*W,, — i(DaWﬁ)(DaWﬁ)] lo—o

g T . (2.91)
= g_Q/d x[)\%‘ang — §faﬁfaﬁ],

wobel fog = DoW3 |g=o die Feldstérke bezeichnet.

Von vergleichbarer Bedeutung neben der eben konstruierten supersymmetrischen
Yang-Mills-Wirkung ist in D = 3 die Chern-Simons-Wirkung. (Zur Definition sieche
3.2.) Fiir den abelschen Fall ergibt sich die supersymmetrische Erweiterung aus den
oben definierten Superfeldern I'* und W, gemé$ [12]

1 3, 12T

Die Komponentendarstellung enthéilt dann nidmlich die Kombination
/ PxV0,,Vy, (2.93)

die gerade die Koordinatendarstellung der abelschen Chern-Simons-Form (3.9) ist.
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2.2.5 Supersymmetrische Wirkungen fiir N = 2

Wie wir weiter oben festgestellt haben, ist die Superraumkonstruktion problematisch
bei der Formulierung supersymmetrischer Feldtheorien mit mehr als einer Superla-
dung (N > 1), da es dann i.d. Regel nicht mehr klar ist, wie die Bedingungen an die
Superfelder auszusehen haben. Im Falle D = 3, N = 2 kinnten wir aber die Aqui-
valenz zur N = 1 Supersymmetrie in D = 4 ausnutzen. Man kann einen zweiten
Satz fermionischer Koordinaten §¢ einfithren und diesen dann zweckméfBigerweise
mit den anderen Grassmannvariablen zu komplexen Spinoren zusammenfassen. Der
Superraum wird dann durch Koordinaten 2™ = (z#, Ha,ga) beschrieben, wobei die

0 und die 6" nun einem vierdimensionalen Sinne Weylspinoren sind. (Diese Kon-
struktion ist gewissermaflen die Umkehrung derjenigen im vorigen Abschnitt, wo
die Weylspinoren in D = 3-Majoranaspinoren zerlegt wurden.) Der Superraum ist
dann vollkommen identisch zum N = 1 Superraum in D = 4 und man kénnte die
Bedingungen an die Superfelder (Dy¢ = 0 fiir das chirale Multiplett und VT = V
fiir das Vektormultiplett) direkt iibernehmen. Da also klar ist, dal man hierdurch
genau dieselben Wirkungen erhalten wiirde wie in D = 4, kann man stattdessen
die dreidimensionalen Analoga direkt durch dimensionale Reduktion konstruieren.
Wir werden uns dabei von folgender Grundidee leiten lassen: In der hier gew#hlten
Spinordarstellung kann man die 2-Richtung auf lorentzinvariante Weise als identisch
Null annehmen und die in D = 4 lebenden Objekte der Weylspinoren auf ebenso
lorentzinvariante Weise in Real- und Imaginérteil zerlegen. Besteht nun eine super-
symmetrische Feldtheorie in D = 4 etwa aus einem komplexen Skalarfeld und einem
Weylspinor, so kann man diese Theorie wie folgt auf D = 3 dimensional reduzie-
ren. Fordert man, daf} sich alle Objekte nur unter (Darstellungen) der Untergruppe
SL(2,R) transformieren und dafl alle Funktionen unabhingig von 2 sind, so liefert
ein Weylfermion zwei reelle Diracfermionen in D = 3 und ein komplexes Skalarfeld
zwei reelle Skalarfelder. Reduziert man einen Vektor, so ergeben sich ein Vektor
und ein weiterer Skalar. Dieser neue Skalar entsteht aus der 2-Komponente des
urspriinglichen Vektorfeldes in D = 4. Ebenso lassen sich die Supersymmetrietrans-
formationen auf dem Niveau der Felder bestimmen. Es ist dann unmittelbar klar,
daf die resultierende Feldtheorie supersymmetrisch ist. Dieses Verfahren werden wir
nun auf das skalare Multiplett in D = 4 anwenden: Die freie Wirkung ist

S = / d*z(i0, 05" + A*OA + F*F), (2.94)
wobei die Supersymmetrietransformationen gegeben sind durch
5eA = V269
et = iV20™MED A + V2EF (2.95)

0eF = i/ 266 Db
Hierbei bezeichnen lateinische Buchstaben aus der Mitte des Alphabets m, n, ...

= 0,1,2,3 Vektorindizes in D = 4. Im folgenden kennzeichnen griechische Buch-
staben u, v, ... = 0,1,3 die dimensional reduzierten Vektorindizes in D = 3. Da
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1 ein komplexer Weylspinor ist, werden wir ihn in ¢ = 1 + )9 zerlegen, ebenso
den Parameter £, den man formal als konstanten Weylspinor auffassen kann. Um
die zweifache Supersymmetrie in D = 3 manifest zu machen, werden wir in den
SUSY-Transformationen auch die komplexen Skalarfelder in Real- und Imaginérteil
zerlegen. Man erhélt fiir den kinetischen Term des fermionischen Feldes:

L =100, (1 — ih2)T" (Y1 + itho)

= (2.96)
= (Dutb2)T 1 — (0ut1) T ba + 0 > (0uthi) (@),
i=1
wéhrend fiir die Transformationen mit £ =: n 4 i¢ folgt:
0eA = V26 = V2(1 +iC) (¢ + i¥p) 2.97)

= V21— C¥2) + V2002 + G-

Dies ist dquivalent zu zwei Supersymmetrietransformationen mit reellen Parametern,
die auf zwei reelle Skalarfelder wirken, denn die Invarianz mu#f fiir beliebige & gelten,
insbesondere fiir reelle oder rein-imaginére. Man erhélt

Sy A1 = V2, 6c AL = —V2(s

Sy Az = V2impa, ¢ As = V2 1. (299
Auf dieselbe Weise erhélt man die weiteren SUSY-Transformationen:
Sph1 = —V2(notd, Ay — nF1), deibr = V2(Cotd, A1 — CF) (2.09)
Oytbr = V200" 0 +0Fy), dctby = —V2(Co DAz — CFY),
und ebenso fiir das Hilfsfeld F' = F; + iF5
O = R, B = VRO (2.100)

Sy Fy = V205" 0,1ba, 5 Fa = V2" 0)1bs.

Die Wirkung, die unter all diesen Supersymmetrietransformationen invariant ist, ist
nach obigem gegeben durch

S = / P 2((Bp) T b1 — (Bp1)7" s
2 (2.101)
+iy (9u0:) (@) + A'TA+ F°F),
=1

wobei man sich die kinetischen Terme fiir A und F' auch in Real- und Imaginérteil
zerlegt denken kann. Es folgt nun unmittelbar aus der Supersymmetrie der skalaren
Wirkung in D = 4, dafl auch diese invariant ist unter den hier angegebenen Transfor-
mationen. Ebenso ist klar, dafl die angegebenen Transformationen eine Darstellung
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der Superalgebra bilden, d.h. insbesondere, dafl die Kommutatoren abgeschlossen
sind.

Auf vollkommen analoge Weise kann man so beliebige supersymmetrische Wir-
kungen in D = 4 dimensional reduzieren, um so N = 2 Wirkungen in D = 3 zu
erhalten. Fiir eine supersymmetrische Eichtheorie in 3 + 1 Dimensionen findet man
dies etwa in [13] explizit durchgefiihrt.

Eine global supersymmetrische N = 2 Erweiterung der Chern-Simons-Wirkung
kann man jedoch nicht durch dimensionale Reduktion konstruieren, denn die Chern-
Simons-Theorie ist so nur in D = 3 definiert. Solche Erweiterungen findet man fiir
N =2 und N = 4 in [14]. Diese sind etwas lédnglich, und da wir die Supersymmetri-
sierung spéter nicht mehr benstigen'®, werden wir sie hier nicht wiedergeben.

13Man beachte, daB aufgrund des Umstandes, da8 ein Chern-Simons-Feld nicht-propagierend ist
(Abschnitt 3.2), eine solches ohne supersymmetrische Erweiterung zu einer ansonsten supersymime-
trischen Theorie hinzugefiigt werden kann, ohne die Supersymmetrie zu verletzen, sofern sich die
propagierenden Felder nicht in das Chern-Simons-Feld transformieren.
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Kapitel 3

Supergravitation in D = 3

3.1 Reine Gravitation und Supergravitation

Der Unterschied zwischen klassischer Gravitation, d.h. allgemeiner Relativitdtstheo-
rie, in vier und drei Dimensionen ist auffilliger als man zunéchst vermuten wiirde.
Dies hingt damit zusammen, dafl das Gravitationsfeld in D = 3 keine physikalischen,
d.h. propagierenden Freiheitsgrade hat und damit eine rein topologische Theorie ist.
Freie Losungen der Einstein-Feldgleichungen kénnen also nicht so etwas wie Gravita-
tionswellen beschreiben. Der Riemannsche Kriimmungstensor ist in D = 3 ndmlich
dquivalent zum Ricci-Tensor, denn es gilt die Relation

1
R,uupa = g,upRl/o - g,uURup - gupR;w + guoR,up - 5(9#/)91/0 - g,uU.gl/p)R- (31)
Aus der FEinstein-Gleichung bei verschwindender kosmologischer Konstante in der
Form
Ry = 6T — 9uwT,] (3.2)

folgt fiir den Vakuum-Fall T}, = 0 also das identische Verschwinden des Riemann-
Tensors. Die Raumzeit ist bei Abwesenheit von Materie also lokal flach, kann also ins-
besondere keine ebene Welle darstellen [15]. Um eine dynamisch nichttriviale Theorie
zu erhalten, kann man Materie an die Theorie koppeln, d.h. einen nichtverschwin-
denden Energie-Impuls-Tensor wihlen. So sind die Losungen der Feldgleichungen bei
Anwesenheit von Punktmassen ebenfalls lokal flach, beinhalten aber eine konische
Singularitét am Ort der Punktmasse [16]. Dies bedeutet, dal die Raumzeit einen
flachen Kegel darstellt. Will man den raumartigen Anteil als den R? auffassen, so
sind aus diesem also ein bestimmter Winkel zu entfernen und die Punkte entlang der
verbleibenden Kanten miteinander zu identifizieren. Dieses Phénomen ist fiir Super-
gravitation in D = 3 von gewissem Interesse, und wir werden daher im né&chsten
Abschnitt kurz hierauf zuriickkommen.

Eine andere Moglichkeit, eine nichtflache Metrik zu erhalten, besteht darin, ei-
ne nichtverschwindende kosmologische Konstante A zu wéhlen. Die Raumzeit wird
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dann im Vakuum-Fall bzw. im Grundzustand maximal symmetrisch sein und ei-
ne konstante Kriitmmung haben. (Trotzdem ist das Gravitationsfeld nach wie vor
nicht-propagierend.) Die Einstein-Gleichung lautet

R, — %ng, + Ag =0. (3.3)
Eine Losung ist also gegeben durch die Metrik, die
R, = 2Ag,, und damit R = 6A (3.4)
erfiillt. Mit (3.1) folgt damit schon der Riemannsche Kriimmungstensor:

Ruypa = A(gupgua - gpugua)- (35)

Ist A = 0, so gewinnen wir den Minkowski-Grundzustand zuriick, ist A < 0, so haben
wir einen Anti-deSitter-Grundzustand und fiir A > 0 einen deSitter-Grundzustand.
Die Anti-deSitter-Raumzeit ist gegeben durch S' x R? und hat die Isometriegrup-
pe SO(2,2), wihrend die deSitter-Raumzeit R x S? ist und die Isometriegruppe
SO(1,3) hat.

Wir behandeln nun reine Supergravitation, die auf einer sehr einfachen Grundi-
dee basiert: Wie fiir jede Symmetrie in der Physik liegt es auch bei Supersymmetrie
nahe, zu fragen, ob man diese eichen kann, d.h., ob diese auch in einer lokalen Ver-
sion realisierbar ist, in der die (hier spinoriellen) Transformationsparameter beliebig
von der Raumzeit abhéingen. Da die Superalgebra (2.2) aber als Unteralgebra die
Lie-Algebra der Poincaregruppe enthilt, mufl diese notwendigerweise auch geeicht
sein. Die allgemeine Relativitdtstheorie wird aber fiir gewShnlich als Eichtheorie
eben dieser Poincaregruppe interpretiert, da die Generatoren P, in (2.2) in einer
lokalen Transformation die Diffeomorphismen erzeugen. Eine Eichtheorie der Su-
peralgebra muf also notwendigerweise die allgemeine Relativititstheorie enthalten.
In D = 4 enthilt im lokalen Fall also mindestens ein Supermultiplett ein Spin-2-
Feld, welches das Gravitationsfeld mit zwei bosonischen Freiheitsgraden darstellt.
Hier sind die masselosen N = 1 Multipletts von der Form (\g, Ao + %), wobei Ag
die Helizitdt bezeichnet. Die Multipletts (%, 2) und (-2, —%) bilden also zusammen
das Gravitonmultiplett, d.h. bei einfacher Supersymmetrie hat das Gravitations-
feld einen Spin—%—Par‘cner mit zwei fermionischen Freiheitsgraden. Dieses sogenann-
te Rarita-Schwinger- oder Gravitino-Feld tragt als Spin—%—Feld drei Spinorindizes'
bzw. einen Vektorindex und einen Spinorindex (“Vektor-Spinor”), der fiir gewohn-
lich unterdriickt wird. In drei Dimensionen stellt sich die Situation etwas anders
dar: Das Gravitationsfeld selbst hat keine Freiheitsgrade, sein fermionischer Partner
also ebensowenig. Die Konstruktion der Multipletts in Kap. 2 hilft uns also nicht
bei der Bestimmung des fermionischen Partners, schlicht deswegen nicht, da die
Multipletts sich nur auf propagierende Freiheitsgrade beziehen. Man kann aber die

!Siehe Anfang Abschnitt A.3.
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Analogie zum vierdimensionalen Fall ausnutzen, um wie im Fall reiner Gravitation
eine Supergravitationswirkung zu formulieren, wobei wieder ein Vektor-Spinor als
fermionischer Partner angenommen wird. Die supersymmetrische Erweiterung der
Einstein-Hilbert-Lagrangedichte lautet dann

1. o a —I
Lsuara = — 5" {¢] Rypa + AVRTS (3.6)

wobei hier w' := % abcwubc das flache D = 3-Hodge-Dual des Spin-Zusammenhangs
wzb bezeichnet. Mit diesem wird die kovariante Ableitung in Spinordarstellung wegen

(A.77) zu

] 1
Vu=0,+ §w,fb’)’ab =0y + §wlffya. (3.7)

Ebenso ist R, 4 1= %Eabchﬁ, so daf} der erste Term tatsdchlich der iibliche Einstein-
Hilbert-Term %R ist. Ferner kennzeichnet I = 1,..., N eine beliebige Zahl an Gravi-
tinos. Die Wirkung (3.6) ist dann invariant unter den N (lokalen) Supersymmetrie-

transformationen [9]

1
5€eﬂa = §€I'Yawfu
Sl = Vel

(3.8)

Die durch (3.6) gegebene Wirkung ist ebenso topologisch wie klassische Gravitation.
Die Gravitonmultipletts sind also in einem formalen Sinne von der Form (ez,qbft),
wobei I =1, ..., N fiir N-fache Supersymmetrie steht.

Es gibt eine Besonderheit bei lokaler Supersymmetrie in D = 3, die mit der Exi-
stenz der im vorigen Abschnitt erlduterten konischen Singularitéiten zusammenhéngt.
Die in Kap. 2 bewiesene Bose-Fermi-Entartung tritt hier ndmlich nicht notwendi-
gerweise auf. Dies sei hier aus folgendem Grund erwidhnt: Nach einem Ansatz von
Witten [17] im Zusammenhang mit Supergravitation in D = 3 konnte dies hel-
fen, den Wert der kosmologischen Konstante dadurch zu erkldren, daff man die
Supersymmetrie als ungebrochen annimmt. Die damit iiblicherweise einhergehende,
phénomenologisch inakzeptable Bose-Fermi-Entartung, kénnen wir so also umgehen.
Die zum Beweis dieser Entartung notwendigen globalen Superladungen existieren in
einer Geometrie mit konischen Singularitéten nicht, denn in einer solchen gibt es
keine kovariant-konstanten Spinoren. (Dies zeigt man dadurch, da man annimmt,
es gibe solche Spinoren und diese um eine solche Singularitit paralleltransportiert;
aufgrund der Notwendigkeit gewisse Kanten miteinander zu identifizieren, erhélt
man einen Widerspruch [19]). Nimmt man an, daf unsere Welt durch den starken
Kopplungslimes einer dreidimensionalen Theorie beschrieben wird, so kann man Ei-
genschaften, die sich gut durch ungebrochene Supersymmetrie erkliren lassen - wie
vielleicht den Wert der kosmologischen Konstante -, auch genauso erkléren [18].
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3.2 Chern-Simons-Theorie

In D = 3 existiert neben der altbekannten Yang-Mills-Wirkung noch eine weitere
eichinvariante kanonische Wirkung, die fiir uns im folgenden von Bedeutung sein
wird. Diese Chern-Simons-Wirkung erhélt man im allgemeinen als aus einem Eich-
feld konstruierte 3-Formen, welche durch Integration iiber 3-dimensionale Mannig-
faltigkeiten sofort als Wirkung interpretierbare skalare Groflen liefern und damit
gerade fiir Theorien in drei Dimensionen von besonderer Bedeutung sind. Fafit man
das zugrundeliegende Vektorfeld als Lie-Algebra-wertige 1-Form A auf, so lautet die
Wirkung

2
S:/Tr(A/\dA—i—gA/\A/\A), (3.9)

wobei Tr generisch fiir eine beliebige quadratische Form auf der Lie-Algebra der
Eichgruppe steht. (3.9) ist im folgenden Sinne eine rein topologische Theorie: In
D = 4 sei F die Kriimungs-2-Form des Zusammenhangs A, dann ist Tr(F A F) =
Tr(F, x F*) eine topologische Dichte in dem Sinne, daf8 das Integral hieriiber eine
topologische Invariante des zugrundeliegenden Biindels liefert. (Fiithrt man dieses
Integral etwa fiir ein SU(2)-Biindel iiber S* aus, so erhiilt man die 2. Chern-Zahl des
Biindels [20].) Gleichzeitig ist Tr(FAF) geschlossen, d.h. lokal exakt, Tr(FAF) = dw,
wobei die 3-Form w gerade durch die Chern-Simons-Dichte gegeben ist:

w=Tr(A/\dA+§A/\A/\A). (3.10)

Diese transformiert sich unter Eichtransformationen in eine totale Ableitung und
liefert damit eine eichinvariante Theorie. Ein nur durch einen Chern-Simons-Term
beschriebenes Eichfeld hat aufgrund dieses topologischen Charakters keine physika-
lischen Freiheitsgrade.

Es sei hier erwihnt, dal man klassische Gravitation in D = 3 als eine Poincare-
Eichtheorie mit einer Chern-Simons-Wirkung auffassen kann [21]. Ebenso kann man
Chern-Simons-Supergravitation betrachten [22].

3.3 Geeichte Supergravitation

3.3.1 Nichtlineare Sigmamodelle

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, sind sowohl klassische Gravitation als
auch ihre lokal supersymmetrische Erweiterung in 2+1 Dimensionen bei Abwesenheit
von Materie rein topologisch, d.h liefern keine propagierenden Freiheitsgrade und
sind damit dynamisch trivial. Eine M6glichkeit hieraus eine dynamisch nichttriviale
Theorie zu konstruieren, besteht darin, die Theorie an nichtlineare Sigmamodelle zu
koppeln. Diese bestehen aus einer gewissen Zahl an Skalarfeldern ¢, i = 1, ...,d, die
man an jedem Raumzeitpunkt als Koordinaten einer “internen” Mannigfaltigkeit,
der Skalarmannigfaltigkeit (oder auch “Target space”), auffassen kann. Die Felder
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liefern also eine Abbildung

¢o: M — M

von der Raumzeit M in die Skalarmannigfaltigkeit M, welche lokal hierdurch defi-
niert werden kann. Zur Konstruktion der kinetischen Terme fiir die Skalarfelder stat-
tet man die Skalarmannigfaltigkeit mit einer i.a. nichtflachen Riemannschen Metrik

aus (daher die Bezeichnung nichtlinear) und erhlt eine Wirkung der Form?
1 o
L£=-59ii(4)9"" 049" 00 ¢’ (3.11)

Mochte man diese global supersymmetrisieren, so mufl man wie iiblich fermionische
Partner x%, i = 1,...,d, einfithren, und man erhilt fiir skalare N = 1 Multipletts
(¢%,x*) die Wirkung [23]
1 v % j 1 =t j 1 —t i—k l

L= -59i(9)9" 040" 00" = 591 (DX V' Vyux? — G RijiaX V" XX ux’s - (3.12)
wobei V,x' = 9,x' + F;kautﬁj x* die beziiglich g;;(¢) kovariante Ableitung und
R;j; den korrespondierenden Riemannschen Kriimmungstensor bezeichnet. Fordert
man nun etwa hohere Supersymmetrie (N > 1), so stellt man fest, dafl sich dies
nicht fiir beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeiten realisieren 148t, sondern nur fiir
solche, die zusétzlich eine Kéhlerstruktur tragen [9, 11]. Entsprechend werden die
geometrischen Bedingungen bei hoherer Supersymmetrie immer restriktiver, so dafl
M etwa fiir N = 3 eine quaternionische Kéhler-Mannigfaltigkeit sein muf} oder fiir
N = 4 eine Hyper-Kéhler-Mannigfaltigkeit. Fiir N > 5 gibt es sogar jeweils nur eine
mogliche Skalarmannigfaltigkeit, und es existieren keine Modelle fiir N > 16. (Fir
weitere Details siehe [9].) Im folgenden werden uns hauptséchlich die Fille N = 1,2
interessieren.

Wir kommen nun zur Ankopplung dieser Theorie an Supergravitation, zunéchst
fiir beliebiges N. Dies ist in [9] und [23] ausfiihrlich dargestellt, und wir werden hier
aus Griinden der Vollstédndigkeit die wesentlichen Ergebnisse zusammenfassen. Fiir
N > 2 besitzt die Skalarmannigfaltigkeit komplexe Strukturen, die wir mit f};.j(qﬁ),
P =2,...,N, bezeichnen und die in den sogenannten superkovarianten Ableitungen
vorkommen:

3 i i Lo i TP\ j
0u9" == 0u9" — 5(5]'% + ijwﬂ X (3.13)
Die fp erfiillen auflerdem eine Cliffordalgebra
ijkfgj + fé}kf]]gj = _25PQ5§‘7 (3.14)

so daB wir aus ihnen N(N — 1) Generatoren von SO(N) iiber fF@ = fIP fQl
und f1¥ = —fP1 = P konstruieren kénnen. Damit diese komplexen Struktu-
ren nicht explizit auftauchen, werden wir wie in [23] folgende Notation einfiihren:

2Im folgenden werden wir die metrischen Tensoren auf der Raumzeit und der Skalarmannigfal-
tigkeit nur durch lateinische und griechische Indizes unterscheiden.
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P (Xi,fpijxj), wobei I = 1,..., N. Nutzt man die im vorigen Kapitel angege-
bene Wirkung fiir Supergravitation und koppelt diese an die Wirkung (3.12) fiir
nichtlineare Sigmamodelle, so ergibt sich:

1. —I
L=— izsﬂyp(e“aR,,pa +1, D))

1 o L .
— 599" 0400’ + N XA D, X"

1 . L
+ 569X VY U (0u ) + 0y ) (3.15)

1 o
@eN 2(3(gi X" ") = 2(N = 2)(g;; X" v*x*7)?)

- ﬁeN_szjle Lyax@ 5™ yaxt

wobei die kovarianten Ableitungen durch

D,k = (B + Gl + QI ], nd
(3.16)

DX = (0, + ;w,ﬂa)xu + 0, ¢ (T kx T4 Q]UXZJ)
gegeben sind. Qi] 7 bezeichnet die durch I, J indizierten zu den < korrespondieren-
den sogenannten Kéhler-Zusammenhénge auf der Skalarmannigfaltigkeit. (So erhilt
man etwa fiir N = 2 genau einen Kéhler-Zusammenhang Q12 Q; = %i@i[( , wenn
K das Kéhler-Potential ist. Die Bedeutung der Bezeichnung Zusammenhang wird
in Kiirze erklirt.). Hierbei ist die Wirkung (3.15) invariant unter den Supersymme-
trietransformationen

1
de,' = —Elyai/)ﬁ,

2
), = Dye' — 6¢'Qf il — gux”v”x Ve,
1, (3.17)
5¢Z = §E XZ )
X = (0" = f) o 0u €l — 3 (D + QX
wobei nun gilt:
3 i i A= i
0’ = 0ud’ — S, L Dyl = (0, + wﬂa)e +0,6'Q17 €. (3.18)

3.3.2 Geeichte Isometrien

Wie wir in Abschnitt 3.1 diskutiert haben, ist Supergravitation die Eichtheorie der
Superalgebra, d.h die eben konstruierte Theorie ist automatisch eine Eichtheorie.
Zusétzlich kann man solche Theorien aber noch einer weiteren Eichung unterwerfen.
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Hierzu nehmen wir an, dafl auf der Skalarmannigfaltigkeit M gewisse Isometrien
existieren, d.h. Transformationen, die die Metrik invariant lassen. Dies impliziert
die Existenz eines Killing-Vektorfeldes X7, welches die Isometrien erzeugt und fiir
das gilt V; X; +V,;X; =0 bzw. Lxg;; = 0, wenn Lx die Lie-Ableitung in Richtung
des Vektorfeldes bezeichnet.® (Man erinnere sich daran, daf man die Menge der
Killing-Vektorfelder als Lie-Algebra der Isometriegruppe auffassen kann.) Die von
diesen erzeugten Transformationen sind dann Transformationen der Skalarfelder, die
die Wirkung (3.12) invariant lassen, denn diese enthélt nur GréBen, die sich aus der
Metrik gewinnen lassen. Will man dies zu einer Symmetrie der ganzen Supergravita-
tionswirkung (3.15) erweitern, so mufl man gegebenenfalls eine SO(NN) Rotation der
Spinorfelder zulassen, deren infinitesimale Erzeugende mit S/ (X, ¢) bezeichnet sei-
en. Sind diese Transformationen nun mit der Metrik und den komplexen Strukturen
in dem Sinne vertraglich, dafl

Lxgi; =0,
LxQ!” + DS (¢, X) =0, (3.19)
Lxfl — 25K (6, X)) =0,

gilt, so ist (3.15) invariant unter den kombinierten Transformationen

36" = X*'(¢),
sy, = S (6, X)), (3.20)
5Xi] — X]Ia]Xz + SIJ((b,X)XiJ.

Da eine Transformation auf der Skalarmannigfaltigkeit zunédchst keinen Bezug zur
Raumzeit hat, stellen solche Transformationen also eine globale Symmetrie dar. Es
ist nun moglich, diese Symmetrie wie {iblich zu eichen, d.h. eine explizite Abhéngig-
keit der Transformationsparameter von der Raumzeit zuzulassen. Es wird damit
notwendig zu jeder der Isometrien Xﬁl (A indiziert die verschiedenen Isometrien) ein
Vektorfeld A4, als Eichfeld einzufiihren und dieses minimal an die Theorie zu kop-
peln. (Zu der Frage, warum wir kein ganzes Vektormultiplett hinzufiigen miissen,
kehren wir gleich zuriick.) Da etwa fiir N = 2 die Vektorfelder Xf;ﬁi + Xﬁ(} die
Generatoren der Eichgruppe bilden, lautet die kovariante Ableitung

Du¢j = 5u¢j + g@ABAAu(Xﬁaai + X50)¢ = au¢j + g@ABAAMXJij (3.21)

denn 9; und 8; bezeichnen die komplexe Differentiation nach ¢ bzw. az. O4B ist eine
konstante, symmetrische Matrix, die neben g die Kopplung bestimmt. Entsprechend

definiert man die Wirkung dieser kovarianten Ableitung auf Spinorfelder:

Dyl = Vol + 0,6'QH ;) + 9048 A, PL v, (3.22)

3Da M fiir N = 2 eine komplexe Kéhler-Mannigfaltigkeit ist, ist das Killing-Vektorfeld in diesem
Fall holomorph, d.h. es gilt 8:X? =0 und ViXJf- + V;Xi =0.
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und analog fiir DHXH , wobei

P (¢, X) = X7Q}7(¢) + 8" (¢, X) und

3.23
Py =P (¢, X2). (3.23)

Dieser Ausdruck ist antisymmetrisch in I, J, d.h. fiir den Fall N = 2 reduziert sich
dies auf die sogenannte Impulsabbildung Py = 73}12, die man gleichzeitig aus der
aufgrund der Killing-Gleichung (3.19) integrablen Relation

7

2gﬁXf4 (3.24)

0jPa =
bestimmen kann. Es sei an dieser Stelle noch einmal auf die Bedeutung der ver-
schiedenen kovarianten Ableitungen hingewiesen. Im folgenden bezeichnet V, die
kovariante Ableitung nur beziiglich der Raum-Zeit, D, dieselbe, jedoch zusétzlich
Kahler-kovariant und D,, die kovariante Ableitung aufgrund der Eichung der Iso-
metrien. Wie in [23] im Detail ausgefiihrt, fithrt diese Ankopplung dazu, dafl die
Wirkung (3.15) nicht mehr invariant unter den Supersymmetrietransformationen
ist. Es wird damit notwendig, einen kompensierenden Term einzufiihren, der, wie
sich herausstellt, auf die Form einer Chern-Simons-Wirkung (siche Abschnitt 3.2)
gebracht werden kann, d.h. die Wirkung wird um die Kopplung

1
Los = gigg“”pAAuFBVp@AB (3.25)

erweitert. Ferner muf} eine Supersymmetrievariation der Vektorfelder der Form

5 Ay = 2Py le’ + g Xax'Te! (3.26)
eingefiihrt werden, aufgrund derer zur Kompensation ein zusétzlicher Yukawa-Kopp-
lungsterm in der Wirkung auftauchen mufl. Dieser ist gegeben durch
1 —I —7 . 1 T
Ly = Seg AT Y, "0 + egAg v, "7 + Seg A, (3.27)
wobel wir explizite Ausdriicke fiir die Massen Tensoren A;, Ao und Az fiir N = 2
spéter angeben werden. Zusétzlich erfahren die Fermionen-Variationen (3.17) fol-
gende Modifikation.

3, = Dulw, Q)e’ + g AT yue”

1 L g
ox'" =S (0" = f1) oy 0u¢’e” — gNgH Az’

(3.28)

Man mag nun folgende Fragen stellen: Warum wurde kein ganzes Vektormultiplett
zu der Theorie hinzugefiigt und wieso enthiilt die Wirkung nur den topologischen
Chern-Simons-Term und nicht etwa einen gewthnlichen Yang-Mills-Term, wie man
das von einer Eichtheorien erwarten wiirde? Diese beiden Fragen sind verwandt,
denn ein Yang-Mills-Vektorfeld ist dynamisch, d.h. um die Supersymmetrie nicht zu
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verletzen, miifite ein vollstdndiges Vektormultiplett hinzugefiigt werden, insbesonde-
re also weitere ‘Spin—%’—Fermionen7 die dann nicht mehr zu den geometrisch besser
verstandenen Skalarfeldern ¢* gehoren. Ferner gibt es in D = 3 eine on-shell-Dualitét
zwischen masselosen Skalaren und masselosen Vektorfeldern (siche: Anhang A), d.h.
man hat eine Freiheit hinsichtlich der Wahl der propagierenden Freiheitsgrade. Man
kann eine supersymmetrische Theorie entweder durch Vektormultipletts oder durch
skalare Multipletts ausdriicken. Und in der Tat kann man diese Freiheit ausnut-
zen, um zu zeigen, dafl i.a. Yang-Mills-Eichtheorien und Chern-Simons-Eichtheorien
(kurz: Yang-Mills-Eichung und Chern-Simons-Eichung) #quivalent sind, wenn man
eventuell von einer halb-einfachen zu einer nicht halb-einfachen Eichgruppe iiber-
geht [24]. Wir werden spéter an einem Beispiel sehen, dafl ein reines Chern-Simons-
Fichfeld durch Redualisierung in ein propagierendes Vektorfeld mit einem Yang-
Mills-Term und einen Chern-Simons-Term transformiert werden kann. Je nach dem,
in welchem Bild man arbeitet (Chern-Simons oder Yang-Mills) ergeben sich unter-
schiedliche Multipletts, insbesondere auch fiir das Gravitationsmultiplett. Dieses aus
hoheren Dimensionen unbekannte Phénomen der Mehrdeutigkeit des Gravitations-
multipletts hingt mit seinem nicht-propagierenden Charakter zusammen, denn das
Hinzufiigen neuer Felder wird nicht a priori von der Supersymmetrie verboten. So
enthélt in diesem Fall der reinen Chern-Simons-Eichung (3.25) das Gravitationsmul-
tiplett das Eichvektorfeld, denn zusétzlich zu den Transformationen (3.28) erzwingt
Supersymmetrie noch, daf sich das Vektorfeld gemif (3.26) transformiert.* In einer
Yang-Mills-Eichung hingegen befindet sich das - nun propagierende - Eichfeld nicht
mehr im Gravitationsmultiplett.

3.3.3 Das skalare Potential fiir N = 2

Die mit Einfiihrung des Yukawa-Kopplungsterms (3.27) modifizierten Supersymme-
trietransformationen (3.28) der fermionischen Felder macht die Einfiihrung eines
skalaren Potentials notwendig, das sich durch die Tensoren A; und Ay wie folgt
ausdriicken 148t [23]:

2 -
eV = 2692(NA{J Al — gAY AGY). (3.29)

Eine notwendige Bedingung dafiir, daf sich die zusétzlichen Terme in der SUSY-
Variation der Wirkung wegheben, ist die quadratische Identitét

L 1 |
2ATCATE = NV Ag Ayt = o7 (AT AT — NgY Az R A, (3.30)
Diese reduziert sich fiir N = 2 und in Matrixschreibweise auf

ALA] — g7 AgiAy; = STr[A1A] — g7 Agi Ay - 1, (3.31)

‘DaB in den Supersymmetrievariationen etwa fiir wi (3.17) auch Felder wie x* vorkommen,
heift nicht, dafl sich diese in einem gemeinsamen Multiplett befinden. Dies ist vielmehr darauf
zuriickzufiithren, dafl man in einer Wess-Zumino-artigen Eichung arbeitet.
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wobei 1 die zweidimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Die Matrix auf der lin-
ken Seite ist also gleich ihrer halben Spur multipliziert mit der Einheitsmatrix. Die
Losung fiir diese Gleichung ist von der Form

AL A] — gijA%Agj =a-1, (3.32)

wobel « eine zunéchst unbestimmte Funktion ist. Aus (3.29) folgt aber, daf§ « pro-
portional zum Potential ist:

g 1
t ) t
A1 A} — g7 AgiAg; = 12 V-1 (3.33)

Wir werden nun A; und As explizit angeben und untersuchen, ob (3.33) erfiillt ist.
Da die Skalarmannigfaltigkeit fiir N = 2 eine Kéhler-Mannigfaltigkeit sein muf}, d.h.
eine komplexe Struktur besitzt, werden wir zu komplexen Koordinaten iibergehen,
fiir welche sich (3.33) auf

— ~ 1
AlAtl . gUAZiA;j _ ngAsz% — @V -1 (334)

reduziert, wobei g;; die Kéhlermetrik bezeichnet. Es ist [23]

Al = _oT§! — K2 < ~Rel dmly >

ImW  ReW (3.35)
= —2T -1+ *?ReW o3 — X/ 2 ImW oy,
sowie [23]
. 1 .
Al = —oT Loy Lkrppy (11
-3 1 4 1 —1 (3.36)

1
= —8,T(1 —02) + ZeK/QDiW(ag +io1).

Hierbei ist T = P,04BPg, wobei die Impulsabbildung P4 in (3.24) definiert wor-
den war. Ferner ist D;W = ;W + (0; K)W die Kéhler-kovariante Ableitung der
holomorphen Funktion W, des sogenannten Superpotentials. Man beachte, dal A;
symmetrisch ist. Damit folgt:

A1 Ay =4T? .1 —4Te%/2(ReW oy — ImW o)
+ X (ReW)202 — ReWImW {03, 01} + (ImW)?o?) (3.37)
=4T? .1 — 4TeX/?(ReW oy — ImWoy) + X |W |2
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Da die Sigmamatrizen hermitesch sind, gilt
= = 1
g A Al = g7 [0 T(1 = 02) + ZeK/ZDiW(Jg +io1)]
1 — .
[~0;T(1 — 02) + ZeK/zDEW(ag — i)
- 1 - _
= g79,T0;T(1 — 03)* — ZeK/Q(l — 03)(03 —io1)g? O, TD;W  (3.38)
1 , -
—ZeK/2(03 +i01)(1 — 02)g" D;W ;T
1 = —
+1—6€K(0'3 + 1'0'1)(0'3 — Z'O'l)gZ]DiWDEW.

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks setzen wir die Identitéten (A.78) und (A.79) in
(3.38) ein, so daf} folgt

ij ij 1 ; ij V4
97 Agi AL =2(1 — 02)g" 0, TO;T — ieK/2(03 —io1)g" ;T D;W

L k)2 N o LKk F 0. W DT (3.89)
— 3¢ (03 +i01)g" D;WO;T + 3¢ (1 +02)g” D;WD;W.
Ferner gilt die Relation [23]
OABXLD,W = 2iW 4B P, (3.40)
wobei fiir das Killing-Vektorfeld wegen (3.24)
X = 2ig79;Pp (3.41)

gilt. Kontrahiert man (3.40) beiderseits mit P4 und benutzt T = P,04BPg, so
erhalt man

PaOABXLDW = 2iPa048 g1 9: P D;W = 2iTW. (3.42)
Andererseits gilt wegen der Symmetrie von 045 auch
0;T = 2P0 9;Pg, (3.43)
also insgesamt
gIDWOT = 2T'W und ¢99;TD;W = 2TW. (3.44)

Fiir die “gemischten” Terme in (3.39) folgt damit

1 - _ 1 =

§eK/2(as —io1)g" ;T D;W + §eK/ *(03 +io1)g” D;W ;T
= T2 ((03 — i0))W + (03 + ic1)W) (3.45)
= 2TeX/?Re|(03 + io1 ) W]

= 2TeK/2(ReWO'3 — ImWO’1),
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was bis auf einen Faktor 2 genau derselbe Term wie in (3.37) ist. Insgesamt erhlt
man

97 Agi AL =2(1 — 02)g" 0, TO;T — 2Te"/*(ReW o3 — TmW o)
1, p o (3.46)
+ 3¢ (1 +02)g" D;WD;W.
Da die Metrik hermitesch sowie o1 und o3 reell sind, erhélt man fiir das hermitesch-
konjugierte ¢/ iA2EA£ j dasselbe Ergebnis, nur mit dem Unterschied, dafl sich vor dem
rein-imaginéren o9 das Vorzeichen umkehrt. Insgesamt ist

A1Ay — 925142@'1425 - gﬂA2jA;; =(4T? + X |W)? - 4gi3(9¢T&jT

1 - L (3.47)
- Zng”DiWDEW)l,
also . . .
A1A1 — gZ]AQiA;E — g]ZAQjA% == 4—92V : 1, (348)
wenn man

- 1 - —
V =2¢*(8T7 + 2" |W|* — 8¢” 9, T0;T — §eK 9" D;WD;W) (3.49)

setzt. Man sieht, dafl die quadratische Identitét erfiillt, d.h. die linke Seite von (3.48)
proportional zur 1 ist, und hat iiberdies die allgemeine Form des skalaren Potentials
fiir geeichte N = 2 Supergravitation in D = 3 bestimmt.

Wir kénnen die Bezeichnung Zusammenhang fiir die Gréflen 9; K sowie die Not-
wendigkeit, die Kéhler-kovariante Ableitung fiir N > 2 einzufiihren, nun verstehen.
Das Kéhlerpotential ist durch die Metrik nicht vollkommen festgelegt, denn eine
sogenannte Kéahler-Transformation

K— K+ F+FT, (3.50)

wobei F' eine holomorphe Funktion ist, 148t die Metrik g;; = 0;0; K invariant. Da
das Kéhlerpotential aber explizit in der Wirkung auftaucht, etwa in Termen der
Form e®|W |2, muf sich das Superpotential aktiv unter der Kihler-Transformation
transformieren, damit die Wirkung invariant ist:

W — e W, W — e F'W. (3.51)
Die Kahler-kovariante Ableitung transformiert sich dann eben kovariant:
D;W — Di(e fW) = e 'D;W. (3.52)

Das Superpotential ist somit keine Funktion auf der Skalarmannigfaltigkeit, sondern
ein Schnitt in einem geeigneten komplexen Geradenbiindel {iber der Mannigfaltigkeit

18].



Kapitel 4

Spontane N =2 — N =1
Supergravitationsbrechung

Wir behandeln nun die spontane N = 2 — N = 1 Brechung von Supergravitation in
D = 3. Zunéchst werden wir die wichtigsten Eigenschaften spontaner Symmetrieb-
rechung, die hierfiir von Bedeutung sein werden, zusammenfassen.

4.1 Allgemeine Aspekte spontaner Symmetriebrechung

Spontane Symmetriebrechung bezeichnet das Phénomen, dafl die dynamischen Glei-
chungen bzw. die Wirkung einer Theorie eine Symmetrie haben kénnen, die von der
Grundzustandslosung nicht respektiert wird. Dies erreicht man durch Wahl eines
geeigneten Potentials beteiligter Skalarfelder, wie z.B.

I A 2
V(p) = —705(75* + Z((b(b*) ; (4.1)
wodurch diese einen nichtverschwindenden VEV! erhalten:

(016(@)]0) = do # 0. (4.2)

Bezeichnet S = 1 + i, T%, o, = const.?, die Darstellung der Symmetriegruppe auf
den Feldern, so ist die Symmetrie also dann spontan gebrochen, d.h. der Grundzu-
stand ¢¢ nicht invariant unter der Symmetrie, wenn

T # 0 (4.3)

fiir mindestens einen Generator gilt. Dies hat zur Folge, dafl in einer effektiven Be-
schreibung, in der in einer klassischen Formulierung die Losungen um diese Feldkonfi-
guration ¢y entwickelt werden bzw. in einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung

!Vakuumerwartungswert - vacuum expectation value.
Im folgenden beschrinken wir uns ausschlieBlich auf kontinuierliche Symmetrien.

45
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die Storungsentwicklung um das korrespondierende Vakuum erfolgt, die Theorie
diese Symmetrie nicht zu besitzen scheint. Von Relevanz ist hierzu das Goldstone-
Theorem, das allgemein feststellt, daf zu jeder spontan gebrochenen Symmetrie ein
masseloses Skalarfeld, das Goldstoneboson, existiert. Erweitert man dieses Konzept
auf lokale Symmetrien, d.h. auf Eichsymmetrien, so stellt sich die Situation wie
folgt dar. Die Skalarfelder werden minimal an die Theorie gekoppelt und unterliegen
ebenso einer Eichsymmetrie. In einer speziellen Eichung, in der etwa der Imaginérteil
eines komplexen Skalarfeldes

¢(x) = ¢p(z)e®), (4.4)

wobei ¢, und 7 hier reell sind, verschwindet, erscheint dann in der Wirkung z.B.
ein Massenterm fiir das Eichvektorfeld, sofern ¢9 = (¢) = (¢r) # 0 ist, d.h. das
Vektorfeld wird massiv, obwohl die Eichsymmetrie der Wirkung noch vorhanden
ist - wenn sie auch nach einer Entwicklung um ¢g nicht mehr manifest ist. Die
Wirkung lautet nach der Entwicklung ¢, (z) = ¢o + ¢,(z), also fiir (¢].(z)) =0, am
Grundzustand

1

1
L=~ FuF" +3

1 1
1 0ur 0" o + ¢3§8u776“77 + egb%Aﬂ(?“n + 562¢%AHA“ — V. (4.5)

Der Kopplungsterm eqﬁ%AMB“n kann unter Ausnutzung der Eichinvarianz wegtrans-
formiert werden, denn fiir ¢(z) — e @ ¢(z) = ¢(z) und damit A, — A, —
19,n(z) wird die Wirkung zu
_ 1 7% 1 “w 1 242 “w 242

L= _ZFWF + 5(3“@8 or + ¢ PoALAY —2p% ;.. (4.6)
In dieser Eichung wird die Bewegungsgleichung also zur Klein-Gordon-Gleichung des
Vektorfeldes A, mit der Masse e2(¢)?. Den zusitzlichen transversalen Freiheitsgrad,
den ein massives Vektorfeld haben muf}, stammt von dem nun nicht mehr vorhande-
nen Skalarfeld 7, dessen dynamischer Freiheitsgrad nicht durch die Eichung beseitigt
werden kann. Dies bezeichnet man als den Higgs-Mechanismus. Im Falle von lokalen
Symmetrien ist das Skalarfeld 1 das masselose Goldstoneboson und man sagt, das
Goldstoneboson wird von dem Vektorfeld “gegessen”. Ferner beachte man, dafl das
Potential (4.1) nicht von 7 in (4.4) abhéngt, da eine beliebige U(1) - Rotation das
Potential unveréindert 1463t. Dies ist eine allgemeine Eigenschaft der Goldstoneboso-
nen.

Die vorangegangene Uberlegung macht auch deutlich, was genau es zu bedeuten
hat, daf§ ein Eichfeld massiv wird. Es ist dies so zu verstehen, dal man eine Eichung
wéhlen kann, in der sich die Bewegungsgleichung auf die Klein-Gordon-Gleichung
mit nicht verschwindendem Massenterm reduziert. Uberdies kann die Aussage, daf
ein Eichfeld massiv wird, keine manifest eichinvariante Bedeutung haben, denn dafl
die Anwendung des Poincare-Casimiroperators P2 = PP, auf A, als Eigenwert
m? liefert (P?A, = —0A4, = m24,), gilt eben nur fiir eine bestimmte Eichung.
Die einzig mogliche Bedeutung, die die Massivitét von A, haben kann, ist diese: Es
existiert eine Eichung, in der P? angewandt auf A, als Eigenwert m? liefert.
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Dieser Higgs-Mechanismus 148t sich auf lokale Supersymmetrie, d.h. auf Super-
gravitation erweitern, was wir im {ibernéchsten Abschnitt erkldren werden, sowie
auf eine topologische Variante in D = 3, die wir im néchsten Abschnitt einfiihren.

4.1.1 Der topologische Higgs-Mechanismus
Eichinvariante Massenterme in D = 3

Eine Besonderheit in D = 3 betrifft die Existenz eichinvarianter Massenterme. Der
gewohnliche Massenterm %mQAuA“ bricht die Eichinvarianz immer, unabhéngig von
der Dimension. Zusétzlich zu diesem kann in D = 3 jedoch auch ein anderer Term die
Rolle eines Massenterms iibernehmen und zwar ohne die Eichinvarianz zu brechen.
Dieses leistet ndmlich der topologische Chern-Simons-Term, der die Eichinvarianz
der Theorie unangetastet 1a8t. Dies kann wie in [25, 26] folgendermaflen begriindet
werden. Eine Wirkung, die durch die Lagrangedichte

1
L=~ FuF" + L. (4.7)

wobel

1
Le = 5ggWAMa”AA (4.8)

die Komponentendarstellung der abelschen Chern-Simons-Dichte (3.9) bezeichnet,
gegeben ist, fithrt zu folgenden Bewegungsgleichungen. (Wir beschrianken die Ana-
lyse auf den fiir uns relevanten abelschen Fall; das Ergebnis gilt aber auch im allge-
meinen.)

oL oL 1 1
— _ _ = e upo _ PO\ _ T ¢ 0V
0 3p8(8pAU) oA ap(2§6 A, — Fr7) 255 0, Ay

1
= (6T Fy + 0, F7°).

(4.9)

Wir zeigen nun, dafl der Parameter £ als Masse des Vektorfeldes interpretiert werden
kann. Hierzu betrachten wir das Hodge-Dual der Feldstérke-2-Form: B, = g, \F" A
bzw. F* = %6‘“’)‘3 A Die Bewegungsgleichung wird damit zu

EBF — "M, By = 0. (4.10)
Unter Ausnutzung der Bianchi-Identitét 0, 8" = 0 erhédlt man hiermit
0= (g.ga,u + 5opuap)(£BM - ey)\MaVBA)
= 2B, — £eyped’ BN + €2ppue 0P BY — 24,010, By,
= &’B, — (046 — 6,84)0"0, B (4.11)
= (624 870,)By — 0,(0"B))
= (£ +0)B,.



48 KAPITEL 4. SUPERGRAVITATIONSBRECHUNG

Man sieht: Es taucht ein Klein-Gordon-Operator mit der Masse £ auf, d.h. klassisch
bzw. auf Tree-Level propagieren die Komponenten der dualen Feldstirke - und nach
Kontraktion mit ¥ auch die der Feldstéirke selbst - mit dieser Masse. Dafl dies
auch die Massivitét der Vektorfelder zur Folge hat, kann wie folgt begriindet werden.
Die Bewegungsgleichung lautet ausgedriickt durch die Vektorfelder

0= (04 HF™ = g0+ 2 A — 0¥(0 + £2) A, (4.12)

Diese Gleichung kann als Integrabilitéitsbedingung interpretiert werden, d.h. es folgt
die Existenz eines Skalars ¢ mit

(O+ &%) A, = 0,0, (4.13)

Man beachte, da8 (4.12) eine eichinvariante Relation ist. Damit auch (4.13) eichin-
variant ist, muf} sich ¢ unter Eichtransformationen A, — A, — 0, x gemif

¢ — ¢ — (O+E)x (4.14)

transformieren. Da der Klein-Gordon-Operator eine Fundamentallosung hat, 148t
sich die Gleichung (O + £2)x = ¢ 16sen, sofern man voraussetzt, da8 ¢ hinreichend
gut integrierbar ist. Man kann also die Eichinvarianz ausnutzen, um ¢ wegzutrans-
formieren. In dieser Eichung reduziert sich (4.13) also auf

O +&)A, =0, (4.15)

d.h. das Vektorfeld ist massiv mit der Masse &.

Wir haben bisher folgendes festgestellt: Ein propagierendes Vektorfeld, das durch
einen Yang-Mills-Term beschrieben wird, hat in D = 3 einen propagierenden Frei-
heitsgrad; dies wird auch nicht durch Addition eines Chern-Simons-Terms geéindert,
da dieser topologisch ist. Jedoch ist das Vektorfeld nun massiv und hat damit auch
als ein solches einen Freiheitsgrad. Wie in [27] ausgefiihrt, gilt jedoch noch mehr. Wie
der rein topologische Chern-Simons-Term zu einem Massenterm werden kann, kann
er auch zu einem kinetischen Term werden, wenn man ihm einen konventionellen
Massenterm hinzufiigt. Diese konstituieren zusammen ein propagierendes, massives
Vektorfeld, obwohl die Bewegungsgleichung fiir einen reinen Massenterm natiirlich
algebraisch ist. Allgemein gilt die Beziehung, dafl die zwei Enden in

Yang-Mills + Chern-Simons <— Chern-Simons + Masse
physikalisch &dquivalente Theorien darstellen, in dem Sinne, dafl beide ein massiv

propagierendes Vektorfeld mit einem Freiheitsgrad beschreiben. Es verbleibt also
noch zu zeigen, daf§ die Wirkung

T, 1
L= me' A0, A, + §eM2AMA“ (4.16)
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zu einem dynamischen Vektorfeld fithrt.? Hierzu schreibt man die Lagrange-Dichte

E uv 'b : j7774 /L/)Va uv ({ F)
= —m 4 2 41/ wobDel 2 = £ + —m \/gg .

Die formale Determinante der so definierten Matrix von Differentialoperatoren ist
dann

o g
detZ" =| 9, M2 _g,
2
. (4.18)
M? M2\?| M2 M2\?
:—[<a§—a%—a;>+(—)]:_ m(_)].
m m m m

Hierbei wurde angenommen, dafl die Metrik flach ist, das Ergebnis gilt aber auch

im gekriimmten Fall. Da detZ*” = 0 die Bewegungsgleichung liefert, wissen wir, dafl
2

das Vektorfeld dynamisch geworden ist und iiberdies die berechnete Masse MW hat.

Die hier behauptete Aquivalenz beider Theorien bezieht sich nicht nur auf die
Zahl der Freiheitsgrade, sondern gilt in einem tieferen Sinne: Beide sind durch eine
Legendre-Transformation verbunden. Das heif3t, sie lassen sich aus einer gemeinsa-
men Wirkung nach Variation jeweils unterschiedlicher Felder gewinnen, indem man
zunichst die betreffende Bewegungsgleichung bestimmt und diese wieder in die Aus-
gangswirkung einsetzt. (Vgl. die Vorgehensweise in A.4.) Man erhélt dann entweder
die Wirkung (4.7) oder (4.16) [28].

Die Beziehung zwischen konventionellem und topologischem
Higgs-Mechanismus

Wie wir soeben festgestellt haben, ist es in D = 3 moglich, massive Eichfelder zu
beschreiben ohne die Eichinvarianz in irgendeiner Form zu brechen. Trotzdem kann
man auch einen Higgs-Mechanismus ablaufen lassen, nur mit dem Unterschied, dafl
die resultierende Wirkung eben auch topologisch sein kann, in dem Sinne, dafl es
ein topologischer Effekt ist, der zu massiven Vektorfeldern fiithrt. Startet man etwa
wie im konventionellen Fall mit einer Eichtheorie, hier jedoch beschrieben durch
einen Chern-Simons-Term, und koppelt diese iiber die kovariante Ableitung D, ¢ =
Ou¢ + ieA, ¢ an ein komplexes Skalarfeld:

1 1
S = / B [inqu\Z ~V($) + 58" 4,0, A (4.19)

so wird durch Wahl eines Potentials mit nichtverschwindendem Grundzustand ¢g #
0 die effektive Wirkung von der Form sein

1 1 1
S = / d*2]50,6,0" 6, + 5 Aydy A + GmA A" — V], (4.20)

3Man beachte, daB der Massenterm hier die Eichinvarianz bricht sowie den metrischen Tensor
enthilt, d.h. er ist nicht mehr topologisch.
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wobei m ~ ¢2 ist und ¢, wie in (4.4) das Higgsfeld bezeichnet, d.h. wegen (4.18)
ist das Vektorfeld massiv geworden und hat seinen zusétzlichen Freiheitsgrad vom
Skalarfeld 7 erhalten [31]. Der Unterschied zwischen konventionellem und topologi-
schem Higgs-Mechanismus ist in dieser Formulierung also nicht der, dafl in einem
ein Goldstoneboson gegessen wird und im anderen nicht, sondern besteht einfach
in der unterschiedlichen Form der Massenterme. Fiir die erste Formulierung topo-
logisch massiver Eichtheorie, bei der ein Chern-Simons-Term als Massenterm wirkt,
kann ein Higgs-Mechanismus nicht in dieser Form ablaufen, einfach deswegen nicht,
weil die Eichinvarianz nicht gebrochen ist und deswegen auch kein Goldstoneboson
auftaucht. Dieses ist auch gar nicht notwendig, da ein durch einen Yang-Mills-Term
beschriebenes Eichfeld schon eine Freiheitsgrad hat. Wir werden spéter jedoch ei-
ne Form spontaner Symmetriebrechung von Supergravitation untersuchen, in der
beteiligte Vektorfelder auf genau diese Weise massiv werden.

Von all diesem sauber zu trennen ist der ganz und gar gewohnliche Higgs-Mecha-
nismus fiir eine D = 3 Yang-Mills-Eichtheorie, in der das Yang-Mills-Feld massiv
wird mit einem konventionellen Massenterm. Dieser Vorgang ist vollkommen analog
zum Higgs-Mechanismus in D = 4, und ein Freiheitsgrad der beteiligten Skalarfelder
muf} also gegessen werden, so dafl das Vektorfeld mit zunéchst einem Freiheitsgrad
als massives Feld zwei Freiheitsgrade trégt. Fin massives Vektorfeld kann in D = 3
also je nach Wirkung einen oder auch zwei Freiheitsgrade haben!

4.1.2 Der Super-Higgs-Mechanismus

Wir kommen nun zum Super-Higgs-Mechanismus, der die spontane Brechung lokaler,
kontinuierlicher Symmetrien auf Supergravitation verallgemeinert. Zunéchst wenden
wir uns der Brechung globaler Supersymmetrie zu, bei der es einige zusétzliche
Restriktionen hinsichtlich der Energie des Grundzustandes gibt. In D = 3 kann
man dies wie folgt einsehen. Die in (2.22) eingefiihrten Operatoren R! erfiillen die
Relation

{R',(R7)1} = 2Py6", (4.21)

d.h. es gilt fiir den Hamilton-Operator
1
H= 5(R’(R’)T + (RNTRY). (4.22)

Fiir den Vakuumerwartungswert des Hamiltonoperators gilt damit (0| H|0) = 0, also
I(RT)T10)12 + || R7|0)||?> = O genau dann, wenn R|0) = 0 und RT|0) = 0 gilt, aufgrund
der Definition dieser Operatoren also genau dann, wenn

(@] —iQ3)|0) = 0 und
(Q1 +1iQ5)0) = 0.

Damit folgt Q1|0) = iQ1|0) = —Q1|0), also Q1]0) = 0 und damit auch Q4|0) = 0.
Da die Superladungen die Generatoren der Supersymmetrie sind, ist nach (4.3) die

(4.23)
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Supersymmetrie also genau dann ungebrochen, d.h. die Vakua sind genau dann su-
persymmetrisch, wenn der Grundzustand die Energie Null hat. Anders ausgedriickt:
Vakua mit einer Energie grofler als Null brechen notwendigerweise die Supersymme-
trie. Mit denselben Methoden kann man das folgende No-go-Theorem beweisen: Es
ist keine Symmetriebrechung méglich, die einen Teil der Supersymmetrie erhélt [34].
Gébe es namlich ein Vakuum, das invariant ist unter einer der Superladungen, so
wére (0|H|0) = 0. Da (4.22) aber fiir jede der Superladungen gilt, wire das Vakuum
dann auch invariant unter allen weiteren Superladungen, d.h die Supersymmetrie
wére ungebrochen. Wie alle No-go-Theoreme basiert jedoch auch dieses auf gewis-
sen Annahmen, die in physikalisch relevanten Szenarien nicht erfiillt sein miissen.
So ist es tatsdchlich moglich, globale Supersymmetrie partiell zu brechen und in be-
stimmten Situationen sogar derart, dal der Grundzustand eine Energie grofier Null
hat. Der dabei auftretende vermeintliche Widerspruch zum obigen Beweis 1éf3t sich
wie folgt auflésen. Der Beweis macht explizit von der Existenz der Superladungen
Gebrauch, welche nach spontaner Symmetriebrechung nicht mehr notwendigerweise
existieren. Stattdessen kann die Supersymmetrie nur als Superstrom gegeben sein,
dessen Nullkomponente nicht mehr zu einer Superladung integriert werden kann.
(La. gilt Qo = [ d?x.JY, wobei 0, J = 0.)

Es herrscht eine gewisse Konfusion iiber die Frage, ob dieser Beweis so auch
fiir lokale Supersymmetrie gilt. Sollte dem so sein, so kann man ihn aber dadurch
umgehen, dafl bei kovariant quantisierter Supergravitation der Hilbertraum nicht
mehr positiv-definit ist, worauf der Beweis aufbaute. (Fiir weitere Details siehe [3].)
Auch wenn im Falle lokaler Supersymmetrie partielle Brechung nicht von vornherein
ausgeschlossen ist, existiert trotzdem ein No-go-Theorem, das die partielle N = 2 —
N =1 Brechung von Supergravitation, die uns im néchsten Abschnitt im Fall D = 3
beschéftigen wird, verbietet [33]. Wie auch immer, alle diese Theoreme sind falsch
[34], und es ist daher interessant zu untersuchen, wie eine solche Brechung realisiert
wird.

Wir kénnen nun die Lorentzinvarianz des Vakuums benutzen, um Kriterien fiir
die Vakuumerwartungswerte der Supersymmetrie-Variationen bei ungebrochener Su-
persymmetrie zu finden. Es ist ndmlich

(Vo) = (Au> = <au¢> =..=0 (4.24)

fiir alle Felder, die mindestens einen Vektor- oder Spinorindex tragen, d.h sich nicht-
trivial unter der Lorentzgruppe transformieren. Da Supersymmetrie-Variationen stets
von der Form

d(Fermionen) = Bosonen ,
. (4.25)
0(Bosonen) = Fermionen

sind, verschwindet der Vakuumerwartungswert der Variationen bosonischer Felder
notwendigerweise. Als einzige Bedingung an ungebrochene Supersymmetrie verbleibt
also die Forderung verschwindender Variation der fermionischen Felder.
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Abschlielend werden wir den Super-Higgs-Mechanismus einfiihren. Dieser ist ein-
fach das Analogon fiir lokale Supersymmetrie, in der ein masseloses Fermion (“Gold-
stino”) auftaucht, das die Rolle des Goldstonebosons iibernimmt, und mittels der
Supersymmetrie wegtransformiert werden kann. Der fermionische Freiheitsgrad des
Goldstinos wird dann in dieser Eichung an das Gravitino abgegeben, und dieses
wird massiv. In drei Dimensionen stellt sich die Situation wie folgt dar. Das Gravi-
tinofeld ist zunéchst rein topologisch. Durch die spontane Symmetriebrechung kann
dieses nun aber massiv, d.h. insbesondere dynamisch werden. Die Situation scheint
analog zu der Variante des topologischen Higgs-Mechanismus, bei der zum nicht-
dynamischen Chern-Simons-Term ein reiner Massenterm addiert wird, wodurch das
Vektorfeld propagierend wird. Die Lagrangedichte sei in der Eichung, in der das
Goldstino nicht mehr vorhanden ist, etwa von der Form (vgl. (3.6) und (3.27))

1. o 1 —
L= —525“””1/1M3V¢p + §mwufy“”zpy, (4.26)
dann ergibt sich die Bewegungsgleichung zu
0 =101, — my" 1. (4.27)

Wendet man jetzt in Analogie zu (4.11) von links den Operator —(i,\e0* + mYu0)
an, so folgt:

0 = —(igurg @ + M) (i P00, — mA1),)
= (050F — 5§53)3A8V1/1p + imsMU’y“”a)‘wV — ime"Py,,0,1, + m2’y,w'y“”zpy

=Yy — ao(a : ¢) + m27u07uy¢u + im(e;mﬂ‘“/ak% - 5uyp’7,uoau7pp)-
(4.28)

Nutzt man nun die Identitét (A.70) so wird dies zu

0= (O+(3)2) vhr = 50 %) + (5296780, + im(Eaa 7™ O, = 07, 0,0).

(4.29)
Das Gravitinofeld ist also dynamisch geworden, mit der Masse 7. Die Analogie
zwischen dem topologischen Higgs-Mechanismus von Vektorfeldern und dem des
Super-Higgs-Mechanismus eines Rarita-Schwinger-Feldes scheint eine vollsténdige

zu sein, wenn man folgende Identifikation vornimmt:
A,u — ¢ﬂ
" A,8, A, (Chern-Simons) «— e"*) 9,1, (Rarita-Schwinger) (4.30)
g e 1.
Dieses Phénomen sollte man also zweckméfigerweise als topologischen Super-Higgs-
Mechanismus bezeichnen, denn (4.30) stellt aus folgenden Griinden nicht nur eine

formale Analogie dar: Wie im Falle der Eichvektorfelder existiert auch eine topo-
logisch massive Erweiterung des Rarita-Schwinger-Feldes [29], bei der die Wirkung
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um einen Term zweiter Ordnung in den Ableitungen ergéinzt wird. Dieser ist das
Analogon des Yang-Mills-Terms in der ersten Formulierung massiver Eichtheorie.
Andererseits ist diese topologisch massive Wirkung des Rarita-Schwinger-Feldes im
selben Sinne #dquivalent zu der mit einem gewthnlichen Massenterm in (4.26), wie
in Abschnitt 4.1.1 die zwei Beschreibungen massiver Vektorfelder dquivalent waren:
Beide lassen sich aus einer gemeinsamen Wirkung durch Variation unterschiedlicher
Felder gewinnen [30].

4.2 Geometrische Bedingungen fiir N = 1 Vakua

4.2.1 Geeichte Peccei-Quinn-Isometrien

Wir werden nun ein spezielles Modell fiir spontane N = 2 — N = 1 Brechung von
Supergravitation untersuchen, das in [6] im Zusammenhang mit der Calabi-Yau-
Kompaktifizierung von M-Theorie auf D = 3 bei eingeschalteten Fliissen gefunden
wurde. Diese Fliisse korrespondieren in der niederdimensionalen Supergravitations-
theorie zu den geeichten Isometrien, die wir im letzten Kapitel eingefiihrt haben.
Hier werden wir sogenannte Peccei-Quinn-Isometrien behandeln. Wir beginnen also
mit einer N = 2 Supergravitation in D = 3 mit Skalarfeldern ¢’ und holomorphen
Killing-Vektorfeldern X? und erhalten im geeichten Fall wie in 3.3.2 die bosonische
Lagrangedichte

1 1
e L= 51— 9,Dué' DG — Zg@ABngA;ng + V. (4.31)

Aufgrund der im Anhang A erkldarten Dualitdt zwischen Vektoren und Skalaren ha-
ben wir anfinglich eine Freiheit hinsichtlich der Wahl der Multipletts: Wir kénnen
die Theorie durch Vektormultipletts formulieren oder aber auch durch skalare Multi-
pletts, wenn die Vektorfelder in Skalarfelder dualisiert werden. Eine Redualisierung
der Skalarfelder ist nach der Eichung der Isometrien, d.h. nach Einfiihrung neuer
Vektorfelder, in welchem die Dualitétsrelation zu

euwpFf = —4Re[gis X4 D,¢'] + Fermionen. (4.32)

wird, i.a. nicht mehr mdoglich, sondern nur in speziellen Beispielen, wie den Peccei-
Quinn-Isometrien. Zur Erlduterung derselben zerlegen wir die komplexen Skalarfel-
der wie folgt in zwei Anteile: ¢ = (¢%, ¢A) und definieren die reellen Komponenten
04 = Rep? und ¢* = Im¢?. Wir nehmen nun an, da das Kihler-Potential nicht
von den ¢4 abhingt: K = K(¢%, ¢*).* Damit wird dann die Metrik zu

- = 9ab  YaB _ 9.5 YaB ) 4.33
& <9Ab 9AB> <9Ab gap )’ ( )

4Genauer miiite man K = K(d)“,aa, ot + EA) schreiben, da K weiterhin von EE in dem Sinne
abhangt, dafl i.a. 9z K # 0.
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wobei g; = 0,0,K, gaa = %(%(9,4]( und gap = i@AﬁgK =: %GAB- Hierbei be-
zeichnet 04 eine reelle Ableitung, so daB in (4.33) an entsprechender Stelle un-
gequerte Indizes auftauchen.’ Die Geometrie ist damit invariant unter konstanten
Verschiebungen der Felder ¢*. Die diese erzeugenden Killing-Vektorfelder sind dann
beziiglich der Koordinaten ¢’ von der Form:

X5 = (0,i69). (4.34)

Diese Isometrien kann man nun eichen und die dynamischen ¢ trotzdem in die
Vektorfelder redualisieren, wodurch die $* aus der Wirkung eliminiert werden und
die zuvor nichtdynamischen Vektorfelder kinetische Terme erhalten, namlich einen
Yang-Mills-Term. Dies sieht man wie folgt. Die kovariante Ableitung unterscheidet
sich nur fiir die ¢ von der partiellen und ist wegen (4.34) und (3.21) von der Form

Dyt = 0,9 + 0P Ap,,. (4.35)
Die Dualitéitsrelation (4.32) ist hiermit
ewp Rl = —2G 4p(0,6" + g@BcA(;M) — 4Im[g,40,¢"] + Fermionen, (4.36)
und wird damit durch Kontraktion mit e*# zu
Fap = —€up(Gap(0°9P + g0BC AL) + 2Im[g,40°$%]) + Fermionen.  (4.37)

Wir nehmen nun an, daf} die Metrik G p eine Inverse hat und bezeichnen diese
mit GAB. In diesem Fall kann man also ngbB durch F4,, ausdriicken und damit
das propagierende Feld $* eliminieren, wodurch das zuvor nichtpropagierende Vek-
torfeld dynamisch wird, und zwar gerade in Form eines Yang-Mills-Terms. Anstatt
der goA werden wir noch neue reelle Koordinaten einfithren: M4 = %OAK , wodurch
(4.31) zu

_ 11 1 5
e 'L, =R - §GAB(9MMA6“MB + ZGABFZ”FBW ~ G ;0,0°0" )

. :
+ e“,,pFﬁ'/Im[GABgaB@pQS“] + Zg@ABeu,,pAff‘ng +V

wird [6]. Hierbei wurde der Einfachheit halber die K&hler-Metrik umdefiniert, so daf}
gilt:

Gy = (G 1= gy — 202G P gy = (¢°°) " und

b e (4.39)
= g .
Das skalare Potential ist nun gegeben durch
_, 1 . _
V = ¢*(4g",THT — 4T? + & (Z g D;WD;W — [W|?)). (4.40)

°In den komplexen oder Wirtinger-Ableitungen kommt ein Faktor

5 vor, daher ist hier ein
entsprechender.
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Hier ist T = PAOA4BPg, wobei P4 die in (3.24) eingefiihrte Impulsabbildung be-
zeichnet. Zum Killing-Vektorfeld (4.34) ergibt sich diese also zu

1
Pa = 70aK. (4.41)

Das Superpotential ist aus folgenden Griinden nur eine Funktion der ¢%, nicht je-
doch der M4: Wegen (3.40), d.h. X4 D;W ~ 2iWM, und der Form des Killing-
Vektorfeldes (4.34) gilt

DAW ~ WMy ~ (04 K)W, (4.42)

also 94W = 0. In den neuen, unabhingigen Koordinaten (¢®, M4) lautet das Po-
tential

_ 1 1
977V =5 Ma0"CGep®PF Mp — £ (Ma©"F Mp)?
4.43)
1 7 — 1 (
+ ZeKG‘“’DaWDgW —eff(1 - §MAGABMB)|W|2.

4.2.2 Bedingungen fiir ein N = 1 Minkowski-Vakuum

In dem redualisierten Bild des letzten Abschnitts ist das Vektorfeld dynamisch und
damit nicht mehr im Gravitationsmultiplett; das Spektrum besteht nun aus masse-
losen Multipletts der Form

N=2: (ez’w;lwlbi) + (AAH? >‘114’ )‘,24’ MA) + (gb}pX}p ¢(21’X¢21)’ (4'44)

wobei hier (¢!, v, ¢2,x2) generisch fiir eine beliebige Anzahl ungeeichter skalarer
Multipletts steht. Wir werden nun die spontane Brechung auf N = 1 untersuchen,
insbesondere wie sich die Multipletts reorganisieren und welche Felder hierbei massiv
werden. Hierbei werden wir finden, daf} eines der Gravitinos massiv wird, mit einer

Masse, die wir als Skala der Symmetriebrechung auffassen kénnen.

Es gilt nun die geometrischen Bedingungen eines N = 1 Grundzustandes zu
untersuchen und die Frage zu kliren, ob sich diese erfiillen lassen. Aus der oben
angegebenen SUSY-Variation der Gravitinos (3.28) folgt fiir diese im Vakuumer-
wartungswert

(6) = (Vyue' +igAl7y,€), (4.45)

wobei I = 1,2 die beiden Superladungen bezeichnet und wir Terme mit verschwin-
dendem Vakuumerwartungswert weggelassen haben. Die Bedingung fiir ungebroche-
ne Supersymmetrie ist nach 4.1.2

(6¢,) =0, (4.46)

was eine Killing-Spinor-Gleichung fiir ¢! darstellt. Eine solche 18t sich durch einen
Produktansatz 16sen, bei dem man den Killingspinor als Tensorprodukt des Grund-
zustandskillingspinors, d.h. eines drei-dimensionalen AdS/Minkowski-Spinors, mit
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dem Eigenvektor der Matrix A erhilt: ¢/ := egu! mit A{7u’ = Mu!. Setzt man dies
in (4.46) ein, so erhilt man

Vyeo + igAy,e9 =0, (4.47)

wobei V,, die kovariante Ableitung beziiglich der AdS- oder Minkowski-Raumzeit
bezeichnet. Wendet man abermals V,, an, so folgt

V. Vueo +ig\1 Veo = V, Vieo + g2 A2y 7u60 = 0. (4.48)
Vertauscht man hier die Indizes und subtrahiert diese von (4.48), so erhélt man
[V, Veo + 4ig* \2y,€0 = 0, (4.49)

wobei v, = %[Wu, vy]. Andererseits gilt fiir den Kommutator der kovarianten Ablei-
tungen in Spinordarstellung®

7
—RpupJWPUEO- (450)

/)
[Vu,vu]ﬁo =3 9

2 Ruuab7ab€0 =

Der Riemannsche Kriimmungstensor des dreidimensionalen AdS-Raumes, d.h. fiir
R, = 2Ag,, und R = 6A, ist aber nach (3.1) gegeben durch R0 = A(gup9ve —
9pv9uc), wobei A die kosmologische Konstante bezeichnet. Diese ist bei unserer Nor-
mierung der Wirkung gegeben durch den Wert des Potentials am Grundzustand:
A = 4V,." Gilt Vy = 0, so hat man einen Minkowski-Grundzustand, ist Vp < 0, so
ist der Grundzustand Anti-deSitter. Es folgt mit (4.50)

[v,u, VV]EO = 41"/07;141/60, (4.51)

d.h. mit (4.49) ist g?\? = —Vj, also

9\ = V-V (4.52)

Jeder Eigenwert A von Ap, der diese Relation erfiillt, ist gleich dem inversen AdS-
Radius (dem Radius von S in AdS3 = S! x R?) und wird zu einer erhaltenen
Supersymmetrie korrespondieren.

Um die Bedingungen fiir spontane Symmetriebrechung zu verstehen, berechnen
wir zunéchst die Eigenwerte von Aj. Diese war fiir N = 2 explizit gegeben durch

(3.35)
=27 0 —RelW ImW
A = + K72 : (4.53)
0 =27 ImW  ReW
5Dies verifiziert man direkt durch Einsetzen von Viu=0u+ %wﬁbfyab und Rzll’, = Guwﬁb — a,wz” +
ac b be a
Wi Wy — wifwye .

"Man vergleiche dies mit der iiblichen Einstein-Hilbert-Wirkung bei nichtverschwindender kos-
mologischer Konstante.
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Die Eigenwerte ergeben sich nun als Lésungen des charakteristischen Polynoms:
—2T — ef/?ReV — X K/ 2Imw

eK2ImW —2T + eX/?ReW — X ) (4.54)
= N2 44T — (B \W P —4T?),

0 =det(A; — A1) = det <

d.h. die Eigenwerte sind gegeben durch

Ay = 2T+ \/4T2 + (eK|W |2 — 4T2) = —2T + 5/2|W|, (4.55)
also wegen T' = P,O4BPg und Py = i@AK = %MA durch
1
Ay = —§MA®ABMB + 52| (4.56)

Damit folgt fiir die Bedingung ungebrochener Supersymmetrie (4.52) aus der expli-
ziten Form des Potentials (4.43)

_ 1
—g 2‘/0 _ ()\i)Q :Z(MAGABMB)Q T eK/2|W|MA®ABMB + €K|W|2

1 1
= — §MA@ACGCD@DBMB + Z(MA@ABMB)Q (4.57)

1

7 — 1
4eKG“bDaWDBW +ef1— §MAGABMB)\W\2,

also

+2e52 M 1048 M |W| =M A0C GepOPE My + X |W P MAGAB M5
1 - _ (4.58)
+ §eK G D, WD;W.

Damit die volle N = 2 Supersymmetrie erhalten bleibt, mufl diese Relation (4.58)
sowohl fiir Ay als auch fiir A_ erfiillt sein, d.h. fiir beide Vorzeichen. Es folgt, dafl
beide Seiten der Gleichung identisch verschwinden miissen, also

O4BMp =0, W =0, D,W =0, (4.59)

jeweils ausgewertet am Grundzustand. Aus den Ausdriicken fiir das Potential (4.43)
und seine Ableitung

0

= W(gﬂv) =04°GopOPPMp — (M4048 Mp)OAC Mo
A

0
1
+ KA Mp|W? + §MA®ACGCD’A®DBMB (4.60)

1
+ §eKMCGCD’AMD]W]2,
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folgt sofort Stationaritét sowie das Verschwinden des Potentials am Grundzustand,
d.h. das Verschwinden der kosmologischen Konstante. Als einzige weitere Bedin-
gung an die ungebrochene Supersymmetrie verbleibt der Vakuumerwartungswert
der Spin-3-Variationen zu priifen. Nach (3.17) ist im Grundzustand

(0x'") = —299"(A3])e”. (4.61)

Wir werden nun allgemein zeigen, dafl diese Variation notwendigerweise im Grund-
zustand verschwindet, wenn dies fiir die Gravitinovariation (4.45) gilt. Hierzu be-
merken wir, daf es fiir jede erhaltene Supersymmetrie wegen (4.52) und (4.61) einen
gemeinsamen Eigenvektor ¢/ von A; und A, mit

Are = Xeund Abe =0 (4.62)

gibt, wobei A den inversen AdS Radius bezeichnet. Die quadratische Identitét (3.33)
wird fiir die Wahl (4.40) des Potentials zu

A1Ay — g7 Agi Al = —g 72V - 1 (4.63)

Gilt also Aje = Ae, so folgt (g% Ag; AL je> = 0, also nach Multiplikation von links mit €’

g7 e Agi Al je = 0. (4.64)

Fiir v; := Aéje ist also gYvlv; = 0 und damit aufgrund der Tatsache, daff die
Riemannsche Metrik positiv-definit ist: v; = 0 bzw. Agje = 0. Die zweite der Be-
dingungen (4.62) ist also automatisch erfiillt, wenn es die erste ist. Es geniigt also,
nur die Variation der Gravitinos zu beriicksichtigen. Anders ausgedriickt: Jeder Fi-
genwert von Aj, der gleich dem inversen AdS-Radius ist, entspricht einer erhaltenen
Supersymmetrie.®

Wir kommen nun zur Frage zuriick, ob eine spontane Symmetriebrechung méglich
ist, die genau N = 1 Supersymmetrie erhilt. Hierzu mufl die Beziehung (4.58) fiir
genau ein Vorzeichen erfiillt sein. Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst
den Fall, da8 MsGABMp = 2 gilt, in welchem der letzte Term im Potential (4.43)
verschwindet, so dafl das dieses positiv-definit wird:

1
gV :i(MAG)AC — 2T MAG*9)Gep(0PP My — 2TGPE Mp)

ki) o (4.65)
+ Ze aW EW

Man beachte, daf fiir diesen Fall unsere obige Forderung nach Unabhéngigkeit der
G ap von den ¢* erfiillt ist. Hier ist V; = 0 also eine hinreichende Bedingung fiir ein
globales Minimum, was wiederum aquivalent ist zu

oPBMp — 2T7GPBMp = 0 und D,W =0, (4.66)

8In D = 4 liefern beide Bedingungen (4.62) unabhiingige Beschrinkungen an den Grundzustand.
Dies ist der eigentliche Grund dafiir, dafl sich N =2 — N = 1 Brechung hier nur schwer realisieren
1aBt.
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und damit nach (4.58) zu
+2e52 M 048 Mp|W | = MsO2CGepOPP Mp + X |WPMAGAE Mp.  (4.67)

Nutzt man (4.66), so erhélt man fiir den ersten Term in (4.67) mit 7 = 2 M4048 Mg

1
M404°Gep2TGPP Mp = g(MA@ABMB)Q, (4.68)
also
1
+2e572 0,048 Mp|W | = 5(MA@ABMB)2 + 251w )2, (4.69)
und damit?
+25/2|W | = MA©AB Mp (4.70)

fiir genau eines der beiden Vorzeichen. Die beiden Bedingungen (4.66) und (4.70)
sind notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Vakuum mit N = 1 Supersym-
metrie und verschwindender kosmologischer Konstante.

4.2.3 Das Massenspektrum

Als néichstes kommen wir zu der Frage zuriick, welche Felder bei der spontanen
N =2 — N =1 Brechung massiv werden und wie sich die Multipletts bei der Bre-
chung reorganisieren. Zur Beantwortung derselben werden wir ausnutzen, dafl man
innerhalb der N = 1 Multipletts immer noch eine Massenentartung hat, die es einem
ermoglicht, die Elemente der Multipletts zu identifizieren. Fiir N = 2 Supergravi-
tation besteht das masselose Gravitonmultiplett (ez, w,lj2) aus einem Graviton und
zwei Gravitinos. Wie wir in 4.2.2 gesehen haben, entspricht jeder Eigenwert von Ay,
der gleich dem inversen AdS-Radius ist, einer ungebrochenen Supersymmetrie. Da
A, die Gravitinomassenmatrix ist (siehe (3.27)), ist im Fall verschwindender kosmo-
logischer Konstante N = 2 Supersymmetrie also genau dann ungebrochen, wenn die
Gravitinos masselos bleiben. Wird die Supersymmetrie auf N = 1 gebrochen, so ist
genau einer der Eigenwerte von A1 von Null verschieden, d.h. genau eines der beiden
Gravitinos wird massiv. Es wird also ein Super-Higgs-Mechanismus ablaufen, dessen
Details wir im folgenden behandeln. Ist in (4.70) etwa M4QABMp = —2e5/2|W|, so
ist mit (4.56) A\_ = 0 und A} = 2¢X/2|W|, d.h. mit (3.27) erwarten wir fiir die Masse
des Gravitinos m,, = ge/ 2|W|. Die Multipletts spalten sich also in ein N = 1 mas-
seloses Gravitonmultiplett und ein massives %—Multiplett auf, d.h. die Massenent-
artung aufgrund der Supersymmetrie wird aufgehoben. Nach der Brechung erhélt
man also ein Gravitonmultiplett der Form (ez,wi) und eines, welches das massive
Gravitino enthélt, zusammen mit einem bosonischen Partner, der dieselbe Masse
hat.

9Setzt man z := 2eX/2|W| und y := MaO4F Mp, so folgt aus (4.69) +xy = 1y? + 127, also

2
2?2 F 2y +9* =0, also (z F y)? = 0 und damit 2 = +y, d.h. (4.70).
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Der Super-Higgs-Mechanismus

Wir untersuchen nun den detaillierten Ablauf des Super-Higgs-Mechanismus und
werden dabei insbesondere das Goldstonefermion identifizieren. Wir bemerken zu-
niichst, daf in den Yukawa-Kopplungstermen in der Wirkung (3.27) die x7* iiber
Terme der Form Eﬂw“x mit den Gravitinos wechselwirken, so dafl z.B. die Massen-
matrizen der fermionischen Felder x* nicht so einfach abgelesen werden kénnen. Wie
in [8] ausgefiihrt, haben solche Mischungen jedoch einen bedeutenden physikalischen
Ursprung, und bevor wir untersuchen, wie sich die auftretenden Ausdriicke explizit
diagonalisieren lassen, werden wir diesen durch folgende Uberlegung erlédutern. Wir
fithren ein neues Feld n! = Aé}’ x7” ein, dessen Supersymmetrievariationen sich im
Vakuumerwartungswert wegen (3.28) wie folgt verhalten:

(on') = —29(A%] ¢* A5 ). (4.71)

Wegen der quadratischen Identitéit (4.63) folgt dann aufgrund der verschwindenden
kosmologischen Konstante

(On'y = —2g(g"" Ag; Ay )e
= —2g<A1A1>E (472)

= —Sg_lmfbe,

wobeil angenommen wurde, dafl € einen Eigenvektor von A; zu dem nichtverschwin-
denden Eigenwert enthélt, der am Grundzustand also zu 2g*1m¢ wird. Betrachtet
man stattdessen die Variation relativ zum Nulleigenvektor, so wird entsprechend

(6nty = 0. (4.73)

Man sieht nochmals, daf3 die Supergravitation spontan auf N = 1 gebrochen ist, da
es genau eine Linearkombination der €/ gibt, beziiglich derer die Fermionenvariatio-
nen im Vakuumerwartungswert verschwinden. Auflerdem folgt aus (4.72), dafi die
Supergravitation bei einer typischen Skala gebrochen ist, die mit der Gravitinomasse
identifiziert werden kann.

Daf} sich 1 so wie oben definiert mit einer derartigen konstanten Verschiebung
transformiert, zeigt, dafl es sich hierbei um das Goldstonefermion handelt. Wie in
der spontanen Symmetriebrechung konventioneller Eichtheorien kann dieses ndmlich
tiber ein Analogon des Higgs-Mechanismus wegtransformiert werden, was direkt mit
dieser konstanten Verschiebung zusammenhéngt. Wahlt man den spinoriellen Trans-
formationsparameter zu g

I._ I
€ = 8m12pn , (4.74)
so transformiert sich das Goldstonefermion in einer infinitesimalen Transformation
wegen (4.72) geméf
g

nt — ol +ont =nf - 8g_1mi8—277[ =0. (4.75)
My
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Das Goldstonefermion verschwindet in dieser “Eichung” also am Grundzustand, so
daB8 nach Anwendung der korrespondierenden Transformation (4.74) auf die Wir-
kung (3.27) die Kopplungsterme im Grundzustand beseitigt sind und die iibrigen
Massen abgelesen werden kénnen. Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, dafl
diese Transformation zur “Beseitigung” des Goldstonefermions nur moglich war, weil
lokale Supersymmetrie vorliegt, denn € ist als zu n! proportionaler Spinor raum-
zeitabhéngig. Da der Index I nur zur Vereinfachung der Notation eingefiihrt worden
war, haben wir also genau ein reelles Fermion als Goldstonefermion.

Man kann nun diese Transformation etwa des Gravitinos explizit durchfiihren,
um den Kopplungsterm zu beseitigen. Hierzu werden wir ausnutzen, dafl die Ma-
trizen A; und As in der Kopplung einen gemeinsamen Eigenvektor haben, namlich
den gemeinsamen Null-Eigenvektor der erhaltenen Supersymmetrie. Es existiert eine
orthogonale Matrix S € SO(2), so dafl

0 O
t_ o —1
Transformiert man die Gravitinos also gem#fl TZJH = Sy, so wird (3.27) in Ma-

trixnotation zu

_ 1 =t y ~ =t 1 o
e 'Ly = 591, SA" S, + 9,570 + 59 AziX X
> oo (477)

= myh YL + g, A+ 597143@‘)(],

wobei 7 := Sn nun den physikalischen Anteil des Goldstonefermions bezeichnet.
(4.72) gilt nun beziiglich des Transformationsparameters é = Se, ebenso fiir die
Supersymmetrietransformation (3.28) des transformierten Gravitinos, wobei wir im
folgenden "~ der Einfachheit halber weglassen werden:

2 g g
66¢M = auﬁ + 2m¢'yue = %8u77 + M’Yﬂn (478)

Die Supersymmetrietransformation der Yukawa-Kopplung (4.77) wird dann zu
e 0Ly =my (807" by + myin™ (897) + g(0U)7"n
_ 1 , ,
+ gipton + 595(71‘13@%])

_g 1 = | = w2 g_2 ynz 1

=1 (—27% ;m+?m>w Yy + VY 3y 1+ )

2

g . — 1 . , (4.79)

< (—9 Iz B5n 4+ Za8(3%* Aziivd

+ Imy <2m¢ m7+?m>7 1+ g¥n"on + 590(X" Asijx’)

:g~—u2 g~_2u g a—uuQ 9 52 )

L + iy n+—8m¢ LY ¢y+—8mw¢ﬂ N
+g25—u+ 3 250 + g AR _,_15(—1'14‘,3’)

8 LY 4mwg M+ g on + 50(X Asijx’)-
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Hierbei wurden die Identitéten (A.70) und (A.73) genutzt. Mit den Relationen
(A.71) und (A.75) folgt ferner, daB sich die Terme in der vorletzten Zeile von (4.79)
gegen die korrespondierenden kinetischen Terme wegheben. Insgesamt reduziert sich
damit die Supersymmetrievariation von Ly auf

e 1oLy =

- 3 ., - 1. }
57 0w’ + %927777 + gUi" o + 0(X AsiixX’)- (4.80)
¥

Die Supersymmetrietransformation der Yukawa-Kopplung (4.77) ist also mit (4.75)

1Ly — ¢ N Ly + 6Ly) = myDy™ V2 + gib2A" (n + o) + ..

—2 (4.81)

= m¢¢M7M ,l/}y + LRES)
wobei Terme, die nur von den X’ abhiingen, weggelassen wurden. Die Wirkung
enthélt in dieser Eichung also nur Terme quadratisch in den Gravitinos und keine
Kopplungen mehr mit den y*. Die physikalische Masse der Gravitinos ergibt sich al-
so mit dem Rarita-Schwinger-Term in (3.15) und mit (4.29) tatséchlich zu m.,, wir
waren also berechtigt, diese als Gravitinomasse zu bezeichnen. Ebenso kann man
die Massen der fermionischen y* ablesen. Diese ergeben sich aber auch aufgrund der
N = 1 Massenentartung sofort aus den bosonischen Massen, die wir im n#chsten
Abschnitt berechnen werden.

Bosonisches Massenspektrum und der Higgs-Mechanismus

Wir werden nun zun#chst die Massenmatrizen der Skalarfelder, d.h. die Grundzu-

standswerte der Hessematrix des Potentials, bestimmen, um festzustellen, welche

Felder bei der Brechung massiv geworden sind. AnschlieBend werden wir die Mas-
: : 2 0%V

sen der Vektorfelder bestimmen. Zur Berechnung des Teils M55 = <m> der

Massenmatrix benutzen wir (4.60):

L, PV
OMA0Mp
1
+ @ACGCD7B®DEME + @BCGCD,AGDEME + §ME®ECGCD,AB(_)DFMF

= 049GcpoPP - 208P Mpei© M — (M4045 Mp)04P

1
GKHV‘Q[GAB (GCA,B GC’B,A) 7‘ [C 5 i [C GC’D,AB M ]
(4.82)

Wir kénnen diesen Ausdruck vereinfachen, indem wir M AGAB M p = 2 nutzen und
diesen differenzieren:
0 =2GEP Mp + McGCPE Mp. (4.83)

Nochmaliges Differenzieren liefert:

1
—§MCGCD’ABMD _ GAB + (GCA,B + GCB’A)MC. (484)
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Der Term in der letzten Zeile der Ableitung des Potentials verschwindet also:°

02V
—2 AC DB BD AC AB AB
= 04%GupePP — 208 MpOAT M — (M40 Mp)©
I OM10Mg op b ¢ = (Ma )
1
+04°G, Yol My + 05°G,  oPE My + §ME®ECGCD’AB@DF Mp.

(4.85)

Um die physikalischen Konsequenzen zu verstehen, werden wir der Einfachheit hal-
ber zunédchst den Fall behandeln, dal wir eine beliebige Anzahl Felder ¢* haben,
jedoch nur eines der My4. (Geometrisch heifit dies, dafl es genau eine Peccei-Quinn-
Isometrie auf der Skalarmannigfaltigkeit gibt.) Die Bedingung MAGAZ Mp = 2 wird
hier zu G='M? =2, d.h. G(M) = %MZ. In diesem Fall ist %MAGACGCDGDBMB —
H(MA01BMp)? = 102 M2G(M) — 262M* = 0, im Potential (4.43) verschwinden
also alle M abhéngigen Terme, d.h. es gilt identisch

0*V

OM?
Es folgt, dafl das Feld M bei der spontanen Symmetriebrechung masselos bleibt. Man
konnte vermuten, daf3 dies auch noch gilt, wenn man mehrere Felder M, im Spek-
trum hat. Es ist jedoch zu beachten, dafl in diesem Fall die Funktionen G 4g(Mc¢)
nicht mehr eindeutig durch die Relation M AGAB M p = 2 bestimmt sind, wie dies in
obigem Beispiel ausgenutzt wurde. Wir werden nun aber zeigen, dafl die Felder i.a.
nicht masselos bleiben, indem wir den einfachsten nichttrivialen Fall mit A = 1,2
untersuchen. In diesem ist die Metrik notwendigerweise von der Form

1 2
Gap = ( oMy SMM, > (4.87)

~0. (4.86)

ay— 2\ BMiMy vy M3
wobei
ay—3>0unda—28+~=2, (4.88)
denn dann gilt fiir die inverse Metrik
. __B_
GAB = ( My > , (4.89)
M M M2
d.h. es gilt wegen (4.88)
MAGAP Mp = G M? + 2GY M My + G M = 2. (4.90)

Schon im Fall « = v =1, 8 = 0 bleiben nicht alle M4 masselos, was wir im folgenden
zeigen werden. Das Potential reduziert sich in diesem Fall auf
1 1 1 7 —
gV = Z[(@11)21\414 + (0222 M) — 5@11922M12M§ + ZeKGabDaVVD,;W. (4.91)
Djes folgt natiirlich auch direkt aus der Tatsache, daB im positiv-definiten Fall MaGAZ Mp = 2

Terme proportional zu e®|W|? nicht mehr im Potential (4.43) auftauchen. Die vorangegangene
Rechnung kann als Konsistenzcheck aufgefaflt werden.
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Die Massenmatrix ergibt sich damit zu

7232‘/ _ o2 2 _ gllg22)/2

g 8M12|_<3( ) 1~ 2>

—232‘/ 2272 7 12 11022 1 72

05— = (3(6%)2M3 — oM} (4.92)
3M2

9*v

2~ | = —-20"10%2 (M| M,).
6M28M1‘ < ! 2>

Diese Ausdriicke lassen sich unter Ausnutzung der Grundzustandsbedingungen noch
folgendermafien vereinfachen: Wegen (4.66) ist

1

o' M, + 02 M, = 21(GM My + GY2My) = 2T+, (4.93)
1
also
1
o' M? + o2 M My = 2T = 5(2@12M1M2 + oM M? + 022 M3), (4.94)
und damit
o' (M) = ©2(M3) (4.95)
Die Massenmatrix (4.92) reduziert sich auf
2 o2 (O)2(MF)  —©MO% (M) M,)
Mjp =29 < —@11622(M1M2> (@22)2(M22> (4.96)

Man sieht: Die Massenmatrix hat den Rang 1, d.h. sie hat genau einen von Null
verschiedenen Eigenwert, und damit bleibt genau eines der Felder masselos und das
andere wird massiv mit der Masse m = 2¢%((0'1)2M?2 + (@22)2M22)%. Die beiden
bisher untersuchten Szenarien legen folgenden allgemeinen Ablauf nahe. Mindestens
eines der Skalarfelder M4 bleibt masselos, d.h. die in (4.85) angegebene Massenma-
trix hat immer einen Nulleigenvektor, wihrend die anderen Felder massiv werden
mit einer Masse, die sich mit (4.85) berechnen l48t.

Wir kommen nun zur Behandlung der iibrigen Skalarfelder ¢®. Fiir diese gilt
zundchst mit (4.43)

_o 0V

O¢°

1 — 1
:(3CK)eK(Zg“bDaWD5W -(1- §MAGABMB),W,2)
1 — 14 _
+ (79" DWW + 29 0.(DaW) DG W (4.97)

1 - — 1 _
+3 gD W O(D;W) — (1 — §MAGABMB)(60W)W),

wobei G = g“g und die Holomorphie von W, d.h. 8. W = 0, ausgenutzt wurde.
Ferner kann man den vorletzten Term folgendermafien umformen:

0.(DW) = B0 + (0u05K)W + (0;K) 0TV = g5 (4.98)
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Da am Grundzustand D,W = 0 gilt, ist auch DgWW = 0, denn fiir die komplexe
Ableitungen gilt 9;W = 9,W, d.h. wegen der Realitit von K ist DE_W = OW +
(0aK)W = 0,W + (0, K)W = D,W = 0. Der Term proportional zu g . wird auch
bei zweiter Ableitung auf jeden Fall wegfallen. Da es im positiv-definiten Potential
(4.65) keine Kopplung zwischen Termen mit den M4 und den ¢® gibt, folgt, dafl die
gemischten Ableitungen identisch verschwinden:

2
2 OV (4.99)
OM A OPp*
Im Ubrigen gilt (%@ = 0 automatisch, wenn (4.66) erfiillt ist, denn wegen (4.97) ist
am Grundzustand g2 g(;/c = —WeK(1-1MsGABMB)(0.W +(9.K)W) ~ D.W =0

—29V.

und ebenso ¢g7°2% = 0. Zur Berechnung der Matrix zweifacher Ableitung nach ¢

sei bemerkt, dafl sich zuniéichst ein Term der Ableitung der Exponentialfunktion
ergibt, der also proportional zu g(;/c ist und damit im Grundzustand verschwindet.

Es ergibt sich:

5 X ras) =

1
D.04K)ef (1 — §MAGABMB)1W12

C(0.K)eR (1 — %MAGABMB)((%W)W

1

(4.100)
b . 1 4 —
+ e (59" 0.(DaW)a(D5W) + 29" 0a(DaW ) D5V

(- %MAGABMBxaCadW)W»,

wobei wieder solche Terme weggelassen wurden, die proportional zu D,W sind.
Zusitzlich betrachten wir zunéchst den Fall des positiv definiten Potentials, in dem
also 1 — 2 MAGABMp = 0 gilt. Insgesamt erhilt man mit (4.98)

OV O KT (O (DaW) + 0DV )) (4.101)
3¢d8¢c 7 c\/d d\Mec . .
Fiir die Massenmatrix ( ?;V{> erhalt man das komplex-konjugierte Ergebnis, da
¢
das Potential reell ist. Ebenso gilt:
o’V 1
-2 K AB 2
g = =—gqc¢ (1— —MsG*P Mp)|W
G = 9 (15 W

— (0K)e™ (1 - %MAGABMB)W%W+ eK(%(g“l_’ag(DgW)ac(DaW) (4.102)
1 —
+9.4WI%) — (1~ §MAGABMB)(03W)(8CW)),

wobei wir g ; = 0,0;K ausgenutzt haben. Im positiv definiten Fall ist also

o0*V

< Dpddgpe

2 -
) = LR (g 04 DW)2(DalV ) + 9.4 WI). (4.103)
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Es bereitet nun keine Schwierigkeiten, die erhaltenen Ausdriicke geometrisch zu in-
terpretieren. Da im Vakuumerwartungswert die D, W und ihre komplex-konjugierten
verschwinden, lassen sich die obigen Ableitungen durch beliebige kovariante erset-
zen, denn diese erhalten neben der gewohnlichen partiellen Ableitung nur Terme
proportional zu D,W. Wir haben damit die durch die spontane Symmetriebrechung
entstandenen Massen der Skalarfelder vollstéandig bestimmt. Zusammenfassend ha-
ben wir damit die folgenden Massenmatrizen fiir die Skalarfelder ¢® gefunden:

2

M, = (N T [Da(DyW) + Dy(DaW)])

M2 = L (e (gD, (D) DA (D) + g5l W ) (4.104)
2

M2 = ‘%(eKW[DE(DEW) + Da(D5W))).

Es sei darauf hingewiesen, dafl diese Ausdriicke analog zu denen einer spontanen
N =1 — N = 0 Brechung in D = 4 sind [8], nur mit dem Unterschied, daf dort
noch ein Term auftaucht, der von dem Riemannschen Kriimmungstensor abhéngt.
Es wére interessant, den geometrische Ursprung dieser Diskrepanz zu untersuchen.
Um die physikalischen Massen ablesen zu kénnen, sei zunéchst auf folgendes hin-
gewiesen: In einer Sigmamodell-Wirkung der Form £ ~ gal;((]ﬁ)@utb“@“ab—mag(qﬁ)(baab
haben die skalaren Felder genau dann eine Masse, wenn im Grundzustand (m ;(¢)) #
0 gilt. Auch in diesem Fall stellt diese Matrix aber nicht notwendigerweise die physi-
kalische Massenmatrix dar, sondern nur dann, wenn die Wirkung in den Koordinaten
ausgedriickt ist, in denen die Metrik am Punkt des Grundzustands auf der Skalar-
mannigfaltigkeit flach, d.h. ~ 3, ist. Es ist dies darin begriindet, daf} sich die phy-
sikalische Masse als Eigenwert des Poincare-Casimiroperators P2 nur dann ergibt,
wenn im kinetischen Term die Ableitungen der ¢® zum selben Index auftauchen.

Es verbleibt an dieser Stelle nur noch die Masse der Vektorfelder zu berechnen.
Auf den ersten Blick hat es den Anschein, daf die Wirkung (4.38) keinen Massenterm
fiir die Vektorfelder generieren kénnte, denn diese tauchen typischerweise in Form
der kovarianten Ableitung im kinetischen Term der zur Eichsymmetrie korrespon-
dierenden Skalarfelder auf. Diese sind jedoch gerade in die Vektorfelder redualisiert,
und die kinetischen Terme der iiblichen Skalarfelder enthalten entsprechend keine
Vektorfelder. Es wird hier also kein gewohnlicher Higgs-Mechanismus ablaufen, son-
dern hochstens ein topologischer, wie wir ihn in 4.1.1 erklédrt haben. Dafl dies der
Fall ist, kann auf zweierlei Weise begriindet werden. In der Wirkung (4.38) lautet
der relevante Teil fiir den Fall, dafl wir nur ein Feld M4 und nur ein Eichvektorfeld
haben, wegen (G~1(M)) = £2-:

mw'

190 ., 1 y
Zm—wFM Fﬂy + §g@6u,,pA“(9 AP, (4105)

Nach Multiplikation mit %, wodurch die Dynamik nicht veréndert wird, reduziert
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sich dies auf (4.8) mit £ = m¢.11 Und wir hatten dort schon gesehen, dafl das
Vektorfeld dann die Masse m,, hat. Andererseits kann man auch nochmals die Dua-
litétsrelation (4.32) nutzen und diese in den Yang-Mills-Term einsetzten, so dafl man
im nicht redualisierten Bild erhélt

1 AB v
LG Foy
1
4
1 oy op 1
- §GCE3prC OPPE + ngGCE@CD@EFAD,,A;; + ...

GABet P 0 GacGpr (0,0 + g0%P Ap,) (07 ¢F + g0  A%) + ...

(4.106)

Wegen (M?) = Q;n—é” reduziert sich der relevante Term bei verschwindender kosmo-

logischer Konstante auf

1 1 1
592@2<G(M)>AMAM = ZgQGQ(MQMMA“ = 590my A, A" (4.107)

Es ist jedoch zu beriicksichtigen, dafl weiterhin ein Chern-Simons-Term in der Wir-
kung vorkommt, so daf} insgesamt die relevanten Terme sind:

1 1
59Omy A, A 4 2902, AND AL, (4.108)

d.h. mit (4.18) folgt fiir die Masse des Vektorfeldes: £ Omy _ M.y, genau wie in der

go
redualisierten Version.
Es ist moglich, diese Analyse auf eine beliebige Zahl an Vektorfeldern Ay, zu

verallgemeinern. Hierzu werden wir zeigen, dafl es genau eine Linearkombination A,
der Vektorfelder gibt, die die Gravitinomasse annimmt. Wir definieren

A 1
Ar=3" M—AAfg. (4.109)
A

Dann 148t sich jedes der Vektorfelder A/; durch eine Linearkombination von A und
den {ibrigen Vektorfeldern ausdriicken:

AM = MaA* + BY, (4.110)
wobei M
B A pu
Bi=->" 21, A (4.111)
B#A

Die Feldstérke F;w dieses Vektorfeldes ist dann gegeben durch

A 1 1 y ,
P =) SR =) 77 (40" Ma — A30° M), (4.112)
A A

“In (4.8) war das relative Vorzeichen zwischen Yang-Mills-Term und Chern-Simons-Term ein
anderes, was jedoch nichts an der Masse &ndert.
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so daBl man die Feldstérken F}" durch Fr ausdriicken kann geméf

. M M
FRY = Mo — 3" AR " R (AR Mp — A%0” Mp). (4.113)
Mg M2
B#A B
Setzt man (4.110) und (4.113) in den Yang-Mills- und den Chern-Simons-Term der

Wirkung (4.38) ein, so erhilt man

1 1
ZGABFZ”FBW + g04Be,, AL F}P
1
T4

Hierbei wurden nur die fithrenden Terme beriicksichtigt, da die nachfolgenden keinen
Beitrag zur Masse liefern. Mit T = %MAGABMB = %g_1m¢ und MAGABMp = 2
folgt also wie in (4.105), daB A* die Masse m, hat.

Wir behandeln nun die naheliegende Frage, ob es hier ein Goldstoneboson gibt
und welche Rolle es spielt. In Abschnitt 4.1.1 hatten wir gesehen, dafl auch beim
topologischen Higgs-Mechanismus ein Goldstoneboson gegessen wird, so daf3 das zu-
vor keine physikalischen Freiheitsgrade tragende Chern-Simons-Feld den einen Frei-
heitsgrad bekommt, den es als massives Feld haben muf. Hier haben wir jedoch
die Situation, dafl das Eichfeld aufgrund der speziellen Redualisierung einen zusétz-
lichen Yang-Mills-Term hat, d.h. selbst im ungebrochenen Fall einen Freiheitsgrad
hat. Durch die Brechung erhélt das Vektorfeld also keinen zusétzlichen Freiheits-
grad, d.h. es wird massiv, ohne dafl ein Goldstoneboson gegessen wird. Das einzige
Feld, das als Goldstoneboson in Frage kime, wire auch das masselose M. Dieses ist
jedoch nicht geeicht und kann daher nicht wegtransformiert werden. Das Goldstone-
Theorem zeigt jedoch - wenn auch unter gewissen Voraussetzungen -, dafl zu jeder
gebrochenen Symmetrie ein masseloses bosonisches Feld als Goldstoneboson gehort.
Es ist jedoch zu beachten, dafy die Eichsymmetrie nur in dem Bild der reinen Chern-
Simons-Eichung gebrochen ist, in dem ¢ nicht in das Vektorfeld redualisiert wurde,
denn nur hier erscheint ein konventioneller Massenterm wie in (4.108). Um das Gold-
stoneboson zunichst in diesem Bild zu identifizieren, miissen wir die Situation etwas
genauer analysieren. Wir zeigen zunéchst, dafl sich bei Brechung auf N = 1 das
Goldstoneboson notwendigerweise im selben Multiplett befindet wie das Goldstone-
fermion [3]. Ein Skalarfeld ¢ sei also im selben Multiplett wie das Goldstonefermion
71, d.h. es transformiere sich unter der ungebrochenen Symmetrie €; gemifl

4.114)
P - (
MAGABMpFM™ E,, + ZgMA@ABMBeﬂ,,pA“FW + ...

Oey @ ~ €17. (4.115)

Da sich das Goldstonefermion aber als solches notwendigerweise mit einer konstanten
Verschiebung unter der gebrochenen Symmetrie eo transformiert (siehe (4.72)),

Oey) ~ M €9, (4.116)
ergibt sich der Abschlufl der beiden Supersymmetrietransformationen auf ¢ zu

[662,661]¢ ~ m?pGIEQa (4117)
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d.h. ¢ transformiert sich auch mit einer konstanten Verschiebung, ist also tatséchlich
das Goldstoneboson. In unserem Fall ist das (geeichte) Skalarfeld ¢ auler M der ein-
zige bosonische Partner des Goldstonefermions, ist damit also nach unserer obigen
Analyse das Goldstoneboson. Da dieses nun aber in das Vektorfeld redualisiert wur-
de, kdonnte man sagen, dafl es sich bei dem Vektorfeld selbst um das Goldstoneboson
handelt - auch angesichts der Tatsache, dafl dies in 2 + 1 Dimensionen kein unbe-
kanntes Phénomen ist [13]. Dies ist aber insofern irrefithrend als die Eichsymmetrie
in diesem Bild iiberhaupt nicht gebrochen ist, so dafl die Existenz eines Goldsto-
nebosons durch nichts gefordert wird. In dem Bild der Yang-Mills-Eichung gibt es
schlicht kein Goldstoneboson, das gegessen werden konnte.

Es ergibt sich allgemein folgendes Schema der spontanen Symmetriebrechung bei
geeichter Supergravitation in D = 3: In der reinen Chern-Simons-Eichung existieren
geeichte Skalarfelder, die bei einer spontanen Symmetriebrechung von den Eichvek-
torfeldern gegessen werden konnen. Hierbei wird auch die Eichinvarianz gebrochen,
denn in der Wirkung stehen dann ein Chern-Simons-Term und ein konventioneller
Massenterm. Hierzu dquivalent ist nach [24] eine Yang-Mills-Eichung, bei der unter
Ausnutzung der on-shell-Dualitéit einige Skalarfelder in die Vektorfelder redualisiert
werden, so daf} letztere propagierend in Form eines Yang-Mills-Terms werden. In die-
sem Bild kann eine spontane Symmetriebrechung etwa von Supergravitation auch
dazu fithren, dafi die Vektorfelder massiv werden, und zwar ebenso aufgrund eines
topologischen Higgs-Mechanismus. Hier werden nun aber keine Goldstonebosonen
gegessen, denn andernfalls wire die Abzéhlung der Freiheitsgrade nicht konsistent.
Damit beide Beschreibungen dquivalent sind, kénnen also nur genau die Skalarfelder
in die Vektorfelder redualisiert werden, die bei einer spontanen Symmetriebrechung
zu Goldstonebosonen werden kénnen. Dies folgt auch aus der allgemeinen Untersu-
chung dieser Aquivalenz in [24], wo es heifit: ... that only those scalar fields on which
the scalar potential of the gauged theory does not depend can be dualized away and
replaced by YM vector fields.” Mit anderen Worten, da das skalare Potential nicht
von den zu redualisierenden Skalarfeldern abhéngt, sind diese bei einer moéglichen
spontanen Symmetriebrechung masselos und kénnen damit zu Goldstonebosonen
werden.

In D = 3 hat man also drei Moglichkeiten, ein Vektorfeld massiv zu machen. Man
kann erstens eine topologische Variante des “konventionellen” Higgs-Mechanismus
ablaufen lassen, bei dem die Vektorfelder dadurch massiv werden, daf} sie einige
Goldstonebosonen essen. Oder man kann zweitens die moglichen Goldstonebosonen
vor der Brechung in die Vektorfelder redualisieren, so dafl die Vektorfelder massiv
werden ohne Goldstonebosonen zu essen. Schliefllich kann man noch einen ganz
konventionellen Higgs-Mechanismus ablaufen lassen, bei dem ein Yang-Mills-Feld
ein Goldstoneboson ifit und damit insgesamt zwei Freiheitsgrade hat.
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4.2.4 Effektive N =1 Supermultipletts

Wir werden nun untersuchen, wie die resultierenden N = 1 Supermultipletts ausse-
hen und hierzu ausnutzen, dafl man weiterhin eine Massenentartung innerhalb der
N = 1 Multipletts hat. Um die physikalischen Massen der ¢® zu bestimmen, ge-
hen wir zunéchst davon aus, dafl es nur ein komplexes Feld ¢ gibt, so dafl wir die
Massenmatrizen explizit diagonalisieren kénnen. Zunéchst ist mit (4.104)

2

M? = %<6KWD2W>
2

My = L (KD WDAW + hjW ) (4.118)
2

M3 = %(eKW52W>.

Hierbei bezeichnet h die nun skalare Kéhler-Metrik g ;. Man beachte, dafl diese
Ausdriicke noch nicht in der Masseneigenbasis geschrieben sind. Die Entwicklung
des Potentials lautet namlich

V=V + %(quﬁz + Moo + MEd) + ..., (4.119)

wahrend Massenterme immer von der Form %m2¢2 im Falle eines reellen Feldes

oder von der Form %m2|¢5|2 im Falle eines komplexen Feldes sind. Wegen V € R ist
Mz € R und mit M? = M2 gilt nun fiir ¢ =: ¢1 + igho

MP§? + Miydd + Midp = M7 (67 + 2id1¢2 — ¢3) + Mis(67 + ¢3)
+ M3 (¢7 — i1 — ¢3)
= (M3, + 2ReM?)$7 — 2(2ImM7 ) ¢1 62
+ (M3%, — 2ReM?) 3.

(4.120)

Diesen Ausdruck kann man als quadratische Form in (¢, ¢2) auffassen. Da diese
Matrix reell und symmetrisch ist, kann man immer eine orthogonale Transformation
finden, die diese diagonalisiert, so dafl deren Eigenwerte die physikalischen Massen
ergeben. Ist ndmlich

M3Z, + 2ReM?  —2ImM? B m? 0 ¢
< —2lmM?  ME, — 2ReM? =5 o m3 5 (4.121)

so sind die neuen Felder

b =S¢ (4.122)

in der Masseneigenbasis mit den physikalischen Massen mi und ms. Man erhalt fiir
die Eigenwerte

0 = det ME + 2ReM? — A —2ImM?
—2ImM? M2, — 2ReM? — A
= X = 2M{HN =AM + (Miy)?,

(4.123)
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also

my = A= Mb\[(ME)2 + 4MPP2 — (MB)2 = ML, £2M7). (4.124)

A priori gibt es nun zwei Moglichkeiten:

i) M? = 0. In diesem Fall wird das komplexe Feld massiv und erhélt die Masse M%,.
ii) M? # 0. In diesem Fall spaltet sich das komplexe Feld in zwei reelle Skalar-
felder unterschiedlicher Masse auf. Mit (4.118) sieht man nun: Fall i) impliziert
(KW D?*W) = 0, also

97 m((0°K) + ((0K)?)) = —2(e"WOKOW) — (" Wo*W). (4.125)

Diese Gleichung stellt eine starke Restriktion an das K&hlerpotential und damit an
die Geometrie der Skalarmannigfaltigkeit dar. Dafl das komplexe Skalarfeld selbst
massiv wird, dafl also Real- und Imaginérteil dieselbe Masse erhalten, kommt also
nur in sehr speziellen Situationen vor, in denen man das Kéhlerpotential und auch
die Form des Superpotentials per Hand gerade so zu wéhlen hat, daf§ (4.125) erfiillt
ist. Im allgemeinen wird also M # 0 sein, d.h. die Skalarfelder spalten zu Feldern
unterschiedlicher Masse auf und gehoren damit notwendigerweise zu unterschiedli-
chen Supermultipletts. Dies ist auch in der Struktur der N = 1 Supermultipletts
begriindet. Denn diese sind nach Kap. 2 von der Form (0, %), so dafl es zu einem
Skalarfeld genau einen fermionischen Spin—% Partner mit einem fermionischen Frei-
heitsgrad gibt. Entsprechend hat auch das Skalarfeld genau einen bosonischen Frei-
heitsgrad.'? Da komplexe Skalarfelder jedoch zwei Freiheitsgrade haben, kénnen die-
se nicht zu einem N = 1 Supermultiplett gehoren, d.h. die Supersymmetrie erzwingt
keine Massenentartung zwischen Real- und Imaginérteil. Analog sieht man, dafi die
Skalarfelder ¢® i.a. nicht die Gravitinomasse annehmen, sich also nicht mit dem Gra-
vitino in einem Multiplett befinden. Dies hiefle ndmlich wegen mi = g*(eX|W|?) mit

der Normierung h = 1'3

2
(X [WI2) = (KD WDW + [W[2]) & g*(e [WD?W]), also (4.126)

3(W2) = (D°WDW + 4[WD2W).

Diese Relation kann offenbar nur fiir eine spezielle Wahl des Superpotentials W und
des Kéhlerpotentials erfiillt werden.

Um die allgemeine Reorganisation der Multipletts zu verstehen, mufl ein boso-
nischer Partner identifiziert werden, der die Gravitinomasse hat und demzufolge
zu demselben Multiplett gehort wie das massive Gravitino. Wir haben jedoch so-
eben festgestellt, daf} keines der Skalarfelder diese Eigenschaft hat, sondern dafl diese

12Wir wir in Kap. 2 gesehen haben, kann man Majoranaspinoren in D = 3 als Real- und Ima-
ginérteil von Weylspinoren in D = 4 auffassen. Da letztere zwei propagierende fermionische Frei-
heitsgrade haben, haben Majoranaspinoren in D = 3 entsprechend genau einen.

3 Diese liefert wegen (4.39) und unseren Uberlegungen im vorigen Abschnitt nur dann die phy-
sikalische Masse, falls goa = 0, was wir der Einfachheit halber fiir unsere Betrachtung annehmen
koénnen.
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nur unter sehr speziellen geometrischen Bedingungen die Gravitinomasse annehmen.
Andererseits kennen wir aus Kap. 2 die allgemeine Form der massiven Multipletts,
insbesondere fiir N = 1: (5,5 + %) Da das massive Gravitino ein Spin—%—Feld ist,
muf} der bosonische Partner also ein massives Spin-1-Feld sein. Ein solches ist nach
dem in Anhang A ausgefiihrten auch in D = 3 ein Vektorfeld. Wir erwarten also ein
massives Vektorfeld, das die Gravitinomasse annimmt. Und in der Tat haben wir im
vorigen Abschnitt gesehen, dafl durch einen topologischen Higgs-Mechanismus das

Vektorfeld diese Masse erhilt. Die masselosen N = 2 Multipletts
N =2, masselos: (ef, v, 45) + (Auym A M) + (81, X1, 0%, x7), (4.127)

spalten also in die folgenden masselosen und massiven N = 1 Multipletts auf. (Der
Index kennzeichnet jeweils die Masse.)

N =1 (eZ7¢;1L)0 + (1/}37"4#)7”11; + (M7 )‘)0 + (¢17X1)m1 + (¢27X2)m27 (4128)

wobei m; und my die in (4.124) berechneten Massen von ¢! und ¢? sind. (Fiir den
allgemeineren Fall einer beliebigen Zahl an Skalarfeldern ¢® kann man die Massen
immer fiir eine gegebene Geometrie der Skalarmannigfaltigkeit durch Diagonalisie-
rung von (4.104) bestimmen.) Zusammenfassend haben wir folgenden Ablauf der
spontanen Symmetriebrechung gefunden: Das zuvor nichtpropagierende Gravitino
1/13 wird massiv und erhilt dadurch einen fermionischen Freiheitsgrad.!* Es liuft
also ein Super-Higgs-Mechanismus ab, bei dem ein Goldstonefermion gegessen wird,
d.h. seinen propagierenden Freiheitsgrad an das Gravitino abgibt. In der obigen Dar-
stellung ist dieses etwa 7). Ferner bleibt M masselos und die komplexen Skalarfelder
¢ werden massiv und spalten dabei in ihre reellen Anteile auf. Das Vektorfeld wird
ebenso massiv, jedoch nicht durch einen gewdhnlichen Higgs-Mechanismus, sondern
durch einen topologischen. Es wird hierbei auch kein Goldstoneboson gegessen. Der
allgemeinere Fall einer beliebigen Zahl an Vektorfeldern A4, ist vollkommen analog.

4.3 Die Effektive N =1 Wirkung

Nachdem wir also die effektiven N = 1 Multipletts bestimmt haben, gilt es als
néchstes, die effektive N = 1 Wirkung zu berechnen, die die Dynamik in guter
Naherung bei im Vergleich zur Brechungsskala kleinen Energien beschreibt. Die
Brechungsskala ist durch die Gravitinomasse m,, gegeben, so dafl man die effek-
tive Wirkung durch “Ausintegration” des massiven Gravitinos erhélt. Gemeint ist
damit folgendes. Zunéchst fithren wir eine typische Energie-/Impulsskala p ein, die
deutlich kleiner ist als die Brechungsskala: p < m,,. In den Bewegungsgleichungen

Daf ein massives Gravitino in D = 3 genau einen fermionischen Freiheitsgrad haben muB, kann
man auch durch dimensionale Reduktion begriinden. Ein massives Gravitino hat in D = 4 vier
Freiheitsgrade und zerlegt sich wie folgt: ¥ma = (Vpa,P24) = (w}m + iz/)imz/)%a +i13,). Da ein
massives Majoranafermion wie Ql)éo? in D = 3 einen Freiheitsgrad hat, miissen auch die wlluf jeweils
einen Freiheitsgrad haben.
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fithren wir dann eine Entwicklung in -~ bis zur ersten Ordnung durch und setzen
das Resultat wieder in die Wirkung ein. Die resultierende Wirkung liefert dann die
bei der Skala p giiltigen Bewegungsgleichungen. Nimmt man etwa die Bewegungs-
gleichung des massiven Gravitinos 1/)5 in einer Impulsraumdarstellung, so erhélt man

0= (p* +my)p(p) = mj, (1 + (miw)z> V2 (p) = m2y2(p). (4.129)

Nach einer Entwicklung bis zur ersten Ordnung erhélt man also als Bewegungsglei-
chung 1/)5 = 0, d.h. in der Wirkung muf} das massive Gravitino gleich Null gesetzt
werden. Wir nehmen an, dafl die massiven Skalarfelder, also die ¢* und gegebenen-
falls einige der M4, eine Masse annehmen, die von derselben Ordnung ist, so daf
diese Felder sowie ihre fermionischen Partner in der Wirkung also ebenfalls gleich
Null zu setzen sind. Soweit ist die Analyse vollkommen analog zu der entsprechenden
fiir eine N = 2 — N = 1 Brechung in D = 4 [38, 39]. Bei der Behandlung eines
massiven Vektorfeldes ergibt sich in D = 4 jedoch folgende Schwierigkeit. Aufgrund
der Ankopplung der masselosen Goldstonebosonen an die Vektorfelder in Form der
kovarianten Ableitung, ergibt sich in der Wirkung der folgende Kopplungsterm [39]:

1
§m2AMA“ +mAL0" (o), (4.130)

wobei die genaue Form von f fiir unsere Uberlegung nicht von Bedeutung ist. Da der
Ableitungsterm hier nur von 1. Ordnung ist, kann dieser nicht gegen den Massenterm
vernachléssigt werden. Fiir die Bewegungsgleichung von A, folgt

A= 0,1(6). (4.131)

Setzt man diese nun wieder in die Wirkung (4.130) ein, so erhélt man

50O F(6) = —3 (F'(6)*0u00"o, (4132

2

d.h. einen kinetischen Term fiir die Skalarfelder. Diese werden aber fiir nicht-lineare
Sigmamodelle durch die K&hlermetrik bestimmt. Diese, d.h. die Geometrie der Sk-
alarmannigfaltigkeit, erfihrt also eine nichttriviale Korrektur beim Ubergang zur
effektiven Wirkung, worin die ganze Schwierigkeit ihrer Berechnung besteht. In der
hier untersuchten Brechung in D = 3 taucht dieses Problem jedoch nicht auf. Dies
ist einfach darin begriindet, dal in dem redualisierten Bild keine Goldstonebosonen
vorhanden sind und diese somit auch nicht mehr an die Vektorfelder koppeln. Die
Kopplungsterme in (4.38), die die Feldstérke bzw. die Vektorfelder enthalten, sind
von Ordnung p? oder von der Form myp fiir den Chern-Simons-Term. In diesem
Fall sind die Losungen der Bewegungsgleichungen fiir die massiven Vektorfelder bis
zur ersten Ordnung A, (p) = 0, sind also in der Wirkung auch einfach gleich Null zu
setzen. Insgesamt ergibt sich die effektive N = 1 Wirkung also dadurch, dafi man
alle massiven Felder gleich Null setzt, insbesondere erfahrt auch die Geometrie der
Skalarmannigfaltigkeit keine Modifikation.
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4.4 N =1 Anti-deSitter Hintergrund

Wir werden abschlieffend die allgemeinen Aspekte einer moglichen N =2 — N =1
Brechung mit Anti-deSitter Vakuum behandeln. In 4.2.2 hatten wir die Bedingungen
flir supersymmetrische Grundzustéinde zunéchst im allgemeinen AdS-Fall untersucht
und dabei Folgendes gefunden: Jeder Eigenwert von A; im Grundzustand, der gleich
dem inversen AdS-Radius ist, entspricht einer erhaltenden Supersymmetrie. Im Fall
nichtverschwindender kosmologischer Konstante wird also auch der zur ungebroche-
nen Symmetrie korrespondierende Eigenwert von A; von Null verschieden sein. Da
A aber die Bedeutung einer Gravitinomassenmatrix hat, hiele das also, daf selbst
im N = 1 Grundzustand beide Gravitinos massiv sind. Insbesondere das Gravitino
im Gravitonmultiplett miifite also massiv sein, d.h. das Graviton selbst auch. Im
ungebrochenen Fall stellt sich die Situation &hnlich dar. Beide Eigenwerte von A
wéren gleich dem inversen AdS-Radius, d.h. beide Gravitinos im Gravitonmultiplett
wéren massiv; ebenso miifite dies fiir das Graviton gelten, das dann also zwei boso-
nische Freiheitsgrade hétte. Obwohl es in D = 3 topologische Modelle fiir massive
Gravitation gibt [26, 32], wollen wir zunéichst davon ausgehen, daf§ diese auch im
AdS-Fall masselos bleibt. Der scheinbare Widerspruch zu unseren vorangegange-
nen Uberlegungen liegt darin verborgen, dafl im AdS-Fall die Masse nicht so einfach
vom Massenterm abgelesen werden kann. Daf sich die physikalische Masse als Eigen-
wert des Casimiroperators P? der Poincaregruppe aus der Klein-Gordon-Gleichung
ergibt, gilt ndmlich nur fiir den Minkowski-Fall, in welchem die Isometriegruppe ge-
rade die Poincaregruppe 1S50(1,2) ist. Die Isometriegruppe der AdS-Raumzeit ist
jedoch SO(2,2), so daB zunichst nicht klar ist, was hier die Rolle von P? spielt,
wie also insbesondere die physikalische Masse zu bestimmen ist. Es gibt nun zwei
mogliche Vorgehensweisen:
1.) Man untersucht die Darstellungstheorie der AdS-Gruppe, wozu man ausnutzen
kann, dafl

S0(2,2) = SO(1,2) x SO(1,2) (4.133)

gilt. Da die Lie-Algebra also in die direkte Summe so(1,2) & so(1,2) zerfillt, kann
man sofort die moglichen Casimiroperatoren identifizieren und fragen, welche Kom-
bination derselben im Minkowski-Limes zu P? wird.

2.) Man berechnet die Eintrége der (vermeintlichen) Massenmatrix A; der Gravi-
tinos im ungebrochenen Fall, und bestimmt aus der Annahme, daf§ die Gravitinos
hier masselos sind, durch Vergleich der Eintrige die Massen im gebrochenen Fall.

Wir wollen die letztere Herangehensweise benutzen. Es ergibt sich dabei nun aber
folgendes Problem. In 4.2.2 hatten wir mit (4.59) gesehen, dafl im Fall ungebrochener
Supersymmetrie das Potential am Grundzustand automatisch verschwindet, d.h. es
ergibt sich notwendigerweise ein Minkowski-Vakuum. Mit anderen Worten: Es gibt
iiberhaupt keinen ungebrochenen AdS-Grundzustand. Dies ist nicht etwa eine ge-
nerische Eigenschaft von Supergravitationstheorien in D = 3, fiir die es sehrwohl
Theorien mit AdS-Grundzustand gibt,'® sondern liegt vielmehr an dem speziellen

5Vergleicht man dies mit der Literatur speziell zu AdS-Supergravitation in D = 3 (siche etwa:
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Modell, in dem nur die PQ-Isometrien geeicht werden [42]. Um auch einen unge-
brochenen AdS-Fall zu realisieren, miissen wir ein allgemeineres Modell angeben
und fiir dieses priifen, ob sich die Bedingung (4.52) erfiillen 148t. (Diese wurde auf
vollkommen modellunabhéngige Weise gefunden.)

Dafl zumindest ein N = 2 AdS Grundzustand existiert, kann man sehr schnell
einsehen, wenn man den einfachsten Fall behandelt, dafl keine Isometrien geeicht
sind, dafl also T' = 0 gilt. (Die Relation (3.40) ist dann trivial erfiillt.) In diesem
reduziert sich das Potential (4.40) auf

2 . _
V= gzeK <g”DiWD3W - 4|W|2) . (4.134)

Wiéhlt man (D;WW) = 0 als Grundzustandsbedingung (was sich erfiillen 1&8t, sofern
man verlangt, daf die partielle Ableitung von W am Grundzustand nicht verschwin-
det), so folgt fiir den Wert des Potentials am Grundzustand

Vo = —g2eS W2 (4.135)

Andererseits sind fiir 7 = 0 die Eigenwerte von A; wegen (4.55) gegeben durch
+eX/2|W|, so daB sich die Bedingung g|\| = v/—V} fiir ungebrochene Supersym-
metrie auf (4.135) reduziert und damit erfiillt ist. Es gibt also einen N = 2 AdS-
Grundzustand. An diesem Beispiel sieht man jedoch noch mehr. Um partielle Bre-
chung zu ermoglichen, miissen geeichte Isometrien vorhanden sein, denn nur fiir
nichtverschwindendes 7" konnen die Eigenwerte betragsmiflig verschiedene Werte
annehmen und so zu einer partiellen Brechung fiihren.

[40, 41]), so stellt man fest, daB dort (p, q)-artige Supergravitation, wobei N = p + ¢, untersucht
wird. p und ¢ beziehen sich hierbei auf die beiden Faktoren (4.133) von SO(2, 2), die supersymmetri-
siert werden, und im Minkowski-Fall kann man N = p+ g Supergravitation nicht fiir verschiedene p
und g unterscheiden. Es befinden sich ebenfall eine von p und ¢ abhéngige Zahl an Vektorfeldern im
Gravitonmultiplett, so dal man den Eindruck haben koénnte, die hier beschriebenen Supergravitati-
onstheorien seien nicht die allgemeinst-méglichen. Dies ist jedoch nicht der Fall [42], was direkt mit
dem nichtpropagierenden Charakter des Gravitonmultipletts zusammenhéngt. Vgl. die Diskussion
in 3.3.2.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Der wesentliche Gegenstand dieser Arbeit war die Behandlung von lokaler Super-
symmetrie in 2+1 Dimensionen. Wir haben die Details einer spontanen Symmetrieb-
rechung von N = 2 nach N = 1 untersucht, d.h. insbesondere das Massenspektrum
berechnet, die Reorganisation der Supermultipletts in N = 1 Multipletts gefun-
den und ferner die Eigenschaften der effektiven Wirkung bestimmt. Von besonderer
Bedeutung war hier die Existenz eines nur in D = 3 moglichen topologischen Ef-
fekts, durch den die Eichfelder massiv werden. Weiterhin haben wir die Beziehung
dieses topologischen Effekts zum drei-dimensionalen Analogon des wohlbekannten
Super-Higgs-Mechanismus untersucht und dabei eine nicht nur oberflichliche Ana-
logie gefunden.

Die Arbeit kann in folgende Richtungen fortgesetzt werden. Zunichst war die
Untersuchung nur auf den Minkowski-Fall beschrinkt, und es gilt, diese auf den
AdS-Fall zu verallgemeinern. Dies ist unter Umstinden nur moglich, wenn man
ein vollig neues Modell entwickelt. (Vgl. die Diskussion in Abschnitt 4.4.) Ferner
existiert eine topologisch massive und damit dynamische Erweiterung von reiner
Supergravitation in D = 3 [29], und man konnte fiir diese dieselben Verallgemeine-
rungen durchfithren, wie sie in [9, 23] fiir reine Supergravitation behandelt wurden:
Ankopplung an nicht-lineare Sigmamodelle und eventuell Eichung der Isometrien.
Im Zusammenhang mit einer partiellen Brechung im AdS Hintergrund kénnte dies
auch von weitergehendem Interesse sein. Denn hier hatten wir argumentiert, daf die
Gravitinos einen Massenterm erhalten. Dafl diese auch eine physikalische Masse im-
plizieren, ist nicht wie in D = 4 von vornherein ausgeschlossen. In D = 4 ist ndmlich
keine massive Gravitation moglich, so da die N = 1 Multipletts auch keine mas-
siven Gravitinos enthalten konnen, wiahrend aufgrund der Moglichkeit topologisch
massiver Gravitation und Supergravitation in D = 3 genau dies nicht ausgeschlossen
ist. Es wére interessant zu untersuchen, ob diese Moglichkeit in irgendeiner Form
realisiert werden kann.

Eine spekulative Uberlegung sei an dieser Stelle noch erlaubt. Wir hatten gefun-
den, daf3 die spontane Brechung von Supergravitation zu einem topologisch massiven

7
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Eichfeld fiihrt, ohne dafl bei diesem die Eichinvarianz gebrochen ist. Kénnte es um-
gekehrt auch moglich sein, dafl die spontane Brechung der Fichsymmetrie im Falle
geeichter Supergravitation zu einer topologisch massiven Supergravitation fiithrt, oh-
ne dafl die Supersymmetrie gebrochen ist? Es ist zu vermuten, dafl dies nur moglich
ist fiir - noch zu konstruierende - an nicht-lineare Sigmamodelle gekoppelte Modelle
topologisch massiver Supergravitation, bei denen einige Isometrien geeicht sind.



Anhang A

Die Lorentzgruppe in D = 3 und
ihre Spinordarstellungen

A.1 Die Lorentzgruppe

Die Lorentzgruppe in drei Dimensionen ist die Gruppe O(1,2) aller linearen Trans-
formationen z# — z'* = Af,2”, die die quadratische Form n(z,y) = n,2"y” auf
dem RY? invariant lassen. Hierbei ist die Metrik beziiglich der kanonischen Basis
gegeben durch

N = diag(+1, -1, —1). (A1)

Damit die Invarianz erfiillt ist, muf} also gelten:
Ntz = Nu A, aP A a7 = mpeala?. (A.2)
Da dies fiir beliebige x gelten muf, folgt
Nuw A, A", = npe bzw. in Matrixschreibweise AlpA = 1. (A.3)
Hieraus folgt also mit dem Determinantenmultiplikationstheorem
(det(A))? = 1 und damit det(A) = =+1. (A4)

Wie im vierdimensionalen Fall unterscheidet man hiermit zwischen eigentlichen und
uneigentlichen Lorentztransformationen. Ferner gilt

Too = WVAMOAVO = 7700A00A00 + UiiAioAio = (A00)2 - [(A10)2 + (Azo)z] =1, (AS5)

also
(A%)? =1+[(A%)?* + (M%)’ > L. (A.6)

AO0 > 1 definiert orthochore, AO0 < 1 definiert nichtorthochore Lorentztransforma-
tionen.
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Da det eine stetige Funktion ist und sich das Vorzeichen von A% wegen (A.6) nicht
auf stetige Weise dndern 1d8t, zerféllt die Lorentzgruppe also wie O(1, 3) topologisch
in vier Zusammenhangskomponenten. Im folgenden betrachten wir in der Regel die
Anteile:

SO(1,2) :={A € O(1,2)|det(A) = 1}, bzw. (A7)

S0'(1,2) :== {A € O(1,2)| det(A) = 1,A% > 1} (A.8)

In vier Dimensionen hat man die Situation, dal die nicht einfach zusammenhéngen-
de Lorentzgruppe lokal zur einfach zusammenhéngenden Gruppe SL(2,C) := {M €
Msy2(C)|det(M) = 1} isomorph ist. Genauer gilt: Die sogenannte quantenmecha-
nische Lorentzgruppe SL(2,C) ist die zweifache und universelle Uberlagerung der
eingeschriankten Lorentzgruppe. Dies zeigt man iiblicherweise dadurch, dafl man ein
Element aus SL(2,C) durch Konjunktion auf eine zu einem Vierervektor korrespon-
dierende hermitesche Matrix wirken 1&8t:

P— P =MPM'. (A.9)

Letztere erhéilt man durch Kontraktion eines Vierervektors mit den Sigmamatrizen
ot = (—1,0%, 0%, 03), wobei das Viererquadrat sich gerade als Determinante ergibt,
so daB manifest wird, dal jedes Element aus SL(2,C) eine Lorentztransformati-
on liefert. Kin analoges Resultat gilt in drei Dimensionen: Die Lorentzgruppe ist
nicht einfach zusammenhéngend, wird aber durch SL(2,R) zweifach iiberlagert, das
heifit, die beiden Gruppen sind lokal isomorph und haben insbesondere dieselbe Lie-
Algebra. Im Unterschied zum vierdimensionalen Fall ist SL(2,R) selbst jedoch nicht
einfach zusammenhéngend. Dies sieht man wie folgt ein: Nach der reellen Version
des Polarzerlegungstheorems gilt fiir jede nichtsingulére, reelle Matrix M

M = ue", (A.10)

wobei u orthogonal und h symmetrisch ist. Fiir det(M) = 1ist u € SO(2) X U(1) =
S' und h wegen 1 = det(e?) = ™) spurfrei. Solche Matrizen sind von der Form

h:<2 _ac> (A.11)

also ist die Menge dieser Matrizen isomorph zu R2. Topologisch ist SL(2,R) also
S1 x R?, d.h. nicht einfach zusammenhingend, denn die 1. Fundamentalgruppe ist
71 (S x R?) = 71(S') = Z. Die lokale Isomorphie SO'(1,2) = SL(2,R) 18t sich nun
auf verschiedene Weisen realisieren, von denen einige alternative noch in spéteren
Abschnitten behandelt werden. Setzt man in Analogie zum vierdimensionalen Fall
ot = (1,0, 0%), p=0,1,2, so ist

-1 0 0 1 1 0
= 'u' =
P O'PH (0 _1>P0+<1 0>P1—|—<0 _1>P2

| P+ P Py
= P,  —P—-P )

(A.12)
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also det(P) = P? — P? — P} = P*P, und det(P’) := det(M PM?) = det(P) fiir M €

SL(2,R). Die so gewonnene Identifikation mit Lorentztransformationen ist iiberdies

ein Gruppenhomomorphismus, denn sei M € SL(2,R) und A(M) die dazugehérige
Lorentztransformation, dann gilt:

MX,o'M" = X, 0" = A(M)," X, 0" (A.13)

Wendet man nun hierauf eine weiter Transformation N € SL(2,R) an, so ergibt sich

NX/o'N' = NMX,0"M'N" = A(NM) ./ X,, 0" (A1)

= AJ(N)Xpo = AS(N)AS (M) X, 0" '

Es gilt also A(NM) = A(N)A(M). Da nun genau +M dieselbe Lorentztransfor-
mation liefern, hat man die zweifache Uberlagerung von SO'(1,2). AuBerdem ist
dimSL(2,R) = 3, d.h., man hat einen lokalen Isomorphismus.

A.1.1 Die Lie-Algebra der SO(1,2)

Faft man wie oben geschehen die Lorentzgruppe als Matrixgruppe der A/, auf, so
bildet sie eine Lie-Gruppe, deren Lie-Algebra - interpretiert als Tangentialraum an
der Identitét - ebenfalls eine Matrixalgebra ist. Diese sei bezeichnet als so(1,2). Es
gilt

s0(1,2) = {a € Myys(R) | o = —nan}. (A.15)
Zum Beweis sei A € SO(1,2), dann ist A(t) = exp(ta) fir a € so(1,2). Aus
At (t)nA(t) = n folgt [exp(ta)]'n[exp(ta)] = n, also

d
4 (fexplta)] nlexp(ta)]} |—o=0. (A.16)
was wegen 1;350(1,2) = so(1, 2) eine Bedingung an die Elemente von so(1, 2) liefert:
d d
0= a[exp(ta)]tn exp(ta) |i=o +[exp(ta)]t77£[exp(ta)] lt=0 - (A.17)
Es folgt
a‘n + na = 0 und damit o’ = —nan. (A.18)

Hieraus kann man nun die Form der Generatoren explizit bestimmen, und man

findet:

0 aor a2
80(1, 2) =< a=|ag 0 —ai12 | ap1, ag2,a12 € R (A.lg)
apz a2 0

Eine naheliegende Wahl fiir die Generatoren, d.h. fiir die Basis der Lie-Algebra, ist
die folgende:

010 00 1 0 0
M=[100],N:={000]|,M=[00 —1]. (A.20)
00 0 10 0 01
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Die Lorentzgruppe in D = 3 ist also dreidimensional, und dies entspricht gerade Dre-
hungen um eine Achse sowie Boosts in zwei unabhéngige Raumrichtungen. Hiermit
lassen sich nun explizit die Vertauschungsrelationen der Lie-Algebra berechnen:

000 000 0 0 0
INGN)J=[ o001 |=[0o0o0]=[0 0 1]=-M
000 010 0 -1 0
00 -1 000 0 0 -1
INyMl=[ 00 o |=[oo0o0]=[ 0 0 0 |==N, (A2])
00 0 100 ~10 0
010 0 00 010
NyMl=[ 000 |- -100]=(100]|=M
000 0 00 000

Insgesamt ist die Lie-Algebra also
[NZ‘,N]'] = —e’;‘ijM, [NZ,M] = _Eiij (A22)

wobei €;; der total antisymmetrische Tensor 2. Stufe mit €12 = +1 ist.

Méchte man eine Lorentztransformation als A4, = [exp(—%wp"M »0)]' schreiben,
wobei eine infinitesimale Transformation der Raumzeit gleichzeitig gegeben ist durch
ot — ' = gt 4+ wh,z¥, so empfiehlt es sich, die folgenden hermiteschen und an-
tihermiteschen Generatoren einzufiihren: K; := iN;, d.h. K;r = —K;und J := 1M,

d.h. J* = J. Die Vertauschungsrelationen ergeben sich damit zu:
J, K] = —|M,N;| = —epx N, = igii. K,
[J, K] = —[M, N]] N = e Ky (A.23)
[KZ’,K]'] = _[Nz,Nl] = 5ijM = —’L&ijJ

Die neue Basis M, der Lie-Algebra ergibt sich formal als eine folgendermaflen
definierte 3 x 3-Matrix:

1
§€ijMij =J fir i,j = 1,2 und MOi = —KZ’,Z' = 1,2, d.h. (A24)
0 —-Ky —K;
My,=|K 0 J (A.25)
Ky —J 0

Diese M, haben die oben geforderte Eigenschft, was man folgendermafien einsieht:
Die Komponenten der matrixwertigen Eintridge von M), sind gegeben durch

(Mpo), = i(1610)y — 1o 0Y), (A.26)

wie man direkt durch Vergleich der entsprechenden Komponenten verifiziert. Be-
trachtet man nun andererseits eine infinitesimale Lorentztransformation der Form
ot — 2 = M 4 whaY, wobei die w', antisymmetrisch sind, so muf bis zur 1.
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Ordnung gelten: w', = —%w”" (M, )", Diese Gleichung wird durch die Darstellung
(A.26) der M, gelost:
i po n_ Lo SH 5M_1M Y — oM A
_iw (MPU)V_iw (77011 p_77pv a)_i(wu_wu)_wu' ( 27)

Diese Generatoren M, der Lie-Algebra erfiillen nun die folgenden Vertauschungs-
relationen:

My, Mpo| = —i(Mup Moo — Npo Myp — NupMus + v M) (A.28)

Dies verifiziert man direkt durch Einsetzen von (A.26) in vollkommener Analogie
zum vierdimensionalen Fall. (Explizit ausgefiihrt findet man die Rechnung etwa in

[7)-

A.1.2 Spinordarstellung der Lorentzgruppe

Gesucht wird zunéchst eine Matrixdarstellung der Cliffordalgebra C(1,2), d.h. der
Cliffordalgebra relativ zur quadratischen Form 7, = diag(+1,—1,—1). Diese wird
erzeugt durch die Gammamatrizen I'°, I't, I'?, die die Algebra

{TH TV} =2t (A.29)
erfiillen. Fiir die Pauli-Matrizen gilt jedoch bekanntlich die Relation
{0, 07} = 26%. (A.30)

Man erhélt hiermit sofort eine Darstellung von (A.29):

o {0 PN 4 . (i 0N o [0 —i
v = 02 = _2 O , Y =103 = O _Z y V= 101 = _Z O .

(A.31)

Die Darstellung ist also zweidimensional, und in der Tat gibt es zu einer Cliffordal-
gebra mit 2n + 1 Gammamatrizen genau zwei durch ++# gegebene indquivalente
Darstellungen der Dimension 2" (Siehe hierzu [43]). Im Fall D = 3 gibt es also eine
zu (A.31) inéiquivalente Darstellung. Die Kommutatoren M, = %[y,,7,] bilden
dann eine Darstellung der Lorentzalgebra, wie man durch wiederholtes Ausnutzen
von (A.29) verifiziert. Objekte, die sich in der hieraus resultierenden Darstellung der
Lorentzgruppe transformieren, nennt man Diracspinoren. Diese sind in 2+ 1 Dimen-
sionen also 2-komponentige Groflen. Nach [43] kann man an die Gammamatrizen
Realitdtsbedingungen stellen, d.h. man kann diese reell wihlen oder genauer: rein-
imaginér, so dafl etwa die Dirac-Gleichung reell wird. Man sieht, daf§ unsere Wahl
(A.31) diese Bedingung erfiillt. Die aus dieser Darstellung gewonnene Darstellung der
Lorentzgruppe ist nun reell, d.h. spater noch zu diskutierende Realitétsbedingungen
an die Diracspinoren werden eine manifest lorentzinvariante Bedeutung haben.
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A.1.3 Lorentzinvariante Bilinearformen

In der Wirkung fiir das Diracfeld kommen Ausdriicke der Form i@fy“@,ﬂ/} vor, von de-
nen wir Lorentzinvarianz verlangen. Es stellt sich also die Frage, was die Bedeutung
des Querstriches ist. Wie nicht anders zu erwarten, ist wie im vierdimensionalen Fall
1 = 740, was man ganz dhnlich zeigt: Fiir pu,v = 1,2 gilt [M*,~°] = 0, denn in
der Spinordarstellung ist

7

[MH 40] = i[[w“n“]mo] 7 (72T = 1A
!

4
=0,

MVO_OMV_VMO+OVM
(A" =YY = A YT 40 (A.32)

(Y7 = POty — A% + A0y yH)

wobei die vorletzte Gleichung mit der Antivertauschbarkeit der Gammamatrizen
folgt. Ist ferner = 0 oder v = 0 und p # v , dann ist {M* 4%} = 0 (fiir p = v
ist M, = 0 und dies gilt trivialerweise). Der Beweis erfolgt weitgehend analog zum
obigen, nur mit dem Unterschied, dal 77"~y = —499#~", so daB sich hier im Anti-
kommutator alle Terme wegheben. Betrachtet man nun eine Lorentztransformation
1-— %wwMW, so gilt:

W0 =T — [(1 = S Mgl = 6 1+ S (™)) (A3

In der obigen Bestimmung der M, war J hermitesch und die K; sind antihermi-

tesch!. Fiir den Rotationsanteil, d.h. p,v = 1,2, gilt also (MW)T = M,,, so dal
wegen (A.32) folgt:
i i
W1+ e (M) = Ty (14 Swp MP) = 9Ty AL, (A.34)
wobei A1 die Lorentztransformation in Spinordarstellung bezeichnet. Entsprechend
2
gilt im Boostanteil, also fiir 4 = 0 oder v = 0, (M,,)" = —M,, und damit wegen
{M,., 7%} = 0:
i i
PTG (M) = 19 (1 + S M) = 9Ty AL (A.35)

Insgesamt gilt also:

T — AT A = T, (4.30)

d.h. 91 ist eine Lorentzinvariante.

DaB dies auch in Spinordarstellung erfiillt ist, kann man nachrechnen; so gilt etwa M% =

i (701 (1)) , d.h. diese ist antihermitesch.
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A.1.4 Majoranaspinoren

Wie bereits erwéhnt, kann man in 2+ 1 Dimensionen gewisse Realitdtsbedingungen
an die Diracspinoren stellen. Genauer heifit dies, dal es Majoranaspinoren gibt, d.h.
Spinoren, die gleich ihrem Ladungskonjugierten sind. Dabei ist die Ladungskonju-
gation gegeben durch

Ve = O, (A.37)
wobei C' die Ladungskonjugationsmatrix bezeichnet, die durch die Bedingung
C(y")'C™t == (A.38)

bestimmt ist.? In der obigen rein-imaginiren Darstellung der Cliffordalgebra durch

die v* ist eine Darstellung von C einfach gegeben durch C' = o2 = <(2) BZ> , d.h.

Ccl= <(2) BZ> . Man rechnet unmittelbar nach, dafi die definierende Eigenschaft

erfiillt ist:
comer=(23) (4 9)= (2 5) =
core=(23)(43)=(3 )=
corer=(2 ) (5 5)=(14) =

Es ist niitzlich, die Ladungskonjugationsmatrix in &dquivalenten Darstellungen be-
stimmen zu kénnen. Hierzu seien I'* und y* dquivalente Darstellungen, d.h. es gelte
v = STHS~! fiir ein geeignetes S. Gesucht ist nun also eine Matrix C’ mit der
Eigenschaft C’(y*)!(C")~! = —y*. Es muB also gelten:

c'(srrs—hHt(cy=t = —sTrst
—1 v q—17t tat -1 (A.40)
— ST C(STHHTH)ESH(CH) TS = —T~.

Diese Gleichung kann man offensichtlich erfiillen, indem man C := S~1C’(S~1) und
damit C~! = S*(C’)~1S setzt. Es ist dann

C’ = SCS". (A.41)

Man kann jetzt die Existenz von Majoranaspinoren beweisen, denn fiir diese mufl
nach Definition gelten:

== (15 e = (15 (5 9) ()
-(o 1) ()= (- (1)

2Diese Bedingung erhilt man aus der Forderung, da die Ladungskonjugierte 1° bei Anwesenheit
eines elektromagnetischen Feldes die Dirac-Gleichung (iv*9, + eA, " —m)y® = 0 16sen mufl, wenn
1 die Gleichung (iv* 9, — eAuy" — m)y = 0 erfiillt.

(A.42)
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Die Majoranaspinoren sind also genau die reellen Diracspinoren. Wie schon an-
gemerkt impliziert die Tatsache, dafi die Lorentztransformationen reell sind, dafl
Majoranaspinoren in einem Bezugssystem auch solche in einem anderen sind.

A.2 Die Beziehung zwischen SL(2,R) und SO'(1,2)

Wie schon in A.1 erldutert ist SL(2,R) die zweifache Uberlagerung von SO'(1,2).
Eine Moglichkeit dies einzusehen wurde bereits angegeben. Interessant ist nun, dafl es
neben dieser Realisierung noch einige alternative gibt, so dafl die Frage zu kléren ist,
welcher von diesen Isomorphismen in dem Sinne ausgezeichnet ist, dafl er gleichzeitig
die Transformationen der Spinoren liefert. Gemeint ist damit folgendes: Betrachtet
man statt der iiblichen Kontraktion eines Dreiervektors mit den Sigmamatrizen etwa
die Kontraktion mit den Gammamatrizen - die in D = 3 ja ebenfalls 2 x 2-Matrizen
sind -, so erhélt man:

0 4 i 0 0 —i
= 'u' prng
P ’yPM <—ZO>PO+<O —i>P1+<—i 0>P2
B P (P — Pa)
- —i(PO + P2) —iPy '
Es gilt also ebenso det(y*P,) = —P% + P + P§ = —P,P*, d.h. man kann Elemente
aus SL(2,R) genauso auf die so gewonnene Matrix wirken lassen und erhilt da-
mit eine Lorentztransformation.® Eine weitere Realisierung dieser Aquivalenz erhilt

man, wenn man die Kombination o := v*C, die im néchsten Kapitel eine Rolle
spielen wird, betrachtet. Fiir diese gilt

o (-1 0N 1 (0 1\ » (1 0
O’—(O 1) =l10) 7= -1 ) (A.44)

5“P:<_PO+P2 P ) . (A.45)

(A.43)

und damit

Py —Py— P

Wieder gilt also det(c#P,) = P*P,. Man beachte, dafl wir die Spinordarstellung
gerade so gewahlt haben, dafl sich fiir 6# die reellen Sigmamatrizen ergeben. Die
hierdurch gegebene Korrespondenz zwischen Dreiervektoren und Matrizen hat den
Vorteil, daf} letztere symmetrisch und reell sind, so dafl man wie im vierdimensio-
nalen Fall eine hermitesche Matrix hat. Aufgrunddessen werden wir im folgenden
diesen Isomorphismus verwenden. Andererseits sind unter all diesen Realisierun-
gen, von denen sich noch weitere finden lassen?, diejenigen ausgezeichnet, die eben-
falls die Transformation der Spinoren liefern: Ist ndmlich eine Lorentztransformation

3Da die Matrizen aus SL(2,R) reell sind, konnen sie sowohl auf die in 1.1 konstruierte reelle
Matrix wirken als auch auf die hier angegebene rein-imaginére.
“Siehe etwa [45)].
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aH — 't = 2k +wh,2¥ gegeben, so ist die korrespondierende Matrix M € SL(2,R)
bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt, ebenso wie die Lorentztransformation in
Spinordarstellung. Nun gilt zwar A% = exp(3ww 1", 7"]) € SL(2,R)5, jedoch ist a
priori natiirlich nicht klar, daf dieses dasselbe M € SL(2,R) ist. Im infinitesimalen,
d.h. fiir die Lorentztransformation z# — z/# = a# + W, 2", ist der iiber die o*
gewonnene Isomorphismus jedoch ein solcher. Dies rechnet man einfach nach: Es
gilt

X' = X;ﬁ“ = (Xp +w,/Xy)o" =X +wy, X", (A.46)

wahrend diese Transformation andererseits gegeben sein mufl durch

1 o~ 1 .
X' = MXM" = (14 cwuwly", 1" D Xu0" (1 + gww", 7]

1 (A.47)
= X, ot + g(wuuh", 'YV]X;L&M + Xﬂa“ww[fy“, ’Yy]t)-
Insgesamt muf} also gelten
-~ 1 g -~ -~ g
WX = 2o (7, 171(Xu6") + (X507 (A.48)

Daf3 diese Relation erfiillt ist, rechnet man unmittelbar in der verwendeten Darstel-
lung nach.

Es folgen noch einige Bemerkungen zum Hoch- und Runterziehen von Indizes.
Wie eben festgestellt transformiert sich ein Diracspinor unter SL(2,R), d.h.

P — ¥ = MY fiir MY € SL(2,R) (A.49)

Mochte man nun Lorentzinvarianten durch Kontraktion bilden, d.h durch ¢¥*, so
muf sich ein Spinor mit unterem Index geméf

Yo — %4 = (M_l)ﬁaw,@ (A5O)

transformieren. Gesucht ist nun eine Matrix %, die Spinorindizes hochzieht bzw.
deren Inverses t,3 Indizes herunterzieht. Es muf} also gelten:

W = Ol = (MY, = MGy = MG, (A.51)

Da dies fiir beliebige 1), gelten soll, folgt Lo‘ﬁ(M_l)vﬁ = M‘%LBV, d.h. in Matrix-
schreibweise (M ~1)! = M1 bzw. « = MiM?, also

1P = L“/‘SM%M%. (A.52)

Dies wird bekanntlich durch €*? erfiillt [8], da ein invarianter Tensor beziiglich

SL(2,C) auch einer beziiglich der Untergruppe SL(2,R) ist. Wir wéhlen fiir die-

se Matrix (*? = <O !

4 0) = —tag = (V")ap, wie sie etwa in [12] benutzt wird.

*Dies kann man direkt verifizieren: Tr(wu [v*,7"]) = wu Tr(v*7") — wu Tr(v"4*) = 0, d.h.
wegen det(exp(A)) = exp(Tr(A)) ist det(A1) = exp(s Tr(wu [v*,7"])) = 1.

1
2
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Letztere hat ndmlich den Vorteil, die Aquivalenz zur anderen Lorentzinvarianten 1)
herzustellen. Diese war fiir Majoranaspinoren gegeben durch

P = P10 = P (12)apt”® = =P’ (1) ga = ¥ Y0 150 = VY, (A.53)

d.h. die beiden Lorentzinvarianten sind letztlich dieselben. Unsere Konvention ist
hier so, dafl LO‘BLB,Y = —45.

A.3 Darstellungstheorie von SO'(1,2)

Wir werden nun diejenigen Aspekte der Darstellungstheorie von SO'(1,2) behan-
deln, die fiir uns physikalisch aus folgendem Grund bedeutsam sind. Zum eigentli-
chen Versténdnis von Supersymmetrie gilt es ndmlich die Frage zu kldren, ob der
Begriff des Spins ein dreidimensionales Analogon besitzt. Grob stellt sich die Si-
tuation in D = 4 wie folgt dar. Die irreduziblen Darstellungen der eingeschrénkten
Poincaregruppe werden durch zwei Zahlen klassifiziert: Positiven reellen Zahlen, die
der Masse eines Feldes oder Zustandes entsprechen und Elementen aus %Z, die den
Spin des Zustandes angeben. Beide ergeben sich als Figenwerte der Casimiroperato-
ren der Poincaregruppe, die in irreduziblen Darstellungen proportional zur Eins sind:
Die ersteren als Eigenwert des Poincare-Casimiroperators PH P, = P2, die letzteren
als Eigenwerte von WHW,,, wobei W, = %a,wp(,P” MP?? der Pauli-Ljubanski-Vektor
ist. Direkter sieht man dem Spin seine Eigenschaft, die Darstellungen zu klassifizie-
ren, wie folgt an. Fiir jedes A € SL(2,C) ist die Darstellung D(%’g), definiert auf

symmetrischen £a1___aj A durch

pPif 01 g Ok
gal...ozj,ﬁl..ﬂk — AaflAaJJAlgl Aﬁk £p1...pj,(71...(7ka (A54)
eine irreduzible, und in der Tat sind alle solchen von dieser Form [44]. Daf} ein
Zustand den Spin s hat, heif3t nun nichts anderes, als daf} er sich etwa unter DGO

transformiert.

Wir werden nun [45] folgen und die unitéren, irreduziblen Darstellungen (UID)
von SO'(1,2) untersuchen.® Hierzu betrachten wir zunichst die Poincaregruppe
ISO1(1,2)7, fiir deren Untergruppe der Translationen 7" die unitiren Darstellungen
von der Form

T3> a— P (A.55)

sind. Da T die Struktur eines Vektorraums trégt, kann man p als Element des Dual-
raums T von T auffassen. Die Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen werden
also durch die Elemente von T klassifiziert. Ferner operieren die Lorentztransforma-
tionen kanonisch auch auf 7', und wir kénnen zu gegebenem p € T' den Orbit

0, :={Ap| A € SO'(1,2)} (A.56)

SPhysikalische Felder transformieren unter einer endlich-dimensionalen und nicht irreduziblen
Darstellung, da ihre zusétzlichen Freiheitsgrade durch Feldgleichungen reduziert werden.

"Die Poincaregruppe ist wie zu erwarten das semi-direkte Produkt der Lorentzgruppe mit den
Translationen in die drei unabhéngigen Raumzeitrichtungen.
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definieren. Die Konstruktion der UID wird nun wie folgt durchgefiihrt. Jede UID
wird durch eine UID der Stabilisatorgruppe eines gewissen Orbits induziert [45], d.h.
man kann die UID dadurch identifizieren, dal man zunéchst alle moglichen Orbits
klassifiziert, aus jedem dieser Orbits einen Reprasentanten auswéhlt und dann fiir
dessen Stabilisatorgruppe die UID bestimmt. Anstatt alle Orbits zu untersuchen,
werden hier nur die physikalisch interessanten behandeln:

O ={peT|p®=m?p >0} (A.57)
Of ={peT|p*=0,p>0}. (A.58)
Zunéchst betrachten wir den massiven Fall (A.57), fiir welchen wir in das Ruhe-
system transformieren, d.h. innerhalb des Orbits den Punkt (m,0,0) auswéhlen.

Zur Bestimmung der Stabilisatorgruppe werden wir die Aquivalenz zu SL(2,R) aus-
nutzen, denn die Stabilisatorgruppe korrespondiert gerade zu der Untergruppe von

SL(2,R) mit
QPQt:Q<_Om _%)Qt:<_g” _%) (A.59)

Die Bedingung lautet also Q- Q' =1, d.h. die Stabilisatorgruppe zu O;} ist SO(2).
Da SO(2) = U(1) nicht einfach zusammenhéngend ist, gehen wir zur universellen
und oo-fachen Uberlagerung iiber, die in diesem Fall vermége der Projektion

Rt e cU) (A.60)
die additive Gruppe R ist.® Die UID von R sind von der Form
DI 9 r— €% jeR. (A.61)

Die UID zu O}, werden also durch m € Rt und j € R klassifiziert. Wihrend m die
Masse einer Darstellung kennzeichnet, stellt j also das drei-dimensionale Analogon
des Spins dar, d.h. in D = 3 kann der Spin im massiven Fall beliebige reelle Werte
annehmen. Zusténde, die sich in einer Darstellung transformieren, die nicht zu ganz-
oder halbzahligem Spin gehéren, nennt man anyonisch (“any spin”).

Wir kommen nun zum masselosen Fall (A.58). Hierzu wihlen wir ein Bezugssy-
stem, in dem P* = (1,0, %), also P, = (%,O, —%) gilt. Fiir Q = < Z 2 ) lautet die

2
Bedingung an die Elemente der Stabilisatorgruppe dann wegen (A.45)

- -1 0 -1 0 —a? —ac
Lp - t—
o= (3 )=a( 0 )em () e
d.h. es gilt ¢ = 0, a = £1 und wegen det{) = 1 auch d = £1. Die Elemente der
Stabilisatorgruppe von Oar sind also von der Form

+1 a
0= < 0 41 > =:(a,x1), a € R. (A.63)

8Man vergleiche dies mit dem vierdimensionalen Fall, wo man anstatt der Drehgruppe SO(3)
die zweifache und universelle Uberlagerung SU(2) betrachtet.
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Man sieht, dafl diese Gruppe isomorph ist zum semi-direkten Produkt Zs x R, wobei
Zs die multiplikative Gruppe bestehend aus {1} ist und R wieder als additive
Gruppe verstanden wird. Die UID von R sind uns schon aus (A.61) bekannt, es
verbleiben also nur noch die UID von Zs. Bis auf Aquivalenz gibt es aber aufer der
trivialen Darstellung DY(41) = 1 nur die Darstellung

DY(£1) = +1. (A.64)
Die UID sind damit von der Form
D' = Dg, x Dg, (A.65)

wobei t € R und € = 0,1, je nachdem, welche der beiden UID von Zo gemeint sind.
Die Darstellungen zu ¢ # 0 sind “unphysikalisch”, da fiir diese vermutlich keine
lokale Feldtheorie existiert [45]. Man erhélt also einen diskreten “Spin” fiir t = 0,
der aber nur zwei mogliche “Werte” annehmen kann: € = 0, 1. In diesem Sinne gibt
es keinen addquaten Spinbegriff im masselosen Fall.

A.4 Die Dualitat von Vektoren und Skalaren in D = 3

Vektoren und Skalare stellen unterschiedliche Darstellungen der Lorentzgruppe dar,
die sich entweder unter der Vektordarstellung, d.h. unter der Fundamentaldarstel-
lung von SO(1,2), oder unter der trivialen Darstellung transformieren. In drei Di-
mensionen hat man jedoch eine on-shell-Dualitéit zwischen masselosen Eichvektor-
feldern und masselosen Skalarfeldern. Genauer gilt: Jedes masselose Eichvektorfeld
kann in ein Skalarfeld dualisiert werden; umgekehrt ist dies nicht immer moglich.
Da diese Identifikation nur auf der Massenschale giiltig ist, hidngt die Dualitéitsre-
lation von der Wirkung ab, und wir werden dies an einem Beispiel erldutern: Aus
einem Vektorfeld erhélt man bei Anwesenheit einer Metrik eine 1-Form A = A, dx*
und aus diesem durch Bildung der Feldstéirke eine 2-Form F = %Fw,dac“ A dz”.
Das Hodge-Dual hierzu ist in D = 3 eine 1-Form B, die aus folgenden Griinden
als Differential eines Skalars aufgefait werden kann. Lokal gilt B = d¢ nach dem
Poincareschen Lemma genau dann, wenn dB = 0 ist. Dafl das Hodge-Dual einer
Feldstiarke geschlossen ist, ist aber nichts anderes als die Bewegungsgleichung zur
Yang-Mills-Wirkung. Die Yang-Mills-Wirkung

1 vV
S = /d?’x(—ZFWF“ ), (A.66)
hat nédmlich die Bewegungsgleichungen 0,F"” = 0, die in Differentialformen zu

dx F = 0 #quivalent ist, wihrend die Bianchi-Identitdt 0, x F'* = 0 zu dFF = 0
korrespondiert. (sic!) Die Dualitétsrelation lautet explizit

1
Bu = (F)u = GeupF"” = 0,0 (A.67)
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bzw.

FH — ehvp, ¢, (A.68)

Man kann nun die Dualitétsrelation (A.68) in die Yang-Mills-Wirkung (A.66) ein-
setzen, um die Wirkung fiir die Skalarfelder zu finden. Wegen (A.80) erhélt man

1

E:4

F,F* = —iewpﬁpqﬁe“””&,qﬁ = —%6,)(;56”(;5. (A.69)
Es ergibt sich also die Wirkung eines freien, masselosen Skalarfeldes. Die Wirkung ge-
stattet es also einerseits, eine explizite Dualitéit zwischen Vektorfeldern und Skalaren
herzustellen und etabliert andererseits eine Freiheit hinsichtlich der Wahl der dyna-
mischen Freiheitsgrade, ndmlich des Vektorfeldes oder des Skalars. Bei einer kom-
plizierteren Wirkung #ndert sich entsprechend der Zusammenhang zwischen Vek-
toren und Skalaren. Je nach dem, welches Feld man als das propagierende auffaft,
hat man eine Bewegungsgleichung oder eine identisch erfiillte Integrabilitéatsrelati-
on: Formuliert man die Theorie etwa durch Vektorfelder, so ist die Bianchi-Identitét
0,B" = 0 identisch erfiillt, nicht nur dann, falls das Vektorfeld die Bewegungsglei-
chung 16st. Im dualisierten Bild wird die Bianchi-Identitdt wegen (A.67) aber zu
0,0"¢ = ¢ = 0, d.h. zur Bewegungsgleichung des freien Skalarfeldes. Umgekehrt
wird diese Bewegungsgleichung zur Bianchi-Identitéit des redualisierten Vektorfel-
des. In der Tat haben masselose Vektorfelder und masselose Skalare auch denselben
Spin - in der abgeschwichten Bedeutung des Spinbegriffs von A.3 -, sind also beides
Spin-0-Objekte, wihrend massive Vektorfelder tatséchlich Spin 1 haben [45].

A.5 Niitzliche Identitaten

Aus der Cliffordalgebra bzw. der expliziten Form der Gammamatrizen verifiziert
man leicht folgende Relationen:

Yy, = iy* und 4" = iyY,
Yy = 3 und 3"y = 34, (A.70)
1
YoV = (0 + 7677

Haben die Spinoren ferner antikommutierende Komponenten, was wir im folgenden
wie iiblich annehmen wollen, so gilt fiir Majoranaspinoren:

XM =~ (A.71)
Aus der expliziten Form der Gammamatrizen folgt auflerdem:

(7)1 = 4%9* sowie (7,)17° = 70, (A.72)

Hiermit zeigt man nun

T

a7xX = a*(7,X) 170 = a* X1, = a* X, (A.73)
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(A.71) hat damit folgende Verallgemeinerung fiir Gravitinofelder:
X VY o = Y xu = U5 () Y0 X = 0, X (A.74)
bzw. fiir die Lorentzgeneratoren:
XY by = DM X (A.75)

Ferner ist
[V, 4Y] = —2iety,, (A.76)
so daf fiir die Lorentzgeneratoren in Spinordarstellung folgt:
v Z v 1 vo
=10 =5 e (A.77)

Fiir die Sigammatrizen gelten auflerdem die Identitéiten

(1~ 02)(0s —io1) = 205 — o), (A.78)
(03 +i01)(1 — 09) = 2(03 + i0y),
sowie
(1—09)? =120 + 0% = 2(1 — o), (A.79)

(03 +i01)(03 —ioy) =2 —i[os,01] = 2(1 + 09).
Der e-Tensor bzw. die Volumenform in D = 3 erfiillt die folgenden Relationen:

Euaﬁaul/p = 5355 - 5355’

o . (A.80)
ey = 207
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