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Neben dem Bosen das Gute, neben dem Leben der Tod,

neben dem Guten der Frevler. Schau hin auf alle Werke Gottes:
Alle sind sie paarweise geschaffen, eins entspricht dem andern.
Auch ich bin als letzter eifrig gewesen,

wie einer der Nachlese hélt hinter den Winzern.

Mit Gottes Segen bin ich voran gekommen,

wie ein Winzer habe ich die Kelter gefiillt.

Seht, nicht fiir mich allein habe ich mich geplagt,

sondern fiir alle, die Bildung suchen.

Jesus Sirach 33,14 - 18
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Kapitel 1
Einleitung

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts beruhte die theoretische Physik auf drei fun-
damentalen Theorien: der Quantenmechanik (QM), der speziellen und der all-
gemeinen Relativitidtstheorie (ART). Im Rahmen einer Vereinigung der grund-
legenden Prinzipien sind Quantenmechanik und spezielle Relativitdtstheorie in
der Quantenfeldtheorie (QFT) zusammengefiihrt worden. In der QFT werden
die klassischen Felder als mit einander wechselwirkende Quantenfelder aufge-
fasst, die Materie ist durch fermionische Elementarteilchen aufgebaut und die
Wechselwirkungen werden durch bosonische Austauschteilchen vermittelt. Das
Prinzip der Eichinvarianz spielt in diesem Konzept eine entscheidende Rolle,
da die Wechselwirkungen erst durch die Forderung der Invarianz der Wirkung
unter lokalen Symmetrietransformationen eingefiihrt werden. Das Standardmo-
dell (SM) der Elementarteilchen stellt damit ein asymmetrisches Gebilde dar:
fermionische Materie auf der einen Seite und bosonische Wechselwirkung auf
der anderen bilden eine Konstruktion, welche einer tiefer gehenden Begriindung
bedarf.

Die theoretische Physik hat in der Geschichte bedeutende Fortschritte in der
Vereinheitlichung der fundamentalen Wechselwirkungen gemacht und es stellt
sich die Frage, in welcher Weise eine Vereinigung der Quantenfeldtheorie mit
der allgemeinen Relativitdtstheorie erreicht werden kann. Der naive Versuch,
die Gravitationswechselwirkung zu quantisieren, scheitert, da die Kopplungs-
konstante eine negative Massendimension hat und eine mogliche Quantentheorie
der Gravitation damit nicht renormierbar ist [28]. Eine potentielle Vereinigung
der fundamentalen Wechselwirkungen stellt also nicht einfach eine Einbettung
der Gravitationswechselwirkung in die Quantenfeldtheorie dar, sondern erfor-
dert eine Vereinheitlichung der zugrunde liegenden Prinzipien. Die theoretische
Elementarteilchenphysik ist in diesem Sinne auf der Suche nach einer Theorie,
welche auf den Prinzipien der allgemeinen und speziellen Relativitéitstheorie so-
wie der Quantenmechanik aufbaut und gleichzeitig verlaflliche Vorhersagen iiber
Quantenobservablen macht.

Supergravitation bietet eine Moglichkeit, die Prinzipien der allgemeinen Re-
lativitdtstheorie und der Quantenfeldtheorie durch ein einziges, fundamenta-
les Konzept zu vereinigen. Sie basiert auf Supersymmetrie, einer Symmetrie
zwischen fermionischen und bosonischen Feldern [30]. Supersymmetrische Feld-
theorien bestehen dem entsprechend aus einer Menge von Quantenfeldern und
einer Wirkung, welche unter einer vorgeschriebenen Transformation der bosoni-



schen in die fermionischen Felder invariant ist. Supergravitationstheorien sind
Eichtheorien dieser supersymmetrischen Feldtheorien, d.h. Feldtheorien, wel-
che unter lokalen Supersymmetrietransformationen invariant sind. Aufgrund
der ihnen zugrunde liegenden Supersymmetrie-Algebra sind sie invariant un-
ter allgemeinen Koordinatentransformationen und damit in natiirlicher Weise
Gravitationstheorien.

Die Eichung von Supersymmetrie vereinigt nicht nur die Konzepte von all-
gemeiner Relativitéitstheorie und Quantenmechanik, erwartungsgeméf fithrt sie
auch ein neues Eichfeld ein, dessen Feldquantum das Gravitino (Spin %) ist.
Aus der Perspektive der Quantenfeldtheorie sind die Gravitini die Austausch-
teilchen, welche die Gravitationswechselwirkung auf kurzen Distanzen vermit-
teln und damit vertieft und erweitert Supergravitation unser Verstindnis dieser
Wechselwirkung.! Supersymmetrische Feldtheorien sind im Allgemeinen nicht
renormierbar, sie verhalten sich jedoch auffallend freundlich gegeniiber radiati-
ven Korrekturen, da fermionische und bosonische Felder jeweils mit umgekehr-
tem Vorzeichen zu den radiativen Korrekturen beitragen.

Im Laufe der Entwicklung der Theorie hat sich das Verstindnis von Su-
pergravitation verdndert. Urspriinglich betrachtete man sie als einen Kandida-
ten fiir eine fundamentale Feldtheorie, welche eine Vereinigung der Gravitation
mit den anderen Wechselwirkungen ermdoglicht. Gegenwéartig wird sie jedoch
als niederenergetischer Grenzfall einer fundamentaleren, ihr zugrunde liegen-
den, Theorie angesehen. Die einzigen Kandidaten fiir eine solche Theorie sind
die Superstringtheorie [3, 4] und eine weitere, weniger bekannte Theorie, die M-
Theorie. Stringtheorie und Supergravitation bilden aus der heutigen Perspektive
Bestandteile der M-Theorie, deren grundlegende Prinzipien jedoch noch nicht
vollsténdig verstanden sind.

Superstringtheorien sind in natiirlicher Weise in zehn oder elf Dimensionen
definiert und enthalten Supergravitationstheorien als effektive Feldtheorien [33].
Um die phénomenologischen Implikationen der Stringtheorie zu studieren, muss
man diese zehndimensionalen Supergravitationstheorien kompaktifizieren, d.h.
die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit Mo als ein Produkt aus der Raumzeit-
Mannigfaltigkeit M, und einer sechsdimensionalen, kompakten Mannigfaltigkeit
Mg auffassen [4]. Die Felder der zehndimensionalen Supergravitationstheorie
lassen sich dann nach einem vollstindigen Satz von Funktionen auf der Pro-
duktmannigfaltigkeit entwickeln und die Abhéngigkeit von den Koordinaten der
kompakten Mannigfaltigkeit Mg aus der Wirkung ausintegrieren.

Die dimensionale Reduktion von zehndimensionalen Supergravitationstheo-
rien fithrt auf komplizierte, vierdimensionale Supergravitationstheorien und ist
im Allgemeinen nicht eindeutig [4]. Dies liegt an der Tatsache, dass die redu-
zierte Supergravitationstheorie von der Art der Kompaktifizierung, d.h. insbe-
sondere von der Geometrie der internen Mannigfaltigkeit abhingt. In dieser
Arbeit werden wir die Prinzipien der dimensionalen Reduktion am Beispiel der
Kaluza-Klein Reduktion [8] einer massiven, sechsdimensionalen Supergravitati-
onstheorie auf einem Torus T? studieren und untersuchen, in welcher Weise
sich die Symmetrietransformationen der sechsdimensionalen Theorie nach der
dimensionalen Reduktion in der reduzierten Supergravitationstheorie wieder-
finden. Wir werden sehen, dass die Kompaktifizierung neue Skalar- und Vek-

1In Anbetracht der Tatsache, dass die bosonischen Gravitonen (Spin 2) kohérente, lang-
reichweitige Felder aufbauen, bleibt die klassische Theorie im Grenzfall nieriger Energien
giiltig.



torfelder erzeugt und die Diffeomorphismen der kompakten Mannigfaltigkeit
Eichtransformationen der Kaluza-Klein Vektorfelder der vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie induzieren. Die Einbettung von Supergravitationstheori-
en in hoherdimensionale Theorien erlaubt damit den Umkehrschluss zur induk-
tiven Argumentation in vier Dimensionen. Die Invarianz der vierdimensionalen
Feldtheorie unter lokalen Supersymmetrietransformationen fithrt nicht nur auf
eine Invarianz der Theorie unter Raumzeit-Diffeomorphismen. Vielmehr indu-
ziert die Invarianz der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Dif-
feomorphismen der internen Mannigfaltigkeit nach der dimensionalen Reduktion
in einer natiirlichen Weise das Konzept der Fichtheorie.

1.1 Quantenfeldtheorie und Allgemeine Relati-
vitatstheorie

Seit der Entwicklung der Quantenfeldtheorie (QFT) werden die klassischen Fel-
der als mit einander wechselwirkende Quantenfelder aufgefasst [14]. Teilchen-
physik zu betreiben, bedeutet in diesem Rahmen, die Materie in Quarks und
Leptonen aufzuteilen und die Krifte zwischen diesen fundamentalen Teilchen
aus vier verschiedenen Wechselwirkungen heraus zu begreifen: der Gravitation,
der starken, schwachen und elektromagnetischen Wechselwirkung.

Glashow, Salam und Weinberg haben die schwache und elektromagnetische
Wechselwirkung in der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung vereint
und die starke Kraft liess sich in einer konsistenten Weise in das Standard-
modell der Elementarteilchen integrieren [14, 29]. In Rahmen der Vereinigung
dieser drei fundamentalen Kriéfte spielt das Prinzip der Eichinvarianz eine ent-
scheidende Rolle. Es entstand aus der Beobachtung, dass die Wirkung eines
Systems unter globalen Transformationen der Felder v invariant ist, sofern die
zugehorige Ladung in dem dynamischen System erhalten ist [14, 28]. Die elektri-
sche Ladung q ist beispielsweise Phasentransformationen v — €491 der Felder
1) zugeordnet, welche diese Ladung tragen. Diese Aussage liasst sich ebenfalls
umkehren (Noethers Theorem): Wenn die Wirkung unter infinitesimalen Trans-
formationen ¥ — 1401 der Felder v invariant ist, dann gibt es einen erhaltenen
Strom und eine erhaltene Ladung. Wir bezeichnen eine Transformation als glo-
bal, sofern ihr Parameter ¢ nicht von den Raumzeit-Koordinaten abhéngt.

Die Verallgemeinerung des Konzepts der Invarianz unter globalen Symme-
trietransformationen erfordert es, den Transformationsparameter ¢ von den
Raumzeit-Koordinaten {z#}, u = 0,...,3, abhingen zu lassen. Im Allgemeinen
wird die Wirkung eines physikalischen Systems nur dann unter den verallgemei-
nerten Transformationen 1) — €*4%(*)4 der Felder v invariant sein, wenn wir ein
zusitzliches Feld, einfithren, dessen Quanten mit den geladenen Teilchen wech-
selwirken. Diese Wechselwirkung, welche in einem Austausch von Feldquanten
besteht, erzeugt die Krifte zwischen den geladenen Teilchen.

Eine Transformation, deren Parameter ¢ von den Raumzeit-Koordinaten
{z#} abhingt, bezeichnen wir als Eichtransformation und den Parameter ¢ ko-
ordinatenabhéngig zu machen, bezeichnen wir als Eichen dieser Transformation
[28]. Das Eichen der Phasentransformationen, welche der elektrischen Ladung
zugeordnet sind, fithrt z.B. auf ein elektromagnetisches Potential dessen Feld-
quanten die Photonen sind. Als Resultat erhalten wir die Quantenelektrodyna-



mik. Andere Eichtransformationen erfordern die Einfithrung zusétzlicher Eich-
felder, welche zu weiteren Austauschteilchen fithren. Fiir die schwache Wechsel-
wirkung sind dies das W/~ und das Z° Boson, fiir die starke Wechselwirkung
sind es die Gluonen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass das Eichen einer Invarianz der Wir-
kung in der Quantenfeldtheorie eine Wechselwirkung zwischen den geladenen
Teilchen einfiihrt, welche durch Austauschbosonen vermittelt wird. Aufgrund
seiner zentralen Bedeutung in der QFT wird der Begriff der Eichtransformation
heutzutage ausschliesslich fiir lokale Transformationen verwendet.

Die allgemeine Relativitdtstheorie unterscheidet sich konzeptionell grund-
legend von der Quantenfeldtheorie. Sie begriindet sich in der Aquivalenz von
schwerer und trager Masse, welche experimentell bereits von Bessel, E6tvos, Ga-
lileo, Huygens und Newton gezeigt worden ist [27]. Einstein folgerte aus dieser
Aquivalenz, dass es in einem Gravitationsfeld an jedem Raumzeitpunkt moglich
ist, ein lokales Inertialsystem zu wéhlen, so dass die Naturgesetze in einer hinrei-
chend kleinen Umgebung dieses Punktes dieselbe Form annehmen, wie in einem
unbeschleunigten Bezungssystem, bei Abwesenheit von Gravitation.

Betrachtet man also ein Teilchen im freien Fall, auf welches ausschliefSlich
die Gravitationskraft wirkt, so besagt das A quivalenzprinzip, dass es ein Koor-
dinatensystem (" gibt, das sich ebenfalls im freien Fall befindet und in welchem
die Bewegungsgleichung des Teilchens eine Gerade in der Raumzeit darstellt:

d2<m
=0 1.1.1
dr? ’ ( )
mit m = 0,...3. Die Eigenzeit 7 ist in diesem Bezugssystem definiert als:
dr? = —npndC™dc, (1.1.2)

mit 7, = diag(—1,+1,+1,+1). Transformieren wir in ein beliebiges Koordi-
natensystem z*, u = 0,...,3, so konnen wir die frei fallenden Koordinaten (™
als Funktion von x* betrachten. Die Bewegungsgleichung des Teilchens nimmt
dann die folgende Form an:

d?a* dz* dx
0= A 1.1.3
dr? modr dr’ ( )
mit dem Zusammenhang I‘;}U definiert als:
A 2, m
A o 9 06" (1.1.4)

W g¢m dxtdav

Die Eigenzeit dr ldsst sich in diesem Bezugssystem mit Hilfe der folgenden
Relation bestimmen:

dr? = —g,,da"dz", (1.1.5)
wobei der metrische Tensor g, definiert ist als:
a¢™ a¢"
v = mn- 1.1.6
Inv = gun gzt ( )

Der Zusammenhang I',, transformiert unter allgemeinen Koordinatentransfor-

mationen nicht wie ein Tensor, lisst sich aber durch die Metrik g,,,, ausdriicken:

10—890 09vo )
igp{“Jr - )

re =
w oxV Ozt ox°

(1.1.7)



Durch die Relation (1.1.7) erhalten wir eine Beziehung zwischen den Effek-
ten der Gravitation, die sich in der Bewegungsgleichung (1.1.3) ausdriicken und
dem metrischen Tensor (1.1.6). Die Einsteinsche Gravitationstheorie besteht al-
so in einer tiefen Analogie zwischen der Beschreibung des Gravitationsfeldes und
der nicht euklidischen, Riemannschen Geometrie [27]. Die Gravitation spiegelt
sich in diesem Bild in der Geometrie der Raumzeit wieder oder anders formu-
liert: die Geometrie der Raumzeit bestimmt die Effekte der Gravitation. Die
Einsteinschen Feldgleichungen geben dieser Tatsache Ausdruck, indem sie die
Kriimmung der Raumzeit zum Energie-Impuls-Tensor 7),, in Beziehung setzen:

1
Ry = 59 R = ~87GTu, (1.1.8)

wobei R, den Ricci-Tensor und R das Kriimmungsskalar bezeichnet.

Es stellt sich natiirlich die Frage, aus welchem Grund das Gravitations-
feld iiberhaupt quantisiert werden sollte. Einsteins Relativitéitstheorie wurde
bisher nur an Systemen getestet, bei denen wenigstens eine der Massen von
makroskopischer Groflenordnung gewesen ist und daher spielten Quanteneffek-
te bei der Untersuchung des Gravitationsfeldes keinerlei Bedeutung. Es wird
jedoch angenommen, dass dieselbe Theorie Wechselwirkungen zwischen Teil-
chen im Mikrokosmos beschreibt. Wenn das Gravitationsfeld nicht quantisiert
ist, dann l&8t sich im Prinzip annehmen, dass man den Ort und den Impuls
eines solchen Teilchens gleichzeitig messen kénnte und damit wiirde Heisen-
bergs Unschérferelation ausser Kraft gesetzt. Wenn wir also die Giiltigkeit der
Unschirferelation postulieren, dann miissen wir schlussfolgern, dass das Gravi-
tationsfeld quantisiert ist.

1.2 Supersymmetrie und Supergravitation

In gewohnlichen Quantenfeldtheorien sind die Symmetrien der Raumzeit un-
abhéngig von den iibrigen Symmetrien, den sogenannten internen Symmetrien
der Feldtheorie. Dem entsprechend lassen sich die Felder der Theorie nach ir-
reduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe und Eigenwerten der internen
Symmetrieoperatoren klassifizieren. Auf der Suche nach moglichen Erweiterun-
gen des Standardmodells der Elementarteilchen suchte man in den 60er Jahren
nach einer Vereinheitlichung dieser Symmetrieoperationen. D.h. man versuchte
Fermionen und Bosonen, welche in verschiedenen Darstellungen der Poincaré-
Gruppe transformieren, zu Multipletts zusammenzufassen, innerhalb derer sie
in einander transformieren sollten.

Im Rahmen der Klassifizierung der Elementarteilchen durch den ,eight fold
way“ war dieser Ansatz durch betréchtlichen Erfolg gekront [30]. Man versuchte
wiederholt, SU(3)-Multipletts, welche unterschiedlichen Spin hatten, mit einan-
der in Beziehung zu setzten, scheiterte allerdings daran, diese Spin-Symmetrien
relativistisch kovariant zu machen. Coleman und Mandula [1] studierten in die-
sem Zusammenhang alle bosonischen Symmetriegeneratoren und zeigten 1967,
dass es im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie unméglich ist, Raum-
zeit-Symmetrien mit internen Symmetrien zu vereinigen. Préaziser formuliert, be-
sagt das Coleman-Mandula Theorem, dass Operatoren, deren Eigenwerte inter-
ne Quantenzahlen (wie z.B. die elektrische Ladung usw.) sind, translations- und
rotationsinvariant sein miissen. Die einzigen Generatoren, welche unter Trans-
lationen und Rotationen in der gewiinschten Weise transformieren, sind aber



die Generatoren der Lorentztransformationen selbst. Dies bedeutet, dass inter-
ne Symmetrien, Eigenzustéinde mit verschiedenen Eigenwerten m? und [(I+1)h
des Massen- und Spinoperators nicht zu einander in Beziehung setzen kénnen.
Irreduzible Multipletts von Symmetriegruppen konnen also keine Teilchen mit
verschiedenen Massen oder verschiedenem Spin enthalten und damit hat das
Coleman-Mandula Theorem gerade die Art von Symmetrie ausgeschlossen, wel-
che man fiir die Erweiterung des Standardmodells gesucht hatte.

Es stellte sich jedoch heraus, dass eine der Annahmen, die Coleman und
Mandula gemacht hatten, fiir die Untersuchung der moglichen Symmetrien der
S-Matrix nicht notwendig war: sie hatten nur solche Symmetrietransformatio-
nen zugelassen, deren Generatoren Lie-Algebren mit reellen Parametern bilden
und damit wohldefinierten Kommutatorrelationen geniigen. Beispiele fiir solche
Symmetrien sind Rotationen mit Eulerwinkeln als Parametern oder Phasen-
transformationen der Elektrodynamik mit einer reellen Phase.

Wess und Zumino [32] prisentierten 1974 die erste renormierbare Feldtheo-
rie eines Spin % Teilchens, das mit zwei Spin 0 Teilchen wechselwirkt, wobei die
Teilchen durch eine Symmetrietransformation in einander transformierten und
damit in demselben Multiplett saen. Die Einschrinkungen des Coleman Man-
dula Theorems wurden durch die Einfiihrung eines fermionischen Symmetrie-
operators umgangen, welcher den Spin % tragt. Die Wirkung dieses Operators
auf einem Zustand mit Spin j besteht darin, diesen auf eine Linearkombination
von Zusténden mit Spin (j - 1) und (j + 3) abzubilden. Fermionische Generato-
ren geniigen Antikommutatorrelationen und sind daher nicht durch das Coleman
Mandula Theorem als Erzeuger von Symmetrietransformationen der S-Matrix
ausgeschlossen.

Haag, Lopuszanski und Sohnius [7] erweiterten das Coleman-Mandula Theo-
rem schliesslich, indem sie Symmetrietransformationen zulielen, deren Genera-
toren Antikommutatorrelationen geniigen. Sie bewiesen, dass die einzigen Mo-
delle, die im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie eine Symmetrie
zwischen Bosonen und Fermionen haben kénnen, supersymmetrische Feldtheo-
rien sind. In supersymmetrischen Modellen wird die Liegruppe der Poincaré-
Algebra durch sogenannte Superladungen @Q erweitert, welche Spin % tragen
und nicht trivialen Vertauschungsrelationen mit den Generatoren der Poincaré-
Algebra geniigen.

Die Poincare-Gruppe ist in ein halbeinfaches Produkt der Lorentzgruppe mit
der Gruppe der Raumzeit-Translationen [28]. Die Kommutatorrelationen der
Generatoren M, der Lorentzgruppe mit den Generatoren P, der Translationen
sind gegeben durch:

[P/M PI/] =0
[P, Mpo] = i (Nup Po — Mo Pp) (1.2.1)
[(Myw, Mpo| = i (Mup Muo — e Mpup — 1up Moo + ue Myp).
Erweitert man diese Algebra um die Superladungen Q, so erhélt man die soge-
nannte Super-Poincaré Algebra [24]. Die Vertauschungsrelationen der fermioni-

schen Symmetriegeneratoren Q mit den Generatoren der Poincaré-Algebra sind
gegeben durch:

{Qui, @)} = 20", P, 0], (1.2.2)

[QaiaM;w] = %(Uﬂu)aﬁ Qﬁi ) [Qio'mM,uy] = *%Qlﬁ (5'#V)Bd, (123)
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[Qai Pu] = [Qh, Pu] =0, (1.2.4)

wobei Q,; Weyl-Spinoren darstellen und ¢ = 0, ...V die Zahl der Superladungen
bezeichnet. Griechische Buchstaben g = 0,...,3 aus der Mitte des Alphabets
kennzeichnen Raumzeit-Indizes und griechische Buchstaben o« = 1,2 vom An-
fang des Alphabets Spinorindizes. Die Pauli-Matrizen werden in dieser Notation
mit o# bezeichnet und o#¥ = i[o*, 0] sind die Lorentzgeneratoren in der Spi-
nordarstellung.

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit nun den intrinsischen Figenschaften
der Supersymmetrietransformationen zu. Eine infinitesimale Transformation bil-
det ein bosonisches Feld ¢ auf ein fermionisches Feld ¢ ab, d¢ = €, wobei €
einen konstanten Supersymmetrieparameter bezeichnet. Gleichung (1.2.2) ver-
deutlicht uns, wie zwei infinitesimale Transformationen auf einem bosonischen
Feld ¢ wirken. Die erste Transformation bildet ¢ auf das fermionische Feld
ab, die zweite rotiert ¢ zuriick zu 9,¢:

5(e1), 6(e2)] 6 = 5(e2 0% 1) By (125)

Das Hintereinanderausfiihren zweier interner Supersymmetrietransformationen
fiihrt also auf eine Raumzeit- Translation. Die Eichung von Supersymmetrie ver-
langt dariiber hinaus, dass der Parameter ¢ = ¢(x) von den Raumzeit Koor-
dinaten {z*} abhingt und damit schliefien zwei Supersymmetrietransformatio-
nen in lokalen Translationen, d.h. in Translationen iiber Distanzen, welche von
Punkt zu Punkt variieren. Die Invarianz einer Feldtheorie unter lokalen Su-
persymmetrietransformationen impliziert also eine Invarianz unter allgemeinen
Koordinatentransformationen. Oder in anderen Worten: die Eichung von Su-
persymmetrie induziert Gravitation und deshalb verwendet man fiir Theorien,
welche lokal supersymmetrisch sind, den Begriff Supergravitation.

Man kann sich die Konsequenzen der Eichung von Supersymmetrie auch von
einem anderen Standpunkt aus klar machen. Die Super-Poincaré Algebra (1.2.1)
bis (1.2.4) enthiilt als Unteralgebra die Poincaré-Algebra, so dass die Eichung
von Supersymmetrie notwendiger Weise auch zu einer Eichung der Poincaré
Gruppe fiihrt. Die allgemeine Relativitdtstheorie wird aber in der Regel als
Eichtheorie der Poincaré Gruppe betrachtet, in welcher die Generatoren P, der
lokalen Transformationen Diffeomorphismen der zugrunde liegenden Mannigfal-
tigkeit generieren. Damit sind lokal supersymmetrische Theorien in natiirlicher
Weise Gravitationstheorien.

Supergravitation kann als Eichtheorie supersymmetrischer Feldtheorien also
nur formuliert werden, sofern die Raumzeit gekriimmt ist. Um die Wirkung unter
lokalen Supersymmetrietransformationen invariant zu lassen, braucht man ein
zusitzliches Eichfeld, das Gravitino (Spin %), welches der fermionische Partner
des bosonischen Gravitons (Spin 2) ist [13]. In der urspriinglichen Formulie-
rung von Supergravitation (einfache oder N=1 Supergravitation) gab es nur ein
Gravitino, doch die weiter entwickelten Feldtheorien (erweiterte oder N=2,...,8
Supergravitation) beinhalten bis zu 8 Gravitinos. Die Entdeckung eines elemen-
taren Spin % Teilchens wire ein grofler Erfolg fiir die Theorie, da Supergravita-
tion die einzig konsistente Feldtheorie fiir wechselwirkende Spin % Felder ist. In
einer wirklich vereinheitlichten Theorie, welche z.B. maximale oder N=8 Super-
symmetrie aufweisen konnte, wiren die Gravitinos nichts anderes als eine neue
Art von Quarks oder Leptonen.
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Supersymmetrische Feldtheorien sind im Allgemeinen nicht renormierbar,
sie verhalten sich jedoch auffallend freundlich gegeniiber radiativen Korrektu-
ren, da fermionische und bosonische Felder jeweils mit umgekehrtem Vorzeichen
zu den radiativen Korrekturen beitragen. Das Theorem von Haag, Lopuszan-
ski und Sohnius zeigt schliellich, dass Supersymmetrie und Supergravitation
die einzig moglichen Erweiterungen des Standardmodels sind, welche die Verei-
nigung aller fundamentalen Wechselwirkungen im Rahmen der relativistischen
Quantenfeldtheorie fiir sich beanspruchen kénnen. Ein Scheitern dieses Ansat-
zes wiirde bedeuten, dass wir entweder die Quantenfeldtheorie als fundamentale
Theorie oder den Anspruch der Vereinigung aller fundamentalen Wechselwir-
kungen aufgeben miissten.

Bevor wir damit fortfahren, Superstringtheorien zu diskutieren, kommen wir
noch einmal auf den Gegensatz zwischen Materie und Wechselwirkung zu spre-
chen. Die konsequente Entwicklung der Eichtheorien in der Quantenfeldtheorie
hat diese Dichotomie bekréftigt: wahrend die Materie durch fermionische Ele-
mentarteilchen aufgebaut ist, werden die Kréafte durch bosonische Austausch-
teilchen vermittelt. Supersymmetrische Theorien heben diesen Gegensatz wie-
der auf, indem sie Fermionen und Bosonen in Multipletts zusammenfassen,
innerhalb derer die Teilchen in einander transformieren. Die Unterscheidung
zwischen Materie und Wechselwirkung wird in einem gewissen Sinne zu einer
phénomenologischen: Bosonen manifestieren sich als Kréfte, weil sie kohérente,
klassische Felder aufbauen kénnen, Fermionen erscheinen als Materie, weil sie
dem Paulischen Ausschlieungsprinzip geniigen und nicht gleichzeitig ein und
denselben Raumzeitpunkt ausfiillen kénnen.

1.3 Stringtheorie und Kompaktifizierung

Wir haben bereits diskutiert, dass die Allgemeine Relativitdtstheorie und die
Quantenfeldtheorie auf verschiedenen physikalischen Prinzipien beruhen und da-
mit im Standardmodell der Elementarteilchen eine unterschiedliche Rolle spie-
len. Zudem ist die Stirke des Gravitationsfeldes bei den in Teilchenbeschleuni-
gern verfiigbaren Energien vernachléssighbar, so dass man durch Experimente im
Hochenergiebereich keinen direkten Hinweis auf eine Vereinigung der Gravita-
tion mit den anderen fundamentalen Wechselwirkungen erwarten kann. Nichts
desdo trotz vermutet man, dass die Stérke des Gravitationsfeldes bei der Planck
Energie, Ep; = ¢2\/hc/G ~ 10* GeV, mit der Stirke der iibrigen Kriifte kom-
mensurabel ist [30]. In diesem Energiebereich sind unsere gegenwirtigen Theo-
rien nicht mehr mit einander vereinbar und sollten durch eine fundamentalere,
ihnen zugrunde liegende Theorie ersetzt werden. Der attraktivste Kadidat fiir
eine solche vereinheitlichte Theorie ist gegenwirtig die Stringtheorie.

Man unterscheidet fiinf verschiedene Typen von Stringtheorien: Typ I, Hete-
rotisch E8 x E'8, Heterotisch SO(32), Typ ITA und Typ IIB [3, 4]. Witten konnte
1994 zeigen, dass alle fiinf Theorien zu einander dual und damit physikalisch
mit einander dquivalent sind [33]. Man vermutet daher, dass die fiinf Typen der
Stringtheorie nichts anderes sind als Grenzwerte einer ihnen zugrunde liegen-
den Theorie, der M-Theorie. Die Stringtheorie verallgemeinert das Konzept des
Punktteilchens und fithrt dafiir ausgedehnte Objekte, die sogenannten Strings
(schwingende Saiten) ein [3]. Die verschiedenen Elementarteilchen manifestieren
sich dann als Anregungszustinde, d.h. als Schwingungsmoden dieser fundamen-
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talen Objekte. Da die héheren Schwingungsmoden sehr massiv sind, beschrinkt
man sich beim Studium der phénomenologischen Implikationen der Stringtheo-
rie auf die Untersuchung des masselosen Spektrums, d.h. auf die sogenannten
Nullmoden.

Superstringtheorien sind in natiirlicher Weise in zehn oder elf Dimensionen
formuliert. Sie enthalten eine Symmetrie zwischen Fermionen und Bosonen und
ihre effektiven Wirkungen werden durch D=10 oder D=11 Supergravitations-
theorien beschrieben [33]. Um phédnomenologisch relevante Theorien zu erhal-
ten, muss man die zehndimesionalen Supergravitationstheorien kompaktifizie-
ren. Dies geschieht, indem man die D=10 Mannigfaltigkeit My als ein Pro-
dukt aus der Raumzeit - Mannigfaltigkeit M, und einer kompakten, internen
Mannigfaltigkeit Mg auffasst [4]. Die sechs zusitzlichen Dimensionen werden
in einem gewissen Sinne aufgerollt und sind im niederenergetischen Grenzfall
der Stringtheorie, d.h. der resultierenden, vierdimensionalen Supergravitations-
theorie, nicht mehr wahrzunehmen. Ein Charakteristikum der dimensionalen
Reduktion besteht darin, dass die resultierenden Supergravitationstheorien von
der Art der Kompaktifizierung abhéngen. Dabei bestimmen die geometrischen
Eigenschaften der internen Mannigfaltigkeit dariiber, auf welche Theorie die
Reduktion der zehndimensionalen Supergravitationstheorie fiihrt.

Die ersten Studien zur dimensionalen Reduktion wurden Anfang des 20.
Jahrhunderts von Kaluza und Klein durchgefiihrt. T. Kaluza [9] stellte 1921
eine fiinfdimensionale Theorie vor, welche eine Vereinigung der allgemeinen
Relativitatstheorie mit der klassischen Elektrodynamik ermdoglichte. Durch die
Einfiithrung der fiinften Dimension gelang es ihm, sowohl die Einsteinschen Feld-
gleichungen als auch die Maxwell-Gleichungen aus einer einzigen Theorie her-
zuleiten. O. Klein [10] argumentierte anschlieend, dass die fiinfte Dimension in
Wirklichkeit aufgerollt sei und deshalb nicht wahrnehmbar wire.

Bei der gewohnlichen Kaluza-Klein Reduktion nimmt man an, dass die Fel-
der der zehndimensionalen Supergravitationstheorie von den Koordinaten der
internen Mannigfaltigkeit unabhéngig sind [20, 8]. Man kann die Terme in der
Wirkung der zehndimensionalen Supergravitationstheorie dann in eine Form
bringen, welche dem Produktansatz Mg = My x Mg entspricht, den Reduktions-
ansatz fiir die Felder einsetzen und iiber die internen Koordinaten integrieren.
Als Resultat erhilt man die Wirkung der reduzierten, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie. Dabei induzieren die Symmetrien der zehndimensiona-
len Supergravitationstheorie nach der dimensionalen Reduktion entsprechende
Symmetrietransformationen der Felder der reduzierten Supergravitationstheo-
rie [20]. Die Invarianz der zehndimensionalen Supergravitationstheorie unter
Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit induziert z.B. eine Invarianz
der vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter Eichtransformationen der
Kaluza-Klein Vektorfelder, einfache Supersymmetrie in zehn Dimensionen fiihrt
nach der dimensionalen Reduktion auf erweiterte Supersymmetrie in vier Di-
mensionen usw..

Eine natiirliche Grenze des Kaluza-Klein Ansatzes besteht offensichtlich dar-
in, dass die dimensionale Reduktion einer masselosen Supergravitationstheorie
in zehn Dimensionen wiederum auf eine masselose Supergravitationstheorie in
vier Dimensionen fiihrt. J. Scherk und H. Schwarz verallgemeinerten diesen An-
satz 1979 und liessen die Felder in einer Weise, welche von den Symmetrien der
zehndimensionalen Supergravitationstheorie bestimmt ist, von den Koordinaten
der internen Mannigfaltigkeit abhéngen [20]. Dabei muss der Reduktionsansatz
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so gewahlt werden, dass die Felder Faserbiindel definieren, welche auf der kom-
pakten Mannigfaltigkeit stetig sind. Als Konsequenz kann die Abhéngigkeit von
den internen Koordinaten in den Transformationsgesetzen der Felder ausge-
klammert werden und sie verschwindet vollstandig in der Wirkung. Dies fiithrt
nach der dimensionalen Reduktion auf Massenterme und neue Kopplungen der
Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie.

1.4 Gegenstand dieser Arbeit

M. Haack, J. Louis und H. Singh studierten 2001 die verallgemeinerte Reduk-
tion einer massiven Supergravitationstheorie des Typs ITA [18] auf einer K3-
Mannigfaltigkeit und erhielten eine massive, sechsdimensionale Supergravita-
tionstheorie [6]. Im masselosen Grenzfall ist die Wirkung dieser Supergravitati-
onstheorie identisch mit der Wirkung der masselosen Supergravitationstheorie
des Typs ITA, kompaktifiziert auf einer K3-Mannigfaltigkeit [23]. In der vor-
liegenden Arbeit werden wir die Kaluza-Klein Reduktion der massiven, sechs-
dimensionalen Supergravitationstheorie auf einem Torus T2 studieren und als
Ergebnis eine massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie erhalten. Aus
der Perspektive der Stringtheorie ergibt sich die massive, vierdimensionale Su-
pergravitationstheorie also durch die Kompaktifizierung einer massiven Super-
gravitationstheorie des Typs ITA auf einem Produkt K3 x T2 von Mannigfaltig-
keiten.

Die massive, sechsdimensionale Supergravitationstheorie verfiigt iiber drei
verschiedene Arten von Symmetrien: eine Symmetrie unter Diffeomorphismen
der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit, eine Symmetrie unter Stiickelberg-
Eichtransformationen und eine globale Symmetrie unter der O(4, 20)-Symme-
triegruppe. Die zentrale Aufgabenstellung der vorliegenden Arbeit besteht dar-
in, die Wirkung der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie zu
reduzieren und zu analysieren, in welcher Weise sich die Symmetrien der sechs-
dimensionalen Theorie nach der dimensionalen Reduktion in der massiven, vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie wiederfinden.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden wir die Wirkung der massiven, sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie vorstellen und ihre Kaluza-Klein Redukti-
on auf einem Torus T? studieren. Wir werden sehen, dass die Komponenten der
Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nach der dimensionalen
Reduktion in der Wirkung der massiven, vierdimensionalen Supergravitations-
theorie erscheinen. Die Analyse des Transformationsverhaltens dieser Kompo-
nenten unter Raumzeit-Diffeomorphismen wird ergeben, dass die Kaluza-Klein
Reduktion neue Skalar- und Vektorfelder der massiven, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie generiert.

Der zweite Teil der vorliegenden Arbeit thematisiert die Fragestellung, in
welcher Weise sich die Symmetrien der massiven, sechsdimensionalen Supergra-
vitationstheorie nach der dimensionalen Reduktion in der massiven, vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie wiederfinden. Wir werden zeigen, dass sich die
Diffeomorphismen der Raumzeit-Mannigfaltigkeit in einer natiirlichen Weise auf
die vierdimensionale Supergravitationstheorie vererben und die Diffeomorphis-
men der internen Mannigfaltigkeit Fichtransformationen der Kaluza-Klein Vek-
torfelder induzieren. Dariiber hinaus werden wir untersuchen, in welcher Weise
sich die Stiickelberg-Eichtransformationen nach der dimensionalen Reduktion in
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der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie wiederfinden.

In Kapitel 2 wird die Wirkung der massiven, sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie vorgestellt und der Kaluza-Klein Ansatz erlautert, den wir
fiir die dimensionale Reduktion der sechsdimensionalen Supergravitationstheo-
rie verwenden werden. Priziser fomuliert, werden wir die sechsdimensionale
Mannigfaltigkeit My als Produkt der Raumzeit-Mannigfaltigkeit My mit einer
internen Mannigfaltigkeit, dem Torus T2, schreiben. AnschlieBend werden wir
die Periodizitdt der internen Koordinaten ausnutzen, um die Felder der sechs-
dimensionalen Supergravitationstheorie in eine multidimensionale Fourierreihe
zu entwickeln. Das Einsetzen dieser Entwicklung in die verallgemeinerte Bewe-
gungsgleichung der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie wird
auf die Bewegungsgleichung der Anregungsmoden des Grundzustands fiithren.
Aufgrund der Tatsache, dass die hoheren Anregungsmoden sehr massiv sind,
werden wir uns auf die Betrachtung der Nullmoden beschrinken und aus dieser
Préamisse den Kaluza-Klein Ansatz herleiten.

In Kapitel 3 wird die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung der masselo-
sen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie thematisiert. Zu diesem Zweck
werden wir die Wirkung zunéchst in eine Form bringen, welche dem Produktan-
satz Mg = My x T? der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit Mg entspricht. An-
schliefend werden wir den Kaluza-Klein Ansatz in die Wirkung der masselosen,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie einsetzen, iiber die Koordinaten
der internen Mannigfaltigkeit integrieren und als Ergebnis die Wirkung einer
masselosen, vierdimensionalen Supergravitationstheorie erhalten. Wir werden
sehen, dass sich die Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Supergra-
vitationstheorie bei der dimensionalen Reduktion in einer Weise organisieren,
welche eine Redefinition der Felder der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie impliziert. Die Analyse des Transformationsverhaltens dieser Felder un-
ter Raumzeit-Diffeomorphismen wird ergeben, dass die dimensionale Reduktion
neue Skalar- und Vektorfelder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
generiert.

In Kapitel 4 wird die Kaluza-Klein Reduktion der massiven, sechsdimen-
sionalen Supergravitationstheorie thematisiert. Fiir die dimensionale Reduktion
der massiven Theorie werden wir die selbe Methode verwenden, welche wir in
Kapitel 3 bei der Reduktion der masselosen, sechsdimensionalen Supergravita-
tionstheorie angewendet haben.

In Kapitel 5 wird diskutiert, in welcher Weise sich die Symmetrietransfor-
mationen der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nach der
dimensionalen Reduktion in der massiven, vierdimensionalen Supergravitations-
theorie wiederfinden. Wir werden zeigen, dass sich die Diffeomorphismen der
Raumzeit-Mannigfaltigkeit in einer natiirlichen Weise auf die vierdimensionale
Supergravitationstheorie vererben, wiahrend die Diffeomorphismen der internen
Mannigfaltigkeit Eichtransformationen sowie nicht triviale Symmetrietransfor-
mationen der Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Supergravitati-
onstheorie induzieren. Die Analyse wird ergeben, dass die redefinierten Felder
der vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter diesen Symmetrien iiber
einfache Transformationseigenschaften verfiigen und sich die Wirkung der re-
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duzierten Supergravitationstheorie in einer manifest invarianten Form schrei-
ben ldsst. Dariiber hinaus werden wir untersuchen, in welcher Weise sich die
Stiickelberg-Eichtransformationen der massiven, sechsdimensionalen Supergra-
vitationstheorie nach der dimensionalen Reduktion in der massiven, vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie wiederfinden. Wir werden zeigen, dass sie zwei
verschiedene Typen von gekoppelten Tensortransformationen induzieren, unter
welchen die Wirkung der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie
invariant ist.
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Kapitel 2

Die massive D=6
Supergravitationstheorie

In diesem Kapitel prisentieren wir die Wirkung der massiven, sechsdimensiona-
len Supergravitationstheorie und erldutern den Kaluza-Klein Ansatz, den wir in
den folgenden Kapiteln verwenden werden, um die sechsdimensionale Supergra-
vitationstheorie zu reduzieren. Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit lediglich
mit dem bosonischen Spektrum der Theorie und nutzen die Tatsache aus, dass
man den fermionischen Feldgehalt durch Supersymmetrie erhalten kann. Die
bosonische Wirkung S’mz der massiven, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie [6] setzt sich aus einem masselosen S,,r_o und einem massiven Anteil
65'm1=0 zusammen und ist im masselosen Grenzfall m! — 0 identisch mit der
Wirkung der masselosen Supergravitationstheorie des Typs ITA, kompaktifiziert
auf einer K3 Mannigfaltigkeit [23].

Die masselose, sechsdimensionale Supergravitationstheorie verfiigt iiber drei ver-
schiedene Arten von Symmetrien: eine Symmetrie unter Diffeomorphismen der
sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit, eine Symmetrie unter Eichtransformatio-
nen der Vektorfelder bzw. der 2-Form sowie eine globale Symmetrie unter der
O(4,20)-Symmetriegruppe [23]. Durch die Massenparameter m! # 0 werden die
Eichsymmetrie und die globale Symmetrie der masselosen Supergravitations-
theorie in der massiven Supergravitationstheorie zunéchst gebrochen. Die Ein-
fithrung der Stiickelberg-Eichtransformationen (d.h. gekoppelter Tensortransfor-
mationen) sowie die Forderung, dass die Massenparameter m! unter den globa-
len O(4,20)-Transformationen in der Vektordarstellung transformieren, stellen
die Symmetrien der masselosen Supergravitationstheorie jedoch wieder her [6].
Im ersten Teil dieser Arbeit werden wir die Kaluza-Klein Reduktion der masse-
losen und der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie getrennt
von einander studieren. Im zweiten Teil werden wir untersuchen, in welcher
Weise sich die Symmetrietransformationen der massiven, sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie nach der dimensionalen Reduktion in der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie wiederfinden.
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2.1 Die Wirkung der massiven D=6 Supergra-
vitationstheorie

Der bosonische Feldgehalt der massiven, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie besteht aus dem Graviton §;,(Z), it = 0,...,5, der 2-Form Bs(%), 24
Vektorfeldern A!(2), I = 1,...,24, dem Dilaton ¢(&) sowie 80 weiteren Skalar-
feldern éq(aﬁ), q=1,...,80." Die Wirkung der massiven, sechsdimensionalen Su-
pergravitationstheorie ist durch den folgenden Ausdruck gegeben:

N 1 o 4 - - - - 1
S0 = / L e 2 <R*1 +4dpN*dp—2Hsz N*Hz + 3 Tr(dM™1 A *d/\/l)>
1 7 n _ Aoa .
- 5]-‘{ N*FL (M g+ By Fy L1 F
. ~ 4
3 mI(./\/lfl)]J*mJ - QBS m! Ly féj + 3 Bg miLr;m’|,

(2.1.1)
wobei wir die Konventionen verwenden, dass die Felder der sechsdimensiona-
len Supergravitationstheorie stets mit einem Hut bzw. einer Schlange gekenn-
zeichnet werden und mit einem Produkt von Formen stets ein Dachprodukt

gemeint ist. Die Signatur der Metrik g, (2) ist (= +...+), das Volumenelement
ist *1 = /=g d®z und fiir p-Formen (p < 6) verwenden wir die Konvention:

1 . .
Fp = ﬁFﬂlmﬂpdxﬂl Ao Adxtr, (212)

mit dem Hodge-Dualen definiert durch:
1 1
= =g oy L
V=96 —p)

Das Kriimmungsskalar in sechs Dimensionen wird mit R bezeichnet und durch
Kontraktion des Ricci-Tensors Rjp mit der Inversen ™ der Metrik der sechs-
dimensionalen Mannigfaltigkeit gebildet:

Ar-fip
€ fpta-..

"Ey peda™ A LN dxfe. (2.1.3)

R=§"Rps. (2.1.4)

Die verallgemeinerten Feldstdrken der Vektorfelder A{ und die Feldstédrke der
2-Form B sind gegeben durch:

Hs=dB,,  Fl=dAl +2m!'B,, (2.1.5)

wobei m!, I = 1,...,24, Massenparameter kennzeichnen. Die Matrix M wird
durch die skalaren Felder 6%(%), g = 1, ..., 80 parametrisiert und lisst sich durch
eine O(4, 20)-wertige Matrix V ausdriicken:

M7 =VTy. (2.1.6)

L Aufgrund der Tatsache, dass 1-Formen A; € Tp* und Vektoren A! € T}, dual zu einander
sind, werden 1-Formfelder A;(z) in der theoretischen Physik h#ufig auch als Vektorfelder
bezeichnet. Sofern eine Basis {dz*} fiir den Kotangentialraum 7T},* gegeben ist, sind die 1-
Formen A; durch ihre Komponenten A4, bereits eindeutig definiert. Aus diesem Grund werden
die Komponenten A, (x) der 1-Formfelder A; (z) héufig ebenfalls als Vektorfelder bezeichnet.
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Die Matrizen M und V geniigen den folgenden Relationen:
vevhi =2, MLMT =,  MT =M, (2.1.7)

wobei £ die O(4,20)-Metrik bezeichnet. Die Metrik £ ist definiert durch:

0
£=10 (2.1.8)
1

o o
o O

wobei @ eine D=22 Lorentz-Metrik mit Signatur (3,19) bezeichnet. & kann durch
die D=16 Einheitsmatrix I;4 und eine Diagonalmatrix ¢ parametrisiert werden:

0 O
wo=\|0 I
o 0

o © 9

00 1
., wobei o=(0 1 0]. (2.1.9)
1 0 0

Unter Verwendung dieser Definitionen lassen sich die kinetischen Terme der
Skalarfelder §9(%), g =0, ..., 80 in der folgenden Weise schreiben:

3% / e 2T (dM M) = —3% / V=4 e (0, M; )08 M) do,
(2.1.10)
mit [,J =1,...,24.

Im masselosen Grenzfall m! +— 0 ist die Wirkung (2.1.1) der massiven, sechs-
dimensionalen Supergravitationstheorie identisch mit der Wirkung der masselo-
sen Supergravitationstheorie des Typs ITA, kompaktifiziert auf einer K3 Mannig-
faltigkeit [23]. In der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
erscheinen die Vektorfelder A! und die 2-Form By durch ihre Ableitungen in
der Wirkung (2.1.1). Die masselose Theorie verfiigt aus diesem Grund iiber eine
Eichfreiheit, d.h. die Wirkung ist invariant unter den folgenden Transformatio-
nen der Vektorfelder fl{ und der 2-Form By:

SAL =dA, 6By =dAy, (2.1.11)

wobei Al beliebige C''-Funktionen bezeichnen.

In der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie erscheint die
2-Form B, hingegen ohne Ableitung in den verallgemeinerten Feldstéirken (2.1.5)
der Vektorfelder ./I{ . Die massive Supergravitationstheorie besitzt damit nicht
die selbe Eichfreiheit (2.1.11), iiber welche die masselose Supergravitationstheo-
rie verfiigte. Sie bleibt aber invariant unter den sogenannten Stiickelberg-Eich-
transformationen [6], d.h. gekoppelten Tensortransformationen der Vektorfelder
Al und der 2-Form By:

SA] =dA —2m'sy, 6By =dS. (2.1.12)

Die masselose Supergravitationstheorie ist des Weiteren invariant unter glo-
balen O(4, 20)-Transformationen, welche in der folgenden Weise auf den Feldern
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie wirken:

M—UMUT, AU, A7, By B,
[ R R (2.1.13)
P P, a0 = Jpo,
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mit U € O(4,20).

Die Einfithrung der Massenparameter m’ # 0 bricht zunichst die globale
Symmetrie (2.1.13) der masselosen Supergravitationstheorie. Die O(4,20)-Sym-
metrie bleibt jedoch erhalten, sofern die Massenparameter m! in der Vektordar-
stellung transformieren und die globalen Symmetrietransformationen entspre-
chen in diesem Fall den T-Dualitétstransformationen der Stringtheorie [6]. In
der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie kénnen die O(4, 20)-
Transformationen also in der Weise interpretiert werden, dass die Dualitédtsgrup-
pe eine massive Supergravitationstheorie auf eine andere massive Supergravita-
tionstheorie abbildet. Die Wirkung (2.1.1) représentiert in diesem Sinne die
Vereinigung einer ganzen Klasse von massiven, sechsdimensionalen Supergravi-
tationstheorien, welche durch die Wirkung der O(4, 20)-Symmetriegruppe mit
einander in Beziehung stehen.

2.2 Kaluza-Klein Ansatz fiir die Reduktion der
D=6 Supergravitationstheorie

Bei der Kaluza-Klein Reduktion der massiven, sechsdimensionalen Supergravi-
tationstheorie auf einem Torus 72 nimmt man an, dass sich die sechsdimensio-
nale Mannigfaltigkeit Mg als direktes Produkt der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
M, mit einer internen Mannigfaltigkeit, dem Torus 72, schreiben 1i8t:

Mg = My x T?. (2.2.1)

Aufgrund des Produktansatzes (2.2.1) setzen sich die sechsdimensionalen Ko-
ordinaten {z”}, i = 0,...,5 aus Raumzeit-Koordinaten {z#}, u = 0, ...,3 und
internen Koordinaten {y®}, a = 4,5 zusammen 2. Wir diirfen ohne aus pé-
dagogischen Griinden annehmen, dass die Metrik der sechsdimensionalen Man-
nigfaltigkeit Mg blockdiagonal ist, so dass der Laplace-Operator Ag in sechs
Dimensionen die folgende Form annimmt:

Do = Dy + D, (2.2.2)

wobei A4 den Laplace-Operator der Raumzeit-Mannigfaltigkeit My und Ag den
Laplace-Operator des Torus 72 bezeichnet.

Um den Kaluza-Klein Ansatz fiir die dimensionale Reduktion der sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie zu erldutern, betrachten wir zunéichst die
verallgemeinerte Bewegungsgleichung fiir das Skalarfeld \il(fc) der sechsdimen-
sionalen Theorie:

(Ag —m?2) U(i) =0, (2.2.3)

Aufgrund der Periodizitét der internen Koordinaten {y*} lassen sich die Felder
U (%) nach periodischen Funktionen entwickeln:

(&) = b(ag) = 3 () exp(TY),

(2.2.4)

wobei W, (z) die Fourier-Transformierte von W(z) und L die Lénge des Torus
bezeichnet. Nachdem wir das Skalarfeld ¥(z) in eine Fourierreihe entwickelt

2In unserer Notation werden die Koordinaten der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit stets
mit einem Hut gekennzeichnet.
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haben, setzen wir die Entwicklung (2.2.4) fiir das Feld ¥(#) sowie den Ansatz
(2.2.2) fiir den Laplace-Operator Ag in die verallgemeinerte Bewegungsgleichung
(2.2.3) ein und erhalten:

2_(Ba¥a(@) eXp(%zny) +Y Wa(@) (Do eXp(%zny))

n

o (2.2.5)
—m2 zn:\pn(x) exp(2 - Yy =o.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn die Fourier-Transformierte W,,(x)
des Skalarfeldes W(%) der folgenden Relation geniigt:

2,2
AWy (x) — (m + “Tf)xpn(x) = 0. (2.2.6)

Das Einsetzen der Fourier-Expansion (2.2.4) in die verallgemeinerte Bewe-
gungsgleichung (2.2.3) fiir das Skalarfeld ¥(z) in sechs Dimensionen fiihrt also
auf die Bewegungsgleichung (2.2.6) fiir das Skalarfeld ¥,,(z) in vier Dimensio-
nen. Préziser formuliert folgt aus Gleichung (2.2.6), dass man die Felder ¥,,(x)
als Anregungsmoden des Grundzustands mit der Masse m2 = m2 + 4”;2"2 be-
trachten kann. Aufgrund der Tatsache, dass die hoheren Anregungsmoden im
Grenzfall L — 0 sehr massiv werden, betrachten wir lediglich die Nullmoden
(n = 0) und erhalten dadurch den folgenden Reduktionsansatz fir das Skalar-
feld \il(sﬁ) der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie:

U(3) = Uo(z) = U(z). (2.2.7)

Der Kaluza-Klein Ansatz besagt also, dass die Felder der sechsdimensiona-
len Supergravitationstheorie ausschlieflich von den Raumzeit-Koordinaten {z*}
abhéngen.

Wir werden die Vektorfelder fH , die 2-Form B, sowie das Dilaton qAﬁ daher
entsprechend der Produktstruktur (2.2.1) der sechsdimensionalen Mannigfal-
tigkeit Mg zerlegen und die Abhéngigkeit der Komponenten von den internen
Koordinaten {y“} streichen [8]. Dies fithrt auf das folgende Ergebnis:

¢ = ¢(x) = o(x), (2.2.8)
Al = Al(2) do* + AL (2) dy*, (2.2.9)
B, = %Bﬂu(:ﬂ) dat dz” + B (x) dat dy™ + %Baﬁ(x) dy® dy®.  (2.2.10)

Der Reduktionsansatz fiir die Skalarfelder éq, q=1,...,80 ist identisch mit dem
Ansatz (2.2.8), den wir fiir das Dilaton qAS eingefithrt haben. Der Kaluza-Klein
Ansatz fiir die Metrik §;p der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit ergibt sich
aus der folgenden Relation:

dS? = g, (v)da"dz” + Gop(z)(dy™ + Vf(m)dm“)(dyﬂ + VP (x)dx”), (2.2.11)

wobei g, die Metrik der Raumzeit-Mannigfaltigkeit My und G,g die Metrik
des Torus T? bezeichnet.
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Damit haben wir den Kaluza-Klein Ansatz fir die Kompaktifizierung der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie hergeleitet. In den bei-
den folgenden Kapiteln werden wir die masselose und die massive, sechsdimen-
sionale Supergravitationstheorie getrennt von einander kompaktifizieren. Dafiir
werden wir die Terme in der Wirkung (2.1.1) der sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie zunéchst in eine Form bringen, welche dem Produktansatz
(2.2.1) der sechdimensionalen Mannigfaltigkeit entspricht. Anschlielend werden
wir den Reduktionsansatz fiir die Felder der sechsdimensionalen Supergravita-
tionstheorie einsetzen, iiber die internen Koordinaten integrieren und als Er-
gebnis die reduzierte Wirkung der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
erhalten.
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Kapitel 3

Kaluza-Klein Reduktion
der masselosen D=6
Supergravitationstheorie

In Kapitel 2 haben wir diskutiert, dass die Wirkung (2.1.1) der massiven, sechs-
dimensionalen Supergravitationstheorie im masselosen Grenzfall m! s 0 iden-
tisch ist mit der Wirkung der masselosen Supergravitationstheorie des Typs
ITA, kompaktifiziert auf einer K3 Mannigfaltigkeit [23]. In diesem Kapitel wer-
den wir die Wirkung dieser masselosen, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie vorstellen und sie anschlieBend Schritt fiir Schritt reduzieren. Fiir die
Kaluza-Klein Reduktion auf einem Torus T2 werden wir die Terme in der Wir-
kung der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie zunéchst in eine Form
bringen, welche dem Produktansatz (2.2.1) der sechsdimensionalen Mannigfal-
tigkeit Mg entspricht. Anschlieflend werden wir den Reduktionsansatz (2.2.8)
bis (2.2.11) fiir die Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie in
die Wirkung einsetzen und zeigen, dass sich die reduzierten Komponenten der
Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bei der Reduktion in ei-
ner Weise anordnen, welche eine Redefinition der Felder der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie impliziert. Wir werden die Wirkung der sechsdimensio-
nalen Supergravitationstheorie in Termen dieser redefinierten Felder schreiben,
iiber die internen Koordinaten integrieren und auf diese Weise die reduzierte
Wirkung der vierdimensionalen Supergravitationstheorie erhalten. Dabei wird
sich herausstellen, dass die dimensionale Reduktion der Wirkung der sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie neue Skalar- und Vektorfelder in der Wir-
kung der vierdimensionalen Supergravitationstheorie generiert, welche in der
sechsdimensionalen Theorie keine Entsprechung finden.

3.1 Die Wirkung der masselosen D=6 Supergra-
vitationstheorie
Man erhilt die Wirkung gmzzo der masselosen, sechsdimensionalen Supergra-

vitationstheorie [23] aus der Wirkung (2.1.1) der massiven, sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie, indem man den Grenzwert m’ — 0 bildet. Der Feld-
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gehalt bleibt identisch mit dem Feldgehalt der massiven, sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie, allerdings verschwinden in der Wirkung (2.1.1) die
topologischen Terme, die Massenparameter m! enthalten und die verallgemei-
nerten Feldstiirken (2.1.5) der Vektorfelder A! werden durch die Feldstirken
FI = d AL ersetzt. Nach der Grenzwertbildung m! +— 0 nimmt die Wirkung der
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie die folgende Form an:

— 1 72({) > n * 7 2 * T3 ]- —1 *
mi=0 — o — — _
S /[46 <R 1+4dd A *dg — 20 A" Hy + S Tr(dM™ A dM))
1 - 3 L 3
5 Fy N*Fg (M )y + By Fy L1s F|.
(3.1.1)

Die Wirkung (3.1.1) der masselosen Supergravitationstheorie setzt sich aus
fiinf verschiedenen Anteilen zusammen:

Spr—o =S5+ S’A{ + S5, + Seka + Stop- (3.1.2)
Wir unterscheiden:

1. die Wirkung S@ des Gravitationssektors:
R 1 72@5 %
Sy = 1/¢ R*1, (3.1.3)

2. die Wirkung S B, der 2-Form Bs:

~ 1 oA N
Séz = —5/6_2¢H3/\*H3, (314)

3. die Wirkung S i der Vektorfelder Al
. 1 [ - .
Sar= _i/ﬁg AN*Fy (M1, (3.1.5)

4. die Wirkung Ssrq des Dilatons ¢E und der Skalarfelder 67, q=1,...,80:

Sska = /6_24§d(2) A *d}b + 3% /C_ngTT(dM_l A\ *dM)a (316)

5. sowie die Wirkung Stop des topologischen Sektors:
Stop = /Bz -7:—21 Lry -7:—2‘] (3.1.7)

Wir werden die Wirkung (3.1.1) der masselosen, sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie kompaktifizieren, indem wir die Wirkungen (3.1.3) bis (3.1.7)
Schritt fiir Schritt reduzieren.
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3.2 Reduktion der Wirkung Sg des Gravitati-
onssektors

Die masselose D=6 Supergravitationstheorie ist aus der dimensionalen Reduk-
tion einer zehndimensionalen Supergravitationstheorie des Typs ITA auf einer
K3-Mannigfaltigkeit hervorgegangen und die Wirkung (3.1.1) ist zunfichst im
Stringframe gegeben [23]. Wir werden daher eine Weyl-Reskalierung durchfiihren,
um in das vertraute Einsteinframe zu kommen. Wir starten mit dem Term:

N 1 A
S; = 1/\/—g e 2 " Ryp doa (3.2.1)

und reskalieren die Metrik g, der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit entspre-
chend der Vorschrift: A
9o — Gho = € G (3.2.2)

Diese Abbildung induziert in sechs Dimensionen die folgende Transformation:

Rpp — Ry = Ry — (039)(950) + 2V 4(950)

. N 1, (3.2.3)
+ (050)(0:9) 9™ Gpv + 3 (O9) G-

Die Reskalierung (3.2.2) der Metrik §;; der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit
lasst den Ricci-Tensor ]:2[“; also forminvariant und fithrt zu neuen, kinetischen
Termen des skalaren Feldes ¢(Z). Dariiber hinaus bringt sie uns aus dem String-

frame (3.2.1) in das Einsteinframe, denn das Einsetzen der reskalierten Metrik

94 in die Wirkung (3.2.1) fiihrt auf das folgende Ergebnis:

Si=7 [ VEiR@ds+ 3 [V 0@ a2

Die Wirkung (3.2.4) setzt sigh zusammen aus der Einstein-Hilbert Wirkung S EH
und einem skalaren Anteil Sp, welchen wir dem kinetischen Term des Dilatons
¢ zuschlagen:

Sy = Spn + Sp, (3.2.5)
mit

Spr = i / V—i R(#)d°x (3.2.6)

und

$p=3 [ V70 030)@:0) 5 . (3.2.7)

Wir betrachten nun die Kaluza-Klein Reduktion der Einstein-Hilbert Wir-
kung (3.2.6) im Vielbeinformalismus. Der Wechsel in diesen Formalismus ist
angebracht, da sich die Vielbeine éﬂm triagonalisieren lassen und die Tria-
gonalform die anschliefenden Rechnungen erheblich vereinfacht. Der Reduk-
tionsansatz (2.2.11) fiir die Metrik g, der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit
iibersetzt sich in folgende Struktur des Vielbeins é,lm und seines Inversen é;,:

N m « a R nooo_ vYra
w0 ) = (T TRE) e
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wobei e, das Vielbein der Raumzeit-Mannigfaltigkeit, F,* das Vielbein der
internen Geometrie und e, sowie E,* die zugehorigen Inversen bezeichnen [11].
Die Komponenten V,,, kennzeichnen die Eintriage der Metrik g;, mit gemischten
Indizes und die flachen Koordinaten {z™}, m = 0, ..., 5 der sechsdimensionalen
Mannigfaltigkeit Mg setzen sich aus den flachen Raumzeit-Koordinaten {z™},
m =0, ..., 3 und den flachen Koordinaten {2%}, a = 4,5 des Torus T2 zusammen.

Bei der dimensionalen Reduktion des Einstein-Hilbert Terms werden wir
hauptséichlich mit flachen Indizes arbeiten, in welchen die Spin-Verbindung

Dpni = emﬂwﬂm die folgende Form annimmt [26]:
Wial = *Qﬁm it Qﬁim - Qimw (3.2.9)
mit den Koeflizienten Qﬁm ; definiert als:
A L . 820 2 ps b 5
Qmﬁj = 5 (emﬂeﬁ - €ﬁ“€m )(6y €ﬂ[). (3.2.10)

Unter Verwendung der Spin-Verbindung &, . ldsst sich das Kriimmungsskalar
R(&) in der folgenden Weise ausdriicken:

R(z) =™ o Lo o™ +een (00, — 0pi,M).  (3.2.11)
Man kann den Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das Vielbein é;™ der sechsdimensio-
nalen Mannigfaltigkeit nun in Gleichung (3.2.10) einsetzen, um die Koeffizienten
Qﬁm,i zu bestimmen. Diese legen die Komponenten der Spin-Verbindung (3.2.9)
fest, welche sich wiederum in (3.2.11) einsetzen lidsst, um das Kriimmungsskalar
R(i) zu reduzieren. Nach einer lingeren Rechnung, deren Einzelheiten in An-

hang A zu finden sind, erhalten wir das folgende Ergebnis:

R(#) = R(z) — 7 0" C*(0,Ca) T (9,G1s)
(3.2.12)

1 Lo po
- 9" (0,G ap)(8,G*P) + 1 9" g VLV, G,

wobei R(z) das Kriimmungsskalar der vierdimensionalen Raumzeit-Mannigfal-
tigkeit und Gop die Metrik der internen Geometrie ist. Die Objekte Vj, sind
durch die Eintrige der Metrik §”” der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit mit
gemischten Indizes definiert:

Ve, =9,V -9,V (3.2.13)

und lassen darauf schliefen, dass es sich bei den Komponenten V,*(z) um Vek-
torfelder handelt. Wir werden in Kapitel fiinf sehen, dass die Felder V*(z)
tatséichlich wie Vektoren transformieren und es sich bei den durch Gleichung
(3.2.13) definierten Objekten V7, um Vektorfeldstérken handelt.

Nach der dimensionalen Reduktion des Kriimmungsskalars R(i) setzen wir
den Ausdruck (3.2.12) schlielich in die Einstein-Hilbert Wirkung (3.2.6) der
sechsdimensionalen Theorie ein und erhalten [20]:

1 ~ 1 [yl
Sem =1 [ Vi (@) - ] 9" G(0,60) 67 0,6G10)

1 1
— LG O + 1 gV Vi Grg)

(3.2.14)
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wobei wir die Koordinaten {y®} auf dem Torus T2 so gewihlt haben, dass
sie {iber eine Einheitslange periodisch sind, d.h. fT2 d?>y = 1. Die reduzierte
Wirkung (3.2.14) setzt sich aus drei verschiedenen Summanden zusammen:

Sen =S + Sa + Sy, (3.2.15)

wobei

1
Si=1 / Vi R(z)dx, (3.2.16)
1
Sv =15 / VG g g VI Ve Gasdte, (3.2.17)

1 = v o
Sa = _E/\/g (g“ G ﬁ(auGaﬁ)G’yé(aVGW)
(3.2.18)
-0 0,Ga) 0,67 )

Die Wirkung (3.2.16) des Gravitationssektors weist uns darauf hin, dass
wir uns nach der dimensionalen Reduktion des Einstein-Hilbert Terms in vier
Dimensionen nicht im Einsteinframe wiederfinden und dem entsprechend ein
weiteres Mal reskalieren miissen. Diese Aufgabe wird durch die Parametrisierung
der Metrik gp; der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit erleichtert, welche es
ermoglicht, die Wurzel v/—g aus der Determinante der Metrik in der folgenden
Weise zu schreiben [11]:

V=g =deté;” = dete,"det B, = V—=gVG. (3.2.19)

Wir reskalieren die Metrik g,,,, der vierdimensionalen Raumzeit-Mannigfaltigkeit
entsprechend der Vorschrift:

Guv = Gy = €7 G (3.2.20)

Diese Abbildung induziert in vier Dimensionen die folgende Transformation:

1
R, — R:W =R, + V,.(0up) + §D<p v

1 1
+ 5(8%:0)(8%90)9)\,{9/1” - i(au@)(aﬂp)

(3.2.21)

Das Einsetzen der reskalierten Metrik g, aus Gleichung (3.2.20) und des An-
satzes (3.2.19) in die Wirkung (3.2.16) fithrt auf das folgende Ergebnis:

1 3
Sy = i / V9 (VG e?)R(z)d*z + 3 / VI (VG e2)(0r¢)(0up) g d .
(3.2.22)
Um nach der Reskalierung der Metrik g,,, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit im
Einsteinframe zu landen, miissen wir also fordern, dass die folgende Bedingung
erfiillt ist:

1
VdetGoge? =1 & o= —iln(detGag). (3.2.23)
Das Einsetzen der Bedingung (3.2.23) in die reduzierte Wirkung (3.2.22) ergibt:

5;=7 [ViR@as+ 2 [ VG 0000 s, (3.2.24)
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Die Wirkung (3.2.24) ldsst sich also als Summe aus der Einstein-Hilbert Wirkung
Sy der vierdimensionalen Theorie und der Wirkung S, des skalaren Feldes ()
schreiben:

Sg =8¢+ Sy, (3.2.25)

wobei

S, = i/ﬁ R(x)d*x, (3.2.26)

Sp, = Z/\/ﬁ (Or0) (D p) g™ d . (3.2.27)

Wir wenden uns nun noch einmal der Geometrie der internen Mannigfal-
tigkeit zu. Die Gleichungen (3.2.23) und (3.2.27) erlauben die Schlussfolgerung,
dass die Wurzel aus der Determinante der internen Metrik in der vierdimensio-
nalen Supergravitationstheorie in Form eines skalaren Feld ¢(x), dem Modulus
des Torus, auftaucht. Dem entsprechend kann die Determinante detGog aus der
internen Metrik G, herausskaliert werden kann. In Einklang mit Gleichung
(3.2.23) wihlen wir den folgenden Ansatz:

Ga[g = Maﬁe—w’ (3.2.28)

mit detM,z = 1.

Wir werden die Terme in der Wirkung der reduzierten, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie stets unter Verwendung der internen Metrik M,z schrei-
ben. Bevor wir die Terme, welche wir bisher durch die Kompaktifizierung erhal-
ten haben, zusammenfassen konnen, miissen wir die reduzierten Teilwirkungen
(3.2.17) und (3.2.18) dem entsprechend umschreiben.

Wir setzten den Ansatz (3.2.28) in die Wirkungen (3.2.17) und (3.2.18) ein
und erhalten nach der Reskalierung (3.2.20) der Metrik g, der vierdimensio-
nalen Raumzeit-Mannigfaltigkeit die folgenden Ausdriicke:

1 — v o «
Sv = / VT PG gV VE Mg, (3.2.29)

1 1
So =3 [ Vi9" @01t - 5 [ V5 9 @M @,31)

(3.2.30)
wobei Sg sich wiederum als Summe schreiben lasst:
Sa = S@Z + S, (3.2.31)
mit 1
Sen = =5 [ VI 9" @) 0ol (32.32)
1
Su = 71—6/\@ 9" (0, Mop) (8, M*P)d*x. (3.2.33)

Wir kénnen die Wirkung Sgp, welche aus der dimensionalen Reduktion der
Einstein-Hilbert Wirkung (3.2.6) der sechsdimensionalen Supergravitationstheo-
rie hervorgegangen ist, schlieflich als Summe ihrer Teilwirkungen schreiben [20]:

Spr = Sy + Su + Sy + S, (3.2.34)
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Spn = i/\/g R(x)d*z — T:lﬁ/\/ggw(auMaﬁ)(auMaﬁ) d'z

+ i/\/g 9" (9up)(0uep) d'z + % Vae tgtg Vi VVBG Mag d'z.
(3.2.35)

Zum Abschluss diese Kapitels fassen wir die wichtigsten Argumente noch
einmal zusammen. Wir sind in der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
im Stringframe (3.2.1) gestartet und haben eine Weyl-Resklierung durchgefiihrt,
um in das Einsteinframe (3.2.6) zu gelangen. Dabei fithrte das Einsetzen der
reskalierten Metrik g7, aus Gleichung (3.2.2) in die Wirkung (3.2.1) auf der
einen Seite auf die Einstein-Hilbert Wirkung (3.2.6) der sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie, auf der anderen Seite generierte es die Teilwirkung
(3.2.7), welche dem kinetischen Term des Dilatons ¢(&) zugeschlagen wurde.

Im Anschluss an die Weyl-Resklierung in sechs Dimensionen haben wir den
Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das Vielbein é;™ der sechsdimensionalen Mannig-
faltigkeit verwendet, um das Kriimmungsskalar (3.2.11) und damit die Einstein-
Hilbert Wirkung (3.2.6) zu reduzieren. Nach der Kompaktifizierung der Wir-
kung (3.2.6) fanden wir uns allerdings nicht im Einsteinframe wieder und muss-
ten daher ein zweites Mal reskalieren. Diese Reskalierung (3.2.20) brachte uns
unter der Bedingung (3.2.23) in das Einsteinframe (3.2.26) und fiihrte auf einen
weiteren Ausdruck (3.2.27), welchen wir als kinetischen Term des Skalarfeldes
o(x) interpretieren.

Die Reduktion der Einstein-Hilbert Wirkung (3.2.6) fithrt insgesamt also auf
drei verschiedene Beitrige zur Wirkung der vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie. Bei der Teilwirkung (3.2.26) handelt es sich um die Einstein-Hilbert
Wirkung in vier Dimensionen, withrend die Teilwirkungen (3.2.27), (3.2.30)
und (3.2.29) kinetischen Termen der Skalarfelder G5 und der Vektorfelder V2
der vierdimensionalen Supergravitationstheorie entsprechen sollten. In Kapi-
tel 5 werden wir sehen, dass die Felder V' unter Raumzeit-Diffeomorphismen
tatséchlich als Vektoren und die Felder G,z als Skalare transformieren. Die
Reduktion generiert also neue Skalar- und Vektorfelder der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie, welche vor der Kompaktifizierung nicht vorhanden ge-
wesen sind.

3.3 Reduktion der Wirkung S 5, der Zwei-Form

Dieses Kapitel thematisiert die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (3.1.4) der
2-Form Bs. Zu diesem Zweck werden wir die Terme in der Wirkung S B, Zunéchst
in eine Form bringen, welche dem Produktansatz Mg = My x T? der sechsdi-
mensionalen Mannigfaltigkeit entspricht. Préziser formuliert, werden wir sie in
eine Form bringen, in welcher sie nur noch Indizes p = 0, ..., 3 der gekriimmten
Raumzeit-Koordinaten {z*} sowie Indizes @ = 4,5 der gekriimmten Koordi-
naten {y“} des Torus T2 tragen und entsprechend ihrer Indexstruktur mit der
Inversen g"¥ der Raumzeit-Metrik bzw. der Inversen G*? der Metrik des To-
rus kontrahieren. Anschliefilend werden wir den Reduktionsansatz (2.2.10) bzw.
(2.2.11) einsetzen, iiber die internen Koordinaten integrieren und als Ergeb-
nis die reduzierte Teilwirkung der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
erhalten.

29



Die Wirkung (3.1.4) der 2-Form By liisst sich unter Verwendung der Kom-
ponenten Bj; in der folgenden Weise schreiben [11]:

1 s . 1 S a8 as
—5/6—%1{3 AN*Hy = E/\/ée—%wg“gp“ anpH 5, Az, (3.3.1)
wobei die Feldstirke H aop folgender Maflen definiert ist:
flﬂ,;ﬁ = 8,13,;,3 + cycl. perms. (3.3.2)

Aus Gleichung (3.3.1) kann man erkennen, dass die Feldstirke H aop in der
Wirkung (3.1.4) mit der Inversen §#” der Metrik der sechsdimensionalen Man-
nigfaltigkeit kontrahiert. Geméss dem Reduktionsansatz (2.2.11) ldsst sich der
Tensor §*” allerdings nicht als Diagonalmatrix schreiben, welche die Inverse g"”
der Metrik der Raumzeit-Mannigfaltigkeit bzw. die Inverse G*? der Metrik des
Torus in der Diagonale enthilt. Vielmehr besitzt ¢*” Eintrige —V* und —V##
mit gemischten Indizes, welche die Aufgabe erschweren, die reduzierten Terme
in eine Form zu bringen, die dem Produktansatz (2.2.1) der sechsdimensionalen
Mannigfaltigkeit entspricht.

Aufgrund dieser Schwierigkeiten beim Anordnen und Zusammenfassen der
reduzierten Terme, wihlen wir einen alternativen Zugang zur Kaluza-Klein Re-
duktion, indem wir in den Vielbeinformalismus wechseln. Der Wechsel in diesen
Formalismus bietet zwei Vorteile: einerseits ermoglicht er es, die Terme, welche
sich durch die Reduktion der Teilwirkung (3.1.4) ergeben, direkt zu berechnen,
ohne den expliziten Weg iiber die Wirkung (3.3.1) zu gehen. Andererseits ver-
einfacht er das Problem, die Komponenten —V® und —V#* der Inversen g#*
der Metrik der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit in die reduzierten Terme zu
integrieren. Wir werden dieses Standardverfahren der dimensionalen Reduktion
am Beispiel der Kompaktifizierung der Wirkung (3.1.4) studieren.

Im Vielbeinformalismus kann man die Inverse ¢/ der Metrik der sechsdi-
mensionalen Mannigfaltigkeit durch die inversen D=6 Vielbeine é;” und die
Inverse /™" des Minkowski-Tensors 7™" ausdriicken:

G = eplen (3.3.3)

wobei #™" = diag(—1, +1, ..., +1). Wir setzen Gleichung (3.3.3) in die Wirkung
(3.3.1) ein und erhalten:

. dbzx.

(3.3.4)
Ordnet man die Terme in (3.3.4) entsprechend ihrer Indexstruktur, so erkennt
man, dass das Einsetzen von (3.3.3) in die Wirkung (3.3.1) einen Wechsel von
den gekriimmten, sechsdimensionalen Koordinaten {z”} zu den flachen, sechs-
dimensionalen Koordinaten {2} impliziert:

VG e eplen i e Re ik 6P e Hpgp H,

B>

Vi e 2 e ReiP Hupp 637656 Ho s, ik ™ dPa

1 R B (3.3.5)
= 75 \/.5 6_2¢ Hmfcr nls ﬁm"ﬁkl /i d6x’
12
mit der Definition R A
Hpe = én' e 6" Hppp (3.3.6)



Wir kénnen nun ausnutzen, dass die Inverse " des Minkowski-Tensors eine
Diagonalmatrix darstellt:

i nmn 0
n - < 0 5ab> ) (337)

wobei n™" den Minkowski-Tensor in vier Dimensionen und §%° das Kronecker-
Delta der internen Geometrie bezeichnet. Die Indizes m = 0, ..., 3 kennzeichnen
dem entsprechend flache Raumzeit-Koordinaten {z™} und die Indizes a = 4,5
flache Koordinaten {y*} der internen Mannigfaltigkeit. Einsetzen von Gleichung
(3.3.7) in die Wirkung (3.3.5) ergibt:

Q 1 ~ 26 A & mn rs & } mn, rs ca
SB2 - E \/‘56 29 (Hmernlsn nkln +3HmraHnsbn n ) b

+ 3ﬁmacﬁnbdnmn 5ab §Cd + ﬁaceﬁbdf 5ab (5Cd 5ef) d61’.

(3.3.8)
Die einfache Form (3.3.7) des Tensors /™" erméglicht es also, die Terme in
der Wirkung (3.3.5) in Ausdriicke mit internen, externen und gemischten In-
dizes aufzuteilen. Nach dieser Umformung kénnen wir wieder zu gekriimmten
Raumzeit-Koordinaten {z#} sowie gekriimmten Koordinaten {y*} der internen
Mannigfaltigkeit zuriicktransformieren. Dazu benétigen wir die folgenden Rela-
tionen:
"t =e e, " und 6% = E "B G, (3.3.9)

wobei e, das Vierbein der Raumzeit-Mannigfaltigkeit und F,* das Vielbein
der internen Geometrie darstellt. Das Einsetzen von (3.3.9) in die Wirkung
(3.3.8) fithrt auf den folgenden Ausdruck:

~ 1 =~ _94 kol 2 U o
SBZ = E \/.; € 20 (eumeﬁkeermk:r el/ne)\leaanls gl Dgfi)\gp
+3 eumeprEaaI:-’mra euneasEﬁbﬁnsb g;J,VngGaﬂ
+3 6;L"LEaaE'ycI;[mac e,,”Enggd ﬁnbd guuGaBG'y(S
+ Ey"Ey°E Hyeo B EsYEy/ Hygp GOPG G ) dBu

(3.3.10)

Aus der Struktur der Terme in (3.3.10) ist ersichtlich, dass das Einsetzen

der Gleichung (3.3.9) in die Wirkung (3.3.8) einen Wechsel zu gekriimmten

Raumzeit-Koordinaten {z#} sowie gekriimmten Koordinaten {y®} des Torus

impliziert. Nach diesem Koordinatenwechsel nimmt die Wirkung (3.3.10) die
folgende Form an:

~ 1 — 57
Séz = E \/§ € 2¢ (H}U{pHVAO' g;wgfs)\gpa + 3HupaHuUB g;wngGocB

+3H oy Hyps g GPGY + HoneHpsy Gaﬁméawﬁ) dSz,
(3.3.11)

mit den Definitionen:

Hup=e"e," e, Hppp, (3.3.12)
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H,uua = eymevnEaaﬁmnm (3313)

Hyop = €, Eo®Eg® Hoap, (3.3.14)
Hopy = Eo®E3°E,° Hope. (3.3.15)

Bevor wir mit der Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung S By fortfahren, ver-
gegenwirtigen wir uns noch einmal den Leitfaden der bisherigen Argumentation.
Fiir die Kompaktifizierung der Wirkung (3.1.4) ist es hinreichend, den Redukti-
onsansatz (2.2.10) fiir die 2-Form By in die Wirkung einzusetzen und die Terme
in eine Form zu bringen, die dem Produktansatz (2.2.1) der sechsdimensionalen
Mannigfaltigkeit Mg entspricht. Man kann dann iiber die internen Koordinaten
{y*} integrieren und erhilt die reduzierte Wirkung der vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie. Die Wirkung S B. der 2-Form BQ enthalt allerdings die
Inverse §"” der Metrik der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit, welche gemiiss
dem Reduktionsansatz (2.2.11) Eintridge —V** mit gemischten Indizes enthélt.
Diese Eintrige erschweren die Aufgabe, die Terme in die gewiinschte Form zu
bringen, so dass wir einen alternativen Zugang zur Kaluza-Klein Reduktion
gewahlt haben.

In einem ersten Schritt sind wir mit Hilfe der inversen Vielbeine é,;" zu
flachen, sechsdimensionalen Koordinaten {2} gewechselt. Anschlieend haben
wir die Diagonalstruktur des sechsdimensionalen Minkowski-Tensors 7" aus-
genutzt, um die Terme in Ausdriicke mit internen, externen und gemischten
Indizes aufzuteilen. In einem zweiten Schritt haben wir dann die Vierbeine e, ™
der Raumzeit-Mannigfaltigkeit sowie die Vielbeine E,% der internen Geometrie
verwendet, um wieder zu gekriimmten Koordinaten {z*} und {y®} zuriick zu
transformieren. Durch diese Prozedur haben wir die Wirkung S B, In eine Form
gebracht, in welcher die Komponenten H,,, usw. entsprechend ihrer Index-
struktur mit der Inversen g*” der Metrik der Raumzeit-Mannigfaltigkeit sowie
der Inversen G°? der Metrik des Torus kontrahieren. Der Vielbeinformalismus
bietet also eine elegante Methode, um die Wirkung der sechsdimensionalen Su-
pergravitationstheorie in die gewiinschte Form zu bringen, ohne dass man sich
in detailierten Rechnungen verliert.

Wir konnen die Wirkung S B, nun reduzieren, indem wir die Komponenten
(3.3.12) bis (3.3.15) berechnen und sie in die Wirkung (3.3.11) einsetzen. Dafiir
setzen wir den Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é;,” sowie den
Ansatz (2.2.10) fiir die 2-Form By in die Gleichung (3.3.6) ein und bestimmen
die Komponenten I:Imkl Die Komponenten H, usw. mit den passenden In-
dizes lassen sich dann in den Definitionen (3.3.12) bis (3.3.15) verwenden, um
die reduzierten Komponenten H,,, usw. auszurechnen. Wir fassen die beiden
Schritte zusammen und dokumentieren die Rechnungen:

1. Wir starten mit der Bestimmung des Terms H,g,, indem wir die Kompo-
nenten Hgpe aus Gleichung (3.3.6) in die Definition (3.3.15) einsetzen:
Heopy = Eo"Eg B, Hype
- g e (3.3.16)
= B, E5"E, e,/ 6,7 ¢.” Hypp.
Aus dem Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é,;,” entnehmen
wir, dass é,* = 0 und é,* = E,“ gilt. Einsetzen in Gleichung (3.3.16)

ergibt: A
Hupy = Eo"E’EgPEyELCE. Hse . (3.3.17)
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Wir kénnen nun die Relation E,%FE,? = 6, ausnutzen und erhalten:
Hagy = 00050 Hsep = Hapy.- (3.3.18)

Der Term H,g, ist also gerade die Komponente ﬁam der Feldstarke

(2.1.5). Der Reduktionsansatz (2.2.10) fiir die 2-Form By besagt aber,
dass die Komponenten B,g nicht von den internen Koordinaten {y®}
abhéngen, so dass H,g, verschwindet:

Hopy = Hopy = 90 Bgy = 0. (3.3.19)

. Wir fahren mit der Berechnung des Terms H g fort, indem wir die Kom-

ponenten H,pop aus Gleichung(3.3.6) in die Definition (3.3.14) einsetzen:
Hyos = €, Es“E5"Hppap

pos poe ﬂb mee (3.3.20)

= eumEaaEg émpéaaébyHﬁ&g.

Aus dem Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é;,” folgt, dass
€,7 =0 und ¢,“ = E, gilt. Das Einsetzen dieser Komponenten in Glei-
chung (3.3.16) fiihrt auf:

Hyop = €, ém By B Eg By Hy 5. (3.3.21)

Wir kénnen nun die Relation E,*E,? = §,” ausnutzen, um den Term
weiter zu vereinfachen:

Hyop = €, émP Hpp. (3.3.22)

Der Reduktionsansatz (2.2.10) besagt, dass die Komponenten B,p der
2-Form Bs von den internen Koordinaten {y*} unabhingig sind. Damit
verschwindet der Ausdruck H,,3 = 0 und wir verbleiben mit den Kom-
ponenten H paf:

HHO‘B = eumém[’f{ﬁ(w = 6NB04[3, (3323)
wobei wir die Relation eumém[’ = 6," verwendet haben.

. Wir bestimmen den Term H,,, indem wir die Komponenten H’ma aus
Gleichung (3.3.6) in die Definition (3.3.13) einsetzen:

H,

S eMTeVSEaaHTASQ PN (3.3.24)

= 6Mr6VSEaaé7-pésUéaﬁHﬁ&,g.
Wir nutzen wiederum die Tatsache aus, dass die Komponenten der 2-Form
B, gemiiss dem Reduktionsansatz (2.2.10) von den internen Koordinaten
{y*} unabhingig sind, so dass der Term é,*H o verschwindet. Aus dem
Ansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein entnehmen wir die Komponenten
é." =0, é, = e,” und é,” = E,” und setzen sie in Gleichung (3.3.24)
ein. Die fiithrt auf das folgende Ergebnis:

Huva = e,"e,Pe,°6.° By B s
=0,7€,°¢.7603 " Ho53 (3.3.25)

_ s 0T
=€y €5 Hp,&aa
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wobei wir e,"e,” = 0,” und E,*E,? = §,° verwendet haben. Aus dem
Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é,;,” kénnen wir die ver-
bleibenden Komponenten é,° = e,” und é,° = es"Vf entnehmen und sie
in Gleichung (3.3.25) einsetzen:

_ s_ o s_ o1/0 17
H,u,ua =€y €5 H,uaa — €y €5 Vngﬁa

= 61/0[;[#0'04 - 6110‘/0(-5]:1;1,511

: J " i (3.3.26)
:Hp,lloz _VVHp,éa = uua+VyHMa5
= (8;ABV04) + Vuﬁ(auBaﬁ)a
wobei wir die Antisymmetrie H psa = —H uas der Feldstirke (3.3.2) aus-

genutzt haben.
Wir machen an dieser Stelle ein Intermezzo und redefinieren die Felder
der vierdimensionalen Supergravitationstheorie. Im fiinften Kapitel wer-
den wir sehen, dass die redefinierten Felder unter den Symmetrietransfor-
mationen, welche durch Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit
induzierten werden, invariant sind und damit die eigentlichen physikali-
schen Felder darstellen. Zu diesem Zeitpunkt konnen wir die Transfor-
mationseigenschaften der Felder der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie allerdings nicht diskutieren, sondern geben lediglich ihre Definition
an [8]: R R

Bjua = Bua + V) Bag. (3.3.27)

Verwendet man die Definition (3.3.27) der Felder B, der vierdimensiona-
len Supergravitationstheorie, so lésst sich der Term H,,,, in der folgenden
Weise schreiben:

le/oz = (a,u,Bua) - Baﬁ (GHVVB) + perms

= Buua - Baﬁ Vfw

(3.3.28)

wobei die Feldstirken V/,, durch Gleichung (3.2.13) gegeben und die Feld-
stirken B, folgender Maflen definiert sind:

Biuva = 0uBya — 0y Bjua- (3.3.29)

. Wir fahren mit der Bestimmung des Terms H,,,, fort, indem wir die Kom-
ponenten H,,,, aus Gleichung (3.3.6) in die Definition (3.3.12) einsetzen:

Ho = e, et e, Hor
e P (3.3.30)

= e#meyleprém&él;\ér’%ﬁ&j\k.
Der Reduktionsansatz (2.2.10) besagt, dass die Komponenten der 2-Form
Bj von den internen Koordinaten {y“} unabhiingig sind, so dass der Term

em“H 5, a priori verschwindet. Dadurch verbleiben wir mit:
_ I, rasAs AT
Hywp = eulmemafv cipi ere"H 5, (3.3.31)
=e, e, € e,»’“””Hu;\,%7
wobei wir die Relation e,™e,;,° = 6,7 verwendet haben. Aus dem Re-
duktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é,;,” erhalten wir die Kom-
ponenten é." = e,.” und é.P = eT”Vf . Diese konnen wir in Gleichung
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(3.3.31) einsetzen und den Term auf der rechen Seite des Gleichheitszei-
chens ausschreiben:

l A i A ]
H,uup =€y epr{el ernH,u)\n — € erUVcrﬁH,uAﬁ

. N g (3.3.32)
— Vo "Hyor + Vo e, Vo Hyunp b

Das Ausmultiplizieren der rechten Seite von Gleichung (3.3.32) und die
wiederholte Anwendung der Relation e,"e,” = 6, fiithrt auf:

Hywp = H/ﬂ/p - Vpﬁﬁwﬁ - Vuaﬁuap + V7 Vpﬁ ﬁuaﬁ
= (aI‘«BVP) + VVa(aIJ«BPOé) - Vpa(aMBVa) + Vl/a Vpﬂ (aP«BOCB)'
(3.3.33)
Unter Verwendung der Definition (3.3.27) kénnen wir die Komponenten
Bua der 2-Form Bs durch den Ausdruck éua = Bla — VfBag ersetzen
und erhalten:

- 1 1
HWP = (auBVp) + §Vua(aqua) - ivpa(auBua)

— 0V )WVPBag — Vi (0,VP)Bap — V2 VP (0uBag)  (3.3.34)

1 a 1 a
+ §Vu (aﬂBPQ) - §Vp (aP«BVOt)'

Wir machen an dieser Stelle wiederum ein kurzes Intermezzo und definie-
ren die 2-Form Bj der vierdimensionalen Supergravitationstheorie in der
folgenden Weise [8]:

Buy = By + Vi Buja — Vi2 V) Bag. (3.3.35)

Das Ersetzen der Komponenten B;w der 2-Form BQ der sechsdimensiona-
len Supergravitationstheorie in Gleichung (3.3.34) durch die entsprechen-
den Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie fiihrt auf den
folgenden Ausdruck:

1 e 1 e
H,,= (6MB,,,,)—§(8MV,, )Bpa + i(aqu )Bya
. L (3.3.36)
+ §Vu (8quo¢) - 5‘//) (auBl/a)

= (0uBu,)— (0. V1,")Bpja— (0uBlya) V) * + perms.  (3.3.37)

Wir kénnen schlielich in den Indizes (p, v) antisymmetrisieren und erhal-
ten dadurch die kanonische Form der Feldstérke H,,,, der 2-Form B, der
vierdimensionalen Supergravitationstheorie:

1 1
H,,=(0,By,) — EBWVVO; - §VM°‘B,,W + cycl. perms, (3.3.38)

wobei die Feldstirken V5, durch die Definition (3.2.13) und die Feldstéirken
B, durch die Definition (3.3.29) gegeben sind.

Nach der expliziten Berechnung der Komponenten H,ng, H,vo und H,,,
setzen wir die Ausdriicke (3.3.23), (3.3.28) und (3.3.38) sowie den Reduktions-
ansatz (2.2.8) fiir das Dilaton ¢ in die Wirkung (3.3.11) ein und integrieren iiber
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die internen Koordinaten {y*}. Auf diese Weise erhalten wir die Wirkung Sp_
der vierdimensionalen Supergravitationstheorie, welche aus der dimensionalen
Reduktion der Wirkung (3.1.4) der 2-Form B, der sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie hervorgeht. Die reduzierte Wirkung S setzt sich aus der
Wirkung Sp, der 2-Form Bs, den kinetischen Termen Sp,, der Skalarfelder
Bag sowie einer Wirkung Sp, zusammen, welche eine Summe von Maxwell-
Wirkungen darstellt:

532 =SB, + 5B, + SB,;- (3.3.39)
Nach der Reskalierung (3.2.20) der Metrik g,, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit

nehmen die Terme Sp,, Sp, und Sp,_, schlieBlich die folgende Form an [11]:

1 o 1 R
S, = = | VI e e 2 ((0uBxp) — = BuaVe — 5V Brpa)
(90 Bxo) — §BV/3V,\BU - §VVﬂB,\05) 9" g™ g d'z,

1 - 5 o 8 v _po o
Sp, = 1/\/.6@ 2¢(BHPC¥ _Ba’YVJp) (Bua,B — Bﬂévyg) g 9P M ﬂd4l‘,
(3.3.41)
1 R .
SBap = / Vg € 2€%(8,Bar) (00 Bgs) g MM d'z. (3.3.42)

Zum Abschluss dieses Abschnitts fassen wir die Leitlinien der Argumenta-
tion und die Ergebnisse der Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (3.1.4) der
2-Form B, noch einmal zusammen. Wir haben argumentiert, dass die Inverse
™ der Metrik der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit Eintrige —V* mit ge-
mischten Indizes enthilt, welche es erschweren, die Wirkung (3.1.4) der 2-Form
By in eine Form zu bringen, welche dem Produktansatz (2.2.1) der sechsdi-
mensionalen Mannigfaltigkeit entspricht. Aus diesem Grund haben wir einen
alternativen Zugang zur Kaluza-Klein Reduktion gewéhlt und sind in den Viel-
beinformalismus gewechselt. In einem ersten Schritt haben wir das Vielbein
éﬂm der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit verwendet, um zu flachen Koor-
dinaten {#™} zu wechseln. Anschlieend haben wir die Diagonalform der In-
versen 7™" des Minkowski-Tensors ausgenutzt, um die Terme in der Wirkung
in Ausdriicke mit internen, externen und gemischten Indizes aufzuteilen. In ei-
nem zweiten Schritt haben die Vierbeine e,™ der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
M, sowie die Vielbeine E,* der internen Mannigfaltigkeit 72 verwendet, um zu
gekriimmten Raumzeit-Koordinaten {z#} und gekriimmten Koordinaten {y*}
des Torus zuriick zu konvertieren.

Nachdem wir die Wirkung (3.1.4) in die gewiinschte Form gebracht hat-
ten, haben wir den Reduktionsansatz (2.2.10) fiir die 2-Form B, den Ansatz
(3.2.8) fiir das Vielbein &,™ sowie den Ansatz (2.2.8) fiir das Dilaton ¢ in die
Wirkung eingesetzt. Dabei haben wir gesehen, dass sich die Komponenten der
2-Form B, der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bei der dimensio-
nalen Reduktion in einer Weise angeordnet haben, welche eine Redefinition der
Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie implizierte. Zu diesem
Zeitpunkt haben wir lediglich gezeigt, dass sich die Komponenten der 2-Form
B, bei der dimensionalen Reduktion organisieren, ohne zu begriinden, warum
sie sich in dieser Weise anordnen. Wir haben die Terme in der Wirkung der
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Verwendung der redefinier-
ten Felder geschrieben, iiber die internen Koordinaten {y®} integriert und als

36



Ergebnis die Wirkung S B, der vierdimensionalen Supergravitationstheorie er-
halten. Dabei hat sich herausgestellt, dass die dimensionale Reduktion neue
Skalar- Baﬁ und Vektorfelder B,,, generierte, welche in der sechsdimensiona-
len Supergravitationstheorie nicht vorhanden gewesen sind. Als Ergebnis der
Reduktion erhielten wir die Wirkung Sp, der 2-Form B der vierdimensiona-
len Supergravitationstheorie, die Wirkung Sp,, der Skalarfelder Eag sowie die
Wirkung Sp,, welche eine Summe von Maxwell-Wirkungen darstellt.

In Kapitel 5 werden wir analysieren, in welcher Weise sich die Symmetrie-
transformationen der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nach der di-
mensionalen Reduktion in der vierdimensionale Supergravitationstheorie wie-
derfinden. Dabei wird sich herausstellen, dass die Diffeomorphismen der internen
Mannigfaltigkeit nicht triviale Transformationen der Komponenten der Felder
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie induzieren. Aufgrund der Tat-
sache, dass die Symmetrien der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bei
der Kaluza-Klein Reduktion erhalten bleiben, muss die vierdimensionale Super-
gravitationstheorie unter diesen Transformationen invariant sein. Aus diesem
Grund organisieren sich die Komponenten der 2-Form Bs bei der dimensionalen
Reduktion in einer Weise, in welcher die 2-Form B, der vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie iiber einfache Transformationseigenschaften verfiigt und
die Felder B, und Bag unter den induzierten Symmetrietransformationen inva-
riant sind. Dariiber hinaus werden wir im fiinften Kapitel zeigen, dass die Felder
B, und Bag unter Raumzeit-Diffeomorphismen tatséchlich als Vektoren bzw.
als Skalare transformieren.

3.4 Reduktion der Wirkung S Al der Vektorfel-
der

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Kaluza-Klein Reduktion der
Wirkung (3.1.5) der Vektorfelder AZ. Fiir die Reduktion der Wirkung S A1 ver-
wenden wir das selbe Verfahren, das wir bereits bei der Reduktion der Wir-
kung (3.1.4) der 2-Form B, angewandt haben. In einem ersten Schritt wer-
den wir zu flachen, sechsdimensionalen Koordinaten {z™} transformieren und
die Diagonalform des Minkowski-Tensors (3.3.7) ausnutzen, um die Terme in
Ausdriicke mit internen, externen und gemischten Indizes aufzuteilen. In einem
zweiten Schritt werden wir die Vierbeine e,™ der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
und die Vielbeine E,% der internen Geometrie verwenden, um zu gekriimmten
Raumzeit-Koordinaten {z*} bzw. gekriimmten Koordinaten {y®} des Torus
zuriick zu transformieren. Durch diese Vorgehensweise nehmen die Terme in
der Wirkung (3.1.5) eine Form an, die dem Produktansatz Mg = My x T?
der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit Mg entspricht. Genauer gesagt, ord-
nen sich die Terme in einer Weise an, in welcher sie geméss ihrer Indexstruktur
mit der Inversen g"¥ der Metrik der Raumzeit-Mannigfaltigkeit bzw. der Inver-
sen G der Metrik des Torus kontrahieren. Nachdem wir die Wirkung (3.1.5) in
die gewiinschte Form gebracht haben, brauchen wir nur noch den Reduktions-
ansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder A! und den Ansatz (3.2.8) fiir die inversen
Vielbeine é,;" einzusetzen und iiber die internen Koordinaten zu integrieren,
um die reduzierte Teilwirkung der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
zu erhalten.
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Bevor wir mit der Kaluza-Klein Reduktion beginnen, schreiben wir die Wir-
kung (3.1.5) der Vektorfelder A! explizit aus:

S 1 = SADAps T -
Sap = Z/\/jggﬂ 9 Fip Fis M1y doa (3.4.1)

In einem ersten Schritt setzen wir den Ausdruck (3.3.3) fiir die Inverse g*”
der Metrik der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit in die Wirkung (3.4.1) ein
und erhalten:

N 1 PN . L~

Sa = [ V7 A abed Ly eates? Fly (MY d
) (3.4.2)

- Z/ =g "™ Fhe Fils (MY 1y d,

mit der Definition:
=1 _ s ps pil
Fai = el e’ Fpp (3.4.3)

Das Einsetzen von (3.3.3) in die Wirkung (3.4.1) impliziert also einen Koordina-
tenwechsel von den gekriimmten, sechsdimensionalen Koordinaten {2”} zu den
flachen, sechsdimensionalen Koordinaten {z"}. Nach dem Wechsel zu den fla-
chen Koordinaten koénnen wir die Tatsache ausnutzen, dass die Matrix /™" {iber
eine Diagonalform verfiigt, um die Terme in der Wirkung (3.4.2) in Ausdriicke
mit internen, externen und gemischten Indizes aufzuteilen. Das Einsetzen von
(3.3.7) in die Wirkung (3.4.2) und das anschlieende Ausschreiben der Kompo-
nenten fithrt auf das folgende Ergebnis:

G 1 /_ T i mn, rs = -— mn sa
SA{ - i/ -9 (Ff’“"fh]s non +‘7:717La-7:r{b n™"o b

(3.4.4)
+ FFil 00" + o Fiy 5‘“’5“) (M) d°.

Nachdem wir die Terme in der Wirkung S A in der beschriebenen Weise
umgeformt haben, kénnen wir die Vierbeine e, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
bzw. die Vielbeine E,® der internen Geometrie verwenden, um wieder zu ge-
kriilmmten Raumzeit-Koordinaten {z*} bzw. gekriimmten Koordinaten {y®}
des Torus zuriick zu konvertieren. Dazu setzen wir Gleichung (3.3.9) in die Wir-
kung (3.4.4) ein und erhalten:

A 1 -~ -
Sa=7 / V=9 <f§w enep Fils enes” 9" g7
+ FL e "By Fly e, N Eg gt GOP
+ Fl B, F Egbe,™ G*P g
+ FL BB F, B Est GaﬁGW) (M~ dBa.,
(3.4.5)
Das Einsetzen der Relation (3.3.9) impliziert also einen Koordinatenwechsel von
den flachen Raumzeit-Koordinaten {z} bzw. den flachen Koordinaten {y*} des

Torus zu den gekriimmten Raumzeit-Koordinaten {a#} bzw. den gekriimmten
Koordinaten {y®} des Torus. Die Terme in Gleichung (3.4.5) lassen sich in diese
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Koordinaten umschreiben, so dass die Wirkung S Al schlielich die folgende
Form annimmt:

. 1 _
Si =1 [V (Pt g+ FLuTly e

+ FLFd, 9GP + FL Fs Gaﬁmé) (MY db,
(3.4.6)
mit den Definitionen: R
Fr = e e " Fl, (3.4.7)
Fra = e B Fha (3.4.8)
Fin = Eole" il (3.4.9)
Fly= E B FL,. (3.4.10)

Nachdem wir die Wirkung S Al in eine Form gebracht haben, welche dem Pro-
duktansatz (2.2.1) fiir die sechsdimensionale Mannigfaltigkeit entspricht, kénnen
wir uns der dimensionalen Reduktion zuwenden. Um die Wirkung zu reduzie-
ren, setzen wir zunéichst den Reduktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder fl{
in Gleichung (3.4.3) ein und berechnen die Komponenten F% .. Die Komponen-
ten mit den passenden Indizes lassen sich dann in den Definitionen (3.4.7) bis
(3.4.10) verwenden, um die Terme F., usw. zu reduzieren. Das Einsetzen der
auf diese Weise reduzierten Ausdriicke (3.4.7) bis (3.4.10) in die Wirkung (3.4.6)
und das anschliefiende Integrieren iiber die internen Koodinaten {y*} ergibt die
reduzierte Teilwirkung der vierdimensionalen Supergravitationstheorie.

Wir reduzieren zunéchst die Ausdriicke (3.4.7) bis (3.4.10) und dokumentie-
ren die einzelnen Rechenschritte:

1. Wir starten mit der Berechnung des Terms ]—'il,. Das Einsetzen der Kom-
ponenten F.,  aus Gleichung (3.4.3) in die Definition (3.4.7) fiihrt auf den
folgenden Ausdruck:

I m_ r I
fup—eu e, F,

_ m_ r s Uas & I
r=eu ey e ey Fos.

(3.4.11)

m

Der Reduktionsansatz (2.2.9) besagt, dass die Vektorfelder A! der sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie von den internen Koordinaten {y®}
unabhéngig sind, so dass die Komponenten féﬁ a priori verschwinden.
Aus dem Ansatz (3.2.8) entnehmen wir die Komponenten é,,* = e,,* und
ém® = en”V, des inversen Vielbeins én” und setzen sie in Gleichung
(3.4.11) ein:

I _ _ m_ry v o1l pyyo, o1l v, py/B8 I
Fup=cen ey {eme " Fup —enVi3e " Fop —en” e VY F, 5}

- - - (3.4.12)
_ 7 a &1 B8 I
_fup_vufap_vpfuﬁ’

wobei wir die Identitét e,™e,,” = J,” verwendet haben. Wir nutzen nun
die Antisymmetrie fip = —f;a der Komponenten der Feldstérke ]—'g“;

aus und setzen den Reduktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder fl{ in
Gleichung (3.4.12) ein. Dies fiihrt auf das folgende Ergebnis:

fip = (aufi/])) - (apjl{b) - Vpa(awzli) + V;La(aﬂjlé)
= (AL — Ve ALy = 0,(AL = VALY + 0,V — 0,V AL
(3.4.13)
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Bei Betrachtung der Gleichung (3.4.13) erkennen wir, dass sich die Kom-
ponenten der Vektorfelder /i{ bei der dimensionalen Reduktion in einer
bestimmten Weise anordnen. In Kapitel 5 werden wir diese Struktur einge-
hender untersuchen und die Begriindung fiir die Organisation der Kompo-
nenten der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nach-
liefern. An dieser Stelle definieren wir die Vektorfelder AL der vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie zunéchst in der folgenden Weise [8]:

I _— ;I a g1
Al = AL -veAl (3.4.14)

und setzen die Definition (3.4.14) in Gleichung (3.4.13) ein. Dies fiihrt auf
den folgenden Ausdruck:

I _ pl o JI
Fup =Fup + Vi A, (3.4.15)

wobei die Vektorfeldstirken V, durch Gleichung (3.2.13) gegeben und die
Feldstarken F' lf,j der Vektorfelder Ai der vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie folgender Maflen definiert sind:

Fl, = 0,A] - 9,4, (3.4.16)

. Wir fahren mit der Berechnung des Terms f,ﬁa fort, indem wir die Kom-

ponenten F! = aus Gleichung (3.4.3) in die Definition (3.4.8) einsetzen:

-7:#(1 = e/LmEaaﬁma

L (3.4.17)
= eumEg émyéag .7:,;(}.
Aus dem Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein entnehmen wir,
dass fiir die Komponenten é,” = 0 und é? = E,? gilt. Der Ansatz (2.2.9)
besagt dariiber hinaus, dass die Komponenten der Vektorfelder fi{ von
den internen Koordinaten {y®} unabhiingig sind, so dass der Term F,g3
a priori verschwindet. Wir setzten diese Relationen in Gleichung (3.4.17)

ein und erhalten: B
Fra = eMmEaaem”Eaﬁ}}g

=6,."6."F,5 = Foa.

Nach dem Einsetzen des Reduktionsansatzes (2.2.9) fiir die Vektorfelder
Al sowie des Ansatzes (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é,,” erhlt man also
den folgenden Ausdruck:

(3.4.18)

Fua = 0, AL (3.4.19)

. Die Berechnung des Terms F,,, verlduft in vollstdndiger Analogie zur Re-
duktion des Ausdrucks F,,. Aufgrund der Antisymmetrie j}ua = *]}ua
der Komponenten der Feldstérke ]:'21 erhélt man bei der Berechnung des
Terms F,,, allerdings einen Vorzeichenwechsel:

Fou = —0, AL (3.4.20)

Dieses Vorzeichen ist nach dem Einsetzen von (3.4.20) in die Wirkung
(3.4.6) nicht mehr bemerkbar, so dass die Terme F,, und F,, zu zwei
identischen Beitriigen in der Wirkung (3.4.6) fiithren.
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4. Zum Abschluss dieses Abschnitts Studiergn wir die Reduktion des Terms
Fon. Das Einsetzen der Komponenten F!, aus Gleichung (3.4.3) in die

ac

Definition (3.4.10) fithrt auf den folgenden Ausdruck:

Fory = B."E°F),
v T Tae (3.4.21)
=E,"E,€,"é.° Fis.
Durch den Reduktionsansatz (3.2.8) wird begriindet, dass fiir die Kompo-

nenten ¢,” = 0 und é,“ = F,“ gilt. Das Einsetzen dieser Relationen in
Gleichung (3.4.21) fithrt auf den folgenden Ausdruck:

Fony = Eo"E“E,"EF,
v T (3.4.22)

=008, Fps = Fory =0,

wobei wir den Reduktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder ausgenutzt

haben, welcher besagt, dass die Komponenten Aé 5 nicht von den internen

Koordinaten {y®} abhingen und damit F,., = 0 gilt.

Nachdem wir die Terme (3.4.7) bis (3.4.10) reduziert haben, kénnen wir diese
in die Wirkung (3.4.6) einsetzen, iiber die internen Koordinaten integrieren und
erhalten auf diese Weise die reduzierte Teilwirkung S Al der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie. Die reduzierte Wirkung setzt sich aus den kinetischen
Termen S, der Skalarfelder AL und einer Wirkung S A1 zusammen, welche
eine Summe von Maxwell-Termen darstellt. Nach der Reskalierung (3.2.2) bzw.
(3.2.20) nimmt die Teilwirkung S 41 der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie die folgende Form an [8]:

SA{ = SA{ + 5S4, (3.4.23)

wobei Syr und Su, folgender MaBen definiert sind:

1 ~ -
Sap = 5 [V e (Bl + VAL, + VA 99 (M) d'a,
(3.4.24)
1 - -
Sa. = 3 / V=g e (0,AL)(0,A0) g MOP (M7Y)p; dbe. (3.4.25)

Zum Abschluss dieses Abschnitts fassen wir die Leitlinien der Argumenta-
tion und die Ergebnisse der Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (3.1.5) der
Vektorfelder fl{ zusammen. Fiir die Reduktion der Wirkung (3.1.5) der Vektor-
felder A{ der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie haben
wir die selbe Methode verwendet, welche wir bereits bei der Reduktion der Wir-
kung (3.1.4) der 2-Form B, verwendet haben. In einem ersten Schritt haben
wir die Vielbeine éﬂm der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit Mg verwendet,
um zu flachen, sechsdimensionalen Koordinaten {#} zu transformieren. An-
schlieBend haben wir die Diagonalform der Inversen 7" des Minkowski-Tensors
ausgenutzt, um die Terme in der Teilwirkung der sechsdimensionalen Supergra-
vitationstheorie in Ausdriicke mit internen, externen und gemischten Indizes
aufzuteilen. Nachdem wir die Terme in dieser Weise umgeformt hatten, haben
wir die Vierbeine e,™ der Raumzeit-Mannigfaltigkeit und die Vielbeine E,°
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des Torus verwendet, um zu gekriimmten Raumzeit-Koordinaten z* bzw. ge-
kriimmten Koordinaten y® des Torus zuriick zu konvertieren. Auf diese Weise
erhielt die Wirkung (3.1.5) der Vektorfelder A! der masselosen, sechsdimen-
sionalen Supergravitationstheorie eine Form, welche dem Produktansatz (2.2.1)
der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit Mg entspricht.

Nachdem wir die Wirkung (3.1.5) in die gewiinschte Form gebracht hat-
ten, haben wir den Reduktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder A sowie die
Ansiitze (3.2.8) und (2.2.8) fiir das inverse Vielbein é;™ und das Dilaton ¢ in die
Wirkung eingesetzt. Dabei haben wir gesehen, dass sich die Komponenten der
Vektorfelder fl{ der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bei der dimen-
sionalen Reduktion in einer Weise angeordnet haben, welche eine Redefinition
der Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie implizierte. Wir ha-
ben die Teilwirkung (3.1.5) der sechsdimensionalen Theorie in Termen dieser
redefinierten Felder geschrieben, iiber die internen Koordinaten {y“} integriert
und als Ergebnis die Wirkung S Al der reduzierten, vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie erhalten. Dabei hat sich herausgestellt, dass die dimensionale
Reduktion zusiitzliche Skalarfelder A, generierte, welche vor der Kompakti-
fizierung in der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nicht vorhanden
gewesen sind. Als Ergebnis der Reduktion erhielten wir die kinetischen Ter-
me Sy, dieser Skalarfelder sowie eine Wirkung S,r, welche eine Summe von
Maxwell-Wirkungen darstellt.

Zu diesem Zeitpunkt haben wir lediglich gezeigt, dass sich die Komponenten
der Vektorfelder A! der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bei der
dimensionalen Reduktion in einer bestimmten Weise anordnen und dass diese
Anordnung eine Redefinition der Felder der vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie impliziert. Wir haben bisher noch nicht hinreichend begriindet, aus
welchem Grund sich die Komponenten der Vektorfelder fl{ in der beschriebe-
nen Weise organisieren. Zudem haben wir vorweggenommen, dass es sich bei
den neuen Feldern AL, welche durch die dimensionale Reduktion generiert wer-
den, um Skalarfelder handelt. In Kapitel fiinf werden wir analysieren, in wel-
cher Weise sich die Symmetrietransformationen der sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie nach der dimensionalen Reduktion in der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie wiederfinden. Dabei wird sich herausstellen, dass die
Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit nicht triviale Symmetrietrans-
formationen der Komponenten der Vektorfelder A! induzieren und dass die Vek-
torfelder Aft der vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter diesen Trans-
formationen invariant sind. Zudem werden wir zeigen, dass die Felder Aft der
vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter Raumzeit-Diffeomorphismen
tatséichlich als Vektoren und die Felder AL als Skalare transformieren.

3.5 Reduktion der Wirkung S’ska der Skalarfel-
der

Die Wirkung (3.1.6) setzt sich aus der Wirkung S B des Dilatons qg und der
Wirkung S’g der Skalarfelder éq, q=1,...,80 zusammen:

Seka = S; + S (3.5.1)
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Wir werden die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (3.1.6) am Beispiel der
Reduktion der Wirkung S 3 des Dilatons studieren, da die Kompaktifizierung

der Teilwirkung S@ in vollstdndiger Analogie dazu verlduft. Die Reskalierung
(3.2.2) der Metrik g;; der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit fithrt auf den

Term (3.2.7), welchen wir der Wirkung S 3 des Dilatons zuschlagen koénnen.

Danach nimmt S 3 die folgende Form an:

S5

—1 [dbnrds =1 [ V=397 @6) (0:0) . (3.5.2)

Wir setzen den Reduktionsansatz (2.2.11) fiir die Inverse der Metrik der
sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit in Gleichung (3.5.2) ein und erhalten:

551 [ V73 (80,000, - v7(0,0)00) - V" 0ud)06)
(3.5.3)
£ G (0,6)(000) + VI VS0:0)(00) ) s

Der Reduktionsansatz (2.2.8) fiir das Dilaton besagt, dass das Skalarfeld gZ;
von den internen Koordinaten {y®} unabhingig ist. Das Einsetzen des An-
satzes (2.2.8) in Gleichung (3.5.3), das Reskalieren (3.2.20) der Metrik g, der
Raumzeit-Mannigfaltigkeit und das anschlieBende Integrieren iiber die internen
Koordinaten {y} fithrt auf das folgende Ergebnis [8]:

S0=1 [ V=9 @) @00 (3.5.4)

Die Reduktion der Skalarfelder ist insofern als einfach zu bezeichnen, als
dass der Reduktionsansatz direkt auf das gewiinschte Ergebnis fithrt und die
Kompaktifizierung keine neuen Felder der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie generiert. Die kinetischen Terme der masselosen, sechsdimensionalen Su-
pergravitationstheorie werden durch die dimensionale Reduktion in natiirlicher
Weise zu kinetischen Termen der masselosen, vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie. Aus diesem Grund kénnen wir die Wirkung Sy, welche aus der
Kompaktifizierung der Wirkung S’é der Skalarfelder éq, q=1,...,80 hervorgeht,
ohne eine lange Rechnung angeben:

1
S0 =33 / V=9 9" (0 M), M)d s (3:55)

3.6 Reduktion der Wirkung Stop des topologi-
schen Sektors

Die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (3.1.7) des topologischen Sektors ist
relativ unkompliziert, weil in topologischen Termen per Definition kein metri-
scher Tensor involviert ist. Fiir die dimensionale Reduktion der Wirkung (3.1.7)
ist es daher hinreichend, den Reduktionsansatz (3.2.6) fiir die 2-Form By sowie
den Ansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder Al einzusetzen und die Abhéingigkeit von
den internen Koordinaten {y®} auszuintegrieren. Aufgrund der Antisymmetrie
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verschwinden Dachprodukte dz# A...Adz” mit mehr als vier Basisformen dx*, so
dass sich die Terme der reduzierten Wirkung durch einfaches Ausmultiplizieren
ergeben.

Die Wirkung S'top des topologischen Sektors der masselosen, sechsdimensio-
nalen Supergravitationstheorie ist gegeben durch:

Stop = /BQ NFENF] L1, (3.6.1)

Wir setzen den Reduktionsansatz (3.2.6) fiir die 2-Form B, sowie den Ansatz
(2.2.9) fiir die Vektorfelder A} in die Wirkung (3.6.1) ein und erhalten:

gtop:*/Bé/\djg/\djé/\dya/\dy’aﬁjJ
-2 / Blo NFENAAL Ndy™ AN dyP Lry (3.6.2)
1 [ - L
+5 /Baﬁ NFENFY Ndy® NdyP L1,

wobei wir die Notationen F}! = ./Nli dat, By, = Byq dz" und B) = %BW dxt A
dz” verwendet haben. Normieren wir das Maf} auf dem Torus, so dass [ VG dy“A
dyP = &8 gilt, reduziert sich der Ausdruck (3.6.2) zu:

Sup == [ BN aAGnd&y e L1y 2 [ 0 Bl W FT NS L1
(3.6.3)

+ /(€a’8 Bag) /\fél /\.7:—5‘] Lrg.

1
2

Die dimensionale Reduktion der Wirkung Stop des topologischen Sektors
fiihrt also auf drei verschiedene Terme, in welchen die Komponenten der Felder
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie erscheinen. Bei der Redukti-
on der Wirkung (3.1.7) organisieren sich diese Komponenten allerdings nicht
in der selben Weise, in welcher sie sich bei der Reduktion der Wirkung (3.1.5)
der Vektorfelder fl{ organisiert haben. Vielmehr miissen die Komponenten der
Felder der sechsdimensionalen Theorie nachtréiglich durch die Felder der vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie ersetzt werden. An dieser Stelle lassen
wir die topologischen Terme zunéchst in der Form stehen, in welcher sie aus der
dimensionalen Reduktion hervorgegangen sind.

3.7 Die Wirkung der masselosen D=4 Supergra-
vitationstheorie

Wir présentieren nun die Wirkung S,,,r—¢ der masselosen, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie, welche sich durch die Kaluza-Klein Reduktion der Wir-
kung (3.1.1) der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie auf
einem Torus T2 ergeben hat [2]. Der bosonische Feldgehalt der vierdimensio-
nalen Supergravitationstheorie besteht aus dem Graviton gy, p = 0, ..., 3, der
2-Form Bs, 28 Vektorfeldern A,IN I=1,..24, By, V,* a=1,2, dem Dilaton
¢(x) und 134 weiteren Skalarfeldern ¢, 67, ¢ =1, ..., 80, Aé, Bag, M. Die re-
duzierte Wirkung S,,,r—q setzt sich aus der Graviton-Dilaton-2-Form Wirkung
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S4, der Wirkung Sp der Vektorfelder, der Wirkung S¢ der Skalarfelder und
der Wirkung Sp des topologischen Sektors der masselosen, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie zusammen:

Spi—o =S4+ S+ Sc+ Sp. (3.7.1)
Die Metrik-Dilaton-2-Form Wirkung Sy ist gegeben durch:
Sa = Sg+5¢+SBz

1 3.7.2
— 1/ (R(x)*1—d¢A*d¢—262¢ e 2% Hg/\*Hg). ( )
Die Wirkung Sp der Vektorfelder ist gegeben durch:
Sp = Sv+531 +SA{
1 N R
— _5/ ( ¢™2? (Hao — Bary Vo) A *(Hap — Bps Va®) M8
- - (3.7.3)
+ e? e % (Ff + AL V™) A ¥ (F + A} Vo) (MY
1
+ 3 e P Vo™ A*VRP Maﬁ).
Die Wirkung S¢ der Skalarfelder ist gegeben durch:
Sc = SQ—FSQO—FSM—FSBQQ—FSAQ
1 1 1
= 1/ <8 Tr(dM™' A*dM) —dp A *dp + 1 Tr(dM ™~ A*dM)
(3.7.4)

— e T2 20 dBOW A *dBﬁ(; M8 Mo
—2e%e? dAL N*d A MOP (Ml)”).
Die Wirkung Sp des topologischen Sektors ist gegeben durch:
Sp = Stop
- _/Bg NAAL NdAL e L1y - 2/Bia NAAL NdAL e Loy (3.7.5)
+ % / Bog NAATNdAY P L1

Die Signatur der Metrik g, ist durch (— + ++), das Volumenelement durch
*1 = /=g d*x gegeben und fiir p-Formen (p < 4) verwenden wir die Konvention:

1

F, = HFM_“de“l A ... \Ndz*», (3.7.6)
mit dem Hodge-Dualen definiert durch:

1 1
P ﬁmﬁ‘ﬂl--#peﬁlm#plip+1---u4

Das Kriimmungsskalar in vier Dimensionen wird mit R(z) bezeichnet und durch
Kontraktion der Inversen g"” der Metrik mit dem Ricci-Tensor R, gebildet:

R(z) = g"" Ry (3.7.8)

*

dztrt A LA dat. (3.7.7)
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Die Vektorfelder A!, By, und V;* der vierdimensionalen Supergravitationstheo-
rie sind durch die folgenden Definitionen gegeben:

Al = A, da", By = By, da*, Vi*=V,* dat, (3.7.9)

wobei die Komponenten der Felder der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie in der folgenden Weise durch die Komponenten der Felder der sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie definiert sind:

Al = Al —V, AL (3.7.10)

B/ux = éua + Vuﬁéaﬁ (3711)

und V), Eintrdge der Metrik g,, der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit mit
gemischten Indizes bezeichnen. Die Feldstirken FY, Hy, und Vo der Vektor-
felder Al, By, und V4® der vierdimensionalen Supergravitationstheorie sind
folgender Maflen definiert:

F] =dAl, H,, =dBi,, W =dVy. (3.7.12)

Die 2-Form Bs ist durch die folgende Definition gegeben:
1
B, = 3 B, dz* Adz”, (3.7.13)

wobei die Komponenten B,,,, der 2-Form B; der vierdimensionalen Supergravi-
tationstheorie in der folgenden Weise durch die Komponenten der 2-Form By
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie definiert sind:

Byw = By + V,%Byjo — Vu°V,P Bag. (3.7.14)
Die verallgemeinerte Feldstérke der 2-Form Bs ist durch den folgenden Ausdruck
gegeben:
1 1
H; =dBs — §B1a AdVY — §V1°‘ A dB1q. (3.7.15)
Die Formen F3!, By und B, welche in den topologischen Termen erscheinen,

sind durch die Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Supergravitati-
onstheorie definiert:

- 1 - -
1= 5(3“,45 — 0, AL) dz® A daP, (3.7.16)
DY 1 o v
BQ = iBuV dx? A dx s (3717)
B!, = Bua dat, (3.7.18)

wobei die BW, Bﬂa und flft die Komponenten der 2-Form BQ und der Vektorfel-

der A! der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bezeichnen. Die Matrix
My wird durch die skalaren Felder 6%(x), ¢ = 1, ..., 80 parametrisiert und lisst
sich durch eine O(4,20)-wertige Matrix V ausdriicken:

ME=VTy. (3.7.19)
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Die Matrizen M und V geniigen den folgenden Relationen:
vevt =2, MemP =2, MT =M, (3.7.20)

wobei £ die O(4, 20)-Metrik bezeichnet. Die kinetischen Terme der Skalarfelder
09(xz), ¢ = 0,...,80 lassen sich unter Verwendung dieser Definitionen in der
folgenden Weise schreiben:

1 1
ﬁ/e*Q‘bTr(dM’l*dM)) = —ﬁ/\/—g e 29y Mi ) (O* MM )d0x.
(3.7.21)
Die Matrix M, erhilt man nach dem Herausskalieren der Wurzel v/G aus der
Metrik G, der internen Geometrie. Der Term Tr(dM ~* A*dM) lésst sich dann
in der folgenden Art und Weise schreiben:

1—16 Tr(dM~' A*dM) = —% 9" (0, M*P)(8, Mag). (3.7.22)

Die Kaluza-Klein Reduktion der masselosen, sechsdimensionalen Supergravi-
tationstheorie auf einem Torus T2 generiert einerseits neue Skalar- und Vektor-
felder, andererseits fithrt sie zu einer Korrektur der Feldstirke der 2-Form By
der masselosen, vierdimensionalen Supergravitationstheorie. Im fiinften Kapi-
tel werden wir studieren, in welcher Weise sich die Symmetrietransformationen
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie in der vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie wiederfinden. Dabei wird sich herausstellen, dass die Dif-
feomorphismen der internen Mannigfaltigkeit nach der dimensionalen Reduktion
Symmetrietransformationen der vierdimensionalen Supergravitationstheorie in-
duzieren, unter welchen die verallgemeinerte Feldstérke (3.7.15) der 2-Form Bj
invariant ist.

Die Struktur der Wirkung (3.7.3) der Vektorfelder deutet bereits auf einen
hoherdimensionalen Ursprung der masselosen, vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie hin. J. Schon und M. Weidner haben gezeigt [21], dass die kineti-
schen Terme der Vektorfelder einer masselosen, vierdimensionalen N=4 Super-
gravitationstheorie im Allgemeinen in der folgenden Form geschrieben werden
konnen:

1 1
Sp = —1/\@ (Tm(7) Masy Fy FN = SRe(r)man e Fy Fpg ) d'z,

(3.7.23)
wobei F die Feldstérken der Vektorfelder A} und 7 eine komplexe Zahl mit
Im(7) > 0 bezeichnen.

Fiir den Vergleich der Wirkung (3.7.1) mit der Literatur ist es daher notwen-
dig, die Felder A{L, B,o und V,,* der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
in einem Vektor Aﬁ/f zusammenzufassen, dessen Index M iiber multiple Indizes

lauft und in dessen Feldstirke F ,% die Feldstdrken F /fl,, H,po und Vi, der Vek-

torfelder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie erscheinen:
M T M Vi
A7 = | Bua |, Fo, = Hua |- (3.7.24)
I FI
w iz

Die Maxwell-Terme in der Wirkung (3.7.3) der Vektorfelder lassen sich dann
ausmultiplizieren und in eine Form bringen, welche die Bestimmung der Koeffi-
zienten-Matrix My, ermdglicht [2, 25]. Fiir den Vergleich mit der Literatur ist
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es dariiber hinaus notwendig, die Komponenten Bum Bua und AIIL der Felder
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie, welche in der Wirkung (3.7.5)
der topologischen Terme erscheinen, durch die Felder B,,,, B, und AL der vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie zu ersetzen. Diese Substitution erlaubt
es, die Wirkung (3.7.5) der topologischen Terme vollstéindig auszuarbeiten und
in eine Form zu bringen, welche die Bestimmung der Koeffizienten-Matrix 7 x
und damit den Vergleich mit der Wirkung (3.7.23) erlaubt. Die 2-Form By kann
durch das Ausnutzen ihrer Bewegungsgleichung dualisiert werden und erscheint
anschlieffend als Skalarfeld in der masselosen, vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie.
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Kapitel 4

Kaluza-Klein Reduktion

der massiven D=6
Supergravitationstheorie

Dieses Kapitel thematisiert die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (2.1.1) der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie auf einem Torus T2. Wir
haben im zweiten Kapitel diskutiert, dass sich die Wirkung S'mz der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie aus einem masselosen 5m1:0 und
einem massiven Anteil (5§mz:0 zusammensetzt:

St =Smi_o+6Smi—o (4.0.1)

und im masselosen Grenzfall m! + 0 identisch ist mit der Wirkung (3.1.1) der
masselosen Supergravitationstheorie des Typs ITA, kompaktifiziert auf einer K3
Mannigfaltigkeit [23]. Im dritten Kapitel haben wir die dimensionale Reduktion
der Wirkung szzo der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheo-
rie studiert, so dass wir uns in diesem Kapitel auf die Reduktion des massiven
Anteils 5§m1:0 der Wirkung Smf der massiven, sechsdimensionalen Supergravi-
tationstheorie konzentrieren werden. Bevor wir mit der Kaluza-Klein Reduktion
beginnen, geben wir den massiven Teil der Wirkung (2.1.1) explizit an:

8Smi—o = 85 i1 + 8S10p + 3Sm, (4.0.2)

wobei 68 Al 6§top und 65‘m folgender Maflen definiert sind:
6541 —2/ FIN By (M) py m? _2/ BoA By m! (M~Y)1y m?, (4.0.3)
(5St0p = —|—2/B§ miLr; Fy + g/ég miLr; m’, (4.0.4)
68, = —%/mI(Mfl)U*m'J. (4.0.5)

Die Reduktion der Wirkung 5§m1 fithrt auf keine neuen Terme in der Wirkung
der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie. Der Reduktionsan-
satz (2.2.8) fiir die Skalarfelder 69, ¢ = 1, ...,80, welche die Matrix (M~1);;
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parametrisieren, besagt lediglich, dass die Felder 8¢ nach der Kompaktifizierung
nicht von den internen Koordinaten {y*} abhingen. Die dimensionale Redukti-
on der beiden Teilwirkungen 65 Al und (5§top fithrt hingegen auf neue Terme in
der Wirkung der vierdimensionalen Supergravitationstheorie, so dass wir ihre
Reduktion in diesem Kapitel ausfiihrlich studieren werden. Zum Abschluss des
Kapitels fassen wir die Ergebnisse zusammen und geben die vollstindige Wir-
kung der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie an, welche aus
der Kaluza-Klein Reduktion der massiven, sechsdimensionalen Supergravitati-
onstheorie auf einem Torus T2 hervorgegangen ist.

4.1 Reduktion der Wirkung 5*;1[ der Vektorfel-
der 1

Wir haben diskutiert, dass die Wirkung (2.1.1) der massiven, sechsdimensiona~
len Supergravitationstheorie im Grenzfall m! — 0 identisch ist mit der Wirkung
(3.1.1) der masselosen Supergravitationstheorie des Typs ITA, kompaktifiziert
auf einer K3-Mannigfaltigkeit. In der masselosen, sechsdimensionalen Supergra-
vitationstheorie erscheint die Wirkung (3.1.5) als kinetischer Term der Vektor-
felder .,Zl{ In der massiven Supergravitationstheorie werden diese kinetischen
Terme verallgemeinert und nehmen die folgende Form an:

N 1 ~ “
S = —5/}‘2’ A Fy (MY, (4.1.1)

wobei j—21 die verallgemeinerten Vektorfeldstidrken (2.1.5) bezeichnen. In der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie stellt die Wirkung (4.0.3)
also den massiven Anteil der Wirkung S;, der Vektorfelder Al dar:

1

S =S4+ 054 (4.1.2)

Fiir die Kaluza-Klein Reduktion des massiven Anteils 65 Al der Wirkung
(4.1.1) der Vektorfelder der massiven, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie benutzen wir die selbe Methode, die wir bereits bei der Reduktion der
Wirkung (3.1.5) der Vektorfelder der masselosen Supergravitationstheorie ange-
wandt haben. In einem ersten Schritt verwenden wir die inversen Vielbeine é,;,”
der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit, um zu flachen Koordinaten {z™} zu
transformieren. AnschlieBend nutzen wir die Diagonalform der Inversen 7" des
Minkowski-Tensors aus, um die Terme in der Wirkung 88 A in Ausdriicke mit
internen, externen und gemischten Indizes aufzuteilen. In einem zweiten Schritt
verwenden wir die Vierbeine e, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit sowie die Viel-
beine F,% der internen Geometrie, um zu gekriimmten Raumzeit-Koordinaten
{z"} bzw. gekriimmten Koordinaten {y*} des Torus zuriickzutransformieren.
Durch dieses Verfahren erhilt die Wirkung 65 Al eine Form, in welcher die Ter-
me geméss ihrer Indexstruktur mit der Inversen g"” der Metrik der Raumzeit-
Mannigfaltigkeit bzw. der Inversen G®? der Metrik der internen Geomtrie kon-
trahieren. In einem dritten Schritt setzen wir die Reduktionsansétze (3.2.8) fir
das inverse Vielbein é;,7, (2.2.10) fiir die 2-Form By, (2.2.9) fiir die Vektorfel-
der fl{ sowie (2.2.8) fiir das Dilaton ¢ in die Wirkung JS'A{ ein und integrieren
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iiber die internen Koordinaten {y®}. Als Ergebnis erhalten wir die Wirkung
05 A der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie, welche aus der
dimensionalen Reduktion der Teilwirkung (4.0.3) der massiven, sechsdimensio-
nalen Supergravitationstheorie hervorgeht.

Bevor wir mit der Kaluza-Klein Reduktion beginnen, schreiben wir die Wir-
kung 65 Al als Summe ihrer beiden Teilwirkungen 657 und §55:

05 41 = 651 + 855, (4.1.3)
mit den Definitionen:
65 = —2/ By A*By m! (MY, m? (4.1.4)
und
55 = —2 / FLA*By (MY m. (4.15)

Wir beginnen mit der Reduktion der Wirkung (5§1, indem wir die Relation
(3.3.3) in die Wirkung (4.1.4) einsetzen. Durch das Einsetzen der Gleichung
(3.3.3) wird ein Wechsel zu flachen, sechsdimensionalen Koordinaten {z™} in-
duziert:

65 = / V=9 7" 7" B Bhs m' (MY, m? dCx, (4.1.6)

mit der Definition:

Bmﬁ = émﬂéﬁﬂéﬂg. (417)
In den flachen, sechsdimensionalen Koordinaten {2} kénnen wir die Diagonal-
form (3.3.7) der Inversen 7" des Minkowski-Tensors ausnutzen, um die Terme
in der Wirkung (4.1.6) in Ausdriicke mit internen, externen und gemischten
Indizes aufzuteilen. Das Einsetzen der Relation (3.3.7) in die Wirkung (4.1.6)
fithrt auf das folgende Ergebnis:

531 = / V _g (Wmn 77” er an + 77mn 5ab Bma Bnb

+ §aeb nmn Eam an + §ab ged Bac Bbd) m! (M_l)jj m”’ d°z.

(4.1.8)
Nachdem wir die Terme in der Wirkung 65; in Ausdriicke mit internen,
externen und gemischten Koordinaten aufgeteilt haben, kénnen wir die Vier-
beine e, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit bzw. die Vielbeine £, der internen
Geomtrie verwenden, um wieder zu gekriimmten Raumzeit-Koordinaten {z*}
bzw. gekriimmten Koordinaten {y“} des Torus T? zuriick zu konvertieren. Das
Einsetzen der Relation (3.3.9) in die Wirkung (4.1.8) fiihrt auf den folgenden
Ausdruck:

(;Sl = / V -3 <gul/gpo’ e#mepr er e,"eq’ Ens
+ g,uyGaﬁ eumEaaBma €,an3b Bnb
+ Gaﬁg;w EaaeumBam Egbeyn an
+ GPG"° B, E.° Boo E5"Es? Bbd) mI (MY ; m!dz.

(4.1.9)
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Die Relation (3.3.9) induziert also einen Koordinatenwechsel, nach welchem die
Wirkung (4.1.9) die folgende Form annimmt :

531 = / V *g (gul’gpac,upcuo + QMVGQBCMQCVE

+ GBgh ., Cpy + Gaﬁmécwcw) m! (MY ; m? dC,

(4.1.10)
mit den Definitionen: .
Cuw =e,"e," B, (4.1.11)
Cho = €, Eo* Bpa, (4.1.12)
Cop = Eae,™ Bapm, (4.1.13)
Cop = Eo®E°Ba. (4.1.14)

Nachdem wir die Wirkung 85; in eine Form gebracht haben, welche dem
Produktansatz (2.2.1) der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit Rechnung trigt,
beschéftigen wir uns mit der Reduktion der Terme (4.1.11) bis (4.1.14). Zu die-
sem Zweck werden wir die Komponenten By, usw. mit den geeigneten Indizes
aus Gleichung (4.1.7), in die Definitionen (4.1.11) bis (4.1.14) einsetzen, um die
Terme C),, usw. zu berechnen. Im Anschluss werden wir diese Terme reduzie-
ren, indem wir den Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é,;,” sowie
den Ansatz (2.2.10) fiir die 2-Form By einsetzen. Um die reduzierte Teilwirkung
051 der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie zu erhalten, brau-
chen wir die auf diese Weise reduzierten Komponenten C),,, usw. nur noch in
die Wirkung (4.1.10) einzusetzen und iiber die internen Koordinaten {y*} zu
integrieren.

1. Wir beginnen mit der Reduktion des Terms C,,,. Das Einsetzen der Kom-
ponenten B,,, aus Gleichung (4.1.7) in die Definition (4.1.11) fithrt auf
den folgenden Ausdruck:

Cu =e,"e," B =€,/e," e en Bpo. (4.1.15)
Der Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é;” besagt, dass

fiir die Komponenten é,,* = e,,* und é,,* = e,,° V,* gilt. Das Einsetzen
dieser Relationen in (4.1.15) ergibt:

m_ n e o ®
Cu =¢, e, <empen B, —en'en" V"B,

- empr'YenUB,w + €mpr’Y€n0V05B75> (4'1'16)
= By + V" Buy =V, By + V"V, Bys
wobei wir die Identitét e,™e,,” = §,” verwendet haben. Wir kénnen

die Komponenten Bua der 2-Form B, der sechsdimensionalen Supergra-
vitationstheorie nun durch die Vektorfelder B,,, der vierdimensionalen

1Die Hilfsfelder Cpy usw. treten bei der dimensionalen Reduktion der masselosen Super-
gravitationstheorie nicht auf, statt dessen haben wir im dritten Kapitel mit den Hilfsfeldern
Hpuu usw. gearbeitet.
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Supergravitationstheorie substituieren. Unter Verwendung der Definition
(3.3.27) erhalten wir das folgende Ergebnis:

Cuw = BMV + Vi By + VMVVV(SB% + V" Buy

(4.1.17)
= B, + V" By

v

wobei wir die Definition (3.3.35) fiir die 2-Form By der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie verwendet haben.

2. Fiir die Reduktion des Terms C),, setzen wir zunéchst die Komponenten
Bia aus Gleichung (4.1.7) in die Definition (4.1.12) ein:

Cho = €, B0 B = €, Eo € é,° Bjs. (4.1.18)

Das Einsetzen des Reduktionsansatzes (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é,,”
fiihrt auf den folgenden Ausdruck:

Cho = eu"Fo’ (empEavém - empV’ﬂEa(st) (4.1.19)

= B,a — V,"Bya,

wobei wir die Relation e,™e,,” = 6," verwendet haben. Das Ausnutzen
der Antisymmtrie der Komponenten Eag der 2-Form B, der sechsdimen-
sionalen Supergravitationstheorie und der Definition (3.3.27) fiir das Vek-
torfeld B,,, der vierdimensionalen Supergravitationstheorie fithrt auf das
folgende Ergebnis:

Cha = Buo + V' Bory = Ba. (4.1.20)

Die Reduktion des Terms C,, erfolgt in vollstdndiger Analogie zur di-
mensionalen Reduktion des Terms C\,. Aufgrund der Antisymmetrie der

Komponenten der 2-Form Bg erhélt man lediglich einen Vorzeichenwech-
sel, so dass die Reduktion des Terms C,,, den folgenden Ausdruck ergibt:

Cop = —Bua — V" Bary = —Bjia- (4.1.21)

3. Zur Bestimmung des Terms C,g setzen wir die Komponenten B,y aus
Gleichung (4.1.7) in die Definition (4.1.14) ein und erhalten:

Cop = Ea"Eg’Bay = Eo Egbe,76,% Bjs. (4.1.22)

Der Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Vielbein é;” besagt, dass
fiir die Komponenten é,” = 0 und é,“ = E,* gilt. Das Einsetzen dieser
Relationen in Gleichung (4.1.22) fiihrt auf das folgende Ergebnis:

Cop = Eo"E°E, E Bys = Bag, (4.1.23)
wobei wir die Identitét E,*E,” = §,° verwendet haben.

Nachdem wir die Terme (4.1.11) bis (4.1.14) reduziert haben, kénnen wir
sie in die Wirkung (4.1.10) einsetzen und iiber die Koordinaten {y*} der in-
ternen Mannigfaltigkeit integrieren. Als Ergebnis erhalten wir die Wirkung 651
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der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie, welche aus der Re-
duktion der Teilwirkung 69, der massiven, sechsdimensionalen Supergravita-
tionstheorie hervorgeht. Wir reskalieren die Metrik g, der sechsdimensiona-
len Mannigfaltigkeit entsprechend der Vorschrift (3.2.2), die Raumzeit-Metrik
g, entsprechend der Vorschrift (3.2.20) und verwenden die Relation (3.2.28).
Die Teilwirkung §.57 der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie
nimmt dann die folgende Form an:

55, :/ /fg guugpoe%—sa(BHp +V[#aBp]a)

(Byo + V[l,ﬁBU]ﬁ) mI(Mil)[J m’d*z
(4.1.24)

+ 2/\/—9 e? e? g M*P B, B,z m' (M), m’d*z
+ 2/\/—9 8¢63¢Ma’6M76§a7é55 mi (MY m!d e

Wir kénnen nun mit der Reduktion der Wirkung 69, fortfahren, indem wir
die Relation (3.3.3) in die Wirkung (4.1.5) einsetzen:

68y = /\/;g”’“”” .7-'1 Bos (M) m?dSx
/\/7777”" S emtes? .7:",5,) 627e5% Bog MYy m’dx (4.1.25)
/\/7 TS FL L Bas (MTY 1 m7dou,
wobei die Komponenten F7

I und By, durch die Definitionen (3.4.3) und (4.1.7)
gegeben sind. Die Relation (3.3.3) induziert einen Wechsel zu flachen, sechsdi-
mensionalen Koordinaten {z} und gibt uns die Moglichkeit, die Diagonalform
der Inversen 7" des Minkowski-Tensors auszunutzen, um die Terme in der
Wirkung 055 in Ausdriicke mit internen, externen und gemischten Indizes auf-
zuteilen. Das Einsetzen der Definition (3.3.7) fiir die Inverse /""" des Minkowski-
Tensors in die Wirkung (4.1.25) fithrt auf das folgende Ergebnis:

55’2 = / \/jg (nmnnrs&i-fm“ an + nmn 6ab*7:_7{mB

+ (5ab77m".7'~—im an + §av (5Cd.7:-t{CBbd) (M_1>IJ m’ d%x.

(4.1.26)

Nachdem wir die Wirkung 655 in eine Form gebracht haben, welche dem

Produktansatz (2.2.1) der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit entspricht, ver-

wenden wir die Vierbeine e, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit sowie die Viel-

beine F,* der internen Geometrie, um zu gekriimmten Raumzeit-Koordinaten

{z"} bzw. gekriimmten Koordinaten {y*} des Torus zuriick zu konvertieren.
Dies fiihrt auf den folgenden Ausdruck:

65’2 = / V _g <gul/gpgf:;p Cua +gwj Gaﬁfia Cuﬁ

+ G g FL, Cp + GG Fl 075> (MY m? d°x,
(4.1.27)
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wobei die Terme F,, Cy, usw. durch die Definitionen (3.4.7) bis (3.4.10) so-
wie (4.1.11) bis (4.1.14) gegeben sind. Die Reduktion dieser Terme ist bereits
ausfiihrlich diskutiert worden, so dass wir die reduzierten Komponenten an die-
ser Stelle lediglich zusammenfassen:

I _ I a A1 _ o
]:;,w - F + VuuAa 9 Cul/ - B;,w + ‘/[MBZI]OU

v
Fro =40 AL . Cua=+Bya,
Flo=-0A . Coy=—Ba,
Flo=0 | Cap=Bag.

Wir kénnen die reduzierten Terme (4.1.28) bis (4.1.31) nun in die Wirkung
(4.1.27) einsetzen und iiber die internen Koordinaten {y®} integrieren. Als Er-
gebnis erhalten wir die Wirkung ¢S5 der massiven, vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie, welche aus der dimensionalen Reduktion der Teilwirkung 655
der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie hervorgeht. Nach
der Reskalierung (3.2.2) der Metrik g;; der sechsdimensionalen Mannigfaltig-
keit und der Reskalierung (3.2.20) der Metrik g,,,, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
nimmt die Wirkung .55 die folgende Form an:

68s = / V=g ePe $g" gt (Fl, + VO AL) (Buo + Vi, Byjg)d'a
(4.1.32)
+2 / V=g PP gt MB((9,AL) Byg) (MY, m’ d',

wobei wir die Relation (3.2.28) verwendet haben.
Die Wirkung 4.5 Al der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheo-
rie, welche sich durch die dimensionale Reduktion des massiven Anteils 59 Al

der Wirkung 5’;1 ; der Vektorfelder der massiven, sechsdimensionalen Supergra-

1
vitationstheorie ergeben hat, setzt sich aus den beiden Teilwirkungen §5; und
0S5 zusammen:

055 = 051 + 65
= / vV—9g glngpgeqseitp(B#P + ‘/[;LaBp]a)
(BVO' + X/[VBBG']B) mI(M_l)[J de4fL'
+ / V=g ePe ¢g" gt (Fl, + VO AL) (Buo + Vi, Byjg)d'a
(4.1.33)
+ 2/ V=g €¢ e’ gHVMaBBMaBUﬁ mI(M_l)IJ de4$(}
+2 [ Vg e Mo (9,4L) Bus) (M) 1y m it
+ 2/\/ —qg €¢63¢MaﬁMﬂy§Bea,\/Bg§ mI(M_l)IJ m’ dz.

Nachdem wir den massiven Anteil 65 Al der Wirkung S:if reduziert haben,
1

sind wir in der Lage die Wirkung 514, anzugeben, welche sich durch die dimen-
1
sionale Reduktion der Wirkung S;if der Vektorfelder Al der massiven, sechs-
1

dimensionalen Supergravitationstheorie ergeben hat. Die Teilwirkung S;‘, der
1
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massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie setzt sich aus der Wir-
kung S’A ; der Vektorfelder A{, der Wirkung S;l ; der Skalarfelder Aé und einem
1 ey

skalaren Potential S},,, zusammen:
=S+ S+ Spors (4.1.34)

/

wobei die Teilwirkungen S, ,,
1

S ¢ und S0t folgender Mafen definiert sind:

1 ~
54{ = 1 / V=g e%_wg’wgpa ((F;{p + V&Ai) + QmI(Bup + V[uaBP]a)> X

((Fy{, +VEA) +2m” (B, + V[VﬁBg]B)> (MY diz,
(4.1.35)

1 -
S:% =3 /\/fg e®e® ghv MP (((%Aé) + 2m1Bua>
(4.1.36)
((8,,Aé) + QmJByg> (M_l)jj d4l‘,

Spot = 2 /\/—9 e MP MY B,y Bgs m' (MY m7d'z.  (4.1.37)

In Analogie zur Kaluza-Klein Reduktion der Teilwirkung (3.1.5) der mas-
selosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie erzeugt die Reduktion der
Teilwirkung (4.1.1) der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
eine Summe von Maxwell-Wirkungen der verschiedenen Vektorfelder und kineti-
sche Terme der Skalarfelder AL. Dariiber hinaus fiithrt die dimensionale Reduk-
tion der Wirkung (4.1.1) der Vektorfelder A! der massiven, sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie auf eine Korrektur der werallgemeinerten Feldstdrke
der Vektorfelder Al der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie,
auf eine kovariante Ableitung in der Wirkung (4.1.36) der Skalarfelder AL und
auf ein skalares Potential (4.1.37).

In vollstandiger Analogie zur Reduktion der Teilwirkung (3.1.5) der masselo-
sen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie organisieren sich die Kompo-
nenten der Vektorfelder Al und der 2-Form By bei der dimensionalen Redukti-
on der Teilwirkung (4.1.1) der massiven, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie in einer Weise, welche eine Redefinition der Felder der massiven, vierdi-
mensionalen Supergravitationstheorie impliziert. Im fiinften Kapitel werden wir
zeigen, dass die Vektorfelder Af, By, und die 2-Form B, der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie unter den Symmetrietransformationen, welche durch
die Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit induziert werden, iiber ein-
fache Transformationseigenschaften verfiigen und die Wirkung (4.1.34) unter
diesen Transformationen invariant ist. Dariiber hinaus werden wir studieren,
in welcher Weise sich die Stiickelberg-Eichtransformationen (2.1.12) nach der
dimensionalen Reduktion in der massiven, vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie wiederfinden. Dabei wird sich herausstellen, dass die Skalarfelder AL
und die Vektorfelder B,,, unter den induzierten Tensortransformationen trans-
formieren, und es sich in der Wirkung (4.1.36) um eine kovariante Ableitung
beziiglich dieser Symmetrietransformationen handelt.
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4.2 Reduktion der Wirkung S‘gop der topologi-
schen Terme

Die Wirkung Sj,, des topologischen Sektors der massiven, sechsdimensionalen

Supergravitationstheorie setzt sich aus einem masselosen S;,, und einem mas-

siven Anteil §.St,, zusammen:
S«/

top = Stop + 0St0p. (4.2.1)

Die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung gtop des topologischen Sektors der
masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie wurde im dritten Ka-
pitel bereits eingehend studiert, so dass wir uns in diesem Abschnitt auf die
dimensionale Reduktion des massiven Anteils 5Stop der Wirkung S{OP der topo-
logischen Terme konzentrieren werden.

Die Kompaktifizierung der Wirkung (5§t0p verlauft in vollstdndiger Analogie
zur Kompaktifizierung der Wirkung S’top des topologischen Sektors der masse-
losen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie. Fiir die dimensionale Re-
duktion ist es hinreichend, den Reduktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder
AT und den Ansatz (2.2.10) fiir die 2-Form B, in die Wirkung (4.0.4) einzuset-
zen. Aufgrund der Antisymmetrie der Basisformen dz* und dy® verschwinden
Terme, die mehr als vier Raumzeit-Indizes 1 oder mehr als zwei interne Indi-
zes a enthalten. Die Abhéingigkeit von den internen Koordinaten {y®} ldsst sich
schliellich ausintegrieren und als Ergebnis erhélt man die reduzierte Teilwirkung
0Stop der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie.

Bevor wir mit der Reduktion beginnen, schreiben wir die Wirkung (55’t0p als
Summer seiner beiden Summanden:

6S10p = 083 + 054, (4.2.2)

wobei 65’3 und 69, folgender Maflen definiert sind:

633 = Q/BQ AN BQ /\.7:-21 Lry m‘], (423)

- 4 [ . . .
0S5, = 5/32 A By A\ By m! Lry m”. (424)
Wir beginnen mit der Reduktion der Wirkung 55’3, indem wir den Redukti-
onsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder A{ und den Ansatz (2.2.10) fiir die 2-Form
By in die Wirkung (4.2.3) einsetzen. Das Ausschreiben der Terme fiihrt auf den
folgenden Ausdruck:
585 = — 4/B;ABgaAdAé/\dyaAdyﬁ Lr;m’
- Q/Bia ABig NFSE N dy Ady® L15m” (4.2.5)
+ Q/EéAﬁél/\EQﬁ dy® Ndy® Lrym?,

wobei wir die Notation Fj = dfi,ﬂ dzt, B = %BW dz* A dz¥ und B}, =
Bua daz* verwendet haben. Das Ausnutzen der Beziehung [ VG dy* A dyf =
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e®? fithrt schlieBlich auf die Teilwirkung 655 der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie:

533:—4/éé/\Bia/\djléé‘aﬁﬁj‘]me 2/€aﬁéia/\éiﬂ/\ﬁéjﬁjjm']

+ 2/(Ba5 Ea’@) Bé /\./%él E[J mJ.
R (4.2.6)
Wir fahren mit der Reduktion der Wirkung .54 fort, indem wir den Re-

duktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder Al und den Ansatz (2.2.10) fiir die
2-Form Bs in die Wirkung (4.2.4) einsetzen:

68, = 2/3; A By A Bag dy® Ady® m! L1y m?
(4.2.7)
- 4/B§/\Bia/\BiB/\dya/\dyﬁ m! Lr;m?.

Die Verwendung der Relation [ VG dy® A dy® = P fiihrt auf die Teilwirkung
0.5, der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie:

054 = 2/(8‘16 Ba,@) Bé /\Bé m! L1y m”’
(4.2.8)
- 4/Bé/\B£a/\B{B el L1ym’.

Die Wirkung .5¢,, der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheo-
rie, welche sich aus der Reduktion des massiven Anteils 6S’top der Wirkung des
topologischen Sektors der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheo-
rie ergeben hat, setzt sich aus den beiden Teilwirkungen 055 und §.S4 zusammen:

5Stop: 6S3 + 684

:74/35/\31(1/\&/41{3 g8 Lry m’ — 2/€a’6 Bia/\Biﬂ/\]}éI Lry m”’
+ 2/(Ba5€aﬁ) Bé/\fél Lry m‘]+ 2/(€aﬁéa5) B;/\Bé m! Lry m”’

— 4/B2 AB;, 1[3 eBml Lr;m?.

(4.2.9)
Zum Abschluss dieses Abschnittes geben wir die vollstindige Wirkung Sj,,

an, die sich durch dimensionale Reduktion der Wirkung S{Op des topologischen
Sektors der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie ergibt:
Séop Stop + 0Siop

- /(_E;AdAgAdAggw 9 Bl A F A dAS e

1 - ~ ~ N A ~
+ 5 (€% Bog) 75 A f;’> Lry + / ( —4 By A B, AdAL 7

— 2e8 Bia 1[_3/\.7 ( of Bag) Bé/\f:é[) L1y m”’
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+ / (2 €% Bog) Byn By — 4 By A Bl A Bly e ) m! L1y m?,
(4.2.10)

Die dimensionale Reduktion der Wirkung S‘,{Op des topologischen Sektors
der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie fithrt auf eine Reihe
von Termen, in welchen die Komponenten der Felder der sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie erscheinen. Bei der Reduktion der Wirkung (4.0.4) or-
ganisieren sich diese Komponenten allerdings nicht in der selben Weise, in wel-
cher sie sich bei der Reduktion der verallgemeinerten kinetischen Terme (4.1.1)
der Vektorfelder A! organisiert haben. Vielmehr miissen die Komponenten der
Felder der sechsdimensionalen Theorie nachtréaglich durch die Felder der vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie ersetzt werden. An dieser Stelle lassen
wir die topologischen Terme zuné&chst in der Form stehen, in welcher sie aus der
dimensionalen Reduktion hervorgegangen sind. Im fiinften Kapitel werden wir
analysieren, in welcher Weise sich die Stiickelberg-Eichtransformationen (2.1.12)
nach der dimensionalen Reduktion in der massiven, vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie wiederfinden. Dabei wird sich herausstellen, dass die Wirkung
(4.2.10) des topologischen Sektors der massiven, vierdimensionalen Supergravi-
tationstheorie unter den induzierten Tensortransformationen invariant sind.

4.3 Die Wirkung der massiven D=4 Supergra-
vitationstheorie

Wir présentieren nun die Wirkung S,,r der massiven, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie, welche sich durch die Kaluza-Klein Reduktion der Wir-
kung (2.1.1) der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie auf ei-
nem Torus T2 ergeben hat. Die Wirkung S,,r setzt sich aus einem masselosen
Smi—o und einem massiven Anteil §5,,7—y zusammen und ist im masselosen
Grenzfall m! + 0 identisch mit der Wirkung (3.7.1) der masselosen Super-
gravitationstheorie des Typs IIA, kompaktifiziert auf einem Produkt K3 x T2
von Mannigfaltigkeiten [2]. Der bosonische Feldgehalt besteht aus dem Graviton
Guv, b =0,...,3, der 2-Form B,, 28 Vektorfeldern A/Iu I=1,..24, B,., V%,
a = 1,2, dem Dilaton ¢(x) und 134 weiteren Skalarfeldern ¢, 67, ¢ = 1, ..., 80,
Aé, Bag, M. Die Wirkung S,,r setzt sich aus der Graviton-Dilaton-2-Form
Wirkung S’y , der Wirkung S; der Vektorfelder, der Wirkung S¢. der Skalarfelder
und der Wirkung S/, des topologischen Sektors der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie zusammen:

St = Spi—g + 0Si—g = S + Sy + S¢ + Sp. (4.3.1)

Die Metrik-Dilaton-2-Form Wirkung S5’ ist gegeben durch:

Sy = Sg + Sy + S,
1

= 1/ (R(x)*1d¢A*d¢262¢ e 2% Hg/\*Hg).

(4.3.2)
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Die Wirkung S der Vektorfelder ist gegeben durch:

Sy = Sy + Sp, + S;,{

1 . y
g [ U A A A ) (M
1 R . (4.3.3)
- i/e—% (Hao — Bany Vo) A *(Hap — Bps V2°) MP
1

R R VI A T
o [ eVt ATV Mag.

Die Wirkung S¢ der Skalarfelder ist gegeben durch:

Sc = So + Sy + Su + Sy + Sar + Spo

= i / ( —2¢? e? (dAL +2m' Bio) A *(dA] + 2m” Big) M®® (M™1)1,

1 1
+3 Tr(dM™ P A*dM) — dp A*dp + 1 Tr(dM~ A*dM)
— e 2% dBM A *dég(g M8 M75>

_ 2/6(75 eSLp Maﬁ M'y6 Baﬁ/ *Bﬁﬁ mI (M—l)IJ mJ.

(4.3.4)
Die Wirkung S, des topologischen Sektors ist gegeben durch:

SH = S,

top

:/(_B;Adflgmiggaﬂ 92 Bl AFY A dAL

1 A ~ ~ ~ ~ -
+ 5 (e*P Baﬁ)fngf;J> Lr; +/ (—4B;AB;aAdAg e
9 B A Bl A+ 2 (=% Bag) B;Aﬁg) Crym?

+ / (2 €% Bog) ByA By — 4 By A Bl A B, 5“ﬁ> m! Ly m?.
(4.3.5)
Die Signatur der Metrik g, ist durch (— + ++), das Volumenelement durch
*1 = y/—g d*z gegeben und fiir p-Formen (p < 4) verwenden wir die Konvention:

1

F, = HFMMHde”l Ao Adxtr, (4.3.6)

mit dem Hodge-Dualen definiert durch:
1 1

" \/57mFM..-Mpeulmupﬂwan

Das Kriimmungsskalar in vier Dimensionen wird mit R(z) bezeichnet und durch
Kontraktion der Inversen g*” der Metrik mit dem Ricci-Tensor R, gebildet:

*

dzhv+t A LA dxt (4.3.7)

R(z) = g"" Ry (4.3.8)
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Die Vektorfelder Al, By, und Vi der massiven, vierdimensionalen Supergravi-
tationstheorie sind durch die folgenden Definitionen gegeben:

Al =A,da", By =B da, Vi*=V,* dat, (4.3.9)

wobei die Komponenten der Felder der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie in der folgenden Weise durch die Komponenten der Felder der sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie definiert sind:

Al = Al —V, AL, (4.3.10)

B,ua = Bya + V#BBQB (4311)

und V), Eintrdge der Metrik §;» der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit mit
gemischten Indizes bezeichnen. Die Feldstéirken Hs,, Vo® der Vektorfelder Bi,,
V1% der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie sind folgender
Mafen definiert:

Hga = dBlou ‘/2(1 = d‘/la. (4312)

Die verallgemeinerten Feldstirken fJ der Vektorfelder A{ der massiven, vierdi-
mensionalen Supergravitationstheorie sind hingegen durch die folgende Defini-
tion gegeben:

fi=dAl +2m'By + m' VI A Bya. (4.3.13)

Die 2-Form Bs ist in der folgenden Art und Weise definiert:
— 1 o v
B, = 3 B, dxz" Adx”, (4.3.14)

wobei die Komponenten der 2-Form Bs der vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie durch die Komponenten der 2-Form By der sechsdimensionalen Su-
pergravitationstheorie definiert sind:

By = By + Vi,"Byja — Vu*V,P Bag. (4.3.15)

Die verallgemeinerte Feldstéirke der 2-Form Bs der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie ist durch den folgenden Ausdruck gegeben:

1 1
Hy = dBy — 5 Bia AdVY = SV NdBia. (4.3.16)

Die Formen F}!, By und B}, welche in den topologischen Termen erscheinen,
sind durch die Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Supergravitati-
onstheorie definiert:

- 1 - -

= 5(a,LAﬁ — 0, ALY dz® A dzP, (4.3.17)
/! J v

B, = §BW dzt A dx”, (4.3.18)

B!, = B, da*, (4.3.19)

wobei BW, B;m und Alﬂ die Komponenten der 2-Form B, und der Vektorfel-
der fl{ der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bezeichnen. Die Matrix
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My wird durch die skalaren Felder 6%(x), g = 1, ..., 80 parametrisiert und lésst
sich durch eine O(4,20)-wertige Matrix V ausdriicken:

ME=VTy, (4.3.20)
Die Matrizen M und V geniigen den folgenden Relationen:
vevt =2, MLmMT =2, MT =M, (4.3.21)

wobei £ die O(4, 20)-Metrik bezeichnet. Die kinetischen Terme der Skalarfelder
0%(z), ¢ = 0,...,80 lassen sich unter Verwendung dieser Definitionen in der
folgenden Weise schreiben:

3%/6_2¢T‘r(d/\/l_1*d/\/l)) = —3%/\/Tge_2¢(8MM;})(8“MIJ)d6x.
(4.3.22)
Die Matrix M,s erhdlt man nach dem Herausskalieren der Wurzel VG aus der
Metrik G, der internen Geometrie. Der Term T'r(dM ~* A*dM) ldsst sich dann
in der folgenden Art und Weise schreiben:
% Tr(dM~—* A*dM) = —%/g“”(@uM“ﬁ)(ayMag). (4.3.23)

Die Kaluza-Klein Reduktion der massiven, sechsdimensionalen Supergravi-
tationstheorie auf einem Torus T2 generiert einerseits neue Skalar- und Vektor-
felder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie. Andererseits
fiihrt die Reduktion auf ein skalares Potential, eine kovariante Ableitung in der
Wirkung der Skalarfelder und eine Korrektur der verallgemeinerten Feldstirken
der 2-Form By und der Vektorfelder A. Im fiinften Kapitel werden wir stu-
dieren, in welcher Weise sich die Symmetrien der massiven, sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie nach der dimensionalen Reduktion in der massiven,
vierdimensionalen Supergraviationstheorie wiederfinden. Es wird sich heraus-
stellen, dass die Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit nicht triviale
Symmetrietransformationen der massiven, vierdimensionalen Supergravitations-
theorie induzieren, unter welchen die verallgemeinerten Feldstérken (4.3.16) und
(4.3.13) invariant sind. Dariiber hinaus werden wir zeigen, dass die Stiickelberg-
Eichtransformationen (2.1.12) gekoppelte Tensortransformationen der Felder der
massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie induzieren. Es wird sich
herausstellen, dass die verallgemeinerten Feldstérken (4.3.13) der Vektorfelder
A unter den Tensortransformationen iiber einfache Transformationseigenschaf-
ten verfiigen und in der Wirkung der Skalarfelder (4.3.4) eine kovariante Ablei-
tung beziiglich dieser Symmetrietransformationen auftritt.

Die Struktur der Wirkung (4.3.3) der Vektorfelder deutet bereits auf einen
hoéherdimensionalen Ursprung der massiven, vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie hin. J. Schon und M. Weidner haben gezeigt [21], dass die kinetischen
Terme der Vektorfelder einer massiven, vierdimensionalen N=4 Supergravitati-
onstheorie im Allgemeinen in der folgenden Form geschrieben werden konnen:

1 1
Sp = —7 / V9 (Im(r) My nHY HN# — 5Re(T)77MN5WWJL1M HY ) d'z,

uv puv

(4.3.24)

wobei H % die verallgemeinerten Feldstéirken der Vektorfelder Afy und 7 eine
komplexe Zahl mit Im(7) > 0 bezeichnen.
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Fiir den Vergleich der Wirkung (4.3.1) mit der Literatur ist es notwendig,
die Felder AII“ B,o und V,,* in einem Vektor Aﬂ/[ zusammenzufassen, dessen
Index M iiber multiple Indizes lduft und in dessen Feldstéirke H % die verallge-
meinerten Feldstéirken fiw H,,, und V;“V der Vektorfelder der massiven, vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie erscheinen:

Ve Vi
A = BMIa ,  H) = H“Im . (4.3.25)
Au v

Die Maxwell-Terme in der Wirkung (4.3.3) der Vektorfelder lassen sich dann
ausmultiplizieren und in eine Form bringen, welche die Bestimmung der Koef-
fizienten-Matrix Mpy;ny ermoglicht. Fiir den Vergleich mit der Literatur ist es
dariiber hinaus notwendig, die Komponenten BWM E#a und A;IL der Felder der
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie, welche in der Wirkung (4.3.5) der
topologischen Terme erscheinen, durch die Felder B,,, B, und Aﬁ der vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie zu ersetzen. Diese Substitution erlaubt
es, die Wirkung (4.3.5) der topologischen Terme vollstindig auszuarbeiten und
anschlielend in eine Form zu bringen, welche die Bestimmung der Koeffizienten-
Matrix npy und damit den Vergleich mit der Wirkung (4.3.24) erlaubt. Die
2-Form Bs kann durch das Ausnutzen ihrer Bewegungsgleichung dualisiert wer-
den und erscheint schlielich als Skalarfeld in der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie.
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Kapitel 5

Symmetriebetrachtungen

Die massive, sechsdimensionale Supergravitationstheorie verfiigt tiber drei ver-
schiedene Arten von Symmetrien: eine Symmetrie unter Diffeomorphismen, eine
Symmetrie unter Stiickelberg-Eichtransformationen und eine globale Symmetrie
unter der O(4,20)-Symmetriegruppe [6]. Wir haben in der Einleitung disku-
tiert, dass die Symmetrien der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bei
der Kaluza-Klein Reduktion auf einem Torus T2 erhalten bleiben [20]. Dieses
Kapitel thematisiert die Fragestellung, in welcher Weise sich sich die Symme-
trietransformationen der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheo-
rie nach der dimensionalen Reduktion in der massiven, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie wiederfinden.

Im ersten Abschnitt werden wir analysieren, in welcher Weise sich die Diffeo-
morphismen der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit nach der dimensionalen
Reduktion als Symmetrietransformationen in der vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie wiederfinden. Dabei wird sich herausstellen, dass sich die Dif-
feomorphismen der Raumzeit-Mannigfaltigkeit in einer natiirlichen Weise auf
die vierdimensionalen Supergravitationstheorie vererben und die Felder, wel-
che bei der dimensionalen Reduktion erzeugt worden sind, unter Raumzeit-
Transformationen als Vektoren bzw. Skalare transformieren [20]. Dariiber hin-
aus werden wir zeigen, dass die Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit
auf der einen Seite Eichtransformationen und auf der anderen Seite nicht triviale
Transformationen der Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie induzieren. Es wird sich jedoch herausstellen, dass die Felder
der vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Symme-
trietransformationen iiber einfache Transformationseigenschaften verfiigen [8].
Diese Eigenschaft der redefinierten Felder ermoglicht es, die Wirkung der mas-
siven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie in einer manifest invarianten
Form zu schreiben.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden wir untersuchen, in welcher Wei-
se sich die Stiickelberg-Eichtransformationen der massiven, sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie nach der dimensionalen Reduktion in der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie wiederfinden. Es wird sich heraus-
stellen, dass sie zwei verschiedene Typen von Tensortransformationen induzie-
ren, unter welchen die Felder der reduzierten Supergravitationstheorie trans-
formieren. Um die Invarianz der Wirkung der massiven, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie unter den gekoppelten Tensortransformationen zu zeigen,
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werden wir unsere Aufmerksamkeit besonders auf die verallgemeinerten, kine-
tischen Terme der Vektorfelder sowie den topologischen Sektor der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie richten.

5.1 Diffeomorphismen der D=6 Mannigfaltigkeit

Die Diffeomorphismen der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit setzen sich ge-
méss dem Produktansatz (2.2.1) aus Diffeomorphismen der Raumzeit-Mannig-
faltigkeit M, und Diffeomorphismen des Torus T2 zusammen [20]. In der Ein-
leitung haben wir diskutiert, dass die massive, sechsdimensionale Supergravi-
tationstheorie aufgrund der Super-Poincaré Algebra invariant unter Diffeomor-
phismen der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit ist. Wir werden dieses Argu-
ment aufgreifen und untersuchen, in welcher Weise sich die Diffeomorphismen
der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit nach der dimensionalen Reduktion als
Symmetrietransformationen in der massiven, vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie wiederfinden. Dabei wird sich herausstellen, dass sich die Diffeo-
morphismen der Raumzeit-Mannigfaltigkeit M, in einer natiirlichen Weise auf
die massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie vererben und dass die
Felder, welche bei der dimensionalen Reduktion generiert worden sind, unter
Raumzeit-Diffeomorphismen als Vektoren bzw. als Skalare transformieren [20].
Dariiber hinaus werden wir sehen, dass die Diffeomorphismen der internen Man-
nigfaltigkeit nach der dimensionalen Reduktion Eichtransformationen und nicht
triviale Transformationen der Komponenten der Felder der sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie induzieren. Es wird sich zeigen, dass die Felder der
vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Symmetrie-
transformationen iiber einfache Transformationseigenschaften verfiigen [8]. Die-
se Eigenschaft der Felder der reduzierten Theorie erméglicht es, die Wirkung
der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie in einer manifest in-
varianten Form zu schreiben.

Bevor wir mit dem Studium der Symmetrietransformationen beginnen, er-
innern wir den Leser daran, in welcher Weise Vektorfelder Diffeomorphismen
einer Mannigfaltigkeit induzieren. Ein Vektorfeld ist eine stetig differenzierbare
Abbildung [22], welche jedem Punkt P einer Mannigfaltigkeit einen Vektor é“
in dem entsprechenden Tangentialraum Tp zuordnet. Die Integralkurven (auch
Kongruenzen genannt) der Vektorfelder fiillen die gesamte Mannigfaltigkeit aus,
ohne sich gegenseitig zu tiberschneiden. Jeder Punkt P der Mannigfaltigkeit M
befindet sich auf genau einer Kongruenz, so dass die Integralkurven in einer
natiirlichen Weise eine bijektive Abbildung der Mannigfaltigkeit auf sich selbst
induzieren. Wenn A € R den Parameter einer Kongruenz bezeichnet, so definiert
jedes hinreichend kleine A\ eine Abbildung, die jeden Punkt P der Kongruenz
auf einen Punkt P’ abgebildet wird, welcher sich eine Parameterdistanz A\
entfernt entlang derselben Kongruenz befindet. Solange das Vektorfeld in einer
Umgebung U C M stetig differenzierbar ist, ist diese Abbildung bijektiv und fiir
den Fall eines C'°°-Vektorfeldes definiert sie einen Diffeomorphismus. Aufgrund
der Tatsache, dass Diffeomorphismen fiir gewohnlich unter Verwendung der In-
tegralkurven der Vektorfelder éﬂ definiert werden, bezeichnet man sie hiufig
mit dem selben Symbol, mit welchem man die Vektorfelder fﬂ bezeichnet. Diese
Notation wird durch die Tatsache begiinstigt, dass die Variation, welche durch
das Lie dragging eines Tensorfeldes entlang einer Kongruenz induziert wird, in
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dieser Umgebung durch die Lie-Ableitung gegeben ist.

5.1.1 Transformationsverhalten der Komponenten der Fel-
der der D=6 Supergravitationstheorie unter indu-
zierten Symmetrietransformationen

Nach der Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (2.1.1) der massiven, sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie erscheinen die Komponenten der Felder
der sechsdimensionalen Theorie in der Wirkung (4.3.1) der massiven, vierdi-
mensionalen Supergravitationstheorie. In diesem Abschnitt studieren wir das
Transformationsverhalten dieser Komponenten unter den Symmetrietransfor-
mationen, welche durch die Diffeomorphismen der sechsdimensionalen Mannig-
faltigkeit induziert werden. Zu diesem Zweck werden wir zunichst die Varia-
tion der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Diffeo-
morphismen der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit bestimmen, indem wir die
Lie-Ableitung nach den Vektorfeldern éﬂ bilden, welche diese Diffeomorphismen
induzieren. In einem zweiten Schritt werden wir den Kaluza-Klein Ansatz fiir das
Vektorfeld éf‘ sowie den Reduktionsansatz fiir die Felder der massiven, sechs-
dimensionalen Supergravitationstheorie in die Lie-Ableitungen einsetzen und
die Variationen der einzelnen Komponenten berechnen. Diese Vorgehensweise
wird es uns auf der einen Seite ermoglichen, das Transformationsverhalten der
Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter
Raumzeit-Diffeomorphismen zu bestimmen. Auf der anderen Seite werden wir
die Symmetrietransformationen der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
identifizieren konnen, welche durch die Diffeomorphismen der internen Mannig-
faltigkeit induziert werden.

Wir beginnen die Analyse der Symmetrietransformationen, indem wir die
Variation der Felder éﬂm, .,Zl{ und Bg der massiven, sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie unter Diffeomorphismen der zugrunde liegenden Mannigfal-
tigkeit bestimmen. Die Lie-Ableitungen dieser Felder nach den Vektorfeldern
é i welche die Diffeomorphismen der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit indu-
zieren, sind durch die folgenden Ausdriicke gegeben [22]:

SAL = EP(0pAn) + (9267).AL, (5.1.1)
déa™ = EP(9p6:™) + (9a€P)és™, (5.1.2)
0Bjo = £7(05Bs) + Bp(05€P) + Bpo(9:€°). (5.1.3)

Der Produktansatz (2.2.1) fiir die sechsdimensionale Mannigfaltigkeit fiithrt auf
die folgende Zerlegung der Vektorfelder &/:

E1(%) Op = EM(2) By, + €%(7) D,y (5.1.4)

wobei sich die Basis {9z}, it = 0,...,5 des Tangentialraums Tp der Mannig-
faltigkeit Mg am Punkt P € Mg aus der kanonischen Basis {0,}, p = 0, ...,3
des Tangentialraums T}, der Raumzeit-Mannigfaltigkeit M, und der kanonischen
Basis {0, }, & = 4,5 des Tangentialraums T} der internen Mannigfaltigkeit 7
zusammensetzt.

Die Diffeomorphismen éﬂ der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit setzen
sich also aus den Raumzeit-Diffeomorphismen é“ und den Diffeomorphismen
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€% des Torus T2 zusammen. Der Kaluza-Klein Ansatz (2.2.7) postuliert dariiber
hinaus, dass die Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie von den
internen Koordinaten {y®} unabhingig sind, so dass der Reduktionsansatz fiir
die Vektorfelder éﬁ die folgende Form annimmt:

E0(z) Op = EM(x) Dy + E%(x) Do (5.1.5)

Wir werden den Ansatz (5.1.5) fiir die Vektorfelder €7, welche die Diffeomorphis-
men der Mannigfaltigkeit Mg induzieren, sowie die Reduktionsansétze fiir die
Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nun in die Ableitungen
(5.1.1) bis (5.1.3) einsetzen und die reduzierten Terme nach den auftretenden
Indizes sortieren. Auf diese Weise lassen sich die Variationen der Komponenten
der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bestimmen, welche
nach der dimensionalen Reduktion in der Wirkung der vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie erscheinen.

Wir setzen zuniichst den Ansatz (5.1.5) fiir das Vektorfeld # sowie den
Reduktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder A! der sechsdimensionalen Su-
pergravitationstheorie in die Ableitung (5.1.1) ein und bestimmen die Variation
der Komponenten. Dies fiithrt auf das folgende Ergebnis:

SAL = £P(0,AL) + AL(9,8") (5.16)
= E(0pA,) + AL(0,87) + AL(9,67),
SAL = E(9pAL) + AL(0aE7)
= &(0,AL),

wobei wir ausgenutzt haben, dass Ableitungen nach internen Koordinaten {y*}
verschwinden.

Wir kénnen uns das Transformationsverhalten der Komponenten der Felder

der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter den Symmetrietransfor-

mationen, welche nach der dimensionalen Reduktion durch die Diffeomorphis-

men fﬂ der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit induziert werden, am Beispiel
der Transformation (5.1.6) der Komponenten A/, verdeutlichen. Wihrend die

(5.1.7)

Komponenten flfb unter Raumzeit-Diffeomorphismen &#(z) als Vektoren trans-
formieren, induzieren die Diffeomorphismen £*(z) der internen Mannigfaltigkeit
nicht triviale Symmetrietransformationen [8]:

SAL = AL (0,6%). (5.1.8)

Bei der Transformation (5.1.8) handelt es sich nicht um eine Eichtransforma-
tion im klassischen Sinne, sondern um eine ,schlechte“ Symmetrietransforma-
tion, welche in der Feldtheorie keine Entsprechung findet. Im dritten Kapitel
haben wir gesehen, dass sich die Komponenten der Felder der sechsdimensio-
nalen Supergravitationstheorie bei der dimensionalen Reduktion in einer Weise
organisieren, welche eine Redefinition der Felder der vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie impliziert. In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass die Fel-
der der vierdimensionalen Supergravitationstheorie nach der Redefinition iiber
einfache Transformationseigenschaften unter den induzierten Symmetrietrans-
formationen verfiigen. Diese Redefinition der Felder ermdoglicht es, die Wirkung
der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie in einer manifest in-
varianten Form zu schreiben.
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Bevor wir uns im néchsten Abschnitt mit dem Transformationsverhalten der
Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie beschéftigen, werden wir
in diesem Abschnitt zunéichst die Variation der Komponenten der Felder der
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Symmetrie-
transformationen herleiten. Zu diesem Zweck setzen wir den Reduktionsansatz
(3.2.8) fiir das Vielbein é;™ sowie den Ansatz (5.1.5) fiir das Vektorfeld £ in
die Lie-Ableitung (5.1.2) ein und bestimmen die Variation der Komponenten
mit internen, externen und gemischten Indizes.

1. Die Variation der Komponenten é,™ unter den Symmetrietransformatio-
nen, welche durch die Diffeomorphismen der sechsdimensionalen Mannig-
faltigkeit induziert werden, ergibt sich aus der folgenden Relation:

56, = £7(9pe,™) + &;,(0,E7)

= fp(apéum) + épm(aufp)7

wobei wir ausgenutzt haben, dass Ableitungen nach internen Koordina-
ten {y®} verschwinden und fiir die Komponenten é,™ = 0 gilt. Aus dem

Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das Vielbein é;™ entnehmen wir die Kompo-
nenten é,™ = e, so dass Gleichung (5.1.9) die folgende Form annimmt:

(5.1.9)

e, ™ =EP(0pe,™) + e, (0uEP). (5.1.10)

2. Die Variation der Komponenten é,% unter den induzierten Transforma-

tionen ergibt sich aus der folgenden Relation:
Jea® = & (Opa”) = € (Dpéa"), (5.1.11)

wobei wir wiederum ausgenutzt haben, dass Ableitungen nach internen
Koordinaten {y*} verschwinden. Aus dem Reduktionsansatz (3.2.8) fiir
das Vielbein é;,™ entnehmen wir, dass fiir die Komponenten é,% = E,°
gilt. Das Einsetzen in Gleichung (5.1.11) fiihrt auf das folgende Ergebnis:

SEo" = £(,Ea"). (5.1.12)

3. Die Variation der Komponenten é,% des Vielbeins ;™ unter den Symme-
trietransformationen, welche durch die Diffeomorphismen der Mannigfal-
tigkeit Mg induziert werden, ergibt sich aus der folgenden Beziehung:

56," = EP(0pe,™) + €5 (9,€)
=£7(0,6,") + €, (0,8") (5.1.13)
+ €a"(9u8),
wobei wir ausgenutzt haben, dass Ableitungen nach internen Koordinaten
{y*} verschwinden. Aus dem Reduktionsansatz (3.2.8) entnehmen wir die

Komponenten €,% = V,,* und é,* = E,®. Das Einsetzen dieser Relationen
in Gleichung (5.1.13) fiihrt auf den folgenden Ausdruck:

SV =20, V") + V" (0u€”) + Ea(9u8"). (5.1.14)

Die Variation (5.1.14) bestimmt das Transformationsverhalten der Kom-
ponenten é,* des Vielbeins der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit unter
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Raumzeit-Diffeomorphismen &* und Diffeomorphismen £% des Torus. Wir
interessieren uns besonders fiir das Transformationsverhalten der Eintrige
Viia der Metrik der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit und schreiben die
Variation 0V,,* daher explizit aus:

SV, = 0V, ") Ea® + V,*(6Eo")
= &7 (0pVu") Ea" +(0,€7) V" Eu”
+ By (8,6%) + V, % €° (9, Ea%) (5.1.15)
= (£0,V%) + (0,67, + (3,6 ) Eu®
+ Vu* € (0, Ea®).

Das Einsetzen der Beziehung (5.1.12) in die Gleichung (5.1.15) bestimmt
die Variation der Komponenten V,,* unter Diffeomorphismen £* der Raum-
zeit-Mannigfaltigkeit und Diffeomorphismen ¢ des Torus 72

VL™ =70 Vi) + (0, ")V + (9, €)- (5.1.16)

Wir schlieflen die Analyse des Transformationsverhaltens der Komponenten
der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzier-
ten Symmetrietransformationen ab, indem wir die Variation der Komponenten
der 2-Form By bestimmen. Zu diesem Zweck verwenden wir das selbe Verfahren,
welches wir bereits bei der Analyse des Transformationsverhaltens der Kompo-
nenten der Vektorfelder fl{ und des Vielbeins é;™ angewandt haben. Wir setzen
den Reduktionsansatz (2.2.10) fiir die 2-Form Bj sowie den Ansatz (5.1.5) fiir
das Vektorfeld éﬂ, welches die Diffeomorphismen der sechsdimensionalen Man-
nigfaltigkeit induziert, in die Ableitung (5.1.3) ein und betrachten die Variation
der Komponenten mit internen, externen und gemischten Indizes.

1. Die Variation der Komponenten B’W ergibt sich aus der folgenden Relati-
on:

5B, = £7(0;B,) + Bup(0,€7) + By (9,E7). (5.1.17)

Einsetzen des Reduktionsansatzes (5.1.5) fiir das Vektorfeld £ sowie des
Ansatzes (2.2.10) fiir die 2-Form B, fiihrt auf das folgende Ergebnis:

5BW = fp(apBW) + Bﬂp(avgp) + Bpu(aufp)

. R (5.1.18)
+ Buoz(aufa) - Bua(auga)v

wobei wir ausgenutzt haben, dass (&XBW) =0 und Eua = —Bau gilt.

2. Die Variation der Komponenten BW ergibt sich aus der folgenden Rela-
tion:

6B/w = éﬁ(aﬁéua) + Buﬁ(aaéﬁ) + B,}a(auéﬁ). (5.1.19)

Einsetzen des Reduktionsansatzes (5.1.5) fiir das Vektorfeld &7 sowie des
Ansatzes (2.2.10) fiihrt auf das folgende Ergebnis:

0Bua = € (0pBua) + Bpa(9,67) — Bap(9,6°), (5.1.20)

wobei wir die Antisymmetrie der Komponenten BQB ausgenutzt haben
sowie die Tatsache, dass Ableitungen nach internen Koordinaten {y“}
verschwinden.
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3. Die Variation der Komponenten Bag unter Diffeomorphismen fﬂ der sechs-
dimensionalen Mannigfaltigkeit ist geben durch:

6Bag = £7(05Bap) + Bap(05€”) + Bpp(0aEP). (5.1.21)

Einsetzen des Reduktionsansatzes (5.1.5) fiir das Vektorfeld &8 und des
Ansatzes (2.2.10) fiir die 2-Form B, fithrt auf das folgende Ergebnis:

6Bags = £°(0,Bap). (5.1.22)

Damit haben wir das Transformationsverhalten der Komponenten der Felder
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter den Symmetrietransfor-
mationen hergeleitet, welche durch die Diffeomorphismen é  der sechsdimensio-
nalen Mannigfaltigkeit induziert werden. Wir haben gezeigt, dass sich die Dif-
feomorphismen é[‘ in der vierdimensionalen Supergravitationstheorie einerseits
als Raumzeit-Diffeomorphismen £# und andererseits als nicht triviale Symme-
trietransformationen der Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Su-
pergravitationstheorie wiederfinden. Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass
sich diese Komponenten bei der dimensionalen Reduktion in einer Weise orga-
nisieren, welche eine Redefinition der Felder der vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie impliziert. Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass die
redefinierten Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie iiber einfa-
che Transformationseigenschaften unter den induzierten Symmetrietransforma-
tionen verfiigen. Diese Eigenschaft der Felder ermoglicht es, die Wirkung der
massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie in einer manifest invari-
anten Form zu schreiben.

5.1.2 Transformationsverhalten der Felder der D=4 Su-
pergravitationstheorie unter induzierten Symmetrie-
transformationen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir studiert, in welcher Weise sich die
Diffeomorphismen éﬂ der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit nach der dimen-
sionalen Reduktion in der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie
wiederfinden. Dabei hat sich herausgestellt, dass sie einerseits Diffeomorphismen
& der Raumzeit-Mannigfaltigkeit M, und andererseits nicht triviale Transfor-
mationen der Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Supergravita-
tionstheorie induzieren. Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass sich diese
Komponenten bei der dimensionalen Reduktion in einer Weise organisieren, wel-
che eine Redefinition der Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
implizierte. In diesem Abschnitt werden wir das Transformationsverhalten der
redefinierten Felder unter Diffeomorphismen £#* der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
M, studieren und beweisen, dass die Felder, welche bei der dimesionalen Re-
duktion erzeugt worden sind, als Skalare bzw. Vektoren transformieren. Dariiber
hinaus werden wir untersuchen, in welcher Weise die Felder der vierdimensio-
nalen Supergravitationstheorie unter den Symmetrietransformationen, welche
durch die Diffeomorphismen £% der internen Mannigfaltigkeit induziert werden,
transformieren. Dabei wird sich herausstellen, dass die redefinierten Felder iiber
einfache Transformationseigenschaften unter den induzierten Symmetrietrans-
formationen verfiigen und sich die Diffeomorphismen £% der internen Mannig-
faltigkeit nach der dimensionalen Reduktion als FEichtransformationen in der
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vierdimensionalen Supergravitationstheorie wiederfinden. Diese Eigenschaft der
redefinierten Felder ermoglicht es, die Wirkung (4.3.1) der massiven, vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie in einer manifest invarianten Form zu schrei-
ben.

Wir beginnen das Studium der Symmetrietransformationen der vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie mit der Analyse des Transformationsverhal-
tens der Felder /LII, Eag und G,g, welche bei der dimensionale Reduktion der
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie erzeugt worden sind. Aus den Glei-
chungen (5.1.7), (5.1.12) und (5.1.22) schlieBen wir, dass die Felder AL, Bag
und E,® unter den Transformationen, welche durch die Diffeomorphismen £
der internen Mannigfaltigkeit induziert werden, invariant sind und unter Diffeo-
morphismen £* der Raumzeit-Mannigfaltigkeit My als Skalare transformieren.
Damit haben wir gezeigt, dass die dimensionale Reduktion Skalarfelder der vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie generiert.

Wir fahren mit der Analyse der induzierten Symmetrietransformationen
fort, indem wir die Transformationseigenschaften der Eintrége der Metrik §u»
der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit mit gemischten Indizes studieren. Aus
Gleichung (5.1.16) kénnen wir schliefien, dass die Komponenten V,,* unter Raum-
zeit-Diffeomorphismen &# als Vektoren transformieren:

BV, = E2(0, Vi) + (0, €V, (5.1.23)

Aufgrund der Tatsache, dass die Vektorfelder V,,* bei der Kaluza-Klein Reduk-
tion hoherdimensionaler Theorien notwendiger Weise generiert werden, bezeich-
net man sie in der Literatur fiir gewohnlich als Kaluza-Klein Vektorfelder. Aus
Gleichung (5.1.16) lasst sich auf der einen Seite das Transformationsverhalten
der Felder V,,“ unter Raumzeit-Diffeomorphismen £* herleiten. Auf der anderen
Seite konnen wir aus (5.1.16) schlieBen, dass die Diffeomorphismen £* der inter-
nen Mannigfaltigkeit nach der dimensionalen Reduktion Eichtransformationen
der Vektorfelder V,,* induzieren [20]:

V& o V@ 0,60 (5.1.24)

Das Transformationsverhalten (5.1.24) der Kaluza-Klein Vektorfelder V,,* unter
den induzierten Symmetrietransformationen verdeutlicht uns in einer besonders
anschaulichen Weise, in welcher Weise Supergravitationstheorien die grundle-
genden Konzepte von Eichtheorien und Gravitationstheorien mit einander ver-
binden. Die Eichung von Supersymmetrie fithrt auf Feldtheorien, welche in einer
natiirlichen Weise invariant unter Raumzeit-Diffeomorphismen sind. Die Inva-
rianz der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Diffeomorphismen
der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit fithrt nach der Kompaktifizierung hin-
gegen auf Feldtheorien, welche in vier Dimensionen als Eichtheorien aufzufassen
sind. Im Rahmen von Supergravitationstheorien verschmelzen die auf den ersten
Blick grundverschiedenen Prinzipien von Eichtheorien und Gravitationstheori-
en also mit einander und erscheinen als zwei Seiten ein und derselben Medallie.
Dabei kann man die Kompaktifizierung in gewissem Sinne als eine neue Art von
Symmetriebrechung auffassen. Vor der Kompaktifizierung erschienen die Diffeo-
morphismen der internen Mannigfaltigkeit gleichberechtigt mit den Raumzeit-
Diffeomorphismen als geometrische Symmetrien der sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie. Die Kompaktifizierung bricht diese Symmetrie, so dass die
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Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit nach der dimensionalen Re-
duktion als Eichsymmetrien in der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
erscheinen.

Wir fahren mit dem Studium der Symmetrien der vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie fort, indem wir das Transformationsverhalten der Felder A!
analysieren. Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass sich die Komponen-
ten der Vektorfelder A{ der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie bei
der dimensionalen Reduktion in einer Weise organisieren, welche die Definition
(4.3.10) der Felder A! der vierdimensionalen Supergravitationstheorie implizier-
te. Aus den Variationen (5.1.6), (5.1.7) und (5.1.14) der Komponenten der Felder
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie ldsst sich folglich das Transfor-
mationsverhalten der Felder Al der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
unter Raumzeit-Diffeomorphismen £* und Transformationen, welche durch die
Diffeomorphismen £% der internen Mannigfaltigkeit induziert werden, herleiten.
Fiir das Transformationsverhalten unter Diffeomorphismen &* der Raumzeit-
Mannigfaltigkeit ergibt sich:

SAL =6 Al — (ALY v, — AL (6V,,*)
=&’ (aPA/IL) + Ai (8M§") =& (‘%“‘Ux) Vua (5~1-25)
- -’Zlé §p (BPVMO‘) - Agc Vpa (8M§p)~

Die Verwendung der Definition (4.3.10) und das geschickte Zusammenfassen der
Terme fiihrt auf die folgende Variation der Felder AlIL unter Raumzeit-Transfor-
mationen:

5AL = 0, (AL — ALV,*) + (AL — ALV,") (9,&")

| ; (5.1.26)

=¢&7(0,A,) + A, (0,8°).
Fiir das Transformationsverhalten der Felder Ai unter Symmetrietransforma-
tionen, welche durch die Diffeomorphismen £% der internen Mannigfaltigkeit
induziert werden, erhalten wir das folgende Ergebnis:

SA] =6Al — AL (6V,*) = (6 AL) V@ (5.1.27)

= Ai (8u§a) - Ai (auga) =0.
Damit haben wir gezeigt, dass die Felder A! der vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie unter den Symmetrietransformationen, welche durch die Diffeomor-
phismen £ der internen Mannigfaltigkeit induzieren werden, invariant sind. Zu-
dem haben wir bewiesen, dass die Felder Al unter Raumzeit-Diffeomorphismen
&H als Vektoren transformieren und die dimensionale Reduktion der Wirkung
(4.1.1) der Vektorfelder Al der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie da-
mit in natiirlicher Weise Vektorfelder Al der vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie generiert.

Wir fahren mit der Analyse des Transformationsverhaltens der Felder B,
der vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Symme-
trietransformationen fort. Wir haben im dritten Kapitel gesehen, dass die Kaluza-
Klein Reduktion der Wirkung (3.1.4) der 2-Form B, der sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie neue Felder der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie generierte. Dabei hat sich herausgestellt, dass sich die Komponenten der
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2-Form B, bei der dimensionalen Reduktion in einer Weise organisiert haben,
welche die Definition (4.3.11) der Felder B, der vierdimensionalen Supergravi-
tationstheorie implizierte. Aus der Variation (5.1.20), (5.1.22) der Komponen-
ten der 2-Form B, und der Variation (5.1.14) der Kaluza-Klein Vektorfelder Ve
lésst sich folglich das Transformationsverhalten der Felder B,,, unter Raumzeit-
Diffeomorphismen £# und Symmetrietransformationen, welche durch die Dif-
feomorphismen £ der internen Mannigfaltigkeit induziert werden, bestimmen.
Fiir das Transformationsverhalten der Felder B,,, unter Diffeomorphismen £*
der Raumzeit-Mannigfaltigkeit ergibt sich:

0Bua = 0Bua + 0Bap V,.° + Bapg 6V,°
=& (9pByo) + Bpo (0u6") + & (9, Bap) Vi* (5.1.28)
+ Baﬁ 3 (apvuﬁ) + Baﬂ (9,€") Vpﬁ'
Die Verwendung der Definition (4.3.11) und das geschickte Zusammenfassen der

Terme fithrt auf die folgende Variation der Felder B, der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie unter Raumzeit-Diffeomorphismen &£*:

5Bua =& ap(B,ua + Baﬁvuﬁ) + (BPQ + Baﬁvl‘ﬁ) (8“£p)
=& (9pBua) + Bpa (9,8°).

Das Transformationsverhalten der Felder B, unter den Symmetrietransforma-
tionen, welche durch die Diffeomorphismen £% der internen Mannigfaltigkeit
induziert werden, ergibt sich durch die Verwendung der Relationen (5.1.20),
(5.1.22) und (5.1.14):

(5.1.29)

0Bua = 0B + 0Bap V.’ + Bags 6V,°

. N 5.1.30
= —Bag (aﬂgﬂ) + Bag (8u£ﬁ) =0. ( )

Damit haben wir gezeigt, dass die Felder B,,, der vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie unter den Symmetrietransformationen, welche durch die Diffeo-
morphismen £¢ der internen Mannigfaltigkeit induziert werden, invariant sind.
Zudem haben wir bewiesen, dass die Felder B,,, unter Raumzeit-Diffeomorphis-
men & als Vektoren transformieren und die dimensionale Reduktion der Wir-
kung (3.1.4) der 2-Form B, der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie in
natiirlicher Weise Vektorfelder B, der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie generiert.

Wir fahren mit der Analyse fort, indem wir das Transformationsverhalten
der 2-Form By der vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den Sym-
metrietransformationen studieren, welche durch die Diffeomorphismen é’l der
sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit induziert werden. Wir haben im dritten
Kapitel gesehen, dass sich die Komponenten der 2-Form B, der sechsdimensio-
nalen Supergravitationstheorie bei der dimensionalen Reduktion in einer Weise
organisieren, welche die Definition (4.3.15) der 2-Form By der vierdimensio-
nalen Supergravitationstheorie implizierte. Das Transformationsverhalten des
Feldes Bs unter Raumzeit-Diffeomorphismen £# und Symmetrietransformatio-
nen, welche durch die Diffeomorphismen der internen Mannigfaltigkeit induziert
werden, ldsst sich dem entsprechend aus der Variation (5.1.14) der Kaluza-
Klein Vektorfelder V,* und der Variation (5.1.18), (5.1.20) und (5.1.22) der

Komponenten der 2-Form B, der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
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herleiten. Aufgrund der Tatsache, dass die 2-Form By der vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie unter den induzierten Symmetrietransformationen nicht
trivial transformiert, werden wir die Variation der Ausdriicke, welche in der De-
finition (4.3.15) erscheinen, getrennt von einander analysieren. Wir studieren
zunéchst das Transformationsverhalten der einzelnen Terme unter Raumzeit-
Diffeomorphismen £* und beschéftigen uns anschlieBend mit den Symmetrie-
transformationen, welche durch die Diffeomorphismen £% der internen Mannig-
faltigkeit induziert werden.

1. Das Transformationsverhalten der Komponenten Bzw der 2-Form Bg der
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Diffeomorphismen &
der Raumzeit-Mannigfaltigkeit ergibt sich aus Gleichung (5.1.18):

0By =& (0,Bu) + Byup (00€°) + By (0,8). (5.1.31)

Die reduzierten Komponenten wa der 2-Form Bg der sechsdimensiona-
len Supergravitationstheorie transformieren nach der dimensionalen Re-
duktion also wie die Komponenten einer 2-Form der vierdimensionalen
Supergravitationstheorie.

2. Die Variation des Ausdrucks V|,“ B, unter Raumzeit-Diffeomorphismen
&* wird durch die Variation (5.1.23) der Kaluza-Klein Vektorfelder V,,*
und (5.1.29) der Vektorfelder B,,, der vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie bestimmt:

(ﬂ/[,uaBu]a + ‘/[;LaéBl/]oz = é“p (6PW#Q)BV]Q + (8u£p)‘/v[paBu]a

* ' (5.1.32)
- é-p (apB[r/a) ‘/;L] - (8115’)) B[pa‘/;A] .

Das Anordnen der Terme zeigt, dass der Ausdruck V},*B,), in der fol-
genden Weise unter Diffeomorphismen £# der Raumzeit-Mannigfaltigkeit
transformiert:

6‘/[#&31/]0( + ‘/[uaéBu]a = 5/7 ap(‘/[#aBu}a) + Vv[paBl/]a (altgp)

5.1.33
+ ‘/[uaBp]oz (aufp) ( )

3. Das Transformationsverhalten des Terms VﬂaVyﬁBaﬁ unter Diffeomor-
phismen &* der Raumzeit-Mannigfaltigkeit ergibt sich aus der Variation
(5.1.23) der Kaluza-Klein Vektorfelder V,,* und der Variation (5.1.22) der

Skalarfelder B’ag der vierdimensionalen Supergravitationstheorie:
SV, 2V, Bag + V,* 8V,P Bag + V,* V,” 6Bag
= & (0Vu") Vo Bag + € Vi* (9Vi'”) Bap + € Vi* Vi, (9, Bag)

+V, V. Bag (8,6) + V"V, Bag (0,67).
(5.1.34)

Das Zusammenfassen der Terme zeigt, dass V#‘XVVB Eaﬁ unter Raumzeit-
Diffeomorphismen £* wie die Komponenten einer 2-Form der vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie transformiert:

SV, Vi, Bag + V,,® 6V,)P Bag + V., V,P 6Bag
= 0V B £ B 0,8+ ViV B 0.8
5.1.35
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Damit haben wir bewiesen, dass das Feld By der vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie, welches in Gleichung (4.3.15) definiert worden ist, unter Diffeo-
morphismen £* der Raumzeit-Mannigfaltigkeit wie eine 2-Form transformiert.
Nachdem wir die Variation der 2-Form Bs; unter Raumzeit-Diffeomorphismen
&* hergeleitet haben, richten wir unsere Aufmerksamkeit auf die Symmetrie-
transformationen, welche durch die Diffeomorphismen £% der internen Mannig-
faltigkeit induziert werden. Wir haben in den Gleichungen (5.1.22) und (5.1.30)
bewiesen, dass die Skalarfelder Baﬂ und die Vektorfelder B,,, der vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie unter diesen Transformationen invariant sind.
Das Transformationsverhalten der 2-Form By unter den Symmetrietransforma-
tionen, welche durch die Diffeomorphismen &% der internen Mannigfaltigkeit in-
duziert werden, ergibt sich folglich aus der Variation (5.1.24) der Kaluza-Klein
Vektorfelder V,,* und der Variation (5.1.18) der Komponenten Bw der 2-Form

Bs der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie:
0B, = 0By, + 6V, Byja — 0V, V., Bog — V,* 0V,” Bag
= Bua (0,€%) — Bua (0,6%) + (91,€™) Buja (5.1.36)
— (0u€") Vvﬁ Baﬁ -V (aygﬁ) Baﬁ~
Die Verwendung der Definition (4.3.11) fiir die Vektorfelder B, fithrt auf das

folgende Transformationsverhalten der 2-Form Bs der vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie [11]:

0By = Bua (0,€") — Bua (8M§a) + (a[ufa) BV]a

= B (0,6) ~ 3 Bua (,6%) (5.1.37)
= Blua (0€7).

Damit haben wir gezeigt, dass die 2-Form der vierdimensionalen Supergravi-
tationstheorie unter den Symmetrietransformationen, welche durch die Diffeo-
morphismen der internen Mannigfaltigkeit induziert werden, iiber ein einfaches
Transformationsverhalten verfiigt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts erldutern wir noch einmal die Leitlinien
der Argumentation und fassen die Ergebnisse der Analyse des Transformations-
verhaltens der Felder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie
zusammen. Wir haben argumentiert, dass die massive, sechsdimensionale Su-
pergravitationstheorie aufgrund der zugrunde liegenden Super-Poincare Alge-
bra unter Diffeomorphismen éﬁ der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit inva-
riant ist. Es hat sich herausgestellt, dass sich die Diffeomorphismen «f’l in der
massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie einerseits als Raumzeit-
Diffeomorphismen &* und andererseits als nicht triviale Transformationen der
Komponenten der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie wie-
derfinden. Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass sich diese Komponenten
bei der dimensionalen Reduktion in einer Weise organisieren, welche eine Redefi-
nition der Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie implizierte. Die
Analyse hat ergeben, dass die redefinierten Skalar- und Vektorfelder der vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie unter den Symmetrietransformationen,
welche durch die Diffeomorphismen &% der internen Mannigfaltigkeit induziert
werden, invariant sind und sich die Diffeomorphismen ¢* des Torus T2 nach
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der Reduktion als Eichtransformationen in der vierdimensionalen Supergravi-
tationstheorie wiederfinden. Das Transformationsverhalten der 2-Form B, stellt
in gewisser Hinsicht eine Ausnahme dar, zumal sie nach der Redefinition der
Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie weiterhin iiber einfache
Transformationseigenschaften unter den Symmetrien verfiigt, welche durch die
Diffeomorphismen £ der internen Mannigfaltigkeit induziert werden.

5.1.3 Invarianz der Wirkung der massiven D=4 Supergra-
vitationstheorie unter den induzierten Symmetrie-
transformationen

Wir haben diskutiert, dass sich die Diffeomorphismen éﬂ der sechsdimensiona-
len Mannigfaltigkeit aufgrund des Produktansatzes (2.2.1) aus Diffeomorphis-
men &# der Raumzeit-Mannigfaltigkeit M, und Diffeomorphismen des Torus 72
zusammensetzen. Die Diffeomorphismen £# der Raumzeit-Mannigfaltigkeit ver-
erben sich bei der dimensionalen Reduktion in einer natiirlichen Weise auf die
massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie. Die Diffeomorphismen £¢
der internen Mannigfaltigkeit induzieren hingegen Fichtransformationen und
nicht triviale Transformationen der Komponenten der Felder der sechsdimen-
sionalen Supergravitationstheorie. Wir haben im dritten und vierten Kapitel
gesehen, dass sich diese Komponenten bei der dimensionalen Reduktion in ei-
ner Weise organisieren, welche eine Redefinition der Felder der vierdimensio-
nalen Supergravitationstheorie implizierte. Es hat sich herausgestellt, dass die
Skalar- und Vektorfelder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter
den Symmetrietransformationen, welche durch die Diffeomorphismen der inter-
nen Mannigfaltigkeit induziert werden, invariant sind und sich die Diffeomor-
phismen des Torus T2 nach der dimensionalen Reduktion als Fichtransformatio-
nen der Kaluza-Klein Vektorfelder in der vierdimensionalen Supergravitations-
theorie wiederfinden. Die 2-Form Bs stellt in gewisser Hinsicht eine Ausnahme
dar, zumal sie nach der Redefinition der Felder der vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie iiber einfache Transformationseigenschaften unter den Sym-
metrietransformationen verfiigt, welche durch die Diffeomorphismen der inter-
nen Mannigfaltigkeit induziert werden. In diesem Abschnitt werden wir zeigen,
dass sich die Wirkung der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie
trotz der Anomalie im Transformationsverhalten der 2-Form Bs in einer mani-
fest invarianten Form schreiben lédsst und die reduzierte Supergravitationstheorie
dadurch eine Eichfreiheit beziiglich der Kaluza-Klein Vektorfelder gewinnt.

Wir haben gesehen, dass die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (3.1.1)
der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie auf einem Torus
T? auf die Wirkung (3.7.1) der masselosen, vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie fiihrt. Dabei hat sich herausgestellt, dass die Vektorfelder Al nach
der dimensionalen Reduktion durch ihre Feldstérken (3.7.12) in der Teilwirkung
(3.7.3) der masselosen, vierdimensionalen Supergravitationstheorie erscheinen,
so dass die masselose Theorie beziiglich dieser Vektorfelder iiber eine Eichfreiheit
verfiigt. Praziser formuliert ist die masselose, vierdimensionalen Supergravitati-
onstheorie invariant unter den folgenden Transformationen:

Al Al ant, (5.1.38)

wobei AT beliebige C'-Funktionen bezeichnen.
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Die Vektorfelder V%, B,, welche bei der Kaluza-Klein Reduktion der Wir-
kung (3.1.1) der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie er-
zeugt worden sind, erscheinen nach der dimensionalen Reduktion hingegen ohne
Ableitung in der verallgemeinerten Feldstérke (3.7.15) der 2-Form Bs. Die mas-
selose, vierdimensionale Supergravitationstheorie verfiigt daher auf den ersten
Blick iiber keine Eichfreiheit beziiglich dieser Vektorfelder. Die Eichtransfor-
mationen (5.1.24) der Kaluza-Klein Vektorfelder V,* werden jedoch durch die
Diffeomorphismen £ des Torus T2 induziert und sind damit an die Transforma-
tionen (5.1.37) der 2-Form Bs unter den induzierten Symmetrietransformationen
gekoppelt. Wir miissen die Invarianz der verallgemeinerten Feldstérke (3.7.15)
der 2-Form By unter den Symmetrietransformationen, welche durch die Diffeo-
morphismen £ der internen Mannigfaltigkeit induziert werden, daher explizit
zeigen.

Wir haben im letzten Abschnitt bewiesen, dass die Vektorfelder By, der
vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den Transformationen, wel-
che durch die Diffeomorphismen &* des Torus T2 induziert werden, invariant
sind. Die Variation der Feldstédrke Hgs ergibt sich dem entsprechend aus dem
Transformationsverhalten (5.1.37) der 2-Form B unter den induzierten Symme-
trietransformationen und der Variation (5.1.24) der Kaluza-Klein Vektorfelder
V,* unter den zugehorigen Eichtransformationen [11]:

1 1
6Hy = d(6B2) — 5 d (Vi) A Bia — 5 dBia A SV}

% d (Bio A d€®) — % By A d€® (5.1.39)
= %dBla/\dfa—%dBla/\dﬁo‘ =0,
wobei wir die Identitdt dd{® = 0 verwendet haben.

Durch die Invarianz der Feldstdrke H3 der 2-Form Bs unter den gekoppelten
Transformationen (5.1.37) und (5.1.24) rekuperiert die masselose, vierdimensio-
nale Supergravitationstheorie die Eichfreiheit beziiglich der Kaluza-Klein Vek-
torfelder Vi und die Wirkung (3.7.1) wird manifest invariant unter den Sym-
metrietransformationen, welche durch die Diffeomorphismen £% der internen
Mannigfaltigkeit induziert werden. Die 2-Form Bs kann durch das Ausnutzen
ihrer Bewegungsgleichung dualisiert werden und erscheint anschlieend als Ska-
larfeld in der Wirkung (3.7.1) der masselosen, vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie. Um die Wirkung vollsténdig auszuarbeiten, muss man die Kompo-
nenten der Felder der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie,
welche in der Wirkung (3.7.5) des topologischen Sektors erscheinen, durch die
Felder der masselosen, vierdimensionalen Supergravitationstheorie ersetzen. Die
Terme in der Wirkung (3.7.5) des topologischen Sektors lassen sich dann in eine
Form bringen, welche den Vergleich mit der Literatur [21] erméglicht.

Wir haben diskutiert, dass die Kaluza-Klein Reduktion der Wirkung (2.1.1)
der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie auf einem Torus 7'
auf die Wirkung (4.3.1) einer massiven, vierdimensionalen Supergravitations-
theorie fiihrt. Dabei hat sich herausgestellt, dass die Vektorfelder A{ nach der
dimensionalen Reduktion durch ihre Ableitungen in der Teilwirkung (4.3.3) der
massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie erscheinen und die massi-
ve Theorie damit die selbe Eichfreiheit (5.1.38) besitzt, tiber welche die masselo-
se, vierdimensionale Supergravitationstheorie verfiigt. Dariiber hinaus fiihrt die
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dimensionale Reduktion der massiven, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie zu einer Korrektur der verallgemeinerten Feldstiarken der Vektorfelder
A der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie.

Die Vektorfelder Bi,, Vi, welche bei der dimensionalen Reduktion erzeugt
worden sind, erscheinen nach der Kaluza-Klein Reduktion der massiven, sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie ohne Ableitung in den verallgemeinerten
Feldstiirken (4.3.13) der Vektorfelder Af. Dem Anschein nach besitzt die mas-
sive, vierdimensionale Supergravitationstheorie daher iiber keine Eichfreiheit
beziiglich dieser Vektorfelder. Die Eichtransformationen (5.1.24) der Kaluza-
Klein Vektorfelder V* werden jedoch durch die Diffeomorphismen £ der in-
ternen Mannigfaltigkeit induziert und sind in diesem Sinne an die Transforma-
tionen (5.1.37) der 2-Form By gekoppelt. Wir miissen die Invarianz der verall-
gemeinerten Feldstirken der Vektorfelder A! der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie unter den Symmetrietransformationen, welche durch
die Diffeomorphismen & des Torus T2 induziert werden, daher explizit zeigen.

Wir haben im letzten Abschnitt bewiesen, dass die Vektorfelder A! unter
den Symmetrietransformationen, welche durch die Diffeomorphismen ¢ der in-
ternen Mannigfaltigkeit induziert werden, invariant sind. Die Variation der ver-
allgemeinerten Feldstirken fi ergibt sich dem entsprechend aus der Variation
(5.1.37) der 2-Form Bs unter den induzierten Symmetrietransformationen und
der Variation (5.1.24) der Kaluza-Klein Vektorfelder V,,* unter den zugehorigen
Eichtransformationen:

5ff = 2m! 6By + m! 6V A By

1
2m! 3 Bia ANdE® + mP dEY A Bra (5.1.40)
= mIBia ANdE® — m! Big AdE* =0,

wobei wir die Antisymmetrie des Dachprodukts ausgenutzt haben.

Durch die Invarianz der verallgemeinerten Feldstérken der Vektorfelder Al
rekuperiert die massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie die Eichfrei-
heit beziiglich der Kaluza-Klein Vektorfelder V* und die Wirkung (4.3.1) der
massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie wird manifest invariant
unter den Symmetrietransformationen, welche durch die Diffeomorphismen &“
der internen Mannigfaltigkeit induziert werden. Die 2-Form By kann durch das
Ausnutzen ihrer Bewegungsgleichung dualisiert werden und erscheint anschlie-
Bend als Skalarfeld in der Wirkung (4.3.1) der massiven, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie. Um die Wirkung vollstindig auszuarbeiten, muss man
die Komponenten der Felder der massiven, sechsdimensionalen Supergravitati-
onstheorie, welche in der Wirkung (4.3.5) des topologischen Sektors erscheinen,
durch die Felder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie ersetzen. Die
Terme in der Wirkung (4.3.5) des topologischen Sektors lassen sich dann in eine
Form bringen, die den Vergleich mit der Literatur [21] ermdglicht.

5.2 Stiickelberg-Eichtransformationen
Wir haben diskutiert, dass die Vektorfelder .A! und die 2-Form B, durch ihre

Ableitungen in der Wirkung (3.1.1) der masselosen, sechsdimensionalen Super-
graviationstheorie erscheinen und die masselose Supergravitationstheorie damit
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iiber eine Eichfreiheit verfiigt, d.h. unter den Transformationen (2.1.11) inva-
riant ist. In der Wirkung (2.1.1) der massiven, sechsdimensionalen Supergra-
vitationstheorie erscheint die 2-Form B, allerdings in den verallgemeinerten
Feldstiirken (2.1.5), so dass die massive Supergravitationstheorie nicht mehr die
selbe Eichfreiheit besitzt, iiber welche die masselose Supergravitationstheorie
verfiigte. Die Einfithrung der Stiickelberg-Eichtransformationen (2.1.12), d.h.
gekoppelter Tensortransformationen der 2-Form B, und der Vektorfelder fl{
stellt die ,,Eichfreiheit“ der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie jedoch wieder her [6]. In diesem Kapitel werden zeigen, dass die mas-
sive, sechsdimensionale Supergravitationstheorie unter der gekoppelten Tensor-
transformationen (2.1.12) invariant ist. Anschlieend werden wir untersuchen, in
welcher Weise sich die Stiickelberg-Eichtransformationen bei der dimensionalen
Reduktion auf die massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie vererben.
Es wird sich herausstellen, dass sie zwei verschiedene Typen von Tensortransfor-
mationen der Felder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie
induzieren. Wir werden das Transformationsverhalten der Felder der reduzier-
ten Supergravitationstheorie unter den induzierten Transformationen herleiten
unter zeigen, dass die massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie unter
den gekoppelten Tensortransformationen invariant ist.

5.2.1 Invarianz der massiven D=6 Supergravitationstheo-
rie unter Stiickelberg-Eichtransformationen

Im diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Wirkung (2.1.1) der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter den Stiickelberg-Eichtrans-
formationen (2.1.12) invariant ist. Die verallgemeinerten Feldstéirken (2.1.5) der
Vektorfelder fl{ sind unter den gekoppelten Tensortransformationen manifest
invariant. In den topologischen Termen (4.2.1) der massiven, sechsdimensiona-
len Supergravitationstheorie erscheinen die Feldstérken ]:'21 allerdings gemein-
sam mit der 2-Form B,, welche unter den Stiickelberg-Eichtransformationen
transformiert. Um die Invarianz der Wirkung (2.1.1) der massiven, sechsdimen-
sionalen Supergravitationstheorie unter gekoppelten Tensortransformationen zu
beweisen, ist es daher hinreichend die Invarianz der Wirkung (4.2.1) des topo-
logischen Sektors der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie zu
zeigen.

Die Wirkung (4.2.1) des topologischen Sektors der massiven, sechsdimensio-
nalen Supergravitationstheorie setzt sich aus drei verschiedenen Anteilen zusam-
men. Wir analysieren die Variation der einzelnen Terme unter den Stiickelberg-
Eichtransformationen getrennt von einander:

1. Die Variation des Terms By A .7:"21 A .7:"21 Ly ergibt sich aus der Variation
der 2-Form By unter den Tensortransformationen (2.1.12):

SBo NFENFS Lrg=dSy NFENFS L1y (5.2.1)

Das Einsetzen dieses Ausdrucks in die Wirkung (2.1.1) der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie ermdoglicht es, partiell zu in-
tegrieren. Nach der partiellen Intergration erhélt man den folgenden Aus-
druck:

(5B2/\ﬁ21/\ﬁ2.]£[J = 21/\dﬁ21/\.7}2‘]£[J+21 /\ﬁZI/\dﬁéjﬁjj.
(5.2.2)
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Die Verwendung der Ider}titéLtAdf'ZI = 2m! B, fiihrt auf die folgenden Va-
riation des Terms By A F4 A FL L;; unter den Stiickelberg-Eichtransfor-
mationen:

532/\./%2[/\ﬁé]£[]:2m121/\d32 Aﬁé’ﬁjj+2mJ21 /\j:QI/\dBQ,C]J

= 4m121 AN dBQ AN .7‘:5] Lry,
(5.2.3)
wobei wir die Terme im letzten Schritt zusammengefasst haben.

. Die Variation des Terms —232 A BQ A .7:'21 Lrym” unter den Stiickelberg-
Eichtransformationen erhilt man durch die Variation der 2-Form BQ. Das
Transformationsverhalten der 2-Form B, unter den gekoppelten Tensor-
transformationen (2.1.12) fithrt auf den folgenden Ausdruck:

—46§2 A\ Bg /\.ﬁQI Ly m’ = —4 d¥Xq A Bz /\.7:_2] Ly m”’. (5.2.4)

Das Einsetzen dieser Relation in die Wirkung (2.1.1) der massiven, sechs-

dimensionalen Supergravitationstheorie ermdéglicht es, partiell zu integrie-

ren. Nach der partiellen Integration erhélt man den folgenden Ausdruck:
74532/\32/\.7%21£1Jm‘] =—43% /\dBQ/\ﬁQIE]JmJ

. . (5.2.5)
— 4%y ABy NdFL Lrym?.

Die Verwendung der Relation dﬁQI = 2m!dB, fiihrt auf die Variation des
Terms —2By A By A F1 L1ym” unter den gekoppelten Tensortransforma-
tionen:

745B2Aé2 /\]i"gﬁum":lezl/\dl?z /\ﬁQI;C]JmJ

R . 5.2.6
— 8%y AByAdBym! Li;m”. ( )

. Die Variation des Terms %Bg A Bg A Bg m! £Lm” unter den Stiickelberg-

Eichtransformationen (2.1.12) ergibt sich aus der Variation der 2-Form By
unter diesen gekoppelten Tensortransformationen:

4532AB2A32m1£mJ:4d21 /\BQ/\BQmIE[JmJ. (527)

Das Einsetzen des Ausdrucks (5.2.7) in die Wirkung (2.1.1) der massi-
ven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie ermdoglicht es, partiell
zu integrieren. Nach der partiellen Integration erhilt man das folgende
Ergebnis:
4532 /\Bg ABQmIEmJ = 421 /\dBQ /\Bg mI ,C[.]mJ
+43 A BQ A dBQ m! L1y m”’ (528)
=83 ABQAdBleﬂjjmJ.

Nachdem wir die Variation der einzelnen Terme unter den gekoppelten Ten-
sortransformationen hergeleitet haben haben, kénnen wir die Variation der Wir-
kung (4.2.1) des topologischen Sektors der massiven, sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie bestimmen. Aus den Gleichungen (5.2.3), (5.2.6) und (5.2.8)
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folgt, dass die Variation der Wirkung des topologischen Sektors der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter den Stiickelberg-Eichtrans-
formationen verschwindet:

Agéop = /4m121 /\dBQ /\.7:—2‘] Lry— /421 /\dBQ /\ﬁQI L1y m’

—/SElABQAdBQmIEIJmJ+/8El/\Bg/\ngmIEUmJ:O.

(5.2.9)
Damit haben wir gezeigt, dass die Wirkung (2.1.1) der massiven, sechsdimen-
sionalen Supergravitationstheorie unter den Stiickelberg-Eichtransformationen
invariant ist [6]. Im folgenden Abschnitt werden wir studieren, in welcher Weise
sich die gekoppelten Tensortransformationen (2.1.12) nach der dimensionalen
Reduktion in der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie wieder-
finden. Dabei wird sich herausstellen, dass sie zwei verschiedene Typen von
Tensortransformationen induzieren, unter welchen die Felder der massiven, vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie transformieren.

5.2.2 Transformationsverhalten der Felder der massiven
D=4 Supergravitationstheorie unter gekoppelten Ten-
sortransformationen

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, in welcher Weise sich die Stiickel-
berg-Eichtransformationen der massiven, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie nach den dimensionalen Reduktion in der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie wiederfinden. Zu diesem Zweck werden wir zunéchst
das Transformationsverhalten der 2-Form Bg und der Vektorfelder A{ der sechs-
dimensionalen Supergravitationstheorie unter den gekoppelten Tensortransfor-
mationen (2.1.12) betrachten. Anschliefend werden wir den Kaluza-Klein An-
satz fiir die Stiickelberg-Eichtransformationen vorstellen und ihn in die Variati-
on der Felder der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie einset-
zen. Diese Vorgehensweise wird es uns ermoglichen, die induzierten Symmetrie-
transformationen der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie zu
identifizieren und die Variation der reduzierten Komponenten der Felder der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie zu bestimmen. Dabei
wird sich herausstellen, dass die Stiickelberg-Eichtransformationen der massi-
ven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie zwei verschiedene Typen von
gekoppelten Tensortransformationen induzieren. Wir werden das Transforma-
tionsverhalten der Felder der massiven, vierdimensionalen Supergravitations-
theorie unter den induzierten Tensortransformationen herleiten und im dritten
Abschnitt die Invarianz der Wirkung der massiven, vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie unter den gekoppelten Tensortransformationen zeigen.

Wir betrachten zunichst das Transformationsverhalten der 2-Form By unter
den Stiickelberg-Eichtransformationen der massiven, sechsdimensionalen Super-
gravitationstheorie:

1

0By =d¥, = 5 (0335 — 0535) dzf A da”. (5.2.10)

Der Reduktionsansatz postuliert, dass die Felder der sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie von den internen Koordinaten unabhéngig sind und
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sich die sechsdimensionale Mannigfaltigkeit Mg als Produkt (2.2.1) aus der
Raumzeit-Mannigfaltigkeit M, und einem Torus T2 schreiben lisst. Wir dehnen
diesen Ansatz auf die gekoppelten Tensortransformationen aus und nehmen an,
dass sie von den Koordinaten der internen Mannigfaltigkeit unabhéngig sind:

Yi(z,y) = E1(2). (5.2.11)

Das Einsetzen des Reduktionsansatzes (5.2.11) fiir die Stiickelberg-Eichtrans-
formationen in die Variation der 2-Form B> der massiven, sechsdimensionalen
Supergravitationstheorie fithrt auf den folgenden Ausdruck:

. 1 1 1
8By = 3 (02, — 0,8,) dax* Ndx” + 3 OuXq dat N da® — 5 0uXa dz® A dxt

1
3 (0u2y, — 0,8,) dx! Ndx” + 0,2, dat A dx®.

(5.2.12)
Der Vergleich mit dem Reduktionsansatz (2.2.10) fiir die 2-Form By erlaubt
die Schlussfolgerung, dass die Komponenten BW und Bﬂa unter den induzier-
ten Symmetrietransformationen der massiven, vierdimensionalen Supergravita-
tionstheorie in der folgenden Weise transformieren:

6By, = 0,5, — 8,5, 0Bua=0,%,. (5.2.13)

_ Wir betrachten als néichstes das Transformationsverhalten der Vektorfelder
Al unter den Stiickelberg-Eichtransformationen (2.1.12) der massiven, sechsdi-
mensionalen Supergravitationstheorie:

SAL = dAT — 2m! %) = (9, AT — 2m! ;) da”. (5.2.14)

Der Kaluza-Klein Ansatz fiir die Eichtransformationen und die gekoppelten Ten-
sortransformationen der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
fiihrt auf das folgende Transformationsverhalten der Vektorfelder Af:

SAL = (9, AT — 2m! %) da" — 2m! %, dz®. (5.2.15)

Der Vergleich mit dem Reduktionsansatz (2.2.9) fiir die Vektorfelder fl{ erlaubt
die Schlussfolgerung, dass die reduzierten Komponenten fllﬂ und flé unter den
induzierten Symmetrietransformationen der massiven, vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie in der folgenden Weise transformieren:

SAL =9, AT —2m' D, §AL=-2m'%,. (5.2.16)

Der Reduktionsansatz (5.2.11) fiir die Stiickelberg-Eichtransformationen der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie induziert also zwei ver-
schiedene Arten von Tensortransformationen der Felder der massiven, vierdi-
mensionalen Supergravitationstheorie. Die Komponenten EW und .,Zlft trans-
formieren unter Tensortransformationen erster Art und reproduzieren in ei-
nem gewissen Sinne die Stiickelberg-Eichtransformationen (2.1.12) der massi-
ven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie. Die reduzierten Komponen-
ten Bua und fié transformieren hingegen unter Tensortransformationen zweiter
Art und erdffnen damit die Moglichkeit einer zusétzlichen Symmetrie der vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie. Wir werden zunéchst das Transforma-
tionsverhalten der Felder der massiven, vierdimensionalen Supergravitations-
theorie unter Tensortransformationen erster und zweiter Art herleiten und im
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dritten Abschnitt zeigen, dass die Wirkung der reduzierten Supergravitations-
theorie unter den induzierten Tensortransformationen invariant ist.

Das Transformationsverhalten (5.2.13) der Komponenten der 2-Form Bs
und die Variation (5.2.16) der Komponenten der Vektorfelder A! der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Tensortransformationen ers-
ter Art fithrt auf die folgende Variation der Komponenten der 2-Form Bs und
der Vektorfelder A! der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie:

SAL =6AL -5 ALV
S | (5.2.17)
=0, A" —2m" X,

6By = 0By + V0 Byjo + Vi Vi 6 Bag

(5.2.18)
= 9,5, —0,%,.

Die 2-Form B und die Vektorfelder A der massiven, vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie transformieren unter den gekoppelten Tensortransformatio-
nen erster Art also in der folgenden Weise:

§By = d¥}, SAT =dNT —2m! ¥, (5.2.19)

wobei wir die Notationen ¥} = X, (z) dz* und A"f = A’(z) verwendet haben.

Das Transformationsverhalten (5.2.16) der Komponenten der Vektorfelder
fl{ der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Tensor-
transformationen zweiter Art fiithrt auf die folgende Variation der Komponenten
der Vektorfelder A7 und der Skalarfelder AZ der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie:

SAL = —2m! %, (5.2.20)
5AL =6A, — Vs AL
. ' (5.2.21)
=2m' Vo 8,

Das Transformationsverhalten (5.2.13) der Komponenten der 2-Form By der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie unter Tensortransforma-
tionen zweiter Art fithrt auf die folgende Variation der Komponenten der 2-Form
By und der Vektorfelder Bj, der massiven, vierdimensionalen Supergravitati-

onstheorie: R R
6Byua = 6 Bua + V) 6 Bag

5.2.22
= 8,5, ( )
6B, = 0B, + V0B, o — VO VP 6B
/ pr T et of (5.2.23)
= ‘/[,u, (811]204)

Die 2-Form By, die Vektorfelder By,, Al und die Skalarfelder Aé der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie transformieren unter den gekoppel-
ten Tensortransformationen zweiter Art also in der folgenden Weise:

1 -
0By = Vi NdSa, 0Bia =d%a, sAT =omlve s, 0AL = —2m'y,.

(5.2.24)

Damit haben wir das Transformationsverhalten der Felder der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Tensortrans-
formationen hergeleitet. Die gekoppelten Tensortransformationen (5.2.19) erster
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Art reproduzieren in einem gewissen Sinne die Stiickelberg-Eichtransformationen
der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie. Bei den Tensortrans-
formationen (5.2.24) zweiter Art handelt es sich hingegen um eine neue Art von
Transformationen, welche auf den Skalar- flé und Vektorfeldern B, der massi-
ven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie wirken. Im folgenden Abschnitt
werden wir zeigen, dass die massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie
unter gekoppelten Tensortransformationen erster und zweiter Art invariant ist.

5.2.3 Invarianz der massiven D=4 Supergravitationstheo-
rie unter gekoppelten Tensortransformationen

Wir haben diskutiert, dass die Stiickelberg-Eichtransformationen (2.1.12) der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nach der dimensionalen
Reduktion zwei verschiedene Typen von gekoppelten Tensortransformationen
der Felder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie induzie-
ren. In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass die Wirkung der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Tensortrans-
formationen invariant ist. Zu diesem Zweck werden wir zunéchst zeigen, dass die
verallgemeinerte Feldstédrke (4.3.16) der 2-Form By unter Tensortransformatio-
nen erster und zweiter Art invariant ist. AnschlieSend werden wir die Invarianz
der Wirkungen der Vektor- und Skalarfelder sowie des topologischen Sektors
der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzier-
ten Tensortransformationen herleiten.

Wir zeigen zunéchst die Invarianz der verallgemeinerten Feldstéirke der 2-
Form B, unter den induzierten Tensortransformationen erster und zweiter Art.
Die verallgemeinerte Feldstdrke Hj ist invariant unter Tensortransformationen
erster Art, weil die 2-Form By durch ihre Ableitung in die Definition (4.3.16)
eingeht. Die Variation unter gekoppelten Tensortransformationen zweiter Art
ergibt sich aus dem Transformationsverhalten (5.2.24) der 2-Form Bs und der
Vektorfelder B, der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie:

1
0 Hs = d(0By) = 5dVi* A0 Bia
1 1
= 3 AV NdSa) = ZdVi NS, (5.2.25)
1 1
= AV A dSe — SV AdS, =0.

Nachdem wir die Invarianz der verallgemeinerten Feldstérke der 2-Form Bg
unter den induzierten Tensortransformationen erster und zweiter Art gezeigt
haben, richten wir unsere Aufmerksamkeit auf die Wirkung (4.3.3) der Vektor-
felder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie. Die Feldstérke
Hs,,, welche in Gleichung (4.3.12) definiert worden ist, enthélt eine Ableitung, so
dass sie unter Tensortransformationen zweiter Art invariant ist. Die Vektorfelder
By, erscheinen allerdings ohne Ableitung in den verallgemeinerten Feldstérken
(4.3.13) der Vektorfelder A, ebenso wie die Skalarfelder A ohne Ableitung
in der Teilwirkung (4.3.3) erscheinen. Um die Invarianz der Wirkung (4.3.3)
der Vektorfelder unter induzierten Tensortransformationen zu zeigen, miissen
wir daher die Invarianz der verallgemeinerten Feldstirke f{ der Vektorfelder
Al unter Tensortransformationen erster Art und die Invarianz der gesamten
Teilwirkung unter Tensortransformationen zweiter Art zeigen.
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Die Variation der verallgemeinerten Feldstérken (4.3.13) der Vektorfelder
Al unter Tensortransformationen erster Art ergibt sich durch das Transforma-
tionsverhalten (5.2.19) der Vektorfelder A und der 2-Form By der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie:

Sl =d(sAD +2m! 6By = —2m’d¥| +2m!dx) =o0. (5.2.26)

Damit haben wir gezeigt, dass die Variation der verallgemeinerten Feldstérke
f¥ der Vektorfelder Al unter Tensortransformationen erster Art verschwindet.
Um die Invarianz der Wirkung (4.3.3) der Vektorfelder der massiven, vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie unter Tensortransformationen zweiter Art zu
zeigen, betrachten wir die Terme, welche die Skalarfelder flé und die Vektorfel-
der Bj, enthalten. Es stellt sich heraus, dass in der Wirkung der Vektorfelder
der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie lediglich die folgenden
Terme unter Tensortransformationen zweiter Art variieren:

SfE+dVesAL = d(6AD) +dVe s AL

; I on (5.2.27)
+2m 6By +m' V¥ AN IB1,.

Wir betrachen in der Variation (5.2.27) die Ausdriicke, welche die Vektorfel-
der Bi, enthalten und die Ausdriicke, welche die Skalarfelder Aé involvieren,
getrennt von einander. Die Terme, welche die Vektorfelder By, enthalten, sind
durch den folgenden Ausdruck gegeben:

2ml6By + m! V¥ A6B1y = m! VEANdEy +m! VA dE,

5.2.28
=2ml VA A dX,, ( )

wobei wir die Variation (5.2.24) der Vektorfelder Bj, und der 2-Form Bs ver-
wendet haben. Die Terme in der Variation (5.2.27), welche die Skalarfelder A7
involvieren, sind hingegen durch den folgenden Ausdruck gegeben:

d(6AD) +dVve s AL = 2m! d(VEE,) —2mldVE B,
= 2mldVP S, —2m VA AS, —2m!dVe S,  (5.2.29)
= —2m! VP AdZ,,

wobei wir die Variation (5.2.24) der Vektorfelder Al und der Skalarfelder A’
verwendet haben. Das Zusammenfassen der Ausdriicke, welche die Vektorfel-
der By, und die Skalarfelder A{l enthalten, fithrt auf die folgende Variation
der Terme in der Wirkung der Vektorfelder der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie:

S+ dVesAL = —2m Ve NdE, +2m Ve AdE, = 0. (5.2.30)

Damit haben wir gezeigt, dass die Wirkung (4.3.3) der Vektorfelder der mas-
siven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Tesor-
transformationen zweiter Art invariant ist. Aus der Invarianz der verallgemei-
nerten Feldstirke f{ der Vektorfelder Al unter Tensortransformationen erster
Art und der Invarianz der Wirkung (4.3.3) der Vektorfelder unter Tensortrans-
formationen zweiter Art folgt, dass die Wirkung der Vektorfelder der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten Tensortrans-
formationen invariant ist.

86



Die Felder in der Wirkung der Skalarfelder (4.3.4) der massiven, vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie transformieren nicht unter Tensortransforma-
tionen erster Art. Nach der dimensionalen Reduktion der Wirkung (2.1.1) der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie erscheinen in der Teil-
wirkung (4.3.4) allerdings die Vektorfelder Bj,, welche unter Tensortransfor-
mationen zweiter Art transformieren. Wir haben argumentiert, dass die dimen-
sionale Reduktion auf eine kovariante Ableitung beziiglich der induzierten Ten-
sortransformationen fithrt. An dieser Stelle zeigen wir die Invarianz der Ablei-
tung der Skalarfelder Al unter Tensortransformationen zweiter Art. Aus der
Variation (5.2.24) der Skalarfelder A% und der Vektorfelder By, der massiven,
vierdimensionalen Supergravitationstheorie folgt, dass die Ableitung der Ska-
larfelder A! unter Tensortransformationen zweiter Art in der folgenden Weise
variiert:

d(6AL) +2m'6B1, = —2m'dS, + 2m'dy, = 0. 5.2.31
(6A;,

Damit haben wir gezeigt, dass die dimensionale Reduktion der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie auf eine kovariante Ableitung be-
ziiglich der Tensortransformationen zweiter Art fithrt und die Wirkung (4.3.4)
der Skalarfelder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter
den induzierten Tensortransformationen invariant ist.

In der Wirkung des topologischen Sektors der massiven, vierdimensiona-
len Supergravitationstheorie erscheinen nach der dimensionalen Reduktion die
Komponenten der Felder der massiven, sechsdimensionalen Supergravitations-
theorie. Um die Invarianz der Teilwirkung (4.3.5) unter den induzierten Tensor-
transformationen zu zeigen, werden wir daher auf das Transformationsverhalten
dieser Komponenten unter den Tensortransformationen erster und zweiter Art
zuriickgreifen. Die Variation der Wirkung des topologischen Sektors der massi-
ven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter Tensortransformationen
erster Art ist durch den folgenden Ausdruck gegeben:

NS}y, = —/(451%/\3{0/\1%1ﬁ e*¥ml +2e*P Bl ABig N SFS ) Lrgm!
4 / (4% Bog 6By A By m! +268 Boy By ASFY ) L1y m?
_/(4535/\31&/\Aégaﬁ m"+25]:'§[/\3’1a/\dﬂéeaﬁ)ﬁu
+/(2€aﬁ Bop 0By N FiEm? + e Bog 6 F5 /\fé‘])ﬁu

- / 5By N dAL NdA P Ly .

(5.2.32)

Bei der Variation (5.2.32) der Wirkung des topologischen Sektors haben wir
berticksichtigt, dass lediglich die Komponenten B,,, und AL unter Tensortrans-
formationen erster Art transformieren und die Terme dem entsprechend nach
absteigenden Massenparametern geordnet. Die Verwendung des Transformati-
onsverhaltens (5.2.13) der Komponenten B,,,, der 2-Form B und der Variation
(5.2.16) der Komponenten Aﬁ der Vektorfelder A! der massiven, sechsdimen-
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sionalen Supergravitationstheorie fithrt auf das folgende Ergebnis:

B8loy = —4 [ (44 A Bly n By = e Bl A By A dSh) m! Loy

+4/ (e% Bog dS) A By — &8 Bog By A dSy) m! Lrym”
—4/(d2/1/\31a/\f{é80(ﬁ m’ —d¥) A Bl AdAG e m!) L1,
+2/(€a5 Baﬂ dZ’l/\ﬁél mJ—€aﬂ Ea@ dZ’l/\]:"éJ mI)ﬁu

—/dz’1 NAALNdAL e L1; = 0,

(5.2.33)
wobei wir die Symmetrie der Matrix L£;; ausgenutzt und im letzten Schritt
partiell integriert haben.

Damit haben wir gezeigt, dass die Variation der Wirkung (4.3.5) des topolo-
gischen Sektors der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter
Tensortransformationen erster Art verschwindet. Die Variation der Wirkung des
topologischen Sektors unter Tensortransformationen zweiter Art ist durch den
folgenden Ausdruck gegeben:

AS,,, = / (8 By ASB, A Bigm! + 4By A Bj, Ad(8AL)) e L1, m’

—/(45]§ja/\Biﬁ/\ﬁé’m‘]+2B§a/\d(6flg)/\f§")50‘5 Lry
_/(mgwggaAdAng+23;Ad<mg)m,ag)gwu

- / 288, A F A AL L.

(5.2.34)
Bei der Variation (5.2.34) der Wirkung des topologischen Sektors haben
wir berticksichtigt, dass unter Tensortransformationen zweiter Art lediglich die
Komponenten Bua und AI transformieren und die Terme dem entsprechend
nach absteigenden Massenparametern geordnet. Die Verwendung des Transfor-
mationsverhaltens (5.2.13) der Komponenten Bua der 2-Form B, und der Va-
riation (5.2.16) der Komponenten /ii der Vektorfelder fl{ der massiven, sechs-
dimensionalen Supergravitationstheorie fiihrt auf das folgende Ergebnis:

NS, = 8/(B;AdzaABgﬁ—BgAégaAdzﬁ)aaﬁ m! Lr;m’
_4/(dzaAégBAﬁng—BgaAdzﬁAﬁ;Jmf)gaﬁcu
—4/(Bé/\dZa/\d/lém"—ég/\dEa/\dAé m' ) e Ly,
72/d2a/\5’:'§1/\d/(ésaﬁﬁu =0,

(5.2.35)

wobei wir die Symmetrie der Matrix L£;; ausgenutzt und im letzten Schritt
partiell integriert haben.
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Damit haben wir die Invarianz der Teilwirkung (4.3.5) unter den Tensor-
transformationen zweiter Art bewiesen. Aus dem Verschwinden der Variationen
(5.2.33) und (5.2.35) folgt, dass die Wirkung (4.3.5) des topologischen Sektors
der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie unter den induzierten
Tensortransformationen invariant ist.

Wir haben diskutiert, dass die Wirkung (4.3.1) der massiven, vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie im Grenzfall m! +— 0 identisch ist mit der
Wirkung (3.7.1) der masselosen Supergravitationstheorie des Typs ITA, kom-
paktifiziert auf einem Produkt K3 x T2 von Mannigfaltigkeiten [2]. In der
Wirkung (3.7.1) der masselosen, vierdimensionalen Supergravitationstheorie er-
scheinen die Vektorfelder A und die 2-Form B, durch ihre Ableitungen, so
dass die masselose Supergravitationstheorie iiber eine Eichfreiheit beziiglich
dieser Felder verfiigt. In der Wirkung (4.3.1) der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie erscheint 2-Form Bs hingegen in der verallgemeiner-
ten Feldstirke fI der Vektorfelder A!, so dass die massive Supergravitations-
theorie nicht mehr die selbe Eichfreiheit besitzt, iiber welche die masselose Su-
pergravitationstheorie verfiigte. Wir haben in diesem Kapitel gezeigt, dass die
,Eichfreiheit* der masselosen Supergravitationstheorie durch die Einfiihrung ge-
koppelter Tensortransformationen, wieder hergestellt wird. Préziser formuliert
haben wir gezeigt, dass die Wirkung der massiven, vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie invariant ist unter den Tensortransformationen erster Art,
welche auf den Feldern B und A! wirken und den Tensortransformationen
zweiter Art, welche auf den Feldern Bi, und flé wirken. Die Tensortrans-
formationen der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie werden
nach der dimensionalen Reduktion durch die Tensortransformationen (2.1.12)
der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie induziert. Dabei ent-
sprechen die Tensortransformationen (5.2.19) erster Art in einem gewissen Sin-
ne den Stiickelberg-Eichtransformationen der sechsdimensionalen Supergravi-
tationstheorie, wihrend die Tensortransformationen (5.2.24) zweiter Art die
Moglichkeit einer zusétzlichen Symmetrie der massiven, vierdimensionalen Su-
pergravitationstheorie eréffnen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und

Ausblick

Zum Abschluss fassen wir die Leitlinien der Argumentation und die Ergebnisse
der Kaluza-Klein Reduktion der massiven, sechsdimensionalen Supergravitati-
onstheorie zusammen. Im zweiten Kapitel haben wir die Wirkung der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie [6] vorgestellt und diskutiert, dass
sie im Grenzfall m! + 0 identisch ist mit der Wirkung der masselosen Super-
gravitationstheorie des Typs ITA, kompaktifiziert auf einer K3-Mannigfaltigkeit
[23]. Im dritten Kapitel haben wir die masselose, sechsdimensionale Supergra-
vitationstheorie reduziert. Zu diesem Zweck haben wir die Wirkung (3.1.1) der
masselosen Supergravitationstheorie zunéchst in eine Form gebracht, welche
dem Produktansatz (2.2.1) der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit entspricht.
Anschlieflend haben wir den Reduktionsansatz fiir die Felder der sechsdimensio-
nalen Supergravitationstheorie eingesetzt, iiber die internen Koordinaten inte-
griert und als Ergebnis die Wirkung (3.7.1) der masselosen, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie [2] erhalten. Wir haben gesehen, dass die Komponen-
ten der Felder der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nach der dimen-
sionalen Reduktion in der Wirkung der masselosen, vierdimensionalen Supergra-
vitationstheorie erscheinen und sich bei der Reduktion in einer Weise organisie-
ren, welche eine Redefinition der Felder der reduzierten Supergravitationstheo-
rie impliziert. Die Analyse des Transformationsverhaltens dieser Komponenten
unter Diffeomorphismen der Raumzeit-Mannigfaltigkeit hat ergeben, dass die
Kaluza-Klein Reduktion Skalar- und Vektorfelder der masselosen, vierdimen-
sionalen Supergravitationstheorie generiert [8]. Im vierten Kapitel haben wir
die Wirkung (2.1.1) der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
reduziert und dafiir die selbe Methode verwendet, welche wir im dritten Kapitel
bei der Reduktion der masselosen, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
angewandt haben. Als Ergebnis der Reduktion haben wir die Wirkung (4.3.1)
einer massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie erhalten, welche im
Grenzfall m! + 0 identisch ist mit der Wirkung (3.7.1) der masselosen Supergra-
vitationstheorie des Typs ITA, kompaktifiziert auf einem Produkt K3 x T von
Mannigfaltigkeiten. Wir haben gesehen, dass die dimensionale Reduktion der
massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie neue Skalar- und Vek-
torfelder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie generierte.

91



Dariiber hinaus fithrte sie zu einer Korrektur der verallgemeinerten Feldstirken
der Vektorfelder Af, einer kovarianten Ableitung in der Wirkung der Skalarfel-
der und ein skalares Potential in der Wirkung der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie.

J. Schoén und M. Weidner haben gezeigt [21], dass die kinetischen Terme
der Vektorfelder einer massiven, vierdimensionalen N=4 Supergravitationstheo-
rie im Allgemeinen in der Form (4.3.24) geschrieben werden koénnen. Fiir den
Vergleich mit der Literatur ist es daher notwendig, die Vektorfelder Af B,
und V1@ in einem Vektor A} zusammenzufassen, dessen Index M iiber multiple
Indizes liuft und in dessen Feldstirke H2/ die verallgemeinerten Feldstirken
der Vektorfelder der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie er-
scheinen. Die Maxwell-Terme in der Wirkung (4.3.3) der Vektorfelder lassen
sich dann ausmultiplizieren und in eine Form bringen, welche die Bestimmung
der Koeffizienten-Matrix M,y ermoglicht. Fiir den Vergleich mit der Literatur
ist es dartiber hinaus notwendig, die Komponenten der Felder der massiven,
sechsdimensionalen Supergravitationstheorie, welche in der Wirkung (4.3.5) der
topologischen Terme erscheinen, durch die entsprechenden Felder der massi-
ven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie zu ersetzen. Diese Substitution
erlaubt es, die Wirkung (4.3.5) der topologischen Terme vollstindig auszuar-
beiten und anschliefend in eine Form zu bringen, welche die Bestimmung der
Koeffizienten-Matrix 7,y und damit den Vergleich mit der Wirkung (4.3.24)
erlaubt. Die 2-Form By kann durch das Ausnutzen ihrer Bewegungsgleichung
dualisiert werden und erscheint schliellich als Skalarfeld in der massiven, vier-
dimensionalen Supergravitationstheorie.

Im fiinften Kapitel haben wir analysiert, in welcher Weise sich die Symmetri-
en der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie nach der dimen-
sionalen Reduktion in der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie
wiederfinden. Wir haben gezeigt, dass sich die Diffeomorphismen der Raumzeit-
Mannigfaltigkeit in einer natiirlichen Weise auf die vierdimensionalen Super-
gravitationstheorie vererben, wihrend die Diffeomorphismen der internen Man-
nigfaltigkeit FEichtransformationen der Kaluza-Klein Vektorfelder sowie nicht
triviale Symmetrietransformationen der reduzierten Komponenten der Felder
der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie induzieren [20, 8]. Wir haben
gesehen, dass die Skalar- und Vektorfelder der vierdimensionalen Supergravi-
tationstheorie unter den Symmetrien, welche durch die Diffeomorphismen der
internen Mannigfaltigkeit induziert werden, invariant sind und die 2-Form B,
unter diesen Symmetrien iiber einfache Transformationseigenschaften verfiigt.
Die Argumentation hat ergeben, dass sich die Wirkung trotz der Anomalie im
Transformationsverhalten der 2-Form in einer manifest invarianten Form schrei-
ben lidsst und die massive, vierdimensionale Supergravitationstheorie dadurch
ihre Fichfreiheit beziiglich der Kaluza-Klein Vektorfelder zuriickgewinnt.

Zum Abschluss der Symmetriebetrachtungen haben wir diskutiert, dass die
masselose, vierdimensionale Supergravitationstheorie {iber eine Fichfreiheit be-
ziiglich der 2-Form verfiigt. In der Wirkung der massiven, vierdimensionalen
Supergravitationstheorie erscheint die 2-Form allerdings in den verallgemeiner-
ten Feldstirken der Vektorfelder A, so dass die massive Supergravitations-
theorie nicht die selbe Eichfreiheit besitzt. Durch die Einfiihrung gekoppelter
Tensortransformationen der Felder der massiven Supergravitationstheorie wird
die ,,Eichfreiheit“ der masselosen Supergravitationstheorie jedoch wieder her-
gestellt. Wir haben diskutiert, dass die Tensortransformationen der massiven,
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vierdimensionalen Supergravitationstheorie durch die Stiickelberg-Eichtransfor-
mationen (2.1.12) der massiven, sechsdimensionalen Supergravitationstheorie
induziert werden. Dabei entsprechen die Tensortransformationen erster Art in
einem gewissen Sinne den Tensortransformationen der massiven, sechsdimen-
sionalen Supergravitationstheorie, wihrend die Tensortransformationen zweiter
Art die Moglichkeit einer zusétzlichen Symmetrie der massiven, vierdimensio-
nalen Supergravitationstheorie er6ffnen.

Wir haben im dritten Kapitel gesehen, dass die dimensionale Reduktion
neue Skalar- und Vektorfelder der vierdimensionalen Supergravitationstheorie
generiert. Wir haben allerdings nicht diskutiert, was mit der globalen Sym-
metriegruppe der massiven, vierdimensionalen Supergravitationstheorie nach
der Einfithrung der zusétzlichen Vektorfelder geschieht und in welcher Weise
die Symmetriegruppe der sechsdimensionalen Supergravitationstheorie in die
Symmetriegruppe der vierdimensionalen Supergravitationstheorie eingebettet
ist. Eine weiterfithrende Fragestellung sollte ausserdem thematisieren, in wel-
cher Weise die masselose, vierdimensionale Supergravitationstheorie durch die
FEichung ihrer globalen Symmetriegruppe deformiert wird und wie sich die Mas-
senparameter in den Eichungen wiederfinden.
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Anhang A

Kaluza-Klein Reduktion der
Einstein-Hilbert Wirkung

In diesem Abschnitt zeigen wir die dimensionale Reduktion der Einstein-Hilbert
Wirkung (3.2.6). Zur Vereinfachung werden wir das Kriimmungsskalar R(&)
durch die Spin-Verbindung & .: in flachen, sechsdimensionalen Koordinaten
ausdriicken und anschlieflend den Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Viel-
bein é;” der sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit einsetzen [20]. In flachen,
sechsdimensionalen Koordinaten lésst sich die Spin-Verbindung @, .; folgender
Maflen ausdriicken [26]:

Wnal = _Qﬁm,[ + Qm".m = Qs (A.0.1)
mit den Koeffizenten Qmﬁ,[ definiert als:
0 N N T -
Qﬁm,i = 5(‘%“ € —éxten”) (0p 6,1[)- (A.0.2)

Unter Verwendung der Spin-Verbindung @, .; ldsst sich das Kriimmungsskalar

R(%) folgender Maflen schreiben [26]:

R(z)=a™ ol o ol e e (0,0, — 0,0,M).  (A0.3)

l ml
Um den Einstein-Hilbert Term zu reduzieren, werden wir die Terme in Gleichung
(A.0.3) in Ausdriicke mit internen, externen und gemischten Indizes aufteilen
und anschliefend die reduzierten Komponenten w,,,; usw. der Spin-Verbindung
einsetzen. Die Komponenten der Spin-Verbindung lassen sich reduzieren, indem
man in einem ersten Schritt den Reduktionsansatz (3.2.8) fiir das inverse Viel-
bein é;” in Gleichung (A.0.2) einsetzt und die Koeffizienten anl berechnet.
Diese Koeffizienten lassen sich anschlieflend in Gleichung (A.0.1) einsetzen, um
die Komponenten der Spin-Verbindung zu reduzieren. Wir fassen die beiden
Rechenschritte zusammen und setzen die reduzierten Komponenten @,,,; usw.
der Spin-Verbindung direkt in das Kriimmungsskalar ein. Dies fithrt auf die

folgenden Ausdriicke:

1.

m ~n 1l ~m ~b 1l ~a o ~An ~a ~bl
mlwn+w mlwb+walwn+walwb (A04)
Am ~An ¢ ~m ~b ¢ Na o AMC ~a  ~boc o
+tw mec%¥ n tw me%b +wacwn +wacwb’
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- ~n 1 1
@M Wt =W W (A.0.5)

& &' = 9" (0uEaa) B (0, Eg) B

1. ) (A.0.6)
= ZG ﬁGwsg# (8MGU¢B)(8VG76)’
G, O = g" (04 Faa) B (Oyepm — Opeum) €™, (A.0.7)
o om t=aom o A.0.8
L:JﬁA va‘nl —on wml +wn ome +wn wal 4 o oac
mEs T e al@n T i) .9
+ wb ") lb + (‘:}bal wal + wbmc oyme + wbac wacb,

d}nml (;)mln _ wnml wmlrw (AOlO)

1
D e & = 79" 977V Vg G, (A.0.11)

1

~n  ~al __ v _po 5

Wig Wy, = —19“ 9"V Ve Gas, (A.0.12)

1
@y O™ = =199 Vi V2, G, (A.0.13)

b ~a 1 .. y
wbal w lb = _ZG 5Gﬁ’yg# (8uGa[3) (ayG'y(S)
1 [Vl a 1 v « a
= —ig“ G ﬁ(auEaa) (&/Eﬁ ) — 59” (0uFoa) E b(auEgb) EPe

(A.0.14)

. Wir schreiben den Ausdruck é;7¢;”(9; &)ﬂm — 0 cbﬁﬁ[) aus und erhalten
unmittelbar Terme, die Beitrige zur Reduktion liefern:

éﬁﬂ éiﬁ(ﬁgd)ﬂm - 8ﬂd)9ﬁ[) = el"en"(aud;ﬂml) - en“el”(ﬁﬂ Cul,”l)

+ e 630y @, ™) — e (0,05™)

=e”ent (0,0, — 0,0,™) + ente” VI (8Md)ﬁ"l) —e’e, V) (D, &,™)

=" By (0 0,") — en’ Be” (9u5™)
v n n 1 v _po
=e/"en"(Oyw, l—auw,, l)+§g“ g9’ VJijaavﬁ (A.0.15)
+29" 0, (0 Eaa) E** 42 (0y€7,) €™ (0, Eaa) E*.

Das Einsetzen der reduzierten Terme in die Einstein-Hilbert Wirkung (3.2.6)
erlaubt es, partiell zu integrieren. Durch das geschickte Zusammenfassen der
Terme und die Integration iiber die internen Koordinaten erhélt die reduzierte
Wirkung Sgp schlielich die folgende Form [20]:

1
Seu = [ V3 (R(@) - 196 (0,60) G (0,65)

1 1
-3 9" (0,Gap)(0,GP) + 1 g gV Ve Gastda.
(A.0.16)
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