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1. Einleitung

Das Standardmodell der Teilchenphysik [1] kann trotz seiner Erfolge durch hohe
Ubereinstimmung mit prizisen Messungen keine fundamentale Theorie sein, da darin auch
noch einige Beobachtungen unerklidhrt, und iiberhaupt alle Phinomene der Gravitation un-
beriicksichtigt bleiben. Man sucht daher nach Erweiterungen des Standardmodells, die es als
niederenergetischen Grenzfall enthalten. Mégliche Kandidaten fiir eine solche erweiterte Theo-
rie stellen beispielsweise die verschiedenen Varianten von Grand Unified Theories (GUTSs),

supersymmetrische Theorien und Stringtheorien dar [2, 3|.

Supersymmetrische Theorien erweitern die Symmetrien des Standardmodells um die Invarianz
unter einer Transformation, die den Spin der Teilchen verdndert. Dabei transformieren fermio-
nische Materieteilchen mit halbzahligem Spin, die dem Pauli-Prinzip gehorchen, und Bosonen
mit ganzzahligem Spin ineinander [4]. Eine supersymmetrische Erweiterung des Standardmo-
dells wiirde das Teilchenspektrum mindestens verdoppeln, da keines der bekannten Teilchen als
Partner fiir ein anderes in Frage kommt [5]. Dabei ergeben sich aber auch neue Moglichkeiten,
einige der bisher ungeldsten Probleme verstehen zu kénnen. So konnte die dunkle Materie etwa
durch das leichteste supersymmetrische Partnerteilchen erklédrt werden. In einer lokalen Form
kommt die Supersymmetrie auch als Eichtheorie der Quantengravitation in Frage. Da aber
noch kein supersymmetrisches Teilchen beobachtet wurde, kénnen die Partnerteilchen nicht die
gleichen Massen haben, so dass Supersymmetrie nur in spontan gebrochener Form realisiert

sein konnte [6].

In Stringtheorien wird die Punktférmigkeit der Teilchen aufgegeben und stattdessen ein ein-
dimensional ausgedehntes Objekt (der String) beschrieben [7]. Die bekannten Stringtheorien
bendtigen selbst die Supersymmetrie fiir ihre Konsistenz. So kommt als ein mégliches Szenario
fiir die Physik jenseits des Standardmodells eine supersymmetrische Erweiterung in Frage, die
wiederum Grenzfall einer Stringtheorie sein kann, welche aber erst auf noch héherer Energies-
kala relevant wird [8]. Einige bekannte Methoden, Stringtheorien konsistent zu quantisieren,
erfordern zusétzliche Raumzeit-Dimensionen. Diese iiber die vier beobachteten hinausgehenden
Dimensionen miissten eine kompakte Mannigfaltigkeit bilden und kénnen, wie in einer Kaluza-
Klein Theorie, ausintegriert werden [9]. Dabei kénnen je nach Typ der Stringtheorie neben

einem Skalarfeld (dem Dilaton) verschiedene Tensorfelder auftreten.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, im Speziellen eine 3-Form im Rahmen einer supersymmetrischen
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Quantenfeldtheorie zu beschreiben. Diese treten durch Kaluza-Klein Reduktion in Typ ITA
Stringtheorien auf [10]. Der niederenergetische Grenzfall dieser Theorie stellt eine gewohnliche
supersymmetrische Quantenfeldtheorie dar, in deren Rahmen untersucht werden soll, wie sich
die Existenz der 3-Form Felder effektiv auswirkt. Es ist bekannt, dass eine masselose 3-Form
keine dynamischen Freiheitsgrade tréigt, da sie einer trivialen Bewegungsgleichung geniigt, und
sich damit wie eine Konstante verhélt [11]. Es ist deshalb moglich, dass sich die Gegenwart
einer 3-Form in den Einstein’schen Feldgleichungen der allgemeinen Relativitétstheorie als eine
so genannte kosmologische Konstante auswirkt. Eine positive kosmologische Konstante wird
experimentell verlangt, um die beobachtete beschleunigte Expansion des Universums zu be-
schreiben [12], und miisste deshalb in der Theorie eingefiigt werden. Da das Auftreten von
3-Form Feldern als effektive Konstanten erwartet wird, kommen sie als natiirlicher Ursprung

dieses Terms in Frage, so dass er nicht mehr a priori postuliert werden muss [13].

Unabhéngig davon findet das verwendete 3-Form-Multiplett auch in der Formulierung einer ef-
fektiven supersymmetrischen Quantenchromodynamik Anwendung, um die verschiedenen farb-
neutralen Kondensate, die im Vakuum dieser Theorie erwartet werden, zu beschreiben. Die

3-Form wird dabei als pseudoskalarer Glueball interpretiert [14, 15].

Es gibt verschiedene Darstellungen der Supersymmetrie-Algebra. Man unterscheidet die mini-
male (N = 1) von erweiterter Supersymmetrie (N > 1), die jeweils von N Generatoren der
Supersymmetrie-Transformationen erzeugt werden. Diese Arbeit beschriankt sich darauf, ein
effektives Modell mit 3-Form Feldern in globaler N = 1 Supersymmetrie zu beschreiben. In ei-
ner supersymmetrischen Theorie werden Felder als Komponenten eines Multipletts betrachtet,
innerhalb von dem sie sich unter Supersymmetrie-Transformationen ineinander transformieren.
Um ein Multiplett zu konstruieren, das eine 3-Form enthélt, wird das bekannte Vektormul-
tiplett modifiziert [16]. Man nutzt dabei aus, dass das dort enthaltene Vektorfeld als 1-Form
in 4 Raumzeit-Dimensionen zur 3-Form dual ist. Mit einem geeigneten Feldstéirke-Multiplett,
das die 4-Form Feldstérke der 3-Form enthélt, kann die kinetische Wirkung des Modells aufge-
stellt werden. Zu dieser Beschreibung soll eine duale Theorie aufgestellt werden, in dem Sinne,
dass beide aus einer einzigen (first-order) Wirkung mit mehr Freiheitsgraden gebildet werden
konnen [17]. Das geschieht analog zur bekannten Dualitdt zwischen chiralem und komplexen
linearen Multiplett [18], durch eine Verallgemeinerung des Ansatzes aus [19]. Diese Dualitét
wird in dieser Arbeit genauer untersucht. Es wird gezeigt, dass in der dualen Theorie ein neues

nicht-minimales Multiplett auftritt, das explizit eine Konstante enthélt.

Gegeniiber dem masselosen Fall erhélt die massive 3-Form einen Freiheitsgrad und wird so-
mit dynamisch. Es wird gezeigt, dass die duale Wirkung der massiven 3-Form stattdessen ein

zusatzliches skalares Teilchen beschreibt.

Es wird auflerdem eine nicht-renormierbar Theorie diskutiert, deren Wirkung durch beliebige



Funktionen des 3-Form-Multipletts ausgedriickt wird. Wie beim chiralen Multiplett kann diese
Wirkung durch eine Kéhler-Metrik ausgedriickt werden, wobei die Felder als Koordinaten ei-
ner Mannigfaltigkeit betrachtet werden [20]. Auch fiir diesen allgemeinen Fall wird eine duale
Theorie berechnet, wobei explizit gezeigt wird, wie sich diese Rechnung in Komponentenfeldern
durchfiihren ldsst. Es kommt dabei zu einem Wechsel zur Metrik einer anderen Geometrie, deren

komplexe Struktur hier angegeben wird.

Zuletzt wird ein Modell mit Kopplungen von mehreren 3-Form-Multipletts an chirale Multi-

pletts angegeben.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

e Im 2. Kapitel werden die Grundlagen der globalen Supersymmetrie erldutert. Es wird
der Zusammenhang mit der Poincaré Gruppe hergestellt und der Superfeld Formalismus
eingefiihrt, der fiir die Berechnungen in dieser Arbeit die Basis darstellt. AuBerdem werden

einige bekannte Supermultipletts vorgestellt, auf die spéter Bezug genommen wird.

e In Kapitel 3 wird zuerst das in dieser Arbeit zu untersuchende 3-Form-Multiplett, zusam-
men mit seinem zugehorigen Feldstarke-Multiplett definiert. Dazu wird die Eichtransfor-
mation der 3-Form auf eine analoge Relation fiir die Superfelder verallgemeinert, und
schliefflich eine kinetische Wirkung angegeben. Im letzten Teil wird eine dazu duale Wir-

kung konstruiert und gezeigt, dass hier explizit eine kosmologische Konstante auftritt.

e Die zuvor aufgestellte Wirkung wird in Kapitel 4 um einen Massenterm fiir das 3-Form-
Multiplett erweitert. Dabei verwenden wir den Stiickelberg-Mechanismus, um nicht die
Eichinvarianz des Multipletts zu verletzen. Auch zu der so aufgestellten massiven Wirkung
wird eine duale Wirkung bestimmt. Hierbei erhélt die 3-Form einen Freiheitsgrad und
beschreibt ein skalares Teilchen. Um auch eine Mischung von mehreren 3-Formen zu

beschreiben, wird auf eine Massenmatrix verallgemeinert.

e Um die Beschréankung auf renormierbare Theorien fallen zu lassen wird in Kapitel 5 eine
Wirkung mit frei wihlbaren Funktionen diskutiert, und gezeigt, dass dabei ein von diesen
Funktionen abhingiges Potential auftritt. Besonderes Interesse gilt hier der Dualisierung.
Es wird im Einzelnen gezeigt, wie hier die kinetische Wirkung durch eine Legendre-
Transformation ausgedriickt werden kann. Dass dabei eine neue Geometrie der Felder
auftritt wird im Fall eines Multipletts, und im Allgemeinen mit mehreren gezeigt, sowie
der Sonderfall reeller Felder betrachtet.

e Im 6. Kapitel wird die Kopplung des 3-Form-Multipletts an zusétzliche chirale Felder
untersucht. Zuletzt sollen auch nicht-renormierbare Kopplungsterme erlaubt werden, so
dass die in der Wirkung auftretenden Parameter auf Funktionen der chiralen Felder ver-

allgemeinert werden konnen.



2. Einfiihrung in die Supersymmetrie

2.1. Die Super-Poincaré Gruppe

Die Algebra der Supersymmetrie stellt die einzige gradierte Lie-Algebra dar, in der die Poincaré
Gruppe der speziellen Relativitédtstheorie enthalten ist, das heifit, dass die bekannten Symmetri-
en der Raumzeit nur durch die Supersymmetrie konsistent erweitert werden kénnen. Coleman
und Mandula haben gezeigt, dass nur das direkte Produkt zwischen Poincaré- und einer Eich-
gruppe gebildet werden kann, ohne fundamentale Axiome der Quantentheorie zu verletzen [21].
Verallgemeinert man aber zu einer gradierten Lie-Algebra und erlaubt auch Antikommutatoren,
lasst sich diese Einschrankung umgehen und eine konsistente Erweiterung der Poincaré Gruppe

formulieren [22]. Die Algebra der Poincaré Gruppe lautet:

[Pmapn]:07 (m7n7p7q:07"73)7
[an7 Pp] = _anppn + innppma (2]‘>
[an7 Mpq} = inanmq - Z.7777117‘]\47111 - inonmp + inqu”p'

Die P,, sind die Generatoren der Translation, M,,, sind die Generatoren der Lorentzgruppe,

also der Rotationen und Boosts. Dazu kommen nun die antikommutierenden Supersymmetrie-

generatoren (), so dass man die volle Algebra der Supersymmetrie erhélt:

{Qom Qa} = QU;nde7 (O[, 6 = 17 2)7

{QaaQﬂ} = {Qém@l@'} = 07

[P, Qal = 0,

[P, Qa] =0, 22)
[an7 Qa] = %(O’m,aﬁ.a}ﬁ;ﬁ - Un,aﬁ6gﬁ)Q57

[ana Qd] = _éQB(Uyézﬁo—n,ﬁd - 57€ﬁ0—mﬁd)‘

Die Algebra der Spinoren wird im Anhang A genauer beschrieben. In dieser Arbeit folgen wir
hauptséchlich den Konventionen aus [20]. Die Referenzen [4, 23, 24, 25] sind eine Auswahl an
Einfithrungen in die Supersymmetrie. Der Antikommutator der Supersymmetrie-Generatoren

kann nur konsistent mit dem Impulsoperator, dem Generator der Translationen, identifiziert
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werden. Die Supersymmetrie kann also nicht losgelost, sondern nur in Kombination mit den

Symmetrien der Raumzeit realisiert sein.

Im Falle eines massiven Teilchens mit P,, = (—m,0,0,0) im Ruhesystem wird die erste der
Gleichungen (2.2) zu

{Qon Qd} = _Qmagd = Qméoco'm (23>

die bis auf den konstanten Faktor 2m mit der Algebra der Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren fermionischer Felder identisch ist. Damit kann hier analog eine Darstellung aus einem
Zustand (2 mit

P™P, Q= —m?Q,

0.0 (2.4)

konstruiert werden, indem Operatoren Q, wie Erzeugungsoperatoren angewendet werden. Da
hier nur der N = 1 Fall untersucht wird, lassen sich genau 4 mogliche Zustéande bilden. Eine sol-
che Darstellung wird durch zwei Parameter charakterisiert, ndmlich die Masse m und den Spin
des Grundzustandes j. Im Vergleich zur Poincaré Gruppe, deren Darstellungen als Teilchen mit
bestimmter Masse und Spin in den relativistischen Quantenfeldtheorien interpretiert werden,
entsprechen die Darstellungen der Supersymmetrie-Algebra bestimmten Zusammenschliissen
von Teilchen verschiedener Spins, den Supermultipletts. Die darin enthaltenen Zustdnde trans-
formieren unter Supersymmetrie-Transformationen ineinander. Dabei muss die Anzahl der Frei-

heitsgrade fiir Bosonen und Fermionen innerhalb eines Multipletts gleich sein.?

Im masselosen Fall findet man stattdessen fir P,, = (—p, 0,0, p)dessen fir P,, = (—p,0,0,p)

{Qaa Qa} = 2p(—aga + Uga) = 4pda1da- (2-5)

Hier antikommutieren also die Generatoren mit o« = & = 2, wohingegen die restlichen wieder
eine Algebra aus Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bildet. Es konnen deshalb nur 2

masselose Zustinde mit verschiedener Helizitét gebildet werden.

2.2. Der Superfeld Formalismus

Man benétigt nun eine Darstellung der Supersymmetrie-Algebra auf Feldern, um supersymme-
trische Quantenfeldtheorien formulieren zu konnen. In der Supersymmetrie-Algebra wird der
vierkomponentige Impulsoperator P,, durch die zwei jeweils zweikomponentigen Operatoren
Q. und Qg erginzt. Daraus motiviert sich der Ansatz, den zugrundeliegenden Parameter-

raum in analoger Weise zu erweitern. Man definiert deshalb den Superraum durch Hinzufiigen

IDas gilt nur fiir die hier untersuchten linearen Darstellungen.
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von 4 antikommutierenden, also Grafimann-wertigen Koordinaten zum Vierervektor z,, des
Minkowski-Raumes. Die neuen Koordinaten werden zu zwei Spinoren 6, und 6, zusammenge-
fasst, sieche Anhang A. Ein Element des Superraums z ist damit ein Tupel aus 4 bosonischen
und 4 fermionischen Variablen

z € ]R4‘4,
(2.6)

ZM = (xma 90&7 0_04)
Mit den zusétzlichen spinorwertigen Variablen ldsst sich die Algebra der Supersymmetrie kom-
plett durch Kommutatoren ausdriicken, da ein Produkt zweier fermionische Groflien 6%¢,, selbst

bosonisch ist. Es gilt:

[0Q,€Q] = 200™€P,,,
0Q, Q] = [0Q, €Q] = 0, (2.7)
6Q, Pn] = [0Q, P] = 0.

Damit erhalten wir eine Lie-Algebra der Generatoren [20]. Aus dieser kann durch die Exponen-
tialabbildung eine zugehdrige Lie-Gruppe gebildet werden, deren Parameterraum gerade der

Superraum ist:
G(fl?m, 90” e_) — ei(fmem+9Q+9_Q) _ efixmpmeiBQeiO_Q(i@UmO_Pm. (28)
Das Produkt in dieser Gruppe kann mithilfe der Baker-Campbell-Hausdorff Formel berechnet

werden. Man findet

G(Y™, €ar€s) - G(T™,04,0s) = G(y™ + 2™ —icoc™0 + i00™€ e + 0, +0). (2.9)
Eine allgemeine Supersymmetrie-Transformation erhélt so die Form einer linearen Koordina-
tentransformation, also einer Translation im Superraum. Von Translationen ist aber bekannt,
dass sie durch Differentialoperatoren generiert werden. Die genaue Form der Operatoren findet

man durch Differenzieren der Definition (2.8) nach 6

G, 00,00) = (1Qu+ 00 Pu) G 0 ). (2.10)

und 6 respektive. Die Generatoren der Supersymmetrie-Transformation erhalten damit in dieser

Darstellung die Form

Qo = —i% — 0™ 0%,
g (2.11)
Qs = —i— — 6°0™. 0,

00

mit dem bekannten Ausdruck fiir den Impulsoperator P,, = i0,,.
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Durch diese Operatoren konnen jetzt Darstellungen auf Felder im Superraum, sog. Superfelder,
beschrieben werden. Da hohere Potenzen der GraBmann-Zahlen verschwinden sind Entwicklun-

gen nach diesen Variablen immer endlich. Die allgemeine Form eines Superfeldes lautet

F(2,0,0) =f(x) + 0¢(z) + 0x(x)
+ 00m(x) + 00n(z) + o™ v, () (2.12)
+ 000X (x) + 000 () + 0060d(x).

Die dabei auftauchenden Funktionen von z heifen Komponentenfelder. ¢, ¥, A und ¢ sind
Spinorfelder und antikommutieren miteinander und mit den spinorwertigen Variablen @ und 6,

wéhrend f, m, n, v, und d bosonisch sind.

Die Wirkung einer infinitesimalen Supersymmetrie-Transformation

G(0,€,€)F(x,0,0) =(1 +i(eQ + €Q) + ... ) F(z,0,0)

i K (2.13)
=F(z,0,0) 4+ 6.F(x,0,0) + ...

ist durch die Differentialoperatoren (2.11) bestimmt. Die Transformationen fiir die Komponen-
tenfelder folgen durch Anwenden des Operators d. = ieQ +i€Q auf das Superfeld und Vergleich
der Koeffizienten von # und . Dabei erhilt man [24]

dcf = €@ + €X,
0o = 26,m + agd?(iamf + Um),

SeX™ = 26%n + 0™ P (10, f — V),

Sem = E\ — %amwmg,

)
oen =€+ —ea™0mX,
vty X (2.14)

OeUm = €0mA + Vo€ + %eamd) — %&n)_(e,

glﬁ-eﬁd(()mm,

S = 28%d + %e{'x@mvm +iPo
dethg = 2€0d — %eoﬁmvm + iazﬁéﬁamn,
Ocd = %(’Qm (z/zamé + eamX).
Diese Darstellung der Supersymmetrie-Algebra durch ein unbeschrianktes Superfeld (2.12)
ist nicht irreduzibel, denn einige der Komponentenfelder kénnen durcheinander ausgedriickt
oder gleich null gesetzt werden, ohne die Transformationsgesetze (2.14) zu verletzen. Um ein-

schriankende Randbedingungen an Superfelder formulieren zu kénnen, die diese Transformatio-

nen beriicksichtigen, bendtigen wir einen Operator D,,, der mit ihr vertauscht,

D eQ+2Q) =0, [DayeQ + Q] =0, (2.15)
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woraus folgt, wenn D, spinorwertig ist
{Dou Qﬁ} = {Dayc?ﬁ'} = 07
{Da, Qs} = {DéuQB} = 0.

Nimmt man stattdessen einen bosonischen Operator an, folgt der Kommutator, der vom Impuls-

(2.16)

operator erfiillt wird. Ist F ein Superfeld, dann miissen somit auch 0,,F, Do F und D4 F wie-
der Superfelder sein. Man nennt D, aufgrund dieser Eigenschaften die kovariante Superraum-
Ableitung. Die Relationen (2.16) werden durch
0 _.
(2.17)

0
Dd = —% — i@aagldﬁm

gelost [20]. Daraus folgen die Antikommutatoren
DCM DCM — _2Z021a8m7
t J o (2.18)
{Da, Dg} = {Ds, Dy} = 0.
Es konnen nun Kombinationen dieser Operatoren benutzt werden, um beschréinkende Bedin-
gungen an ein Superfeld zu formulieren, wobei man im Allgemeinen dennoch keine irreduziblen

Darstellungen der Supersymmetrie-Algebra erhélt.

2.3. Der Lagrange-Formalismus fiir supersymmetrische

Feldtheorien

Die Beschreibung von Feldern durch ein Wirkungsfunktional

S = /d%:ﬁ (2.19)

lasst sich einfach auf den Superraum verallgemeinern. Um eine supersymmetrische Wirkung
zu konstruieren, muss aber ein Ausdruck gefunden werden, der unter diesen Supersymmetrie-
Transformationen invariant bleibt. An den Transformationsgesetzen (2.14) erkennt man, dass
sich die hochste Komponente (d) eines Superfeldes immer in eine totale Raumzeit-Ableitung
transformiert. Solche Terme haben unter dem Raumzeit-Integral aber keine physikalische Be-
deutung und konnen daher vernachléssigt werden. Die Projektion auf die hochste Komponente
kann durch Integration iiber die GraBmann-Variablen 6 und 6 ausgedriickt werden, weil fiir die-
se kein Unterschied zwischen Ableitung und Integration besteht. Das Integral iiber Grafimann-
wertige Variablen ist im Anhang A in (A.7) und (A.8) definiert. Fiir ein beliebiges Superfeld
F(z,0,0) ist damit

S:/dng(a:,H,&):/d4xd29d29F(x,9,9) (2.20)
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invariant unter Supersymmetrie-Transformationen. Als Differenzialoperatoren sind Q, und Qg
linear, so dass Summen und Produkte aus Superfeldern wieder Superfelder sind. Es lasst sich
auf diese Weise also eine grofie Klasse von Modellen aufstellen. Damit die Wirkung zusétzlich

lorentzinvariant ist, geniigt es, dass keine freien Spinor- und Vektorindizes auftreten.

2.4. Das chirale Multiplett

Eines der am héaufigsten verwendeten Superfelder in N = 1 Supersymmetrie ist das chirale
oder skalare Feld ® [20, 23]. Es entspricht der irreduziblen Darstellung der Supersymmetrie
mit dem Spin j = 0 des Grundzustandes (2, eingefiihrt in (2.4), und beschreibt in der Regel
Materiefelder. Das chirale Superfeld geniigt der Randbedingung

Dy® = 0. (2.21)

Wegen DaDgDﬁ = 0 kann man die Bedingung (2.21) l6sen, indem man ¢ durch ein unbe-
schrianktes Superfeld F' ausdriickt

& = D°F, (2.22)
Es folgt die allgemeine Losung (in der Konvention nach [20])

@ =A(z) + 009, A(r) + {00090A(2)
(2.23)

V2

mit den Komponentenfeldern A(x), ¥(x) und F(z). Fiir das konjugierte, antichirale Feld gilt

+ 200 (z) 000,, 9 (x)o™6 + 00F (),

entsprechend
D,®* =0,
B* —A*(z) — 0™y, A*(z) + }Leeéémm (z) (2.24)
+V30T(x) + —— 00000, T (x) + GOF* (x).

V2

Ein chirales Multiplett enthélt je 4 bosonische und fermionische Freiheitsgrade. Diese verteilen

sich wie folgt auf die Komponentenfelder

Bosonen: A 2 Freiheitsgrade
F' 2 Freiheitsgrade

Fermionen: W 4 Freiheitsgrade
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Eine Wirkung mit kinetischen Termen der Komponentenfelder fiir das chirale Superfeld ist
durch

L= /d26d20_ PP* (2.25)

gegeben. Hohere Produkte wiirden die Renormierbarkeit der Theorie verletzen.? Ausgeschrieben
findet man

1 1 1 ' -1 -

L =-A0A" — 0™ Ad,, A" + —A*"0A — ~U6™9,, ¥ + =0, U™ + FF*
4 2 4 2 2 (2.26)
= — 0"ADA* —iWa™0,,V + FF*.
Dabei wurde im zweiten Schritt partiell integriert. Das ist immer moglich, da die Lagrange-
Dichte gemifl (2.19) als Integrand einer Wirkung zu verstehen ist. Die Bewegungsgleichung
zum Feld F' lautet
oL

F: —=F*=
9F F 0,
i (2.27)
bzw. ™ =F=0.
ZW F

Diese Felder haben rein algebraische Bewegungsgleichungen, tragen deshalb keine dynamischen
Freiheitsgrade, und konnen in der Wirkung (2.26) eliminiert werden. Solche Hilfsfelder sind
typisch fiir supersymmetrische Modelle. Im Allgemeinen driicken sie sich allerdings durch die
iibrigen Felder aus und konnen so auch zu nicht-trivialen Beitrdgen in der Wirkung fiihren.
Beriicksichtigt man auBerdem die Bewegungsgleichungen der fermionischen Felder (¥ und W),

enthélt die Wirkung dann nur noch je 2 bosonische und fermionische (on-shell) Freiheitsgrade.

Die hochste Komponente des chiralen Superfeldes, die nicht selbst schon gleich einer totalen
Ableitung ist, ist das Feld F'. Deshalb sind auch Terme der Form

/d20 W(®;) + h.c. (2.28)

mit einer holomorphen Funktion W invariant unter Supersymmetrie-Transformationen. So
konnen Massen- und Kopplungsterme fiir chirale Multipletts hinzugefiigt werden. Dazu beach-
te man, dass wegen der Linearitit von Ds Produkte aus chiralen Superfeldern wieder chirale

Superfelder sind.

2.5. Das Vektormultiplett

Das Vektormultiplett V' wird durch ein reelles Superfeld ohne weitere Beschrinkung darge-
stellt

V=V (2.29)

2Es diirfen Terme nur so kombiniert werden, dass eine Kopplungskonstante keine inverse Energie-Einheit htte.
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woraus sich die Entwicklung

o 1 1
V =B + iy — 0y + —00M + —00M* + ~05™0v,,

16 16 8
V2. 1. /2 1
00(—0\ + =050, 00(—0\ — =050, X 2.30
+ (16 +20c9x)—|— (16 d X) (2.30)
— 1
—D—-0B
+ 6666( T 1 )
nach Komponenten ergibt.?> Dabei sind B, D und v,, reell. Die Komponentenfelder tragen die
Freiheitsgrade
Bosonen: B 1 Freiheitsgrad
M 2 Freiheitsgrade
U 4 Freiheitsgrade
D 1 Freiheitsgrad
Fermionen: x 4 Freiheitsgrade
A 4 Freiheitsgrade

Damit sind 8 bosonische und 8 fermionische Freiheitsgrade in V' enthalten. Das Vektormultiplett
kann zur Beschreibung von supersymmetrischen Eichtheorien verwendet werden, wobei das
Vektorfeld v, die Bedeutung eines Eichbosons erhélt. Die Feldstédrke des Vektors

Umn = OmUp — OnUp, (2.31)
ist invariant unter der Transformation
U — Um + OmA\. (2.32)

Fiir das Superfelder V' entspricht das der Transformation mit einem chiralen Feld &

VoV 4@+ 0,

(2.33)
U, =V, — 105 (A — A”),

die das enthaltene Vektorfeld um den Gradienten eines Skalarfeldes verschiebt. Die Feldstarke
(2.31) taucht im Superfeld W, auf, das aus V' durch

1_
W;:—ZDQ%V

_ 1 .-
Wd - —ZD2DQV,

(2.34)

gebildet wird. Es ist unter der Transformation (2.33) invariant. Es ist so moglich, die Kom-
ponentenfelder B, y und M in (2.30), durch eine spezielle Wahl der Eichfreiheit (2.33), der

Wess-Zumino Eichung, gleich null zu setzen.

3Die Komponenten wurden hier analog zu dem spiter zu untersuchenden 3-Form-Multiplett definiert.
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Statt einem Vektorfeld als 1-Form, kann man diese Relationen auf p-Formen verallgemeinern.
Eine p-Form w hat eine (p + 1)-Form Feldstérke dw,

dwm1--mp+1 = 8[mp+1(*‘)m1..mp]- (235>
Diese ist invariant unter der verallgemeinerten Eichtransformation

Wmy.mp —7 Wmy.my + a[mpAml..mp,ﬂu (2 36)

dwml,.mp+1 — dwml..mp+1>

mit der Feldstéirke einer (p—1)-Form A, da d* = 0. Man kann aus einer p-Form durch Kontrak-

tion mit dem vollsténdig schiefsymmetrischen Tensor die Hodge-duale (d — p)-Form & bilden,
Drmprr.amg = €™ MW (2.37)

wobei d die Zahl der Raumzeit-Dimensionen ist. Diese Dualitdt kann man ausnutzen, um aus
einem Vektor eine 3-Form, und damit aus einem Vektormultiplett ein 3-Form-Multiplett zu
konstruieren. Eine p-Form hat wie ihre duale Form (Z) unabhéingige Komponenten. Die Anzahl

der physikalischen Freiheitsgrade héngt noch von der Anwesenheit eines Massenterms ab.

2.6. Das lineare Multiplett

Ein reelles Multiplett L mit der zusétzlichen Randbedingung
D*L =0, D*L =0, (2.38)

heiBt lineares Multiplett. Es hat die allgemeine Form [26, 27]
L =FE+ifn—i0n + %eamesmma[nmﬂ + %9995’” 1] — %9990’” il — ieeeemE. (2.39)

In der Vektorkomponente steht hier die Feldstirke einer 2-Form BP?, wodurch explizit
beriicksichtigt ist, dass sie hier divergenzfrei sein muss. Fiir die Wirkung erhélt man den Aus-
druck

L—— /d29d29L2

1 (2.40)

768

Das lineare Multiplett tragt wie das chirale Multiplett 4 bosonische und fermionische Freiheits-

1
= = 50mEO"E — ino™ Oi) — Ojn By 0" BPY.

grade off-shell,

Bosonen: E 1 Freiheitsgrad
By, 3 Freiheitsgrade

Fermionen: 7 4 Freiheitsgrade
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und 2 on-shell. Es enthélt allerdings keine Hilfsfelder. Zwischen dem chiralen und linearen
Multiplett besteht eine Dualitét, die der physikalischen Aquivalenz eines skalaren Feldes mit

einer 2-Form korrespondiert [28].

2.7. Das komplexe lineare Multiplett

Die Randbedingung des linearen Multipletts kann auch von einem komplexen Multiplett erfiillt

werden. Dieses komplexe lineare Multiplett ¥ geniigt also den Gleichungen [18, 29|
D*Y* =0, D*Y = 0. (2.41)
Sie werden durch die Superfelder mit den Komponenten

S =f 4+ 00 + V205 + 00m + 0™ Guw,, + 0000 — %9990”‘ 05
o 1
+60000( — ~0,,w™ — ~Of ),
(gt »
SF =f* 4+ V2000 + 09 + 00m* + o™ bw;, — E999‘5—m i + 0069

+ 9059(%amwm* — %Df*),

gelost. Hier sind je 12 Freiheitsgrade fiir die bosonischen und fermionischen Komponenten

enthalten. Im Einzelnen sind das

Bosonen: f 2 Freiheitsgrade
m 2 Freiheitsgrade

w,, 8 Freiheitsgrade

Fermionen: ¢ 4 Freiheitsgrade
¢ 4 Freiheitsgrade
¥ 4 Freiheitsgrade

Die Wirkung des komplexen linearen Multipletts ist

L=-— /dQQdQQ_EE*
. . (2.43)
s m ¢ mak 1 * 1 13 S AT 3 * 1 * o m
=§f Opmw —§f8mw —|—§fo +§@/)?9+§¢19—2g00 Om® —mm™ + —w,; w™.
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Die Felder w,,, m, ¥ und ¥ sind hier Hilfsfelder und lassen sich durch ihre Bewegungsgleichun-

gen
1 1
m - __m>|< o *:Ov
w 5 f+2wm
m: m” =0, (2.44)
Y 9 =0,
9 =0,

eliminieren. Setzt man diese Gleichungen in der Wirkung (2.43) ein, findet man nach Zusam-

menfassen der Terme
L=—=0pnf0"f" —ipa™ 0. (2.45)

Diese Wirkung ist identisch mit der fiir das chirale Feld (2.26). Alternativ zum (reellen) linearen
Multiplett kann ein chirales Multiplett auch zum komplexen linearen Multiplett dualisiert wer-
den [18]. Das komplexe lineare Multiplett ist in dem Sinne nicht-minimal, da es mehr off-shell
Freiheitsgrade in Form von Hilfsfeldern besitzt. Diese konnen in nicht-renormierbaren Theorien
aber weitere Beitrdge der dynamischen Felder liefern, so dass das Multiplett im Allgemeinen

nicht mit dem chiralen dquivalent ist [30].



3. Das 3-Form-Multiplett

3.1. Definition & Feldstarke

Um ein 3-Form Feld C"? in einer supersymmetrischen Theorie zu beschreiben, muss zuerst
ein Multiplett gefunden werden, das dieses Feld enthélt. Dazu definiert man das Hodge-duale
Vektorfeld

1
Um = égmnpqcnpq> (31)
das als Teil eines Vektormultipletts (2.30) angesehen werden kann. Damit lésst sich das 3-Form-
Multiplett U analog durch [16, 15]

= 1 1 -~ 1 _
= * =B ) — 10y —00M J— M* — m npq
U=U +i0x — 10X + 1690 + 1606 +4890 0€ mnpeC
V2

V21 (V21
+000(1_6)\+§U 8mX) +660(1_6)\_§0 8mX) (3'2>
voes( Lo - lop

16 4 ’

definieren. Die Felder B, C™? und D sind hier reell. U enthélt wie das Vektormultiplett 8 fer-
mionische und 8 bosonische off-shell Freiheitsgrade, die sich wie folgt auf die Komponentenfelder

verteilen:

Bosonen: B 1 Freiheitsgrad
M 2 Freiheitsgrade

C™1 4 Freiheitsgrade

D 1 Freiheitsgrad
Fermionen:  y 4 Freiheitsgrade
A 4 Freiheitsgrade

Da sie unter Vertauschung in allen Indizes antisymmetrisch ist, hat die 3-Form C"P? 4 un-

abhéngige Komponenten, wie ihr duales Vektorfeld.

Der Unterschied des 3-Form-Multipletts zum Vektormultiplett liegt erst in der Definition der
Feldstérke. Ein Vektorfeld hat als 1-Form eine 2-Form Feldstéirke, deren duale Form wieder eine

2-Form ist. Die Feldstérke einer 3-Form ist aber eine 4-Form, die selbst zu einer 0-Form, einem
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Skalar, dual ist. Aus diesem Grund kann die zugehorige Feldstérke nicht wie beim Vektormul-
tiplett (2.34) definiert werden. Stattdessen wird das Feldstédrke-Multiplett S durch [19, 16]

S = —4DU, S* = —4D?U, (3.3)
definiert. Aus dieser Konstruktion folgt
D*S =0, D,S* =0, (3.4)

durch Vergleich mit (2.22), so dass S also ein chirales Superfeld ist. Da es hier aber aus einem

reellen Superfeld gebildet wird, erfiillt es eine zusétzliche Randbedingung [19]

_ _ 4
D?*S — D*S* = —4[D? DU = — = iCmnpg 0" C"Y. (3.5)

0=0=0 6=0=0 3
Der Imaginérteil der 9-Komponente von S ist damit der Feldstéarke von C"P? proportional und
damit kein freies Feld. Diese Feldstérke ist definiert als [31, 15]

Hmea — glmompdl — i(f)mC"pq —o"CPI 4 PO — 8q0m"p), (3.6)
mit dem dualen skalaren Feld
H= éemnqum"pq = éemnpqé?[mC”pq] = 157mpq<9m6’”1”‘1
H™P = —iem”qu.
Fiir das Feldstarke-Multiplett S erhélt man in Komponenten ausgeschrieben
S =M* +i00™00,,M* + i@&@éDM*

V20N + ——0005" O\ + 00(—D — iH),
V2 (3.8)

_ 1
S* =M —i0c™00,,M + Z«%’H@DM
V20N + —= 00008, \ + G0(—D + iH).
V2
Es enthélt nur noch je 4 bosonische und fermionische off-shell Freiheitsgrade, weil die Felder

B und y hier nicht mehr auftauchen, und die Feldstéirke H als skalares Feld nur iiber einen

Freiheitsgrad verfiigt.

3.2. Eichtransformation

Aus seiner Definition (3.3) ist erkennbar, dass S unter einer Eichtransformation [16]

U—-U-1L,

_ (3.9)
DL = D*L =0,
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mit einem linearen Multiplett L invariant bleibt, da D,DgD., = DQDBD—'Y =0.

Das lineare Multiplett (2.39) enthélt in seiner Vektorkomponente die Feldstérke einer 2-Form,
mit der das gesuchte Transformationsverhalten der 3-Form beschrieben werden kann. Die

Eichtransformation (3.9) schreibt sich in Komponentenfeldern als
_ 1 1
U—-L=B-E)+if(x—n)—ib(x—17) + 1—699M + 1—699M*
1 _
+ 1500 0emnpg (C"71 = ol pral)

v2
16

—_ 1 1
+0996(<-D — 10(B — B)).

(3.10)
+66(

Hier kénnen die Transformationsgesetze der Komponenten abgelesen werden. Sie lauten im

Einzelnen:
B—B—-F,
X =7 X—=1,
M — M,
(3.11)
e, mre _ Pl qu]’
A= A,
D — D.
Durch die spezielle Eichung
E =B,
(3.12)
=X

lassen sich die unphysikalischen Felder B und x aus U eliminieren. Diese Wahl entspricht der

Wess-Zumino Eichung beim Vektormultiplett. In dieser Eichung wird das 3-Form-Multiplett

zZu
1 1 1 . V2, o V2 1
I - * - m mpq ve ve o 313
U' =c00M + —00M" + 200 OcnnpgC"™ + S -000 + <000\ + 0099 D, (3.13)
mit
Cmri = Cmea — ple gral, (3.14)

Die Feldstéirke H bleibt unter dieser Umdefinition invariant. Da das Eichfeld BP? 3 physikalische
Freiheitsgrade besitzt, bleibt von den 4 Komponenten von C™? nur eine frei wéihlbar. So trigt
die 3-Form, wie ihre Feldstdrke H einen eichinvarianten off-shell Freiheitsgrad. Das geeichte
Multiplett U’ hat jetzt die selben Freiheitsgrade wie das Feldstiarke-Multiplett S.
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3.3. Kinetische Wirkung

Eine Wirkung, in die nur das Feldstéarke-Multiplett S eingeht ist offensichtlich immer unter
der Eichtransformation (3.9) invariant. Da S ein chirales Superfeld ist, verwenden wir dessen
Ausdruck (2.26) fiir den kinetischen Teil der Wirkung: [19]

Lo = / J9d% 55"

= =0, M 0" M* — iXe" O\ + D* + H*
= 0 M O™ M* —iXa™ O\ + H?.
Das Hilfsfeld D verschwindet durch seine Bewegungsgleichung (D = 0). Als Feldstérke ist H

kein freies Feld. Stattdessen erhélt man mit (3.7) fiir den kinetischen Term
1

= %(

Die Variation nach C"™1 liefert nun

(3.15)

2 2
H2 8’rnnpqaWLCanq)2 = _gHmnqumnpq - _gaanpqa[anpq]. (316)

4
gama[mcnpql =0 = 0,H=0. (3.17)

Damit ist H also eine Konstante und trégt hier keine Freiheitsgrade bei. Die Wirkung besitzt
2 bosonische (M, M*) und 2 fermionische (\) on-shell Freiheitsgrade.

3.4. Dualisierung der Wirkung

Eine on-shell Wirkung kann auch aus einer so genannten first-order Wirkung reproduziert
werden, indem zusétzliche Felder hinzugefiigt werden, die wie Hilfsfelder wieder durch ihre
Bewegungsgleichungen eliminiert werden kénnen [17, 28]. Hier ergibt sich jetzt aber auch die
Moglichkeit, alternativ die urspriinglichen Felder zu eliminieren. Auf diesem Weg findet man
dann eine andere on-shell Wirkung, die zur urspriinglichen dual ist. Diese bleibt physikalisch
aquivalent, da sie ohne zusétzliche Annahmen aus der gleichen first-order Wirkung hervorgeht.
Die Wirkung (3.15) kann so aus

Leirsy = / d9dY (—FF* + FS + F*S*) (3.18)

reproduziert werden [19]. Dabei ist F' ein zundchst unbeschrianktes Superfeld. In Komponen-

tenfeldern driicken wir es durch
F =f+0¢ 4+ V205 + 00m + 00n + 00 0w,,
000 + 900(C — ——0™ D) + 0000(d — *00f — Lo,
V2 o2 (3.19)
F* =f*+ 00 + V200 + 00m* + 66n* + 000w’ '

0009 + 000(C — ——5™0,.0) + 0000(d" — im F S0

V2
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aus. Durch diese zum komplexen linearen Multiplett (2.42) analoge Definition vereinfacht sich
die Form der Randbedingung, die F' spéter 16sen muss. Eliminiert man nun das Feld F' durch

Einsetzen seiner Bewegungsgleichungen,
F =5 F*=S5, (3.20)

in die Wirkung (3.18), erhélt man die Wirkung (3.15) zuriick. Um dies im Detail zu untersuchen,

schreiben wir die first-order Wirkung in Komponenten aus:
Lerst = / d9d) (—~FF* + FS + F*S*)

o1 i1 1 i
=—1F (d—ZDf—§8mw )+21/”9+ \/590(5— \/50 Onp) (3.21)
— 1mm"‘ — 1nn* + 1w* w™ + M*d — %)\C —n(D+iH) + h.c..

2 2 4" V2

Die Bewegungsgleichungen zu den Komponentenfeldern von F' lauten

o d*—%Df*Jr%@mwm*:O, b V=0,
2 Ca_ﬂwgla @ =0,
n: —n*—D—iH=0, ¢: =0, (3.22)
¢

V2p —V2XA =0,

m: m" =0,

Wy o — 10y f*+w,, =0,
d: —f"+M" =0,
mit den Losungen:
f=M, Wy = —10m M, d=0M,
m =0, n=—D+iH,
0

=Y, ©=A, ¥ =0, Co = V2i07 0, A (3.23)

o _ _ 1
= F =M+ \20\+00(—D +iH) — i06™00,,M + %9990”‘&1)\ + 1009901

Die Losung der Bewegungsgleichungen (3.22) stimmt also mit den Bewegungsgleichungen der
Superfelder (3.20) iiberein und man findet natiirlich nach Einsetzen und Zusammenfassen auch
auf diesem Weg wieder die Wirkung (3.15).

Um nun die duale Wirkung zu finden, variieren wir jetzt (3.18) nach den Feldern in U und
eliminieren diese. Durch die Definition von S in (3.3) kann die first-order Wirkung durch das
Superfeld U ausgedriickt werden. Das ist notig, da S der chiralen Randbedingung (3.4) unter-
liegt, also kein unabhéngiges Feld ist.

Lerst = / d9d0 (—FF* — AFD*U — 4F*D?U)
(3.24)
= /d29d20(—FF* — AU(D?*F + D*F™)).
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Im letzten Schritt wurde die kovariante Superraum-Ableitung durch zweimalige partielle In-
tegration verschoben. In diesem Ausdruck taucht U nur als Lagrange-Multiplikator auf. Die
Variation fithrt somit zu einer Randbedingung an das Feld F"

D?*F + D*F* = 0, (3.25)
die mit der Definitionen von F' (3.19) und der kovarianten Superraum-Ableitung (A.9) ausge-
schrieben werden kann:

D?F + D*F* = —4(n +n*) — 40C — 40 — 400d — 400d* — 4i00™00,,(n — n*) (3.26)
— 2i0005™0,,¢ — 2i0000™0,,C — 00990 (n + n*) = 0. '

Aquivalent zur Losung dieser Gleichung kénnen aus (3.21) die Bewegungsgleichungen zu den

Komponentenfeldern in U gebildet werden:

M: d" =0,
A (=0,
2
D: n+n"=0, (3.27)
1
Crpg: — éigmnpqﬁm(n —n")=0.

Die letzten beiden Gleichungen lassen fiir n nur eine beliebige imaginére Konstante zu (n = ic).

Das Superfeld F schreibt sich unter Beriicksichtigung dieser Gleichungen als:

F =f + 0% + V205 + 00m + i00c + 00" 0w, + 0000 — —=0000"0,p
| 1 V2 (3.28)

+ 999’9’(—% ™ = 0f)
Dieser Ausdruck ist die allgemeine Losung zur Randbedingung (3.25). Sie enthélt 12 bosonische
und 12 fermionische off-shell Freiheitsgrade. Das durch dieses Superfeld reprisentierte Multi-
plett unterscheidet sich vom komplexen linearen Multiplett (2.42) nur durch die frei wihlbare

Konstante ¢ [18, 30]. Es handelt sich also um ein nicht-minimales skalares Multiplett.
Fleo=Y% mit D*¥ =D =0. (3.29)

Dieser Unterschied kommt allein dadurch zustande, dass S kein allgemeines chirales Feld ist,
sondern aus dem reellen Superfeld U hervorgeht. Wére U komplex, miissten beide Summanden
der Bewegungsgleichung (3.25) fiir sich verschwinden, was der Randbedingung des komplexen

linearen Multipletts entspricht.

Die zur Wirkung des 3-Form-Multiplet

Laual = /d20d20_(—FF*)
‘ . (3.30)

vyt m 1 1 t m — 1 * 1 2 1 * m
=f (éﬁmw +4Df)—|— 21/119 5 PO Omp — gmm” — e + 1 Wmt + h.c.
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In dieser Wirkung tauchen mehr Felder auf als in der urspriinglichen Theorie, da F' keine
minimale Darstellung ist. Die Hilfsfelder lassen sich durch ihre Bewegungsgleichungen ¢ = 0,

¥ =0, m=0 und w,, = —i0,,f eliminieren, und man erhélt schlieflich:
‘Cdual = _amfamf* - ngo_mam@ — 02 (331)

Auch hier tritt ein skalares Feld und ein Spinorfeld auf. Damit hat die duale Wirkung die
gleichen dynamischen Freiheitsgrade wie (2.26). Anstelle der Feldstérke der 3-Form steht hier
allerdings eine negative Konstante (—c?), die als konstantes Potential verstanden werden kann.
Hier ist deshalb, wie immer wenn ein Potential in seinem Minimum nicht verschwindet, die
Supersymmetrie spontan gebrochen [3, 20]. Das Superfeld (3.28) erfiillt nicht die allgemeinen
Supersymmetrie-Transformationen (2.14). Explizit erkennt man, dass die Transformation des
Feldes ¢ zu einem konstanten Term fiihrt,

8oPa = 2icly + 200070, f, (3.32)

(67

der von keinem anderen Feld kompensiert wird.

Diese Konstante wiirde nur in einer Theorie mit Gravitation beobachtbare Konsequenzen vor-
hersagen. So kénnte man (3.31) als Teil der Einstein-Hilbert-Wirkung der allgemeinen Relati-

vitdtstheorie ansehen [32]. Mit einer kosmologischen Konstante A lautet diese

R —2A
SEH:/d4$V_g< 9% +£Materie>
R —2A
—/d4x\/—g< o T mf(?mf*—igoamam@—cz—l—...) (3.33)
R — 2(A + kc? e ma
:/d4x\/—g< (25 )—8mf8 fr—ipo mgp+...>.

Die Punkte stehen fiir weitere Terme, die dadurch zustande kommen, dass der metrische Tensor
hier selbst eine Funktion der Raumzeit ist. Man kann nun ablesen, dass man eine neue effektive

kosmologische Konstante
Aeffektiv =A+ "ic2 (334)

erhélt. Die zur 3-Form duale Konstante ¢ kann also positive Beitrage zur kosmologischen Kon-
stante liefern, oder ihre Existenz iiberhaupt erklaren, wenn man durch A = 0 keinen entspre-
chenden Term a priori vorsieht. Als Integrationskonstante kann aber der Wert von ¢ nicht aus
der Theorie bestimmt werden, so dass man sie als freien Parameter nur durch Vergleich mit

experimentellen Ergebnissen bestimmen kann.
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4.1. Eichinvarianz & Wirkung

Um einen Massenterm fiir die 3-Form in der Wirkung einzufiigen, wird hier der Stiickelberg-

Mechanismus benutzt [33]. Das ist notig, da ein Term der Form
/ d9dH m*U? (4.1)

die Eichinvarianz (3.9) brechen wiirde. Um das zu umgehen fiigt man ein zusétzliches lineares

Multiplett L ein. Im allgemeinen renormierbaren Fall lisst sich so der Massenterm [16]
'CMasse = /d29d29 (_m2<U - L)2 + f(U - L)) ) (42)

konstruieren.! Diese Wirkung bleibt invariant unter der gemeinsamen Eichtransformation

U—U-1L,
(4.3)

L—L-1L,
mit einem linearen Superfeld L. Das Feld L dient so zur Kompensation der Transformation
von U. Dabei treten aber durch dessen Komponentenfelder zusétzliche Freiheitsgrade auf. Diese
konnen durch die Wahl von L', also durch Fixierung der Eichfreiheit (4.3), unterschiedlich
zwischen den Feldern U und L verteilt werden. So kénnte U wie im masselosen Fall auf die Form
der speziellen Eichung (3.13) gebracht werden. Stattdessen konnen die durch den Massenterm
zusétzlich auftretenden Freiheitsgrade durch die Wahl L’ = L in U absorbiert werden, was sich
darin #uflert, dass dessen Komponenten B und y nicht mehr durch (3.12) wegtransformiert

werden konnen.

IHier wurde auch ein Fayet-Iliopoulos Term durch ¢ parametrisiert hinzugefiigt. Er erlaubt einen nicht ver-

schwindenden Vakuum-Erwartungswert fiir die unterste Komponente B.
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Mit dem kinetischen Term (3.15) erhalten wir die Wirkung

L= [d0db (SS* —mA(U — L)? + &(U — L))

=— 0, M O™ M* —ira™O,\+ D* + H?

(i o) s (2 R
+ %MM* + 23(1%13 _ EDB)
_ ﬁemnpqem%l((ﬁpq — 8[”qu])(00kl — 8[oBk”)> + 5(%[) _ EDB)
= —0,,M " M* — i ™, \ + D* + H?
—m? (ixam X — \f—gix/\ + \1/—652')25\ + 1_;8MM* + %BD — %BDB + %C;pqc’"m)
1 1
"ol e (4.4)

Hier wurde C,,, wie (3.14) umdefiniert, um die Feldstéirke der B,, zu absorbieren.? Die
Feldstéarke H bleibt dabei invariant. Durch die Bewegungsgleichung fiir D,
2
§ mp_ S (4.5)

m2
op-"pLS _ p=""p_ %
s8T1=0 = 6° 32

lasst sich auch hier dieses Hilfsfeld eliminieren. Wegen des Fayet-Iliopoulos Terms in (4.2) erhélt
das Feld B dabei einen Vakuum-Erwartungswert proportional zu &. Die Bewegungsgleichung
(4.5) in die Wirkung (4.4) eingesetzt ergibt

2 - 2 2 -
L=—0,MI"M"— v — IAT" O A — M%ixo™ O X + im%’xA — \/—_inX/\

128 16 16
m2 m4 ) m2§ 5 52 ) m2 (46)
- —0,B0"B—- —B*+-—=>B—-20B——~——+H*—-—(C,,,C"™.
2 256 + 128 2 1024 + 768 "1

Die Massenterme der durch den Stiickelberg-Mechanismus zusétzlich auftretenden Felder B

und y erhalten ihre gewohnliche Form mit den Umdefinitionen

7
X — EX7
(4.7)
2
5. Y2p
m
so dass sich die Wirkung als
2 - 2 2 -
Lo oMM — I — inom o — ixo™ ot — Y 2mor — YVmx
128 16 16 48
m2 ) mf 5 52 ) m2 ( . )
— 0,B0"B — —B B — 0B — H — —(C,,,C"1
8" " 128v/2 2/2m 1024 768 "1

2Der Strich an C’;qu wird im Folgenden weggelassen.
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schreiben léasst. Jetzt kann noch das Feld B durch

B—>B—L (4.9)

2\/§m
€

verschoben werden, um seinen Vakuum-Erwartungswert <B>= ; Tom 2 absorbieren:

? V2 V2 o

L=—0,MI"M"— v — IAT" O\ — X0 O X — ~—MXA — ~—mX
128 16 16 (4.10)
m? ,  m? :
—9,B0"B - gy e,
O B0 8" © 768

Die Spinorfelder A und y bilden hier zusammen einen massiven Dirac-Spinor. Im massiven Fall
trigt die 3-Form auch mit einem bosonischen Freiheitsgrad bei, da ihre Bewegungsgleichung
keine triviale Bedingung, wie im masselosen Fall (3.17), ausdriickt. Damit beschreibt die Wir-
kung (4.10) ein komplexes und ein reelles massives Skalarfeld (3 bosonische Freiheitsgrade),
eine massive 3-Form (1 bosonischer Freiheitsgrad) und ein massives Dirac-Feld (4 fermionische

Freiheitsgrade).

4.2. Dualisierung im massiven Fall

Um auch zum massiven Fall eine duale Wirkung zu finden, schreiben wir den kinetischen Teil
analog zum masselosen Fall (3.21) mit einem freien Superfeld F', und addieren den Massenterm
(4.2)

Lerst = /d20d2§ (-FF*+FS+F*S* —m*(U — L)> +{U — L))
= /d29d29 (—=FF* + (U — L)(—=4D’F —AD*F* + &) —m*(U — L)?)

:[—f (@ = 308 = 50mw™) + 300 + —5(( = 50" 0nd) (4.11)
1 1

1 1
——mm* — —nn* + —w w" + M*d— —=\ —n(D+iH) + h.c.}

2 2 4o 2
V2 V2. 1

2 (ixo™0,, % — L2 A + YZivN 4+ — MM*

m (ZXU X g XA T g ™XAT 15g

vipp-lpopile C"”q>+§(1D 'op)
8 2 768 "1 16 4 ’

Dieser Ansatz fiir die first-order Wirkung ist gerechtfertigt, da F' der gleichen Bewegungsglei-
chung (3.20) wie im masselosen Fall geniigt. Man kann deshalb hier ganz analog zeigen, dass

sich aus (4.11) durch Elimination von F' die bekannte Wirkung (4.4) reproduzieren lasst.

Die Variation nach U fiihrt nun zur Bewegungsgleichung

2 = 3
—L=—"A(D?F + D*F*) + —— 4.12
U m2( + )+ 55 (4.12)
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mit der man durch Einsetzen in die first-order Wirkung (4.11), die duale Wirkung
n * 4 N2 2 %\ 2 2 N2 2 % 52
Lawa = [d9dY | —FF*+ —(D*F + D*F*)* — —&(D*F + D*F*) + = (4.13)
m m 4
erhiilt.> Um den Mechanismus dieser Dualisierung im Detail zu untersuchen, kann man statt-

dessen die Bewegungsgleichungen der Komponentenfelder von U aus der first-order Wirkung
(4.11) bilden. Diese lauten

m? 128
d"— —M*" = M="—d
128 o= e
., m? 13 16 13
1 128
B: -D-010B=0 = D =8B =——0Ren,
8 m2
1 V2 8i (4.14)

A C+-—m%xy=0 =y =—

V2o 16 2’

2 16 128
X : iamm)_(—ii)\zo = A= —0"0nX

0" OmX = —/——
16 V2 * V2m?

1 m o m? 128 .
Chpg éwmnpqa (n—n") — @C’nl,q =0 = Cppg = —Wemnpqﬁ (Imn).

o™ m&,

Wieder in die Wirkung eingesetzt erhélt man direkt den Ausdruck fiir die duale Wirkung (4.13)

in Komponenten ausgeschrieben:

1 . .
Lawa == ['d = [d' + S ['Of + 500" = 3 fO,0™

1 1-- 1 1 - 64 _
0+ Y+ — —@C — 190" O — —1C0™ O, :
+ 2¢ + 21/1 + \/§QOC+ \/ﬁgoC 1o @ szCJ ¢ (4.15)
128 1 128 4
—mm* —nn* — —0,nd"n" + —w, w" + —dd* + —§DR6 n.
m? 2 m? m?

Hier taucht der Parameter ¢ in Ubereinstimmung mit (4.13) nur noch in einem Term, der gleich
einer totalen Raumzeit-Ableitung ist, auf. Diese duale Wirkung enthélt noch 16 bosonische und
16 fermionische off-shell Freiheitsgrade. Einige der Felder sind also unphysikalisch. Um sie zu

eliminieren, benutzen wir die Bewegungsgleichungen der Hilfsfelder:

m: m"=0,

v 9=0,
Vi 9=0, 1 (4.16)
Wy - —% nf +-w, =0 = w =i0,f",
. 128 . m?

3Der letzte Term leistet hier keinen Beitrag.
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und erhalten damit den Ausdruck fiir die duale Wirkung on-shell:

m? 128

Edual = - 8mfamf* - ff* - Wamnamn* —nn*

128
64 _ 1 1 -
ioo™B, B — oM, o+ 5
1p0" O mQZCJ ¢ \/5906 \/590(
, v (4.17)
__ mpe N e g pamnt — D
i fO™ f 128ff 0 198
o - V2m Vem -
— 190" O — 1C0™" 0 C — ?SDC - 1—6<PC

Die Massenterme erhalten im letzten Schritt ihre iibliche Form durch Umdefinieren der Felder

fmn Die duale Wirkung enthélt also zwei komplexe massive Skalarfelder

(——%Cundn —
(4 bosonische Freiheitsgrade). ¢ und ¢ bilden einen massiven Dirac-Spinor (4 fermionische
Freiheitsgrade). Anstelle der 3-Form tritt hier ein weiteres skalares Feld n auf, so dass die
Gesamtzahl der Freiheitsgrade wie gefordert gleich bleibt. Im massiven Fall ist die 3-Form also

nicht mehr dual zu einer Konstante.

4.3. Mehrere 3-Form-Multipletts

Wir verallgemeinern hier die Wirkung (4.4) auf N3 3-Form-Multipletts U;, mit a=1,..,N3. Dazu

wird eine Massenmatrix mg; = mj, eingefiihrt, so dass man die Wirkung

_ /d29d29 (555 — m2(Us — La) Uy — L) + &(Us — La))
= — 0 Mz O™ M} — iXa0™Ona + DaDy + HzHj
- ng <3Xa0 mXp EZXa)\g + 1—6@Xa)\5 + g MaM; (4.18)
1 1

128
1
. . 5 = npq
+ 5BaD; — 5 BaOB; + =2 Can )

1 1
al—=D; — -0B;
+&alqgha = 305)
erhélt. Zuerst wird wieder das Hilfsfeld D durch seine Bewegungsgleichung
1 1 1 1
2Dz — —m%: B + —& =0 = D; = —m?*B; — —& 4.19
8mab b+ 166 16mab b 325 ( )

eliminiert. Man findet so die on-shell Wirkung

L=— amMa 8mMg - Z./\agmam;\a + H~H~

o - V2, V2 1 .1 1 .
_m?ﬂ;(zxda mX5—1—62X&/\~—|— " zxa)\ MM — —BaDngL%Canququ)

B
1
— —m%m2,B;B; .0B;. 4.2
756" ai e +256 Ml — Joapéads — 5“ a (4.20)

1024
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Wenn man voraussetzt, dass die Massenmatrix invertierbar ist, ldsst sich analog zum masselosen

Fall ((4.7) & (4.9)) durch die Umdefinitionen

B; — V2m_ By — -m_2&, @)

Xa — ngi) X5»
die Wirkung (4.20) auch als

1 1
L= — "Mz 0y M; — —=m*MaM? — 0™ B30, Ba — —=m BaB;
Tl 125"

VBN )

— iXa0"OmAa — iXa0 " OmXa — 1—6ma5><a)\5 — 1—6ma5Xa/\g

1 n
-+ HaHa — ﬁm C’anqu’ Pa

schreiben. Die Massenmatrix ldsst sich, da sie symmetrisch ist, immer als 1 = AmA~!, mit
Mz = 0.;Maa, diagonalisieren, so dass der Massenterm durch eine Umdefinition der Felder

U — Uz = A.;U; auf die Masseneigenzustidnde ausgedriickt werden kann:

m?;(Us — La) (U — Ly)
= Az 2 AUz — Le)(Ug — Ly)
=2 Aaes(Us — Le) A3(Uz — Ly)
:még(Ua — La)(U; — Ly).

(4.23)

Ohne die Anwesenheit von Wechselwirkungstermen entkoppeln so die Eigenzustéinde zu den ver-
schiedenen Massen 1m5;. Die Dualisierung der Wirkung (4.18) kann durch einen vollig analogen

Ansatz wie in (4.11) erfolgen. Es sind dabei keine zusétzlichen Komplikationen zu erwarten.



5. Nicht-renormierbare Wirkung

Die bisher untersuchte Theorie soll nicht als fundamentale Beschreibung verstanden werden.
Stattdessen kann sie als effektive Theorie angesehen werden, die ein Grenzfall einer renormier-
baren Theorie fiir kleine Energien darstellt. Das heifit, dass es einen kritischen Wert fiir die
Energie gibt, iiber den hinaus keine Aussagen mehr abgeleitet werden kénnen. Solche effektive
Theorien miissen selbst nicht mehr renormierbar sein. Es diirfen also beliebige reelle Funktionen

der Superfelder in der Wirkung vorkommen:
L= /d29d20 (K(S@, S2) + Z(U; — Ld)). (5.1)

Um zunéchst den kinetischen Term genauer zu untersuchen, bendtigt man die Theta-
Entwicklung der Funktion K(Sz,Si). Wir beschrénken dafiir die Betrachtung vereinfachend
auf ausschliellich bosonische Felder. Damit wird das in (3.8) definierte Feldstérke-Multiplett
zu

_ 1
Sa = M; +i00™00,,M; + 709900M; + 00(~ Dy — iHy),

’ 5.2)
) - . (
Sy = My = i00™ 00 M; + ;00000IM; + 00(~Ds + iHy)

a

Wie in Anhang B beschrieben, kann eine #-Integration als Ableitung ausgeschrieben werden.

Hier findet man so analog zu (B.4):!

/ 0% K (S, 57)
(5.3)
=Ky (= 0" M0, My + DyDy + HiHy ).

Hier taucht die Metrik einer Kéhler-Geometrie K., mit Kahler-Potential K, auf [20, 34, 35].

Die Wirkung (5.3) ist damit invariant unter der Kéhler-Transformation
K(S,8") — K(S,5") + P(S) + P*(57), (5.4)

mit einer beliebigen holomorphen Funktion P. Funktionen von chiralen Feldern haben diese

Invarianz, da die hochste Komponente von P(S) eine totale Raumzeit-Ableitung ist.

'Die Indizes @, etc. an K bezeichnen Ableitungen nach S; bzw. deren unterste Komponente M7, und Kz die

Ableitung nach SZ bzw. Mj. Sie sind Funktionen von Mz und M zu verstehen.
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Die Superraum-Integration der Funktion Z(U; — L;) ergibt durch Vergleich mit (B.2)

/d20d29 Z(Uz — La)

1 [ o

_ . —(U- — L-
* e gp U~ L)
o 0 o 0 % &
Zi (2 (Us — L L)+ o (Us — L L

* ab( o6 95 U~ La) gg- 5, Ui~ 1o) + g Ua = La) 55 (Ui = )>LM
IS L N S UV R

~Z: (35 Da 4|]Ba> S Zas (g Maddi + == Ci™ Gy, ). (5.5)

Die Ableitungen von Z sind jetzt Funktionen von Bj;, der untersten Komponente von U — L;.
Damit ist jetzt die Wirkung (5.1) durch

£ =Ky (= 0" M0, M; + DyDy + HyH; )

+7Z (1D 1DB> Lz (1MM L omic ) >0
“\16 47 g7 (187 768 brpa
in Komponentenfeldern gegeben. Mit der Bewegungsgleichung der Hilfsfelder
R
D (5.7)
erhélt man schliellich die Wirkung on-shell:
£ =K (= 0" M0, M, + H~H~>
1 1 1 1
=y ( MM + o ) — ~Z:0By - —— 7K 17,
2 @ \128 768 P 4 1024 (5.8)
—Kye (= 0" M0, M, + HiHy
iz, ( L9 Bad By + — MM+ Cmic, ) L s Kk7
PN RIS DT 768 ¢ Thwa) 10247 et

Im zweiten Schritt wurde partiell integriert. Der letzte Term stellt hier ein Potential dar. Es
kann je nach Wahl der Funktionen K und Z dazu fiithren, dass die Felder B und M einen
Vakuum-Erwartungswert erhalten. Aulerdem koénnen die Komponentenfelder unterschiedliche
Massen erhalten. Dabei muss die Supersymmetrie in spontan gebrochener Form vorliegen. Das

ist genau dann der Fall, wenn das Minimum des Potentials nicht verschwindet [20, 3].

5.1. Dualisierung im nicht-renormierbaren Fall

Auch den nicht-renormierbaren Fall wollen wir nun dualisieren. Dazu betrachten wir die Wir-

kung (5.1) zuerst im freien und masselosen Fall (Z = 0), mit nur einem 3-Form-Multiplett:

- /d29d29 K(S,S*) = K- (M*, M) ( — 8, MO™M* + D + HQ). (5.9)
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Durch Verallgemeinerung auf eine beliebige Funktion K (F, F'*) eines unbeschriankten Superfel-

des, in Analogie zum renormierbaren Fall (3.18), findet man hier die first-order Wirkung:

Lerst = /d20d2§ ( — K(F,F*)+ FS + FS) (5.10)
Die Variation nach F' liefert jetzt
oK oK
- Z g 5.11
5 =5 =5 (5.11)

Setzt man fiir S und S* entsprechend diese Ableitungen von K ein, lisst sich die Wirkung
(5.10) durch die Legendre-Transformierte
. oK 0K

K(S,S") _Fé?_F+F oF

— K(F,F*) = FS+ F*S* — K(F, F*) (5.12)

von K ausdriicken, vorausgesetzt, die Beziehung (5.11) lasst sich umkehren und F' und F*
als Funktionen von S und S* schreiben. Durch entsprechende Wahl von K reproduziert sich
somit die Wirkung (5.9). Die Eigenschaften der Legendre-Transformation werden im Anhang
C diskutiert.

Obwohl der Mechanismus in Superfeldern bekannt ist [18], ist weniger klar, wie sich die
Legendre-Transformation auf Ebene der Komponentenfelder gestaltet. Es soll daher im Ein-
zelnen gezeigt werden, wie man hier die urspriingliche Wirkung (5.9) reproduzieren kann. Wir
schreiben also (5.10), mit Zuriickgreifen auf den Ausdruck (B.1), in Komponenten aus (fir

weitere Details sieche Anhang B):

A 1 ‘ A 1 .
Lo =~ Ky (d- 0f - %amwm) — Ky (d - 708+ %amwm*)
A 1 - 1
— Kff < — Zwmwm + mn) — Kf*f* < — Z—lw;wm* + m*n*) (5 13)
. 1 '
— Ky ( - éwmwm* +mm* + nn*)

+ M*d+ Md* —n(D +iH) — n*(D — iH)

Wir bilden nun die Bewegungsgleichungen der Felder aus F', um diese spéter eliminieren zu
konnen. Sie lauten
d: K f— M = 5
1 1

1 A A N
Wy o =0 Ko — =Kspwy,, — =Krpw,, =0,
9 ! 9 Ir 9 Ir (5‘14)

m . Kffn+Kff*m*:0,
n: Kffm—l—f(ff*n*—l—D—kiH:O.
Die erste Gleichung ist die Projektion von (5.11) auf die unterste Komponente. Hier vermittelt

also eine Legendre-Transformation zwischen den Feldern f und M* beziehungsweise f* und M.
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Durch deren Eigenschaften (siehe Anhang C) konnen f, f* und die Ableitungen der Funktion
K (f, f*) durch M, M* und K(M*, M) ausgedriickt werden. Wir erhalten somit die folgenden

Identitaten:

f:KM*a
[ = Ku,
K;= M,
kf* = M,
P K (5.15)
T K Knrnrs — Koy
3 — K
B = Rt — Kinngs”
M M X M+ M * MM*
A KM*M*
Kf*f*

Kum Ky — K3

Zusammen mit den Bewegungsgleichungen (5.14) schreiben sich die Komponentenfelder von F’

als

Wy = — zKMM*ﬁmM + ZKM*M*gmM*7

(5.16)
m'=— KMM(D — ZH),
n=-— KMM*(D — ZH),
n* = — Ky (D + iH).

Tatséchlich lassen sich diese Gleichungen auch gewinnen, indem man (5.11) zu
0K 0K
F=— Ff=— 5.17
08’ 0S*’ (5.17)

umkehrt. Wieder die Wirkung eingesetzt und den ersten Term durch partielle Integration um-
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geschrieben erhélt man zunéchst

1 .
£ = 8mM*(18mKM* - %(ZKMM*amM - ZKM*M*amM*))
.

1
+ amM(Za’”KM +3

1
Ky Ky — K2y

|
: (—KMM(iKMM*ﬁmM i ppen- O M) K g M — 0K pge e ™M)

(iKpm0™ M — iK™ M¥))

_|_

4

1 : : (s m . m (5.18)
+L—1KM*M*(ZKMM8MM—7,KMM*8mM )(zKMMé? M—zKMM*ﬁ M)

1

— K Koma Kapeng- (D + iHY(D — iH) + K23, (D + iH)(D — iH))
+ 2Ky (D + iH)(D — iH)
— K (M*, M) ( — 9, MO M* + D? + H2>,

woraus sich im letzten Schritt schlielich durch Zusammenfassen (5.9) ergibt. Bemerkenswert ist
an dieser Stelle, dass die zweiten Ableitungen Ky und K+« vollstandig wegfallen und nur
ein globaler Faktor K/« stehen bleibt. Erst jetzt erhélt die Wirkung also die Form einer Kéhler
Geometrie, und ist damit invariant unter der Kéhler-Transformation (5.4). Die Transformierte
K'(S,5%) = K(S,5*) + P(S) + P*(S*) mit frei wihlbarer Funktion P fithrt immer zuriick
zur Wirkung (5.9). Es ist zu erwarten, dass diese Invarianz eine Entsprechung fiir die duale
Wirkung hat, da die Legendre-Transformation (5.12) von K’ selbst von P abhédngen wiirde,

was keiner physikalischen Freiheit entsprechen kann.

Wir berechnen jetzt die duale Wirkung zum nicht-renormierbaren Fall. Zuerst muss S wieder

durch das freie Feld U ausgedriickt werden, so dass man aus (5.10) durch partielle Integration
Lerst = /d26d20_ ( — K(F,F*) — AU (D*F + D2F*)> (5.19)

erhélt. Die Bewegungsgleichung liefert hier die gleiche Randbedingung an F', wie im renormier-
baren Fall (D?F + D*F* = 0, siche (3.25)), wie man auch leicht durch Bilden der Bewegungs-
gleichungen zu den Komponenten von S, analog zum renormierbaren Fall, aus (5.13) sehen

kann. Die duale Wirkung lautet damit
Lawal = — /d29d2§f<(F, F). (5.20)

Da F kein chirales Feld ist, ist hier die Entwicklung in Komponentenfelder komplizierter. Unter
Beriicksichtigung der Randbedingung und Vernachléssigung der Fermion-Felder schreibt sich
F als

__ _ | ]
F = [ +09m + iffc + 60" 6w, + 0090(~ 0 — %8mwm). (5.21)
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Aus (5.13) erhalten wir damit

Laual = — / d9d¥ K (F, F*)

= - Ky (- in—% ™) — K. (- in*Jr%@mwm*)

— f(ff ( - iwmwm + icm) — Kf*f* ( — iwmw - icm*)

— K- < - %wmwm* +mm* + 02> (5.22)
= — Ky < O fO™ f + 8mfwm — %wmwm —|—z'cm)

— Ko <Za’” From %am Fragm iw;wm* - icm*)

— Ky (%am for e+ %am frum — % o f™ — %wmwm* o 4 ).

Hier wurden die Terme mit ersten Ableitungen von K partiell integriert. Die Felder m und w,,
haben rein algebraische Bewegungsgleichungen und lassen sich somit eliminieren. Die Gleichun-

gen lauten:
m . Kffic+Kff m* = O,

wm Ky ( O f — wm> + Ky (famf* - lw;;) —0,

2
= m:Mic, m*:—{(ffic,
Kyp Kyp (5.23)
S (Kffo*f*+Kff*) O f + 2K ppe K pope O f* |
K3 — Ky Ky pe
o — (Kffo f*+Kff*) O S + 2K Ky e Onf
" K2, — KppKypope

Nach Einsetzen der Losungen in (5.22) erhédlt man die on-shell Wirkung:

— K o )
R R (K“Kf*f*@mf O = 2) Ky (0, 0"+ )
K% — Ky Ky
< < m 2 2 x OM L [A()%fk]%*f* 2
e
— K

_ L (RygOf + RypeOnf*) (Kpeg- 0" f* o+ Ky 0" f)
Kfp — KppKpepe

K}y = KKy
Kyy-

2

~ ~ R’Z *_K [A(* *
= - O K O K — A I 2 (5.24)

2
Kipo — KppKype g Ky
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Obwohl das Superfeld F' nicht chiral ist, lasst sich diese duale Wirkung durch eine Kéhler-
Metrik

~

* K«
G(f.f) =

(5.25)

darstellen, indem Terme zu totalen Ableitungen von K ¢ und K ¢+ zusammengefasst werden.
Diese Funktionen sind hier also als die natiirlichen Variablen der Metrik G anzusehen. Die

Integrabilitdtsbedingung einer Kéhler-Metrik ist hier im eindimensionalen Fall trivial.

Wie erwartet taucht auch im nicht-renormierbaren Fall eine Konstante ¢? in der dualen Wirkung
auf. Sie wird hier aber mit einem Faktor G~! multipliziert, der selbst eine Funktion der Felder
ist. Je nach der Form dieser Funktion erhélt man wie in (3.33) auch hier einen Term, der sich als
kosmologische Konstante auswirkt. Interessant ist hierbei, dass eine Entwicklung dieses Terms
um K ¢ und K 7+ zu einem Massenterm und Kopplungstermen fiir diese Felder fithren kann, der
ebenfalls proportional zu ¢? ist. Das Verhiltnis aus Masse und kosmologischer Konstante hingt

damit nur noch von der Funktion K ab.

5.2. Dualisierung mit mehreren 3-Form-Multipletts

Die Verallgemeinerung der freien Wirkung (5.9) auf N3 Feldstarke-Multipletts Sz, mit a =
1,.., N3, lautet

L= / A0 K (S, S2) = K. (M*, M) ( — 0, MO M; + DaD; + HaHI;) (5.26)

Die Felder M} und M; konnen hier als Koordinaten einer Kéhler-Geometrie mit der Metrik
K. (M*, M) verstanden werden [20, 34]. Aufgrund der zusétzlichen Hilfsfelder, die in der
dualen Wirkung auftreten, ist nicht unmittelbar klar, wie diese on-shell aussieht. Insbesondere
soll hier untersucht werden, welche Metrik dort auftritt. Die first-order Wirkung wird in diesem
Fall zu

Lirst = /d20d20_ ( — K(Fy, FY) + F3S: + ngg), (5.27)

verallgemeinert und nimmt also die Form einer Legendre-Transformation in N3 Dimensionen
an. Die Rechnung lauft bis zur dualen Wirkung (5.22) vor Eliminierung der Hilfsfelder vollig
analog. Jedes der Superfelder F; muss hier die bekannte Randbedingung (3.25) erfiillen. So
erhalten wir die duale Wirkung off-shell, wobei jetzt alle Felder und Ableitungen nach den



40 5.2 Dualisierung mit mehreren 3-Form-Multipletts

Feldern Indizes erhalten:

‘Cdual = - /dQQdQGR(FaaFg)

1 m o
— T WamW; + €M,

. 1 i
= — Ky (Zamféamfg + —3mfaw1”

— Kgeje (;lé’mfé‘é’mff - mf* A szmwl%”* - icamg)
K&b* <§amfda fg + §am Ew& — éamfawg 2wamw —|—mam -+ Cacb)
Die Bewegungsgleichung fiir m; ergibt
8£dual S . ° %
om- —Kapicy — Kagemj =
= mg = _K;gif(l;*&*icﬁv (529)
my = —[A(};%Ki)éng.

Hier wurde vorausgesetzt, dass f(&g* invertierbar ist. Diese und die folgenden Gleichungen
konnen sonst auch gelost werden, wenn stattdessen K a5 und K a++ invertierbar sind. Mit der

Losung (5.29) fiir m; eingesetzt, lasst sich die Wirkung (5.28) als

1~ . m . L. m £k . xm * .k
»Cdual = — ZKELE (amfa + 1wy )(&nf;, + ngm) — ZKa B (8 fa — Wy )(8mf5 — ngm)
—; aie (07 fa+ iwl) (O f; — iw; )—i—Kb*w w; (5.30)
+ (K&(}Ké_gikj*g* - K&B*)C&Ci)’

schreiben. Hier wurden die Terme zusammengefasst, um leichter zu zeigen, dass auch diese
duale Wirkung durch eine komplexe Geometrie ausgedriickt werden kann. Wir betrachten jetzt

die Bewegungsgleichungen von wg,,. Sie lauten

OL qua i~
8wd~ 1 — —EK&B ( mfb + Zwbm) 2 fii)* ( mfb ) + K b*w = O’
o ' 5.31)
OLaua ) | ) (
awdf 1 _ %Kd*g* ( mfb - 2w~ ) +% & (3mf5 + Zwl;m) + K . w;,, = 0.

Durch diese Gleichungen kann natiirlich eine explizite Losung fiir wg,, durch f; und fZ bestimmt

werden. Es erweist sich aber als niitzlich, das Feld zunéchst durch die Abkiirzungen

] ‘
de =5 mf& + Ewﬁmu

: . (5.32)
Lty =500 f; — S0

_éma 9 am
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auszudriicken, und in die Wirkung (5.30) zu substituieren. Man erhélt

Wam = _Z(amffz + iwdm + kf;g}vké*f)* (amfg - 'le( ))

2 bm
= —i(Zam + Kt Ko 72 ),
zugnq = 5'(6hnfg —-iiUan-% }{g;él{ég (éhnj% %_ilung)>
- i(ézgnz_% l%g;%}%éBQZBWl).
Setzt man diese Gleichungen nun in (5.30) ein, vereinfacht sich der Ausdruck zu
Laual = (Kdékgcjikd'*l;* — K&I;*) (Zg”Zg‘m + C@Cg). (534)

Hier tritt also schon eine komplexe Struktur mit einer Metrik g;;. auf. Diese berechnet sich
aus den zweiten Ableitungen der Funktion K, also den Elementen ihrer Hesse-Matrix. Als

Blockmatrix kann sie als

Hess K = | . @ (5.35)
Kape Ko

geschrieben werden. Fiir die folgenden Schritten ist es zweckméfig, die folgenden Matrizen zu

definieren:

A~

P
Najy = 053 Kaa*Ke*d*Kcz*éKéba
S e
Nyge = 05 — Kt K gK 2 K .

a

(5.36)

Wir gehen hier von der Invertierbarkeit von N und N aus. Damit kann die Metrik in der

Wirkung (5.34) durch
= —Kae (05 — KGR 7K 5 K g ) (5.37)
- _Kdé* Né*g*

ausgedriickt werden.

Da die Wirkung (5.34) aber durch die Z;,, immer noch von den Hilfsfeldern abhéngt, l6sen wir

jetzt die Bewegungsgleichungen (5.31) explizit nach wz, und w, und erhalten

Wam = —20N VK K G O f5 — 12N = 055) 0 [,

* cAaT—1 o —1 iy . 1 % (538)
Wa = 20N 3 K K g0 g+ 12N, — 053 ) Om [
In die Definition (5.32) eingesetzt findet man
Zim = N7 K100 Ko,
ab = be (5.39)

éggnz = ]§747¥ }%i;éé)ﬂnj%éa

a*b*
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so dass man schlieBlich fiir die duale Wirkung (5.34) den Ausdruck
Laval = G35 (ZmZ* + cacb)
= K. N G N:f* GmK O K5 + ga- Cac; (5.40)
=G O,y K O™ KB + i CaCy
erhilt.? Hier treten wie im eindimensionalen Fall (5.24) die Funktionen K& und k&* als die

natiirlichen Variablen der Metrik G.; auf. Durch die zweiten Ableitungen von K ausgedriickt

lautet sie
Gy =KiiN gz N*f*K L
11 CN-L L
= K N K . N e]\f*f*Kf*b
S KE;}EN% (5.41)
— (NpeKaa)™!
o—1 12 1 -
=(K ! Ko g KK 5K g — K1)
Damit haben wir hier also eine komplexe Geometrie mit der Metrik G,.; gefunden. Die zur

1

3-Form duale Konstante c¢; taucht in der dualen Wirkung mit einem Faktor g ;. auf. Die Ent-
wicklung um das Minimum dieser Funktion fiihrt wieder zu einer effektiven kosmologischen
Konstante, sowie zu einem Massenterm der Felder K. Eine interessante weiterfiihrende Fra-
ge wire nun, ob G.; eine Kéhler-Metrik darstellt. Dazu miisste festgestellt werden, ob die

Integrabilitdtsbedingungen [20]

. o (5.42)
S a*b ZTGE*b,
ﬁKg* 8K[l*

erfiillt sind.

5.3. Dualisierung im Spezialfall reeller Felder

Ein wichtiger Spezialfall fiir das Kahler-Potential ist K (Sz, Si) = K(Sz + S%). Hier gehen also
nur die Realteile der Superfelder S; ein. Das fiihrt dazu, dass einige der in den vorigen Betrach-
tungen definierten Matrizen singuldr werden, und daher auf diesem Weg keine duale Wirkung
gefunden werden kann. Um das zu beheben stellen wir fest, dass hier fiir die Ableitungen von
K (5 +53)
0K 0K
9S;  0S:

(5.43)

2Fiir den Fall eines komplexen linearen Multipletts, also mit ¢; = 0, wird in Referenz [29] ein abweichendes

Ergebnis angegeben.
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gilt, und somit die Variablen der Legendre-Transformierten von K

g 0K 0K
95a 053 (5.44)
= F;= Fg,

erfiillen miissen. Wir modifizieren daher den Ansatz (5.10) entsprechend, so dass nun die freien

Felder Fj reell, also Vektormultipletts, sind. Damit erhalten wir

Lot = / 009 ( — K(Fy) + Fa(S: + 53) (5.45)
mit den Feldern
Fi= fi+ 60ms + 80+ 60" i, + 0690 (d — 10f3). (5.46)
Man findet nach Variation der Wirkung (5.45) nach Fj; die gesuchte Wirkung
L= [d¥dH K(S;+ S2), (5.47)
die sich wieder als Legendre-Transformation
K(S:+53) = Fag—g — K(Fa) rasats0), (5.48)

analog dem bisherigen Vorgehen ergibt. Zum andern ergibt sich durch Ausdriicken von S; und
S% durch U;

Lrsy = / d0d9 ( — K(F;) — 4U; (D*F; + D%)), (5.49)
und Variation nach diesen Feldern hier die Randbedingung
D?F; + D*F,; = 0. (5.50)

Ahnlich wie beim linearen Multiplett (2.39) taucht hier die Feldstirke einer 2-Form auf. Zuerst

betrachten wir aber wieder die Wirkung (5.45) in Komponenten:

- 1. 1~ R
£ﬁrst = — K&da + ZK&DJC& + ZKle;ngw?)m — Kal;mam;;

. (5.51)
=+ ma<—Da + iH&) —+ mZ(—D& — iH@) + %wg‘c?m(Ma — Mg) + d&(M& + Mg)

Die Reproduktion von (5.47) ist hier wesentlich einfacher als im allgemeinen Fall. Mit den
Bewegungsgleichungen
d&l —IA(&—{—M&—FME:ZO,
m 1. m i m *
Wy §Ka5wl~) "‘58 (Md_Ma) :O,
m __ ofp—1am -
= wp' =2K_0"(Im M), (5.52)
mg - —Kagmg—Dd+in:0,
ms —f(d,;mg—D@—iHazo,

= Mg :K;;(—Dg—in,
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und den bekannten Relationen der Legendre-Transformation (siche Anhang C) ergibt sich aus
(5.51) bereits

1. N .
L= KaOfs - K21 O™ (Im Ma)d(Im My) + K' (DaDy + HaH;)
= — K; 0™ (Re Mz)0p(Re My) — K= 0™ (Im M;)0,(Im My) + K' (DaDy + Hy Hy)
—Kp(Ma + M;) (= 0" MadM; + DDy + Hal;). (5.53)

Mit dieser Bestdtigung des Ansatzes konnen wir jetzt aus (5.51) die duale Wirkung berechnen.

Die Bewegungsgleichungen der Felder des 3-Form-Multipletts lauten
Ma . - %ﬂmwam + da == 0,
Mo+ %amwam +di =0,

= da = O, 8mwam = O,

(5.54)
Dz: —mg—m;=0,
1 m *
C&npq L ggmnpqa (mfb - m&)a

= meg = iCa,

womit die Losung der Randbedingung (5.50) in Komponenten gegeben ist. Die Felder Fj

schreibt sich damit als
. _ 1
F; = f; + 00ic; — 00ic; + Hameemnpqé?”ng — Z@H@HDfa, (5.55)

wobel die Bedingung 0™ wg, = 0 durch den Ansatz wam, = Emnp0" Bt gelost wurde. Diese
Losung setzen wir nun wieder in die first-order Wirkung (5.51) ein und erhalten die duale
Wirkung zu (5.47) bzw. (5.53) als

Lawal = — / d¥d% K (F;)

1 1. .

:ZK&Dfa + ZlKaggmnpqantqngklaoBBkl — K&ECaCE (556)
~ 1 3

=K ( - Zamfdamf[; — 53[”B§q]8n35pq — c&cl;)

Anstelle der erwarteten 2/N3 bosonischen Freiheitsgrade in Form von N3 komplexen skalaren
Feldern tauchen hier stattdessen die reellen skalaren Felder f; auf. Die iibrigen N3 Freiheitsgrade
werden durch die ebenfalls reellen Tensorfelder BE? bereitgestellt. Je nach Form der Funktion
K (f;) tritt auch hier analog zu (3.34) eine kosmologische Konstante A = kK.;(< fa>)cac;

auf.

Aufgrund der Invarianz von K unter Kéahler-Transformationen (5.4), ist es moglich, dass

sich eine Wirkung alternativ wie hier beschrieben durch reelle Felder dualisieren lésst. So
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kann beispielsweise der renormierbare kinetische Term K (Sz, Si) = SzS5; durch eine Kéhler-
Transformation
K(S&, S;) — K(S@, Sg) + P(S&) + P*(Sg),
1 1 1 p (5.57)
S@S;: — S@S;: + 55&5& + 55282 = 5(5@ ‘I’ S;) y
auch durch den Realteil des Superfeldes S ausgedriickt werden. Der Term kann damit wahlweise

durch (5.40) oder (5.56) dualisiert werden.



6. Kopplung an chirale Felder

6.1. Renormierbare Kopplung

Wir wollen in diesem Kapitel die Kopplung des 3-Form-Multipletts an N, zusétzliche chira-
le Superfelder ®;, mit ¢ = 1,.., N., untersuchen. Dazu wird der massiven Wirkung (4.4) ein
Wechselwirkungsterm und ein kinetischer Term fiir die chiralen Felder hinzugefiigt. Man erhalt

[19]
L= /d26d29_ (Ss* 4 ®,0F — mA(U — L) + (U — L)) + /d29 SF(®,) + /dQQ_S*f*(CDj). (6.1)

Diese Wirkung bleibt renormierbar, wenn die Funktion f(®;) hochstens quadratisch ist. Die-
se Beschrankung lassen wir hier aber aufler Acht, um spéter leichter auf nicht-renormierbare

Wirkungen verallgemeinern zu kénnen.

Die chiralen Felder haben nach (2.23) die allgemeine Form

000, V,0™0 + 00F.,

_ 1 __
O, =A; +i00™00,,A; + ~000001A; + /20U, —
4 V2 (6.2)

mit ¢ =1, .., N,.

Durch die Kettenregel der Ableitung kann die Funktion f(®;) nach 6 entwickelt werden:

e 0f(®,) 0, 10D, 09,00,  0f(D) 0D,
1 (i) =0 =1 (%) 0=0 9( 0d; 00 >’970 + 199<8(I>i8(13j 00 00 + 0P, 002 )‘9:0
= F(A) + V0T (A + 06 % Fiy(A)U, + Fi(A)F). (6.3)

Damit kann der Wechselwirkungsterm in (6.1) jetzt ausgeschrieben werden, indem die 6-

Integration nach (A.10) durch eine Superraum-Ableitung ausgedriickt wird:

Lo —/d20 SF(®,) + /dQGS*f*(cb;f‘)
1/ 5 o 2
-5 <D S F(®;) +2DS Dof(®;) + S D2F(®;) + h.c.) ‘H:O (6.4)

=— f(A) (D+iH) + fi(A;) (M*F, — \V;) — %fij(Ai) W, W M* + h.c.
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Mit Zuriickgreifen auf den Ausdruck (4.4) lautet also die gesamte Wirkung (6.1) ausgeschrie-
ben:

L=—0,MI"M*— i ™0+ D* + H?

V2 V2. - 1 1 1 1
2( . _ R . *
_ mg v — YA+ Y2ivN+ — MM* + ~BD — ~BOB + —C, C’"pq>
m(”” X g XA T ™At 15¢ *3 2 * 768w
1 1
~D_-0OB
+&(5gD — 3058)

[ FA) (D) + F(A) (MF, — X — 2y (4) W, M+ hee . (6.5)

Zuerst werden die Hilfsfelder durch ihre Bewegungsgleichungen

2
D : 2D—m—B+£—f(Ai)—f*(A;‘):O
8 16
m? 13
= D = 1_6B — @ + Re f(AZ), (66)
= Fi=—f/(A)M,
eliminiert. In (6.5) eingesetzt erhélt man:
L=—0,MO"M* —i\o™Op\+ H*> — 0,,A; O™ A7 —iV;0™0,,V;
V2 V2 o1 1
= m2 (X0 DX — XA+ XA+ —= MM 4 ——ClpgC™
m (W’ X7 9 XAT 75X 108 763 O >
RO renp o Mg g ™ g g FAD) + S Re f(A) 6.7
- - — oz b — b Re i)+ —= i :
2 4 256 256 8 16 (6.7)
2
— F(A) (A *_ )2 — 5_

Die Felder B und y miissen analog zum kopplungsfreien Fall (4.7) umdefiniert werden, damit
die Massenterme ihre gewohnliche Gestalt erhalten, und um den Parameter ¢ wie (4.9) in die

Definition von B zu absorbieren. Wir ersetzen also

B — QB — %,
m 2m (6.8)

7
X7 =X
m



48 6.2 Nicht-renormierbare Kopplung

und erhalten somit die on-shell Wirkung

= — A 0" AL — (Re f(A))? = i0™0,, T,

=l

A

. m N . m _ \/§ \/§ — * *
— A" O A — ixo" O X — <1_6mX + fi(Ai)\I’i>>\ — <1_6mX + fi (A7)
2
m

— OuM "M — (o0 + HA) (A MAT"

1 * 1 * EASTERT
- §fij(Ai)‘If¢‘1/jM = éfij(Ai)\I/i\Iij

m? \/§m
-0, BO"B— —B>—-X—_B A;
On B0 128 g B Re f(4)

CrpgC™ + H Im f(A;)

(6.9)

mQ

H? —
+ 768

Die Funktion f(A;) bestimmt hier iiber die erlaubten Wechselwirkungsprozesse. Sie kann auch

Massen
m? =T (Re F(A))" Larm
?AiaAi (6.10)
=S 1) 0)

fiir die Felder A; erzeugen und die Masse von M erhohen. Auflerdem sind die Vakuum-

Erwartungswerte von A;, B und C"? von der Wahl von f abhéingig.

6.2. Nicht-renormierbare Kopplung

Die Verallgemeinerung der Wirkung (6.1) auf nicht-renormierbare Kopplungsterme erfolgt jetzt,
indem die Konstanten m? und ¢ durch frei wihlbare Funktionen der Felder ®; und ®} ersetzt
werden. Es werden auflerdem mehrere 3-Form-Multipletts, und nicht-renormierbare kinetische

Terme zugelassen. Wir beginnen also mit dem Ansatz

L= /d29d20 (K(Sa, Sz, ®;, %) — m (;, D7) <U& - L&) (U,; - Lg) + (P, D) (U@ - L&>)
+ /dQGW(Sa) £(@) + /d?éW*(S;;) @), (6.11)
a,b=1,.,N;; 4,5 =1,..,N..

Dabei beschrinken wir die Betrachtung auf die bosonischen Felder. Der kinetische Term
K(Sa, S;, ®;, ®}.) kann wie (B.4) als Funktion von (N3 + N.) chiralen Feldern ausgeschrie-

ben werden. Die iibrigen Funktionen schreiben sich in Komponenten nach (B.5) aus. Damit
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kann die Wirkung (6.11) in Komponentenfeldern ausgeschrieben werden:

_ /d29d29 (K(Sa, Sz, ®;, %) — m2 (;, D7) <U& - L&) (UB - Lg) + (D, D7) (Ua - L&>)

4 /d29 W (i) f(®:) + /d2§ W*(53)f*(®5.)
= K = OnMad™ M + DaDy + HaHy) + Kay- (= 0 M;O™ A5, — (Ds + i) F. )
+ Koo = On A" My + (= Ds +iH)F) + Koy (= 0n A" A7 + FF)

1 1 1
—m2; (< BaD; - L BaOB; + MM+ ——CanpaC}")

ab\ 8 2 1280 768

1 * 1 * 1 . m m A * n;
— ngHB aM; F; — 8m~b L Ba My F. + 4—823 <m~b20 A — m?LB,j*G Aj*>5mnpqcl;pq
—m2; . BaBy( — On A" A} + FiF)
+ & ( = Da 1DB~) + = & -F~M*+i£~ 5 M

a 4 a 16 ant ity 16 a,j* & gx a
— %i(fa,iﬁmz‘li - fa,j*amA;*)éTmnqu'gpq + £a,ij*BgL< — amAiﬁmA} + Fsz*)
+ W fiE,+Waf(—Da —iHz) + W*f.F. + Wi f*(— Da +iHa). (6.12)

Man erhélt fiir die Bewegungsgleichungen der Hilfsfelder:

. * 1 2 * 2 *
Fis Ko~ D ill) + Ko B — by B — il BaBiE
1
+ 1—6§a,z‘M§: + &aij Bakjs + W fi =0, (6.13)

1
Dz 2K Dp — Kby — Koo — -

1
2 I —
SWL&BB[7 + Efa - fWa - f Wa* = 0.

Daraus folgen die Losungen

-1
E — [5m - RZE*KB*Z - Tkj*R;*(;* Kl;*z:| [PZZ*I (’iKk*de - G**) + R:B*Ql;
+ T (R Q= P (i + Gy) )|
—1
Fj = [0 = Ry — T Ry | [Pl (= ifia Ha — Gi) + iy (6.14)

+ 72%(%% — P (—iKpa + GZ‘*))] ;
1
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mit den Abkiirzungen

Pije = Kij — abw B; By, + &5+ B
1
Gi = —xm?; BaM + & M; + W,
8mabz + 165 ) a + Wf
W 1 1
Qs =Wif + WLf + nggBa ~ 165 (6.15)
1 1 - 1 1 -

~1
Ty = R Ky (@W R**b*ng*> .

Durch die groe Zahl an frei wéhlbaren Funktionen konnen mit diesem Ansatz einige kompli-
zierte Wechselwirkungsterme beschrieben werden. Alle Felder konnen hier, abhéngig von der

Wahl der Funktionen, verschiedene Massenterme und Vakuum-Erwartungswerte erhalten.



7. Zusammenfassung

Wir haben in dieser Arbeit gesehen, wie eine 3-Form in einer Theorie mit N = 1 Supersymmetrie
beschrieben werden kann. Deren einzigartige Eigenschaft, iiber keine masselosen dynamischen
Freiheitsgrade zu verfiigen, macht es zu einem besonders interessanten Forschungsobjekt. Dazu
wurden masselose und massive Wirkungen unter Beriicksichtigung einer Fichinvarianz betrach-
tet. Es wurde gezeigt, wie eine kosmologische Konstante durch Dualisierung der masselosen
Wirkungen, und ein skalares Feld im massiven Fall, auftritt. Analog zur bekannten Dualitét
zwischen chiralem und komplexen linearen Multiplett tritt dabei ein neues Multiplett auf, dass
sich vom komplexen linearen Multiplett nur durch ein zusétzliches konstantes Feld unterschei-
det.

Die erwartete kosmologische Konstante konnte als Konsequenz einer 3-Form auch in einer su-
persymmetrischen Theorie hergeleitet werden. Damit kommt der Mechanismus in Frage, den
Lambda-Term in den Einstein’schen Feldgleichungen zu erkldren, oder einen zusétzlichen Bei-
trag zu leisten. Der Wert dieser Konstante lésst sich aus der betrachteten Theorie nicht bestim-

men, so dass sie nur als phdnomenologische Beschreibung dienen kann.

Im nicht-linearen sigma-Modell konnte diese Dualitdt durch eine Legendre-Transformation
des Kahler-Potentials aufgestellt werden. In der dualen Wirkung tritt dabei eine neue Feld-
Geometrie auf. Es konnte gezeigt werden, dass sie sich durch eine Metrik mit komplexer Struk-
tur ausdriicken léasst, obwohl ihre Variablen keine chiralen Felder sind. Die auch hier auftretende
Konstante steht allerdings im Zusammenhang mit Massen- und Selbstwechselwirkungstermen

eines skalaren Feldes, woraus sich eine experimentelle Uberpriifbarkeit ergeben konnte.

Schliellich wurde die Kopplung des 3-Form-Multipletts an chirale Felder in einem sigma-Modell
diskutiert. Die freie Wahl der Kopplung und der kinetischen Terme ermdglicht es, auf diese
Weise eine grofle Klasse von Theorien zu beschreiben. So kénnen Szenarien mit gebrochener
Supersymmetrie, verschiedener Massen fiir die Teilchenfelder und verschiedener Formen von

Wechselwirkungen beriicksichtigt werden.



A. Konventionen zur Notation

Diese Arbeit verwendet die Konventionen aus [20], von denen die wichtigsten hier aufgefiihrt
werden sollen. Es werden griechische Buchstaben fiir Spinorindizes, die die Werte 1 und 2

annehmen, und lateinische fiir Lorentzindizes, mit den Werten 0 bis 3, benutzt.

Objekte mit einem Spinorindex «, 3 oder ¢, ﬁ , ete. sind antisymmetrisch unter Vertauschung.
Spinorindizes kénnen durch Kontraktion mit dem schiefsymmetrischen Tensor € erhoht oder

abgesenkt werden:

wa = 5a6¢'8; 1;0'4 = ga/@&ﬁu

€aB = —EBas 5@6 = _€Bd>
12 _ 21 _ (A'1>
e =¢e9 =1, e =ep=—1,
Eap’? =07,
Da Spinoren miteinander antikommutieren gilt
oty =0, Yathyihs = 0. (A.2)

Zwei Spinoren konnen durch Kontraktion ihrer Indizes lorentzinvariante Produkte bilden:

VX = " Xa = =PaX” =X Yo = —Xa¥" = XY,
YX = PaX® = —¥ X =Xa¥” = —X"s = X¥,
0°0° = —laaﬁ%, 00,05 = laaﬁ%, (A.3)
2 2
00 = L0, Gal; = a0
Durch die Pauli-Matrizen o7, kénnen Produkte aus Spinoren mit einem gepunkteten und einem

ungepunkteten Index gebildet werden. Auf diese Weise entstehen Lorentzvektoren.

Fmaa :gaﬁgaﬁo_m.

BB’
O :gaﬂ5a55mﬁﬁ>
o™ G = — 25857 (A.4)

Yo" =Yo NS = —Xa0 " Yo = — X,

Yo"y =xo"a" .
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Durch den Zusammenhang mit der Lorentzgruppe gilt mit der Minkowski-Metrik 7,,,:

n= dlag(_17 17 L 1)7
Tr o™5" = 0", 6" = —2n™", (A.5)

008 00 — —%(%)éé .

Fiir die Ableitung nach den Grafimann-Variablen 6, und 6, gilt

0 0 - :
— 90 =5 =0 =0
00 o 004 o
PP I R
068 00, 008 00
=% _— = 4
00> ~° 90905 002 ’
o o 0 0
0B~ 6,00,  op
Das Berezin Integral iiber diese Variablen ist durch
Jas. =0
/ dfy 6° = 67,
(A.7)

/d20 06 = %/gaﬁdeadeﬁ 06 =1,
R | P .
/d29 00 = 1/5 df,df; 00 = 1.

definiert. Die Integration iiber Grafimann-Variablen liefert damit das gleiche Ergebnisse, wie

eine Ableitung:

[ 56.0) = o 50.0),

/d&a £(6,0) = i-.f(f),é),

00«
_ 1 02 _
[0 £(6.6) = {55116.0), (A8)
_ _ 1 H? _
[ £6.6) = 2 116.0),

- = 1 9% o2 =
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Die in (2.17) definierte kovariante Superraum-Ableitung D, erfiillt folgende Identitéten:

8 [e]
D, = 87+m 090,

1
D,Dgs = §gaﬁD2,

D.DsD. =0,

D? = — 82—1—22 ™m0t — 600,
062 89

[D?, Dg) = —4io™,0,, D%,

_ 0

Dd = —87 — ZQQO'm (7
_ 1 _
DQDB = _§€dBD s
DyDyDs =0,

(A.9)

D? = —% + 2i6° g;a% — 0600,

(D2, D] = 4ic™,0,,D%

[D?, D?| = — 8iD%0", D“9,,, — 160J.

Da sie bis auf totale Ableitungen mit den theta-Ableitungen {ibereinstimmen, konnen Integrale

tiber den Superraum nach (A.8) auch durch die kovarianten Ableitungen ausgedriickt werden

/d4x /d29F(x,€,9_) = —i/d4xD2F(x,0,9_)7

~ _ 1 _ _
/d4a: /dQQF(x,Q,Q) = —Z/d4a:D2F(a:,9,9),

/d4:c Do F(z,0,0) G(z,0,0) =

(A.10)

— /d4x F(z,0,0) D,G(x,0,0).

Diese Operatoren konnen auch, wie in der letzten Gleichung, durch partielle Integration ver-

schoben werden.



B. Superraum-Integration von Funktionen von

Superfeldern

Die Integration iiber GraBmann-Variablen kann auch als Ableitung geschrieben werden. Bei der
Auswertung eines Integrals von allgemeinen Funktionen von Superfeldern iiber den Superraum
kénnen deshalb die Produkt- und die Kettenregel der Ableitung angewendet werden. So kann
man die in der Wirkung supersymmetrischer Theorien hiufig auftretende #000-Komponente
einer Funktion K (Fj, F}.) von unbeschrénkten Superfeldern F; berechnen. Mit allen fermioni-

schen Komponenten gleich null gesetzt findet man

L= [d¥9dY K(F;, F}.)
197 o2

=16 962 952 For 72 lo=a=0
1 [ e P
16 [Ki oo T G o
o 9 0 0 o 9 0 0 2 o
K- iy ) ~ o )l iy AT Ay o)
* Zﬂ(aea 965 90,00, 0 90,000 ' 06= 08, ' T o9 op J)

* *

Ko ) pe 0 O pe 9 9 pe 9 0 pe | O pe O pn
LR (aeaaeo'c 90,00, T 90,000 " 06708, T o2 9pp Y

o 0 o 9 ., 0 0 o o . o 82*)

i (aia a(Z‘dE aga agd i aga a?dﬂ a(za aga F+ aga angi 8(; 82@ - (B.1)
2 2 2 2

B aia aic‘vﬂ a?a a(zd F+ %F" %Ff* * %Fi %Ff*)] o
R <282a aé;dFi a(za a?dpj i aa_;p" aa_;Fj)

2 2
LIS NP P

2 2 2 2

K <4a§a angi a(za agd Bt gt %F} " % : %Fj)] s
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Aus diesem Ergebnis lésst sich leicht der Ausdruck fiir die Integration iiber eine Funktion von

nur reellen Variablen K (V;) ablesen, indem alle F. gleich null gesetzt werden. Man erhélt so

:/dQGdQQ_K(Vi)
B.2)
1 e o 0. 9 8 PP (
[ Cogag T <239a o5 96, 06, " om " @VJ)L_H__O‘

Im Speziellen soll die Entwicklung (B.1) fiir den Fall chiraler Superfelder ®; angegeben werden.

Ohne fermionische Komponenten lauten sie

_ 1

) . - (B.3)
<I>;7* = A;* — i&ameamA} + ZQGQ@DA;L + 99}7’;*.
Damit erhilt man:!
/d4 /d29d29K ®;, 7.
(B.4)

+ Kij 080" Aj + Kisjo 0 AL AL — 2K, 0 A;0™ A + AKjo FF]
Im letzten Schritt wurde partiell integriert. Die Felder vermischen hier also durch die Metrik

Kij-(A;; A7), Da die sich aus der Potential-Funktion K(A;, A7) durch Ableiten bilden lésst,

beschreibt sie eine Kéhler-Geometrie [20].

Die iibrigen Komponenten lassen sich entsprechend berechnen, so dass man eine Taylor-
Entwicklung nach den GraSmann-Variablen # und @ erhilt. Fiir chirale Superfelder ohne fer-

mionische Komponenten erhélt man

K(@i, <I>>'7 )
PK 02K 0 ' 8 9% 02
=K + —96 —99 —9 me o —9990 ——K
892 592 g oh 902%™ Hpa 86‘ 16 06?% 96? (B.5)

+0000| — Ky 0n A" A} + Ky F, F;] .

Indizes bezeichnen hier Ableitungen nach dem entsprechenden Argument. Alle Funktionen von Superfeldern

und ihre Ableitungen sind an ihren untersten Komponenten auszuwerten, also K = K(A4;, A;)



C. Die Legendre Transformation

Die Legendre-Transformation einer Funktion K (z) ist durch

K (p) = maz, (a:ipi - K(a:)) (C.1)
definiert [36]. Das Maximum kann durch die Ableitung gefunden werden. Es folgt, dass fiir ein
gewdhltes p immer

0K

Di () (C.2)

gelten muss. Die Umkehrbarkeit dieser Beziehung muss hier vorausgesetzt werden, um eine
Funktion z(p) bestimmen zu konnen. Diese ist eindeutig, solang K konvex (oder konkav) ist.
Andernfalls kann nicht garantiert werden, dass (C.2) ein Maximum (oder Minimum) beschreibt.

Damit lasst sich die Transformierte auch als

Rip) = 5i0)

(z(p)) = K(z(p)) (C.3)

schreiben. Eine Legendre-Transformation driickt den umkehrbaren Ubergang einer Funktion zu

neuen natiirlichen Variablen aus, wie man an ihrem totalen Differential sehen kann:

A

dK =p;dv; + xidp; — dK

dK
=pidv; + z;dp; — Edl’i ()
=pide; + x;dp; — pidr;
=x;dp;
Ihre Ableitung erfiillt die Identitét
0K 0K 0x; 0K Ox;

iy _ — C.5

Der Vergleich mit (C.2) legt nahe, dass eine Riicktransformation durch den gleichen Ausdruck
(C.1) gegeben ist. Es gilt

~
~ A

K(z) = ap(x) = K(p(x)) = op(z) = (2(p(2)p(2) - K(2)) = K(2).  (C6)

Die Legendre-Transformation ist also als Bijektion zwischen reguldren Funktionen ihre eigene

Umkehrung. Damit treten solche Funktionen als natiirliche Paare (K, K ) auf. Ist eine der beiden
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bekannt, kann die andere Funktion eindeutig bestimmt werden. Aus der Definition folgt fiir die

zweiten Ableitungen

0K Op; K Ox;
Ox0x;  Ox; Op;Opx  Opi’
PK  PK (C.7)

== (51 )
O0x;0x; Op;Opy F

= Hess K = (Hess K)_l,

wobei man durch den Zusammenhang (C.2) auf beiden Seiten die gleichen Variablen verwenden

muss. Fiir eine Kéhler-Metrik g;;« gilt damit

2K .
Jig* _&Uﬁx;* (z,2%),
. PK . 4
95 = Gpp (p,p") = (Hess K) . (C.8)

[ PK K PK PK O\
n Ox;0x%.  0x;0x; 0x;0x). 0x). 0L} ’

vorausgesetzt, die Variablen von K und K lassen sich eindeutig durcheinander ausdriicken.
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