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Kapitel 1

Einleitung

Eines der Konzepte fiir die Erweiterung des Standardmodells der Elementarteilchen stellt die
Supersymmetrie dar. In der N = 1 Supersymmetrie wird die Anzahl der Elementarteilchen
verdoppelt. Jedes bosonische Teilchen erhilt einen supersymmetrischen Partner, ein Fermion,
und umgekehrt. Mehrere Griinde sprechen dafiir, dal die Supersymmetrie in Zukunft auch eine
experimentelle Bestéitigung finden wird (siehe etwa [1, 2]).

Einen weiteren Ansatz bietet die Stringtheorie. Sie gibt die Annahme iiber die punktférmige
Natur der Elementarteilchen auf und beschreibt die Elementarteichen als Schwingungsmoden
von eindimensionalen Objekten, sogenannten Strings. Steckt man dieses Konzept in die Ma-
schinerie der Quantenphysik hinein, so stellt man fest, dafl eine konsistente Theorie nur in
zehn Dimensionen existieren kann [3]. Konsistente Stringtheorien verlangen das Konzept der
Supersymmetrie.

Um aus der zehndimensionalen Theorie das Standardmodell oder zumindest ein Modell in
vier Dimensionen, das zum Standardmodell fithren kann, zu reproduzieren, reduziert man mit
dem Kaluza-Klein-Mechanismus die Anzahl der Dimensionen auf vier. Das heifft, man nimmt
an, daf} die zehndimensionale Mannigfaltigkeit ein Produkt aus dem Minkowskiraum und einer
kompakten sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit ist. Die Klasse der letzteren, die dem Forma-
lismus der Stringtheorie geniigen, ist sehr grof. Verschiedene solche Mannigfaltigkeiten fiihren
zu unterschiedlichen phinomenologischen Modellen in vier Dimensionen. Mannigfaltigkeiten,
die die minimale Supersymmetrie erhalten, sind Calabi—Yau-Mannigfaltigkeiten.

Eines der Modelle, das diese Arbeit motiviert hat, ist die Kompaktifizierung der Type 11B
Stringtheorie! auf den Calabi—Yau-Orientifolds [4]. Ein Orientifold li8t sich aus einer Calabi—
Yau-Mannigfaltigkeit konstruieren, indem man aus ihr ein Produkt aus einer diskreten Symme-
triegruppe und dem Orientierungswechsel herausdividiert (siehe etwa [5]). Bei dieser Konstruk-
tion wird die Supersymmetrie von N = 2 zu N = 1 reduziert und bei der weiteren Einschaltung
der Hintergrundfliisse wird die N = 1 Supersymmetrie gebrochen. Eines der N = 2 Supermul-
tipletts im Spektrum der Type IIB Stringtheorie, das sogenannte ”double-tensor”-Multiplett,
wird in diesem Modell nach der Kaluza-Klein-Reduktion bei Anwenesheit der Hintergrundfliisse
zu einem massiven N = 1 linearen Multiplett.?

Das massive lineare Multiplett im Superfeldformalismus der N = 1 Supersymmetrie ist in

'Es gibt mehrere Stringtheorien. IT bedeutet, da8 die Theorie zwei Supersymmetrien hat und B weist darauf
hin, daf} die Fermionen gleiche Chiralitdt haben.

Man kann davon sprechen, daf# das chirale Spinormultiplett, auch Tensormultiplett genannt, welches im
linearen enthalten ist, massiv wird. Da wir unsere Betrachtung von dem linearen Multiplett ausgehend starten,
werden wir in dieser Arbeit durchgehend vom massiven linearen Multiplett sprechen.
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der Literatur wenig untersucht worden [6, 7, 8].3 Insofern war das Ziel dieser Arbeit, das massive
lineare Multiplett zu diskutieren und, motiviert durch [10, 4], seine niederenergetische effektive
Wirkung zu bestimmen.

Bei der N = 1 Supersymmetrie enthilt das chirale Spinormultiplett* einen antisymmetri-
schen Tensor. Das lineare Multiplett ist das Feldstdrke-Multiplett vom chiralen Spinormulti-
plett. Fiir den Fall des masselosen antisymmetrischen Tensors wird seine supersymmetrische
Wirkung in Termen von L wiedergegeben und ist bekannt [11, 7, 8, 12, 6, 13, 14]. Im massiven
Fall ist die Situation anders. Das chirale Superfeld ®, tritt in der Wirkung explizit auf. Um
dabei die Eichinvarianz zu erhalten, mufl ®, an mindestens ein Vektormultiplett V' gekoppelt
werden. In dieser Arbeit leiten wir die supersymmetrische Wirkung fiir den an ny Vektormulti-
pletts gekoppelten massiven antisymmetrischen Tensor her. Zusétzlich erlauben wir, motiviert
durch [4], da§ die Massenkopplungen von n, chiralen Multipletts N?, i = 1,...,n., abhiingen.

Ein anderes Modell, welches nach der Kaluza-Klein-Reduktion zum massiven antisymmetri-
schen Tensor im Spektrum fithrt, ist die Kompaktifizierung auf den Calabi—Yau-Threefolds mit
Hintergrundfliissen mit N = 2 Supersymmetrie [10]. Darin wird auf der Ebene der Komponen-
tenfelder gezeigt, dal der massive antisymmetrische Tensor zum massiven Vektorfeld dual ist. In
dieser Arbeit fithren wir diese Dualitdtstransformation fiir NV = 1 auf der Ebene der Superfelder
durch und zeigen, dafl unser Ergebnis in Komponenten mit dem aus [10] iibereinstimmt.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in folgender Weise: In Abschnitt 2 geben wir einen Uber-
blick iiber die globale Supersymmetrie und stellen die notwendigen Grundlagen zum Verstéind-
nis dieser Arbeit zur Verfiigung. In Abschnitt 3 diskutieren wir das chirale Spinorsuperfeld
®,, seine Feldstirke, das lineare Superfeld L, und ihre Eichtransformationen. Wir geben die
Wirkung fiir das masselose lineare Multiplett an, anschliefend motiviert durch [4] konstruie-
ren wir die Wirkung fiir das massive lineare Multiplett mit Hilfe des Stiickelbergmechanismus.
Wir zeigen, dafl die Wirkung den Green-Schwarz-Term enthilt. Wir diskutieren das skalare
Potential und zeigen, dafl es nicht die N = 1 ”Standardform” hat. In Abschnitt 4 fithren wir
die Dualitatstransformation sowohl im masselosen wie auch im massiven Fall auf der Ebene der
Superfelder durch. Aus den erhaltenen Wirkungen berechnen wir ihren Komponenteninhalt und
zeigen, dafl das masselose lineare zum chiralen Multiplett und das massive lineare zum massiven
Vektormultiplett dual ist. Anschlielend vergleichen wir die Potentiale und stellen fest, daf sie
die gleiche Form haben, wie vor der Dualitdtstransformation.

Anhang A enthilt eine Zusammenfassung unserer Notation und einige fiir die Rechnun-
gen im Superfeldformalismus niitzliche Identitdten. In Anhang B geben wir die Herleitung des
allgemeinen chiralen Spinorsuperfeldes an und zeigen seinen Zusammenhang mit dem linea-
ren Superfeld auf der Komponentenebene. Anhéinge C und E enthalten detailierte Rechnungen
fiir die Komponentenform der in dieser Arbeit auftretenden Superfeldwirkungen. In Anhang
D geben wir einen Uberblick iiber die Dualititstransformationen im ”first order”-Formalismus
und zeigen, wie die Dualitdtstransformation im Falle des massiven linearen Multipletts auf der
Ebene der Komponentenfelder stattfindet. Anhang F enthélt die Erklarung des Stiickelbergme-
chanismus im Falle eines massiven Vektorfeldes.

*Wihrend der Abschlussphase dieser Diplomarbeit erschien die Arbeit [9], die das gleiche Thema behandelt.
“Dieser Begriff wird in Abschnitt 3 erklirt.



Kapitel 2

Grundlagen der globalen
Supersymmetrie

2.1 Motivation der SUSY-Algebra

Symmetrien spielen in der Teilchenphysik eine besonders wichtige Rolle. Eine der fundamental-
sten Symmetrien ist die Symmetrie der Poincaré-Gruppe, d.h. Rotationen und Translationen
im vierdimensionalen Minkowski-Raum. Aufler dieser fundamentalen gibt es eine Reihe anderer
sogenannter innerer Symmetrien. Eine systematische Suche nach solchen Symmetrien hat zur
Entwicklung der nichtabelschen Eichtheorien gefiihrt, dessen Vorhersagen eine hervorragende
experimentelle Bestitigung erhalten haben.

Eine der entscheidendsten Denkanstdfle fiir die Entdeckung der Supersymmetrie war der Ver-
such die Raum-Zeit-Symmetrie der Poincaré-Gruppe mit der Symmetrie einer inneren Gruppe
zu verbinden. Coleman und Mandula haben gezeigt [15], daf, wenn man solche Forderungen wie
Lokalitét, Positivitdt der Energie, endliche Teilchenanzahl und Energiespalte (energy gap) zwi-
schen dem Vakuum- und Einteilchenzustédnden stellt, die Invarianzgruppe der Theorie héchstens
ein direktes Produkt der Poincaré- und einer kompakten (inneren) Gruppe sein kann, was keine
echte Verallgemeinerung der Poincaré-Symmetrie darstellt.

In der Arbeit von Haag, Lopuszanski und Sohnius wurde gezeigt [16], daf die Einschréinkun-
gen des Theorems von Coleman und Mandula umgangen werden koénnen, erlaubt man neben
Kommutatoren auch Antikommutatoren. Die SUSY-Algebra (Supersymmetrie-Algebra) ist die
einzige gradierte Lie-Algebra von S-Matrix-Symmetrien ist, die man im Rahmen der relativi-
stischen Quantenfeldtheorie haben kann.

Die SUSY-Algebra [17, 1] ist
{QaA7 QBB}+ = 20’21}6'Pm5AB )

{QaAJQ/BB}+ = {QdAu QBB}+ =0 )

[MmeaA]f = %(Umn)aﬂQﬁA y
(2.1.1)
_ 1- ;
[an7 QdA]f = _iQBA(amn)ﬂd )
[Pm7 QaA]f = [PManA]* =0 )
[P, Py]_ = 0.

7
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Die griechischen Indizes (o, 3, . .., &, B,.. .) nehmen die Werte eins und zwei an und entsprechen
den zweikomponentigen Weylspinoren. Lateinische Indizes (m,n, .. .) nehmen die Werte von null
bis drei an und entsprechen den Vierer-Lorentzvektoren. Die lateinischen Indizes (A, B,...)
nehmen die Werte von eins bis zu einem Wert N > 1 an. In dieser Arbeit wird nur der Fall
N = 1 untersucht, d.h. wir haben nur ein Paar von Generatoren der SUSY-Transformationen
(Q,Q). P, sind die Generatoren der Translationen der Poincaré-Gruppe und M,,, sind die
Generatoren der Lorentzgruppe.

2.2 Irreduzible Darstellungen der SUSY-Algebra

Die irreduziblen Darstellungen! der SUSY-Algebra werden nach den Eigenwerten der Casimir-
operatoren? klassifiziert. Sie lauten im Fall der SUSY-Algebra

P*=p,P"* und C?=0C,,,C™,
mit == - 3 - 59 €knpq - ZQO— Q .

Fiir jedes Paar (m,7), wobei m? und j(j + 1) Eigenwerte von P? und C? sind, erhalten wir
eine irreduzible Darstellung der SUSY-Algebra. Zu allen Zustinden mit festen Werten (m, j)
gehoren (25 +1) Unterrdume, die den verschiedenen Werten von j3 entsprechen. j3 nimmt dabei
Werte 5, j—1, 7 —2, ..., —j. Jeder Unterraum zu einem fixierten j3 enthilt Eigenzustéinde des
Spinoperators S3 mit Eigenwerten sz = 73, j3 + %, J3 — % und wieder j3. Diese Struktur 148t
sich mit Hilfe des folgenden Diagramms veranschaulichen.

$3 =17J3
. , $3=Js+ 3
js=J AR
. S3—j3—§
j3=7—1 Y
. js=3j—2 w
(m, 7)
J3==J

Wir geben zwei Beispiele an. Die Darstellung mit der kleinsten Dimension (kleinsten Anzahl
der Zusténde) ist gegeben fiir j = 0. Dieses Multiplett enthélt einen Skalar (s = 0), ein Fermion
(s = £1) und einen Pseudoskalar (s=0).

s3 =20 skalares Teilchen

53:4—%

(m,0) —— Jj3=0 } Spin — 1 — Teilchen

1
83:—5

s3 =0 pseudoskalares Teilchen

Diese Darstellung wird als chirales Multiplett bezeichnet. Es beschreibt Materiefelder. Das
zweite Beispiel ist die Darstellung fiir j = % An der folgenden Skizze sieht man die Aufteilung

Tm Folgenden verwenden wir auch hier #quivalenten Ausdruck Teilchenmultipletts
2Unter einem Casimiroperator einer Gruppe versteht man einen Operator, der mit allen Generatoren der
Gruppe vertauscht.
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der Zusténde.

S3 = % Fermion

. 1 s3 =1

JB3=—3 Boson
83 — 0
S3 = % Fermion

1
(ma 5)
S3 —% Fermion
83 = 0
1

J3=+3 Boson
S§3 = -1
S3 = —% Fermion

Diese Darstellung wird als Vektormultiplett bezeichnet und wird zur Beschreibung der Eich-
bosonen und ihrer Superpartner herangezogen. Diese Darstellung enthélt zwei Spin—%—Teilchen,
ein Vektorteilchen (Spin 1) und ein pseudoskalares Teilchen (Spin 0).

2.3 Superfeld-Darstellungen der SUSY-Algebra

Die SUSY-Algebra wird vom Translationsoperator P, und den SUSY-Generatoren Q, und Qg
erzeugt. Ein Element der korrespondierenden Gruppe ist

G(z™,0,0) = exp (i(eQ +0Q - :vam)> , (2.3.1)

wobei 6, und 6, grassmannwertige Spinorparameter sind.

Das Produkt zweier Gruppenelemente induziert eine Translation im (2™, 6, §)-Parameterraum.
Mit der Hausdorff-Formel? findet man

G(a™, & 6)G(2™,0,0) = G(z™ + a™ — iéo™0 + i00™E,0 + £,0 +€) . (2.3.2)
Die induzierte Translation im Parameterraum ist damit
exp (z’({Q v EQ - aum)) (2™,0,0) — (™ + ™ — i€o™B + i00™E, 0+ £, + ) . (2.3.3)

Wir nehmen eine allgemeine Funktion S(z, 6, ), welche auf dem Parameterraum definiert ist (im
Folgenden nennen wir solche Funktionen Superfelder) und entwickeln sie nach der Anwendung
des Gruppenelementes um die Stelle (z, 6, 6):

F(a™ + a™ — i€o™0 + i00™E,0 + €,0 + €) =F(a™,0,0) + (a™ — i€o™0 + ieamg);_i
1A

(2.3.4)

+ é‘aﬁ + g % +

00> Y00y

Man sieht, da} die Wirkung der SUSY-Algebra auf die Superfelder

S(z™,0,8) — exp (z’(fQ +EQ - aum)>S(:vm, 06) (2.3.5)
durch folgende Differentialoperatoren erzeugt wird
. . A 0 . m ac - A 0 0 m

P, =0y, , Qo = —— —ions0%0, , Qs = ——= +i0%0 050 - (2.3.6)

00 00

1
8pA,B _ JA+B+}IABl+...
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Man kann zeigen, da$ die Differentialoperatoren P, Qq, éd der SUSY-Algebra geniigen. Da
wir den Konventionen von [17] folgen wollen, definieren wir die Differentialoperatoren als

Qa = iQa ) Qc‘z = _iéd . (237)

Kovariante Ableitungen D,, D4, die mit den SUSY-Generatoren antikommutieren, lassen sich
definieren als
_ 0

) _
_ - m_ pe = %™ - 2.3.8
D, —895“ + Zaaae Om, , Da Y i aaaa ( )

Man rechnet nach, dafl
{Dys, D4} = —2i07% 0

o (2.3.9)
{Dqo, D3} = {Dd,Dﬁ-} =0.
Ein allgemeines Superfeld F(z™,,0) kann in eine Reihe nach 6 und @ entwickelt werden. Die
Reihe ist endlich, da héhere Potenzen als zwei fiir die zweikomponentigen Grassmanvariablen 6
und 6 verschwinden. Die Koeffizienten verschiedener Potenzen von den Grassmannparametern
in einer solchen Entwicklung sind gewohnliche Funktionen (Funktionen von z).

F(z,0,0) =f(z) + 0¢(z) + 0&(z) + 00m(z) + 00n(z)

_ - - N (2.3.10)
+ 00Oy, (1) + 000X (z) + 00604 () + 6060d(x)

Damit stellt das Superfeld eine Darstellung der SUSY-Algebra, allerdings eine reduzible. Um
eine irreduzible Darstellung zu erhalten werden den Superfeldern bestimmte kovariante Cons-
traints auferlegt.

2.4 Chirale Superfelder

Das chirale Superfeld® ist durch folgende kovariante Bedingung definiert
Dy®=0. (2.4.1)

Um diesen Constraint zu l6sen, geht man zu neuen Koordinaten

0, =0,, 0,=04, y"=a"~+i0c™0 (2.4.2)

iiber, wobei die gestrichenen ¢'- und ' -Parameter mit den nichtgestrichenen Parametern iiber-
einstimmen. Wir haben die gestrichenen Parameter eingefiihrt, um die Koordinatentransforma-
tion deutlicher zu machen. Wegen

Dibo =0, Day™ =0 (2.4.3)

ist jede Funktion, die nur von 6 und y™ abhingt, eine Losung von (2.4.1). Rechnet man die
kovarianten Ableitungen (2.3.8) in die gestrichenen Koordinaten (2.4.2) um, so erhilt man

I 0 - m A 0 — ’o= 0
Da(yaeae):—/_'_zlo'ade 8y—m7 Dd(y79a9):_W'

0 (2.4.4)

*In dieser Arbeit verwenden wir ein kalligrafisches D zur Kennzeichnung von kovarinaten Ableitungen.
"Das auf diese Weise definierte Multiplett gibt in Abschnitt 2.2 angegebene Darstellung fiir j = 0 wieder.
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In den Koordinaten (2.4.2) lautet (2.4.1)

— — 8 o=

Dd@(yaoae) = _W@(yao ,0) . (2.4.5)
Man sieht, daB das Superfeld ® von dem Parameter 6 nicht explizit abhingen darf. Die Ent-
wicklung von @ nur in @' ist damit die allgemeinste Losung von (2.4.1). Sie lautet

By, 0) =A(y) + V20 h(y) + 6 0 F(y) , (2.4.6)

wobei A, F' komplexe skalare Felder sind und ¢ ein Weylspinor ist. Setzt man die urspring-
lichen Koordinaten {z,6,0} ein und entwickelt die Felder A, v, F um z, so erhélt man die
0-Entwicklung des chiralen Superfeldes @ in den Koordinaten {z,0,6}:

®(z™,0,0) =A(x) +i00™00,, A(x) + %90§§DA($)
Z, (2.4.7)

+V20(z) — %

000,,1)(z)0™0 + OOF .

Analog 148t sich das antichirale Superfeld einfiithren. Es ist durch den folgenden Constraint
definiert

D,®=0. (2.4.8)

Um diesen Constraint (2.4.8) zu l6sen geht man genauso vor wie im Falle des chiralen Super-
feldes. Man geht in ein Koordinatensystem, in dem die explizite Abhéngigkeit von einem der
Grassmann-Parameter, in diesem Fall 6 nicht vorhanden ist. Solche Koordinaten sind

’ -~

0, 0., U™ =2z"—1i0c™0 . (2.4.9)

Die kovarianten Ableitungen lauten in diesen Koordinaten (2.4.9):

0 _ 0 / 0
*= Bg. & o, i “ong a5 (2.4.10)
Die él—Entwicklung von @ ist
d =A*(7) + V200 (i) + 00F* (4)
* - mp * 1 12Y2) *

+V2ip(z) + ﬁééeam it (z) + 00F* (z) .

Als néchstes geben wir die allgemeinstméogliche renormierbare Lagrangedichte an, die sich aus
chiralen Superfeldern zusammensetzt. Sie lautet

_ 1 1
L :(I)z'q)z'|aaéé + (<§mij<1>i<1>j + ggijkq)i(l)jq)k + Aiq)z) ‘09 + h.C.> . (2.4.12)

Mit |pgps und |p ist gemeint, daB die vor 00 bzw. 0000 stehenden Vorfaktoren herausproji-
ziert werden. Es ist iiblich die §6-Feldkomponente des Superfeldes als F-Term und die §069-
Feldkomponente als D-Term zu bezeichnen. Im Folgenden halten wir uns an diese Konvention.
Die 6-Projektionen lassen sich auch mit Hilfe der Superraumintegrale darstellen. Die Definition
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des Superraumintegrals ist in Anhang A.3 gegeben. In dieser Schreibweise lautet der Ausdruck
(2.4.12)

__ 1 1

Wir wollen die Motivation fiir das Aufstellen von (2.4.12) kurz erldutern. Dafiir betrachten
wir zuerst den Teil von (2.4.1_2), der sich auschliesslich aus den Superfeldern ®; zusammensetzt
und anschlieffend den Term ®;®;.

Das Produkt von chiralen Feldern ®; ist wieder chiral. Man weif}, dafl die Komponente
mit der hochsten Massendimension von den chiralen Feldern sich bei der SUSY-Transformation
stets in eine totale Ableitung transformiert. Dies ist der Grund, warum man den F-Term her-
ausprojiziert.

Das Produkt ®;®; ist zwar nicht chiral, man stellt jedoch fest, dafi der D-Term sich bei der
SUSY-Transformation in die totale Ableitung transformiert. Aulerdem ist sowohl ®; wie auch
ihr Produkt invariant unter der Lorentztransformation.

Setzt man die #-Entwicklung der Superfelder (2.4.1) und (2.4.8) in die Lagrangedichte
(2.4.12) ein, so erhilt man

L :iaml/;iami,bi + AfDAi + Fi*Fi + (mij (AiFj — %1/)27#])
(2.4.14)
+ gijk (AiAj By, — binpj Ag) + NiFy + h-C-) .

Alle Felder sind Funktionen nur von x™. Die Hilfsfelder F; kénnen mit Hilfe der Bewegungs-
gleichungen eliminiert werden. Die Bewegungsgleichungen sind

oL * * * * A%
e Lk T Ak mi + gk AT A =0,
aZ (2.4.15)
8—Fk :F]: + A + mgg + giijiAj =0.
Lost man sie nach Fj, und F}f auf und setzt sie in (2.4.14) ein, so erhélt man
- 7.o=m * 1 1 x 77
L =i0ppic™pi + AJOA; — Smathihr, — Smgptbitbe
2 2 (2.4.16)
— Gijeitj Ak — gijitpi Ay — V(Ai, A7)
mit V gegeben durch
V =F}F (2.4.17)

wobei I} und F}, Losungen der Bewegungsgleichungen (2.4.15) sind. An der Form der Ausdrucks
(2.4.17) sieht man, dafl das Potential stets nicht negativ ist.

2.5 Reelles Vektorfeld

Das reelle skalare Superfeld [17] geniigt dem Constraint

V=v". (2.5.1)
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Seine Entwicklung nach den Potenzen von 6 und  ist

V(z,0,0) =C() + ibx(z) — ifx(z) + %99 (M(@) +iN())

09(M (@) ~ iN(2)) — 60" Bz + 008(A(@) + %6’“ (@) (252)

_ ; | - 1
— 609 (A(:E) + %am m;g(x)) + ieeea(p(x) + 5[10(35)) :
wobei C, D, M, N reelle skalare Felder, v,, ein reelles Vektorfeld und y, A Weyl-Spinoren sind.
Seinen Namen verdankt das Multiplett dem darin enthaltenen Vektorfeld v,,.5

Die Feldstirken sind definiert als
1_ _ 1 _
W, = —ZDDDQV , Wgs = —ZDDDQV . (2.5.3)

W, und Wy sind chiral bzw. antichiral, d.h.
DWeo =0, D Wes =0. (2.5.4)
Wegen DD?D,, = DyD?*D? (sieche Anhang A) gilt
DYD*D,V = DgD*DV* | (2.5.5)

Hier haben wir (2.5.1) ausgenutzt. Multipliziert man (2.5.5) mit(—1) und setzt die Definitionen
(2.5.3) ein, so erhilt man -
DOW,, = DyWo . (2.5.6)

Dies ist ein zusitzliches Constraint neben (2.5.4) an W, und Wy, welches aus der Forderung
(2.5.1) und (2.5.3) entsteht.

W, und Wy sind invariant unter der folgenden Transformation von V
VoV4+d+d, (2.5.7)

wobei ® und @ ein chirales bzw. antichirales Feld ist. Um die Invarianz zu zeigen, setzen wir
das transformierte Superfeld V' in die Definition der Feldstéirke (2.5.3) ein
1 1

1. . _ 1. _. o o
Wa = =3DaD Da(V + @ + &) = — 7DD DV — ;DD Dy — ;DaD Dy (25.8)

=0
Der letzte Term verschwindet wegen (2.4.8). Wir zeigen, dafl der zweite Term auch verschwindet:
1. _. 1. 1. ; .
—ZDdDaDaq) = ZDO‘DdDa@ = —ZDO‘DQDO-@ — %agldampa@ . (2.5.9)

N (. J
e e

=0 =0

Wir haben die Position der gepunkteten Indizes verschoben und anschlieflend (2.3.9) eingesetzt.
Die beiden Terme verschwinden wegen der Chiralititsbedingung (2.4.1).

Als nichstes zeigen wir, was die Transformation (2.5.7) fiir die Komponentenfelder bedeutet.
Nehmen wir ® + ¢ aus (2.4.7) und (2.4.11)

D+ dT =A+ A"+ V20 + 0) + 00F + 00F* + i00™00,, (A — A¥)
b= 0085™ D+ ——B000™ D p + ~0OCI(A + A" (2:5.10)
— o O — o O —
V2 V2 4

In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf den abelschen Fall.
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und addieren es zu (2.5.2), so bekommen wir
= . . =y . .
V4+O4+d=C+A+ A" +i0(x —iV2e) —if(x + iV21h) + 500(M +iN — 2iF)
— S06(M —iN +2F*) = 60™8 (v, — i0(A — A"))
+i000(\ + L gm X+ L m ) — i00O(\ + L gm X+ L m )
- 1 1 .
+ 59000(D +500+ 504+ A ) -
(2.5.11)

Die Transformationen der Komponentenfelder kann man aus (2.5.11) direkt ablesen. Sie lauten

C —-C+2ReA, X = x—iV2y,
M+iN = M+iN —2%F |, vy — vm + 20m(Im A) | (2.5.12)
A=A, D—D.

Wir haben in (2.5.8) und (2.5.9) gesehen, da8 die Felder ® und @ beliebig vorgegeben werden
kénnen, ohne dabei W, und Wy zu verindern. Das heifit, wir konnen die Felder C, x, M,
N durch eine geeignete Eichtransformation zum Verschwinden bringen. Dies wiirde zwar die
Gestalt von V dndern und die damit verbundenen SUSY-Transformationen zerstéren, allerdings
bliebe die Komponentengestalt von W, und W unberiihrt. Eine solche Wahl von ® + ® wird

als Wess-Zumino-Eichung bezeichnet. In ihr hat V' folgende §-Entwicklung
_ __ __ 1 __
V = —00™0v,,(x) + i000X(y) — i000X(z) + E%%D(m) . (2.5.13)

Man bemerke, dafy die Transformation (2.5.12) von v,, der U(1)-Transformation fiir das Vek-
torfeld entspricht. Damit entspricht die Transformation (2.5.12) der supersymmetrischen Ver-
allgemeinerung der Eichtransformation fiir das Vektorfeld v,,.

Wir zéhlen die Anzahl der Freiheitsgrade:

?off shell”” (masseloser Fall)

e cin reelles Skalarfeld D: 1 bosonischer FG (Hilfsfeld)
e ecin komplexes Weyl-Spinorfeld A\: 4 fermionische FG
e cin reelles Vektorfeld v,,: 3 bosonische FG

(ein FG entfillt durch die
Eichtransformation (2.5.12))

Man hat damit im masselosen Fall ”off shell” vier fermionische und vier bosonische Frei-
heitsgrade.

"on shell” (masseloser Fall)

e ecin komplexes Weyl-Spinorfeld A\: 2 fermionische FG

(zwei FG fallen durch die Bewegungsgleichung weg)
e cin reelles Vektorfeld v,,: 2 bosonische FG

(ein FG entfillt durch die

Eichtransformation (2.5.12) und

ein FG fillt durch die Bewegungsgleichung weg)

™ off shell” bedeutet, daBl es zusitzlich zu den physikalischen Feldern Hilfsfelder vorhanden sind. Die Hilfsfelder
lassen sich mit Hilfe ihrer Bewegungsgleichungen eliminieren. Man bezeichnet diesen Fall als ”on shell”.
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Da, wie man in (2.5.8), (2.5.9) bereits gesehen hat, die Feldstirke W, von den Feldern
C, M, N und x nicht abhingt, kann man V in der Wess-Zumino-Eichung nehmen, um die
f-Entwicklung von W, zu bestimmen. Man setzt (2.5.13) in (2.5.3) ein und erhélt

. Z m=n m N &
Wa = =ida(y) + (0a°D(y) = 5(0™0™)a” Fun(1) )05 + 000 5,0m " (1)
(2.5.14)

N _ 1 _ : ~\ 75 So s _
Wes = Md(y) + <6d5D(y) + ied;y(amgn)’Yﬂ-an(yoeﬂ — edﬂ-%gmﬂaamka(y)

mit y = £ 4000, § = © —ihof und F,,, = 0pvy, — Onpm. Die Superfelder W, und W, enthalten
nur eichinvariante Felder D, A\, und Fj,,,.

Die Lagrangedichte fiir das freie masselose eichinvariante Vektorfeld [17] ist gegeben durch

L= %(W“Wam n Wde|§g) — %DQ _ iFm"an —iAa O (2.5.15)
Die Motivation fiir das Aufstellen der Lagrangedichte (2.5.15) ist die gleiche wie im Falle des
chiralen Multipletts. Als erstes fordert man die Lorentzinvarianz der Lagrangedichte. Um das
zu gewihrleisten, summiert man iiber die spinoriellen Indizes von W, und W,. Hohere als
quadratische Terme in W, und Wy sind nicht zulissig, da dabei in Komponentenfeldern Terme
auftreten, deren Massendimension gréfler vier haben und damit nicht renormierbar sind. Da es
sich bei W, und W4 um chirale Superfelder handelt, transformiert sich der F-Term bei den
SUSY-Transformationen in eine totale Ableitung.

2.5.1 Kopplung an chirale Multipletts

Laft man die Forderung nach der Renormierbarkeit fallen, beschrinkt man sich nur auf die
kleinsten Potenzen in W, und koppelt die Vektormultipletts an Materiefelder, so 148t sich die
Lagrangedichte (2.5.15) auf folgende Weise erweitern [17, 2, 7]

1
Luin = 7 [ #05an(N)WAW? b (2.5.16)

Die Lagrangedichte enthilt jetzt ny Vektormultipletts. Der Index A nimmt Werte von 1 bis
ny an. Wir haben hier eine Kopplungsmatrix f4p eingefiihrt, die von n, chiralen Feldern N*
abhingt. Der Index ¢ nimmt Werte von 1 bis n..

Man kann zeigen, dafl f4p symmetrisch sein muf. Es gilt ndmlich
fapWATWE = — fapWEWAY = fopWPIWE = fpawdTwWE (2.5.17)

Im ersten Schritt haben wir die Positionen von W47 und Wf vertauscht, anschliefend haben
wir die Indizes hoch- und hinuntergezogen und eine Umbenennung der Indizes A -+ B, B — A
vorgenommen.

Um den Komponenteninhalt von (2.5.16) zu bestimmen benétigen wir folgende 6-Entwick-
lungen [17]

N' = A" 4+V20x' +00F"
. . 1.
fap(N) = fap(A) + V20x'0ifap + 00(F'0;fap — EXlX]@'aijB) , (2.5.18)

WA = M4 (5aﬂDA . %(M&n)aﬂmn)eﬁ +000™ 9 A . (2.5.19)
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Nach dem Einsetzen von (2.5.18) in (2.5.16) erhalten wir in Komponenten (fiir Details siehe
Anhang C)

1 1 1
Lyin =— {Re fapFa FBm 4 gIm fape™ P Fp B+ SRe fapDADB

- %fABAAO'mamS\B - %f}}BS\Aém&nAB
b
2V2
_ b 1

2v2 2V2

1 . 1 . .
— ZanifABAAAB — ZF“&*fj;B)\A)\B

i
2v2

OifapFayx'c™ NP —

+ Oifap DX NP — O fap DN
(2.5.20)

O fapFmaX'o™ AP

L 1, . -
+ gxzxjaiaijBAAAB + gf(zi]ai*aj*fABkAAB .
Die Lagrangedichte enthilt Hilfsfelder D4 und F?. Die ersten lassen sich mit Hilfe ihrer Bewe-
gungsgleichungen eliminieren,

DB — _Re f-14B (La i)\C_L
Die Gesamtlagrangedichte fiir die chiralen Superfelder N* und Vektormultipletts V4 enthilt
kinetische Terme fiir N?, die wir hier nicht vorgestellt haben. Aus diesem Grund werden wir
die Bewegungsgleichungen fiir die Hilfsfelder F* nicht angeben.

8Z~*fjlcxi>\c> : (2.5.21)

2.5.2 Massives Vektormultiplett

Man kann immer einen Masseterm m?V?2 zu (2.5.15) dazuaddieren.® Dieser Term ist allerdings
nicht eininvariant. Um ihn eichinvariant zu machen, verwenden wir den Stiickelbergmechanismus
[18, 19, 20].° Wir spalten von V die Freiheitsgrade ab, die es im massiven Fall bekommt

V=V'+o+o, (2.5.22)

wobei @ chiral ist Dg® = 0. V ist eichinvariant solange V' und @ sich auf folgende Weise

transformieren B
ViV +2+32, ®— -3 (2.5.23)

mit einem chiralen Superfeld ¥ (DyY = 0). Der massive Term der Lagrangedichte wird zu
Ly =m*V+0+ ), (2.5.24)
wobei wir ab sofort den Strich weglassen. Setzen wir die §-Entwicklung (2.5.11) von V + ® + ®

in (2.5.24) ein, so erhalten wir in Komponenten

Ly =m? ( - %(vm + 20, (Im A)) (v™ + 20™(Im A)) + 2FF* 4+ 2DRe A
(2.5.25)
+iV2(xA — XN) — i(X0™OmX + X5OmX) — Om(Re A)0™ (Re A)) .

8Wir beschrinken uns auf ein Vektorfeld, da nur dieser Fall fiir spiitere Betrachtung relevant ist.
Bei der Referenz [19] handelt es sich um einen Ubersichtsartikel. Eine detailierte Erkldrung des Mechanismus
findet man in Anhang F.
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Hier ist anzumerken, dafl x, und A\, Komponenten eines Diracspinors ¥ = (Z‘/E)\mx) sind.
Der Masseterm in (2.5.25) 1aft sich damit schreiben als
iV2m2(x\ — x\) = mIV . (2.5.26)
Verallgemeinert man den Masseterm (2.5.24) zu
Lo, =U{V+o+9), (2.5.27)

wobei U eine allgemeine reelle Funktion von (V + ® + ®) ist, so erhiilt man in Komponenten
(fiir Details sieche Anhang E)

Lom :%U’D + éU” (2FF* - %(vm + 20, (Im A)) (v™ + 20™ (Im A))
+iV2(xA = XA) — i(x0™OmX + XTOmX) — 8m(ReA)8m(ReA)> (2.5.28)

. 1
n EUW< — F*xx — Fxx + %6 x(vm + 28m(ImA)> + 70" xxxx

mit U' = Ore aU, U" = 8%{8 4U etc. Das skalare Feld Im A spielt die Rolle eines Goldstonebo-
sons und kann durch eine geeignete Eichtransformation (2.5.23) (unitire Eichung) in das v,
absorbiert werden.

Eliminiert man das Hilfsfeld F' mit Hilfe seiner Bewegungsgleichung

U™ o
so erhilt man in der unitiren Eichung
1 1 -
Lo =— §U” (5 (V0™ — iV2(XA — XA) + i (X0 OmX + XG " OmX) + am(ReA)am(ReA)>
1 1o, 1 u" o
+ EU,D + EU"’XO'mXUm + 1 (U"" — W) XXXX -

(2.5.30)

2.5.3 Freiheitsgrade des massiven Vektormultipletts

Wir zéhlen jetzt die Freiheitsgrade im massiven Fall:

7off shell” (massiver Fall):

ein reelles Skalarfeld Re A: 1 bosonischer FG
ein reelles Skalarfeld D: 1 bosonischer FG (Hilfsfeld)
ein komplexes Skalarfeld F': 2 bosonische FG (Hilfsfeld)

ein komplexes Weyl-Spinorfeld A\: 4 fermionische FG

ein komplexes Weyl-Spinorfeld x: 4 fermionische FG

ein reelles Vektorfeld v,,: 4 bosonische FG (1 zusétzlicher FG gegeniiber
dem masselosen Fall stammt vom absorbierten

reellen Skalarfeld Im A)

Man hat damit im massiven Fall acht fermionische und acht bosonische Freiheitsgrade
" off shell”.
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"on shell” (massiver Fall):

e ein komplexes Weyl-Spinorfeld A: 2 fermionische FG

(zwei FG fallen durch die Bewegungsgleichung weg)
e cin komplexes Weyl-Spinorfeld x: 2 fermionische FG

(zwei FG fallen durch die Bewegungsgleichung weg)

e cin reelles Vektorfeld v,,: 3 bosonische FG
(ein FG entfillt durch die Bewegungsgleichung)
e cin reelles Skalarfeld Re A: 1 bosonischer FG

?on shell” hat man damit im massiven Fall vier bosonische und vier fermionische Freiheits-
grade.



Kapitel 3

Das lineare Multiplett

3.1 Das lineare Multiplett

Das lineare Superfeld L [7, 8] ist definiert durch zwei folgende Constraints
D L =D’L=0, (3.1.1)

wobei L ein reelles Superfeld und D, eine kovariante Ableitung (2.3.8) ist. Wendet man die
beiden Constraints auf ein allgemeines reelles Superfeld der Form

L(z,0,0) =C(z) + On(z) + 05(x) + 00M (z) + 00M*(z)

+ 00 v, () + 000X (z) + 00OA(z) + 0000D () (3.1.2)
an, so erhélt man
D’L = — 4M + 0 (—4X — 2i6™0pn) + 00 (—4D — OC + 2i0™vyy,)
+ 00™0 4i0p, M + 600 (—2i0™ O A — On) + 0000(—0OM) =0 8.1
DAL = — 4M* + 0 (—4X\ — 2i0™ 0 17) + 00 (—4D — OC — 2i0™v,,)
+ 00™0 (—4i0p, M*) + 000 (—2i5™ O\ — O7) + 0000(—OM*) = 0 .
Dies fiihrt zu folgenden Constraints an die Komponentenfelder
M=0, D= —%DC :
_ (3.1.4)
0" vy =0, )\:—%Um il -

Wir setzen die Constraints in (3.1.2) und erhalten folgende #-Entwicklung
_ _ o P 1
L =C +0n+ 07 + 00™0v,, — %9995’“ ] — %eeeam ] — 3999900

mit einer zusétzlichen Bedingung 0"v,, = 0. Wegen dieser Bedingung 148t sich v, schreiben
als

1
U = o €mnpg H " (3.1.5)
mit
H™1 = 1(8"3”‘1 + OPBI" + J1B™ — J"BY — J1BP" — P B"Y) = " pral . (3.1.6)
6

19
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BP4 ist ein reeller antisymmetrische Tensor! und H™? seine Feldstiirke. Das lineare Superfeld
hat somit die Form

_ 1 _ P o 1
L= C+0n+ 07 + 500" Geyunp H™ ~ %9995”‘ ] — éaeaam il = 709990C . (3.1.7)

Aus (3.1.6) kann man gleich die Transformationen von B, ablesen, die Hy,,, unverdndert lassen.
Solche Eichtransformationen sind gegeben durch

Byy = Bpg + 0pg — 04A, (3.1.8)

wobei A, ein beliebiges reelles Vektorfeld ist. Bei (3.1.8) handelt es sich um eine reduzible
Eichtransformation [21]. Das bedeutet, es gibt A,, # 0, fir die

0By =0. (3.1.9)
Wiéhlen wir nédmlich A, = d,¢ mit einem skalaren Feld g, so erhalten wir
dBpq = 0049 — 040,9 =0 . (3.1.10)

Fiir die Bestimmung der Freiheitsgrade des transformierenden Feldes, in unserem Fall B, ist es
entscheidend, ob eine Eichtransformation reduzibel oder irreduzibel ist. Der antisymmetrische
Tensor B, hat sechs unabhéngige Komponenten. Das Vektorfeld A, hat vier, allerdings sind
wegen der Reduzibilitét nur drei unabhéngig. Somit besitzt B, drei physikalische Freiheitsgrade
"off shell”.

Das lineare Multiplett hat damit folgende Freiheitsgrade:

e ein reelles Skalarfeld C 1 FG
e ein komplexes Weyl-Spinorfeld # 4 FG
e c¢in reeller antisymmetrischer Tensor BPY 3 FG

Insgesamt also 8 Freiheitsgrade, davon sind vier bosonisch und vier fermionisch.

Der antisymmetrische Tensor B, ist im linearen Multiplett nicht direkt sondern iiber seine
Feldstarke H"P? enthalten. Direkt ist er in dem chiralen Spinormultiplett [13, 6] enthalten,
welches durch

L= %(Da% +Da®%),  DyPa=0 (3.1.11)

definiert ist. Diese Beziehung ist der Definition (3.1.1) dquivalent [13]. Um dies zu zeigen, setzen
wir (3.1.11) in (3.1.1) ein. Wir erhalten

1 N1 .
D?(5(D"@q +D;8%)) = 5 ( DD 0y +D?Ds7) . (3.1.12)
=0

Der erste Term verschwindet wegen der Identitit (A.3.6). Den zweiten schreiben wir mit Hilfe
des Kommutators {D,, Dy} = —2i00% Oy, umm,

DD, Dy ®* =D(—2i0", 0 — DgDy) D%
, oy Ry 3.1.13)
= — 2™ 8, DB DDy Dy (
~—— N ,
=0 =0

Die Terme in der zweiten Zeile verschwinden wegen der Chiralitdtsbedingung (3.1.11) von &%,
Eine analoge Rechnung erhilt man fiir den zweiten Constraint DL =0 .

! %qudacp Adz? ist eine 2-Form. Deshalb wird das lineare Multiplett hdufig als 2-Form-Multiplett bezeichnet.
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L ist invariant unter den Eichtransformationen

B, — D, + %75273(1/\ :
i (3.1.14)
(i)d — (i)d — %D2DdA R

wobei A ein beliebiges reelles Superfeld ist. Um die Eichinvarianz von L zu demonstrieren,
setzen wir (3.1.14) in (3.1.11) ein:

DD, 4+ Dyd® DD, + ~D*DA) + Dy (% — LD*DEA
8 8
a S oaa b a2 M. 2k (3.1.15)
= D@4 + D3 % + £ (D*D*Dy — DaD*D?) A.

-

-~

=0
Beim letzten Schritt haben wir die Identitéat (A.3.8) ausgenutzt.

Als néchstes wollen wir die #-Entwicklung von ®,, angeben. Dabei geht man folgendermafien
vor. Man startet mit einer allgemeinen #-Entwicklung eines chiralen Spinorsuperfeldes, setzt sie
und die §-Entwicklung von L (3.1.7) in (3.1.11) ein und vergleicht anschlieend die Komponen-
ten. Daraus ergeben sich Bedingungen an die einzelnen Komponenten von ®,. Eine detailierte
Herleitung der #-Entwicklung von ®,, findet man in Anhang B. Die #-Entwicklung von &, lautet

. .
3.7(C +iE) N 1

- ama")cﬂan> + 00 (10 + i0ac™0mx") . (3.1.16)

d, :Xa_97< 5 4(

Xa, Mo sind Weylspinoren, C', E sind reelle skalare Felder und B, ist der antisymmetrische
Tensor.

Als néchstes berechnen wir die Eichtransformation (3.1.14) auf der Ebene der Komponenten-
felder. Dabei konnen wir folgenden Umstand zu Nutze machen: 6@, stimmt mit dem Ausdruck
fiir die Feldstéirke des Vektormultipletts (2.5.3) bis auf ein Vorfaktor iiberein. Insofern kénnen
wir den Ausdruck (2.5.3) iibernehmen. Wir versehen dabei die einzelnen Felder mit einem Index
e, um deutlich zu machen, daf} es sich um die Komponenten der Eichtransformation handelt.
Die #-Entwicklung von 0®, lautet damit

- 1 -De 1 , _ .
0P, = 3DZDQA = —5)\3 - <5a72 5 + Z(amo")a"’ (OmA;, — 8nAZ)> 6, — %eeagdamxea .
(3.1.17)
Addieren wir den Ausdruck (3.1.17) zu (3.1.16), so erhalten wir

1 3a7(C +iE +iD®)
m—%(a

q)a+5(1)a :Xa_i 9

(0™5™)a (Bmn + Om Ay — 8nAfn)>

] =

1.
+ 00 (na +i0i ™ Om (X — 5%“)) .
(3.1.18)

Aus dem Ausdruck (3.1.18) kénnen wie die Eichtransformationen fiir die einzelnen Felder sofort
ablesen. Sie lauten

§>\aa Na — Na

E-E+D, c-0, (3.1.19)

Xa = Xa —
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Da wir iiber A{, und D¢ frei verfiigen, konnen wir die Felder x, und E durch eine geeigne-
te Eichtransformation zum Verschwinden bringen. Dies ist dieselbe Prozedur (Wess-Zumino-
Eichung), die man macht, wenn man feststellt, daf bestimmte Felder des Vektormultipletts
V' beliebig abgedndert werden konnen, ohne dabei die Feldstirke des Vektormultipletts zu
verdndern. Die Transformation des antisymmetrischen Tensors By, in (3.1.19) stimmt mit der
bereits diskutierten Eichtransformation (3.1.8) tiberein. Fiir weitere Betrachtungen benutzen
wir ®,, in dieser Wess-Zumino-Eichung

0,7C 1
P, =—10, ( 5 + Z(omo")a"’an> + 6001, . (3.1.20)

3.2 DMasseloser Fall

Wir wollen eine eichinvariante Wirkung fiir die massiven linearen Multipletts konstruieren.
Bevor wir das tun, betrachten wir den masselosen Fall. Er wurde mehrfach in der Literatur
diskutiert [11, 7, 8, 12, 6, 13, 14].

Die eichinvariante Lagrangedichte ist gegeben durch durch die 26%-Komponente des Qua-
drats des linearen Superfeldes L

Lyin = — / d*0d*0L* . (3.2.1)

Lassen wir die Forderung nach der Renormierbarkeit fallen, so lafit sich (3.2.1) verallgemeinern
zu

Lign = — / d*0d*0K (L) , (3.2.2)
wobei K eine reelle Funktion von L ist. Die Komponentenform von (3.2.2) ist
1 n m N m = —=m 3 mn
Lin = —7K" (0nCO"C +i(no™ O + 110" Ou) + 5 Hymp ™)

1
" — — K" i (3.2.3)

1 _
_ KIII namnemnqu 48

8

mit K" = 02K, K" = 93K etc. Die Details findet man in Anhang C. Fiir K(L) = L? fallen die
beiden letzten Terme von (3.2.3) weg und die Kopplungsfunktion wird zu K" = 2. Auerdem
ist hier anzumerken, dafl keines der Felder ein Hilfsfeld ist und die Anzahl der physikalischen
Freiheitsgrade mit der Anzahl im skalaren Multiplett iibereinstimmt.

3.3 Massiver Fall

Die Lagrangedichte des massiven linearen Multipletts miifite Terme von der Form m?B,,, B"™"
enthalten. Solche Ausdriicke stammen vom Superraumintegral, welches quadratisch in @, ist,

Lo ~ mZ/d29(I>O‘(I>a +h.c. (3.3.1)

Solche Terme sind allerdings nicht eichinvariant unter der Eichtransformation (3.1.14). Variieren
wir (3.3.1), so erhalten wir

-2
5<m2 / d29<1><1>) —9m? / d20D5D — —Z% / P20DD?DA = im? / d20d200DA #£0 . (3.3.2)
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Im ersten Schritt haben wir die Produktregel benutzt, anschlieend haben wir (3.1.14) eingesetzt
und mit Hilfe von (A.3.4) den Ausdruck zum Superraumintegral umgeformt.

Um die eichinvarianten Massenterme zu konstruieren, werden wir den Stiickelbergmechanis-
mus verwenden [18, 19]. Man geht dabei wie folgt vor. Man spaltet von By, die Freiheitsgrade,
die nur im massiven Fall vorhanden sind, ab und erweitert die Gruppe der Eichtransformationen
um solche, die B,,,, unveridndert lassen.

Die massiven Freiheitsgrade findet man durch folgende Uberlegung. Der massive Term
M2 By, B™" ist nicht eichinvariant, insofern erhilt B,,,, zusitzliche Freiheitsgrade, die im mas-
selosen Fall sich wegtransformieren lieflen, und sie kénnen wir einfach von 6 B,,, ablesen.

Wir definieren B,,, um,
By = B, + %(Bmvn P (3.3.3)
und definieren die Eichtransformationen zu
By = Blon + Oy — OpAyy Up — Uy +mA, . (3.3.4)

Unter diesen Transformationen ist der Masseterm m?B,,, B™" invariant. Das Vektorfeld v,,
stellt die notwendigen zusétzlichen Freiheitsgrade fiir By, im massiven Fall zur Verfiigung und
spielt die Rolle des Kompensatorfelders fiir die Transformationen von B,,nn.

Als néchstes wollen wir die Transformationen (3.3.4) auf die Ebene der Superfelder iiber-
tragen. Offensichtlich entspricht (3.3.3) der Kombination

1
(2i%0 + —Wa) , (3.3.5)

wobei W, die Feldstérke des Vektormultipletts V' ist. W, und V sind in (2.5.13), (2.5.3) definiert.
Der antisymmetrische Tensor By, ist in dem chiralen Spinorsuperfeld @, enthalten. Ab sofort
lassen wir den Strich bei Bj,, weg. Die Transformationen (3.3.4) lassen sich mit Hilfe der
Superfelder schreiben als

B, — D, + %1521)(11\ :
, (3.3.6)
VoViamh, W, —>Wa—1m52DaA .

A ist ein reelles Superfeld. Seine #-Entwicklung wurde in (3.1.17) angegeben.

Unser Ziel ist, eine moglichstallgemeine lorentz- und eichinvariante Wirkung zu konstruieren.
Nach Konstruktion ist (3.3.5) eichinvariant. Um es lorentzinvariant zu machen, quadrieren wir
den Ausdruck und summieren dabei iiber die Spinorindizes von W, und ®,. Hohere Produkte
von (3.3.5) wollen wir nicht zulassen, da sie nicht renormierbar sind. Um andere eichinvariante
Terme zu finden, machen wir folgenden Ansatz

Lo = /d29(f<1><1> + a®W +bWW) + h.c. (3.3.7)

mit komplexen Konstanten f,a,b und fordern, dafl £,, eichinvariant unter den Transformationen
(3.3.6) ist. Um die Rechnung iibersichtlicher zu gestalten fithren wir als Abkiirzung

1 _
Y, = —ZD2DQA (3.3.8)
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ein. Die Transformationen (3.3.6) werden dann zu

5B, = —%Ya . SWa =mY, . (3.3.9)

Variieren wir jetzt den Ansatz (3.3.7), so erhalten wir

0Ly =2f®6® + ad®W + a®oW + 20W W + h.c.

i (3.3.10)
=—if®Y — §GYW + ma®Y + 2bmWY + h.c. .

Im zweiten Schritt haben wir (3.3.9) eingesetzt. Wir fassen nun Terme mit gleichen Superfeldern
zusammen,

0Ly = (—if +ma)®Y + (—%a + 2bm)WY + (if +ma)®Y + (%a FOm)WY . (3.3.11)
Wir suchen solche Losungen von f, a, b, fiir die dL£,, verschwindet oder gleich einer totalen
Ableitung ist. Aus (3.3.11) sieht man, daf} fiir

J f
a = E , und b = _W (3312)

0Ly, stets verschwindet. f kann dabei eine beliebige komplexwertige Funktion sein.

Um eine Losung zu finden, fiir die £, gleich einer totalen Ableitung ist, suchen wir
nach einer Kombination von den Superfeldern, die dies erfiillt. Aus der Betrachtung der 6-
Entwicklungen von ®, (3.1.16), W, (2.5.14) und Y, (3.1.17) stellen wir fest, daf die einzige
Kombination, die gleich einer totalen Ableitung ist, ist

(wy -wy) ‘62 = — % Crnpg FFE (3.3.13)
Um dies auszunutzen, schreiben wir den Ausdruck (3.3.11) um, indem wir die Koeffizienten
f,a,b in Real- und Imaginirteil zerlegen und die Terme mit ¢ und ohne ¢ als Vorfaktor grup-
pieren.

0L =(—iRe f + Im f + mRea + imIma)®Y + (iRe f + Im f + mRea — imIma)®Y)

) 1 ) 1
+ (—%Rea + §Ima + 2mReb + 2imIm b)WY + (%Rea + §Ima + 2mReb — 2imIm b)WY

=(—iRe f +imlma)(®Y — ®Y) + (Im f + mRea)(PY + ?Y)

. o B
n (—%Rea +20mb)(WY = WY) + (5lma + 2mReb)(WY + WY) .

(3.3.14)
Damit erhalten wir folgendes Gleichungssystem
—%Re a + 2¢Im b =const. ,
11 2mReb =0
grma+amRed =0, (3.3.15)

—Re f +mlma =0,
Im f +mRea =0 .
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Eine Losung dieses Gleichungssystems, die nicht mit (3.3.12) iibereinstimmt, ist
1 1
Reazie, Imb=nh, Imf:—ime, Ima =Reb=0, (3.3.16)

wobei e, h reelle Konstanten sind.

Setzen wir die gewonnenen Losungen (3.3.12), (3.3.16) ein, so erhalten wir

f

£=joo+ Low - L
m 4m?

) 1
WW — %me@@ + Se®W + W W + hc. . (3.3.17)
Wir multiplizieren den Ausdruck mit m? und fassen Terme mit gleichen Vorfaktoren zusammen.
Auflerdem bemerken wir, dafl thW W + h.c. gleich einer totalen Ableitung ist und deshalb aus
der Wirkung ausintegriert werden kann. Die Lagrangedichte hat damit die Form

L= i /d29(f(W — 2im®) (W — 2im®) + 2e(W — z’m@)) +he. . (3.3.18)

Es ist offensichtlich, dafl wir den Ausdruck (3.3.18) wie in Abschnitt 2.5.1 auf den Fall
von ny-Vektormultipletts sofort erweitern kdnnen. Diese Erweiterung findet statt, indem die
Vektormultiplett-Feldstirke W, einen Index A erhélt, wobei A = 1,...,ny ist. Die -Entwick-
lungen (2.5.13), (2.5.14) von V und W, erweitert um den Index A werden zu

_ __ e 1 __
VA = — 0™ + 000Xt — i0OON + EQ%HDA :

. (3.3.19)
WA — _ iy (5aﬂDA - %(aman)aﬂpgn)aﬂ + 000 9 A

Zu jedem Wert von A in (3.3.18) gehoren dann bestimmte Parameter m und e. Sie werden
damit zu reellen Vektoren m” und e4 mit ny konstanten Eintrigen. Die Kopplungsfunktion f
wird zu einer ny X ny-Matrix fap.

Fiir den Fall der ny Vektormultipletts schreiben wir die Eichtransformationen (3.3.6) um
zu

1 _
VASVALTmAN, WA WA - ZmADZDaA : (3.3.20)

Bevor wir den verallgemeinerten Ausdruck fiir (3.3.18) angeben, wollen wir noch erkliren,
welche Funktionen bei f4p zugelassen sind. Wiirden wir verlangen, dal £3; renormierbar sein
muf}, so mul fap = dap gelten. Hier wollen wir diese Forderung fallenlassen und das lineare
Multiplett an die Materiefelder koppeln. Wir lassen zu, dal f4p eine allgemeine Funktion von
n. chiralen Superfeldern N* ist. Der Index i nimmt Werte zwischen 1 und n¢c an. Damit lautet
der allgemeinstmogliche Ausdruck fiir £,,

Ln=1 /d29( Fan(N)W = 2imAB) (WP —2imP®) + 2eAB(W4 —im"®) ) + he. (33.21)

In (3.3.1) haben wir den Parameter m als Masse definiert. Mit der Einfithrung der Kopplungs-
matrix fap verliert er diese Rolle. Der Zusammenhang zwischen den m* und den Massentermen
wird an spéterer Stelle diskutiert.

An dieser Stelle konnen wir die Freiheitsgrade zidhlen und sie mit dem masselosen Fall
vergleichen. Wir erinnern, daf§ die Transformationen der Vektormultipletts (3.3.20) physika-
lisch bedeuten, daf3 ein Vektormultiplett den massiven Freiheitsgraden des Spinormultipletts
®,, entspricht. Anders ausgedriickt wird ein Vektorfeld von dem chiralen Spinorsuperfeld ®,,
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?gegessen”. Dadurch wird @, massiv und es bleiben in der Wirkung (3.3.21) ny — 1 physika-
lische masselose Vektormultipletts. Damit kénnen wir folgende Auflistung fiir die bosonischen
Freiheitsgrade ”on shell” machen:

ein massives Spinorsuperfeld @, 4 bosonische FG
ny — 1 masselose Vektorsuperfelder yAa 2(ny — 1) bosonische FG
n. chirale Superfelder N* 21, bosonische FG

Bevor wir (3.3.21) in Komponenten schreiben, diskutieren wir den Fall m* = 0. In diesem
Grenzfall reduziert sich die Lagrangedichte zu

Lo = % / PO FAn(N)WW +2e,0W4) + . (3.3.22)

Die Terme von der Form e4®W+ sind als vierdimensionale Green-Schwarz-Terme bekannt
[11, 22, 23]. Gewohnlich werden sie mit Hilfe des vollstéindigen Superraumintegrals in der Form
2e4 [ d?0d?0LV A geschrieben. Daf die Schreibweisen fiquivalent sind, sieht man in der folgenden
Rechnung

1 _ 1 o
eA/d29<I>WA+h.c. = —ZeA/dZt?(I)DQDVA— ZeA/dZt?(I)DQDVA
= ea / d*0d’0 (eDV* + @DV ) (3.3.23)

= eA/d29d29 (DD + D) V4 = 2eA/d29d29LVA :
Hier haben wir zuerst die Definition von W, (2.5.3) eingesetzt, danach haben wir (A.3.4)
ausgenutzt. Anschliefend haben wir einmal partiell integriert und (3.1.11) eingesetzt.

Als néchstes geben wir die Lagrangedichte (3.3.21) in Komponenten an. Aufler (3.1.7),
(3.1.20) und (2.5.14) benétigen wir noch

Nt = A" 4V20x' 4 09F° (3.3.24)

: : 1. .
faB(N) = fap(A) +V20x'0;fap + 00(F'0ifap — EXZX‘jaz’aijB) -
Eingesetzt in die Lagrangedichte (3.3.21) erhalten wir vor der Eliminierung der Hilfsfelder D*
(Details siehe in Anhang C):
1 S 1 c4 1 .
L =— ZRefABF,;‘nFBm" + glmfABem”erA ED— Eem"WaneA(F;i + Fp)

mn® pr

1 1 1
+ ERefABDADB — ECDA(eA + ZImfABmB) — ERefABmAmBC2

— L g o™, \B — % Fip ™o, \B

2
1. B A 1 . * By=yA
—E(zeA—I—ZfABm nA —5(—zeA+2fABm YA
- ——=0; m-C —1 — —— O m i
1 . . 1 . . _
o O FA zo.mnAB _ 81'* * FA —za,mnAB
2\/5 i faB mnX 2\/5 fAB mnX
1. 1. .
— ZFlaifABAAAB — ZF*Zai*fj;BAAAB

1, . 1. o
+ gXlXjaiaijB)\AAB + gxleai*aj*fAB,\AAB
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mit
Fﬁn = Frgn - mAan . (3326)

Als nichstes eliminieren wir die Hilfsfelder D4 mit Hilfe ihrer Bewegungsgleichungen. Wir
fassen alle Terme mit D# nochmal zusammen

1 1
Ll =5Re fapD*DP — ZCD*(eq + 2m fapm”)
i i (3.3.27)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich sofort als Ableitungen von £, nach D4

0ifap DX N

1 i ] U x  —1y
Re fABDB — §C(BA + 2Im fABmB) + —28ifABXl)\B — —8z'*fABX M=o (3.3.28)

2v2 2v2
Auflésen nach D# ergibt
i

V2

i

0ifpox'A° +
lfBCX \/i

1 _ * =Ly
DA = 5 (Re f)~148 ((eB + 2Im fgem©)C i [50X /\C> . (3.3.29)

Wir setzen (3.3.29) in (3.3.25) ein und erhalten

1 A 1 4 - 1 .
Lo = — ZRefABJf?,ﬁn)f?Bm” + glmfABem"qu,ﬁan% — Eem"PfIaneA(Jf?;}, +EL) -V

— 5 FaX O = L g a0, A

1 . 1, . T
— 5(26,4 + QfABmB)ﬂ)\A — 5(—Z€A + Qf;‘leB)ﬁ)\A
1 1
2v/2 2v2

1 _ . s i
g Re )77 0ifan(0jfpox’ A = 5 fhox X)x' A

0ifapmACX' NP — — 0 fhpm*Cx' AP

1 - * * =y j VAN
+ 5 Re )P 05 11005 Fhex! A = 9 fpex XO)x' N

1 1
22 2v2
1_. 1 . v TAS
- ZanifABAAAB - ZF* ai*fABAA)\B

OifapErpn X 0™ AP — O fapFimnx 0™ AP

1 . . 1 . . o
+ gXZX‘jaiaijBAAAB + gfcli]ai* Oj- Fap AP .
(3.3.30)

V enthilt alle Terme, die dem skalaren Potential beitragen. Vor der Eliminierung der Hilfs-
felder erhilt man

1 1 1
V=—2Re fapDADB + 5oDA(eA + 2Im fapm®B) + SRe fapmamPc? . (3.3.31)
Beriicksichtigt man nur bosonische Terme,? so lautet die Bewegungsgleichung fiir D4 (3.3.29):

1
DA = 5 (Re f) % (ep + 2Im fpem©)C . (3.3.32)

Die fermionischen Beitrége, die durch Eliminierung von D# zustande kommen, haben wir bereits in (3.3.30)
eingesetzt.
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V 1af3t sich dann schreiben
1 1
V =;Re fapDADP + SRe fapmAmPC? | (3.3.33)

wobei D4 durch die Bewegungsgleichung (3.3.32) gegeben ist. Man sieht, daB im Falle des
linearen Multipletts ein Term vorhanden ist, der nicht vom D-Term der Vektormultipletts
stammt. Es handelt sich dabei um einen direkten Massenterm des reellen Skalars C'. Mit direkt
meinen wir, daf} sein Beitrag allein durch die Prisenz des linearen Multipletts zustande kommt.
Nach dem Einsetzen der Bewegungsgleichung (3.3.32) in (3.3.33) wird das skalare Potential zu
V = ((eA + 2ImfAcmC) RefflAB (eB + 2ImeDmD) + 4RefABmAmB) C?

(3.3.34)

(ea — ZifACmC) Re f~148 (ep + 2iffp,mP) C? .

0| = o =

An dieser Stelle ist zu bemerken, dafl dieses Potential als N = 1 Version des N = 2 Taylor-
Vafa-Potentials [24, 10] angesehen werden kann.

Jetzt sind wir imstande, die Verbindung zwischen den Parametern m 4, e und der Masse
anzugeben. Als Masse wird gewohnlich die Kopplungsfunktion vor dem quadratischen Term
definiert. Setzt man (3.3.26) in (3.3.30) ein, so kann man die quadratischen Terme in B,
sofort ablesen. Terme, die B,,, enthalten, sind

1 1 1
L =— -Re fABmAmBanBm” + 3 (Im fABmAmB + ieAmA> €™ By Bpg

4 (3.3.35)

1 1 1
+5Re fapm Fy B™ — ) (hﬂ fapm™ + EGB)GmnqumBanq

Wie man sieht, haben wir zwei quadratische Terme von B,,,, einer davon ist topologisch.? So
definieren wir zwei Kopplungsfunktionen, die man als ”Massen” bezeichnen kann.

2 A __B
M* =Refapm™m” |

1 (3.3.36)
M% = ImfABmAmB + EeAmA
Die Massenterme werden damit zu
1 1
Lop = —ZM2 Byn B™" + gM% €I B0 By - (3.3.37)

Fiir m = 0 sind M? und M# Null und es bleibt in der Lagrangedichte ein masseloser antisym-
metrischer Tensor mit der Green-Schwarz-Kopplung [11]

1
‘Cm*[] = _geBemnqumBanq . (3338)

3Der Term heifit topologisch, wenn er nicht explizit von der Metrik abhingt.



Kapitel 4

Dualititen des antisymmetrischen
Tensors

In diesem Kapitel diskutieren wir die dualen Formulierungen des antisymmetrischen Tensors.
Dabei mufl man zwischen dem masselosen m* = 0 und massiven Fall m” # 0 unterscheiden.
Ein masseloses antisymmetrisches Tensorfeld ist dual zum skalaren Feld. Auf der Ebene der
Superfelder entspricht dies der Dualitéit zwischen dem linearen und chiralen Multiplett. Im
massiven Fall ist das antisymmetrische Tensorfeld dual zum massiven Vektorfeld. Und wie-
derherum auf der Ebene der Superfelder entspricht dies der Dualitdt zwischen dem chiralen
Spinorfeld und massiven Vektormultiplett. In Anhang D werden die notwendigen technischen
Details zur Dualitéitstransformation erklért.

4.1 Masseloser Fall

Als erstes diskutieren wir den masselosen Fall. Setzen wir alle Parameter m” = 0, so erhalten
wir aus (3.2.2) und (3.3.21)

- 1
L= _/d29d2eK(L) + (Z/d29 (fapWAWE + 2e0W 1) + h.c.) :
. 1
= _/d29d29 (K(L) — eaLV?) + <Z/d20fABWAWB + h.c.) :

wobei wir (3.3.23) bei der Umformung ausgenutzt haben.

Um die Dualitdtstransformation durchzufiihren, miissen wir eine sogenannte ”first order
form” konstruieren. Sie ist eine allgemeine Funktion der beiden Superfelder, die zueinander dual
sind. Durch Eliminieren eines der Superfelder mit Hilfe seiner Bewegungsgleichungen erhilt man
die richtige Lagrangedichte fiir das andere.

Eine solche "first oder form” erhalten wir hier [11, 14|, indem wir L in (4.1.1) durch ein
reelles (aber nicht lineares) Superfeld V' ersetzen und einen zusitzlichen Term

oL = /d29d2avo(s+§) : (4.1.1)

dazuaddieren, wobei S ein chirales Superfeld ist (Dg.S = 0). Wir haben das reelle Superfeld V°
mit dem Index 0 versehen, um es von den ny Vektormultipletts V4 zu unterscheiden, die in

29
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der Lagrangedichte (4.1.1) auch vorhanden sind. Wir erhalten damit als ”first order form”

_ _ 1
Leirst = _/d29d29 (K(VO) —esVOVA - V(S +9)) + (Z /dQHfABWAWB + h.c.> :

(4.1.2)
Als erstes bestimmen wir die Bewegungsgleichungen fiir S und S. Um nach den Superfeldern
S und S zu variieren, schreibt man sie mit Hilfe der allgemeinen Superfelderfelder ¥ und ¥ um

S=D*%, S=D%. (4.1.3)
Wir variieren nach ¥ und ¥ und erhalten®
D*VP=0 und D*V'=0. (4.1.4)

Dies sind genau die bestimmenden Constraints (3.1.1) fiir das lineare Multiplett. Das heift, das
lineare Multiplett ist die Losung der Bewegungsgleichungen (4.1.4). Setzen wir die Losung, also
L, zuriick in die ”first order form” (4.1.2), so erhalten wir die Lagrangedichte fiir das masselose
lineare Multiplett (4.1.1). Der Term (4.1.1) verschwindet, da man nach der zweifachen partiellen
Integration erhilt

20120 Q) 2n.320(12 21 v
/d 0d*0L(S + 5) = /d 0d*0(D 0L2+DOL2) . (4.1.5)

Auf der anderen Seite ist die Bewegungsgleichung fiir V°
—OpoK +eaVA+S+85=0. (4.1.6)
Wir I6sen sie nach V0 auf
VO =h(esVA+5+9), (4.1.7)

wobei h eine invertierbare Funktion von e4V4 4+ S + S ist. Die genaue Form der Gleichung
(4.1.7) hingt von der Gestalt von K(V°) in (4.1.2) ab. Setzen wir (4.1.7) in die "first order
form” (4.1.2) zuriick, so erhalten wir

N _ 1
L= /d29d291( (eaVA+S+S) + I (/ d*0fapWAW?E + h.c.> (4.1.8)

mit K = —K(h) + (eaVA + S+ §)h . K ist die Legendre-Transformierte von K. Dies ist die
Lagrangedichte fiir ny Vektormultipletts und ein chirales und ein antichirales Superfeld.

Als nichstes erkliren wir, wie die Felder V4, S und § sich transformieren sollen. In (2.5.8)
und (2.5.9) wurde gezeigt, daB W unter den Transformationen

vA s vA et 5 (4.1.9)

wobei ©4 ny chirale Superfelder sind Dg X4 = 0, invariant sind. Somit ist der zweite Term
von (4.1.8) eichinvariant unter (4.1.9). Um den ersten eichinvariant zu machen, verwenden wir
wie bei der Konstruktion der Wirkung fiir das massive lineare Multiplett den Stiickelberg-
mechanismus, indem wir die Gruppe der Eichtransformationen um solche erweitern, die die
Lagrangedichte (4.1.8) invariant lassen. Wir definieren die Eichtransformation fiir S zu

S =8 —e xt. (4.1.10)

Man sieht, daB S und S von den V4’s absorbiert werden kénnen. Dies wiirde dann eine linea-
re Kombination von den Vektormultipletts massiv machen. Um den Komponenteninhalt der

'Die Variationsregeln fiir die Superfelder sind in Anhang D angegeben.
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Lagrangedichte (4.1.8) anzugeben, gehen wir wie im Falle des linearen Multipletts vor (siehe
Anhinge C und E). Wir setzen die §-Entwicklung von V4 in der Wess-Zumino-Eichung

VA = 00", + 000X — 00X + 003D (4.1.11)

und die #-Entwicklung von S
S =E+ V20 + 00F (4.1.12)

in die Lagrangedichte (4.1.8) ein und erhalten
1 el A 1 " * m
L = §K eaD” + EK 2FF* — 0,(Re E)0™(Re E)

- %(eAvf,‘l + 20,,(ImE)) (epv®™ + 20™(Im E))

+ivV2ea(A = A — (o Ot + waamw> + if("”www

1

v LR ( P — P+ G pleany + 20, (Im E))

| =

1 1
— ZRefapFA™EB | 5RefABDADB + —Im fage™P"FA FB (4.1.13)

8 mn® pr
) - _ _
5 (fABAAUmamAB — fABamAAom)\B)
b
2v/2
1
2v/2
1
4

i
2V2

Oi fapFiX'o™ NP —

0; fapDAX' AP — O figDAX' NP

1
2V2

F*iai*f:lBj\Aj\B

8i* szFné,nXlamnj‘B

, 1
Fioyfap N — 1

1. . 1 . . -
+ gXZX‘jaiaijBAAAB + gfcli‘jai*@j*fABAAAB .
wobei wir folgende Abkiirzung eingefithrt haben: K’ = dge z K. Man sieht, da$f das reelle Ska-
larfeld Im E die Rolle des Goldstone-Bosons spielt. Es entspricht dem massiven Freiheitsgrad
der Linearkombination der Vektorfelder v und kann durch eine geeignete Eichtransformation
(unitire Eichung) in die Linearkombination der Vektorfelder e v hineingezogen werden.

Um die physikalische Wirkung zu erhalten, miissen wir die Hilfsfelder F?, D4 und F eli-
minieren. Die Hilfsfelder F* belassen wir in der Wirkung, da wir den kinetischen Term fiir die
chiralen Superfelder N* nicht vorgestellt haben. Wenn man sich nur auf die bosonischen Terme
beschrinkt, sind die Bewegungsgleichungen von F und D4

1~
F=0, D= —EK'eB(Re fy~taB (4.1.14)

Setzen wir sie zuriick in (4.1.13) und beriicksichtigen nur die bosonischen Terme, so erhalten
wir in der unitiren Eichung

1 1 1.

ﬁb — — “Re fABFAmnFnIfn + ZIm fABemnern{:anB; - —K,IBAGB’UA’UB
4 8 4 (4.1.15)
L .

— 5K"0u(Re E)0™ (Re B) — V
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wobel das Potential ist

%(k')QeA(Re £ ABey (4.1.16)

Das Potential soll mit dem vor der Dualisierung (3.3.34) iibereinstimmen. Dies ist tatsdchlich
der Fall fiir

1
V = Re fapDADB =

m=0, K =cC (4.1.17)

Wir iiberpriifen, ob die kinetischen Terme auch {ibereinstimmen. Wir schreiben sie noch mal
hin. Aus (3.2.3) und (4.1.15) erhalten wir
1

Lo == K" (C)aCO"C

1~
LRrep =— EK"(ReE)Bm(Re E)0™(ReE) .

Wir setzen K’ = C in die erste Gleichung ein und erhalten
_ 1 " gt ’dl m (gt
Lo == K" (K)o (K (Re E)) 9 (K (Re E))
__ iK”(K’)K”(Re E)K" (Re E)oy (Re E)0™ (Re E) (4.1.18)
_ L9 w(R)K"(Re B)O,, (Re B)O™ (Re E)
40E " '

Bei den Umformungen haben wir die Kettenregel ausgenutzt. Aus der Legendre-Transformation
K=—-K+(eaVA4+5+05), (4.1.19)
die wir nach der Formel (4.1.8) diskutiert haben, folgt fiir die Komponentenfelder
K'(C)=K'(K') =2E . (4.1.20)
Wir setzen nun (4.1.20) in (4.1.18) ein und erhalten
L= —%K"(ReE)@m(ReE)am(ReE) . (4.1.21)

Damit haben wir gezeigt, dafl die kinetischen Terme auch iibereinstimmen.

4.2 Massiver Fall

4.2.1 Dualitidtstransformation

Im massiven Fall (m? # 0) ist die Lagrangedichte gegeben durch (3.3.21). Um die Dua-
litdtstransformation durchzufiihren, starten wir mit einer allgemeinen Lagrangedichte, die wir
erhalten, indem wir den Term — (V0?4 ® + ®)(D*®,, + D4 ®%) dazuaddieren und K (L) durch in
Abschnitt 2.5.2 eingefiihrten Massenterm U (V' + ® + @) ersetzen [12]. Wir haben V° mit dem
Index 0 versehen, um es von den ny Vektormultipletts VA mit A = 1,...,ny zu unterscheiden.
Im Folgenden werden wir V° + ® + @ durch V' abkiirzen. Die ”first order form” ist damit

L = /d20d2§ (U(V’O) - V’O(Dq>+7§<i>))
+ i{/dQH(fAB(N)(WA — 2im @) (WP — 2im” @) (4.2.1)

+ 2, (WA — imA@)> + h.c.}.
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Wir variieren (4.2.1) nach V% und erhalten als Bewegungsgleichung

oU (V')

L D® +DP =2L . (4.2.2)

Im zweiten Schritt haben wir hier (3.1.11) eingesetzt. Da (4.2.2) eine Gleichung fiir V'0 ist,
kénnen wir sie nach V'O auflésen, wobei die genaue Form vom expliziten Ausdruck fiir U(V'0)
abhéngt. Wir erhalten

V'O = (L) (4.2.3)

mit einer invertierbaren Funktion h. Setzten wir (4.2.3) zuriick in (4.2.1) ein, so erhalten wir
die urspriingliche Wirkung fiir das massive lineare Multiplett

S =— / d*zd*0d*0K (L) + G / d29( fap(N)(WA = 2imA®) (WP — 2imP )
(4.2.4)
+ 2 B(WA — imA<I>)> + h.c.>

mit
K(L) =2h(L)L — U (h(L)) . (4.2.5)
K und U hingen miteinander iiber die Legendre-Transformation zusammen .

Als néchstes wollen wir die Bewegungsgleichung fiir &, bestimmen. Dafiir formen wir zuerst
die Wirkung etwas um. Wir betrachten nur die relevanten Terme, also nur Terme, die P,
enthalten. Wir kénnen ®,, stets schreiben als ®, = D?>D, Y, wobei ¥ ein allgemeines Superfeld
ist. Das Ziel, ist die relevanten Terme so zu schreiben, daf} sie nur von ¥ explizit abhéingen, so
dafl wir die Variation ausfithren kénnen.Variationsregeln fiir die Superfelder sind im Anhang D
angegeben. Wir erhalten

1 1
L=+ /d20( — WO — fapm*mPed —ifspmroW? — EieAmA¢¢ + 5eA<1>WA>

1 1
ey /d20 (@( —ifapmWE + 5eAWA — W) = (fapm®m® + 5z'eAmA)<1><1>>

1
:...+/d2(9(q)(—z’fABmAWB+§6AWA—W0) —(M2+iM%)(I)(I)> .

(4.2.6)

In der ersten Zeile haben wir (3.3.23) benutzt, um —2V'0L mit Hilfe von @, auszuschreiben.
Anschlieend haben wir die Terme nach den Potenzen von ®, zusammengefait und, um die
folgenden Rechnungen iibersichtlicher zu gestalten, die in (3.3.36) definierten Kopplungsfunk-
tionen M? und M% eingesetzt. Wegen Dafap =0 und &, = D?*D,Y gilt weiter

_ 1
L= _ 4/d29d29<1)2( —ifapm WP + EeAWA - WO) —(M? + z'M%)Dm)

_ 1
ot 4/d29d29<21)( —ifapm WP 4+ ZeaW ! - W0> — SD((M2 + z'M%)(I))) .
(4.2.7)

Hier haben wir mit Hilfe von (A.3.4) den Ubergang zum Integral iiber den vollstindigen 6-6-
Raum gemacht und anschlieflend partiell integriert. Die Terme, die gleich einer totalen Ableitung
sind, haben wir weggelassen.
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Wie variieren nach ¥ und erhalten
1 .
D((M2 + z'M%)(I)) =—;D (z’(mAfAB + %eB)WB + W0> (4.2.8)
und erhalten als Bewegungsgleichung

1 (im” fap — tep)WP + W
Py =—= - > : (4.2.9)
2 M? + M2

Die Losung von (4.2.8) 1d8t noch einen konstanten Spinor zu, der allerdings die Lorentzinvarianz
von @, zerstoren wiirde.

Setzen wir (4.2.9) in die "first order form” (4.2.1) zuriick ein, so erhalten wir folgende
Lagrangedichte

_1 2 1 A 1 B 0\ ( (i C 1 D 0
£—4(/d9M2 +¢M%<(Zm fap— sem)W” + W)((zm fop = 5ep)W +W)

+ fapWAW?P 4 h.c.> + / d?9d20U (V'°) .
(4.2.10)

Um die Lagrangedichte iibersichtlicher zu gestalten, fithren wir eine (ny + 1) x (ny + 1)-
dimensionale Eichkopplungsmatrix f ;5 ein

" 1, - . M?—iM2
fap = fap + fOOfOAfOB o Joo= M ML

(4.2.11)

foa = foo(im® fap — %GA) ;

wobei A =0, A mit A=1,...,ny ist. Damit liBt sich die Lagrangedichte schreiben als

1

EZZ

/ 20, WAWE + / d20d20U (V') (4.2.12)
mit WA = (WO, W4). Der zweite Term weist darauf hin, daf es sich um die Lagrangedichte
eines massiven Vektormultipletts handelt.

4.2.2 Anzahl der Freiheitsgrade und die Kopplungsmatrix f/u%

Die Langrangedichte (4.2.12) enthilt ein massives V'0 und ny masselose Vektormultipletts V4.
Wieviele Vektorfelder tatsichlich physikalisch sind, héngt von f ip ab (genauer vom Rang).
Bevor wir die Matrix genauer unter die Lupe nehmen, zdhlen wir die Freiheitsgrade vor der
Dualisierung. Thre Anzahl soll unverindert bleiben. Dies wiirde uns auch einen Hinweis auf
die notwendigen FEigenschaften von f 15 geben, welche wir anschliefend {iberpriifen konnen.
Es geniigt die bosonischen Freiheitsgrade zu zihlen.> AuBerdem soll die Ubereinstimmung der
Freiheitsgrade fiir die bosonischen und fermionischen Felder jeweils getrennt vorhanden sein.
Wir zihlen ”on-shell”:

?Die fermionischen Terme lassen sich aus den bosonischen mit Hilfe der SUSY-Transformationen stets be-
stimmen.
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Vor der Dualisierung

Lineares Multiplett
e cin 1 reelles Skalarfeld C 1 FG

e ein massives antisymmetrisches Tensorfeld B,,, 3 FG

Vektormultipletts
e 2(ny — 1) reelle masselose Vektorfelder v 2(ny — 1) FG

Wie bereits in Abschnitt 2.5.2 erklirt wurde, spielt ein Vektorfeld die Rolle des Goldstone-
teilchens. Es liefert dem antisymmetrischen Tensor im massiven Fall die notwendigen Freiheits-
grade.

Nach der Dualisierung haben wir eine Lagrangedichte fiir ny 4+ 1 Vektorfelder, wobei eines
davon massiv ist. In Abschnitt 2.5 haben wir gezeigt, dafl ny masselose und ein massives Vektor-
multiplett den 2(ny ) + 4 Freiheitsgraden entsprechen. Demnach haben wir zwei Freiheitsgrade
nach der Dualisierung zuviel.

Das bedeutet, daf ein Vektorfeld unphysikalisch ist. Man muf} dies auch an der Lagrange-
dichte sehen konnen. Die Information dariiber steckt in der Kopplungsmatrix f ;.

Wir betrachten den bosonischen Teil von (4.2.12)3

B mn=— pq

1 i s 1 i B
L=-JRe fagFA™FE + gm fage ™ PIFa FB
(4.2.13)

1
— 0o AU (0B, + 0 (Im A)) (27 + 0™ (Im 4°)) = V.
Die Komponentenfelder von V" haben wir mit dem Index 0 versehen.

Wir sehen, daf} vor dem kinetischen Term nur der Realteil der Kopplungsmatrix steht.
Wegfall von den Freiheitsgraden bedeutet, da ein F}, oder eine lineare Kombination von F4’s

verschwindet. Um das zu gewdhrleisten, mufl Re f ; 5 vom Rang ny sein, also einen Eigenvektor

zum KEigenwert Null haben. Und tatsédchlich: Multipliziert man die Matrix f ip mit mA = (m?A),
so erhilt man

(fﬂo f0A>( 0 );(fOAmA>:< ‘ ) (4.2.14)
foB  fam m fapm? —5¢B ) o
Dabei hat man folgende Rechnungen ausgefiihrt:

- P 1 2 . 1
foam™ =foo(im® fap — §€A)mA = 1 foo (mBRe fap +i(mPIm fap + §8A))mA

. , M? —iM? . .
:’Lf[)()(M2 + ’LM%) = ZW(M2 + ZM%) =1,
(4.2.15)
A M? — i M? ) )
fapm® = (fAB - WM‘*T (meAc + §6A> (meBD + §6B)>mA
T
M? — iM2)(M? + iMA i i
=fapm™ — ( M‘lTlE 1A 7) (meBD + 563) =55 -
T

In beiden Fillen wurden zuerst die Definitionen der ”gehuteten” Matrizen fg 4 und f Ap (4.2.11)
eingesetzt. Anschliefend haben wir die Matrizen in den Real- und Imaginérteil zerlegt und die
Definitionen fiir die Kopplungsfunktionen M? und M? (3.3.36) eingesetzt.

3Den Komponenteninhalt der einzelnen Termen der Lagrangedichte (4.2.12) haben wir bereits in (2.5.20) und
(2.5.28) angegeben.
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Wie man sieht, ist mA ein Eigenvektor zum Eigenwert Null von Re f 15 und Eigenvektor zu

einem konstanten Eigenwert von Im f A 3.4 Es gibt damit ein Kombination von F4’s, fiir die der
kinetische Term verschwindet und der topologische gleich einer totalen Ableitung ist. Damit
ist gezeigt, daBl die Anzahl physikalischer Freiheitsgrade nach der Dualisierung unverindert
geblieben und dafl die Information dariiber in der Kopplungsmatrix f i enthalten ist.

4.2.3 Lagrangedichte in Komponenten

Als nichstes geben wir den Inhalt der Lagrangedichte in Komponenten. Man bestimmt ihn
analog zu dem Fall vor der Dualisierung. Aus dem Ausdruck (4.2.12) folgt in Komponenten

1 imnop 1 i 5 1
E = — ZRe fABFAmnFﬁn + gIm fABeEmnqunﬁanI?] — ZU”US,LUOHI

1 1 1 o ih
+ U (FOFY = S0p AP0 AY) — SU'D" — JRe f 1D DP
_ %(fABAAamamXB n f}lEXAamamAB) (4.2.16)

+ %U//(i\/i(¢0>p N 1505\0) - i(@bodmam?ﬁ_o + @50587711,50)) + iU""QﬁOLbO@b_OTP_O
+ éU”’( — FO*p04p0 — FOp0ep0 4 4p05mp000 ) ...,

wobei wir alle Terme, die proportional zu den Ableitungen von f i sind, ausgelassen haben. U’
steht fiir Oge 40U, wobei damit immer die unterste Komponente in der §-Entwicklung gemeint
ist, also Ore 40U|. Fiir Details sieche Anhang E. Hier ist zu bemerken, daf§ wir hier die entartete
Matrix f i als Kopplungsfunktion verwendet haben. Den Feldinhalt nach der Eliminierung von
(4.2.16) diskutieren wir am Ende dieses Kapitels.

Da wir spéter die Hilfsfelder DA eliminieren wollen, geben wir an dieser Stelle den Ausdruck
fiir die Lagrangedichte (4.2.16) mit den Kopplungsfunktionen f4p5 an. Dafiir setzen wir (4.2.11)
in (4.2.16) ein und erhalten

Lty Lo <2F°F°* — 9 (ReA’)9" (ReA”)
— 5 (v, 20 (1m A%)) (2*™ + 207 (1m A°))

. 0y . 0, —0- 1 0
+ Z\/i(XO)\O o XO)\O) o Z(XoamamXO + XoaamX()) + ZUHHXOXOXOXO

+ %U’” ( — FO %% — FO%O¢° + X% x° (v°, + 20, (Im A°)> (4.2.17)
Y (R S U (im™ fap — L IAE ) 6™, [ A0 — (im” frr + L )AL

2\ M2 +iM2 Btk " BET 9t
- ;3 A0+ (imAfAB — leB)>\B o™ (A0 — (’imEfEF + l€F)5\F

M2 —iMz2" 2 2

1 M 0_ B/ A 1 2 ANB. B F

“Im f 15 hat keinen 0-Eigenwert, da sie invertierbar ist.
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14% ( 0 B A 1 C, E
+—————F | D" —D”(m”Im fap + —ep) | D"m~Refrc
M* + M}

2
1 M? 0 0
= 4t g e~ S ) (2T
1 M?
“ya A P = o) B = Jyr)

1 1 1
— {RefapF " ES, + SRefapD* D 4+ SIm fape™ " FL B
- % (FaBAA O™ 0AE — fapOmAia™NB) + ...

Hier haben wir eine Kopplungsfunktion J,,, eingefiihrt.

1 1
J = —FBmn (A fap + 5€8) = 56"”””1«}3’;mARe faB - (4.2.18)

4.2.4 Potential

Ein weiteres (aufler der Anzahl der Freiheitsgrade) wichtiges Merkmal der dualen Theorie ist
das gleiche Potential zur urspriinglichen Theorie. Das Potential ist gegeben durch

1 1. & iB
V=—UD"— JRe faigDADP
1 ' 0 1 AnB
= — _U'D’ — —RefapD*D
2 2
1 M2 1 2
0 B A AnpB, E,  F
_§m<(D - D (m ImfAB+§eB)> — D“D"m"m RefEARefFB>
oM D° — DB (mAIm fap + leB) DYmPRefpc .
M* + M} 2

(4.2.19)

Hier haben wir die Definition von f i eingesetzt. Die Hilfsfelder DY und D4 lassen sich aus dem
Potential in dieser Form nicht eliminieren. Der Grund, wie wir bereits gesehen haben, ist, dafl
Re f ip entartet ist und demnach einer der Hilfsfelder nicht linear unabhéingig von den anderen
ist. Das heifit, wir benotigen eine Nebenbedingung, um die lineare Abhéingigkeit zu eliminieren.

Dafiir schauen wir uns nochmal die Gleichung (4.2.9) an. Es ist die Bewegungsgleichung,
die wir bei der Dualisierung aus der First-Order-Form erhalten haben:

1 (im” fap — sep)WE + W

®a=—3 M2+ iM?
1 M? A 1 B 0 MIQ“ A B
= 5@(‘ (%l fap + Gep)Wo' + Wo + m Re fapWa' | (4:2:20)
1 iM2 A 1 B0, M2 4 B
_ Em ((m Im fap + ieB)Wa — Wa + F%m Re fABWa .

Hier haben wir den Nenner reell gemacht und die Kopplungsmatrix in den Real- und Ima-
gindrteil zerlegt. An der Dualititstransformation hat das ungeeichte chirale Spinorsuperfeld @,
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teilgenommen. Die unphysikalischen Freiheitsgrade wurden auch mittransformiert. Um sie zu
eliminieren, schauen wir, welche Auswirkungen die Eichtransformationen (3.3.20) und (3.1.14)
fiir diese Bewegungsgleichung haben. Wir setzen die Eichtransformationen ein und erhalten

1 M?

<I>a+%l_)2DaA -

1 M
2m ( — (mAIm fAB + EBB)W();B + WO + —mARe fABWB>

M2

1 M? 1 1 p- M7 1 p-
— Em ( — (mAIm fAB + 563)(—1mBD2DaA) + WmARe fAB(—ZmBDQDaA)>
1 iM?

2 M4+ M}

1 M?
((mAIm faB + ieB)WB w2+ WmARe fABWf>

1 'L']M% A 1 1 B2 JMZ A 1 B2
———T I Zep)(—=mBD*DLA) + —m R —-mBPD*D,A) ) .
2M4+M5£<(m mfAB+263)( 4" “ )+M%m e fanl 4" ad)

(4.2.21)

Weiter setzen wir die Definitionen der Kopplungsfunktionen M? und M% (3.3.36) ein und
erhalten

o +i@2p A L ( (mAIm f +1e )WB+W°+M m“Re fapW} )
« o all = — o a4\ T AB S ¢B VSl AB
8 2 M* + M} 2 o M?
1 M? 1. 5= 1. 5=
- ~MZD’D A\ — ~MZD*D,A
2M4+M5£<4 T ey e
1 iM? 1 M?
~ S A ;}\4% ((mAIm faB + ieB)WB w9+ Mz m“Re fABWoeB>
1 iM? 1 5 1 M* -,
— T _( — “MZD?D, A — >~ —=D?*D,A
2M4+M5£< 4T 4 M2

(4.2.22)

Weiteres Zusammenfassen der Terme ergibt

By + LD2D A——1L2 — (mATm f + 1 yWB w0+ My m“Re fagWPE
R R Y VR V) an+gen)Wal + Wt gmRe fap
1 M2 A 1 o M2, B LM+ My,
T I “ep)WE W+ —miR Wl ——IDD,A) .

(4.2.23)

Da wir iiber A frei verfiigen, konnen wir A so wéhlen, daf} die zweite Klammer komplett ver-
schwindet. In den Komponentenfeldern entspricht sie

1 M?

(mAIm faB + §eB> DP — D+ WRe fapm™DB =0 (4.2.24)
fiir die Hilfsfelder D° und D4. Diese Nebenbedingung ist iquivalent zur Wess-Zumino-Eichung,
die wir fiir ®, gewihlt haben. Das chirale Spinorsuperfeld ®, hat zwei reelle Skalarfelder, eins
von den beiden, ndmlich £, war unphysikalisch und konnte in der Wess-Zumino-Eichung zu Null
gesetzt werden. Dieses Feld entspricht in der dualen Theorie dem Ausdruck mit dem Faktor i.

Mit Hilfe der gewonnenen Nebenbedingung eliminieren wir D° und erhalten

M? A 1 B
V:—U’(M2RefABm +m ImfAB+§€B>D
(4.2.25)

1 M?
— s\ Refap + —m “mPRe facRe fep | DADE .
2 M}
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Jetzt ist es moglich, die Hilfsfelder zu eliminieren. Die Bewegungsgleichungen sind
1
DA = —ZU’ Re f~14Y (ec + 2Im fpem®) . (4.2.26)

Einsetzen in (4.2.25) ergibt

V=— (U')2 ( (eA + 2ImfAcmC) RefflAB (eB + ZImeDmD) + 4RefABmAmB>

32
(4.2.27)
Wir sehen, daff das Potential die gleiche Gestalt hat wie vor der Dualisierung (3.3.34). Das
skalare Feld C des linearen Multipletts entspricht in der dualen Formulierung dem Term %U’ .

Wir zeigen, daf die kinetischen Terme auch iibereinstimmen. Wir schrieben sie aus (3.2.3)
und (4.2.16) noch mal hin

Lo=— iK"(C)amcamo :

1
LReA = — 5U”(Re A)D,, A™ AL
Wir setzen C' = %U' in die erste Gleichung ein und erhalten

1
Lo=— 1_6K” (3U0") U"(Re A)U" (Re A) O (Re A)0™ (Re A)

1
-2 BRae LK (SU") (Re A)dn (Re )™ (Re A)

(4.2.28)

wobei wir, wie im masselosen Fall (4.1.18) die Kettenregel ausgenutzt haben. K (C) und U(Re A)
hingen miteinander iiber die Legendre-Transformation zusammen:

K(L)=-UWV") +2v°L . (4.2.29)
Daraus ergibt sich folgende Gleichung fiir die Komponentenfelder C' und Re A:
K'(C)=K'(3U') =4Re A . (4.2.30)

Setzt man diesen Ausdruck in (4.2.28) ein, so erhélt man genau den kinetischen Term fiir Re A.

Zuletzt geben wir den Ausdruck fiir die Lagrangedichte nach der Eliminierung der Hilfsfel-
der® in der unitiren Eichung:

1 imnof 1 |
£=-7Re fagFA™FE + gm fige™PIFA FB ZU”U,‘;UO’”

1 0 0y _ L7 A B fx YA B
— 5U"0n(Re A")0™ (Re A )—§<fAB>\ o0\ + 5 A0 )

) ) - (4.2.31)
+ §U” (iV2(1ON° — hOA0) — i (900000 + 905 8,,4°) )

1 un _ 1 _
+ Z (Um/ i W) ¢0¢0¢0¢0 + §U"'¢06m¢01)9n -V + ...,

wobei wir wieder die Terme, die proportional zu den Ableitungen von f ip sind, ausgelassen
haben haben. Dies schliefit unsere Disskusion der dualen Wirkung ab.

®Die Eliminierung des Hilfsfeldes F° haben wir bereits in (2.5.29) diskutiert.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Wirkung fiir ein massives lineares Multiplett, welche man durch
Kaluza-Klein-Reduktion auf IIB Orientifolds erhilt [4], mit Hilfe des Superfeldformalismus der
N = 1 Supersymmetrie reproduziert und anschlieBend ihre Dualitdtstransformationen disku-
tiert.

Wir haben die Komponentenform fiir das chirale Spinor- und das lineare Superfeld bestimmt.
Wir haben die Superfeldwirkung fiir das masselose Multiplett angegeben und ihre Komponen-
tenform bestimmt. Ferner, motiviert durch die Ergebnisse der Arbeit [4], haben wir eine N =1
Wirkung fiir ein massives lineares Multiplett, welches an ny Vektor- und n, chirale Multipletts
gekoppelt ist, aufgestellt. Wir haben die Komponentenform dieser Wirkung bestimmt und ge-
zeigt, dafl das sich daraus ergebende skalare Potential mit dem Potential, der man bei der
Kaluza-Klein-Reduktion von IIB Orientifolds erhilt, iibereinstimmt. Das Potential hat insofern
eine "ungewOhnliche” Form, als dafl es einen zusétzlichen Term enthélt, welcher nicht durch
das Eliminieren von Hilfsfeldern zustande kommt. Bei dem zusétzlichen Term handelt es sich
um den Massenterm fiir das Skalarfeld aus dem linearen Multiplett.

Wir haben die Dualitit zwischen dem linearen Multiplett im masselosen Fall und dem
chiralen Multiplett auf der Ebene der Superfelder gezeigt. Ferner haben wir gezeigt, dafl das an
ny Vektor- und n. chirale Superfelder gekoppelte lineare Multiplett im massiven Fall zu einem
massiven Vektormultiplett, welches an ny — 1 Vektor- und n. chirale Superfelder gekoppelt ist,
dual ist.
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Anhang A

Identitaten

A.1 Konventionen und Spinoralgebra

Wir verwenden in dieser Arbeit die Notation von [17]. Eine umfangreiche Liste mit Identititen
ist in [11] und [25] zu finden.

Die Spinoren sind zweikomponentige Weyl-Spinoren, die zu einem Diracspinor zusamimen-
X
U= (z/;;) : (A.1.1)
Die Spinoren tragen gepunktete und ungepunktete Indizes vom Anfang des griechischen Alpha-
bets.

gefafit werden konnen:

e &-Symbole, Minkowskimetrik:

e =gy =1, e?= g5 =1 (A.1.2)
€% e = 5,6, e%ess = 55 (A.1.3)
£0123 — -1 (A.1.4)
Minkowskimetrik: 7,,, = diag(—1,1,1,1) (A.1.5)
e o-Matrizen: ' ,
o™ =(-1,0"), " =(-1,-0") (A.1.6)
e Hoch- und Hinunterschieben der Indizes:
a _ of _ B8 1 _ 2 _
PO =g, o =caph’ = ¢ =1, T = 9y (A.L.7)
(o by G e b o Dl b O = 0 ALS
¢ € ¢ﬂa ¢O¢ 6dﬂ¢ :>¢ ¢27 ¢ ¢1 ( ot )
gmae — 6(166&60';”6 (A.1.9)
o1 = €4 4€as0™° (A.1.10)
e y-Matrizen:
0 o™ —i 0
m _ 5_ . 0.1.2 3 _
7—(0m 0>, 7—7777—(0 Z) (A.1.11)
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e Spinorprodukte:

X = VP Xa = —aX® = X %o = XY (A-1-12)

X = Pax” = =9 Xa = Xa®® = X9 (A.1.13)

()" = (x*a)’ = ax® = ¥x = x¢ (A.1.14)

0°0° = —Lepg, 0005 = 0500 (A.1.15)
00° = L4900, 0aly = —Les ;00 (A.1.16)
0.0° = — 30007, 005 = 10055 (A.1.17)

—5 . —_ ﬂ AGh —— .

0.0° = 10057, 040, = —5000% (A.1.18)
(A.1.19)

oM 5" = gl 4 2(e™) P (A.1.20)
(0™)" = H(omsa" P — ot &™) (A.1.21)
(0" = 1097, (69),] = —1ie*(o"),f (A.1.22)
oMl s =~ + 2(a™") (A.1.23)
(6™")%5 = H(E" 0T s — 5"0T) (A.1.24)
(a“i)dﬁ- = %(ai)‘iﬂ-, (aij)dﬂ- = %isij’f(a’“)‘iﬂ- (A.1.25)
(0™ = (6™")% =0 (A.1.26)
tr(o™o") = —2n™" (A.1.27)

om 588 = —26857 (A.1.28)
(0™)aa(0m) 55 = —2capt s (A.1.29)

0%6%0¢ = % — ot — ¢ 4 ey, (A.1.30)
G005 = Gt — phege — pabge _ jeabedg (A.1.31)
(0™ epy = (0™™), epa (A.1.32)
el = —2ig™", ™Moy = 2i0™" (A.1.33)
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A.2 Bispinoren

Flga) = +%( bae)gana Y, Flae) = —%(e&b“)ﬂ-dea , (A.2.1)
by, = (5ba5)BdF(d5') — (€0ba)"* Flap) » (A.2.2)

FY By, = 2F ) PP + 25, d)F(B‘j‘) : (A.2.3)

xFrde = %JC”@FM (A.2.4)

*FY Fyy = 2iF, 5, FO%) — 2iFg,) FO (A.2.5)

(Ba)

A.3 Integration iiber die Grassmannkoordinaten

Da jedes Superfeld sich in eine Reihe mit Grassmannparametern schreiben l&8t [17, 8], reicht
es folgende Integrale zu erkliren:

/deaeﬂ =07, /dédéﬂ- = 0% (A.3.1)
Die Produktmafle sind definiert als
2 1 af o7 1 &B n . 1n
d 0 = G df.dbg , a0 = G dfsdf . (A.3.2)
Die Integrale iiber die Produktmafe sind
/d29 02 =1, /429 6?=1. (A.3.3)

Die Integration iiber die §-Parameter des Superraumes it sich auch stets mit Hilfe der kova-
rianten Ableitungen schreiben:

0=0=0

(L e 0
= (16D D v(:v,@,@))

_ _ 1 _ _
/d20d20v(:v,0,0) :(— 1/42923%(35,9,9))

/d20d2§v(x,9,9_) :(— i/d2§D20($,0,§)>

0=0 (A.3.4)

0=0 0=6=0

wobei wir Terme, die gleich der totalen Ableitung vernachléssigt haben.
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A.3.1 Identitdten mit kovarianten Ableitungen

Die Kovarinaten Ableitung sind in (2.3.8) definiert. Hier sind einige der Identitéten, die bei den
Rechnungen mit den Superfeldern hiufig auftreten.

DoDs = %WDQ , DDy = —éedﬁ'@Q : (A.3.5)
DoDgDy =0,  DyDyD; =0, (A.3.6)

[D?,Dy] = —4i0™,0,D%,  [D* Dy = 4ic™,0,,D* , (A.3.7)
DYD?*D,, = Dy D?*D? (A.3.8)

D?*D? + D?*D? - 2DD?*D,, = 1601, (A.3.9)
D?’DyD*=0, D?D,D*=0, (A.3.10)

)

D*D*D? = 16D’0, D?*D*D?=16D%*0 . (A.3.11



Anhang B

Chirales Spinorsuperfeld

Das chirale Spinorsuperfeld ®,, ist definiert durch den Constraint @B(I)a = 0. Um es zu 16-
sen, geht man wie im Falle des chiralen Skalarfeldes vor. Wir definieren neue Variablen
y™ = 2™ +i0c™0 und 6, fiir die gilt

Dy(a™ +1i00™0) = 0, Dab = 0. (B.1)
®,, 148t sich also schreiben als
Oo = Xa(y) + 07 Tsa(y) + 002a(y) - (B.2)

Da ®, einen Spinorindex trigt, kann es sich bei der (0T),-Komponente hochstens um einen
Tensor zweiter Stufe handeln. Fiir weitere Betrachtungen zerlegen wir 7" in den symmetrischen
und antisymmetrischen Anteil.

07T =0° (T(ap) + Tiga)) = 0° (T(ap) + €8aT) = Oy (7 T(up) + € egaT)
1
=0 Tiag) — 0a"T) = 0 ("7 [5 (0™ )asTnn] — 0o T) (B.3)
:07(%(07”6”)047Tmn 50T .

Beim letzten Schritt wurde die Identitiat (A.2.1) ausgenutzt. Mit By, = =T, und C+iE = 2T
erhalten wir

5,7(C +iE) 1
o = Xa — 0y <% + Z(a%b)cﬁBa,,> + 00X, . (B.4)

Um @, nur mit Hilfe der Felder aus dem linearen Multiplett zu schreiben, setzen wir
Ao = Mo + iaadmamid

und erhalten damit

0 (C+iE) 1, ,_ , i

Analog erhilt man das komplex konjugierte Multiplett
— . Ed;y(O - ZE) 1

Py = Xa — 07 (f — Zedﬁ'(aaab)ﬁ.;yBab> + 60 (ﬁd + ’iedﬂ'ﬁﬁ.ﬁamxﬂ') . (B.G)

Geht man zu den urspiinglichen Variablen z, 0,  zuriick und setzt ®, und @5 in L = %(D@ + D)
ein, so erhilt man die #-Entwicklung des linearen Multipletts. Wir demonstrieren das, indem
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wir die §-Entwicklung von @, einsetzen. In Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, dal wir dabei ®, in
der Wess-Zumino-Eichung nehmen diirfen

WC 1, .
b, =—0, ( 5 + Z(O’ o )oﬂan> + 00, . (B.7)

Wir berechnen den Teil %Dafba. Der hermitesch konjugierte Teil 148t sich dann daraus ablesen.
Wir machen die Rechnung in der chiralen Darstellung (siehe den Abschnitt 2.4), das heifit alle
Felder sind Funktionen von y™ = 2 + 16c"™6. Wir erhalten

1 1 1 o
EDa(I)oc zigaﬂpﬂ@a = 56045 (85 + 220’ﬂd0 (9m) o,
1 1 m=ny « i = i apb( m=n
=500W) + g (070")a" Bun(y) +0n(y) — 510" 10,C(y) + 76°0%(0™ "0 )acOp Biun (y)

=0 ,wegen(A.1.26)

1 ) _ 1 _ ) _
=5C(y) +n(y) - éaapaapo(y) — 200,060, Bun(y) + %Hanﬂaman(y) .
(B.8)

Wir haben die Definition der kovarinaten Ableitung (2.4.4) und die #-Entwicklung von @, (B.7)
eingesetzt. Fiir die Umformung des Termen mit drei o haben wir (A.1.30) verwendet.

Wir setzen jetzt y™ = 2™ + i#o™0 ein und entwickeln die Komponentenfelder um z
1

SD"%, :%C(:v) + %90m§8m0($) - éeeéémc*(x) + 0n(z) — %0095’" ) ()

_ (B.9)
_ 1 -
0 0 )

wobei wir hier einige Terme bereits zusammengefafit haben. Beim letzten Term haben wir die
Indizes umgestellt, was ein Vorzeichenwechsel bewirkt hat. Den letzten Term schreiben wir jetzt
um

1
Emnpq0" BP? =g Emnpa (0"BP1 40P B 4 01B"P — 9" B — 9B" — 9P B"?)
(B.10)
—ermnpgd " B = €npg H™

Wobei wir H™4 = 9" BP4l definiert haben. Addieren wir zu B.9 den hermitesch konjugierten
Teil, so erhalten wir die f-Entwicklung des linearen Superfeldes (3.1.7)

_ 1 _ P ;o 1 __
L= C+0n+ 07 + 500" Jernpg H" ~ %9995’“ ] — %eeeam il — 300990C . (B.11)



Anhang C

Lagrangedichte in Komponenten

Das Ziel ist die Lagrangedichte
L = Liin + L (C.1)

in Komponenten zu bestimmen, wobei

Liin = / d*0K (L) , (C.2)

Lo = i/ diz d?0 <fAB(N)(WO‘—2im@a)(Wa—2im®a)+2eA(I>a(W,f—z’mA(I>a> +h.c. (C.3)

C.1 K(L)

Um K (L) mit Hilfe der Komponentenfelder schreiben zu kénnen, bestimmen wir seine Taylor-
entwicklung nach Potenzen von X

K(L) = K(L| + X)
mit X = L — L| = 0n + 07 + 200 0einnpg H™P? — 20005 0pn — £0000™ 0,7 — $000901C und
Ll =C.

K(L|+ X) = K(L)| + X*. (C.1)

OK (L) ol 0’K (L) 2. L PK(L) 34 L 0*K (L)
oC 2 002 6 0C3 24 0C*
Die Reihe ist endlich, da X° = 0. Die #?0?-Komponente von den Potenzen von X ist
i
2

3
(0™ Omf + 16" Omn) + ~ Hynp H™?

X227
|0 [/ 4

3 _
X3|02§2 = ZWUmWEmnqunpq , (CZ)

1
Xg2g2 = i -

Damit ergibt sich folgender Ausdruck fiir K(L)|g2g2:

~ 19K(L) 1PKL)| (0 ' —m 3 mnp
K(L)|0202 = —Z aC ac + Z 902 Z(T]O’ m" + No 8m7’]) + §Hman
LPK(L)| e wq | LKD) (©5)
o K R T Tor
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C.2 (fAB(N)(WA — 2imA®)(WEB — 2imB<I>)>

02

Wir multiplizieren die §-Entwicklungen von f4p(N) (2.5.18) und (W4 —2imA®)(WE —2imB ®)
miteinander und projizieren die #2-Komponente heraus.

<fAB(N)(WA —2im*®)(W? — 2imB<I>)>

= fan(A) ((WA —2im*®)(W? - 2imB<I>)>
62

1 0fap(A)

72X A

Ofan(A) 1 9*fan(A)
+(F o4 2" 9ap4

<(WA —2im*®)(W? - 2imB<I>)> (C.1)

) <(WA —2im @) (WP — 2imBq>)) .
Die einzelnen Summanden ergeben sich nun wie folgt:

faB <(WA —2im*®)(W? — 2imBq>))

T fab ( — 4m*m” (%CZ + %Bm"an + %EmnqumnBPQ>
0

. A . B 1 B 7/ B ]- B
— dim (—m/\ ~5CD" + I B™"Fl, — gsm"Pquanq>

_ 1 ;
—2iM0™ 9, X" — JF* ™", + DDP — ie”"PngnF;g) ,

1 0fap(A)

1 0fas(A)
2X 0A

. 2Y A

—2iA*D? 4 2(c™ N FE, |

<(W —2im*®)(W? — 2imB<I>)>

( —2im™* (IA®C — i(c™"e)A" B
<(WA —2im @) (WP — im%)) ‘ =-2"\E .

C.3 (ea®(WA — im4®))

02

1 ) 1
(eA<I>(WA — imA@)) ‘92 =ea <—i17)\A - ECDA + iBm”Fﬁn - gem”qumnFIfl>
(C.1)
1. 1 ]
—deam? <Zc2 + gBm”an + f—Gem”qumanq> .



Anhang D

Dualitatstransformationen

D.1 Dualisierung in Superfeldern

Wenn wir in dieser Arbeit davon sprechen, dafl zwei Multipletts zueinander dual sind (z.B. das
chirale und das masselose lineare Multiplett), dann meinen wir das im folgenden Sinne: Startet
man mit einer allgemeinen Funktion, die beide Multipletts enthélt, und eliminiert man eins
der beiden durch seine Bewegungsgleichung, so erhélt man die Lagrangedichte fiir das iibrige
Multiplett.

Diese Prozedur kann sowohl auf der Ebene der Superfelder wie auch auf der Ebene der
Komponentenfelder ausgefithrt werden. Als technisches Hilfsmittel benotigt man Variationsre-
geln fiir die Superfelder.

Sei ® ein chirales Feld. Es 148t sich immer in der Form ® = D?¥ darstellen, wobei ¥ ein
allgemeines Superfeld ist. Dann gilt

6®(z,0,0)  6®(z,0,0)

) _ ) _ D254 — 1620 — 6')6%(0 — '
30(z, 0,0 % (a,0,0)) (x =)0 —6)9(6-0),

55 ) (D.1)
>(z,0,0 P
2 5 —2')0%(0 — )6 (0 - 9) .
ey =~ 00~ 0)5 0~ )
Fiir ein Vektormultiplett V (z, 8, 0) gilt
5V($,9,§) 4 I <2 nNs2(p _ pl
—— = =z —x")0° (0 —0)6(0 -6 . D.2
5V(II,0170') (‘T T ) ( ) ( ) ( )

In diesem Anhang zeigen wir die Dualitit zwischen dem chiralen und dem masselosen linearen
Multiplett im einfachsten Fall, wenn die Kopplungsfunktionen alle gleich eins gesetzt sind.

Die Lagrangedichte fiir ein masselose lineare Multiplett L ist
S = —% / d*zd?0d’0L> (D.3)
und fiir ein chirales Multiplett y
S = / d*zd?0d*0xx . (D.4)

Die Behauptung ist, dal man beide Wirkungen aus einer allgemeinen (sogenannten ”first order”)
Wirkung herleiten kann.
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Wir starten mit der Wirkung
4 120 120 L2 -
S:/dded 9(—§X +(x+x)X)> (D.5)

mit einem allgemeinen reellen (gleich dem reellen Vektormultiplett ) Multiplett. Als erstes
variieren wir nach X und erhalten als Bewegungsgleichung

X=x+x- (D.6)

Zuriickeinsetzen in (D.5) l_iefert die Wirkung fiir das chirale Multiplett. Um nach x zu variieren,
schreiben wir es als x = D?% und verwenden die Formel (D.1).

S = / d4d29d29‘( - %X2 + (DS + D22)X)

(D.7)
_ 1 _
- / d4d29d29( - 3X°+ID°X + 22X>

In der zweiten Zeile haben wir zweimal partiell integriert. Als Bewegungsgleichungen fiir 3 und
¥ erhalten wir
DX =D’X =0 (D.8)

Dies ist gerade die Definition (3.1.1) des linearen Multipletts. Zuriickeinsetzen in (D.5) liefert
die Wirkung fiir das masselose lineare Multiplett.

D.2 Dualisierung in Komponenten

Analog zu Dualisierung auf der Ebene der Superfelder kénnen wir die Dualisierung auch in
den Komponentenfeldern ausfithren. Da dies keine neuen Erkenntnisse liefert, soll das die Rol-
le des Gegenchecks (neben den iibereinstimmenden Potentialen und der richtigen Anzahl von
Freiheitsgraden) fiir die Richtigkeit der Dualisierung spielen. Der Nachteil dieser Art der Dua-
litdtstransformation ist, dafl man sie nur auf die bosonischen Felder anwendet. Zu welchem
Multiplett das duale Feld gehort und welche fermionischen Partner es hat ist nicht sofort er-
sichtlich. Um die tibrigen Felder (Fermionen und Hilfsfelder) des Multipletts zu gewinnen, ist
man auf die Supersymmetrietransformationen angewiesen. In diesem Abschnitte zeigen wir die
Dualitatstransformation auf der Komponentenebene fiir den massiven Fall. Der masselose Fall
148t sich analog behandeln.

In [10] wurde gezeigt, daB eine allgemeine Lagrangedichte fiir einen antisymmetrischen Ten-
sor By, mit der Feldstérke Hynp = Opp By von der Form

3 1 1 1
Lp = _ZgHmanm”P — ZMQanBm” + gM%e,m,,qu“Bff’q + Zemnquanpq (D.1)

mit Kopplungsfunktionen M?, M%, g und Jp, zu der Lagrangedichte des massiven Vektorfeldes
vy, mit der Feldstiarke Fj,, = Omnvn — Onvm,

11 1 M2

m

BV R v Vet

(D.2)
1 M2

- gmﬁmm)q(an - Jmn)(an - Jmn)
T
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dual ist. Die von uns in (3.2.3) und (3.3.25) aufgestellte Lagrangefunktion entspricht (D.1) mit

1 1 1
g= §K” , Jpn = —FB (mAm fap — 5eB) — §emnerBprmARefAB : (D.3)

Die Kopplungsfunktion J,,,, sowie die Massenkopplungen M? und M% stimmen mit den in
(4.2.18) und (3.3.36) definierten iiberein.

Wir setzen die Kopplungsfunktion g in die duale Lagrangedichte (D.2) ein und erhalten

B 1 M?
L=— (K") lvmvm - Zm(an - Jmn)(an - Jmn) (D 4)
_EL%EWWM(F —J )(F —J ) ‘

Die Funktionen K (L) und U (V') hiingen miteinander iiber die Legendre-Transformation
zusammen,

, : 19U (V'Y
_ 0_ 0 -7 7
K(L)=2LV" U (V )) L L= (D.5)
Fiir die untersten Komponenten in der §-Entwicklung von L und V'0 entspricht dies
K =4CRe A’ — U . (D.6)
Wir nutzen folgende Eigenschaft der Legendre-Transformierten Funktionen [26]
gy) =yr—fx), z=(f)"=4"(f") =1 (D.7)
und erhalten
K'"(U")=4. (D.8)
oder anders ausgedriickt
1
U = _(KH)—I 7 (Dg)

4

wobei ~! die Umkehrfunktion bedeutet. Setzen wir (D.9) in (D.4) ein, so erhalten wir genau
die Terme, die wir nach der Dualisierung in Superfeldern auf der Komponentenebene erhalten
haben (vergleiche (4.2.17)).

Gibt es hier ein analoges Problem mit den zusétzlichen unphysikalischen Freiheitsgraden wie
im Falle der Superfelder? Nein, der Grund dafiir liegt daran, dal auf der Ebene der Superfel-
der das lineare Superfeld mit Hilfe der chiralen und antichiralen Superfelder ®,, ®4 dargestellt
wurde. Wir haben gezeigt, daB einige Komponentenfelder von ®, und ®4 unphysikalisch waren,
so daf} wir sie durch eine geeignete Eichtransformation zum Verschwinden bringen konnten. An
der Dualisierung hat allerdings das ungeeichte Superfeld teilgenommen, so dafl die unphysika-
lischen Komponenten von @, und ®4 zusitzliche auch dann unphysikalische Freiheitsgrade in
der dualen Theorie produziert haben. Die Nebenbedingung, die wir gefunden haben, entsprach
der Wess-Zumino-Eichung vor der Dualisierung. Insofern war das Problem nur auf der Ebene
der Superfelder vorhanden.
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Anhang E

Entwicklung von U(V + & + ®)

Die #-Entwicklung der einzelnen Superfelder ist

V = —00bu,, + i000% — i080) + %0099’1) ,

® = A+ 0000, A + i%ée_DA + V20 — éeeamxamé +00F (E.1)
b= A — i0o™8,, A* + iooééDA* +Va0% + %ééaam %+ 00F

Wir fassen V + @ + ®* zu einer Variablen zusammen und geben die Taylorentwicklung nach
Potenzen von X an,

UV+e+oN)=U| (V+e+o7)|+X (E.2)

als Argument zu verstehen

mit

X = — BB, + 000X — 080X + %0099’1)

10000, A + ieeée‘m +v20x — éeeamxo—mé L 0OF (E.3)
— i0c™00,, A* + iaoééDA* + 20y + %9@007’1 X + 00F .

oU(V + @+ o)
O(ReA)

U((V+2+0N|+X)=UV+2+d")|+ X+... (E.4)
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Wir rechnen den D-Term der #-Entwicklung aus und erhalten

18U 1 92U
- D+=
2 0(ReA) 2 0(ReA)?

Ulpzge = <2FF* — O (ReA)0™ (ReA)

- %vmvm — 20, 0™ (ImA) — 20, (ImA)0™ (ImA)
+iV2(xA = XA) — i(xo™ OmX + X(?'BmX) (E.5)

41 OUL(_ pr — FxX 4 X6"X (0 + 20, (ImA)

Lo
4 9(ReA)i XX -



Anhang F

Stiickelbergmechanismus

Hier soll am Beispiel des massiven Vektorfeldes der Stiickelbergmechanismus [18, 19] erklirt
werden. Bei der Quelle [19] handelt es sich um eine Ubersichtsartikel und der folgende Text ist
ihr teilweise entliehen.

Beim Stiickelbergmechanismus [18, 19] wird das U(1)-Vektorfeld massiv, ohne dabei die
Eichinvarianz der Lagrangedichte zu zerstoren. Wir geben hier das einfachste Beispiel dafiir.

Die Lagrangedichte fiir ein massives U (1)-Vektorfeld ist

1
L= —ganan —m2A,, A" . (F.1)

Der kinetische Term ist invariant unter der Transformation
0A;, = 0ng , (F.2)

wobei ¢ ein skalares Feld ist. Um den Massenterm eichinvariant zu machen, spalten wir den
longitudinalen Freiheitsgrad von A, ab, indem wir A, schreiben als

;1
A = A+ — O (F.3)

. . . . !
und definieren die Eichtransformationen von A,, und ¢ zu
’

0A,, =0ng , dp=—mg . (F.4)

¢ tibernimmt die Rolle der longitudinalen Komponente des massiven Vektorfeldes. Setzen wir
(F.3) in (F.1) und lassen dabei die Striche weg, so erhalten wir

Fiithrt man eine kovariante Ableitung fiir das Feld ¢ ein
Do = O+ mAy, , (F.6)

so laBt sich der Ausdruck (F.5) schreiben als

L= —éanan — D¢D¢ . (F.7)

o7
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