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Kapitel 1

Einleitung

Eines der Konzepte f

�

ur die Erweiterung des Standardmodells der Elementarteil
hen stellt die

Supersymmetrie dar. In der N = 1 Supersymmetrie wird die Anzahl der Elementarteil
hen

verdoppelt. Jedes bosonis
he Teil
hen erh

�

alt einen supersymmetris
hen Partner, ein Fermion,

und umgekehrt. Mehrere Gr

�

unde spre
hen daf

�

ur, da� die Supersymmetrie in Zukunft au
h eine

experimentelle Best

�

atigung �nden wird (siehe etwa [1, 2℄).

Einen weiteren Ansatz bietet die Stringtheorie. Sie gibt die Annahme

�

uber die punktf

�

ormige

Natur der Elementarteil
hen auf und bes
hreibt die Elementartei
hen als S
hwingungsmoden

von eindimensionalen Objekten, sogenannten Strings. Ste
kt man dieses Konzept in die Ma-

s
hinerie der Quantenphysik hinein, so stellt man fest, da� eine konsistente Theorie nur in

zehn Dimensionen existieren kann [3℄. Konsistente Stringtheorien verlangen das Konzept der

Supersymmetrie.

Um aus der zehndimensionalen Theorie das Standardmodell oder zumindest ein Modell in

vier Dimensionen, das zum Standardmodell f

�

uhren kann, zu reproduzieren, reduziert man mit

dem Kaluza-Klein-Me
hanismus die Anzahl der Dimensionen auf vier. Das hei�t, man nimmt

an, da� die zehndimensionale Mannigfaltigkeit ein Produkt aus dem Minkowskiraum und einer

kompakten se
hsdimensionalen Mannigfaltigkeit ist. Die Klasse der letzteren, die dem Forma-

lismus der Stringtheorie gen

�

ugen, ist sehr gro�. Vers
hiedene sol
he Mannigfaltigkeiten f

�

uhren

zu unters
hiedli
hen ph

�

anomenologis
hen Modellen in vier Dimensionen. Mannigfaltigkeiten,

die die minimale Supersymmetrie erhalten, sind Calabi{Yau-Mannigfaltigkeiten.

Eines der Modelle, das diese Arbeit motiviert hat, ist die Kompakti�zierung der Type IIB

Stringtheorie

1

auf den Calabi{Yau-Orientifolds [4℄. Ein Orientifold l

�

a�t si
h aus einer Calabi{

Yau-Mannigfaltigkeit konstruieren, indem man aus ihr ein Produkt aus einer diskreten Symme-

triegruppe und dem Orientierungswe
hsel herausdividiert (siehe etwa [5℄). Bei dieser Konstruk-

tion wird die Supersymmetrie von N = 2 zu N = 1 reduziert und bei der weiteren Eins
haltung

der Hintergrund


�

usse wird die N = 1 Supersymmetrie gebro
hen. Eines der N = 2 Supermul-

tipletts im Spektrum der Type IIB Stringtheorie, das sogenannte "double-tensor"-Multiplett,

wird in diesem Modell na
h der Kaluza-Klein-Reduktion bei Anwenesheit der Hintergrund


�

usse

zu einem massiven N = 1 linearen Multiplett.

2

Das massive lineare Multiplett im Superfeldformalismus der N = 1 Supersymmetrie ist in

1

Es gibt mehrere Stringtheorien. II bedeutet, da� die Theorie zwei Supersymmetrien hat und B weist darauf

hin, da� die Fermionen glei
he Chiralit

�

at haben.

2

Man kann davon spre
hen, da� das 
hirale Spinormultiplett, au
h Tensormultiplett genannt, wel
hes im

linearen enthalten ist, massiv wird. Da wir unsere Betra
htung von dem linearen Multiplett ausgehend starten,

werden wir in dieser Arbeit dur
hgehend vom massiven linearen Multiplett spre
hen.

5



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

der Literatur wenig untersu
ht worden [6, 7, 8℄.

3

Insofern war das Ziel dieser Arbeit, das massive

lineare Multiplett zu diskutieren und, motiviert dur
h [10, 4℄, seine niederenergetis
he e�ektive

Wirkung zu bestimmen.

Bei der N = 1 Supersymmetrie enth

�

alt das 
hirale Spinormultiplett

4

einen antisymmetri-

s
hen Tensor. Das lineare Multiplett ist das Feldst

�

arke-Multiplett vom 
hiralen Spinormulti-

plett. F

�

ur den Fall des masselosen antisymmetris
hen Tensors wird seine supersymmetris
he

Wirkung in Termen von L wiedergegeben und ist bekannt [11, 7, 8, 12, 6, 13, 14℄. Im massiven

Fall ist die Situation anders. Das 
hirale Superfeld �

�

tritt in der Wirkung explizit auf. Um

dabei die Ei
hinvarianz zu erhalten, mu� �

�

an mindestens ein Vektormultiplett V gekoppelt

werden. In dieser Arbeit leiten wir die supersymmetris
he Wirkung f

�

ur den an n

V

Vektormulti-

pletts gekoppelten massiven antisymmetris
hen Tensor her. Zus

�

atzli
h erlauben wir, motiviert

dur
h [4℄, da� die Massenkopplungen von n





hiralen Multipletts N

i

, i = 1; : : : ; n




, abh

�

angen.

Ein anderes Modell, wel
hes na
h der Kaluza-Klein-Reduktion zum massiven antisymmetri-

s
hen Tensor im Spektrum f

�

uhrt, ist die Kompakti�zierung auf den Calabi{Yau-Threefolds mit

Hintergrund


�

ussen mit N = 2 Supersymmetrie [10℄. Darin wird auf der Ebene der Komponen-

tenfelder gezeigt, da� der massive antisymmetris
he Tensor zum massiven Vektorfeld dual ist. In

dieser Arbeit f

�

uhren wir diese Dualit

�

atstransformation f

�

ur N = 1 auf der Ebene der Superfelder

dur
h und zeigen, da� unser Ergebnis in Komponenten mit dem aus [10℄

�

ubereinstimmt.

Die vorliegende Arbeit gliedert si
h in folgender Weise: In Abs
hnitt 2 geben wir einen

�

Uber-

bli
k

�

uber die globale Supersymmetrie und stellen die notwendigen Grundlagen zum Verst

�

and-

nis dieser Arbeit zur Verf

�

ugung. In Abs
hnitt 3 diskutieren wir das 
hirale Spinorsuperfeld

�

�

, seine Feldst

�

arke, das lineare Superfeld L, und ihre Ei
htransformationen. Wir geben die

Wirkung f

�

ur das masselose lineare Multiplett an, ans
hlie�end motiviert dur
h [4℄ konstruie-

ren wir die Wirkung f

�

ur das massive lineare Multiplett mit Hilfe des St

�

u
kelbergme
hanismus.

Wir zeigen, da� die Wirkung den Green-S
hwarz-Term enth

�

alt. Wir diskutieren das skalare

Potential und zeigen, da� es ni
ht die N = 1 "Standardform" hat. In Abs
hnitt 4 f

�

uhren wir

die Dualit

�

atstransformation sowohl im masselosen wie au
h im massiven Fall auf der Ebene der

Superfelder dur
h. Aus den erhaltenen Wirkungen bere
hnen wir ihren Komponenteninhalt und

zeigen, da� das masselose lineare zum 
hiralen Multiplett und das massive lineare zum massiven

Vektormultiplett dual ist. Ans
hlie�end verglei
hen wir die Potentiale und stellen fest, da� sie

die glei
he Form haben, wie vor der Dualit

�

atstransformation.

Anhang A enth

�

alt eine Zusammenfassung unserer Notation und einige f

�

ur die Re
hnun-

gen im Superfeldformalismus n

�

utzli
he Identit

�

aten. In Anhang B geben wir die Herleitung des

allgemeinen 
hiralen Spinorsuperfeldes an und zeigen seinen Zusammenhang mit dem linea-

ren Superfeld auf der Komponentenebene. Anh

�

ange C und E enthalten detailierte Re
hnungen

f

�

ur die Komponentenform der in dieser Arbeit auftretenden Superfeldwirkungen. In Anhang

D geben wir einen

�

Uberbli
k

�

uber die Dualit

�

atstransformationen im "�rst order"-Formalismus

und zeigen, wie die Dualit

�

atstransformation im Falle des massiven linearen Multipletts auf der

Ebene der Komponentenfelder statt�ndet. Anhang F enth

�

alt die Erkl

�

arung des St

�

u
kelbergme-


hanismus im Falle eines massiven Vektorfeldes.

3

W

�

ahrend der Abs
hlussphase dieser Diplomarbeit ers
hien die Arbeit [9℄, die das glei
he Thema behandelt.

4

Dieser Begri� wird in Abs
hnitt 3 erkl

�

art.



Kapitel 2

Grundlagen der globalen

Supersymmetrie

2.1 Motivation der SUSY-Algebra

Symmetrien spielen in der Teil
henphysik eine besonders wi
htige Rolle. Eine der fundamental-

sten Symmetrien ist die Symmetrie der Poin
ar�e-Gruppe, d.h. Rotationen und Translationen

im vierdimensionalen Minkowski-Raum. Au�er dieser fundamentalen gibt es eine Reihe anderer

sogenannter innerer Symmetrien. Eine systematis
he Su
he na
h sol
hen Symmetrien hat zur

Entwi
klung der ni
htabels
hen Ei
htheorien gef

�

uhrt, dessen Vorhersagen eine hervorragende

experimentelle Best

�

atigung erhalten haben.

Eine der ents
heidendsten Denkanst

�

o�e f

�

ur die Entde
kung der Supersymmetrie war der Ver-

su
h die Raum-Zeit-Symmetrie der Poin
ar�e-Gruppe mit der Symmetrie einer inneren Gruppe

zu verbinden. Coleman und Mandula haben gezeigt [15℄, da�, wenn man sol
he Forderungen wie

Lokalit

�

at, Positivit

�

at der Energie, endli
he Teil
henanzahl und Energiespalte (energy gap) zwi-

s
hen dem Vakuum- und Einteil
henzust

�

anden stellt, die Invarianzgruppe der Theorie h

�

o
hstens

ein direktes Produkt der Poin
ar�e- und einer kompakten (inneren) Gruppe sein kann, was keine

e
hte Verallgemeinerung der Poin
ar�e-Symmetrie darstellt.

In der Arbeit von Haag, Lopuszanski und Sohnius wurde gezeigt [16℄, da� die Eins
hr

�

ankun-

gen des Theorems von Coleman und Mandula umgangen werden k

�

onnen, erlaubt man neben

Kommutatoren au
h Antikommutatoren. Die SUSY-Algebra (Supersymmetrie-Algebra) ist die

einzige gradierte Lie-Algebra von S-Matrix-Symmetrien ist, die man im Rahmen der relativi-

stis
hen Quantenfeldtheorie haben kann.

Die SUSY-Algebra [17, 1℄ ist

fQ

�

A

;

�

Q

_

�B

g

+

= 2�

m

�

_

�

P

m

Æ

A

B

;

fQ

�

A

; Q

�

B

g

+

= f

�

Q

_�A

;

�

Q

_

�B

g

+

= 0 ;

[M

mn

; Q

�

A

℄

�

=

1

2

(�

mn

)

�

�

Q

�

A

;

[M

mn

;

�

Q

A

_�

℄

�

= �

1

2

�

Q

A

_

�

(��

mn

)

_

�

_�

;

[P

m

; Q

�

A

℄

�

= [P

m

;

�

Q

_�A

℄

�

= 0 ;

[P

m

; P

n

℄

�

= 0:

(2.1.1)
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8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER GLOBALEN SUPERSYMMETRIE

Die grie
his
hen Indizes (�; �; : : : ; _�;

_

�; : : :) nehmen die Werte eins und zwei an und entspre
hen

den zweikomponentigen Weylspinoren. Lateinis
he Indizes (m;n; : : :) nehmen die Werte von null

bis drei an und entspre
hen den Vierer-Lorentzvektoren. Die lateinis
hen Indizes (A;B; : : :)

nehmen die Werte von eins bis zu einem Wert N � 1 an. In dieser Arbeit wird nur der Fall

N = 1 untersu
ht, d.h. wir haben nur ein Paar von Generatoren der SUSY-Transformationen

(Q;

�

Q). P

m

sind die Generatoren der Translationen der Poin
ar�e-Gruppe und M

mn

sind die

Generatoren der Lorentzgruppe.

2.2 Irreduzible Darstellungen der SUSY-Algebra

Die irreduziblen Darstellungen

1

der SUSY-Algebra werden na
h den Eigenwerten der Casimir-

operatoren

2

klassi�ziert. Sie lauten im Fall der SUSY-Algebra

P

2

= P

m

P

m

und C

2

= C

mn

C

mn

;

mit C

mn

= Y

m

P

n

� Y

n

P

m

; Y

m

=

1

2

g

mk

�

knpq

P

n

M

pq

�

1

4

Q�

m

�

Q :

(2.2.1)

F

�

ur jedes Paar (m; j), wobei m

2

und j(j + 1) Eigenwerte von P

2

und C

2

sind, erhalten wir

eine irreduzible Darstellung der SUSY-Algebra. Zu allen Zust

�

anden mit festen Werten (m; j)

geh

�

oren (2j+1) Unterr

�

aume, die den vers
hiedenen Werten von j

3

entspre
hen. j

3

nimmt dabei

Werte j, j� 1, j� 2, : : :, �j. Jeder Unterraum zu einem �xierten j

3

enth

�

alt Eigenzust

�

ande des

Spinoperators S

3

mit Eigenwerten s

3

= j

3

, j

3

+

1

2

, j

3

�

1

2

und wieder j

3

. Diese Struktur l

�

a�t

si
h mit Hilfe des folgenden Diagramms verans
hauli
hen.

(m; j)

j

3

= jssssssssssssss
j

3

= j � 2

cccccccccccc

� � �

� � �

j

3

= �j

KKKKKKKKKKKKKK

j

3

= j � 1

kkkkkkkkkkkkk

s

3

= j

3

kkkkkkkkkkkkk
s

3

= j

3

+

1

2

cccccccccccc

s

3

= j

3

�

1

2

[[[[[[[[[[[[

s

3

= j

3

SSSSSSSSSSSSS

Wir geben zwei Beispiele an. Die Darstellung mit der kleinsten Dimension (kleinsten Anzahl

der Zust

�

ande) ist gegeben f

�

ur j = 0. Dieses Multiplett enth

�

alt einen Skalar (s = 0), ein Fermion

(s = �

1

2

) und einen Pseudoskalar (s=0).

(m; 0)

j

3

= 0

s

3

= 0 skalares Teil
henwwwwwwwww
s

3

= +

1

2

gggggggg
Spin�

1

2

� Teil
hen

s

3

= �

1

2

WWWWWWWW

�

s

3

= 0 pseudoskalares Teil
hen

GG
GG

GG
GG

G

Diese Darstellung wird als 
hirales Multiplett bezei
hnet. Es bes
hreibt Materiefelder. Das

zweite Beispiel ist die Darstellung f

�

ur j =

1

2

. An der folgenden Skizze sieht man die Aufteilung

1

Im Folgenden verwenden wir au
h hier

�

aquivalenten Ausdru
k Teil
henmultipletts

2

Unter einem Casimiroperator einer Gruppe versteht man einen Operator, der mit allen Generatoren der

Gruppe vertaus
ht.
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der Zust

�

ande.

(m;

1

2

)

j

3

= +

1

2

KKKKKKKKKKK

j

3

= �

1

2

sssssssssss

s

3

=

1

2

Fermionwwwwwwwww
s

3

= 1

gggggggg
Boson

s

3

= 0

WWWWWWWW

�

s

3

=

1

2

Fermion

GG
GG

GGG
GG

s

3

= �

1

2

Fermionwwwwwwwww
s

3

= 0

gggggggg
Boson

s

3

= �1

WWWWWWWW

�

s

3

= �

1

2

Fermion

GG
GG

GGG
GG

Diese Darstellung wird als Vektormultiplett bezei
hnet und wird zur Bes
hreibung der Ei
h-

bosonen und ihrer Superpartner herangezogen. Diese Darstellung enth

�

alt zwei Spin-

1

2

-Teil
hen,

ein Vektorteil
hen (Spin 1) und ein pseudoskalares Teil
hen (Spin 0).

2.3 Superfeld-Darstellungen der SUSY-Algebra

Die SUSY-Algebra wird vom Translationsoperator P

m

und den SUSY-Generatoren Q

�

und

�

Q

_�

erzeugt. Ein Element der korrespondierenden Gruppe ist

G(x

m

; �;

�

�) = exp

�

i(�Q+

�

�

�

Q� x

m

P

m

)

�

; (2.3.1)

wobei �

�

und

�

�

_�

grassmannwertige Spinorparameter sind.

Das Produkt zweier Gruppenelemente induziert eine Translation im (x

m

; �;

�

�)-Parameterraum.

Mit der Hausdor�-Formel

3

�ndet man

G(a

m

; �;

�

�)G(x

m

; �;

�

�) = G(x

m

+ a

m

� i��

m

�

� + i��

m

�

�; � + �;

�

� +

�

�) : (2.3.2)

Die induzierte Translation im Parameterraum ist damit

exp

�

i(�Q+

�

�

�

Q� a

m

P

m

)

�

: (x

m

; �;

�

�)! (x

m

+ a

m

� i��

m

�

� + i��

m

�

�; � + �;

�

� +

�

�) : (2.3.3)

Wir nehmen eine allgemeine Funktion S(x; �;

�

�), wel
he auf dem Parameterraum de�niert ist (im

Folgenden nennen wir sol
he Funktionen Superfelder) und entwi
keln sie na
h der Anwendung

des Gruppenelementes um die Stelle (x; �;

�

�):

F (x

m

+ a

m

� i��

m

�

� + i��

m

�

�; � + �;

�

� +

�

�) =F (x

m

; �;

�

�) + (a

m

� i��

m

�

� + i��

m

�

�)

�S

�x

m

+ �

�

�S

��

�

+

�

�

_�

�S

�

�

�

_�

+ : : : :

(2.3.4)

Man sieht, da� die Wirkung der SUSY-Algebra auf die Superfelder

S(x

m

; �;

�

�)! exp

�

i(�

^

Q+

�

�

^

�

Q� a

m

P

m

)

�

S(x

m

; �

�

�) (2.3.5)

dur
h folgende Di�erentialoperatoren erzeugt wird

P

m

= i�

m

; i

^

Q

�

=

�

��

�

� i�

m

� _�

�

�

_�

�

m

; i

^

�

Q

_�

= �

�

�

�

�

_�

+ i�

�

�

m

� _�

�

m

:

(2.3.6)

3

e

A

e

B

= e

A+B+

1

2

[A;B℄+:::
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Man kann zeigen, da� die Di�erentialoperatoren P

m

;

^

Q

�

;

^

�

Q

_�

der SUSY-Algebra gen

�

ugen. Da

wir den Konventionen von [17℄ folgen wollen, de�nieren wir die Di�erentialoperatoren als

Q

�

= i

^

Q

�

;

�

Q

_�

= �i

^

�

Q

_�

: (2.3.7)

Kovariante Ableitungen D

�

;

�

D

_�

,

4

die mit den SUSY-Generatoren antikommutieren, lassen si
h

de�nieren als

D

�

=

�

��

�

+ i�

m

� _�

�

�

_�

�

m

;

�

D

_�

= �

�

�

�

�

_�

� i�

�

�

m

� _�

�

m

:

(2.3.8)

Man re
hnet na
h, da�

fD

�

;

�

D

_�

g = �2i�

m

� _�

�

m

;

fD

�

;D

�

g = f

�

D

_�

;

�

D

_

�

g = 0 :

(2.3.9)

Ein allgemeines Superfeld F (x

m

; �;

�

�) kann in eine Reihe na
h � und

�

� entwi
kelt werden. Die

Reihe ist endli
h, da h

�

ohere Potenzen als zwei f

�

ur die zweikomponentigen Grassmanvariablen �

und

�

� vers
hwinden. Die KoeÆzienten vers
hiedener Potenzen von den Grassmannparametern

in einer sol
hen Entwi
klung sind gew

�

ohnli
he Funktionen (Funktionen von x).

F (x; �;

�

�) =f(x) + ��(x) +

�

�

�

�(x) + ��m(x) +

�

�

�

�n(x)

+ ��

m

�

�v

m

(x) + ��

�

��(x) +

�

�

�

�� (x) + ��

�

�

�

�d(x)

(2.3.10)

Damit stellt das Superfeld eine Darstellung der SUSY-Algebra, allerdings eine reduzible. Um

eine irreduzible Darstellung zu erhalten werden den Superfeldern bestimmte kovariante Cons-

traints auferlegt.

2.4 Chirale Superfelder

Das 
hirale Superfeld

5

ist dur
h folgende kovariante Bedingung de�niert

�

D

_�

� = 0 : (2.4.1)

Um diesen Constraint zu l

�

osen, geht man zu neuen Koordinaten

�

0

�

= �

�

;

�

�

0

_�

=

�

�

_�

; y

m

= x

m

+ i��

m

�

� (2.4.2)

�

uber, wobei die gestri
henen �

0

- und

�

�

0

-Parameter mit den ni
htgestri
henen Parametern

�

uber-

einstimmen. Wir haben die gestri
henen Parameter eingef

�

uhrt, um die Koordinatentransforma-

tion deutli
her zu ma
hen. Wegen

�

D

_�

�

�

= 0 ;

�

D

_�

y

m

= 0 (2.4.3)

ist jede Funktion, die nur von � und y

m

abh

�

angt, eine L

�

osung von (2.4.1). Re
hnet man die

kovarianten Ableitungen (2.3.8) in die gestri
henen Koordinaten (2.4.2) um, so erh

�

alt man

D

�

(y; �

0

;

�

�

0

) =

�

��

0

�

+ 2i�

m

� _�

�

�

0

_�

�

�y

m

;

�

D

_�

(y; �

0

;

�

�

0

) = �

�

�

�

�

0

_�

: (2.4.4)

4

In dieser Arbeit verwenden wir ein kalligra�s
hes D zur Kennzei
hnung von kovarinaten Ableitungen.

5

Das auf diese Weise de�nierte Multiplett gibt in Abs
hnitt 2.2 angegebene Darstellung f

�

ur j = 0 wieder.
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In den Koordinaten (2.4.2) lautet (2.4.1)

�

D

0

_�

�(y; �;

�

�) = �

�

�

�

�

0

�

�(y; �

0

;

�

�

0

) : (2.4.5)

Man sieht, da� das Superfeld � von dem Parameter

�

�

0

ni
ht explizit abh

�

angen darf. Die Ent-

wi
klung von � nur in �

0

ist damit die allgemeinste L

�

osung von (2.4.1). Sie lautet

�(y

m

; �

0

) =A(y) +

p

2
�

0

 (y) + �

0

�

0

F (y) ;

(2.4.6)

wobei A;F komplexe skalare Felder sind und  ein Weylspinor ist. Setzt man die urspr

�

ung-

li
hen Koordinaten fx; �;

�

�g ein und entwi
kelt die Felder A,  , F um x, so erh

�

alt man die

�-Entwi
klung des 
hiralen Superfeldes � in den Koordinaten fx; �;

�

�g:

�(x

m

; �;

�

�) =A(x) + i��

m

�

��

m

A(x) +

1

4

��

�

�

�

��A(x)

+

p

2� (x)�

i

p

2

���

m

 (x)�

m

�

� + ��F :

(2.4.7)

Analog l

�

a�t si
h das anti
hirale Superfeld einf

�

uhren. Es ist dur
h den folgenden Constraint

de�niert

D

�

�

� = 0 : (2.4.8)

Um diesen Constraint (2.4.8) zu l

�

osen geht man genauso vor wie im Falle des 
hiralen Super-

feldes. Man geht in ein Koordinatensystem, in dem die explizite Abh

�

angigkeit von einem der

Grassmann-Parameter, in diesem Fall

�

� ni
ht vorhanden ist. Sol
he Koordinaten sind

�

0

�

;

�

�

0

_�

; �y

m

= x

m

� i��

m

�

� : (2.4.9)

Die kovarianten Ableitungen lauten in diesen Koordinaten (2.4.9):

D

�

=

�

��

�

;

�

D

_�

= �

�

�

�

�

0

_�

� 2i�

0

�

�

m

� _�

�

��y

m

:

(2.4.10)

Die

�

�

0

-Entwi
klung von

�

� ist

�

� =A

�

(�y) +

p

2

�

�

�

 (�y) +

�

�

�

�F

�

(�y)

=A

�

(x)� i��

m

�

��

m

A

�

(x) +

1

4

��

�

�

�

��A

�

(x)

+

p

2

�

 (x) +

i

p

2

�

�

�

���

m

�

m

�

 (x) +

�

�

�

�F

�

(x) :

(2.4.11)

Als n

�

a
hstes geben wir die allgemeinstm

�

ogli
he renormierbare Lagrangedi
hte an, die si
h aus


hiralen Superfeldern zusammensetzt. Sie lautet

L =

�

�

i

�

i

j

��

�

�

�

�

+

��

1

2

m

ij

�

i

�

j

+

1

3

g

ijk

�

i

�

j

�

k

+ �

i

�

i

�

�

�

��

+ h:
:

�

: (2.4.12)

Mit j

��

�

�

�

�

und j

�

ist gemeint, da� die vor �� bzw. ��

�

�

�

� stehenden Vorfaktoren herausproji-

ziert werden. Es ist

�

ubli
h die ��-Feldkomponente des Superfeldes als F -Term und die ��

�

�

�

�-

Feldkomponente als D-Term zu bezei
hnen. Im Folgenden halten wir uns an diese Konvention.

Die �-Projektionen lassen si
h au
h mit Hilfe der Superraumintegrale darstellen. Die De�nition
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des Superraumintegrals ist in Anhang A.3 gegeben. In dieser S
hreibweise lautet der Ausdru
k

(2.4.12)

L =

Z

d

2

�d

2

�

�

�

�

i

�

i

+

�

Z

d

2

�

�

1

2

m

ij

�

i

�

j

+

1

3

g

ijk

�

i

�

j

�

k

+ �

i

�

i

�

+ h:
:

�

: (2.4.13)

Wir wollen die Motivation f

�

ur das Aufstellen von (2.4.12) kurz erl

�

autern. Daf

�

ur betra
hten

wir zuerst den Teil von (2.4.12), der si
h aus
hliessli
h aus den Superfeldern �

i

zusammensetzt

und ans
hlie�end den Term

�

�

i

�

i

.

Das Produkt von 
hiralen Feldern �

i

ist wieder 
hiral. Man wei�, da� die Komponente

mit der h

�

o
hsten Massendimension von den 
hiralen Feldern si
h bei der SUSY-Transformation

stets in eine totale Ableitung transformiert. Dies ist der Grund, warum man den F -Term her-

ausprojiziert.

Das Produkt

�

�

i

�

i

ist zwar ni
ht 
hiral, man stellt jedo
h fest, da� der D-Term si
h bei der

SUSY-Transformation in die totale Ableitung transformiert. Au�erdem ist sowohl �

i

wie au
h

ihr Produkt invariant unter der Lorentztransformation.

Setzt man die �-Entwi
klung der Superfelder (2.4.1) und (2.4.8) in die Lagrangedi
hte

(2.4.12) ein, so erh

�

alt man

L =i�

m

�

 

i

��

m

 

i

+A

�

i

�A

i

+ F

�

i

F

i

+

�

m

ij

�

A

i

F

j

�

1

2

 

i

 

j

�

+ g

ijk

(A

i

A

j

F

k

�  

i

 

j

A

k

) + �

i

F

i

+ h:
:

�

:

(2.4.14)

Alle Felder sind Funktionen nur von x

m

. Die Hilfsfelder F

i

k

�

onnen mit Hilfe der Bewegungs-

glei
hungen eliminiert werden. Die Bewegungsglei
hungen sind

�L

�F

�

k

=F

k

+ �

�

k

+m

�

ik

+ g

�

ikj

A

�

i

A

�

j

= 0 ;

�L

�F

k

=F

�

k

+ �

k

+m

ik

+ g

ikj

A

i

A

j

= 0 :

(2.4.15)

L

�

ost man sie na
h F

k

und F

�

k

auf und setzt sie in (2.4.14) ein, so erh

�

alt man

L =i�

m

�

 

i

��

m

 

i

+A

�

i

�A

i

�

1

2

m

ik

 

i

 

k

�

1

2

m

�

ik

�

 

i

�

 

k

� g

ijk

 

i

 

j

A

k

� g

�

ijk

�

 

i

�

 

j

A

�

k

� V (A

i

; A

�

j

)

(2.4.16)

mit V gegeben dur
h

V = F

�

k

F

k

; (2.4.17)

wobei F

�

k

und F

k

L

�

osungen der Bewegungsglei
hungen (2.4.15) sind. An der Form der Ausdru
ks

(2.4.17) sieht man, da� das Potential stets ni
ht negativ ist.

2.5 Reelles Vektorfeld

Das reelle skalare Superfeld [17℄ gen

�

ugt dem Constraint

V = V

�

: (2.5.1)
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Seine Entwi
klung na
h den Potenzen von � und

�

� ist

V (x; �;

�

�) =C(x) + i��(x)� i

�

���(x) +

i

2

��

�

M(x) + iN(x)

�

�

i

2

�

�

�

�

�

M(x)� iN(x)

�

� ��

m

�

�v

m

(x) + i��

�

�

�

�

�(x) +

i

2

��

m

�

m

�(
)

�

� i

�

�

�

��

�

�(x) +

i

2

�

m

�

m

��(x)

�

+

1

2

��

�

�

�

�

�

D(x) +

1

2

�C(x)

�

;

(2.5.2)

wobei C;D;M;N reelle skalare Felder, v

m

ein reelles Vektorfeld und �; � Weyl-Spinoren sind.

Seinen Namen verdankt das Multiplett dem darin enthaltenen Vektorfeld v

m

.

6

Die Feldst

�

arken sind de�niert als

W

�

= �

1

4

�

D

�

DD

�

V ;

�

W

_�

= �

1

4

DD

�

D

_�

V :

(2.5.3)

W

�

und

�

W

_�

sind 
hiral bzw. anti
hiral, d.h.

�

D

_�

W

�

= 0 ; D

�

�

W

_�

= 0 : (2.5.4)

Wegen D

�

�

D

2

D

�

=

�

D

_�

D

2

�

D

_�

(siehe Anhang A) gilt

D

�

�

D

2

D

�

V =

�

D

_�

D

2

�

D

_�

V

�

: (2.5.5)

Hier haben wir (2.5.1) ausgenutzt. Multipliziert man (2.5.5) mit(�

1

4

) und setzt die De�nitionen

(2.5.3) ein, so erh

�

alt man

D

�

W

�

=

�

D

_�

�

W

_�

: (2.5.6)

Dies ist ein zus

�

atzli
hes Constraint neben (2.5.4) an W

�

und

�

W

_�

, wel
hes aus der Forderung

(2.5.1) und (2.5.3) entsteht.

W

�

und

�

W

_�

sind invariant unter der folgenden Transformation von V

V ! V +�+

�

� ; (2.5.7)

wobei � und

�

� ein 
hirales bzw. anti
hirales Feld ist. Um die Invarianz zu zeigen, setzen wir

das transformierte Superfeld V in die De�nition der Feldst

�

arke (2.5.3) ein

W

�

! �

1

4

�

D

_�

�

D

_�

D

�

(V +�+

�

�) =�

1

4

�

D

_�

�

D

_�

D

�

V �

1

4

�

D

_�

�

D

_�

D

�

��

1

4

�

D

_�

�

D

_�

D

�

�

�

| {z }

=0

(2.5.8)

Der letzte Term vers
hwindet wegen (2.4.8). Wir zeigen, da� der zweite Term au
h vers
hwindet:

�

1

4

�

D

_�

�

D

_�

D

�

� =

1

4

�

D

_�

�

D

_�

D

�

� = �

1

4

�

D

_�

D

�

�

D

_�

�

| {z }

=0

�

i

2

�

m

� _�

�

m

�

D

_�

�

| {z }

=0

: (2.5.9)

Wir haben die Position der gepunkteten Indizes vers
hoben und ans
hlie�end (2.3.9) eingesetzt.

Die beiden Terme vers
hwinden wegen der Chiralit

�

atsbedingung (2.4.1).

Als n

�

a
hstes zeigen wir, was die Transformation (2.5.7) f

�

ur die Komponentenfelder bedeutet.

Nehmen wir � +

�

� aus (2.4.7) und (2.4.11)

� +�

+

=A+A

�

+

p

2(� +

�

�

�

 ) + ��F +

�

�

�

�F

�

+ i��

m

�

��

m

(A�A

�

)

+

i

p

2

��

�

���

m

�

m

 +

i

p

2

�

�

�

���

m

�

m

�

 +

1

4

���(A+A

�

)

(2.5.10)

6

In dieser Arbeit bes
hr

�

anken wir uns auf den abels
hen Fall.
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und addieren es zu (2.5.2), so bekommen wir

V +�+

�

� =C +A+A

�

+ i�(�� i

p

2 )� i

�

�(��+ i

p

2

�

 ) +

i

2

��(M + iN � 2iF )

�

i

2

�

�

�

�(M � iN + 2F

�

)� ��

m

�

�

�

v

m

� i�

m

(A�A

�

)

�

+ i��

�

�(

�

�+

i

2

��

m

�

m

�+

1

p

2

��

m

�

m

 )� i

�

�

�

��(�+

i

2

�

m

�

m

��+

1

p

2

�

m

�

m

�

 )

+

1

2

��

�

�

�

�

�

D +

1

2

�C +

1

2

�(A+A

�

)

�

:

(2.5.11)

Die Transformationen der Komponentenfelder kann man aus (2.5.11) direkt ablesen. Sie lauten

C ! C + 2ReA ; �! �� i

p

2 ;

M + iN !M + iN � 2iF ; v

m

! v

m

+ 2�

m

(ImA) ;

�! � ; D ! D :

(2.5.12)

Wir haben in (2.5.8) und (2.5.9) gesehen, da� die Felder � und

�

� beliebig vorgegeben werden

k

�

onnen, ohne dabei W

�

und

�

W

_�

zu ver

�

andern. Das hei�t, wir k

�

onnen die Felder C, �, M ,

N dur
h eine geeignete Ei
htransformation zum Vers
hwinden bringen. Dies w

�

urde zwar die

Gestalt von V

�

andern und die damit verbundenen SUSY-Transformationen zerst

�

oren, allerdings

bliebe die Komponentengestalt von W

�

und

�

W

_�

unber

�

uhrt. Eine sol
he Wahl von � +

�

� wird

als Wess-Zumino-Ei
hung bezei
hnet. In ihr hat V folgende �-Entwi
klung

V = ���

m

�

�v

m

(x) + i��

�

�

�

�(y)� i

�

�

�

���(x) +

1

2

��

�

�

�

�D(x) : (2.5.13)

Man bemerke, da� die Transformation (2.5.12) von v

m

der U(1)-Transformation f

�

ur das Vek-

torfeld entspri
ht. Damit entspri
ht die Transformation (2.5.12) der supersymmetris
hen Ver-

allgemeinerung der Ei
htransformation f

�

ur das Vektorfeld v

m

.

Wir z

�

ahlen die Anzahl der Freiheitsgrade:

"o� shell"

7

(masseloser Fall)

� ein reelles Skalarfeld D: 1 bosonis
her FG (Hilfsfeld)

� ein komplexes Weyl-Spinorfeld �: 4 fermionis
he FG

� ein reelles Vektorfeld v

m

: 3 bosonis
he FG

(ein FG entf

�

allt dur
h die

Ei
htransformation (2.5.12))

Man hat damit im masselosen Fall "o� shell" vier fermionis
he und vier bosonis
he Frei-

heitsgrade.

"on shell" (masseloser Fall)

� ein komplexes Weyl-Spinorfeld �: 2 fermionis
he FG

(zwei FG fallen dur
h die Bewegungsglei
hung weg)

� ein reelles Vektorfeld v

m

: 2 bosonis
he FG

(ein FG entf

�

allt dur
h die

Ei
htransformation (2.5.12) und

ein FG f

�

allt dur
h die Bewegungsglei
hung weg)

7

"o� shell" bedeutet, da� es zus

�

atzli
h zu den physikalis
hen Feldern Hilfsfelder vorhanden sind. Die Hilfsfelder

lassen si
h mit Hilfe ihrer Bewegungsglei
hungen eliminieren. Man bezei
hnet diesen Fall als "on shell".
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Da, wie man in (2.5.8), (2.5.9) bereits gesehen hat, die Feldst

�

arke W

�

von den Feldern

C, M , N und � ni
ht abh

�

angt, kann man V in der Wess-Zumino-Ei
hung nehmen, um die

�-Entwi
klung von W

�

zu bestimmen. Man setzt (2.5.13) in (2.5.3) ein und erh

�

alt

W

�

= �i�

�

(y) +

�

Æ

�

�

D(y)�

i

2

(�

m

��

n

)

�

�

F

mn

(y)

�

�

�

+ ���

m

� _�

�

m

�

�

_�

(y) ;

�

W

_�

= i

�

�

_�

(�y) +

�

�

_�

_

�

D(�y) +

i

2

�

_� _


(��

m

�

n

)

_


_

�

F

mn

(�y)

�

�

�

_

�

� �

_�

_

�

�

�

�

��

m

_

��

�

m

�

�

(�y)

(2.5.14)

mit y = x+ i��

�

�, �y = x� i��

�

� und F

mn

= �

m

v

n

��

n

v

m

. Die SuperfelderW

�

und

�

W

_�

enthalten

nur ei
hinvariante Felder D;�

�

und F

mn

.

Die Lagrangedi
hte f

�

ur das freie masselose ei
hinvariante Vektorfeld [17℄ ist gegeben dur
h

L =

1

4

�

W

�

W

�

j

��

+

�

W

_�

�

W

_�

j

�

�

�

�

�

=

1

2

D

2

�

1

4

F

mn

F

mn

� i��

m

�

m

�

� :

(2.5.15)

Die Motivation f

�

ur das Aufstellen der Lagrangedi
hte (2.5.15) ist die glei
he wie im Falle des


hiralen Multipletts. Als erstes fordert man die Lorentzinvarianz der Lagrangedi
hte. Um das

zu gew

�

ahrleisten, summiert man

�

uber die spinoriellen Indizes von W

�

und

�

W

_�

. H

�

ohere als

quadratis
he Terme in W

�

und

�

W

_�

sind ni
ht zul

�

assig, da dabei in Komponentenfeldern Terme

auftreten, deren Massendimension gr

�

o�er vier haben und damit ni
ht renormierbar sind. Da es

si
h bei W

�

und

�

W

_�

um 
hirale Superfelder handelt, transformiert si
h der F -Term bei den

SUSY-Transformationen in eine totale Ableitung.

2.5.1 Kopplung an 
hirale Multipletts

L

�

a�t man die Forderung na
h der Renormierbarkeit fallen, bes
hr

�

ankt man si
h nur auf die

kleinsten Potenzen in W

�

und koppelt die Vektormultipletts an Materiefelder, so l

�

a�t si
h die

Lagrangedi
hte (2.5.15) auf folgende Weise erweitern [17, 2, 7℄

L

kin

=

1

4

Z

d

2

�f

AB

(N)W

A

W

B

+ h:
: (2.5.16)

Die Lagrangedi
hte enth

�

alt jetzt n

V

Vektormultipletts. Der Index A nimmt Werte von 1 bis

n

V

an. Wir haben hier eine Kopplungsmatrix f

AB

eingef

�

uhrt, die von n





hiralen Feldern N

i

abh

�

angt. Der Index i nimmt Werte von 1 bis n




.

Man kann zeigen, da� f

AB

symmetris
h sein mu�. Es gilt n

�

amli
h

f

AB

W

A


W

B




= �f

AB

W

B




W

A


= f

AB

W

B 


W

A




= f

BA

W

A


W

B




:
(2.5.17)

Im ersten S
hritt haben wir die Positionen von W

A


und W

B




vertaus
ht, ans
hlie�end haben

wir die Indizes ho
h- und hinuntergezogen und eine Umbenennung der Indizes A! B, B ! A

vorgenommen.

Um den Komponenteninhalt von (2.5.16) zu bestimmen ben

�

otigen wir folgende �-Entwi
k-

lungen [17℄

N

i

= A

i

+

p

2��

i

+ ��F

i

;

f

AB

(N) = f

AB

(A) +

p

2��

i

�

i

f

AB

+ ��

�

F

i

�

i

f

AB

�

1

2

�

i

�

j

�

i

�

j

f

AB

�

; (2.5.18)

W

A

�

= �i�

A

�

+

�

Æ

�

�

D

A

�

i

2

(�

m

��

n

)

�

�

F

A

mn

�

�

�

+ ���

m

� _�

�

m

�

�

A _�

: (2.5.19)
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Na
h dem Einsetzen von (2.5.18) in (2.5.16) erhalten wir in Komponenten (f

�

ur Details siehe

Anhang C)

L

kin

=�

1

4

Ref

AB

F

A

mn

F

Bmn

+

1

8

Imf

AB

�

mnpr

F

A

mn

F

B

pr

+

1

2

Ref

AB

D

A

D

B

�

i

2

f

AB

�

A

�

m

�

m

�

�

B

�

i

2

f

�

AB

�

�

A

��

m

�

m

�

B

+

i

2

p

2

�

i

f

AB

D

A

�

i

�

B

�

i

2

p

2

�

i

�

f

�

AB

D

A

��

i

�

�

B

�

1

2

p

2

�

i

f

AB

F

A

mn

�

i

�

mn

�

B

�

1

2

p

2

�

i

�

f

�

AB

F

A

mn

��

i

��

mn

�

�

B

�

1

4

F

i

�

i

f

AB

�

A

�

B

�

1

4

F

�i

�

i�

f

�

AB

�

�

A

�

�

B

+

1

8

�

i

�

j

�

i

�

j

f

AB

�

A

�

B

+

1

8

��

i

��

j

�

i�

�

j�

f

AB

�

�

A

�

�

B

:

(2.5.20)

Die Lagrangedi
hte enth

�

alt Hilfsfelder D

A

und F

i

. Die ersten lassen si
h mit Hilfe ihrer Bewe-

gungsglei
hungen eliminieren,

D

B

= �Re f

�1AB

�

i

2

p

2

�

i

f

AC

�

i

�

C

�

i

2

p

2

�

i

�

f

�

AC

��

i

�

�

C

�

: (2.5.21)

Die Gesamtlagrangedi
hte f

�

ur die 
hiralen Superfelder N

i

und Vektormultipletts V

A

enth

�

alt

kinetis
he Terme f

�

ur N

i

, die wir hier ni
ht vorgestellt haben. Aus diesem Grund werden wir

die Bewegungsglei
hungen f

�

ur die Hilfsfelder F

i

ni
ht angeben.

2.5.2 Massives Vektormultiplett

Man kann immer einen Masseterm m

2

V

2

zu (2.5.15) dazuaddieren.

8

Dieser Term ist allerdings

ni
ht eininvariant. Um ihn ei
hinvariant zu ma
hen, verwenden wir den St

�

u
kelbergme
hanismus

[18, 19, 20℄.

9

Wir spalten von V die Freiheitsgrade ab, die es im massiven Fall bekommt

V = V

0

+�+

�

� ; (2.5.22)

wobei � 
hiral ist

�

D

_�

� = 0. V ist ei
hinvariant solange V

0

und � si
h auf folgende Weise

transformieren

V

0

! V

0

+�+

�

� ; �! �� � (2.5.23)

mit einem 
hiralen Superfeld � (

�

D

_�

� = 0). Der massive Term der Lagrangedi
hte wird zu

L

m

= m

2

(V +�+

�

�)

2

; (2.5.24)

wobei wir ab sofort den Stri
h weglassen. Setzen wir die �-Entwi
klung (2.5.11) von V +�+

�

�

in (2.5.24) ein, so erhalten wir in Komponenten

L

m

=m

2

�

�

1

2

�

v

m

+ 2�

m

(ImA)

��

v

m

+ 2�

m

(ImA)

�

+ 2FF

�

+ 2DReA

+ i

p

2(��� ��

�

�)� i(��

m

�

m

��+ �����

m

�)� �

m

(ReA)�

m

(ReA)

�

:

(2.5.25)

8

Wir bes
hr

�

anken uns auf ein Vektorfeld, da nur dieser Fall f

�

ur sp

�

atere Betra
htung relevant ist.

9

Bei der Referenz [19℄ handelt es si
h um einen

�

Ubersi
htsartikel. Eine detailierte Erkl

�

arung des Me
hanismus

�ndet man in Anhang F.
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Hier ist anzumerken, da� �

�

und �

�

Komponenten eines Dira
spinors 	 =

�

i

p

2m�

�

�

sind.

Der Masseterm in (2.5.25) l

�

a�t si
h damit s
hreiben als

i

p

2m

2

(��� ��

�

�) = m

�

		 : (2.5.26)

Verallgemeinert man den Masseterm (2.5.24) zu

L

m

= U(V +�+

�

�) ; (2.5.27)

wobei U eine allgemeine reelle Funktion von (V + � +

�

�) ist, so erh

�

alt man in Komponenten

(f

�

ur Details siehe Anhang E)

L

m

=

1

2

U

0

D +

1

2

U

00

�

2FF

�

�

1

2

�

v

m

+ 2�

m

(ImA)

��

v

m

+ 2�

m

(ImA)

�

+ i

p

2(��� ��

�

�)� i(��

m

�

m

��+ �����

m

�)� �

m

(ReA)�

m

(ReA)

�

+

1

2

U

000

�

� F

�

��� F ����+ ����

m

�(v

m

+ 2�

m

(ImA)

�

+

1

4

U

0000

������

(2.5.28)

mit U

0

= �

ReA

U , U

00

= �

2

ReA

U et
. Das skalare Feld ImA spielt die Rolle eines Goldstonebo-

sons und kann dur
h eine geeignete Ei
htransformation (2.5.23) (unit

�

are Ei
hung) in das v

m

absorbiert werden.

Eliminiert man das Hilfsfeld F mit Hilfe seiner Bewegungsglei
hung

F =

1

2

U

000

U

00

���� ; (2.5.29)

so erh

�

alt man in der unit

�

aren Ei
hung

L

m

=�

1

2

U

00

�

1

2

�

v

m

v

m

� i

p

2(��� ��

�

�) + i(��

m

�

m

��+ ����

m

�

m

�) + �

m

(ReA)�

m

(ReA)

�

+

1

2

U

0

D +

1

2

U

000

����

m

�v

m

+

1

4

�

U

0000

�

U

000

U

00

�

������ :

(2.5.30)

2.5.3 Freiheitsgrade des massiven Vektormultipletts

Wir z

�

ahlen jetzt die Freiheitsgrade im massiven Fall:

"o� shell" (massiver Fall):

� ein reelles Skalarfeld ReA: 1 bosonis
her FG

� ein reelles Skalarfeld D: 1 bosonis
her FG (Hilfsfeld)

� ein komplexes Skalarfeld F : 2 bosonis
he FG (Hilfsfeld)

� ein komplexes Weyl-Spinorfeld �: 4 fermionis
he FG

� ein komplexes Weyl-Spinorfeld �: 4 fermionis
he FG

� ein reelles Vektorfeld v

m

: 4 bosonis
he FG (1 zus

�

atzli
her FG gegen

�

uber

dem masselosen Fall stammt vom absorbierten

reellen Skalarfeld ImA)

Man hat damit im massiven Fall a
ht fermionis
he und a
ht bosonis
he Freiheitsgrade

"o� shell".
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"on shell" (massiver Fall):

� ein komplexes Weyl-Spinorfeld �: 2 fermionis
he FG

(zwei FG fallen dur
h die Bewegungsglei
hung weg)

� ein komplexes Weyl-Spinorfeld �: 2 fermionis
he FG

(zwei FG fallen dur
h die Bewegungsglei
hung weg)

� ein reelles Vektorfeld v

m

: 3 bosonis
he FG

(ein FG entf

�

allt dur
h die Bewegungsglei
hung)

� ein reelles Skalarfeld ReA: 1 bosonis
her FG

"on shell" hat man damit im massiven Fall vier bosonis
he und vier fermionis
he Freiheits-

grade.



Kapitel 3

Das lineare Multiplett

3.1 Das lineare Multiplett

Das lineare Superfeld L [7, 8℄ ist de�niert dur
h zwei folgende Constraints

D

2

L =

�

D

2

L = 0 ; (3.1.1)

wobei L ein reelles Superfeld und D

�

eine kovariante Ableitung (2.3.8) ist. Wendet man die

beiden Constraints auf ein allgemeines reelles Superfeld der Form

L(x; �;

�

�) =C(x) + ��(x) +

�

���(x) + ��M(x) +

�

�

�

�M

�

(x)

+ ��

m

�

�v

m

(x) + ��

�

�

�

�(x) +

�

�

�

���(x) + ��

�

�

�

�D(x)

(3.1.2)

an, so erh

�

alt man

D

2

L =� 4M +

�

�

�

�4

�

�� 2i��

m

�

m

�

�

+

�

�

�

� (�4D ��C + 2i�

m

v

m

)

+ ��

m

�

� 4i�

m

M +

�

�

�

��

�

�2i�

m

�

m

�

����

�

+ ��

�

�

�

�(��M) = 0 ;

�

D

2

L =� 4M

�

+ � (�4�� 2i�

m

�

m

��) + �� (�4D ��C � 2i�

m

v

m

)

+ ��

m

�

� (�4i�

m

M

�

) + ��

�

� (�2i��

m

�

m

�����) + ��

�

�

�

�(��M

�

) = 0 :

(3.1.3)

Dies f

�

uhrt zu folgenden Constraints an die Komponentenfelder

M = 0 ; D = �

1

4

�C ;

�

m

v

m

= 0 ; � = �

i

2

�

m

�

m

�� :

(3.1.4)

Wir setzen die Constraints in (3.1.2) und erhalten folgende �-Entwi
klung

L = C + �� +

�

��� + ��

m

�

�v

m

�

i

2

��

�

���

m

�

m

� �

i

2

�

�

�

���

m

�

m

�� �

1

4

��

�

�

�

��C

mit einer zus

�

atzli
hen Bedingung �

m

v

m

= 0. Wegen dieser Bedingung l

�

a�t si
h v

m

s
hreiben

als

v

m

=

1

2

�

mnpq

H

npq

(3.1.5)

mit

H

npq

=

1

6

�

�

n

B

pq

+ �

p

B

qn

+ �

q

B

np

� �

n

B

qp

� �

q

B

pn

� �

p

B

nq

�

= �

[n

B

pq℄

: (3.1.6)

19
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B

pq

ist ein reeller antisymmetris
he Tensor

1

und H

npq

seine Feldst

�

arke. Das lineare Superfeld

hat somit die Form

L = C + �� +

�

��� +

1

2

��

m

�

��

mnpq

H

npq

�

i

2

��

�

���

m

�

m

� �

i

2

�

�

�

���

m

�

m

�� �

1

4

��

�

�

�

��C : (3.1.7)

Aus (3.1.6) kann man glei
h die Transformationen von B

pq

ablesen, dieH

npq

unver

�

andert lassen.

Sol
he Ei
htransformationen sind gegeben dur
h

B

pq

! B

pq

+ �

p

�

q

� �

q

�

p

; (3.1.8)

wobei �

p

ein beliebiges reelles Vektorfeld ist. Bei (3.1.8) handelt es si
h um eine reduzible

Ei
htransformation [21℄. Das bedeutet, es gibt �

n

6= 0, f

�

ur die

ÆB

pq

= 0 : (3.1.9)

W

�

ahlen wir n

�

amli
h �

p

= �

p

g mit einem skalaren Feld g, so erhalten wir

ÆB

pq

= �

p

�

q

g � �

q

�

p

g = 0 : (3.1.10)

F

�

ur die Bestimmung der Freiheitsgrade des transformierenden Feldes, in unserem Fall B

pq

, ist es

ents
heidend, ob eine Ei
htransformation reduzibel oder irreduzibel ist. Der antisymmetris
he

Tensor B

pq

hat se
hs unabh

�

angige Komponenten. Das Vektorfeld �

p

hat vier, allerdings sind

wegen der Reduzibilit

�

at nur drei unabh

�

angig. Somit besitzt B

pq

drei physikalis
he Freiheitsgrade

"o� shell".

Das lineare Multiplett hat damit folgende Freiheitsgrade:

� ein reelles Skalarfeld C 1 FG

� ein komplexes Weyl-Spinorfeld � 4 FG

� ein reeller antisymmetris
her Tensor B

pq

3 FG

Insgesamt also 8 Freiheitsgrade, davon sind vier bosonis
h und vier fermionis
h.

Der antisymmetris
he Tensor B

pq

ist im linearen Multiplett ni
ht direkt sondern

�

uber seine

Feldst

�

arke H

npq

enthalten. Direkt ist er in dem 
hiralen Spinormultiplett [13, 6℄ enthalten,

wel
hes dur
h

L =

1

2

(D

�

�

�

+

�

D

_�

�

�

_�

);

�

D

_

�

�

�

= 0 (3.1.11)

de�niert ist. Diese Beziehung ist der De�nition (3.1.1)

�

aquivalent [13℄. Um dies zu zeigen, setzen

wir (3.1.11) in (3.1.1) ein. Wir erhalten

D

2

�

1

2

(D

�

�

�

+

�

D

_�

�

�

_�

)

�

=

1

2

�

D

2

D

�

�

�

| {z }

=0

+D

2

�

D

_�

�

�

_�

�

: (3.1.12)

Der erste Term vers
hwindet wegen der Identit

�

at (A.3.6). Den zweiten s
hreiben wir mit Hilfe

des Kommutators fD

�

;

�

D

_�

g = �2i�

m

� _�

�

m

um,

D

�

D

�

�

D

_�

�

�

_�

=D

�

(�2i�

m

� _�

�

m

�

�

D

_�

D

�

)

�

�

_�

=� 2i�

m

� _�

�

m

D

�

�

�

_�

| {z }

=0

�D

�

�

D

_�

D

�

�

�

_�

| {z }

=0

:

(3.1.13)

Die Terme in der zweiten Zeile vers
hwinden wegen der Chiralit

�

atsbedingung (3.1.11) von

�

�

_�

.

Eine analoge Re
hnung erh

�

alt man f

�

ur den zweiten Constraint

�

D

2

L = 0 .

1
1

2

B

pq

dx

p

^ dx

q

ist eine 2-Form. Deshalb wird das lineare Multiplett h

�

au�g als 2-Form-Multiplett bezei
hnet.
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L ist invariant unter den Ei
htransformationen

�

�

! �

�

+

i

8

�

D

2

D

�

� ;

�

�

_�

!

�

�

_�

�

i

8

D

2

�

D

_�

� ;

(3.1.14)

wobei � ein beliebiges reelles Superfeld ist. Um die Ei
hinvarianz von L zu demonstrieren,

setzen wir (3.1.14) in (3.1.11) ein:

D

�

�

�

+

�

D

_�

�

�

_�

!D

�

(�

�

+

i

8

�

D

2

D

�

�) +

�

D

_�

(

�

�

_�

�

i

8

D

2

�

D

_�

�)

= D

�

�

�

+

�

D

_�

�

�

_�

+

i

8

(D

�

�

D

2

D

�

�

�

D

_�

D

2

�

D

_�

)

| {z }

=0

�:

(3.1.15)

Beim letzten S
hritt haben wir die Identit

�

at (A.3.8) ausgenutzt.

Als n

�

a
hstes wollen wir die �-Entwi
klung von �

�

angeben. Dabei geht man folgenderma�en

vor. Man startet mit einer allgemeinen �-Entwi
klung eines 
hiralen Spinorsuperfeldes, setzt sie

und die �-Entwi
klung von L (3.1.7) in (3.1.11) ein und verglei
ht ans
hlie�end die Komponen-

ten. Daraus ergeben si
h Bedingungen an die einzelnen Komponenten von �

�

. Eine detailierte

Herleitung der �-Entwi
klung von �

�

�ndet man in Anhang B. Die �-Entwi
klung von �

�

lautet

�

�

=�

�

� �




�

Æ

�




(C + iE)

2

+

1

4

(�

m

��

n

)

�




B

mn

�

+ ��

�

�

�

+ i�

� _�

m

�

m

��

_�

�

: (3.1.16)

�

�

, �

�

sind Weylspinoren, C, E sind reelle skalare Felder und B

mn

ist der antisymmetris
he

Tensor.

Als n

�

a
hstes bere
hnen wir die Ei
htransformation (3.1.14) auf der Ebene der Komponenten-

felder. Dabei k

�

onnen wir folgenden Umstand zu Nutze ma
hen: Æ�

�

stimmt mit dem Ausdru
k

f

�

ur die Feldst

�

arke des Vektormultipletts (2.5.3) bis auf ein Vorfaktor

�

uberein. Insofern k

�

onnen

wir den Ausdru
k (2.5.3)

�

ubernehmen. Wir versehen dabei die einzelnen Felder mit einem Index

e, um deutli
h zu ma
hen, da� es si
h um die Komponenten der Ei
htransformation handelt.

Die �-Entwi
klung von Æ�

�

lautet damit

Æ�

�

=

i

8

�

D

2

D

�

� = �

1

2

�

e

�

�

�

Æ

�




iD

e

2

+

1

4

(�

m

�

n

)

�




(�

m

�

e

n

� �

n

�

e

n

)

�

�




�

i

2

���

m

� _�

�

m

�

�

e _�

:

(3.1.17)

Addieren wir den Ausdru
k (3.1.17) zu (3.1.16), so erhalten wir

�

�

+ Æ�

�

=�

�

�

1

2

�

e

�

� �




�

Æ

�




(C + iE + iD

e

)

2

+

1

4

(�

m

��

m

)

�




(B

mn

+ �

m

�

e

n

� �

n

�

e

m

)

�

+ ��

�

�

�

+ i�

� _�

m

�

m

(��

_�

�

1

2

�

�

e _�

)

�

:

(3.1.18)

Aus dem Ausdru
k (3.1.18) k

�

onnen wie die Ei
htransformationen f

�

ur die einzelnen Felder sofort

ablesen. Sie lauten

�

�

! �

�

�

1

2

�

�

; �

�

! �

�

;

E ! E +D ; C ! C ;

B

mn

! B

mn

+ �

m

�

n

� �

n

�

m

:

(3.1.19)
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Da wir

�

uber �

e

�

und D

e

frei verf

�

ugen, k

�

onnen wir die Felder �

�

und E dur
h eine geeigne-

te Ei
htransformation zum Vers
hwinden bringen. Dies ist dieselbe Prozedur (Wess-Zumino-

Ei
hung), die man ma
ht, wenn man feststellt, da� bestimmte Felder des Vektormultipletts

V beliebig abge

�

andert werden k

�

onnen, ohne dabei die Feldst

�

arke des Vektormultipletts zu

ver

�

andern. Die Transformation des antisymmetris
hen Tensors B

mn

in (3.1.19) stimmt mit der

bereits diskutierten Ei
htransformation (3.1.8)

�

uberein. F

�

ur weitere Betra
htungen benutzen

wir �

�

in dieser Wess-Zumino-Ei
hung

�

�

=� �




�

Æ

�




C

2

+

1

4

(�

m

��

n

)

�




B

mn

�

+ ���

�

: (3.1.20)

3.2 Masseloser Fall

Wir wollen eine ei
hinvariante Wirkung f

�

ur die massiven linearen Multipletts konstruieren.

Bevor wir das tun, betra
hten wir den masselosen Fall. Er wurde mehrfa
h in der Literatur

diskutiert [11, 7, 8, 12, 6, 13, 14℄.

Die ei
hinvariante Lagrangedi
hte ist gegeben dur
h dur
h die �

2

�

�

2

-Komponente des Qua-

drats des linearen Superfeldes L

L

kin

= �

Z

d

2

�d

2

�

�L

2

: (3.2.1)

Lassen wir die Forderung na
h der Renormierbarkeit fallen, so l

�

a�t si
h (3.2.1) verallgemeinern

zu

L

kin

= �

Z

d

2

�d

2

�

�K(L) ; (3.2.2)

wobei K eine reelle Funktion von L ist. Die Komponentenform von (3.2.2) ist

L

kin

= �

1

4

K

00

�

�

m

C�

m

C + i(��

m

�

m

�� + ����

m

�

m

�) +

3

2

H

mnp

H

mnp

�

�

1

8

K

000

��

m

���

mnpq

H

npq

�

1

48

K

0000

������ ; (3.2.3)

mit K

00

= �

2

C

K;K

000

= �

3

C

K et
. Die Details �ndet man in Anhang C. F

�

ur K(L) = L

2

fallen die

beiden letzten Terme von (3.2.3) weg und die Kopplungsfunktion wird zu K

00

= 2. Au�erdem

ist hier anzumerken, da� keines der Felder ein Hilfsfeld ist und die Anzahl der physikalis
hen

Freiheitsgrade mit der Anzahl im skalaren Multiplett

�

ubereinstimmt.

3.3 Massiver Fall

Die Lagrangedi
hte des massiven linearen Multipletts m

�

u�te Terme von der Form m

2

B

mn

B

mn

enthalten. Sol
he Ausdr

�

u
ke stammen vom Superraumintegral, wel
hes quadratis
h in �

�

ist,

L

m

� m

2

Z

d

2

��

�

�

�

+ h:
: (3.3.1)

Sol
he Terme sind allerdings ni
ht ei
hinvariant unter der Ei
htransformation (3.1.14). Variieren

wir (3.3.1), so erhalten wir

Æ

�

m

2

Z

d

2

���

�

=2m

2

Z

d

2

��Æ� = �

im

2

4

Z

d

2

��

�

D

2

D� = im

2

Z

d

2

�d

2

�

�
�D� 6= 0 :

(3.3.2)
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Im ersten S
hritt haben wir die Produktregel benutzt, ans
hlie�end haben wir (3.1.14) eingesetzt

und mit Hilfe von (A.3.4) den Ausdru
k zum Superraumintegral umgeformt.

Um die ei
hinvarianten Massenterme zu konstruieren, werden wir den St

�

u
kelbergme
hanis-

mus verwenden [18, 19℄. Man geht dabei wie folgt vor. Man spaltet von B

mn

die Freiheitsgrade,

die nur im massiven Fall vorhanden sind, ab und erweitert die Gruppe der Ei
htransformationen

um sol
he, die B

mn

unver

�

andert lassen.

Die massiven Freiheitsgrade �ndet man dur
h folgende

�

Uberlegung. Der massive Term

m

2

B

mn

B

mn

ist ni
ht ei
hinvariant, insofern erh

�

alt B

mn

zus

�

atzli
he Freiheitsgrade, die im mas-

selosen Fall si
h wegtransformieren lie�en, und sie k

�

onnen wir einfa
h von ÆB

mn

ablesen.

Wir de�nieren B

mn

um,

B

mn

= B

0

mn

+

1

m

(�

m

v

n

� �

n

v

m

) (3.3.3)

und de�nieren die Ei
htransformationen zu

B

0

mn

! B

0

mn

+ �

m

�

n

� �

n

�

m

; v

n

! v

n

+m�

n

: (3.3.4)

Unter diesen Transformationen ist der Masseterm m

2

B

mn

B

mn

invariant. Das Vektorfeld v

m

stellt die notwendigen zus

�

atzli
hen Freiheitsgrade f

�

ur B

mn

im massiven Fall zur Verf

�

ugung und

spielt die Rolle des Kompensatorfelders f

�

ur die Transformationen von B

0

mn

.

Als n

�

a
hstes wollen wir die Transformationen (3.3.4) auf die Ebene der Superfelder

�

uber-

tragen. O�ensi
htli
h entspri
ht (3.3.3) der Kombination

(2i�

�

+

1

m

W

�

) ; (3.3.5)

wobeiW

�

die Feldst

�

arke des Vektormultipletts V ist.W

�

und V sind in (2.5.13), (2.5.3) de�niert.

Der antisymmetris
he Tensor B

0

mn

ist in dem 
hiralen Spinorsuperfeld �

�

enthalten. Ab sofort

lassen wir den Stri
h bei B

0

mn

weg. Die Transformationen (3.3.4) lassen si
h mit Hilfe der

Superfelder s
hreiben als

�

�

! �

�

+

i

8

�

D

2

D

�

� ;

V ! V +m� ; W

�

! W

�

�

1

4

mD

2

D

�

� :

(3.3.6)

� ist ein reelles Superfeld. Seine �-Entwi
klung wurde in (3.1.17) angegeben.

Unser Ziel ist, eine m

�

ogli
hstallgemeine lorentz- und ei
hinvariante Wirkung zu konstruieren.

Na
h Konstruktion ist (3.3.5) ei
hinvariant. Um es lorentzinvariant zu ma
hen, quadrieren wir

den Ausdru
k und summieren dabei

�

uber die Spinorindizes von W

�

und �

�

. H

�

ohere Produkte

von (3.3.5) wollen wir ni
ht zulassen, da sie ni
ht renormierbar sind. Um andere ei
hinvariante

Terme zu �nden, ma
hen wir folgenden Ansatz

L

m

=

Z

d

2

� (f��+ a�W + bWW ) + h:
: (3.3.7)

mit komplexen Konstanten f ,a,b und fordern, da� L

m

ei
hinvariant unter den Transformationen

(3.3.6) ist. Um die Re
hnung

�

ubersi
htli
her zu gestalten f

�

uhren wir als Abk

�

urzung

Y

�

= �

1

4

�

D

2

D

�

� (3.3.8)
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ein. Die Transformationen (3.3.6) werden dann zu

Æ�

�

= �

i

2

Y

�

; ÆW

�

= mY

�

: (3.3.9)

Variieren wir jetzt den Ansatz (3.3.7), so erhalten wir

ÆL

m

=2f�Æ�+ aÆ�W + a�ÆW + 2bWÆW + h:
:

=� if�Y �

i

2

aYW +ma�Y + 2bmWY + h:
: :

(3.3.10)

Im zweiten S
hritt haben wir (3.3.9) eingesetzt. Wir fassen nun Terme mit glei
hen Superfeldern

zusammen,

ÆL

m

= (�if +ma)�Y + (�

i

2

a+ 2bm)WY + (i

�

f +m�a)

�

�

�

Y + (

i

2

�a+ 2

�

bm)

�

W

�

Y :

(3.3.11)

Wir su
hen sol
he L

�

osungen von f , a, b, f

�

ur die ÆL

m

vers
hwindet oder glei
h einer totalen

Ableitung ist. Aus (3.3.11) sieht man, da� f

�

ur

a =

if

m

; und b = �

f

4m

2

(3.3.12)

ÆL

m

stets vers
hwindet. f kann dabei eine beliebige komplexwertige Funktion sein.

Um eine L

�

osung zu �nden, f

�

ur die ÆL

m

glei
h einer totalen Ableitung ist, su
hen wir

na
h einer Kombination von den Superfeldern, die dies erf

�

ullt. Aus der Betra
htung der �-

Entwi
klungen von �

�

(3.1.16), W

�

(2.5.14) und Y

�

(3.1.17) stellen wir fest, da� die einzige

Kombination, die glei
h einer totalen Ableitung ist, ist

�

WY �

�

W

�

Y

�

�

�

�

�

2

= �

i

2

�

mnpq

F

mn

F

e pq

: (3.3.13)

Um dies auszunutzen, s
hreiben wir den Ausdru
k (3.3.11) um, indem wir die KoeÆzienten

f; a; b in Real- und Imagin

�

arteil zerlegen und die Terme mit i und ohne i als Vorfaktor grup-

pieren.

ÆL =(�iRe f + Im f +mRe a+ imIm a)�Y + (iRe f + Im f +mRe a� imIma)

�

�

�

Y )

+ (�

i

2

Re a+

1

2

Im a+ 2mRe b+ 2imIm b)WY + (

i

2

Re a+

1

2

Im a+ 2mRe b� 2imIm b)

�

W

�

Y

=(�iRe f + imIm a)(�Y �

�

�

�

Y ) + (Im f +mRe a)(�Y +

�

�

�

Y )

+ (�

i

2

Re a+ 2iIm b)(WY �

�

W

�

Y ) + (

1

2

Im a+ 2mRe b)(WY +

�

W

�

Y ) :

(3.3.14)

Damit erhalten wir folgendes Glei
hungssystem

�

i

2

Re a+ 2iIm b =
onst: ;

1

2

Im a+ 2mRe b =0 ;

�Re f +mIma =0 ;

Im f +mRe a =0 :

(3.3.15)
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Eine L

�

osung dieses Glei
hungssystems, die ni
ht mit (3.3.12)

�

ubereinstimmt, ist

Re a =

1

2

e ; Im b = h ; Im f = �

1

2

me ; Ima = Re b = 0 ; (3.3.16)

wobei e, h reelle Konstanten sind.

Setzen wir die gewonnenen L

�

osungen (3.3.12), (3.3.16) ein, so erhalten wir

L = f��+

if

m

�W �

f

4m

2

WW �

i

2

me��+

1

2

e�W + ihWW + h:
: : (3.3.17)

Wir multiplizieren den Ausdru
k mitm

2

und fassen Terme mit glei
hen Vorfaktoren zusammen.

Au�erdem bemerken wir, da� ihWW + h:
: glei
h einer totalen Ableitung ist und deshalb aus

der Wirkung ausintegriert werden kann. Die Lagrangedi
hte hat damit die Form

L =

1

4

Z

d

2

�

�

f(W � 2im�)(W � 2im�) + 2e�(W � im�)

�

+ h:
: : (3.3.18)

Es ist o�ensi
htli
h, da� wir den Ausdru
k (3.3.18) wie in Abs
hnitt 2.5.1 auf den Fall

von n

V

-Vektormultipletts sofort erweitern k

�

onnen. Diese Erweiterung �ndet statt, indem die

Vektormultiplett-Feldst

�

arke W

�

einen Index A erh

�

alt, wobei A = 1; : : : ; n

V

ist. Die �-Entwi
k-

lungen (2.5.13), (2.5.14) von V und W

�

erweitert um den Index A werden zu

V

A

=� ��

m

�

�v

A

m

+ i��

�

�

�

�

A

� i

�

�

�

���

A

+

1

2

��

�

�

�

�D

A

;

W

A

�

=� i�

A

�

+

�

Æ

�

�

D

A

�

i

2

(�

m

��

n

)

�

�

F

A

mn

�

�

�

+ ���

m

� _�

�

m

�

�

A _�

:

(3.3.19)

Zu jedem Wert von A in (3.3.18) geh

�

oren dann bestimmte Parameter m und e. Sie werden

damit zu reellen Vektoren m

A

und e

A

mit n

V

konstanten Eintr

�

agen. Die Kopplungsfunktion f

wird zu einer n

V

� n

V

-Matrix f

AB

.

F

�

ur den Fall der n

V

Vektormultipletts s
hreiben wir die Ei
htransformationen (3.3.6) um

zu

V

A

! V

A

+m

A

� ; W

A

�

!W

A

�

�

1

4

m

A

�

D

2

D

�

� : (3.3.20)

Bevor wir den verallgemeinerten Ausdru
k f

�

ur (3.3.18) angeben, wollen wir no
h erkl

�

aren,

wel
he Funktionen bei f

AB

zugelassen sind. W

�

urden wir verlangen, da� L

M

renormierbar sein

mu�, so mu� f

AB

= Æ

AB

gelten. Hier wollen wir diese Forderung fallenlassen und das lineare

Multiplett an die Materiefelder koppeln. Wir lassen zu, da� f

AB

eine allgemeine Funktion von

n





hiralen Superfeldern N

i

ist. Der Index i nimmt Werte zwis
hen 1 und n

C

an. Damit lautet

der allgemeinstm

�

ogli
he Ausdru
k f

�

ur L

m

L

m

=

1

4

Z

d

2

�

�

f

AB

(N)(W

A

� 2im

A

�)(W

B

� 2im

B

�)+2e

A

�(W

A

� im

A

�)

�

+ h:
: (3.3.21)

In (3.3.1) haben wir den Parameter m als Masse de�niert. Mit der Einf

�

uhrung der Kopplungs-

matrix f

AB

verliert er diese Rolle. Der Zusammenhang zwis
hen denm

A

und den Massentermen

wird an sp

�

aterer Stelle diskutiert.

An dieser Stelle k

�

onnen wir die Freiheitsgrade z

�

ahlen und sie mit dem masselosen Fall

verglei
hen. Wir erinnern, da� die Transformationen der Vektormultipletts (3.3.20) physika-

lis
h bedeuten, da� ein Vektormultiplett den massiven Freiheitsgraden des Spinormultipletts

�

�

entspri
ht. Anders ausgedr

�

u
kt wird ein Vektorfeld von dem 
hiralen Spinorsuperfeld �

�
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"gegessen". Dadur
h wird �

�

massiv und es bleiben in der Wirkung (3.3.21) n

V

� 1 physika-

lis
he masselose Vektormultipletts. Damit k

�

onnen wir folgende Au
istung f

�

ur die bosonis
hen

Freiheitsgrade "on shell" ma
hen:

ein massives Spinorsuperfeld �

�

4 bosonis
he FG

n

V

� 1 masselose Vektorsuperfelder V

A

2(n

V

� 1) bosonis
he FG

n





hirale Superfelder N

i

2n




bosonis
he FG

Bevor wir (3.3.21) in Komponenten s
hreiben, diskutieren wir den Fall m

A

= 0. In diesem

Grenzfall reduziert si
h die Lagrangedi
hte zu

L

m

=

1

4

Z

d

2

�

�

f

AB

(N)WW + 2e

A

�W

A

�

+ h:
: : (3.3.22)

Die Terme von der Form e

A

�W

A

sind als vierdimensionale Green-S
hwarz-Terme bekannt

[11, 22, 23℄. Gew

�

ohnli
h werden sie mit Hilfe des vollst

�

andigen Superraumintegrals in der Form

2e

A

R

d

2

�d

2

�

�LV

A

ges
hrieben. Da� die S
hreibweisen

�

aquivalent sind, sieht man in der folgenden

Re
hnung

e

A

Z

d

2

��W

A

+ h:
: = �
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��D
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�DV
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+
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(3.3.23)

= e

A

Z

d

2

�d

2

�

�

�

D�+D

�

�

�

V

A

= 2e

A

Z

d

2

�d

2

�

� LV

A

:

Hier haben wir zuerst die De�nition von W

�

(2.5.3) eingesetzt, dana
h haben wir (A.3.4)

ausgenutzt. Ans
hlie�end haben wir einmal partiell integriert und (3.1.11) eingesetzt.

Als n

�

a
hstes geben wir die Lagrangedi
hte (3.3.21) in Komponenten an. Au�er (3.1.7),

(3.1.20) und (2.5.14) ben

�

otigen wir no
h

N

i

= A

i

+

p

2��

i

+ ��F

i

; (3.3.24)

f

AB

(N) = f

AB

(A) +

p

2��

i

�

i

f

AB
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F

i

�

i

f

AB

�

1

2

�

i

�

j

�

i

�

j

f

AB

�

:

Eingesetzt in die Lagrangedi
hte (3.3.21) erhalten wir vor der Eliminierung der Hilfsfelder D

A

(Details siehe in Anhang C):
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(3.3.25)
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mit

�

F

A

mn

= F

A

mn

�m

A

B

mn

: (3.3.26)

Als n

�

a
hstes eliminieren wir die Hilfsfelder D

A

mit Hilfe ihrer Bewegungsglei
hungen. Wir

fassen alle Terme mit D

A

no
hmal zusammen

L

D

m

=

1

2

Re f
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D

A

D

B

�
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+
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�
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�
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(3.3.27)

Die Bewegungsglei
hungen ergeben si
h sofort als Ableitungen von L

m

na
h D

A

Re f

AB

D

B

�

1

2

C(e
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+ 2Im f
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) +
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�
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�
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= 0 : (3.3.28)
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Wir setzen (3.3.29) in (3.3.25) ein und erhalten
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(3.3.30)

V enth

�

alt alle Terme, die dem skalaren Potential beitragen. Vor der Eliminierung der Hilfs-

felder erh

�

alt man

V = �

1

2

Re f

AB

D

A

D
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+

1
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CD
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: (3.3.31)

Ber

�

u
ksi
htigt man nur bosonis
he Terme,

2

so lautet die Bewegungsglei
hung f

�

ur D

A

(3.3.29):

D

A

=

1

2

(Re f)

�1AB

(e

B

+ 2Im f

BC

m

C

)C : (3.3.32)

2

Die fermionis
hen Beitr

�

age, die dur
h Eliminierung von D

A

zustande kommen, haben wir bereits in (3.3.30)

eingesetzt.
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V l

�

a�t si
h dann s
hreiben

V =

1
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m
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2

;

(3.3.33)

wobei D

A

dur
h die Bewegungsglei
hung (3.3.32) gegeben ist. Man sieht, da� im Falle des

linearen Multipletts ein Term vorhanden ist, der ni
ht vom D-Term der Vektormultipletts

stammt. Es handelt si
h dabei um einen direkten Massenterm des reellen Skalars C. Mit direkt

meinen wir, da� sein Beitrag allein dur
h die Pr

�

asenz des linearen Multipletts zustande kommt.

Na
h dem Einsetzen der Bewegungsglei
hung (3.3.32) in (3.3.33) wird das skalare Potential zu
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:

(3.3.34)

An dieser Stelle ist zu bemerken, da� dieses Potential als N = 1 Version des N = 2 Taylor-

Vafa-Potentials [24, 10℄ angesehen werden kann.

Jetzt sind wir imstande, die Verbindung zwis
hen den Parametern m

A

; e

A

und der Masse

anzugeben. Als Masse wird gew

�

ohnli
h die Kopplungsfunktion vor dem quadratis
hen Term

de�niert. Setzt man (3.3.26) in (3.3.30) ein, so kann man die quadratis
hen Terme in B

mn

sofort ablesen. Terme, die B

mn

enthalten, sind
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(3.3.35)

Wie man sieht, haben wir zwei quadratis
he Terme von B

mn

, einer davon ist topologis
h.

3

So

de�nieren wir zwei Kopplungsfunktionen, die man als "Massen" bezei
hnen kann.
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(3.3.36)

Die Massenterme werden damit zu
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: (3.3.37)

F

�

ur m = 0 sind M

2

und M

2

T

Null und es bleibt in der Lagrangedi
hte ein masseloser antisym-

metris
her Tensor mit der Green-S
hwarz-Kopplung [11℄

L

m=0

= �

1

8

e

B

�

mnpq

F

B

mn

B

pq

: (3.3.38)

3

Der Term hei�t topologis
h, wenn er ni
ht explizit von der Metrik abh

�

angt.



Kapitel 4

Dualit

�

aten des antisymmetris
hen

Tensors

In diesem Kapitel diskutieren wir die dualen Formulierungen des antisymmetris
hen Tensors.

Dabei mu� man zwis
hen dem masselosen m

A

= 0 und massiven Fall m

A

6= 0 unters
heiden.

Ein masseloses antisymmetris
hes Tensorfeld ist dual zum skalaren Feld. Auf der Ebene der

Superfelder entspri
ht dies der Dualit

�

at zwis
hen dem linearen und 
hiralen Multiplett. Im

massiven Fall ist das antisymmetris
he Tensorfeld dual zum massiven Vektorfeld. Und wie-

derherum auf der Ebene der Superfelder entspri
ht dies der Dualit

�

at zwis
hen dem 
hiralen

Spinorfeld und massiven Vektormultiplett. In Anhang D werden die notwendigen te
hnis
hen

Details zur Dualit

�

atstransformation erkl

�

art.

4.1 Masseloser Fall

Als erstes diskutieren wir den masselosen Fall. Setzen wir alle Parameter m

A

= 0, so erhalten

wir aus (3.2.2) und (3.3.21)
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+ h:
:

�

;

wobei wir (3.3.23) bei der Umformung ausgenutzt haben.

Um die Dualit

�

atstransformation dur
hzuf

�

uhren, m

�

ussen wir eine sogenannte "�rst order

form" konstruieren. Sie ist eine allgemeine Funktion der beiden Superfelder, die zueinander dual

sind. Dur
h Eliminieren eines der Superfelder mit Hilfe seiner Bewegungsglei
hungen erh

�

alt man

die ri
htige Lagrangedi
hte f

�

ur das andere.

Eine sol
he "�rst oder form" erhalten wir hier [11, 14℄, indem wir L in (4.1.1) dur
h ein

reelles (aber ni
ht lineares) Superfeld V

0

ersetzen und einen zus

�

atzli
hen Term

ÆL =

Z

d

2

�d

2

�

� V

0

(S +

�

S) ; (4.1.1)

dazuaddieren, wobei S ein 
hirales Superfeld ist (

�

D

_�

S = 0). Wir haben das reelle Superfeld V

0

mit dem Index 0 versehen, um es von den n

V

Vektormultipletts V

A

zu unters
heiden, die in

29
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der Lagrangedi
hte (4.1.1) au
h vorhanden sind. Wir erhalten damit als "�rst order form"
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(4.1.2)

Als erstes bestimmen wir die Bewegungsglei
hungen f

�

ur S und

�

S. Um na
h den Superfeldern

S und

�

S zu variieren, s
hreibt man sie mit Hilfe der allgemeinen Superfelderfelder � und

�

� um

S =

�

D

2

� ;

�

S = D

2

�

� : (4.1.3)

Wir variieren na
h � und

�

� und erhalten

1

�

D

2

V

0

= 0 und D

2

V

0

= 0 : (4.1.4)

Dies sind genau die bestimmenden Constraints (3.1.1) f

�

ur das lineare Multiplett. Das hei�t, das

lineare Multiplett ist die L

�

osung der Bewegungsglei
hungen (4.1.4). Setzen wir die L

�

osung, also

L, zur

�

u
k in die "�rst order form" (4.1.2), so erhalten wir die Lagrangedi
hte f

�

ur das masselose

lineare Multiplett (4.1.1). Der Term (4.1.1) vers
hwindet, da man na
h der zweifa
hen partiellen

Integration erh

�

alt
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Auf der anderen Seite ist die Bewegungsglei
hung f

�

ur V

0

��

V

0K + e

A

V
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+ S +
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S = 0 : (4.1.6)

Wir l

�

osen sie na
h V

0

auf

V
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= h(e
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V

A

+ S +
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S) ; (4.1.7)

wobei h eine invertierbare Funktion von e

A

V

A

+ S +

�

S ist. Die genaue Form der Glei
hung

(4.1.7) h

�

angt von der Gestalt von K(V

0

) in (4.1.2) ab. Setzen wir (4.1.7) in die "�rst order

form" (4.1.2) zur

�

u
k, so erhalten wir
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(4.1.8)

mit

^

K = �K(h) + (e

A

V

A

+ S +

�

S)h .

^

K ist die Legendre-Transformierte von K. Dies ist die

Lagrangedi
hte f

�

ur n

V

Vektormultipletts und ein 
hirales und ein anti
hirales Superfeld.

Als n

�

a
hstes erkl

�

aren wir, wie die Felder V

A

, S und

�

S si
h transformieren sollen. In (2.5.8)

und (2.5.9) wurde gezeigt, da� W

A

unter den Transformationen

V

A

! V

A

+�

A

+

�

�

A

; (4.1.9)

wobei �

A

n

V


hirale Superfelder sind

�

D

_�

�

A

= 0, invariant sind. Somit ist der zweite Term

von (4.1.8) ei
hinvariant unter (4.1.9). Um den ersten ei
hinvariant zu ma
hen, verwenden wir

wie bei der Konstruktion der Wirkung f

�

ur das massive lineare Multiplett den St

�

u
kelberg-

me
hanismus, indem wir die Gruppe der Ei
htransformationen um sol
he erweitern, die die

Lagrangedi
hte (4.1.8) invariant lassen. Wir de�nieren die Ei
htransformation f

�

ur S zu

S ! S � e

A

�

A

: (4.1.10)

Man sieht, da� S und

�

S von den V

A

's absorbiert werden k

�

onnen. Dies w

�

urde dann eine linea-

re Kombination von den Vektormultipletts massiv ma
hen. Um den Komponenteninhalt der

1

Die Variationsregeln f

�

ur die Superfelder sind in Anhang D angegeben.
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Lagrangedi
hte (4.1.8) anzugeben, gehen wir wie im Falle des linearen Multipletts vor (siehe

Anh

�

ange C und E). Wir setzen die �-Entwi
klung von V

A

in der Wess-Zumino-Ei
hung
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��
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�

�

�D (4.1.11)

und die �-Entwi
klung von S

S = E +

p

2� + ��F (4.1.12)

in die Lagrangedi
hte (4.1.8) ein und erhalten
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wobei wir folgende Abk

�

urzung eingef

�

uhrt haben:

^

K

0

= �

ReE

^

K. Man sieht, da� das reelle Ska-

larfeld ImE die Rolle des Goldstone-Bosons spielt. Es entspri
ht dem massiven Freiheitsgrad

der Linearkombination der Vektorfelder v

A

und kann dur
h eine geeignete Ei
htransformation

(unit

�

are Ei
hung) in die Linearkombination der Vektorfelder e

A

v

A

hineingezogen werden.

Um die physikalis
he Wirkung zu erhalten, m

�

ussen wir die Hilfsfelder F

i

, D

A

und F eli-

minieren. Die Hilfsfelder F

i

belassen wir in der Wirkung, da wir den kinetis
hen Term f

�

ur die


hiralen Superfelder N

i

ni
ht vorgestellt haben. Wenn man si
h nur auf die bosonis
hen Terme

bes
hr

�

ankt, sind die Bewegungsglei
hungen von F und D

A

F = 0; D

A

= �

1

2

^

K

0

e

B

(Re f)

�1AB

: (4.1.14)

Setzen wir sie zur

�

u
k in (4.1.13) und ber

�

u
ksi
htigen nur die bosonis
hen Terme, so erhalten

wir in der unit

�

aren Ei
hung
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+
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(4.1.15)
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wobei das Potential ist

V =

1

2

Re f
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A

D

B

=
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8

(

^

K
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)
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e
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: (4.1.16)

Das Potential soll mit dem vor der Dualisierung (3.3.34)

�

ubereinstimmen. Dies ist tats

�

a
hli
h

der Fall f

�

ur

m = 0 ;

^

K

0

= C (4.1.17)

Wir

�

uberpr

�

ufen, ob die kinetis
hen Terme au
h

�

ubereinstimmen. Wir s
hreiben sie no
h mal

hin. Aus (3.2.3) und (4.1.15) erhalten wir
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Wir setzen

^
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= C in die erste Glei
hung ein und erhalten
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(4.1.18)

Bei den Umformungen haben wir die Kettenregel ausgenutzt. Aus der Legendre-Transformation

K = �

^

K + (e

A

V

A

+ S +

�

S) ; (4.1.19)

die wir na
h der Formel (4.1.8) diskutiert haben, folgt f

�

ur die Komponentenfelder

K

0

(C) = K

0

(

^

K

0

) = 2E : (4.1.20)

Wir setzen nun (4.1.20) in (4.1.18) ein und erhalten

L = �

1

2

^

K

00

(ReE)�

m

(ReE)�

m

(ReE) :

(4.1.21)

Damit haben wir gezeigt, da� die kinetis
hen Terme au
h

�

ubereinstimmen.

4.2 Massiver Fall

4.2.1 Dualit

�

atstransformation

Im massiven Fall (m

A

6= 0) ist die Lagrangedi
hte gegeben dur
h (3.3.21). Um die Dua-

lit

�

atstransformation dur
hzuf

�

uhren, starten wir mit einer allgemeinen Lagrangedi
hte, die wir

erhalten, indem wir den Term �(V

0

+�+

�

�)(D

�

�

�

+

�

D

_�

�

�

_�

) dazuaddieren und K(L) dur
h in

Abs
hnitt 2.5.2 eingef

�

uhrten Massenterm U(V

0

+�+

�

�) ersetzen [12℄. Wir haben V

0

mit dem

Index 0 versehen, um es von den n

V

Vektormultipletts V

A

mit A = 1; : : : ; n

V

zu unters
heiden.

Im Folgenden werden wir V

0

+�+

�

� dur
h V

0

0

abk

�

urzen. Die "�rst order form" ist damit
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Wir variieren (4.2.1) na
h V

0

und erhalten als Bewegungsglei
hung

�U(V

0

0

)

�V

0

= D�+

�

D

�

� = 2L : (4.2.2)

Im zweiten S
hritt haben wir hier (3.1.11) eingesetzt. Da (4.2.2) eine Glei
hung f

�

ur V

0

0

ist,

k

�

onnen wir sie na
h V

0

0

au


�

osen, wobei die genaue Form vom expliziten Ausdru
k f

�

ur U(V

0

0

)

abh

�

angt. Wir erhalten

V

0

0

= h(L) (4.2.3)

mit einer invertierbaren Funktion h. Setzten wir (4.2.3) zur

�

u
k in (4.2.1) ein, so erhalten wir

die urspr

�

ungli
he Wirkung f

�

ur das massive lineare Multiplett
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mit

K(L) = 2h(L)L � U (h(L)) : (4.2.5)

K und U h

�

angen miteinander

�

uber die Legendre-Transformation zusammen .

Als n

�

a
hstes wollen wir die Bewegungsglei
hung f

�

ur �

�

bestimmen. Daf

�

ur formen wir zuerst

die Wirkung etwas um. Wir betra
hten nur die relevanten Terme, also nur Terme, die �

�

enthalten. Wir k

�

onnen �

�

stets s
hreiben als �

�

=

�

D

2

D

�

�, wobei � ein allgemeines Superfeld

ist. Das Ziel, ist die relevanten Terme so zu s
hreiben, da� sie nur von � explizit abh

�

angen, so

da� wir die Variation ausf

�

uhren k

�

onnen.Variationsregeln f

�

ur die Superfelder sind im Anhang D

angegeben. Wir erhalten
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In der ersten Zeile haben wir (3.3.23) benutzt, um �2V

0

0

L mit Hilfe von �

�

auszus
hreiben.

Ans
hlie�end haben wir die Terme na
h den Potenzen von �

�

zusammengefa�t und, um die

folgenden Re
hnungen

�

ubersi
htli
her zu gestalten, die in (3.3.36) de�nierten Kopplungsfunk-

tionen M

2

und M

2

T

eingesetzt. Wegen
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(4.2.7)

Hier haben wir mit Hilfe von (A.3.4) den

�

Ubergang zum Integral

�

uber den vollst

�

andigen �-

�

�-

Raum gema
ht und ans
hlie�end partiell integriert. Die Terme, die glei
h einer totalen Ableitung

sind, haben wir weggelassen.
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Wie variieren na
h � und erhalten
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und erhalten als Bewegungsglei
hung
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(4.2.9)

Die L

�

osung von (4.2.8) l

�

a�t no
h einen konstanten Spinor zu, der allerdings die Lorentzinvarianz

von �

�

zerst

�

oren w

�

urde.

Setzen wir (4.2.9) in die "�rst order form" (4.2.1) zur

�

u
k ein, so erhalten wir folgende

Lagrangedi
hte
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Um die Lagrangedi
hte

�

ubersi
htli
her zu gestalten, f

�

uhren wir eine (n

V

+ 1) � (n

V

+ 1)-

dimensionale Ei
hkopplungsmatrix
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(4.2.11)

wobei

^

A = 0; A mit A = 1; : : : ; n

V

ist. Damit l

�

a�t si
h die Lagrangedi
hte s
hreiben als

L =

1

4

Z

d
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) (4.2.12)

mit W

^

A

= (W

0

;W

A

). Der zweite Term weist darauf hin, da� es si
h um die Lagrangedi
hte

eines massiven Vektormultipletts handelt.

4.2.2 Anzahl der Freiheitsgrade und die Kopplungsmatrix

^

f

^

A

^

B

Die Langrangedi
hte (4.2.12) enth

�

alt ein massives V

0

0

und n

V

masselose Vektormultipletts V

A

.

Wieviele Vektorfelder tats

�

a
hli
h physikalis
h sind, h

�

angt von

^

f

^

A

^

B

ab (genauer vom Rang).

Bevor wir die Matrix genauer unter die Lupe nehmen, z

�

ahlen wir die Freiheitsgrade vor der

Dualisierung. Ihre Anzahl soll unver

�

andert bleiben. Dies w

�

urde uns au
h einen Hinweis auf

die notwendigen Eigens
haften von

^

f

^

A

^

B

geben, wel
he wir ans
hlie�end

�

uberpr

�

ufen k

�

onnen.

Es gen

�

ugt die bosonis
hen Freiheitsgrade zu z

�

ahlen.

2

Au�erdem soll die

�

Ubereinstimmung der

Freiheitsgrade f

�

ur die bosonis
hen und fermionis
hen Felder jeweils getrennt vorhanden sein.

Wir z

�

ahlen "on-shell":

2

Die fermionis
hen Terme lassen si
h aus den bosonis
hen mit Hilfe der SUSY-Transformationen stets be-

stimmen.
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Vor der Dualisierung

Lineares Multiplett

� ein 1 reelles Skalarfeld C 1 FG

� ein massives antisymmetris
hes Tensorfeld B

mn

3 FG

Vektormultipletts

� 2(n

V

� 1) reelle masselose Vektorfelder v

A

2(n

V

� 1) FG

Wie bereits in Abs
hnitt 2.5.2 erkl

�

art wurde, spielt ein Vektorfeld die Rolle des Goldstone-

teil
hens. Es liefert dem antisymmetris
hen Tensor im massiven Fall die notwendigen Freiheits-

grade.

Na
h der Dualisierung haben wir eine Lagrangedi
hte f

�

ur n

V

+ 1 Vektorfelder, wobei eines

davon massiv ist. In Abs
hnitt 2.5 haben wir gezeigt, da� n

V

masselose und ein massives Vektor-

multiplett den 2(n

V

) + 4 Freiheitsgraden entspre
hen. Demna
h haben wir zwei Freiheitsgrade

na
h der Dualisierung zuviel.

Das bedeutet, da� ein Vektorfeld unphysikalis
h ist. Man mu� dies au
h an der Lagrange-

di
hte sehen k

�

onnen. Die Information dar

�

uber ste
kt in der Kopplungsmatrix
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.

Wir betra
hten den bosonis
hen Teil von (4.2.12)
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(4.2.13)

Die Komponentenfelder von V

0

haben wir mit dem Index 0 versehen.

Wir sehen, da� vor dem kinetis
hen Term nur der Realteil der Kopplungsmatrix steht.

Wegfall von den Freiheitsgraden bedeutet, da� ein F
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mn

oder eine lineare Kombination von F
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hwindet. Um das zu gew
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^

f

^

A

^

B

vom Rang n
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zum Eigenwert Null haben. Und tats
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Dabei hat man folgende Re
hnungen ausgef

�

uhrt:
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In beiden F

�

allen wurden zuerst die De�nitionen der "gehuteten" Matrizen

^

f

0A

und

^

f

AB

(4.2.11)

eingesetzt. Ans
hlie�end haben wir die Matrizen in den Real- und Imagin

�

arteil zerlegt und die

De�nitionen f

�

ur die KopplungsfunktionenM

2

und M

2

(3.3.36) eingesetzt.

3

Den Komponenteninhalt der einzelnen Termen der Lagrangedi
hte (4.2.12) haben wir bereits in (2.5.20) und

(2.5.28) angegeben.
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Wie man sieht, ist m

^

A

ein Eigenvektor zum Eigenwert Null von Re

^

f

^

A

^

B

und Eigenvektor zu

einem konstanten Eigenwert von Im

^

f

^

A

^

B

.

4

Es gibt damit ein Kombination von F

^

A

's, f

�

ur die der

kinetis
he Term vers
hwindet und der topologis
he glei
h einer totalen Ableitung ist. Damit

ist gezeigt, da� die Anzahl physikalis
her Freiheitsgrade na
h der Dualisierung unver

�

andert

geblieben und da� die Information dar

�

uber in der Kopplungsmatrix

^
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^

B

enthalten ist.

4.2.3 Lagrangedi
hte in Komponenten

Als n

�

a
hstes geben wir den Inhalt der Lagrangedi
hte in Komponenten. Man bestimmt ihn

analog zu dem Fall vor der Dualisierung. Aus dem Ausdru
k (4.2.12) folgt in Komponenten
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wobei wir alle Terme, die proportional zu den Ableitungen von

^

f

^

A

^

B

sind, ausgelassen haben. U

0

steht f

�

ur �

ReA

0
U , wobei damit immer die unterste Komponente in der �-Entwi
klung gemeint

ist, also �

ReA

0
U j. F
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ur Details siehe Anhang E. Hier ist zu bemerken, da� wir hier die entartete

Matrix
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als Kopplungsfunktion verwendet haben. Den Feldinhalt na
h der Eliminierung von

(4.2.16) diskutieren wir am Ende dieses Kapitels.

Da wir sp

�

ater die HilfsfelderD
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eliminieren wollen, geben wir an dieser Stelle den Ausdru
k

f

�

ur die Lagrangedi
hte (4.2.16) mit den Kopplungsfunktionen f

AB

an. Daf

�

ur setzen wir (4.2.11)

in (4.2.16) ein und erhalten
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Hier haben wir eine Kopplungsfunktion J
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uhrt.
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4.2.4 Potential

Ein weiteres (au�er der Anzahl der Freiheitsgrade) wi
htiges Merkmal der dualen Theorie ist

das glei
he Potential zur urspr

�

ungli
hen Theorie. Das Potential ist gegeben dur
h
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Hier haben wir die De�nition von

^

f

^

A

^

B

eingesetzt. Die HilfsfelderD

0

undD

A

lassen si
h aus dem

Potential in dieser Form ni
ht eliminieren. Der Grund, wie wir bereits gesehen haben, ist, da�

Re
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entartet ist und demna
h einer der Hilfsfelder ni
ht linear unabh

�

angig von den anderen

ist. Das hei�t, wir ben

�

otigen eine Nebenbedingung, um die lineare Abh

�

angigkeit zu eliminieren.

Daf
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ur s
hauen wir uns no
hmal die Glei
hung (4.2.9) an. Es ist die Bewegungsglei
hung,

die wir bei der Dualisierung aus der First-Order-Form erhalten haben:
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Hier haben wir den Nenner reell gema
ht und die Kopplungsmatrix in den Real- und Ima-

gin

�

arteil zerlegt. An der Dualit

�

atstransformation hat das ungeei
hte 
hirale Spinorsuperfeld �

�



38 KAPITEL 4. DUALIT

�

ATEN DES ANTISYMMETRISCHEN TENSORS

teilgenommen. Die unphysikalis
hen Freiheitsgrade wurden au
h mittransformiert. Um sie zu

eliminieren, s
hauen wir, wel
he Auswirkungen die Ei
htransformationen (3.3.20) und (3.1.14)
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ur diese Bewegungsglei
hung haben. Wir setzen die Ei
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Weiter setzen wir die De�nitionen der Kopplungsfunktionen M

2

und M

2

T

(3.3.36) ein und

erhalten
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Weiteres Zusammenfassen der Terme ergibt
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Da wir

�

uber � frei verf

�

ugen, k

�

onnen wir � so w

�

ahlen, da� die zweite Klammer komplett ver-

s
hwindet. In den Komponentenfeldern entspri
ht sie
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. Diese Nebenbedingung ist
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aquivalent zur Wess-Zumino-Ei
hung,
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hat zwei reelle Skalarfelder, eins
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h E, war unphysikalis
h und konnte in der Wess-Zumino-Ei
hung zu Null

gesetzt werden. Dieses Feld entspri
ht in der dualen Theorie dem Ausdru
k mit dem Faktor i.
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Jetzt ist es m

�

ogli
h, die Hilfsfelder zu eliminieren. Die Bewegungsglei
hungen sind
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Einsetzen in (4.2.25) ergibt
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Wir sehen, da� das Potential die glei
he Gestalt hat wie vor der Dualisierung (3.3.34). Das

skalare Feld C des linearen Multipletts entspri
ht in der dualen Formulierung dem Term
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.

Wir zeigen, da� die kinetis
hen Terme au
h

�

ubereinstimmen. Wir s
hrieben sie aus (3.2.3)

und (4.2.16) no
h mal hin
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wobei wir, wie im masselosen Fall (4.1.18) die Kettenregel ausgenutzt haben.K(C) und U(ReA)

h

�

angen miteinander

�

uber die Legendre-Transformation zusammen:
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Daraus ergibt si
h folgende Glei
hung f
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ur die Komponentenfelder C und ReA:
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Setzt man diesen Ausdru
k in (4.2.28) ein, so erh

�

alt man genau den kinetis
hen Term f

�

ur ReA.

Zuletzt geben wir den Ausdru
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ur die Lagrangedi
hte na
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wobei wir wieder die Terme, die proportional zu den Ableitungen von

^

f

^

A

^

B

sind, ausgelassen

haben haben. Dies s
hlie�t unsere Disskusion der dualen Wirkung ab.

5

Die Eliminierung des Hilfsfeldes F

0

haben wir bereits in (2.5.29) diskutiert.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Wirkung f

�

ur ein massives lineares Multiplett, wel
he man dur
h

Kaluza-Klein-Reduktion auf IIB Orientifolds erh

�

alt [4℄, mit Hilfe des Superfeldformalismus der

N = 1 Supersymmetrie reproduziert und ans
hlie�end ihre Dualit

�

atstransformationen disku-

tiert.

Wir haben die Komponentenform f

�

ur das 
hirale Spinor- und das lineare Superfeld bestimmt.

Wir haben die Superfeldwirkung f

�

ur das masselose Multiplett angegeben und ihre Komponen-

tenform bestimmt. Ferner, motiviert dur
h die Ergebnisse der Arbeit [4℄, haben wir eine N = 1

Wirkung f

�

ur ein massives lineares Multiplett, wel
hes an n

V

Vektor- und n





hirale Multipletts

gekoppelt ist, aufgestellt. Wir haben die Komponentenform dieser Wirkung bestimmt und ge-

zeigt, da� das si
h daraus ergebende skalare Potential mit dem Potential, der man bei der

Kaluza-Klein-Reduktion von IIB Orientifolds erh

�

alt,

�

ubereinstimmt. Das Potential hat insofern

eine "ungew

�

ohnli
he" Form, als da� es einen zus

�

atzli
hen Term enth

�

alt, wel
her ni
ht dur
h

das Eliminieren von Hilfsfeldern zustande kommt. Bei dem zus

�

atzli
hen Term handelt es si
h

um den Massenterm f

�

ur das Skalarfeld aus dem linearen Multiplett.

Wir haben die Dualit

�

at zwis
hen dem linearen Multiplett im masselosen Fall und dem


hiralen Multiplett auf der Ebene der Superfelder gezeigt. Ferner haben wir gezeigt, da� das an

n

V

Vektor- und n





hirale Superfelder gekoppelte lineare Multiplett im massiven Fall zu einem

massiven Vektormultiplett, wel
hes an n

V

� 1 Vektor- und n





hirale Superfelder gekoppelt ist,

dual ist.
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Anhang A

Identit

�

aten

A.1 Konventionen und Spinoralgebra

Wir verwenden in dieser Arbeit die Notation von [17℄. Eine umfangrei
he Liste mit Identit

�

aten

ist in [11℄ und [25℄ zu �nden.

Die Spinoren sind zweikomponentige Weyl-Spinoren, die zu einem Dira
spinor zusammen-

gefa�t werden k

�

onnen:

	 =

�

�

�

�

 

_�

�

: (A.1.1)

Die Spinoren tragen gepunktete und ungepunktete Indizes vom Anfang des grie
his
hen Alpha-

bets.

� "-Symbole, Minkowskimetrik:
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Minkowskimetrik: �
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� �-Matrizen:
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� Ho
h- und Hinunters
hieben der Indizes:
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� Spinorprodukte:
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� Re
henregeln f

�

ur �-Matrizen:
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A.2 Bispinoren
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A.3 Integration

�

uber die Grassmannkoordinaten

Da jedes Superfeld si
h in eine Reihe mit Grassmannparametern s
hreiben l

�

a�t [17, 8℄, rei
ht

es folgende Integrale zu erkl

�

aren:
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Die Integration

�

uber die �-Parameter des Superraumes l

�

a�t si
h au
h stets mit Hilfe der kova-

rianten Ableitungen s
hreiben:
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wobei wir Terme, die glei
h der totalen Ableitung verna
hl

�

assigt haben.
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A.3.1 Identit

�

aten mit kovarianten Ableitungen

Die Kovarinaten Ableitung sind in (2.3.8) de�niert. Hier sind einige der Identit

�

aten, die bei den

Re
hnungen mit den Superfeldern h

�

au�g auftreten.
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Anhang B

Chirales Spinorsuperfeld

Das 
hirale Spinorsuperfeld �

�

ist de�niert dur
h den Constraint

�

D

_

�

�

�

= 0. Um es zu l

�

o-

sen, geht man wie im Falle des 
hiralen Skalarfeldes vor. Wir de�nieren neue Variablen

y

m

= x

m

+ i��

m

�

� und

�

�, f

�

ur die gilt
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D
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(x
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+ i��
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�) = 0;
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� = 0: (B.1)
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l
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h also s
hreiben als
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(y) : (B.2)

Da �

�

einen Spinorindex tr

�

agt, kann es si
h bei der (�T )

�

-Komponente h

�

o
hstens um einen

Tensor zweiter Stufe handeln. F

�

ur weitere Betra
htungen zerlegen wir T in den symmetris
hen

und antisymmetris
hen Anteil.
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Beim letzten S
hritt wurde die Identit

�

at (A.2.1) ausgenutzt. Mit B

mn

= �T

mn

und C+iE = 2T

erhalten wir
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Um �
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nur mit Hilfe der Felder aus dem linearen Multiplett zu s
hreiben, setzen wir
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Analog erh

�

alt man das komplex konjugierte Multiplett
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Geht man zu den ursp

�

ungli
henVariablen x; �;

�

� zur

�

u
k und setzt �

�

und

�

�

�

�

in L =

1

2

(D�+

�

D

�

�)

ein, so erh

�

alt man die �-Entwi
klung des linearen Multipletts. Wir demonstrieren das, indem
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wir die �-Entwi
klung von �

�

einsetzen. In Abs
hnitt 3.1 wurde gezeigt, da� wir dabei �

�

in

der Wess-Zumino-Ei
hung nehmen d

�

urfen
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Wir bere
hnen den Teil
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. Der hermites
h konjugierte Teil l
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a�t si
h dann daraus ablesen.

Wir ma
hen die Re
hnung in der 
hiralen Darstellung (siehe den Abs
hnitt 2.4), das hei�t alle
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Wir haben die De�nition der kovarinaten Ableitung (2.4.4) und die �-Entwi
klung von �

�

(B.7)

eingesetzt. F

�

ur die Umformung des Termen mit drei � haben wir (A.1.30) verwendet.
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wobei wir hier einige Terme bereits zusammengefa�t haben. Beim letzten Term haben wir die

Indizes umgestellt, was ein Vorzei
henwe
hsel bewirkt hat. Den letzten Term s
hreiben wir jetzt
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Wobei wir H

npq

= �

[n

B

pq℄

de�niert haben. Addieren wir zu B.9 den hermites
h konjugierten

Teil, so erhalten wir die �-Entwi
klung des linearen Superfeldes (3.1.7)
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Anhang C

Lagrangedi
hte in Komponenten

Das Ziel ist die Lagrangedi
hte

L = L

kin

+ L

m

(C.1)

in Komponenten zu bestimmen, wobei

L

kin

=

Z

d

4

�K(L) ; (C.2)
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C.1 K(L)

Um K(L) mit Hilfe der Komponentenfelder s
hreiben zu k

�

onnen, bestimmen wir seine Taylor-

entwi
klung na
h Potenzen von X

K(L) = K(Lj+X)

mit X = L � Lj = �� +
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Die Reihe ist endli
h, da X

5

= 0. Die �

2

�

�

2

-Komponente von den Potenzen von X ist
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Damit ergibt si
h folgender Ausdru
k f

�

ur K(L)j
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Die einzelnen Summanden ergeben si
h nun wie folgt:
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Anhang D

Dualit

�

atstransformationen

D.1 Dualisierung in Superfeldern

Wenn wir in dieser Arbeit davon spre
hen, da� zwei Multipletts zueinander dual sind (z.B. das


hirale und das masselose lineare Multiplett), dann meinen wir das im folgenden Sinne: Startet

man mit einer allgemeinen Funktion, die beide Multipletts enth

�

alt, und eliminiert man eins

der beiden dur
h seine Bewegungsglei
hung, so erh

�

alt man die Lagrangedi
hte f

�

ur das

�

ubrige

Multiplett.

Diese Prozedur kann sowohl auf der Ebene der Superfelder wie au
h auf der Ebene der

Komponentenfelder ausgef

�

uhrt werden. Als te
hnis
hes Hilfsmittel ben

�

otigt man Variationsre-

geln f

�

ur die Superfelder.

Sei � ein 
hirales Feld. Es l

�

a�t si
h immer in der Form � =

�

D

2

� darstellen, wobei � ein

allgemeines Superfeld ist. Dann gilt
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(D.1)

F

�

ur ein Vektormultiplett V (x; �;

�

�) gilt

ÆV (x; �;
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ÆV (x
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In diesem Anhang zeigen wir die Dualit

�

at zwis
hen dem 
hiralen und dem masselosen linearen

Multiplett im einfa
hsten Fall, wenn die Kopplungsfunktionen alle glei
h eins gesetzt sind.

Die Lagrangedi
hte f

�

ur ein masselose lineare Multiplett L ist

S = �

1

2

Z

d

4

xd

2

�d

2

�

�L

2

(D.3)

und f

�

ur ein 
hirales Multiplett �

S =

Z

d

4

xd

2

�d

2

�

���� : (D.4)

Die Behauptung ist, da� man beideWirkungen aus einer allgemeinen (sogenannten "�rst order")

Wirkung herleiten kann.
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Wir starten mit der Wirkung

S =

Z

d

4

d

2

�d

2

�

�

�

�

1

2

X

2

+ (�+ ��)X)

�

(D.5)

mit einem allgemeinen reellen (glei
h dem reellen Vektormultiplett ) Multiplett. Als erstes

variieren wir na
h X und erhalten als Bewegungsglei
hung

X = �+ �� : (D.6)

Zur

�

u
keinsetzen in (D.5) liefert die Wirkung f

�

ur das 
hirale Multiplett. Um na
h � zu variieren,

s
hreiben wir es als � =

�

D

2

� und verwenden die Formel (D.1).
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In der zweiten Zeile haben wir zweimal partiell integriert. Als Bewegungsglei
hungen f

�

ur � und

�

� erhalten wir

�

D

2

X = D

2

X = 0 (D.8)

Dies ist gerade die De�nition (3.1.1) des linearen Multipletts. Zur

�

u
keinsetzen in (D.5) liefert

die Wirkung f

�

ur das masselose lineare Multiplett.

D.2 Dualisierung in Komponenten

Analog zu Dualisierung auf der Ebene der Superfelder k

�

onnen wir die Dualisierung au
h in

den Komponentenfeldern ausf

�

uhren. Da dies keine neuen Erkenntnisse liefert, soll das die Rol-

le des Gegen
he
ks (neben den

�

ubereinstimmenden Potentialen und der ri
htigen Anzahl von

Freiheitsgraden) f

�

ur die Ri
htigkeit der Dualisierung spielen. Der Na
hteil dieser Art der Dua-

lit

�

atstransformation ist, da� man sie nur auf die bosonis
hen Felder anwendet. Zu wel
hem

Multiplett das duale Feld geh

�

ort und wel
he fermionis
hen Partner es hat ist ni
ht sofort er-

si
htli
h. Um die

�

ubrigen Felder (Fermionen und Hilfsfelder) des Multipletts zu gewinnen, ist

man auf die Supersymmetrietransformationen angewiesen. In diesem Abs
hnitte zeigen wir die

Dualit

�

atstransformation auf der Komponentenebene f

�

ur den massiven Fall. Der masselose Fall

l

�

a�t si
h analog behandeln.

In [10℄ wurde gezeigt, da� eine allgemeine Lagrangedi
hte f

�

ur einen antisymmetris
hen Ten-

sor B
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arke H

mnp

= �

[m

B

nm℄

von der Form

L

B

= �

3

4

gH

mnp

H

mnp

�

1

4

M

2

B

mn

B

mn

+

1

8

M

2

T

�

mnpq

B

mn

B

pq

+

1

4

�

mnpq

B

mn

J

pq

(D.1)
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dual ist. Die von uns in (3.2.3) und (3.3.25) aufgestellte Lagrangefunktion entspri
ht (D.1) mit

g =
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K

00
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Die Kopplungsfunktion J

mn

, sowie die Massenkopplungen M

2

und M

2

T

stimmen mit den in

(4.2.18) und (3.3.36) de�nierten

�

uberein.

Wir setzen die Kopplungsfunktion g in die duale Lagrangedi
hte (D.2) ein und erhalten
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Die Funktionen K(L) und U(V

0

0

) h

�

angen miteinander

�

uber die Legendre-Transformation

zusammen,

K(L) = 2LV

0

0

� U

�

V

0

0

)

�

; L =

1

2

�U(V

0

0

)

�V

0

: (D.5)

F

�

ur die untersten Komponenten in der �-Entwi
klung von L und V

0

0 entspri
ht dies

K = 4CReA

0

� U : (D.6)

Wir nutzen folgende Eigens
haft der Legendre-Transformierten Funktionen [26℄

g(y) = yx� f(x) ; x = (f

0

)

�1

() g

00

�

f

00

�

= 1 (D.7)

und erhalten

K

00

(U

00

) = 4 : (D.8)

oder anders ausgedr

�

u
kt

U

00

=

1

4

(K

00

)

�1

; (D.9)

wobei

�1

die Umkehrfunktion bedeutet. Setzen wir (D.9) in (D.4) ein, so erhalten wir genau

die Terme, die wir na
h der Dualisierung in Superfeldern auf der Komponentenebene erhalten

haben (verglei
he (4.2.17)).

Gibt es hier ein analoges Problem mit den zus

�

atzli
hen unphysikalis
hen Freiheitsgraden wie

im Falle der Superfelder? Nein, der Grund daf

�

ur liegt daran, da� auf der Ebene der Superfel-

der das lineare Superfeld mit Hilfe der 
hiralen und anti
hiralen Superfelder �

�

;

�

�

_�

dargestellt

wurde. Wir haben gezeigt, da� einige Komponentenfelder von �

�

und

�

�

_�

unphysikalis
h waren,

so da� wir sie dur
h eine geeignete Ei
htransformation zum Vers
hwinden bringen konnten. An

der Dualisierung hat allerdings das ungeei
hte Superfeld teilgenommen, so da� die unphysika-

lis
hen Komponenten von �

�

und

�

�

_�

zus

�

atzli
he au
h dann unphysikalis
he Freiheitsgrade in

der dualen Theorie produziert haben. Die Nebenbedingung, die wir gefunden haben, entspra
h

der Wess-Zumino-Ei
hung vor der Dualisierung. Insofern war das Problem nur auf der Ebene

der Superfelder vorhanden.
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Anhang E

Entwi
klung von U (V + � +

�

�)

Die �-Entwi
klung der einzelnen Superfelder ist
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Wir fassen V + � + �

+

zu einer Variablen zusammen und geben die Taylorentwi
klung na
h

Potenzen von X an,
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Wir re
hnen den D-Term der �-Entwi
klung aus und erhalten
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Anhang F

St

�

u
kelbergme
hanismus

Hier soll am Beispiel des massiven Vektorfeldes der St

�

u
kelbergme
hanismus [18, 19℄ erkl

�

art

werden. Bei der Quelle [19℄ handelt es si
h um eine

�

Ubersi
htsartikel und der folgende Text ist

ihr teilweise entliehen.

Beim St

�

u
kelbergme
hanismus [18, 19℄ wird das U(1)-Vektorfeld massiv, ohne dabei die

Ei
hinvarianz der Lagrangedi
hte zu zerst

�

oren. Wir geben hier das einfa
hste Beispiel daf

�

ur.

Die Lagrangedi
hte f

�

ur ein massives U(1)-Vektorfeld ist

L = �

1

8

F

mn

F

mn

�m

2

A

m

A

m

: (F.1)

Der kinetis
he Term ist invariant unter der Transformation

ÆA

m

= �

m

g ; (F.2)

wobei g ein skalares Feld ist. Um den Massenterm ei
hinvariant zu ma
hen, spalten wir den

longitudinalen Freiheitsgrad von A

m

ab, indem wir A

m

s
hreiben als

A

m

= A

0

m

+

1

m

�

m

� (F.3)

und de�nieren die Ei
htransformationen von A

0

m

und � zu

ÆA

0

m

= �

m

g ; Æ� = �mg : (F.4)

�

�

ubernimmt die Rolle der longitudinalen Komponente des massiven Vektorfeldes. Setzen wir

(F.3) in (F.1) und lassen dabei die Stri
he weg, so erhalten wir

L = �

1

8

F

mn

F

mn

�m

2

A

m

A

m

� 2m��

m

A

m

� �

m

��

m

� (F.5)

F

�

uhrt man eine kovariante Ableitung f

�

ur das Feld � ein

D� = �

m

�+mA

m

; (F.6)

so l

�

a�t si
h der Ausdru
k (F.5) s
hreiben als

L = �

1

8

F

mn

F

mn

�D�D� : (F.7)
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