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1 Einleitung

In dieser Arbeit wird das bekannte Noether-Theorem hergeleitet und damit, als Anwendung,

die SO(4)-Symmetrie des Wasserstoffatoms gezeigt. Das Noether-Theorem sagt aus, dass

aus jeder kontinuierlichen Symmetrie (kontinuierlich mit der Identitit verbunden) eine

korrespondierende Erhaltungsgrofie, also eine erhaltene Observable, folgt.

2 Das Noether-Theorem

Sei GG eine kontinuierliche Gruppe eines physikalischen Systems. Dann ist entweder ganz

G oder zumindest ein Teil (eine normale Untergruppe) kontinuierlich mit der Identitat

verbunden. Im Folgenden wird immer dieser Teil betrachtet.

AufBlerdem benutzen wir zusétzlich noch fiinf Aussagen, die zum Teil in den vorherigen

Vortrigen hergeleitet wurden:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Nach dem Wignerschen Theorem existiert fiir die Gruppe G mit den Elementen

g(ai,...,a,) eine unitire Darstellung U(ay, ..., a;)

Die Parameter «; kénnen nahezu beliebig gewahlt werden. Es bietet sich jedoch an,
die sogenannten kanonischen Parameter zu benutzen. Wir schreiben (ag, ..., ) =
a = an, und erhalten so eine Abelsche Untergruppe, die nur einen Parameter hat.
Wir kénnen hier natiirlich auch n, = (0,...,0,1,0,...,0) = n; wihlen, wobei hier

eine 1 an der i-ten Stelle und sonst nur 0 stehen.

Zu jedem Gruppenelement g(aq, -+ ,a,) definieren wir
0 o 0
G = 0,...,0 U; = U(,...,0). 1
gi aaig( ’ ,0), i dav; ( ) ,0) ( )

Jeder dieser Sdtze von Matrizen spannt einen Vektorraum der Dimension r auf, der
mit dem Kommutator [g, h] = §i°z — izé als Multiplikationsvorschrift zu einem Ring
erweitert wird. Dies ist die Lie-Algebra G zur Gruppe G. Wie wir im néchsten Punkt

sehen werden, sind die g; die infinitesimalen Erzeuger der Gruppe G.

In der Nahe der Identitdt kénnen die Gruppenelemente als

g(an,...,ap) = exp li akgk] (2)

k=1
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geschrieben werden und analog fiir die Darstellung

U(aq,...,qp) =exp [XT: Oékf]kzl = exp [Zr: iakék] , (3)

k=1 k=1

wobei Bk = —i[j'k hermitesch ist:

1 =U(a)U(a) = exp [Z iakék] exp [— Z iaké};] = exp lz i ( By — B;[,)
k=1

k=1 [ékvél]zo k=1
o By Bl—0e Bo Bl

(v) Der Hamilton-Operator ist invariant unter den Transformationen der Symmetriegrup-

pe.
Beweis. Wir betrachten die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung (SG)
i 1) = H Iy)
dt
und die Transformation
Ul) =1¢').

Da wir U als zeitunabhangig annehmen, gilt

d MLy~ gy = L ‘
0= S(UI) - [0) = U [0} = 2 10) = —UH [9) + -HU )

SG h
<0=HU—-UH = [H,U].

Damit bleibt H invariant unter der Transformation U. O

Sei nun U(ay,...,q;) die unitdre Darstellung unserer Symmetriegruppe G nach (i). Fiir

kleine o lésst sich das nach (iv) schreiben als

T
U(al, ce ,Ozr) = exp [Z zakék] mit ék = —Zﬁk (4)
k=1
Wir wihlen im Raum der kanonischen Parameter die Richtung n, = (0,...,0,1,0,...,0)

und erhalten als Abelsche Untergruppe in Anlehnung an (ii)
U(a) = exp {z’aék} . (5)

Mit (v) wissen wir auflerdem, dass der Hamiltonian H invariant unter unitdren Transfor-

|
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mationen ist, also solchen, die wir betrachten, was wir auch als
H =U()HU Ya)=H (6)

schreiben konnen. Setzen wir hier Gleichung (5) ein, und entwickeln die Exponentialfunktion

bis zur ersten Ordnung fiir « — 0, erhalten wir:
H = exp [iaék} H exp [—iaék} ~ (14 iaBy)H(1 —iaBy)
= H —ia(HBy, — BH) + 0(a®) ~ H — ior | H, By] . (7)
Das bedeutet, dass Bk und H kommutieren:
[H, ék] =0. (8)

Daraus folgt, dass Bk eine Erhaltungsgrofie und auflerdem eine Observable ist. Das gleiche
gilt fiir alle Richtungen n;, i =1,...,r. Da auerdem alle Elemente der Lie-Algebra (die
Lie-Algebren von B und U unterscheiden sich nur im Faktor 1) gegeben sind durch die
Basis Bk durch

B(a) = Zakék = az OékaBk = aB(ny), (9)

koénnen wir Gleichung (8) auf beliebige Richtungen n,, verallgemeinern. D.h. alle Operatoren
B (ngy) sind Observablen und Erhaltungsgréfien. Da aber die Basis-Elemente Bk, k =
1,...,r die gesamte Lie-Algebra aufspannen, reicht es diese zu betrachten.

Die Bj, kommutieren nicht alle untereinander. Tatséchlich ist sogar die gesamte Struktur

der lokalen Gruppe und seiner Lie-Algebra in den Kommutator-Relationen, die die Form
o o r o
{Bz', Bk} => CiBi (10)
=1

annehmen, enthalten. Dabei sind ka die sogenannten Struktur-Konstanten (die aber na-
tiirlich nicht invariant unter einem Basiswechsel sind). Wir konnen einen Satz {By, ..., By}
von kommutierenden Operatoren wéhlen. Diese kommutieren nicht nur paarweise mit-
einander sondern auch mit dem Hamiltonian, so dass wir die Quantenzustidnde mit ih-
ren Quantenzahlen by, ...,bs bezeichnen. Diese sind selbst meistens nicht geeignet, um
einen Quantenzustand zu beschreiben, es kann aber Funktionen F(By, ..., B,) des Satzes
{Bi,...,B,} geben, fir die das zutrifft.

Noether-Theorem

Diese Ergebnisse kénnen wir zusammenfassen in der gruppentheoretischen Version des
Noether-Theorems:

Die Erzeuger 1031, .. .,B’,« einer Symmetrie-Gruppe (die kontinuierlich mit der Identitdt
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verbunden ist) sind Erhaltungsgrofien, deren Kommutator-Relationen allein durch die
Struktur der Gruppe gegeben sind.
Das gilt natiirlich nur dann, wenn sich die Dynamik des Systems in Hamiltonian-Form
formulieren ldsst, und dann {H , B} = ( ist. Die Invarianz der Bewegungsgleichungen allein
ist nicht ausreichend.

Bekannte Beispiele fiir die Anwendung des Noether-Theorems sind die Impulserhaltung,
die aus der Translationsinvarianz folgt und die Drehimpulserhaltung, die aus der Rotati-
onsinvarianz folgt. Im folgenden Kapitel wollen wir uns speziell der SO(4)-Symmetrie des

Wasserstoffatoms widmen, die die zusétzliche Entartung der Grobstruktur erklédren kann.

3 SO(4)-Symmetrie des Wasserstoffatoms

Viele zufillige Entartungen sind das Resultat einer tiefer liegenden Symmetrie. Im Was-
serstoffatom, allgemeiner im 1/r-Potential, sind die Energieniveaus unabhéngig von der
Drehimpulsquantenzahl, was auf eine zusétzlich zur SO(3)-Symmetrie von rotationsinvari-
anten Potentialen auftretenden Symmetrie schlieflen lasst. In diesem Kapitel werden wir
sehen, dass wir die Symmetrie-Gruppe auf SO(4), welche lokal isomorph zu SO(3)xSO(3)
ist. Damit kénnen wir nicht nur die zusédtzliche Entartung erklaren, sondern auch das

Spektrum des Wasserstoffatoms vorhersagen.

3.1 Runge-Lenz-Vektor

Der Hamlitonian des Wasserstoffatoms ist durch
- 2
b €nr
H=—-“*% 11
2m T ( )

gegeben und ist rotationsinvariant. Das lasst sich durch den verschwindenden Kommutator

vonL=m -Fx7=Fx p und H ausdriicken:
LH| =0, (12)
Das ist in der klassischen Physik dquivalent zu einem zeitlich erhaltenen Drehimpuls:

—

dL  dF dp

wobei wir hier verwendet haben, dass

ar _ v

dt  m

dp = el

o == —gradV (r) = —T]\gr. (14)

Die Erhaltung des Drehimpulses bedeutet klassisch, dass die Bewegung in einer Ebene

liegt, deren Normale durch L gegeben ist. Auflerdem ist eine klassisch gebundene Bahn
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im allgemeinen eine Ellipse, die mit der grolen Halbachse eine weitere feste Richtung hat.
Wir werden im folgenden sehen, dass es einen weiteren erhaltenen Vektor, den Runge-Lenz-
Vektor

- - 62
M:=0xL—- My (15)
T

gibt, der in genau diese Richtung zeigt. Der Runge-Lenz-Vektor ist zeitlich erhalten:

dM  dv - d (7
L — 2 -
at dt T Mg (r)

_‘eﬁwxf_e%[ﬁ_w'@}
mr3 m |r r3
2
€ == — = = > = =/ =
= () P ) + P - P ) =0 (16
und senkrecht zu L
Y P T €l . .
L- M=L(UXL—--—=57)=—-"%(Fxp) 7= (17)
r r

und ist damit ein Vektor der Ebene. Um zu verdeutlichen, dass der Vektor in Richtung der

groflen Halbachse zeigt, bilden wir das Skalarprodukt aus 7 und M:

. ;
= — - =rM 0
o eMT =T cos(6)

2
& r(ed; + Mcos(h) = — (18)

m
Dies ist die Polardarstellung der Ellipsengleichung. Wahlt man nun 6 = 0, so sind 7 und M
parallel. Gleichzeitig zeigt 7 fiir § = 0 in Richtung der grolen Halbachse (da r dann minimal

wird). Nun bestimmen wir noch die Exzentrizitéit M = [ M|, indem wir M? bestimmen:

=

2 2
— - 1 = 2
M2:<U><L—6MF> :—(ﬁxL) —25M (5 D) ed,
m

T mr
L om0 7?2 6?\/[ -
_2[ 2= (L-p) }—Q(TXﬁ)L—i—eM
m —— T ——r
=0 -7
2 (7 e%w 72 4
=2 =- L
m \ 2m T teu
_202p ol (19)
m M
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wobei wir in der dritten Zeile die Lagrange-Identitét fiir Vektorprodukte benutzt haben:

— —

(@xb)-(@xd)y=@ b -d—b-)(@-d). (20)

Fiir den klassischen Fall haben wir nun neben dem Drehimpuls L einen weiteren erhaltenen
Vektor M gefunden. Wir wollen nun die quantenmechanische Version des Runge-Lenz-
Vektors finden.

3.2 Runge-Lenz-Vektor quantenmechanisch

Fiir den quantenmechanischen Fall definieren wir den Runge-Lenz-Vektor durch

N PXL—LXp ey

r 21
2m r " (21)

wobei wir die Geschwindigkeit v durch p/m ersetzen. Man kann (mit viel Rechenaufwand)
zeigen, dass H und M kommutieren und damit das quantenmechanische Analogon zu
Gleichung (16) sind:

[H,M]=0 (22)
Wie im klassischen Fall konnen weiterhin die Relationen
L-M=M-L=0 (23)
und
M? = %(Lﬁ2 + 1) + €l (24)
gezeigt werden, wobei letzteres fiir 4 — 0 den klassischen Fall (Gleichung (19)) ergibt.

3.3 SO(4)-Symmetrie im Wasserstoffatom

Da M ein Vektoroperator ist, sind die Kommutator-Relationen mit dem Drehimpuls-

Operator durch
[Lz, Mj] = ’LFLEUkMk (25)
gegeben, die sehr dhnlich zu denen der L; aussehen:

[Li, L]] = ihfijkLk‘ (26)
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Mit viel Rechenaufwand kénnen wir nun noch die Kommutatoren der einzelnen Kompo-

nenten von M bestimmen:

2H
[Mi7 Mj] = iheijk <—m> Lk (27)

Die sechs Operatoren L und M formen eine groBere Algebra als SO(3), die in der Form
aber noch nicht geschlossen ist. Hier stort der Faktor (—%) in Gleichung (27), da hier
noch Hamiltonian als weiterer Operator auftritt und die Kommutator-Relationen nicht die
Form in Gleichung (10) annehmen. Da aber H mit L und M kommutiert, kénnen wir ein

M’ definieren:

- - —1/2
AW::AJ(—2H> (28)
m

Die gebundenen Eigenwerte von H sind dabei negativ, E, < 0, was dazu fithrt, dass
(—2E,/m) ebenfalls positiv ist, da fiir einen hermiteschen Operator H gilt, dass fir die
Eigenwerte \; zu den Eigenzustanden |¢;) f(H) [:) = f(\i) |4) gilt. Auf diese Weise steht
unter der Wurzel ein positiver Ausdruck. Die Gleichungen (23), (26) und (25) dndern sich
auf diese Weise nicht, nur in Gleichung (27) féllt der Faktor (—2H/m) weg und in (3.2)wird

zu.

L-M=M-L=0 (29)
-2 = m

M"™=—-L*—h— e%/[ﬁ (30)

[LZ', L]] = ihéijkLk (31)

M, Mj) = iheji Ly

Hier sehen wir schon, dass die sechs Operatoren L und M eine groflere Algebra als SO(3)
haben. Um das zu verdeutlichen entkoppeln wir nun die Kommutatoren-Relationen durch
die Definitionen
JO =2 (L+17)
2

J@ =2 (L), (32)

| =
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Es gilt dann:

[Jf”, J}”] = % {(Li — M) (Lj - M;) —~ (Lj - M}) (Li — Mé)}
- % (LiLj + M{Lj + LM} + M{Mj — L;L; — MjL; — L;M] — MjM;)
_ % (1. L) + [Le. M} — [, 0] + [, 05)))
= %ihfzjk(Lk — Mk) = iheijkc]]gl) (33)
und analog
(12,02 = ihesji” (34)
70,02 =0, (35)

Da auf diese Weise J () und J @) separat als Generatoren von SO(3) interpretiert werden
konnen und die beiden Operatoren kommutieren, kann die gesamte Algebra als SO(3) xSO(3)
bzw. SU(2)xSU(2) charakterisiert werden. Da SO(3)xSO(3) isomorph zu SO(4) ist (gilt
auch fiir Lie-Algebren) konnen wir das auch als SO(4)-Symmetrie auffassen, die von den

Operatoren

L/w = TPy — TPy (36)

erzeugt wird, wobei p und v von 0 bis 3 laufen und z,, und p, die kanonischen Kommutator-

Relationen [z, p,] = ihd,, erfiillen. Wir definieren dann

Lo3 Loy
L:=|L3x| und K:=|Lgp|, (37)
L2 Los

wobei wir bei geeigneter Wahl der fiktiven Komponenten xg und pg K mit M identifizieren
konnen. Diese Vektoren erfiillen genau die Gleichungen (31).
3.4 Eigenwerte des Wasserstoffatoms

Im néchsten Schritt wollen wir die Eigenwerte des Wasserstoff-Hamiltonians bestimmen.

Dazu betrachten wir die Gleichungen (33), (34) und (35), so dass wir analog zum Drehimpuls-
S N2 T a2

Operator die Eigenwerte fiir (J (1)> und (J (2))

(FOY ) = G + DR [oy,) (38)

(T 1) = ol + 1) i) (39)
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erhalten, wobei j; und j, halb- oder ganzzahlig (j1, j2 = 0, :l:%, +1,...) sein kénnen. Mit
Gleichung (29) und L=JD4+J@und M =JO - J@ folgt

0=L M) = (JO +T@) (O - 7))

_ ((j(D)Q _ (j(2))2>

= (j1Gr + DA = oo + DA [0), (40)

S 2
woraus folgt, dass j; = jo = j ist. AuBlerdem konnen wir mit (29) und (30) (J (1)) explizit

bestimmen:
(FO) = § (E+01)* = (2 + LAl + N’ + N17)
zi(inrM&) :i(p_p_hQ_e;;w;;I)
- i (_hQ - eﬂ;;) (41)

Wenn wir dies auf einen Eigenzustand wirken lassen erhalten wir

> 1
56+ DR 5} = (TO) ) = =5 (1 + gy ) 1)

1
@j(j—'_l)hQ:_Z <h2+e‘}w m >

2F,
Sl = (4§ + 1) + 1) = (2 + 1)°R°
2F,
4 4
o B, mey  _ —mey (42)

T2m2(2j +1)2  2h2n2

wobei n = 2j + 1 ist. F,, ist unabhangig von der Drehimpulsquantenzahl [ also in ihr
entartet. Das wird auch dadurch klar, dass sich L als innere Summe der beiden ,Drehimpuls

Operatoren® JD und J@ mit J1 = j2 = j schreiben lasst:

- - -

L=0WgJj®, (43)

Die Drehimpulsquantenzahl [ kann damit die ganzzahligen Werte von |j; — j2| = 0 bis
J1+J2 = 25, was gleichbedeutend mit [ < n — 1 ist, annehmen, welche aber alle zur gleichen
Hauptquantenzahl n = 25 + 1 fithren. Zusammen mit der Entartung der z-Komponente

des Drehimpulses entspricht der Entartung (25 + 1) = n?.
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