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1 Einleitung

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit der SO(2) und SO(3)-Gruppe, die zu den kontinuierlichen
Gruppen gehoren, da sie Rotationen um beliebige Winkel ¢ beschreiben. Aufferdem werden wir
dafiir den infinitesimalen Generator einfiihren und Verbindungen zu den quantenmechanischen
Drehimpuls herstellen.

1.1 Defintion der speziellen orthogonalen Gruppen SO(n)

Die SO(n) Gruppe ist die Gruppe der orthogonalen (n x n)-Matrizen mit Determinante 1. Also
gilt fir die Gruppe:

YR € SO(n) gilt : RRT =RTR =1 (1)
det(R) = 1 (2)

2 SO(2)-Gruppe

2.1 Eigenschaften der SO(2)-Gruppe

Die SO(2) Gruppe ist also die spezielle orthogonale Gruppe der (2 x 2)-Matrizen. Bisher bekannt
ist die zyklische Gruppe C,, deren Elemente Rotationen um einen Winkel von 27k /n, k = 0,1,...n-
1 sind. Dagegen beschreiben die Elemente der SO(2)-Gruppe zweidimensionale Rotationen um
beliebige Winkel ¢ mit ¢ € [0,27) um eine Drehachse. Im Folgenden beschrianken wir uns auf die
x — y—Ebene also z = 0. Wie bekannt sieht die entsprechende Drehmatrix folgendermafien aus:

_ (cos(p) —sin(e)
R("’)(sinw) cosm) ®)

Diese Drehmatrix folgt auch aus leichten geometrischen Uberlegungen. Es ist leicht nachzurech-
nen, dass diese Drehmatrix die Eigenschaften der SO(n)-Gruppen erfiillt und somit ein Element
dieser ist.

Bermerkungen
i.) Die Drehmatrix R(p) ist nur eine Darstellung der abstrakten Gruppe der Drehungen in
zwei Dimension. Jedoch ist der Kern der Abbildung die Identitit (¢=0) und damit eine ’treue’

Darstellung also isomorph zur Gruppe selbst.

ii.) R(y) ist im reellen irreduzibel jedoch reduzibel im Falle der komplexen Zahlen. Nach Losen
des Eigenwertproblems und der Ausnutzung der Diagonalisierbarkeit der Matrix gilt:

¥ +iy\ _ [e¥ 0 T+ 1y @)
—iy) N0 e ) \x—iy

Anschaulicher ist diese Gleichung wenn man sie in Polarkoordinaten darstellt.

it ret(0+e)
(r’e_wl) = (Tei(OJrcp) (5)

iii.) Da die Gruppe offensichtlich abelsch ist mit R(p)R(¢’')=R(p + ¢') folgt, dass die irre-
duziblen Darstellungen 1-dimensional sind mit m € Z:

D™ () = eime (©)
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2.2 Skalarprodukt
Bisher wurde das Skalarprodukt fiir diskrete Gruppen folgendermafsen definiert:

(", x") = Zx X (g™ (7)

Bei der SO(2) handelt es sich um eine kompakte Gruppe mit endlichen Parameter ¢ mit 0 <

¢ < 2w , sodass die Summe (1/]|g]>" auch als Integral f02ﬂd<p/27r aufgefasst werden und daher
folgt:

2m
m m’ d(p imep —im’
(X( )y )> :/ 2 Pe C = S (8)
0
Daraus folgt fiir die Clebsch-Gordan-Reihe:
DM g pm) — p(m+m’) (9)

Die in (4) ausgerechnete Zerlegung in irreduzible Darstellungen ldsst sich nun mithilfe des neu
definierten Skalarprodukts iiberpriifen:

am = (x™, x) mit x = 2cos(p) x : Charakter von R(p)

1 2r
A = — e™? 2cosp dp

2m
1 2 . . .

= — e (e +e7) dp
2m

= 6m,71 + 6m,1

Daraus folgt wie schon in (4) berechnet:
R = DW g D=1 (10)

2.3 Infinitesimaler Generator

Im Folgenden wird der Begriff der Generatoren eingefiihrt. Dafiir betrachten wir Elemente, die
infinitesimal nahe am neutralen Elemente (¢=0) liegen. Unter dieser Betrachtung lisst sich R(yp)
eine Taylor-Entwicklung durchfiihren. Terme ab der Ordnung 2 werden dabei vernachlissigt:

R(p) =1 — ipX + O(¢?) (11)
wobei
_ix = 48(p)
X I |, (12)

X ist der infinitesimaler Generator von der SO(2)-Gruppe. Im Falle der Drehmatrix R(y) gilt:

—iX = (2 01) (13)

Der infinitesimaler Generator generiert dabei jede Drehung um einen Winkel ¢ durch Exponen-
zierung.

R(p) = exp(—ipX) (14)
Wir wollen nun die Richtigkeit der Gleichung (14) zeigen. Die Exponenzierung einer Matrix ist

durch eine Reihe definiert. In diesem Fall folgt fiir die Exponenzierung in Geichung (14):

oo

1
exp(—ipX) = Z— —ip)t X" (15)
n!

n=0
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Da X2=1 gilt l#sst sich die Reihe in gerade Terme und ungerade Terme aufteilen:

w (1 0 0 -1\ . _ [cos(p) —sin(p)

exp(—ipX) = (0 1> cos(ip) + <1 0 ) sin(ip) = <sin(g0) cos(¢p)
= R(p)

Also wurde damit die Richtigkeit der Gleichung (14) gezeigt.

Bemerkung

i.) X ist in diesem Fall hermitisch und gleich einer der Pauli-Matrizen (X=02). Aufierdem ist
die Spur von X gleich 0. Die Hermizitit kann schnell gezeigt werden:

I =R (p)R(p) = (1 + ipX") (1L —ipX) (16)
=1 — ip(X — X" + 0(¢?) (17)
= X=X (18)

ii.) Im Allgemeinen wird der Generator fiir allgemeine Darstellungen entsprechend definiert:

. dD(p)
—X = 7d4p o (19)
mit  D(¢) = exp(—ipX) (20)

2.4 Beziehung des Generators X mit J,

In der Quantenmechanik ist der Generator X mit dem Differentialoperator X verkniipft, der
jedoch auf Wellenfunktionen wirkt. Die Rotation von einer Wellenfunktion v zu einer Wellen-
funktion ¢’ ist jedoch dquivalent zu einer Rotation der Achsen mit der die Wellenfunktion be-
schrieben wird, da die Wahrscheinlichkeitsdichte erhalten bleibt. Die Rotation wird durch einen
(unitéiren) Operator Ug beschrieben. Daraus folgt:

Urd(z) = (R ')
Fiir kleine Winkel ¢ gilt nach Entwicklung in der ersten Ordnung:

. d 0
(1~ ipX)i(r,0) = 0(r, ) — p 200
= iX = d%
. d

3 SO(3)-Gruppe

Die SO(3) beschreibt nun Rotationen in drei Dimensionen. In diesem Fall benttigen wir fiir die
komplette Beschreibung von Rotationen in drei Dimensionen auch drei Darstellungen , da um jede
Achse gedreht werden kann. Was im Folgenden auch gezeigt wird, ist dass diese Darstellungen
auch nicht miteinander kommutieren aber eine Kommutatorrelation zwischen diesen besteht.
Diese Darstellungen lassen sich geometrisch herleiten und lauten wie folgt.

1 0 0 cos(p) 0 sin(p)
Ri(p) = [0 cos(p) —sin(p) | Ra(p) = 0 L0
0 sin(p)  cos(y) —sin(p) 0 cos(y)
cos(p) —sin(p) 0
Rs(p) = | sin(p)  cos(p) O (22)
0 0 1
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Wobei die Indizes 1,2,3 fiir die drei verschiedenen Drehachsen steht. Im Folgenden identifiziert mit
den x,y,z-Achsen. Diese Darstellung erfiillen wieder die Eigenschaften der speziellen orthogonalen
Gruppe SO(n). Ein Beweis wird an dieser Stelle verzichtet.

3.1 Infinitesimale Generatoren von SO(3)

Die Generatoren von Drehungen iiber die kartesischen Achsen lassen sich ganz einfach mithilfe der
Drehmatrizen (22) berechnen. Dafiir wird die Gleichung (19) benutzt woraus fiir die Generatoren
folgt:

0 0 O 0 0 1 0 -1 0
—X;=(0 0 —-1]; —Xo=|0 0 0 ; —iXs=|1 0 O (23)
01 0 -1 0 0 0 0 0
Es ist leicht nachzurechnen, dass fiir die Generatoren folgende Beziehung gilt:
(X)ij = —ieijn (24)

Die mehr physikalische Methode diese Generatoren zu bestimmen ist sich eine Rotation von r
unter einem kleinen Winkel ¢ um eine beliebige Achse n anzuschauen. Die dadurch entstehende
Verriickung ist orthogonal zu der Ebene, die durch n und r aufgespannt wird. Also folgt:

or=n X ry

oder auch ' =1 + p(n x r)
Wenn man das Kreuzprodukt als Tensor auffasst folgt in der Summenkonvention:
=1+ Pengry =1 — peipnir; = (0i — Q€ijkNE)T
= (Ra(®))ij = 6ij — Peijrni
Nach Gleichung (11) gilt fiir kleine ¢ aufserdem:

(Rn(9))ij = 0ij — i0o(Xn)ij
= (Xn)ij = —t€ijene = ng(Xi)ij

=X,=n-X (25)

Mit dieser Formel ldsst sich jeder Generator fiir dreidimensionale Rotationen um eine beliebige
Achse n berechnen mit Hilfe der "kartesischen Generatoren"X = (X, X, X3). Das Resultat
(25) zeigt auch folgende Beziehung:

Ro(p) =€ ™X? (26)

3.2 Kommutatorrelationen

Die infinitesimalen Generatoren (23) bilden einen Vektorraum. Das heifit, dass jede Linearkom-
bination aus den X; einen weiteren Generator bilden. Jedoch lassen sich die Beziehung zwischen
den Generatoren auch durch eine Kommutatorrelation zeigen, da die SO(3)-Gruppe eine Lie-
Algebra bilden, welche in einem spéteren Vortrag genauer definiert wird. Im Folgenden soll die
Kommutatorrelation auf zwei verschiedene Weisen ausgerechnet werden:

a) Da die Darstellungen "treue" Darstellungen sind, lassen sich die Kommutatorrelationen direkt
mit der Definition eines Kommutators berechnen. Nach einfachen Matrixmultiplikationen folgt:

—[X1, Xo]= X3
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Aquivalent folgt das fiir die die zyklischen Permutationen:

(X, Xj] = deijpXi (27)

b) Die mehr physikalische Methode, um die Kommutatorrelation zu bestimmen ist sich eine
Drehung um eine gedrehte Achse anzuschauen. Es wird die folgende Konjugation betrachtet:

Ry () = S(0)Rn()S™(0) (28)

Wobei ¢ als infinitesimal klein angenommen wird. Im Folgenden wird fiir n die x-Achse verwendet
und auferdem wird mit S(0) eine Drehung um die z-Achse mit dem Winkel 6 beschrieben. Daher
ist n’ = Sn die gedrehte Achse. Aus geometrischen Betrachtung folgt dieser Zusammenhang
(28). Dies folgt aber auch durch die Gruppenstruktur. Dabei kannn' in kartesischen Koordinaten
folgendermafien beschrieben werden kann.

und daher folgt mit Gleichung (25):

n' - X = X cos(0) + X sin(6)
= R, (90) _ e—in'Xga — e—i(Xl cos(0)+Xasin(0))e

und da S(0)=e~X3% folgt #quivalent zu Gleichung (28):
e—1X30 =i X1 ,iX30 _ ,—i(X1 cos(0)+X2 sin(0))ep
Entwickelt man dies um =0 in der ersten Ordnung ergibt dies:
e~ X30(1 —iX,¢))e X% =1 —i(X; cos(6) + X sin(0))p

und damit

e~ X309 X1 e1X39 = X cos(#) + Xo sin(6)
Nach Ableitung nach 6 und Einsetzung von 6=0 erhalten wir:

—iX3X1 + X1iX3 = —i[X3, X1] = X5

Analog erhdlt man auch die anderen Kommutatoren und daraus folgt die Gleichung (27).

3.3 lIrreduzible Darstellungen von SO(3)

Bisher haben wir uns dreidimensionale Drehungen im dreidimensionalen Raum betrachtet. Dies
lasst sich auch um dreidimensionale Drehungen in Hilbertrdumen erwarten, da die SO(3)-Gruppe
allgemein dreidimensionale Drehungen beschreibt. Ein Standardproblem ist es irreduzible Dar-
stellungen zu finden, die auch die Kommutatorrelationen (27) erfiillen. Wir haben bisher die
Beziehung des Generators von der SO(2)-Gruppe zum Drehimpulsoperator J. gezeigt. Dies ldsst
sich in der SO(3)-Gruppe zu J=hX verallgemeinern. Fiir die irreduziblen Darstellungen definiert
man sich die Leiteroperatoren J und J_:

Jy=JtiJy
und entsprechend

Xi=X; +iXo
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Mit diesen lassen sich die Matrixelemente der Generatoren X; bestimmen. Im Folgenden werden
auf Herleitungen verzichtet.

(Gm/| X5]jm) = mbém/ m
G/ [ X gm) = [(5 —m)(G +m + D]Y26,0 1 (29)
Gm' | X_|jm) = [(j + m) (G —m + D] 260 1

|jm) ist dabei ein Eigenzustand von J3 und J2 bzw. von X3 und X2. Der Eigenwert m von
X3 nimmt dabei ganzzahlige Werte von —j, ....,+j an. Also nimmt m insgesamt 2j + 1 Werte
an. Aus dieser lasst sich wieder eine irreduzible Darstellung konstruieren mit den Eigenwerten in
der Hauptdiagonalen.

3.4 Charaktere

Mithilfe der irreduziblen Darstellungen der Generatoren lassen sich ganz einfach die Charaktere
der Drehmatrizen im Hilbertraum bestimmen. Wie zuvor besprochen hat X3 folgende Gestalt.

Xg=diag(j,j —1,....,—j + 1, —j)

Nach einer Exponenzierung (14) folgt

Rg,((p):e_iXW:diag(e_ij‘P , e~ ti—De pers eti—De , eijw)
mit der Spur

X9 (p)=e 9% 4 e~ U-D¢ ¢ 4 D¢  eide
Da dies geometrische Reihen sind ldsst sich dies auch ausdriicken als:
X9 (p) = e~id® 1 —161(2;:1)%0

Wenn man die Relation e=%% = e~*(+1/2)¢ /e=%/2 henutzt folgt weiterhin:

eii(j+1/2)‘p —_ ei(j+1/2)tp

e—iSP/Q — eiW/Q

X9 (p) =
und damit schlieflich:

sin((j + 3)¢)

() (p) =
) == o (30)

Dieser Charakter gilt auch fiir alle anderen Drehachsen, da sich innerhalb einer Konjugati-
onsklasse der Charakter nicht dndert. Fiir ganzzahligen Spin l&sst sich die Formel vereinfachen
zu:

!
() =142 Z cos(mey) (31)

m=1

und fiir halbzahligen Spin, j =s=n+ %

() =2 3" cos((m+ 3)¢) (32)
m=0
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3.5 Orthogonalitat

Wie bei der SO(2)-Gruppe mochte man im Skalarprodukt die Summe mit einem Integral ersetzen.
Dabei muss zum einen gelten:

[du(e) =1
damit es den "Mittelwert der Gruppe 1/[g]>_, ersetzt. Und aukerdem muss gelten:

Jdu(p)... = [ du()...
damit das Skalarprodukt unter Rotationen erhalten bleibt. Unter dieser Betrachtung ergibt sich
fiir das Integral:

27
By = Jo 22(1 = cos(y))

Um dies zu iiberpriifen berechnen wir das Skalarprodukt von zwei Charakteren x(/) und X(j')
wobei j und j’ halbzahlig oder ganzzahlig sein kénnen. Mithilfe von trigonometrischen Formeln
folgt:

(x9,x0) = / 9 s (Ly) ol 3)e) alld + 1))

o 27 sin(Ly) sin(5¢)
-/ X leos(( ~ 7)¢) = con((G +'+ 1))
= 0jy (33

Dies zeigt die Richtigkeit des eingefiihrten Skalarproduktes.

3.6 Clebsch-Gordan-Reihe

Die Glebsch-Gordan-Reihe erlaubt es direkte Produkte von irreduziblen Darstellung in eine Sum-
me von irreduziblen Darstellungen umzuschreiben. Dies ist vergleichbar mit dem Problem von
Addition zweier Drehimpulse j; und jo. Bekannt ist, dass dabei alle Drehimpulse zwischen |j; —jo|
und j; + jo vorkommen. Als Clebsch-Gordan-Reihe also aufgeschrieben als.

Jit7j2

DU & pli2) — @ Z D@ (34)

|71 —72]
Dies lédsst sich ebenso mithilfe der Charaktere bestimmen. 0.B.d.A kann man j; > jo setzen.
Daraus folgt:

cil+1/2)p _ =il +1/2)p 2

(91) (J2) — ime
X (X () 7 on(l7) > e

m=—ja
1 J2
- i(G1tm+1/2)e _ —i(j1—m+1/2)¢
— 5. /1 Z (6 —€ )
2i sin(5¢) e
Da m iiber einen symmetrischen Wertebereich aufsummiert wird, kann man m mit -m ersetzen
und definiert man sich zudem j := j; + m folgt:

XY (0)x ) () = jiz sin(y +1/2)¢)

n(x
=t Sn¥)
J1+J2 .
=) XYy (35)
J1—J2

womit die Clebsch-Gordan-Reihe gezeigt wurde.
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