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1 Orthogonalitit von Charakteren

Im folgenden soll eine Orthogonalititsrelation fiir Charaktere von Darstellungen aufge-
stellt werden. Der Charakter einer Darstellung D ist die Menge {x(g)}, wobei x(g) die
Spur der Matrix D(g) ist. Die Spur hat folgende bekannte Eigenschaften:

1. Tr(D'(g)) = Tr(D(g)), falls D'(g) = SD(g)S™"
2. Tr(D(¢')) = Txe(D(g)), falls D(g') = D(hgh™') = D(h)D(g)(D(h))™*
3. x(g7") =Te((D(9))™") = Te(D(9)' = x*(9), falls D unitir

Letztere Figenschaft ist immer wahr fiir endliche oder kompakte Gruppen, denn wir haben
gesehen, dass jede ihrer Darstellungen dquivalent ist zu einer unitdren Darstellung. Nun
erinnern wir noch kurz an das Orthogonalitidtstheorem

ZD (9)D" (g) = @Maijfsm. (1.1)

n,

Wir bilden die Spur iiber 7, » und j, s

Z X gh=> 7[1!;] 0" 0505 (1.2)

1/7j

Dabei haben wir 3. verwendet. Des weiteren ist ), ; 6;;0;; = >, 0; = n,,. Wir erhalten
1 v - 17
=2 XWX (g = am. (1.3)
9] %

Die linke Seite der Gleichung kann als ein [g]-dimensionales Skalarprodukt der beiden

Vektoren (x*(g1), X*(g2),---» x"(91g1)) und (x“(g1),x"(g2),---,x"(g1)) aufgefasst wer-
den. Wir definieren dann allgemein fiir zwei Charaktere ¢ und x

= éz é(9)x(g™") = (x, 9) - (1.4)

Wegen Gl. (1.3) ist das Skalarprodukt der Charaktere verschiedener irreduzibler Darstel-
lungen orthonormal

(YW, x W = o, (1.5)
Alle Elemente einer Konjugationsklasse haben wegen 2. den selben Charakter, so dass wir
fiir k& verschiedene Konjugationsklassen K; die Charaktere mit einem Index i = 1,... k
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unterscheiden konnen. Ferner sei k; die Anzahl der verschiedenen Elemente einer Konju-
gationsklasse K;. Dann kénnen wir die Summe iiber g aus Gl. (1.3) als Summe iiber i
schreiben

1 ) ,
ok X =0 (1.6)

Diesen Ausdruck koénnen wir nun als Orthogonalitit der Vektoren kzl / QXZ(“ ) verstehen.
Natiirlich kann es nicht mehr als &k solcher linear unabhéngigen Vektoren geben. Daher
ist die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Darstellungen beschrinkt durch die Anzahl
der Konjugationsklassen r < k. Des Weiteren kann man zeigen, dass die Anzahl der
verschiedenen irreduziblen Darstellungen mindestens so grof sein muss wie die Anzahl
der Konjugationsklassen'

1 x
"

Daraus folgt dann aber r = k.

1.1 Zerlegung reduzibler Darstellungen

Nach Maschkes Theorem ist jede reduzible Darstellung einer endlichen oder kompakten
Gruppe vollstindig reduzibel, wobei in einer solchen Zerlegung jede irreduzible Darstel-
lung ofter auftreten darf. Allgemein schreibt man die Zerlegung als

D=Pan". (18)
wobei a,, € N. Durch bilden der Spur von Gl. (1.8) erhalten wir

X(9) =Y ax(g). (1.9)

v

Am einfachsten bestimmt man die Koeffizienten mit dem eben eingefiihrten Skalarprodukt
a, = <X(V)>X> : (1.10)

Dabei ist x der Charakter einer Komposition D (Kompositionscharakter) und ) der
Charakter einer Zerlegung D™ (einfacher Charakter).

1.2 Die regulare Darstellung

Wir erinnern uns an Cayley’s Theorem, dass jede (endliche) Gruppe isomorph ist zu einer
Untergruppe einer symmetrischen Gruppe Sy, gegeben durch Linksmultiplikation. Wir
konnen daher folgende Gleichung schreiben

99; = ZDﬁ(g)gj- (1.11)

! Auch [Jon98] verzichtet hier auf einen Beweis, da dieser den Begriff einer Algebra erfordert.
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Dabei bilden die [g] x [g] Matrizen DJ}(g) eine [g]-dimensionale Darstellung der Gruppe,
die sog. regulire Darstellung. Die Matrix Dﬁ(g) hat in jeder Zeile und Spalte wegen der
Eindeutigkeit der Multiplikation von Gruppenelementen nur einen von Null verschiedenen
Eintrag. Man beachte, dass die reguldre Darstellung nur auf die Elemente ihrer Gruppe
wirkt. Es ist daher moglich ohne Kenntnis konkreter Eigenschaften der Gruppe die regu-
lare Darstellung zu konstruieren. Man rechnet schnell nach, dass die regulére Darstellung
tatsichlich eine Darstellung ist

Z Dﬁ(gng)gj = (9192)9: = 91(929:)
— 9 (Z Dﬁ@?)gj) = ZDﬁ(gz) > Dii(91) g
- Z (Z D,@(gﬂDﬁ(gﬁ) Gk

= D"(g1g2) = D" (1) D"(g2) -

(1.12)

Wir betrachten nun als Beispiel die Gruppe C5. Dann sehen die drei darstellenden Matri-
zen der reguliren Darstellung wie folgt aus

100 00 1 010
Dfie)=(0 1 0| Df(c)=(1 0 0| DEAH=]00 1]. (1.13)
001 010 100

Wir zerlegen die regulire Darstellung nun nach Gl. (1.8). Die Koeffizienten bestimmten
wir iiber den Charakter, dieser ist aber fiir die regulare Darstellung trivial

0 gFe
x(g) = { [q] g=¢e (1.14)
Also
a, = x"(e) = n,. (1.15)

Dann setzten wir a, in Gl (1.9) ein und ferner g = e dann folgt
g = nyom, =) nl. (1.16)

Wir sehen also, dass die zuvor noch als Ungleichung eingefiihrte Relation in der Tat eine
Gleichung ist. Fiir g # e folgt

0= Y na(9). (117)
Zusammen liefert uns das den Spezialfall von Gl. (1.7), wenn K nur ein Element e enthilt

ﬁgx(”)(e)x(”)(g) _ { (1) giz . (1.18)
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2 Die Charaktertafel

Wir entwickeln nun das Konzept der Charaktertafel, einer quadratischen Tabelle in der
in den Spalten die verschiedenen irreduziblen Darstellungen und in den Reihen die Kon-
jugationsklassen aufgetragen sind. Diese wird es uns erlauben die Charaktere irreduzibler
Darstellungen endlicher Gruppen zu bestimmen. Dazu verwenden wir folgende drei Re-
geln:

1. Anzahl der irreduziblen Darstellungen = Anzahl der Konjugationsklassen (r = k)

3. Orthogonalitit: ), klxl v = 9]

7,

4. Alle weiteren Informationen iiber die Gruppe

Ein Beispiel fiir den 4. Punkt ist, dass fiir den 1-dimensionalen Fall die Darstellung gleich
ihrer Spur ist. Entsprechend bleiben auch die Eigenschaften der Verkniipfung von Grup-
penelementen erhalten. Bei abelschen Gruppen sind auferdem alle irreduziblen Darstel-
lungen 1-dimensional. Das folgt direkt aus Schur’s erstem Lemma, denn die Kommutato-
ren sind alle trivial Null. Wir betrachten nun zwei Beispiele zur Veranschaulichung.

2.1 Charaktertafel von C;

Die Grundstruktur der Charaktertafel fiir C'5 ist nach 1. klar, denn wir haben bereits alle
drei Konjugationsklassen von C3 bestimmt.

Cs e c c?

DM
D@
D®

Wir benutzen 2.
Znizi% = n, =1 (2.1)

Alle Darstellungen sind also eindimensional. Daraus folgt, wie oben erklirt, dass fiir die
Konjugationsklassen die selben Rechenregeln gelten wie fiir die Elemente von Cj

x(c) = (x(e)),
(x(0))* = x(c*) = x(e) = 1.
Daraus folgt dann sofort, dass x(¢) = /1. Also sind die drei Charaktere von Cj: 1,

w = e>™/% und w? = w* = e*™/3. Die erste Spalte in der Charaktertafel gibt jeweils die
Dimension der Darstellung D® an, denn x¥(e) = n,,. Wir fiillen mit diesen Informationen

(2.2)
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die Charaktertafel aus.

Cs e c c?
DM 1 1 1
D® 1 W w?
D® 1 w? w

Mit 3. konnen wir die Richtigkeit der Tabelle priifen. Dazu berechnen wir alle moglichen
Skalarprodukte zwischen den einzelnen Zeilen

<X(u)’ X(V)> — S

1

(W, W) = §<1 +1+1)=1
1

<X(1)7X(2)> — 5(1 +w+w)=0 (2.3)
1

<X(1)7X(3)> =-(1+w+w?)=0.

3

Diese Bedingung ist also trivial erfiillt.
Aus der Charaktertafel kann man z.B. ganz einfach den Kern einer Darstellung bestimmen.
Wir wissen

ker D = {g| DY (g) = e}. (2.4)
Also
ker DV = Oy, ker D® = ker D® =¢. (2.5)

Aufserdem kann man mit der Charaktertafel die Zerlegung einer Gruppe bestimmen. Die
Koeflizienten berechnen wir mit Gl. (1.10). Dafiir brauchen wir noch eine Darstellung von
Cg, z.B.

0
DV(c)=[sin(%) cos(%&F) 0], (2.6)
0 1
cos (4—”) — sin (4—”) 0
DV (c*) = | sin (%) Ccos (4?”3) 0
0 0 1

Das V im Exponenten steht dabei fiir Vektordarstellung, also die Darstellung, die im
Gegensatz zur reguliren Darstellung nicht im Raum der Gruppenelemente sondern im R?
lebt. Es folgt

X = (x"(e),x"(c),x"(c*) = (3,0,0). (2.7)

Wir finden dann
a, = (X", x") = 5 (3x"(e)) =1 (2.8)
= DV =DW g D® ¢ DW, (2.9)
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2.2 Charaktertafel von Dj

Die Konjugationsklassen von D3 sind (e), (¢, c*) und (b, be,bc?). Wir haben also wieder
eine 3 x 3 Tabelle. 2. liefert

2 2 2
n1+n2+n3:6

(2.10)
= nlzngzl,n3:2.

Fiir DY und D® gilt dann x(be) = x(b)x(c) und x(b) = x(bc) = x3, also x(c) = x2 = 1.
AuBerdem ist x(b)? = x(0?) = x(e) = 1. Daraus folgt y3 = £1. Wir setzen dann einfach
DWW wieder gleich der trivialen Abbildung. Dann ist alles was wir noch nicht wissen
v = aund ¥ = 5.

D3 (6) (Ca 02) (b7 bC, bC2>
DO 1 1 1
D® 1 1 -1
D®) 2 o I&

Wir benutzen nun 3., um « und S zu bestimmen

(@ D) =0
1

& (1:2:1+42:0-143-5:1)=0

& 2+42a+38=0

(x?,x?) =0 (2.11)
1

& (02142001435 (-1) =0

& 2+42a-38=0

= a=-1,=0.

Mit 3. priift man dann auferdem noch die Orthonormalitit aller Zeilen. Aus der Charak-
tertafel kann dann wieder die Zerlegung von DV bestimmt werden. Dafiir brauchen wir

aber noch xV = (x"(e), x" (c), x"(b)).

x(e) und x(c) haben wir schon fiir C3, einer Untergruppe von D3, bestimmt, also fehlt uns
nur noch y(b). Ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit wihlen wir fiir b die Spiegelung
an der x-Achse, dann sieht eine mogliche Darstellung so aus

1 0 O
DY(b)=10 -1 0 = XV(b)=-1 (2.12)
0 0 -1
Dann ist x" = (3,0, —1). Damit bestimmen wir die Koeffizienten der Zerlegung
ap = <X(1)7XV> =
a = (x*,x") =

05 = (W) =

(1-1-342-1-0+3-1-(=1)) =0
(1-1-342-1-043-(=1)-(-1)) =1 (2.13)

(1-2:342-(=1)-0+3-0-(=1))=1.

DR,
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Insgesamt ergibt sich so
DV =D® g D®. (2.14)

Eine Zerlegung der 6-dimensionalen reguléren Darstellung von Dj liefe sich ebenso schnell
bestimmen und wére dann

Df =pW e D® g2D®. (2.15)

3 Zerlegung direkter Produkte

Wir betrachten ein System aus zwei Teilchen, z.B. zwei Elektronen, mit den Ortswel-
lenfunktionen 1,(x), p.(x), die sich durch die zwei irreduziblen Darstellungen D", D®)
einer Symmetriegruppe G folgendermafsen transformieren

Ya(x) = Dy ()0 (x)
pe(x) = DY (9)pa(x).

Die Produktwellenfunktion ¢,.(x) = 1, (X) ® p.(x) transformiert entsprechend geméf

Yarlx) = (DL (9) © D(9)) v (3.2

(3.1)

Wir konnen das Produkt aus zwei Matrizen in Gl. (3.2) als eine einzelne Matrix auffassen,
dessen erster Index das Paar (bd) := B und dessen zweiter Index das Paar (ac) := A ist.

DY¥(g) = DY (g) = DI (9) @ DY (g). (3.3)
So dass Gl. (3.2) dann zu

Ya(x) = DY (9)s(x) (3.4)

wird. Wir rechnen nach, dass D**¥)(g) tatsiichlich eine Darstellung ist

D) (g,g5) = D" (g195) ® D) (9192)

= (D" (g1) D" (g2)) ® (D (91) D" (g2)) (3.5)
= (DY) © DV (g1)) (D! <g2> ® D¥(g»)) |
= DI (g) D) ()

Wenn wir in erster Niherung jegliche Wechselwirkung zwischen den zwei Teilchen ver-
nachléssigen, dann haben wir eine Symmetrie der Form G x G. Das heiftt das System ist
invariant unter unabhéngigen Rotationen g;, g, der zwei Teilchen. Die zugehorige Matrix,
die diese Eigenschaft erfiillt ist

DY ((g1,92)) = DY (91, 2)) = D (g1) @ DY (go). (3.6)

Es ist klar, dass D ® D®) eine irreduzible Darstellung der Produktgruppe G x G ist,
falls D™ und D™ irreduzibel sind. Wire das nicht der Fall, so wiirde das bedeuten es
gédbe einen nicht trivialen Unterraum Vg;, go € G. Wenn wir nun o0.B.d.A. g, = e setzen,
so miisste es ein Submodul fiir den Vektorraum von D™ geben, dieses existiert aber nach
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Voraussetzung nicht.

Wir nehmen nun an die selbe Rotation wiirde auf beide Teilchen gleichzeitig wirken, also
g1 = g2 = ¢g. Dann ist die Produktdarstellung im Allgemeinen reduzibel fiir beliebige
Darstellungen. Die Zerlegung von D™ © D®) in eine Summe irreduzibler Darstellungen

DWW @ DY EB (D (3.7)

nennt man Clebsch-Gordan Reihe. Diese ist sehr wichtig fiir die physikalische Anwendung
der Darstellungstheorie, z.B. bei der Kopplung von Drehimpulsen. Wir bestimmen noch
die a,, dazu brauchen wir aber noch die Spur von D®#*¥)(g)

=5 (o)
- (Zeew) (£ozo)

= X" (g)x"(g).

Also

Go = (X, XY = (@, Wy @Y (3.9)

Zum Schluss noch ein Beispiel.

3.1 Beispiel: D® Q@ D® in Dj

Aus der Charaktertafel von D3 sehen wir, dass der Charakter von D® (2, —1,0) ist. Der
von D® @ D® ist daher (4, 1,0). Damit folgt

:%(1.1-4+2-1-1+3-1-0):1
cmzéu-y4+2-y1+34—n-m:1 (3.10)
:%(1-2-4+2-(—1).1+3-o-0):1,
d.h.

(3) (3)
PP =+ x4 s (3.11)

Also zerfillt die Produktdarstellung D® @ D®) in
D® @ D® = pW g D® @ DO, (3.12)

Das héitte man aber auch ganz einfach aus der Charaktertafel ablesen kénnen.
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