Gruppentheorie in der QM

- Darstellungen und Gewichte -

Manuel Formela
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1 Wiederholung:

[H;, H;] =0 Vi, ji=1,..,7 (1)
[Hi, B = () E, Vi,j=1,..,1r a=1,..,(d—r) (2)
[Ea, E_a] = (Oz)ZHZ =aH Va=1,.., (d — 7“) (3)
i=1
(Eapy Boo)] = %@jaiHai Vi € Way (4)
[Eom Eﬂ] = NaBEcH-B Vﬁ 7& —Q (5)
J3 = %Ha = oz_/; (halbzahlige Eigenwerte) (6)
o
2
Ji =1 5B (7)
Jxljm) =h/(GFm)GEm+1)j,m+1) 9)
Jilj.3) =0 (10)



2 Gewichte:
2.1 Definitionen und Bemerkungen:

Definition:

Ein Gewicht p € K" eines Zustands einer Darstellung D besteht aus den Eintragen
(n); mit 2 =0, ..., r fir die gilt:

Hilp) = (w)ilp)  mit (11)
LA, gilt: p # )

Bemerkungen:

1. M :={p €K | pist ein Gewicht}

2. E, ist der Leiteroperator, der ein Gewicht p zu p + o macht.
Bew.:
Hi(Eq ) = ([Hi, Ea] + EoH;) 1)
= (a+ 1)i(Ea |1)) mit Gl. (2)
— Ea|p) o< |+ )

3. es folgt sofort:  EgE, |u) o< |p+ a+ )
Definition:

Ein fundamentales Gewicht \; € K" ist ein Gewicht fiir das gilt:

2)\iaj
2

o

= 0;5 Va; € Weing := {Menge der einfachen Wurzeln (12)

Bemerkungen:

1. fundamentale Gewichte sind das Analogon zu einfachen Wurzeln

2. Yue M : p=>_ m mit m; € Z
Bew.:

(%ﬂ)u =3 mﬁl—fﬂ =m; mit Gl. (6) und (12)
J J

Im Folgenden werden die Leiteroperatoren E,, der einfachen Wurzeln «; betrachtet.
Die mehrfache Anwendung dieser Aufsteigeoperatoren auf einen Zustand muss unaus-

weichlich auf einen Zustand |u) fiihren fiir den gilt, dass E, |p) = 0. Dies ist analog zum
Zustand |[j, j) aus SU(2) mit J, |7,7) = 0.



Definition:

Der Zustand des hdchsten Gewichts |limqe:) einer irreduziblen Darstellung ist der
Zustand fiir den gilt:

Eo, lfmaz) =0 Vi=1,..r
Das dazugehorige Gewicht fi,,q, heiit hochstes Gewicht.

Bemerkungen:

L.peM:p=pime <<= m; >0 Vi=1,..,r
2. Daraus folgt sofort: Sei p ein fundamentales Gewicht = p ist ein hochstes Gewicht

3. Die restlichen Zustédnde dieser Darstellung werden durch (mehrfache) Anwendung
des Absteigeoperators E_, erzeugt (analog zu Gl. (7)).

2.2 Beispiel: SU(3)

Man betrachte die fundamentale Darstellung von SU(3), dessen hochstes Gewicht A\, (al-
ternative Notation: (my,ms) = (1,0)) ist.

1—(13

Abb.1: Darstellung einiger Wurzeln und Gewichte von SU(3)



Die normierten (einfache) Wurzeln lauten:

o) i

durch 16sen der Gl.(12) erhélt man die fundamentalen Gewichte:

1
veiy) o ()
7 7

Das Gewicht \; ist, wie in der Abb. 1 zu sehen, der Mittelpunkt des durch die Wurzeln
a1 und a1 + ay aufgespannten Dreiecks.

Um die anderen Zustande der Darstellung zu erhalten, wird \; um —a; und —as verandert.
Dazu folgende Uberlegung:

Das Anwenden eines Leiteroperators g (bzw. E_g) auf den Zustand ) fihrt im Allge-
meinen zu den Zustinde |u + pB) (bzw. |1 — ¢f)), so dass insgesamt (p + ¢+ 1) Zusténde
existieren. Aus dhnlichen Uberlegungen wie bei den Wurzeln folgt fiir die Gewichte:

q+p=2j (13)
P
_pzﬁLf (14)

Fir A\ gilt p = 0 fiir oy und as», sodass fiir die Anzahl der Zusténde folgt:

2\ .
ptq+l=2j+1=q+1= Ojf+1=mi+1=5,~j+1 mit GL(12)-(14)  (15)

(3

fir Ay folgt nun: a;:i=1=>m; =1 und ay: 1 =2=>my =0

Wobei my, die ganzzahligen Koeffizienten fiir die Linearkombination von Gewichten aus
Fundamentalgewichten sind und fiir fundamentale Gewichte A; selbst nur m; = ¢;; an-
nehmen. Die Darstellung von S,,, der durch die Anwendung von E_,, auf \; generiert
wird, ist somit ein Doublet fiir oy (weil: 2j+1 = 2) und ein Singlet fiir ap (weil: 2j+1 = 1).
Sprich aus dem Zustand |A;) kommt mit £_,, noch der Zustand |A\; — a1) hervor, wobei
fir £_,, kein derartiger Zustand (E,, |A1) = 0) mehr existiert (siche Abb. 1).

Weiterhin gilt fiir den neuen Zustand |\ — «) gilt immer noch p = 0:

Buy (B-0,) A1) = [Bays B IN) + B By M) =0 fiix i #

Dies ist der Fall, da der Kommutator Null ergibt (siche Gl. (4)) und ebenfalls £, A1) = 0.
Schreibt man nun den Zustand g = A\; — oy als linear Kombination der fundamentalen
Gewichte \; aus, erhélt man fiir die Koeffizienten m; = —1 und ms, = 1. Man wende nun
E_,, darauf an:

By |p) = =E_ay |M) + Eay [X2) =0+ E_gy [A2) o< [Adg — ) = [ Aa)



Der vorletzte Schritt folgt aus derselben Uberlegung fiir A, wie fiir A1, dass es noch einen
"tieferen” Zustand geben muss:

p=0=2+1l=my+1=2

Nun wurden alle Zustande von dem hochsten Gewicht Ay unter Verwendung jeglicher Kom-
bination von F,, und E,, erzeugt. Dieselbe Prozedur kann nun fiir Ay und \; + X\, analog
durchgefiihrt werden, denn beides sind Zustande zu hochsten Gewichten, da m; > 0.

Abb. 2: Dynkin-Diagramm-Notation von SU(3):
(a) Antiquark-Triplett 3: m; = 0,my =1,  (b) Quark-Triplett 3: m; = 1,my =0

Durch die folgenden Anweisungen kann man nun die Vorgehensweise um alle Gewichte
zu erhalten, die durch die Anwendung des Absteigeoperators E_,, auf ein fundamentale
Gewicht \; resultieren, zusammenfassend beschreiben:

1. Bestimmung der fundamentalen Gewichts \; (mithilfe der einfachen Wurzeln und

GL (12))

2. Berechnung der Anzahl an Zustanden 2j, die aus der Anwendung eines Absteigeop-
erators I/_,, auf \; resultieren (mit Gl. (15))

3. Berechnung aller dazugehorigen Gewichte unter Berticksichtigung der Anzahl 25 + 1
durch pp = X\ —ka; mit k=1,...,25

Es wurde nun also gezeigt wie man alle Gewichte mithilfe von hochsten Gewichten erzeugt.
Im Folgenden werden die Matrizen der Darstellungen durch die Berechnung der Propor-
tionalitatskonstanten bestimmt.

3 Matrix der Proportionalitatskonstanten von F,:

Um die darstellenden Matrize zu bestimmen miissen die Proportionalitatskonstanten berech-
net werden:

Eoali) = Noayln—a)
= N_ayu = (1 — o B_q ) (16)

Weiterhin gilt:

(Ul [Eas E—a] [1) = (ul B i) = apr mit GL (3)



Gleichzeitig gilt aber auch mit £, = E}:

(1l [Bas E-a] 1) = (u Ea Eo [) — (] E—o B 1)
= (E_apt| E_o |p) — (Eapt| Eo 1)
= |N—a,u|2 (n—alp—a) - |Na7u|2 (n+alp+a)
= |N—a,u|2 - INa,ulz

= |Nay—al” = [Naul* = an (17)
Wobei beim vorletzten Gleichzeichen N_, , = N ,_, verwendet wurde. Dies folgt aus:

N_gp=(n—oa| E_o|pm) = ((u| Bolp—a)' = N,

Nimmt man nun einen Zustand eines hochsten Gewichts |u), entstehen durch den Absteige-

operator E_, alle moglichen Zusténde |u) , ..., |¢ — ga) mit g = Q‘fTa, sodass man folgende
Menge an Gleichungen erhalt:
‘Na,u—a|2 - 0 = au
| Naju—2al” - | Noyu—al? =a(p—a)
|Noc7u—30c|2 - |Na,u—2a|2 = a(p — 2a)
| Noyi—p+1)al? - | Nop—bal? = a(p — ba)
0 - |Na,u—qa‘2 = Oé(:u - QOé)
Dieses Gleichungssystem lésst sich nun 16sen mit b € {0, 1, ..., ¢}:
[Nasal? = —alis = b2) + |Nay_psnal’ = —a(i = ba) = .. — |[Nau_gal?

— Zoz(,u )
s=b
_ —%(q —b+1)(2ap — a*(g+1))

= %oﬁ'r(q —b+1) (18)

Diese Eintrage sind bestimmt bis auf eine komplexe Phase. Durch Einsetzen von ¢ = 27
und 7 = j — m, erhilt man im Wesentlichen denselben Faktor wie in Gl.(9). Dieselbe
Vorgehensweise kann man fiir die Koeffizienten N,z verweden.
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