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1 Konservative Kraftfelder (22.10.

Annahme:

Definition 2. Ein Kraftfeld F heifit konservativ falls
abhingt.

09)

dr

- —dt

dt

Wis nicht vom Weg ¢

Satz 1. Fin Kraftfeld ist konservativ genau dann, wenn W = 0 gilt entlang

jedes geschlossenen Weges.

Beweis. Annahme: F ist konservativ. Behauptung: W =0

W12(01) = W12(C2) = *W21(C2)

/F‘-dF:O

O

Satz 2. F ist konservativ genau dann, wenn es eine skalare Funktion U (7(t))

auf R3 existiert mit . .
F=-VU (¥(t))

U heifst Potential.

Beweis. 1) U existiert = Wegunabhéangigkeit von W

to g to g
w= [ Few) Ta - —/ (VU) i
ty

LHU(F@)) = <VU) : Zﬂ

=W wegunabhingig

= F konservativ

—

ii) W sei wegunabhiingig = F = —VU

dt



Definition 3.

Bemerkungen:

e U heifit Potential.
e U ist nur bis auf eine Konstante ¢ bestimmt.
VU-+¢c)=VU+ Ve, =VU =-F
(U +¢) +:,0,
e Fiir konservative Krifte gilt:
Wiz = =U (71 (t2)) + U (72 (t2))
Satz 3. Falls F konservativ ist gilt
VxF=0

Beweis.

VxF=&, <8F2 - 3Fy> +é, (an - an) + &, ( o 8Fx>
y z z x Y

Falls V x F = 0 in einem einfach zusammenhéngendem Gebiet, dann gilt F =
-VU

Beispiele fiir konservative Kraftfelder

1. F= F_"O = konst. = fﬁU, = fl*:”o -7
homogenes Gravitationsfeld: F' = —mge,, U =mgz
2. Zentralkraft: F = f (I7)- &,  F |7
sind immer konservativ.
Newtonsche Gravitationskraft.
- mym mim
Fe—ry 132.7_,7 U — 112
r r
3. Harmonischer Oszillator F = k7, U= %kﬁ a



Energie eines Teilchens

mi = F (7)) (NG)
mir-F = F-7

S I HE
T-r = ZdtTTQTT T-r

T:= 1me _
2 2
2 dr
~ (%) / —dt=W
¢ dt

T(tg) - T(tl) = W
Falls F konservativ ist = W = U(t1) — U(t2)

~ T(ta) —T(t1) = —Ul(tz) + U(ty)

Gesamtenergie
E=T+4+U

E(t1) = E(t2)
Energiesatz:

Fiir konservative Kraftfelder ist die Gesamtenergie zeitlich konstant entlang der
Bahnkurve.

Beweis:

B _dT U1
dt  dt  dt 2 dt



2 Eindimensionale Systeme und N-Punktteilchen
(26.10.09)

Motivation:

1. niedrig dimensionale Systeme zeigen besondere Eigenschaften

2. treten als effektives System von 3D Systemen auf (z.B. Kepler)

V X F=&,(0.F, — 0,F.) + €. (0.F, — 8,F,) =0

Durch die Einschrinkung auf eine Dimension ist die Kraft immer konservativ.
F=-VU  F,— ou
Ox
= Energie E =T +U = imi? + U, aE =0
d 2
b= =t —(E-1) DGL 1. Ordnung
dt m

du =dt =

/I(t) d.T/ /t dt t t
—_——— _—_—m = — g
2(E-U) zo(to) /2 (E—U(a’) 7t

e numerisch in der Regel immer l6sbar.

e analytisch komplizierter als Losung von NG (in der Regel)

Bewegung in beliebigem Potential:



Es gilt:
T>0 = E>U = E > U(zo)

Fall 1: £ = E; = Teilchen nur im Bereich

xp<z<uzp (1)

(1) Periodische Bewegung um Gleichgewichtslage xg

Umkehrpunkte: x4,z p

Gleichgewichtslage:
au 0 d®U [ >0 stabiles Gleichgewicht
de dr2 ~ | <0 instabiles Gleichgewicht

U minimal — T maximal = Teilchen hat bei z = x( seine grofste Geschwindig-
keit.
(& )
— =0=--"=>2=21
dx
E,=U(xa)=U(zp) = T=0 = t(x=2zap)=0

Periode:

/IB dm/
T=2 ———
2 )2 (E—-Ux)



Kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage:

U 1 d2U ,
U(l’) = U(IE()) + % - (SL’ — xo) + 5 T.TQ . (CE — LL’())
Taylor konstante H,—O/ 0
=0

+0 ((x — :co)z)

U(zp) kann gleich null gewéhlt werden da konstant (U ist nur bis auf eine
Konstante bestimmt. Die Physik hingt nicht davon ab, wie man das Koordi-
natensystem wéhlt.). Der zweite Term ist gleich null, da wir das Potential am
Minimum auswerten.

1 &?U 1
~g @, @m0 = gmetla— o)’
mit )
1 d°U
w? == - Frequenz der Schwingung
modx? |, _,.

Typische Frage in einer miindlichen Priifung:

Was bestimmt die Frequenz der kleinen Schwingung? Antwort: Die zweite Ab-
leitung des Potentials ausgewertet am Minimum multiplziert mit der inversen

Masse.
Das Potential kann man immer durch eine Parabel anndhern.

(2) E = E, dies ist eine unbeschrinkte Bewegung. Das Teilchen lauft nach
T =00

N-Punktteilchen

bisher: 1 Teilchen: m#* = F

jetzt: N-Teilchen: m;7; = F;, i)l,...,N
Das sind 3N gekoppelte DGL 2. Ordnung.

m; : Masse des i-ten Teilchens
Tt Ortsvektor des ...
F;: Kraft, die auf das i-te Teilchen wirkt

=2-3N =6N Integrationskonstanten

Diese werden festgelegt durch:

= 6N Randbedingungen._



Definition 5.

N
m; o
T = Z 711)7; - U;
i=1
kinetische Energie von N Punktteilchen.

Annahme:

—

i:ﬁi(ﬁ,...,ﬁv)#ﬁ(ﬁ,...,ﬁv,t)

!

Keine Reibungskrifte und sie hingen nicht von der Zeit ab.

Definition 6. Die Krifte £ heiRen konservativ falls das Wegintegral

N to L dF

3 / FSat

i=1 Y t1,¢i dt
wegunabhingig ist.

Satz 4. F; ist konservativ genau dann, wenn

wobei
~ L 0 L 0 Lz 0
;=€ €y— +¢€
! Ox; Y Oy, *9z

Beweis wie bei einem Teilchen.
= d.h. alle Kriifte F, konnen durch eine einzige skalare Funktion U (7, ...,7n)
ausgedriickt werden!
Beispiel:

_— —

- T,

e— "

i s
Zentralkrafte 4 L
NG:

5 = L T — T
myr = Fy = f (| — 7)) ———
B!
mgﬁg = ﬁg = —ﬁl

Zentralkrafte sind immer konservativ.
U(lfi=l), |7 =7l = V(=) - (7 — ) = \/(331 —22) 4 (11— 12)° + (21 — 22)



oUu ;L1 — X2 oU ;L1 — X2
7:...:Uﬁ 7:...:_Uﬁ
8.171 |’I"1 —7"2| 8LE2 |7"1 — T9

Die anderen Komponenten folgen entsprechend.
12— VU, falls f=-U'
7

ﬁg == —ﬁU == —ﬁl

my - mo - L
E= i + 25+ U (|7 — 7))

2 2
z.B. Gravitationsfeld zwischen 2 Massen:
ymims
f=—"3
|71 — 72|
mym
=U= —¥
|71 — 7]

Definition 7. Impuls eines Teilchens
P(t) := mi(t) = mi(t)

Definition 8. N-Teilchen:

Gesamtimpuls:

Definition 9. Schwerpunkt der N-Teilchen

N

- 1 .

R:= i E 1 m;Ti, M= E m; Gesamtmasse
1= 7

Bemerkungen:

LM .
ME= m£=§:R_P
K3 K3
MR=P
2. Newton Gesetze richtig:
P =F

11



Definition 10. Innere Krifte F; sind Krifte, die zwischen den N Teilchen
wirken.

Beispiel: Gravitationskraft, elektromagnetische Kraft

Aufere Krifte F:A sind Krifte, die von aufien auf das System der N Punktteil-
chen wirken.

Allgemein gilt:

4, f‘i Ca,
i '| o L/ﬂ % (% =
T .l — % | 4 -

—

Fj; ist die Kraft, die das j-te Teilchen auf das i-te ausiibt.

Satz 5. Der Gesamtimpuls ist erhalten, wenn die Summe der duferen Krifte
verschwindet, also wenn

N

S

i=1
Beweis.
N N N N
R iR - - .
P=3 F=) mii= |F'+> F}
i=1 i=1 i=1 j=1
_ ind S
= E E FZ-J =0
L2
wegen Iy; = —F}; O

Definition 11. Drehimpuls eines Teilchens.

=

L= 7(t) x p(t) = mi(t) x 7(t)

N-Teilchen:



Gesamtdrehimpuls:
N
=YL
i=1

Definition 12. Drehmoment N
o dL

= at

Satz 6. Fiir Zentralkrifte ist der Gesamtdrehimpuls erhalten.

dL  d : ;
Ezﬁ(f'xﬁ):f'xﬁ—i—Fxﬁ:FxF

X o

= [ () =0
7]
N-Teilchen:

dL S s
_Z(Tixpri-?“ixpi)

L d .
G = 2 TP =

dL
S

3 Zwei-Ko6rper-Problem (29.10.09)

(z.B. 2 Planeten, Sonne + Planet, Atomkern + Elektron)

2-Korper-Problem: Zwei Teilchen mit nur inneren Kréften.

13



N.G.:

Es gibt nur eine Kraft, die zwischen den beiden Teilchen wirkt. Deswegen kann
man die Indizes auch weglassen.

Dies sind 6 DGL 2. Ordnung.

Jetzt liegt es nahe, beide Gleichung zu subtrahieren bzw. zu addieren.

mlﬁl + mQ’I;'Q =0 (].)

m17-_:'1 — m27._:'2 =2 (2)
(1) beschreibt die Bewegung des kraftefreien Schwerpunktes.

— 1
R:M(mlﬁ—l—mgfg), M =mq1+mo

R- Ortsvektor des Schwerpunktes M- Gesamtmasse.

(1) = F=0 = R = %ot + Ry

entspricht einer geradlinig-gleichférmigen Bewegung.

Dies gilt, ohne dass wir uns auf eine bestimmte Kraft festgelgt haben.
Wir habe jetzt 3 der 6 DGLs gelGst.

Dies gilt immer, wenn keine dufseren Krafte angreifen.

(2) beschreibt die Relativbewegung um den Schwerpunkt.

Definition 13.

S Lo mims
r=7r1—T2, H = M

7- Relativkoordinate u- rezuzierte Masse.

14



Bemerkung:

Wenn z.B. m; > mo, wie das der Fall wire bei Sonne und Erde. Oder bei
Atomkern und Elektron. Dann gilt natiirlich M ~ m; und p ~ ms. Wenn die
Massen sehr unterschiedlich sind, dann ist der Schwerpunkt z.B. in der Son-
ne. Die Relativbewegung ist gerade die Bewegung, die die Erde um die Sonne
ausfiihrt.

Das ist aber natiirlich nicht so, wenn man zwei gleich schwere Teilchen betrach-
tet.

M%ZM(%—?%) :%<%+%) :(%4—%)}?:15/1%:1515‘5 noch zu
16sen.

o

Annahme:
F=-VU=f() % (Zentralkraft)
Ly = s
=>E=T+U = 3 (mlrl —|—m27"2) +U
Es gilt:

1. E =B, + Eyq mit B, = sME?, B = $p® + U (|7])

2. s = 0= Epq

Ty

3. E:Es"'irel mitEs:MEXEv LreIZHFXr;—"

szo:Erel

=
-

Konsequenzen 1)-4)
a)

I_:Tel = ur x 7 steht senkrecht auf T, 7

d[_:rel

=0
dt

Das bedeutet auch, dass sich der Drehimpuls widhrend der Bewegung nicht
drehen kann.

= Bewegung verlduft in Ebene mit Erel als Normalenvektor.

Wihle = — y Ebene, I_:Tel =1é,, [=0

= z(00=0=2(0)=% = 1 DGL gelost

Jetzt sind nur noch 2 DGLs zu 16sen.

15



= 7(t) =x(t)ey +y(t)ey

b)
ey
——op Tl
(s
i
-}
Flache:

dt zeitlich konstant.

. 1 |-
7 % F‘dt:—‘Lrel
2u

1
af = =
! 2
Entspricht einer Verallgemeinerung des 2. Keplerschen Gesetzes.
2.Keplersches Gesetz:

Der Fahrstrahl von Sonne zu Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Fléachen.

Dies gilt aber jetzt ganz allgemein fiir das zwei Korper Problem und nicht nur
fiir Kepler. (nicht nur fiir die Gravitationskraft). Es ist eine Folge der Drehim-
pulserhaltung.

Jetzt kann man noch die Energieerhaltung ausschlachten.
Wir gehen zu Polarkoordinaten iiber.
2 4 g% =72 (cos2 @ + sin? (p) +%r? (cos2 @ + sin® <p)
—_— —_—
=1 =1

+7¢ (—2rsin ¢ cos @ + 27 sin @ cos @)

=0
— 2 4 o2
Erel—lgzz;L(Fx?) =p(zy —yi)e, =--- = pur’y
== l
CP_/,LTZ

1 1
Era = §u¢2 +U(r)= S (7 +@*r?) + U (r)

16



1 .9 2 1,
= (7“ + M2r2) +U(r) = g™ + Uea(r)
mit,
l2
Ueff = m + U(T)

Dies ist aber kein physikalisches Potential, sondern nur eine Hilfsgrofe.
= Ere = Erel (r,f, £, ,{0) = konst.
= Problem auf ein eindimensionales reduziert.

= r(¢) kann durch Integration erhalten werden. = Problem gelost!

1 2
Eret = i + U & 1= %y /; (E — Ues)
t T /
/ dt:i/ o
to To /%(E_Ueﬁ)

t—to

Dies ist numerisch immer l6sbar. Allerdings analytisch ist das nicht so klar.
Weiter vereinfachen kann man das Problem nicht.

Die Drehimpuls und Energieerhaltung sorgen jeweils fiir eine weitere geloste

DGL.
Berechnung der Bahnkurve () und nicht r(¢), o(t)

Wenn wir jetzt wissen, wie r von ¢ ab-
hangt, dann kennen wir hier genau die
Kurve. zb. eine Kreisgleichung. Wir
wissen aber natiirlich noch nicht die
Zeitabhangigkeit.

dr  d(r(e)) drde

dt dt de dt
dr 7 = ;%(E_Ueff)
dp e
V2
=4 l'uTQ\/E — Uest
Trennung der Verdnderlichen:
dr
dp ==+



/ﬂw—il /T dr’
©o V20 ro TIQVE_ Uerr

Dies ist jetzt die allgemeinste Losung fiir ein zwei Koérper Problem. Das ist
alles, was von den 6 DGLs noch geblieben ist.

Kepler Problem:

U(r) = —; k = konst.
z.B.
1) Gravitationskraft
2) Coulombkraft
Die Bahnkurve des Teilchens hingt empfindlich vom Vorzeichen von x ab.

Zunéachst: k > 0

du, 12 2
f_p F;——g—O = min = —
dr r ur 1
2
K
Ueff(r = 'rmin) Tg

Qualitative Diskussion der Bewegung:

1)
1 .
Erel = El = Erel = Ueff(rmin) = 5/”"2 + Ueff

l

=7=0, @p=—5—#0
HT min
l
= p(t) = —5—t + o = Kreisbewegung mit r = ryin

KT min

18



2)
Erel = Ey Tmin <7 < Tmax
Perihel Aphel
Rosettenbewegung;:
~
ey
Iy
Np=+—— __
Vv 2:“’ Tmin TI? Vv E - Ueff
3)
Era = E3 Tmin <7 < Tmax = 00

Relativbewegung ist unbeschrinkt.

r grof:
l
wr
Bahn ist Gerade
2 2
—(E = Ug) = 4/ —F =V
0 V i
Fluchtgeschwindigkeit.
Berechnung der Bahnkurve fiir U = —£

T ! T
o(r) = l / dr _ l / T
V20 r2E —Usg 21 2 B+ 5

2/“,./2

Substitution:

19



B / v ds
E+’€S_IZZ2 WE 4 2ps g2
Integraltafel:

dx x— 0
\/ﬁz—arccos
v+ 200 —x

—_— fiir 52 0
ﬂ2+’y> ir 5+ >
g="r"

2uk 9 w2k?  2uE
A A A T F
1 _ pk 12
= ¢(r) = arccos r I T | = arccos EE =
(4 + 22) L+ 3F

B_1 12
= arccos . , p=—

4 Kepler und Streuung (05.11.09)

Wir wollen zeigen:

e <1 = Ellipsenbahn

(E<0)
e=1 = Parabelbahn (E =0)
e>1 = Hyperbelbahn (E > 0)

Uaips ‘| '-,I
[\
i\l 0.
en 4|

Ellipse

20



Ursprung in M

2 2
T+l
a b2

Kepler: Ursprung im Brennpunkt, z.B. Fy.
Definition 14.

‘F;P‘ + ’FfP‘ —2% ()

Ursprung F; : 7=FP, €= MF,
= iF—FP=-2 =  FP=2%+F

~ (x): 26+ 7 +1|F] = 2a
= et = (- li)?
AP+ P+ A &7 = Ad+ - Aar
e-r-Ccos @
r(a+ecosp) = a’—e?
a? — e? 1
= r=
a (14 £cosyp)
2 _ 2
= r= P ) b= a4 < ) €= -
1+ ecosy a a

Fir

o N N o 12
FlP‘ _ ‘FQP‘ gilt ‘FlP‘ —a, B 4el= ‘FlP) — a2

b2 a®—¢?
=a2—e?2 =0 ~ P=—=

a 4

1. Keplersches Gesetz bewiesen!

21



http://de.wikipedia.org/wiki/Keplersche_Gesetze
1. Keplersches Gesetz

Die Umlaufbahn eines Objekts ist eine Ellipse. Das Schwerezentrum liegt in
einem Brennpunkt.

Hyperbel:

'Ie"z"'lr nu'!*:xﬁzf:

Ursprung:

Definition 15.

)F;P‘ — ‘FfP‘ — 42
Wobei das + fiir den rechten Ast und das — fiir den linken Ast steht.

— —

Ursprung in Fj : PP =r, FoP=28+7
|2€ 4 7] — |F] = £2a
+ 2 _ 2
O it A
1Fecosyp a a

oben berechnet:

? {<0 fiir k<0
P —

_/Ui_ >0 fir x>0
. 1+2l2E_ >1 fir E>0
- /,mZ_ <1l fir E<O

22



http://de.wikipedia.org/wiki/Keplersche_Gesetze

4.1 Streuung von Teilchen

yiohs
Eﬂr.'ﬁ-ﬂ-—'—'&

Annahme: elastische Streuung: Teilchen verdndern sich nicht.
U1, o= Geschwindigkeiten vor der Wechselwirkung

01, = Geschwindigkeiten nach der Wechselwirkung.
Energieerhaltung:

1 1
9 -2 /2 2
§m1v1 + §m202 = §m1111 + §m2v2

Impulserhaltung:

mivi + maly = m117’1 + TTLQ’l_)é
Zusammen also 4 Gleichungen. v}, ¥, sind zu suchen (6 Grofen)
= 6-4=2 Unbekannte

= Drehimpulserhaltung = Bewegung verlduft in einer Ebene = 1 Unbekannte
= Streuwinkel

Ubergang zu Relativ und Schwerpunktskoordinaten.

1 . .
Eiq = §,LL7_’Q +U(r), E.q =0, tlim U (r(£00)) =0

%1#17’2 t — 400

§m?2 t— —o0

. R S
tlgcnoo Erel o t—lgcnoo QH = {

= |t = || (folgt aus Energieerhaltung)

23



©— Streuwinkel

Lea = 12, l:u‘FX F‘:MF] ‘F’)sina

Es gilt:
b=rsin(r —a) =rsina

b
= 1= prlo]-— = pblv]
P /m dr’
L 2u Jy . TPVE — U
Esgilt O +2Ap =7

@_ﬂ_z_l/“ _a
- 2u ), 7"?VE — U

Rutherford: Heliumkerne auf Goldfolie

K
U=——, k=-qg@<0
r
Integral oben berechnet:
r>0 = 14+ e€cosp >0 = cosp >0

= p1 << mit 1+ecosp; =1+e€ecospy =0

COS 12 = o 7(p1) = r(p2) = 0

Asymptotische Winkel!

24



Es gilt:
1.7T—<p1=27T—((p2+@) = 0=7T+§01—902—@
2. o1 +2(m— 1) =2 = 2T — 1 = 2

=0=nr+p1—pa=m+p1— (2T —p1) = -7+ 2¢

O+ 1 O+ . 0
=@ = = —— = Cos ] = Cos = —sin —
2 € 2 2

. 6
sin — = —
2 €

(C] C] 5 0 ©
1:"27 ‘27:, — (1 2
sin 5 + cos B sin 5 ( + cot 2)
_1_
€

1
= SlIl 2 = 5
/ 6 4 22E
1+ cot? #,iz
,© 2I°E
cot® — =
2 K2
von oben: o -
l=ub b
" |v|2 ~ o2 & wb
E = splv| 2 K2
tzm9 = 1]
2 ubv?

25



5 Lagrange Mechanik (09.11.09)

Bei der Lagrangen Mechanik geht es nicht darum eine neue Mechanik zu ent-
wickeln, die Gestetze gelten nach wie vor. Es ist einfach nur ein anderer Forma-
lismus um die Bahnkurve zu finden. Es gibt Systeme bei denen es iiber Newton
unglaublich schwer ist und iiber Lagrange unglaublich einfach.

Keine neue Mechanik aber neuer Formalismus.

Gut und niitzlich bei Systemen mit Zwangskréften. z.B. wenn man einen Mas-
sepunkt durch eine Stange in seiner Bewegung einschrankt.

Zuerst ein einfaches Beispiel dann ein schweres.

Beispiel 1:

Zwangsbedingung: 22 + 32 = 2

x,y sind nicht unabhingig voneinander. Das System kann sich eben nicht be-
liebig in x, y Richtung bewegen sondern nur auf einem Kreis mit Radius [.

Prozedur zur Losung:

Dies ist wie ein Satz von Spielregeln.

1. Schritt:

Wahl von geeigneten Koordinaten ¢z, ..., gy (verallgemeinerte Koordinaten)
Dies ist wahrscheinlich der wichtigste Schritt.

f : Anzahl der Freiheitsgrade (Mit wievielen Linear unabhéngigigen Koordina-
ten kann ich das System beschreiben.

Beim ersten Beispiel gibt es einen Freiheitsgrad.

Die ¢, a = 1,...,f parametriesieren eine Fliche M im R3(R3Nbei N Teil-
chen) auf dem sich das System bewegen kann.

2. Schritt:
Aufstellen der Lagrangefunktion L(qq4, ¢a,t)

N
. 1. . -
L(Qtn(Ja»t) =T-U= Z imiviz(Qav(Ia) - U(Ti(Qa))
i=1
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3.Schritt:
Aufstellen der Euler Lagrange Bewegungsgleichung.

oL  d L
0qa  dt Oqa

f Differentialgleichungen 2. Ordnung. ¢, und ¢, werden als unabhingig vonein-
ander angesehen (2f + 1 unabhéngige Koordinaten)

4. Schritt:

Lose die Euler Lagrange Gleichungen.

Beispiel 1:

Die Zwangsbedingung ist 22412 = [. Die Kreisgleichung auf der sich das System
bewegen kann.

1. Schritt: Verallgemeinerte Koordinate: ¢:
Verallgemeinerte Geschwindigkeit: ¢

x =lsing
y=1lcosyp
2. Schritt: 1
L:T—UzémEQ—U, U=—mgy

—) . . - e D). [ - - o N - - . - - -
T = 1m#? gilt immer. Bei #2 sind nicht alle Komponenten voneinander unab-
D O
hingig. Wie hiingt ¢ von den generalisierten Koordinaten ab? Dies ist vielleicht
der schwierigste Schritt.

1 m
=gm (3’32 + gf) +mgy = ?ZQ (cos2 (¢) ¢ + sin? () gbz) +mgl cos (¢)

mit
& =1lcos(p)p,  §=—lIsin(p)p
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. m .o .
= L(p,¢) = 513" + mglcos (p)

3. Schritt:
oL [ si
—— = —mglsin
9o g P
oL d OL
oL _ lz . a4 oL l2 .
ER o dtag ¥
E-L:
—mglsinp —ml*p =0
o+ % sing =0

Das ist die Bewegungsgleichung des Fadenpendels. Diese hitte man auch leicht
noch mit Newton bekommen kdénnen. (einfaches Beispiel).

Der 4. Schritt hat jetzt nichts mehr mit Lagrange zu tun. Wegen dem sin ist die
Losung aber schwer. Deswegen betrachtet man nur kleine Schwingungen.

4. Schritt:
sing ~ ¢ = p+wlp =0, wzz%, © = Acos (wt) + Bsin (wt)

5.1 Beweis der Prozedur

Wir machen den Beweis nur fiir ein Teilchen. Fiir N Teilchen siehe [H,R]

NG:

- _ - or
mr = F+ .
\f/ / Ma
Zwangskraft
- OF - or - or
< mi - = VU - — C— 1
" 4a 94 +7 94q W)
——
=0
or

Der letzte Term ist immer gleich null. Pa. ist der Tangentenvektor zu dem
Raum auf dem sich das System bewegen kann.

Nebenrechnung;:
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- ar d m;,af' 7m7;’,£ or
Jdq, dt 0q, dt 9qq,
Da 7= 7(qq, t) gilt:
d or . or
at’ za: 9qs 10T Bt
Daraus folgt:
o _ o
9, Oqp
Bei der Ableitung der Summe muss man beachten, dass nur ein Term beitrigt.
Auferdem gilt:
d or o*r 0%
LRI S
dt 9qq 7~ 04.0qp 0q,0t
0 or . or
50 20 Ot B
_ oy
 Ogg dt
Also:
d -, Or . d Or - or
R L R i
dt (m’"aqa) mr dt 9q, v Jqa
(%) (%)
~ (%) d mi or —mr;'i 8F—im?a?—m?a?
dt dqa dtdq, dt  0qa Jqa
1 d o, 10 4
— "t &jar imﬁan
Hier wurde die Kettenregel angewendet.
_dor or 1
T @04, 0qa’ —
dor oT 90U (7(qa))
~ <**> % 8‘?& aQa B 3qa
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Wieder Kettenregel auf den letzen Term.

d|or ou (aT 8U)_0

dt | 9qa 04q 0qa 0qq
~—
=0
Hier wurde der rechte Term auf die andere Seite gebracht. % wurde aus dem
nichts hinzugefiigt. Das ist mdglich weil nach Vorraussetzung U nicht von ¢
abhingt.
oL d oL
——— =0, L=T-U
0q, dt 04,

= E-L ist dquivalent zu NG fiir ein Teilchen. Dies gilt auch fiir NV Teilchen.
E-L Gleichungen wurden aus den NG hergeleitet.

Beispiel 2:

Pendel mit beweglichem Aufhdngepunkt:

System mit zwei Freiheitsgraden.
1. Schritt: ¢; = z(t), g2 = (%)
2. Schritt: Aufstellen von L (z,, ¢, )

1 1
L:TfU, T:*mll_)’%ﬁ*imgl_}g

2
1 =T, 1= x(t)ex, T = fU@m
Uy = T3, > = 71 + sin péy + I cos e,

y = @€, + L cos (o) p&, — Lsin () pe,

(¢
= (& +lcos(p) ) € — Isin () e,

T = %mlds? + %mz ((i” +1cos () ¢)° + (Isin () W)

1 1
=T = 5 (m1 +ma) i® + 5mal’¢? + mal cos (¢) i
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U = —magl cos (p)

. ) 1 . 1 . ..
Lt & 0,¢)= 5 (ma1 +ma) i® + §m212902 + mal cos () & + magl cos (¢)

Dass L nicht von x abhéngt ist eine Besonderheit. Solche Koordinaten nennt
man zyklisch oder ignorabel. Dies wird wichtig bei Erhaltungsgrofsen.

3. Schritt

g—i =0, g—i = —mglsin (p) &Y — maglsin (p)
oL
— = (mq +ma) 2 + malcos(p) ¢
0%
L—mlg'—&—mlcos( ) &
95 207 2 ¥
E-L:
OL d oL . . ..o
%—E%_+(m1—|—m2)x+m2lcos(g0)go—m2lsmcp =0
oL _ daL——mlsin( ) & — magl sin
9o dop 2 p)re 29 4

— (mal?@ + mal cos (p) & — malsin (@) pi) =0

N (m1 +ma) i + mal ($eos () — ¢?sing) = 0
24 + lcos () & + glsin (p) =0

2 gekoppelte DGL.

Diese hitte man jetzt mit Newton nicht so leicht bekommen. Der L-Formalismus

ist eine Art Kochrezept, um die Bewegungsgleichungen zu bekommen.
4) Lose fiir sin ¢ = ¢, cosp ~ 1
lp+itgr=0 =  i=-(p+gp) (»)
(my +mao) i+ malp=0 = (m1 +ms) (Ig + gp) —malp =0
= mlg + (m1 +ma) gp =0

= @+wip=0
2 g(mi+mo) g
w =— f— =
mql ~~
mi>>ma

¢ = Acos (wt) + Bsin (wt)
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. qg. lw?+g., 1 g (m1 +my

~ (%) =gt g=——rg— 0= 75|~ ( o~ ) 9]
_ g m malg  m2 s me
w?my g (my+mz) my my + ma

d2 mo
L ey ™ ) =0
dt? (17 + mi + meo 90)

mo A ~
mi + mo

4 Integrationskonstanten: A, B, /1, B

6 Lagrange 2 (12.11.09)

Beispiel 3:

N Teilchen im Potential U(7,...,7xn) ohne Zwangsbedingungen.

1) Verallgemeinerte Koordinaten: kartesische Koordinaten. (weil keine Zwangs-
bedingungen.)

2)
1L .
L:T—U:QZmﬁfo(Fl,...,FN)
=1
1 N
1=1
3)

oL 9U 9L U 9L  9U
6.13]‘ (')a;j ’ 8yj N 8yj ’ 82’]‘ 8zj

i, m;j, a3, = MmM;Yj, 9z, = Mmjz;
E-L. Gleichungen:
oL _d490L . . _OU _d_ . _,
8acj dt 8£UJ o 8mj dt 7
@m-i'—i—al =0
77 8(Ej
oL _doL . U _
dy;  dtdy; T By T
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0
— 2220 & mE 4o =0

62’]‘ dt aéﬁj N 82:]‘
Das sind 3N DGL 2. Ordnung.
& mj';'_:} + 6]-U =0 & mf'] = }?'j Newton

Falls als verallgemeinerte Koordinaten nicht die kartesischen Koordinaten ge-
wéhlt werden kénnen, kann L durch den Ausdruck 7 (¢a) , 7 (¢, da) gefunden
werden.

. or;  Or;
mit g =) Mg oy,

i=1

E-L kann als Variationsprinzip formuliert werden.

6.1 Hamiltonsches Prinzip

Theorem:

Prinzip der kleinsten Wirkung (Hamiltonsches Prinzip)

Ein physikalisches System werde durch die verallgemeinerten Koordinaten q,, a =
1,..., f und die Lagrangefunktion L (g4, da,t) = T — U beschrieben.

Die Bahn im Konfigurationsraum habe ein Anfangswert ¢,(¢1) und Endpunkt
qa(t2)
Die Bewegung im Konfigurationsraum verliuft so, dass das Integral
ta
S = ; L (qa(t), da(t),t) dt

extremal wird. S heifft die Wirkung des Systems.

Beweis:

% £ ity 4 11
g >
oy £ "
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Man betrachtet kleine Variationen dq, der Bahn im Konfigurationsraum ab 0

Ga — Ga + 9qq mit RB 0qa(t1) =0 =8¢, (t2)

S (qa +0q,) =

to
/ L(Qa+5Qaaqa+5(jaat) dt
t1

a=1

ta
b2 oL d 8L oL
5= [ it (gron—(Gag ) m) + X gom|
to
:>6S:Z/ <8L _ 4oL
a t1

oL
6(]11 dt 8qa> 6qadt + Z aq.a (5Qa(t1) - 5qa(t2)) =0
=0

=0
Satz 7. L ist nicht eindeutig bestimmi.

t f f
2 oL oL
S+46S = / dt | L(qq,qa,t) + —0qq + —0(q
Taylor J4, < (q 9 ) Z 86]@ e (12::1 6Qa 4 )

L'=L+ df(q7t)

_ of 904a of
C{t_L—"_za:(aqa. >_|_

ot ot

hat die gleichen E-L Gleichungen.
Beweis 1:

to to to
S’:/ L’dt:/ Ldt+/ a—fdt
t1

£y . Ot
=S+ flalt2)) = f(a(t1))

tragt bei Variation nicht bei

Beweis 2:

Priife explizit, dass E-L unveréndert bleibt.

oL’ L 2f ) 82 f
= — 4 a +
daqp  Oq za: (3qa3qbq Dqp0t
oL 9L  9f(q.t)
gy Ogo Oq
d oL d oL 0% f 0*f .
ﬁ%—ﬁwfm@+§QMM@
E-L

Noether-Theorem:
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Wenn L invariant ist unter einer infinitisimalen Koordinatentransformation ¢, —
4, = qo +0qq, d-h. L(qa,da,t) = L(q,,q,,t), dann existiert immer eine zugeho-
rige Erhaltungsgrofie

f
oL d
0= E — d.h. ilt: —0 =
2 aqbéqb, es gi dt@ 0

Linearitdt bedeutet:
L (q:L7 qz;) =L (Qa, ‘ja)
Das Noether-Theorem wird in beide Richtungen angewendet:

Angenommen Sie suchen die Lagrangefunktion des Universums, sie beobachten
eine Erhaltungsgrofe, z.B. die elektrische Ladung. Dann bedeutet das, dass diese
Lagrangefunktion eine entsprechende Symmetrie haben muss.

Oder umgekehrt:

Sie entwickeln eine Theorie, schreiben die Lagrangefunktion fiir diese Theorie
hin und beobachten, dass diese eine Symmetrie hat. Dann bekommen Sie eine
Vorhersage, mit der Sie zu einem Experimental-Physiker gehen kénnen, der
iiberpriift, ob die vorgegebene Grofe wirklich zeitlich konstant ist.

7 Symmetrien und Erhaltungssitze (16.11.09)

Dies spielt auch in der heutigen Forschung eine wichtige Rolle. Es sieht im
Augenblick so aus, als wiirde die Natur bei sehr kleinen Entfernungen immer
symmetrischer werden. Das zentrale Theorem ist hier das Noether-Theorem.

7.1 Beweis Noether Theorem:

Invarianz:

Die explizite Zeitabhingigkeit spielt im Augenblick keine Rolle.

L (Qaa (ja) = L (qZN q;)
L (Qa + 0a; Ga + 5(ja)

. oL oL .
= L(Qaa‘]a)+Z£5Qa+2£5%1+0(5q2)

0qq

a

oL oL d
0= E (5—0Ga + T—&Ja )
N———



OL d OL d
;‘O—Z(aqa ‘@a@)éq@*a@
@ ——
=0

e

= —=0
dt

Dies gilt nur, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind, was genau auf
der Bahn der Fall ist.

Wir haben den Beweis jetzt nur fiir eine infinitisimale Transformation gemacht.
Deshalb konnten wir eine Taylor-Entwicklung ansetzen.

Spezialfall:

L héngt nicht von einem bestimmten (festen) g, ab (Also z.b. fiir g5). Solche g,
heifsen zyklische Koordinaten. Dann gilt:

oL
0qa

Man hat also sofort eine Erhaltungsgrofe gefunden.

d oL

0 ey
dt 94a

Definition 16.

0L
‘T 94a

heifsen verallgemeinerte Impulse.
Satz 8. Fiir jede zyklische Koordinate q, ist der zugehorige verallgemeinerte

Impuls P, erhalten, d.h. %Pa =P, =0

Was ist die zugehorige Symmetrie im Noether Theorem?

Antwort: Raumtranslationen.

QG%(L,;:C]Q'FCa cqe €R

Wenn das System translationsinvariant ist, dann muss eine solche Symmetrie
vorhanden sein. Dies gilt aber nicht unbedingt fiir alle a. Bei Noether gilt immer
ganz generell, dass man nur eine bestimmte Koordinate betrachtet.

Und die zugehorige Erhaltungsgrofie ist

oL . .
O =——0q, = Pycq ~ P,, =P, =0
94a

Falls L invariant unter gleichzeitiger Transformation aller Koordinaten (alle mit
der gleichen Konstanten), also

o >y =¢a+c VYa
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oL
0= —c=cy PB~P Gesamtimpuls
ST p
(gilt immer, wenn keine dufseren Krifte angreifen.)

Beispiel 1:
Freies Teilchen, d.h. U =0

1 . 1
L= gmi* = om (i® +3° + 2%)
L ist invariant unter
r—=r=x+ ¢ = =3 =
—~
€R
z und y entsprechend.
oL .
P:E = % = mx,
(z,y, 2) sind zyklische Koordinaten. 2% = ... =0

Jetzt sagt Noether, dass die zugehorigen Impulse erhalten sein miissen.

=P=mif=0

Beispiel 2:
Kepler
1 : 1 :
L _ - 2 - 2 v
2m1r1 + 2m2r2 + |F1 — F2|

Jetzt steht (x,y, z) explizit in der Lagrangefunktion. Das heifit, man kann jetzt

nicht mehr eine einzelne Translation durchfiihren. Daraus folgt, dass keiner der
Impulse im Keplerproblem erhalten ist. Allerdings kann man eine Translation
von 71 und 75 um den selben Faktor ¢ machen.

invariant unter

— —

= —

1 o = rp+c o o .. .
g o o ¢|fi—72] st invariant
Ty — T = ¢

P= Z 13a ist erhalten ﬁ =0

= Der Schwerpunktimpuls ist erhalten.

Satz 9. Wenn L nicht explizit von der Zeit t abhdngt, d.h. %—f =0, dann ist
die Energie erhalten.
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Beweis.

E=T+U=2T-1L
T ist quadratisch in

ff
o 1 IT'= Z Zgab(q)QaQb
a=1b=1

Jetzt nutzt man die Homogenititseigenschaften. D.h. wenn man eine Funktion

hat, in der nur ein Monom vorkommt. z.B. nur quadratisch, dann erfiillt das
eine bestimmte Identitét.

Z ch_qT = Z qe Z Z Jab (5ac4b + Qaabc) Z_Za = dac
c ¢ c a b ¢
= Z qc Z (Jc (Z gchb + Z qagac>

Jetzt wird einfach der Index der a Summe umbenannt. Das geht, da das zwei
mal exakt die selben Summen sind, wenn man sie ausschreiben wiirde

= ; ; (jcgab(jb + qc(jb\jl:,:/
=2 Z Z gcbdcdb =2T
c b

dE d (27) d I
dt dt dt
Jetzt wird beim zweiten Term die Kettenregel angewendet. Aufserdem muss

man beachten, dass U nicht von ¢ abhingt. D.h. % = %
d . oT
_%@%@)gbﬂcz%%
BT =0
9qc

oT d 0T
-z@c-+%%) z%% za%
. d 0T oL d OL oL
- S (o 50) = 2 (g~ o)

dt aQC 9 dc
—_—

=0E-L
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Das heifst also, wenn L nicht explizit von der Zeit abhingt, also translations-
invariant beziiglich der Zeit ist, dann gibt es eine zugehorige Erhaltungsgrofie
und das ist die Energie.

7.2 Drehungen:

Symmetrietransformationen lassen sich mathematisch als Gruppe auffassen.
Das Gebiet der Gruppentheorie spielt noch eine wichtige Rolle.

Koordinatentransformationen die |#] invariant lassen.

3
To = Th = E Rapry, 7= E T0Co
b=1

a=1

D.h. 7/, ist eine Linearkombination der alten 7.
mit

3 3

! !
E TbTb:E rara=2 E E RopryRacre
b=1 a=1 a b c

Was ist die Bedinung an R, so dass der Betrag von 7 erhalten bleibt?
g g

= Z Ry Roc = 5bc

denn dann gilt:
Z Z Z RupyrpRacre = Z Z Tb’rc(sbc = Z TbTb
a b c b ¢ b

bzw. in Matrixnotation:

RTR=1
mit
Ry Ryp Rz
R=| Ban

d.h. R ist eine orthogonale Matrix.

Von wie vielen unabhéingigigen Parametern hingt R ab?
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R hat 9 Komponenten (Matrixelemente) und erfiillt 6 Gleichungen.
(RTR)T =RTR = RTR ist symmetrisch

= R hat 3 linear unabhéngige Matrixelemente also 3 Drehwinkel.

Drehung um z-Achse

_J.I
Ya =* -
d
|
y 2=z

Polarkoordinaten:
T+ iy =rcosa+irsina =re'®

o' iy =re’ @) = (z +iy) e = (x4 iy) (cos g + isin )

' = xcosp—ysinp
" = zsing+ycosp
2 = 2z
' cosy, —sinp, 0 T
=4y | =| sinp, cosp, 0 y
2 0 0 1 z
R
Priife: RTR, =1
Analog;:
cosp, 0 —sing, 1 0 0
R, = 0 1 0 , Ry=1 0 cosp, —sing,
singp, 0 cosyy 0 singg; cosy,
Infinitisimale Drehungen:
cosp ~ 1, singp ~ ¢
1 —¢ 0
= R.=| ¢ 1 0
0 0 1



57 = &, X T

Drehung um beliebige Achse 7 : o= i X T
3
L
0 = g”;a 5ra:go2mfa(ﬁxf’)a
a:lv a

= @m?-(ﬁXF)chmﬁ-(FxF’)

—
L
= il ~ il
e d_ -
o0 =  Zig-L=0
dt a’"’

D.h. Wenn man ein rotationsinvariantes System hat, dann ist genau die Kom-
ponente des Drehimpulses erhalten, um die gedreht wird.

Wir haben heute gemacht:

e Translationen im Raum = Impulserhaltung
e Translationen in der Zeit = Energieerhaltung

e Drehungen im Raum = Drehimpulserhaltung

8 gekoppelte Schwingungen (19.11.09)

Dies ist der erste Schritt zur Feldtheorie. Aus diesem Themengebiet kommt
fast sicher eine Aufgabe in der Klausur.

> X%
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x1 = Ilsin(¢1)
y1 = lcos(p1)
xe = Isin(p2)+d
ya = lcos(p2)

ohne Feder:

1 1
T=T+T=5m (&3 +97) + 52 (43 +93)

1 . . . 1 . . .
=5m (l2 cos? (1) @3 + 12 (—sin (p1))” w?)+§m212 (cos® (p2) @5 + sin® (p2) ¢3)
1 . 1 .

— imllch? + §m212¢§
_ } 12 (2 4+ o2
=5m (<P1 + @2)
U = —mgy: — mgys = —mgl (cos (¢1) + cos (2))

1 1 1
= —mygl (2 — et - 2@%) = 5mgl (91 + ¢3)
p12<K1

1 1
L=T-U=jmi (¢} +¢3) - 5mgl (¢} +¢3)

Mit Feder:

zusatzliche Kraft:

Fy=k(x1— (z9—d)) & = —VoU = =V, U

k
U = 5(&?2—6[—561)2
k
= §(lsin<p2—lsin<p1)2
Ei?
= 7(902—@1)2

1 . . 1 k
Linit = §ml2 (p1— p2)? — 3l (e = 02)? — §l2 (p2 — ¢1)°

E-L-Gleichung
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oL
~— = —mglpy + kI* (p2 — ¢1)

3@1

oL

87902 = —mgl(pg — kI? (@2 - 901)

oL

oL l2 . i l2

RES mt-pq PES me-p2

OL  d 8L
880172 dt 3gb1,2
& { —ml*@1 —mgler + kI* (g2 — 1) = 0
—mil?@y — mglps — kI (o2 —p1) = 0

2 gekoppelte DGL 2. Ordnung.

Schreiben in Matrixform

d $1 ®1
M =
dt? ( oy >+ (4,02 0 ()
£_|_£ _k
M = l m m
(o
k k
801+<!l]+m P1— —p2=0

Losungsansatz:

0
¥1 P1 iwt 0
= e ,w reell = konst
( i ) ( 8 ) 12

i b\ _ 2 ¥~
dt? \ 2 2

~ (x) —wQ(gh)—i-M(@l):O

P2 P2

0 )
(M —w?1) ( 1 ) £“"=0  charakteristische Gleichung

P2
pré-w -k
A
oder
= 2= > ¢}
Mg =w’p, ¢ = 0
P2
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Gleichungssystem ist in Form eines Eigenwertproblems d.h. w? sind die Eigen-
werte der Matrix M. ¢ sind die Eigenvektoren.

Das Gleichungssystem hat nur dann nicht-triviale Losungen falls det (M — w21)

0 .,
k k
:<g+—w2> -2 =0

I m m2

k k
~ula= gLt
k
W=

Eigenvektoren:

Bestimme ¢, die das Gleichungssystem l6sen.

_k _k 0
(8 ()

0

1

0

2
P1 _ A 1 Fiwst A* 1 —iwit
(s@z)_ﬂ(—l)e Tl )e

B 1 +iwot B* 1 —iwat

4 Integrationskonstanten

Spezialfalle.

i)
B 1 , B* /1 ,
A=A*"=0: #1 - Fiwat —iwat
<s02> ﬁ<1>e +ﬂ(1)e

Es gilt ¢1 = o fiir alle t, w3 = g

Federkraft nicht angespannt. Bewegung wie bei einzelnen Pendeln.



ii)

* ©1 A 1 +iwrt A* 1 —twit
B=B*"=0: - = iy 2 :
(5)-7(4 )= m ()

p1 = —po flr alle ¢

Pendel schwingen entgegengesetzt mit Frequenz w? = 4+ 2% Federkraft ist
maximal.

Diese beiden Schwingungen heifen Eigenschwingungen. Allgemeine Bewegung
ist beliebige Uberlagerung der Eigenschwingungen.

Man definiert Normalenkoordinaten.

Q1 01— P2 1 = 2(Q1+Q2)
Q2 = <P1+802} = P2 = %

Ql :A\@eiwlt+A*\@67iwlt
Q2 _ B\/ieiuugt +B*\/§e—iw2t

=@; und @, sind Koordinaten von entkoppelte harmonische 1 dimensionale
Ostzillatoren.

Dies sieht man auch an den Bewegungsgleichungen:
. k k
»1 + <g+>301—<,02=0
I m m

) k K
wz+<§+)wz—w1=0
m m

(Q1+Q2)+ L <g+:L) (@1 +Q2)—%£(Q2—Q1)=0 (1)
(G-@)+5 (44 5) @-@-5E@+ar-0 @

W+@: G+ (4 5) Q- La =0

W-@: G (S B e ta-o
Qr+wsQ=0 wj=

9
l

. k

Ort+wir=0 wi=942—
l m

2 DGL zweier entkoppelter harmonischer Oszillatoren.
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Normalenkoordinaten entkoppeln die Bewegungsgleichungen.

Was passiert in L?

1 ; ) 1 k
Ly = EmZQ (p1 — 2)° — imgl (p1 — p2)% — §l2 (p2 — ¢1)°

P N2 1. N2
<P1+<P221(Q2+Q1) +1(Q2*Q1>
1. 1.
:§Q§+§Q§
1 1
@%+@%:§Q§+§Q%

1 . . 1 k
™ Lo = g (84 G3) = gmat (01 + @) - 5°8

= L1(Q1) + L2(Q2)
1 . 1 k
L= ZmZQQ% - ngle - §Z2Q%
f} 22 (9 ﬁ 2
= i < 2 <l+2m>Q1

L= L1(Q1) + L2(Q2)
Ly = 1l (@ - w3Q})
4
Ly = mi? (0 - 33)

Lagrangefunktion ldsst sich als Summe von Lagrangefunktionen fiir harmonische
Oszillatoren schreiben.
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9 Gekoppelte Schwingungen 2 (23.11.09)

p3

“p

Kraft auf das a-te Teilchen ﬁa =mgyg €y = —ﬁaU mit U = — 22:1 MaYad

Jetzt geht es darum, die symmetrische Matrix g,; zu bestimmen, die im All-
gemeinen von ¢ abhingen kann. In unserem Fall soll ¢ die Auslenkung aus der
Ruhelage sein.

o f
1 . 1 5.,
T= Z Z §gab<Q)QaQb — Z imal Pa
a=1b=1 pklein @

Go = Tq — (a—1)d = lsin p,, Yo = 1 COS P,

f f-1
1 2
U=- § MagYa + 5 E Ka,a+1 (maJrl + ad — xa)
a=1 a=1

(Gat1—qa)?
1
=_ Z Mmagl cos pq + 3 Z Koot (a1 — 4a)’

Pkl 1
=~
a b

Dies ist eine Ndherung.

L= 333 (Gageds — Mapurs)
a b
miq 0
m
Gab = 1? 2 ms = *madap
0 my
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My, = < > , Hausaufgabe

gap und My, sind konstante, symmetrische Matrizen, die nicht von den ¢, ab-
héngen. Wir wollen hier mit einem ganz beleibigem g und M rechnen.

E-L:

Z (Mabaacqb + MabeCQQ)
b

|~

a

_% Z Mcbqb + Z Mabqa>
b b

1
- 9 ZMC
b
1

a

1
== *5 Z (MCQQ(L + MacQa)

a
- Z Mcaqa
a

+ Z Macqa

QL —
QL —

oL I~ .
6qczzgcaqa

a=1

= E-L:

- ;Mcaqa - % ;gca(ja =0
== Z (9eala + Meaqa) =0 (%)

Losungsansatz:

_ 0 iwt - 2
Ga = q4€ ) Ga = —W (qa

~ (%) : Z (fgcacu2 + Mca) @ =0

a
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algebraisches Gleichungssystem, hat nur dann nicht triviale Losungen wenn

det (M — WQQ) =0 (%)

Polynom f-ter Ordnung in w?.

hat f Wurzeln bzw. f Eigenfrequenzen w(za), a =1,..., f und heifen Ei-
genschwingungen.

Allgemeine Losung:
f
o = Z (A(a)qg(a)eiw(a)t + A*(a)qg(a)e—iwm)t)
a=1

Satz 10. Die FEigenfrequenzen w(ga) sind reell und w(Qa) >0 falls
S Y M 0
a b

Oder mit anderen Worten: Wenn die Matrix M positiv definit ist.

Beweis.

Z (Mcb - W(Qa)QCa) Q2(a) =0

a

- . . . i . O(ar) /7. N . - T i .
Es wird von Links mit ¢.*° (den Eigenvektoren) multipliziert und summiert.

= 33 (Moo = iy ea ) 00 = 0
=33 @I Meagd ™ =l D> D a2 geag?

o 2, ad Y Mg
= W) = 0(a) . _0(e)
ZC Za dc "Ycalc

da T = Z chacha >0 und reell ist.

>0

O

Satz 11. Die Eigenvektoren bilden ein Orthonormalsystem bzgl. der Metrik gqp-
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Beweis:

Za Mab_w(Qa)gca qg(a) -

0
Za Mca - W(zﬁ)gca qg(ﬁ) O
Zc Za qg(ﬁ) Mab - w(za)gca qg(a) = 0
Ec Za q(c)(a) Mo — W(Qﬂ)gca qg(ﬁ) = 0

Zc: Z G008 Mo g0 — Z za: 8 Moy g2

=Mac

= > 0 Meagd? = g0 Meag)®

Wegen

folgt

(“’(Qa) - w?m) (Z > qg(a)gcaqg(a)> =0
a=0: ok
a#p:
DY a2 P geaq) =0
5'52 ZZaabbéab = a1by + agby + - -+
a b
= Z Z qg(ﬁ)gcaqg(a) — 5B

Normierung:
O = 0 e

~ Z Z dg(ﬁ)gcadg(a) = 5@ ()

= Eigenvektoren sind orthonormal.

L in Normalenkoordinaten:
1 .
L= 3 Ea Eb (9abdads — Mabqaqy)

Normalenkoordinaten:

f
Ga (1) = Z Qa (1) qg(a)
a=1

a0



L) = (02~ ,)Q2)

Andere Schreibweise: Matrixnotation:

(*) Ga (t) = ZAaaQa (t) y A= f X f Matrix,

L = % Z Z Qagabq.b _% Z Z anabqb
a b a b

q7-g-q qT-M-q

1. 1
(%) L= 5QTATgAQ — 5QTATMAQ
ATgA =g
d.h. A ist orthogonale Matrix beziiglich g.

ATMA = Mpiag, weil M symmetrisch

10 Lineare Kette (26.11.09)

e gleiche Masse m
e gleiche Konstante k
e N gerade

e betrachte periodische Randbedingungen
aN+1 =01 (90 = an)

Verallgemeinerte Koordinaten:

= L= |:q3 -3 (QaJrl - Qa)2:|

= ZZ (;gabq'aq.b - ;Mabqaqb)

mit
Gab = MOap

o1

q=A-Q



-1 2 -1 0 0
M,y = k 0 -1
.o—-1 0
0 0o -1 2 -1
-1 0 0 -1 2

E-L-Gleichung;:
m(ja + Z Mabqb =0
b

Ansatz:

Go =™ = (—mw®+ My)q) =0

Eigenwerte als Losungen von det (M — mw21) =0.
Eigenvektoren erfiillen

Z (Mab - mw(Qa)(Sab> QI())(a) =0
b

Ansatz: ‘
@ = ettrd mit p = konst
= ZMabqg =k |:7€i(a*1)pd + Qeiapd _ ei(a+1)pd] _ keiapdpw
b —2cos(pd)
S Mud) =l (2 — 2c0s(pd))
b

= 2kq® (1 — cos(pd)
| ——

2sin? ( %d )

= 4kqsin? (])2d>

— Z <4ksin2 <;z)2d) 5abqg>

b

erfiillt die Gleichung fiir die Eigenvektoren mit

4
wf, = Eksin2 (?)

Randbedingungen:
N =a v =g e T = e
eNrd — 1 = szin newz
Nd'”’
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Fir p=£Znund p’ = 2% (n + N) gilt

oy ) . )
6sz d_ eszdezl:z27rb _ eszd

= Nur NV verschiedene Eigenvektoren, wahle

N o< N
<t
27 72
9 4k . 5, /mn . . .
= w,, = —sin (W) Dispersionsrelation der ebenen Welle
m

Normalenkoordinaten Q,,(t)

Eigenschwingungen:
i2lan _iw N N
Gat) =X et — T <n< o
asm°
n=0w, =0 —1 Lésung
1
1
¢ = ) = konst
1
1<Inf<¥-1: 0<w,< % — 2 Losungen

q(n)O, (q(n)o)

+1
Insgesamt:

N
142 <2 — 1) +1=N komplexe Eigenschwingungen

Die tatséchlichen Auslenkungen g, (t) sind reell und kénnen geschrieben werden
als



mit

Q-n

=Q Q_y = (Qg) =Qx
@, periodisch mit
Periode N

Um L(Q, Q) zu berechnen, brauchen wir:

a=0

Fiir 2 = ¢! ¥ (n=m)

N-1
E ei%’(nfm)a
a=0

1—2N . .
= (geometrische Reihe)
— X

1 ez27r(n7m) 7 0 .n ?é m
| —o%em | N ,n=m

= Noum
N

_ Zei%"(a—l)(n—m)
a=1

N
_ Zeizj\?a(nm)) efi%(nfm)

N
i 2m
= 2 :ezﬁ(n—m)a = N&pm
a=1

m .5
"
N N
RS Qn Qe FmeiFa
2N a p=—=>N|—_N
2 2
B X0 (e
n l a
Nén, -1
m .
EZQnQ—n
T
m 2

o4



—_

N N
U = *ZZ abqaqb

a=1 b=1

= e Y M@ F e
a b n
- T T (T e
n l a
—

27

2 k3
Sy widape' N

- S Y 00u (D)
n l a

Nén, 1

[\

= ZIQn

w2

2

2
~2 i)
Achtung hier gilt Qfg = Q%
Jetzt Q, = R(Qn) +i3(Qn) einsetzen. (N Freiheitsgrade)

C~22n—1 - ﬁ%(Qn)

10.1 Ubergang zum Kontinuum

Limes d — 0, N — oo, mit L = d- N fest (Lange), % fest (Dichte), d - k fest

Def:
x =a-d= Ort des Massenpunktes

Auslenkung des Massenpunktes
Ga — q(z) = .
am Ort z aus seiner Ruhelage
mit den bisherigen Ergebnissen:
b= E o
da - m Ga+1 Ga—1 da
k:
= % q(z +d) + q(z — d) — 2q(x))
x—i—d T (x)—q(xz—d
_ L —q(x) _ ¢ 3 )
m
- 52 2
d—0 —q mit v? = — = konst
5 m
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= Im Kontinuum:
0?q(w,t) _v262q(x,t) —0
ot? or2

Wellengleichung in 2 Dimensionen

Gleichung der Schwingenden Seite!
Losungen:

1. d’Alambert’sche Losung:
PGPy (2L 0NN,
oz U922 )17 at " Vox )\t Yor )1

= q(z,t) = qr(z — vt) + qr(x + vt)

mit beliebigen Funktionen gg, qr,

0 0 , /
(& n (%) Gr(z—vt) = gy (~v)+vgp=0

0 0
(875 - v%) qL(z+vt) = 0

Die Wellengleichung ist erfiillt. Physikalische Intuition: rechts- bzw. links
laufende Welle.

2. Bernoulli Losung:

(PN L (PR L
oz ) 7T~ \922) n
—_—

Losung;:

f = ficos(kvt) + fosin(kvt)
hy cos(kxz) + ho sin(kx)

>
I
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Randbedingungen:
z.B. hz=0)=h(x=L)=0

=h1 =0 sin(kL) =0

Jetzt unendlich viele Lésungen.
> nma
t) = n({——- nt i nt
= q(x,t) nz_:lsm( 7 ) [f1 cos (wnt) + f2sin (wpt)]

mit

_ nmv
nT Ty
Dies ist eine stehende Welle. (f1, fo werden durch Anfangsbedingungen
festgelegt)

11 Starre Koérper (30.11.09)

Starre Kérper = niherungsweise unverformbare Korper

Newton: aufgebaut aus Massepunkten (Atome) mit konstantem Abstand

2 Koordinatensysteme:

1. Laborsystem

—

2. Korperfestes KS



Ortsvektor jeder Teilchen in K

—

Ft)= R(t) +b(t)
~—

Schwerpunkt
3 .
b(t) = Z biei(t) b; =0 (Unverformbarkeit)
i=1
ausgerichtet im Laborsystem:

3 3
é;(t) = ZKiji(t) = KJ‘ = Z é'lezjl
j=1

k=1
mit
3
—1
Z Dyj Dji = dix
j=1
i€ = 0
3 3
- (S ()
j=1 k=1
YR DD
PR ——
=0,
= 2_DsDi
j
T
= > DDy
j
Matrixnotation

1=D"D
KS sind durch zeitabhéngige orthogonale Matrizen verbunden.
Es gilt:
%ZDMDM = Z (Dkkaj + Dkkaj) =0 (%)
k k

Definition 17.

Wwij = ZDkkaj — (**) : wji + wij = 0
k

a8



= w;i; = —wj;, d.h. w ist antisymmetrische 3 x 3 Matrix

0 Wiz w13
w = —W12 0 W23
—wi3 —wo3z 0

Definition 18. Der Vektor
Q=3 )
1
mit
M = —wes, Qo =wiz, U3=-wi
heifft momentane Winkelgeschwindigkeit

Satz 12. Es gilt

é;;:QXCi

Beweis.

€1 = €2 Wwo1 +€3 w3
~—~ ~—~
Qg 792

analog €a = Q) x €3, €3 =1 X €3

Physikalische Bedeutung von Q:



F-—‘
T
B(t -+ dt) = b(t) + bdt
0= 0 fi(t)
L ~—

Betrag der Winkelgeschwindigkeit TOmentane Drehachse

Falls Q =0 = Rotation in Ebene

Korper aufgebaut aus N Teilchen (Atom)
Orstvektor des I-ten Teilchens

fr=R+b; I=1,...,N

Es gilt
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2.
(ngl)zzs?z?%—(ﬁ 5,)2
Einsetzen:
T = *Zm]RQ + (Zmﬁ;) (ﬁ X Q) + 1ZTn[ (QQZ_)? — (Q E[)2>
I I I
=0
L1 o1 L .
M:;mz : R:M;mzI:M;mI(R—&-bI):R-l-M;mIbI
:>Zm151:0
I
ST =T, + T | Ts:%MJ%?

T = 5 o (95 - (957))
I

Andere Schreibweise fiir T;.o;:

3 3 3 3
Trot = % Z mr <Z Z QiQkaik> b3 — (Z Qibu) (Z kalk>
T i—1 =1

i=1 k=1

>, 20, =02 =0-b;

= % Z Z me (5?5% - inbIk) Q:Qx
i kT

1 3 3
= Tror = 5 ; kZ:l IiinQk

N
Ip =Y my (%&k - bliblk) = I
=1

L, ist eine symmetrische 3 x 3 Matrix und heifst Trégheitstensor I, =0
Bei Kontinuierlichen Masseverteilungen gilt:

—

M:/ p(b)d*b p(b) = Massendichte
K
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Liy = / p(b) (525ik - bibk) a3
K
Bemerkungen:

1. Rotation um feste Achse 7@ mit ¢ = Q(t)i, 7 =0
Toot = = 3N Linin? = + 1,02
rot 92 - - 1 1 9 n

mit Iy = Z Zfiknink
ik

heifit Triagheitsmoment beziiglich 77

2. Jede symmetrische Matrix l&sst sich durch eine orthogonale Matrix dia-

gonalisieren
é‘li = ZRijéj aus é; . é¥n = (Sm fOlgt
J
= RTR=1
= R ist eine orthogonale Drehmatrix
€ =D Rl =D Rjd,
k k
G- Y00~ Y ankd - Yo
i ik k
mit
Q= ZQiRﬁ Q= Z Q) Ry
i k
13,3
= Trot = 5 Z Z IlleQm
=1 m=1
13,38
= 3 SN I (Z Q;Rkl> (Z Q;Rim>
I=1 m=1 k i
1 3.3
= Y Sne
k=1i=1
mit
3 3
Il,m' = Z Z Ryl Ri,
=1 m=1 RT
Matrixnotation
I' = RIR"
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Satz aus der Mathematik: Jede symmetrische Matrix lisst sich durch eine or-
thogonale Matrix auf Diagonalform transformieren, d.h. es existiert ein R mit

I 0 0
I'=|( o 1 o |, I,=Ibu
0 0 I

I, I, I, heiffen Haupttriagheitsmomente. Dies sind auch die Eigenwerte der Ma-
trix . R ist aufgebaut aus den Eigenvektoren von 1.

Sp(I') = ;L;k — Sp(RIR") = Sp(l@zT;E) = Sp(I)

Beispiel: Hantelmolekiil

Schwerpunkt
= miby +mabo -
R = -0
M
51 =21€,, by =129€,, =21 — 29 2 = %l
=
R:ﬁ(mlzl—kmg@)éz:ﬁ 2= -]
N
Ly = Zml (Z;%Ik - blib1k>
=1
2
Iy = Zmz (/bi +b§2 +b%37 br, /bkl)
=1
2
=
= mlzf + mgzg
mims o 2
M o
1 0 0
>T=p?l 0 1 0
0 0 O
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12 Drehimpuls starrer Kérper (03.12.09)

by X mrb; (koperfestes KS)

M=

I=1
letzte Vorlesung:
b[ Q X b[
O- momentane Winkelgeschwindigkeit

~ L= b x (GxE)

i
= E = Zm; ((l_)?)ﬁ — (51 . ﬁ) g[)
I
3 3
=> my <Z b[,z‘bl,i) >, - <Z bI,iQi> (Z bI,l€l>
I i=1 i !

. =

b2 9] b€ by

Q;€10ik

{‘;‘-Jl
NIE
Mm

b
I
-
.
I

1

I (Z Z ZbI,jbI,jQigléil - ZZ bLibI,lQia)
i1 i

[
-
3

J

ZZ (Z br,jbr,;0u — br sz1) Qe
ZZ (bl il — bI,ibI,l) Q;€
1

2m
2

i
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= L= Z Z[ilﬂié} L= Zlilﬂi
PR i

Falls €; entlang Haupttriagheitsachsen, dann gilt
L = Lidy
~AL=LY LSO
falls € entlang Haupttrigheitsachsen.

Bewegungsgleichung;:

=

L -
C;—t =NW@ dukeres Drehmoment (Def. 14)

% = % (ZZEZQ@)
i l
= L;(0E + Q; &
T
Qxe;
é}-f:ﬁ}”:Zi:zl:fﬂ(ﬂié’j-amigj.(ﬁxé’l))

—_——
5 -
it 3-(& %))

= Ni(a) = le]Qz + Z ZIzIQzQ . (é} X gj)
i i1
Falls €; entlang Haupttragheitsachsen

Lij = Lidij

8% N;a) = IlQ] + leglﬁ . (é; X é})

N1(a) = L + L0 - (€2 x €1) +12%0 (€5 x e1)
N——

. —
—& &
Eulersche Kreiselgleichungen:
N = [0+ (I3 — L) Q0
N = LG+ (I — I3) 09y
N = IQs+ (I, — )
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Kriiftefreie Bewegung: N\ = 0

I—1I,

O+ 20 = 0
1

. -1

O+ 2200, = 0
I

. L1

Q3+ 2 19192 == O

Losung durch elliptische Integrale (siehe Landau Lifschitz)

o= 5 20 I = 3 312

1 L?
Trot - 5 - Tl
d )
%Trot = ZLQzQz = (Is— L+ —I3+1,—1;)=0

Bewegung in nicht-Innertialsystemen (NIS)

Innertialsysteme der Newtonschen Mechanik sind alle KS die sich gleichmafig
gleichférmig gegeneinander bewegen (oder rotiert sind), so dass die Newton
Gleichung mi = F gilt.

S\ - ? (__L-S]l
=y - h'd
(> S
!
JE4v,

>

In (IS)’ sind Koordinaten " = 7+ ot + 7

mi =mir=F

rotiertes KS:
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b; # 0 im Unterschied zum starren Korper!

Bewegungsgleichungen im NIS:

F=R+1b
E:Z(bie}+bi & )=0+Qxb

¢ Gxe;
E:Z(Bi@+6ié'i)+ﬁxg+ﬁx b

N
L
1

a:= Z bi€; Beschleunigung im NIS
Newton Gleichung im NIS:

—

F:m%’:mé—i—mg
:m[ﬁ+{i+2§xﬁ+§x5+ﬁx <ﬁ><5>]
#m&zﬁ—mﬁ—?mﬁXU—mﬁxg—mQXﬁxg

Scheinkrifte

mé : Tragheitskraft der Translationsbewegung
ml x b: Tragheitskraft der Rotation des NIS
mel x (ﬁ X 5) : Zentrifugalkraft

2m$ x = Corioliskraft
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13 Teil 2: Elektrodynamik (07.12.09)

bisher: Berechnung von #(t) aus mi = F
jetzt: Woher kommt die Kraft F , wie wird sie iibertragen?

In der Mechanik haben wir die Kraft einfach hingenommen. Die war vorgege-
ben. Dann haben wir die Wirkung der Kraft auf das Teilchen ausgerechnet. Jetzt
interessiert uns die Beschaffenheit der Kraft und wie wird sie iibertragen. Diese
Frage stand auch fiir die Entwicklung der Maxwellschen Theorien im Vorder-
grund. Uns interessieren aber nicht die mechanischen Krifte. (z.B. Federkraft).
Sondern Krifte wie bei der Gravitationskraft.

z.B:

e Gravitationskraft zwischen 2 Massen m1, mo an den Orten 7,75

my, ma

F;:—KZ = (Fl_FQ)

~ 3
|’I"1, _T2|
e Diese Kraft haben wir als empirisches Gesetz einfach so hingenommen.

e Elektrostatische Kraft zwischen zwei Ladungen ¢1, g2 an den Orten 7, 7

F= o 2 (7 = 72)
|r17 _T2|

Zentrale Idee: Ubertragung der Kraft durch Felder.

Man unterscheidet

1. skalare Felder T (Z,t) : R* = R (Z,t) —»T z.B. Temperaturfeld.

2. Vektorfelder E (Z,t) : R — R? (Z,t) — E z.B. elektrisches Feld.
Magnetisches Feld B (Z, t)

3. Tensorfelder (z.B. Gravitationsfeld) — ART

Man ordnet jedem Raumpunkt eine Matrix zu.
4. Spinorfelder (Materiefelder)
Auch Materie lasst sich in der Quantenmechanik als Felder darstellen.
3 und 4 sind fiir uns nicht interessant.

Achtung:
T = xé +yé, + ze parametrisiert den R?

# (1) Ortsvektor der Teilchen
insbesondere gilt: & # Z(t)
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Kraft F auf eine Ladung ¢ am Ort 7 mit Geschwindigkeit ¢’ ist:

Fp = q(E(f,t)+“ xé(f,t))
C

= (t)

Aufgabe der Elektrodynamik: Berechne E (Z,t) , B (&, t) aus den Maxwell-Gleichungen
fiir vorgegebene Ladungsdichte p (Z,¢) und Stromdichte j (Z,¢) :

-~ = 0B -
VxE+ wr 0
V. B — %p (7,1)
V-B =0
VxB- 3% = i@
C% = gopo Naturkonstanten.
8 gekoppelte, partielle DGL 1. Ordnung
zunachst Spezialfall: Elektrostatik
~ - OE 0
d.h. es gibt nur E (), p(Z)
Maxwell Gleichungen der Elektrostatik
VxE = 0
VE -

Der erste Schritt ist jetzt die allgemeinste Losung dieser vier Gleichungen hin-
zuschreiben. Dafiir miissen aber zunéchst ein paar Methoden entwickelt werden.

Aber wenn eine Symmetrie im System ist, dann vereinfachen sich die Rechnun-
gen. (Besonders wichtig fiir Klausur.)

Bei symmetrischen Ladungsverteilungen lisst sich E oft mit Hilfe des Gaufschen
Satzes finden.

Satz 13.
/6-2&/: AdF =d
14 F=0V

V = Volumen F =Randfliche von V |, F = Fi Normalenvektor auf F zeigt
nach aufen. =
® » = Fluss des Vektorfeldes A
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Anwendung auf Elektrostatik:

. E_L
€o
V.-EdV = | EdF = — /pdV
\% F €0 \%
——
Gesamtladung

= qv = 60/ E.dF Gaulssches Gesetz
F

Beispiel 1:

Kugelsymmetrische Ladungsverteilung: p(|Z])
E(Z]) = E, (|2)) @, Uy = = radialer Einheitsvektor

Berechnung in Kugelkoordinaten: (z,y, z) — (r,0, ¢) 0<p<2r0<O6<

Volumenelement:
dV = dzxdydz = Jdrdfdy

J=1r%sind

R T 2 4
/ dVv = / / / r?sin Odrdfdy = —TR?
Kugel r=0J6=0J =0 3

Abkiirzung: d§) = sin 0dfdp
/ dQ) =4rw
F

14 Lo6sung der Poisson Gleichung (10.12.09)

Elektrostatik: .
. OF ap
J ot ot
Die Maxwell Gleichungen vereinfachen sich in dem Fall zu 4 (341) Gleichungen:
VxE = 0
v.E = 2
€0

In der letzten Vorlesung wurde der Gaufsche Satz eingefiihrt. Dieser findet
sich auch in der 2. Gleichung wieder. Da dieser Satz etwas aussagt beziiglich des
Randes eines Volumes, ist er immer dann hilfreich, wenn man eine grofse Sym-
metrie im System hat. Heute und néchste Stunde wird die allgemeinste Losung
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dieser beiden Gleichungen angegeben. Damit kann man dann jedes Problem 16-
sen. Manchmal ist es jedoch mit dem Gaufischen Satz unendlich viel schneller.
Deshalb sollte man in der Klausur immer erst iiberlegen, ob man den Gaufsschen
Satz anwenden kann.

Losung der ersten Gleichung:

Die erste Gleichung sagt nichts anderes, als dass das E-Feld ist ein Gradien-
tenfeld. Die Rotation von einem konstanten Vektor verschwindet. Deshalb kann
man noch @ hinzufiigen.

E=-Vd+a
da V x V& = 0.

Es gilt ganz allgemein: rot grad ® =0

® ist nicht eindeutig bestimmt:

... eben weil es ein Gradientenfeld ist. Ganz genau wie das mechanische Potential
kann man es um einen konstanten Betrag verschieben. In der Regel (aber nicht
in allen Fillen) legen wir eine Randbedingung auf.

P - d+ec , ¢ konstant

Wenn man die Koordinaten nach unendlich schickt verschwindet das E-Feld.
Die Felder fallen im unendlichen ab, bzw. es gibt keine Ladungen im unendlichen.

|Z]|—o00
Man muss allerdings aufpassen. Denn es ist iiblich bei der Diskussion von
homogenen Feldern anzunehmen, dass man zwei Kondensatorplatten hat, die
bis ins unendliche ausgedehnt sind, damit man keine Randeffekte hat.

E=-Vo ~(2): AD(F) = —@ Poissongleichung
0
2 2 2
A=V -V= 8— + 4 0 Laplace Operator

o2 o 92
= 4 Maxwell Gleichungen sind auf 1 Poissongleichung zuriickgefiihrt (2. Ord-
nung)

Losung der Poissongleichung:

(I):(I)p—I—(I)h, Aq)p:——, AP, =0
———
Laplace Gleichung
Die Losung der Poissongleichung ist nur eindeutig bis auf Losungen der Lapla-

cegleichung.

,A<I>:A¢p+A<I>h:—E£
0

Strategie:
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[u—y

. Finde @, fiir Punktladung

2. Finde @, fiir N Punktladungen (Superposition)
3. Finde @, fiir kontinuierliche Ladungsverteilung
4

. Finde &,

1) Fiir Punktladung ¢ ist ®, schon bekannt.
=———= Coulomb Gesetz

Zp = Ort der Punktladung

- q 1
=—-Vo,, Cp=—— 5=
P P dme |7 — o

Hier sieht man wieder die Analogie zum Gravitationsgesetz

= 1 __ (8=%)
wegen Viz—= = 770 [®

Erfiillt dies die Poissongleichung?
. I Sy
Priife A®, = = fir ©y = 0:
Diese Gleichung sieht zwar einfach aus, ist aber nicht ganz einfach. Damit es
aber nicht unnétig schwer wird, setzen wir die Punktladung in den Ursprung.
q 1
dreg 1’

p

Dies ist Kugelsymmetrisch. Also ist es sinnvoll hier in Kugelkoordinaten zu
rechnen. Entsprechend passt man den Laplaceoperator an.

Laplaceoperator in Kugelkoordinaten:

A 0? +2 0 1 0? 1 02 cosf 0
or2  ror  r2sin200¢? 12002 r2sinf o0

Man kann den Laplaceoperator mit demselben Rechenweg auch in jedem an-

deren Koordinatensystem ausdriicken. Fiir Kugelkoordinaten ist es zwar eine

lange Rechnung aber es kommen keine neuen Rechnung mit hinein.

11 0,01 19r
A = gmg MM i e T 0 A0
~—~

Jetzt stellt man fest, dass man irgendeinen Fehler gemacht hat, denn wir wollten
ja die Poissongleichung iiberpriifen.
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Wir sind hier sehr naiv mit r = 0 umgegangen. Fiir r # 0 ist diese Gleichung
aber sicherlich richtig.

Untersuche » = 0 mit Gaufisschem Satz.

A(A%)dV:/‘/ﬁ.(ﬁ%)dV:L(ﬁ%).dﬁ

r=R

-deQ:—/dQ:—M

r=R
Das Integral muss auf der Oberfliche mit r = R ausgewertet werden. Also
Z|° = R?
1 - . .
= A-=—-476(¥) <+ Diracsche Deltafunktion
r
Definition:

Die Delta Funktion ist definiert iiber den Raum der Testfunktionen.

+oo
Fao) = / 5@ — 20) f(x)de

Dies ist die richtige Definition fiir die Deltafunktion.
d(x — xo) heift Deltafunktion und es gilt:

0 fir x#uxo
oo fiir x=uxg

§(z — z0) = {

Das ist keine richtige Definition. Die Deltafunktion ist eigentlich nur unter dem
Integral definiert. Diese Gleichung ist aber vielleicht etwas anschaulischer.

Sie kann als Grenzwert einer Funktionenfolge geschrieben werden.

Dies ist eine Methode, die die Mathematik benutzt.

3 o
]. 1 (zfz“)2 L
In = V2T Ee e > 2
e x

+oo +oo 2

1 1 (z—zg)

Gndr = ——— e dr=1
oo V2t n /_oo

V2mn
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lin%)gnzé(xfxo) ] ,:t
n— -___Jv‘q \.‘b
_—__IF — ’ —
x

(Rigoros wird dies in der Mathematik der Distributionen eingefiihrt.)

Verallgemeinerung auf 3 Dimensionen:
8@ (& — &) == 0(x — 20)d(y — 0)6(2 — 20)

so dass

“+o0 “+o0 “+o0

fao) = [ [ [ 8@ - G0 oy, 2)dodydz

—oo J—oo J—o0

Wir habe gezeigt:
Al = 47§ (&)
r

zunéchst Poisson:

qu 45

AP = =
dmeg T €0 €0

Fiir Punktladung p = ¢d(%)

Punktladung am Ort Z:

2) N Punktladungen ¢; an den Orten &y, I=1,...,N

N
.\ 1 qr
Superposition: o, = E e ——
4meg — |Z — Zp|

erfiillt

1 1 1
Aby=— N A =—— Y (T — &
P 471'60 a1 ‘.’i"—.’fﬂ €0 a (.I II?[)
I=1 I

=L o= wé@ i)
I
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/ P= Z ar / §(F — Z)dV = Z g1 =Q  Gesamtladung
v

I I
N
= - 1 (¥ —T7)
E=-Vd= qr
dreg ; 17—z

3) Kontinuierliche Ladungsverteilung: p(Z’)

Der Ort an dem man z.B. das elektrische Feld ausrechnen will nennt man #, die
Orte an denen die Ladungen sitzen nennt man #’. Dieser tastet kontinuierlich
die Ladungsverteilung ab.

%@y—li/l@lfy

- 471'60 v |1_,"—.’fl|

Dies ist die wichtigste Formel der heutigen Stunde. Potential fiir eine beliebige
Ladungsverteilung. Mit dieser Formel kann man zu jeder beliebigen Ladungs-
verteilung das Potential an einer beliebigen Stelle bestimmen.

Priife Poisson

Der Laplaceoperator differenziert nach x, y, z. D.h. man kann ihn in das Integral
hineinziehen. Man kann ihn auch an p vorbeiziehen, denn p hingt nicht von &
ab.

_ 1 . 1
—_——

—Ans(Z—7)

1
= AD, = —— o(7)0(7 — 7 )da! = — 20
o Jyv €0
By= i [ @) (8t ) = —vo
P 471'80 v |Li"—.’f,| P
—_——
()
==
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Das ist aber noch nicht die allgemeinste Losung deshalb ein Index p.

, 1 72—z
By= e [ e =
v Z-7

4me 0 x
Das ist die zweite wichtige Formel des Tages. Damit kann man das Elektrische
Feld im ganzen Universum berechnen.
Man muss # und 7’ gut auseinander halten.

Greensche Funktion des Laplaceoperators.

Dies ist ein Standardverfahren zur Losung von partiellen Differentialgleichun-
gen. Dies kann man auch fiir jeden Differentialoperator machen.

Definition:

Die Greensche Funktion G(Z — &) eines Differentialoperators Dy erfiillt

DzG(Z - 7)) =cd(T —T") ,c = Konstante

Die Konstante wird nacher so gewihlt, dass die Gleichungen einfach werden.
Man kann diese leicht in die Definition von G absorbieren.

Satz 14. Mit Hilfe von G werden Differnetialgleichungen der Form Dz® = f(&)

durch
Diese Differentialgleichung ist vom Typ der Poissongleichung.

o@) = ¢ [ @16 - ) + o,
gelast falls Dz, =0

Dieser Satz zeigt, dass die Greensche Funktion von unendlicher Wichtigkeit ist.

Beweis.
1
Dz® = - / (@) (DzG(Z — 7)) d*2" + Dz¢n, = f(Z)
I —_—— N——
c5(Z—a") =0

O

Es sieht so aus, als hétten wir nicht viel gewonnen. Also warum ist das jetzt von
irgendeiner Bedeutung? Man hat eigentlich unendlich viele Differentialgleichun-
gen, denn fiir jedes f hat man eine andere DGL. Mit der Greenschen Funktion
muss man aber nicht jedes mal wieder eine neue DGL l6sen. Wenn man die
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Greensche Funktion kennt, dann sind gleich alle DGLs in einem Schwung ge-
16st. Oder mit anderen Worten: Man hat eine Integraldartellung aller Losungen.

(analog in der Linearen Algebra:)

Die Greensche Funktion ist so dhnlich wie das Inverse einer Matrix. Wenn man
M invers hat kennt man auch jede Losung fiir das f. Bei der Definition der
Greenschen Funktion ist die Deltafunktion so etwas wie die Identitét.

Mo=f = d=M'f

v
Heute wurde die Greensche Funktion fiir D, = A bestimmt.

15 Losung der Laplace Gleichung (in Kugelkoor-
dinaten) (14.12.09)

AD =0 Laplace Gleichung

aus letzter Vorlesung:

A0 20 A 1o 9 1 9
S or2  ror 2’ ~ sinf 06 80 sin? 0 92
Separationsansatz:
O(r,0,0)=  F(r) - Y(0,9)
T T
Radial- Kugelflichen-
anteil funktion

Einsetzen in die Laplace Gleichung:

0%F 2 (OF F
v+ () v+ S (Ay) =
<87‘2> +7’<3r) +r2( )=0
0%°F 1 OF 1 1
2 4y 4 (AY) = = =k
& r3r2F+ T8TF+( )Y 0 a = konstant

= = —«

- ﬁﬁ_y-&a—}? = o = konstant (1)
F Or? For

AY
D2l

1 1 0 npo 102 _ (2)
Y (sinG@Slneﬁ_Fsinzﬁagﬂ)y__a }
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Weiterer Separationsansatz:
Einsetzen in (2):

1 1 0 9] 1 6?
1o . P 4 y — _ o

Za Psm&—ae 51119—60 + Q—&DQQ a (2"
—_———

B=Konstante
1 02Q 0%Q
_ = _— = 0
~ Qo2 v 9p? e
= Q(p) = e*VP¥
¢ ist eine periodische Variable =  Q(p) = Q(p + 27)

= oEVBe _ oEVB(p+2m) o | = oE27VE

= ﬁ _ _,,n27 c7 ej:27rim
= Q) = etime VmeZ
Néchster Schritt: Finde P:

Q~ (2): 1asin08P+(o¢—m2>P:O (2"

sin 6 00 00 sin? @
Variablentransformation: £ = cos#, —-1<¢<1, 0<o<nm
4 _ded el 20 = 1 cos?f =1 _ €2
0" A sm@dg, sin“f=1—cos“0=1-—¢
~ (2"): (—)Qi\/l—@\/l—g?iP—k a—LQ P=0
' dg dg 1-¢
d d m?
> (-8 +a- g P =0
d? d m?
1-€%)— —26— ——— | P(¢) =
o (- 2 ta- g ) PRO =0
http://de.wikipedia.org/wiki/Zugeordnete_Legendrepolynome
m =20 =
(- L ol o] me =0
dg? d¢ “

Legendre DGL
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Losung durch Potenzreihenansatz:

P, = Z a; &P 3 wird noch festgelegt
dP, . g
E D G+ Ba gt
J
d?P, . ) g
& = 2UHAU+B-Daet

J

Einfiigen in die Legendre DGL:

(1= (G+B) [ +B—1)a; P2 =26 (j+B8)a; & +a )y ;7 =0
J J

J

:>Z ~(B+5)(B+j—1) =208+ j) + @) a;¢" 7 + (B+)(B+j — a;&/ 2 | =0

—(B+3)(B+5+1)

= B(B — 1)agt” ™% + (B + 1)Ba:£°~*

+Z{[a_(/8+j)(5+j+1)]aj+(B+j+2)(ﬁ+j+1)aj+2}§j+ﬁ —0
=0

= B(B—1ag=0 = p=0oderl, ag#0 oder (ag=0,p beliebig)
B(B+1)a; =0 = [=0, a; beliebig, oder =1, a; =0
Der letztere Fall wird zuerst diskutiert:

(6+ﬁw+y+n—aw
B+i+2)B+j+1) 7"

Regulédre Losungen sind weiter eingeschrankt:

ajy2? ji=0,1,2,...

X -2

52

‘ = Potenzreihe divergent
J]—o0 CLj j

= Abbruchbedingung:

ajo+2=0 = (Jo+B) (Jo+Bh)—a=0
l I+1

a=11+1), 1=0,1,2,...

= reguldre Losung der Legendre DGL existiert nur fiir
=Ii(l+1) 1=0,1,2,...

Konstruktion der P, iiber eine Rekursionsformel moglich.
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Losung;:
11 d

2 l
?ﬁd?l(f —1' L 1=0,1,2,...

Fi(§) =

Legendre Polynome

Losung der zugeordneten Legendre DGL:

tm| dI™
glm\

@-nt 1=0,1,2,... ,-1<m<lI

P = (-1)"(1- €)%

(=nm ) Iml ditiml
= g U dgrtiml

Definition 19. Kugelflichenfunktionen

Fi(¢)

—|m|)! m m
Yim(0,0) = \/ZELGHE P(cos0)e™e

4

Konvention -1 <m<]

Losung der Radialgleichung;:
F or2  F or
5 O*F oF

W‘FZ 57‘ l(l—|—1)F=0 (1/)

=1(+1)

¢

Ansatz:

Uy OF_U U P U U U
r o  r r2 or2  r 72 73

~ (1) : rU"” — 2U’+g+2U’—l(l+1) =0

U

= U+ =0 (1)

Losung durch Potenzreihenansatz

=> bk, U= k(k—1)bprt?
k

k
A Y (R(E= Db =1+ ) b)) =0
k
¢Z k=1) =1 +1)bpr" = =0
= k(kfl):zaﬂ)
:>k:{1+1
-1
= F} = bjrl 4 ¢jr= (D
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16 Letzte Vorlesung: Laplace Gleichung (17.12.09)

A =0

Losung in Kugelkoordinaten:

@(T, 0, 50) = F(T)Y(e, 4,0)

1 0 0 1 02
ngagbmeag"' 020 02 +IU+ )} Yim(6,¢) =0

%+1U—WI

Yim (0, 0) = T (It |m) !

_P"(cos 0)e™™?

P/ zugeordnete Legendre Polynome

Radialanteil:
or? 0
Fy(r) = bt 4+ er= )] bi,ci €R
= allgemeinste Losung von A® =0

Qéﬂ+maw+n>mmo

n(r,0,0) = Z Z (blmr + U )>Yl 0, )

=0 m=—1

bim, cim € R Integrationskonstanten der DGL (fiir festes [ gibt es also 2(2] + 1)
Integrationskonstanten.

Zusammen mit der inhomogenen Losung;:

47r5 |m— d3 /+Z Z (bl v e (ZH))YZ

=0 m=—1

D=0, + ) =

erster Summand: Ladungsverteilung. Zweiter Summand: Randbedingung.

Dies ist die allgemeinste Losung der Poisson Gleichung:

Ap=-2
€o
Fiir Oberflichenladung gilt:

i (Ey—E) = £
l- (E1 Ez) = 0

In Leitern sind Ladungstriger frei beweglich

=1 Eauf&en = ﬁ’ Einnen =0
€o

=>E1_750, E|‘=0

Man unterscheidet:
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1. Dirichlet RB: ®|gang = vorgegeben
2. Von Neumann RB: 7 - V®|gana = — <

€0

Bemerkung: V® hat Sprung am Rand. ® ist stetig!
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Beispiel 1: Leitende Kugel (Radius R) um homogenen elekt. Feld E = Eyé.
keine Ladung auf der Kugel ®, =0

A® = 0 (auferhalb von Kugel)

Randbedingung ®|kugel = konst. = K

[e'S) l

¢ = Z Z (blmrl + czmT_(l+1)) Yim (0, )

=0 m=—1

1. Schritt:

_MRotationssymmetrie um die z-Achse — ®(r,6), m =0

e /
d(r,0) = Z (b;rl + Tch-l) P, (cosb)

1=0
2. Schritt:
Py
. ~= = 1
lim ®(r,0) = —Epz + Koo = —Egrcos + K, = Zblr P

r—00
=0

= Kooz — EgrPy = byPy + byrPy + byr?Py + - -
Sby=0=by=--- , b =0 fiir [#0,

3. Schritt:
oo C;
(r=R,0)=Kp=) (b;Rl + RM) Iy
=0
/ / - C;
:b0+b1RP1+ ZRH—IPI
=0
N————
ot o +eigrPitch gz ot
1
<
Kgr = 6 + E
Cl
0 = (b’lR—i—Rl2>P1 =0 1#0,1

cy=R(Kr—b))=R(Kr—Ku)
¢} = —b\R® = EyR?
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3
O(r,0) = Koo + R (Kr— Koo) + <E0r+ Eolt ) cosf
r

r2
induziert Oberfichenladung:

o _ _ov
€0 or

Ko — K
= °F + 3Fqycos
r=R R

Gesamtladung:

T 27
Q= / oR?sin0dfdy = 4o R (Koo — KR)
0=0 J =0 T

Alternative Methode zur Losung von AP =0
Methode der Bildladung:

Beispiel:
Punktladung ¢ vor unendlich ausgedehnter geerdeter Metallplatte.

N | g
SR =
1

RB: ®(x =0,y,2) =0 (geerdete Platte)

AD = —%5(5—5?1) x#£0
O(x=0,y,2) = 0
Ansatz:
o 1 L g 1
471'50 |f—fl| 47‘(‘80 |f+.f1‘
Priife: (1)

1 1

2= (A ) LA
dreg |& — #1] drey &+ 4
—_— ——

—An§(T—T1) — 4§ (F+1)
__ 4 - = 5 = 9,
=—— |0(@—-%) - 6T+ 7)) | =——6Z—2)
€0 —— €0
=0 fiir x<0
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(2):

q 1 1
~ dmey \/(x+a)2+y2+22 \/(x—a)2+y2+22 »
Losung;: .
0 ir =«
@ = 1
{ Toms (|a:7:f:'1| \fﬁﬂ) fir =<0

Oberflichenladung auf der Platte

|
L
—r |

'\4 oL

A

O'ZE()T_L"E_Wm:o ﬁ:—em
- —€0E$($ = O,y,Z)
q a

Gesamtladung auf der Platte:

dd
a2+y _’_22)5

17 Multipolentwicklung (04.01.2010)

Gegeben: Beliebige, lokalisierte Ladungsverteilung p(Z) mit
[ beliebig fir |7 < R
MM—{ 0 fir |@'>R

und keine weiteren Leiter im Raum = kein Randbe-
dingungen.

oo (F) = — / pV)f' N P—
dmeo Jiz<r 1T — 7] o
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Wenn Integral analytisch nicht berechenbar, kann das Fernfeld approximativ
berechnet werden.

(7))  fiir 17> R

Jetzt machen wir eine Taylor Entwicklung des Integrals.

Multipolentwicklung = Entwicklung in % <1

[NIE

3 - "
2 2 i
= E x; (1 —a;) , a; = ==, Ti=T1...
— Z;
1=

Taylor Entwicklung in a;

Die allgemeine Taylor-Entwicklung einer Funktion von mehreren Verdnderli-
chen:

f(a-):f(O)-i-ia‘ of +}ZZa~a~ iif + O(a®)
i P g aai a;=0 2 ; - 197 aai 3aj a;=0
Damit ergibt sich
0 1 B z? (1 —a;) _a?
Ba; |7 - ||, _y N s
i i=0 (Zk ;z;i (1 *ak) ) =0
o 0 1 $2(SU 3 x? (1 - ai)
A T= = = —— +35 : + 3 (1 — aj)
da; da; |T—2'[|,,_, re - (Zk z2 (1 - ak)Q) !
aj:O
230ij | o TiT;
R 5 P

22 35 .
zj .’L‘(‘)‘”

|ac—:r’| —|—Z a; 3—|- ZZala]< - 1‘3 >—|—O(a3)
| 3wxjalal,  alal
oA ()

Nebenrechnung;:

12
,r/2

@ 202 2 1 2
g —z—z—z—%xiazi:—g ga:ix'r i
r3 73 7D 7o L rd L £ J J
i i J

%
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Dies ist einfach nur kompliziert umgeschrieben.

%
~ P 1 / p(x) dB,r/

- dmey Jiz<r 17— 7|

1 (o 1 1
P g P TR E 2 Qe

Multipolentwicklung.
mit
Q= /p(f’)dgac’ = Gesamtladung
P, = /p(a':”)x;de' = Dipolmoment
Qij = /p (') (Bzja); — ir'?) d*a = Quadrupolmoment

Dies sind die Multipole. Diese lassen sich beliebig fortsetzen.

Eigenschaften von Q;;:
Qij = Qji

ZQM’ =Sp(Q)=0
= Z / 1% (31‘22 - 5”‘7‘/2) d37“l

= /p (3r"2 =3r") d®r' = 0
= ();; hat 5 unabhingige Elemente

Durch die Symmetrie werden 3 eleminiert und durch Sp (Q) = 0 eins
9-3-1-5

Beispiele:

i) Punktladung am Ursprung p(Z') = ¢d (&)

= &= 4_ Monopol
r

)
S
L
N
|
Q
—
>
—
8L
\
S
~
\
>
—
L
+
S
~
~—
S
I
S
oF
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p(T)=—q(6(F —T1) + 0 (& — @) + 0 (& — T3) + 6 (T — &)

QZO, Pzif/(d(fffl)f)l';dg‘fl
P,=0, Po=-gb(1-1-1+1)=0, P,=—gh(1+1-1-1)=0
Qij = /p (@) (31‘;36; — (5ijr’2) >z’

Qu=—q¢*(1-1+1-1)=0, Q22 =0, Q33 =0
Q12 =0 = Q23 Q13 = —3¢b” I=(D1+(-1)(-1) = —12g0?

17.1 Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten

Je nach Symmetrie der Ladungsverteilung ist dies giinstiger

Fiir 7] > R gilt ALy = —470 (F — &) = 0

-]

In diesem Raumbereich erfiillt % die Laplace Gleichung. Alle Loésungen der
Laplace Gleichung miissen sich in Kugelflichenfunktionen entwickeln.

) l
o 1 =33 (b + S Yinp) e J#> R

R
=0 m=—1
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Jetzt miissen die Koeffizienten by, und ¢;,,, bestimmt werden. Dies machen wir,
in dem wir die folgende Randbedingung auferlegen.

R.B:
im —— =0 = by =0
|| — o0 |$ — |
1 Clm VYA
:>|:f—:v’| ZT1+1}/lm(9,<,0), Ctm = em (11,6", &)
l,m
Da =71 w'l symmetrisch unter # <+ Z muss gelten:

Ji
m = Y (0,¢) (dlmrll + T/lrl

=(=1)"Yim

Man kann genau das gleiche Argument nocheinmal machen. Oben haben wir ei-
ne Entwicklung in & bzw. r, 0, ¢ gemacht. Durch die Symmetrie muss zumindest
formal auch eine solche Entwicklung in 2/ vorhanden sein.

Hier hat man jetzt aus Griinden, die spéter erst klar werden, das komplex kon-
jugierte der Kugelflichenfunktionen gewéhlt.

lim ¢, muss existieren, fim=0
/=0
“E-7 |3? - x Z Z dlm l+1 Ylm (9/’ ‘P/) Yim (9, 90)

m konstant

Die konstanten d;,,, hingen nicht mehr von #, 7’ ab. Um jetzt die d;,,, zu bestim-
men, brauchen wir einen Satz, den wir hier nicht beweisen kénnen. Der Beweis
kann aber z.B. im Jackson gefunden werden.

Satz 15. Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen
47 l
Py (cosy) = T ;lyzfn (0", ¢") Yim (0, )

v=9(&7), dh  Z-7 =TT cosy(0,0,0,¢)

/

Je nach Wahl des Koordinatensystems hingt v von 6, 0,0 ¢ ab.

cosy =1, 7|, =40, o=y

Pi(1) = 5 SV (0,9) Vi (0,9)
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1 d

P (&) = o1 gl

n/d,, Lot
=ﬁ<d—g(5‘1)> o =

Immer, wenn keine Ableitung auf einen der | Faktoren wirkt, wird dieser nach
Einsetzen von £ = 1 gleich null.

(-1

e=1

Rechnung zu diesem Schritt:

—5;1“ DR
df’Q{j 1'5)}
=2l jgl -1 (=) g (2 - )Y

Der letzte Term ist gleich null. Denn es werden (I — 1) Terme nur (I — 2) mal
abgeleitet. Dadurch sind sie immer von der Form (f 2 1). Ausgewertet an der
Stelle 1 also null.

=

=9 (- 1) (- 2) (- (- 1) (€ - 1)) =2

Dies ist auch der Grund fiir den Vorfaktor bei den Legendrepolynomen, denn
bei 1 sind sie auf 1 normiert.

1 1 1 1 1 1

|i:’—§7"|_\/7“2+r’2—2rr’cosy_\/<T_7,,)2 r—r r1-o

1./ l > Pl
23 (L) =X o = E i Vi 0o Vi 0,9
=0 =0 m

l

geometrische Reihe:

=Y dim Y, (0,0) Yim(0,9) = 1

47

= dn = 5

= f ZZTHlem (0',') Yim (6,9)

=0 m=—1
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i q
—‘ d3 !l m
~ 2 () 471'50 / |Z — 2| 471'50 Z Z \/ 20+ 1 r”‘l )

4
sy [ @) @)

Dies ist genau die selbe Entwicklung in } wie in kartesischen Koordinaten. Nur
die Multipolmomente sind jetzt ausgetriickt in Kugelflachenfunktionen.

Diese Entwicklung ist aber ein wenig eingénglicher als die Kartesische. Man

kann sofort ablesen, wie viele unabhéngige Multipolmomente es gibt (21 + 1).

Der Exponent von % nimmt immer um eins zu.

Ein paar Beispiele:

Monopol:

47
1 1
- $= Var 2o _ Q
47eg T dmeg T

l=1,m=0,£1:
Die drei Dipole:

analog:

(Q1 -1 (J11)

(CJ11 +qi,-1)

=2, m=0, 1, £2
= 5 Quadrupolmomente g, die mit den kartesischen @Q;; zusammenhéngen.

Dies ist der Abschluss der Elektrostatik.
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18 Eichtransformationen (07.01.2010)

Dieses Kapitel ist ein Einschub zwischen Elektro und Magnetostatik.

Maxwell Gleichungen:

- - OB .
B+ = 1
V x +6t 0 (1)

- — p
B == 2
VE-L )
V-B=0 (3)

_ - 10E -

V x B = 5> = Hojo (4)

C% = egopo Insgesamt haben wir 8 gekoppelte Differentialgleichungen. 4 homo-
gene und 4 inhomogene.

Diese haben jetzt 2 Eigenschaften, die auch fiir Maxwell noch nicht so offen-
sichtlich waren. Sie sind Lorentz-invariant und Eich-invariant. Beides gilt als
wegweisend fiir die Physik des 20. Jahrhunderts. Diese Gleichungen bilden den
Prototyp einer Feltheorie. Vieles (SRT,ART,Quantenfeldtheorie) hat sich aus
ihnen entwickelt. Es hat sich gezeigt, dass sich diese Gleichungen konsistent
quantisieren lassen. = Quantenfe ldtheorie.

(3) wird gelost durch die Einfilhrung eines Vektorpotentials:

Dies ist ganz analog zur Einfiihrung eines skalaren Potentials in der Elektro-
statik.

B':ﬁxff, V-VxA=0

Jetzt muss dies in die erste Gleichung eingesetzt werden.

B N
~ (1) : VxE—l—a(VxA)—O
- L 9A L 9A -
V><<E—|—— -0 = E+Z - Jo
t ot
S Fe-ve_4
ot

® skalares Potential.

= 4 homogene Max.Gl. sind gel6st. Einsetzen in die inhomogenen Maxgl.
(2): )
VoE-—ne-2(v.4) -2
ot €0
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Dies ist eine Verallgemeienerung der Poissongleichung aus der Elektrostatik.
Dies ist im Augenblick noch gekoppelt.

(4):

= - 10E = /= = 1-0b 1094 -
VXB—C—Q—t—VX(VXA)-i-C—Q Sr g = b
———
—NA+Y(V-A)
1024 /100 - - -
)

Die Losung der allgemeinen Maxwellgleichungen hat sich auf die Losung dieser
zwei Gleichungen vereinfacht. Wenn man A und ® hat kann man E und B durch
die folgende Vorschrift gewinnen.

Man kann die Losung dieser Gleichungen aber noch weiter vereinfachen in dem
man die Eichinvarianz ausnutzt.

—

B-Sxd FB--vo_ 24
ot

d, A sind nicht eindeutig festgelegt.
A— A= A+ VA(Z,1t)

A Dbeliebige skalare Funktion von &,

—

E’zﬁxg’zﬁx(ﬁ—i—ﬁA):§+§xﬁA:B

N—_——
=0

B . oA - 0A = [OA q

r_ I _ _ Pz 27—

E'=-Ve' - — Ve - — V(m) E

A
falls ' = & — 5

D.h. E, B bleiben invariant fiir die Eichtransformationen:
A— A =A+VA

OA
R VA Sl
- ot

Dies sind unendlich viele. A (Z,¢) heifft Eichfunktion oder Eichparameter.

Wabhl einer Eichung. Wahl einer Funktion A (Z,t).
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Zur Verienfachung der Maxwellgleicungen (*)

z.B. Lorentzeichung. Wéhle A so, dass gilt

- - 100
A =
V-A+ 27 0
Ist das moglich?
. o 104 o o 109 1 9°A
A+ 5—=V - A+ — A+ —=— =0
VoAt 2 ot v + 2 ot + 2 ot?
= zu losen ist 220
1
A - —=—=f(
Som =1

Dies ist die Losung der inhomogenen Wellengleichung. Fiir heute muss man dies
aber erstmal hinnehmen.

Wir werden zeigen, dass Losung immer existiert (im physikalischen Sinne).

Der néchste Schritt ist die Lorentzeichung einzusetzen.

L1024 -

N~ B G GE = He
1 0%® P
AD———— =L
2 Ot2 €0

In der Lorentzeichung sind 8 gekoppelte MaxGl. fir E und B auf 4 entkoppelte
Wellengleichungen fiir A, ® zuriickgefiihrt.

Jetzt muss im Grunde nur noch eine DGL gelost werden.
Eine Eichtransformation ist eine Ambiguitét in den DGL.

Dies spielt auch in der Magnetostatik eine wichtige Rolle. So konnen wir gleich
in der richtigen Eichung anfangen.

18.1 Kontinuitatsgleichung

- S (o o 10 /= = - -
V- (4): v-(vXB)—ga(v.E):mv-g
= 2o
Integrale Version:
/6 ]dgng/pdSJC
v tJv
———
=Qv
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/ j-dF
oV

Fluss des Vektorfeldes durch die Fliche F

0Qv - =
v _ -dF
= ot /avj d

Dies entspricht der Erhaltung der Ladung. Die folgt aus den Maxwellgleichun-
gen ohne dass irgenetwas anderes hineingeflossen ist( keine Randbedingung,
Eichtransformation etc.) Die Struktur der MaxGl. stellt eine Bedinung an die
Quellen.

18.2 Magnetostatik

Definition 20.

= Maxwell:

Loésung von (1):

Eichtransformation: . . L
A— A=A+ VA(D)
B—B =8B
Vereinfachung durch Wahl einer Eichung.

V-A=0 Coulomb-Eichung

ist das moglich?

—

V-A=V-A' - AANz)=0

= Az) = Poisson Gleichung

(@)
wh /|w—*/|

~ (e AA = —poj
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3 Poisson Gleichungen schon gelost.

= Magnetostatik:

Losung:
v ko [ @) 5,
C dr T— 2 L
mit A/Yn:()
Priife: )
AA’:@/]' #(A—— B2 ) + A,
T |7 — 7|
— o [7@)8(@ - 2) ' = o ()
Es bleibt: o
V-A=0
zu priifen:
Benutze: d p
“ = % R/
pfe—a) =7 f(z—2a)
=Vf@E-7)=-V[f(@-7), V=
VA= [y (v )+ 9 A,
47 |7 — 2| ——
N—— =0
_v/‘i’—f/|
(6 (f(x)a))z(ﬁf) @  (Blatt 1)
o VA=t [y (v ) e
4 |Z— 2|
NR:

- [ j& Vi - (s 1
/V Z(l‘_)) de/:/ %_*_] V - - del
v T - |7 — 2| |7 — 7|
-
/ I@) GF—0  fall TRand = 0

v’ VA |
- j_, d3$1 = — ] . Vﬁ d3$,
— —
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Kontinuitdtsgleichung:

Berechne B:

Blatt 1:
Y x (f(2)d) = (Vf(x)) 2@+ f (6 x a)
——

=0wenn dkonstant

Biot Savart Gesetz.

19 Magnetostatik (11.01.2010)

Definition 21.

—

B

Q

E=0= o 0=0
Max.Gl.:
V-B=0 = B=VxA
VxB=pj = ALV (VA)=-pf
Eichtransformationen:
A— A = A+ VA (Z)
B—B =8

Wabhl einer Eichung: V-A=0 Coulomb-Eichung.

= Vereinfachung der Maxwellgleichungen:

= —poj

§><A, V-A=0

A

TR
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J (@)

17— 7|

A=H
47

g_m/iwwx@—w

T A4rx /|3

17—

Beispiel 1:

unendlich langer Draht in z-Richtung.

J=16(x)6(y)

./dxdyleé

& x (F— )

B2 [5@)sw)

|7 — 7|

A3z’ + A’h

a3z’ + Eh

€z

—dx'dy'dz’

Ex (T—1) =€ x&(x—a)+& x&y—1vy)

- Y

S I [t
mB:’uL/ €y x
(azQ +y?+ (2 — z’)2>

Subst: 2/ —z=u dz' = du

(S

Cg

(1:2 +y2 4 (z— z’)2>

€xY

B pol [T EyT
IV (T2+U2)%

— - | du
(r2 + u2)2>

‘+oo _
— 00

/+°° du B u
=0 /(2 +u?)’? rAVrt "

= pol 1
B="to
~ 271'7‘2(x
= poll,
B=Hz

27rr€¢

- yer)

Gebrauch des Gausschen und Stokesschen Satzes in der Magnetostaik:

VxB)-dF = B-d
[.(95)
F

Satz 16.
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Maxwell:
VxB=uwj ~ uo/}'dﬁ: B.dl
o OF

analog

Magnetischer Fluss: ®,,

@m:/ é.dﬁ:/e.gzo
ov 174

= Es gibt keine magnetischen Ladungen.
= genauso viele Feldlinien gehen inn ein Volumen ein und aus.
= magnetische Feldlinien sind immer geschlossen.

Beispiel 2
ausgedehntter Draht mit Radius R und Strom I. = Ubungsblatt 12
Beispiel 3:

unendlich ausgedehnte Spule mit N
Windungen pro Langeneinheit [.

B - gy
Stromdichte j = jg () €, Al ]
L N
I = /j - dF =
- N‘) — e 7\/ Wae A
Amperesches Gesestz:: -J-Hi_d"‘t% ’ ~N—
1=~ [B.ail  B+B() M >
Ho E
NI = — (B}Zrmen 1 — Bguﬁen l) fJ_
Ho
. pi _ o HoIN

l
Was sind B, B,. Wegen

o [ J@&) s,
A ‘f _ f’| €z 0 Y Y (T)
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By =0,A, —0.A, =0, By, =0,A, — 0, A, =0

Wegen B? = (r — o0) =0
= pBi =L oV
l
d.h. konstantes B-Feld im Innern der Spule B = Bie,

B~

. I
:><I>m:/B-dF:/BZ€Z:H%:77R2
Selbstinduktivitat:

& 2 p
L= @N = Hop2t

I 4x )

19.1 Multipolentwicklung in der Magnetostatik

- beliebig |#'| = 7' < Ry
(@) =
0 T’/ Z RO

Entwicklung

== *Z% o )

¥ Mo ;(f/) 3.0 Mol/# ) d3a’ /
A="— doz' = —~— &Pr'4+——= i
~ dr | |2 — 7| T Ty (@) + Zm #j (@

Nebenrechnung;:

'<W) Z& (i =Z<5u3i+xjgii>=jj+xjﬁf

= v (xjj> =7

[ (@ (wi@)) r@) aa = [ @)1 @) s

=— / }j (@) - V'f (') + Oberflichenterm = 0
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20 Losung der homogenen Wellengleichung (14.01.2010)

1 9?2
O0b=(A—-——=—=]P2=0 *
c2 Ot2 (+)
Das Vorzeichen ist hier eine reine Definitionssache.

Losung durch Separationsansatz:

(7,t) = X (2) Y (y) Z(y) T'(t)

%X 0%y 0%z 1 0°T
LOX 10 1922 1 10°T _
X 0x2 Y Oy2  Z 022 2T o2
—_— . , N—— ——

Ko K3 Kq

XYZ=0

0

K1

Uber das Vorzeichen von s kann man jetzt noch keine Aussage machen. Man
muss dann eine Fallunterscheidung machen. Man kann nur etwas iiber die Sum-
me sagen. Es sind nur 3 unabhingige.

K1+K2+H3:—21€4
C

m Unterschied zur Losung der Laplace-Gleichung kénnen xq_3 das selbe Vor-
Im Unterschied L g der Laplace-Gleichung | 3 das selbe \
zeichen haben. Dies legt dann ein x4 fest.
Jetzt ist zu losen:

%X

— — k1 X =0, usw.

Ox?

Die Losung einer solchen Gleichung ist elementar fiir die Klausur.
X = ayeVFT 4 b VEI®

V/ki reell: exponentiell ansteigende bzw. abklingende Losung.

ki imaginér: Oszillierende Losung

Bei Wellenlésungen ist x; < 0 : VE1 =ik, ki eR ki =-k2<0
X = Ayetfr® 4 Aremthe
Y = Agett2¥ 4 Ase~th2y
Z = Aze'ts® 4 Ajem ez
T = Age™' + Aje !

iw=+/Ka
2

w? = —ky = —* (k1 + Ko + K3)

= |w® = (kI + k3 + k3) Dispersionsrelation
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Definition 22. Wellenvektor k := k1€y + ko€y + kaé,
27 7 o o -
chk=w? w(E)=c |k 20
Das Vorzeichen von w ist hier frei gewéhlt.
Die Dispersionsrelation folgt aus der Tatsache, dass die 4 Konstanten nicht

unabhingig voneinander sind. Jetzt miissen wir nur noch die einzelnen Losungen
aneinander multiplizieren.

Allgemeinste Losung;:

& (z,y,2,t) = Re {/: /_O; /_O; (A (E) glFa+et) 4 g (E) ei(’z‘f*wt)) dky dks dkg}

Durch die Integration sind bereits alle positive und negativen Werte von k
beriicksichtigt. Es gibt keine Integration iiber w, da w nicht unabhéngig ist.

Priife:

O0b = (A - 3—25—;> o= Re{///(A » Qe (Fa+et) +BDei(*'5wt))d3k} =0

— k2 — k2 + L w=0
~—_——
—k-E

Die Losung fiir das Vektorpotential hat die selbe Form.

A=Re { /_ Z /_ Z /_ Z ((7 (E) ei(Fa+et) L j (E) ei("“"f*wt)) dky dks dk‘g}

Jetzt miissen wir noch sicherstellen, dass die Lorentzeichung erfillt ist.
109
c2 Ot
Die Lorentzeichung wird jetzt noch eine Zusatzbedingung an die Koeffizienten
stellen.

VA + 0 Lorentzeichung

F O+ 2A=0
C

Physikalische Interpretation

@ (l; Tt w(k) t) beschreibt laufende Welle. Verallgemeienerung von f (v & vt)
(Siehe auch Losung der zweidimesionalen Wellengleichung(10.1))

Ausbreitungsrichtung

Wenn man nur Wellen betrachtet, die in eine Richtung laufen, dann muss man
nur einen Term betrachten. Beide Terme braucht man fiir Reflexionsphdnomene.
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Monochromatische Welle: fester k-Wert I_@:o.

P = Re (A ei(Eofiwt))

Wenn man nur einen k-Wert hat, dann kann man das Koordinatensystem immer
in die Richtung von kgzu legen.

ko = ko€, - ebene Welle. Eine monochromatische Welle ist immer eben.
Jetzt kann man noch eine zusétzliche Bedingung an die Lorentz-Eichung stellen.

Die Lorentz-Eichfung wird erreicht durch
OA = f ()

Diese Gleichung legt den Eichparameter aber noch nicht fest. Denn man kann
wieder aufspalten:

A= Apart + Ahom mit DAhom = 07 DApart = f (Z‘)

Die homogene Losung dieser Gleichung haben wir bisher noch nicht benutzt,
um zu der Loretz-Eichung zu kommen. Man hat immer noch eine unendliche
Freiheit, in dem man noch eine homogene Losung zu dieser Gleichung hinzuad-
dieren kann. Diese zusétzliche Eichfreiheit, die wir noch nicht festgelegt haben,
kann benutzt werden, um zu wihlen:

d=0, VA=0
oA P — 8Apart _ aAhom

(I)/ = (b _— = =
ot ot ot 0
—— —
fest frei
Wellengleichung fiir E, B fiir p=0,7=0
Max.GI.
. . OB
V-E=0 (6)
V-B=0 (7)
- - 10E
B 2= —
\Y R 0 (8)
V x (1) ﬁx(ﬁxﬁ)—kgﬁxgzo
Ot ~—~—
—_——— .
9(V.B)-ak =k



L1
~AE+

I
e}
¢
O
&
I
e}

9% -
8—E

Losung;:

Re///EO ka:iwt)di‘)k
B Re///BO kafiwt)d:ik

Priife MaxGl. (einfachheitshalber fiir monochromatische Wellen)

E = Re (Eoei(g'fth)) V-E=ikE =0

B =Re ( _'Oei(lg"fim)) V.-B=ikB=0

= E 1 Eo 1L EO
d.h. bilden orthogonales Dreibein. E, B oszillieren in Ebene L zu k (Ausbrei-
tungsrichtung).
Wahl: . B .
k =ké,, E = Eé} + Esés, B = Byé + Bsés

E1’2 = Re (E?’Qei(lg'iiwt)) = |E(1)’2‘ Re (eia1,2€i(kz—wt))

Ei9 = ’E?,Z cos (kz — wt + a1 )|

Spezialfall:
=g = E:(|E?|é’1+}Eg|é’2)cos(kz—wt+a)
linear polarisierte Welle.

ap=artg, |EY|=|BS|=|E

= |EO| (cos (kz —wt+ aq) €y + sin (kz — wt + ag) &)
. 2
B+ B = |E° (cos? (---) +sin (---)) = |E°|
Kreisgleichung fiir Fy, Fy. Zirkular polarisierte Welle.
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20.1 Hohlraumresonator

Geerdete Metallwinde = EH =0
Winde
Randbedingungen:

E$(x7y7Z:O7t):E$(x yaZ:L37 ) 0
E,(x,y=0,2,t) = E, (x,y = L, 2,t) =0

E,(2=0)=E,(2=L3)=E,(z= E,(x=L1)=0
E,(x=0)=FE,(xr=L1)=E,(y=0)=E,(y=L)=0

= E, =Re (Egei(k””“_‘”t)) sin (kyy) sin (k. 2)

erfiillt (1) falls
- mr k, = nr m,n € Z

E, = Re (Ege“’“yy‘““) sin (kyz) sin (k22), k= lLll LeZ

E.=Re (Egei(kzz_“’t)) sin (kyx) sin (kyy)

V-E=0 &  kE +kE+kE =0

k-E°=0

ifz E (n,m,l)

Nn=—00 M=—00 |[=—0o0
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21 Losung der inhomogenen Wellengleichung (18.01.2010)

1 0? )
O0b=A0— —~—b=——
c2 Ot2 €0

OA = —poj

Losung durch Bestimmung der Greenschen Funktion G (Z — &', ¢ — t’) definiert
durch
OG (@ -2 t—t)=—4nd (Z—F)o(t —t') (%)

Losung durch Fouriertransformation:

1 +oo = (= = - ’
GS(T—T)o(t—t) = / dkey dky dks dwg(k, w)e®(F=) g=iw(t=t)

(vam)'

Fourier-Transformation der §-Funktion:

Z—7 Y — 1 3 weiﬁ(iff/)efiw(t—t’)
5(7—7)6(t— ') (%)4/01 kd

Im Augenblick ist es wichtig, dass w unabhéngig von k ist. Aufserdem sollen
uns die Konstanten im Augenblick nicht so sehr interessieren. Wir beschrianken
uns auf das Wesentliche der Rechnung.

Abkiirzung: & = 7 — &, t=t—t

(iE)zfc%(fiw)zei’;ie*i“f

\/;4 /dBkdw {(g (E,w) (_Ez + %22) + %)eigiefiwf} =0
™
2

(Fuw)=tt = ¢
I\ T T e e 7 (w — ck) (w + ck)

2

—c’ 3 1 ikz ,—iwt
G_F/d b (w—ck)(w+ck)€ ¢

Integral nicht definiert bei w = +ck

Wir brauchen eine Vorschrift zur Behandlung dieser beiden singuldren Punkte.
Methode: analytische Fortsetzung in die komplexe w - Ebene.

Es gibt 4 Moglichkeiten um die Singularitéten herum zu integrieren.
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Beispiel am Weg 1)

t<t' = e w(t=t) o fiir W = 100

t> = e w(tt) g fiir W = —i00

Berechnung des Integrals durch Residuensatz:

/ f(2)dz = 0 falls f analytisch
o) 2w > . Resy, f

Res,, f:= lim (z — z) f(2)

Z—r20

Falls f ein einfachen Pol bei z = 2y hat (d.h.
komplzierter! Beweis: Mathematik.

-=--) Bei hoheren Polen:

=>t<t G=0

—uuf —iwt
t>t - dPketF® (—2 S
=t= 47r3/ ¢ "Noxadm)|  Tlo=d
w=c, w=—ck
iC2 6“;& —ickt ickt
=43 | Ph G (7K =)
. ik A
271_2 d k sin (ckt)
Berechne d3k- Integral: Wihle 2 entlang z-Achse im k-Raum
ki =k (T — &) =k|%— 7| cos b
d*k = k? sin O dk dO dpx
k2 e R
NG = L/dk; dOx d(pK? sin HKeZka_x | cos xc sin (ckt)
= —f/ dk sm ck:t / dOx sin Ok ¢ik|7—7'| cosbxc
———
d(cos Ox)
c > : 1 ’Lk‘|i7f/| cos 0 "
=G = —— dk k sin (ckt) e K
T Jo ik|® — 2| 0

c [ - 2
= —= dk ksin (ckt —_ k|-
7r/O sin (ckt) < E = |sm( |7 ))

|a:—a:’|/ dk sin (ckt) sin (k |Z — &'|)
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sinasinb =

(cos (a —b) — cos (a+ b))

== N =

(ei(afb) 1 emila=b) _ gilatb) _ 64(a+b))

= / dk (ci—kla=a|) | g=ib(ci-|z—'|) _ jik(ci+|a—a'|) _ ,—ik(ci+|7
2 |x — &

+
/ = gk ik(ei-k|a—|) _ ik(citk|7- ~'|)}
47r x—x’|

C
—— 0 (c(t—t)—|7 -7
T et~ 1)~ F =)

= Gret =

analog Weg (2): fiir ¢t < ¢/

c
Gav = WCS( c(t—t)+ 7 -7)
Losung der Wellengleichung;:
Prep = —/d?’x’dt p (&', 1) Grex (T — 7t — 1)
Priife: )
Obpet = —— /dgx’dt’p(f’,t’) OG —_r
471’50

21.1 Anwendung: Dipolstrahlung

Periodische Quellen: |¥'| < Rq

F(@.t) = Re (

p (T, t) = Re(

> k‘l
— —~~
L8y
~ ~—
® )
| |
<. 1
&
N——— N~
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Berechnung des retardierten Potentials fiir 7 > A > Ry A = 2nlL

IR Y T
= o [ (F@

- /N 2
f—f’|=r<1—k T)—FO(?‘(T) )zr
r r

w

Entwicklung;:

_ 1
Z—7| '=—4
,

- 1o  gtkr -
~ A=""Re (e"‘”t /d39c’ J (f’))
47 T

In der Magnetostatik haben wir gezeigt:

/ o' J; (7)) = / B | v (f;f (f’)) e (ﬁ’-f)

=0 #0E-Dyn

Wegen Kontinuitétsgleichung gilt:

Lo 9 .
V-j= (V : J) e Wt = —a—i = dwp () e ™"

—

= V.-J=1wp
i(kr—wt)
7 Mo e .
A = —_— —_—
~ 47TRe ( " ( zwﬁ))

p= [ a7 @)
® wird berechnet durch Lorentzeichung;:

- - 109
\% +c23t 0

= (Hausaufgabe)

iw 1 ez’(kr—wt)
®=Re| — -
¢ < dmegc 12 . p>

so]

. . L ei(kr—wt)_' B
ZVXA:---:ZL;;kae(TQx-p
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22 Energie des elektromagnetischen Feldes (21.01.2010)

Lorentzkraft
F=gq (E(f,t) i B(f,t))

Mechanik: Arbeit W
ta — to
ar g — / WV
¢ t

Lo
Fdr= F —
= F G
~

1

W =
T t1
O —Fow=q|E vt (1xB) v
=0
= /d3x’ @6 (& — %) T-E (7, 1)
J(@t)

dt
Maxwell: .
Vx5 55 = i
F\vd;f:o/ddx'<(v><§) E—;%Jf-j
Es gilt:
V- (ExB)=(VxE)-B-(VxB)E
%_i dal[(uﬁ) B_v@xg)_Q;gt(g.E)}
Maxwell: .
ﬁxE—i-aaflf:O
WL [ ?f-éz;gt(ﬁ.ﬁ)ﬁ(ﬁxé)
<o [ (58) 35 (58) ¥ (525)
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Definition 23.

- 1 = —
S:=—FEXxB Poyntingvektor
Ho
1/1 =~ = -
€= (B-B+50E~E>
2 \ 1o

€ Energiedichte des EM-Feldes.

mﬂ:f/dgz’§~§fi/d3x'e
i . at

[ sar_ 4 [ pu-
ov

22.1 Anwendung auf Dipolstrahlung

Letzte Vorlesung:

ikr
2

B(#,t) =Re (B (@) e ™), B(T) =2k (7 xp) <

2 01 /s o . , L . , L
5=~ (E x B) S (E (F) e~t + E*e“"t) x (B (Z) e~ + B*e“"t)

= 1 T, 2 o
Si= / S(@t)dt, T=2" Zeitmittel von S
T/ w

Benutze:
17 1T 1 .
= dt =1 = :|:2zwtdt —_ +2iwT 1
T /U T /0 ‘ iziw&/_),
=0
S = i(*(f) x B* (%) + B* x é)
410
1 _
- Lre(Bx5)
2410

(%) eingesetzt:

= 1 2
S=_—Re (,uokw)c (Zxp)x T X (ZxP)
—_———

Lo C3 k4

# (1~ |2 5°)
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Definition 24. Leistung P

P =/§.dﬁ=/dm2§?-§
a

Zeitmittel der Energie, die in eine Zeiteinheit durch eine Kugeloberfliche mit
Radius tansmittiert wird.

dP 925 :_ 1 k4C 2 2, _,2
TRl Ul Bl A )
——
|7]? cos2 6
dP 1
— 0
dQ ~ dmeg 87 |ﬁ1 sint”
dP 1 k% 4
P=[d0— 2 sin® 6 df
/ dQ 47750 8 H 7r/0 s
4
=3
sp=thep o L g
 dweg 4775 303

Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung:

Bemerkung: P oc w?

22.2 Selbstenergie des E-M-Feldes

Annahme: . = .
0(@) =01 (@) +02 (%), (&) =5 (2)+j2(7)
:>E:=Eﬁ1+Eﬁ2, §=§1+§2
. . 1 .
W= /d%:'a: /dsx (B2+ °E2> = Wer + Winag
210
€0 72 1 52
WeIZ*/Ea Wmagzi B
2410
Wel */ E1+E2 = /E2 EO /E2+€0/E1 E2 W W +W

W4 = Selbstenergie von p;
W2 = Selbstenergie von py

VVell’2 = Wechselwirkungsenergie der beiden Ladungen,/ Stromverteilungen
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analog fiir Wiag

Elektrostatik: Eﬁl’z = —6@1,2

S0 — — €o =3 =3
WellZE/El-Elz—? (vq>1) B

= —E?O 6 . (@151) —‘131 (ﬁ . El)
—————
Jov ¢1E1=0 571)
1 1 3
= Wel =4 ¢1p1 d’x
2 |4
2 1 3
Wel = +§ ¢2P2d x
|4

I/Vell,2 =¢o / ¢1p2 d*x = qé1, P2 = q5 (-’fl — f())

23 Nachtrag und Relativitit (25.01.2010)

Nachtrag zur letzten Vorlesung:

Impuls des E-M-Feldes

dﬁmech

i )

q= /d?’x’p (@), p=qd(T—1")

&,

:ﬁ:q(ﬁ+ﬁx

Verallgemeienerung:

dﬁ;n 1] ) =2, =4
Prmect :/d3:z:’ p(EVYE+j(Z)x B
dt ——

coVE
Mit = L (V¥ x B = 29 (Maxwell)

Wir wollen jetzt zu einer offensichtlichen Definition fiir den Impuls des E-M-
Feldes kommen. Dafiir miissen wir das noch etwas umschreiben.
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Benutze

(
50§(E><B)—so (Exaa—f) = &9 <%—?x§>
Dies wird nun in den letzten Term eingesetzt.
:%_/d3x'{eo(ﬁ-E)E+%(vXB) xB—aggt (£ x B) +aF x %—f}
letzte Vorlesung:
S = MLOE: x B Poynting Vektor

L1 4
e:=eoEB% + ,u_BQ Energiedichte des Feldes
0

Diese Definitionen werden wir gleich im Folgenden noch benutzen. Wir wollten
den Ausdruck gerne schreiben als die Ableitung von irgendetwas.

dp T 1 /o o\ = . L
-2 _ ——2—/d3 'S+/d3’ c(V-E)E-—Bx(VxB)+-— (V-B)B-eofix |V xE
dt c? dt o o WT/
_9B

=0 — ot

Die Null (V - B) wurde addiert, damit es symmetrisch aussieht.

Wenn wir jetzt die i-te Komponente nehmen, wird es einfacher. Der folgende
Ausdruck ist eine Behauptung, die wir im Anschluss beweisen werden.

d(pmech o 3 3.
é—dt = th/d S+/d Za/]jz

1
=05 Maxwell Tensor

Tij = EoEjEi + %B]Bl — 2

Beweis:

Eine solche Rechnung kommt mit Sicherheit auch in der Klausur.
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J

0 1
J

1
(
Ho
B} Lo 1 (e = 1
—eo (V- E) Biteo (B-V)Ei+ — (V-B) B+ — (B-V) B,
Ho Ho

o
_ <go (0.8) -+ i (a.5) g)

(E X (ﬁ X E))w =By (ﬁ X E)Z—Bz (ﬁ X E)y

1
— 553'1'

1
anj Z ELEL + %8J Z B By,
k k

N—— ———
0. By—0.By 0,By—0: B
= B,0,B, — By0,B, — B.0.B, + B.0,B.

= Bi0yBy, — By0, By — B,0,B, — B.0.B,
k

(éx (ﬁxé))izéaﬁf (Eﬁ) B;

analog:

E x (ﬁxﬁ):ﬁ&iﬁ—(ﬁﬁ)&

d o g 3,/ 8
= I (Pimech + Preld); = Zz:/d T ax,iTji

I
pZC*QS

Spezielle Relativitatstheorie
Frage: Was sind die Innertialsysteme der Elektrodynamik?

Innertialsystem = Koordinatensystem in denen die vorgegebenen physikalischen
Gestetze die gleiche Form haben.

IS der Mechanik:

e rotierte Koordinatensysteme z* — 2/t = 5. RYzJ

e geradlinig gleichformig bewegtes KS a! — 2/t = 2% + zf, + vit (Galilei
Transformation)
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Problem in E-Dynamik: ¢ = Geschwindigkeit einer Welle erscheint als Natur-
konstante. _ , ,

d' _dot e
a — dt "7 at

Geschwindigkeit ist nicht invariant unter Galilei-Transformation.

Einstein: Postuliert Konstanz von ¢ und definiert IS als die KS, die ¢ invariant
lassen.
° da't da 5 2 dat dat
Z a7 ar = Z T fiir eine Welle

Welche Koordinatentransformationen respektieren (x) ?

andere Schreibweise:

3 3
ds® = 2dt® — Z da'dz’ = ds'? = Adi’? — Z dx'tdz"t
i—1 i=1
ds’ =ds? =0 fiir EM-Wellen

Fasse Raum und Zeit (Minkowski-Raum) zu einem Vierervektor zusammen.

= (ct,x,y,2) = (ct,xi) w=0,1,2,3 1=1,2,3

Metrischer Tensor im Minkowski Raum

1 0 0 0
o -1 0 o
=10 0o -1 o0
0 0 0 -1

3 3
~ () Z Zn,wdx“dm” = ds*

pn=0rv=0

Welche Koordinatentransformationen lassen ds? invariant?

Ansatz fiir eine Transformation:

3
h — gt = g At a®
s=0

Z Z Nuda™dz’ = Z Z Z Z Nuw Ay da? Ay da”
noov w v o p o
= Z Z N dx’ dz?
p o
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= DD M AGAL =1,
13 v

Analog Drematrix R;
3

> 8RR = bk

i=1 j=1
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