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Autor: Christoph Piefke

1 Pfadintegral Quantisierung [P.S. 9.1]

Wir betrachten zunéachst nicht relativistische Teilchen in einer Dimension. Der Hamiltonian lau-

tet:
2

M= ;’—m +V (@) (1.1)

Uns interessiert die Amplitude fiir ein Teilchen, das sich im Ortstraum von x, nach x in der
Zeit T bewegt. Wir haben bereits in der Quantenmechanik eine Moglichkeit gefunden, diese zu
berechnen, ndmlich mit dem Zeitentwicklungsoperator im Schrédinger-Bild (hinter dem ersten
Gleichheitszeichen in (1.2)). Feynman hat eine andere Technik vorgeschlagen, die der Pfadin-
tegrale (nach dem zweiten Gleichheitszeichen in (1.2)). In dieser Vorlesung soll gezeigt werden,
dass die in (1.2) angegebene Identitit wahr ist.

U(Tq, 24, T) = (wple” 5 |z,)
/Dx isla(] (1.2)

Dabei ist S die Wirkung

T T
S— / dt L — / a2 — V(z)), (1.3)
0 0 2
x(t) der Pfad von z, nach z; und

/Dx(t) = Die Summe iiber alle Pfade von z, nach xy. (1.4)

Die eckigen Klammern hinter S deuten an, dass es sich bei S um ein Funktional handelt. F[z(t)]
ist eine Abbildung von Funktionen in die reelen Zahlen. Wir definieren die Funktionalableitung
%ﬁg)] mit den gleichen Rechenregeln wie die Ableitung in R. Betrachten wir die rechte Seite von
(1.2) im klassischen Limes, also i — 0, beginnt die Exponentialfunktion heftig zu oszilieren und
der dominante Anteil des Integrals ist der, bei dem S minimal wird, also die klassische Bahn eines
Punkteilchens. Die klassisch verbotenen Wege sind also die Quantenkorrekturen. Wir werden die
Pfadintegrale durch Diskretisierung berechnen.

B T m B m (Tpe1 — 2x)? Tpt1 + T
S = /0 dt(v* = V(@) = Y (G = V() (1.5)

& €
Jore=imas [ &
N 3
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(1.6)

Die Normierungskonstante ist dabei c(e) = wie spéter noch deutlich werden wird.



Per Induktion wird nun (1.2) bewiesen, indem gezeigt wird, dass beide Seiten die gleiche DGL
erfiillen. Letzter Schritt, xy_1 — p:
oo da! i, m(xp —a')? xp — '
— —(m——F— — €V

c(€) exp[h( 2 € VI 2

U(xg,p,T) = / N U(xa,z', T —€) (1.7)

— 00

Fiir € — 0 ist z, ~ 3, wir entwickeln also Taylor um z’ = z,.

oo da! im i€
Uz, T) = [ S expl gt =/ PI(1 = V(@) + o)
o 5 1 52 (1.8)
I . T 2 ¥ . _
X (14 (2" — xp) D + 2(33 xp) ({hi + ) U(xg,xp, T —€)

Hier sind nur Gauf3-Integrale auszufithren. Wir benétigen

/d£ e =0 (1.9)

2 bél\/F
/df& 7 T\

und berechnen dann:

1 [27he i€ ieh 2
U(za,zp,T) = C\/;[l =7 Vize) + 5 o) Ulza, 2, T — ¢) (1.10)

Priife nun: fiir ¢ — 0 = rechte Seite geht gegen U(xq, xp, T). Dies legt ausserdem c(e) wie oben
angegeben fest.

T — T — 2 2
= ih u(xavxba ) Z/l(l’a,xb, 6) _ (V(l‘b) _ i%) u(l‘a,.’L‘b,T _ 6)
€ 2m Oxj
— oU(xq,xp,T) (L11)
e—0 ihgi’Tb’:HU(xa,mb,T)

Die Pfadintegraldarstellung erfiillt also die Schrodingergleichung. Erfiillen beide Darstellungen
aus (1.2) auch die gleichen Randbedingeungen?

T—0 = e 51 = (zale” T |my) — (e — ) (1.12)



und

—_—

—exp[— (= ——— + o(e?))] e—0  §(xg—xp) (1.13)

Damit entspricht die linke Seite von (1.2) der rechten Seite bei T' = 0 und die Formel ist bewie-
sen.

Vorteile der Pfadintegraldarstellung: sie ist kein stérungstheoretischer Ansatz sondern ex-
akt. Auerdem ist sie invariant unter Lorentztransformationen.

2 Verallgemeinerung auf beliebige Quantensysteme

Wir diskretisieren die Zeit, im folgenden gilt h = 1.
qi7pi7H(qi7pi)7 Z = 1u oy
UGar a5, T) = (@le™ T ga) 5 T =gl o7

~—_——
N Faktoren (2.1)

1= H/dqilqw(m W0=qa IN=
Wir lassen H wirken und e gegen Null gehen, dann gilt:

(@rsile ™ lq) €= 0 (grp|(1— iHe + o(€2))|qr) (2.2)

Ansatz fir H:  H = f(q)+ f'(p) + f"(p,q)

(aka|F(@)lgr) = H5 ~ Gig1)
. (2.3)
el @la) =T / B ) @l @l
—_———
=expli}_; pqu“]—exp[lz plall f'(pr)
Hier finden wir die Ortsdarstellung der Impulseigenzustéinde und damit
2 dp}, N j
(el f'@la) = [T | 21 ) expli Y pi(alys — b)) (2.4)
i J
f" sei weylgeordnet, z.B. f = 1(P*¢* + ¢*p* + 2qp*q), dann gilt so etwas wie:
2 qk+1 + Qi \2
(g £ 0, @)lar) = (55— ar41lp ar) (25)
mit p? hier beispielsweise als f'(p). =
qk+1 . i i
(ak+1Hwolar) = / 2 exp[- (%mk)e] expli Y pl(ghsy — ab)] (2.6)

J



Um U zu bekommen, muss noch iiber alle Orte integriert werden.

i [ dp’ . il i’
U(qo,qn,T) = HH/ko / o expli() P (ahy1 — i) — €H(

. . T S
= H/Dql(t)Dpl(t) exp[i/o dT(Zp]q'j —H(p,q)

qk+1 — 4k

2

)]

9

P))]

(2.7)



Autor: Jasper Hasenkamp

3 VL 3: Erzeugende Funktional

By: Jasper Hasenkamp

Wir fithren die Funktionalableitung %(w) durch

(vel. a%,-xj =7)

(;@)/d%J(y)@(y) = /d(4)y(5(1‘7y>(1)(y) — ®(x)

(Vgl aix, Z_j Ijkj = kl) ein.
Die Ableitungsregeln werden eriillt. Insbesondere

3 o0l [ d e =@ e ([ dI)e)

und

o 0 0

Wir definieren das Erzeugende Funktional Z[J]:

210 = /@@exp{L/d4x($+J(:v)<I>(:v))}

(UL (D) P(2)HO) = (i) (1570 2L
Dabei gilt Zy = Z[J = 0]. Wir tiberpriifen:
B 1)
5T (a2)

Z[J] = —L/.@@L‘I)(xg)exp{L/d4x($+ J®)

Was analog fiir n-Punktfunktionen gilt.

Betrachten wir eine wechselwirkende Theorie mit

A 4

Sie ist nur storungstheoretisch berechenbar. Es ergibt sich

/ PDetd = / e (1 — % / d*zd*(z) + O(\?))

Wir haben also gefunden:

3P, - P, etS
J72P1-- Dye = (QT{®, - ®,}|Q) = lim

4 w = - 4 i H — 1%
W/d yv (y)a—y#J(y) =570 /d y(gyﬂv () J(y) = —(9,V").

O|T{®; - -- @ne—tf_TT H1y10)

f@eLS T—oo(1—rte) <0‘T{€*LJTT HI}|0>

(3.3)

(3.4)

(3.10)



Also ergibt sich:

1 1
Z—o/@@@(ml)fb(xg)ebfd41(3+‘7‘1’)|.]:0 = f@q}ebs/ﬁ@@(wl)@(mg)ebs (3.11)
Fir & = % = 3(9,20"® — m*®?) gilt
Z[J] _ /@¢6Lfd4x($0+ﬁ>) _ Zoe_% [ d*zd*yJ ()G r(z—y)J(y) (3_12)

Beweis:

1

1
/d%(.,% +J®) = /d%i(a,ﬂ)@“(b —m?®?) + Jb = /d%( 5O+ m*)® 4+ J®) (3.13)

Die  quadratische  Ergénzung  &(z) = ®'(z) + [dWWGr(z — y)J(y)
und (O 4 m?)Gr(x —y) = 6@ (x — y) fithren auf

= /d%(—%(@’(D +m?)®) — @’J(% + % —1)+ %/d‘lyJ(y)GF(x —y)J(x) (3.14)

Damit tiberpriife:

(01T {D (1) (2)}[0) (3.15)
B Zlo(—L(sJ?mﬁ(M?xz))Zoe—%f Padly I @Gr@=nIW)| ), (3.16)

0 o3 [died'yJ(@)Gr(z—y)J(y)

5J(l‘1)
0 1 4
(5J(x2)(‘§/d wd*yJ (x)Gr(x —y)J (y))]1=0) (3.17)
= — J o5 JdtzdyJ ()G r(z—y)J (y)
5J(1‘1)

(—% /d4xd4y6(x —29)Gr(x —y)J(y)

—% / Ay J (2)Cr(z — y)5(y — 2))|s—o (3.18)
- e ey [ @G e -
+ [ @G (o2 = 9)IW)so (3.19)
) _1r..
=~ 570 (e 2/ / d*xJ(2)Gp(x — 22))] =0 (3.20)
= e 2 [ da8(x — 21)Gr(x — 22)|j—0 = Gr(z1 — 22) (3.21)

Dabei wurde benutzt, dass der Ausdruck fiir J = 0 ausgewertet wird. Terme, die dabei ver-
schwinden wurden nicht aufgefiihrt.



Autor: Jasper Hasenkamp

4 VL 4: Die effektive Wirkung

By: Jasper Hasenkamp
Definition:
E[J]) = nZ[J] (4.1)

Achtung: Hier ist der Sprachgebrauch oft uneindeutig. Berechne:

SE[J) v« 6Z1J] [ 9%e ] oL HIp(z)
5I(x)  Z0I) | [odeldwzrie - —(@(x))s (4.2)

Wobei im letzten Schritt eine abkiirzende Schreibweise eingefithrt wurde, die von jetzt an oft
verwendet wird.

52E[J] L 82Z[J] R VARIRYAVI

]
_ — 4.3
0J(x)6J (y) Z[J)6J(x)oJ(y)  Z[J)?6J(y) 6J(x) (43)
= —({2(@)2(y))s — ((2))s(2(y))s) (4.4)
So dass
62719\ = —({2(2)2(y)) — (2(x))(2(y)) (4.5)
8J(2)6J (y) J=0 = THARETY “ Y ’
Fiir drei Ableitungen ergibt sich (J; = J(x;))
CEJ 6 5QZU])7LLZLZ (4.6)
51602003  6J3 Z[J] 610, Z26J1 05 '
_ L #2282
 Z 68160280y Z2 60500100,
v 8272 §Z 87 67 20 07 07 6Z
- (et )t (4.7)
Z25J10J30Jy  6J1 6203 73 6J3 602 01
= (P1D2P3) — (P3)(P1P2) — (P2)(P1P3)
= (P1)(P2®3) + 2(P1)(P2)(P3) (4.8)
= <(I)1(I)2q)3>connected (49)
Man kann sagen, die unverbundenen Diagramme werden ”genau richtig abgezogen”.
Uber eine Legendre-Transformation von E[J] ist T' definiert. Definition:
iga] = ~EUJ] - [ diysy)el(y) (410)
Hierbei steht cl fiir klassich. ®; ist die konjugierte Variable von J, i.e. &4 = —g]f([ﬁ. Welche
Diagramme erzeugt I'?
O [® ]
= — 4.11
o = —I(@) (a.11)



— = —0(z— :/d4z c = 4.12
5() 59 (@=1) 5 a()50(2) 5I0) (412
’E
- dtz L) 4.13
- [t R T 1)
Hierbei wurde die Kettenregel fiir Funktionalableitungen benutzt. Es gilt:
5 5f 5%(y)
—fl®(J)] = | dy—— 4.14
Y R (114)
Wir schlieen:
2E 5°T[®) 1
FE TR E T ) = —u(®(x)P connecte
@I Sbaibay) PP eonnected
= —1Gx—y) = xe—eYy (4.15)
Betrachten wir die dritte Ableitung:
§?E[J] 5 6T 1
- - 4.1
0J26Jy0J, 6J, (5<I> o, ) (4.16)
5°r 0P
_ 4 -1 77w 4.1
/d (5<I> §<I> 0D, ) 0J(2) (4.17)
62I‘ ) 5°r 5°r
_ 4 4. 74 —1 _1 .
- / dCwdvd (5 o sowa, 5o, ¢ 2
r
_ 4, 4 4 _ _
= L/d wd vd uG(x u)(5<1>w6¢>u5<l>v)G(v Y)G(w — z)) (4.18)
= L/d4wd4vd4uG (w—2)Gp(x —u)Gp(v — )637F (4.19)
- r r P Y 5%,00,00, '
Hierbei wurde von Zeile 2 zZu Zeile 3 benutzt, dass wegen
OMM=Y)y=0=(OM)M~! + MOM~1 gilt:
OM™t =MM oM~ =M~ (OM)M™* (4.20)
Somit ist das Ergebnis also:
53T
= (2(2)2(y)®(2))1r1 (4.21)

5B (2)0B 1 (1) 0D (2)

Wobei 1PI fiir one-particle-irreducible steht, also alle nicht-reduzierbaren Ein-Teilchen-Diagramme
bezeichnet. Das Ergebnis ldsst sich durch vollstdndige Induktion direkt auf n externe Punkte
verallgemeinern. Diagrammatisch kann das Ergenis fiir drei externe Punkte verdeutlicht werden
durch:



- 4.22
Z P ( )
conn. y I Z

10



Autor: Manuel Meyer

5 Vorlesung 6: Pfadintegral fiir Fermionen

Vorlesung vom 13.11.2007, Author: Manuel Meyer, mmeyer@physnet .uni-hamburg.de

Das “Problem”: Fermionen erfiillen Antikommutationsrelationen. Dies wird dadurch gelost, dass
man die klassischen Fermionenfelder als Grassman Variablen definiert. Grassman Variablem sind
antikommutierende Zahlen und erfiillen die folgenden Eigenschaften:

1. Aus ihrer Definition:
On=—0n=62=0

2. Das Produkt aus zwei Grassman Variablen hingegen ist kommutativ:

(On)x = —0xn = x(6n)

Das Produkt 0n wird als Grassman gerade bezeichnet, d.h. es vertauscht mit jeder anderen
Grassman Variablen.

3. Grassman Variablen sind additiv: 8 +7n = x
4. Es gelten die normalen Regeln fiir die Multiplikation und Addition mit ¢-Zahlen: ¢ = fc.

5. Funktionen: Jede Funktion von Grassman Variablen kann wegen Eigenschaft 1 nur linear
in den Grassman Variablen sein:

f(0,¢) = A(c) + B(c)d
6. Differentiation: Wir definieren die Leibnizregel fiir Grassman Variablen:

dn
(6n) =03,

7. Integration: Fiir unsere Zwecke sind Integrale der Form fjoooo dzf(z +c) = fj;: daf(x)
wichtig. Aus diesem Grunde verwendet man bei der Integration von Grassman Variablen

die Berezin Integration:
/ de =0, / dog =1

Wir verwenden die Konvention, dass die Integrationsvariable df immer zur Rechten steht.
Diese Definition hat auflerdem zufolge, dass

/d9(0+n):/d00717/d0:/d00:1

gilt. Des Weiteren verwenden wir zusétzlich die Konvention, dass das innere Integral stets

zuerst ausgefiithrt wird:
/ de / dmmd =1

Die Integrationsvariablen antikommutieren also auch.

11



8. Zusétzlich lassen sich noch komplexe Grassmanns definieren: 6 := %(91 + i62) und 0* =
%(91 — i63), mit der komplexen Konjugation (6n)* := n*6* = —6*n*. Die Konventionen
fiir die Integration sollen auch fiir komplexe Grassmans gelten.

Wie berechnen zwei Beispiele:
Beipiel 1
Wir berechnen das Aquivalent zum GauBIntegral:

/de*dee—e*w ceC

/d&*d@(l — 07b0)

b/d@*d%ﬁ* =b-1

Zum Vergleich: das GauflIntegral in c-Variablen lieferte %’T

Beospiel 2

/ d6*deog*e0"v0

/ d6*d006* (1 — 6% b0)

/d(‘)*d%&* =1= g

Die Hinzunahme von #6* Faktoren ergeben also Faktoren der Form %.

Wir betrachten nun welche Auswirkungen eine unitére Transformation auf das Maf} eines Pfa-
dintegrals von Grassman Variablen hat:

N
1.
Do =]]0: = A€ O (5.1)
i=1 ’
Mit einer unitéren Transformation 6; — 0 = Zj U;;0; mit UUT = 1 ergibt sich dann in (5.1):

wiy Oig - By

N 1
[[¢0; = € Ui Ui
| 211 K3
i=1 - :

=det U
N N
= H 91 =detU H 91
i=1 i=1

Im zweiten Schritt wurde verwendet, dass 6;; - - 91-/N = ¢'1+in . X ist und dies in (5.1) eingesetzt.

Dies liefert X = vazl 0;. Das Maf} ist also invariant unter unitdren Transformationen. Damit

12



ldsst sich nun das folgende Integral berechnen:

H/d&fd@i exp | — Y 0;Bu;b;
i k,j

Mit der hermitischen Matrix B, so dass der Exponent reell ist. B ldsst sich durch eine unitére
Transformation diagonalisieren: B = U~ DU. Einsetzen ergibt

11 / d0;de;exp | — > 07U, Dy U6,
i k,r,g,l

11 / d0;*d0; det U~" det Uexp | — Y 0,"D,;0
i .J

11 / 07 0] exp [ = 07b;0)
i J

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass D diagonal ist, also D,; = b;d,;. Als Endergebnis
erhélt man die Formel

</Hd9;‘d9i> exp | — Z(J;;Bkjaj = Hbi =detB (5.2)
i k.j i

Auf dem Ubungsblatt 4 leiten wir daraus auBerdem die Formel

d67de; | 0,07 exp |— > 0;Bi;0;| =B 'detB 5.3
7 l k 77 nl
i k,j

her. Die Ergebnisse lassen sich nun ohne Probleme auf Fermionfelder erweitern: die Dirac Spino-
ren 1, (), a =1,...,4 seien nun grassmanwertige Variablen. Damit ergibt sich das Pfadintegral
nach (5.2) und mit Lo = ¥ (72,0, — m)ip zu

/D&Dweifd%cow’m = c-det(i —m)

Der Propagator (die Zweipunktfunktion) ist nach (5.3)

_ - fD@Dweifd41£°[w’@w(x1)1/_1(x2) ~ c-det(i —m)
O w0 = L oy~

Analog zu den skalaren Bosonen lisst sich nun auch das erzeugende Funktional fiir Fermionen
definieren:

2l ] = / DEDpet f E (Lol dlHn(a)b )+ ()n(z)

Hier sind 7(x) und n(x) sog. Grassman Quellen, analog zu J(z) bei Bosonen. Auch hier ldsst
sich durch die Variablentransformation ¢ = ¢’ + Spn” zeigen (siche Ubungsblatt 4), dass

Zli,n) = Z[i = 0,5 = 0] -e~ J F'zd*va(@)Sr(z=v)n(y)
S —

::Zo

13



gilt, so dass sich der Zweipunktfunktion auch schreiben lésst als Funktionalableitung von Z:

')7:77:0

O ie)0) = 25 iz ) (+ist ) 2t

(z1

Was sich leicht durch einfaches Nachrechnen nachpriifen ldsst:

1 9 é 4 4

= 7! 577((11) -7 </ d*zi(x)Sp(z — xg))

_ Z 4 0n(x) B
= Z dxéﬁ(m)sp(x x2)

14



Autor: Bjorn Sarrazin

6 Vorlesung 11: Callan-Symanzik-Gleichung

aufgeschrieben von Bjorn Sarrazin

am Beispiel:
1 Ao
L=gowdioty

1. Renormierungbedingung:

—@— = pzfﬁ + reguldr bei p? = m?

wobel

_@_ - Jr_O_ +—0O-0— +...:p2—m2—22(p2)

——_————
=1PI =i 32(p?)

bisher: p
Bz =0 25X ) e =0
jetzt:
RB bei beliebigen raumartigen Impulsen
S0 e =0 S =0

2. Renormierungsbedingung:

. | s=4m? t=u=0 bisher
= —iA Dbei )
s=t=u=—-M? jetzt

= Theorie renormiert mit neuen Werten fiir Counterterme.
Mit ¢, = Z~1/2¢ gilt
G (1, .., N, M) = (QT{d, (1) . .. ¢ () }Q) = Z7VHQT{ G0 (1) . . . do ()} ).

Eine Anderung M — M + §M fithre zu einer nderung A — X + 6\ sowie vVZ — v/ Z(1 — 6¢).
Dann gilt:
» OG™ . OG

0=10 (Z%GW) = 028 G428 oM + ZE S0
—nZn/25¢

15



Mit den Definitionen 3 := %(S)\ und v = —%6( wird daraus die Callan-Symanzik-Gleichung;:

0 0
(n) -
{Ma —&—ﬁa/\—i—nﬂy]G (1, xp, A\, M) =0

analog: masselose QED

0

0
87M+5(e)7

{M 96 + nys +m73} G("’m)(xl, ..M,e)=0

Dabei ist n die Zahl der Elektronenfelder ¥ und m die Zahl der Photonenfelder A,,.

Lésung der C.S.G. fiir G (p)

- 2
( p
G ((p) = = g <_2>

i 2p?
f2p
2 = 72 o
P0G < e )
2) i 2p?
T e

= MoyG® = (-pd,—2)G?

Die C.S.G. wird damit zu:

{pap - 8‘1 +2- 27] G (p, A\, M) =0
Dies ist eine Differentialgleichung vom Typ
0 0
— — = D =0.
7+ V(@) g~ o) Dl =0

Sie hat die Losung

mit %gt’””) = -V (), (0,z)
In unserem Fall ist
t=1In % o(r) = 2y(A) — 2
=\ V(z) = —B(N)

16



und damit

=M

G(2)(p, A M) = G (X(p, )\)) exp {— /p - d <1n Z) 2 [1 —y(Ap, )\))]}

mit
_4
d (ln %)

X wird ,laufende Kopplungskonstante“ genannt.

Mo, \) = 60N MM, = A\

Storungstheoretische Berechnung von f3, v fiir masselose ¢*:

G (p) = + Q +— Fooh——  x [d'% L

G (p) = X + }i +...+ ><

4 .
= {—iA+ (=N [iV(s) +iV(E) +i V(W] + (—iN)? (—i6x) ] ]%
i=117
mit L
oy 1 r2-—d/2) 1
V') =-3 o dz (4m) /2 2-dj2
[m2 —z(1 — a:)p2]
=0
Aus der Renormierungsbedingung G®|,_,_,—_ 2 = —iX folgt
Sx = (—i\)2 3V (=M?)
_3N gt T(2-4d/2) 1

2 Jo T @M [a(1— o) M2
d—4 3)\2 |: 1

2 .
2@ 2= df2 — In M~ + endlich

3i\2 )
1%} — I |

Fiir die Zwei-Punkt-Funktion gilt

0 0
9 6@ _ _ 2
M52 G® 5GP =0 =9=0+0().

Die C.S.G. wird damit zu




Unter Benutzung von G4 = ﬁ—lzg + O(\?) folgt daraus

i

32

B=1g2t O(\?).
Die verbleibende Gleichung
d - 3N 3
Tz XY = 600 = g5+ O%)
wird geldst von \
AMp) = 7 Ny
Eigenschaften:
e p=M: A=\
ep—0:\—0
e p— 00 A\ — 00
o p=M exp( 1g§2 ): Landau-Pol, keine Storungstheorie
Allgemein:
L33 = 507
d(In %)

hat folgende qualitative Losungen:
e B(N\) > 0: IR-frei, A | fiir p |
e B(N\) <O: UV-frei, A | fiir p T
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Autor: Michael Grefe

7 Eine kleine Gruppentheorie

(AUTOR: MICHAEL GREFE) [PS 15.4]

Bereits in der QFTI haben wir gelernt, dass Symmetrietransformationen Elemente mathemati-
scher Gruppen sind.

Gruppe Eine Gruppe G ist eine Menge von Elementen ¢g1,...,9, € G mit Definition einer
Multiplikation ,,- .

(1) gi-g;€G (Abgeschlossenheit)

(2) gi-(95-9%) = (9:-95) - 9r (Assoziativitit)

B) g-1l=1-g;=g (Existenz der Identitét)

4) gi-9; = (Existenz des Inversen)

(*) 9i-9,=95"9i (Bedingung fiir abelsche Gruppe)

Lie-Gruppe Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe, deren Elemente von kontinuierlichen Parame-
tern abhéngen.

e g=g(a1,...,qq), wobei ai,...,aq die Parameter der Transformation sind.
L4 g(a17"'7ad)'g(ﬂla"wﬁd) :g('Yl,---a’Yd)
e Vo =7 (a1,...,04,01,..,04) ist eine differenzierbare Funktion.

Das infinitesimale Element einer Lie-Gruppe lésst sich in der folgenden Weise schreiben. Globale
Aspekte einer Gruppe treten dabei im infinitesimalen Gruppenelement nicht zum Vorschein.

d d
gla)=1+1 ZaaT“ - % Z aqay T + O (o) (7.1)

a=1 a,b=1

Dabei sind die T* die Generatoren der Lie-Algebra und d ist die Dimension der Lie-Algebra, d.h.
die Anzahl der Generatoren (Matrizen) der Lie-Algebra.

Bereits in der QFTI haben wir die Konsistenzbedingung der Gruppenmultiplikation fiir eine
Lie-Gruppe hergeleitet. Dies ist die so genannte Lie-Algebra:

d
[T, T =i febTe. (7.2)
c=1
Dabei sind die f2° die so genannten Strukturkonstanten. Sie sind antisymmetrisch (f2° = — %)

und charakterisieren die Gruppenmultiplikation.
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Herleitung der Lie-Algebra Es gilt v, (aq,...,a4,0,...,0) = a, und
Ya (07"'707615"'aﬂd) = ﬁa-

d

= Ya (0, B) = ag + Ba + Z CSCabﬁc +0 ((Parameter)3) (7.3)
b,c=1

Quadratische Terme in o oder 8 kénnen nicht auftreten, da sonst die Randbedingungen bei 5 = 0
bzw. o = 0 nicht erfiillt wiirden.

Aus der Gruppenmultiplikation g (a)-g (3) = g () folgt mit dem infinitesimalen Gruppenelement
(7.1) bei O (3) dann die Lie-Algebra (7.2) als Konsistenzbedingung (vgl. Ubung 7.1 a)). Auch in
hoheren Ordnungen tritt keine weitere Bedingung auf, was an dieser Stelle jedoch nicht bewiesen
wird.

Jacobi-Identitdt Die Generatoren der Algebra erfiillen die Identitét:
[T, [T°,T°]] + [T°, [T, T%] + [T°, [T*,T"]] = 0.

Zusammen mit der Lie-Algebra (7.2) ergibt sich dann:

M&

Zfbc Ta Te +lfca [Tb Te] +Zfab [Tc Te]) _
e=1
d

= > (e FfE + F0 ) =0, (7.4)

e=1

Die Strukurkonstanten erfiillen also die Jacobi-Identitét.

Darstellung Als Darstellung einer Gruppe bezeichnet man die Abbildung der abstrakten
Gruppenelemente auf Matrizen oder lineare Operatoren. Die Abbildung ist derart, dass die Grup-
penmultiplikation erhalten ist.

e gi — M;(g:) mit M;(g;) - M;(g;) = Mk (gx) fir gi-g; = gr -
e g(a) = M(a) mit M(a) M (8)=M () fir g(a)-g(8)=g(7) -

M agiert auf einem n-dimensionalen Vektorraum. Dabei ist n die Dimension der Darstellung,
d.h. die Grofe der n x n-Matrizen.

Definition Halb-einfache Lie-Gruppen besitzen keine abelsche Untergruppe, d.h.
AT mit [T%T°] =0 Vb#a.
Definition FEinfache Lie-Gruppen besitzen keine invariante Unteralgebra, d.h.

P = (T, 7%) mit [T*T°]=0 Va#p.
a=1,....d a=1,...,n; B=n—+1,....d
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1. Beispiel Die U(n) ist die Gruppe der komplexen, unitdren n x n-Matrizen U;;. Unitartét
bedeutet dabei, dass UUT = UTU = 1. Sie erfiillt die Gruppenaxiome. Die Matrizen agieren auf
dem C™.

Fiir die Transformation von Parametern &;,n; € C*, i =1,...,n gilt dann:

n
m == ZUijnj ;
=1

&— &= Uyt

j=1

Dann ist Y ., ni&; eine Invariante unter der Transformation. Die physikalische Anwendung
hiervon ist, dass Y . | ¢;1; eine Invariante unter der U (n)-Transformation ist.

Das infinitesimale Element der SU(n) ldsst sich folgendermafen Schreiben:

d
U=1+i) a,0%+0 (a?). (7.5)

a=1

Aus der Unitaritiit folgt, dass die Generatoren hermitesche Matrizen sind (T® = T°7). Die
Dimension der fundamentalen Darstellung ist n, d.h. 7,7 = 1,...,n. Die Dimension der Lie-
Algebra ist d = n?.

Die Phasentransformation U = e ist eine U(1)-Transformation. Da die U(n) immer die Pha-
sentransformation beinhaltet, ist sie keine halb-einfache Lie-Gruppe.

Die SU(n) enthélt nicht die Phasentransformation und ist daher halb-einfach. Tatséchlich ist sie
sogar eine einfache Lie-Gruppe.

2. Beispiel Die O(n) ist die Gruppe der orthogonalen n x n-Matrizen. Orthogonalitéit bedeuted
dabei, dass OOT = OTO = 1. Dies fordert, dass die Generatoren antisymmetrisch sind (7% =
—T4T). Die Dimension der Lie-Algebra ist dann d = "(anl) Eine O(n)-Transformation entspricht
einer Rotation und/oder Spiegelung im R™. Die Gruppe der Rotationen ist die SO(n), die die

zusétzliche Bedingung det O = 1 enthélt.

3. Beispiel Die SU(n) ist die Gruppe der unitéren n x n-Matrizen mit det U = 1. Letztere
Bedingung fordert, dass die Generatoren spurlos sind (Tr7* = 0). Eine SU(n)-Transformation
entspricht einer Rotation im C”.

d
U=¢2a®™ =143 a,T"+ 0 (a?) (7.6)

a=1

Die Dimension der Lie-Algebra der SU(n) ist d = n? — 1, da durch die Einschréinkung Tr 7% = 0
ein Generator herausgenommen wird.

Zum Beispiel ist die SU(2) die Gruppe der unitéren 2 x 2-Matrizen mit det U = 1. Dies bedeutet,
dass es n? — 1 = 4 — 1 = 3 hermitesche Generatoren 7% = T%" gibt. In der fundamentalen — also
2-dimensionalen — Darstellung der SU(2) sind die Generatoren durch 7% = %U“ gegeben, wobei
0% die Pauli-Matrizen sind.
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Die fundamentale oder auch definierende Darstellung ist die Darstellung mit der kleinstmogli-
chen Dimension.
Die Moglichkeit verschiedener Darstellungen einer Gruppe sieht man am Beispiel des Drehim-
pulses. Die Drehimpulsalgebra wird sowohl von den komplexen 2 x 2-Pauli-Matrizen o als auch
von den reellen 3 x 3-Drehimpulsgeneratoren L% erfiillt:

[O’a,Ub] _ iEabCUC,

[La Lb] — iEabCLC.

Eigenschaften der SU(n)
1)

d(r)
D®(r):=TeTyT) = > TAT),  mita=1,....n° -1 (7.7)
i,j=1

(D))" =T (T,fTT;T ) = T TTE = e TPTY = D*(r) = D™ (r)

D4 (r) ist also eine hermitesche und symmetrische Matrix, sie ist daher reell. Die Basis der
Generatoren kann nun derart gewihlt werden, dass D®(r) proportional zur Einheitsmatrix
ist:

= Tr (T:Tf) = O(r)se. (7.8)

Dann nennt man C(r) den Index der Darstellung 7. Fiir die fundamentale Darstellung n
der SU(n) wihlt man die Konvention C(n) = 1.

2
T ([7e,me| 1) = st e (T ) = i)
= T (TETTE — TRTETE ) = T (T3 | 12,7 )
—_—
TETETy
= ifhe T (TET) = ifiec(r)
Dabei wurde in der zweiten Zeile die Zyklizitat der Spur ausgenutzt.
A e e i (7.9)
Die Strukturfunktionen der SU(n) sind also total antisymmetrisch.
Fundamentale Darstellung In der fundamentalen oder definierenden Darstellung n ent-

spricht die Dimension der Darstellung der Dimension der Gruppe. Fiir die SU (n)-Transformation
eines Parameters p; € C" erhélt man:

pi = pi =Y Uyp;.
j=1
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Das infinitesimale Gruppenelement ist dann:

n?—1

U=1+i) a0y (7.10)

Komplex-konjugierte Darstellung Das Komplex-Konjugierte eines Parameters p; € C”
transformiert in der komplex-konjugierten Darstellung.

pPi — PQ = Uijpj
p: - pz U]p] U
Das infinitesimale Gruppenelement kann man dann folgendermaflen schreiben:

Q)

_n_zzaaT‘l*_1+zZaa T2, (7.11)

Fiir die Generatoren der komplex-konjugierten Darstellung gilt dann also:

= —Ta

r

3

=TT (7.12)

Adjungierte Darstellung In der adjungierten Darstellung G werden die Stukturkonstan-
ten als Generatoren gewéhlt. Die Dimension der adjungierten Darstellung entspricht dann der
Dimension der Lie-Algebra.

(18), = ife = —ife (7.13)

Die Lie-Algebra wird in diesem Fall trivial durch die Jacobi-Identitét fiir die Strukturkonstanten
(7.4) erfiillt (vgl. Ubung 7.1 b)):

|78, ] = ireTg. (7.14)

Quadratischer Casimiroperator Der quadratische Casimiroperator ist definiert als:

d(G) d(r)

Thy =YY T (7.15)

a=1 k=1

Dabei ist d(r) die Dimension der Darstellung r und d(G) die Dimension der Algebra bzw. der
adjungierten Darstellung G.
Fr den Kommutator des quadratischen Casimiroperators mit einem der Generatoren erhilt man:

[Tb, T2] _ [Tb, Ta] T + T [Tb, Ta} — Z'fbac (TcTa + TaTc) =0.
N—_—— N—_—— antisymmetrisch  symmetrisch
ifbacTc ifba,cTc

Da der Kommutator verschwindet, ist der quadratische Casimiroperator proportional zur Ein-
heitsmatrix:
= Ca(1)di;. (7.16)

Bildet man die Spur dieses Ausdrucks, so erhlt man:

’I"’LJ

T‘I’Tz =0 TTZJ = CQ(Z) : d(,':)
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Wendet man 0,4 auf (7.8) an, so erhélt man:

T TE = 0 T (T3T7) = C(r) - d(G).

————
C(r)oeb

Es gilt also die Beziehung:
C(r) - d(G) = Ca(r) - d(r). (7.17)

So gilt z.B. fr die fundamentale Darstellung n der SU(n

):
C(n)d(G) 1n*-1
dn) 2 n

C(n) = % = Cy(n) =

Fr die adjungierte Darstellung G der SU(n) erhlt man:

C(G) =n=C2(G).
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Autor: Manuel Meyer

8 Vorlesung 14: Feynmanregeln fiir SU(IN)

Vorlesung vom 13.12.2007, Author: Manuel Meyer, mmeyer@physnet .uni-hamburg.de

Nach der gruppentheoretischen Betrachtung von SU(N) sollen nun die Feynmanregeln fiir eine
solche Eichtheorie entwickelt werden. Wir gehen aus von N Fermionfeldern v¢;, i = 1,..., N in
der fundamentalen Darstellung N und N Feldern 1; in der anti-fundamentalen Darstellung N
von SU(N). Die Transformationen der Felder haben dann die Form

N?-1
Py — 1/)1/ = ZUijwjv 0y =1 Z OéaTa
J
B B ~ - NZ%_-1
winQZZU;}i/Jj, 0 = —i Z o T*a
J

Die Transformation des Eichbosonenfeldes A,,;; ldsst sich nun auch durch die Generatoren T
der Albegra ausdriicken:

)
Alﬂ'j - A;z’j = ikAuklUl];' - ; (a’uUj,k) Ulij

;. a a N a a 7: : a a
= Apij + 10T Apry — A T — e (0pa) Ti5 + O((Opc)er)

wobei iiber doppelte Indizes summiert wird. Diese Rechnung zeigt, dass das Eichbosonenfeld
A, o< T* ist, also selbst Teil der Algebra ist. Wir kénnen A, also in der Basis der Generatoren

schreiben,
Aij ZA“ TS, (8.1)

Und die infinitessimale Transformation kann folgendermaﬁen geschrieben werden:

0Au; = Auij— Al = (JADT?

wij

: a a a 1 a
= o ( ikAZTkj - AzTil;chj)—"; (Oua®) T

Ab[Ta,T?]
1
—  —ia®Ab (i feTe) + S 0ua) T

Nach Umbennenung der Summationsindizes und Benutzung der Antisymmetrie der Struktur-
konstante erhalten wir

1 1
04} = _Ouo" + fUeAbal = goue’

Wieder wird iiber b und ¢ summiert. Mit (8.1) ldsst sich auch die kovariante Ableitung mit Hilfe
der Generatoren schreiben:

D, = 0utp; — ig Z Apijhy = 0,5 Z Z AT,
J j a
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Der Feldstérketensor ergibt sich zu

Fuig = 0uAvij — 0y Au; —iglay, Avlij
= Y FLTE = (9,A% — 0,A) TS — igAL AT, T°;;

= FY, = 0,A% — 0,A% + gf**c AL A

Im abelschen Grenzfall (QED) erhalten wir die gewohnten Grofien Fj, — F,, und Af — A,
zuriick. Fiir die Lagrangefunktion fehlt noch eine Invariante fiir den kinetischen Term der Eich-
bosonen. Hierzu eignet sich die Spur iiber das Quadrat des Feldstérketensors:

tr(Fy, F") = Fi, F*te(TT") = Fi, F** C(r)6*

Damit haben wir nun alle Bestandteile des SU(N) Lagrangian zusammen, er lautet

_ _ 1
L= @/Jii'YHDM/Ji — m; — m

1
=15, FuaFonv

tr(Fu, F*)

Um die Feynmanregeln aufzuschreiben multiplizieren wir den kinetischen Term der Eichbosonen
und die kovariante Ableitung aus und erhalten

L= ACO + gAZja;L o gfabca#AgAbuAcu o ig2fcabAZAl;deeAduAeu

mit
_ 1
Lo = hi(y" 0 —m)ipi + S AL (¢ — 9"0") A]

Also entspricht £y dem abelschen Limes. Die Feynmanregeln lauten:!

a, p
= g7
a, p
k
= gf*"lg" (k= D)’ + 9" (0 — @) + 9*(a— k)]
p q
b, v G p
a, | b, v
—ig[fe*e fele(ghP g7 — gH7g"?)
— +facefbde <guugpa _ guaguagup)
_|_fadefbce (g,uvgpcr _ g,upgua)]
G p d, o

Im zweiten Diagramm sind alle Impulse einlaufend gewahlt.

1Siehe auch Peskin und Schroeder: “An Introduction to Quantum Field Theory” Kapitel 16.1 S. 507, Abb.
16.1
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Autor: Michael Grefe

9 1-Loop-Divergenzen in nichtabelschen Eichtheorien

(AUTOR: MICHAEL GREFE) [PS 16.5]

1) Wir wollen den divergenten Anteil der Selbstwechselwi

'\I\/\@M’v = M/\Q‘\/\Iv +
Neue Diagramme

wie QED

ung des Eichbosons berechnen:

=+ P ~~~

Die Feynman-Regeln fiir Wechselwirkungen mit Bosonen in nichtabelschen Eichtheorien

lauten:
a, [t
= igy"T}; (9.2)
’l/)i a, /(Z]
k abe [ pv p vp m P v
g ol k=) 90— ) + g™ (g — R)] (9.3)
b,v P G p
a, p b,v
—ng [fabefcde <gupguo _ guagl/p)
— +facefbde <g;wgpo _ guagz/p) (94)
+fadefbce <guugpa _ gupgl/o) ]
G p b, u d,o
» = —gf*pt. (9.5)
A v
a ' ' &

Die Berechnung des Fermion-Loop-Diagramms ist analog zur Berechnung in der QED. Es
enthilt lediglich eine zusétzliche Spur iiber die Generatoren der Eichgruppe, die an den
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Vertizes auftauchen. Das Ergebnis ist:

2
— arpb - (2 pv v _ g é T . g li
»VV\O\A,» tr 0T i (q°g 7"q") ( an)73 (2 5 + endlich. (9.6)

C(r)sab In-divergent

Bei einer Theorie mit ny verschiedenen Fermionen ist dieses Diagramm entsprechend oft
vorhanden und es tritt ein zusétzlicher Faktor ny auf.

Die in nichtabelschen Theorien zusétzlich auftretenden Diagramme liefern den Beitrag:

- _ (R gugyges (9 (613
New Diagramme = . ... | =i~ ) (ol (5 - 1)
—3fiire=1
- Co(G)T (2 - g)) + endlich. (9.7)

2) Die Fermion-Selbstenergie ist in der Feynman-"t Hooft-Eichung (£ = 1) gegeben durch:

i 2
e - _ (4797)2 ¥Co ()T <2 — ;) + endlich. (9-8)

) Fiir die Vertex-Korrektur tritt ein zusiitzliches Diagramm auf. Mit £ = 1 erhilt man:

A ettt e
wie QED

wie QED

+ 202(0)] + endlich. (9.9)

N—_——
neu

Counterterme Die Lagrangedichte fiir nichtabelsche Eichtheorien mit der Faddeev-Popov-
Eichfixierung lautet fiir die nackten Felder:

1_. apv 1
Z = _ZFO}LVFO - i

1 _
o 4 (0uA5, — &IASM)Q + tho (id — mo) 1o — c50ck

(0" A8,) (2" Ag,) + o (i) — mo) vo + & (—0" D) ¢

+90A8#jg# o gofabc (aﬂAg )Ab,uAcy — g0 Cafabcap,Aou (c)
1 eab qa ecd fgc EPR a
—Zgg (feeP AR AG) (A5, AG,)  mit jg" = oy T do. (9.10)

Wir fithren jetzt eine Feldreskalierung fiir die Fermionen, die Eichbosonen und die Geistfelder
durch. Zudem werden die Fermionmasse und die Kopplungskonstante in der Form eines physi-
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kalischen Wertes plus eines Counterterms geschrieben.

’(/J() =\ ZQ’LZ)T mit Zz =1+ 62 (911)

AS“ =/ ZgA?M mit Zg =1+ 63 (912)

cg =/ Z5¢ct mit Z5 =1+ 95 (9.13)

90Z2\/ Z3 = g(1+61) (9.15)
G022 =g (1 + 5{’9) (9.16)
6873 = g* (1+4) (9.17)
90Z57\ Z3 = g (1 +67) (9.18)

Diese acht Beziehungen driicken nur fiinf unabhéngige Parameter aus, die die Counterterme
vollstédndig bestimmen. Das liegt daran, dass die lokale Eichinvarianz Beziehungen zwischen
verschiedenen divergenten Amplituden der Theorie und ihren Countertermen fordert.

An der 1-Loop-Ordnung kann die Beziehung zwischen den Countertermen in der folgenden Form
geschrieben werden:

1
b1 =82 =01 —dy = 5 (5;‘9 - 53) — 56 — &%, (9.19)

Nun kann man die Lagrangedichte (9.10) in der urspriinglichen Form nur mit den reskalierten
Feldern schreiben. Zusétzlich erhdlt man dann einen Teil, der die Counterterme enthélt.

Z = f(ﬁ)ra ATa C?") + ZCT (920)
Der Teil der Lagrangedichte mit den Countertermen (Zc7) nimmt dann die folgende Form an:
1 a a)2 (s ca a a;a
“Lor = —1(53 (8MAV — 8VAH) + w (Z(Sga — 5771) 1/) — 526 Oc® + gélAMj H
1
— 9817 (9, A7) AW A — 267677 ( FebAzAb)® — gsgen fabteor AL, (9.21)

Die zusétzlichen Diagramme der Counterterme, die zum Bosonpropagator, Fermionpropagator
oder Boson-Fermion-Vertex beitragen, sind:

a ~~A~LOAA b = —i (KPg" — kFEY) 6063 (9.22)

k

© = ipdy (9.23)
p

= igT*~"4;. (9.24)
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Renormierungsbedingungen Die Feynmandiagramme, an denen die Renormierungsbedin-

gungen festgelegt werden, sind:

1P} — — —i%(p) (9.26)

— 7igF“(p/ —p). (9.27)

amputiert

Die Renormierungsbedingungen mit der willkiirlichen Skala M und die daraus resultierenden
Ausdriicke fiir die Counterterme sind:

2 TI'(2-%) [5 4
2 _ a2 - _ 9 2 o =
H(q =—-M ) =0 :53_(4@2 7(M2)27d/2 302(G) 3nfC(r)
+ endlich (9.28)
hM (p = —M) =0 fixiert d,,
do, B _ 9 T(2-9)
@E(?—*M)—O :>52—*(4W)2W 2(r)
+ endlich (9.29)
‘ , ' 2 T(2-4
—igl* (p' —p = —M) = —igy" =0 =- (zr)gw(g)gi/)Q [Ca(r) + Ca(G))]
+ endlich. (9.30)

il fi . Te-9) _ 2 2
Dabei gilt fiir d =4 — e: W:;fln(M )+
Berechnung der -Funktion Die Callan-Symanzik-Gleichung lautet:

0

M+ Pl + ()| G (pidi . g) = . (9:31)

Fiir eine renormierbare, masselose, skalare Feldtheorie hat die Zweipunktfunktion die folgende
allgemeine Form:

G¥= —— 4 loop -Diagramme + —®— + ...
i A? . i, 4 i
= — + e Alnp—2 + endlich |  + e (ip*d7) oo +... (9.32)

Dabei steckt in niedrigster Ordnung die einzige M-Abhéngigkeit in 7. Setzen wir dies in die
Callan-Symanzik-Gleichung ein, so erhalten wir:

]% (Mﬁ?\/léz + 27> + ﬁ(g)%G(z) + hohere Ordnungen = 0.

=01in fithrender Ordnung
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Bei Stérungstheorie in g ist der Term mit 93 um eine Ordnung unterdr”ckt. Somit erhalten wir
in fithrender Ordnung das Ergebnis:

1 0

Fithrt man eine analoge Berechnung fiir Yang-Mills-Theorien durch, so erhélt man fiir die
Fermion- bzw. Eichbosonfelder:

1 1
Yo = §M8M52, Y3 = §M8M53 (934)

Analog kann man auch Ausdriicke fiir die §-Funktion einer allgemeinen, dimensionslosen Kopp-
lungskonstante g, die zu einem n-Punkt-Vertex gehort, bestimmen. Die n-Punkt-Funktion ist an
1-Loop-Ordnung:

i A2 A2
G = H? —ig—iBln_p2—i59—i92<Ailn_pz—6Zi>

4 ? i

(9.35)

Die M-Abhéngigkeit dieses Ausdrucks steckt in den Countertermen §, und dz,. Einsetzen in die
Callan-Symanzik-Gleichung liefert:

0 1 0
MW (69 _92521') +5(g) +925M87M621 =0.
Damit ergibt sich fiir die S-Funktion in niedrigster Ordnung:

Blg) = MaiM <5g + ;925&) . (9.36)

Die p-Funktion fr Yang-Mills-Theorien Die Herleitung der S-Funktion fiir Yang-Mills-
Theorien verlduft analog zur Herleitung in der QED. Sie hingt von den Countertermen aus
dem Fermion-Boson-Vertex (d1), aus der Fermion-Selbsenergie (d2) und aus der Eichboson-
Selbstenergie (d3) ab.

2 1 d 1
B(g) (—951 + 590+ 2963> =gM—— (—61 + 0y + 253> (9.37)

=M oM

Setzen wir die berechneten Werte der Counterterme aus (9.28) bis (9.30) ein, so erhalten wir:

0 92 2
B(g) :gMaM<_ (an)? (—InM?) <—02(7") —02(G>+&Q

aus —d; aus d,
—% (Z@(G) - gnfC(T)) ))

aus 163
248 5) | 2
i (29 (21=5) +3vc0)
¢ (11 4 . .
Blg) =— e (302((}’) —SnfC(r)> + Spin 0-Anteil. (9.38)
Spin 1 Spin L
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Fiir die SU(n) gilt C2(n) = & = const. und C3(G) = n  n. Fiir kleine ny und/oder grofies n ist
eine SU(n)-Theorie demnach asymptotisch frei. Dies findet z.B. in der im Folgenden besproche-
nen Quantenchromodynamik (QCD) Anwendung.
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Autor: Christoph Piefke

10 VL 17: Quantenchromodynamik QCD

Idee: die starke Wechselwirkung wird durch eine SU(3) Eichtheorie beschrieben. Sprachgebrauch:

SU(3) + 6 Eichbosonen = QCD.

e Es gibt acht Eichbosonen: A%, a = 1,...,8 = 32 — 1. Man nennt sie Gluonen.

1

e Baryonen und Mesonen sind aufgebaut aus 6 Quarks q.

e Die ¢ transformieren in der fundamentalen N = 3-dimensionalen Darstellung der SU(3).

e Manche Biicher schreiben ¢, manche V.

i ist der Color-Index (i = 1,2, 3 Color-Triplet).

Ghi(x) =Vl (x) i=1,23 I=1,.6

10.1 Wie transformiert ¢7?

8 3
dqi =1 Z Z a®(z)Ti5q; (3)

a=1 j=1
s 3 B
0g; = —i Z Z aa(x)(Tz%')t@' (3)
a=1j=1
Generatoren:
[Ta, Tb] _ ifabCTc
Lagrangefunktion hinschreiben:

8 6 3
1 ) _ _
Locp =—7 ) Fu, P =Y > (ig; Paf - m'qlq])
a=1 =1

I=11

mit der kovarianten Ableitung:
Dyugi = 0ugi —igs ¥ > ALT{iq;
a j

... der starken Kopplungskonstante gs und
der Feldstérke:
a a a abc Ab pc
Fi, = 0uAy — 0L A] +gs[*°A,A

pntty
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Die Quarks sind Fermionen, der Fermionenindex ist A, d.h. vs wirken auf A.

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)



Abbildung 1: Ubersicht iiber die 6 Quarks

Familie
1 u(up) d(down)
2 c(charm)  s(strange)
3 t(top) b(bottom)

Ladung(elek.) Qe =+3e Qo =—3e

Z.B.:p~uud, Qg =1 oder n ~ udd, Q¢ = 0.

10.2 Invarianten

Die SU(3) hat zwei Invarianten (Singuletts):

1)
Gai=7s — ¢ d=7U]'Uaq=70q
——
5is
s — 4 =U'q
u — 7 =gU
2)
€ijkiqiqe (0 SU(N) : €y inGiy - - - Gin)
€ijnd 4 ;4 = iU U UY qigyran
—_————
det(U)ei’j’k’
= €ijkdid;dk
e 1) sind Mesonen
e 2) sind Baryonen
Betrachte G-Funktion:
Blgs) = —ase9s +olg®)
bo= U xCy(G)— 5 xny, xc(r)
SU(3) : Cy(G) =3 (N fiir SU(N))
c@3) = i= c(g) (durch Normierung)
ng, =6

N b0:13—1*3—%*6*%:7>0

(10.8)
(10.9)
(10.10)
(10.11)

(10.12)

(10.13)
(10.14)

Die QCD ist asymptotisch frei, das bedeutet, g5 ist klein fiir hohe Energien und grof fiir kleine
Energien. Im Bereich der hohen Energien kann man also Stérungstheorie anwenden, im Bereich
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kleiner Energien kann man keine Storungstheorie anwenden. Bei kleinen Energien bilden Quarks
gebundene Zustédnde, also Mesonen und Baryonen. Bei hohen Energien ist die Bindung schwach,

die Partonenstruktur wird sichtbar (deep inelastic scattering).

Man macht folgende Annahme: farbige Zustéinde kénnen nicht als asymptotische (also freie)

Zustinde existieren. Dies nennt man confinement.

Experimentell hat man noch keine freien, farbigen Zustinde beobachtet. Theoretisch: keine

Storungstheorie = keine Ahnung.

10.3 Losung der RG-Gleichung

dg(g) o B bo
dln(lé)_ﬁ(g) (4)?
= 0N - 5@) = —in( )
S 0@ =00+ ()

Auflésen nach ¢?(Q) und mit o := %3} folgt:

. _ as(M)
N() L+ g5 a.(M)in(g)

Definition: Agcp ist die Energie, so dass

a;l(M = AQcp) =0

Daraus folgt durch einsetzen und auflosen (Ubung 9):

Agop = Qexp(—=#a;1(Q))
dAQCD

aQ 0

10.4 Experimentelle Befunde

Experimentelle Werte fiir

AQCD = 200MeV
as(1GeV) = 0.4
as(10GeV) = 0.2
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(10.23)

(10.24)

(10.25)

(10.26)

(10.27)

(10.28)

(10.29)
(10.30)

10.31
10.32
10.33
10.34
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v Y
—>
e q e w
Abbildung 2: e*e; — Hadronen dhnlich wie in QFT I
e q
Y

- q
e
Abbildung 3: 1. Korrektur

@i, ¢; haben unterschiedliche elektrische Ladungen und man muss die drei Farben beriicksichtigen.
Deswegen gilt fiir den Wirkungsqurschnitt:

owt(ete” — qq) = UO(Z fo) * 3 (10.35)
!

Aus der ersten Korrektur folgt:

Otot = OO(Z Q7)) *3x[1+ % + o(a?)] (10.36)
f

Gluon-Emission: mit em-WW kann man nur geradzahlige Jet-Ereignisse erkldhren. In den 70er
Jahren sind am DESY bei PETRA 3-Jet-Ereignisse beobachtet worden, vgl. Abb. (4).

11 VL 18: deep-inelastic scattering (DIS)

SLAC-MIT: 1968, bei 20GeV werden Elektronen auf Wasserstofftargets geschossen, vgl Abb (5).
Beteiligte Impulse:

e kein

e k' e out

°q

® pgiin

Abbildung 4: 2- und 3-Jet-Ereignisse

36



qi,p+4q

qis D

Abbildung 5: deep-inelastic scattering

® p+qqout

P =Fk-k)?= k3 + k¢ —2|k||k'|cos® < 0 (11.1)
N—_——
=0=m.bei 20 GeV

Konvention: ¢2 = —Q, Q2 > 0. Q? groB: DIS. Ist das Modell richtig, lisst sich der Streuquerschnitt
des DIS-Diagramms wie in QFTI berechnen, vgl Diagramm Abb. (2), welches im DIS-Diagramm
enthalten ist. Benutze dafiir die Mandelstam-Variablen s = (p+p')%, t = (k —p)?, u = (k' —p)?,
s+t+u=0:

1 8et s U
S IMP = [(2)2 +(2)? 11.2
T = TG + (5 (11.2)
Beriicksichtige Quarkladungen:
1 8etQ? 5% +u?
=y M= — 11.3
T2 M = S (113
Benutze Formel aus QFTI:
2092 o2 2
do _Ta Qi(s +(s+1) ) (11.4)
dcosOc S 12
und mit ¢ = —5(1 — cosOcnr)
do  2ma’Q? t.o
— = 14+(1+- 11.5
o+ L) (115)
néchster Schritt: ¢, s durch experimentell zugéingliche Gréfien ausdriicken: ¢t = —Q?. s bekommt

man nicht so leicht. Im CM-System hat das Proton den Impuls P, das Quark hat den Impuls
p=£&P,0 < ¢ <1 Benutze, dass die Massen vernachlissigt werden konnen:

s=(k+p)? =2pk = 26Pk = £s (11.6)

2
~ 2 = — 2 = = 7Q
O~ (p+q)°=26Pg—Q = {=mr=op

Die Wahrscheinlichkeit, ein Parton f mit dem Impuls P zu finden ist: f;(£)d§. f; ist unbe-
kannt und kann innerhalb der QCD ausgerechnet werden. Die moglichen Partonen sind Quarks,

(11.7)
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Antiquarks und Gluonen. f; heifit parton distribution function.

o(e” (k)p(P) — e~ (k") + hadr.Endzustand) / d¢ Z fr( ))as(EP) (11.8)
do ! 5 2ma? Q%5 9
>~ s 463 11005 i1+ (1= L0 = @) (119
Der Anteil, der in das Hadronensystem eingespeist wird betrigt y := Q—PZ = Z—U.
=ys=2Pg ~ a= 2 - (11.10)
& Q? = :cys (11.11)
= dxdQ? = da: dy = xsdxdy (11.12)

Die Ableitung des Wirkungsquerschnitt nach den dimensionslosen Variablen x und y betriigt
damit:

27ra
dxdy Z oI (@)Qn) 51 [(1+(1(—)y)2)] (11.13)
=:G(y

=:F(x)

Dies faktorisiert, die beiden Anteile sind unabhéingig voneinander und die Parton-Verteilungs-
funktion ist nur vom Skalenparameter x abhéngig. Es handelt sich um eine Schar von Kurven,
deren Scharparameter Q ist und deren Werte fiir festes Q mit laufendem x alle auf einer Linie
liegen.
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12 Higgs-Mechanismus

e Idee: Betrachte spontan gebrochene lokale Symmetrie (Eichsymmetrie)
e Ergebnis:
— FEichboson wird massiv

— Goldstoneboson verschwindet, bzw. wird zur longitudinalen Komponente des Eichbo-
sons (wird ”gegessen”)

12.1 U(1) Eichtheorie mit geladenem Skalarfeld

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall. Eine gebrochene abelsche U(1)-Symmetrie beim
geladenen komplexen Skalarfeld.

L=~ {FuF™ 4 DoD'e” — V(6,6%) (12.1)

mit
D6 = 8H¢+26A#¢ (12.2)
V(6.6) = —u66" + 506" (12.3)

und der Symmeterietransformation (Eichtransformation)

6 — o = expl(z)s (12.4)
4, — A;:Au—éﬁua(sc) (12.5)

sowie der Parameterwahl p? > 0, A > 0. Fasst man ¢ wieder als ¢ = + 1¢2) auf so ergibt

7 (01
¢,0*) = V(¢p1,¢2) mit

L
V2
sich im Parameterraum ¢, ¢2 der bekannte Verlauf des Potentials V(
spontan gebrochener Symmetrie des Grundzustandes.
2
Auflésen nach dem Minimum ergibt die bekannte Kreisgleichung (¢¢*)min = - und dem zu-

e

gehorigen Radius (¢)min = /5 = >
Wir benutzen jedoch nicht die bekannte Parametrisierung ¢ = %(v + h(z) +10(x)) sondern die
passendere

¢ = —= (v + h(z)) exp(sf(x)) (12.6)

\/i

Dies entspricht einer typischen Kreisparametrisierung in der komplexen Ebene durch Polarko-
ordinaten. Wie man durch Reihenentwicklung der exp-Funktion sieht, handelt es sich hierbei
um ein anderes h(z) als in der vorangegangen Parametrisierung. In dieser Parametrisierung ist
das Potential vollig unabhéingig von B(x). Dieses beschreibt also die Fluktuationen am Grund-
zustand, die tangential zum Verlauf dieses sind und damit keine Potentialdifferenz spiiren. Alle
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anderen werden durch h(x) beschrieben.

V(e:0%) = (ot h@) + 20+ b))

[\91:

1 A A

V(v) + i,uzh(a;)2 + §vh(x)3 + gh(azr)4

Es ergibt sich das §(z) ein Goldstoneboson ist (masselos). h(z) heifit Higgsboson. Die Eichtrans-
formation (12.4) geht iiber in

@ =
—~
8 8
S~—
w
— =
& ©
~— —
Il
= =
= B
NSRS
+
2
8
S~—
—
[
[ NI ]
X 3

was einer einfachen Rotation entspricht.

Wir betrachten nun den Term mit der kovarianten Ableitung. Dieser fiihrt auf die kinetischen
Termen von h(z) und 3(x) sowie den Wechselwirkungen dieser mit den Eichbosonen A,,.

Duop = [0 (v + R) exp(ef) +1e A, (v + h) exp(2/3)]

Sl

_ 12 0,1 + 16 A, (v + h)] exp(18) + %(&nuﬂ)(v + ) exp(13)
_ iz 0, + 1(eA, + Du(v + h))] exp(16)
= % [0h + (e A, (v + h))] exp(2/3)

Sl sl

Hier wurde im letzten Schritt eine Umparametrisierung des Eichfeldes gemé&f
1
A, — A;L =A,+ 28#[3 (12.9)

durchgefiihrt. Vergleicht man (12.5) und (12.9) stellt man fest fest, dass diese Umparametrisie-
rung formal analog zu diesem Teil der Eichtransformation mit a(z) = —f8(z) ist. Es handelt sich
jedoch nicht um eine Eichtransformation, da dann auch § gemif (12.8) transformieren miiss-
te und aufgrund der Eichinvarianz der Lagrangdichte diese Forminvariant bleiben wiirde. Man
nennt diese Umparametrisierung trotzdem ”unitére Eichung”.

Aufgrund der Invarianz von F),,(A) unter Eichtransformationen der A, bleibt auch der kineti-
sche Term —1F,, F*” im Lagrangian unter (12.9) unveréndert. Der gesamte Lagrangian wird
somit zu

L= —%FW(A’)F“”(A’) + % [0, + 16 Ay (0 + )] [0"h —1eA™ (0 + B)] — V() (12.10)

In dieser Umparametrisierung der Felder existiert § nicht mehr als alleiniges Feld. Es spielt
nun die Rolle der longitudinalen Komponente des FEichbosons. Insbesondere spielt aber sein
Transformationsverhalten unter Eichtransformationen noch eine Rolle. An (12.5),(12.8),(12.9)
sieht man, das eine Eichtransformation der A/u nun durch

Al — A (12.11)
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gegeben ist.
Durch einfaches ausmultiplizieren von (12.10) erhilt man

=Yg g + Lo horn + éhQA’ AP 4 e*oh Al AP+ Loz ar an — V(h) (12.12)

o4 PR 2 Tm " P '

mit der Identifizierung e?v? = m? als Masse des Eichbosons. Dies ist nach (12.11) manifest
eichinvariant.
Die Anzahl der Freiheitsgrade ist ist immer noch 4, da nun nur noch ein Freiheitsgrad vom Ska-
larfeld getragen wird, jedoch 3 vom Eichfeld (vorher 2 und 2).
Es ist noch zu bemerken, dass die Masse des Eichbosons nicht durch die Hinzunahme der longitu-
dinalen Komponente entsteht, sondern auch dann, wenn man ((z) als getrenntes Feld betrachtet.
Man multipliziere hierzu einfach ohne vorher (12.9) durchgefiihrt zu haben den Lagrangian aus.
Der Satz, dass die Eichinvarianz massive Eichbosonen verhindert, gilt, wie wir damit hier gezeigt
haben, fiir spontan gebrochene Symmetrien offenbar nicht.

12.2 SU(N) Eichtheorie mit geladenen Skalarfeldern ¢,

Der eben entwickelte Formalismus ist nun einfach auf kompliziertere Félle iibertragbar. Insbe-
sondere ist die Masse, wie aus der letzten Bemerkung hervorgeht, einfach abzulesen, ohne dass
man die Untersuchungen explizit ausfithren muss. Wir fithren dies nun fiir allgemeinen SU(N)
Eichtheorien durch.

1 v * *
L= = Fu F + Dy D'} = V (60, ) (12.13)
mita=1,..,N>—1,i=1,...,N und
Dupi = 0u¢i —1gATi;0; (12.14)
Dué; = 0ud] +1gA T 6] (12.15)

Dies ausmultipliziert gibt
1 * a sa, a Aa a * [k *
L= _iFﬁyFWW + 0,0:0"¢; + gAM] Ho gQAHA m(T ¢)¢(Tb )i — V(6,67 (12.16)
mit
J = l(auﬁbr)TzZ@ - ¢?T{;’*8u¢i

Um die Massen der Eichbosonen abzulesen muss man nun lediglich ¢; bis zur nullten Ordnung,

also bis zum konstanten Term, in (12.16) entwickeln. Man setzt ¢; = 2 (v; +...) wobei 2v,0; = “72

mit reelem v gilt und lieit den Koeffizienten des quadratischen Terms in den A4,, ab.

Ln(A%) =193 (T)(T"v); A% Abr E%mibAﬁAb“ (12.17)

und damit
my, = g*(T)i(T"v);
= §T{v, T vk
= gzvaISZTiZ'Uj
= g2val?iTz%vj
= ¢*(uT°T") (12.18)
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Hierbei wurde 7" = T% benutzt.
Fiir die Berchnung der Masse der Eichbosonen ist nur der symmetrische Teil m(zab) relevant,

da AZAb“ symmetrisch in ¢ und b ist. Die physikalischen Massen der Eichbosonen ergeben sich
nun durch die Eigenwerte der Massenmatrix m?2,. Fiir ungebrochene Generatoren ergibt sich
(T%v) = 0 und fiir gebrochene Generatoren (T%v) # 0.

12.3 Beispiel: SU(2) Eichtheorie mit Higgsdublett

Der Lagrangian ist hier durch (12.13),(12.14),(12.15) gegeben mit ¢ = 1,2 und a = 1,2, 3 sowie

T = %a“. Das Potential ist gegeben durch

A
V= —p20id] + 5(4i07)?
1

mit dem Minimum (¢;¢})min = ”72 Wir entwickeln um den Punkt ¢; = %vi = W(O,v) mit

2 2 . . . .
% = . Die Massen der Eichbosonen kénnen nun einfach abgelesen werden:

amb
m%ab) = QQ’UlegiTij)Uj

2
_ 9 (a_b)
= 4vkokiaijvj

féab
4

wobei im letzten Schritt o%¢® = 6% + 1225 benutzt wurde.

Es werden also alle 3 Eichbosonen massiv mit der gleichen Masse. Dies entspricht der Sym-
metriebrchung SU(2) — X, d.h. die Symmetrie wird vollstindig gebrochen (und damit alle
Generatoren), da SU(1) nicht existiert (normalerweise SU(N) — SU(N — 1)).

Die ”unitére Eichung” (vgl. (12.6),(12.9)) wird hier durch

1
o= U(O,ﬁ(erh)) (12.19)

mit der unitiren Matrix U;; = exp(:14°1};) realisiert.
Das Potential (12.3) ist in dieser Parametrisierung wieder unabhiingig von 3:

1 A
vV = 7u2§(v +h)?+ S(v+h)?

8
L o20 \/X 3, A
V(v)+2mhh + 4mhh —|—8h

Als letztes besprechen wir noch kurz eine analoge U(2) Eichtheorie als Hinfithrung zur néchsten
Vorlesung:

Eine U(2) Eichtheorie mit Higgsdublett wird nach U(1) gebrochen. Es entstehen 3 massive Eich-
bosonen mit gleicher Masse, 1 masseloses Eichboson, also 3 Goldstonebosonen uns ein Higgsbo-
son. Da dies allerdings nicht der Beobachtung in der Natur entspricht (unterschiedliche Massen
von W+, Z%) muss etwas anderes zur Beschreibung herangezogen werden (SU(2) x U(1)).
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13 Spontane Symmetriebrechung und Goldstone-Theorem

von Jannes Heinze

13.1 Motivation: Reeles Skalarfeld mit diskreter Symmetrie

Zur Motivation betrachten wir zunichst ein reeles Skalarfeld ¢ mit ¢*-Wechselwirkung:

L= 50,60"0 —V(0) = 0,00"0 — m6" — o' (13.1)
2 2 2 4

Hier wurden aus Konventionsgriinden die Parameter so umdefiniert, dass in der Wechselwirkung

nur noch der Faktor 4 statt wie vorher 4! auftaucht. Anders als bisher wird nun der Parameter

m? als negativ gewiihlt, wobei A weiterhin positiv bleibt, also m? = —p? mit g2 > 0 und A > 0.

Damit kann m nicht mehr als die Masse von ¢ interpretiert werden.

Wir suchen nun das Minimum von V(¢) und setzt dies null um den Grundzustand zu bestimmen:

CAIE A

99 pp + Ap
= G+ AP) =0

Dies wird gelost durch ¢ = 0 und ¢ = +4/ ”72 = 4o und es ergibt sich V(0) = 0 und V(+v =

+ %) = —i“—: < 0 und damit liegen die Minima bei ¢ = v, wie in Abb. (6) dargestellt.

Die Lagrangedichte (13.1) besitzt eine diskrete Symmetrie ¢ — —¢ : L — L. Der Grundzustand

o

Abbildung 6: Potential V(¢) zur Lagrangdichte (13.1) mit m? < 0

besitzt diese Symmetrie allerdings wie man sieht fiir den hier betrachteten Parameterbereich
nicht (klassischer Grundzustand eines Balles, der sich in diesem Potential befindet wére eine der
beiden Senken). Die beiden Grundzustinde werden bei der gegebenen Symmetrietransformation
ineinander iiberfiihrt. Diesen Effekt nennt man spontane Symmetriebrechung (z.B. Ferromagnet).
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Im Vergleich dazu wiire eine kleine Beimischung £ — £ + £¢® eine explizite Symmetriebrechung
in der Lagrangedichte.

Um QFT zu betreiben muss die Lagrangdichte mittels einer Stérungsreihe um den Grundzustand
entwickelt werden.

Wir wéhlen den Grundzustand bei ¢ = +v und schreiben ¢(z) = v + h(z).

Llb=v+h)=L(h) = %auhaﬂh _ V() (13.2)
mit
A
V(h) = —g( +h)? + J (0 + b
o 1M4 1 2\72 3, A4
= = 5 ta@eh + VAuh +5h (13.3)

An (13.3) sieht man, dass v/2u nun als positive Masse vom physikalischen Feld h(z) interpretiert
werden kann. Damit ergibt sich eine stabile und physikalische Theorie mit h(z) als zu quantie-
sierendem Feld.

13.2 Verallgemeinerung 1: Komplexes Skalarfeld mit U(1)-Symmetrie

Wir betrachten nun ein komplexes Skalarfeld ¢ = %(Qﬁ + 1¢2) mit der Lagrangdichte

L= 0,006" — V(6,6") = 0u60"6" — 00" — 3(66")? (13.4)

L hat eine kontinuierliche globale U(1)-Symmetrie ¢ — ¢’ = expia¢. Im folgenden betrachten
wir nur noch kontinuierliche Symmetrien, wobei sich weitere Komplikationen ergeben.
Wie eben kann man zwei Parameterbereiche unterscheiden:

50000
40000
30000
20000
10000

-10000
-20000

20

Abbildung 7: Potential V' (¢) zu Lagrangdichte (13.4) mit m? < 0
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1.m2>0
Das Minimum befindet sich hier bei ¢; = 0 = ¢5. Der Grundzustand besitzt die gleiche
Symmetrie wie die Lagrangedichte. Die Symmetrie ist nicht gebrochen und es existiert nur
eine Phase.

2. m? < 0 bzw. m? = —p? mit p% >0
Die Extrema befinden sich hier mittels

av * * *
96 126" + N(pd*) ¢
= ¢ (—1*+Xp9") =0
bei ¢ = 0 = ¢* und ¢p* = “—;, wobei letzteres eine komplexe Kreisgleichung ist, die

den Ort des Minimums beschre
Grundzustéinde, die durch die U
ist somit spontan gebrochen.

t (sieche Abb. 7). Es existieren also kontinuierlich viele
1)-Rotation ineinander iiberfuhrt werden. Die Symmetrie

— =

Uns interessiert der zweite Fall und daher entwickeln wir die Lagrangedichte wiederum um ihren
2
Grundzustand, d.h. wir schreiben ¢ = £ (v + h(z) 4 10(x)) mit % = & und setzen in (13.4) ein:
1 1
L= iﬁuha“h + 5(9”08"0 +V(h,o) (13.5)
mit folgendem V'(h, o), dass zu zweiten Ordnung in h und o entwickelt wird, um die jeweiligen
Massenterme zu identifizieren.

1 A
Viho) = =250 +h)?*+0%) + v+ h)? +0°)
2 A3 Lo oA oy 1 oy -
= V() +h(—p v—|—4§v )—|—U(—§u +2§v )+ S h* + kubisch
1
= V) + §u2h2 + kubisch (13.6)

wobei %2 = “72 benutzt wurde. Man sieht also, dass o(z) masselos ist und h(x) eine Masse u hat,

da auch das Vorzeichen von p? im Potential stimmt. Ein masseloses Boson wie o(z) nennt man
ein Goldstoneboson.

13.3 Verallgemeinerung 2: N komplxe Skalarfelder mit globaler U(N)-
Symmetrie

Wir betrachten nun N komplexe Skalarfelder ¢ in der fundamentalen Darstellung der U (N ) mit
der Lagrangedichte

N N
L= 0,0'0"0" —V(¢',6™) =) 9u0°0"6™ — (m* (D ¢'¢™) + %(Z ¢'¢™)?)  (13.7)
1=1 =1 i 7

die eine globale U(N)-Symmetrie hat:

(13.8)

d ¢l =¢'e™, falls UUT =1
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Wir unterscheiden wieder die zwei Fille:

1. m? >0
Es ergibt sich ein Minimum bei ¢’ = 0 = ¢**, das U (N )-invariant ist
2. m?2<0
Der Ort des Minimums ergibt sich durch
oV . o\ i
- = (= AT T =0
b = O
oV . 5 o
— = ¢'(— APTPT*) =0
por = PR A
zZu

e
o= (13.9)

Wir fithren nun wie oben neue Felder ein:

o = L (ot ha) +10(@), 8 6V mit o =
5 . A

Dies 16st (13.9) fiir h(x) = o(z) = ¢? = ... = ¢V = 0.
Wie oben kann man dies nun in (13.7) einsetzen und eine Taylorentwicklung bis zum 2. Grad
machen um alle Massen der 2N Felder abzulesen. Es ergibt sich:

e h(x) massiv

e o(x) masselos

o ¢2,...,¢" masselos

also insgesamt 2N — 1 Goldstonebosonen. Man kann allgemein vorraussagen wie viele Goldsto-
nenbosonen mindestens zu erwarten sind. Diese Aussage trifft das

13.4 Goldstone-Theorem

Theorem: Fir jeden spontan gebrochenen Symmetriegenerator einer globalen kontinuierlichen
Symmetrie existiert ein (masseloses) Goldstoneboson.

Beweis: Betrachte N reele Felder ¢* mit Lagrangedichte
AR ,
L=y > 0,00 — V(¢ (13.10)
i=1

Dabei hat der kinetische Term %Zf\il 0,,0'0"¢" eine globale O(N)-Invarianz. Dies ist damit die
maximale Symmetrie des Systems. Im Allgemeinen hat das Potential V (¢%) jedoch eine niegdri-
gere Symmetrie G, die durch eine Untergruppe von O(N) hervorgerufen ist. Dies stellt dann die
gesamte Symmetrie der Lagrangedichte dar. Hierbei sind alle Untergruppen von O(N) méglich.
Wir nehmen nun an, dass V und damit £ eine eine globale Symmetrie G hat, also unter Sym-
metrietransformationen

dim(QG)
¢' = ¢ + 04" mit 5" =1 > T (13.11)

a=1
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in sich selbst iiberfithrt wird:

V(¢") = V(¢' +09') = V(¢') + V5o

aqﬁ’
Es muss also gelten:

ov _ ., v . oV 9
5‘¢i5¢ = 0 woraus 961051 0"+ — —=6¢' =0

0t 0PI
durch differenzieren nach ¢’ folgt.

Im Minimum von V' gilt g{;ﬂ = 0 und damit muss dort

0*v i B
<W>mm (60 ) min =0 (13.12)

gelten.
Definiere nun Sprachgebrauch aus dem Theorem:

e Ungebrochener Symmetriegenerator: (§¢°),,in = 0

e Gebrochener Symmetriegenerator: (6¢%) i # 0 (siche Abb. 7)

Es folgt also eine Bedingung an die Massenmatrix (%) ~ in Richtung eines gebrochenen
man
Symmetriegeneratoren. Die Massenmatrix ist symmetrlsch und daher immer diagonalisierbar

durch eine geeignete Umdefinition der ¢?, so dass 367087 0%V m2d;;.

T —
Einsetzen in (13.12) liefert (keine Summe iiber 4):

> m265(00 ) min = 366 )min = 0
J

Woraus folgt
1. (06 min =0=m? #0
2. (60 ) min #0=m2 =0
womit der Beweis zuende ist.
Der Beweis kann alleine fiir reele Felder gefiihrt werden, da sich N komplexe Felder als 2V
reele Felder darstellen lassen. Das Goldstonetheorem sagt lediglich etwas iiber die mindeste An-

zahl von masselosen Feldern aus. Es konnte z.B. jedes der Felder in Richtung eines ungebrochenen
Generators als masselos gewihlt werden, was die Symmetrie nicht verletzen wiirde.

Am vorigen Beispiel der U(N)-Symmetrie zihlen wir die gebrochenen Symmetriegeneratoren.
Die Anzahl der vorhandenen Symmetriegeneratoren ist N2, die Symmetrie des Grundzustandes
ist U(N — 1), da es sich um eine N-Sphéire handelt. Es ergibt sich

N? - (N-1?2?=2N-1

in Ubereinstimmung mit dem vorigen Ergebnis.
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Autor: Sebastian Jacobs

14 Glashow-Salam-Weinberg-Theorie

Der grofie Mangel der bisher betrachteten eichtheorie ist, dass sie nur Eichbosonen gleicher Masse
beschreibt. Dieser Fall tritt in der Natur jedoch nicht auf, daher haben Glashow, Salam und
Weinberg nach einer Eichtheorie gesucht, die verschiedene Massen der Eichbosonen vorhersagt.
Die Eichgruppe dieser elektro-schwachen Theorie ist

SU(2) x U(1l)y — U(1)em,

die nach der Eichgruppe der QED U(1) bricht. Das Spektrum der GSW-Theorie spaltet sich
folgendermafien auf:

Feldvariable Teil der Eichgruppe
4 Eichbosonen — Af, a =1,2,3 SU(2)

B, U(l)y
1 Higgsdoublet ¢;,i=1,2
(Fermionen)

Die Lagrangedichte fiir diese Theorie lautet

1 1
ﬁ = —*Fa Fa’“/ - ZB#VBMU + Dy¢:DH¢Z - V(¢*7¢)7

4w
dabei sind die kovariantwen Ableitungen iiber
D/L¢i = /L¢i - igAzTi(;‘QSj - iYng/LQSi?
Dyu¢; = 09" +igA, T o) + iYg'B,¢;.
Dabei ist der Parameter Y die Hyperladung, der fiir das Higgs-Boson den Wert YV = % hat. Die

Erzeuger der Lie-Algebra sind fiir die gewéhlte Eichgrupe: T = %U“. Die Eichtransformationen
fiir das Higgsdoublet lauten:

b6 =—iya"The; SU(),

a

d0pr = —if(x)Y¢; U(1) Hyperladung.

Diese implementieren zwei unabhéngige Eichkopplungen. Die Massenterme der Eichbosonen er-
geben sich damit zu:

1 0
=(0,v) (gAZU“ + ¢ By) (gAb"ab +g'B") (v) )

* )V —
D,¢; D ¢z|¢:%(0,u)T )

Um diesen Ausdruck etwas handlicher zu schreiben verwenden wir folgende Identitéten:
(0,v)0%"® (0) = 2§,
v
a 0 _ _,283a
(0,v)0 (v) = —v=0°°.
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Damit erhalten wir dann:

2

D¢ D" ¢; = % (gQA,‘jA“" — 299’ A, B + g’QBuB“) ;
2
v . .
=3 (ngZAa“ + AZAb") + (gAZ — g’AB/L) (gA‘S’L — g'B“) .

Damit man an diesem Ausdruck die physikalischen Eichbosonen ablesen kann, machen wir nun
noch folgende Substitutionen:

1
Wi = (A Fidl)

Zg _ (cos®,, —sinB, Az
A,)  \sin®, cosO, B,)’

/
J . Damit vereinfacht sich die Massenmatrix dann zu:

: _ g : _
mit cos ©,, = Jire® sin®,, = o

(]

DuiD il = 5 (2g2leW—u (g2 +g/2)zgzw> 7
1
= m%,VW,fW’“ + iméozgzoﬂ,

12y — mw gy = (). Die GSW-Theorie

mit den Eichbosonenmassen: my = %, mzo = \/gTg'" 5 = 28—,
- w

hat also

3 massive Eichbosonen Wf, Zg,
1 masseloses Eichboson A, Photon der U(1)em.

Die Massenmatrix

ms, = —
ab ™ g 9 g9
99 ¢"°

)

die wir erhalten haben ist in den Komponenten A, ZS nicht diagonal. Dies kann man aber
erreichen, indem man diese mittels mﬁiag = 0;,'m?0,, diagonalisiert. Dabei ist

0, = (cos ©, —sin @w) '

sin®,, cosO,

O, heilt urspriinglich ,weak-angle®, und spéter in der Literatur Weinberg-Winkel. Im folgenden
werden wir A, mit dem elektromagnetischen Vektorpotential assoziieren.

Wir wollen nun auch den fermionischen Anteil des Spektrums beriicksichtigen. Der zusétzliche
Term in der Lagrangedichte lautet:

Z@ﬂ“D;M,

mit dem SU(2)-Doublet ;, das ebenfalls Hyperladung tréigt. Die kovariante Ableitung, die in
diesem Term auftaucht ist:
.g .
D, = 0uipi — ZiAZU?jwj —igY By,
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und die Eichtransformation zum Spinor-Feld ist:

0vps = i T30 + i i

Die kovariante Ableitung wollen wir zunéchst in den Eigenzustinden des Massenoperators W=,
79 ausdriicken:

Dythi = O,bi — i% (Wi + W), 4 — i (cos O, 25 +sin O, 4,.) oy

— ZgIY (— sin @wZB —+ cos @wA,u) ¢ja

= i — \% (WioT+Wom), v —i (g cos ©,0° — ¢'sin @w>ij Z;
—1 (g sin ©,,0° + ¢'Y cos @w>ij A ;.
Hierbei haben wir die Linearkombination o* = % (01 + i02) eingefiihrt. Wir definieren nun die

Ladungen der entsprechenden Eichbosonen und fermionischen Felder

/

e=—99 = gsinO,, = ¢’ cos Oy,

92 +g"”
1 .
Q = §GS+Y12X2.

Damit erhalten wir schliellich fiir die kovariante Ableitung:

. . g — . g 0
Dy = ;ﬂ/’i_l\ﬁ (WJJJF"_W#)w_zCOS@wZu(

— 1A, QY
Wir werden spéter sehen, dass die GSW-Theorie eine chirale Symmetrie hat. Dazu aber zunéchst:

Definition 1. Chirale FEichtheorien sind Eichtheorien, bei denen ¥y, und ¢g in verschiedenen
Darstellungen der Eichgruppe G transformieren.

303 — sin? @wQ> )

Aus der Quantenfeldtheorie I kennen wir bereits

(Yo
leraC — (¢R>

B=v1 = (hvl) = (@r 0r)

Der kinetische Term der Lagrangedichte lautet aurdriickt in den chiralen Komponenten
YpiV'Oup = Yriot L, + P gic" O,

und der Massenterm

mptp =m (Vg +PRvL) .
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Uunter einer chiralen U(1)-Eichtransformation transformieren sich die chiralen Komponenten des
Dirac-Spinors nach

Y — Y, =M@y

YR = Y = Mm@y,
Man erkennt dabei, dass der kinetische Term invariant ist unter dieser Eichtransformation, der
massenterm hingegen ist nicht symmetrisch fiir allgemeine Hyperladungen Yg, Ay. Falls Y7, = Yg,

ist auch der Massenterm invarian unter der chiralen Eichtransformation. Man folgert daraus, dass
chirale Eichtheorien keine Massenterme erlauben.

Fermionen in der GSW-Theorie Fiir das fermionische Spektrum in der GSW-Theorie erhélt
man

Spektrum SU(2) Y Q
0

sel), o ()

2
U 2
a-(@), * ()
dL 0 -3
eRr 1 -1 -1
dn Loy o

Dabei sind u, e, v, d, egr, ug und dg Weyl-Spinoren. Die Lagrangedichte ausgedriickt in diesen
Komponenten lautet:

L =ELin"D,EL, +¢€ier + QiPQ + urilPur + drilpdp.

Hierbei lauten die kovarianten Ableitungen der Felder:

D,Qri=0,Qri—igA,T QL — i%BMQm,
DuEp: = 0,BLi — igAI TS By, ; + i%/B#ELi
Dyer = Ouer +ig Byuer
Djug = dugr — igg’BueR
D,dgr = d,dr + ig%B,teR.

Die rechtshéndigen Neutrinos kommen so nicht in der GSW-Theorie vor. Wenn man jedoch ihre
Existenz postuliert, dann miissten die rechtshindigen Neutrinos folgende Ladungen tragen:

Spektrum  SU(2) Y Q
VR 1 0 0

Die kovariante Ableitung dieses Feldes miisste dann

DuVR = 8HVR
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Die Lagrangedichte wiirde dann
ELZ-Z'(?’ELZ‘ +egrider + PRiaVR +...+g (WJJ;,M + WH_JI;/N + Zng)
> figf

_ 1
+eA, bl —mi Wt W= # — iméZgZo“
lauten. Dabei sind die folgenden geladenen Strome eingefiithrt worden:

1
J{J_V# = — (PLU“eL —l—ﬂLO'ltdL),

V2
L 1 , —
Iyt = ﬁ (eLU“VL + dLU“uL) ,
_ _ 2 1-
Jb, =epy*(—1)ep + UD’Y'uguD - ngVHdD,

1

Jb =
27 cos O,

1 1 1 2
|:2I/LO"U‘I/L +erot <2 + sin @w) er +eérotsin O, eg +urot <2 -3 sin @w> Uy,

2 — 1 1 — 1
+ugot (—3 sin? @w) ug + dpo* (—2 + 3 sin? @w) dr, + drot (3 sin? @w> dR} .

Dabei haben wir den Dirac-Spinor ep = (zL) eingefiihrt.
R

Um die Ladung der W# zu bestimmen betrachten wir die Ableitung in die 3-richtung:
+ 1 2
Sas Wi = 0oy (A# F Au)
_ 123 42 3 __ - 213 3
=4 Fif o
= +if'?%a’ (A, FiA)).
Somit hat also W+ die Ladung + und W~ die Ladung —.

Der Massenterm der Lagrangedicht bereitet allerdings Probleme (m p,vp = m (E LR + VY L)),
da dieser nicht eichinvariant ist. Jedoch sind Yukawa-Kopplungen erlaubt (—ABFF, X ist dimen-
sionslose Kopplungskonstante):

Lasw = —AetiELier — M\¢iQpidr — M ¢1Qp ;ur + h.c.
Um einzusehen, dass diese Wechselwirkung tatséchlich eichinvariant sind, betrachten wir folgende
Ausdriicke:

d Eﬂﬁi . - .
Denn: ¢p — YUTUY = o

o cihyp;
Denn: e¢;h; — €U Ujmthrthm = det UeP™ hpapy, = ™ hphp,.

Wenn wir in den Massenterm den Grundzustandserwartungswert des Higgsfeldes einsetzen und
neue Massen definieren, erhalten wir:

L =—-meerer — mgdrdr — myurug — m,VLVR + h.c.,

mit den neu definierten Massen
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Abbildung 8: Elektron—Neut?ino—Streuung
v
Z
v f
Abbildung 9: Neutrino-Neutrino-Streuung
AV Agv
Me V2! mq )\%7
m, =7 My = %

Man koénnte auch eienen weiteren Term in die Wechselwirkung einfiihren, die dem Neutrino eine

Masse geben wiirde: L
L, =-\e"Epi¢ivp + h.c.

Dies ist jedoch nur dann eichinvariant, wenn das Teilchen keine Ladung unter der Eichgruppe
besittzt, also nur fiir Neutrinos. Dieser Term wiirde dem v, eine Masse geben, die dem Elektron
vergleichbar wére, im Widerspruch zum Experiment. Die beobachtete kleine Neutrinomasse passt
zur Theorie, wenn die vg verboten sind.

Vorhersagen der GSW-Theorie Das GSW-Modell sagt folgende Wechselwirkungen vorher:

Die Bewegungsgleichungen lauten hier:

3 ui:gJ“ my WS =0,
oL 2 0
@—gjg—mzzuzo

unter Vernachlissigung der kinetischen Terme. Mann kann also die Felder W¥ und Z° eliminie-
ren.

+p_ 9 4+
W“—m—zJ,
w

op_ 9
Z

Eingesetzt in die Lagrangedichte, erhalten wir dann:
2 2
g - g
Lasw = —5 ST+ =5 Jz,J0%
My mz

Dies nennt man auch eine Strom-Strom-Wechselwirkung. Diese ist quartisch in den Fermionen.
Ein Beispiel fiir eine solche Wechselwirkung ist der §-Zerfall n — p + e + V.. Es wurde schon
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Abbildung 10: 8-Zerfall in der GSW-Theorie
u Ve
d e

Abbildung 11: B-Zerfall als 4-Fermionen-Wechselwirkung ohne Austauschteichen; nicht renor-
mierbar!

frither versucht eine 4-Fermionen-Wechselwirkung zu beschreiben. Diese Wechselwirkung ist je-
doch nicht renormierbar. Die GSW-Theorie kann diese Wechselwirkung korrekt, renormierbar
beschreiben, und kann das wechselwirkende Teilchen vorhersagen. Erst bei hoheren Energien
kann man den Vertex genauer auflésen und erkennt, das die Wechselwirkung nicht punktformig
ist, sonder dass sich ein W bildet.
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15 Anomalien in Quantenfeldtheorien

(AUTOR: MICHAEL GREFE) [PS 19.4 & 20.2]

S. Adler (1969). “Azial Vector Vertex in Spinor Electrodynamics”. Physical Review 177: 2426-2438.
J. S. Bell and R. Jackiw (1969). “A PCAC Puzzle: m° — v~ in the o-model”. Il Nuovo Cimento A 60: 47-61.

Die Symmetrie der klassischen Wirkung besitzt einen erhaltenen Noether-Strom 9,7 = 0. Wenn
diese Symmetrie durch Quantenkorrekturen gebrochen wird, spricht man von einer anomalen

Symmetrie.
Ouj" = hA oder Oty =A

Dies ist eine symbolische Schreibweise, in der A die Anomalie bezeichnet.
Es gibt zwei Arten von Anomalien:

1) Die Symmetrie ist global (bzw. j# koppelt nicht an ein Eichfeld).
Dieser Fall ist harmlos. = zusitzliche physikalische Prozesse (z.B. 70 — )

2) Die Symmetrie ist lokal (bzw. j* koppelt an ein Eichfeld).
In diesem Fall ist die Ward-Identitédt nicht mehr giiltig.

= Renormierbarkeit geht verloren
= Theorie inkonsistent

= gzusitzliche Einschriankung an QFT

Das Auftreten von Anomalien in chiralen QFT Chirale Eichtheorien sind solche, in denen
1, und ¥R in unterschiedlichen Darstellungen der Eichgruppe G transformieren.

1 - L iy
£ = —EFI‘L,F“W —Yric" Dy, — YRioc" DR + Ly (15.1)

mit den kovarianten Ableitungen

Dqu = 8H¢L — igA%MT;.leL y 5¢L = Z.O[(zT;.ILwL )
Dybr = Oubr — igA%, T}, VR, 0Yr = iag Ty YR (15.2)

Wir betrachten hier den Fall Ay, = Ag,, wobei der Fall Ay, # Agr, prinzipiell auch méglich
ist. Die Lagrangedichte lautet dann

1 s R a a
& = _ZFSVFGW — i, — Yridhr — ALgrt — Angg! (15.3)

mit j7" = g T2 r und j3' = grT? ¥r. Im klassischen Fall ist der links- bzw. rechtshéindige
Noetherstrom erhalten: D, j;i* = 0= D, j#".
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Wir untersuchen nun den Term mit 15 aus der Lagrangedichte. Dabei gilt ¢z = w Ra = 1/}};, da
0% = 1. Desweiteren benutzen wir, dass o2t} unter Lorentztransformationen wie ein linkshéindi-
ger Weyl-Spinor v transformiert. Wir definieren daher ¢} := 0?1} oder umgeschrieben ¢p =

52*1/);;*

"gl/’R = ¢;f%i0.,u (8H - igAZTTaR) wR
= pTig* ot (8 - ngaT“ ) oF Y

HTTR
—i (001 o ot oy — g o* oo Q*AZT,?RTU)L
= w/LT (0.2T0.u02*) M/’L +i g¢ ( ) Al TaT A
—_— %,_/
=(L,—o*)=c+ =(1,—c%)=c+ —Ta.*
=i (wilo" 0, +iguilo" ALT v, )
= Z’(ZlLa'MD#’(/)IL mit D#¢L = HwL + ZgAaTa*w/L (154)

Von der zweiten in die dritte Zeile wurde der erste Term partiell integriert. Im Schritt zur vierten
Zeile wurde der gesamte Ausdruck transponiert (£7 = &). In der vierten Zeile wurden zudem
folgende Beziehungen benutzt:

020%?% = -0, *16% =1, Tt =12
Die kovariante Ableitung lasst sich unter Benutzung von T.* = —T¢ folgendermafien Schreiben:
Dby, = 07, — ig AR T (15.5)

Rechtshéndige Fermionen kénnen also als linkshéndige Fermionen, die in der komplex-konjugierten
Darstellung transformieren, geschrieben werden.

In Eichtheorien, in denen die Eichbosonen an chirale Fermionstrome koppeln, tritt die Anomalie
in den Dreiecksdiagrammen auf, die zur 1-Loop-Korrektur des 3-Eichbosonen-Vertex beitragen:

(15.6)
Die Anomalie wird berechnet durch
qu . {
Das Ergebnis lautet (ohne Rechnung):
g b b
D, j*" = ~Tom — €O FL AT (15.7)
Dabei ist der Anomaliekoeffizient A% gegeben durch
Ate = Ty, (TP {TP,TF}) . (15.8)
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Das Adler-Bardeen-Theorem

Falls A% = 0, dann gilt D,j* =0 an allen Ordnungen der Stérungstheorie.

Anomaliefreiheit vektorartiger Theorien Es gilt die Beziehung A(7) = —A(r). Beweis:
AGF) = Top (23 {T4,75))
= —Tr, (T {1, T })
= — (T 5T + T T 5 T

- bt et t et bt
= — (Tl et + T )

= - (Tsz‘Tfikakj + 17 Tcijrbik)
=—Tr, (TF {12, T}) = —A(r) (15.9)

Vektorartige Theorien sind daher immer anomaliefrei (A = 0)!
Bei einer vektorartigen Theorie befinden sich die Fermionen in der Darstellung r» & 7. Eine
Theorie mit ny Fermionen t, und ny Fermionen v ist anomaliefrei, wenn ny = njy.

Die Aufhebung der Anomalien im Standardmodell Die Eichgruppe des Standardmodells
ist G=SU(3) x SU(2) xU(1)y.

Das Teilchenspektrum lautet:

SU@B) SU(2) Y
Er| 1 2 -3
€R 1 1 -1
QL 3 2 %
UR 3 1 3
dr 3 1 3
o SU(3):
W\/w—<E (15.10)
Qr: 2-3
ug: 1-3 vektorartic = A=0
dR : 1- 3
e SU(2):

WA<E (15.11)

Der Anomaliekoeffizient aus (15.8) wird fiir dieses Diagramm:

A% = Tr (U“ {ob,ac} > =26"Tro% =0
— 2 —

28be.1 =0

Dies liegt daran, dass die fundamentale Darstellung der SU(2) reell ist.
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[ ] U(l)y

\* n\*
~ Y3=9.(-Z= 134+6-(=
— v (p) e (G)

Fermionen
2 1
3-1—= 3:-1=z]=0 15.12

Dieses Diagramm nennt man die kubische Anomalie.

Gemischte Anomalien kénnen bei Produkten von Eichgruppen auftreten:

G =G1 x Gy x G W{

Im Standardmodell treten unter anderem die folgenden gemischten Anomaliediagramme auf, die
zum Teil nicht trivial verschwinden:

~ Y Y Te(TT%) ~ 6% Yy,
Linkshndige =~~~ fu

A

Fermionen x geb
= ! +3 1 =0 (15 13)
2 6 ‘
~A
w«< ~ Z Y;ZTr(TélT?f’)N(SabZYq
o~ Quarks — q
o fab
1 2 1
=2-———-+4+-=0 15.14
6 3 + 3 ( )
~
m< ~Tro TrTOTS = 0 (15.15)
~ =0
~
W< ~Tro®Y2=0 (15.16)
——
I~ =0

Bei Hinzunahme der Gravitation tritt noch ein weiteres anomales Diagramm auf, das nicht trivial
verschwindet, die so genannte Gravitationsanomalie:

1 1
~ Z Yfzz.(_2)+1_|_6.6

alle
Fermionen

A

A

2 1
+3-(-2) 432 = 15.1
3(3)33 0 (15.17)

Das Standardmodell ist also eine anomaliefreie chirale Eichtheorie. Die Aufhebung der Anomali-
en legt jedoch die Struktur des Teilchenspektrums fest. So wird z.B. gefordert, dass Leptonen und
Quarks in Multipletts der Struktur (Fr,er,Qr,ur,dr) - so genannten Generationen - vorliegen.
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Zudem sind alle Hyperladungen durch die Anomaliegleichungen festgelegt, wenn die Elektronen-

ladung auf -1 gesetzt wird.
Das Hinzufiigen eines sterilen rechtshéndigen Neutrinos v zum Teilchenspektrum veréndert das

Bild nicht, da es ein Singlett mit Hyperladung Y = 0 ist.
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