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V (r, θ, φ) = V (r) =

{
−V0 r < a

0 r ≥ aw<����s���	�6
�
�������"�{�����������
� z !��"	 �os�� �����
	
� � �
��!��I������7
i~∂Ψ

∂t
(~x, t) = HΨ(~x, t)����s`s��
� �����.� � �
������v��
	
���-��	

H =
~p2

2m
+ V (r) = − ~

2

2m
∆ + V (r),

�
	
��� � ���.���`� � ��;E�������������<s"�
	�6
�����������{������� ����� z !���	 �os��������
	�� � ��� !��I�����"7
Ψ~x, t = ψxe−i

E
~
t

+ �M�:����W���	
ψ

��� � �
7
Hψ = Eψr � �y����!������
�
� � �����
�,K�� 	�s����A6
�
���-���������{���"��� ��� z !���	 �os��������
	�� � ��� !��I�����`� � ������� � 5(��o��	
s����{���
�
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H = − ~
2

2m

(
∂2
r +

2

r
∂r

)
+

~L

2mr2
+ V (r)

z �
v��
	
���-�������-�����-���
6�7
ψ(r,Θ, φ) = R(r)Ylm(Θ, φ)

~L2Ylm = ~
2l(l + 1)Ylm�
� �"�
���
6
��� � ����WT��	��87

(
− ~

2

2m

(
∂2
r +

2

r
∂r −

l(l + 1)

r2

)
+ V (r)

)
R(r)Ylm = ER(r)Ylm

⇔
(
∂2
r +

2

r
∂r −

l(l + 1)

r2
+ k2

)
R(r) = 0

�M���
k =

√
2m(E − V )

~2z ���"���-���-�"�
� ��� 7
ρ = kr, ∂r = k∂ρ

⇒
(
∂2
ρ +

2

ρ
∂ρ −

l(l + 1)

ρ2
+ 1

)
R(ρ) = 0 (?)

50� ����������s���� tu�
���
� � 5#4 ;��{;E���
���x� � ���0�����-���ZWT�&�������r �xWT�&���:�|1�7��
	�� � �����
�F��� �
�"s{���
�gW���	
l = 0 sin ρ

ρ
,− cos ρ

ρ

;/���
�������
�`�
� �"si����	�� ��� �����
�
� ���{s{�����

ρlχl (?)
�
	vW�� � � ��W � ��� �
(
∂2
ρ +

2

ρ
∂ρ −

l(l + 1)

ρ2
+ 1

)
χl = 0 (??)

G
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χl+1 := 1

ρ
∂ρχl

s����y5#4y;
(??)

W���	
(l + 1)

�
	vW�� � � � �xW � ��� �
χl

�
���
W���	 � �
	vW�� � � �8�

jl = (−ρ)l
(

1

ρ

d

dρ

)l
sin ρ

ρ
:

� ��v��{��	�� ��!���� t �
�
��� � WT����(&�-�������
� 	

nl = −(−ρ)l
(

1

ρ

d

dρ

)l
cos ρ

ρ
:

� �
v��{��	
� ��!����y�������~�����xWT����(&�
� ��������	
z �'K�� � s�� ����v��{��	�� ��!����
�x�0���&�-� � WT���"(I�
� ���"�
�i7

h1
l : = jl + inl

n2
l : = jl − inl = (n1

l )
∗

r ��%o�Mv"�-���-� ��!����
��� �
	��{� � �-�
� 7

ρ→ 0 : jl(ρ)→
ρl

1 · 3 · 5 · ... · (2l + 1)
, nl(ρ)← −

1 · 3 · 5 · ... · (2l + 1)

ρl+1

ρ→∞ : jl →
1

ρ
sin

(
ρ− lπ

2

)
, nl → −

1

ρ
cos

(
ρ− lπ

2

)

h1
l →

1

ρ
ei(ρ−

lπ
2 )

h2
l → −

1

ρ
e−i(ρ−

lπ
2 )

4 ��������s������ � �����-����s���7 −V < E < 050���{�"���-�����i7

q =

√
2m(E + V0)

~2

W��"	
r < a

k =

√
−2mE)

~2

W���	
r > a

5������ � ���'�-����s"� � tu���
�
� � 5 4y;$7
(
∂2
ρ +

2

ρ
∂ρ −

l(l + 1)

ρ2
+

(
q2

−k2

))
R) = 0

r < a
r > a

I
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R(r = 0)

��	
s����I� � ��!�� ⇒ Rl(r) = Ajl(qr)
W���	

0 ≤ r ≤ a

lim
r→∞

R(r)
!
= 0

��	�s��
�&� � � !�� ⇒ Rl(r) = Ajl(qr)
W���	

a < r

⇒ Ajl(qa) = Bh1
l (ika)

Aqj ′l(qa) = ikaBh′1l (ika)

⇒ Aqjl(qa)

Ajl(qa)
=
ikBh′1l (ika)

Bh1
l (ika)

⇔ q
d

dρ
ln(jl)|ρ=aq = ik

d

dρ
ln(h1

l )|ρ=ika
tu�
	��
!����I����� W���	

l = 0
7

q
d

dρ
ln

(
sin ρ

ρ

)
|ρ=qa = ik

d

dρ
ln

(
sinρ− icosρ

ρ

)
|ρ=ika

⇔ q

(
cot(qa)− 1

qa

)
= −k − ik

ika

⇒ cot(qa) = −k
qz �-	��
��6������-����s���7

E > 0

Rl =

{
Ajl(qr) r < a

Bjl(kr) + Cnl(kr) r > 0

k =

√
2mE

~2
, q =

√
2m(E + V0)

~2

�����"s��:��s�� �"�����������i7
Ajl(qa) = Bjl(ka) + Cnl(ka)

Aqj ′l(qa) = k (Bj ′l(ka) + Cn′
l(ka))

lim
r→∞

Rl =
B

kr

(
sin(kr − lπ

2
)

)
− C

B
cos

(
kr − lπ

2

)

=
B

cos δl

1

kr
sin
(
kr − π

2
+ δl

)
= Rl

w<����s���	�# �����
��7 C
B

= − tan (δl(k))

3
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δ − Funktion

50���{�"���-�����i7
δn(x) := 1

π

1
n

x2+ 1
n2� �����
�"�
!��{��W �
�
�i7

i) lim
n→∞

δn(x)

{
∞ x = 0

0 sonst

ii) lim
n→∞

∫ β

α

dxδn(x)f(x)

= lim
n→∞

∫ β

α

dx
1

π

1
n

x2 + 1
n2

f(x)

sub.:x= y
n= lim
n→∞

∫ nβ

nα

dx
1

1 + y2
f
(y
n

)
α < 0, β > 0

= lim
n→∞

∫ +∞

−∞
dx

1

1 + y2
f(0)

= f(0)

50� ������� � � W���	�� � � � W ��� 	 �yKu� � !����#W���	
limx→∞

��!������ � � ��	�� � � 1
x

���
���
�<��� ��� ���
�"�
�i�50���{�"���-�����i7 5�� �y50� 	
��!�� �
!��"�O5�� � �-�a5 5�� ���
	
�����"�-�����
∫ β

α

dxδ(x)f(x) = lim
n→∞

∫ β

α

dxδn(x)f(x)

� �����
�"�
!��{��W �
�
�i7

i)

∫ +∞

−∞
dxδ(x)f(x) = f(0)

ii)

∫ +∞

−∞
dxδ(x− a)f(x) = f(a)

iii)

∫ +∞

−∞
dxδ′(x)f(x) = − df

dx
|x=0

iv)δ(ax) =
1

|a|δx

2



50���{�"���-�����i7{5�� � �Z5 s"� �M�
����� ����� � ��5�� � �-�a567{���"(I�
� ���w<���
~x =

∑N
i=1 xi~ei, ~a =

∑N
i=1 ai~ei

δ(n)(~x− ~a) := δ(x1 − a1)δ(x2 − a2)...δ(xn − an)∫ +∞

−∞
dx(n)δ(N)(vecx− ~a)f(~x) = f(~a)

r �xWT�&���:�O/'7�
	�� �
� ���
� z ���y��� 	 5 ��� 	��	�� �
� ���
� z � ����s{������� �`������� � (��o��	
s"� �{���
�
� ��� � �87

δ(3)(~x− ~x′) =
1

r2
δ(r − r′)δ(cos θ − cos θ′)δ(φ− φ′)

50� � ) �&�-����	-� � s{��	����-� � � ����� s���	�5�� � �-�a567{���"(I�
� ��� 7
7P����	
���
	v5 �C	
�����vWT��	
�.���-�����.����� 7 ��� 	 7

F̃ (ω) :=

∫ +∞

−∞
dxeiωxF (x)

F (x) :=
1

2π

∫ +∞

−∞
dωe−iωxF̃ (ω)

z ���
6����~���Fs"� �
�������
���{����s���	��
��� �xWT� � ���87

F (x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dωe−iωx

∫ +∞

−∞
dyeiωyF (y)

=

∫ +∞

−∞
dyF (y)

∫ +∞

−∞

dω

2π
eiω(y−x)

︸ ︷︷ ︸
δ(x−y)

⇒ δ(x− y) =

∫ +∞

−∞

dω

2π
eiω(y−x)

��� � ���������
	���

�
�
�������������

4 �����
���
�`�
���ys"� � � �����8��	
��50��� ��	
���I�
�}� � � � ��� !��I�����"7
Dxψ(x) = f(x)50���{�"���-�����i7d4�	
���
���6567{����(&�
� ���

G(x− x′)

DxG(x− x′) = δ(x− x′)
tu�
�{����v"�-�"����7

ψ(x) = ψ ����� +

∫
dx′G(x− x′)f(x′), Dxψ ����� = 0

4



tu��K �
���
7

Dx

(
ψ ����� +

∫
dx′G(x− x′)f(x′)

)
=

∫
dx′DxG(x− x′)︸ ︷︷ ︸

δ(x−x′)

f(x′) = f(x)

r ��Ku����s����"��7� 	 #C��� �
�����Z564 � �
� !��I���"�

∆φ = ρ(x), ~E = −~∇φ⇒ G ∼ 1

|~x− ~x′|
)
) 	����M�
!���	��
���:���<s���	 z !���	 �os��������
	�� � ��� !��I�����A���`��� ����) �&�
�
��	
� � � � �
��!��o�"���

(
− ~

2

2m
∆ + V

)
ψ = Eψ

⇔
(
∆ + k2

)
ψ =

2mV

~2
ψ, k =

2mE

~2︸ ︷︷ ︸
≡f(x)

⇒ ψ(~x) = ψhom +

∫
d3~x′G(~x− ~x′)

(
2mV

~2

)
ψ

w<���
D~xG(~x− ~x′) = δ(N)(~x− ~x′)7 � ��s"�
�`s��
	�4�	
���
���6567{����(&�-����� 4A7

G(~x− ~x′) =

∫
d3q

(2π)3
φ(~q)ei~q(~x−~x

′)

(
∆ + k2

)
G(~x− ~x′) = δ(3)(~x− ~x′)

∆G =

∫
d3q

(2π)3
φ(~q)∆~xe

i~q(~x−~x′)

=

∫
d3q

(2π)3
φ(~q)(−~q2)~xei~q(~x−~x

′)

⇒
(
∆~x + k2

)
G(~x− ~x′) =

∫
d3q

(2π)3
φ(~q)(q2 + k2)~xei~q(~x−~x

′)

!
= δ(~x− ~x′) =

∫
d3q

(2π)3
ei~q(~x−~x

′)

⇒ φ(~q) =
1

k2 − q2

G(~x− ~x′) =

∫
d3q

(2π)3

ei~q(~x−~x
′)

k2 − q2

U



) �I�
�
��	
���-�����i7 ������� � (��'��	
s����{���-���
~q = (q, θ, φ)����s`�.���

~q(~x− ~x′) = |~q||~x− ~x′| cos θ

G(~x− ~x′) =
1

(2π)3

∫ ∞

0

d3q · q2

k2 − q2

∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dφei~q(~x−~x
′) · cos θ

=
1

(2π)3

∫ ∞

0

d3q · q2

k2 − q2

(
2π
eiq|~x−~x

′| cos θ

iq|~x− ~x′|

)
|+1
−1

=
1

4π2

1

i|~x− ~x′|

∫ ∞

0

dq
q

k − q2

(
eiq|~x−~x

′| − e−iq|~x−~x′|
)

G(~x− ~x′) =
1

4π2

1

i|~x− ~x′|

(∫ ∞

0

dq
q

k − q2
eiq|~x−~x

′| −
∫ 0

−∞
dq

q

k − q2
eiq|~x−~x

′|
)

G(~x− ~x′) =
1

4π2

1

i|~x− ~x′|

∫ ∞

−∞
dq

q

k − q2
eiq|~x−~x

′|
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���"! � �"s����-�{�������F�-��� � � v{�����
�����<��W dσ

sΩ

dσ

dΩ
=

1

k2

∞∑

l=0

∞∑

l′=0

(2l+ 1)(2l′ + 1) sin δl sin δl′e
i(δl−δl′ )Pl(cos θ)Pl′(cos θ)

� G � 2 G 	
�-��� � �8��s�� �����
�
	
�kWT��	

k → 0
K�� � � ���

l = 0
�o���"� �q� �q� � ���O!
� � � �
sA�v5 K �8���-5 ��!8�����-��	
� �"�

dσ

dΩ

k→0→ 1

k2
sin2 δ0

� G � 2XI 	
tan δ0 ≈ ak

� G � 2}3 	
1'3



) � �{	�������	�s��
	���v�v"	
� � � �.���-�����
sin δ0 ≈ tan δ0

�{����� � �{��� � � %*�������
�����

σ =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl
k→0→ 4π

k2
sin2 δ0

� G � 2�2
	

=
4π

k2
(ak)2 = 4πa2 � G � 2&4 	

K���� !��`� ��v�	��
!�� �
� � %*�
��� 	
���
� � ����WC�
���y���{� � %'��� �����F! � ���
�
��!8� � �.��!��{������!
�
�
�	� � ��� � ��� ��� �����

�����O���-����	�� � ���Mv � �������
��� � J �{��	��#Ku� � � v����-���I�
�}� �

V (r) =

{
0, r ≥ a
−V0, r < a

� G � 2}U
	
� �'�-�
��s��0�
��� Ku� � � Ku���{�8��� Ku�8�����{K��"� !�� �����|� ������� ���cWT��	

r →∞ ����sF�����
��s��DK ��{�8��� K �8�����DK���!��<���"�����:��	��
��� � ��	�WT��	
r → 0

7
r > a, R>

l (kr) = eiδl (jl(kr) cos δl − nl(kr) sin δl)
� G � 2}Y
	

r < a, R<
l (qr) = Ajl(qr)

� G � 4�1 	
�����-���
�{�����-�"�
�
� �-�|Ku�8��� v���	��
��s"�
v��
��s`���`s�� �:�
	��
�&���.���.���I�-�

k =

√
2mE

~

� G � 4Z1 	

q =

√
2m(E + V0)

~

� G � 4�/ 	
�
� �"!
� �
�����
�"�
	
��% � �<�-��� K � ��� ���0�����&���-������� �������������"s{��	�%<!
����s����
� ���"�0���'K 	
�
��s���
7

Ajl(qa) = R>
l (ka)

� G � 4 G 	
A
djl
dr

(qr)

∣∣∣∣
r=a

=
d

dr
R>
l (kr)

∣∣∣∣
r=a

� G � 4�I 	
50���o� s"� �����
���
���y��K �.!�����s����-���������&%F�8��!������-�"�
	{Ku� ��� �

α =
1

R>
l (kr)

dR>
l

dr
(kr)

∣∣∣∣
r=a

=
1

jl(qr)

djl
dr

(qr)

∣∣∣∣
r=a

� G � 4}3 	

=
eiδl
(
djl
dr

(kr) cos δl − dnl

dr
(kr)

)∣∣
r=a

eiδl (jl(kr) cos δl − nl(kr) sin δl)|r=a
� G � 4�2
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↔ αq (jl cos δl − nl sin δl)|r=a =

(
djl
dr

(kr) cos δl −
dnl
dr

(kr) sin δl

)∣∣∣∣
r=a

� G � 4�4 	

cos δl

(
αqjl(kr)−

djl
dr

(kr)

)∣∣∣∣
r=a

= sin δl

(
αqnl(kr)−

dnl
dr

(kr)

)∣∣∣∣
r=a

� G � 4XU
	

cot δl =
αqnl(kr)− dnl

dr
(kr)

αqjl(kr)− djl
dr

(kr)

∣∣∣∣∣
r=a

� G � 4XY
	
7P��	��
�.� � � �.���M�
�&�-�|K � �{�8��� �-���#WT� ��� �'K�� ���������
�&�o� ����	�7

jl(ka)
k→0→ (ka)l

� G ��U�1
	
djl
dr

(ka)
k→0→ lklal−1

� G ��Ux1 	
nl(ka)

k→0→ (ka)−(l+1)
� G ��U&/ 	

dnl
dr

(ka)
k→0→ −(l + 1)k−(l+1)a−(l+2)

� G ��U G 	
����� ���������
����� �{��� � � %

cot δl
k→0→ αqk

−(l+1)a−(l+1) + (l + 1)k−(l+1)a−(l+2)

αqklal − lklal−1

� G ��UXI 	

= k−(2l+1)a−(2l+1)αq + (l + 1) 1
a

αq − l
a

� G ��U�3 	

tan δl
k→0→ (ak)2l+1 l − αqa

l + 1 + αa

� G ��U�2
	

= −γ(ka)
2l+1

E − ER
� G ��U&4 	

+,���-�F�
��� ��	��
�
� � �{Ku� !
���<!����Mv��"�-���
�����-���-� � !
	����
�65 ���
!��
� ���

σ =
∑

l

σl σl =
4π

k2
(2l + 1) sin2 δl

� G ��U}U
	

sin2 δl =
tan2 δl

1 + tan δl
=

(γ(ka)2l+1)2

(E − ER)2

1

1 + (γ(ka)2l+1)2

(E−ER)2

� G ��U}Y
	

=
(γ(ka)2l+1)2

(E − ER)2 + (γ(ka)2l+1)2

� G ��Y�1
	
����� � ��� � � �
��(I���'K��A��� �-�"� tu	��
���v5 +,�������
	6567{��	���� � �'�
����� J �{� � ���-���-�����<WT��	�� ��W��-�{�R�
WT��	
��� � ��!8���<��� �
�
���<����7 � ����1

1m4



r ����� � s����"�@1�7������ J �{� � �������
�������:���{�8�o� ����	���WC�
���ytu	
����� 5 +,� ���"�
	v5�7{��	
��� � �
7P�"	��-�"�
	gKu� !
���<!����Mv��"�-���
��� v{��	��
�}� � 5 Ku�8�������Mv � ���-�"s��
��7

fl =
1

k
eiδl sin δl =

1

k

tan δl
1− i tan δl

� G ��Yx1 	

= −γ(ka)
2l+1

k

1

E − ER + iγ(ka)2l+1

� G ��Y&/ 	

= −γ
k

(ka)2l+1 1

E − ER + iγ(ka)2l+1

� G ��Y G 	

1VU
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 @�� ��� E=B-
.B �iE=B�� � � ��� 
 D � @CE=B�� � � � � �iE/� �
�����
	���
�����������
������������

� ��� � � �
��� ����� � � ����� ����� ����	 ��� ������� ���!  �"� 
������#� 	
�������
���-�{���
� ���O�
����� � s ��� 	
���.�������
	
��s
WT��	 N�V=S��	&�Jml��:P&Q S K����-���
�����0���.� � �-�����}��� 7

H =
~p2

2m
+ V (~x,~s, . . .) = − ~

2

2m
∆ + V

� I��o1 	
����� z !���	 �os�� �"���
	�� J �����-����� � �
7

i~
∂

∂t
|ψ〉 = H|ψ〉 � I�� / 	

�oW ∂H
∂t

= 0

⇒ |ψ〉 =
∑

i

cie
− iEi

~
t|i〉, H|i〉 = E|i〉 � I�� G 	

����� ��	
�
{|i〉} εH����s �-��� � � �
�M�
�&�-���XWK�-�"�ys"�{� � �
v���!
� H∗ �-� �-���y��� � ���
	|���
v���!
� H �
���
�x��	
�
{〈i|} εH∗

K����-� �-�"��(o�"��K��<�~��v
〈·|·〉 : H∗ ⊗H → $K���� � ���-��� |i〉 ��	
� ��	|�-�����"��	
�.� � �o�
�A�-�����
〈i|j〉 = δij� � v:���
���
� ���F��v{��!���7

∫
d3x ψ∗

i (~x)ψj(~x) = δij+,���-� M �	&�Jml��:P&Q SoU �-�"�y�����.� � �
�����}���~� ��7

H =
N∑

α=1

~p2
α

2mα

+ V (~x1, ~s1, ~x2, . . .) ≡ H(1, . . . , N)
� I�� I 	

7P��	O��s��
�&�-��!8� � v{��	��-��! � �
� � � � ��� v{��	��-��! � �
�#K����
� �-�"�~�-���.�.�~����� �=!��{��	����
�K�
v"� � �K���
!�� 	
WT� � � ��K�� �:�
�{�����-�"�A�0���M� � �-����� ���`� ���|%'�M�M���-	�� !��"��s��
	��
��� � � !��{���"���.��Wq��K �`v{��	v5�-� ! � ��� ��� � ���

⇒ H(1, . . . , α, . . . , β, . . . , N) = H(1, . . . , β, . . . , α, . . . , N)
� I"� 3 	

���"���-��� �|�����
�y���������
7 |ψ〉 = |1, . . . , N〉
1VY



� � � � � � ��� �
� � � ����� ��� � 

��� � �  � � � ��� ��� � � � � � ��� �
Pαβ����� #K�
	����"���R�-� ���`��v:��	-���
��	

Pαβ
���&�-�
	�!��{�������
�

α↔ β
�

Pαβ|1, . . . , α, . . . , β, . . . , N〉 = |1, . . . , β, . . . , α, . . . , N〉 � I�� 2
	
9 JnNd�$SIJnl'� SoU 7
� � 	

P 2 = 1⇒ �$� �����I��� � ���
����W #a��	
� ±1

� � � 	 � ���"s��
	��-�"�O���
�
�"�.v"�
� ��� �XWC� s"�
�&�-��!8� � v���	��
� ! � �
� 	
PH = HP ⇒ P |ψ〉 �������-���M� �$� �����I��� � ���
����� |ψ〉#$	
�o�XW 7

H(P |ψ〉) = PH|ψ〉 = PE|ψ〉 = E(P |ψ〉)
� ��� � 	 〈ϕ|ψ〉 = 〈Pϕ|Pψ〉

⇔
∫
d3x1 . . . d

3xN ϕ
∗(~x1, . . . , ~xα, . . . , ~xβ, . . . , ~xN)ψ(~x1, . . . , ~xα, . . . , ~xβ, . . . , ~xN )

=
∫
d3x1 . . . d

3xN ϕ
∗(~x1, . . . , ~xβ, . . . , ~xα, . . . , ~xN)ψ(~x1, . . . , ~xβ, . . . , ~xα, . . . , ~xN )

= 〈ϕ|ψ〉
�{�:��!8���"�
� �-��� �{���M�
����WC�
��� � ��s���!
����s��.�"����!��{������� ���&%I�-�"� �����

� ��� 	
P † = P−1 ⇔ P †P−1 = 1⇔ P

� ���"�����-��	�%#$	
�o�XW 7
〈ϕ|Pψ〉 = 〈P †ϕ|ψ〉�o�}� s����������
� ��� �XW

P † �'+,���-� � � � � 	q����� ��� J ��� � �-�
〈P−1ϕ|P−1Pψ〉 = 〈P−1ϕ|1ψ〉 = 〈P−1ϕ|ψ〉

� � 	*+,���
� ���|%o�.�M���
	
� ! ��v:��	-���
��	 z 7
S(1, . . . , α, . . . , β, . . . , N) = S(1, . . . , β, . . . , α, . . . , N)� WT��	�� � ���.v � � � 	u�
��� !
���M���"�-���-��	 ������� �����
� ⇒ [P, S] = 0

����s
〈Pψi|S|Pψj〉 = 〈ψi|P †SP |ψj〉 = 〈ψi|P †PS|ψj〉 = 〈ψi|S|ψj〉

�����
	�� ��	�����Ku� *���� SIJnS'V�lMl�QE�$SoU NdbD�	&�Jml��:P&Q SoU 7
t ���
���"�
7

Pαβ|ψs〉 = |ψs〉 ∀α, β
7{�
	��.��������7

Pαβ|ψa〉 = −|ψa〉 ∀α, β

/�1



7P��	 S!C�& ? �CQ S 7"��K �~v{��	��-��! � �
�
|ψs〉 = 1√

2
(|1, 2〉+ |2, 1〉)

|ψa〉 = 1√
2
(|1, 2〉 − |2, 1〉)

����s �-��	��
� v{��	|�-� ! � ���
|ψs〉 = 1√

6
(|1, 2, 3〉+ |2, 3, 1〉+ |3, 1, 2〉+ |2, 1, 3〉+ |1, 3, 2〉+ |3, 2, 1〉)

|ψa〉 = 1√
6
(|1, 2, 3〉+ |2, 3, 1〉+ |3, 1, 2〉 − |2, 1, 3〉 − |1, 3, 2〉 − |3, 2, 1〉)

����� � � �
��s���WT��	�� v{��	��-��! � �
� �-�"7
|ψs〉 = 1√

N !

∑
P P |1, 2, . . . , N〉

� I�� 4 	
|ψa〉 = 1√

N !

∑
P (−1)PP |1, 2, . . . , N〉 � I���U
	

+,���
	��O# � �F�-�"���
��� �M�8����� �-�
K�	����-��s"��K��`� ��� � �����Z5 � J �{� � 	 v:��	
���'�����
� ������� z ����-�{���
(−1)P =

{
1 even Permutations
−1 odd Permutations

� I"� Y
	
���'K �
��� 	
�
�|�-	�� !��
� ���F�
� V=N�VE(.� V:lmSIJ�&iP�l�� VKW v���	��
� ! � �
���{���{WT� � � �'K������ � � ��!��87

H =
N∑

α=1

Hα, Hα =
~p2
α

2m
+ V (~xα)

� I��21m1
	

⇒ �$� ���������-���-���

H 3 |1, 2, . . . , N〉 = |i1〉1 ⊗ . . .⊗ |iN〉N =
N⊗

α=1

Hα

+,���
	�� �-�"� ����s�� ����� �
��� � � �xs"�
�����
�
�`�-��� ���-���-� �XW �
��� v���	��
� ! � � � 1�5 v{��	|�-� ! � ��0���M� � �-����� ����	�����s �
���M� ��s�� � ���y�-���M�����O���
�
� � W s��
�����-�
�y�-���Mv{��	|�-��! � ���i����� Hα��	
�y� ��� � J �{� � �
⇔ Hα|i〉α =∈i |i〉α

� I��21}1 	
� � � � � � � � � ������� � � �  �� � � ��� ��� ��	���� � � �������

� �"�yv���	��
� ! � �����-���-���0��v�v:�
��	�K����
�@WT� � � ��K���������� � �-��v � ��!
���-� ���
state |1〉 n1

|2〉 n2

|3〉 n3��� ���
/�1



r � ������!8� � !
���"���-	
��� �&��� � �"�-�����
∞∑

i=1

ni = N
� I"�o1n/
	

) ��� � ���
�{���0�
��������� �m����	0�-�"���'!�!
��v����-����� �I�������
	���� ���-�����I��� �:��	��XW v{��	|�-��! � ���
�
�q���<�������&%F�-������(I� ���"7

ni =

{
0, 1 Fermions
0, 1, 2, . . . Bosons

� I��21 G 	
���'K �.���&%*�-��	
�M����	
� ���

|ψa〉 N !

|ψs〉 N !
n1!n2!···

M NPJ ? &{Q:� G�&"l'� N�V 7
1 = 〈ψa|ψa〉 =

1

N !
·N ! = 1

) ���������
��s �{�-�{�R���-��� ���-���-���0��	
������	��~� � � 6��
s*�
��1y� ��� 	��8��s"%��

〈ψs|ψs〉 =
1

N !
(n1! · n2! · · · )2 N !

n1! · n2! · · ·
= n1! · n2! · · · 6= 1

A CE& ? �CQTS 7

|1, 2, 3〉 = 1√
6
(|1, 2, 3〉+ |2, 3, 1〉+ |3, 1, 2〉+ |2, 1, 3〉+ |1, 3, 2〉+ |3, 2, 1〉)

���'K �|�����
��1y� ��� J �{� � �-�A�|�����
� /o�{����� �����������
7
= 1√

6
(2|1, 1, 3〉+ 2|1, 3, 1〉+ 2|3, 1, 1〉)

= 2√
6
(|1, 1, 3〉+ |1, 3, 1〉+ |3, 1, 1〉)

= 2!√
6
(. . .) = n1!√

N !
(. . .)

����� � � �
��s�� �
�~� ���-K ����	��~� � � 6
���-�����.�
�
	�� WT��	 |ψs〉
|ψs〉 =

1√
N !

1√
n1!n2! · · ·

∑

P

P (1, 2, . . . , N〉 � I��o1 I 	
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	������ 	�����
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������WT��	
�M� ���"� !0�.���&%�5 v{��	��-��! � �����-���-��5 ����!
��	����
|n1n2...〉 = 1√

N
�

∑
P (−1)PP |i1〉1 ⊗ ...⊗ |iN〉N

= 1√
N

�

∣∣∣∣∣∣∣

|i1〉1 ... |i1〉N��� � � � ���
|iN 〉1 ... |iN 〉N

∣∣∣∣∣∣∣) � �
��� � ���|�i� J ��� � ��� %0�-�"� ���&�-� �|%o�.� �-	
��! �
�"� Ku���EK�	
�����-��� ���=� � QN&"lmSIJV()%FS&lmSIJ ? � V	&{V�l �������# ��� � �25�� � ! � ����� ���Z5 #$	
� �"!
� v � � ���-���-��� �-�{���q���|�����
��!8���A��� � %O�:���o!
!���v�� ��sA�I%���� 5�.���|������� v{��	|�-��! � ���'�
���
	���WT��	���7
ni = 0, 1

�y��� ����7

|1, 0, 0, 1, ...〉 = 1√
2

(|1〉1 |4〉2 − |4〉1 |1〉2)
� 3o�o1 	

������4 	�������s�5 ���-���-� |0〉 � �q�-���������R�-� K����-�*��� v���	��
� ! � �
���o���"�����
! �-��	�� |n1n2...〉
��	��

� � �
�M�
�&�-���XW�7{�'!�(}5 z v{��!��
���-�"��%`��	�����	��
��������	��~� � �-�M�8��!��<���
���
	
〈n′

1n
′
2...|n1n2...〉 = δn′

1n1
· δn′

2n2
· ... � 3o� / 	

r �����-5 v{��	��
� ! � �-5 ���-���-��!
���`�:��!�	
�8�R�-�
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a†i |n1n2...〉 = (1− ni) (−1)

P
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∥∥∥a†i |n1n2...〉
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= 〈...| aia†i |...〉 = (1− ni)(ni + 1)
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P
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i =
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1 ni = 0
0 ni = 1

� 3'�21n/ 	
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†
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†
j + a†ja
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∑

α
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tij|i〉α〈j|α
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F =
1
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α
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β

f (2)( C α, C β) =
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2

∑

i,j,k,m

〈ij|f (2)|km〉a†ia†jakam
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ciϕi(
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ci =

∫
d3 C ϕ∗

i (
C ψ( C )
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ψ( C ) =

∫
d3 C ′ψ( C ′)δ(3)( C − C ′) =

∑

i

ci

∫
d3 C ′ϕi(

C ′)δ(3)( C − C ′)
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=
∑

i

∫
d3 C ′′ϕ∗

i (
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=
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∫
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� 3'� /�1
	

����s`���
��!��y�
��� [ON ? � QTS&lmSoVKSoU8U
JnSoQN&"l��TN:V
∑

i

ϕ∗
i (
C ′′)ϕi(

C ) = δ(3)( C ′′ − C )
� 3o� /Z1 	

/X3



� � B�� � � �OD�� @ � E �y@��
���������$����

	 ����� 	���� 

� 


% S�r V�� l��TN�V_� m����4'��0���
	�' �8%�#"� ���
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 ) :=
∑

i

ϕi( 
 )ai
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ψ̂†( C ) =
∑

i

ϕ∗
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C )a†i
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ψ̂( C ), ψ̂( C ′)

]
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=
∑
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ϕi(
C )ϕj(

C ′) [ai, aj]±
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[
ψ̂†( C ), ψ̂†( C ′)

]
±
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[
ψ̂( C ), ψ̂†( C ′)

]
±

=
∑

i,j

ϕi(
C )ϕ∗

j(
C ′)
[
ai, a

†
j

]
±
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=
∑

i

ϕi(
C )ϕ∗

i (
C ′)

� 2'� 4 	
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ψ̂† ����s
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( � 2
α
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∆ + V ( C )
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ϕj(
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=
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(∇ϕ∗
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iϕj

}
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·
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F =

1

2

∑

i,j,k,m
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∑
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∫
d3 C

1

∫
d3 C

2ψ̂
†( C 1)ψ̂
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∑
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=
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z ����	|�87 |0〉
a†i |0〉 ≡ |0, 0, ..., ni = 1, ...〉 = |i〉

a†ia
†
j|0〉 ≡ |0, 0, ..., ni = 1, ..., nj = 1, ...〉 =

1√
2

(|i〉|j〉 − |j〉|i〉) , i 6= j

a†ia
†
j = −a†ja†i

(a†1)
n1(a†2)

n2 ...|0〉 = |n1, n2, ...〉 =
1√
N

∑

P

(−1)PP |i1〉 ⊗ ...⊗ |ßN〉 N =
∞∑

i

ni

ai|0〉 = 0

ai|0, ..., ni = 1, ...〉 = |0〉
aiaj|0, ..., ni = 1, ..., nj = 1...〉 = |0〉
aiaj = −ajai
a†i |n1, n2, ..., ni, ...〉 = (1− ni)(−1)
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〈n1, ..., ni, ...|ai = (1− ni)(−1)

P

j<i nj 〈n1, n2, ..., ni + 1, ...|

⇒ ai|n1, ..., n
′
i, ...〉 =

1∑

ni=0

|n1, ..., ni, ...〉〈..., ni, ...n1

︸ ︷︷ ︸
1

|ai|n1, ..., n
′
i, ...〉

=
∑

ni

|n1, ..., ni, ...〉(1− ni)n′
i(−1)

P

j<i njδni+1,n′
i

= |n1, ..., n
′
i, ...〉 (1− (n′

i − 1))n′
i︸ ︷︷ ︸

=1 ���	� n′
i=1, 
�� ��
 ���

(−1)
P

j<i nj

⇒ ai|n1, ..., ni, ...〉 = ni(−1)
P

j<i nj |n1, ..., ni − 1, ...〉
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ei
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ϕ(x + Lx, y, z) = ϕ(x, y, z)

ϕ(x, y + Ly, z) = ϕ(x, y, z)

ϕ(x, y, z + Lz) = ϕ(x, y, z)

⇒ eikxx = eikyy = eikzz = 1⇒ kI = 2π
mI
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∫
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︸ ︷︷ ︸
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∑
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⇒ H =
∑
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∑

~k′

U~k−~k′a
†
~k
a~k′

7 ��	 s���� �$	
6��
���"�����v5$����s � �
	���� !��&�-�"�����
��v:��	-���
��	
���F6
�F�
�����
� ���
���
� �M� �-��� ~k ��� � ��
���
�xW � ��� ��7
[a~k, a~k′]± = 0 = [a†~k, a

†
~k′

]±,

[a~k, a
†
~k′

]± = δ~k~k′

G 1



��Ku���25 �K�
� � !������Z5 + �
!��"�
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f (2)(~x− ~x′)7P����	
���
	��
	-���"� WT��	��.���
	��
�0s�����+ +_5 �C��	
�M���.���

~y = ~x− ~x′ 7

f
(2)
~q =

∫
d3ye−i~q~yf (2)(~y)

⇒ f (2)(~y) =
1

V

∑

~q

f
(2)
~q e(~q−~q

′)~y

# 	�������7
f

(2)
~q =

1

V

∫
d3ye−i~q~y

∑

~q

f
(2)
~q e(~q−~q

′)~y

=
1

V

∑

~q

f
(2)
~q V δ~q~q′

r � ���A� ���
7

〈~p′, ~k′|f (2)(~x− ~x′)|~p,~k〉 =
1

V 2

∫
d3~xd3~x′e−i~p

′~xe−i
~k′~x′f (2)(~x− ~x′)ei~k~x′ei~p~x

=
1

V 3

∑

~q

f
(2)
~q

∫
d3~xd3~x′e−i(~p

′−~p−~q)~xe−i(
~k′−~k+~q)~x′

=
V 2

V 3

∑

~q

f
(2)
~q δ~p′−~p−~q,0δ~k′−~k+~q,0

⇒ F =
1

2

∑

~p~p′~k~k′

〈~p′, ~k′|f (2)(~x− ~x′)|~p,~k〉a†~p′a†~k′a~ka~p

=
1

2V

∑

~p~p′~k~k′

〈~p′, ~k′|f (2)(~x− ~x′)|~p,~k〉a†~p′a†~k′a~ka~pf
(2)
~q δ~p′−~p−~q,0δ~k′−~k+~q,0

⇒ F =
1

2V

∑

~p~p′~k~k′

〈~p′, ~k′|f (2)(~x− ~x′)|~p,~k〉a†~p′a†~k′a~ka~pf
(2)
~q
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n̂(~x) = ψ̂†(~x)ψ̂(~x)

=
∑

~k~k′

ϕ∗
~k
ϕ~ka

†
~k
a~k

=
1

V

∑

~k~k′

e−i
~k~xei

~k′~xa†~ka~k′

⇒ ̂̂n(~x) = n~q =

∫
d3~xn̂(~x)e−i~q~x

=
1

V

∑

~k~k′

∫
d3~xe−i(

~k−~k′+~q)~x

︸ ︷︷ ︸
=V δ~k−~k′+~q,~0

a†~ka~k′

⇔ n~q =
∑

~k

a†~k−~qa~k

tu�
�=s���� + ��!����
� � � � s���� ) �Mv�� � ��	-���"� �{�����
��K�� 	�s���� z v����xWT	
��� �������
�
��	
��sF���
	 � ��5	
�
� �P50� ���
�
	����������o�"��K����
s���	���� s��
� 7{��	
�.� � ���
���"� ���xWT���
�����M�M�
�cK �
	
s"�
�i7
ψ̂(~x) −→ ψ̂sz(~x) ≡ ψ̂σ(~x), −s ≤ sz ≤ s

5������`�
!���	��
���"�0��� !��`s��
	������.� � �
������v��
	
���-��	�K�� � WT� � ���
7

H =
∑

σ

∫
d3~x

(
~

2

2m
~∇ψ̂†

σ(~x)~∇ψ̂σ(~x) + U(~x)ψ̂†
σ(~x)ψ̂σ(~x)

)

+
1

2

∑

σ

∑

σ′

∫
d3~xd3~x′ψ̂†

σ(~x)ψ̂
†
σ′(~x

′)f 2(~x, ~x′)ψ̂σ′(~x
′)ψ̂σ(~x)

50� �y�����.���'�����
��	
	�� � �R�-� �����
�.�
	
���
���
�`�
� !��`6
� 7
[ψ̂σ(~x), ψ̂σ′(~x′)]± = 0 = [ψ̂†

σ(~x), ψ̂
†
σ′(
~x′)]±,

[ψ̂σ(~x), ψ̂
†
σ′(~x

′)]± = δσσ′δ
(3)(~x− ~x′)

ψ̂σ(~x) =
∑

~k

ϕ~k(~x)a~k,σ ⇒

[a~k,σ, a~k′,σ′ ]± = 0 = [a†~k.σ, a
†
~k′,σ′

]±,

[a~k,σ, a
†
~k′,σ′

]± = δ~k~k′δσσ′
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r �xWT�&���:��Y"7 � ��� ����� z � � WT� � ���
�"� ��� � ���
� ���i7

i~
d

dt
aH~k,σ =

(~~k)2

2m
aH~k,σ +

∑

~k′

U~k−~k′a
H
~k′,σ

+
1

V

∑

~p,~q

∑

σ′

f 2
~q a

H†
~p+~q,σ′a

H
~p,σ′a

H
~k+~q,σ

��� ��K �
���
7
i~
d

dt
aH~k,σ = [aH~k,σ, H], f~q = f−~q
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� �/��� ��� � ��� E=B�� � E=B � � �)�`E � ��� � �{� E @ � � � � ��� E=B ����� � �
� 

� @�� B � � ���

����� �����M� � �
����� ���~�XWC! � ���
��� !
� � � � �
! �-	
���~���������
� �
� � �����������<�&%

HEM =
1

8π

∫
d3x

(
| ~E|2 + | ~B|2

) � Y'�o1 	
K����
	�� ~E

����s ~B
��	
���-���0� � ��!��
	
� !0����s*�.�����"���-��! ��� � s"�u	
���
v��
! �-����� � %��'�����
��� �{� � s�����:� % �A�
�����XWCs���� ��	
�
�&�
�}� � � J �{���-��������(I���'K�� ���	� ;�
 � �>FEF
� *��
� � ;�9H(A@�1 * 7

~∇ · ~B = 0 ~∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0

� Y"� /
	
~∇ · ~E = ρ ~∇× ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
= ~j

� Y'� G 	
� J �{�R�-� ����� � Y"� /
	K��	�� �
���u�����.�����
��������� ����s � Y'� G 	i�-�"�u� �"�����M�����
�"�
����� wx� � K � ��� � �� J �{���
� ������K���� !�� !����&������� �
����	
!�� �-�
	��.� �������.� � %y�0!�����	
���us��
����� %

ρ
����s �0!���	
	��
�&�s��
������� % ~j �$�����x�"���.�����
���������A� J �{�R�-� �����~��	
� �
� � ����s �&% � �&�-	��'s��"!
� �"� �e����!��
��	v:���
�
�&�-� � � ~A ����s`�A�
!
� � ��	�v����
�
�&�-� � �

φ
�
���-��� W %o� ���

~B = ~∇× ~A
� Y'��I 	

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ . � Y'� 3 	

+,���
�e���0!����.�����
� J �{���&�-���
� �"�~� � �
! �-	
���~���������
� �
� ����� �0�"�����
��� ~E
����s ~B

��� � s"��-�{��� Ku�|K�� ��� �-	�%<�-� J �{���&�
� �
���i���"�0�-��� v����-���&�-�}� � �
(φ, ~A)

�/e � �����
��!8� ��� % �
φ

����s ~A��� � % �
�
	|���.���y��� � � ��� ��	|% ��� � s"� K��"� !�� �
� �Mv � �oW %`�~���I% � J �{���
� �������
�{���#K ��� � s �������!��~����	
s���	q�
� �
� � ����v���	
� � % ���M�
�
	��.� �XW ~E ����s ~B
�o�"�"�q� � J �����&�-���^�M�
!��{����� !���-�����
�~��K �ev:���-�
�&�
�}� � �yv � �8% �<����!�� �.��	���WT�"��s{���M�
�&��� � 	�� � ���K) WgK �~!�����v � �~� � !-5�-	
���~���������
� �
�^�
� �~�����-��	 �!WT��	u�������-����!
���"�-�"���0���M� � �-���"�}���|K�� ��� v"� !�(~�"v ���F� � �-	
�v�� ��!
�

Hmatter =
∑

α

[
1

2mα

(
~pα −

e

c
~A(~xα)

)2

+ eφ(~xα) + V (~xα)

]
� Y'� 2
	

� �&��� � �o� ���
φ

����s ~A
	-�R�-����	��
�{���F�-�"�y�����
��	������ � �y� � ��!��-	�� !���	��.�����"���-��! �{� � s����tu�"������WT��	
� K � �M�m���O��� �dKu�O�����-�y�-�{�R�

φ
����s ~A

��	
�O����������� J �"� � % s"���-��	
�M� ����s�I% � J �{���-������� � Y'��I 	 ����s � Y"� 3 	 �"�:��!8�������O�2W/Ku�y�.�m��� �
��� �{� � s����&%
~A −→ ~A′ = ~A+ ~∇Λ

� Y'� 4 	

φ −→ φ′ = φ− 1

c

∂Λ

∂t

� Y'� U
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K����
	��
Λ = Λ(~x, t)

� � ��� ��	
�����-	-��	�% �
�M�o���-� WT����!��
� ��� �XW���v{��!
�*����s �
� �M�
� �-�����
K�� � �:� �
�m�����-����v��&%o�
��!8� � ��� � s"� ~E ����s ~B

���&����	
�}���I�
�"��������W ��!�������(I���'K��x����� ;�� � �
(E1 ��;�L>(?;�13=K� ����s,�.�
�����*�-�����

(φ, ~A)
!
���&�-��� ���F�"��v��&%o�
� !
� � s�����	
���
�F�XW�WT	
���
s����

K���� !��sK �0���m���0�-�ys�� �'��s��0���"�u����WT��	
�{Ku� J �����&�-� �����
�����
���
��	|%��&+,����� J �{���&�-���
�
s �� � !
�������
� �������XW �8��!��<s��
��	
�
�y�XW�WT	
�
��s�����K�� � � ��v"v:�
��	�����v{��	��
� ! � �
� �{�
�`Ku�y�����
sx�
��:�A����	�% !8��	���WT� � �
�<��� � %e!�������� s���	y�
�����
�Ms�����	
���
�y�XW WT	��
�
s"��� �-�{�R� ��	
�.��!��
�{� � � %v��&%'��� !
� � � �F��	
s���	u�-� ��� � �-�"��	
�����&� v{��	|�-��! � ��� � !
�������
� ���"� ���"����W=����	 J �{���&�
� �-�R�-� ���v�	
�o!
��s���	
���) � �
��� ��v���	��
� !
� � ��	�!8�����
Ku�A!8��� � � �-�"� �&������� � ����s �
�o�"�y� � ���.���{���-�y����v"�I%o��� !8� �� �xWT��	��~�R�-� ����	q�&%F���.v����
����� �
��� eu��� � ����� �&��������!�����s����-�����
~∇ · ~A = 0 .

� Y"� Y 	
r � ���|Ku� K�� ��� ��� � % J �{���&�
� �
���
���#WT	
�
� �{� � s�� �

ρ
���"s ~j ��	
�����
� �"�M�������-�A6��
	
�
	�����s���
��!��y�
��� �{	
�|��� �������.�����
����������wx� � K � ��� � J �{���
� ���`���'K 	��8��s��

0 = ~∇ · ~E = ~∇ · (−1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ) = −4φ � Y"�o181
	

K����
	���K �F�{�8���F�"�
�
s �
����eu��� � ����� �&�������*!�����s����-� ��� �-�e!����M�.�-� �
��� � ������� � 5v�	
���
�
�����i�i���"� ���M�8���"�
φ

�����*�{��	��.����� ! WT����! �-� ��� �
� � �o� ���~�
����� ;>J�FG;.=K� �
� ��;�9?(A@�1
4φ = 0

� z � � �'�-� �������-�.�
��� ��� J �{�R�-� ���e��	
� K � � � (I���'K�� ����s !
��� ��� � � v"	
�
���
��s ����-�
	��.���XWK�-�"�Ot �
�
��� � WT����! �-�������
P`

φ =

∞∑

`=0

(
a`r

` + b`r
−(`+1)

)
P`(cos θ)

� Y"�o1X1 	
K����
	��

r
����s

θ
��	��`�
���`	-��s�� � � ����s ��6
�����"�
�{� � !
�o��	�s�� �{�R�-� � � �
v��"�
	
��!8� � v�� � ��	!
�o��	
s����{���
�
�
� + �~s����~����s �
�{���

φ
���~	��
��� � ��	y���

r = 0
����s �R�

r → ∞ K���� !���������
�
b` = 0

����s
a` = 0

	��
�
v��
! �-����� � %��{���I��� �dK �y�����������m���
φ = 0 .

� Y'�o1n/
	
��������� � %~	��
�.��� ������� w<� � Ku� � � � J �����-�����*� �u���'K ~∇× ~B − 1

c
∂ ~E
∂t

= 0
�"# � ����������� ���

� Y"� 3 	 ����s � Y'�o1n/
	 %'��� � s��

0 = ~∇× ~∇× ~A− 1

c

∂

∂t

(
−1

c

∂ ~A

∂t

)
= −

(
4− 1

c2
∂2

∂t2

)
~A

� Y"�21 G 	

���
�����<�
���~��s��
�&�-��� % ~∇ × ~∇ × ~A = −4 ~A + ~∇(~∇ · ~A)
����s �
���@eu��� � ����� �&����5

��� ~∇ · ~A = 0
� �����Fs���� ��	
���I�
�}� � ��v��
	-�R�-��	

� ≡ (4 − 1
c2

∂2

∂t2
)

� ��(I���'K�� �����-�"�
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z � � �'�-� ����� �-� � Y'�o1VI
	u��	
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~A =
∑

~k

��� ( ~A~k ei(~k~x−ω~k
t)
) � Y"�21�3 	

K����-�
ω~k = c|~k| ����s �����M� !
�����|�����&�O���Mv � ���-��s"�
� ~A~k

� �����A	
�
���
���,K��&%e�-����	
�A� �
�`s����
!�	
���
�.�����Z�m����	y��� � ���
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���
� ���XW=�M���.���&���O��� � ��� �'K �
si�o�C� �
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∑

~k

��� ( ~A~k � ei(
~k~x−ω~k

t)
)

=
∑

~k

��� ( ~A~k
(
4− 1

c2
∂2

∂t2

)
ei(

~k~x−ω~k
t)

)

=
∑

~k

��� ( ~A~k
(
−~k2 +

1

c2
ω2
~k
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ei(

~k~x−ω~k
t)

)

= 0�
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���-��� �������
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��!�(�� �������"� �
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0 = ~∇ · ~A =
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i~k · ~A~k ei(
~k~x−ω~k

t)
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=⇒ ~k · ~A~k = 0 ∀~k .
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J �����&�-� �
���-�����A�XW wx� � K � � � � �$�
���
��	|% 	 �{��� v�	
��!
���
� � % �
���
������K � s��
��	��
��� �XWdWT	��
�
s"��� �� � ���
�
���$��Ku��v����
��� � � �$�
v����yv�� � ��	
���-���
� ������� �C���.��(��$�-�"� �i�M��	
�$! � �
��	SK ��K�� � � 	
��K�	����
�
~A~k

� � �A� � � ���&� � %~�M��	����
�������
�|�-������Ku�8%

~A~k = N
2∑

λ=1

~ε~k,λa~k,λ
� Y"�21'U
	

G 4



K����
	��
a~k,λ

��	
� �����|� �I��� �:��	
� � N ���q���~��s�s����
� ����� � ����	
�.� � ���-���
� ���y�-� �:����v:��!
� ���
s� ���
�
	 �P����s {~ε~k,1 , ~ε~k,2} �������`��	��
��������	��~� � �{����� ���XW �
��� �
���"�
v{��!�� ��	|�-���������{� � �
�
~A~k

WT��	��8��!�� ~k �{� � ���
~k · ~ε~k,λ = 0

���"s
~ε~k,λ · ~ε~k,λ′ = δλλ′ .

� Y"�21'Y
	
+ � !8���x� � �
�A!����o���
�

~ε~k,λ
�-�A�-�R�-� �vW %
~k × ~ε~k,1 = ~ε~k,2 |~k|

� Y'� /�1 	
~k × ~ε~k,2 = −~ε~k,1 |~k| .

� Y'� /Z1 	
�0�8�o� ���A�-�{�R�0���`������s K � !
���`���'K !
���Mv��"�
� �
���y� � v � ��!
���gWT��	
� ��W �-�"� ~E

����s ~B
�{� � s��gK���� !��`�
� � �����-�"� WT	��
�Owx� � K � ��� � J �{���
� �����

~B = ~∇× ~A =
∑

~k

∑

λ

i~k × ~ε~k,λN A(~k, λ)
� Y'� /�/
	

����s
~E = −1

c

∂ ~A

∂t
=
∑

~k

∑

λ

i
ω~k
c
~ε~k,λN A(~k, λ)

� Y'� / G 	
K����
	�� A(~k, λ)

���-����s��gWT��	
A(~k, λ) =

(
a~k,λ e

i(~k~x−ω~k
t) − a†~k,λ e

−i(~k~x−ω~k
t)
)
.

� Y"� /�I 	
� 7{��	 � ���
�
	 !
���&���
�����
��!�� Ku�0�{�8����� � 	
�
��s"%|K�	����
�
�
�

a†~k,λ
WT��	 �-����!
���Mv � � � !
���������&�a5

�-� ���`��W
a~k,λ

� 	u�����y�~�����*���&� � �XWK�-������!�����v"�-��	�� � �-�|K�	����-���
���y�0���M� � �-���"�}���

H =
1

8π

∫
d3x

(
| ~E|2 + | ~B|2

) � Y"� /}3 	
� � �
�
	��.�M�XW

a~k,λ
����s

a†~k,λ
�q�������.� � v"	
�
���
�����_K�� ��� � �&��� � ����W ��!��
��	
�M�XW��
����WT��	
�

I :=
∫
d3xA(~k, λ)A(~k′, λ′)

K���� !���K ��K�� � � !����Mv��"�-� ��	
���
��+,�{���{K �O��� ��� �

I =

∫
d3xA(~k, λ)A(~k′, λ′)

=

∫
d3x

(
a~k,λ a~k′,λ′ e

i(~k+~k′)~x e−i(ω~k
+ω~k′

)t + a†~k,λ a
†
~k′,λ′

e−i(
~k+~k′)~x ei(ω~k

+ω~k′
)t

−a~k,λ a
†
~k′,λ′

ei(
~k−~k′)~x e−i(ω~k

−ω~k′
)t − a†~k,λ a~k′,λ′ e

−i(~k−~k′)~x ei(ω~k
−ω~k′

)t
)
.

G U



+ � �����y�
��� � s����I�
��� %
∫
d3x ei(

~k−~k′)~x = V δ~k~k′
� Y"� /�2
	

���`�
��� �����&�-�
��	-� � ����s<�����
I = V

[
δ~k,−~k′

(
a~k,λ a−~k,λ′ e

−2iω~k
t + a†~k,λ a

†
−~k,λ′ e

2iω~k
t
)

−δ~k~k′
(
a~k,λ a

†
~k,λ′

+ a†~k,λ a~k,λ′
)]

.

����� �����M� � �
����� ���~!
��� ���'K �:� K�	������-�
�<���

H =
1

8π

∫
d3x


∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

N 2 ω~kω~k′

c2
~ε~k,λ · ~ε~k′,λ′ A(~k, λ)A(~k′, λ′)

+
∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

N 2 (~k × ~ε~k,λ) · (~k′ × ~ε~k′,λ′)A(~k, λ)A(~k′, λ′)




=
1

8π

∑

~k,λ

∑

~k′,λ′

N 2
(ω~kω~k′

c2
~ε~k,λ · ~ε~k′,λ′ + (~k × ~ε~k,λ) · (~k′ × ~ε~k′,λ′)

)
I

=
∑

~k

∑

λλ′

VN 2

8π

[(
ω2
~k

c2
~ε~k,λ · ~ε−~k,λ′ − |~k|2δλλ′

)(
a~k,λ a−~k,λ′ e

−2iω~k
t + a†~k,λ a

†
−~k,λ′ e

2iω~k
t
)

+

(
ω2
~k

c2
~ε~k,λ · ~ε−~k,λ′ + |~k|2δλλ′

)(
a~k,λ a

†
~k,λ′

+ a†~k,λ a~k,λ′
)]

=
∑

~k

∑

λλ′

V |~k|2N 2

8π

[
(δλλ′ − δλλ′)

(
a~k,λ a−~k,λ′ e

−2iω~k
t + a†~k,λ a

†
−~k,λ′ e

2iω~k
t
)

+2δλλ′
(
a~k,λ a

†
~k,λ′

+ a†~k,λ a~k,λ′
)]

=
∑

~k,λ

V |~k|2N 2

4π

(
a~k,λ a

†
~k,λ

+ a†~k,λ a~k,λ

)
.

���'K Ku�O!8��� !��"�'����� �.�"� !
�O����	��~� � � �
���-����� ����s ����� N 2 = 2π~c

V |~k|
�P+,���
�<�
��� ��!
����5

���
�&�
� ��� �-���y�����.� � �
�����}���.����(��
���-�"� WT��	
�

H =
∑

~k,λ

~ω~k
2

(
a~k,λ a

†
~k,λ

+ a†~k,λ a~k,λ

) � Y"� /�4 	
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7P	���� � J �{�R�-� ��� � Y'� /�4
	 �
��� J �{���&�
� �-�R�-� ���O�XWPwx� � Ku� � � � �K�-������	�%y� �K���
	-�������&� WT��	vK ��	
si�+ ���
� �Mv � % v�	
���.���
�
a~k,λ

����s
a†~k,λ

�-�O��v��
	-�R�-��	��u��! �-�����O���*� 7{�o!�( �
v{��!
� H ����!��
�-�{�����
����%F�
���-��� W %*�
��� !8���"����� !
� � !����.� �"�����
� ���~	
� � ���-�������

[a~k,λ , a~k′,λ′ ] = [a†~k,λ , a
†
~k′,λ′

] = 0
� Y'� /XU 	

[a~k,λ , a
†
~k′,λ′

] = δ~k~k′ δλλ′ .
� Y"� /XY
	

+ �As�� �{���A�-��� ����!
�"��� ���-���-� |0〉 ∈ H �����-�"�M�|�����
� �-�{��� ��� ����������� � ���-��se�&% � � ������������ � ���-�����~��v��
	
���-��	
�
a~k,λ |0〉 = 0 ∀~k, λ � Y'� G 1 	

����s �-�����<���"�-5 ����s ��K ��5 v{��	��-��! � �����-���-���0��	����������
�`�&%
|~k, λ〉 = a†~k,λ |0〉

� Y'� G 1 	
|~k1, λ1;~k2, λ2〉 = a†~k2,λ2

a†~k1,λ1
|0〉 � Y'� G /
	

	
�
��v:��!��
����� � %��"�����������-5 v{��	��
� ! � �����-���-� |~k, λ〉 � �u�"�
�{� ��� %A!
� � � �
s.� J���@�9D@�1 K����-�~�.��5
�.���I�
��� ~k

����s`v�� � ��	�� �
���-�����
λ

�
) �~�-���0��� � � ���
! �-� ���sKu�DK�� � �{� �'��(A��� �
���0���.���
��� ���.�XW �
�"!�� � v������
���~�&%~���*�R�-���� � ��� � � !
���-��s ���-���-���C�K�x�-����� ����s K �~�����
s �����~��s�s����-�����{� � WT��	
��� � ��K��"� !�� K �
K�� � � ���'K J �"� !�( � %Os��
	���������) � � J �����-����� � Y'� 2
	/Ku���{��s��-��� ���&�-�
	
��!��
� �����0���M� � �-����� ���
K����-�`�.���
�
�
	����

Hmatter =
∑

α

[
1

2m

(
~pα −

e

c
~A(~xα)

)2

+ eφ(~xα) + V (~xα)

]
.

����� ���0���.� � �-�����}���.!8���`�����
v � ����� �&�
����Ku�.v�� ��!
�
�
H = H0 +H1

K����
	��
H0 =

∑

α

(
1

2m
~p2
α + V (~xα)

)
� Y"� G}G 	

����s
H1 =

∑

α

(
− e

2mc
(~pα ~A+ ~A~pα) +

e2

2mc2
~A2 + eφ

)
.

� Y"� G I 	
) �������8���|%F�-�A!�����!�( �
�{�����2WK%����x�����
ρ(~x) =

∑

α

δ(~x− ~xα)
����s ~j(~x) =

1

2m

∑

α

[~pαδ(~x− xα) + δ(~x− xα)~pα]

H1

���
!
���.���
H1 =

∫
d3x

(
−e
c
~j(~x) · ~A(~x) +

e2

2mc2
ρ(~x) + e ρ(~x)φ(~x)

)
.
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��� � � B��/�=B � � � � D � �yE � � � 
 E=B � � 
 � ��D�� � ����� E D�� @ 

E ��� � E=B � � E � ���y@ �

H = H0 + V (t)

H0|n〉 = E0|n〉) �I�
�
	
��!��
� ���Z5 v�� ! �-��	���7
|ψ〉I = e

iH0t

~ |ψ〉
VI = e

iH0t

~ V e
iH0t

~

}
−→ i~ ∂

∂t
|ψ〉I = · · · = VI|ψ〉I

|ψ(t)〉I = |ψ(t0)〉I +
1

i~

t∫

t0

dt′ Vi(t
′)|ψ(t′)〉I

= |ψ(t0)〉I︸ ︷︷ ︸
|m〉− �����
	 
 � ��� �
	 � � H0

+
1

i~

t∫

t0

dt′ Vi(t
′)|ψ(t0)〉I + O(V 2

I )︸ ︷︷ ︸
� 
 � ��� � � ��� 
 � � � ��� � � ����� ����-	-�����
���-� ��� ���.v � ���
��s�� WT��	 |m〉 → |n〉 7

〈n(t)|ψ(t)〉 = 〈n| e iH0t

~ |ψ(t)〉︸ ︷︷ ︸
|ψ〉I

= 〈n|ψ〉I

= 〈n|m〉︸ ︷︷ ︸
δnm

+
1

i~

t∫

t0

dt′ 〈n|VI(t′)|m〉

= δnm +
1

i~

t∫

t0

dt′ e
i(E0

n−E0
m

~
t′〈n|V (t′)|m〉

7P	���� J �{���I�
��� �M�
!��{���"� !
��)�7
V (t′) = θ(t′)V

Pm→n
m6=n

= |〈n(t)|ψ(t)〉|2

= . . . =
1

~

(
sin
(
ωmnt

2

)
ωmnt

2

)2

|〈n|V |m〉|2

( K����
�
ωmn =

1

~

(
E0
n − E0

m

))
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Γmn limt→∞
1
t
Pm→n = 2π

~δ(E0
n−E0

m)|〈n|V |m〉|2

7{�
	��.� � �u��� � s"�
� 	
� � �
���'K � � � J �{���&�-�"� �.��!��{������!
��)
) 	 7{v:��	
���'s���!�v��
	��
���{���
� ���

V (t) = Θ(t)
(
Fe−iωt + F †eiωt

)

↪→ 〈n(t)|ψ(t)〉 =
1

~

t∫

0

dt′
[
ei(ωmn−ω)t′〈n|F |m〉+ ei(ωmn+ω)t′〈n|F †|m〉

]

= . . .

Γmn = 2π
~

[
δ(E0

n − E0
m − ~ω)|〈n|F |m〉|2 + δ(E0

n − E0
m + ~ω)|〈n|F †|m〉|2

]

r v�v � � !
���-�����i7 �������
�}� � �|�����
�y��W �y7 � � ��!��
���<��� |m〉 �"�Mv"�����-��� |0〉
���{� � �|�����
�y��W �y7 |n〉 v"�����-���

a†~kλ|0〉

V = H1
φ=0
=

∫
d3x

(
−e
c
~j ~A+

e2

2mc
ρ ~A2

︸︷︷︸
� � 
 
�� � � ��
 � � � � � �
	

( ~A2∝a†2
~kλ

)

)

↪→ Γmn =
2π

~

e2

c2
δ(Em − En − ~c~k)

∣∣∣∣〈n|〈0|a~kλ
∫

d3x ~j ~A |0〉|m〉
∣∣∣∣
2

��� ��� ��� ��� � ���������
	��  ��	 	������ � � � 
�� ������	

) �����-� � � �|�����
� |m〉 |0〉
↑ ↑
e− γ ← #$�����
���
↓ ↓7 ���{� � �����R�-� |n〉 a†~k, λ|0〉


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
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Γm→n,~k,λ =
2π

~

e2

c2
δ(Em − En − ~c|~k|) | . . . |2

| . . . |2 = |〈n|〈0|a~k,λ︸ ︷︷ ︸
� 
 ��� � ��� �
	



∫

d3x ~j
∑

~k′,λ′

~ε~k′,λ′
(
a~k′λ′e

i~k′~x + a†~kλe
−i~k~x

)

 |0〉|m〉︸ ︷︷ ︸

� 
 � �
� ��� ����� �
	
|2

V =

∫
d3x

(
−e
c
~j ~A+

e2

2mc
ρ ~A2

)

| . . . |2 = |〈n|
∫

d3x ~j ~ε~k,λe
−i~k~x|m〉|2

~j~k ≡
∫

d3x ~j(~x)e−i
~k~x

'
↑

� � �
� � ��	
����� � �

∫
d3x ~j(~x)

(
1
↑

	 ��	 � � � � �� � � � �� �
� 
 �
� ��� ��


− i~k~x
↑� ��� 
 	 ��� �� � � � �� �
� 
 �
� ��� ��


− 1

2
(~k~x)2

↑
	 ��	 � � � � �

� � � � � � � � �� ��� 
 ��� �
� ��


+ . . .
)

⇒ | . . . |2 =
↑

	 ��	 � � � � �� � � � �� ��� 
 ��� �
� ��


|〈n|~j0~ε0λ|m〉|2

~j0 =

∫
d3x ~j(~x) =

↑
� � ���

��	 � � � �
	

1

2m

∫
d3x

∑

α

(
~Pαδ(~x− ~xα) + δ(~x− ~xα)~Pα

)

∫
dxδ′(x)f(x) = f ′(0) −→ =

1

m

∑

α

~Pα =
1

m
~P ; ~P =

∑

α

~Pα
!
���&�-�
	��XWC�~���
���.���.���I�
���

~j0 =
1

m
~P =

i

~
[H0, ~X] ; ~X =

∑

α

~xα

〈n|~j0|m〉 =
i

~
(En − Em)〈n| ~X|m〉

�
� � �
! �-� ���`	�� � ���
7

[Li, xj] = i~

3∑

k=1

εijkxk ⇒ [Lz, z] = 0

[Lz, x± iy] = ±~(x± iy)
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|n〉 = |n, l′, m′〉 0 = 〈l′m′|[Lz, z]|lm〉 = ~(m′ −m)〈l′m′|z|lm〉 ⇒ m′ = m

|m〉 = |m, l,m〉 0 = 〈l′m′|[Lz, x± iy]|lm〉 = ~(m′ −m)〈l′m′|x± iy|lm〉 ± ~〈l′m′|x± iy|lm〉

⇔ 0 = ~(m′ −m∓ 1)〈l′m′|x± iy|lm〉 ⇒ m′ = m± 1

�
� � �
! �-� ���`	�� � ���gWT��	 � 7 � ����� � ��(I���'K�� W ��! �87
[~L2, [~L2, ~x]] = 2~{~x, ~L2}

〈l′m′|[~L2, [~L2, ~x]]|lm〉 = −~(l(l + 1)− (l′(l′ + 1))〈l′m′|[~L2, ~x]|lm〉
= ~

4(l(l + 1))− l′(l′ + 1))2〈l′m′|~x|lm〉
= 2~

2〈l′m′|{~x, ~L2}|lm〉
= 2~

4(l(l + 1)) + l′(l′))〈l′m′|~x|lm〉
0 = 〈l′m′|~x|lm〉[(l(l + 1)− l′(l′ + 1))2 − 2(l(l + 1) + l′(l′ + 1))]

= 〈l′m′|~x|lm〉(l + l′)(l + l′ + 2)[(l − l′)2 − 1]

⇒ l = l′ = 0 m′ = m
l′ = l ± 1 m′ = m± 1
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(
ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗

)

r � ���A(X�����"�
� K���	
ρ

�"��s ~j Ku��� � �
�i�
ρ = − ~

2mic2
(ψ∗∂tψ − ψ∂tψ∗) , ~j = ~j 
 ��
 �
	 ���5�����#$	
��� � ��� ����� �:s{���
�

ρ
�I���e����!��&���M�
��	�v:�������
��� s�� �{�����0� �|������s K�� 	0s����.���

ψ��� !��&��� � � + � ��� ���xWT����(&�-�����F� �&�
�
	
v"	
���
� ��	
�
�`(X�������
� �
�������
	�6�K �
���
�
	 � �
	��
��!��<� �|��s�� � 50��	-��! 4 � ��� !��I�������o+,� 	�Ku��� � �
�`s��
� r ���
���-6�7

i~∂tψ −Hψ = 0, H = −i~c~α~∇+ βmc2�.���
~α, β

(������|�����&� ���:��	 ���I�:��(������&�8�I+,� 	<WT��	
s"�
	
�.���o!��~s{���
ψ

s�� ��� � ��� �Z564 ��	
s����
4 � �
� !��I���"�x�
	vW�� � � �8�=50��	 z ����� s"� �
���
	 7P��	
s���	
������K�� 	�s ( � ��	#K �
��� K���	

E = i~∂t����s
~p = −i~~∇ � �

E2 − cp2 − m2c4 = 0
��� �������-6��
� �EKu��������� �����{��� s����A� � �
���

4 ��	�s���� 4 � �
��!��o�"������� �"�
�
ψ

��	 W�� ��� �=s{���.���K� � ����s���� 	
� � ���-���o� ���
� ��!������$���
	���� ��5 ) �Mv�� � �tu�
6�� �
�I���"���
+,� 	�K �
��s���� �I���

i~∂t
���xW �"���
��	
�
� r ���
���-6y��� �

(i~)2∂2
t ψ −HHψ = 0 ∝

(
� +

(mc
~

)2
)
ψ = 0
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50� �y���������-���&�-�#K�� 	�s`���.����Ku��� � ��s�����s��
	��
	����
�O�K�
	�� �����
	
��� ���|�-���.� �
�
(i~)2∂2

t −HH = (i~)2∂2
t − (−i~c~α~∇+ βmc2)(−i~c~α~∇+ βmc2)

= (i~)2∂2
t −

(
(i~c)2αiαj∂i∂j − i~cαi∂iβmc2 − i~cβmc2αj∂j + β2(mc2)2

)

!
= −~

2c2
(

1

c2
∂2
t − ∂i∂i +

(mc
~

)2
)

�����`���
�"�
� K���	 � 	
s��I�����`W���	 � 	
s"�o�"���.��� s��
� r � � �
���-�������
� s���	�!��i�
� 1 	

(~c)2αiαj∂i∂j = ~
2c2∂i∂i

⇔ 1

2
(αiαj + αjαi)∂i∂j = δij∂i∂j

⇒ 1

2
(αiαj + αjαi) = δij1

� / 	
−i~cmc2αi∂i + βαi∂i = 0

⇒ αiβ + βαi = 0

� G 	

β2m2c4 = ~
2c2

m2c2

~2

⇒ β2 = 1

tu�
� � 1 	 K���	�s��
� ���
	vKu����s�� � s{����� �I��	ys��
	y��%o�M�.� �-	
���
!����M�K�
� � s"�
	 z ���M�.�A���
�25�-	-����� � s{�
∂i∂j

��%o�M�.� �-	
���
!�� �����8� r ��� � / 	�WT� � ���*���XWT��	�� �us{���
�
αi

����s
β

(��
�����
�i��� � ��� �
�
���<(����������i�������`���o!��<��� ������� K �
���-�
	���� �����
�"�
!��{��W �
�
�`�����

αi
���"s

β
�

H = −i~cαi∂i + βmc2

(
�
) H† = H ⇒ β† = β,

(
αi
)†

= αi

(
� �
)

z v
(αi) =

z v
(β) = 0

tu��K �
��������� � � � 	 7
z v

(αi)
(3)
=

z v
(β2αi) �

��� ��� � � �
=

z v
(βαiβ)

(2)
= − z v

(β2αi) =
z v

(αi)z v
(β) =

z v
((αi)2

︸ ︷︷ ︸
=1

β) =
z v

(αiβαi) = − z v
((αi)2β) = − z v

(β)
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50� � �
	����
�y) s"�
� K ��	��
�`�
��!����
	�s����O#C��� � �=wx���
	
� 6��
�
~σ

�.���

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

����s
1

2

(
σiσj + σjσi

)
= δij.

50� � r �"68��� � s"�
	 v:���
���
�����
� ����s ���
�����-�����
�n�$� ������Ku��	��-�M������� � � ��� !��e�
��� � s{���M���s�� � z v���	$�I� � � � �|�8� r � ����� ���
n

���
	
��s����
n = 2

����� ����� ����!��I� ��s������ �
1, σi

	K�
�&�-�{� � �-����o�"	Cs�	��
�o���&�-��(I���.� �"�-���
	
����s��qwx�R�-	
��6
���i�n50� �q( � ��� ���|�-����� � ��!���� 5�� �M�
����� ��� � �|�C� � ���
n = 4

s�� �����"�0���"!��<��� ��� ;E���������M�.���

αi =

(
0 σi

σi 0

)
, β =

(
12×2 0

0 −12×2

)

��� �"�
�{���"�<(���������� K�� 	�s"� � tu��6
� ���I��������� � 1 	u��� � � G 	u�{��!���	��
!����"�
�i7
� 1 	
(

0 σi

σi 0

)(
0 σj

σj 0

)
+

(
0 σj

σj 0

)(
0 σi

σi 0

)
=

(
σiσj + σjσi 0

0 σiσj + σjσi

)

= 2δij
(
12×2 0

0 12×2

)

� / 	
(

0 σi

σi 0

)(
12×2 0

0 −12×2

)
+

(
12×2 0

0 −12×2

)(
0 σi

σi 0

)

=

(
0 −σi
σi 0

)
+

(
0 σi

−σi 0

)
= 0

� G 	
β2 = 15�� K���	 �����-6 �qs�� �{7{��	��f�����

αi
�"��s

β
(��
�"���
�sK����
���
� K���	 ��s����
�

ψ
�
���M�o���
	
s"� �M�
�Z5�
� ���{� � ��	 � �
(&�-��	��'s���	�����!�� ��� ��	
��	
�
v"� ����	��������M���

i~
∂

∂t
ψa =

∑

b

Habψb

Hab = −i~cαiab∂i + βabmc
2

(
� +

(mc
~

)2
)
ψa = 0
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+,� 	�s�� �{��� ��	
���<���o!��`s��
�<���
	��.���-� ��!�� ��s�������� �
	|�-��� z v�� ����	
ψ†

ψ† ≡ (ψ∗
1, ψ

∗
2, ψ

∗
3, ψ

∗
4)

��� ���xW�s�� �~�����&�
� �I�����-���-��� � ��� !��I�����x6
� (����.�M�
� ��� � �-��v � ��6
���
	
����K�� 	 s"� �F50��	-��!
4 � �
� !��I���"�M�M���

ψ†

i~

4∑

a=1

ψ†a∂tψa =

4∑

a,b=1

ψ†
aHabψb = −i~cψ†αi∂iψ + ψ†βmc2ψ

����s`�:� �-	-��!��I�
�
�<s�� ������	
�M���
� �
!��`���������������
	|�-��4 � �
��!��I������7

−i~c∂ψ
†

∂t
ψ = i~(∂iψ

†)(αi)†ψ +mc2ψ†β†ψ

z ���"�
	-�������
	|� �~���xs�� ���
��4 � �
��!��I��������� ��������� �{���"s��
	�� ��� �
	
��� � ���.��� ��� ����� r ���65s�	
��!�(Fs"�
	�7{��	
�`7
∂t
(
ψ†ψ

)
= c∂i

(
ψ†αiψ

)
� �
	
� � �
��!��&���~��� s����
���
���o�"�<�M����s"�
	������&�
� �I�����-���-��� � ��� !��I�����

∂tρ + ~∇~j = 0

�
�M�
	 W�� � � � s�� ��4 � ��� !��I�����As����
�������{����W���	
ρ = ψ†ψ

����s ~j = cψ†~αψ

�.����s��
	������
��!��&�
�
� v����
���-���~s�� �{�����-�
� + ����	
��!����
��� � ��!���(������
�
s���!��I�
�
ρ.
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� � � � ��� 	 ����� ��� � � ����� � � ������� 
 �����
������� ��� ��� ��
 � ��� �) � WT� � ���
��s����@Ku� ��� ����K���	�s�� � ;E�������������xs���	�50� 	
��!�4 � �
��!��o�"���A�
��!������i�

(
−iγµ∂µ +

mc

~
1

)
ψ = 0

� ���
	������:� �-	
��!��&�-�
��K�� 	���� � �C��� � !����
�`� �`�������
�P� � �
�

~p = 0,
∂ψ

∂xi
= 0.

z ���
6
�
��K�� 	�s����
���
��� �
�M�
	
��� � �
�
�@K�� 	�s������
���xW ��!�� � �����{��	
��4 � ��� !��I�����
(
−iγ0∂0 +

mc

~
1

)
ψ = 0.

50� �y;E���
�"���.(���������� K���	 �
�XWT��	������ �"�
!���	��
� ���
�`�M���

ψ = U · eiλmc
~
x0, U =




u1

u2

u3

u4


 , ∂0U = 0

(
γ0λ

mc

~
+
mc

~
1

)
ψ = 0

(
λγ0 + 1

)
ψ = 0

5��
γ0 � � �"�I�
�
	��
� 	��
!��&�-��� t � �'!�( �"�
�&���
���e����� (R����� �.��� s�� �M;E���
�"�����
� � � s���	

7P��	
�

ψ+ = Ure
−imc

~
x0, U1 =




1
0
0
0


 , U2 =




0
1
0
0




ψ− = Vre
imc

~
x0, V1 =




0
0
1
0


 , V2 =




0
0
0
1




wx��� (R�����as"� � ��� ��	
��	
�
v"� ����	��
� ����!�� s���	�!�� 6�K �
��t � �
v"� ����	��
� s{��	
�|�-� � � ��� � 6
���tu�
���
v���� � �M��� s"�
�x���
(R���"�I�
�
�<50� 	
��! z v�������	��
�i�

χ1 =

(
1
0

)
, χ2 =

(
0
1

)
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6�� t0�
U1 =




1
0
0
0


 =




χ1

0
0




� �
	
� � �
��!��&���.��� s����
�
��� �$	����
���"� � �����
6����.����s��
	�����!��I��	�� � �R�-���o�����-���
!��������������&�-�
��5�.��!��{������(���� �����K�~��� ���ZW"s{��� #$	
��� � ��� s{���=�
�C;E���
�"�����
�O�.���=���
�����-�����
� �$���
	���� ������xW �-	����
�
�i��+,��	��
!���	��
� ���
�
E

����s
t

�"� �.���
ct = x0

����s
E = mc2

Ψ(~x, t) 
 � 	 � = ψ(~x)e−i
Et
~ = ψ(~x)e−i

mc
~
x0

tu�
�
ψ+ �{����s�� � ���
�0�
� !�� � � �
�~��� ;E�������������ev:���
���
�����
	 �$����	
�����
�:�:���

ψ− ��� ;E��5�
�������
�x�"�
�&���
�����
	��$���
	���� ���
r � � 6�K �
���
�
� � ���
��� K�� 	�s"� �*5�� 	-��!@4 � �
��!��I����� W���	

~p 6= 0
50��6
� Ku��� � �
� K�� 	 s��
�r ���
���-6

ψ+ = Ur(k)e
ikµxµ ����s

ψ− = Vr(k)e
−ikµxµ

+,� 	{Ku��	
s�����Ku��	
s���� �����
6���v"	 �xWT��� ���xs"�
	 r ���
���-6Os�� �O� � �
��� 4 ��	�s�����4 � �
� !��I���"��
	 W�� � � �
�y7 �"	�s"�
� ��� ��	
��	�����(&�-��	
kµ

��� � �

kµx
µ = k0x

0 − ~k~x, k0(p) =
E

c~
=

√
c2~p2 +m2c4

c~z ���
6
�
��K�� 	�s���� r ���-�R�-6y� �Fs����O� 4k4 � �
��!��I�����A�
���i7
(

� +
(mc

~

)2
)
ψ± =

(
(±ikµ)(±ikµ) +

(mc
~

)2
)
ψ± =

(
−kµkµ +

(mc
~

)2
)
ψ±

7 ��	�s{����#$	
�os���(&��s��
	 �0� �
	��
	vKu� � � ����68��� � ���
(&�-��	��
�`��� � � �I���

kµk
µ = k0k

0 − ~k · ~k =
c2~p2 +m2c4

c2~2
− ~p · ~p

~2
=
(mc

~

)2

50�
	C�C��	
� ���
�"� �
��!���� � �
�0���
�{���O�.���Ks��
� ����	
�{���"s��
����� 	-���"� �Rs{���M���K� �|� s����u� � �
� �
4 ��	������ 4 � �
��!��I�����A�
	vW�� � � �8��5��
	�� � v��������&�0����������	-��s�� ���M����Ku��� � ��s{����s"� �
����� � �
�
�����`�
� �-6
��� K���	�s��
� r ���
���-6 � � s���� 50� 	
��!�4 � �
��!��I�����A�
���

(
−iγµ∂µ −

mc

~

)
ψ± =

(
−iγµ (±ikµ)−

mc

~

)
ψ±

r � ���A�
	
��� � �
�
��K�� 	��
�����
� z �R�-6������<� � ���
��	
��� ��!����
� 4 � ��� !��I���������<s"�
	�7{��	
�
(
γµkµ −

mc

~

)
Ur = 0

(
γµkµ +

mc

~

)
Vr = 0
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��� s�����4 � �
��!��o�"�����
�`���M6
����!���	
��� ���
�`�:� �-	
��!��&�-�
��K�� 	
(
γµkµ −

mc

~

) (
γνkν +

mc

~

)
= γµγνkµkν −

mc

~
γνkν + γµkµ

mc

~
−
(mc

~

)2

=
1

2
(γµγν + γνγµ) kµkν −

(mc
~

)2

= ηµνkµkν −
(mc

~

)2

= kµk
µ −

(mc
~

)2

= 0

5���s���	�!��x(���������� K�� 	�s"� � ;E���
�"�����
� �����
6������������xW ��� ��� ����	
�.� � � �
���
	������
NI

Ur = NU

(
γµkµ +

mc

~

)



χr
0
0


 , Vr = NV

(
−γµkµ +

mc

~

)



0
0
χr




�����`(X���"���
��K�� 	�s�����4 � �
� !��I���"���
��K�� ��s��
	����M�
!���	��
���:���<�M���

γµkµ = γ0k0 − γiki =

(
1k0 0
0 −1k0

)
−
(

0 σiki
−σiki 0

)
=

(
1k0 −σiki
σiki −1k0

)
.

5�������	���� � � Ku�����-��	
�����

γµkµ

(
χr
0

)
=

(
k0χr
σikiχr

)

50��	
!�� s����
�
� ����WT��	
�����"���
� (����������\K���	��I��� ��� ����� r ����s�	
�"!�( W���	
Ur

����s
Vr���������:��� ������� s���� K�� 	Fs{�����,s�� � ����	
�M� ��	
������� W ��(&�-��	
�
�,���
�|�-� �M�M�
� (X�������
� �+,� 	��
	��{� � �-�
�

Ur = NU

( (
k0 + mc

~

)
χr

~k · ~σχr

)

Vr = NV

(
~k · ~σχr(

k0 + mc
~

)
χr

)

������Ku� ��� ����K���	�s"�
� ����	
�M� ��	
���"��� W ��(&�
��	 ��6�� t��
NU

���
	��
!��������i��7 ��	�s��
� ��s������Z5��� ��	��-��� z v�� �"��	���� � �
ψ ≡ ψ†γ0.r � ���A�
	
��� � �
�
��K�� 	�W���	����"�
�
	�� ;E�������������

ψ(+) =
(
ψ(+)

)†
γ0 = U †

r e
ikµxµ

γ0 = Ure
ikµxµ

����s<���{� � ��� s{��6��
ψ(−) = Vre

−ikµxµ

.
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tu���
	-��!��&�-� �DK���	��I���
Ur

�

Ur = U †
rγ

0 = N †
U (χr, 0)




=γ0γµγ0

︷ ︸︸ ︷
(γµ)† kµ +

mc

~


 γ0 = N †

U

=(χr ,0)︷ ︸︸ ︷
(χr, 0) γ0

(
γµkµ +

mc

~

)

��� s���� ����	��.���
	������ 6
�`���
	
��!�������� �:� �-	
��!��&�-�
��K�� 	

UrUs = |NU |2 (χr, 0)
(
γµkµ +

mc

~

)(
γµkµ +

mc

~

)(
χs
0

)

= |NU |2 (χr, 0)
2mc

~

(
γµkµ +

mc

~

)(
χs
0

)

tu���
	-��!��&�-��� K���	��o�"�

(χr, 0) γµ
(
χs
0

)
= (χr, 0) γ0

(
χs
0

)
= χrχs = δrs

� ���*s����
γµ

��� �"�q�I��	
γ0 ��� �����Ftu�����-	
��� �&s{� � � � �

γi
� �:s��}�������{� � ��� ��si� r � �
�O�
	���� �"��
� !���W���	�s���� ����	��.���
	
�"����7

UrUs = 2|NU |2
mc

~

(
k0 +

mc

~

)

︸ ︷︷ ︸
!
=1

δrs

⇒ NU =
1√

2mc
~

(
mc
~

+ E
c~

)
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��� �-���#WT	
���-5 v{��	��
� ! � ��50��	-��!�� J �{���-�����
(
−iγµpµ +

mc

~

)
ψ = 0⇐⇒ i~

∂ψ

∂t
=
(
−ic~αipi + βmc2

)
ψ

K����-�
pi = −i~∂i

�iKu�O!
���"v � � �-���Ov{��	|�-� ! � ���-�M�-���y� � �
! �-	
���~���������
� ! �{� � sx�&%`�
����5���-���-�"�
� ���cWT��	��-��� �M���M�
�&�-���
~p → ~p − e

c
~A
��K����-�e�-�"�����
! �-��	 v����-���&�-�}� � ~A � ����s��s�s������F�-�����
�
	
�

eφψ
WT��	��-��� �����
	���%e�XWq�-�"� v{��	��
� ! � ����� �-���A� � �
! �-	
��!�v����-���I�
�}� �

φ
7

i~
∂ψ

∂t
=

(
cαi(pi −

e

c
Ai) + βmc2 + eφ

)
ψ

=

(
−i~cαi(∂i −

ie

~c
Ai) + βmc2 + eφ

)
ψ

+ 	����-����� �-���������&�����`���F�-�
	��.���XW
γ
5 �.���-	�� !��
��K����
�

β = γ0 � αi = γ0γi
�iK �O��� ���I%��� � �
� v � %o� ��� �
����� J �{�R�-� ����K����-�

γ0 ���"s`s"���o� s������ �&%
~c
�

(
−iγ0∂0 − iγi(∂i −

ie

~c
Ai) + γ0 e

~c
φ+

mc

~

)
ψ

⇐⇒
(
−iγµ(∂µ −

ie

~c
Aµ) +

m

~c

)
ψ = 0

K����
	�� K � � �&�
	
�os���!
��s<�
����WT����	����
! �-��	�v:���
�
�&�-� � �
Aµ = (φ,− ~A)

�����"� �{Ku�O!
��� � s�{�8���0����� � � �-�"� �{	����qv � ��!
���oWRK ���{��s.	��
v � ��!
��s
∂µ → ∂µ− ie

~c
Aµ

� � �
����!��m����	
�}���I�
WT��	
� ��WC�
���y50� 	
��!�� J �{���
� ��� �) � �-���`WT� ��� �'K�� ���cK �~�"��KjKu���&� �
� ����s �-�"�.�����Z5 	�� � �R�-���o�����-��! ��v�v"	
� � � �.���-����� �XW�-���y50��	-��!�� J �����-�����<!�����v � �
sF�-� �
��� � � ��!��
	
���.������� �-��! �{� � si�

i~
∂ψ

∂t
=
(
cαiπi + βmc2 + eφ

)
ψ, πi = pi −

e

c
Ai

�����
	���WT��	���K �O�|����	|�gK����
�<���x���"�-���
6 WT��	 �-��� �
� � �"�
� ���F�XWK�-�"� ��� J �{�R�-� ��� �

ψ = e−
imc2

~ t

(
ϕ
χ

)

K����
	��
ϕ

����s
χ

��	
�`�
��v�v������
sa�-� �:�`��Ku��5 !
���Mv������
�&�~�
v�������	
���u# � ����������� �
��� �
� � ����s ����� ���e�-�"�`� � v � ��!
��� WT��	
� �XW��-��� �.���-	�� !
���

β =

(
1 0
0 −1

) ����s
αi =

2�1



(
0 σi

σi 0

) �yK �O�����

i~∂t

(
ϕ
χ

)
= i~

(
− imc

2

~
e−

imc2

~ t

(
ϕ
χ

)
+ e−

imc2

~ t

(
∂tϕ
∂tχ

))

=

(
c

(
σiπiχ
σiπiϕ

)
+ eφ

(
ϕ
χ

)
+mc2

(
ϕ
−χ

))
e−

imc2

~ t

tu	
������� �"�<�-�"� �{	������
�
	
� � � �-���.��v�v��
	 � � ���A�-�x�
���*���
���
	O�
��s��*�XW��
���*� J �{�R�-� �������s`!8����!�� ��� � �"���-��� � � v��������I�
�}� � � �xK �y�
��s`��v�K����-� � �-������K �.� J �����-������� 	

i~

(
∂tϕ
∂tχ

)
= c

(
σiπiχ
σiπiϕ

)
+ eφ

(
ϕ
χ

)
+mc2

(
0
−2χ

)

) �`�
��� �����Z5 	
� � ���-���o� ���
� ! � � �M��� �
E ≈ mc2

�xK �O�"�
� � �
!����
�����-��	
�M�
eφ� mc2, i~∂tχ� mc2

� 7{	���� �
��� � �'Ku��	������ �XWK�-�����
� � J �{���
� ���"�{K � �-�����<��� �Mv � %.�����

0 = cσiπiϕ− 2mc2χ =⇒ χ =
σiπi
2mc

ϕ,

K���� !���Ku�y!8���<�����
��	���� �&�
�A�
��� ��v�v��
	�� J �{�R�-� ��� %o��� � s"� ���

i~∂tϕ = cσiπi
σiπi
2mc

ϕ+ eφϕ

����!8� ��� � �"� �-���y� � ���
�"	-� �XWK�-���
σ

�~�R�-	
��!
��� �
σiσj = δij + iεijkσk

���
��� �����

i~∂tϕ =

(
πiπi
2m

+
i

2m
εijkσkπiπj + eφ

)
ϕ

�C� ����� � �����-�e�-�"� �
�
	
�
εijkπiπj

Ku� �{�8��� �-� 	
�
�M� �"s ���"	
�
� � ���
�<�
�{���<� �
πi =

pi − e
c
Ai
�
pi = −i~∂i

� �����`��v:��	-���
��	 �����

εijkπiπj = εijk(−i~∂i −
e

c
Ai)(−i~∂j −

e

c
Aj)

= εijk(−~
2∂i∂j +

i~e

c
(Ai∂j + (∂iAj) + Aj∂i) +

e2

c2
AiAj)

����� �{	����~����s �-��� � �����A�-��	
� � � �-�"� �A� � v�	��
�
��� ��� �u���"sa� � �
� � �
��� �{	
�|�*���"s �-�"�� ���|���-��	
� � � �-�"��� ���"�
	���	
��!�(�� � ������� ���e�I%<�o� 	��
�����XW �
��� ���&�-����%o�M�.� �-	�%<�XW
εijk

������*	
���~��� �������`�
�
	�� �
εijk∂iAj

�K� �y�-���.!
��	 � �XW��
���.���
!��
��	�v����-���&�-�}� � �EK���� !�� ��� �
2Z1
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� ! �{� � s
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���~�������y���'K � �O�
���.�
���sW ���M�����
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i~∂tϕ =

(
(pi − e

c
Ai)(pi − e

c
Ai)

2m
− e~

2mc
σkBk + eφ

)
ϕ

) W�K �y�"��K !
���Mv{��	��0�-�"� � �-�A��	�s�� ����	�%~�����Z5 	
� � ���-���o� ���
� ! J �{���&�-��� �.��!��{������!
���XWC�v{��	��
� ! � ��� �*�
��� � � �
!��
	
���.�����"���-��! �{� � s �yK�����	
�#K �O�{�8���y�
���y�0���M� � �-����� ���

H =
1

2m

(
~p− e

c
~A
)2

+ eφ = − ~
2

2m
∆ +

i~e

mc
~A · ~∇ +

e2

2mc2
~A2 + eφ

� � �-�"��eu��� � �����e�&������� ~∇ · ~A = 0
��Ku� ��� � �SWT��	��*!
���"�������I�y�.������� �-��! �{� � s �SWT��	

K���� !�� �-�������
!��
��	�v:���
�
�&�-� � � �����������
� �&% ~A = 1
2
~x× ~B0

�

H0 = − ~
2

2m
∆− ~µ · ~B0 +

e2

2mc2
~A2 + eφ

�
� �"!
�
(~x × ~B) · ~p = − ~B · (~x × ~p) = − ~B · ~L �SK�����	
� ~L = ~x × ~p

� ���
��� ��	������-� �������� � ��	��M���.���&�-��� ��v:��	-���
��	�����s�Ku�y�{�8���y� �&�-	��'s"��!
��s<�-�"�y�.�����"���-��!��.���.���I�
~µ = e

2mc
~L

���C���
��� ��K ��!8���M��s"s.��sM�"�'!���!����&�-	
�����"�
� �����
���-�����.������� �-� ! �.���.���I�
!
���M� ���{WT	
��� �
v���� �

~µspin = g · e
2mc

~S
�'K����
�O�
���u��v�� � ������� � ��	=�.���.���I�
��� ��v��
	
���-��	

S = ~

2
~σ
�"���sK���� !��@K ���{�8�����-� s����
�
	
�M� �"�0�-�����I���M�
	�� !
� � W ��!��-��	

g
� �-���0�
� !8� � � ��s;K����s��gW ��!��
��	 	�WT	����\� � v:��	
� �M�
�&� � �{	
�|� !
����s"��!��
�
s~�&% � ���
�.����	 �XK���� !�� �
��	
��� ���'��-�M�:� ��v"v�	
� � �}���O�-� � %

g ≈ 2
� � ��	������.� � �
�����}���.���
!����.���

H = H0 − ~µspin · ~B0 = H0 − g ·
e

2mc

~

2
~σ · ~B

7P��	 �-�"� � �
���.���-!��sK����-�~�
���0�"���Z5 	�� � ���-���'�����
� !���v�v�	�� � ���~�R�-� ���.�XW �-����5�� 	-��!0� J �{��5�-� ��� �iKu��� �����0�{�8���
g = 2

�RK��"� !�� ���
�
�M�0�
�~��� ���o�os �P���"�����0������%���� J �����-�O�
���	
� ���I������� K �
	 �dK��"� !���Ku� K�� ��� ��� � %*��� �gWT	
��� J �����&�-��� �{� � sF�-�"�
��	|%��
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� � E/� � E=B � � ⇒ ���	��
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) �Fs�� ���
�
� r �"�
!��������
�gK���	
s*s�����50��	-��!�5v4 � ��� !��I������W���	u��� �@� � ��(&�-	
���F� ��eu��� � �����Z5#C���
�
�&�-� � � � � ��(&� ��� � �����8��7 ��	 s�� ���$����	
�����`K �
	�s��
�nK�� 	 6
���
���-6 � ��!�� 6�� s���� r ���65s�	
��!�(
E ∝ 1/n2 ��s"�
�@K�� 	����
	��
���
��� �Fs���	���� !��&�
	
� � ���-���o� ���
� ��!����
� tu���{����s � �����As����+ �����
��	
���
� � ���-���M� � ���"��� z v�� ��	u� � ��(&�0��	
	
��!��������x(������&�-�
� �:s���� ���"���
�����
	���� � �
�a5

K�� � s�� � 7{��� ���|�-	
�"(I�
��	v5 ����	�	
��(I�
��	
���<��	
�{� � �-���i�50�
	�50� 	
��!-5 �0���M� � �-����5 � v:��	-���
��	$�
	���� �'���
� !��`6
�

H = c~α~π + βmc2 + eΦ
�

=

(
mc2 + eΦ c~σ~π

c~σ~π −mc2 + eΦ

)
,

Ku�����
�
~π = ~p− e

c
~A

~A=0
= ~p , Φ = −Ze

r
.

�0��!�� z ��v{��	
���-����� s���	�� �����������{������� ��(��
���Ks���	 ;E��������� � #C���
�
�&�-� � � 6��
���-���{�����{������� � 	
Ψ(~x, t) = e−

iEt
~ ψ(~x)

����	
� � �
���"�
(H − E)ψ = 0 .

� 1 G �21 	

50���{�"���-�����i7 ~J := ~L · � + ~

2
~Σ

4��
�-��� �-s�	��
�����.v"� � �
, ~Σ :=

(
~σ 0
0 ~σ

)

� �����
�"�
!��{��W �
7
[ ~J,H] = 0

tu��K �
���
7 w<���
[Li, φ] = [Li, mc] = 0

���'K�� �
[Σi,Φ] = 0

����	
� � �
���"�
[Li, H] = cαj[Li, pj] = i ~c εijkα

jpk = 0
�
�'K����

~

2
[Σi, H] =

~

2

(
c [Σi, αj]︸ ︷︷ ︸

=2iεijkαk

pj +mc2 [Σi, γ
0]︸ ︷︷ ︸

=0

)
= i ~c εijkα

kpj = 0

+,� 	�(X�������
�x� � ���A���
�M�
�����-���M�#�$� ���
��6������-����s�� �����
H
� ~J2 �"��s

Jz
�{�"s��
�i�50� ���$� ������6
�"��������s�������� ~J2 � Jz

����s ~L2 �M����4 ���-��� �
s�	
����� �Mv�� � �
j = l+1/2

����s
j = l − 1/2

�
����s ; � ���
��	
(����������{���-��������� s���	 #$	
�os���(&�-6������-����s�� � � � �����-	
�����
���6�K �P� � s���	 � 	|�-��s{��	
�|�-� � � �"���
|j = l + 1/2, mj, l〉 = a |l, ml = mj − 1/2〉 |↑〉+ b |l, ml = mj + 1/2〉 |↓〉

bzw. ϕ
(+)
j mj

= a Yl,mj−1/2

(
1

0

)
+ b Yl,mj+1/2

(
0

1

)
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����s
|j = l − 1/2, mj, l〉 = b |l, ml = mj − 1/2〉 |↑〉 − a |l, ml = mj + 1/2〉 |↓〉

bzw. ϕ
(−)
j mj

= b Yl,mj−1/2

(
1

0

)
− a Yl,mj+1/2

(
0

1

)
,

Ku�����
� −j ≤ mj ≤ j
����s`�.����s��
� e � �����
!���5v4���	
s{���Z5 ���'� �.6�� ���I�
�
�

a =

√
l +mj + 1/2

2l + 1
, b =

√
l −mj + 1/2

2l + 1
.

� � ���
s���� s��
	q+ ��	��-�������
j

��� �"�q�
�u� � ��� 6-Ku���i# ��� � � 5 z v�������	��
� �
ϕ

(+)
j mj

����s
ϕ

(−)
j mj

	 �s��
	��
� t ������s�	��
�����.v�� � �
�
l

�
��!��a����	-��s��`��� 1<���&�-�
	��
!������ s����i�u+,��	`W��"��	
���as�� ������-���-�����F�
���
ϕlj mj

=

{
ϕ

(+)
j mj

für l = j − 1
2

ϕ
(−)
j mj

für l = j + 1
2����s �~��!��"�
� s��
� r ���
���-6qW���	es"� � � �o���
	
��	
��v�� ����	 K �
	��
� ��� 	 ;E���
���"� s"�
	 50� 	
��!-5

4 � �
� !��I���"�

ψlj mj
=

( iGlj(r)

r
ϕlj mj

(θ, φ)
Flj(r)

r
(~σ · x̂) ϕlj mj

(θ, φ)

)
, x̂ =

~x

|~x| =
~x

r
.

� 1 G � / 	

(~σ · x̂) ϕlj mj

� ��������!�� �$�����
�xWT�"��(&�-� ���`6�� ~J2 �"��s
Jz

��s��

[Ji, ~σ · ~x] = σk[Li, x
k] +

~

2
[σi, σk]x

k = i~ εijkσ
jxk + 2 i

~

2
εikjσ

jxk = 0 .
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) � WT� � ���
��s���� �
	 K �
���
���x�
��!���WT� � ������s�� �$� �������
!�����W �-��� � � ��� �'�-6 � � !��i7
~J2 = ~L2 +

~
2

4
~σ2 + ~ ~L · ~σ ⇒ ~ ~L · ~σ = ~J2 − ~L2 − ~

2

4
~σ2

⇒ ~ ~L · ~σϕlj mj
=

~
2

2
(j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1))ϕlj mj

=
~

2

2

{
l

−l − 1

}
ϕlj mj

=
~

2

2

{
−1 + (j + 1

2
)

−1− (j + 1
2
)

}
ϕlj mj

{
für j = l + 1

2

für j = l − 1
2

� � 	

(~σ · x̂)(~σ · x̂) σiσj=δij � +i εijkσ
k

= σix̂
iσjx̂

j =
�
δijx̂

ix̂j =
� � � � 	

(~σ · x̂)(~σ · ~p) = σix̂
iσjp

j σiσj=δij � +i εijkσ
k

= x̂ · ~p+
i

r
~L · ~σ � � ��� 	

~x · ~p =
~

i
r
∂

∂r

� ��� 	

~p · ~x
r

=
~

i

∂

∂xi

(
xi

r

)
=

~

i

(
2

r
+ x̂i

∂

∂xi

)
� � 	

��� ��	
�M�������
	��
!����"�
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(~σ · ~p) f(r)ϕljmj

(ii)
= (~σ · x̂)(~σ · x̂)(~σ · ~p) f(r)ϕljmj

(iii)
=

~σ · x̂
r

(~x · ~p+ i ~L · ~σ) f(r)ϕlj mj

(i& iv)
= −i~

~σ · x̂
r

[
r
∂

∂r
+ 1∓

(
j +

1

2

)]
f(r)ϕlj mj

für j = l ± 1

2

� �
	
����s

(~σ · ~p)(~σ · x̂) f(r)ϕlj mj

(iii inv.)
=

(
~p · x̂− i

r
~L · ~σ

)
f(r)ϕlj mj

(i & iv)
= − i~

r

[
r
∂

∂r
+ 1±

(
j +

1

2

)]
f(r)ϕlj mj

für j = l ± 1

2
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



(
mc2 − Ze2

r
− E

)
iG
r
ϕlj mj

+ c(~σ · ~p)(~σ · x̂)F
r
ϕlj mj

= 0

c(~σ · ~p) iG
r
ϕlj mj

−
(
mc2 − Ze2

r
− E

)
F
r
(~σ · x̂)ϕlj mj

= 0

(b &a)⇒





(
mc2 − Ze2

r
− E

)
iG
r
ϕlj mj

− i~c
r

[
r ∂
∂r

+ 1±
(
j + 1

2

)]
F
r
ϕlj mj

= 0

− i~c
r

(~σ · x̂)ϕlj mj

[
r ∂
∂r

+ 1∓
(
j + 1

2

)]
iG
r
−
(
mc2 − Ze2

r
− E

)
F
r
(~σ · x̂)ϕlj mj

= 0
,
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�
�
K�����(�� � ���"�{�����������
	=�K�
� �
ϕlj mj

�"6�K �
(~σ·x̂)ϕlj mj

�
��!�� �I����� � ���.����� ��	
�
� � �������87




(
mc2 − Ze2

r
− E

)
G(r)− ~c

(
dF (r)

dr
±
(
j + 1

2

) F (r)
r

)
= 0(

mc2 + Ze2

r
+ E

)
F (r)− ~c

(
dG(r)

dr
∓
(
j + 1

2

) G(r)
r

)
= 0
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���
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�
α1 = mc2 + E , α2 = mc2 − E , σ =

√
α1α2 =

√
m2c4 − E2

ρ = r
σ

~c
, k = ±(j +

1

2
) , γ =

Ze2

~c
= Zα (α : Feinstrukturkonst.)

�
!���	��
� �'�0��� !�� � 1 G �21 ′ 	�� � �




(
d
dρ

+ k
ρ

)
F −

(
α2

σ
− γ

ρ

)
G = 0(

d
dρ
− k

ρ

)
G−

(
α1

σ
+ γ

ρ

)
F = 0

.

r ����s���	 ����	
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�������
���
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ρ
K������ −ρ���
	��{� � �-�
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F (ρ) = f(ρ) e−ρ ⇒ F ′(ρ) = (f ′(ρ)− f(ρ)) e−ρ

G(ρ) = g(ρ) e−ρ ⇒ G′(ρ) = (g′(ρ)− g(ρ)) e−ρ����s`�
	
��� � �
�
�



f ′ − f + kf

ρ
−
(
α2

σ
− γ

ρ

)
g = 0

g′ − g − kg
ρ
−
(
α1

σ
+ γ

ρ

)
f = 0

.
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f(ρ) = ρs
∞∑

ν=0

aνρ
ν ⇒ f ′(ρ) = s ρs−1

∞∑

ν=0

aνρ
ν + ρs

∞∑

ν=0

ν aνρ
ν−1

g(ρ) = ρs
∞∑

ν=0

bνρ
ν ⇒ g′(ρ) = s ρs−1

∞∑

ν=0

bνρ
ν + ρs

∞∑

ν=0

ν bνρ
ν−1
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aν
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bν

����s �:� �-	
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� s{��6�� 6
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���
�&�-���<�����
ρs+ν−1 7

{
(s+ ν)aν − aν−1 + kaν − α2

σ
bν−1 + γbν = 0 (?)

(s+ ν)bν − bν−1 − kbν − α1

σ
aν−1 − γaν = 0 (??)

7 ��	
ν = 0

�
	
��� � �
�
�@K�� 	
{

(s+ k)a0 + γb0 = 0

(s− k)b0 − γa0 = 0
.

50� ���e�
� �"s 6�K �
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a0, b0 6= 0
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	��
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��s"�
� !��{��	-��(I�
�
	�� ���
� ��!����
�x#C� � %'�"���<7
(s+ k)(s− k) + γ2 = 0 ⇒ s = ±

√
k2 − γ2

5���s�� �u;E���
���"���:���
ρ = 0

	��
��� � ��	K� � ��� ���
��� ���
� ��Ku��� � ���
K�� 	Cs�� � v:�������
����� + ��	
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s
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σ · (?) − α2 · (??)
����s ��	
�{� � �-���i7

(σ(s+ ν + k) + α2γ) aν − (α2(s+ ν − k)− σγ) bν = 0
� 1 G � G 	

7 ��	���	
� ���
ν

	��
s��"6
� ��	������ !��`s�� ���
� 4 � �
��!��I�����M���xW
σνaν − α2νbν = 0 ⇒ aν =

α2

σ
bν

��� ��	
�M���~(������,� �
(??)

��6-K �
(?)

s{���
bν

��6-K �
aν

� � � �M� �"� �
	|�`Ku��	
s���� ����sBK�� 	�
	
��� � �
�
�`� � ; ���.���
ν →∞ s�� � ���
(I��	��
� ����� WT��	��.� � �

aν =
2

ν
aν−1

bν =
2

ν
bν−15����M����WT� � ���

∞∑

ν=0

aνρ
ν ∝

∞∑

ν=0

bνρ
ν ∝

∞∑

ν=0

(2ρ)2

ν !
= e2ρ ρ→∞−→ ∞ ,

si� � �"s����0���
���������
	��{� � �u�
��!��F����%o� �
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!��sK����
e2ρ ����s*�����.���

F (ρ)
�"��s

G(ρ)
K�� �

eρ
�5����M����s�� � ;E��������������W���	0��	
�����

ρ
�:���
!���	
����(&�y� � ��� ���
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ν = N

���"��	
��!����
� ����s�K�� 	���	
�{� � �-��� #C� � %'�"���.��������� 4�	-��s
N

�E�$��
�
�K� � �
�
aN+1 = bN+1 = 0 .

7 ��	
ν = N + 1

��	
�{� � �-����K���	�s{���M��� ����� �
?
	���s�� � r ����	���!��I�:��s�� ����������7

−aN −
α2

σ
bN = 0

50� ���������
6
�
��K�� 	��M���
ν = N

��� � 1 G � G 	 ��� �`����s`�
	��{� � �
�
�i7
aN [σ(s+N + k) + α2γ) +

σ

α2

(α2(s+N − k)− σγ)] = 0

⇒ 2σ(s+N) + γ(α2 − α1︸ ︷︷ ︸
=−2E

) = 0 ⇒ 2
√
m2c4 − E2 (s+N) = 2γE

=⇒ E = mc2
(

1 +
γ2

(s+N)2

)− 1
2

wx���`���
���&�
N = 0, 1, 2, ...

s����y	
��s�� � � � �������&�-�
�"68��� � �
7 ����	��
� K���	�s"� �y�0���"v"� J �{���&�
�
��6
��� �

n = N + |k| � |k| = j + 1/2
��� � �{���~�
	��{� � 5�-�
� K���	�� � � � � ��(I�
�
���$	
����������� W���	�s"� �c�$����	
�����
� s���� �{5 r �-���M��������s���	 50� 	
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4 � �
� !��I���"�M��!�� � ��� � � � !��

E = mc2


1 +


 Zα

n−
(
j + 1

2

)
+
√(

j + 1
2

)2 − (Zα)2




2

− 1

2

.
� 1 G ��I 	

� �&��K���!�( � �����M�����
E

����� � 1 G ��I
	 W���	
(Zα)� 1

7

E = mc2


 1︸︷︷︸

Ruheenergie

− (Zα)2

2n2︸ ︷︷ ︸
nichtrel. H−Atom

− (Zα)4

2n3

(
1

j + 1
2

− 3

4n

)

︸ ︷︷ ︸
Feinstrukturaufspaltung

+ O[(Zα)6]



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� �
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K���� !�� K�� � � ���Ms������ � ��v:��s ����s s�� ��!
�����
�
s �M��	��`WT� � � % � � ��� � �y�-�
	�� � �y!
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φr(x)
�
r = 1, . . . , N

�R�:� ��!
� � � ��!��
� ���y�XW
N

��� � s"� s���v:����s�� �"�������
v���!
������s �-� 5�.��� � 7{	
���\���'Ka���`K �����
���������-���-����� � �|K�����!��
x

���-����s��<WT��	
x = (xµ) = (t, ~x)
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� � ���Mv � �
�
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����� � �.�
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φ(x)
� � 50��	-��!cIa5 �
v"� ����	

ψa(x)
K����
�

a = 1, . . . , 4
��	K���&���"��� �{� � s

Aµ(x)
K����-�

µ = 0, . . . , 3
� r � ��� � ��� L = L(φr, ∂µφr)�:��� � ; � L&;�1 � (?;�1 ,.�K*>(E9?7 K�����!��Ms"�
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S =

∫

V

d4xL(φr, ∂µφr)
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dt L
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δS = 0
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φr −→ φr + δφr .

� 1VI"� G 	
�����M����	��}���
� ���<� ������� �-� 6
��	
�`���e�-���A��������s���	�%x�XW �
��� ��� � ���M�

V
�
δφr|∂V = 0

�
K����
	��

∂V
s��
�"���-�����
��� �:���"��s{��	|%F�XW

V
��+ �y�����

0 = δS =

∫

V

d4x

N∑

r=1

(
∂L
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)
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∂L
∂φr

δφr + ∂µ

(
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∂(∂µφr)
δφr

)
−
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∂µ
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∂(∂µφr)

)
δφr

]
.
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