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Übungsblatt 8 Quantenmechanik I SS 16

Aufgabe 1

Die erzeugende Funktion Φs der zugeordneten Laguerre-Polynome Lsr(x) ist definiert als

Φs(x, y) := (−y)s(1− y)−(s+1) e−
yx
1−y =

∞∑
r=0

yr

r!
Lsr(x) .

a) Zeigen Sie∫ ∞
0

e−xxs+σΦs(x, y)Φs(x, z)dx = (s+ σ)!
(
(1− y)(1− z)

)σ ∞∑
i=0

(
s+ σ + i

i

)
(yz)i+s

=
∞∑
r=0

∞∑
j=0

yr

r!

zj

j!

∫ ∞
0

e−xxs+σLsr(x)Lsj(x)dx .

Hinweis: : Benutzen Sie
∫∞
0
e−axxn = a−(n+1)n! und (1− t)−m =

∑∞
i=0

(
m+i−1

i

)
ti.

b) Zeigen Sie mit Hilfe von a)∫ ∞
0

e−xxs+1Lsr(x)Lsr(x)dx =
(r!)3

(r − s)!
(2r − s+ 1) .

Aufgabe 2

Gegeben sei das Zentralpotential

V (r) =

 −V0 für r ≤ a ,

0 für r > a
, V0, a ∈ R+ .

a) Machen Sie für die stationären Zustände den Separationsansatz ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ),

wobei Ylm(θ, ϕ) die Kugelflächenfunktionen sind. Zeigen Sie, dass R(r) für r ≤ a die fol-

gende Radialgleichung erfüllt

(
∂2ρ + 2

ρ
∂r − l(l+1)

ρ2
+ 1
)
R(ρ) = 0 , mit ρ = κr , ~κ =

√
2m(E + V0) .

b) Lösen Sie die DGL für l = 0 mit dem Ansatz R(ρ) = ρ−1u(ρ) und bestimmen Sie u(ρ).

c) Machen Sie für l 6= 0 den Ansatz Rl = ρlχl und zeigen Sie, dass χl die DGL

χ′′l + 2(l+1)
ρ

χ′l + χl = 0 (∗)

erfüllt.



d) Zeigen Sie, dass χ̂l = ρ−1χ′l die DGL (∗) für l→ l + 1 erfüllt.

Hinweis: Differenzieren Sie dazu (∗).

e) Konstruieren Sie mit Hilfe von χ̂ die Lösung χl = (ρ−1∂ρ)
lχ0.

Aufgabe 3

Gegeben sei der Hamiltonoperator für ein Teilchen mit Masse m und Ladung q im konstanten

Magnetfeld ~B = B0~ez

H =
1

2m

(
~p− q

c
~A(~x)

)2
mit ~A = −1

2
B0(y~ex − x~ey) .

a) Berechnen Sie [pi, Aj] für i, j = x, y, z.

b) Benutzen Sie zur Bestimmung der stationären Zustände den Separationsansatz

ψ(x, y, z) = ei kz z f(x, y) , kz ∈ R .

Zeigen Sie, dass f eine Eigenwertgleichung H⊥f = E⊥f erfüllt, bestimmen Sie H⊥ und

drücken Sie E⊥ durch E und kz aus.

c) Zeigen Sie H⊥ = ~ωc(b†b+ 1/2) mit

ωc :=
qB0

mc
, b :=

1√
2m~ωc

(
(px −

q

c
Ax) + i(py −

q

c
Ay)
)
.

d) Berechnen Sie [b, b†].

e) Wie lautet E⊥?


