Klassische Feldtheorie 2

Mitschrift von Martin Bendschneider




Inhaltsverzeichnis

1 Hamilton Mechanik
1.1 Newton Mechanik
1.2 Lagrange . .. ..
1.3 Hamilton ... ..

2 Phasenraum

2.1 Symplektische Struktur des Phasenraums . . . . .. ... .. ..

2.2 Poisson Klammer .

2.2.1 Eigenschaften der Poissonklammer . . . . . .. ... ...

2.3 Erhaltene Grofien % =0 ..

3 Kanonische Transformationen

3.1 Invarianten der KT

4 Hamilton-Jacobi Theorie

4.1 Grundidee . . . . .

4.1.1 1. Beispiel: 1d freies Teilchen . . . . . ... .. ... ...

4.1.2 2. Beispiel: 1d harmonischer Oszilator . . . . .. .. ...

4.2 Hamilton-Jacobi separierbar . . . . . . .. ... ... L.

5 Integrable Modelle

5.0.1 harmonischer Oszilator: . . . . . . ... ... ... ....

5.0.2 allgemeiner Fall . . . . . ... ... . Lo

5.0.3 f = 2: Teilchen im Zentralpotential . . . . . . .. ... ..

5.0.4 f =3 dreidimensionale Systeme . . . . . .. ... ... ..

6 Chaotische Systeme

6.1 Zusammenfassung der letzten Stunde: . . . . ... ... ...

6.2 Storung eines integrablen Systems . . . . .. ... ... ... ..

6.3 KAM-Theorem . .

6.4 Hénon-Heiles System . . . . . . ... ... ... ...

= W W W

Qe

12
15

16
16
16
18
18

19
21
21
22
22



Inhalt:

1. Hamilton Mechanik

2. Integrable Systeme
Chaotische Systeme

3. Gruppentheorie

4. Sperzielle Relativititstheorie

Literatur:

Wess: Theroretische Mechanik
Goldstein:
Arnold (symplektische Formulierung)

1 Hamilton Mechanik

1.1 Newton Mechanik

mt; = ﬁi, i=1,..., N = Anzahl der Teilchen
IN=f DGL 2. Ordnung (int) = 6N =2f intkonst ...Anfangsbedingungen

1.2 Lagrange

verallgemeinerte Koordinaten g, a=1,...,f
... Geschwindigkeit ¢,
E-L:

oL d oL _

9q,  dldq, 0 f DGL 2. Ordnung

f
L=T-U, T = % Z Zgabdaq'b, U (QGa /Qa)

a=1b=1
E-L:

)
Z gabGp + 75— =10
b g



1.3 Hamilton

2f DGL 1. Ordnung in ¢t.
OH ) OH

Ga = 8])@7 Pa = 7aqa

H=H(q,P,)=T+U Hamiltonfunktion

0L (g, 4
(*) Da = 8(;’(1) zu ¢, konjugierte Impuls
a

Forderung an L: (x) muss nach ¢, auflésbar sein.

Beispiel:
N Teilchen in U.
mq 0
Gab = . 0
0 my
L] Zf: PR oL ,
=3 m a — — = Mg(qq
5 2 bqp q), p 9da q
= Qa = pia
mq
Opa 0%’L
= — muss Rang f haben
0@ 04y0qq &

Legendre-Transformierte von L

f
H (qavpa) = Zprb - L (Q7 Q)
b=1

f

genaver := > pydn (¢:0) — L (4,4 (¢, )
b=1

Allgemein:
H(y)=y-z—L(z), Y=g
Priife: H h&ngt nicht von ¢ ab:

OH oL
9da 1 94
—~




Das “-” sichert diese Eigenschaft.
jetzt das Beispiel:

»\° 1« 1}
H = Zpbi—*zb: b(Tnb) +U:§ZE+

b
~———
T
H ist die Gesamtenergie des Systems.
1 2
H=-%"2 spy-74vU
2 b my

Beweis 01

f
= (Zpbqb (a:1) L(q,q<q,p>>>

72 3qb (p,q) 7772 OL Oqy

aQb aQa

Pb

oL d 0L

- 9, BL  di O0da = e
—

Pa

OH
0qa

pa:_

oH _ 9 (Zm%(n@—ﬂ%d(nq)))
b

Opa  Opa

Z 3% Z oL 9gp _ .
- Qa + pb aqb ap =d{a
b

;Ub

OH ___0H
Opa ~ 04qq

=Pa

Hamilton Gleichungen 2 f DGL 1. Ordnung. 2 f Integrationskonstanten. g, (t = o) ,

Beispiel:

Pa (t = t0)



N Teilchen im Potential:
H=Y T

2m
5 b

——
T

OH 0U  OH  p.
8(](1 - 311(1, 8pa B mq

+U (q)

H-Gl.: .
la = == .. ou
{ q ng]U imaQa:_izFa
Do = —aqn’ 8qa

f DGL 2. Ordnung. Hamilton und ELGr sind dquivalent. Systeme die die H. Gl
erfiillen, erfiillen immer die Lagrangegleichungen.

Schritt 1: Finde H fiir physikalisches System.
Schritt 2: Berechne %IZ , %I;

Schritt 3: Lose p = —%i;’ G= %%
Zeige: H-G1 = E-L GL
Umkehrtransformation L (q,q) :== >, gups — H (q,p), o := 27112
Z apb . Z OH apb
8pb aQ(J
Qb
_ OH
- Oqa

8pb ZaH Opy

9G, e 8pb a(Za
Qb
= Pa
doL oL _ . om
&t g 7 Oqa
—Pa
2. Vorlesung:
2f DGL 1. Ordnung:
0H OH
lo = ) Da = — :1a~"1
= Opa P 94q, ¢ f
Hamilton GI.



0L
H(p(t),q(),t)= Zpbdb - L(¢,4),  Pa= kanonischer Impuls

94q
Beispiel 1:
Teilchen im Potential U:
P
H=—+4U@)=T+U p=mg
2m
T

Beispiel: 2 Teilchen im Magnetfeld B=VxA

3
m . .
x):gg LL‘£+(]E TpAp (z (t
b

b=1
V- N
5 v qq-A
E-L: . ~
mr = q (17 X B)
oL 1
Pa = == :m¢a+qAa:>i'a:*(pa_qAa)
0, m
H:Zpb(pb_qAb)_ Zpb_qAb)(pb_qAb izpb_qAb
- m 2m?2 m <
1
=5 D (oo — a4 (po — g Ay)
b
OH 1
r. = = — — A
Tq apa m (pa q a)

. 8H_g 6141,
Pa=—523 —mzb:(pb—qAb)' 9za

pa_anA it
—qZ(aAb - anb>
—q(fx B)

Kanonischer Impuls ist nicht gleich dem “Newtonschem Impuls”. Das bekommt
man immer wenn man eine Geschwindigkeitsabhinge Abhéangigkeit hat.




2 Phasenraum

¢o :Koordinaten des Konfigurationsraums. (dim f )
Qas Pa: Phasenraum (dim 2f ).

Den Konfigurationsraum nimmt man wahr, den Phasenraum nicht.
Beispiel:

Man kann zentrale Theoreme im Phasenraum aufstellen, die man im Konfigu-
rationsraum nicht bemerkt.

P’ P 2 2
H=— =—+= =F
2m+U 2m+2qu
0H p 0H 9
= —— == =——=-—Mmw
q opr m’ b p) q

Ellipse:

S +5=1 a=V2mE, b=1\—35
mw

Ist die Energie wirklich erhalten?

—mw?q »
= m
E=- pmw?q" = —pwPq+wiep =0

2.1 Symplektische Struktur des Phasenraums

Definition:

2f dim Vektor

2f x 2f dim Matrix




Es gilt:

. OH
= qa = 8pa :JiaH
! (?a ) ( — o ) an’

o _ (% (
an ap

n=.J

0H

on

2.2 Poisson Klammer

beliebige Funktion:

Ap(t),q(t),t)

dA 0A 0A
i =5+ (G

92 s 422
Opp ~~  Oqp
OH

— 78(11,

0A .
Qv

apy

0A OH

day Opy  Ipy Day

0A 0A OH
_&4_;(

v)
OH

)

f
{A,B}:=> (aAaB

b=1

={A,H}

04.05)

on

dqy Opy,  Opy g
T
()
on

(94 04 (0 1
-\ 9q’ dp -1 0

It

[

_040B _049B
0q Op  Op Oq



2.2.1 Eigenschaften der Poissonklammer
1. {A,B} = —-{B, A}
2. {A, B+ uCt=X{A,B}+ u{A,B}, ApeC
3. {A,BC}={A,B}C+ B{A,C}
4. {A{B,C}}+{B,{C,A}} + {C,{A, B}} = 0 Jacobi Identitét

a)
0B 0A 0B 0A
BAl=Y —— - ——=-{AB
{ ) zb: Oqy Opy,  Opy, Oqp { }
b)

0A 0B oC 0A 0B oC
AAXB+uCY=> 2= (Ag—+ps— |—2— (A= +uy— )| = M{A B}+u{AC
{ nC} zb:aqb ( Opp uapb) Opy ( Iqp MaQb) { bud J

c)

Z(@A OBC  9A 0BC ):{A7B}C+B{A,O}
b

dgy Oy Opp  Ogp
N—— N——"

d) Hausaufgabe

dq, O 0q, O
{qa’qb}zz<q%_q%>:0
c ~ =~

{paapb} =0
0qq Opy  O0qq Opy
as = - = da
{da:po} Z(m 9. Opeda.) O
c \T

OA dq. A Oq, 9A
{A,qa}=z<‘ ) -
b

Oqy Opy,  Opy Oqp Opa
~— ~—
0 5ab
0A
{A,p.} = 94,

10



= Hamilton Gleichung:

OH
i, = = {H, q,) = H
G = Fpn {H,qa} = {q4, H}
OH
by = — = —{H - H
Pa o {H,p.} = {pa, H}

(ja:{QaaH}a (ja:{pa»H}‘

2.3 FErhaltene Grofien % =0

dA A

X Aam =
@~ o TAHE=0

fir 22 =0 = {4,H} =0

z.B.:
L=%xp {L,H}zo

Zyklische Variablen:

OL d oL
0qq =0 - at 94, =0
Hamilton: oL .
aqa letziVL _a% = {pa,H} =0
d OL
P .0«: a7H =
it 94, {pa, H} =0
~—
Pa
_Bemerkungen
dH OH OH
T Tor H H = ——
dt ot +{H, H} ot

=0

F ist erhalten fiir %—If =0

11



3 Kanonische Transformationen

K.T. sind Koordinatentransformationen, die die Struktur der H-Mechanik er-
halten. Das entspricht Koordinatentransformationen im Phasenaraum)

mit Q, = P,=—->— H(P,Q)

¢ —Qule,p) . o OH . OH
P — Pu(gq, p) oP,’ 0Qa

Das ist eine Definition. Wann ist das Wahr, und wozu ist das gut? Wir kénnen die
Lésung fiir das Problem einfacher finden, wenn wir zu gescheiten Koordinaten
ibergehen.

Wann gilt das? Genau dann, wenn:

_dF
dt

Wir werden nur Systeme anschauen, bei denen L und L nicht explizit von der
Zeit, abhingen. mit

H=Y pip—L,  H=Y PQy—
b b

Beweis:

In Klassische Feldtheorie 1 wurde gezeigt, dass L und L die gleichen E-L GI.

haben!
S = /Ldt /<L+> /Ldt—|— F|
~—

kann nicht beitragen

Kanonische Transformationen werden durch F' charakterisiert. F' heifit auch
erzeugende Funktion.
F kann von 2f + 1 unabh&ngigen Variablen abhingen.

7.B. F(Qa; p(lvt)a F(Qaa P, t) , F(Qaa Qa, t) , F(pm Py, t)
Spezialfall: F' = F} (¢, Q, t), mit ¢, @ unabhéngig.

dF1 o 8F1 aFl . aF‘l
dt—aﬁ;( QQb)

; ) OF oF, . OF, .
~s S a=Snd - G5 (G )
b b b

) o o . O0F;
izb:Qb(pb-Faqb) Qb(b_aQ> H—-H-— ¥



q:q(Q7P)_>P:P(Q7P)

H=H(Q,P)
Beispiel 1:
f
F = ZQaQa
a=1
8F1 8F1
p ==t Py=—=t=—
b= 50, ~ ™ b o0 Qb
= (qp = Py bzw. P, = —Qb

= Kanonische Transformation
H(P,Q)=H(p,q)=H(-Q, P)

Beispiel 2: harmonischer Oszilator

P’ 1 2 2

1
F, = fiquz cot (@)

_OR 1 e L OF,

= % = 2qu m, p= —Tq = mwq cot (Q) (2)

auflésen (1) nach ¢:

0@ P)= /2 sin(Q

~(2): p = —mwq cot Q = mw | 77352 sin (@) Z:g
p (P, Q) = Vmw?P cos @

Die Vorzeichen stimmen moglichereise noch nicht

~ 1 1
H (P, Q) = H (p, Q):%WWPCOSQQ—i-ﬁmw---

=wP (cos2 Q + sin® Q)
=wP
= ( ist zyklische Variable
. 0L E . 0H
P = —— = P = k .= = —— =
90 0= onst o Q P w
QRQ=wt+yp

13



2F
2

q sin (wt + )

mw
2mE cos (wt + @)

p

Andere erzeugende Funktion: F' (¢, P, t) =Y, Qa(q, P) P, — F2(q, P, t)

~ ZPbe—HZZPbe—H—%
b b

L L
Rechnung HA:

OF, OFy - OF,
Pa = 0. =
qa

Beispiel fiir F5:

Fy = Z wP, +¢H (¢, P) mit £ klein
b

-2 _p
“= B0, "+ o0 (1)
_OF, OH
Qq op, — 4t epp (2)
_ oH _ OH 2
(1) P, Pa=€ G- (¢ P) =pa o (¢, P)+ O (%)

SE (a.p)+0(e)

@ Q= a+l o)

P, =p,+_c¢ ,pa:paJFAtﬁa:pa(tJrAt):Pa

At
Qa=qat _€ Gu= qa + At qq ZQa(t+At):Qu
~~~ —_———
At Taylor-Entwicklung

Die Zeitentwicklung eines physikalisches Sysems kann aufgefasst werden als ka-
nonische Transformation.

Bemerkung:

e [ kann aus Fy durch Legendre Transformation gewonnen werden. (Be-
weis: Ubung oder in Wess, Goldstein nachlesen)

14



F=F(q Q) Pa=Gt | P=-5t
F(qu):FQ_ZaQaPa pa:% Qa 21[;:
F(pvQ):F3+ZaQapa Qa:_% Pa__gé;i

F(pap):Fél‘i’Za(q:lPa*QaPa) Qa:*% Qazggi
Tabelle 1: Alles Legendretransformation
kanonische Transformationen
Ga = Qa (¢, P);  Pa— Pa(g, p) mit
: OH
Qu = P,
P = oOH
0Qq
R OF;
H(P,Q)=H(p.a)+ 5/
3.1 Invarianten der KT
Lemma. Es gilt {A, B}, = {A, B}, dh Y, ( 9405 _ oA gf;) S (aaga 28

Beweis. Beweis z.B. im Buch von Wess. Die P.Klammer ist eine Invariante bzgl.
der kanonischen Transformation.

= {A, B}, , ={A B}, o= {A, B}

Corollary. Es gilt:

{Pav Pb} =0= {Qaa Qb} (*)
{Pm Qb} = 5ab(*)

= equiv. Defi von KT: P (p, q), Q (p, q) so dass (*) gilt.

Lemma. Satz von Liouville:
Es gilt dT' :==dgq, ---dqsdp1---dpy = dQ1---dQy¢ dPy - - - dPy Phasenraumuolu-
men und zeitllich konstant.

L

1

3. Es gilt >, dp, dg, =), dP, dQ, Bewei: Wess, Goldstein

15
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4 Hamilton-Jacobi Theorie

Alles was man mit HJT 16sen kann, haben wir schon gemacht. Aber Zugang zu
integrablen Systemen. Aufserdem kommt es in der QM bei WKB-Naherung vor.

4.1 Grundidee

Kononische Transformation, so dass: H = 0.

H(PQ) =Hp o)+ L2 P)

ot
o 0B
pa - aqa ) a — 6Pa
Wenn das wahr ist, dann gilt:
: oOH . oH
Pa = — = U, a = =
o T

= P,, Q, konstant

Dass heilst entsprechendes F' finden.

=0 Hamilton-Jacobi-DGL

F. F.
:>H(q7827t) OF;

9q’ ) ot

diese Gleichung ist nicht-linear.

4.1.1 1. Beispiel: 1d freies Teilchen

2
g, %
2m dq
2
w_ L (O
2m \ Oq

_ 1 (0F\?  OF
H-J: % (3(]) + Tl 0
Ansatz: F» (¢, P, t) =W (q) — Et

oF, oW 0F,

—_— 7:—E
Oq oq’ ot
1 [ow)? oW

16



= W = +£v2mFEq + konst.

Fy = +V2mEq+ konst — Et | [= S (g, «, 1))

F 2
p:Q::I:\/QmE:konst =2

dq - 2m
7(9F2 - (9F27 m - -
Q_ﬁw_“@_i"QEq_t_konSt —/8
an

0=+ 2 (14 8) = £ (oot + )

Man hétte auch von vornerein ' = P wihlen kénnen. Bei der Rechnung wurde
nicht auf Einheiten geachtet.

Mathe: Es existiert immer eine vollsténdige Losung der H-J DGL
Fo=S(q,...,q5, a1,...,04, 1) Qg : f linear unabh. Int.konst.

Die Physik identifiziert o, = P,

s, =B t) 08t
94 da,
q( @, B8, t) — Bahnkurve
~—
2 f —konst.

Lemma. S heifst Hamiltonsche Wirkungsfunktion und ist tatsichlich die Wir-
kung des Systems.

Beweis. s 55 s
_— = — — g, = —H Y = L
oy ot + 90 da + E Daba
~—~ a , a

—H Pa

=85= /Ldt+k0nst.

Spezialfall: H = H (p, q, )
Ansatz: S =W (q1,...,q5,01,...,a5) — a; t
~—

E
0s__ 08 _ow_,
ot Y 9qa  O0qa “
~ H-J: H(q, 81/1/) = =F
dq

W heifit Hamiltonsche Charakteristische Funktion.

17



4.1.2 2. Beispiel: 1d harmonischer Oszilator

2
p 1 2 2
H=-— 4= =F
om M
1 /0S\*> 1 ,, @S
a8 s oW
- — Bt e 3} = ===
5=Wiq) 7 5 ; 9~ o4
u(q)
1 ow\? 1,
= (2= - - F
2m(8q> +2qu
H(a, 57)
= = VIR (E - u@)

das £ spielt keine Rolle. Das Vorzeichen gibt die Richtung der Zeit an.

:»W(q)zfq VI (B (@) dd

oS

ow E m ’_
=sr=95 =/ Vam® a@n

1 mw? | 2E . /
(5+t)warcsm<q 2E>_> q= mwQSln(wt+6)

Im Allgemeinen: Lésung von H-Jacobi schwierig.
Ausnahme: System ist (vollstindig) separierbar

4.2 Hamilton-Jacobi separierbar

S(qlv"‘vqfv ala"'vaft) :Sl (CIb ala"'vafat)+52 (q27"'7Qf7 Ap,y...,Qf8, t)

H-J vollsténdig separierbar:

f
S(ql7"'aqf7ala"'7af7t):ZSa<QG7ala"'aaf7t)
a=1
a5, 0S5,
? H, gy, —,t =
<q 94a > o "

immer 16sbar.

18



5 Integrable Modelle

. . . RT s % dl __ oI o
gforbemerkung. Keine einheitliche Definition. Erhaltungsgrofe 4, = S +{H, I} =

Lemma. (Satz von Liouville)

Ein Hamiltonsches System mit f Freiheitsgraden ist integrabel, wenn f Funk-
tionen I, (Pa, Ga, L), a=1,..., f existieren mit folgenden Eigenschaften:

i) {I,, H} =0 = I, sind Erhaltungsgréfien
i) {Io, Iy} = 0V a,b = I, sind Involutionen (eine davon, 2.B. I, = H)

iti) dI, = Zb g—(fbdqb + géz dpy sind linear unabhdngig.

Beweis. [Arnold] (sehr lang) zumindest plausibel machen.

Bemerkungen:

1) Gradienten im Phasenraum

ol, z Ia c
8Qb Pb

= (VQbI(H vpala)

V1, steht senkrechte auf der Fliche, die durch I, (¢, p) = (konst.),, definiert

it (P ez | =2
P

— \Vv

19



I, = (konst.),

dimF = f

f Gleichungen

wegen

ol, oI,
Op. 0q.

I, 0l
dqc Ope

{a, I} = zc: (

sind die Vektoren

) -0

Z aIa _, o a _»
~ 2 op, 3%
tangential zu F'.
ol, o1, oI, 01,
V- VIG:Z “ 7 =, " e
aqc apc H/—’ apb aq N——
Ope Ope
B Z ol, oI, B ol, 01,
—~ Oqy Opy  Opy Iy

d.h. ‘_/; bilden eine Basis von F.

(2) Es existiert eine kanonische Transformation (pg, ¢a) —

variable, Winkelvariable. Mit .J, = 0, d.h. J, (I,)

(Ja, pa) Wirkungs-
(Pa, Qa)

. OH . - 0F,
a— — = H a)---s it H P7 =H , R
= J 9o 0= H (J,) mit H (P; Q) (p, q) + 5
d.h. ¢, sind zyklische Variablen von H
. 8H _
@a - 8Ja = Wq (Ja)
=
Problem gelost.
Konstruktion von (J, ¢)
- 0F> (q, P, t
H(P; Q) =H (p, @*%
oF: OF: )
= 5q Qu=gp henP=F(q P j)
hier: OF; (0. ) oF
H —H(J. o =H(J), pP,=22%0 972
(p: q) (J, ¢) (), R 0l

20



F. N
H (qu, qb> = H(J)=konst. ist DGL F,

1d: + periodisch

q an
F2(J»Q):/ pdq’=/ q,qu’ze

0
OF, 75 0 Fy 0 0F,
0= —, do =21 = dg=— @ ——dg=2m
aJ Periode J Periode a‘]aq aJ . aq

1 F
=J=— 82d

1
—dg=|— dg=1J
2m dq ¢ o PN

Beispiele: 1d:

f =1 = Systeme sind immer integrabel! (Kontrolle: alle Systeme mit H =
S/, Hi (pi, ;) integrabel)

5.0.1 harmonischer Oszilator:

2
P e _ -
H72m+2qu =E=p(q) =+/2m(E—-U(q))

1 1
= = — D/ _ — ...
J o %pdq + 27T§£ 2m (E —U)dq

Umlaufsinn
. OH
H(J)=H — = = o —
(J) = H (p, q) wl ¢=gr=w
5.0.2 allgemeiner Fall

1
Jazi ada
o Pa aq,

Periode

f unabhingige Winkelvariablen = F = T/ = S x St x S'... x St (topolo-
glg

f
gisch)

21



5.0.3 f = 2: Teilchen im Zentralpotential

2 2
H:%—l—%—i—U(?‘), x=rcos(p), y=rsin(p)

{H,L.}=-=0

1 1
Jga:%ygpcpdso:pw%%ds@:pw

1 1 P
Jp=— [ prdr=—[V2m — —U (r)dr
2m 2m

2mir?

Dy = V2N E - U — 2o, Mit U= &

2mr2 "

r

Kk [2m
etV
Kk /2m

JT:_JLP+2 j

oOH mk?

W, o =
’ 9Jr, ¢ (Jw + Jr)2

5.0.4 f =3 dreidimensionale Systeme

2 2 2
— P piy b l 2.2 e —
o H= 2m + 2m + 2m + oMWy, T + 721

H;

e Teilchen im Zentralpotential

3. p2
i=1

2m

{H,L;} =0 Vi = L ist erhalten
aber:

{Ly, Ly} =--- =L, + zyklisch
Involution: (H, L., Ez)

{H, EQ}:O, {LZ,E2}:O

22



6 Chaotische Systeme

6.1 Zusammenfassung der letzten Stunde:

Es sei f linear unabhingige Involutionen I, a =1,..., f
{I,, ,} =0Va,b=1,...,f

(dabei ist I; = H in der Regel = I, zeitunabhingig

= Bewegung im Phasenraum findet auf einer f-dim Unterraum F/ statt. Wobei
topologisch F/ =T/ = 8! x 81 x ... x §!

f mal
parametrisiert durch Wirkungsvariablen
1
Ja = — Pa an
2m | Periode
mit )
. OH N .
Jo = r =0, H (p, ¢) = H (Ja, va) = H (J,) = konst.
oOH
Yo = 37 = w, (J) = konst. = g = wat + 0

Bei chaotischen Systemen kann man das ¢ (¢) nicht so einfach hinschreiben.

periodische Bewegung: bei kommensurablen Frequenzen

mwp = Nwa, n,meN
n
W1 = —Ww2
m

quasi-periodische Bewegungen: bei inkommensurablen Frequenzen, also mw; #
nwsy (nicht resonanter Torus)

Das drei Kérper-Problem ist nicht integrabel.

6.2 Storung eines integrablen Systems
Maoglichkeiten:

1. Bewegung &ndert sich wenig (reguldre Losung)

2. Bewegung dndert sich komplett (chaotische Lésung)

Chaos folgt aus deterministischen Gleichungen, aber auf Grund spez. Anfangs-
bedingungen ist Bewegung nicht vorhersagbar.

(empfindliche Abhingigkeit von Anfangsbedingungen.)
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6.3 KAM-Theorem

(Kolmogorow (1956), Arnold (1965), Moser (65))

H= Hy + A H, AH =eH;, ex1
~ ~

int. Sys. kl. Stor.

Hat Hy Frequenzen, die “geniigend inkommensurabel” sind, so hat das gestorte
System H fiir € klein {iberwiegend solche Lésungen, die ebenfals quasiperiodisch
sind und sich nur wenig von denen von H; unterscheiden.

geniigend inkommensurabel :=

n
’wf—‘zfym*a v, ¢ €N
m

6.4 Hénon-Heiles System

p2 i2 2 (.2 2 2 y3
x Y

Ubergang zu dimensionslosen Koordinaten:

€r =

Z, ¥ dimensionslos.

1 < Tk a\
2 2 L2 | a2 £24
u=mwa (2(33 —|—y)+>\(a: 17— 3)), p—_

I

P
Il

A < 1 =harmonischer Osz. A = O (1) = anderes System.

A =14 < 1 harmonischer Oszilator @ = O (1)anderes System

1 (o 1\ (.. G-1)7° - Ji =3
- = = y+) 2% —~=——"—] =0 fiir ¢
6 ( 2 ( 3 & ::I:%(y—l)
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