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Kapitel 1

Einleitung

Die Vorlesungen “Theoretische Physik A, B fiir Studierende des Lehramts” haben zum
Ziel, zukiinftigen Physiklehrern/innen die Grundlagen der theoretischen Physik zu vermit-
teln und dabei besonders die Gebiete zu betonen, die fiir den Unterricht in der Oberstufe
des Gymnasiums und in den Physikleistungskursen von besonderem Wert sind. Da die
“moderne Physik” im Curriculum der Oberstufe eine herausragende Rolle spielt, sollten in
der Theorieausbildung die Quantenmechanik und die Relativitdtstheorie einen zentralen
Platz einnehmen.



Kapitel 2

Die Schrodingergleichung

2.1 Teilchen-Welle-Dualismus

Der photoelektrische Effekt und die Comptonstreuung (siehe Abb. 2.1) sind Belege dafiir,
dass Licht nicht nur eine Wellenerscheinung ist, sondern auch eine Teilchennatur besitzt.
Die Energie eines Lichtquants (Photons) ist iiber die Planck’sche Beziehung

E = hw (2.1)

mit seiner Kreisfrequenz w = 27 f verkniipft. Die Planck’sche Konstante!, auch Wir-
kungsquantum genannt, hat den Wert

h
h= 5 = 105 107** Js = 6.682 - 10710 eVs (2.2)

T
Andererseits konnen mit Elementarteilchen oder gebundenen Systemen von Teilchen
(Elektronen, Neutronen, Atomen) Interferenzexperimente durchgefithrt werden, die den
Interferenzen mit Licht gleichen (Abb. ?7?). Diese Erscheinungen lassen sich nur im
Wellenbild deuten. Die einem Teilchen zugeordnete Wellenlénge ist durch die de Broglie

Beziehung gegeben:
2mh
A= (2.3)
p
wobei p = muv der Impuls des Teilchens ist. Wenn man die Wellenzahl k& = 27/ einfiihrt,
lasst sich die de-Broglie-Gleichung auch in der Form p = hk oder als Vektorgleichung

p = hk schreiben. Die beiden Beziehungen
EF=hvw und p=~hk (2.4)

sind die Grundgleichungen der Quantentheorie. Sie gelten in der nichtrelativistischen
Quantenmechanik und auch in der relativistischen Quantenelektrodynamik und den an-
deren relativistischen Quantenfeldtheorien (Standard-Modell der vereinheitlichen elektro-
schwachen Wechselwirkung, Quantenchromodynamik). Man kann diese Relationen so-
wohl fiir Teilchen mit Masse m > 0 (Elektronen, Neutronen, Atome) als auch fiir die

Tch verwende in dieser Vorlesung immer A = h/(27) und nenne dies die Planck’sche Konstante. Die
Kreisfrequenz w wird zur Vereinfachung 'Frequenz’ genannt.
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masselosen Photonen anwenden, bei denen allerdings der Impuls in der Form p = E/c
geschrieben werden muss, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. Wir werden
uns im Weiteren vorwiegend mit Elektronen und anderen massiven Teilchen beschéftigen
und voraussetzen, dass die Geschwindigkeiten viel kleiner als ¢ sind, so dass die nicht-
relativistische Beziehungen zwischen Energie und Impuls verwendet werden diirfen. Zur
korrekten Beschreibung von Photonen und ihrer Wechselwirkung mit geladenen Teilchen
bendtigt man eine relativistische Theorie.

2.2 Energie- und Impulsoperator

Teilchen mit wohldefiniertem Impuls haben alle dieselbe Wellenldnge und koénnen, was
Interfenzmuster angeht, durch harmonische Wellen beschrieben werden. Es erweist sich
in der Quantenmechanik als notwendig, nicht mit Sinus- oder Cosinuswellen zu rechnen,
sondern die komplexe Exponentialfunktion zu benutzen. Den tieferen Grund dafiir kann
man nur in der relativistischen Quantentheorie verstehen, worauf wir sehr viel spéter
eingehen wollen. Die Welleneigenschaften von Elektronen, die sich in einem kréftefreien
Bereich bewegen, beschreiben wir durch eine Wellenfunktion W, die die Form einer ebenen
Welle hat?

U(x,t) = Ae'br=wt) (2.5)

Die Grosse A ist ein Normierungsfaktor. Ein Grundprinzip der Quantentheorie ist, dass
die physikalischen Messgrofien eines Teilchens wie Energie und Impuls durch Operato-
ren beschrieben werden. Anwendung eines Operators auf die Wellenfunktion ergibt den
Messwert der entsprechenden physikalischen Grofie. Dies Prinzip soll nun angewandt
werden, um die Form des Energieoperators £ und des Impulsoperators p, plausibel zu
machen.

EV(z,t) = EV(z,t), p.V(z,t)=p,V(z,t) (2.6)
Benutzen wir ' = hw und p, = hk so ergibt sich die folgende Form der Operatoren
~ 0 0
E = ih— D, = —1h— 2.
Dreidimensional gilt
p = —ihV .

Die Gestalt der Energie- und Impulsoperatoren ist mit Hilfe der ebenen Welle plausibel
gemacht worden. In der Quantentheorie wird postuliert, dass diese Operatoren ganz
generell die Form (2.7) haben.

2.3 Die Schrodingergleichung

In der klassischen Physik werden ebene elektromagnetische Wellen in der Form f(x,t) =
acos(kx — wt) oder f(x,t) = asin(kx — wt) dargestellt. Die Beziehung zwischen Wellen-
vektor und Kreisfrequenz lautet

w=ck = w =% (2.8)

2Eine bessere Beschreibung wird durch ein Wellenpaket geliefert, s. Kap. 3.4.2.
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Genau diese Relation ergibt sich, wenn man die harmonischen Wellen in die folgende
Differentialgleichung einsetzt

Pf 0%

o2~ o2
Dies ist die Wellengleichung fiir eine der Komponenten des elektrischen oder magnetischen
Feldes. Im Vakuum und bei Abwesenheit von Ladungen und Strémen sind ebene harmo-
nische Wellen spezielle Losungen dieser Gleichung. Man darf allerdings nicht behaupten,
durch diese Betrachtungen die Wellengleichung aus der Gestalt der ebenen Wellen und
der Gleichung (2.8) hergeleitet zu haben. Die Wellengleichung kann aus den Maxwell-
Gleichungen hergeleitet werden und gilt viel allgemeiner, z.B. in inhomogenen Medien
mit rdumlich verédnderlichem Brechungsindex, wobei die Losungen dann allerdings keine
ebenen harmonischen Wellen mehr sind.

Wir sind jetzt in der Lage, uns die Form der Schrédingergleichung plausibel zu machen.

Fiir ein freies Teilchen gilt

(2.9)

p
E=— 2.10
2m ( )
Einsetzen von (2.4) ergibt
R2k?
hw = (2.11)
2m

Eine Differentialgleichung, die bei Einsetzen einer harmonischen ebenen Welle diese Re-

lation ergibt, lautet
ov h? 0*W
h— = - 2.12
ot 2m Oz (2.12)

Dies ist die eindimensionale Schrédingergleichung eines freien Teilchens. Alternativ kommt
man zu dieser Gleichung durch Einsetzen der Energie- und Impulsoperatoren in (2.10).
Wie schon bei der Wellengleichung betont wurde, handelt es sich hier nicht um eine
Herleitung der Schrodingergleichung, sondern es geht nur darum, die Gestalt dieser Dif-
ferentialgleichung versténdlich zu machen. Beweisen im mathematischen Sinn kann man
die Gleichung nicht.

Die Schrodingergleichung unterscheidet sich ganz erheblich von der klassischen Wel-
lengleichung

e sie ist von der ersten Ordnung in der Zeit
e cs tritt der Faktor i = /—1 auf
e die Wellenfunktion W ist eine komplexwertige Funktion.

In der klassischen Physik und der Elektrotechnik sind die komplexen Zahlen sehr niitz-
lich, um die Rechnungen einfacher und eleganter zu machen, wirklich notwendig sind sie
nicht. In der Quantentheorie ist das anders: die Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktion ist
grundsétzlich von der Art exp(—iwt) und keineswegs cos wt oder sin wt.

In den meisten Fillen von praktischem Belang befindet sich das Teilchen in einem
Kraftfeld, von dem wir voraussetzen, dass es konservativ ist und durch ein Potential
V' (z,t) beschrieben werden kann. Die allgemeine Form der zeitabhingigen Schrodinger-
gleichung lautet



o R 0*U

In Analogie zur Hamiltonfunktion der analytischen Mechanik, die die Summe der kineti-
schen und potentiellen Energie ist, fithrt man den Hamilton-Operator ein

H = —o o V(). (2.14)

ih— = HU(z,1t). (2.15)

Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ergibt

., o0V n? (0*V  9*W  9*W
"o T Tom (axz ToE T azz> TVt (21
n? _,
= —%V \Il(r,t)+V(r,t) \I/(r,t)

Mit dem Hamilton-Operator lautet die Gleichung

iha—qj—ﬁ[\l/(r ¢) mit ﬁ——h—2v2+V(r t) (2.17)
ot ’ ~ 2m ’ ‘

Diese Gleichung wird als Grundgleichung der nichtrelativistischen Quantenmechanik po-
stuliert.

Die zeitunabhingige Schrodingergleichung

Sehr wichtig sind die Spezialfélle, bei denen das Potential nicht von der Zeit abhéngt. Man
kann dann die Wellenfunktion als Produkt einer orts- und einer zeitabhédngigen Funktion
darstellen:

(o, t) = () - (1) (2.18)
Wenn wir dies in (2.13) einsetzen so folgt
d n* d?
G 0la) = 1) (g + VD))

Dividieren wir die Gleichung durch f(t) - ¢(x) so folgt?

ihdf 1 R d*y
(B )

3Diese Division ist zulissig, da die Wellenfunktion eines Teilchens nicht identisch null sein darf. Die
Funktion f(¢) ist immer ungleich null, die Funktion t(z) ist in weiten Bereichen ungleich null. Da f(t)
und 9 (x) jeweils von nur einer Variablen abhingen, werden die partiellen Ableitungen durch normale
Ableitungen ersetzt.




Links steht eine Funktion, die nur von der Zeit abhéngt und nicht vom Ort, rechts ist es
umgekehrt. Diese Gleichung kann nur dann fiir alle Werte von x und ¢ gelten, wenn beide
Seiten gleich einer Konstanten sind. Diese Konstante nennen wir E. Daraus ergeben sich
getrennte Differentialgleichungen fiir f(¢) und ¥ (x). Die erste lautet

L df
— =FEf(t 2.1
i = Bf(1) (219)
und hat die Losung
f(t)=e ™" mit W= (2.20)

h
Offensichtlich hat E die Dimension einer Energie, es handelt sich in der Tat hier um die

Gesamtenergie des Teilchens, die Summe aus der kinetischen und der potentiellen Energie.
Die zweite Gleichung ist die zeitunabhéngige Schrodingergleichung
h? d*y
—— — + V(2)¥(x) = E¢(x) (2.21)

2m dxz?

Die dreidimensionale zeitunabhéngige Schrodingergleichung lautet entsprechend

h2 82,¢ 8277@ a2¢
2m <8x2 * 0y? * 022

)+vmww=Eww (2.22)

Eigenfunktionen und Eigenwerte

Diese Differentialgleichungen sind Eigenwertgleichungen:
Hyp=Eq. (2.23)

Die Losungen nennt man die Figenfunktionen, sie existieren in vielen Fallen nur fiir gewisse
diskrete Werte der Energie E, die dann FEigenwerte heissen. Fiir den Eigenwert FE, hat
die Gesamtwellenfunktion die Gestalt

Ey,
h

Eine beliebige Linearkombination von Funktionen der Gestalt (2.24) ist Losung der zeitabhén-
gigen Schrodingergleichung. Wir betrachten ein einfaches Beispiel:

U, (z,t) = Yp(x) exp(—iw,t) mit w, = (2.24)

U(z,t) = ¢ Vy(x,t)+ co Uy(z,t)

Lo o, 0V,
Zh% = ih (01 T + 2 W)

= clfAI Uy (z,t) + CQFAI Uy (z,t) = 1 By Uy (2, t) + co Ey Wa(x,t) .

Es gilt also
ov -
h— = HV(x,t).
i = H (1)
Das bedeutet: W ist eine Losung der zeitabhéingigen Schrodingergleichung, aber keine
Eigenfunktion des Energieoperators, sofern die Energiewerte £ und Es verschieden sind.

Wir kommen auf diese Problematik in Kap. 4 zuriick.
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2.4 Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation

2.4.1 Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wellenfunktion soll die Welleneigenschaften eines Elektrons oder eines anderen Teil-
chens mathematisch erfassen. Auch wenn es bei quantenmechanischen Rechnungen oft
gewisse formale Analogien zur Theorie der mechanischen oder elektromagnetischen Wel-
len gibt, so muss man sich doch vor Augen fiihren, dass ganz gravierende Unterschiede
bestehen. Bei einer klassischen Welle ist die Amplitude der Welle kontinuierlich verénder-
bar, und die Intensitidt wéchst quadratisch mit der Amplitude an. Die Amplitude einer
Einteilchen-Wellenfunktion hingegen hat nichts mit der Stédrke dieser “Materiewelle” zu
tun, sie ist vielmehr durch eine Normierungsbedingung festgelegt (s. unten) und kann in
keiner Weise variiert werden.

Seit der Begriindung der Quantentheorie hat es kontroverse Diskussionen iiber die phy-
sikalische Bedeutung der Wellenfunktion gegeben. In Einklang mit den meisten Physikern
bevorzuge ich die Wahrscheinlichkeitsinterpretation, die von Max Born vorgeschlagen und
besonders von Niels Bohr propagiert wurde. Auch die neuesten experimentellen Tests der
Quantenmechanik sind mit dieser Kopenhagener Deutung der Quantentheorie in Einklang,
wéihrend andere Deutungen dadurch in grosse Schwierigkeiten kommen. Wir wollen die
Wahrscheinlichkeitsinterpretation zuerst fiir eine Raumdimension betrachten. Sei ¢(z)
die Wellenfunktion eines Teilchens. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im
Intervall [z, x + dx] zu finden, gegeben durch den Ausdruck

[ (2)[*da .

Wir nennen
p(x) = [¥(2)[? (2.25)
die Wahrscheinlichkeitsdichte. Da die Funktion 1 (z) genau ein Teilchen reprisentieren
soll, muss man bei der Aufsummation der differentiellen Wahrscheinlichkeiten den Wert
1 erhalten oo
/ [(z)Pde =1 . (2.26)

Man nennt diese Gleichung die Normierungsbedingung.

Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ist naheliegend: die Wahrscheinlichkeit,
das Teilchen im Bereich [z, z + dx], [y, y + dy], [z, 2 + dz] zu finden, ist gegeben durch den
Ausdruck

(2, y, 2)Pdedydz = [i(r)Pd’r .

Das Normierungsintegral lautet

[ it = [ [ [lowrar=1. e

2.4.2 Kontinuititsgleichung

Wenn das Teilchen eine scharf definierte Energie hat, kann man die Gesamtwellenfuntion
in der Form

U(z,t) = () exp(—iwt)
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schreiben. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeitsdichte unabhéngig von der Zeit

p(x) =V (z, 1)¥(z,t) = " (2)Y(z) . (2.28)
Im Allgemeinen ist p = p(z,t), also
dp Ov* L OV
= VY S A0, (2.29)

Aber auch in diesem Fall hat das Integral iiber die Wahrscheinlichkeitsdichte immer den
Wert 1, da im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik eine Teilchenerzeu-
gung oder -vernichtung unméglich ist*. Daher muss die Wahrscheinlichkeit, das Elektron
irgendwo im Raum zu finden, immer 1 bleiben. Um das mathematisch zu beweisen,
benutzen wir die Schrodingergleichung und die konjugiert komplexe Gleichung.

ov h? 0*V
e - 77 v
ih 5 5 D2 + V(z,t) VU(x,t)
ov* h? 9*U*
i - (1) .
ih 5 5 B2 + V(x,t) U*(x,t)

Die erste Gleichung wird von links mit W*(z,t) multipliziert, die zweite von rechts mit
U(z,t) und dann werden die Gleichungen subtrahiert. Das Resultat ist

) O R (0P L O?U

Durch Kombination mit (2.29) erhalten wir

dp th 0 [0OU* ov
- = U -y — ) .
ot 2m Ox ( Oz v (9x>
Die Wahrscheinlichkeits-Stromdichte wird definiert durch
ih [OU* ov
(r,t) = —— Uy — ) . 2.
ito.t) =5 (5 o) (2.30)
Es ergibt sich die Kontinuitdtsgleichung
dp 9y
— 4+ —==0. 2.31
ot " ox (2:31)

Diese Gleichung ist Ausdruck fiir einen Erhaltungssatz: wenn sich die Wahrscheinlichkeits-
dichte in einem Bereich [z, z+dz] dndert, so ist das nur tiber einen Teilchenstrom moglich.
Fiir eine ebene Welle ¥(x,t) = Aexp(ikx — iwt) wird p = |A|? und j = phk/m = pv;
beide sind unabhéngig von x und ¢.

Wir konnen jetzt beweisen, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit konstant ist. Wenn
man die Kontinuitdtsgleichung iiber den ganzen Raum integriert, so folgt

o +o0 +o0 97 » .
5 [ ptede = [ S = ji-o0) - j(+0).

—00 [e.9]

4Die relativistischen Verallgemeinerungen der Schédingergleichung, die Klein-Gordon- und die Dirac-
Gleichung, kénnen Erzeugungs- und Vernichtungsprozesse beschreiben.
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Wegen W(x,t) — 0 fir v — oo gilt j(+oo) = 0. Also ist die zeitliche Ableitung des

Integrals null, und es gilt
+oo +o0o
/ plx,t)de = / p(x,0)dx =1

[e.0] [e.e]

fiir jeden Wert von ¢.
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Abbildung 2.1: Streuung von Réntgenstrahlung an Graphit. Die Wellenléinge der einlaufenden
Strahlung betrégt 71 pm=T71- 10712 m, die der um 90° gestreuten Strahlung ist 73.4 pm. Dies
kann man quantitativ erkldren, wenn man den Vorgang als Streuprozess eines Lichtquants an
einem lose gebundenen atomaren Elektron deutet. Bei dieser Streuung iibertrégt das Photon
Energie auf das Elektron. Nach dem Stoss ist daher sein Impuls kleiner und die Wellenldnge
grosser. In der klassischen Elektrodynamik hingegen wiirde das atomare Elektron ein erzwun-
gene Schwingung im Feld der elektromagnetischen Welle ausfiihren und Strahlung mit genau der
Frequenz und Wellenlidnge dieser Welle emittieren. Mit anderen Worten: die um 90° gestreute
Strahlung miisste ebenfalls A = 71 pm haben.
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Abbildung 2.2: Streuung von Réntgenstrahlung an Graphit. Die Wellenléinge der einlaufenden
Strahlung betrégt 71 pm=71-10"'2 m, die der um 90° gestreuten Strahlung ist 73.4 pm. Dies
kann man quantitativ erkldren, wenn man den Vorgang als Streuprozess eines Lichtquants an
einem lose gebundenen atomaren Elektron deutet. Bei dieser Streuung iibertrdgt das Photon
Energie auf das Elektron. Nach dem Stoss ist daher sein Impuls kleiner und die Wellenldnge
grosser. In der klassischen Elektrodynamik hingegen wiirde das atomare Elektron ein erzwun-
gene Schwingung im Feld der elektromagnetischen Welle ausfiihren und Strahlung mit genau der
Frequenz und Wellenlédnge dieser Welle emittieren. Mit anderen Worten: die um 90° gestreute
Strahlung miisste ebenfalls A = 71 pm haben.
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Kapitel 3

Einfache Anwendungen der
Schrodingergleichung

In diesem Kapitel mochte ich die Schrodingergleichung auf einfache eindimensionale Bei-
spiele anwenden, die zum Teil bereits in Physik IIT behandelt werden. Man gewinnt
daraus wesentliche Einsichten in die Prinzipien und Methoden der Quantentheorie und
legt das Fundament fiir eine abstrakt-theoretische Formulierung.

3.1 Der Potentialtopf mit unendlich hohen Wianden

3.1.1 Eigenfunktionen

Wir wollen die eindimensionale Schrodingergleichung fiir ein Teilchen in einem Potential-
topf mit unendlich hohen Winden 16sen und das Ergebnis mit stehenden Wellen auf einer
Saite vergleichen. Das Potential habe die Form

Vi) = 0 fir 0<x<a
V(iz) — oo fir x<0, x>a

Die Schrodingergleichung im Bereich 0 < x < a lautet

_h_Q ‘F_w = E(z) . (3.1)

om  dx?

In den iibrigen Bereichen muss t(z) verschwinden, da dort das Potential unendlich
grof} ist. Wir erhalten somit die Randbedingungen

$(0) =0, ¥(a) =0. (3.2)
Die allgemeine Losung ist
Y(z) = Asinkz + Bcoskr mit k= vV2mE/h. (3.3)

Aus der ersten Randbedingung (0) = 0 folgt sofort B = 0, es bleiben also nur die
Sinusfunktionen. Die zweite Randbedingung 1 (a) = 0 hat eine interessante physikalische
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Konsequenz: die Wellenzahl k£ darf nicht beliebige Werte annehmen, sondern nur die
quantisierten Werte

k=k,=nl n=123,... (3.4)
a

Die Wellenldnge A = 27/k ist auch quantisiert
A = — =1,23,... 3.5

Die Lange des Topfes ist ein ganzzahliges Vielfaches der halben Wellenlinge. Abbil-
dung 3.1 zeigt, dass eine grofe Ahnlichkeit mit einer eingespannten schwingenden Saite
vorliegt. Die zugrundeliegenden Differentialgleichungen (eindimensionale Wellen- bzw.
Schodingergleichung) und die Randbedingungen sind in der Tat mathematisch identisch.
Die physikalische Interpretation ergibt Gemeinsamkeiten, aber auch fundamentale Unter-
schiede. Gemeinsam ist die Quantisierungsbedingung (3.5) der Wellenldnge. Fiir die Saite
folgt daraus die Quantisierung der Frequenze; die Grundfrequenz ist f; = v/\;, wobei v
die Schallgeschwindigkeit in der Saite ist. Die Obertone haben ganzzahlige Vielfache der
Grundfrequenz f, = nfi.

Nun die Verschiedenheiten: Fine stehende mechanische Welle kann in der Form geschrie-
ben werden

F(z,t) = Asin(k,z) cos(wnt), w, =2mf, (3.6)

Wahlweise kann die Zeitabhéngigkeit auch durch sinw,t dargestellt werden. Die Ampli-
tude A ist frei wahlbar (sie darf nur nicht so gross sein, dass die Saite zerreifit). Die
Energie E, der Schwingung ist proportional zu A? und ist kontinuierlich variierbar zwi-
schen Es; — 0 (sehr leiser Ton) und grofen E,-Werten (laute Tone).

Die Wellenfunktion des Teilchens hat die Gestalt

U, (z,t) = A, sin(k,z)e "t (3.7)
Die Besonderheiten des Quantensystems sind
e Die Zeitabhéngigkeit ist immer durch die komplexe Exponentialfunktion gegeben

e Die Amplitude ist nicht frei wéhlbar, sondern durch die Normierungsbedingung
festgelegt

e Die Energie ist quantisiert.

Fiir die Energiewerte gilt
R*EZ - hPr? 2

E, = _
2m 2ma?

(3.8)

Die Energieniveaus eines eindimensionalen Potentialtopf sind in Abb. 3.1 skizziert.
Besonders wichtig ist die Beobachtung, dass der tiefste Energiewert nicht null ist. Die
Wellenfunktion 1, hat (n — 1) Nullstellen (Knoten) im Intervall 0 < z < a. Generell kann
man feststellen, dass die Energie umso hoher ist, je mehr Knoten die Wellenfunktion hat.
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Abbildung 3.1: Links: Die ersten drei Energieniveaus (in eV) und Wellenfunktionen eines
Elektrons in einem Potentialtopf der Breite a = 1 nm mit unendlich hohen Wiénden. Rechts:
Die Wahrscheinlichkeitsdichten.

3.1.2 Normierung und Orthogonalitit der Eigenfunktionen

Aus der Normierungsbedingung

| @iz =1
0
folgt fiir den Amplitudenfaktor

A =1/ -

a
fiir alle n. Mit dieser Normierung bilden die Eigenfunktionen

) = \/g sin (“2) (3.9)

ein orthonormiertes (d.h. orthogonales und normiertes) Funktionensystem.
a 2 a
/ Uy () Y (z)de = _/ sin (mﬂx) sin <n7rx> "
‘ aJo a a
1 [ _
- _/ [COS (M) — cos (M)] dx
a Jo a -

— by (3.10)
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3.1.3 Entwicklung nach orthogonalen Eigenfunktionen

Jede Funktion, die mit den Randbedingungen ¢(0) = ¢(a) = 0 vertrédglich ist, kann als
Linearkombination der Eigenfunktionen dargestellt werden

Y(x) = enthn() . (3.11)

Im vorliegenden Fall ist dies die Fourierreihe. Die Koeffizienten werden wie folgt berechnet

Cp = /Oa U (z)Y(x)dx . (3.12)

Man kann die v,(x) als paarweise orthogonale Einheitsvektoren in einem unendlich-
dimensionalen Vektorraum auffassen. Berechnen wir die Norm von 1, so ergibt sich

| @ oterde =3 e =1 (31

Daraus wird ersichtlich, dass ein durch die Wellenfunktion ¢ (x) beschriebenes Teilchen mit
der Wahrscheinlichkeit |c,|* im Zustand v, (z) gefunden wird und dass dementprechend
bei einer Messung der Energie mit der Wahrscheinlichkeit |¢,|? der Wert F,, herauskommt.
Der Mittelwert der Energie ist

<E>=) |c)l’E, . (3.14)

Wir kommen auf diese Gleichung im Kap. 4 zuriick.

3.2 Der Potentialtopf mit endlicher Tiefe

In diesem Fall ist es zweckmifBig, das Potential symmmetrisch zu x = 0 anzuordnen, weil
dann die Eigenfunktionen entweder gerade oder ungerade Funktionen von z sind. Auf
diese Weise braucht man nur eine Randbedingung zu betrachten. Wir wéhlen also

Vi) = =V fir —b<x<b (b=a/2)
V(z) = 0 fir |x|>Db. (3.15)

Innerhalb des Topfes erhalten wir eine Cosinusfunktion (gerade) oder Sinusfunktion (un-
gerade). Ich betrachte zunichst nur die geraden Losungen. Das Teilchen soll sich im
Potentialtopf befinden, die Energie ist also negativ (—Vy < £ < 0).

Die Schrodingergleichung lautet fiir |x| <b=a/2 :

d’ V2m(E +V
U g =0 min k= Y2METT)

dx? h

Wir machen den Lésungsansatz:

1 (x) = Acos(kx) . (3.16)
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AuBerhalb des Topfes (z > b) lautet die Schrodingergleichung

2 v/ 2m|E
Y _ o?hy =0 mit o= V2mlE|
dzx? h

mit der allgemeinen Losung
Uo(x) = Be " + Cet™” | (3.17)

Fiir x — oo muss ¢ gegen null gehen, daher ist C' = 0. Die Stetigkeit von v und v’ bei
x = b fithrt zu den Gleichungen
Acos(kb) = Be ™

—Aksin(kb) = —Bae .
Dividieren wir die zweite Gleichung durch die erste, so folgt
o«
=7
Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Energie, denn k£ und « sind beide Funktionen
der Energie. Zur Losung erweist es sich als zweckméfig, zwei neue Groflen einzufiihren:

bv/2mVy

tan(kb) (3.18)

u==kb, ug= W
Damit wird aus (3.18)
tanu =/ (up/u)?2 — 1.
Man kann diese Gleichung noch umschreiben in
| cosu| = u/ug , (3.19)

wobei die Nebenbedingung tan(u) > 0 einzuhalten ist. Fiir die ungeraden Wellenfunktio-
nen (¢ (z) = Asin(kx)) findet man analog

1
= — 21
tan u (uo/u)

und daraus ergibt sich
| sinu| = u/ug (3.20)

mit der Nebenbedingung tanu < 0.

Die Losungen der Gleichungen (3.19) und (3.20) bestimmt man numerisch oder graphisch
(sieche Abb. 3.2). Wie man sieht, gibt es endlich viele Schnittpunkte der Kurven, also end-
lich viele Energieniveaus. Fiir einen Topf der Tiefe —V; = —10 eV und Breite a = 1 nm
sind die Wellenfunktionen und die zugehérigen Energieniveaus eines Elektrons in Abb. 3.3
skizziert. Die Wellenfunktionen dringen mit exponentieller Abschwéichung in den Bereich
|z| > b ein. Das bedeutet, dass das Elektron mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit in
einem Gebiet gefunden wird, wo seine Gesamtenergie kleiner als die potentielle Energie
ist. In der klassischen Physik ist das verboten.

17



c(u)

s(u \ \ | \
s(Wosth \ ¢ \

uo. \\ ‘ \\\\ \\

Abbildung 3.2: Graphische Losung der Gleichungen c¢(u) = |cosu| = u/ug (mit der Nebenbe-
dingung tanu > 0) und s(u) = |sin(u)| = u/ug (Nebenbedingung tanu < 0) zur Bestimmung
der Energieniveaus. Rote Kurven: Funktion c(u), griine Kurven: Funktion s(u).

x/b x/b

Abbildung 3.3: Links: Die symmetrischen Wellenfunktionen eines Elektrons in einem Poten-
tialtopf endlicher Tiefe mit den zugehdrigen Energieniveaus. Rechts: die antisymmetrischen
Wellenfunktionen. Parameter: —Vy = —10 eV, a = 2b =1 nm.
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Zwei Grenzfille sind interessant:

(1) Breiter und tiefer Topf (uy sehr gross). In dem Fall liegen die Schnittpunkte
mit den Cosinus- oder Sinuskurven alle nahe bei u = nn/2, wobei n = 1, 3, 5,... eine
natiirliche Zahl ist. Die Energie-Eigenwerte sind

R m\2
Ep+Vo=n®- 2 (2) 3.21

Tro=mn 2m \a ( )
Wenn man bedenkt, dass E, + Vy = Vi — |E,| die Hohe des Energieniveaus iiber dem

Boden des Topfes ist, entspricht dies genau den Energieniveaus im Potentialtopf mit un-
endlich hohen Wanden.

(2) Schmaler und flacher Potentialtopf. Wenn v kleiner wird, gibt es immer weniger
Schnittpunkte der Kurven, also immer weniger gebundene Zusténde. Es ist interessant
zu beobachten, dass bei einem beliebig schmalen und flachen Potential (a — 0, Vi — 0)
genau ein gebundener Zustand existiert, der eine gerade Wellenfunktion hat.

3.3 Der harmonische Oszillator

Annéhernd parabolische Potentiale kommen sehr haufig in der klassischen und Quanten-
Physik vor, und entsprechend wichtig ist es, den harmonischen Oszillator genau zu ver-
stehen. Das Potential schreiben wir in der Form V(z) = %xz, dabei entspricht C' der
klassischen Federkonstanten (ich nenne sie nicht &, um eine Verwechslung mit der Wellen-
zahl zu vermeiden). Die klassische Kreisfrequenz ist w = \/g . Die Schrodingergleichung
lautet

_fii?ﬂ+€x2(xy:E¢@), (3.22)

Es ist zweckméafig, eine neue Variable u = ax einzufithren und die Konstante a so zu
wiahlen, dass die Schrodingergleichung einfacher aussieht. Setzen wir

wm 2K
a = 7 y b= % 3 (323)
so ergibt sich die Gleichung
V() — ' (u) + bip(u) = 0. (3.24)

Die Losungen werden durch eine Kombination von Raten und Konstruieren gefunden. Im
Grenzfall u — oo kann man den Term bi)(u) im Vergleich zu u?i(u) ignorieren und findet
als ungefahre Losung

Yo(u) ~ exp(—u?/2).

Dies erweist sich sogar als eine exakte Losung, aber nur fiir einen ganz bestimmten Wert
des Parameters b. Einsetzen in (3.24) ergibt

6’ - U2¢0 = —1y = —biy .
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Damit Gleichung (3.24) erfiillt ist, muss der Parameter b den Wert b = 1 haben. Mit
(3.23) folgt daraus fur die Energie

Um die allgemeine Losung von (3.24) zu konstruieren, machen wir den Ansatz

U(u) = H(u)exp(—u?/2),

wobei
H(u) = ag + aju + agu® + . ..

eine Potenzreihe ist. Dies ist erlaubt, weil jede Losung der Schrodingergleichung als
Potenzreihe dargestellt werden kann. Durch Einsetzen in (3.24) erhélt man die Differen-
tialgleichung

H' —2uH'+(b—-1)H=0.

Einsetzen der Potenzreihe und Sortieren nach Potenzen von w fithrt auf die Formeln

2a2+(b—1)a0 =0 6a3—|—(b—3)a1:0
12a4+(b—5)a2 =0 20a5—|—(b—7)a320 (325)

Zwei der Koeffizienten (etwa ag und a,) sind frei wihlbar, da eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung zwei linear unabhéngige Losungen hat. Die anderen Koeffizienten erge-
ben sich dann aus obigen Bedingungen, die man allgemein schreiben kann als

—(b—1-20)

=— < (=0,1,2 3, ... 3.26
((7ES)) (€+1)(€+2) ay , sy Ly &y Iy ( )

Wir wollen zeigen, dass diese Reihe aus physikalischen Griinden abbrechen muss, mit
anderen Worten, dass die Funktionen H(u) Polynome sind. Wenn die ndmlich Reihe
nicht abbricht, ergibt sich asymptotisch folgendes Verhéltnis der Koeffizienten

Q42 2

— = fir ¢ — oco.
Ay 14

Ein solche Verhéltnis hat die Potenzreihenentwicklung der Funktion exp(+u?). Die Wel-
lenfunktion H (u)exp(—u?/2) wire dann proportional zu exp(+u?/2) und wiirde fiir |u| —
oo divergieren, was physikalisch unakzeptabel ist.

Die Reihe bricht genau dann bei einer bestimmten Potenz ab, wenn der Parameter b gleich
einer ungeraden natiirlichen Zahl ist:

b=2n+1 n=0,1,2,3, ...

Die Serie der Koeffizienten a, endet dann bei ¢ = n.

Bei geradem n kann man durch Wahl von a; = 0 alle Koeffizienten mit ungeradem Index
zu null machen, bei ungeradem n werden durch die Wahl ay = 0 alle Koeffizienten mit
geradem Index zu Null gemacht. Dies ist eine interessante Beobachtung: die Polynome
H(u) enthalten entweder immer nur gerade Potenzen von w oder immer nur ungerade

20



Potenzen. Der physikalische Grund dafiir ist die Symmetrie des Potentials V (z) = < 2?

zu x = 0, die Wellenfunktionen sind deswegen entweder gerade oder ungerade Funktionen
von x :

(=) = i(x).
Die Bedingung b = 2n + 1 fithrt zu den diskreten Energie-Eigenwerten

E,=n+1/2)hw n=0,123,... (3.27)

Die Wellenfunktionen und die Energieniveaus sind in Abb. 3.4 dargestellt.

2.5

E/ho

1.5

0.5

-2 -1 0 1 2
X

Abbildung 3.4: Die ersten drei Energieniveaus und Wellenfunktionen des harmonischen Oszil-
lators.

Der harmonische Oszillator hat dqidistante Energieniveaus, wie sie von Max Planck
im Jahr 1900 postuliert wurden. Im Unterschied zur Planck’schen Hypothese ist das
tiefste Niveau aber nicht null: die sog. Nullpunktsenergie betragt Ey = %hw Selbst
fiir Temperaturen T" — 0 sind harmonische Oszillatoren nicht in Ruhe, sondern fiithren
“Nullpunktsschwingungen” aus, die experimentell nachweisbar sind. Die normierten Wel-
lenfunktionen des harmonischen Oszillators lauten

1/
Un(z) = (7:;;) b \/% - H,(u) -exp(—u?/2), u= %x (3.28)
mit
Ho(u) =1 Hl(u):u
Hy(u) = 4u®—2 Hj(u) = 8u® — 12u
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Bis auf Normierungsfaktoren sind die H(u) mit den Hermite’schen Polynomen identisch.

Die Grundzustandswellenfunktion und alle anderen Wellenfunktionen haben eine end-
liche Ausdehnung. Dies bedeutet, dass das Teilchen nicht scharf lokalisiert ist. Wir kom-
men darauf bei der Diskussion der Unschérferelation zuriick. Eine weitere interessante
Beobachtung ist, dass alle Wellenfunktionen kleine Ausldufer in die Gebiete haben, in
denen die Gesamtenergie des Teilches kleiner als die potentielle Energie ist. In der klassi-
schen Mechanik ist so etwas verboten, weil dies eine negative kinetische Energie bedeuten
wiirde. In der Quantenmechanik darf das Teilchen mit einer geringen Wahrscheinlichkeit
in solche verbotenen Bereiche eindringen.

Eine algebraische Methode zur Behandlung des harmonischen Oszillators wird im An-
hang vorgefiihrt.

3.4 Freie Teilchen, Wellenpakete, Unschérferelation

3.4.1 Ebene Wellen

Das einfachste denkbare Potential ist V(z) = 0. Es ist eine der Merkwiirdigkeiten
der Quantenmechanik, dass dieses scheinbar so einfache Problem zu grofien begrifflichen
Schwierigkeiten fiithrt. Die Schrodingergleichung eines ungebundenen Teilchens

v 2 0%
LoV oM

hat die Losung
A E  hk?
] )= A i(krx—wt) - _
(,0) = A eithomed = 2= 28
Je nach Vorzeichen von k ist dies eine nach rechts oder links laufende ebene Welle. Die
Energie darf jeden positiven Wert annehmen, es gibt keine Quantisierung. Der Impuls
p = hk ist durch E festgelegt. Fiir die ebene Wellen hat die Wahrscheinlichkeitsdichte
iiberall im Raum den gleichen Wert p = |A[%. Die Wellenfunktion (3.30) ist daher denkbar
ungeeignet, ein lokalisiertes Teilchen wie ein Elektron zu beschreiben. Die Welle hat
auBerdem die falsche Ausbreitungsgeschwindigkeit:

(3.30)

w hk p v

W T om am 2

Die Phasengeschwindigkeit ist gleich der halben Teilchengeschwindigkeit. Drittens hat
die ebene Welle den gravierenden Nachteil, nicht normierbar zu sein'. Das Integral

[ s =1ap [ a

ist keineswegs gleich 1, sondern es divergiert fiir A # 0 und ist null fiir A = 0.

Tm Kap. 11 werden wir sehen, wie man dieses Problem vermeiden kann.
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3.4.2 Wellenpakete

Wie gelingt es, lokalisierte Teilchen zu beschreiben? Die grundlegende Idee ist, viele dieser
ebenen Wellen in geschickter Weise zu iiberlagern. Man kommt damit zu den sogenannten
Wellenpaketen.

V(o t) = / A(k)etkr=i®t gl (3.31)
Dabei ist A(k) eine von der Wellenzahl abhéngige Amplitudenfunktion, und es gilt
h
k)= —Fk. 32
k) = o (3.32)

Als erstes, einfaches Beispiel wihlen wir eine Amplitudenfunktion, die eine schmale um
ko zentrierte Rechteckfunktion ist:

A(k) =Ag fir ko— Ak <k<ky+ Ak, A(k)=0 sonst.

Bei der Berechnung der Wellenfunktion ist zu bedenken, dass w(k) quadratisch von k
abhéngt. In der Ndhe von kg kann man dies linearisieren

dw

w(k) = wy +vg(k — k) mit v, = o (3.33)
Die Grosse p .
W 0

nennt man die Gruppengeschwindigkeit. Sie entspricht der Geschwindigkeit eines Teilchens
mit dem Impuls py = hkg. Das Integral (3.31) kann nun berechnet werden.

4 +ak
U(x,t) = Ay elkor—wo)t / eF @t qk! mit k' =k — ko
—Ak
Es folgt .
U(x,t) = 2 Ag Ak eithor=o0t B8 it 0 = Ak(z — vot) - (3.35)

u
Die Funktion sin /v hat ihr Maximum bei u = 0, d.h. bei x = vot. Das Wellenpaket wird
in Abb. 3.5 gezeigt. Das Maximum wandert mit der Gruppengeschwindigkeit (3.34) nach
rechts. Diese ist identisch mit der Teilchengeschwindigkeit vy, die zum mittleren Impuls
Po gehort.

3.4.3 Gaussformiges Wellenpaket

Das obige Wellenpaket ergibt schon eine gewisse Lokalisierung des Teilchens, entspricht
aber immer noch nicht dem Bild eines wenig ausgedehnten Elektrons. Ich betrachte nun
ein Beispiel, das hierfiir besser geeignet ist. Der mathematische Aufwand ist grofler, der
physikalische Gehalt aber ebenfalls.

Die rdumliche Wahrscheinlichkeitsverteilung werde durch eine Gaussfunktion beschrie-
ben. Wir betrachten zunéchst den Zeitpunkt ¢ = 0. Es sei

1 < x? )
exp | ——=
21 oy, P 2‘7925
23

p(z,0) = [¥(z,0)* =




—4+

Abbildung 3.5: Ein Wellenpaket, das einer Rechteckfunktion A(k) entspricht. Gezeigt sind
U(z,t) (rot) und £|V(z,t)| (blau) zum Zeitpunkt t = 0.

Die Wellenfunktion ¥ ist nun wirklich respektabel: sie ist normiert
+o0
/ U (z,0)?dz = 1

und beschreibt ein Teilchen mit der Ortsunschiarfe Ax = o,. Als weitere Vereinfachung
nehmen wir zunéchst an, dass das Teilchen ruht, genauer gesagt, dass der mittlere Impuls
po = hko = 0 ist. Die Amplitudenfunktion A(k) berechnen wir durch Fouriertransforma-
tion. Die Fouriertransformierte von ¥(z,0) = /p(z,0) ergibt sich zu

A(k) o< exp(—k*c?).

Die Wahrscheinlichkeitsdichte im k-Raum ist auch eine Gaussfunktion.

k2
|A(K)|? oc exp(—k? - 202) = exp (——2) : (3.36)
2073
wobei die folgende wichtige Beziehung zwischen den Varianzen besteht
1 1
2 _ _
20—’“_@ = 0'3301.3—5 . (337)

Die Ortsunschérfe des Teilchens ist Ax = o,, die Impulsunscharfe Ap, = ho,. Daraus
folgt die fundamentale Beziehung

h
Az - Ap, = B (3.38)

Dies ist ein Spezialfall der berithmten Unschérferelation von Werner Heisenberg.
h
Ax - Ap, > 5 (3.39)
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Im vorliegenden Fall gilt die Unschérferelation sogar mit dem Gleichheitszeichen: fiir
ein gaussformiges Wellenpaket erhélt man zum Zeitpunkt ¢ = 0 die minimal mégliche
Unschérfe zwischen Ort und Impuls.

Wenn man jetzt auch noch zulésst, dass kg # 0 ist und somit das Wellenpaket ein
Teilchen représentiert, das sich mit der Geschwindigleit vy = hko/m bewegt, so ergibt
eine aufwindige Rechnung [?] fiir die zeitabhéngige Wahrscheinlichkeitsdichte

B 1 e [ (x — vot)?
o) = 7o = (i) (340

Das Wellenpaket bewegt sich wie gewiinscht mit der Geschwindigkeit vy in z-Richtung.
Es hat aber eine sehr unerfreuliche Eigenschaft: seine Breite nimmt im Laufe der Zeit zu

o Am2o?

a(t):\/02—|— Ly (3.41)

und gleichzeitig sinkt die Hohe ab. Man sagt, das Wellenpaket “zerfliefit”, siehe Abb. 3.6.
Das Integral, die Fldche unter der Kurve, bleibt invariant.

4 ] T T T T T T
|
U
3+ _
I
|
2 | .
“ \
\
‘ |
|
1 | A —
| \
|| f o
0 10 | [ 1 | L
—20 0 20 40 60 80 100 120 140
X [nm]

Abbildung 3.6: Darstellung eines freien Elektrons mit E = Ej;, = 4 eV durch ein gaussformiges
Wellenpaket. Aufgetragen ist die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) fiir verschiedene Zeiten (0,
20, 40, 60 fs).

Das ZerflieSen des Wellenpakets bedeutet natiirlich nicht, dass auch das Teilchen zer-
fliet. Vielmehr wird unsere Kenntnis iiber seine Position im Laufe der Zeit immer un-

genauer. Dies Ergebnis kann man anschaulich deuten. Der Impuls des Teilchens ist uns
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nur mit einer Unschérfe bekannt, und das Gleiche gilt fiir die Geschwindigkeit.

f = Av = f
Oy 2moy,

Ap:hak.ZQ

Die in der Zeit t zuriickgelegte Strecke
z(t) =vot + Avt

hat eine Ungenauigkeit, die linear mit der Zeit anwéchst.

Das ZerflieBen des Wellenpakets ist eine Folge der nichtrelativistischen Mechanik, in
der die Geschwindigkeit proportional zum Impuls ist. Bei relativistischen Teilchen ist
v &~ ¢ und nahezu unabhéngig vom Impuls. In diesem Fall zerflieBt das Wellenpaket
nicht. Entsprechendes gilt fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum oder in Kabeln.
Man kann sehr kurze Wellenpulse durch lange Koaxialkabel schicken, ohne dass sie sich
merklich verbreitern. Die optische Dateniibertragung durch Glasfasern beruht wesentlich
darauf, dass die Phasengeschwindigkeit nahezu unabhéngig von der Frequenz ist und
deswegen die kurzen Lichtpulse nicht zerfliefen.

3.5 Potentialschwelle

Das Potential sei V(z) = 0 fiir < 0 und V(z) =V > 0 fir x > 0. Das Teilchen soll
von links einlaufen mit der Gesamtenergie £ > 0. Wir rechnen zur Vereinfachung mit
ebenen Wellen und betrachten zunéchst den Fall ¥ < V4. Ein klassisches Teilchen wiirde
bei x = 0 reflektiert werden. Die Losung der Schrodingergleichung lautet fiir x < 0

V2mFE

Yy(z) = Ae™ + Be ** mit k=

h
Im Bereich x > 0 kann man die Schrédingergleichung
h2
o "+ Vo= B9
2m
umschreiben in
2m(Vo — E)

Y=o’y =0 mit o=

h
Die Losung ist
Po(z) =Ce ™+ De™™®
Die Wellenfunktion muss fiir # — oo verschwinden, daraus folgt D = 0. Am Ort z = 0
miissen 1 und 1)’ stetig sein:

P1(0) = y(0) = A+B=C
Pi(0) = 1p(0) = ik(A-B)=-aC

Man kann die Koeffizienten B und C durch A ausdriicken:

ik +« 2ik

B= A, C= A

ik —«

ik — «
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Abbildung 3.7: Die Wellenfunktion eines Elektrons der Energie E = 3 eV bei der Reflektion
an einer Potentialstufe der Hohe Vi = 5 eV.

Das wichtige, vom klassischen Teilchenverhalten abweichende Ergebnis ist: Die Welle
dringt mit exponentieller Abschwéchung in den “verbotenen” Bereich x > 0 ein. Die
Wellenfunktion ist in Abb. 3.7 dargestellt. Wie gross ist die Eindringtiefe § = 1/a 7 Als
realistisches Beispiel wéihlen wir V) = 5 eV, F = 3 ¢V und setzen m = m.. Dann ergibt
sich 6 ~ 0.13 nm, das ist etwa ein Atomdurchmesser. Die de-Broglie-Wellenldnge des
Elektrons betrégt hier rund das Fiinffache dieses Wertes. Die reflektierte Welle hat die
gleiche Amplitude wie die einlaufende Welle, |B| = |A].

Interessant wird der Fall £ > Vj. In dem Fall lautet die Wellenfunktion fiir x > 0

Po(z) = Ce* mit K = V2m(E — V) /h

(wenn die Welle von links einléuft, gibt es im Bereich x > 0 nur eine auslaufende Welle).
Aus der Stetigkeit von ¢ und " bei x = 0 folgt
k—Fk 2k

CA, C= :
k+kE k+k
Der wichtige Unterschied zum klassischen Teilchen ist, dass trotz £ > Vj ein Teil der
Welle reflektiert wird. Der Reflektionskoeffizient (Wahrscheinlichkeit fiir Reflektion) ist

B2 [(k—K\"
R= — , 3.42
A2~ \k+ K& (342)

Zur Berechnung der Transmission miissen wir bedenken, dass die Welle links und rechts
eine andere Phasengeschwindigkeit hat: v = hik/m, v' = hk’/m. Die Transmissionswahr-
scheinlichkeit wird

B—

V| CPE L ARK
CulAR T (R+ k)2

T (3.43)
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Es gilt R+ T =1, dies driickt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit aus. Die identischen
Formeln erhélt man fiir die Reflektion und Transmission von Licht an der Grenzfliche
zwischen zwei Medien mit verschiedenen Brechungsindizes, man muss nur k& und k' durch
n, und n, ersetzen.

3.6 Der Tunneleffekt

Das Eindringen der Welle in den Bereich £ < V' (z) eroffnet die Moglichkeit, eine hinrei-
chend diinne Potentialbarriere zu durchtunneln. Wir betrachten den in Abb. 3.8 skizzier-
ten Potentialverlauf und nehmen E < Vi an. Die Wellenfunktionen lauten fiir die drei
Bereiche

Yi(z) = Ae* + Be ™ fir x<0

Po(z) = Ce™™™ +De ™™ fir 0<x<d

Ys(z) = Fe* fiir x>d
Anmerkung: das Teilchen soll von links einlaufen, daher gibt es bei x > d nur eine aus-
laufende Welle. Allerdings muss man im Zwischenbereich sowohl e™** wie e~ zulassen.
Die Randbedingung bei z = d ergibt
a+ ik
a—ik

72adD’ F— 204' p—ad—ikd )
o — ik

Aus der Randbedingung bei x = 0 folgt
A+B=C+D, ik(A-B)=a(C-D).
In den meisten Anwendungen des Tunneleffekts ist e7¢ < 1. Wegen |C] = e=2%¢|D|
kann man deswegen C' vernachldssigen und erhélt
2ik

ik — «

D=~ A.

Die Wellenfunktionen sind in Abb. 3.8 gezeigt. Die Transmissionswahrscheinlichkeit wird

FP? E\ E
T=—=16(1— — | — ad 3.44
AP AT (3:44)

Der wesentliche Faktor ist

exp(—2ad) = exp (—2d . 2m7§V0 E)) .
Die Tunnelwahrscheinlichkeit hédngt exponentiell von der Breite d der Schwelle und dem
Energieabstand Vy — E ab.

Der Tunneleffekt ist Grundlage des Rastertunnelmikroskops und liefert eine theoreti-
sche Erklarung fiir den radioaktiven a-Zerfall von Atomkernen. Die Zerfallswahrschein-
lichkeit eines a-aktiven Kerns ist proportional zum Gamov-Faktor

G = exp (—% / V2m(V(r) — E,) dr)

Die exponentielle Abhéingigkeit der Halbwertszeiten von der Energie der a-Teilchen l&sst
sich mit Hilfe dieser Formel verstehen, siche Abb. ?7?.

28



6
TN TN
a- / N\ / N _|
/ \ / e . -
/ \ ~_ =
\\\\ //» —
21 \ N B // ]
0
| | |
-1 -0.5 0 0.5 1
X [nm]

Abbildung 3.8: Demonstration des Tunneleffekts: Die Wellenfunktion eines Elektrons der
Energie E = 3 eV vor und hinter einer Potentialschwelle der Hohe Vj = 5 eV und der Dicke
d = 0.2 nm.
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Kapitel 4

Grundlegende Konzepte der
Quantenmechanik

In diesem Kapitel betrachten wir zur Vereinfachung der Schreibweise nur die eindimensio-
nale Schrodingergleichung, um daran die grundlegenden Konzepte der Quantenmechanik
zu erkléren.

4.1 Observable und Operatoren

Ein Grundprinzip der Quantentheorie ist, dass alle physikalischen Messgrofien, auch “Ob-
servable” genannt, durch Operatoren reprasentiert werden. Die moglichen Messwerte sind
genau die Eigenwerte dieser Operatoren. Dies soll am Beispiel des Hamilton-Operators
sowie des Orts- und Impuls-Operators verdeutlicht werden.

4.1.1 Hamilton-Operator

Die eindimensionale Schrédingergleichung schreiben wir in der Form

—— —+V(x)| ¥(z) = EY(z) . (4.1)

Die Grosse in der eckigen Klammer ist nicht ein multiplikativer Faktor, sondern ein Ope-
rator, also eine Rechenvorschrift, die auf die Wellenfunktion angewandt wird. Dieser
Operator wird Hamilton-Operator genannt und ist der wichtigste Operator der Quanten-
mechanik

~ n* d?

H= —% @ + V(ZL‘) . (42)

Die Schrodingergleichung lautet dann

Hy(x) = Ey() . (4.3)

Die Anwendung eines Operators auf eine Funktion liefert in der Regel eine andere
Funktion. Wir betrachten als Beispiel den Differentialoperator %. Wenden wir ihn auf
die quadratische Funktion 22 an, so ergibt sich die lineare Funktion 2z. Eine Gleichung,
bei der links ein Operator auf eine Funktion angewandt wird und rechts dieselbe Funktion
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steht, multipliziert mit einer Konstanten, nennen wir eine Eigenwertgleichung. Die Funk-
tionen, die die Gleichung erfiillen, heissen die Figenfunktionen des Operators, die rechts
stehenden Konstanten sind die Figenwerte.

Die Losung der Schrodingergleichung ist gleichbedeutend damit, die Eigenfunktionen
1, des Hamiltonoperators und die zugehorigen Eigenwerte F,, zu bestimmen.

Hip () = Epthn(z) . (4.4)

Ein grundlegendes Postulat der Quantenmechanik lautet: Die moglichen Energiewerte
eines Systems sind genau die Figenwerte FE, des Hamiltonoperators dieses Systems, die
zugehorigen Wellenfunktionen sind genau die Eigenfunktionen ,,.

Nicht nur die Energie, sondern auch alle anderen physikalischen Messgrofien werden
durch Operatoren reprasentiert. Was ist die Motivation dafiir? Die gesamte Information,
die uns iiber ein Teilchen oder ein System von Teilchen zur Verfiigung steht, steckt in der
Wellenfunktion 1. Die Operatoren holen gewissermaflen die physikalischen Messgrofien
aus der Wellenfunktion heraus.

4.1.2 Impuls-Operator

Ein Teilchen mit wohldefiniertem Impuls hat eine prézise festgelegte Wellenldnge A\ =
27h/p. Es muss daher durch eine ebene Welle beschrieben werden

(x,t) = Ae'ke=wt)

Die Anwendung des Impuls-Operators muss den Messwert p = hk ergeben. Daraus folgt
fiir die z-Komponente des Operators

0
Dy = —ih— 4.5
Pe = —ilim (4.5)
Die Eigenfunktionen von p, sind die ebenen Wellen exp(i(kz — wt)), die Eigenwerte sind
hk. Sie sind nicht quantisiert, es sei denn, man schreibt gewisse Randbedingungen vor
wie z.B. eine rdumliche Periodizitét der Wellenfunktion (s. Kap. 11). In dem Fall lassen
sich Funktionen auch normieren. Dreidimensional gilt

Oy 9
p=—ihV =—ih | 0, mit 0, = — etc (4.6)
o, ox

Hier haben wir den Nabla-Operator V eingefiihrt. Die Eigenfunktionen und Eigenwerte
von p sind
exp(i(k-r —wt)) und p=hk.

4.1.3 Orts-Operator

Wenn schon die Impuls-Eigenfunktionen problematisch sind, so trifft das in noch stérke-
rem Mafle auf die Eigenfunktionen des Ortsoperators zu. Dieser Operator soll bei An-
wendung auf die Wellenfunktion den Ort des Teilchens ergeben. Bei keiner der bisher
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betrachteten Wellenfunktionen (Potentialtopf, Oszillator, Wellenpaket) ist dies der Fall,
denn sie haben alle eine endliche raumliche Ausdehnung. Uberall dort, wo |1(x)|? # 0
ist, darf sich das Teilchen aufhalten. Man kann nur eine Wahrscheinlichkeit angeben,
das Teilchen an einem bestimmten Ort zu finden, aber nicht mit Sicherheit diesen Ort
vorhersagen. Damit ein scharfer Orts-Eigenwert herauskommt, muss die Wellenfunktion
offensichtlich auf einen infinitesimalen Ortsbereich eingeschréankt sein. Keine “normale”
Funktion erfiillt diese Bedingung, sondern nur die Dirac-Delta-Funktion, die im mathe-
matischen Sinn eine verallgemeinerte Funktion (Distribution) ist.

Um eine Funktion zu konstruieren, die den Ort eines Teilchens sehr genau festlegt,
beginnen wir mit einem gaussformigen Wellenpaket bei x = x4, dessen Breite wir dann
gegen null gehen lassen. Als Wahrscheinlichkeitsdichte nehmen wir also

und betrachten anschliessend den Limes 0 — 0. Mit abnehmender Breite wichst die
Ho6he an, so dass das Integral unter der Kurve immer den Wert 1 hat. Eine Definition der
Dirac-Deltafunktion ist

S ] wr

Fiir hinreichend kleines o ist die zu p(z) gehorige Wellenfunktion nidherungsweise eine
Eigenfunktion des Ortsoperators mit dem Eigenwert zy, ndmlich genau dem Ort, an dem

() # 0 ist

TY(z) ~ 20 Y(10) - (4.8)

4.2 Orts- und Impulsraum

Wir haben schon bei der Diskussion der Wellenpakete gesehen, dass das Fourierintegral
eine zentrale Rolle in der Quantenmechanik spielt. Das soll jetzt noch weiter analysiert
werden. Die Fouriertransformierte existiert fiir jede Funktion f(z), die quadrat-integrabel

ist, d. h. fiir die das Integral
+oo
| P

einen endlichen Wert hat. Man kann dann schreiben
1 Feo ,
f(z) = N / . g(k)e™ dk . (4.9)
Die Fouriertransformierte berechnet man durch die Umkehrtransformation
1 oo .
g(k) = Jon /_oo f(z)e ™ de (4.10)

und es gilt

[ s = [ lgwear.

o0 o0
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In der Quantentheorie gilt & = p/k, daher setzen wir f(x) = ¢(z) und g(k) = Vho(p).
Damit wird

wm=¢%ﬁﬂfwm&pc%>@ (411)

und

ﬂ% / :O (@) exp (—”’%) dz . (4.12)

Wir nennen ¢(p) die Impulsraum-Wellenfunktion. Wenn man die Ortsraum-Wellenfunktion
¥ (x) kennt, kann man die Impulsraum-Wellenfunktion ¢(p) mit Hilfe des Fourierintegrals
berechnen und umgekehrt. Beide Funktionen sind auf 1 normiert:

o(p) =

/wwmmna/ﬂmW@zr (4.13)

[e.9] —00

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation kann auch auf den Impulsraum angewandt werden:
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen mit einem Impuls zwischen p und p + dp zu finden,
ist

6(p)*dp .

4.3 Dirac-Notation

Von Paul Dirac stammt eine sehr niitzliche Notation zur Charakterisierung quantenme-
chanischer Zusténde. Jeder Wellenfunktion ¢ wird ein Vektor |¢) zugeordnet, der “ket”-
Vektor genannt wird. Einer konjugiert komplexen Wellenfunktion ¢* wird ein Vektor (¢|
zugeordnet, den man “bra”’-Vektor nennt. Wenn wir an normale Vektoren denken, so ist
der ket ein Spalten- und der bra ein Zeilenvektor. Es wird ein Skalarprodukt definiert

durch
+oo

(oly) = ¢ ()¢ (x) d . (4.14)

Dies Skalarprodukt hat das Aussehen einer Klammer (“bracket”), der bra-Vektor bildet
die linke Seite, der ket-Vektor die rechte Seite der Klammer. Das Skalarprodukt ist im
Allgemeinen eine komplexe Zahl. Es gilt

—+00

(V]o) = O (x)p(x) de = (| P)" . (4.15)

Setzen wir speziell ¢ = 1, so erhalten wir die Norm, die natiirlich eine reelle Zahl ist und
bei korrekter Normierung der Wellenfunktion den Wert 1 hat.

“+o00

(]v) = Pr()y(r)de = 1. (4.16)
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4.4 Erwartungswerte

4.4.1 Der Erwartungswert als Verallgemeinerung des Eigenwer-
tes

Das Konzept, Observable durch Operatoren darzustellen, deren Eigenwerte die einzig
moglichen Messwerte der physikalischen Grosse sind, erweist sich als problematisch. Die
Zustéande mit wohldefinierter Energie werden durch die Eigenfunktionen des Hamilton-
Operators beschrieben, die aber in den meisten Féllen nicht gleichzeitig Impuls- oder Orts-
Eigenfunktionen sind. Wir haben oben gesehen, dass die Eigenfunktionen des Impuls-
und Ortsoperators etwas pathologische Funktionen sind: die ersteren sind unendlich aus-
gedehnte ebene Wellen, die zweiten sind extrem schmale und entsprechend sehr hohe
Funktionen, die im Limes verschwindender Breite gegen die Deltafunktion streben. Diese
Eigenfunktionen unterscheiden sich stark von der Wellenfunktion eines Teilchens im Po-
tentialtopf oder im Ostzillatorpotential. Was tut man nun, wenn theoretisch vorhersagen
mochte, was bei der Messung des Ortes oder Impulses eines Teilchens herauskommt? Es
erweist sich als zweckméfig, den Begriff des Eigenwertes zu verallgemeinern. Man kommt
damit zum Erwartungswert.

Die Wellenfunktion des Teilchens sei t(x). Wir definieren den Erwartungswert eines
Operators A im Zustand v durch das Integral

+o00

(A) = (p|Alp) = V() Ad(x) de . (4.17)

—00

Wir wenden diese Bezichung zunéchst auf den Hamilton-Operator an und wéhlen fiir
eine Eigenfunktion ,,.

- +oo N +oo
(WnlHltbn) = b (@) H (@), dr = U (@) En (2) d = By, . (4.18)

Wenn ein Eigenzustand vorliegt, ist der Erwartungswert somit identisch mit dem Eigen-
wert.
Im zweiten Beispiel setzen wir ¢ als Linearkombination von zwei Eigenfunktionen von
H an
V(x) = a1y (x) + cpdo(x) mit e+ |er)* = 1.

Diese Wellenfunktion ist auf 1 normiert, und man erhélt

WIHW) = lerP el Hlgn) + leal (ol H]12)
+cica(Ui|H|g) + cher (Yo Hty)
= |a|*By + | *Es - (4.19)

Hier haben wir die Gleichung (4.18) und die Orthogonalitdt von ¢ und 19 ausgenutzt.
Die Gleichung (4.19) besagt, dass bei einer Messung der Energie entweder der Eigenwert
E; gefunden wird (mit der Wahrscheinlichkeit |¢;]?) oder der Eigenwert Fy mit der Wahr-
scheinlichkeit |cp|?. Der Erwartungswert ist das mit den relativen Wahrscheinlichkeiten
gewichtete Mittel der Eigenwerte.
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4.4.2 FErwartungswerte des Orts- und Impuls-Operators

Wenden wir (4.17) auf den Ortsoperator an, so ergibt sich

@ = [ wwivw= [ ek (4.20)

o0

Das Ergebnis ist der mit der Wahrscheinlichkeitsdichte gewichtete Mittelwert des Teilchen-
ortes. Fiir den Impulsoperator folgt entsprechend

) = ww(x)(—m)a‘gf) d (4.21)

Zur Vereinfachung der Schreibweise ist hier der Index x am Impulsoperator weggelassen
worden (p = p,). Setzt man die Fourierdarstellung fiir ¢(z) ein, so folgt

+00 (b(p)@(exp(aii?x/h)) dp} d

(p) = _\/Z_Lﬁ _:Ow*(w){
_ \/21Wz /_ :O { _:O W*(x) exp(ipx/h) dx] po(p) dp

+o0
= /_ ple(p)|*dp .

e}

Diese letzte Umrechnung, bei die konjugiert komplexe Gleichung (4.12) benutzt wird,
zeigt sehr klar, dass man den Mittelwert des Impulses erhélt, gewichtet mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte im Impulsraum. Aus dieser Umrechnung lernen wir aulerdem, dass
der Impulsoperator zwei verschiedene Darstellungen hat:

12

0
—iha— Differentiation im Ortsraum (4.22)
x

= p Multiplikation mit p im Impulsraum

) )

Analog dazu hat auch der Ortsoperator zwei Darstellungen:

~ ~

x Multiplikation mit z im Ortsraum (4.23)

8)

& z'ha— Differentiation im Impulsraum
p

4.4.3 Zeitlich verinderliche Zustiande

Bei einem bewegten Teilchen wird die Wahrscheinlichkeitsdichte zeitabhéingig. Dann ha-
ben auch die Erwartungswerte eine Zeitabhéngigkeit.

“+o00

(3) = /_ e )F W 1) dr = / 2 p(a.t) da . (4.24)

Wir bilden jetzt die zeitliche Ableitung

dF) [ 0p
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und setzen die Kontinuitétsgleichung (2.31) ein.

d(x) ih [T 0 [0V ov
—t = —— — U—Ur— .
dt 2m J_ Yo ( Oz 8:6)
Partielle Integration ergibt
dzy ih [T [0U* ov
— = — U—Ur— .
dt 2m J_o ( Ox 8.:5)

Wenn man den ersten Term noch einmal partiell integriert und die ganze Gleichung mit
m multipliziert, folgt die wichtige Beziehung

T +o0
m% = / \P*(—ih)g—i] dx = (p) . (4.25)

Fiir die Erwartungswerte gilt also die klassische Beziehung mv = p. Die Zeitabhéngigkeit
des Erwartungswertes des Impulses ist
d{pz) oV
=——. 4.26
e ox ( )

Diese Gleichung ist nach Ehrenfest benannt.

o0

4.5 Selbstadjungierte Operatoren

Zu einem Operator A definiert man den adjungierten Operator At durch die Gleichung

—+00 “+00

o' (@) A(a)) o = [ (Ao(w)) i) da (427

—00 —00

Ein Operator heiit selbstadjungiert oder hermitesch, wenn At = A gilt. Die Eigen- und
Erwartungswerte eines selbstadjungierten Operators A sind reell. Es gilt ndmlich

(6] A0) = (Agly) (4.28)
oder mit Integralen geschrieben
+oc0 R +oo
e @@@)de= [ (Ao) vl de (4.29)

Setzt man in diese Beziehung ¢ = v ein, so erkennt man sofort, dass die Eigen- und
Erwartungswerte reell sind. Da Observable grundsétzlich reelle Messwerte haben miissen,
stellt man das Postulat auf, dass alle Operatoren der Quantenmechanik hermitesch sind.

Die Hermitezitét ist fiir den Hamilton- und Ortsoperator direkt erkennbar, da beide
reell sind. Um diese Eigenschaft fiir den Impulsoperator nachzuweisen, muss man Glei-
chung (4.21) partiell integrieren

o @em 2 d = vz [ (~in5) ' y(e) do

oo . Ox

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet wegen ¢ (z) — 0 fiir |z| — co. Somit
ist Gleichung (4.27) erfiillt.
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4.6 Nicht vertauschbare Operatoren

Die Multiplikation von Zahlen geniigt dem Kommutativgesetz: a-b = b-a. Bei Matrizen
ist das anders, das Ergebnis hdngt von der Reihenfolge der Faktoren ab. Ein Beispiel

(0 %) (0)=(%0)
(Vo) () =(0 )

Die Nichtvertauschbarkeit gilt auch fiir viele Operatoren der Quantentheorie. Besonders
wichtig ist die Nichtvertauschbarkeit des Orts- und Impuls-Operators.

P(pu) = —ihe O
P E(z)) = _MW — _ihx- g—f —ihy(x)
= @p—-pr)Y(x) = ihi(x) (4.30)

Man definiert den Kommutator der beiden Operatoren durch
Z,pl=2p—px =1h (4.31)

Der Kommutator ist selbst ein Operator, in diesem Fall der Einheitsoperator, multipli-
ziert mit ¢h. Die beiden nicht vertauschbaren Operatoren haben sehr verschiedene Eigen-
funktionen: die infinitesimal schmalen Deltafunktionen und die unendlich ausgedehnten
ebenen Wellen.

4.7 Die Unschiarferelation

Die Unschérfe einer Observablen (Messgrofie) A im Quantenzustand |¢) soll jetzt prizise
definiert werden. Dazu berechnen wir die Erwartungswerte des zugehorigen Operators A
und seines Quadrates A% = A - A (zweimalige Anwendung des Operators):

~ ~ +OO ~
() = @A) = | (@) AY(z) do
~ ~ +OO ~
(A7) = (Y| A%y) = ) () A%P(x) do
Die Unschérfe ist dann wie folgt definiert
AA =/ (A2) — (A2 . (4.32)

Gegeben seinen nun zwei nicht vertauschbare hermitesche Operatoren A und B. Man
kann dann generell beweisen [?], dass das Produkt der Unschérfen dieser Operatoren die
folgende Ungleichung erfiillt

AA-ABZ%K[E, B (4.33)
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Dies ist die Unschérferelation von Werner Heisenberg in ihrer allgemeinsten Form. Hat
speziell der Kommutator die Form

[A, Bl =ih,
so folgt
h
AA-AB > 3

Die Anwendung auf die Orts-und Impulsoperatoren ergibt

DO | St
DO | St

Ax-Ap, > =, Ay-Ap, > —, Az-Apzzg. (4.34)

Wir werden spéter sehen, dass die Komponenten des Drehimpuls-Operators nicht kom-
mutieren und die Unschérferelation (4.33) erfiillen. Zu beachten ist, dass verschiedene
Komponenten des Orts- und Impulsoperators, beispielsweise Z und p,,, vertauschbar sind,
so dass im Prinzip die z-Koordinate eines Teilchens und die y-Komponente seines Impulses
gleichzeitig prézise messbar sind.

4.8 Energie-Zeit-Unschérfe

Es gibt noch eine weitere Unschérfebeziehung, die aber nicht mit Hilfe eines Kommutators
hergeleitet werden kann. Dies ist die Energie-Zeitunschérfe:

AE - At > (4.35)

o | St

Man kann sich diese Beziehung mit Hilfe der Fouriertransformation zwischen Frequenz und
Zeit plausibel machen. Wir betrachten als Beispiel einen elektrischen Spannungsimpuls
U(t), der eine kurze zeitliche Dauer At hat. Die Fouriertransformierte ist

O(w) = \/LQ_W /_ T U expliwt) dt

Die Frequenzbandbreite Aw ist umgekehrt proportional zur Zeitdauer At. Wéhlen wir
fiir U(t) eine Gaussfunktion der Varianz oy, so ist U(w) ebenfalls eine Gaussfunktion, und
fiir die Varianz gilt

Oy — 1/O't .

In der Quantenmechanik miissen wir U(¢) mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(t) identi-
fizieren. Benutzen wir F = hw, so folgt fiir dieses Beispiel

AEAt:E.
2
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Anwendung auf stationire Zustinde

In einem stationdren Zustand hat die Energie einen wohldefinierten Wert, und die Wel-
lenfunktion ist Eigenfunktion des Hamiltonoperators.

U(z,t) =1(z) exp (—i%t) . Hy=Ev.

Die Enegieunschérfe ist null. Das Teilchen wird, sofern keine Stérung eintritt, fiir immer
in diesem Zustand bleiben. Die “Lebensdauer” ist also unendlich gross. Die stationéren
Zusténde sind demnach gekennzeichnet durch

AEF —0 und At — o0

und sind mit der Energie-Zeit-Unschérferelation in Einklang.

Lebensdauer und Energiebreite von instabilen Zustéinden

Interessant wird die Energie-Zeit-Unschérferelation fiir Zustédnde, die sich zeitlich &ndern.
Besondere Bedeutung haben die radioaktiven Zerfille instabiler Atomkerne und Ele-
mentarteilchen sowie die Zerfille angeregter Atomniveaus. Die Behandlung dieser Vorgénge
geht im Prinzip {iber den Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik hinaus und
erfordert eine Quantentheorie des Strahlungsfeldes. Der radioaktive Zerfall ist dadurch
gekennzeichnet, dass die Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne exponentiell abnimmt

N(t) = Noexp(—t/T) . (4.36)

Die mittlere Lebensdauer T ist die Zeit, in der die Zahl von Ny auf Ny/e = 0.37 N
abgesunken ist. Ein zeitlich zerfallendes System hat automatisch eine Energieunschérfe,
die man bei Elementarteilchen mit I' bezeichnet. Es gilt die wichtige Gleichung

F-r=h. (4.37)

Angeregte atomare Niveaus weisen ebenfalls diese Unschérfe auf, wihrend der Grundzu-
stand stabil und energetisch scharf ist. Eine Konsequenz der Gleichung (4.37) ist, dass
die Spektrallinien der Atome alle eine endliche Breite haben.

4.9 Gleichzeitige Messbarkeit

Ort und Impuls werden durch nicht vertauschbare Operatoren repréisentiert und sind
nicht gleichzeitig prézise messbar. Wie steht es nun mit Mesgréfien, deren Operatoren
vertauschbar sind? Ein grundlegendes Theorem der Quantenmechanik lautet:
Zwei physikalische Groflen sind genau dann gleichzeitig messbar, wenn die zugehorigen
Operatoren vertauschbar sind, und das wiederum ist gleichbedeutend damit, dass die
beiden Operatoren einen vollstdndigen Satz gemeinsamer Eigenfunktionen haben.

Um dies Theorem zu beweisen, betrachten wir zuerst zwei Operatoren A und B, die
einen vollstdndigen Satz gemeinsamer Eigenfunktionen 1, besitzen. Wir wollen zeigen,
dass diese Operatoren dann notwendigerweise kommutieren. Es gelte also

/Ah,bn = apy , Ewn = by, firallen .
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Eine beliebige Funktion ¢(z) konnen wir nach dem vollstédndigen System entwickeln
W(x) =Y cathu() .
Anwenden der Operatoren ergibt:
A(BY) = A c,Bi,
- A Zn: Cnbn o = Y Ca(bn )by

und entsprechend

Fiir eine beliebige Funktion ¢ (z) gilt demnach
(AB-BAwW=0 = [A B]=0,

d.h. die Operatoren sind vertauschbar. Damit ist natiirlich auch bewiesen, dass nicht
vertauschbare Operatoren keinen vollstdndigen Satz gemeinsamer Eigenfunktionen besit-
zen'.

Im zweiten Schritt muss die Umkehrung gezeigt werden, dass ndmlich vertauschbare
Operatoren einen vollstindigen Satz gemeinsamer Eigenfunktionen besitzen. Seien die

1, die Eigenfunktionen des Operators A

A\wn = anwn .

Zur Vereinfachung nehmen wir hier an, dass die Eigenwerte a,, alle verschieden sind (keine

Entartung). Jetzt wird der Operator B auf eine beliebige dieser Eigenfunktionen ange-
wandt:

Es ist nun leicht zu sehen, dass ¢, ebenfalls eine Eigenfunktion von A ist:
Ap, = ADBy, = BAY,
anéwn = an¢n .

Hier ist die Vertauschbarkeit der Operatoren benutzt worden. Es gilt also in der Tat:
Ao, = a,¢,. Da wir vorausgesetzt haben, dass alle Eigenwerte verschieden sind, darf sich
¢, nur durch einen konstanten Faktor von ), unterscheiden: ¢, = b,1,. Daraus sehen
wir

'Die Betonung liegt hier auf dem Wort wvollstindig. Es kann durchaus vorkommen, dass gewisse Funk-
tionen gemeinsame Eigenfunktionen nicht vertauschbarer Operatoren sind. Als Beispiel betrachten wir
die Eigenfunktionen )y, ;... (7,6, ¢) des Wasserstoffatoms, siche Kap. 7 . Fiir [ = 0 und m = 0 sind sie

sowohl Eigenfunktionen von ZZ als auch von Em und Ey7 obwohl die Komponenten des Drehimpulsopera-
tors nicht untereinander vertauschbar sind. Allerdings sind die %, ; ,, mit [ # 0 nur noch Eigenfunktionen

von L.
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fiir alle n, mit anderen Worten, alle Eigenfunktionen ¢, von A sind auch Eigenfunktionen
von B.

Im Fall der Entartung wird der Beweis komplizierter, es ist aber moglich, einen ge-
meinsamen Satz von Eigenfunktionen zu konstruieren (siehe etwa [?]). Das soll hier nicht
vorgefiihrt werden.
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Kapitel 5

Berechnung von Erwartungswerten

5.1 Potentialtopf

Der Grundzustand eines Teilchens im Potentialtopf hat die Wellenfunktion

Uy (z,t) = \/g sin (%) exp(—iwt) .

Dies ist eine Figenfunktion des Hamilton-Operators, die Energie hat den scharfen Wert
h2m?

2m a?

Ey

Die Lebensdauer 7 ist unendlich. Der Erwartungswert der Energie stimmt mit dem Ei-
genwert {iberein, die Energieunschérfe ist AE; = 0.

Wie steht es mit anderen Messgrossen? Die Funktion W(z,t) ist sicherlich keine Ei-
genfunktion des Orts- oder Impuls-Operators. Der Erwartungswert des Ortsoperators

1st
2

(@) = = /Oa; sin?(ra/a) dz = a/2.

a

Der Mittelwert des Teilchenortes ist also © = a/2, genau die Mitte des Potentialtopfs.
Der Erwartungswert von 72 ist

2 a
(7% = —/ 2? sin®(rz/a) dr = 0.283a” .
aJo
Es folgt

Azr = +/(2?) — ()2 =0.18a
Der Erwartungswert der x-Komponente des Impulses ist null

L2 Osin(rx/a) ,
<Px>——zha/0 sin(m x/a) 5 dr =0,

denn die Funktion sin(kz) = (exp(ikz) — exp(—ikx))/(2i) ist die Linearkombination von
zwei Eigenfunktionen des Impulsoperators. Die Eigenwerte sind +hk, der Mittelwert ist
also null. Der Erwartungswert von p? ist

a 2 o} 2 a
(p3) = —7122/ sin(7 x/a) de = h22i/ sin?(7x/a) do =
0 0

a ox? a3
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Wir erhalten Ap, = +/(p2) = hw/a und

Ap, Az = 0.5Th > h/2 .

5.2 Der harmonische Oszillator

Auch in diesem Fall soll der Grundzustand 1)y naher analysiert werden. Die Funktion
exp(—u?/2) ist symmetrisch zu u = \/mw/h - x = 0. Daher ist anschaulich klar, dass der
Erwartungswert von Z null sein muss. Mathematisch folgt das aus der Beobachtung, dass
z |¢(x)|? eine ungerade Funktion von x ist:

+o0o
@ = [ al@)Pds 0.
Den Erwartungswert von 72 findet man durch partielle Integration

@) = [P

o0

1/2
= (m;_j ( > / u? exp(—u?) du
7r
d
du

= h /+Oou exp(—u?) du
T 2y w P .

Wegen
+oo
/ exp(—u?) du = /7
folgt
(z?) = N : (5.1)
2mw

Der Erwartungswert des Impulsoperators p, ist null, weil - anschaulich gesprochen - das
Teilchen gleich haufig nach rechts wie nach links schwingt. Mathematisch:

“+o00

(Dx) = z/;;;(x)(—m)%wo(x) dr =0.

Wieder ist der Integrand eine ungerade Funktion von z. Der Erwartungswert von p? wird

+oo
(bz) = — oz )hQ—wo( ) dx
Das Ergebnis ist -
) =5 (5:2)

Das Produkt der Unschérfen von Ort und Impuls wird

Az Aps = V3 /D) = g | (5.3)
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Im Grundzustand des harmonischen Oszillators hat das Produkt den minimal méglichen,
mit der Unschérferelation vertraglichen Wert. Fiir die angeregten Zustande 1, mit n)0
ergeben sich grossere Unschérfen.

Physikalisch interessant sind die Erwartungswerte der kinetischen und potentiellen
Energie:

By = Sl 10
(Bp) = = (V(a)) = S0 _ P (5.4)

Wie beim klassischen Oszillator haben die kinetische und die potentielle Energie im zeit-
lichen Mittel den gleichen Wert. Diese Relation ist auch fiir die angeregten Zustéinde
erfiillt.
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Kapitel 6

Die Drehimpuls-Operatoren

6.1 Die Schrodinger-Gleichung im Zentralpotential

In diesem Kapitel wird die dreidimensionale Schrédinger-Gleichung betrachtet, wobei an-

genommen wird, dass ein Zentralpotential vorliegt: V' = V(r) héngt nur vom Betrag
des Ortsvektors |r| = r = /22 + % 4+ 22 und nicht von der Richtung im Raum ab. Der
Hamilton-Operator

2m

~ h? 0* 0* 9
H (@ + = oy az2> +V(r) (6.1)

ist rotationsinvariant. Um dies nachzuweisen, betrachten wir eine Rotation um die z-

Achse.

¥ = xcosg+ysing x =21 cosp— 1y sing
= —xsin¢g+ycoso y=2a'sing +y coso (6.2)

z = Z.

Es ist leicht zu sehen, dass die Lange des Ortsvektors in beiden Koordinatensystemen
gleich ist (anschaulich ist das evident):

r'? = (xcos¢+ysing)’ + (—x sing +ycos )’ +

= 2%(cos® ¢ +sin® ¢) + y*(cos® ¢ + sin? @) + z —7‘2

Das Potential V(r) = V(1) ist offensichtlich invariant. Die Ableitung nach den neuen
Koordinaten wird mit Hilfe der Kettenregel berechnet

0 0 O0v 0 0Oy

0
%_£%+8ya/ COS ¢—+Sln¢_

Daraus folgt

o + > + O _ cosc;ﬁg—l—sin¢2 2—1— —sinqﬁi—i—cosqﬁg 2+8—2
oz oy? 02?2 ox oy ox dy 022
0? 0? 0?
- @ —+ a—y2 + @ . (63)

Damit ist H' = H bewiesen.
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6.2 Der Drehimpuls-Operator

In der klassischen Physik definiert man den Bahndrehimpuls als Vektorprodukt des Orts-
und Impulsvektors

L=rxp. (6.4)
Ubertragen auf die Quantentheorie erhalten wir
L=Fxp=—iitx V. (6.5)
Die drei Komponenten sind
~ 0 0
L, = —ih|ly——2z—
’ ! (y 9. - 8y)
-~ . 0 0
L, = —ih (z Pt &) (6.6)
~ 0 0
L, = —ih — = .
Z (x oy 7 ax)

Fiir eine infinitesimale Drehung um den Winkel A¢ < 1 soll die Anderung der Wel-
lenfunktion berechnet werden. Wegen cos A¢p ~ 1, sinA¢ =~ A¢ ergibt sich durch
Taylor-Entwicklung

¢(I,7y,72/) ~ ¢(I+yA¢7y_xA¢7 )

0 0
~ vewa) - (o5 - ugr) Ao, (67

Man kann die Transformation der Wellenfunktion mit Hilfe des Drehimpuls-Operators
auch in folgender Form schreiben

Py 2) = 02— 20 (a2 (63

Man sagt, dass ZZ der erzeugende Operator fiir eine infinitesimale Rotation um die z-
Achse ist. Analog erzeugen L, und L, infinitesimale Rotationen um die z- bzw. y-Achse.

6.3 Drehimpuls-Vertauschungsregeln

6.3.1 Vertauschbarkeit mit H

Bei einem Zentralpotential ist der Hamilton-Operator rotationsinvariant, man sollte daher
vermuten, dass H mit L kommutiert. Dies ist in der Tat der Fall, es gilt

|H,L,|=[H,L,|]=[H,L,]=0. (6.9)
Wir beweisen diese Relation fiir die z-Komponente und betrachten zuerst den V (r)-Term.

0 0
Vv V}w

L.V(r) —V(r)L, ¢ = —ih [x AT
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Wegen
ov._oVy oV _ oV
8y_8rr’8x ar r

ist die eckige Klammer null. Fiir den kinetischen Energie-Term folgt
0 0 02+82 W — 82+82 x8_8¢
8y Y or ) \ 022 oy? 0x?  Oy? dy Y or
o (o) _ 2 ()] _
N 895 Jy oy\ox )|
Da H und L, kommutieren, kann man gemeinsame Eigenfunktionen finden.
Aus Symmetriegriinden vertauschen auch L, und L, mit H. Man koénnte auf die Idee kom-
men, dass es gemeinsame Eigenfunktionen fiir H und alle Komponenten des Drehimpuls-

Operators gibt. Dies ist jedoch nicht der Fall, da diese Komponenten nicht miteinander
kommutieren.

6.3.2 Nichtvertauschbarkeit der Drehimpulskomponenten

Réumliche Drehungen um orthogonale Achsen sind nicht kommutativ, wie man sich leicht
an einem Pappkarton klarmachen kann. Diese Eigenschaft tritt auch in der Quantentheo-
rie auf. Es gelten die Vertauschungsregeln

~ -~ ~

[L., L,] =ihL., [L,, L.]=1ihL,, |[L., Ly]=ihL,. (6.10)

Ich beweise die erste Regel:

PR o 0 o 0
)(&; &)‘Gafma)@@*Z@ﬂw“%”
- ot >(g;§ ) i

Es sind aber alle Komponenten mit dem Quadrat des vektoriellen Drehimpuls-Operators
L? = L2 + L + L? vertauschbar, wie man aus folgender Rechnung erkennt:

~

LE xy,)

LD, = LB, +ihD.D, = I,8,Te +ih(D.Dy + I,L.)
(6.11)
BID. = LBuL.—il,L. = BL.Tw —in(E,L. + 1.5,)

Die Konsequenz ist, dass es gemeinsame Eigenfunktionen von L2 und einer Komponente
gibt. Traditionell wiihlt man dafiir die z-Komponente. Diese Funktionen sind dann keine
Eigenfunktionen von L, und L.
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6.4 Der Drehimpuls in Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) sind mit den kartesischen Koordinaten (x, y, z) durch

folgende Beziehungen verkniipft:

x = rsinfcos¢
= rsinfsing
z = rcosf.

Fiir die Differentiale ergibt sich

dr = sinfcos¢dr + rcosfcos@dfd — rsinfsingdo
dy = sinfsin¢dr 4 rcosfsin¢df + rsinf cos ¢ do
dz = cos@dr —rsinfdf.

Man kann daraus die Differentiale der Kugelkoordinaten berechnen:

dr = sinfcos¢dxr + sinfsin ¢ dy + cosf dz
1
do = ;(Cosecos¢dx+008951n¢dy—sin@dz

dp = ! (—singdx + cospdy) .

rsind

Die partiellen Ableitungen werden wie folgt umgerechnet:

o oo oo 0
or  Ordx 00 0x 0¢ Ox

Das Ergebnis ist

ﬁ _ g gcosgbﬁ_i_cos@cosqbﬁ_ sin ¢ ﬁ
or o or r 20  rsinf 0¢
a . ) 0  cosfsing 0 cos¢p 0
oy Sln981n¢8r+ r 00  rsinf 0¢
g B eg_sineg
0= Vo v o0

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

Mit den Formeln (6.15) kann man die Drehimpuls-Operatoren in Kugelkoordinaten um-

rechnen. Das wird fiir Ez vorgefiihrt. Schreiben wir diesen Operator in der Form

~ 0 0 0 0 0
L :—' —_— —_— :—. —_— —_— —_—
2= —ih (x y ya:::) ih (C’” or T e TG 8(}5) :

so ergibt sich fiir die Koeffizienten

¢ = rsinfcos¢sinfsing — rsinfsin ¢sinf cosp = 0

cg = rsinfcos¢ cosfsing/r —rsinfsin¢g cosfcosp/r =0

cy = rsinfcose cosg/(rsinf) — rsinfsing (—sing/(rsinf)) = cos® ¢ +sinp = 1.
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Die z- und y-Komponenten berechnet man entsprechend Das Resultat ist

L, = —ih (— sinqﬁ% — oS ¢ cot 9%)

L, = —ih cosgb2 — sin ¢ cot 92 (6.16)
y = i oo M 9 '

~ 0

Lz = —lha—¢ .

Der Operator ZZ hat eine besonders einfache Form, was damit zusammenhéngt, dass bei
den Kugelkoordinaten die z-Achse eine Sonderrolle einnimmt: Der Polarwinkel 6 wird
zwischen dem Ortsvektor r und der z-Achse gemessen, und bei einer Rotation um die
z-Achse dndert sich nur der Azimutalwinkel ¢. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass bei
den Drehimpuls-Operatoren nur die Winkel-Ableitungen vorkommen und nicht die ra-
diale Ableitung. Es gibt dafiir einen einfachen Grund: Der Drehimpuls-Operator erzeugt
rdumliche Drehungen, aber keine Radiusénderungen.

6.5 Algebraische Behandlung des Drehimpulses

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Eigenschaften von Drehimpulsen in der Quan-
tenmechanik allein aus den Vertauschungsregeln (6.10) hergeleitet werden. Wir werden
dabei entdecken, dass es neben dem Bahndrehimpuls noch eine andere Kategorie von
Drehimpuls gibt, den Eigendrehimpuls oder Spin. Die in diesem Kapitel benutzte alge-
braische Methode wird in der Kern- und Elementarteilchenphysik verallgemeinert, um
den Isospin und das Quark-Modell zu beschreiben.

Betrachtet werden nun drei Operatoren /L\x, Zy, ZZ, die den Vertauschungsregeln
[L., L,] =ikL., [L,, L.]=ikL,, |[L., L,]=ihL, (6.17)

gehorchen, von denen wir aber nicht voraussetzen, dass sie die spezielle Form (6.7) haben.
Dann kann man leicht nachweisen (s. Gl. (6.11)), dass alle drei Komponenten mit L?
kommutieren:

L., L*]=0, [L,L*]=0, [L.,L?]=0. (6.18)

Es ist daher moglich, gemeinsame Eigenzustinde der Operatoren L? und EZ zu finden.
Diese Eigenzusténde bezeichnen wir mit Dirac-Ket-Vektoren |I,m), wobei [ und m die
Quantenzahlen angeben:

L2|l,m) = {1+ DR L,m), L.|l,m)= mh|l,m) . (6.19)

Diese Eigenzustande sind Eigenfunktionen (die Kugelfunktionen) im Fall des Bahndreh-

impulses und Eigenvektoren im Fall des Spins (s. Kap. 8). Im Augenblick wird iiber die

Quantenzahlen [, m keine Voraussetzung gemacht, es kénnen beliebige reelle Zahlen sein,

wobei allerdings [ > 0 sein muss, da die Eigenwerte von L? nicht negativ sein konnen.
Es werden nun zwei Leiter-Operatoren definiert: der Aufsteige-Operator ist

Ly=L,+iL,, (6.20)
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der Absteige-Operator R R R
L_=1L,—iL,. (6.21)
Das Produkt dieser Operatoren ist

L. = L*+12—ilL, L
= D2+ I2+i[L,, L

i.i =224l
L L =02 —1?—hL,. (6.22)
Der Operator EJF geniigt folgenden Vertauschungsregeln

[Zza Z+] = +hZ+ ) [fJ27 Z-I—] =0. (62?))

Die Gleichungen (6.23) haben eine wichtige Konsequenz: wenden wir L. auf eine Eigen-
funktion | [, m) an, so kommt entweder null heraus, oder wir erhalten eine Eigenfunktion
zu den Eigenwerten [, (m + 1).

L?(Ly |l,m)) = LoL2|lm) =1+ 1)k (Ly |1,m))

L.(Ly|l,m)) = LiL.|lm)+hLy|lm) = (m+Dh(Ly|l,m)).

Wenn L, |l,m) # 0 ist, folgt daher
Lill,m)=Cy(l,m)|l,m+1). (6.24)

Diese Gleichung rechtfertigt den Namen Aufsteigeoperator. Die Schrittweite ist Am = 1.
Entsprechend zeigt man, dass

_|lym)y=C_(l,m)|l,m —1) (6.25)

gilt, sofern L_ |1, m) # 0 ist.

Wie gross bzw. wie klein kann m werden? Wir behaupten, dass m,,,, = +I und
Momin = —1 ist. Zuerst wird gezeigt, dass m? < I(I + 1) sein muss. Dazu berechnet man
den Erwartungswert von L2 auf zwei Weisen:

A,m|L*|,m) = I(Il+ 1)k
= (l,m|L2|1,m) + (I, m|L2 | 1,m) + (I, m| L2 | 1,m)
> m2h?.
Die Ungleichung folgt, weil die Erwartungswerte (Zi) > 0 und (E@Q) > 0 sind. Es gibt
daher ein maximales m :
m= Mpez = E+]l,mmm> =0.

Wendet man den Aufsteigeoperator auf | [, m,,4,) an, so kommt null heraus, da andernfalls
ein Zustand mit m > M0 existieren wiirde. Um zu zeigen, dass m,,., = [ ist, berechnen
wir den Erwartungswert von L L+ im Zustand |1, mypaz):

<lammaac|L— L+ |lammaa:> =0
= <l7 mmax’f12 - Eg - hzz’ l, mmaz>
[l

L+ 1) — Mgz (Minas + 1)]h2
N (6.26)
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Entsprechend kann bewiesen werden, dass fiir das minimale m gilt
Monin = —1 .
Die Quantenzahl m nimmt folgende Werte an:
m=—l,=l+1,...4+1. (6.27)

Dies sind 2[+1 Werte, d.h. 2]+ 1 ist eine positive ganze Zahl. Es gibt zwei Moglichkeiten:
a) [ ist ganzzahlig, [ =0, 1, 2,....

b) [ ist halbzahlig, | = 1/2, 3/2,5/2,....

Die ganzzahligen [-Werte gehoren zum Bahndrehimpuls (oder auch zum Spin, z.B. bei
Photonen), die halbzahligen ausschliesslich zum Spin.

6.5.1 Berechnung der Faktoren C.(/,m)

Die Anwendung eines Aufsteige-Operators auf einen Zustand |, m) erhoht die Quanten-
zahl m um 1. R
Lill,m)y=Cy(l,m)|l,m+1). (6.28)

Um die Koeffizienten zu bestimmen, berechne ich die Norm von ¢ = EJF |l,m) auf zwei
Weisen, wobei beriicksichtigt wird, dass Li = L_ ist.

<¢|¢> = |C+(l’m)|2 <l>m|l7m> :|C+<l7m)|2
= (,m|L_L|l,m) =[I(l+1) —m(m+ 1)]h?.

Daraus folgt

Co(l,m) =hI(I+1) —m(m+1). (6.29)
Fiir den Absteige-Operator gilt analog

L [lm)=C_(I,m)|l,m—1), C_(I,m)=h1(l+1)—m(m—1). (6.30)

Man erkennt, dass Cy (I, Mye:) = 0 und C_ (I, myn) = 0 gilt, so dass in der Tat + der
maximale m-Wert ist und —/ der minimale.
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Kapitel 7

Das Wasserstoff-Atom

7.1 Die Schrédinger-Gleichung fiir das H-Atom

Die Schrodinger-Gleichung fiir das H-Atom lautet

h2 ) . e2
meV v+ V() =FEy mit V(r)= e (7.1)

Die Elektronenmasse wird hier mit m, bezeichnet, um eine Verwechslung mit der magne-
tischen Quantenzahl m zu vermeiden. Das Proton wird als raumfest angesehen!. Wegen
der sphérischen Symmetrie des Hamilton-Operators muss der Laplace-Operator in Kugel-
koordinaten ausgedriickt werden:

1 0 0 1 0 0 1 0?
Ly (P — [ sinf— _ . 2
V=0 (T 87‘) T2 sing 99 (Smeae> T 20 942 (7.2)
Fiir die Wellenfunktion machen wir den Loésungsansatz

und setzen dies ist Gl. (7.1) ein:

2 2
_h [Zﬁ<2‘93)+ 1 8Y<sme§)+ i 8Y1+V(T)R~Y:ER~Y.

2m, |r? Or "o r2sind 96 ol r2sin? 6 W
Dividiert man die Gleichung durch —% R(r)-Y (6, ¢) so folgt
1d [ ,dR 2m.r? 1 o (. 0Y 1 0%y
SO (0 _E)=— T (singl) - —— % (74
Rdr (T dr) h? (Vi) ) Y sinf 00 <sm 36’) Y sin?6 0¢? (7.4)

Die linke Seite der Gleichung héngt nur von r ab, die rechte nur von 6 und ¢. Daher
miissen beide Seiten gleich einer reellen Konstanten sein, die wir als I(I + 1) schreiben?.

"Wenn man sehr genau rechnen will, ersetzt man m, durch die reduzierte Masse des Elektron-Proton-
Systems Myeq = %, die sich von m. um 0.05% unterscheidet.

2Jede reelle Zahl lisst sich so schreiben, wenn wir zulassen, dass ! eine komplexe Zahl ist. Hier
benutzen wir aber schon unsere Kenntnisse iiber den Bahndrehimpuls und werden zeigen, dass [ nur die

Werte 0, 1, 2,... annehmen kann.
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7.1.1 Die Winkelgleichungen

Die Differentialgleichung fiir die Winkelfunktion Y (0, ¢) lautet

0 Y %Y

sinf = (sinf— | + = + (I + 1)sin’0Y =0.
0p?

Jetzt wird ein weiterer Separationsansatz gemacht:

Y(0,¢) = f(0) 9(¢) .
Nach Einsetzen und Division durch f - g ergibt sich

1 d d 1 d?

7 sinG@ (sin@d—£> +1(l+1)sin* 4 = —ngng =m?>. (7.5)
Hier ist wieder benutzt worden, dass die linke und rechte Seite der Gleichung von ver-
schiedenen Variablen abhéngen und daher beide konstant sein miissen. Die Konstante
wird m? genannt. Die sich ergebende Differentialgleichung fiir g(¢) ist einfach, sie hat die
Losung

9(¢) = exp(img) . (7.6)
Nun wird iiblicherweise die naheliegende Annahme gemacht, dass g(¢ + 27) = g(¢) gilt.
Dann muss exp(i2wm) = 1 sein, d.h. m ist notwendigerweise eine ganze Zahl:

m =0, £1, £2, +3, ...

Anmerkung: Diese Annahme ist an sich nicht gerechtfertigt, denn man muss nur fordern, dass die
Wahrscheinlichkeitsdichte bei Rotation um 27 invariant bleibt. Der Absolutbetrag von exp(ima)
ist gleich 1 fiir beliebige reelle Zahlen m. Aus dem vorigen Kapitel wissen wir aber, dass m nur
ganz- oder halbzahlig sein darf. Ausserdem zeigt eine Analyse der Differentialgleichung fiir f(0),
dass diese nur fiir ganzzahlige [-Werte (I > 0) 16sbar ist. Daher bleiben in der Tat nur ganzzah-
lige Werte fiir m.

Die Gleichung fiir f(#) lautet

sin 0 di9 (Sin 03—2) + [I(1+1)sin*6 —m?] f(6) =0. (7.7)

Diese Differentialgleichung ist analytisch l6sbar, der mathematische Aufwand ist allerdings
betréchtlich. Ich gebe die Losungen hier nur an, es sind die Legendre-Funktionen P,,,.
Fiir [ =0, 1, 2 lauten sie

P0,0 — 1
Py = sinf, Py y=cosf (7.8)

1
P,y = 3sin?6, P51 = 3sinfcosb, P2,0:§(300829—1)

Die Kugelfunktionen ergeben sich als Produkt der Legendre-Funktionen und der g(¢)-
Funktionen. Sie sind normiert und paarweise orthogonal

2 T
/ |:/ l:km(e, ¢)Y2/,m/(9, Q5> sin 8d0 dgﬁ = (5”/ 6mm’ . (79)
0 0
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Sie haben die Gestalt

1
)/0,0 - E
3 3
Yia = :F\/g sinfexp(+ig), Yio= \/ECOSG (7.10)
15 15 . .
Yo 10 = Tsm > exp(£2i9¢), Yo 11 =F gSlD@COS@GXp(iZ¢)
5
Yoo = ——(3cos? 0 — 1)

167

7.1.2 Die Radialgleichung
Die Differentialgleichung fir die Radialfunktion R(r) lautet

Wir fiihren eine Hilfsfunktion u(r) = rR(r) ein. Es gilt dann
d () _
ar \" dar dr?’

und daher wird die Differentialgleichung fiir u(r)

h? d*u RA(1+ 1)
2m, dr? + {V(T) 2m,r?

} u=FEu. (7.12)

Dies entspricht der eindimensionalen Schrédinger-Gleichung mit einem effektiven Poten-
tial
R+ 1)

2m,r?

Veps(r) =V(r) + (7.13)

Der zweite Term ist eine Rotationsenergie und wird, etwas unprézise, “Zentrifugalterm”
genannt. Im H-Atom gilt

e
Vi) =- Aregr
und die Gleichung (7.12) wird
n? d*u e? RA(1+1)
— — =Fu. 7.14
2m. dr? 4megr + 2mr2 Y Y ( )

Das effektive Potential fiir [ = 1 wird in Abb. 10.1 mit dem Coulomb-Potential verglichen.
Fiir grosse Absténde gilt: V.;s(r) — 0. Gebundene Zusténde sind gekennzeichnet durch
eine Energie £ < V(oco) = 0, ungebundene (freie) Zustédnde haben E > 0. Das ist
dghnlich wie im Sonnensytem: die Planeten sind an die Sonne gebunden und durchlaufen
Ellipsenbahnen, ein Meteor, der mit hoher Geschwindigkeit aus dem Weltall kommt, ist
nicht gebunden. Er durchlauft eine Hyperbelbahn im Gravitationsfeld der Sonne und
entweicht wieder in das Weltall.
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Abbildung 7.1: Das Coulomb-Potential und das effektive Potential fiir [ = 1.

Wir sind an gebundenen Zusténden interessiert und setzen also E' < 0 voraus. Zur
Vereinfachung der Gl. (7.14) ist es zweckmissig, folgende Grossen einzufithren

\/2m,|E| mee>

=y < = = . 7.15
" h  PEERT, P 2meoh?k (7.15)

Damit wird aus der Radialgleichung

2
d“u 1_ P I(1+1)
dp? P I

u=0. (7.16)

Um die Losungen zu finden, betrachten wir zunéchst die Grenzfille sehr grosser und
sehr kleiner Abstiande. Im Limes p — oo wird aus (7.16)

d*u

d—p2:u = uxexp(Lp).

Wegen der Bedingung u(co) = 0 ist die asymptotische Losung

u(p) =exp(—p) fir p>1.

Im Limes p — 0 dominiert der Term l(lp%l) (wir setzen hier [ > 0 voraus), die Gleichung
ist dann
Pu (14 1)
dp* PP
Die beiden asymptotischen Formen werden jetzt kombiniert in dem folgenden Losungs-
ansatz der kompletten Differentialgleichung (7.16)

I+1

U = UXp

o0

u(p) = o' exp(—p)vo(p) mit v(0) =3 ;0 . (7.17)

=0

55



Jede Losung der Gl. (7.16) lésst sich als Potenzreihe darstellen, daher bedeutet die Form
(7.17) keine Einschrankung der Allgemeinheit. Der Vorteil der Abspaltung der Faktoren
Pt und exp(—p) liegt darin, dass dadurch die Bedingungen fiir die Koeffizienten c;
der Potenzreihe einfacher werden. Durch Einsetzen in Gl. (7.16) bekommt man eine
Differentialgleichung fiir die Potenzreihe v(p):

d?v

dv
4o+ 1—p)— —2(l+Dv=0.
pdp2+ (I+ p)dpﬂpo (I+1)]v

Einsetzen der Reihe liefert die folgende Rekursionsformel fiir die Koeffizienten

2(j+14+1) — po
L= - 7.1
T GG r2+2) 7 (7.18)

Ahnlich wie beim harmonischen Oszillator wollen wir nun zeigen, dass die Potenzreihe
abbrechen muss, damit die Wellenfunktion nicht divergiert fiir p — oo. Fiir grosse j-
Werte ist das Verhiltnis aufeinanderfolgender Koeffizienten
G 2 2
Cj j2 j + 1 '

Das Koeffizientenverhéltnis j% tritt auch bei der Potenzreihenentwicklung der Funktion
exp(2p) auf. Wenn also die Reihe nicht abbricht, verhalt sich die Funktion u(p) asympto-
tisch wie exp(—p) - exp(2p) = exp(p) und divergiert fiir p — oc.

Um dies zu vermeiden, miissen wir fordern, dass die Reihe bei einem maximalen j =
Jmaz aufhort, d.h. dass ¢; = Oist fiir j > jiae. Es wird jetzt die wichtige Hauptquantenzahl

n eingefiihrt durch die Gleichung
N = Jmaz +1+1. (7.19)

Aus c¢(j,...+1) = 0 folgt dann
po =2n .

Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Energie. Benutzen wir Gl. (7.15) und den
Bohr-Radius

47T80h2
a’O = 2 )
mee
so wird
1
K=—",
n ag
und die Energie ergibt sich zu
h? 1 e? 1
F=F,=-——13—=—— . — it =1,2,3,.... 7.20
2m, a3 n? 2 Admepay n? ik (7.20)

Wir haben das fundamentale Resultat, dass die Schrédinger-Gleichung genau die Ener-
gieniveaus des Bohr’schen Atommodells wiedergibt.

Eine Besonderheit der nichtrelativistischen Quantenmechanik ist, dass die Energieni-
veaus des H-Atoms nur von der Hauptquantenzahl n abhingen und nicht von [ und m.
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Fiir festes n kann [ die Werte [ = 0, 1, (n — 1) annehmen (dies erkennt man leicht aus Gl.
(7.19)) und m die Werte —I < m < +[. Daher gibt es

[y

Y (20 +1)=n? (7.21)

I
=)

verschiedene Eigenfunktionen zum gleichen Energiewert F, . Bei Beriicksichtigung der
zwei Spineinstellungen des Elektrons sind es 2n2. Die Tatsache, dass mehrere Eigen-
zusténde die gleiche Energie haben, nennt man - reichlich unpassend - Entartung. Bei
Beriicksichtigung relativistischer Korrekturen sowie interner und externer Magnetfelder
wird die Entartung weitgehend aufgehoben, die Energieniveaus hangen dann auch von den
anderen Quantenzahlen ab. In “wasserstoffihnlichen” Atomen wie Lithium und Natrium
héngen die Energiewerte stark von der Bahndrehimpuls-Quantenzahl [ ab.

7.2 Die Wellenfunktionen des H-Atoms

Aus der Rekursionsformel (7.18) und Gl. (7.19) wird klar, dass die Radialfunktionen von
der Hauptquantenzahl n und der Bahndrehimpuls-Quantenzahl [ abhédngen, wihrend m
nicht eingeht. Die Funktion R,,;(r) ist das Produkt der Exponentialfunktion exp(—r/(n ag))
mit einem Polynom des Grades n — 1 in der Variablen r/(n ag), dessen Koeflizienten mit
der Rekursionsformel (7.18) berechnet werden. Die Radialfunktionen sind - ebenso wie
die Kugelfunktionen - auf 1 normiert und fiir gleiches [ aber verschiedenes n orthogonal:

/ Ryt (1) Ry (r)r2dr = Sy - (7.22)
0
Sie haben die Gestalt
2
RlO = Wexp(—r/ao)
Qg
1 T r
S (N [ _
Ryq \/5@3/2 < 2a0) exp( 2a0>
1 r T
Ry = ——55— —— 7.23
2T Joad 2ag eXp( 2a0) (7:23)
2 o2/ 1\ r
Ry = ——= [1-2—+=( — 0
T ( 3ao+3<3a0) )eXp( 3a0)

R B 8 T 1
o1 9v6a2? \3a 2
2

4 r
Ryg = —— [ — ] ex
P 930 (3a0>

Die Gesamtwellenfunktionen

¢nlm(ra ‘97 qb) = Rnl<r) }/lm(ev ¢) (724)
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bilden ein vollsténdiges System von normierten und paarweise orthogonalen Eigenfunk-
tionen des Hamiltons-Operators H des Wasserstoffatoms.

o) 27 T
<¢nlm‘wn/l/m’> = / Rnl(T>Rn/l/(T')7’2d7“/ |:/ 8 ¢) U'm /9 ¢) sm@d@ d¢
0 0 0
= 67m’5ll’5mm’- (7.25)

Die Vollstandigkeit bedeutet, dass man jede Losung der zeitabhédngigen Schrodinger-
gleichung des H-Atoms als Superposition der Eigenfunktionen darstellen kann. Wenn
U(r, 0, ¢,t) eine Losung der Differentialgleichung

o
i = HY (7.26)

ist, gibt es eindeutig bestimmte komplexe Koeffizienten c,;,,, so dass folgende Darstellung
gilt:

n—1

(r,0,¢,t) = Z Z Z CrtmUnim (1,0, @) exp(—iwyt) . (7.27)
1=0

n=1 m=—I

Dabei gilt fiir die Eigenfunktionen
Htpim = Enthpin und - wy, = E, /A (7.28)
Die Koeffizienten werden mit Hilfe der Skalarprodukte berechnet:

Cnlm = <77Z)nlm|\1[> ) (729>

wobei die Funktion ¥ zum Zeitpunkt ¢ = 0 einzusetzen ist, so dass alle Faktoren exp(—iw,t) =
1 sind. Gleichung (7.29) folgt aus der Orthogonalitit der Eigenfunktionen.

Abbildung 7.2: Die ersten drei Energieniveaus E,, (in eV) und die Radialfunktionen Ry, ((r)
des Elektrons im H-Atom. Eingezeichnet ist auch die potentielle Energie V (r) = —e?/(4meor).

Y11(q)

Abbildung 7.3:  Polardiagramm der Kugelfunktionen Y1o(f,¢ = 0) und Y11(0,¢ = 0). Die

z-Achse verlduft vertikal.
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Y20(q) Y21(a)

v22(q)

Abbildung 7.4: Polardiagramm der Kugelfunktionen Yay(6,0), Y21(6,0) und Ya2(6,0).
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Kapitel 8

Spin, magnetische Momente,
Gesamtdrehimpuls

8.1 Spin

Die Erde hat zwei Arten von Drehimpuls: Den Bahndrehimpuls infolge der Bewegung
um die Sonne und den Eigendrehimpuls, der mit der Rotation um die Achse verbunden
ist. Elektronen, Protonen und Neutronen besitzen ebenfalls einen Eigendrehimpuls, den
man Spin nennt und der im Unterschied zum Bahndrehimpuls durch eine halbzahlige
Quantenzahl s = 1/2 beschrieben wird. Man darf sich allerdings das Elektron nicht als
rotierende Kugel vorstellen, denn das fithrt auf ernsthafte Widerspriiche. Nach heuti-
gem Wissen ist das Elektron ein praktisch punktférmiges Teilchen, die Messungen am
Elektron-Positron-Speicherring PETRA ergeben eine obere Grenze fiir den Radius von
107'® m. Um einen Drehimpuls der Grésse h/2 aufzubringen, miisste eine Kugel mit
R = 10"" m so schnell rotieren, dass am Aquator die Lichtgeschwindigkeit um ein Viel-
faches iiberschritten wiirde. Trotz der Schwierigkeiten mit der Veranschaulichung besteht
kein Zweifel daran, dass es sich beim Spin um einen Drehimpuls im Sinn der Mecha-
nik handelt. Der experimentelle Beweis wurde durch ein von Einstein vorgeschlagenes
und von de Haas ausgefiihrtes Experiment erbracht. Ein an einem diinnen Torsionsfaden
héngender magnetisierter Eisenstab konnte durch Ummagnetisieren in Rotation versetzt
werden.

Fiir den Spin-Operator kann man die Vertauschungsregeln des Drehimpulses nicht
beweisen, vielmehr werden die Regeln postuliert

S,, 8,0 = ihS., [S,, S.] =ihS,, [S.,S,]=ihS, . (8.1)

Diese Regeln sind hinreichend um zu beweisen, dass jede Komponente mit dem Quadrat
des Spin-Operators vertauscht

S, 8% =1[8,, 8% =[5., 8% =0. (8.2)
Die gemeinsamen Eigenzustdnde von S? und S, bezeichnen wir mit ls, ms).
Ss, my) = s(s+ DA?|s, ms), S.|s, my) =mshl|s, m) . (8.3)
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Im Folgenden beschréanke ich mich auf die Spinquantenzahl s = 1/2, da die elementaren
Bausteine der Materie, Elektronen, Protonen, Neutronen und Quarks alle den Spin 1/2
haben. Fir diesen Spezialfall schreiben wir die Eigenzustdnde auch in der Form von
Spaltenvektoren

Xi = |1/2,1/2>=(§) .

1/2,-1/2) = ( ; ) L. (8.4)

X—

Es ist leicht zu sehen, dass die Operatoren dann durch Matrizen repréasentiert werden

konnen: 2 .
~ 3 10 ~ 1 0
2 _ JEE— — —
S—4(01>, S, 2<0_1>. (8.5)

Die Matrixform des Aufsteige-Operators erhalten wir aus den Relationen

&(?):cuwz—uw(é>:h(é>,Ai<é)=o

und entsprechend fiir den Absteige-Operator

@(é>:04wzwm<?):h($), a(?>:o
@:h(Bé), @:h(
Damit wird

~ 1~ A B0 1 s 1 & 5 h (0 —i
Sm25(5++5—):_<1 0)7 S’U:?<S+_S_):§(' 0> (87>

Es folgt

2

Die Pauli-Spin-Matrizen lauten

N T € TR S B

Die Komponenten des Spin-Operators sind dann

@:Za. (8.9)

8.1.1 Unschirferelation fiir Spins

Wir nehmen an, das Elektron befinde sich im Zustand x . Ein Messung der z-Komponente
des Spins wird mit Sicherheit den Wert —1—2 ergeben, da y, ein Eigenzustand von S, ist.
Welche Messwerte erwarten wir fiir die Spinkomponente in z-Richtung? Um dies zu ent-
scheiden, konstruieren wir die FEigenzustédnde ¢, von S,:

1 1 ~ h
@i—ﬁ (il)’ Sx¢i—i§¢i-
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Es gilt
1 1 h 1 h

X+ = E(SOJF +o) = Spxe= E(+§)SD+ + E(—g)@— : (8.10)

Die Messung der z-Komponente wird also stets einen der Eigenwerte £h/2 ergeben, der
Erwartungswert (das gewichtete Mittel der Eigenwerte) ist null im Zustand y . Das gilt
auch fiir die y-Komponente.

(S:) = (S,) =0.

Die Quadrate der Spin-Operatoren sind

und daraus folgt

Das Produkt der Unschéarfen ist

AS, - AS, =5 |(5.)] (8.11)

Do | S

in Einklang mit der verallgemeinerten Unschérferelation (4.33).

8.2 Magnetische Momente

8.2.1 Bohr’sches Atommodell

Ein Kreisstrom wirkt wie ein magnetischer Dipol. Sein magnetisches Moment ist
w=Irr?,

die Richtung ergibt sich aus der Rechtsschraubenregel. In einem externen Magnetfeld hat
ein magnetisches Moment eine potentielle Energie, und es wirkt ein Drehmoment

Ept=—pB, M=uxB. (8.12)

Im Bohr-Atom ist I = —ev/(2nr) und L = m.rv, daraus folgt

e
= _ 8.13
m=—g (8.13)

Der Minimalwert von L ist h, dafiir wird
Il N 579.107 eV T (8.14)

Kl = pB om

e

Die Grésse pp nennt man das Bohr’sche Magneton.
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8.2.2 Magnetische Momente in der Quantentheorie

Die Beziehung (8.13) bleibt in der Quantentheorie erhalten, muss aber als Operator-

gleichung interpretiert werden.
e ~

L. (8.15)

B= _2me

Der magnetische Momentenvektor ist antiparallel zum Drehimpulsvektor und zeigt die
gleiche Quantisierung: nur der Betrag und die z-Komponente sind messbar. Offensichtlich
gilt

eh
Ly = —my - T =—my-ug . (8.16)
Fiir den minimalen von null verschiedenen Wert |m;| = 1 hat das Bahnmoment den Wert

up. Das magnetische Eigenmoment des Elektrons hat {iberraschenderweise den gleichen
Wert, obwohl |mg| nur 1/2 ist. Schreibt man analog zu (8.15)

(& ~

S, (8.17)

He=—9- 2m.
so muss man dem g-Faktor den Wert g = 2 zuordnen. Im Rahmen der nichtrelativistischen
Quantenmechanik ist dies eine Anomalie.

Die Modellvorstellung, das Elektron sei eine geladene Kugel, die um die eigene Achse
rotiert, ist falsch: Wie wir bereits gesehen haben, wiirde die Rotationsgeschwindigkeit am
Aquator die Lichtgeschwindigkeit weit iibertreffen, und zweitens wire das magnetische
Eigenmoment dann pp/2. Die Dirac-Gleichung als relativistische Verallgemeinerung der
Schrodinger-Gleichung 16st die Problematik auf: sie sagt sowohl den Spin 1/2 als auch
den g-Faktor 2 voraus. Allerdings gibt es auch hier noch Korrekturen durch die Quan-
tenelektrodynamik, der experimentell bestimmte g-Faktor des Elektrons ist geringfiigig
grofler als 2.

Eine wichtige Konsequenz dieser Betrachtungen ist, dass es zwei verschiedene Quellen
fiir den Magnetismus gibt: Stréme und die magnetischen Eigenmomente der Elementar-
teilchen, vorwiegend der Elektronen. Die Magnetisierung von Eisen wird ausschliefllich
durch die ausgerichteten magnetischen Momente der Elektronen in der nur teilweise gefiill-
ten 3d-Schale des Fe-Atoms hervorgerufen. Nach heutigem Wissen ist es nicht legitim,
die magnetischen Eigenmomente auf Kreisstrome zuriickzufiihren.

8.2.3 Magnetische Momente von Protonen und Neutronen

Protonen haben und Neutronen den Spin 1/2. Geméf3 der Dirac-Gleichung erwartet man
fiir die magnetischen Momente

eh

= n=0.
Hp +2mp’ %

Experimentell findet man ganz andere Werte, vor allem ist das Moment des Neutrons
ungleich null, obwohl es elektrisch neutral ist:

h h
= 4279 —— | piy = —1.91 - —
2m,,

(8.18)

2m,
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Hieraus kann man erkennen, dass die Nukleonen keinen strukturlosen elementaren Teil-
chen sind, sondern aus kleineren Bausteinen bestehen. Das Quark-Modell kann die “an-
omalen” magnetischen Momente der Nukleonen erkldren, siehe z.B. [?].

8.3 Larmor-Prazession

Auf einen Kreisel, der nicht in seinem Schwerpunkt unterstiitzt wird, wirkt ein Drehmo-
ment im Schwerefeld der Erde und erzeugt eine Prizessionsbewegung. Wenn der mecha-
nische Drehimpuls eines Kreisels fest mit einem magnetischen Moment gekoppelt ist, so
wird dieser Kreisel auch eine Prézession in einem Magnetfeld durchfithren, da auf ihn
ein Drehmoment g x B wirkt. Die Frage ist, inwieweit man dies klassische Verhalten
auf Elektronen oder Protonen iibertragen darf. Fiir individuelle Teilchen sind die z- und
y-Komponenten des Spins vollig unbestimmt, und es erscheint nicht sinnvoll, von einer
Prézession zu reden. Wir wollen zeigen, dass die Erwartungswerte aber tatséichlich eine
solche Bewegung ausfiihren.

Wir betrachten ein ruhendes Proton in einem Magnetfeld By in 2-Richtung. Da die
kinetische Energie null ist, enthélt der Hamilton-Operator nur den Term der potentiellen
Energie

H=—pB=20wS, mit 2w=279eBy/m, .
Der Spinzustand sei
X(t) = a(t) x+ + b(t) x-
mit den Anfangswerten a(0) = cosa, b(0) = sina. Die zeitabhéingige Schrodinger-
gleichung

ox = ~
h— = Hy = 2wS,
i, X = 2wS.x

ergibt dann einfache Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten
iha = hwa, ihb=—hwb.
Damit wird
X (t) = cos aexp(iwt) ( (1) ) + sin aexp(—iwt) ( (1) ) . (8.19)
Der Erwartungswert von S, erweist sich als zeitunabhéngig:
(St = x'(®)Sx()
= g( cos avexp(—iwt) sinaexp(+iwt) ) - < é 0 > : < cos ovexp(+-iwt) )

-1 sin aexp(—iwt)
= |cos’a- —i—i—i +sina - —72
N 2 2

= (S.)(0).

Dagegen sind die Erwartungswerte von §x und §y zeitabhéngig

(S)(t) = g( cos aexp(—iwt) sinaexp(+iwt) ) - ( 01 ) , ( cos a exp(+iwt) )

10 sin avexp(—iwt)

= 5 sin 2« cos 2wt .
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Entsprechend gilt
~ h
(Sy)(t) = ) sin 2acsin 2wt .

Die Larmorfrequenz ist

€BO

wp =2w =2.79—. (8.20)

mp
Die Erwartungswerte beschreiben die klassisch erwartete Prézession mit der Larmorfre-
quenz. Dies ist ein weiteres Beispiel fiir das Theorem von Ehrenfest, nach dem die Erwar-
tungswerte die klassischen Bewegungsgleichungen erfiillen. Bei der Kernspintomographie
werden grofenordnungsmiéssig 102° Protonen pro mm? erfasst, die chemisch in Wasser
oder organischen Substanzen gebunden sind. Fiir den resultierenden Magnetisierungsvek-
tor gelten genau die Prézessionsgleichungen der Erwartungswerte.

8.4 Addition von Bahndrehimpuls und Spin

Der Gesamtdrehimpuls eines atomaren Elektron ist die vektorielle Summe von Bahndre-
himpuls und Spin:
J=L+8S. (8.21)

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik ist es zulédssig, die Gesamtwellenfunktion
niherungsweise als Produkt der Bahn- und Spinwellenfunktion! zu schreiben, da Spin-
umklapp-Prozesse nur eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit haben

\Pges = Q;Dnlml (Ta 0, ¢) *Xms - (822>

Hier habe ich zur Vereinfachung die Zeitabhéngigkeit, beschrieben durch den Faktor
exp(—iwt), weggelassen. Wie wird nun der Operator des Gesamtdrehimpulses definiert?
Gleichung (8.21) legt nahe, ihn als Summe der Bahndrehimpuls- und Spin-Operatoren zu
schreiben L

J=L+8S, (8.23)

wobei die Rechenvorschrift gilt, dass L nur auf die Ortswellenfunktion Unim, (1,0, @) wirkt
und S nur auf die Spinfunktion x;,,. Dies ist leicht einzusehen, denn fiir den Differential-
Operator L ist der Vektor x eine Konstante, und fiir den Matrix-Operator S ist die
Funktion ty,;m, (1,0, ¢) eine Konstante. Daher sind auch beliebige Komponenten der
beiden Operatoren L und S untereinander vertauschbar:

[Z]‘, §k] =0.

Unter Benutzung dieser Beziehung ist leicht zu beweisen, dass der Operator des Gesamt-
drehimpulses den Drehimpuls-Vertauschungsregeln der Quantenmechanik gentigt:

(7o, Jy] = (Lo Ly] +[Ss, S, ]
= WL, +S.) = ihJ. . (8.24)

'Im relativistischen Fall ist diese Produktschreibweise nicht mehr erlaubt, die Losungen der Dirac-
Gleichung sind vierkomponentige Spinor-Wellenfunktionen, die die Ortsabhéngigkeit und die Spineinstel-
lung der Elektronen umfassen und gleichzeitig noch die Anti-Teilchen beschreiben, siehe z.B. [?].
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Die Konsequenz ist, dass gemeinsame Eigenzusténde von J2 und :7; existieren
g, my) =5+ DR G, my), g, my) = myhlj, my) . (8.25)

Was ist jz\I/ges?

~

Jz\I/ges - (Ez¢nlml) Xms + 7vbnlml (§2Xms)
= (my+mg)hV s = miAV . .

Daraus folgt fiir die Quantenzahlen
mj = my; +ms . (8.26)

Wegen my = +1/2 wird m; und damit auch j halbzahlig. Der Maximalwert von m; ist
offensichtlich (m;)mee = [+ 1/2. Das bedeutet, dass auch der maximale j-Wert [ + 1/2
ist. Wir werden sehen, dass ausserdem noch der j-Wert | — 1/2 vorkommt.

Um ein definiertes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wir den Fall [ = 1. In
Abb. 7?7 ist die Addition von Bahndrehimpuls und Spin vektoriell dargestellt. Die beiden
Zustande mit |m;| = 3/2 sind einfach besetzt, die Zustdnde mit |m;| = 1/2 dagegen
doppelt. Es gibt die beiden Gesamtdrehimpuls-Multipletts

g, my) = 13/2, +3/2) 13/2, +1/2) [3/2, =1/2) [3/2, =3/2)
4, my) = 11/2,+1/2) [1/2, —1/2) (8.27)

8.4.1 Formale Behandlung

Es wird wieder das Beispiel | = 1 betrachtet. Ich beginne mit dem Zustand |j, m;) =
13/2, —3/2), der eine eindeutige Darstellung durch die Eigenzusténde der Bahndrehimpuls-
und Spin-Operatoren hat

Nun wird der Aufsteigeoperator angewandt

Ti13/2, =3/2) = (Ly|1, —1))-[1/2, =1/2) + 1, =1) - (S, [1/2, —1/2))
V313/2, —1/2) = V2|1, 0)-[1/2, =1/2) + |1, —=1)-|1/2, +1/2) .

Daraus folgt
2 1
Wendet man j+ noch einmal an, so ergibt sich
1 2
3/2, +1/2) = \fg 1,1)- 1/2, —1/2) + \/; 1L,0)-11/2,+1/2)  (8.29)
und schliesslich
J413/2, +1/2) =+/313/2, +3/2) =31, +1) - |1/2, +1/2).
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Die beiden Zusténde mit j = 1/2 sind orthogonal zu den Zustédnden |3/2, +1/2) und
13/2, —1/2):

11/2, +1/2) = \/gu, 1)-[1/2, =1/2) — \/gu, 0)- [1/2, +1/2)
11/2, —1/2) = \/gu, 0)- [1/2, —1/2) — \/gu, —1) - |1/2, +1/2) . (8.30)

8.5 Addition von zwei Spins 1/2

Im Helium-Atom kénnen die Spins der beiden Elektronen zu einem Gesamtspin kombiniert
werden. Dies wird in Abb. 77 gezeigt. Wir schreiben

S=S,+8S, (8.31)
und setzen wieder einen Produktzustand an
X =X1"X2,

wobel §1 nur auf y; und §2 nur auf ys wirkt. In Analogie zum vorigen Abschnitt konnen
wir zeigen, dass die z-Komponente additiv ist:

Mms = Mgy + My -
Der Maximalwert ist m, = 1, daher existieren die sogenannten “Triplettzustidnde” mit
der Spinquantenzahl s = 1. Wir beginnen mit |s, m,;) = |1, —1) = |1, —1/2) |1, —1/2)

und wenden den Aufsteigeoperator an

SelL 1) = (Siy[1/2, =1/2)) - [1/2, =1/2) +[1/2, =1/2) - (Sa [1/2, —1/2))
V21,00 = [1/2, +1/2) - |1/2, —=1/2) +|1/2, —=1/2) - [1/2, +1/2) .

Somit folgt

11, 0) = % (172, +1/2) - [1/2, —1/2) +11/2, —1/2) - [1/2. +1/2)) . (8.32)
Der Singulettzustand s = 0 ist orthogonal dazu
0, 0) = % (11/2, +1/2) - |1/2, —=1/2) —|1/2, =1/2) - |1/2, +1/2)) . (8.33)
Bildlich kann man die Triplettzustédnde wie folgt darstellen
1, +1) = 11
1,00 = % (TL+11) (8.34)
1, -1 = 1l
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und den Singulettzustand
1

V2

Wir zeigen jetzt, dass die Triplettzustéinde Eigenzusténde von S? mit Eigenwert 2h?
sind.

0,0) = —=(T1—-11).

S?=(S;+8S,)?=82+82+25,-8S,.
Was ist 2§1 . §2?
2S, - Sy = 2(81,55, + Si,Say + 51.55.) = S115 + 8- Soy + 25,5, .
Jetzt wird S? auf |1,1) =11 angewandt. Wegen §1+§2, T1= §1,§2+ T 1= 0 folgt
S?11=[S2+S2+25.8,.] 11=2r* 11 .
Interessant wird der Zustand |1,0). Unter Benutzung der Regeln

SitSp T1=0 8.8 |1=h"1]
S1_ S, [1=0 8 Sy, T1=h"|1

folgt L A
[S1480- + S1-Soy J(TL+ L) =R L+ 1 1)

und insgesamt
S(ML+1D)=@/2+1-1/2R(1 L+ 1) =2(T1+11).
Fiir den Singulettzustand |0, 0) gilt hingegen
S1:8- + S-Sy (1L = L1 ==R*(1 L = 1 1)

und daher R
S(1L— 11 =(3/2-1-1/2r(1 1 - 1) =0.
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Kapitel 9

Zeitunabhingige Storungsrechnung

Nur fiir sehr wenige Fille von praktischer Bedeutung ist die Schrodinger-Gleichung ana-
lytisch 1osbar. Aus diesem Grund ist es wichtig, dass ausgefeilte Naherungsmethoden
existieren. Die Stérungsrechnung beruht auf der Annahme, dass der Hamilton-Operator
des gegebenen Systems sich von dem Operator eines analytisch 16sbaren Systems nur um
eine kleine Storung unterscheidet:

H=H"4+HY (9.1)

9.1 Niherungslésung der Schrédingergleichung

Die Eigenfunktionen des ungestorten Hamilton-Operators seien bekannt

HOpD = EP¢) . (9.2)
Um die Gleichung R
Hy, = E ), (9.3)

ndherungsweise zu 16sen, machen wir den Ansatz

~

O - HO 4 FO

v = PO+ 4P+ (9.4)
E, = EO4+EV 4+ E®D L

wobei angenommen wird, dass die Terme der Ordnung 7, also HU ), 1Y ), Efzj ), proportional
zu €/ sind, wobei 0 < € < 1 eine kleine Zahl ist. Dies bedeutet, dass die Terme mit j > 0
nur kleine Korrekturen der Grundterme j = 0 darstellen. Einsetzen in Gl. (9.3) und
Sortieren nach Potenzen von ¢ ergibt:
Nullte Ordnung: R

H(O)%(LO) = B0y (9.5)

n

Dies ist die Eigenwertgleichung des ungestorten Hamilton-Operators.
Erste Ordnung;:

AOUY 4 B0 = EOUD + B0 05
Zweite Ordnung:
RO 4 BOUD = EOU® 4 EDuD + BP0 (07

69



9.1.1 Energieverschiebung in der 1. Ordnung
Ich schreibe die Gl. (9.6) in Dirac-Notation
Oy + HOw?)y = EQWD) + DY) (9.8)
und bilde das Skalarprodukt mit dem “bra”-Vektor ( 7(10)| :
WOHO WD) + @OHD ) = EQ @000 + ED @0 40) .
Da H© hermitesch ist, gilt
WHOWD) = HOBP W) = EP 0P 0) .

Wenn man dies in (?7?) einsetzt, folgt fiir die Energieverschiebung in der 1. Ordnung

BV = (W HO W) (9.9)

Dies ist eine der wichtigsten Gleichungen der Stérungsrechnung: In der 1. Ordnung ist die
Energieverschiebung der Niveaus gleich dem Erwartungswert des Stéroperators, gebildet
mit der Wellenfunktion 0. Ordnung (der ungestorten Wellenfunktion).

9.1.2 Berechnung der geinderten Eigenfunktionen

Wir nutzen aus, dass die wn ein vollsténdiges System von orthogonalen und normierten
Eigenfunktionen von H© bilden. Daher konnen wir die ¢n , die Anderung der Eigen-
funktionen in der 1. Ordnung, als Linearkombinationen der ungestorten Eigenfunktionen

ansetzen:
D= et (9.10)
m#n

Anmerkung: im Prinzip kénnte auch ein Term cnn¢,(LO) auftreten, den ziehen wir in den
’(/)S))—Tel"m der “exakten” Wellenfunktion ), hinein.
Einsetzen in die Gleichung 1. Ordnung (9.6) ergibt:

Y enndHO = EO)D) = > crn(BY = EO) ) = —(HY — ED) )

m#n m#n

Zur Berechnung der Koeffizienten c,,, wird diese Gleichung von links skalar mit <¢£‘3)|
multipliziert. Das ergibt

Cmn(BQ — B0 = _<¢(0)|f[(1)w(0)> ‘

m

Jetzt machen wir die Annahme dass keine Entartung bei den Eigenfunktionen von HO
vorliegt, d.h. dass E 7é E(O) fiir m # n gilt. Dann folgt fiir die Koeffizienten der
gednderten Wellenfunktlonen

(i [HO 1)
Cmn = — E(O) _ E(O) (m 7é n) (911>

Der Fall der Entartung erfordert eine komplizierte Sonderbehandlung, die in allen Standard-
Lehrbiichern der Quantenmechanik zu finden ist, auf die ich aber in dieser Vorlesung nicht
eingehen will.
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9.1.3 Energieverschiebung in der 2.0rdnung

In die Gleichung 2. Ordnung (9.7) wird das gerade berechnete o eingesetzt.

(HO = EOgP) = =(HY + EL) D~ cnnltl)) + B[00

m#n

Multipliziert man diese Gleichung skalar mit <¢,(LO)], so verschwindet die linke Seite, denn

WOIHO @) = (HOpQ 9@y = BO) (g O]p@) .

Es folgt
EP) =" cpnn (@O HV W)

m#n

Setzt man noch Gl. (9.11) ein, so ergibt sich fiir die Energieverschiebung in der 2. Ordnung
der Storungsrechnung

7(3) O 7(10) 2

@ _
= EO _ g

n

m#n

Auch diese Beziehung gilt nur bei Abwesenheit der Entartung.

9.2 Feinstruktur im H-Atom

Im Kapitel 7 haben wir gezeigt, dass im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmecha-
nik die Energieniveaus im H-Atom nur von der Hauptquantenzahl n abhdngen. Um die
mit hochauflésender Spektroskopie beobachtete Feinstruktur zu erkldren, muss man rela-
tivistische Korrekturen und die sog. Spin-Bahnkopplung beriicksichtigen. Beide Effekte
lassen sich mit der Stérungstheorie behandeln.

9.2.1 Die relativistische kinetische Energie

Die kinetische Energie eines Elektrons des Impulses p ist

By = \/]7202 + mZC4 - m662 (913>

Im H-Atom ist die kinetische Energie maximal 13.6 eV und damit sehr klein im Vergleich
zur Ruheenergie m.c? = 5.11 - 10° eV. Man kann die Wurzel hier in eine Taylorreihe
entwickeln.

2.2

VP2 +m2ct = me*V1+xr mit r= p2c4 <1
m2c
= mA(1+x/2—2%/8..)

Bis zur 2. Ordnung der Taylorreihe erhalten wir

p? p*

e )
2me  8mic?

(9.14)

kin —
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wobei der erste Term die nichtrelativistische kinetische Energie ist und der zweite Term
als kleine Storung angesehen werden kann.
Der Hamilton-Operator wird

~2 ~
H=H+7Y mit AO=L 4y go-__P (9.15)
2m, 8m3c?

GeméB Gl. (9.9) ist die Verschiebung der Energieniveaus in 1. Ordnung der Stérungs-
rechnung
B = WO EO)

n

Wir miissen daher den Erwartungswert von p* = p? - p? berechnen. Es gilt
PPl = 2m (HO = V)[0) = 2m (B - V)[e))

woraus folgt
(1P PleY) = AmE (B = V)?)
1

ED — __ = (B2 _9p0) 2y
O =~ [(BOF = 2B0(V) + (V)
Wegen
o2
Vir)=—
() dmegr

treten die Erwartungswerte von 1/r und 1/r? auf, die fiir ngo) = Yn1m folgende Werte
haben:

1 1 1 1
2y = V= 9.16
<T> n?ag’ <T2> n3(l+1/2)a? (9.16)
Setzt man dies ein, so ergibt sich die Energieverschiebung in 1. Ordnung zu
2A0EO2 [ n 3
B — _ - = 9.17
" mec® [1+1/2 4 (9.17)
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Kapitel 10

Optische Uberginge und
Auswahlregeln

10.1 Emission und Absorption von Strahlung

In diesem Kapitel gehen wir auf ein zentrales Thema der Quantentheorie ein, den Uber-
gang eines Elektrons von einem Energieniveau auf ein anderes unter dem Einfluss elek-
tromagnetischer Strahlung. Die korrekte Behandlung ist iiberaus kompliziert, man muss
dafiir auch das Strahlungsfeld quantisieren und kommt damit zur Quantenelektrodynamik
(QED), der Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes und seiner Wechselwirkungen
mit geladenen Teilchen. Die QED enthélt auch die Dirac-Gleichung als relativistisch
korrekte Verallgemeinerung der Schrédinger-Gleichung.

10.1.1 Absorption, stimulierte und spontane Emission

Als einfaches Beispiel betrachten wir Atome, die nur zwei Energieniveaus F; und Fs
haben. Wenn sich bei einem Atom das Elektron im angeregten Zustand F, befindet,
so gibt es eine gewisse Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit A dafiir, dass es von selbst
(spontan) nach F; iibergeht und dabei ein Photon der Energie hw = E; — E; emittiert
wird. Diesen Vorgang nennt man spontane Emission.

Die Zahl der angeregten Atome erniedrigt sich in der Zeit dt durch spontane Emission um

dN2 - —NQAdt .

Daraus folgt das auch fiir die radioaktiven Kernzerfélle typische exponentielle Zerfallsge-
setz
No(t) = No(0) e = Ny(0) /™ . (10.1)

Die charakteristische Zeitkonstante 7 nennt man die mittlere Lebensdauer; es ist die
Zeit, in der die Zahl der angeregten Atome durch spontane Uberginge auf 1/e = 37%
der Anfangszahl abgesunken ist. Fiir “erlaubte optische Uberginge” (siche unten) ist
typischerweise 7 ~ 1078 s.

Wenn bereits Strahlung der Frequenz w vorhanden ist, kann ein Elektron auch unter
dem Einfluss des Strahlungsfeldes von E; nach E; iibergehen. Dies ist die stimulierte (oder
induzierte) Emission. Befindet sich das Elektron im Grundzustand, so kann es durch die
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Strahlung in den angeregten Zustand gehoben werden, wobei ein Photon absorbiert wird
(Absorption). In Abb. ?7? sind die drei mit Photon-Emission oder -Absorption verkniipften
Prozesse schematisch dargestellt.

Beim Gamma-Zerfall der Atomkerne spielen nur die spontanen Ubergiinge eine Rolle. Im
optischen und erst recht im Infrarot- und Mikrowellen-Bereich werden die stimulierten
Emissionsprozesse zunehmend wichtig.

Wir werden im Folgenden sehen, dass die elementaren Wahrscheinlichkeiten fiir Ab-
sorption und stimulierte Emission gleich sind. Es ist aber nicht so einfach, einen generell
giiltigen Zusammenhang zwischen der spontanen und der stimulierten Emission herzu-
stellen.

10.1.2 Optische Uberginge in der Schrédinger-Quantenmechanik

Im Rahmen der Schrédinger-Quantenmechanik werden optische Uberginge durch eine
“semi-klassische” Methode erfasst: die Elektronen im Atom werden quantentheoretisch
durch die Wellenfunktionen 1 beschrieben, wiahrend das elektromagnetische Feld als klas-
sisches oszillierendes Feld behandelt wird.

E ) )
E(t) = Eg coswt = 70 (et + et . (10.2)
Die Frequenz muss eine Resonanzbedingung erfiillen

wobei eine gewisse Unschérfe zugelassen ist in Einklang mit der Heisenberg’schen Unschérfe-
relation. Die Indizes i, f kennzeichnen den Anfangs- und Endzustand (inititial state, final
state) des atomaren Elektrons. Ein wesentliches Ergebnis der halbklassischen Methode
ist, dass zwei der oben eingefiihrten Prozesse moglich sind: die stimulierte Emission und
die Absorption. Beide Prozesse haben die gleiche Wahrscheinlichkeit. Bemerkenswert ist,
dass die spontane Emission, bei der ein angeregtes Atom “von selbst” in einen tiefer lie-
genden Zustand oder den Grundzustand iibergeht unter Emission eines Photons, mit der
im n#chsten Anschnitt présentierten Storungsrechnung nicht beschrieben werden kann.
Die korrekte Erkldrung der spontanen Emission ist nur mit Hilfe der QED moglich, wir
werden in Kap. 10.5 eine vereinfachte Darstellung bringen.

10.2 Zeitabhingige Storungsrechnung

Die Eigenlosungen der Schrodinger-Gleichung des H-Atoms oder anderer gebundener Sy-
steme beschreiben stationdre Zustdnde: Wenn sich das Elektron zum Zeitpunkt ¢ = 0 im
Zustand

\Iln,l,ml (r7 t) — wn,l,ml (T7 97 ¢) ' 6—iwnt

befindet, wird es zu beliebigen spéteren Zeiten auch genau in diesem Zustand sein. Der
Grund ist, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) = ¥TW unabhingig von der Zeit ist,
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ein Ubergang in einen anderen Zustand kann nicht vorkommen®. Damit ist ein zentra-

les Postulat des Bohr’schen Atommodells in Frage gestellt, ndmlich die Emission oder
Absorption von Strahlung bei dem Ubergang von einem stationédren Zustand zu einem
anderen. Der Hamilton-Operator des H-Atoms ist

2m, 4meor

Ubergéinge konnen durch ein elektrisches Wechselfeld der Form (10.2) induziert wer-
den. Die potentielle Energie des Elektrons in diesem Feld ist

V(L) = S(EO 1) (e + et) | (10.4)
so dass der Hamilton-Operator nun lautet
7 77(0) / 73(0) h? 2 e?
H(t)=H V'(t it HY = — Ve — : 10.5
®) +VI(E) mi 2m, dmegr ( )

Wir lassen das Feld nur fiir eine kurze Zeit 0 < t < T einwirken. Zum Zeitpunkt t = 0
sei das Elektron im Zustand W, (initial state, i = (n,{,m;);). Im Zeitbereich 0 < ¢t < T
muss die Wellenfunktion die Schrédinger-Gleichung

ov ~
ih— = (HO +V'(t)w (10.6)
erfilllen und ist daher keine Eigenfunktion von H©. Wir kénnen sie aber (bei einer
“kleinen” Storung) als Linearkombination der Eigenfunktionen mit zeitabhéngigen Koef-
fizienten ansetzen (die Eigenfunktionen bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem):

U(r,t) = ()W t) + Y ¢; (1) (r,t) (10.7)
JFi
mit der Anfangsbedingung ¢;(0) = 1, ¢;(0) = 0. Der gewiinschte Endzustand (final state)

U, befindet sich unter den W;.
Ich nehme jetzt an, dass die Frequenz des elektrischen Feldes die “Resonanzbedingung”

|Ey — B
h

erfiillt. Dann dominiert in der obigen Summe der Term 7 = f so stark, dass man die
iibrigen Terme weglassen kann (dies folgt aus dem Resonanzverhalten der der weiter unten
stehenden Gleichung (??)) . Unsere vereinfachte Wellenfunktion lautet fiir ¢ > 0

w R |wpil =

U(r,t) = ¢ (t)W;(r,t) + cp(t)Vy(r,t) . (10.8)
Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung (10.6) ergibt unter Benutzung der Gleichungen

oV, ~ ov .
he— — HOy, h—t — gOg
ot ot !

"Wenn sich das Elektron anfangs in einem Superpositionszustand befindet, z.b. W(r,t) = c, ¥, (r,t) +
cpUy(r, t), wobel a, b die Quantenzahlen der Eigenzustinde kennzeichnen, so wird das Teilchen periodisch
zwischen den Zustianden ¥, und ¥, hin- und herwandern.
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die folgende Differentialgleichung fiir die Koeffizienten ¢; und cy

Hier wird die Dirac-Schreibweise benutzt. Um die zeitliche Entwicklung der Amplitude
cf(t) des Endzustands zu ermitteln, wird die Gleichung skalar mit (V| multipliziert und
die Orthogonalitét und Normierung der ¥; ausgenutzt

ihég = (VY + et (V) (10.10)

Nun gilt fiir dieses spezielle Potential

(V) oc///]wf(r)IQrd3r:O,

da der Integrand eine ungerade Funktion ist. Daher folgt

ihey = ¢ (0) (V| V|0, . (10.11)
Eine entsprechende Differentialgleichung ergibt sich fiir ¢;(¢):

ihé; = cp ()W V/|W) . (10.12)
Dies System von gekoppelten Differentialgleichungen kann man generell 16sen, ich mochte
hier aber nur den Spezialfall betrachten, dass die Storung V' schwach ist und nur fiir
kurze Zeit 0 < ¢t < T wirkt. Dann gilt |¢;(¢)| = 1 und |cf(¢)| < 1 im Intervall 0 < ¢t < T,
und wir erhalten die vereinfachte Gleichung

ihép = ci(0) (W |V'| W) = (W |V'|05) . (10.13)

Wir schreiben das Ubergangs-Matrixelement von V' explizit hin

(s VW) = S(Eo ‘1) - [el@nitet 4 eilerime) (10.14)

rfi:///¢;(r)r¢i(r)d3r. (10.15)

Integration iiber das Zeitintervall 0 < ¢t < T ergibt

mit

ei(wﬂ—o—w)T - 1) ei(wfi—w)T -1

iicy(T) = g(EO T { (10.16)

. + —
i(wpi +w) i(wp —w)

An dieser Stelle ist es zweckmaéssig, die beiden Fille E; > E; und E; < E; getrennt zu
behandeln.
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10.2.1 Absorption

Es sei
Ef >F = Wi > 0.

Der zweite Term in der eckigen Klammer hat einen Resonanznenner bei w = wy; und
dominiert bei dieser Frequenz. Mit der Hilfsvariablen u = (wy; — w)T'/2 wird

ihey(T) = g(Eo crp) T e S (10.17)

u

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektronen am Ende der Wechselwirkung im Endzustand W ¢
zu finden, ist

e (1) = = (10.15)
Die Funktion sin®wu/u? hat ihr Maximum bei u = 0, also bei w = wy;. Das Ergebnis
der Storungsrechnung ist: Damit die Absorption eines Photons auftreten kann, muss der
Energiesatz

Ephot = hw = By — E; (10.19)

niherungsweise erfiillt sein. Die endliche Breite der Kurve sin® u/u? impliziert, dass eine
gewisse Verletzung des Energiesatzes erlaubt ist. Aus der Kurve erkennt man, dass die
Varianz der Frequenz o, ~ /T ist. Die Unsicherheit in der Zeit ist o, = T//+/12, daraus
folgt

OB oy " Ot R 09h.

Der Energiesatz ist in der Quantenmechanik generell nicht exakt erfiillt, sondern nur im
Rahmen der Unschérferelation. Will man AFE sehr klein machen, muss die Zeitdauer der
Wechselwirkung entsprechend gross gewahlt werden.

<sin(u)>20_5 | / \\ N
T /

ole o

Abbildung 10.1: Die Funktion (sinu/u)?.

10.2.2 Stimulierte Emission

Fiir den Fall
E < E; = wy < 0
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dominiert der erste Term in der eckigen Klammer von Gl. (10.16) und hat einen Re-
sonanznenner bei w = |wy;| (die Frequenz des eingestrahlten Feldes ist natiirlich immer
positiv). Mit der neuen Hilfsvariablen v = (wys; + w)T'/2 wird

sin u

ific;(T) = g (Eg - rp) T e™ (10.20)

u

Die stimulierte Emission erfordert also genau wie die Absorption die ungefahre Erhaltung
der Energie im Rahmen der Unschérferelation

E; + hw ~ Ey + 2hw .

Was lernen wir aus diesen Rechnungen?

e Eine periodische Stérung kann nur dann zu einem Ubergang E; — E ¢ fithren, wenn
die Resonanzbedingung erfiillt ist

e Es gibt eine Energieunschérfe in Einklang mit der Unschérferelation

AE-At>h/2 .

e Es gibt den Vorgang der Absorption (fir £; < Ef) und der stimulierten Emisson
(fir E; > EY), beide haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.

e Die Ubergangsamplitude ist proportional zum Ubergangsmatrixelement des elektri-

schen Dipolmoments
erp =e ///w;(r)rgbi(r)dg’r.

Die hier betrachteten Strahlungsiibergédnge nennt man elektrische Dipoliiberginge, weil das
Matrixelement ery; des elektrischen Dipolmoments eingeht. Der mathematische Grund
ist, dass wir das elektrische Feld als rdumlich konstant angenommen haben. Fiir optische
Uberginge in Atomen ist dies gerechtfertigt, denn die typischen Lichtwellenlingen sind
sehr viel grosser als der Atomradius. Die y-Strahlung der Atomkerne wird jedoch nicht
durch Dipoliibergénge verursacht, da im Kern nur positiv geladene und neutrale Teilchen
existieren und daher das elektrische Dipolmoment identisch null ist. Die dominanten
7-Ubergiinge sind elektrische Quadrupol- und magnetische Dipol-Uberginge.

10.3 Auswahlregeln fiir optische Uberginge

Ein elektrischer Dipoliibergang kann nur dann auftreten, wenn das Matrixelement ery; #
0 ist. Man kann generell beweisen, dass sich hieraus folgende Regeln fiir die Anderung
der Bahndrehimpulsquantenzahl [ und der magnetischen Quantenzahl m = m; ergeben

Al=1l—lL =41 Am=m;—m; =0, +1. (10.21)
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(Zur Vereinfachung schreibe ich hier m statt m;, um zu viele Indizes zu vermeiden). Ein
sehr wichtiges Resultat, das aber merkwiirdigerweise in kaum einem Lehrbuch hervorge-
hoben wird, ist der Befund, dass die Hauptquantenzahl keiner Einschrankung unterliegt:

An =0, £1, +2,... . (10.22)

Dies ist die wesentliche Voraussetzung fiir die Existenz der Spektralserien, etwa der Bal-
merserie im Wasserstoff, die den Ubergéngen E, — E, mit n = 3, 4, 5, 6, ... entspricht.

In den folgenden Rechnungen ist es zweckmaissig, die Matrixelemente von x + iy =
rsinf exp(+i¢) und z = r cos getrennt auszuwerten. Mit

Tf = / Ranf T Rni,li 7’2d7“
0
erhalten wir
T 27 )
(x+iy)p = rp / { / Yk, (6,0) sin ey, (6, ¢)d¢] sin 0df
0 0

T 27
Zfi = Tfi/o |:/0 Yl:,mf(07¢> COS@YEi,m(eaﬁb)dﬂs] sin 0d6 (1023)

10.3.1 Magnetische Quantenzahl

Das Integral iiber den Azimuthwinkel ist leicht auszuwerten.

27 27
@i [ Ve Vimdox [ explitm - my £ 1)0ldo
0 0

Dies ist nur dann ungleich null, wenn m; —m; £ 1 =0, also |[Am| =1 ist.

27 27
i [V, Yimdo o [ explitm; — my)oldo
0 0

Hier muss Am = 0 sein.

10.3.2 Bahndrehimpuls-Quantenzahl

Die Regel Al = £1 ist miithsam zu beweisen, ich beschrénke mich daher auf einige Beispiele
und betrachte zuerst zy;. Der Anfangszustand sei Y. Ich benutze die Abkiirzung u =
cosf, du = —sinfdf.

g 1
/ Yigcos0Ysgsinfdd o / u(3u* — )du =0 Al =2
0 -1
g 1
/ Yy cos 0 Yagsinfdf o / w?(3u* — )du #0 |All =1
0

-1

Hier ist von vornherein die zp-Regel Am = 0 vorausgesetzt worden.
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Bei (x £ iy)s; erhalten wir mit dem Anfangszustand Y2; o sinfcosf und den End-
zustdnden Y) o und Yp

s 1

/ Yoosin® Yy sinfdf o / u(l—u?)du=0 Al=2
0 -1
1

/ Y gsin0 Yy sinfd o / u*(1—u?)du #0 |All =1
0

-1

10.3.3 Hauptquantenzahl n

Im Dipolmatrixelement gibt es den Radialanteil

o= /0 Ryya, 7 Ry, rdr (10.24)

Dieser Ausdruck ist fiir Al = £1 immer ungleich null, daher darf An eine beliebige ganze
Zahl sein.

10.4 Spontane und stimulierte Emission

10.4.1 Systeme identischer Teilchen

Bei zwei identischen Teilchen, die nicht miteinander wechselwirken, kann man die Ge-
samtwellenfunktion als Produkt der Einteilchenwellenfunktionen schreiben:

Y(r1,19) = Pa(r1) - Yu(ra), (10.25)

wobei die Quantenzahlen durch a und b gekennzeichnet werden. Da aber submikroskopi-
sche Teilchen nicht unterscheidbar sind, muss die Wahrscheinlichkeitsdichte bei Vertau-
schung der Teilchen gleich bleiben. Der obige Ansatz erfiillt das nicht, wohl aber die
folgenden symmetrischen und antisymmetrischen Kombinationen:

Us(1,2) = (A2 + (1)¢a(2)
Uall2) = S=(a)(2) — (1)0a(2) (10.26)

S

fir die
[0(2, D = [v(1,2)]

gilt. Hier werden die Ortsvektoren ry,ry der beiden Teilchen mit 1,2 abgekiirzt. Mit
Hilfe der Quantenfeldtheorie kann ganz allgemein bewiesen werden, dass Teilchen mit
halbzahligem Spin (Fermionen) eine antisymmetrische Gesamtwellenfunktion (Produkt
von Orts- und Spinwellenfunktion) haben, Teilchen mit ganzzahligem Spin (Bosonen)
eine symmetrische Gesamtwellenfunktion. Die Folgerungen fiir Elektronen haben wir
beim Aufbau der Atome gesehen. Da ¢4 = 0 wird fiir a = b, folgt das Pauliprinzip in
seiner einfachsten Form: Zwei Elektronen in einem Atom miissen sich in mindestens einer
Quantenzahl unterscheiden.
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Im Folgenden wollen wir Bosonen betrachten. Die Gesamtwellenfunktion eines Sy-
stems von zwei identischen Bosonen ist

Uro(1,2) = Us(1,2) =

V2

Nun nehmen wir an, die Zustédnde seien identisch: a = 0. Dann wird die Wahrscheinlich-
keitsdichte

(Va(1)1h6(2) 4+ ¥p(1)1ha(2)) -

pBos(L 2) = 2|¢a(1>¢a(2)’2 .
Wiéren die Teilchen unterscheidbar, so erhielten wir dagegen
punt<17 2) = ‘wa(l)wa(2>|2 .

Das bedeutet: die Wahrscheinlichkeit, zwei (nicht unterscheidbare) Bosonen im gleichen
Zustand zu finden, ist doppelt so groff wie die Wahrscheinlichkeit, zwei unterscheidbare
Teilchen im gleichen Zustand zu finden.

Fiir drei Bosonen wird die total symmetrische Wellenfunktion

%waum(z)wc(s) ()62 (3) + (1) (2 (3)

+wb<1)wa<2)wc(3) + %(1)%(2)%(3) + wc(l)l/}b(z)d}a(g)] )

fiir drei unterscheidbare Teilchen hingegen

Vunt(1,2,3) = Ya(1)1h(2)10e(3) -

Sind nun die drei Zusténde identisch (a = b = ¢), so wird

PBos(1,2,3) = 3! | a(1)10a(2)%a(3)|* = 3! pune(1,2,3) .

Generell kann man sagen, dass die Wahrscheinlichkeit, n Bosonen im gleichen Quanten-
zustand a zu finden, n !-mal so grofl ist wie bei n unterscheidbaren Teilchen:

PBos(1,2,,1) = n! | ha(D)1ha(2) ... ¢a(n)]? = n! pume(1,2,...,0) . (10.27)

Es seien bereits n Bosonen im Quantenzustand a vorhanden. Wir wollen nun die
Wahrscheinlichkeit berechnen, dass ein (n+ 1)-tes Boson in genau diesen Zustand a iiber-
geht. An sich ist es dafiir notig, die Methoden der Quantenfeldtheorie anzuwenden und
Erzeugungsoperatoren zu benutzen. Hier beschrinke ich mich auf eine vereinfachte Vor-
gehensweise, die aber zu den richtigen Resultaten fithrt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
fir (n + 1) Bosonen im Zustand a ist:

PBos(1,2,. .., n+1) = (n4+ D! a(1)1a(2) .. Ya(n + 1)
= (n4+1)pBos(1,2,...,n) |a(n + 1) (10.28)

7vbBos(la 27 3) =

Daraus kann man schlieBen: Wenn sich bereits n Bosonen in einem definierten Quan-
tenzustand a aufhalten, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein weiteres Boson in genau
diesen Zustand a iibergeht, (n-+1)-mal gréBer als die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang
in einen nichtbesetzten Zustand 6. Wir haben also bei Bosonen einen bemerkenswerten
Verstirkungseffekt: je mehr Bosonen sich schon in einem bestimmten Zustand befinden,
umso grofer wird die Wahrscheinlichkeit, dass noch weitere Bosonen sich dorthin begeben.
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Anwendung auf Laser

Photonen haben den Spin 1 und gehorchen der Bose-Statistik. Im Laser (“Light Am-
plification by Stimulated Emission of Radiation”) findet man die eindrucksvollste und
technologisch wichtigste Realisierung des Verstidrkungseffekts in Boson-Systemen. Eine
zentrale Komponente des Lasers ist ein optischer Resonator mit Spiegeln an den Enden,
zwischen denen das Licht hin- und herreflektiert wird?. Die durch die leicht konkaven
Spiegel definierte optische Achse legt die Richtung der Photonen prézise fest (auf besser
als 1 mrad). In einem “Mono-Moden-Laser” wird genau eine optische Eigenschwingung
des Resonators angeregt. Die Photonen in dieser Eigenschwingung haben alle die gleiche
Frequenz w, die gleiche Richtung, die gleiche Polarisation und die gleiche Phase. Damit ist
ein wohldefinierter quantenmechanischer Zustand festgelegt, den ich mit der Quantenzahl
a charakterisieren mochte.

In dem Resonator befinden sich sehr viele Atome im angeregten Zustand Es, die Pho-
tonen der Frequenz w = (Ey — Ey)/h emittieren konnen. Sei Wy die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass ein Atom bei Abwesenheit eines Strahlungsfeldes sein Photon in Richtung der
Resonatorachse (d.h. in den Quantenzustand a) emittiert. Dann ist die Wahrscheinlich-
keit W, bei n bereits vorhandenen Photonen (n + 1)-mal so grof :

W,=(n+1)W,. (10.29)

Das ist die physikalische Grundlage der Lichtverstdrkung im Laser. Wir bringen durch
geeignetes Pumpen viele Atome in den angeregten Zustand. Beim Zerfall gibt es Pho-
tonen, die parallel zur Achse emittiert werden und durch die Spiegel dauernd hin- und
herreflektiert werden, wéhrend die in anderen Richtungen emittierten Photonen den Ap-
parat sofort verlassen. Nach kurzer Zeit haben wir viele Photonen, die parallel zur Achse
fliegen, und die meisten Atome werden wegen W, = (n + 1)W, ebenfalls zur Emission
ihrer Photonen parallel zur Achse stimuliert. Es folgt also eine Art Kettenreaktion mit
exponentiellem Wachstum der Zahl der Photonen.

Man kann klassisch verstehen, dass die Wahrscheinlichkeit proportional zur Zahl der
Photonen ist: Die Photonen sind die Energiequanten des elektromagischen Feldes, dessen
Intensitéit [ oc nhw ist. Die “1” in Gl. (10.29) entspricht der spontanen Emission und ist
klassisch nicht zu erkldren.

10.4.2 Verkniipfung von stimulierter und spontaner Emission

Wenn es genau nur einen Quantenzustand fiir die Photonen gibt (wohldefinierte Energie,
Richtung, Polarisation) und n Photonen in diesem Zustand vorhanden sind, so gilt fiir
die Emissionswahrscheinlichkeiten:

Witim = n Wspont . (1030)

Im Laser ist n > 1, und die stimulierte Emission dominiert. In einer Gliithbirne oder der
Sonne kommen aber alle moglichen Photonenenergien, -richtungen und -polarisationen
vor, und der “Verstarkungseffekt” durch die Bosestatistik wird dadurch viel kleiner; er ist

2Die Freie-Elektronen-Laser im Ultraviolett- und Réntgenbereich arbeiten ohne optischen Resonator.
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nur wirksam fiir die Zahl der Photonen im gleichen Zustand. Die Verallgemeinerung der
Gl. (10.30) lautet
Wtim = ﬁWspont ) (1031>

wobei n die mittlere Zahl der Photonen in einem definierten Quantenzustand ist. Diese
Situation wird im néchsten Abschnitt weiter analysiert.

10.5 Die Einstein-Koeffizienten

Von Albert Einstein ist schon im Jahr 1917, lange vor Entstehung der Quantenmechanik,
ein Zusammenhang zwischen Emissions- und Absorptionsvorgédngen im thermodynami-
schen Gleichgewicht gefunden worden. Um konsistente Resultate zu erhalten, musste
Einstein dabei den Prozess der stimulierten (induzierten) Emission “erfinden”, der zu
dieser Zeit unbekannt war. Wir betrachten elektromagnetische Strahlung im thermo-
dynamischen Gleichgewicht mit erhitzter Materie der absoluten Temperatur 7' (Beisp.
Sonne, Inneres eines Hochofens, ndherungsweise Glithlampe). Es wird dann ein kontinu-
ierliches Frequenzspektrum emittiert, dessen spektrale Energiedichte durch die Plancksche
Strahlungsformel gegeben ist:

w? hw
2.3 :
T exp () ~ 1

Die Photonen koénnen beliebige Frequenzen, Richtungen und Polarisation haben. Es gibt
daher ausserordentlich viele verschiedene Zustédnde fiir die Photonen. Nehmen wir an,
wir héatten Atome mit zwei Niveaus F; und FEjs, die sich zusammen mit der Strahlung in
einem Kasten befinden. Die Wahrscheinlichkeit fiir Absorption F; — FEs ist proportional
zur Energiedichte der Strahlung bei der Frequenz w = (Ey — Ey)/h

plw) = (10.32)

Wabs = BlQ p(w) . (1033)

Die Emission hat zwei Anteile: Die stimulierte Emission ist proportional zu p(w), die
spontane Emission ist unabhéngig von der vorhandenen Strahlungsdichte

Wem - Wstim + Wspont - BQI P(w) + A21 . (1034>

Die Zahl Ny der Atome im oberen Niveau erhoht sich durch Absorption und vermindert
sich durch Emission von Photonen:

dNy

W = Wable — WemNQ = Blg p(w) N1 — (Bgl p(w) + AQl) N2 . (1035)

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist dNy/dt = 0, und geméB der Boltzmannvertei-

lung gilt
N1 E2 — E1 hw
— =exp| ——+— | =exp| —
Ny P\ TET P\ kpT

Setzen wir dies ein, so folgt By p(w) exp[iiw/(kpT)] = Aa + Bai p(w) und daher

o Ag1 /By
plw) = explhw/(kpT)] — Bor/Brs

(10.36)
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Durch Vergleich mit der Planck-Strahlungsformel (10.32) finden wir:

77,(.4)3
Bgl = Blg und Agl = % Bgl . (1037)

Die erste Gleichung besagt, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir Absorption und stimulierte
Emission gleich sind. Wir wissen dies bereits aus der storungstheoretischen Behandlung.
Die zweite Gleichung stellt einen Zusammenhang zwischen der stimulierten und spontanen
Emission im thermodynamischen Gleichgewicht her:

Wstim Ble(w) 1

= = ) 10.38
Wspont A21 exp[hw/(kBT)] -1 ( )

Die Lichtwellen im Kasten werden durch optische Eigenschwingungen dargestellt. Jede
Eigenschwingung verhélt sich wie ein harmonischer Oszillator, dessen Energie den Wert
(n + 1/2)hw hat, wobei n die Zahl der Photonen in dieser Eigenschwingung ist. Im
thermodynamischen Gleichgewicht ist die mittlere Energie eines harmonischen Oszillators
(abziiglich der Nullpunktsenergie hw/2)

— hw
E = =nhw. 10.39
expliw/(kgT)] — 1 ( )
Damit konnen wir schreiben
hw -1
Witim = ﬁWspont mit n = eEXp\ 7—7 | — 1 . (1040)
kgT

Zwei Falle sollen betrachtet werden.

(a) Hohe Frequenzen, hiw > kgT. Dies gilt fiir sichtbares Licht und Rontgen /+-Strahlung.
Die mittlere Zahl der Photonen in einem definierten Quantenzustand ist im thermodyna-
mischen Gleichgewicht sehr klein, m < 1. Die spontane Emission ist viel wahrscheinlicher
als die stimulierte Emission.

Der Laser ist ein Gegenbeispiel, dort ist 7 > 1. Man muss sich aber klarmachen, dass
der Laser ein System darstellt, welches extrem weit vom thermodynamischen Gleichge-
wicht entfernt ist.

(b) Niedrige Frequenzen, hw < kgT'. Das gilt im Mikrowellengebiet. Dann ist 7 > 1, und
die stimulierte Emission dominiert vollig. Ein wichtiges Beispiel mit praktischer Bedeu-
tung ist die magnetische Kernresonanz, die genaueste Methode zur Messung von Magnet-
feldern und die Grundlage der Kernspintomographie. Ein Proton hat in einem Magnetfeld
B zwei Energieniveaus £y = —uB und Ey = +puB. Durch Einstrahlen von Hochfrequenz
mit Aw = 2uB kann man Umklappen der Spins erreichen. Fiir B = 1 Tesla erhélt man
eine Frequenz f = w/(27) = 40 MHz. Bei Raumtemperatur ist Aw/(kgT) ~ 107°, d.h.
die spontane Emission ist im Vergleich zur stimulierten Emission vollig vernachléssighar.
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Kapitel 11

Rutherford-Streuung

11.1 Klassische und quantenmechanische Beschrei-
bung des Streuprozesses

Unsere Kenntnisse iiber die Struktur der Atomkerne und Elementarteilchen stammen
zum groflen Teil aus Streuexperimenten. Abbildende oder abtastende Verfahren finden
ihre natiirliche Grenze bei den Atomen: Auch mit den modernsten Raster-Tunnel- oder
-Kraftmikroskopen ist es grundsétzlich unmoglich, in subatomare Bereiche vorzustoflen,
da die abtastenden Sonden selbst aus Atomen bestehen. Um die Elektronenhiille zu
durchdringen und an die Atomkerne heranzukommen, benotigt man Geschossteilchen,
die viel kleiner als Atome sind: Elektronen, Protonen, Neutronen, a-Teilchen (‘He-Kerne)
oder hochenergetische v-Quanten. Die historisch ersten subatomaren Streuexperimente
wurden von Geiger und Marsden mit a-Teilchen an diinnen Goldfolien durchgefiihrt. Ihre
theoretische Deutung durch Rutherford revolutionierte das physikalische Bild vom Aufbau
der Atome und fiihrte zum Rutherfordschen Atommodell, das dem Sonnensystem dhnelt:
Es gibt einen sehr schweren, positiv geladenen Kern, den die leichten Elektronen auf
Kreis- oder Ellipsenbahnen umlaufen. Das vorher gdngige Thomsonsche Atommodell ging
von ganz anderen Vorstellungen aus, dort wurde angenommen, dass die positive Ladung
gleichméfig iiber das gesamte Atomvolumen verteilt ist und die Elektronen innerhalb
dieser Ladungsverteilung harmonische Schwingungen ausfiihren.

Rutherford hat die Streuung von a-Teilchen an Atomkernen in Analogie zur Ablen-
kung eines Meteoriten im Schwerefeld der Sonne behandelt. Die aus groflier Entfernung
einlaufenden positiv geladenen Projektilteilchen durchlaufen Hyperbelbahnen in dem ab-
stoffenden Coulombfeld der Kerne (Ladung Ze) und werden aus ihrer urspriinglichen
Richtung abgelenkt. Der Ablenkwinkel € ist mit der Energie des a-Teilchens und dem
StoBparameter b in folgender Weise verkniipft (vgl. Abb. ?7a)

2 Ze?

b tan(0/2) = -

(11.1)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt do fiir die Streuung um einen Winkel zwischen 6
und 6+ d# entspricht der Ringfléache 27b db fiir Stofparameter zwischen b und b+db. Unter
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Benutzung von df2 = 27 sin #df folgt dann fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do_ b [db
dQ  sinf |do

Y

woraus sich mit Gl. (11.1) die beriihmte Rutherfordsche Streuformel ergibt:

do Ze2 \? 1
— = ) 11.2
dQ <87T€0Ea> sin®(0/2) (11.2)

Es muss ausdriicklich betont werden, dass diese auf der Vorstellung klassischer Teil-
chenbahnen beruhende Herleitung heute nicht mehr als giiltig angesehen werden darf. Wir
wissen vom Doppelspaltexperiment, dass es nicht sinnvoll ist, in atomaren Dimensionen
von einer “Bahn” des Teilchens zu sprechen. Der quantenmechanische Streuvorgang ist in
Abb. ?77b dargestellt. Das einlaufende Teilchen wird durch ein Wellenpaket repréisentiert,
das parallel zur z-Achse auf das Streuzentrum zufliegt. Zum Zeitpunkt ¢ty = 0 erreicht das
Wellenpaket den Atomkern. Ein Teil der Wellenfunktion lduft ohne Richtungsénderung
weiter, aber zusétzlich bildet sich eine auslaufende Kugelwelle, die zu einem spéteren Zeit-
punkt ¢; den Detektor erreicht, der unter einem Winkel 6 gegen die z-Achse angeordnet
ist. Was uns interessiert, ist die Amplitude fiir den Ubergang von der einlaufenden zur
gestreuten Welle.

Ein Blick auf die beiden Abb. ?7a, b legt es nahe, Streuung und Beugung als dquiva-
lente Prozesse zu deuten. Dies ist ein weiteres Beispiel fiir den Teilchen-Welle-Dualismus.

11.2 Berechnung des Matrixelements fiir Streuung

Die Berechnung der Ubergangsamplitude kann niaherungsweise auch mit ebenen Wellen
gemacht werden, wenn man die Annahme macht, dass die Wechselwirkung des Teilchen
mit dem Kernfeld nicht stédndig, sondern nur fiir eine kurze Zeit 7" wirksam ist. Wir
“schalten” gewissermaflen das Coulomb-Potential nur fiir den Zeitraum 0 < t < T ein
und ignorieren es sonst. Dies entspricht auch anndhernd der realen Streusituation, denn
das geladene Teilchen nimmt das Kernfeld nur fiir den kurzen Zeitraum wahr, wahrend
dessen es sich innerhalb der Atomhiille nahe am Kern befindet. Wie in Kap. 10 wird die
zeitabhingige Storungsrechnung zur Berechnung der Ubergangsamplitude verwendet.
Vor dem Einschalten und nach dem Ausschalten des Potentials ist der Hamilton-Operator
der eines freien Teilchens 2

2Mmq

HO = - —_v?,

und die Eigenfunktionen sind die ebenen Wellen
U,(r,t) = Aellkim—et)

Die einlaufende Welle wird mit ¥; bezeichnet (initial state), die vom Streuzentrum auf den
Detektor zulaufende Welle mit U, (final state). Vor Beginn der Wechselwirkung (¢ < 0)
ist die Wellenfunktion des a-Teilchens ¥ = ;. Im Zeitraum 0 < t < T gilt

ov

~ 27 2
ihmr = [H” + V(¥ mit V(r) = ‘

dregr

(11.3)
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Wir setzen ¥ als Linearkombination! der Eigenfunktionen von HO mit zeitabhéngigen
Koeffizienten an:
U(r, 1) = > ¢;()|¥(r, 1)) (11.4)
J
mit der Anfangsbedingung
ci(0) =1, ¢(0) =0 (j#1).

Durch Einsetzen in die Schrodingergleichung (11.3) und skalare Multiplikation mit (W |
finden wir dann im Intervall 0 < ¢t < T fiir die zeitliche Ableitung des Koeffizienten cy(t)

ihéy = c;(t)(Vy(x, 0)[V(r) £)+ > () V(r)|¥;(r, 1)) . (11.5)
J#i

Die Argumentation ist nun dhnlich wie im Kapitel 10: die Zeitdauer T' der Wechselwirkung
wird als so kurz vorausgesetzt und die Stirke als so gering, dass im Intervall 0 < ¢t < T
gilt

(@) =1, g <1 (G #1).

Dann folgt fiir die zeitliche Anderung der Amplitude des gesuchten Endzustands
Das Ubergangs-Matrixelement von V(r) ist

E;—E;
h

Vi = sVl = [ [ [oimveoeeer.

Die Integration iiber das Zeitintervall 0 < ¢ < T ergibt

(Up| VW) =V et mit Wi =

und

iUinT _ 1
fi

Mit der Hilfsvariablen u = w,7T/2 wird

sin u

ZﬁCf(T) = Vfl' Tei“

- (11.8)

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach der Wechselwirkung im Endzustand Wy zu
finden, ist
, sin® u

1
|cf(T)y2:ﬁyvﬁy?T o (11.9)

Nun soll das Ubergangs-Matrixelement von V(r) berechnet werden.

27¢?
:|A|24 e ///expzq r) T’ q=k—k; .
TEQ

'Hier wird schon die im nichsten Abschnitt beschriebene Diskretisierung der ebenen Wellen benutzt,
daher konnen Integrale durch Summen ersetzt werden.
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Dies ist die dreidimensionale Fouriertransformierte des Coulomb-Potentials. Bei der Be-
rechnung der Integrale ergibt sich ein Konvergenzproblem. Um dies zu umgehen, berech-
nen wir zuerst die Fouriertransformierte des Yukawa-Potentials

und betrachten anschlieBend den Grenzwert u — 0. Es ist zweckméfig, die Integration
in Kugelkoordinaten durchzufithren, wobei als Polarachse die Richtung des Vektors q
gewahlt wird. Mit

q-Tr=qr cosa

wird
dr = 27 sin oo dav r2dr

(iiber den Azimutwinkel kann sofort integriert werden). Damit wird

Vi, = |AP2mg / {/ eiqmoso‘sinada} e *rdr
0 0
_ ap e / " (elia-mr _ ooy gy
g9 Jo

21 g 1 1 47
L R er) R R
g \1g+p g —p q=+p

Setzen wir jetzt p =0 und g = 2Ze?/(4mey), so wird schlieflich

27 ¢?
2

VZ-:A2
f ||qu

(11.10)

Fiir die elastische Streuung von a-Teilchen an einem schweren Atomkern gilt bei Ver-
nachléssigung der Riickstoflenergie des Kerns

¢ = 4k?sin*(0/2) .

11.3 Die Goldene Regel

Um die Ubergangswahrscheinlichkeit W zu berechnen, gehen wir auf Gl. (11.9) zuriick.
Die Funktion sin® u/u? hat ihr Maximum bei u = 0, also bei

wﬁ:O = E'f:E’Z

Das bedeutet, dass die kinetische Energie des Teilchens bei der elastischen Streuung an
einem schweren Kern nitherungsweise gleich bleibt. Die endliche Breite der Kurve sin? u/u?
lasst auch in diesem Fall eine gewisse Verletzung des Energiesatzes zu. Da es sehr viele
Endzustdnde gibt, die mit der ungeféhren Erhaltung der Energie £y ~ FE; in Einklang
sind, ist zur Berechnung von W {iiber alle diese Zustdnde zu summieren. Dazu fithren wir
die Zustandsdichte ein: p(Ey) dE; bedeutet die Zahl der quantenmechanischen Zustédnde
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im Energieintervall [Ef, E;+ dEy]. Damit wird die Wahrscheinlichkeit dW, das Teilchen
nach der Streuung mit einer Energie zwischen E; und Ey + dEy zu finden:

sin®u

dW = |Vy,[* T* p(Ef) dEy .

u2

Diese Gleichung wird nun iiber E integriert und es wird ausgenutzt, dass die Funktion
sin® u/u? ein scharfes Maximum bei u = 0, also E; = E; hat. Die GréBen |V};|? und p(Ey)
sind nur langsam verdnderliche Funktionen der Variablen F; und konnen mit ihrem Wert
bei Ey = E; vor das Integral gezogen werden. Es folgt

dw sinu dE
— [ L GE, ~ T |Vl p(E el
W= [ AT VAR ), [ G

wobei die Integrationsvariable von £y nach

(Ef — E)T N dE;  2h
o2h du T

u =

transformiert wurde. Wegen der Schiirfe des Maximums der Kurve sin®u/u? darf die
u-Integration von —oo bis 400 erstreckt werden mit dem Ergebnis

© sinu
5 du=m.
oo U

Die Ubergangswahrscheinlichkeit wird damit

27
W = f T “Vf2|2 p(Ef)} E;=E;
und ist proportional zur Zeitdauer 7' der Wechselwirkung. Wir definieren nun die Uber-
gangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit w = W/T:

2
W= [|Vfi|2P(Ef”Ef:Ei (11.11)

Diese Formel wurde von Enrico Fermi wegen ihrer groflen Bedeutung die Goldene Regel
genannt.

11.4 Berechnung der Zustandsdichte

Die Energie eines freien Teilchens ist nicht quantisiert, sondern kann kontinuierliche Werte
annehmen. Mathematisch gesehen hat dies unangenehme Konsequenzen, die Entwicklung
nach Eigenfunktionen impliziert eine Integration statt einer Summation, das Kronecker-
Symbol d,,, muss durch die Dirac-Deltafunktion ersetzt werden, die Normierung macht
Probleme. Ich mdéchte hier zeigen, dass man diese Komplikationen vermeiden kann, wenn
man der Wellenfunktion Randbedingungen auferlegt. Dazu wéhlen wir eine Lénge L,
die sehr grof§ ist im Vergleich zu den Dimensionen des Bereichs, in dem der elementare
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Streuprozess ablauft, und verlangen, dass die Eigenfunktionen von H®O diese Lénge als
Periode haben.

Y@+ Ly,z) = Y(x,y,2)
v(x,y+ L, z) = ¥(x,y,2) (11.12)
V(z,y, 2+ L) = P(z,y,2).

Es folgt daraus, dass die drei Komponenten des Wellenzahlvektors nur diskrete Werte
annehmen diirfen:

2
kj:nj%, n; =0, £1, £2. .. . (11.13)
Auch die Energiewerte sind dann quantisiert
2 (2m\°
Eninang = 5 — (f) (n +nj+nj) . (11.14)

Wahlt man aber L hinreichend grof3 , z.B. L = 1 c¢m, so ist die diskrete Struktur physika-
lisch nicht relevant, da die diskreten Energiewerte so eng benachbart sind (§F ~ 107! eV
fiir a-Teilchen), dass man sie im Rahmen der Heisenbergschen Unschérferelation nicht von
einem kontinuierlichen Spektrum unterscheiden kann?. Wir kommen damit zu abzihlbar
vielen Energieniveaus. Dies ist eine unerlédssliche Voraussetzung fiir die Statistische Ther-
modynamik, und interessanterweise sind dort die diskreten Energieniveaus bereits im 19.
Jahrhundert benutzt worden, lange von der Entstehung der Quantentheorie. Die Normie-
rung wird so gemacht, dass wir ein Teilchen im Volumen L? haben, der Amplitudenfaktor

wird daher
A=L73%7,

Was sind die Vorteile der Diskretisierung?
(1) Die Normierung und Orthogonalitit der Eigenfunktionen lésst sich vollkommen analog
zu dem Fall der Eigenfunktionen eines gebundenen Systems schreiben

L L L
<wm1,m2,m3 |wn1,n2,n3> = L3 / / / w:nl’m%mg (l’, Y, Z) wm,nz,ns (SL’7 Y, z) dx dy dz
0 0 0
= Omins  Omany * Omns - (11.15)

(2) Die Entwicklung einer beliebigen Funktion nach den Eigenfunktionen kann als Summe
geschrieben werden:

Y@, 0,2) = D CoymainsCnymains » (11.16)

ni,n2,n3

oder in vereinfachter Schreibweise
V=) ot
J

2Dies entspricht dem mathematischen Theorem, dass die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen
liegen, mit anderen Worten, dass in beliebiger Néhe einer reellen Zahl stets eine rationale Zahl gefunden
werden kann. Die rationalen Zahlen bilden eine abzihlbare Menge. Durch den Ubergang von einer
kontinuierlichen (nicht abzéhlbaren) Variablen z zu einer geeigneten rationalen Zahlenfolge x; kann man
eine Integration durch eine Summation ersetzen: [ f(z)dz ~ ; flzj)Az.
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(Die Menge aller Tripel (nj, ng, n3) ist natiirlich ebenfalls abzahlbar und kann durch ge-
eignete Anordnung durch einen einzigen Zéhlindex j erfasst werden).

(3) Wir kénnen berechnen, wieviele Energieniveaus es in einem vorgegebenen Intervall
|E, E+ dF| gibt. Dies wird im néchsten Abschnitt gemacht.

Abzihlung der Energieniveaus.

Der Impuls des Teilchens ist p = hk. Im dreidimensionalen Impuls-Raum bilden die
erlaubten p-Werte ein kubisches Punktgitter, dessen Elementarzelle das Volumen

ok ®
L
hat. Eine zweidimensionale Darstellung wird in Abb. 77?7 gezeigt. Die Zahl der quanten-

mechanischen Zusténde in einem Volumenelement d3p ist gleich die Zahl der verschiedenen
p-Werte in d®p und gegeben durch

dN = d°p L*/(2rh)? . (11.17)

Fiir d®p schreiben wir
Ep=p*dpdQ .
Bei der Zustandsdichte ist nun nach der Zahl der Niveaus pro Energieintervall gefragt,

man muss daher den Impuls in die kinetische Energie umrechnen. Bei Kern-a-Strahlung

kann man dabei die nichtrelativistische Kinematik anwenden:
2

E = 2p =  p’dp = ma/2m.FE dE .
Ma

Eingesetzt in (11.17) ergibt sich fiir die Zustandsdichte im Raumwinkelelement d2

3
p(E)dQ = Z—Z = @ﬁ—h)gma 2maE . (11.18)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit wird differentiell im Raumwinkel
dw = 2% [|Vfi|2p(Ef)}Ef:Ei dQ) . (11.19)
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist
do 1 du
A Jein dQ

wobei jein = v; L3 die Stromdichte der einlaufenden Teilchen ist. Setzt man alles ein, so
folgt

2 2
d—az( e ) ! (11.20)
2 8megly ) sin®(6/2)
Wir erhalten also genau das gleiche Resultat wie bei der klassischen Rechnung.
Die Ubereinstimmung der klassisch und quantentheoretisch berechneten Wirkungsquer-
schnitte ist ein Sonderfall des 1/r-Potentials. Fiir andere Potentiale ergibt die klassische
Rechnung falsche Resultate. Die Rutherfordformel beschreibt die Streuung spinloser Teil-
chen an einem spinlosen Atomkern, der so schwer ist, dass auf ihn zwar ein RiickstoSimpuls
pr = hq, aber nur eine vernachliissighar kleine Energie p% /(2M) iibertragen wird.
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