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����� o �
� o �������5-�r��
ψ

���k!��9���F���
���{� �,�����t���5-��P� o ��� r�������4
Ψ(~x, t) = ψ(~x)e−

i
~
Et

3�� o ���
���\� o �
�t�"��r��t�}3
���t�{�"��������������� ��� + !���	
��r�� �����
	
� o �
�t!��F������4
Hψ(~x) = Eψ(~x)
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�� � ��� ������� � ��$������ �
12� � 3
���t�
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V = 0
o ���"�{�q�54

− ~
2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

ψ = Eψ
uw.'x � �

n2o ��8 �����������{�����{���9���t	
ψ(~x) = Aei

~k~x �,�t� ~k ∈ � 3

�������
�
∆ψ(~x) = −‖~k‖2ψ(~x)

uw.'x�.��
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E =

~
2

2m
‖~k‖2 u .kxp�&�

+ ���,�t�������7���\���t	�� o ��8 ���������,r�� �}���7��������� o o �
Ψ(~x, t) = Aei(

~k~x−ωt) u .kx J �
�-����r��
	�12�t�
|��
	��
� �����
	�� o �N�{� ���

ω(~k) =
E

~
=

~‖~k‖2

2m

u .kx ���
3����{���
3 o � !����v����	
r"�
	
�"���,��� r�� � 8 ����������4

∫

V

d3x|Ψ|2 = 1
uw.'x�0��

�������
�
|Ψ|2 = |A|2 u .kx 4��

�P� o ��� �.}�	 n
A =

1√
V

u .kx w �
�-����r"�
� � � o ���-��� ��xk12� ���
��8 ���������K� ��� � o �
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�L�
�t���
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� � � o �"�-����
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7�G<8
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Ψ = Aei(
~k~x−ωt)

〈~x〉 = 〈Ψ|~x|Ψ〉 =

∫

V

d3x|A|2~x = ~0
-"��� o o � � ��%k�,�-�q�{	
�t�
!�� ��� ~0

o �t�
���
x

〈~p〉 =

∫

V

d3xΨ?~

i
~∇Ψ =

∫

V

d3xΨ?~

i
i~kΨ = ~~k

〈H〉 =

∫

V

d3xΨ?−~
2

2m
~∇2Ψ =

∫

V

d3xΨ? ~
2

2m
‖~k‖2Ψ =

~
2

2m
‖~k‖2 = E
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�
ψ(~x) =

∫

d3kΦ(~k)ei
~k~x 1

(2π)3

u .kxp6&�
�������
�

Φ(~k)
3
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V = 0
�.}"	 − a ≤ x ≤ a

V = ∞ ���������
�����"r��7��r�� �"��������4

ψ(a) = 0 = ψ(−a)8:���
�
�9r��
	�3��
�t�
�������"���������t���
� + !���	
��r"� ������	
� o �
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Hψ = Eψ

u .kx � /��
�-���

E = ~
2k2

2m

���"r
V = 0

�.}�	 |x| ≤ a
�
	���� o �{�
�C���t	

~
2

2m

d2ψ

dx2
=

~
2k2

2m
ψ

u .'x �g� �
�'r���	�����!��

d2ψ

dx2
+ k2ψ = 0

u .kx � .��
+ �-r����
����� 	�� o ��� oto �����-��� ���28:���
�����

ψ(x) = A sin kx +B cos kx
u .'x � �&�

�
	
��� o �
�
�exn ����r��
��������r����
r��t�������"���
�
ψ(a) = A sin ka +B cos ka = 0

ψ(−a) = −A sin ka+B cos ka = 0�P� o ����	
�C��� 	3-�r������
B = 0 ∨ ka = (2n+ 1)

π

2����r
A = 0 ∨ ka = 2n

π

2��� o �1-'�������
� � ∈ �+ ���,�t����	
��� o �{��� ���t	�r�� ��(F	
���
�>-�����3
��� o ����	 ���"�
��r o � !�� �k� � o � G ���
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k =
nπ

a
: ψ(x) = A sin

nπ

a
x

�-���
E =

~
2k2

2m
=

~
2

2m

n2π2

a2

k =
(n+ 1

2
)π

a
: ψ(x) = B cos

(n + 1
2
)π

a
x E =

~
2k2

2m
=

~
2

2m

(n+ 1
2
)2π2

a2
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∫

V

dxΨ?Ψ =

{

|A|2
∫ a

−a sin kx dx = |A|2a
|B|2

∫ a

−a cos kx dx = |B|2a
�������
� 3���� n ���
	��
!�������� r���	�)��&�
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� o �}�P� o ���
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�e4
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p, q ∈ � ��� o �

∫ a

−a
dx sin

pπx

a
sin

qπx

a
= aδpq

∫ a

−a
dx cos

pπx

a
cos

qπx

a
= aδpq

∫ a

−a
dx cos

pπx

a
sin

qπx

a
= 0
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ψ
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ψ1
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ψ2
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ψ =

∞∑

n=0

c1nψ
1
ne

−iE1
n

~
t + c2nψ

2
ne

−iE2
n

~
t �,�t�

c1,2n ∈ �

ψ1
n =

1√
a

sin
nπ

a
x

ψ2
n =

1√
a

cos
(n+ 1

2
)π

a
x

�������
�
〈
ψ1
n|ψ1

m

〉
=

∫

ψ1?
n ψ

1
m = δmn =

〈
ψ2
n|ψ2

m

〉
,
〈
ψ1
n|ψ2

n

〉
= 0

��� o r��
�
ψ1,2
n

��� ���}��	��{��������	
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ψ

4

〈ψ|ψ〉 =

∞∑

n=0

∞∑

m=0

〈
c1nψ

1
n + c2nψ

2
n|c1mψ1

m + c2mψ
2
m

〉

=
∞∑

n=0

∞∑

m=0

(c1∗n c
1
m

〈
ψ1
n|ψ1

m

〉
+ c2∗n c

1
m

〈
ψ2
n|ψ1

m

〉

+ c1∗n c
2
m

〈
ψ1
n|ψ2

m

〉
+ c2∗n c

2
m

〈
ψ2
n|ψ2

m

〉
)

=
∞∑

n=0

∞∑

m=0

(
c1∗n c

1
mδmn + 0 + 0 + c2∗n c

2
mδmn

)

=
∞∑

n=0

(|c1n|2 + |c2n|2)
!
= 1
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Aψn = anψn mit m = 1, 2, ...
uM�"x � �

1������
� � ��� n �
� �lH�|��
	{�N�{��	����'�
L2 - ψ ∈ L2 ����r

a ∈ � x
x�-"h5D �0/21 <43�3 �65 ; 987:9 � A�9 ���(; ���7A (

A = A†) ; ��� D!< <43�3 9 � � FE97D � 987 A 9	7 9(983
=�>@?�>BADCFE

〈A〉∗ = (〈ψm|A|ψm〉)∗ =
〈
ψm|A†|ψm

〉∗
= 〈ψm|A|ψm〉 = am

〈A〉∗ = (〈ψm|A|ψm〉)∗ = (am 〈ψm|ψm〉
︸ ︷︷ ︸

=1, ∈ G
)∗ = a∗m

⇒ a∗m = am# �&%k�
�t(N� o �t�
!���� m �
r����"�{���"��4 #$�&%k�
� (N� o � ��!���� H������
	������ o �
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�t�ex
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〈ψn|ψm〉 = δnm

=�>@?�>BADCFE

〈ψm|A|ψn〉 = an 〈ψm|ψn〉
(〈ψm|A|ψn〉)∗ = a∗n(〈ψm|ψn〉)∗ = a∗n 〈ψn|ψm〉

Satz1
= an 〈ψn|ψm〉 =

〈
ψn|A†|ψm

〉
= 〈ψn|A|ψm〉

⇒ (an − am)
︸ ︷︷ ︸

6= 0, n.V or.

〈ψn|ψm〉 = 0

⇒ 〈ψn|ψm〉 = 0
�.}�	

n 6= m

� .



G �m� ���m�-��� o � !��6-�r������ ��� � G � �����F���
	�� �,�
��	��
	�� o � ���
��	$����������������� ��� G � �����"�P����(&�
� ������
�9�����5x�1������\���
� +���r���	 G �t���
�&���
	������F�{��	��
���
4

Aψin = amψ
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ϕn
}��7��	
4

c1ϕ1 = ψ1

c2ϕ2 = ψ2 − ϕ1 〈ϕ1|ψ2〉xxx xxx
ckϕk = ψk −

k−1∑

j=1

ϕj 〈ϕj|ψ〉
�����7���
|c1|2 = 〈ψ1|ψ1〉xxx xxx
|ck|2 = 〈ψk|ψk〉 −

k−1∑

j=1

|〈ϕj|ψk〉|2
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Hψn = Enψn
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ψ(~x, t) =

∑

n

∑

j c
j
nψ

j
n(~x) · e−i
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Hψjn = Enψ
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H =
p2

2m
+ V (x), V (x) =

1

2
mω2x2

= − ~
2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 �,�t�

p =
~

i

d

dx

=
~ω

2

[

−x2
0

d2

dx2
+

(
x

x0

)2
] �-���

x0 =

√

~

mω

8:���
��4
Hψn = EnψnG �����t�"��r���3��93q� ����o9��� o � !���(��
�t�
�
�

• 8 ���
�v1�� 8 u → m o ���
� � n �"�P��x0�&�
• � o ���
��	
��� ��!�� o �����
�

� � 	 � ��� o ���9r"� � � o ���
��	
��� ��!���� � ��	����
�����������
�t�
�
W O���R�!�h,!PJ�R

a :=
1√
2

(
x

x0
+ x0

d

dx

)

=
1√
2

(
x

x0
+
i

~
x0p

)

a† :=
1√
2

(
x

x0
+
i

~
x0p

)†
Blatt2,2

=
1√
2

(
x†

x0
− i

~
x0p

†
)

=
1√
2

(
x

x0

− i

~
x0p

) �-���
p = p† x = x†

=
1√
2

(
x

x0

− x0
d

dx

)

W O���R�!�h,!PJ�R
n̂ = a†a =

1

2

(
x

x0
− x0

d

dx

)(
x

x0
+ x0

d

dx

)

=
1

2







(
x

x0

)2

− x2
0

d2

dx2
− d

dx
x + x

d

dx
︸ ︷︷ ︸

=−1, �	��

�����������������







=
1

2

((
x

x0

)2

− x2
0

d2

dx2
− 1

)

⇒ H = ~ω(a†a+ 1
2
) = ~ω(n̂+ 1

2
)

�KJ



+ ��!���� G �t���
�"�P�"��(&�{� ��� �����
n̂

4
n̂ψn = nψn

r��
ψn

����!�� G �t���
�"�P�"��(&�{� ��� ������ ��� ��r�4
Hψn = ~ω(n̂+

1

2
)ψn = ~ωnψn + ~ω

1

2
ψn

= ~ω(n+
1

2
)ψn = Enψn , En = ~ω(n+

1

2
)

� o ����4 G � �����"�P����(&�
� ���C�������v4
Hψn = Enψn En = ~ω(n+ 1

2
)

��� ��r\���"!�� G � ���
�"�P���"(F�
� ���"�
� �����
n̂

m ���
	{��!��&�{��4
〈ψn|n̂|ψn〉 =

〈
ψn|a†a|ψn

〉
=
〈
(a†)†ψn|aψn

〉
= 〈(aψn|aψn〉 ≥ 0

⇒ 〈n̂〉 = 0
�.}�	

aψn = 0 ⇒ n̂ψn = a†aψn = 0 ⇒ n = 0
� ������� ��r�	
�t�����
�
	 G � ���
�&� ��	��

8:���
��4
aψ0 = 0 ⇒ 1√

2

(
x

x0
− x0

d

dx

)

ψ0 = 0

⇒ ψ0 = c · e−
1
2

“

x
x0

”2

1
!
=

∫

dx|ψ0|2 = |c|2 ·
∫

dxe
−

“

x
x0

”2

︸ ︷︷ ︸√
πx0

⇒ c =
1

√√
πx0

G �t���
�'�P����(&�{�t�����
� �����
n̂

4
n̂ψn = nψn

�
�t��r G �t���
�'�P����(&�{�t�����
� �������
Hψn = Enψn, En = ~ω

(

n +
1

2

)

〈ψn|n̂|ψn〉 =
〈
ψn|a†a|ψn

〉
= 〈aψn|aψn〉 = ‖ |aψn〉‖2 ≥ 0

�"� �
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	��54
n = 0, aψ0 = 0

⇒ 8 �
�"4
ψ0 =

1
√√

πx0

e
− 1

2

“

x
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[a, a†] =

1

2

[
x

x0
+ x0

d

dx
,
x

x0
− x0

d

dx

]

=
1

2

(
1

x2
0

[x, x]
︸ ︷︷ ︸

0

+

[
d

dx
, x

]

−
[

x,
d

dx

]

︸ ︷︷ ︸

2[ d
dx
,x]

−x2
0

[
d

dx
,
d

dx

]

︸ ︷︷ ︸

0

)

=
d

dx
x− x

d

dx
= 1

⇒ [a, a†] = 1
uM�"xp���

[n̂, a†] = [a†a, a†] = a†[a, a†] + [a†, a†]a

= a†

⇒ [n̂, a†] = a†
u&�'x J �

[n̂, a] = −a u&�"xp���
m �
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�

ψn
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� G �t���
�'�P����(&�{�t���������

n̂
-kr����"�*� ��������!��

a†ψnG �t���
�'�P����(&�{�t���C�����
n̂

4

n̂a†ψn = a†n̂ψn
︸ ︷︷ ︸

na†ψn

−a†n̂ψn + n̂a†ψn
︸ ︷︷ ︸

[n̂,a†]ψn=a†ψn

n̂a†ψn = (n+ 1)a†ψn
u&�'x�0&�

⇒ G ��� ����� o �
�����
3
��� ���5-
a†ψn

� ��� G � �����"�P����(&�{�t���C�����
n̂

�,�t� G � ���
�&� ��	���u���� � �
q���	��-�t�
	
�"���������

a†ψn
4

〈
a†ψn|a†ψn

〉
=

〈
ψn|aa†|ψn

〉
= 〈ψn| a†a︸︷︷︸

n̂

−a†a+ a†
︸ ︷︷ ︸

[a,a†]=1

|ψn〉 = 〈ψn|(n̂+ 1)|ψn〉

= (n+ 1) 〈ψn|ψn〉
︸ ︷︷ ︸

1

� 0



⇒ 1√
n+1

a†ψn
�t��������	
�,� �
	��

⇒ ψn+1 = 1√
n+1

a†ψn = 1√
(n+1)!

(a†)n+1ψ0

3������{����r�� G � ���
�&� ��	��
�v�����
n̂

G � �����&� ��	��{� �������
ψ0

/ 1
2
~ω

ψ1 = a†ψ0
�

~ω(1 + 1
2
) = 3

2
~ω

ψ2 = 1√
2
(a†)2ψ0

. 5
2
~ωxxx xxx xxx

ψn = 1√
n!

(a†)nψ0
�

~ω(n+ 1
2
)

→ G ���
	���� �}�t�������t���}/ ↔ �}	
���"r�3
���������"r��
�����
	���� �12� � G ���
	���� �����t	
r � �,�,�
	 ��� �
� �"�
� G ���
	���� �34k�����&�
~ω

�
	������&�5x
m �
������|"�{�"����4 {ψn = 1√

n!
(a†)nψ0}

� ������	��{�"������	��-�t�
	��5-"rexy�ex�������� o �
4

〈ψm|ψn〉 = δmn =

{

1,
�.}�	

n = m

0,
�.}�	

n 6= m

8:9�� 9���� S

〈ψm|ψn〉 =
1√
m!

1√
n!
〈(a†)mψ0|(a†)nψ0〉

=
1√
m!

1√
n!
〈ψ0|am(a†)n|ψ0〉

�7���k�'�{3
��4
[a, a†] = 1, [a, (a†)n]

Blatt2,2
= n(a†)n−1

y =
1√
m!

1√
n!
〈ψ0|m−1((a†)na−(a†)a+ a(a†)n

︸ ︷︷ ︸

[a,(a†)n]=n(a†)n−1

)

⇒ 〈ψm, ψn〉 =
1√
m!

1√
n!
〈ψ0|am−1(a†)n−1|ψ0〉 = (∗)

=

{
n!√
n!

2 〈ψ0|ψ0〉 = 1,
�.}"	

n = m

0,
�.}"	

n 6= m

� 4



(∗) = . . . =
V orfaktor

∼

{

〈ψ0|al|ψ0〉 = 0

〈ψ0|(a†)i|ψ0〉 = 0

〈ψm|ψn〉 = δmn
u&�'x 4��

aψn
� ��� G �t���
�'�P����(&�{�t���C�����

n̂
3
��� G �t���
�&���
	����'� � x

m �
������|"�{�"����4

n̂aψn = an̂ψn
︸ ︷︷ ︸

naψn

−an̂ψn + n̂aψn
︸ ︷︷ ︸

[n̂,a]ψn=−aψn

= (n− 1)aψn

⇒ ψn−1 = 1√
n
aψn

⇒ a†
��	
�����&��r���� G � ���
�&� ��	��������9� ���

~ω ↔ n �'�P���{��� ������|��
	{�N�{��	
a

��	
���t�
r�	�� ��� r��
� G � �����F���
	��������9� �"�
~ω ↔ n �����
�
� ���
��|��
	
���{��	

m �
������|"�{�"����4
n ∈ � ��� ��r\� oto � G � ���
�&� ��	��
�v�����

n̂
x

8:9�� 9���� <>=�7 �(;�� � <E987 � ?!7 =
�(;IS n �"�������,��4
ν = n + a, α ∈ (0, 1)

�t��� G ������
�&���
	��������
n̂

x
n̂aψν = (ν − 1)aψν = (n+ α− 1)aψν

n̂anψν = (ν − n)anψν = α anψν

n̂an+1ψν = (ν − (n+ 1))an+1ψν = (α− 1)an+1ψν < 0
� �tr��
	��
|�	���!����

G �t��r����"�{�t��(����t��r����^�}	
���"r�3
���������"r��
������	
���t���{�q���
� �"� G �&����	��{�"���-r"�
	 3������{����r���4
Ψ(x, t) =

∑∞
n=0 cnψne

− i
~
Ent

u&�'x w �
� o o ��x�8 ���������>r��
	�3��
�t�
�������"���������t���
� + !��"	
�kr�� �����
	
� o �
�t!��F������x

�Aw



� � � B:� � B:? � � � B � �(�
� ��� $%��&�'�)%��� *
� � 	������{	
��!��&�{�����F���\r�����#@���
�
�&�{� � o

V (x) =

{
0 x < 0
V0 x ≥ 0

12�
	��2���,� o �{���k� H�|7��	��{���{��	$�.}�	�r��t�
��� + %'���{��� o ���"�
����r������e4

H =

{
p2

2m
x < 0

p2

2m
+ V0 x ≥ 0

+ ���,�t� o ���"�{�q��r���� G � �����&� ��	��{|"	
��� o �
�
Hψ = Eψ

− ~
2

2m

d2

dx2
ψI = EψI

− ~
2

2m

d2

dx2
ψII = (E − V0)ψII

1������
� �t����)vr"�
	 m �
	
��� !�� �,�t�
x < 0

����r )
)}r"�
	 m ��	
��� !�� �,�t�
x ≥ 0

x n ����r"�
	+ �{�q�{� ��(��
����r��
	�8 ���������,����r\r��
	��
� n � o ���t�
�������P� o ����r��t��L��	
r���	
�����"4
ψI(x = 0) = ψII(x = 0)

u J x � �
dψI
dx

(x = 0) =
dψII
dx

(x = 0)
u J x�.��

n2o o ���
�,�
�t� (N����� r�� � G ����	
���t�C�7� o � ����� ��� ����	��
�
E > V0 E < V0

�����"�
���,�
�.-r�������	��-��!������\���t	��
�t���v��� o o �"�F�
�
	��
!������ r����"��4
� x
E > V0

ψI = AeikIx +Be−ikIx kI =

√
2mE

~

ψII = CeikIIx +De−ikIIx kII =

√

2m(E − V0)

~n ����u J x � �m����r u J x�.����P� o ��� r����"�e4
A+B = C +D

u J x5�&�
ikI(A− B) = ikII(C −D)

u J x J �
� 6



1������
�t��r�. � o ��� !��F�������
�C�.}�	 J �������������&�
�
�exu� ��� o �
A = 1, D = 0, B = R, C = T

⇒ 1 +R = T

kI(1 − R) = kIIT

T =
2kI

kI + kII

R =
kI − kII
kI + kII

m ���
	{��!��&�
�K�F���9r�� �^������	��
!������ � o � !���(��
�t�
�
���{	
���-r��t!��&�{�
∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0

~j =
~

2mi

(

ψ∗~∇ψ −
(

~∇ψ∗
)

ψ
)

1���r�����#$	���� o ��� �
�t��r��t�-�����
�t����� o � ���5-i��	{����!��&� �-��� �k�"	@r��t� pk�������,|������
�&�
�r��
	 + �
	
���,r��t!��F�
�}3
�\�7�q�{	
��!��&�{�
��4
jI,IIx =

(

ψ∗
I,II

d

dx
ψI,II −

(
d

dx
ψ∗
I,II

)

ψI,II

)

= . . . =

{
~kI

m
(1 − |R|2) = jein − jref I

~kII

m
|T |2 = jtrans II

jein =
~kI
m

jref := |R|2 ~kI

m
jtrans := |T |2~kII

m

jref + jtrans =
~

m
(kI |R|2 + kII|T |2)

= . . . = ~

m
kI = jein#$�F%k��� (N� o �t�
!���� )��&�{��	
|�	����{���{�t���e4i12�t� � ���"	
�
!��"�
� � o � !��"(��
���:r�� �$��� � o ���"��� ��|�� o �{����
�t!��9�t�\��� �����\�
	{���"�
�,�t�{�t�
	��{�
������r���� ����� 	
� ���
(&�{�t�
	��
�
�9�@��� o ���'� x

.'x
E < V0

kII = iq q =

√

2m(V0 − E)

~

ψII = Te−qx

R =
kI − iq

kII + iq
, T =

2kI
kI + iq

.�/
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� oto �t�
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�t���
�b	
� ���
(���{�t�
	��
�
� �����v�
�t���
� �qp'|������
�&�
� � oto ���"��� oto ����r��
�C�H�
� o x
m �
�,�
	�(F������4

|ψII |2 = |T |2e−2qx

→ G ����� �"���
�t��� ����r o �t!���� n �"�P�
�&�{��� o �
��� ����	
��!����
�t� o �t!���(����t�$�t� ( o ���
��� ��!��>���
	 ��7���{�
�"�
� m �
	��
� !���x
G �t�\���
���{��	
� �
�t��r�� �,�
�"�
� ����� o ��� #$	
���7� o �
� � ����r"� � #@���{�
�&�
��� o �
!��&� � o o �
*�J�hiOkR7h,!.-�MwQK%@'�8�OkMwMPO ���t�
	 �{	
���
�Kr��
	K�@�"����� o ��X7�
(&�>���'��-Hr����
���"�
� +���������� �'�v�.}"	�
� �"�a�����Cr���� −∞ �
�t� o ���'�P�
��r��l��� o o �9�-���

E < V0
��� ���9����� /�����	
��!���� ��r��
�

� ���"	
�
!��"�
� � o � !��"(��
��� �
�t!�� ���
�
x > a

3�� ���3/���r��
��x:1����v#@���
�
�&�{� � o o ���"�{�q�}�.}�	}r��t�#@���
�
�&�{� � o ��!��F��� oto ��4

V (x) =







0 x < −a
V0 −a < x < a
0 x > a

� � ��� � � � � � � � �:��� ��� � � � ?T� � = ��� � �2� �

• �L� o o �2r����K#H���{���&�{��� o � ���F�7���
!���	
����(&������!�� ���7��� �t���,u
V → ∞ �7-7�
� �"r r��t�

G ���
	���� ���
� ���
��3������{����r�� ����r\r���� G ����	
���t�
��|7��(F�
	
��� r�� ��(k	����
x m �
�t�
|��t� o ���
�t��rr��
	�#H���{���F�
��� o �{��|'�@�"��r9r"�
	�����	��-���"� �
!��"� H���3
� oto ���
��	
x
• �L� o o � � ���
�
!��"	{����(&�2� ���Ku

Vmax
����� �"������3����
�H� � oto ��4

� E < Vmax
G �����t�"�H���
�"����r���� 3������{����r����-���:r�� ��(F	
���
� G ����	
���t�
�.-j�
�i���t�+ �{	��
��3������{����r����-��� (����&�{�t�F��� ��	 o �t!����
� G ����	
���t�
��|7��(F�
	
���2-H�����
	K����!��

� ���
	��&�������}3q��� ��!����
� r"� �
���
��u m ��|ex��H������� o ��X7�
(&���
� E > Vmax

��� �
	���� �'�2��� + �{	��
��3������{����r����,�t��(����&�{� �F���t�
	 o � !��"�
� G ���
	 ���� ���
|��
(&�{	����\x
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� � � = � ={� � ?T� A2� � �
� ��� $%��&�'�)%��� *12�
	�12	
����� �,|�� o � ��������� o ����3
��	�( o �����
�t�
!������io9��!��������t(Cr��3/���� ��	���� o ��4

~L = ~x× ~p = ~x× ~

i
~nabla

~L =
3∑

i=1

Li~ei

Li =
∑

j,k

εijkxjpk

12� �v�����-���'�����
��	
���C�
	
���
���
�\�
� !��\r����"�93��e4
[Li, xl] =

∑

j,k

εijk[xjpk, xl] =
∑

j,k

εijkxj [pk, xl]
︸ ︷︷ ︸

−i~δkl

= −i~
∑

j

εijlxj

= i~
∑

j

εiljxj

12� �v�����-���'�����
��	
���C3
�
pl

����r
Ll

��	
�����7�����
�t!�������� o ����3
�
xl

4
[Li, pl] = i~

∑

j

εiljpj

[Li, Ll] = i~
∑

j

εiljLj

[~L2, Li] =
∑

k

[LkLk, Li] =
∑

k

(Lk[Lk, Li] + [Lk, Li]Lk)

= i~
∑

j,k

LkεkijLj + εkijLjLk

= i~
∑

j,k

εkij (LkLj + LjLk)

= 012�
	
ε
���H�
������	 � ���e�.}�	��P�����
�
�:���
�t� ���&�{�t��%k�-�,���
	
�t�
!�����	 �@�����
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(LkLj + LjLk)r����������
� �t���2��%k�-�,���
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!��.-�r����,�t��� ���2r�����#$	
�kr���(&�������2���
�tr��
���
� � ���&�{� ��%k�-�,�q��{	
�t�
!�����	��H�
������	 .N�
�
	 + �{�"�P��xe12�t� + ���,�,� }����
	�r�� � G o �
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�&�
���
�t���
�����&�{� ��%k�-�,�q��{	
�t�
!��������H�
������	
������	
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n ���Hr�� ���
��� G 	����
�"��� �:�P� o ���
	��:�-��� �F���.-jr������ ~L2 �"��rKr"� �m�����,|������
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��� !����"���H�F������� ��� ��� !��&�{�"��������5-��"��r9��	
��� o �54
{~L2, Lz}

�������
�\r�� �}��� o �7��� G � ���
�"�P���"(F�
� ���"�
�
Lzψlm = m~ψlm
~L2ψlm = l(l + 1)~ψlm

� 
�	 � *����H������) ����*�� ���.� +2����� ��'(����) ����*���� � 	 � ��� � � ���.�"*�� �.�����
��*!��� �

��� r��t� m �
�����"r o ���"��r����212	��
���t�-|"� o ���
��3
�9���
	��
� �'����!����
�6-7���"r��
!�� o � �3+ o �t!��\����!��r�� ��)��-|�� o �
��� �����"�P����(&�
� �������-3�� /���r����.-kr��3/��"� �
	�� �-������� !��*�F����r�� ��8 �
�t�
�
	���|7��	{�N��{��	��
� �.}�	�r��
��12	
����� �,|�� o �
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W O���R�!�h,!PJ�R �0/

L± = Lx ± iLy
uw0'x � �

L†
± = L†

x − iL†
y = Lx − iLy

uw0'x�.��
= L∓

uw0'xp�&�
�{}�	�r�� � �����,���"���N�{��	��
�Cr���	�8 ���t�{��	
��|��
	
���{��	
�
� ��	
��� o �������e4

[Lz, L±] = ±i~Lz
bL+, L−e = 2~Lz

b~L2, L±e = 0

L±L∓ = L2
x + L2

y ± ~Lz = ~L2 − L2
z ± ~Lz

7�!�SLOkRHQA%@':-Q1 h5O'R���J7R�M 9b? 12� � G �t���
����!��������
�
�,r��
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�98 �
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•

~
2l(l + 1) = 〈ψlm| ~L2 |ψlm〉 =

∑

i

〈ψlm|LiLi|ψlm〉

=
∑

i

〈Liψlm|Liψlm〉 ≥ 0

⇒ ~
2l(l + 1) ≥ 0
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•

LzL±ψlm = [Lz, L±]ψlm + L±Lzψlm

= ±~L±ψlm +m~L±ψlm

= ~(m± 1)L±ψlm

L±ψlm
� ��� G �t���
�'�P����(&�{�t��� 3
�

Lz
3
��� G �t���
�&���
	��

~(m± 1)
x

~L2L±ψlm = L±~L
2ψlm = ~

2l(l + 1)L±ψlm

L±ψlm
� ��� G �t���
�'�P����(&�{�t���C����� ~L2 3���� G � �����F���
	��

~
2l(l + 1)

•

〈ψlm|ψl′m′〉 = δll′δmm′

0 ≤ 〈L±ψlm|L±ψlm〉 =
〈

ψlm|L†
±L±|ψlm

〉

= 〈ψlm|L∓L±ψlm〉 = 〈ψlm| ~L2 − L2
z ∓ Lz |ψlm〉

= ~
2l(l + 1) −m2

~
2 ∓ ~

2m

= ~
2l(l + 1) − ~

2m(m± 1) ≥ 0

⇒ l(l + 1) −m(m± 1) ≥ 0 → l(l + 1) ≥ |m|(|m| + 1)

→ |m| ≤ l

G ���qp'�t���{�t�
	���� o �����
� �\��	��,+��{��	5-��"3�� ��� � ( o ��� �����{�
	 G � ���
�&� ��	��������
Lz

• mmax = l

• mmin = −l
⇒ L+ψlm=l = 0

-
L−ψlm=−l = 0o���� (N�����a�F��� �7���
m = l
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���t�����
�a�"��r r��
�yH�|7��	{���
��	
L−

�'���-� o ���&� ����r����ex1������ �����F��	�r������ �-��� o � !��6-'���
���e4
l − n = −l

l =
n

2

l = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, 3,

7

2
, 4, . . .

−m ≤ m ≤ l12� � ��� o ��3
��� o � �����*12	��
���t�-|�� o �
�2�
� �"r����q� ��� o � + |��t��� u���� ����� �
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3�� � oto � �"����	�� ��� �����12	
����� �,|�� o �
�
�{�qxL12�t� G � �����"�P����(&�{�t�������9��� ��r r����"�e4
{ψl−l, ψl−l+1, . . . , ψll
︸ ︷︷ ︸

2l+1

}

. J



� 
�� � *����H������) ����*�����*��
ψlm

��� ����� �&��� �.�"� ��������$�* � �.�"����*!�"� �
12� � ���
!����F�����9��� 	
ra���
���
�&� o � !�� ��� �"����!��"�
	5-e���
�"� ����� r����v# 	���� o �
� �t���}����� o �(��k��	
r��t�����
�
� �7�q�{	
��!��&�{���
4

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

r =
√

x2 + y2 + z2

cos θ =
z

r

tanϕ =
y

x
o9�t�

∂xi
=

∂

∂xi
=

∂r

∂xi

∂

∂r
+

∂θ

∂xi

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂xi

∂

∂ϕ�
	
��� o ���-��� r�������4
∂x = sin θ cosϕ∂r +

1

r
cos θ cosϕ∂θ −

sinϕ

r sin θ
∂ϕ

∂y = sin θ sinϕ∂r +
1

r
cos θ sinϕ∂θ +

cosϕ

r sin θ
∂ϕ

∂z = cos θ∂r −
sin θ

r
∂θ

o9�t��r�� ���
�
�\H�|��
	
���{��	��
� (N���"� ����� �F��� r�� �������,|������
�&�
�
� r�����12	
����� �,|�� o �
������-��!���	
��� ���
�e4
Lx = −~

i
(sinϕ∂θ + cot θ cosϕ∂ϕ)

Ly =
~

i
(cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ)

Lz =
~

i
∂ϕ

L± = ~e±iϕ (∂θ ± i cos θ∂ϕ)

~L2 = −~
2

(
1

sin θ
∂θ sin θ∂θ +

1

sin2 θ
∂2
ϕ

)

= −~
2

(

∂2
θ + cot θ∂θ +

1

sin2 θ
∂ϕ2

)

.Z�



��O'Qqh,!&?�? EHR:S�):OFG ψlm 12�t�v12	
����� �,|�� o �
�
�t���
�'�P����(&�{�t�����
�C���
	�r��
�9�k�"�9r��"	
!��o �����
�\r��
	�12� X���	
�
�&�
��� o ��� o � !��F���������e4
Lzψlm = m~ψlm

uw0'x J �
~L2ψlm = ~

2l(l + 1)ψlm
uw0'x ���

�{}�	�r�� � 8 ���������,��� �q�{�q���
� !�� ��� ��r��
	���� � + �
|���	{���
� ���"�{�����
���{3 ���e4
ψlm(θ, ϕ) = Φ(ϕ) · Θ(θ)

Lzψlm =

(
~

i
∂ϕΦ

)

· Θ = ~mΦ · Θ

∂ϕΦ = imΦ

⇒ Φ = c · eimϕ

12� � �m��	������ o �
ϕ

� ���
2π

� |7��	
� �kr��t�
!��
Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ)

ceim(ϕ+2π) = ceimϕ

ei2πm = 1

1���	{����� �P� o ���1-kr����
��� �&���"3
35��� o �t���
��� � �������
x q���� 3
�"	�����!������{�\12�YX7�
	��
�&�{� � o � o �
� �!��k�"����4
~L2ψlm = ~

2l(l + 1)ψlm
(

1

sin2 θ
∂2
ϕ +

1

sin θ
∂θ sin θ∂θ

)

ΦΘ = −l(l + 1)Φ · Θ

���������-���Cr��t�K8 �����������.}�	
Φ

��� �������
3��1-�r������\�
	
��� o ���-���e4
(

− m2

sin θ
+ l(l + 1) + ∂2

θ + cot θ∂θ

)

= 0

+ �������{�t�
�"�{�t���e4
ξ = cos θ

∂

∂θ
= − sin θ

∂

∂θ
∂2
θ = −∂θ (sin θ∂ξ) = − cos θ∂ξ − sin θ∂θ∂ξ

= −ξ∂ξ + sin2 θ∂2
ξ

=
(
1 − ξ2

)
∂2
ξ − ξ∂ξ

.�0



1����,�t����	
��� o ��r�� ��� o ��� !��F�����>r������9r"� � ����	
�\4
(

− m2

1 − ξ2
+ l(l + 1) + (1 − ξ2)∂2

ξ − 2ξ∂ξ

)

Θ = 0

12� ���v�t��� r��t� -�Q5Q
JLDD!M!�OFGihiO��mOFSLOkR�):GjO W !.e OFGjOkR7h,!.-�M E s MPO"!&%('eEHRHS x��{}�	}r"�
� ��� o o
m = 0

�����&��r�� ���
�*�t� r��t�*8 �
������r�	�� 12�YX7�
	��
�&�{� � o �r� o �
� !��F���"�l}����
	�x 12�t�*8 ���������r��
	������
��3�� �t�
	��
�
� 8 �
���
��r�	�� 12�YX7�
	��
�&�{� � o ��� o !�� �F�����*uw8:1�� 8H���
�t��rCr�� �����
����3
�t� �
	��{���8:�����
�"r�	
� � #@� o %k�����,��4
Plm(ξ) =

(
1 − ξ2

)2 |m|
2

d|m|

dξ|m|Pl(ξ)

Pl(ξ) =
1

2ll
�
dl

dξl
(
ξ2 − 1

)l

m �
�t�
|��t� o ��4
P0 = 1

P1 = ξ

P2 =
1

2

(
3ξ2 − 1

)

12� � G � �����"�P����(&�
� ������� 3
��� 1�	
�
�"� �,|�� o ����	
�����7������� !�� r������\3
��4
ψlm(θ, ϕ) = c · eimϕPlm(θ)

12� ���
�C�
�t��r ���"!�� ���
���
��	��7��(������&�����&�{��	�r��
� q2���,�
��� E:S�OkM�� �Q%@':OkR	1�EHR:;�h,!PJuERHOkR -��'r"�
	 Q�/{':OFG@!M%g-�M:':-�G(?�J�R�!M%&Q x�12� � �������������&�
��! ��� 	@r���	
!���r"� � q���	
�,� ��	
������P�
���
��� o �
���
xb3���� o o r��t�
���
� #H� o %k�����-���9(N�����\�-���C�P� o ������r�� ���
!�������	
����� o ������	 o ������{�
��4
∫ 1

−1

dξPl(ξ)Pl′(ξ) =
2

2l + 1
δll′

∫ 1

−1

dξPlm(ξ)Pl′m(ξ) =
2

2l + 1

(l +m)
�

(l −m)
� δll′

∫ 2π

0

dϕe−imϕeim
′ϕ = 2πδmm′

.Z4



1����,�t��(N�����\�-��� r������ � ���t�
�
	�����	{� oto �����-��� ����	
�e4
∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

dξψlm(ϕ, ξ)ψl′m′ = |c|2
∫ 2π

0

dϕe−imϕeim
′ϕ

∫ 1

−1

dξPlmPl′m′

= |c|22πδmm′ · 2

2l + 1

(l +m)
�

(l −m)
� δll′

= |c|2 · 4π

2l + 1

(l +m)
�

(l −m)
� δmm′δll′

!
= 1

1����,�t����	
��� o ������� �.}"	�!
c =

√
2l+1
4π

(l−m) �
(l+m) �

. w



� � =�� � ? � A2� � �
�6���������������  �

~L = ~x× ~p → ~x× ~

i
~∇

~L =

3∑

i=1

Li~ei Li =

3∑

j=1

3∑

=1

εijk

εijk =







1,
�.}"	�� o o �����
	
��r�����#H�
	
���"�����
� ���"�
�C�������

1,
�.}"	�� o o ����������	{��r"�
�9#@�
	����"�{���{�t�����
� �������

0,
���������

[Li, xl] =
∑

jk εijk [xjpk, xl]
︸ ︷︷ ︸

xj [pk, xl]
︸ ︷︷ ︸
−i~δkl

~x =
3∑

i=1

xi~ei, ~p =
3∑

i=1

pi~ei

= −i~(
∑

j εijk
︸︷︷︸

εilj

xj)

⇒ [Li, xl] = i~
∑

j εiljxj

⇒ [Li, Ll] = i~
∑

j εiljLj

[Lx, Ly] = i~Lz [Ly, Lz] = i~Lx [Lz, Lx] = i~Ly

~L2 =

3∑

k=1

LkLk

[~L2, Li] =
∑

k

[LkLk, Li] =
∑

k

(LkLk, Li + Lk, LiLk)

=
∑

k

∑

j

εkij(LkLj + LjLk)i~ = 0

�-���
[Lk, Li] = i~εkijLj

[Li, Lz] = i~
∑
εiljLj

[~L2, Li] = 0

⇒ {~L2, Lz}
�������
�\� o ��� !���� G � ���
�"�P���"(F�
� ���"�
�

.@6



⇒ ∃ � o �
�t!���� G � ���
�"�P���"(&�{� �����
�
Ψlm

Lzψlm = ~mψlmL
2ψlm = ~

2l(l + 1)ψlm

Definition : L± := Lx ± iLy

L†
± = L†

x ∓ iL†
y = L†

x ∓ iLy = L∓

[Lz, L±] = ±~L±

[L+, L−] = 2~Lz
[

~L2, L±

]

= 0

L±L∓ = L2
x + L2

y ± ~Lz = ~L2 − L2
z ± ~Lz

G �t���
�"�
!��������
�
�\����� o -��\4
• 0 ≤ 〈ψlm|~L2|ψlm〉 =

∑

i〈ψlm|LiLi|ψlm〉 =
∑

i〈Liψlm|Liψlm〉 ≥ 0
⇒ ~

2 l(l + 1)〈ψlm|ψlm〉 = ~
2 l(l + 1)

⇒ l(l + 1) ≥ 0
����� (N�����\� o �
�

l ≥ 0
� ��� o �
�

• LzL±ψlm = [Lz, L±]ψlm + L±Lzψlm = ±~L±ψlm + ~mL±ψlm
= ~(m± 1)L±ψlm
⇒ L±ψlm

�t��� G � ���
�"�P���"(F�
� ���C�����
Lz

�-����r��
� G �t���
�&���
	��
(m± 1)~

• ~L2L±ψlm = L±~L
2ψlm = ~

2 l(l + 1)L±ψlm
⇒ L±ψlm

�t��� G � ���
�"�P���"(F�
� ���C����� ~L2 �-��� G � �����&� ��	��
~

2 l(l + 1)

• 〈ψlm|ψl � m � 〉 = δll � δmm �

0 ≤ 〈L±ψlm|L±ψlm〉 = 〈ψlm|†±L±|ψlm〉 = 〈ψlm|L∓L±|ψlm〉
= 〈ψlm|~L2−L2

z∓~Lz|ψlm〉 = ~
2 l(l+1)−~

2m2∓~
2m = ~

2 (l(l + 1) −m(m± 1))
≥ 0

��/



� �y��? � � � � � ?T� � � � B = ��� A � B:� � B:? ������� ��� B � � �

�
���������������������! ��
n �&� ����r����"�*� � � �����
��	
���
�ZX����{���\4 G o �
(&�{	����>� �bs ��� o ������|����{���F�
��� o r�����#$	����{���"�

H =
~p2

2m
+ V (|~r|) = − ~

2

2m
∆ + V (~r) , V (~r) = − e20Z

r

�-���I3 � 3e��� o r���	�# 	����{�����
�.-L��� n �
���94Q3 � �

∆ = ∂2
x + ∂2

y + ∂2
z = · · · Kugelkoord.

= ∂2
r +

2

r
∂r −

~L2

~2r2

3
�
���{�������������"��� ��� + !���	
�kr�� �"���
	�� o ��� !��F������4
Hψ = Eψ

⇔
[

− ~
2

2m

(
∂2
r + 2

r
∂r
)

+
~L2

2mr2
+ V (r) − E

]

ψ = 0
u w x � �

�
	���
���� A���� E + ��!���� ��� o o �������"r�� ����� + %k���
�
� �����iH�|��
	{�N�{��	��
��uw� �
�t�������
!�� o ���
���
�L� x
[H,Lj] = 0

o �q�{3q�{� � ��	 o �
�������
y

1

2m

∑

j

[pjpj, Li]
︸ ︷︷ ︸

0

+ [V (r), Li]
︸ ︷︷ ︸

0�P� o ��������� ��� o �q�{3��
� � ��	 o �
��������t����� p'| o �t3
�t� �7��	
�
!��"�����
�����
���
	�r��
� ��� ���
���\���t	�������r��
	 o ���{3��
��� ��	 o �
��������4
[Li, xj] = i~

∑

k εijkxk [Li, pj] = i~
∑

k εijkpk
[Li, Li] = i~

∑

k εijkLk [~L2
i , Li] = 0 [~x2, Li] = 0�����

[H,Li] = 0
�P� o ��������!��e4

[H, ~L2] =
∑

k

[H,LkLk] =
∑

k

([H,Lk]
︸ ︷︷ ︸

0

Lk + [H,Lk]
︸ ︷︷ ︸

0

Lk) = 0

⇒ {H, ~L2, Lz}
� ���>�
� � + �N�{3C����� uP��� o o ���{����r��t���
�L� H}|��
	
���{��	
�
� ����r �������
� ��� ��-��� ���
���-� G �t���
�"�P�"��(&�{� �����
�ex12� � 3
�"���
����	
� ���
� G � �����F���
	��{� � ��	
r��������
� ��4 {E, l,m} x

� �



� 	���
���� A���� E + �
|��
	
���{�t�����
�����{�N�{3�4
ψ(r, θ, φ) = R(r)Ψlm(θ, φ),

�,�t�
Ψlm(θ, φ)

�}����� o �L��!��"�
�"�P���"(F�
� ���
�
����� o �54 ~L2ψ = ~

2mψ

Lzψ = ~mψ �t� u w x � � �
�t���
�q�{3��
�

[

− ~
2

2m

(

∂2
r +

2

r
∂r

)

+
~

2l(l + 1)

2mr2
+ V (r) − E

]

R(r)ψlm(θ, φ)
1

r
= 0

u w x�.��

n ���
���{3�4
R(r) =

U(r)

r
, R

�
(r) = U �

r
− U

r2
, R

�

=
U
�

r
− 2U

�

r2
+

2U

r3

y (8) :
(

− ~2

2m
∂2
r + ~2l(l+1)

2mr2
− E

)

U(r) = 0

~
2l(l + 1)

2mr2
= Veff(r),

r�������X7�
(&�{�����K#@���
�
�&�{� � o
n ����|�� o �
�
�\r��
	�����%k�-|"�
���{�t�
!�������8 �������������e4
m ���
	{��!��&�{����r���	�12�YX7�
	��
�&�{� � o � o �
�t!��k�"����4

• r → ∞ 4 (−∂2
r + l(l+1)

r2

)

U = 0

n ���{���
3�4
U = Arα, U

�
= Aαrα−1, U

�

= Aα(α− 1)rα−2

y (−α(α− 1) + l(l + 1))
︸ ︷︷ ︸

=0, α=

8

>

<

>

:

l + 1

−l

Arα−2 = 0

⇒ U(r) = Arl+1 +Br−l, Quadratintegrabel ⇒ B = 0

• r → ∞ 4 −( ~2

2m
∂2
r + E

)

U = 0

⇒ U = Aeκ +Be−κ

κ =

√

2m(−E)

~

	
��� o �.}�	
E < 0

� ����r�	
���{�t�&�{�
��	{����� o �������
4 n �}/ �7��� ∞ : ⇒ U ∼ e−κr

��.



⇒ 4���� oto �}8 ����������4
n ���{�N�{3�4

U(r) = rl+1e−κrW (r)
u w xp���

����	����
	 �m��	
� ��� o �
�&�{	
�������P�������
� ����4
ρ := κr

- ∂
∂r

= κ ∂
∂ρ

y
�t� u w x5�&� �
�t���
�q�{3��
�e4 (−~

2κ2

2m
∂2
ρ +

~
2l(l + 1)κ2

2mρ2
− e20Zκ

ρ
− E

)

U(ρ) = 0
u w x J �

(

∂2
ρ −

l(l + 1)

ρ2
+
ρ0

ρ
− 1

)

U = 0
�-���

ρ0 =
e20Z2m

~2κ
=
e20Z

~

√

2m

−E
+ �q�{3
�-u w xp��� � � u w x J � 4

ρW
�

+ 2(l + 1 − ρ)W
�
+ (ρ0 − 2(l + 1))W = 0

u w xp���
u w xp���e�����@�F��	@�"��	
�,� ��	
����	�� 8 ���
���"���
�.-i��� oto �

ρ0 = 2n
-j�-���

n ∈ � ����r
n−(l+1) ≥

0

y
m � o �-��	����L��	
�,� o 4

E = − mZ2e40
2~

︸ ︷︷ ︸

Rydberg−Konstante

1
n2

n = 1, 2, 3, · · · l = 0, · · · , (n− 1)

� �
�t��r\r�� �}3������
��	
r����q�{��� 8:��������	
	��q� #H� o %k�����-�
E(n) ⇒ G ����	
���t� � �������&����	��{���5-������"���
�����t!��&������� o ����r\� ���.-
� 	
��r r��
	 G �&����	��{�����"4 ∑n−1

l=0 (2l + 1) =
∑n−1

l=0 (l + n) = n2 + n− n = n2

ψnlm = Rnl(r)Ylm(θφ)

Rnl(r) = ρle−ρW8ρ), ρ ≡ κr κ =

√

2m(−E)

~

W (ρ)
�
	��.} o o �

: ρ∂2
ρW + 2(l + 1 − ρ)∂ρW + [ρ0 − 2(l + 1)]W = 0 (∗)

∂ρ =
∂

∂ρ
, ρ0 =

e20Z

~

√

2m

−E
�Z�



#@���
�
��3�	
�
�t���
�������{�N�{3K�.}"	�� 4
W (ρ) =

∞∑

k=0

akρ
k , ∂ρW (ρ) =

∑∞
k=0 kakρ

k−1 , ∂2
ρW (ρ) =

∞∑

k=0

k(k − 1)akρ
k−2

y (∗)
∞∑

k=0

(
k(k − 1)akρ

k−1 + 2(l + 1 − ρ)kakρ
k−1 + (ρ0 − 2(l + 1))akρ

k
)

= 0

���k���,3
�t�
�&�����������
r���	2#H���{����3}�����
ρ

�����
��/��
��� �ex
ρk : (k + 1)kak+1 + 2(l + 1)(k + 1)ak+1 − 2kak + (ρ0 − 2(l + 1)) ak = 0

⇒ ak+1 = 2(k+l+1)−ρ0
(k+1)(k+2l+2)

ak

(*��	
�>+>���
	�r��
� o �����
���e4
��	
�>+��}(L4 ak+1

ak

k→∞−→ 2k

k2
=

2

k

��������� ��� ��4
e2ρ =

∞∑

k=0

1

k!
(2ρ)k

ak+1

ak
=

2k+1

(k + 1)!

k!

2k
=

2

k + 1

k→∞−→ 2

k

⇒ #@���
�
��3�	
�
�t�����������}�����"	
�
!��"�
� ��3�� xe8:���
�����C�t���2�
��r o � !������}#@� o %k����� ����� q���{�
�t�}	{��r.-"rex~��x
aN+1 = aN+2 = · · · = 0

�L��	
r���	
�����"4
aN+1 =

2(N + l + 1) − ρ0

(N + 1)(N + 2l + 2)
= 0 !

y ρ0 = 2(N + l + 1) N, l ∈ � 0,
q ����� +���	
��r���� o � � �����&�
�
��3
��� o

n := N + l + 1
���
� +����2���"|"� 4F�����&�
�
��3
��� o

n ∈ � l = 0, · · · , (n− 1) m = −l, · · · , l

En = −mZ2e40
2~2

1
n2

G ���
	���� �}r����2��� n �
���-�

En(Z = 1) = −Ry 1

n2
Ry =

mZ2e40
2~2

En − Em = Ry

(
1

m2
− 1

n2

)

= ~ωmn n > m

� J
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Lr(x) =

∑r
k(−1)k (r!)2

(k!)2(r−k)!x
k �
	��.} o o ��1�8	��4

xLr
�

+ (1 − x)Lr
�
+ rLr = 0

3���������	
r��"���{�v8:�����"�
	
	��q��#@� o %'�"���-��4
Lsr(x) := ds

dxsLr =
∑r−s

k=0(−1)k+s (r!)2

k!(k+s)!(r−k−s)!x
k

�
	��.} o o ��1�8	�>4
xLsr

�

+ (s+ 1 − x)Lsr
�
+ (r − s)Lsr = 0

� �
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ρW

�

+ 2(l + 1 − ρ)W
�
+ 2(n− 2(l + 1))W = 0��� �"�

x = 2ρ, s = 2l + 1, r = n+ l

y Rnl(r) = c(κr)le−κrL2l+1
n+l (2κr)

H}	������������ o �������
4
∞∫

0

dx xs+1e−xLsr(x)L
s
p(x) = (2r−s+1)(r!)3

(r−s)! ∂rp

m �
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����� o �54
∫

d3x ψ∗
lnmψn � l � m � (~x) = δnn � δll � δmm �

Kugelkoord.
=

∫

dθdφsinθ
︸ ︷︷ ︸

dΩ

r2 dr R∗
nlRn � l � Y

∗
lm(θ, φ)Yn � l � (θ, φ)

=

∞∫

0

dr r2RnlRn � l � δll � δnn �

= c2
∞∫

0

dr r2(κr)2le−2κrL2l+1
n � +lL

2l+1
n+l

= δnn �

⇒ c =

(
(n− l − 1)!

((n+ l)!)3

1

2n
(2κ)3

) 1
2

2l
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� � � � o ��(F�
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!������ ��� o rex�1�� �
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�������7��� r��t� m �����

~x(t)
-�o������
�-�V����r 8:��r"����� 4Lx n �"� r�� ���
�,�@��� o !��"�
���� 	
(&��r��t�

8 ��	��
�&�{3�(k	
�����54 ~F = q

(

~E +
1

c
~̇x× ~B

)

12� �v��� o r��
	 ~E ����r ~B
���
	�r��
���7���
!���	�� �
���
�9r���	�!���r��t� o9�Npk� � o o �y�
!��"�
� � o �
� !��F���k����
�e4

~∇ · ~E = 4πρ
uM6"x � �

~∇× ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
=

4π

c
~j

u&6'x�.��
~∇× ~E +

1

c

∂ ~B

∂t
= 0

uM6"xp���
~∇ · ~B = 0

uM6"x J �
12� � o �q�{3q�{�
�,���
� r"�
� � o �
� !��F���"���
�>� ��	
r����*r��t�������,�����
�"�
� o��Npk� � o o � � o �
�t!��F������������
�������&�5x�12� ���
�}���
	
r"�
��r"��	
!��9r�� � #H���{���F�
��� o �

φ
����r ~A

��� o �����
4
~E = −~∇φ− 1

c

∂ ~A

∂t
~B = ~∇× ~A

!����
!�(L4

~∇ · ~B = ~∇ ·
(

~∇× ~A
)

= 0

~∇× ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= − ~∇× ~∇φ

︸ ︷︷ ︸

=0

−1

c
~∇× ∂

∂t
~A+

1

c

∂

∂t
~∇× ~A

= 0

12� �K#@���
�
�&�{� � o � ��� ��r9��� !��&����� ��r"�
�"�
� �>�P�
���
��� o �
���
xL���&�{��	2r���� G � !��&�{	
�������P��	
�-���{�t������
�
~A 7→ ~A′ = ~A + ~∇λ
φ 7→ φ′ = φ− 1

c

∂λ

∂t

��0
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4 ~E ���"r ~B
��� ��r-�
�t!���� �&����	
� ���&�5x m �
���
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	��2���,� o �{���'�P����(&�{�t���e4
H =

1

2m

(

~p− q

c
~A
)2

+ qφ

ẋi =
∂H

∂pi
=

1

m

(

pi −
q

c
Ai

)

−ṗi =
∂H

∂xi
= − 1

m

(

~p− q

c
~A
)

∂i ~A+ q∂iφ

= −q
c
~̇x∂i ~A + q∂iφ

1������\��� o �54
mẍi = ṗi −

q

c

∂

∂t
Ai =

q

c
~̇x∂i ~A− q∂iφ− q

c

(

~x · ~∇
)

Ai −
q

c

∂ ~A

∂t

= qEi +
q

c

(

~̇x · ∂i ~A−
(

~̇x · ~∇
)

Ai

)

= qEi +
q

c

(

~̇x×
(

~∇× ~A
))

i

= q
(

Ei +
q

c

(

~̇x× ~B
)

i

)

[

~̇x×
(

~∇× ~A
)]

i
= εijk ẋj

(

~∇× ~A
)

k
= εijkεklm ẋj∂lAm

= (δilδjm − δjlδim) ẋj∂lAm

= ẋm∂iAm − ẋj∂jAi

= ~̇x · ∂i ~A−
(

~̇x · ~∇
)

Ai

� 
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~p 7→ −i~~∇
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� �����,� o �
���'�rH}|��
	
���{��	

Ĥ =
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A
)2

+ qφ
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	 ~E ���"r ~B
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�'�P����(&�{�t���e4

ψ 7→ ψ′ = eiχψ

m �
���{� �,�,�}�k�"�
χ

���"-�r����
�
ψ

o ������r"� � + � 8 �,�t� ~A - φ ↔ ψ′ o ������r�� � + �v8��,�t� ~A′ - φ′

i~
∂

∂t
ψ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A′
)2

+ qφ′
]

ψ′

↔ i~
∂

∂t
eiχψ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A− q

c
~∇λ
)2

+ qφ− q

c

∂λ

∂t

]

eiχψ

↔ eiχ
(

i~
∂

∂t
− ~

∂χ

∂t

)

ψ = eiχ
[

1

2m

(

−i~~∇ + ~~∇χ− q

c
~A− q

c
~∇λ
)2

+ qφ− q

c

∂λ

∂t

]

⇒ i~
∂

∂t
ψ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A + ~~∇

(

χ− q

~c
λ
))2

+ qφ+ ~
∂

∂t

(

χ− q

~c
λ
)]

ψ

i~
∂

∂t
ψ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A
)2

+ qφ

]

ψ

7�!M%('7hiG,-�RHQK1 JLG(?�-"h,!PJ�R>):OFG��XO'M�MPO'R:1�EHR	;7h,!�J�R
χ = q

~c
λ

~A 7→ ~A′ = ~A + ~∇λ
φ 7→ φ′ = φ− 1

c

∂λ

∂t

ψ 7→ ψ′ = ei
q

~c
λψ
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eiχ
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χ

3
�\�7��������!��&�{����	
��� G X���(&�{�
�\�.}���	��5x
Ĥ =

1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A
)2

+ qφ

= − ~
2

2m
∆ +

q2

2mc2
~A2 + i

~q

2mc

(

~∇ · ~A+ ~A · ~∇
)

+ qφ
m �5��!��&�
�Kr��t�^� � 	�(k�"���>r��
��12�YX7�
	��
�&�{� � o ��|7��	{���
��	
�

= − ~
2

2m
∆ +

q2

2mc2
~A2 + i

~q

2mc

(

~∇ · ~A
)

︸ ︷︷ ︸

= 0

+i
~q

mc
~A · ~∇ + qφ
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~B = ~B0
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~A = −1

2
~x× ~B0

12�
����4
(

~∇× ~A
)

i
= εijk ∂j

(

−1

2

)(

~x× ~B0
)

k

= −1

2
εijkεklm ∂jxlB

0
m

= −1

2
(δilδjm − δimδjl) δjlB

0
m

= −1

2
(1 − 3)δimB

0
m

= B0
i

m ���
	{��!��&�{�vr��t�}�@��	
�,��4
~A2 =

1

4

(

~x× ~B0
)2

=
1

4

(

~x2 ~B0 −
(

~x · ~B0
)2
)

~A · ~∇ = −1

2

(

~x× ~B0
)

· ~∇ =
1

2

(

~B0 × ~x
)

· ~∇

=
1

2
~B0 ·

(

~x× ~∇
)

=
i

2~

~B0 · ~L
1����,�t����	
���t�"���
�t!��e4

Ĥ = −hbar
2

2m
∆ − q

2mc
+ qφ+

q2

2mc2

(

~x2 ~B2 −
(

~x · ~B0
))
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φ =
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Ĥ = − ~

2

2m
∆ − e2

r
+

eB0

2mec
Lz

= Ĥ0 +
eB0

2mec
Lz

1��
[Ĥ0, Lz] = 0

� ���
[Ĥ0, Ĥ] = 0

xH1����"���
�t��r r�� � G � �����"�P����(&�
� ������� �����
hatHr�� �������

Ĥ0

����r9r�� �}��� ��r �
!��"�������
(N�����&�
x
Ĥ0ψnlm = −4πe

2~2

1

n2
= Enψnlm

Ĥψnlm =

(

Ĥ0 +
eB0

2mec
Lz

)

ψnlm =

(

En +
eBo

2mec
~m

)

ψnlm

= En,mψnlm
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n = 0

-
l = 0

r��t�
G �"�
	
��� � � � 3����
�	q��t���
���������"�P��|�� o �{���
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2
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~A′ = ~∇λ (���� ��� 3��
�������"���������t��(����t�
ψ′ = ei

q
~c
λψ

λ (~x) =

∫ ~x

~x0

d~x′ · ~A �.}�	���� o x
~x0

�t� �H��	
���
n2o ���>� ���

ψ′ (~x) = e
i q

~c

R ~x
~x0
d~x· ~A′
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ψ′
c1 − ψ′

c2 = ei
R

c1ψ(~x) − ei
R

c2ψ(~x)

= ei
R

c1

(

1 − ei
R

c1−c2

)

ψ(~x)

!
= 0

1����,�t� �P� o ����r������6-"r�������r�� �2#$�����
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2πn =
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∮

C

d~x′ · ~A′

=
|q|
~c

∫∫

F (C)

~∇× ~A′d~F ′

=
|q|
~c

∫

F

d~F · ~B
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cj = ~ej · ~v
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〈φm|φn〉 = δnm

〈φn|φm〉 =
∑

k,l U
∗
knUlm 〈ψk|ψl〉

︸ ︷︷ ︸

δkl

=
∑

l

U∗
lnUlm

=
∑

l (U
∗)Tnl Ulm =
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l

U †
nlUlm

!
= δmn
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Ψ =

∑

n

c′nφn =
∑

n

∑

l

c′nψlUln
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∑
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clψl

⇒ cl =
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c′nUln
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 = U






c′1
c′2xxx





	�� 
�� � ���E�"��� ���!���H��� $�$������ ��*�� � � �.�"����*!�"� �
H}|��
	
���{��	
�
�9���"�@�
�t���
� ��� o �7��	��
	{����� �������
�\�
�t����o����
	
� p"r���	
���{� oto ���"��4

Â→ Amn :=
〈

ψm|Â|ψn
〉
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A∗
mn = Anm

A† = A
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A∗
mn =

〈

ψm|Â|ψn
〉∗

=
〈

|Â†|ψm
〉

=
〈

ψn|Â|ψm
〉

= Anm
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9�� D � � FE97D � 987 A O � D
Â
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Amn = 〈ψm| Â|ψn〉
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an|ψn〉

= an 〈ψm|ψn〉

= anδmn
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∑
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(ϕ)
kl
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(U †)nkA
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∑
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ψlUln
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∑
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√
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â→ amn = 〈ψm|â|ψn〉
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n 〈ψm|ψn−1〉 =

√
nδm,n−1

(amn) =






0
√

1 0 0 . . . 0

0 0
√

2 0 . . . 0xxx x x x x x x

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

â†ψn =
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ψm|â†|ψn
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√
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

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∂cn
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∑
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Ψ(x, t) = 〈x|Ψ, t〉
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~J := ~L + ~S = ~L⊗ � + � ⊗ ~S
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X~L ⊗X~S

x��{}�	�r���� �����-���"�����
��	 ��� o �
[Ji, Jj] = [Li + Si, Lj + Sj] = i~ ([Li, Lj] + [Si, Sj]) = i~
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εijkJk
u �g� x�.��

~J2 =
∑
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JiJi = (~S + ~L)2 = ~S2 + ~L2 + 2~L~S
u �g� xp�&�
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2j(j + 1)|j,mj, l, s〉
Jz|j,mj, l, s〉 = ~mj |j,mj, l, s〉
~L2|j,mj, l, s〉 = ~

2l(l + 1)|j,mj, l, s〉
~S2|j,mj, l, s〉 = ~

2s(s+ 1)|j,mj, l, s〉
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cmsz |l, m〉 ⊗ |s, sz〉
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l, s
��� o �
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|l − s| ≤ j ≤ l + s

−j ≤ mj ≤ j

mj = m + sz

m �����
�t�����"r ���
!����F���"�����t�
	 �.}�	
l

��� o � ����� �����"r
s = 1

2
⇒ j = l ± 1
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J± = L± + S±

u �g� x ���
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|l, m = l〉 ⊗
∣
∣
∣
∣
s =

1

2
, sz =

1

2

〉 u �g� x�0&�

Jz |l, l〉 ⊗
∣
∣
∣
∣
s =

1

2
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〉

= ~(Lz + Sz) |l, l〉 ⊗
∣
∣
∣
∣

1
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,
1
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= ~(l +
1

2
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∣
∣
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~J2 = ~L2 + ~S2 + ~L~S
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~L~S = LxSx + LySy + LzSz
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(L+ + L−)(S+ + S−) − 1
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L+S− +

1

2
L−S+ + LzSz

⇒ ~J2 = ~L2 + ~S2 + 2LzSz + L+S− + L−S+
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∣
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∣
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√
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= 〈j,mj, l, s|j,mj, l, s〉 =

~
2

|c|2 (2l + 1) ⇒ c = ~
√

2l + 1
u �g� x56&�

q����\��� o ��� o �
��4
∣
∣
∣
∣
j = l +

1

2
, mj = l − 1

2
, l, s =

1

2

〉

=

√

2l

2l + 1
|l, l − 1〉 ⊗
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∣
∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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√

l −mj + 1
2

2l + 1

∣
∣
∣
∣
l, m +mj −

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉

+

√

l +mj + 1
2

2l + 1

∣
∣
∣
∣
l, m+mj +

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉

8:9�� 9����5G�u��{}�	
j = l + 1

2
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� �C�P�����{���

mj
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����(��
	
�"������� �
�"�v���7���L�7-����,�P� o ���

J−

∣
∣
∣
∣
j = l +

1

2
, mj, l, s =

1

2

〉

= (L− + S−)





√

l +mj + 1
2

2l + 1

∣
∣
∣
∣
l, m = mj −

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉

+

√

l −mj + 1
2

2l + 1

∣
∣
∣
∣
l, m = mj +

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉




=

√

l +mj + 1
2

2l + 1

(

~

√

(l −mj +
1

2
)(l +mj +

1

2
)

∣
∣
∣
∣
l, m = mj −

3

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉

+ ~

∣
∣
∣
∣
l, m = mj −

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉)

+

√

l −mj + 1
2

2l + 1
~

√

(l − (mj +
1

2
) + 1)(l +mj +

1

2
)

∣
∣
∣
∣
l, m = mj −

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉

= ~

√

(l +mj + 1
2
)(l −mj + 3

2
)(l +mj − 1

2
)

2l + 1

∣
∣
∣
∣
l, m = mj −

3

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉

+ ~

√

l +mj + 1
2

2l + 1

(

1 + l −mj +
1

2

) ∣
∣
∣
∣
l, m = mj −

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉

!
= c

∣
∣
∣
∣
j = l +

1

2
, m = mj − 1, l, s

〉

��/



q���	��-�t�
	
�"����4
1

!
=

〈

j = l +
1

2
, m = mj − 1, l, s

∣
∣
∣
∣
j = l +

1

2
, m = mj − 1, l, s

〉

=
~

2

|c|2(2l + 1)

(

(l +mj +
1

2
)(l −mj +

3

2
)(l +mj −

1

2
) + (l +mj +

1

2
)(l −mj +

3

2
)2

)

=
~

2

|c|2
(

l +mj +
1

2

)(

l −mj +
3

2

)

⇒c = ~

√
(

l +mj +
1

2

)(

l −mj +
3

2

)

⇒
∣
∣
∣
∣
j = l +

1

2
, m = mj − 1, l, s

〉

=

√

l +mj − 1
2

2l + 1

∣
∣
∣
∣
l, m+mj −

3

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉

+

√

l −mj + 3
2

2l + 1

∣
∣
∣
∣
l, m+mj −

1

2

〉

⊗
∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉
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[Li, Lj] = i~
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k=1

εijkLk
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L̂ = x̂ × p̂
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H, ~L, Lz
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�
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�ex
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r����-� o ��4 |ψ〉 = |n, l,m〉�����{3q�54 |ψ〉 = |n, l,m〉 ⊗ |xs〉 ∈ Xnlm ⊗Xs���
��� H�|7��	{���
��	
���e4
H → H ⊗ �
~L→ ~L⊗ �+ |�� ��4 ~S → � ⊗ ~S
~S

��|��
	{��	
� ��	���� o �
�>�F��	����"�
Xs

����r\�
����� o �54
[H, ~S] = 0 = [~L, ~S]

~S :=
3∑

i=1

Si~ei
u � .kx�.��

�L��	
r���	
�����"4
[Si, Sj] = i~

3∑

k=1

εijkSk
u � .kxp�&�

+ ���,�t����� o �
[S2, Sz] = 0

u � .'x J �
6����{3q���������
�C��� 	���� ����� ��� o o ���{����r��t���
� + �N�{3������iH�|��
	{�N�{��	��
� {H, ~L2, Lz, ~S

2, Sz}
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~S2|xs〉 = ~

2s(s+ 1)|xs〉, s
��� o ��3
��� o �t� u � .'x ���

s= 1
2= ~

2 3

4
|xs〉

u � .kx�0&�

Sz|xs〉 = ~sz|xs〉, sz = −s, ..., s s= 1
2= ±1

2

u � .kx 4��
o9�t�

s = 1
2

��� o �@���q�{3q��� o ����4
Xs

� �����
���,�t� 3����
� r"� �,�
����� ����� o
∣
∣
∣
∣
s =

1

2
, sz =

1

2

〉

≡ |↑〉 ,
∣
∣
∣
∣
s =

1

2
, sz = −1

2

〉

≡ |↓〉 u � .'x w �
	 � 
�� � ��' � ������� #��H��� ����� � � � �.������*!�
� � 	�r��7/���� ��	
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S± := Sx ± iSy+ ���,�t����� o �
S+

† = S− [Sz, S±] = ±~s± [S+, S−] = 2~sz
u � .kxp6&�

1���	{�������P� o ���
SzS± |s, sz〉 = [Sz, S±] |s, sz〉 + S±Sz |s, sz〉 = ~(sz ± 1)S± |s, sz〉

u � .'x � /&�
n2o ���>��� o ���F���

S± |s, sz〉 = c± |s, sz ± 1〉 u � .kx �g� �
����r\�
���,�t� �.}"	

s = 1
2

S+

∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉

= 0
u � .kx � .��

S+

∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉

= c+

∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉 u � .'x � �&�
S−

∣
∣
∣
∣

1

2
,
1

2

〉

= c−

∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉 u � .'x �AJ �
S−

∣
∣
∣
∣

1

2
,−1

2

〉

= 0
u � .kx � ���

m �
���{� �,�,�
c+

�@�



|c+|2 = |c+|2 〈↑ | ↑〉
= 〈↓ |S−S+| ↓〉
= 〈↓ |(Sx − iSy)(Sx + iSy)| ↓〉
=
〈
↓ |S2

xS
2
y + i[Sx, Sy]| ↓

〉

=
〈
↓ |S2 − S2

z − ~Sz| ↓
〉

=

〈

↓
∣
∣
∣
∣

3

4
~

2 − (−1

2
~)2 − ~(−1

2
~)

∣
∣
∣
∣
↓
〉

= ~
2

⇒ c+ = ~

n ��� o �����P� o ��� �.}�	
c−

4
c− = −~
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���"��4
S+ |↓〉 = ~ |↑〉 , S+ |↑〉 = 0
S− |↑〉 = ~ |↓〉 , S− |↓〉 = 0
Sz |↑〉 = ~

2
|↑〉 , Sz |↓〉 = −~

2
|↓〉

Sz →
(
〈↑ |Sz| ↑〉 〈↑ |Sz| ↓〉
〈↓ |Sz| ↑〉 〈↓ |Sz| ↓〉

)

= ~

2

(
1 0
0 −1

)

S+ → ~

(
0 0
1 0

)

S− → ~

(
0 0
1 0

)

Sx → ~

2

(
0 1
1 0

)

Sy → ~

2

(
0 −i
i 0

)

o9�t��r�����#@��� o ��� o9���{	�� 3
���
~σ

σ1 =

(
0 1
1 0

)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)

σ3 =

(
1 0
0 −1

)

o ���������
�t!�� ~S
�
!���	��
� ���
�\r���	�!��

Si = ~

2
σi

� J
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2
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H = H0 + λH1

�-���
λ ∈ �

� �����
�
H0

r��
	��2���,� o �{���'�rH�|7��	{���
��	�r����������������
��	��
�
� #$	
��� o �
�,���t���5-@�����-���K� o ���r�� � G �t���
�&���
	��
� ����r G � �����"�P����(&�{�t������� �7��(������&�>�
� �"rex
λH1

�t����r"�
	 + �
��	��
���
	�� -� � o !�����	�( o ��� � �������
�
H0

�t���
x
��OF!�QK/�!�OkM 4��

H0 =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 , H1 = αx3

8:���
�
H|n〉 = En|n〉

r���	
!���#@���
�
��3�	
��� �����������
���{3�4
En = E0

n + λE1
n + λ2E2

n + ...
���"r |n〉 = |n0〉 + λ|n1〉 + λ2|n2〉 + ...

n ���������-��4 |n0〉 �"� !��&���
�&����	��{�q�54

H|n〉 = (H0 + λH1)(|n0〉 + λ|n1〉 + λ2|n2〉 + ...)

= (En = E0
n + λE1

n + λ2E2
n + ...)(H0 + λH1)(|n0〉 + λ|n1〉 + λ2|n2〉 + ...)

� �
	
� o �
�t!���� � o ��� !�����H�	��k�"�����
�\� �
λ

4

λ0 : H0|n0〉 = E0
n|n0〉 u � .'x � 0&�

λ1 : H1|n0〉 +H0|n1〉 = E1
n|n0〉 + E0

n|n1〉 u � .'x � 4��
λ2 : H1|n1〉 +H0|n2〉 = E0

n|n2〉 + E1
n|n1〉 + E2

n|n0〉 u � .'x �<w �
12� � m ����� �:r��
�@��� o ���
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〈n0|n〉 = 1 ⇒ 〈n0|n1〉 = 0 = 〈n0|n2〉 = ...
q���� � ����r��q���-��� 〈n0|

� o � m 	
�N� � ��(F�
��	����"� � o �
�t!��F����� � .'x � 4����e4
〈n0|(12.17) : 〈n0|H1|n0〉 + 〈n0|H0|n1〉 = E1

n 〈n0|n0〉
︸ ︷︷ ︸

=1

+E0
n 〈n0|n1〉
︸ ︷︷ ︸

=0

�	��

��������
���������������
 ��!�����"�
#�$��
#%�%���
#&(')�*�+%,
-&/.10��+&�2�&+"�
#&3�*&�"�
-45
-&6��&+�,�����87�!*��
-&+9#
-&;:

��0



⇔ E1
n = 〈n0|H1|n0〉
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�

m 6= n
� ���
4

〈m0|(12.17) : 〈m0|H1|n0〉 + 〈m0|H0|n1〉
︸ ︷︷ ︸

=〈H0m0|n1〉=E0
m〈m0|n0〉

= E1
n 〈m0|n0〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+E0
n〈m0|n1〉

⇒ 〈m0|H1|n0〉 = (E0
n − E0

m)
︸ ︷︷ ︸

6=0 ��� ��� ��� ��� � � ��� � ���	� ��� ���	� � � � �
〈m0|n1〉

⇔ 〈m0|n1〉 =
〈m0|H1|n0〉
E0
n − E0

m

n2o ���>�
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	��{�
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|n1〉 =
∑

l cl|l0〉 =
∑

m6=n |m0〉 〈m0 |H1|n0〉
E0

n−E0
m

o9�t� 〈m0|n1〉 = 〈m0|H1|n0〉
E0

n−E0
m

= cm
-"�������
�

cm << 1
� ���5x
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〈n0|(12.18) : 〈n0|H1|n1〉 + 〈n0|H1|n2〉

︸ ︷︷ ︸

=0

= E1
n 〈n0|n1〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+E0
n 〈n0|n2〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+E2
n〈n0|n0〉
︸ ︷︷ ︸

=1

⇒ E2
n = 〈n0|H1|n1〉 =

∑

m6=n
〈n0|H1|m0〉cm =

∑

m6=n
〈n0|H1|m0〉 〈m

0|H1|n0〉
E0
n − E0

m

n2o ���>� ���
4

E2
n =

∑

m6=n
|〈m0|H1|n0〉|2
E0

n−E0
m
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〈m0|(12.18) : 〈m0|H1|n1〉 + 〈m0|H1|n2〉
= E1

n 〈m0|n1〉
︸ ︷︷ ︸

=cm

+E0
n〈m0|n2〉 + E2

n〈m0|n0〉
︸ ︷︷ ︸

=0

⇒ (E0
m − E0

n)〈m0|n2〉 = cmE
1
n − 〈m0|H1|n0〉�,�t� |n2〉 =

∑

l

|l0〉ĉl
�P� o ����� ���t�{��	
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√
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) (
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√
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a†|n0〉 =
√
n + 1|n0〉

⇒ E1
n = 0����	�	
�
(&�
��	�3
�t3������{����r���� � x0H�	�r��F�����
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∑
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E0
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√
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(
1
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√
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2
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E2
n = 〈n0|H1|n1〉 =
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|〈n0|H1|m0〉|2
E0
n − E0
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=
αX6

0
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(
1

3
n(n− 1)(n− 2) − 1

3
(n + 1)(n+ 2)(n+ 3) − 9(n+ 1)3 + 9n3)
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~
2

8m3ω3
(−30n2 − 30n− 1)

⇒ En = ~ω(n+
1

2
) +

α2
~

2

8m3ω3
(−30n2 − 30n− 1)
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ΩR10Y
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00 z
︸︷︷︸
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∫ ∞

0

r
r r3

∫ +1

−1

r
cosϑ cosϑ

∫ 2π

0

r
ϕ|Y00|2

r
Ω = r2 sin ϑ
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⇒
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






〈200|H1|200〉 〈200|H1|210〉 · · ·xxx x x x







=







0 x1 0 0
x2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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


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∫ ∞
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

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1√
2

(|n1〉 |n2〉 + |n2〉 |n1〉)

= (E1 + E2) |n1, n2〉B = E |n1, n2〉B , E = E1 + E2

0 J



.,���
	��-�t�������e4
|n1, n2〉 =

1√
2

(|n1〉 |n2〉 − |n2〉 |n1〉)

P12 |n1, n2〉 = − |n1, n2〉 = |n2, n1〉
q����H�
� o !������e4
m ���
�����
�e4

|n1, ..., nN〉 = cB
∑

� � � � � � � � �
� � � � 

��� �
P (|n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ ...⊗ |nN 〉)

�L��	
�,� ���"�
�e4
|n1, ..., nN〉 = cF

∑

� � � � � ��� � ���	� � � 

��� �
(−1)PP (|n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ ...⊗ |nN 〉)

q���	��-�t�
	
�"����4
〈 | 〉 = 1 ⇒ |c|2 × n ��3
��� o r���	��H�
	��-� �t�Cr��
	 + ���,�,� !

= 1

⇒ cf =
1√
N !

cB =

√
N1!N2! · ... ·NN !√

N !
, Ni =

n ��3
��� o -���� �}������r���	 3������{����r |ni〉
� � r���	 + ���-�,� ���"���
	
���
�5x

� � � � � ?3� � � B � �
����4�.j����!��9|������t�{������� o ��r��
����	�� ��	
��u � .�#$	
���
�����
��� � . G o �
(&�{	��������

H = H1 +H2 + V

H1 =
~p1

2

2m
− Ze2

|~x1|
H2 =

~p2
2

2m
− Ze2

|~x2|

V =
e2

|~x1 − ~x2|
� 8 ���
�"��� �}�t��� + !���	
���
�{���e4
� x � �}/�����r\(���� � + |�� �.'x � �}/�����r + |��t�
�"x � 6= /�- + �
��	
���"�����
���
��	�� �
+ !���	
���
� � 4 � �}/�-�(���� � + |��t�ex

0g�



� ���H�
� o !�������3
���������"r���4 |n, l,m〉 , En = −Z2Ry

n2# 	��'r"��(&�{3
�"��������re4
|Ψ〉 =

1√
2

(|n1, l1, m1〉 ⊗ |n2, l2, m2〉 − |n2, l2, m2〉 ⊗ |n1, l1, m1〉)

H |Ψ〉 = (H1 +H2) |Ψ〉 = (En1 + En2) |Ψ〉

E = En1 + En2 = −4Ry

(
1

n2
1

+
1

n2
2

)

G �"�
	
��� �q� + |��
(&�{	����94

u
n1, n2

�
E/Ryu � - � � � wu � -�.�� �r�

· ·
· ·u � -∞ � � J
· ·
· ·u .E-�.�� � .+ !���	
���
�2.'4 #@��� o ��� #$	�� ��3�� |

|s, s1,z〉 ⊗ |s, s2,z〉 =







|↑〉 ⊗ |↑〉
|↓〉 ⊗ |↓〉
|↓〉 ⊗ |↑〉
|↑〉 ⊗ |↓〉

, |↑〉 ≡
∣
∣
∣
∣
s =

1

2
, sz =

1

2

〉

, |↓〉 ≡
∣
∣
∣
∣
s =

1

2
, sz = −1

2

〉

� � o o ��������r�� ���
� + %k���{�
� �����tH}|��
	
���{��	
�
��4
{~S2

1 ,
~S1,z, ~S

2
1 ,
~S2,z}

{~S2, ~Sz, ~S
2
1 , ~S

2
2} ~S := ~S1 + ~S2 :

12�
	 �}�
�
�����{��|�� �
G �t���
�"3
����������r"��4 |s, sz, s1, s2〉 ,

�,�t� |s1 − s2| ≤ s ≤ s1 + s2 ⇒ s = 0, 1

|s, sz, s1, s2〉 ,
�-��� |s1 − s2| ≤ s ≤ s1 + s2 ⇒ s = 0, 1

u m �t�
����	
4 ~J = ~L + ~S
�

+ � �"��� o �q�
� {∣
∣s = 0, sz = 0, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= 1√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↓〉 ⊗ |↑〉)

�@	�� | o �����






∣
∣s = 1, sz = 0, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= 1√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 + |↓〉 ⊗ |↑〉)

∣
∣s = 1, sz = 1, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= |↑〉 ⊗ |↑〉

∣
∣s = 1, sz = −1, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= |↓〉 ⊗ |↓〉

0�0



�@	�� | o ���
�
4 + %k�,�-�q�{	
�t�
!����+ � ����� o �q�
�54 n �&�{�t��%k�-�,���
	
�t�
!��
⇒ .�� �
	��
!����t�
r�����������	��-��� r��
����� o �t���-�#���	
����� o � ���\4
H}	��{��� � o o ���"�P����(&�
� ��� ��%k�,�-�q�{	�� �
!��6- + |�� �&��� oto �
�'�P����(&�{�t���\���&�{� ��%k�-�,���
	
� ��!��
|Ψpara〉 = cp (|n1, l1, m1〉 ⊗ |n2, l2, m2〉 + |n2, l2, m2〉 ⊗ |n1, l1, m1〉) ⊗ |0, 0〉

o9�t� |0, 0〉 ≡ ∣∣s = 0, sz = 0, s1 = 1
2
, s2 = 1

2

〉

� 	�����r�3������{����re4
|Ψ〉 = |1, 0, 0〉 |1, 0, 0〉 ⊗ |0, 0〉

� xL��������	
�����{��	�3��"��������re4:u
n1 = 1, n2 = 1

� J � ����!��\���&����	��{���
|Ψ〉 =

1√
2

(|1, 0, 0〉 ⊗ |2, l, m〉 + |2, l, m〉 ⊗ |1, 0, 0〉) ⊗ |0, 0〉

H}	��{������� o � ���\4
H}	��{��� � o o ���"�P����(&�
� ���\���&�{�t��%k�,�-�q�{	
�t�
!��.- + |�� �&��� oto �
�'�P����(&�{�t��� ��%k�-�,���
	
�t�
!����� ��r�	
�t�����
�
	 G ���
	���� ��3
���������"re4

n1 = 1, n2 = 2
- G �&����	��{���"� �>u � ���&� � � � .N����!��ex

|Ψort〉 =
1√
2

(|1, 0, 0〉 ⊗ |2, l, m〉 − |2, l, m〉 ⊗ |1, 0, 0〉) ⊗ |1, (±1, 0)〉

�"x + !���	��t�
�
V 6= 0

-������
	�( o ��� �ex
� xbH�	
r����"� G ����	
���t�
(���	
	��
(&�{��	�� � #���	
����� o � �"� �}	
����r"3
����������r�4
E

(1)
11 = 〈1, 00| 〈1, 00| 〈0, 0|V | |1, 00〉 |1, 00〉 |0, 0〉

V =
e2

|~x1 − ~x2|

↪→ e2
∫

d3~x1

∫

d3~x2
|Ψ100(~x1)|2|Ψ100(~x2)|2

|~x1 − ~x2|
o9�t�

Ψ100 = R10Y10 =
1√
π

(
Z

a

)3/2

e−
Zr
a , a ≡ ~

me2

E
(1)
11 =

e2

π2

(
Z

a

)6 ∫ ∞

0

dr1r
2
1e

−2Zr1
a

∫ ∞

0

dr2r
2
2e

−2Zr2
a

∫

dΩ1

∫

dΩ2
1

|~x1 − ~x2|

= ... =
5

8
e2
Z

a

z=2≈ 2, 5Ry

E11 = −8Ry + 2, 5Ry = −5, 5Ry (
�qp'|7��	
�t�-���F�
� oto 4

E11 = −5, 8Ry)

0g4



� � � ��?��d� � � � = � � � ��� � ?q= � � ��� ? � �
)���r���	H�"� �
�"�
	
�t���
� m �q�{	
��!��&�{����� o ���'�{���
� r����H#$	
��� o �
� r"� � + !���	��'r��t������	�� � o ��� !��F�����u + � 8H��3
� o ���
���ex m � �
�"�
	�(������&�{���-��� r��t�$3����t��������������� ��(��
�t��� �,�,�
	��
�t�"����!�� ���'��
�
|���	
�t�
	
���ex�� � 	2�7�q�{	{��!��F�
�
� �k�"�����
	{�������
�"�
����� ��� �
��� �.}�	 � � oto � -7�t� r"�
����� r������� !��&���
�,�
�t�"����!�� ���
�&�
x71��
	��2���,� o �{���k� H�|7��	{���
��	 � ����� o ���,�F���\3
���t�{���������"��� ��x

i~∂t |Ψ(t)〉 = H(t) |Ψ(t)〉
12� � ��	{����� o ���"�{�q� �k�"�e4����&�
�
	C� � o !������ uP����������	��
�L���H	{���"���P��	������
� ���"�
� �t��� r���	
G 	�� ��	��{�"���������
	���r����2�����,� o �
���'�rH}|��
	
���{��	
�m� �&����	
� ���&�54

〈Ψ|H|Ψ〉 �t�&����	
�����F�
|Ψ(t)〉 → |Ψ′(t)〉 = U(t) |Ψ(t)〉

UU † =
� ⇒ 〈Ψ′|Ψ′〉 = 〈Ψ|Ψ〉

1����,�t���t����r����"�e4
〈Ψ|H|Ψ〉 �t�&����	
�����F� � �����

H → H ′ = U(t)H(t)U †(t)

	 � 
�	 � � ����� � # �.�"��� � ��$��
12�3/��"�t�{�t���
W O���R�!�h,!PJ�R � /������	�
���
�������������	����� � � ;�3 9 |Ψ′〉 ��� ; <H< � ��< � 9 � 9 M 9�� AC=EDB< �7; �>DEF � F
��� D!<HG

|Ψs(t)〉 = U †(t)H(t0)|ΨH(t0)〉12� � + � 8 �t� ����� ���
�F������	�� m � o rC�t���
4
i~
(
∂tU

†(t)
)
|ΨH〉 = HSU

†|ΨH〉

i~
∂U †

∂t
= HSU

†

12� �v8 ���
�"���,�.}"	�3
�
���{�������������"��� ���
HS

o ���"�
���
4
U † = c · e− i

~
HS ·t

U(t = t0) = 1 ⇒ U † = e−
i
~
HS ·(t−t0)

|ΨH〉 = e
i
~
HS ·(t−t0)|ΨS〉

0 w



q��
���
�-r��
� �2���,� o �{���'�rH�|7��	{���
��	@�����
� �-���>�k�"�*����!��,r��t�I3��
�t�{������������� ��(��
���$r���	
H}|��
	
���{��	
�
� �����{	
��!��&�{���exH��� r"� � ���
!����F�������
� �q��� ���v3
� ����	
��� �"����!��"�
�.- � ��� o ������ 	

t0 = 0
4

HH = e
i
~
HStHSe

− i
~
HSt = e

i
~
HSte−

i
~
HStHS = HS = H

OH(t) = e
i
~
HStOSe

− i
~
HSt

dOH

dt
=

i

~
HSe

i
~
HStOSe

− i
~
HSt − i

~
e

i
~
HStOSHSe

− i
~
HSt + e

i
~
HSt

dOS

dt
e−

i
~
HSt

=
i

~
[HS UOSU

†
︸ ︷︷ ︸

OH

−UOSU
†

︸ ︷︷ ︸

OH

HS] + U
dOS

dt
U †

=
i

~
[H,OH ] +

∂OH

∂t
P O"!Ph5O'R�h 8 !M%(;eMwEHRHSj!M? _9O"!�Q
OkRzU$OFGNSQE��$!wMM)

dOH

dt
= i

~
[H,OH ]+∂OH

∂t)�� _9O"!�Q
OkRzU$OFGNSQE��$!wMM) ��� o �
4
∂|ΨH〉
∂t

= 0
12� � 3�����������r"�v��� ��r\3
���t�
�����������������t�

∂OH

∂t
6= 0

12�t� H�|��
	
���{��	��
�\�����
	����t!��&�
7�G('	-�M�hjEHRHS�Q5Q��"hiD&O

•
dH

dt
= 0 ↔ ∂H

∂tn ���$r"�
	 )��&����	
� ����3 �"�F�
�
	 3����t���{	{����� o ���{�t�����
�v�P� o ����r��t� G 	
��� o �
�����}r���	 G ���
	 ���� ��x
•

d~pH
dt

= 0 ↔ [H, ~pH ] = 0,
∂~pH
∂t

= 0n ����r���	��@	
����� o ���{�t������� �&����	
� ����32�P� o ��� r"� � G 	
��� o �{���"��r��
��)��-|"� o ���
�
x
•

∂~LH
∂t

= 0 ↔ [H, ~LH ] = 0,
~LH
∂t

= 0n ����r"�
	�)��&����	
� ����3��"�F�
�
	 �������N�{� �����
���P� o ���Kr�� � G 	���� o �{������r��
�>12	��
���t�>�|�� o �
�
��x

0Z6



	 � 
�� � � �"� � � � ��$��
1�����1�� 	{��!q� m � o r ���t	
r ����!�� ������/�������!����
� o ���t	
(F������� � m � o r ���
�������&�5x:)�� 12� 	
��!q�
m � o rC(������9�-��� r��t��3��
�t�{������������� ��(��
�������"�
|�� o �{���e4

H = H0 + V (t)

��� ��	��
�t��r r��t�a3�����������r"�C�k�"� �"� !��&���,�
��	K3
�
���{�������������"��� ��x@12�t��3������{����r��C�"��r
H}|��
	
���{��	
�
�\� � 12� 	
��!q� m � o r*�
	���� o �{�
� ��� �����9)���r"�qp\)2uP��� � � )��F�
�
	
��!��
� ��� � �

|ΨI〉 := U |ΨS〉
OI = UOSU

†

U = e
i
~
H0t

12� � + � 8 o ���"�{�q��r������\� � 12�t	{��! � m � o re4
i~∂t|ΨI〉 = i~

∂U

∂t
|ΨS〉 + i~

∂|ΨS〉
∂t

= −H0|ΨI〉 + UH|ΨS〉
= −H0|ΨI〉 + UHU †U |ΨS〉
= (−H0 + U(H0 + V )U †)|Ψi〉
= UV U †|ΨI〉1����,�t�����N���-��� r����"�\�t�=� � � m � o re4

i~∂t|ΨI〉 = HI|ΨI〉

OI

dt
=

i

~
H0OI −

i

~
OIHo + U

dOS

dt
U †

︸ ︷︷ ︸

:=
∂OI
∂t

dOI

dt
=
i

~
[H0, OI] +

∂OI

∂t

4�/



� � � ��?qB � � ����� � ? � � ;,B�� = � � � �eB � � � =@?��
12�
	 n �����&�������
|����"(F��� ���54

H = Ho + V (t)

• 1�����#$	
��� o ��� �.}�	
H0

�t�������
	
���t�
����� o �����54
i~∂t|Ψ0〉 = H0|Ψ0〉

|Ψ0〉
���
(N�����&�

• �>u�� � ( o ��� �C�������
�
H0

•
V =

{
0 t ≤ t0
V (t) t > t012� � G �t���
��3������{����r�� |Ψ〉 3
�\� ��� ��r*� o o �
	
r"� �����m���F���
(N�����&�5x")�r��
��4�3
��	��������
	�������� �� ��� �
��� 8 ����������4

� x n �����
|���	{���
� ��� r��
	 3��
���{�
�&�����t!�( o �����\�����
H0

r���	
!�� � ���
	
�������\� ���K12� 	
��!q�
m � o r

.'x�) �{��	{���
�t���v8 ���������>�.}�	�( o �
�t��� �
3
� � 12�t	{��! � m � o re4

|ΨI〉 = U |ΨI〉 = e
i
~
H0t|ΨS〉

U = e
i
~
H0t

i~∂t|ΨI〉 = VI |ΨI〉
VI = e

i
~
H0tV (t)e−

i
~
H0t

G �t��� �
	����{� ��8:���
����� �}� ���54
|ΨI〉 = |ΨI(t = t0)〉 +

1

i~

∫ t

t0

dt′VI(t
′)|ΨI(t

′)〉

1����C� ���C� oto ��	
r��t�����>���k!�� (��
�t��� ��!��F�
� 8:���
������- r����-��� r����*���F���
(N�����&�{� |ΨI〉r���	
!��9r������ �,�,�
	 �"�'!��\���F�7��(N�����&�{� |Ψi〉
���"�
����r�	`}�!�(&�2�����5x

3��*.}8 ���
�"��� r���	
!��-) �{��	{���
� ���e4@� � 	 �������,�
�,r���� G 	
��������� �m���"� � ���"r-���F�����t!�(�� o �

4 �



� � r��
	 3����t�54
|ΨI(t)〉 = |ΨI(t0)〉 +

1

i~

∫ t

t0

dt′VI(t
′)

[

|ΨI(t0)〉 +
1

i~

∫ t′

t0

dt′′VI(t
′′)|ΨI(t

′′)〉
]

= |ΨI(t0)〉 +
1

i~

∫ t

t0

dt′VI(t
′)|ΨI(t0)〉

+
1

(i~)2

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′VI(t
′)VI(t

′′)|ΨI(t0)〉

+
1

(i~)3

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′
∫ t′′

t0

dt′′′VI(t
′)VI(t

′′)VI(t
′′′)|ΨI(t0)〉

+ . . .��� 3
� �
� �"�
� G 	
���������t�K3�� (����,�,�
�.- ���"�
���-��� r�� ���
� ����� �������
�&�����t!�( o ����� �t	�����
��r'� ���"�]���"��	
��!����
�ex � �t	����
	
��!�������� �F��	����t��3
�"	��
	����{���+H�	�r��F������x$1�� ��3��'���������r�� � ��	��
�\��� �����
	�4
|Ψ〉 =

∑

n

cn(t)|n〉

〈Ψ|Ψ〉 = 1 →
∑

n

|cn(t)|2 = 1

12� ��������	
��!����
�t� o �t!��&�{(����t��r���� + %'���{��� �t�|3��"��������r |m〉 3��2/���r��
�\� ���54
Pm = |cm|2 = | 〈m|Ψ〉 |2

q���� r��t�
(F�"�{�t�
	��
�*��� 	 r�� �^3��
�t�
�
�&����� !�( o �����$}����
	 r"� �������
� �������
���
���
��q2���"�
	
�"������
�����7��� �������
�C����r*�P	
�������C����!��Cr���	�� ���"	
�
!��"�
� � o � !��"(��
��� r���� + %k���
�
� �t�*�
�t���
��7�����{�t�-�K�{�
� + !��"	
�kr�� �����
	��r3������{����r 3
��/���r"�
�e4
t < t0 :

+ %k���{��� � � G �t���
�"3
����������r �����
H0

|ms(t)〉 = e−
i
~
E0

mt|ms〉

t > t0 : |Ψi(t)〉 = |mI(t0)〉
︸ ︷︷ ︸

|ms〉

+
1

i~

∫ t

t0

dt′VI(t
′)|mI(t0)〉 + . . .

12� �a������	
��!����
�t� o �t!���(����t�,r���� + %k���{�
� 3���	 3��
�t�
t > t0

� � 3��"��������r |nS(t)〉
3
�

/���r������ ����r�������4
|nS(t) = e−

i
~
E0

nt|n(t0)〉 = e−
i
~
H0t|n(t0)〉

Pn = | 〈nS(t)|ΨS(t)〉 |2

= |〈nI(t0)| e
i
~
H0t|ΨS(t)〉

︸ ︷︷ ︸

|ΨI(t)〉

|2

4�.



� � 	m���
���,�
�����.-Fr������ r���	 + ����	��{3
�"��������r |n〉 �"��r*r���	 G ����3
����������r |m〉 ���
	��
!����t�q�r��
�9�
� �"re4
〈n(t0)|ΨI(t)〉 = 〈n(t0)|ms(t0)〉

︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

i~

∫ t

t0

dt′ 〈nS(t0)|VI(t′)|m(t0)〉 +

xxx

=
1

i~

∫ t

t0

dt′
〈

nS|e
i
~
H0tVS(t

′)e−
i
~
H0t|m

〉

+

xxx

=
1

i~

∫ t

t0

dt′e−
i
~
(E0

n−E0
m)t 〈nS|V (t′)|mS〉 +

xxx

12� ��������	��
!������ � o � !���(��
���
Pnm

r���� + %k���
�
� 3���	I3��
����� � �=3������{����r |n〉 3
� /���r��
�6-� ����� r���� + %k���
�
� 3
��� 3��
�t�
|�����(&�
t = t0

� � 3����������"r |m〉 ���q� ���
�
� � ���1-�� ������
�����7����r��"	
!��e4

Pnm =

∣
∣
∣
∣

1

~

∫ t

t0

dt′eiωnmt 〈n|V (t′)|m〉
∣
∣
∣
∣

2

ωnm =
E0
n − E0

m

~12� �}����	����
� o � ����	
��!����
�t� o �t!���(����t��� �|3������{����r |m〉 � ����r�������4
Pn := 1 −

∑

n6=m
Pnm

n2o � m �
�t�
|��t� o �F����r��
	 + |7��3
� � o ��� oto �
�t���
	@(������������&�
�
� + ����	������"-Nr�� ��3
��� 3��
���{|��"��(&�
t = t0

�
�t�����
��!���� o �{�������t	
rex
V (t) = V0Θ(t− t0)

Pnm =
1

~2

∣
∣
∣
∣

(∫ t

t0

dt′eiωnmt

)

〈n|V |m〉
∣
∣
∣
∣

2

=
1

~2

∣
∣
∣
∣

eiωnmt − 1

iωnm
〈n|V0|m〉

∣
∣
∣
∣

2

�-����r��
	�)�r����&�{�t�{���54 |eix − 1| = 4 sin2 x
2

�P� o ����r�������4

Pnm =
1

~2

(
sin ωnmt

2
ωnm

2

)2

|〈n|V0|m〉|2

G �v�
��� ��� ��	}�7���-��	
(&�1- r����
�
V0

�
�t� ��� o � ����� �*(����,| o �t3
� ��	��
�
	 H�|��
	{�N�{��	}���
� � (N�����.-r��
	 �"� !��&� �����*r���	 3 G �t� ����������������u m ��|ex�4"r���� ~E ���L� o rL� xk12�
	���� �����
	�� ��� n ����r�	
�"!�(
4@�



o ����������� !��C� ���t�
�
	 � ���
	��
� �'����!����
� ��x � �t	 �
!��������
�\3
�"����!������212��	
���{� oto ���"���
�Cr���	�12���	{��! �~��!����
�a1�� o �{�N� 1�� ���
	
�t���"�{�t���C����4
δt(α) =

sin2 αt

πα2t
=

{
≤ 1

πα2t
α 6= 0

= t
π

α = 0

)�� � 	��
��3q� ��	��
t→ ∞ �����&��r"� ��������(&�{�t���

δt(α)
� �>r�� ��1�� o �{�N� 1�� 	
���{�t���"�{�t���$}����
	�4

t→ ∞ : δt(α) → δ(α)
∫ ∞

−∞
dαδ(α) = 1 δ(c · α) =

1

|c|δ(α)

1����,�t�v(N����� �-����r������ r���� n �"�
r�	���!�(�� .���	vr�� � � ���
	
����������� ���"	
�
!��"�
� o � !���(��
������-��!���	
��� ���
�\� �e4
Pnm =

πt

~2
δ
(ωnm

2

)

|〈n|V |m〉|2

1����,�t�:�
	���� o �:�����v�
�t���
�v�
����	H�7��	`}����K�{�
� n ����r�	
�"!�(�4  OFG@?�!���Q SLJ�M&):OkRHO��*OFSLO'M l
Pnm = 2πt

~2 δ(En − Em) |〈n|V |m〉|2

4 J



� � ;,B =�� �*B � � � =@?��
� ���iH o � q�� ��(���	
(����
n �"�����"���
3������{����r 4

Ψ0(~x, t0) = (2π)−3

∫

d3kei
~k~xa(~k)

max(a(~k)=k0)≈ ei
~k0~x

��x m x~rex n �
��� ~k0 = k0~ez
r������\� ���54

Ψ0(~x, t0) ≈ eik0z (a)

Ψ0(~x, t0)
�
	��.} o o ��r��t���P	
�
�t� + !���	��'r��t������	
� o �
� !��F���"��x

� ���
��!��&�54 G ��r�3������{����r.-����
�t�����
�,����� + �{	��
��3��
�&�{	����9xn ���������-��� 4���
V (~r) = V (|~r|)� ���
limr→∞V (r) = 0� � ���
V (r) < r−1 ��� �
�t���
�

r > R0 ∈
�

8:���
�����,r���	��P	��
�t�
� + !���	��'r��t������	
� o �
� !��F���"�,�t�\� �"��� o (��k��	
r��t�����
�
�e4








− ~
2

2m

(

∂2
r +

2

r
∂r

)

+
~L

2mr2

︸ ︷︷ ︸

~p2

2m

� ��� ������� ��
�
���� � ��� � � �

+V (r) − E









Ψ = 0

8:���
�����>�.}�	
r → ∞ x n�o �
�

V (r) = 0, 1
r2

= 0
� ���54

ΨS = e−ik0r

r
f(Θ, ϕ)

�.}�	
E = ~2

2m
k2

0

x1��
V = V (r) ⇒ f(Θ, ϕ) = f(θ)���br"� ���
�t�'���"��r>����� o ���"�P����r���� � oto � �t��� o ��� !�����	 m ����� �$3
�>���
��!���	
��� ���
�.-&��!���	
��� ���
�����!���r"� �}�
�t� o ���"�P�
��r"�^��� o o �2� �\�}����� o (��k��	
r"� �����
�
�e4

Ψ0 = eik0z = eikz = eikrcos(Θ) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l
clm(k, r)Yl,m(Θ, ϕ)

��� � ��� ϕ � � ��� ��� � ����� � �
=

∞∑

l=0

cl(k, r)Yl,0(Θ) =
∞∑

l=0

cl(k, r)Pl(cos(Θ)) (∗)

4Z�



H}	��{����������� o �t�{���54 ∫ 1

−1
dζPl(ζ)Pl′(ζ) = 2

2l+1
δll′ ⇒

∫ 1

−1

dζPl′(∗) =

∫ 1

−1

dζPl′e
ikrζ =

∑

l

cl

∫ 1

−1

Pl′Pl =
∑

l

cl
2

2l + 1
δll′

cl =
2l + 1

2
∈1
−1 dζPle

ikrζ = (2l + 1)iljl(kr)

o9�t��r����9��|�����	
� ��!����
� m �
���
� o �P����(&�{�t�������e4

jl(x) = (−i)l 1
2

∫ 1

−1

dζPl(ζ)e
ixζ = (−x)l

(
1

x

d

dx

)l
sin(x)

x

��� o !���� ��� �}��� !��\����!���	��
!�������� o ���
����8 �������������\�P� o ������r��
	�1^�v8���� ��r�4
(
d2

dx2
+

2

x

d

dx
− l(l + 1)

x2
+ 1

)

jl(x) = 0

12� � 3q� ���t�
�
� 8 ���
���"���
� r���	C1�� 8�uP�����,��������� 1�� 8X.'x H�	�r������F�,�
� �"r r�� �tq��
�k������"�"�P����(&�{�t�������e4
ηl(x) = (−x)l

(
1

x

d

dx

)l
cos(x)

x
� �
	
��� o �
�
� �.}�	

x→ ∞ 4

limx→∞jl(x) → (−x)lx−l d
l

dxl
sin(x)

x
+O(x−2) =

(−1)l

x







sin(x), l = 0

cos(x) = −sin(y − π
2
) l = 1

−sin(x) = sin(x− π) l = 0

−cos(x) = −sin(x − 3π
2

) l = 3

=
1

x
sin(x− lπ

2
)

⇒ eikz =
∑

l

iljl(kr)Pl(cosΘ)(2l + 1)

r→∞≈
∑

l

il(2l + 1)Pl(cosΘ)
1

2ikr

(

ei(kr−
lπ
2

)
︸ ︷︷ ︸

� ��� � � ��� � ������� ��� � �
− e−i(kr−

lπ
2

)
︸ ︷︷ ︸

� � ��� � ��� � ������� ��� � �

)

(IV )

� ���{��������� oto ���"�P��(&�{�t���e4
eikr + f(Θ)

eikr

r
=
∑

l

il(2l + 1)
Pl

2ikr

(

Sl(k)e
i(kr− lπ

2
) − e−i(kr−

lπ
2

)
)

(III)

Sl = 1+
m ���{	
���>r��
	����
���
	
���"�{���l� � o o �>-�r"� � G � �����&� ��	��{�vr���	 + � o����
	
� p�x

4�0



� o �����{�t�
!���� + �
	
��������� 4 n�o ���
jr = jeinr + jausr

-��,�t�
jr = Ψ∗∂rΨ − Ψ∂rΨ

∗

jr =
∣
∣
∣Sle

i(kr− lπ
2

) − e−i(kr−
lπ
2

)
∣
∣
∣

2

,
r��

Ψ∗∂rΨ ∼
(

Sle
i(kr− lπ

2
) + e−i(kr−

lπ
2

)
)(

S∗
l e

−i(kr− lπ
2

) − ei(kr−
lπ
2

)
)

= |Sl|2 + Sle
2i(kr− lπ

2
) + S∗

l e
−2i(kr− lπ

2
) − Ψ∂rΨ

∗

∼
(

−S∗
l e

−i(kr− lπ
2

) − ei(kr−
lπ
2

)
)(

Sle
i(kr− lπ

2
) − e−i(kr−

lπ
2

)
)

= |Sl|2 + Sle
2i(kr− lπ

2
) − S∗

l e
−2i(kr− lπ

2
) − 1

⇒
jr = 2(Sl|2 − 1) ⇒ |Sl|2 = 1

⇒ Sl = e2iδl ≡ 	
�
�t���
	�#$�����
�
�'����(&�{��	
(I)

f(Θ) =
1

k

∑

l

(2l + 1)flPl(cosΘ) (II)

G �t���
�q�{3q�{�
�\������u�) �}�7- u�)�)����"��r uP)
)�)�� �
	
��� �"��r��t� #���	��{� � o ��� oto �
� n �-| o �t�
��r���4
eiδlsin(δl) = fl

� ���-���
�
����� ��	
r�����r��
	�r��YX7�
	��
�&�{�t� o o �$����r�r���	@�
����� o � � � 	
(F���"��� 4F����	
�
!��"���t���1-�r��t�
����
� �"r\���t���P� o ��� r��3/��"� �
	��54r��YX7�
	��
�&�{�t� o o �
	 � �t	
(F������� 4F���
	��
!����"�t�
� 4
dσ

dΩ
=

dN(Ω)

NeindΩ�������
�w4
Nein

� n �"35��� o r"�
	��
�t�"��� o o �
��r"�
�C�H�
� o !����
�\����r
dN(Ω)

� 3e��� o r���	�� ����� �t��(�� o � o �
�,�
�&�
dΩ

�"�
Ω

�������
	
�
�'�{�
�9�@��� o !����
�ex�{���{� o ��	�� � 	
(F���"��� 4F����	
�
!��"���t��� 4
σ :=

∫
dσ

dΩ
dΩ

Nein =

∫

dt|~jein|

~jein =
~

2mi

(

Ψ∗
ein
~∇Ψein − Ψein

~∇Ψ∗
ein

)

12��	
!��9�
�t���
�q�{3��
�
�\�����t� o �
�t!��k�"���9uw�&��u
Ψein = eikz

� ��	
���t�"�54
~jein =

~

m
k~ez ⇒

Nein =

∫ T

0

dt
~

m
k =

~kT

m

4Z4



o9�t�
Ψaus = f(Θ, φ) e

ikr

r

�P� o ���
~jaus =

~

2mi

(

Ψ∗
aus
~∇Ψaus − Ψaus

~∇Ψ∗
aus

)

∂rΨaus = (ik − r−1)Ψaus ⇒

jr,aus =
~

2mi
|Ψaus|2

(
(ik − r−1) − (−ik − r−1)

)
=

~

2m
|Ψaus|22k =

~k

m

|f |2
r2

⇒

dN(Ω) =

∫ T

0

dt
~k

m
|f |2dΩ =

~kT

m
|f |2dΩ ⇒

dN(Ω)

NeindΩ
=

~kT

m
|f |2dΩ

dΩ

m

~KT
= |f |2 ⇒

dσ

dΩ
= |f |2, σ =

∫

|f |2dΩ

�{}�	
V (~r) = V (|~r|) � ��	�4

f(Θ) =
1

k

∞∑

l=0

(2l + 1)sin(δl)e
iδl(k)Pl (cos(Θ))

|f |2 =
1

k2

∞∑

l=0

∞∑

l′=0

(2l + 1)(2l′ + 1)sin(δl)e
iδl(k)Pl (cos(Θ))

σ =

∫

|f |2dΩ =
1

k2
4π
∑

l

(2l + 1)sin2(δl)

�������
��r�� � H�	��{����������� o �t���N��r���	:8 �
������r�	
� � #H� o %k�����,�$���
�F�"�{3q�:����	
r���4 ∫
dΩPlPl′ =

4π
2l+1

δll′H}|'�{� ��!����
����������	
��� 4
Im(f) =

1

k

∑

l

(2l + 1)sin2(δl)Pl (cos(Θ))

Pl (cos(0)) = 1 ⇒

Im (f(Θ = 0)) =
1

k

∑

l

(2l + 1) ⇒

σ =
4π

k
Im (f(Θ))

3����{���,�,�
��������������� ���"��r9r"�
� #@���{�
�&�
��� o ��4
SG :

(

− ~
2

2m
∆ + V

)

Ψ = EΨ ⇔
(
∆ + k2

)

︸ ︷︷ ︸

Helmholzoperator

Ψ =
2mV

~2
Ψ, E = frac~2k22m

4 w



� 	��
�
� �~��!�����������(&�
� ��� 4
(
∆~x + k2

)
G(~x− ~x′) = δ(3)(~x− ~x′)

⇒ Ψ = Ψhom +

∫

d~x′G(~x− ~x′)
2m

~2
V (~x′)Ψ(~x′)

o9�t�
4
(∆~x + k2) Ψhom = 0

� ����r��
	 m �q� ��� � o �
�t!��&���
� �"3
�����
�����e4
(
∆~x + k2

)
Ψ =

(
∆~x + k2

)
Ψhom

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫

d3~x′
[(

∆~x + k2
)
G(~x− ~x′)

]

︸ ︷︷ ︸

δ(3)(~x−~x′)

2m

~2
V (~x′)Ψ(~x′)

=
2m

~2
V ~xΨ~x

o�����/���r��q�ju��"� �
	����"��� ����!����F�����F� 4
G(~x− ~x′) = 1

4π
e±ik|~x−~x′|

|~x−~x′|�
� �"�
���
3
��� o �t���P��	��54
Ψ = Ψhom − 2m

4π~2

∫

d3~x′
e±ik|~x−~x

′|

|~x− ~x′| V (~x′)Ψ(~x′)

n ���������-� 4
V 6= 0

�F��	��������v��� + �{	
����3
���&�{	
�"�
m �
	��
!������Kr������

Ψ(~x)
�.}�	 |~x| >> |~x′|

|~x− ~x′| =
√

(~x− ~x′)2 =
√
~x2 + ~x′2 − 2~x~x′ = |~x|

√

1 +
~x′2

~x2
− 2~x~x′

~x2

|~x|
(

1 − ~x~x′

~x2
+ ...

)

↪→ Ψ = Ψhom − 2m

4π~2

∫

d3~x′
eik|~x|e−ik

~x~x′

|~x|

|~x| V (~x′)Ψ(~x′)

(
∆~x + k2

)
Ψhom = 0 ⇒ Ψhom = eikz ⇒

Ψ = eikz +
eik|~x|

|~x| f(Θ, φ), f = − m

2π~

∫

d3~x′eik
~x~x′

|~x| V (~x′)Ψ(~x′)

m ��	
� �~��!���� ���
�t����4F12�"	
!������{��	{���
�t����� G �t���
�q�{3��
�-�����
Ψ ⇒ �P� o ���

f
� o � #@���
�
��3�	
�
�t���� �

V (~x)
4

f =
∑

n

(∫
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