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1 Vorlesung 2

1.1 Quadratintegrable Wellenfunktionen

Die GréRe p(Z,t) = |¥(Z,t)|” ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Sie gibt die
Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort ¥ zu finden. Da die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden zu allen Zeiten gleich 1
sein muss, miissen wir fordern:

/d% U(Z, )" =1t (1.1)

In der Mathematik bezeichnet man eine Funktion ¢(Z) als quadratintegrabel,
falls gilt:

/w*(f) (F) dPr =1 < 00 (1.2)

Mit Hilfe der Normierung

erhalten wir somit:
/d% () =1 (1.4)

Da dies jedoch fiir alle Zeiten ¢ gelten soll, bleibt noch zu zeigen:

- | &' @, > =0 (1.5)
Um dies zu zeigen, gehen wir in zwei Schritten vor: Zuerst zeigen wir, dass
alle Funktionen, die der Schrodinger Gleichung geniigen, die Kontinuitéts-
gleichung

op = -
V] = 1.
ot 7=0 (1.6)

erfiillen, wobei p die bereits oben definierte Wahrscheinlichkeitsdichte bedeu-
tet und ; ein noch niher zu bestimmender Strom ist. Im zweiten Schritt dann
zeigen wir, dass das Erfiillen der Kontinuitdtsgleichung (GL1.6) ein hinrei-
chendes Kriterium dafiir darstellt, dass Gl.1.5 erfiillt ist.

Behauptung.

ihgllf(f,t):H\I/(f,t) o 9 +V-j=0

g9p
ot ot



Beweis. Aus der Schrodinger Gleichung erhalten wir:

ov_ 1
ot ih
sowie
ov* 1 *
=|—HY
- ()
1
=——HU*
ih

Damit folgt:

dp oV L OV

a - o vV
1

= = (= (HU") U + U°HT)

7

(o) ()
= av) - v (aw)

2ma

Wir bestimmen den Strom 7 nun so, dass die Kontinuitiitsgleichung erfiillt
ist. Es gilt A =V - V, und so scheint folgender Ansatz sinnvoll:

j= % v (Vo) - v (V)] (1.7)
Damit ergibt sich dann
V.= % (Vo) (Vo) + v (a0) - (av) v — (Vo) (Vo)
- —% W (AT*) — U (AD))]

und somit folgt

L 4V-j=0 :
8t+v J (1.8)
U
Behauptung.
8p - - d
ad L= — t) &Pz = )
8t+v‘7 O:>dt/p(x,) =0 (1.9)



Bewes.

d op
- d3 _ _d3
dt/p v /8t v

:—/ﬁ-jd% GlL 1.8
\%

=— /jdff Satz v. Gauf
oV

Beachten wir nun noch, dass wir ¥ als quadratintegrabel vorausgesetzt haben

1
lim ¥ = lim p= —=, a>1 (1.10)

|7 — o0 |#]—o00 |2
und legen wir die Oberfliche des Volumens ins Unendliche, so verschwindet
das letzte Integral. Damit erhalten wir schlieflich:

- p(z,t) &z =0 (1.11)

O

Wir haben nun also gezeigt, dass die zeitliche Anderung des Integrals iiber
die Wahrscheinlichkeitsdichte p verschwindet, falls die Wellenfunktion ¥ qua-
dratintegrabel ist und die Schrédinger Gleichung erfiillt.

1.2 Formale Grundlagen

Die quadratintegrablen Wellenfunktionen sind Elemente des (oo-dimensionalen)
Vektorraums L2.

Multiplikation mit komplexen Zahlen
cVel? ceC,Vel?

Addition
Vs =1V + Wy € LQ, C; € (D, v, € LQ’ 1=1,2

Die Wellenfunktionen ¥* sind Elemente des dualen Vektorraums L2 *.

Definition. Skalarprodukt
]y L**x L* - R
1.12
(T, |Wy) ::/\Iq% d*x (1.12)

FEigenschaften. Skalarprodukt



—_

| Wy)" = (Wy|Wy)

[\)

A
. <\I’3‘01\I[1 +cy - \I/2> =C <\I/3‘\I]1> + Co <\I]3‘\I]2>
3. (

Cl\pl “+ cy - \I’2|\I’3> = CT <\I/1‘\I]3> -+ C; <\I]2‘\I]3>
4. (U[T) > 0; (U]T) =0 ¥ =0

Definition. Norm von W.
| == /{W[W)

Operatoren auf L?:
Ein Operator A ist eine Abbildung von dem L? in den L?):

A:L? = [?

Definition.
Ein Operator A heifst linear, falls gilt:

A (101 + ca¥s) = 1 A (V) + oA (U3)
Definition. Summe von Operatoren
(A+B)U = A(¥)+ B(¥)
Definition. Produkt von Operatoren
(A-B)¥ = A(B (1))

Definition. Inverser Operator
Ein Operator A~! heifit zu A inverser Operator, falls gilt:

AT A=A4" =1
Definition. Kommutator
[A,B] = AB - BA

Definition. Adjungierter Operator
Ein Operator A" heifit zu A adjungierter Operator, falls fiir alle Wellenfunk-
tionen W, U, € L? gilt:

(U |AT| Wy ) = (Wy| A| W)



2 Freies Teilchen und Potentialtopf

Autor: Thomas Pohlsen

2.1 Die Zeitunabhangige Schrodingergleichung

Zunéchst fithren wir als Vereinfachung f(¢) und ¢ (%) ein, so dass gilt: V(Z,t) =

U(T) f (1)
Fiir den Fall, dass der Hamilton-Operator nicht explizit von der Zeit abhingt,
vereinfacht sich somit die Schrédingergleichung:

th— = HV

ot
01t ;
(@) = FOHUE)

ih Of(t) _ Hy(T)
ft) ot »(Z)
wobei dann gilt: £ = const, denn die linke Seite ist in Z° konstant und die
rechte Seite ist in ¢ konstant.
Somit gilt fiir die Zeitabhangigkeit:
i 0f(t) _
ft)y ot

Da sich fy = 1 wihlen lisst, da ¢ noch unbestimmt ist, folgt dann:

ih

=F

= f(t) = foe #"!
(T ) = (e
Zu 16sen bleibt die zeitunabhéngige Schrodingergleichung:
Hy(Z) = Ep(7)

2.2 Freies Teilchen
Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir V' = 0 lautet:

n* [ 0? 0? 0?
R B =F 2.1
2m (8;1:2 * 0y? - 622) ¥ ¥ (2.1)
Als Lésung testen wir 1(Z) = Ae'* mit k € R3
Wegen .
Ap(T) = —[k|*¥(Z) (2.2)



folgt, dass die Schrodingergleichung erfiillt ist, falls
-
E=—|k| 2.3
I (23)

Somit haben wir als Losung die ebene Welle

U(Z,t) = AelkF—e) (2.4)
mit der Dispersionsrelation
. E k|
k = — = 2‘5
w(F) h 2m (2:5)

Zusétzliche Forderung an die Losung:

/ | U = 1 (2.6)
1%

Wegen
o = (AP (2.7)

folgt fiir A

1
A= N (2.8)

mit dem Volumen V. Diese Losung ist also nur bei einem endlichen Volumen
sinnvoll.

Erwartungswerte fiir U = Aei(Fe—w)

(T) = (V|Z|¥) = / d*z|A?Z =0 , falls V symmetrisch um 0 liegt.
1%

B B
(p) = / B =V = / BarV*—ikV = hk
1% [ v ¢

B2 - h e
(H) = / d3x\11*2—V2\If = / d3x111*2—||k||2‘1’ = 2—||’<?||2 =L
1% m 4 m mn

Die allgemeinste Losung ist eine Summe iiber alle moglichen k Werte

(T = / Bhd (k)™ <2i)3

(2.9)

Wobei ®(k) zum Beispiel ein GauRpaket sein kann. (Vergleiche Aufgabe 4)
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2.3 Potentialtopf

Teilchen in 1d in einem unendlich hohem Potentialtopf

V=0 fir—a<z<a
V=00 sonst
Randbedingung:
U(a) =0 =1(—a)
Losen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung
Hy = Evy (2.10)
mit £ = % und V' = 0 fiir |z| < a erhalten wir
R* d*p  R%k?
o - 2 2.11
2m da? 2m 4 (2.11)
oder auch -
— + kY =0 2.12
L+ (212)

So dass wir als allgemeine Losung
(x) = Asinkx + B cos kx (2.13)

erhalten.
Aus den Randbedingungen

(a) = Asinka + Bcoska =0
(—a) = —Asinka + Bcoska =0

folgern wir, dass
B=0Vka= (2n—|—1)g
und
T
A=0Vka= 2n§

gilt, wobein € N
Somit erhalten wir diskrete, abz&dhlbar unendlich viele Energiewerte:

h2k2 h2 2,2
Fiir k= &~ : Q/J(x):Asinn—ﬁx mit E = _ T
a a 2m 2m  a?
1 1 27,2 2 1\2, 2
5 5 h?k h =
k= (nt 5) ; 1/)(:6):BC087(R+2)7T5L’ E = :_7(n+2) i
a a 2m 2m a?



Um die Losung zu normieren bestimmen wir
A A — 2
/dx\Il*\I!: | A f}asmkx dr = |Aa
v |B? [ coskx dz = |B|?a
Wobei zum Ausrechnen der Integrale folgende Regeln benutzt wurden:

A little known fact

Fiir p, q € 7Z gilt

“ . pmx . qmx
dx sin —— sin = adpq

“ a a
a
P qmx
dz cos — cos = ady,
—a a a
@ prxr . qUX
dx cos —sin — =0
a a a

Die allgemeine Losung 1) lisst sich jetzt als Linearkombination von ¢! und
1?2 darstellen

- 1,1 —iEn 9 o _iEa 1,2
7_t 7_t .
Y= E Cpbne " e e R mit ¢,;” € C
n=0

1
wizﬁsin%x

1 n+i)mw
wi:—cosgx

Va a
Wegen

(uhlit) = [ whd = = (2002), (Whlu2) =0

bilden ¢ eine orthonormale Basis im Raum der Wellenfunktionen.

10



Betrachten wir noch die Normierungsbedingung fiir die allgemeine Losung

(R

Wiy =33 eyt + A2 lehh, + k)
n=0 m=0

(cnren, (Unlibm ) + c2en, (Waln,)
+ e, (nln) + care, (Walvn)

— i i (cn e Omn + 0+ 04 ¢ 6mn)

11



3 Eigenwerte, Eigenfunktionen und der harmo-
nische Oszillator

VON F. KLINGBERG, S. JAKOBS

3.1 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Die Eigenwertgleichung taucht bei der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung
auf und hat weitreichende Bedeutung;:

A, = a, by, mit m=1,2,.. (3.1)

Dabei ist A ein Operator auf L2, ¢ € L? und a € C.

Satz 1. Fulls A hermitesch ist (A = AT), sind alle Figenwerte reel

Beweis:
(A = (WUnlAlpm)* = (WmlATn) = (Wl Althm) = an
(A)" = (Ul Albm))" = (am Wmlvm) )" = ay,
——

=1, € R

= ay, = Qpy

Physikalische Bedeutung: Physikalische Observablen miissen reelle Grofen
sein.

Satz 2. Eigenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschieden Eigenwer-
ten stehen orthogonal aufeinander:

Bewelis:

(WmlAlYn)" = an((Wnl|vn)" = a, Unltm)

Satzl

= (an — am) (Y| m) =0
N—_——

# 0,n.Vor.

12



Es ist moglich, dass ein Eigenwert mehrere linear unabhiingige Eigenfunktio-
nen hat. Dann heifst der Eigenwert entartet:

AL = apt om=1,...

ny ist der Grad der Entartung.

Satz 3. Die Figenfunktionen zu entarteten Figenwerten kénnen orthogonal
gewdhlt werden.

Beweis:

Explizite Konstruktion nach dem Schmidt’schen Orthonormalisierungsver-
fahren. Seien v, die Eigenfunktionen, dann erhéllt man ein System von or-
thonormalen Eigenfunktionen ¢,, iiber:

cpr =

Capr = Py — 1 (p1]1ha)
k-1

cror = =Y ;i)
j=1

|Cl‘2 = (Y1|n)

k—1
‘Ck‘z = (Vr|tn) ZWJJ‘%
7=1

Ein System von Eigenfunktionen von H (H1, = E,,) heifit vollstindig,
falls jede Losung der Schrodinger-Gleichung in der Form

t

@) =, Aui(@) e | d el (3.2)

mit HiJ = E,1)J geschrieben werden kann.

13



3.2 Harmonischer Oszillator eindimensional

p? 1
H = om t V(z), V(x)= émwaQ
h? d? N 1 22 mit h d
= —— —m -
omdr? 2 P= i
_ 2 & AN mit To = -
2 0 a2 To "7V mw
Lose: Hy,, = E,,

Es gibt dazu zwei Moglichkeiten
e Lose DGL (— Blatt 3 Aufg. 3)
e algebraisch 16sen

Wir wihlen die algebraische Vorgehensweise
Definition

1 x d 1 x i
a = 7 (x—o—i-xo%) = 7 (x—0+7—ix0p)
b L (gzxop)* sz 1 (w_*_zxopT)
2\z9 N V2 o N
I S T
= —2<x—0—ﬁxop) mit p=p' x==x
1 x d
- i)
Definition
i—ata - L <£ _xoi) (ﬁ xoi)
2 \ xg dx x dx
d
AT
=—1, Produktregel

14
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Suche Eigenfunktion von n: n, = ni, da v, auch Eigenfunktion von
H sind:

Hy, = hw(n+ %)wn = hwni,, + hw%z/)n
= ho(nt e = Eutn B =hn+ 3)

also: Eigenfunktion von H:
Hiy, = Ey,  E, = hw(n+ 1) sind auch Eigenfunktionen von 7

Betrachte:

<¢n|ﬁ|¢n> = <¢n|aTa|¢n> = <(GT)T%|@%> = <(a¢n|awn> >0

= (n)=0 fir ay, =0= n, =d'a, =0=n=0 ist niedrigster Eigenwert

1 (= d
app = 0 = ﬁ(;o_%%)%_o

Eigenfunktionen von n:

nY, = ny, sind Eigenfunktionen von H

1

(Wal ) = (Unlalalty,) = (ahplan) = | |av,)|* >0

niedrigster Eigenwert: n =0, ayy =0

= Lsg: 1y = e %(wo)

15



es gilt:

(4, o] 1 :L‘+ d =z d
a,a'l] = = |— — —
’ 2 |z Odx’ x, dz
1 a1 ,[d d
- 3 (5l 5] al - [ w)
2{i] 0
d d
L A A
dz" dz
= [a,a'] =1 (3.3)
[n,a'] = [d'a,d'] = a'[a,a’] + [a, al]a
al
= [n,a] = d (3.4)
n,a] = —a (3.5)

Behauptung: Sei ), normierte Eigenfunktion von #, dann ist auch a4,
Eigenfunktion von n:

na', = a'n, —a'n, + naly,
N—— ~~ o
natin [f,af]yn=at
naly, = (n+1)a'y, (3.6)

= Esist also gezeigt, a'y, ist Eigenfunktion von 7 mit Eigenwert (n+1)

Normierung von a't),,:

(aulan) = (Yulaatlin) = (ul @e ata +al ) = (Wal i+ 1))

L [a,at]=1

= (n + 1) <¢n|wn>

1
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1 -I» . .
= | 7T ? 1, ist normiert

_ _1 t\n+1
= | Y1 = m=alt, = (nH)'(a )" o
Zustande Eigenwerte von n  Eigenwerte von H
Yo 0 L hw
v = alty 1 ho(l+ 1) = 2hw
o = (CLT) Yo 2 %hw
b = ﬁ(a*)% n huo(n + 1)

— Energie ist nie =0 <« Grundzustandsenergie
Die Energie wird immer um einen Energiequant hw erhoht.

Behauptung: {¢,, = ﬁ((ﬂ)"@/}o} ist orthonormiert, d.h. es gilt:

1, fir n=m
m | ¥n :5mn: ’
(| ton) {O, fiir n#m

Beweis:

<¢m|¢n> =

benutze: [a,al] =1, [a, (a")"] %> p(at)n

= (Ym thn) = \/—\/—w ola™ " (ah)"Mho) = (%)

\/n—'!z (olo) =1, fiir n=m
0, fir n#m




(4) = .. ZVorfaker {<¢o|al|wo> 0
(tol(a®)'|tbo) = 0

ab, ist Eigenfunktion von n zum Eigenwert n-1.
Behauptung:
nay, = any, —anip, + na, = (n — 1)a,
—— ~ /
nayn [7,a]n=—a)n

= wnfl = ﬁawn

a' erhoht den Eigenwert von H um Aw « Aufsteigeoperator

= a  erniedrigt den Eigenwert von H um Aw < Absteigeoperator

Behauptung: n € N sind alle Eigenwerte von 7.

Beweis durch Widerspruch: Annahme: v = n+a, « € (0,1) ist Ei-
genwert von 1.
nay, = (v—1)ap, = (n+a—1)ay,
nay, = (v—n)a"p, =a a",

na"ty, = (v—(n+1)a" e, = (o —1)a"p, <0 Widerspruch!

Eindeutigkeit des Grundzustandes verbietet eine Entartung der Zusténde:

U(z,t)=>"", cn@Z)ne_%E”t (3.8)

allg. Lésung der zeitunabhingigen Schrodingergleichung.

18



4 Potentialstufe

VON S. JAKOBS
Wir betrachten nun das Potential

0 z<0
V(x):{vo >0

Der Hamilton-Opertator fiir diese System lautet dann:

p2
= z <0
H = 22m
{§—m+% x>0

Somit lautet das Eigenwertproblem

Hy = EY
h? d?
oW = B¢
h? d?
_%ﬁ@bff = (E - ‘/O)wlf

Dabei ist I der Bereich mit x < 0 und II der Bereich mit x > 0. Aus der
Stetigkeit der Losung und deren Ableitung folgt die

Forderung;:
Yr(r=0) = ¢y(z=0) (4.1)
dr . gy - Wi,
E(x =0) = . (x =0) (4.2)

Allgemein kann die Energie beliebige Werte £ > V;, FE < Vj annehmen,
daher machen wir eine Fallunterscheidung:

1. >V
Yr = A" + Bem ™tk = ZglE
P = Ce* 1 4 De=knT k= Qm(f — V)
Aus (4.1) und (4.2) folgt dann:
A+B = C+D (4.3)
ikif(A— B) = ik (C — D) (4.4)

19



Das sind 2 Gleichungen fiir 4 Konstanten. Wéhle

A=1, D=0, B=R, C=T

= 1+R=T
k[(l - R) = k[[T
2k

- kr+ krr
_ k[ - kll
kr+ krr

R

Betrachte nun die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

—+V-j =0
h
2mi

(vVe - (Vo) v)

Da das Problem eindimensional ist, braucht man nur die x-Komponente
der Stromdichte zu betrachten:

, L, d d
Ji’H = (%,H@%,H - (%%,H) 1/11,11)

_ _ %(1 _ |R‘2) = jein - jref I
= P — %‘T|2 :jtrans [[
. hk[ . . h/{?[[
Jein = —— Jref = |R|2% Jtrans = |T|2
m m
. . h
Jref +]tr(m5 = E(k’]|R|2 + k?[[|T|2)
:"':%kj:jein

Physikalische Interpretation: Die Wahrscheinlichkeit die einlduft spaltet
sich in einen transmitierten und einen reflektierten Teil auf.

2. E <V
. 2m(Vy — F
kir = iq q= (ho )
?/}[[ :Te_qx
_ k?]—ig’ T — 2]{3[
krr +iq kr +iq

20



Damit besteht das Problem nun aus einem oszillierenden, einem reflek-
tierten une einem exponentiell abfallenden Teil.
Bemerkung:

[ |* = |T?e

— Es gibt eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit im klassisch ver-
botenen Bereich.

Ein weitere eindimensionales Probelem ist die Potentialschwelle

Potentialschwelle Hier tritt der Tunneleffekt auf, dass heiflt es gibt fiir
eine aus dem —oo einlaufende Welle mit £ < V[ eine von 0 verschieden
Wahrscheinlichkeit sich bei x > a zu befinden. Das Potential lautet fiir die
Potentialschwelle:

0 z<—a
Vie)=¢ Vb —a<z<a
0 z>a

5 Zusammenfassung 1-dim Probleme

e Falls das Potential V unbeschrinkt nach oben ist (V' — o00), sind die
Energieeigenzustinde und das Energiespektrum diskret. Beispiele sind
der Potentialtopf und der harmonische Oszillator.

e Falls V beschrénkt ist (V,q.) gibt es zwei Fille:

— F < Ve Es gibt gebunden Zustinde mit diskrete Energien, sowie
Streuzustinde mit kontinuierlichem Energiespektrum, aber auch
Ubergénge zwischen diesen (Bsp. Tunneleffekt)

— FE > V... Hier gibt es Streuzustinde mit kontinuierlichem Ener-
giespektrum.
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6 Der Drehimpuls

VON S. JAKOBS

Der Drehimpul ist analog zur klassischen Mechanik definiert als:

L = ¥xp=2x —nabla
7}
3
L = E L;é;
i=1
L; = E EijkTiPk
j?k

Die Kommutatoren ergeben sich dann zu:

[Li,zi] = Zgijk[xjpkaxl]zzgijkxj [pre, 1]
J.k j.k M
= —ithiﬂxj
J

= ZFLE EiljTj
J

Die Kommutatoren zu p; und L; ergeben sich analog zu x;:

[Li,p] = iR eap;
J
[Li,Ll] = ithilej
J
(L%, L] = > [LiLi, Li] =Y (Li[Lg, Li] + (L, Li] L)
k k
= ihZLkgkiij+€kiijLk
J.k
J.k

= 0

Der e-Tensor ist fiir festes i ein antisymmetrischer Tensor 2ter Stufe, (L, L; + L;Ly)
dagegen ist symmetrisch, damit ist das Produkt aus beiden ein antisymme-
trischer Tensor 2ter Stufe. Die Summe iiber die Elemente eines antisymme-

trischen Tensors verschwindet.
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Aus diesem Ergebnis folgert man nun, dass L2 und die Komponenten des Dre-
himpulses die selben Eigenfunktionen haben. Man zeichnet nun eine Richtung
aus, und erhailt:

(L% L.} haben die selben Eigenfunktionen

szlm - mhqvblm
Ly = 11+ 1Ay,

6.1 Konstruktion der Eigenfunktionen mit Leiteropera-
toren

Um die Behandlung des Drehimpulses zu vereinfachen, und schlieflich auch
die Impulseigenfunktionen zu finden, definiert man sich nun die Leiteropera-
toren fiir den Drehimpuls:

Definition 1.

Ly = L,+il,
L, = LI —ill =L, —iL,
= Lo

Fiir die Kommutatoren der Leiteroperatoren erhilt man:

[L.,Ly] = =+ihL,
|L,, L] = 2hL,
| L%, L] 0

Lily = L*+L2+hl,=L[*—L?+hL,

Eigenschaften von 1, m Die Eigenschaften der Eigenwerte kann man nun
mit den Leiteroperatoren untersuchen.

P41 = @l L [um) = (S| LiLil tom)

7

= > (Lithm|Lithim) > 0

)

=  RI+1)>0
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LzLiwlm = [LZ7 Li]wlm + Liszlm
= EhLliy, +mhLityy,
= h(m=£1)Lithm

L.y, ist Eigenfunktion zu L, zum Eigenwert A(m + 1).
L*Lityy = LoL*Py = K2(1+ 1) Lathy,

L1y, ist Eigenfunktion von L2 zum Eigenwert A2[(l + 1)

(Vim|[Yvme) = O Omm
0 < (Lathim|Lathim) = <wlm‘LlLi‘wlm>
= (Wum|LeLatm) = (Yim| L = L2 F L. [thim)
= RA(I+1) —m?R* F h*m
= RIIl+1)—RPm(m+1) >0
= l(l+1)—mm=E1)>0—=11+1)>|m|(|m|+1)

—|m| <1
Es existiert also ein grofter, bzw ein kleinster Eigenwert von L,
® Mmax = l

® Mypin = —l

= Litym—1 =0, L_pp—— =0
Man kann nun bei m = [ beginnen und den Operator L_ n-mal anwenden.
Das ist nur dann méglich, wenn:

o~

l—n =

l

S I3

l pu—

-
o o
IS
N | Ot
w
-

IN S
~NO|
[NCNEEN

-m< m

Die Halbzahligen Drehimpulse sind jeweils Spins (eine "spezielle’ Form eines
Drehimpulses). Die Eigenfunktionen sind dann:

{it, b, Yt

20+1
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6.2 Konstruktion von v, durch Differentialoperatoren

Die Rechnung wird wesentlich einfacher, wenn man das Problem in Kugel-
koordinaten betrachtet:

xr = rsinfcosyp
y = rsinfsingp
z = rcosf
r=\x%+y?+ 22
z
cosf = -
,
tanyp = Y
x

Mit
0 or 9 900 0  9p 9

~Om  omor 0w 00 | om0

Ox,

erhilt man dann:

1 .
0, = sinfcos o, + —cos b cos pdy — Sn,l 1 »
r rsin 6
1
0y, = sinfsinpd, + — cosfsin pdy + CO,S Ld Oy
r rsin 6
in 6
0, = cosb0o, — S Oy

Mit diesen Operatoren kann man nun die Komponenten des Drehimpulses
umschreiben:

h
L, = — (sin 0y + cot f cos 0,,)

L, = ﬁ (cos w0y — cot Osin pd,)
i

h
L, = ;Qa
Ly = he®™ (0p +icosfd,)
- 1 1
2 _ 2 : L
L* = —h (Smeag sin 00y + i 0@)

1
= —p? (6§+00t€89+ — 8902)
sin“ 0
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Bestimmung der 1;,, Die Drehimpulseigenfunktionen werden nun durch
l16sen der Differentialgelichungen:

szlm - mh,lvblm
EQQ/}lm = hQZ(l—Fl)wlm

Fiir die Losung bietet sich wieder ein Separationsansatz an:

Yin (0, ) = @(p) - O(0)

h
L;ﬂ/}lm = (_aipq)) O =~mmd- -6
7
0,2 = md
= P=c-em

Die Variable ¢ ist 2m-periodisch

D(p+27m) = B(p)

ce™™Etm) = e

e127rm —

Daraus folgt, dass m ganzzahlig sein muss. Nun zur néchstn Differentialglei-
chung:

L = R+ D)t
( ! 02+ ,1 agsmea@)cb@ = —I(l+1)®-06
sin @

sin?@ ¥

Wenn man die Losung fiir ¢ einsetzt, dann erhilt man:

_m +1(l+1)+0; +cot0dy) = 0
sin 0 A

Substitution: & = cos @

A
T
95 = —0p(sinf0) = — cos 00 — sin 090,

= —£0¢ +sin® 00;
= (1-¢) 0 - €0k
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Damit erhilt die Gleichung dann die Form:

m2
(—1 — e +I(1+1)+ (1 - )02 —ang) ® =0
Dies ist die assoziierte Legendre Differential-Gleichung. Fiir den Fall
m = (0 geht diese in die Legendre Differential-Gleichung iiber. Die Lésung
der assoziierten Legendre Differentialgelcihung (LDGL) sind die assoziierten
Legendre-Polynome:

1 d
PO = gyga €1
Beispiele:
PO - 1
Po= ¢
P, = %(38—1)

Die Eigenfunktionen zum Drehimpuls ergeben sich dann zu:

Vim0, ) = c- eim¢le(0)

Diese sind auch besser bekannt unter dem Namen Kugelflichenfunktio-
nen, oder spherical harmonics. Die Konstante ¢ wir durch die Normierung
festgelegt. Zu all diesen Polynomen kann man folgende Rechenregeln herlei-
ten:

! 2
| ar©n© = 5o

1 B 2 (I+m)!

2T
P
/ dpe™"™Pe"™? = 2w m
0
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Damit kann man dann weiter verallgemeinern:

27 1 2T 1
/ dg"/ A€ i, b = |cf? / dpeTtmec™s / A€ Py Py
0 -1 0 _

1

2 (I+m)!
= |c]*2270mm - /
2O S Ty
_ e 4 (l+m)!5 5
B 20+ 1(1—m) ™
=1
Damit erhilt man fiir c
— /21 (I=m)!
€= % (I4+m)!
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7 Drehimpuls

F. KLINGBERG

S L, _hg
L=¥xp —I¥x-=V
1
3 3 3
P=Yna L=YY e
i=1 j=1 =1
1, fiir alle geraden Permutationen vonR
€55 = § 1, fiir alle ungeraden Permutationen vonR
0, sonst
3 3
[Li,zi] = ij €ijk [ TPk, T1] T = Zﬂfi@, p= pi€i
— i=1 i=1
Zj [p/m xl]
——
—ihéy,
= —ih(3_; €k j)
~—~
€ilj

= [LZ, {L‘l] =ih Zj €iljT;
= [LZ, Ll] =1ih Zj eilej

(L, L, =ihL, [L,,L,] =ihL, [L,,L,|=1hL,

3
[? = Z LiLy
k=1

(L%, L;] = ) [LiLi, Li] =Y (LiLi, Li + Ly, LiLy)
k k
ko
mlt[Lk, Lz] = ’ihEkiij

[Li7 Lz] = ZFL Z Eilej
(L2, L] =0
= {2, L.} haben gleiche Eigenfunktionen
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= 7 gleiche Eigenfunktionen W,

szlm = hm’l/}lmLQ’l/}lm = h2l<l + 1>wlm

Definition : Ly := L, +iL,
L = LiFill=L{FiL,=Ls

(L.,[.] = =+hL.
(L., ] = 2AL.
[EQ,Li} ~ 0

LiLy =12+ L2+ hL, =L[*~ L?£hL,

Eigenschaften von 1, m:

0 < (Pu| L) = > il | Li Li| Vi) = >, (Lithim | Lithim) > 0
S U+ 1) Wy = B2 (14 1)
= [({+1) >0 man kann also [ > 0 wihlen

L.Lyym = (L., Li)um + Ly LoAby, = £RL ), + hmL iy,
= L.y, ist Eigenfunktion von L, mit dem Eigenwert (m + 1)k

L2Lsthym = L L = W2 11+ 1) Lithy,
= Ly, ist Eigenfunktion von L2 mit Eigenwert h? [(I + 1)

—~

wlm|’l/}l’m’> = 5ll’5mm’

< ALsfim| L) = (Wil L) = (Y| L L [$m)

(| L2 = L2FAL | thm) = B2 1(I+1)—h2m2Fh*m = B2 (I(1 + 1) — m(m £ 1))
0

[en}

AV
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8 Teilchen im Zentralpotential (H-Atom)

VON F. KLINGBERG

Anwendung im Wasserstoffatom: Elektron im Coulombpotential des Protons

2 h2 o2
H= 2].; + V() = —2—A + V() ,V(r) = —OTZ mit Z=Zahl der Protonen, H-Atom: Z=1
m m

72
Kugelkoord. L

A=R 40+ = 02 + ar o

zeitunabhéangige Schrodingergleichung: Hy = Ev

|| (024 20,) + oz + V() — Bl v =0 (8.1)

1. Schritt: Suche vollstandiges System von Operatoren (H eingeschlossen).
[H,L;j] =0 letzte Vorlesung
1
~o zj: pjpj, Li] + [V (r), L]
0

0

folgt aus i) letzte Vorlesung
ii) explizit berechnet

ausserdem wissen wir aus der letzen Vorlesung:

[Liy 5] = ih ) €wr [Liy o] = 0 )2y €

[Li, Li) = ik 3", €in L [L2,L;] =0 7%, L] =0
aus [H, L;] = 0 folgt auch:

(H, ] = %:[H, LiLy] = %:([H,OLk] Ly + [H,OLk] L) =0

= {H, L L.} ist ein Satz von (vollstiindigen) Operatoren und haben ge-

meinsame Eigenfunktionen.
Die zugehorigen Eigenwerte werden sein: {E, [, m}.
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2. Schritt: Seperationsansatz:

W(r,0,0) = R(r)¥,,(0, ¢), mit U (0,0)  Kugelflichenfunktion
es gilt: [71# = h2ma)

in (8.1) einsetzen

[_% (az ; %ar) JREY Ly - E] RO)n(6,6)- =0 (82)

2mir?

, 7 2U7
Ansatz: R(’f‘) = UiT)’ R’(T) — UT _ r%’ R = UT N =
~®): (o S - B) UM =0
B2+ 1) : :
o = Vers(r), das effektive Potential

Abspalten der asymptotischen Lésungen:
Betrachten der Differentialgleichung:

o =k (-0 + ) U =0

Ansatz: U = Ar®, U = Aar®™!, U” = Aafa — 1)ro—2
A (—ala—=1)+I11+1)Ar*2 =0
[+1
=0, a=
-l

= U(r)=Ar'""" + Br7', Quadratintegrabel = B = 0

o r%oo:—(%@erE)U:O
= U = Ae" + Be™
2m(—FE)

I{:T reel fir E <0

Quadratintegrabilitit: A=0 bei co: =Un~e™

32
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= volle Losung:

Ansatz: U(r) = '™ e W (r) (8.3)
vorher Variablentransfomation: p = KT, aﬁ = “aﬁ
" P
h2k? R2I(L+ 1)K? iz
M in (8.3) einsetzen: (— 2:1 8[2) + (2;;)2)/{ — eop N E) U(p) = 0(8.4)

Il+1)  po ) e2Z2m  eiZ |2m
2 0 0
(8p 7 + p 1)U=0 mit py = . =

Setze (8.3) in (8.4):

pW? 421+ 1= p)W’ + (po — 2l +1)) W =0 (8.5)

(8.5) hat nur normierbare Losungen, falls pg = 2n, mit n € Nund n—(I+1) >
0

mZ3e] )
2h "

Rydberg— Konstante

~  Balmer-Formel:| F = —

n=123-- 1=0,---,(n—1)

W sind die zugeordneten Laguerre-Polynome
E(n) = Energie ist entartet, hingtt nicht von 1 und m ab,
Grad der Entartung: >/ (20 +1) = S (1 +n) =n? +n —n =n?

Ynim = Rnl(r)Yim(0¢)
2m(—F
Rou(r) = plePW8p), p=rr k= %
W(p) erfiillt : paﬁW + 2(l +1- p)apW + [/)0 _ 2([ + 1)] W =0 <*)
0 e2Z [2m
ap - 8_p>,00 - T j
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Potenzreihenansatz fiir W:

p)=>> ard® . 0,W(p) =Y karpt™ = k(k —
k=0 k=0
Z — Dagp" ' +2(1+ 1 — p)karp™ " + (po — 2(L + 1))arp®) = 0
k=0

Koeffizient von jeder Potenz von p muss 0 sein.

o (k4 Dkagyr + 204 1) (k + Dagyy — 2kag, + (po — 2(14+ 1)) ax = 0

2(k++1)—po

= | Okt1 = o) (g 2ir2) Ve

k grof werden lassen:

i Ak41 k—oo 2k . 2
grofe k: o — 2Tz
: =1
genau wie: e = Z E(Qp)k
k=0
pu— _—_—-——_—M— —-  VV=—=—_— H pa—
ay, (k+1)128  k+1 k

= Potenzreihe muss abbrechen bzw. Losung ist endliches Polynom vom N-
ten Grad, d.h. ayy1 =anso=---=0

2IN+14+1)=po
(N+1)(N+20+2)

Forderung: ayn.1 =

~ po=2(N+1+1)] N,l €Ny, N heilt radiale Quantenzahl

n := N + [ + 1 heifit Hauptquantenzahl
neN [=0,---,(n—1) m=—1l,---,l

E, = m2Zh22 € n12 Energie des H-Atoms
1 mZ2e 4
E,(Z=1)=— —
n( )=—Ry Ry=—
1
En—Em:Ry<—2——2)—hwmn n>m
m2 n



Laguerre Polynome

L.(x) = EZ(—l)k#zk),xk erfiillt DLG: zL,”+ (1 —2)L,” +rL, =0

zugeordnete Laguerre-Polynome:

s s r—s s r)?2
Ly(x) = gL = S (DM e

erfilllt DLG: |zL2” 4+ (s+1—2)L) + (r—s)L: =0

Vergleich mit:

oW +2(l+1—=p)W’ +2(n—2(l+1))W =0

gibt xr=2p, s=204+1 r=n+l
~ | Ry(r) = c(ﬁr)le*m“Lilrll(Qﬁr)
Orhogonalitit:
w° r—S T 3
bfdx e " Li(x) Ly (x) = Crost)(r) (:3'( ) Orp
Bestimme c so, dass gilt:
/d?’x ¢7nm¢n’l’m’(f) = Orn2 01120
Kugelkoord. / dfdgsind r? dr R:, RypY;:, (0, 0)Y,wr (6, ¢)
——
o
= /d'f’ T2Rann’l’5ll’5nn’
0
= c? / dr TZ(/{T)ZZG_Q”LEL{ELiﬁl
0
pu— 5nn7

N (U RV WA
= (((n+l)!)3 o 2 )> 2
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9 Der Zeeman-Effekt

VON S. JAKOBS
Betrachten wir nun geladene Teichen im elektromagnetischen Feld. Diese
Teilchen haben die Bahn Z(¢), Masse m und Ladung q. Auf diese Teilchen

wirkt die .
Lorentzkraft: F = q (E + 27 X E)
c

Die Felder £ und B werden beschrieben durch die Maxwell’schen Gleichun-
gen:

— —

V-E = 4dnmp (9.1)
. - 10E 4~
= = 7 2
V x B 5 o (9.2)
. - 10B
E+-20 = :
V x + - BT 0 (9.3)
V-B = 0 (9.4)

Die letzten beiden Gleichungen werden die homogenen Maxwell-Gleichungen
genannt. Diese werden durch die Potentiale ¢ und A gelost:

BE— vt

oo
I
<
X
N}

check:

V-B = ﬁ-(ﬁx/f):o

. . 10B . - 1o 9. 10 -
VXE+ZE = —Vngb—ZanAJrEEVxA
=0
=0

Die Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt. Unter den Eichtransformatio-
nen

A = A=AV
10

e
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sndern sich die Felder nicht: E und B sind eichinvariant. Bestimmte Eichun-
gen sind niitzlich, um Rechnungen zu vereinfachen, z.B. V - A: Die Coulomb-
Eichung.

Die Lorentz-Kraft folgt aus der Hamiltonfunktion:

1 N2
H= o (7=24) +q0
2m c

f- Lt

_p = gi _ _% (ﬁ— %/T) 0 A+ q0,6
_ _%feM + g0
Dann gilt:
mi = - L0 = 00 g 1 (5.9) 4, 104
— g+ 2 (304 (7-V) 4)
— quJr%(fx (ﬁx/g)i
= a(Bi+ (7% 5))

[5? X (6 X /T)]Z = ik Tj (6 X /T)k = €ijkEkim T;0Am,
= (0u0jm — 0i0im) T;0, A,
= I,0;A, — 1,;0;4;

= 7-9A— (a%’ﬁ) A

9.1 Quantenmechanik geladener Teilchen

Erseztung des klassischen Impulses durch den QM-Operator
p— —ihV
Das fiihrt auf den Hamilton-Operator

- ﬁ (~in% - gg)%m
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Im Gegensatz zur Lorentzkraft enthélt die Schrédinger-Gleichung die Poten-
tiale und nicht die eichinvarianten Felder E und B dass heifst die SGL muss
nicht invariant unter Eichtransformation sein. Also brauchen wir eine neue
Transformation der Wellenfunktion:

P = e
Bestimme nun y so, dass

¥ 16st die SGL mit A, ¢ < ' 16st die SGL mit A, ¢/

) ) 1 _— q ~ q_» (]8 .
Yoixg, — | _ 4y 4 _ AP ix
— Zh@te (0 [m( 1hV A ) + q¢ at} P

o <h2—h )¢_ [L( th+hVX——A——V>\> +ap—-

= w {Qm (—z’hﬁ—%/fﬂﬁ(x—%A)) +q¢+h§t (x— 2

: 1 e 4P\

Eichtransformation der Wellenfunktion
X = A

A A"sz—i—ﬁ)x
10\

6 = P=p--

R e

Die Erwartungswerte von Observablen hingen nicht von der Phase eX ab,
aber wir werden sehen, dass x zu beobachtbaren Effekten fiihrt.

~

H = ﬁ (—mﬁ - Q/T>2 +q¢

hq
12
- 2m2A +i %(v A+ A. V)+qqz5

Beachte die erkung des Differentialoperators
h? h S hg - =
- —2—A+2q A% 2q (V-A)+i—qA~V+q¢
m mc mc ~ mc
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Wir betrachten jetzt den Spezialfall eines konstanten B-Feldes

Dann ist:

Denn:

<ﬁ X ff)i = ¢eijx 0 (—%) <:E X §0>k

1
0
= —3CukSkim Oz By,

1
= 3 (6:10jm — Gimj1) 051 BY,
1

— RBY
Betrachte die Terme:
Ao ! (fx éO)Z _! (:ZQEO _ <:E §0>2)
4 4
Lo N = 1/ S
A V:——(fxB°>-V:§<B°xf> \V
1 — - 1 = -
= B (7xV) = B L
2 TXV) =55
Damit ergibt sich:
. hbar? 2 . N
7 Ly N S (5232— (f-BO>)
2m 2me 2mc?

Die Reihenfolge der Terme gibt auch die Grofenverhéltnisse der Terme wider.
Der Term B° - L wird als die Kopplung des Teilchens mit dem Magnetfeld
bezeichnet.

(normaler) Zeemann-Effekt

Wasserstoffatom im konstanten é—Feld, wobei dieses als schwach angenom-
men wird, so dass man die Terme die quadratisch in B gehen vernachléssigt
werden kénnen.

qg = —e
e

¢ = -
r

B = Byeé,



mit m, wird die effektive Masse des Elektrons im Wasserstoffatom bezeich-
net, in den vorigen Formeln war das m, da aber spiter m fiir den Eigenwert
von L, benétigt wird, muss man diese Umbenennung vornehmen.

R h2 2 B
H = -t A-S 4 0
2m T 2mec
B
2mec

Da [ﬁo,@z] = 0 ist [Ho, H] = 0. Dann sind die Eigenfunktionen von hatH
die von H, und die sind schon bekannt.

. 4me 1
H(]wnlm _2—712? = En’l/}nlm
. . eB eB,
Hwnlm = (HO + m OCLz) wnlm = (En + m Chm) wnlm
- En,m,lvz)nlm

= Authebung der m-Entartung durch Splitting in dquidistante Niveaus.
Diese Beschreibung trifft allerdings nicht auf das reale Wasserstoffatom zu.
Im Stern-Gerlach-Experiment beobachtet man, dass sich fiir n = 0, [ = 0 die
Energie in zwei Niveaus aufspaltet

= Hinweis auf Spin—% Eigendrehimpuls des Elektrons.

Flukquantisierung

Man hat einen Supraleitenden Torus in einem konstanten Magnetfeld B = B,
Meissner-Effekt:= der Torus ist feldfrei B = 0.

Beschreibe die Ladungstriager im Metall durch eine Wellenfunktion ¢ fiir
A=0. > Beschreibung mit anderer Eichwellenfunktion

>1

A" = VA keine Zeitabhingigkeit
wl GZ%A'QZ)
A@) = / di' - A fiir bel. Z, im Torus
Zo

Also ist AP,
W () = e Ja Ay (7)

abhingig vom Weg C : ¥y — Z. Da wir aber 7y beliebig wihlen konnen,
nehmen wir %y so, dass ¥y = &, also der Weg geschlossen ist.

= ¢ = elicfe i Ay ()
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)" muss eindeutig sein < ¢’ hdngt nicht von C ab. Daraus folgt dann aber:

P — Wy = eleayp(T) - 6”@2@/)(5)
= ¢lla (1 —é cl—c2) 1/;(;?)
=0

Damit folgt dann, dass die Phase ein Vielfaches von 27 sein muss. Die Wege
C1,C5 kann man beliebig wihlen, also auch so, dass C; von A nach B und
Cy von B nach A (jeweils im Torus) geht. Damit ist der Weg C' = C} — (s
ein geschlossener Weg im Torus.

2mn = la] dz - A’
he

= W[ 9 xaar
he F(C)

_ [ F. B
hC F

Der magnetische Fluf durch den Torus ist

Im Experiment findet man
gl = 2e

Die Elektronen orden sich zu Cooper-Paaren
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10 Abstrakte Formulierung der Quantenmecha-
nik

1, () sei ein vollstédndiges orthonormalsystem, d.h. jeder Zustand ¥ des Sys-
tems kann in der Form
V= Z Cn'lvz)n

dargestellt werden Die Koeffizienten der Entwicklung erhillt man iiber:

(V| V) = Z Cn (U |thn) = chémn =Cm

n n

Man kann dann v, (%) als eine Basis im Hilbertraum auffassen und die ¢,, als
Koeffizienten. Das ist ganz analog zum R?:

U:E Ci€; , €€ =0
i

¢ =€ U
10.1 Basiswechsel im Hilbertraum

Uy — On

mit: ¢, = ZwlUln
]

Die Uy, sind konstante Koeffizienten einer Matrix. auch gilt:
o= > iU,
k

Es bietet sich die Forderung an, dass ¢,, auch ein Orthonormalsystem bildet.
Das entspriche dann beispielsweise einer Drehung im R?
Forderung:

(@nldm) = Ys Uinlim (et} ZUmUlm

5kl

=3 U U =) U\ U,
l
= G
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In Matrix-Form lautet die Gleichung dann:
UU=1-U"=U"
U heifdt unitdre Matrix. Die Zustidnde bleiben bei solchen Transformationen

allerdings unveréndert. Daraus folgt dann die Transformation der Entwick-
lungskoetfizienten c,,:

U = Zc'n<bnzzzclni/flUln
]

10.2 Matrixdarstellung von Operatoren

Operatoren auf einem Hilbertraum haben eine Matrixdarstellung:
Satz

Satz 4. Fualls A hermitesch ist, dann ist auch die Matriz A, die A darstellt
hermiesch:

Ao = Au
Al = A
Beweis:
Ao = (wlAlin) = (|40
= (Valdltin) = Aun
q.e.d.
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Satz 5. Fulls die 1, Figenfunktionen von A sind, gilt:
Amn = an(;mn
Wobei a,, ein Eigenwert von A ist.

Beweis:

A = (U fl\%) = (V| ¥n)

——
an|tn)
= an(smn

Wie transformiert sich A,,, unter Basiswechsel. Die Basis, beziiglich derer
die Matrixdarstellung gegeben ist, wird nun immer als oberer Index dazuge-
schrieben.

AP = <son|fl|som>
= > Uil (il Al
k,l N——
A
= 22D (0N AY Ui
k l
AW — ptA@

Satz 6. Jede hermitesche Matriz kann durch eine unitire Transformation
auf diagonalgestallt gebracht werden, d.h.:

Amn = amamn
Die Diagonalelemente sind die Eigenwerte.

Analogie: Jede symmetrische Matrix kann durch eine Transformation mit
orthogonalen Matrizen diagonalisiert werden.
Die Matrix, die A diagonalisiert besteht aus den Eigenvektoren von A.

Fn, = zl:@/)zUzn

EF von A

l
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U, ist die Matrix, die A diagonalisiert.
Bsp.: harmonischer Oszillator

a = \/ﬁwm

a— Gpn = (Umla|tn)
= \/ﬁ <¢m|¢n—1> = \/ﬁémm—l
0vi 0 0 ...0
(@) = | 0 0 V2 0 ... 0

dTwn = vn+ 1
at —al, = (Unld'|n) = Vn+ 10,41

0O 0 0 0 ...0
Vi 0 0 0 ...0

@) =1 0 v3 0 0 ... 0

10.3 Dirac-Notation

Bisher hatten wir eine Zustand notiert als:

U= cth(7)

Die Dirac-Notation charakterisiert einen Zustand durch abstrakte Vektoren
in L*(R3)

V(%) — |-) € L*(R?)
Dieser Ket-Vektor erfiillt die Axiome des Vektorraumes. Die Basis des Hil-
bertraumes ist dann:

Beispiele:
System Basis Zustand
H-Atom Unim () = |nlm) (W) = > 1 Coim [Pdm) Wenn
harmon Oszillator ¢, = \/—%(dT)”goo = |n) ) =>" ¢, n)

man nun eine Basis gew#hlt hat, dann kann man die Eins, so wie jeden Ope-
rator in dieser Basis ausdriicken:

[W) = Y el =) Inyea=_ In)(nle)
= > In)(nl [¢)

—_——
1
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> In)(n

Diese Darstellung ist aber nur giiltig, wenn die |n) eine vollstéindige Basis
des Hilbertraumes bilden.

Die Schréodinger-Gleichung Ein Zustand in einer Basis wird beschriben
durch:

[, t) = ) ea(t) |n
In dieser Basis hat dann die SGL die Form:
oc,, N
zhz ‘ = chH |n)
6cn .
zhz (m|n) = ch (m| H |n)

c,
Bh% = Zn:anmn

Orstdarstellung Orsteigenfunktion: |z), mit z |z) =z |x)

U(z,t) = (z|¥,t)

Impulstdarstellung Impulseigenfunktion: |p), mit p |p) = p |p)

o(p,t) = (p|®,1)
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11 Gesamtdrehimpuls
Autor: Thomas Péhlsen
Der Gesamtdrehimpuls
J=L+S5=Lol+1®5 (11.1)
wirkt auf X; ® Xg. Fiir den Kommutator gilt

[Ji Jj) = [Li + Si Ly + S;] = ih ([Ly, L] + [Si, Sj]) = ih Y _ € (11.2)
k

= JiJi=(S+L)*=8"+L*+2LS (11.3)

Die Eigenzustdnde |I,m) ® |s,s.) von {L2 LZ,52 S.} sind demnach keine
Eigenzustinde von J2, da J2 den Term LS enthilt, der nicht mit L, und
nicht mit S, Vertauscht.

Fragen:

1) Was sind die Eigenzustéinde von .J2

2) Welche Operatoren vertauschen mit J? und untereinander?

Antwort zu Frage 2: Da {52, L*} mit allen Komponenten von S und L ver-
tauschen, vertauschen sie auch mit J2 und mit J,. Somit ist {J2, J,, L2, 52}
ein vollstdndiges Funktionensystem.

Sei |j,m;, 1, s) die zugehorige Basis aus Eigenzustdnden mit

J_Q‘j,m],l’S _h2 ( 1>’j7mj7l78>
= hm; |j,mj,1,s)

)
)
) = R+ 1)|5,m;, 1, s)
S\, my, 1, s) = Bs(s + )], my, 1, 5)

J.|j,m;, 1 s

72
L5, m;, 1, s

11.1 Zusammenhang der Basen

‘ja myg, l7 S> = Z Cmsz‘l7m> ® |S7SZ> (114)

m,sz

mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten c,,;.
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11.2 Welche Werte konnen j, m; annehmen?
Fiir feste [, s gilt:
=5l < j <l+s
—J<m; <

m; =m-+Ss,

Beweis und Rechnung hier fiir [ beliebigund s =1 = j =1+ 1
Methode:

Jr =Ly + 54
Startpunkt:
Lm=0®s= s s =1
, M = 8_2732_2
1 11
LT =—,8,=—)=~h(L, DN S
L) @ |s s 2> (L.+S,) | >®’2 2>

1 11
=h(l+ =)|l,1 —, =
t+ 0[5

11
= hm,;|l,1 —, =
m]|7>®‘272>
Somit gilt m; :H—%
J=[*+5*+LS

Benutze

LS = L,S, + L,S, + L.S.

4
1 1
— §L+S_ + §L_S+ + LzSz

= J?=0["+5*+2L.S.+L.S_+L_S.
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1 11
= h? l(l+1)+s(s+)+2l§+0+0>|ll> ’5 5>

3 11
=Rm(P+20+=)]1 —, =
I

1 3 11

[+ = L+ =11 —, =

(+2) (3ot

Alsogilt\j—l—i— mj—l-|—2” s=1) 11
Wegen J. |l,]) ®

11

=0ist |I,]) ® f %> der oberste Zustand.

2’2

J_|l,l>®)%,%> :(L_+S_)|l,l)®‘%,%> (11.8)

Benutze

Li|l,m) = hn/I(1 + 1) — m(m & 1)|I,m % 1)
=/ E£m+1)(FD|l,m=E1)
Sl by =nl1)
STy =hl 1)
ST =0=5]1)

11 11 11
J_ LD ® ‘ >—h\/_\ll 1) ® ‘2 2>+h|ll> ‘2 §>

1 1 1
:cj:l—l——,mj:l——ls:—>

2

Bestimme c:

s (204+1)=>c=hV2[+1 (11.9)

1_<.]7m]7l78‘j7m]7l78> ‘ ‘2

Nun gilt also:

1 1 1 2 11
=l my=1— =l s=~ 11 =
It 2 "° 2> 41 )® ‘2’2>

+ ! |zz>®‘1 1>
V2i+1' 27 9

49



Allgemein gilt:

SEPINE S 1 l+mj+§l+ 1\ [L 2
= —m» S:— = B m m~—— R
J AR A+1 |” i3 29

l—m;+1 1 1 1
— 1 2 l,m+mj+—>® - ——>

20+1 2 27 2

! l 1 l—w+§l%_ 1\ L L
=l—=-mj,l,s==)=—|———=|l,m+m; — = —, =
J g M b8 =g A+1 |” i3 22
N Hmﬁgl e N[t L

T 2' 72

Beweis. (Fiir j =1+ 4 durch vollsténdige Induktion)
Gilt also die Formel fiir ein festes m; (Verankerung siehe oben), so folgt

4 1 1
J_ ’]:l+§,mj,l,(9:§>

[+m;+ 2 1 11
=(L_+S) | \/—L2|lm=m;— = )®|5,5
(L-+5-) orv1 | 2>®'T2>
N l mﬁgl SN D
m=m; + = -, —=
2041 |’ ) 2 2

Mimem — 3V et L
2 TS )9
1\ 11
+h'l,m:m]—§>®‘§,—§>)
l—m+%¢ 1 1 1 1 1
Ty I~ (e - 2) 4 1)(] e -z
A2 € g )4 Dy ) [l =y = )@ |2 -5
+ )1

:h\/<z+mj D= m; + DL+ m; —3) m == 3o |L1)

20+1
] 1 ® 1 1
m=m; — = -, —=
’ 72 27 2

l+m;+1 1
A ——— 2 2 (1 4] —ms+ =
* 20+ 1 (+ 7“*2)

!
=C

_ 1
j:l—l—é,m:mj—l,l,s
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Normierung:

! ) 1
1:<]:l+§,m:m]~—1’l73

. 1
]:l+§,m:mj—1’l75

:m?%:5<a+mg+;a—mj+;(+mf—§+u+n%+%w_nw+;ﬁ

hz 1 3
1 3

Ltmi =g, 3\ |11
a7 4 m m; — — R
A+1 | i=5)® 53

Lo+ 1®1 1
, M1 MM 2 575

. 1

20+1
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12 Spin

Autor: Thomas Pohlsen

12.1 Motivation

Aus
3

k=1
erhilt man die Bedingung, dass L? die Eigenwerte A2/(l + 1) mit [ halbzahlig
hat.
Mit dem Drehimpuls L = # X p folgt, dass [ ganzzahlig ist. Ein weiterer
Operator mit selbem Kommutator ist also denkbar.
Experimentelle Motivation durch den Zeeman-Effekt: Bei dem Wasserstoft-
Atom im B-Feld ist die m-Entartung aufgehoben. insbesondere: Aufspaltung
des Grundzustandes |n = 0,1 = 0,m = 0)

Somit ist {H L, LZ} kein vollstédndiges System von Operatoren.

Neuer Operator S wird postuliert (Spin oder ,innerer Drehimpuls®)

12.2 Formale Einfiihrung des Spins

damals: |[¢)) = |n, [, m)
jetzt: [1) = |n,l,m) ® |zs) € Xpm @ X
neue Operatoren:

H—-H®I1
L—-L®I1
S_)pin:S—>]l®S . o
S operariert also nur auf X, und es gilt: [H,S] =0 = [L, 5]

=) S (12.2)

i=1
Forderung:
3
k=1

Somit gilt

[S%,5.]=0 (12.4)

Jetzt haben wir einen vollstindigen Satz von Operatoren {H, L2, L., 5%, S.}
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Zusatzliche Forderung:

S?|x,) = h2s(s + 1)|z), s halbzahlig (12.5)
=23 (12.6)
4
=11
S.|zs) = hs.|xs), Sy =—8,..,8 = :té (12.7)

1 1 1 1
8:§,SZ:§>E I, 3:§,szz—§>z 1) (12.8)

12.3 Auf- und Absteige-Operator

Wir definieren S, := S5, 15,
Somit gilt

S, h=5_ [S., S1] = £hsy [Sy,S_] = 2hs, (12.9)
Daraus folgt
S.Sy s, 8.) =[5, 54]]s,8.) + 5:5: |s,s.) = h(s. £1)S4 |s,s,)  (12.10)

Also gilt nun

Sils,s,) =cyls, s, £1) (12.11)
und somit fiir s = 1
s, % %> —0 (12.12)
S, %—%> =, %%> (12.13)
s L8y [L 1Y 1
1 1
S ’5,—§> ~0 (12.15)

Bestimme c;
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e P = le (T 1)
= (L S-S¢] 1)
= (1 [(Sz —Sy)(Sz +i5y)| 1)
—( |5252+25$,5 L)
= (L [9* =82 =nS.| )

3 1 1
= “h?— (—=h)? — h(—=h
(1[5 - 502 - =3[ 1)
=}
:>C+:FL
Analog folgt fiir c_: c. = —h

12.4 Der Spin-Operator in Matrix-Darstellung

Zusammenfassung:

Selly=nln),  S¢ln
S_[My=nll), S|
S =%, SAb

g (<T T (118 l)) _
- (LIS 1) (LIS 1)
Mit den Pauli-Matrizen &
01 0 —1 1 0
‘71:<1 0) “2:(2’ o) ‘73:<0 —1)

liisst sich S schreiben durch S; = gai

04

S| 3
S| 2
00 00 (01 .



12.5 Teilchen und ihr Spin

1
s=3" alle Materieteilchen (Elektronen, Quarks und Leptonen)
s = 1 : Photon, wrundz" Bosonen

(Kraftteilchen der schwachen Wechselwirkung)

s = 2 : Graviton (Kraftteilchen der Gravitation, noch nicht gefunden)
s = 0 : Higgs-Bosonen (noch nicht gefunden)

3
s=3" Gravitino, Das Gravitino wird in supersymmetrischen

Theorien hervorgesagt (J. Wess, B. Zurino)
s > 2 : gibt es wahrscheinlich nicht
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sectionZeitunabhéngige Stérungstheorie VON M. MEYER
Wir betrachten nun den Hamilton-Operator

H:Ho—i-)\Hl mit A € R

wobei H, der Hamilton-Operator des ungestérten Problems ist, somit also
die Eigenwerte und Eigenfunktionen bekannt sind. AH; ist der Stortherm,
welcher klein gegen Hj ist.

Beispiel:!

2
1
Hy = ;—m + émwQ:EQ

Lose H|n) = E,|n) durch Potenzreihenansatz:

JH, = ax®

E,=E +\E} + E?>+ ... und |n) = |n") + A|n') + \n?) + ...

Annahme: |[n°) nicht entartet:

Hln) = (Ho+ MH)(|n°) + A|nb) + X2|n?) + )
= (B, =E°+ AE} + N2E% + ) (Hy + MH)(|n®) 4+ A\|nt) 4+ Nn?) + ...

Vergleiche gleiche Ornungen in A:

A Hln®y = E%n®) (12.16)
Ao Hn®) + Holn') = ENn®) + E°nt) (12.17)
N0 Hyn') + Hon?) = E2|n®) + EXn') + E2|n°) (12.18)

Die Basis des Hilbertraums H wird so gewihlt, dass sich folgende Normierung
ergibt:
n’ny =1 = @®'n') =0=(n"n? = ..

Nun wendet man (ng| als Bra-Vektor auf Gleichung 12.17 an:

(n°1(12.17) = (n®| Hy[n®) + (n°|Ho|n') = E, (n°[n°) +E, (n"|n")
~—— S~——

=1 =0

!Beachte, dass die hochgestellten Zahlen Ordnungen angeben, nicht Potenzen!
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& | El = (n°| Hy|n°)

Dies ist der Erwartungswert des Stéroperators im Zustand |n?), also die
Energiekorrektur 1. Ordnung, die im Experiment sichtbar wird.

Nun miissen noch die Eigenzustdnde in 1. Ordnung korrigiert werden. Dies
wird dadurch erreicht, dass man wiederum die Gleichung 12.17 mit dem Zu-
stand (m°| skalar multipliziert, wobei m # n ist:

(m°1(12.17) = (m°|Hyn°) + (m°|Ho|n")
N —
=(HomO|n1)=EY, (mO[n°)

= B, (m"[n") +Ep(m"|n’)
——

=0
= (m°|Hn%) = (E, — Ep) (m°[n')
—_——
#0 da Eigenwerte nicht entartet
0 0
o 1, _ (m’[Hin")

Also ergeben dich die korrigierten Zustidnde erster Ordnung zu:

mY|Hy|n®
n') = 2 all®) = 3,4, [m) et

Mit (m°nt) = % = Cm, WObei ¢, << 1 ist.
Nun zur Stérungstheorie 2. Ordnung (siehe Gleichung 12.18).

Analog zur 1. Ordnung wird (12.18) mit |n°) skalar multipliziert:

(n°|(12.18) = (n°|Hy|n') + (n°|Hi|n?)
=0
= E, (n’|n}) +E, (n°[n®) + £, {n"|n")
S—— —_—

=0 =0 =1
(m°|Hy|n®)
= B, = (n'|Hin") = Y (0| Him)e,, = Y (0’| Hi|m®) S

Also ist:

2 _ [(m®| Ha[n®) |2
By =2 mtn BO—ED,
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Nun zur 2. Korrektur der Zustande:

(m0|(12.18) : (mO|H1|n1>+<mO|H1|n2>
= B, (m°|n") +E;(m°|n®) + E(m"n°)
- =0
= (E), — E)(m°In®) = cnBE, — (m°|Hy|n’)
mit  |n?) = Z|l0>él folgt weiter:
!

(EY, = ENém = By =Y (m°|Hi|r)e,

T

e Bl mO|Hy |r®
o = B 5, L)
EO — E9 EY — EO
Zusammengefasst:
~ m0 n r0 n%)(m? T
& = E}L ({ E0|H1| + E blfl‘EO)(EO | H1| )>
und

[n?) =32, all°%)

12.6 Beispiel: harmonischer Oszillator mit kubischer Sto-

rung
HeHyt+ H, Ho= 2 4 Lt x? = hogi+ 1)
= = — 4+ —nw = n+ =
0 1 0 m 9 92
H =aX?® a>0

Energiekorrektur 1. Ordnung

X h
E! = (n°|Hi|n°) = a(n’|X?*n°) und mit X = 7%(a+aT), Xo = o

ist

X3 = a®+a'® +aa"? + d'aat +a'a® + aa’a + a aT)

55
XB
2v2

(a+a') (a+a) (a+d)
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mit a|n’) = /n|n® — 1) und a'|n°) = /n + 1|n°)
=FE=0

Korrektur zu Zustédnden 1. Ordnung

)
= S B B = holn—m)

m#n

aX?
o) = T (ol 2 s
z | |

dimensionslos

aXy
+ Vi (\/(n +1)(n+2)(n+ 3)5n+3,m)

an’ 3 3
+ —(3 n+1)20,11.m +3n20,_ m)
2\/5 ( ) +1> 1»

Somit ist die 1. Korrektur des Zustands gegeben durch:

Inl) = ;‘f/(fhw( Vn(n —1)(n — )|n0—3>)

aXy 1 /1

VAR ( Vi +1)(n+2)(n+3)n° +3>)
aXy 1 3 g 30

e (=30 + 130 + 1)+ 3n¥|n° - 1))

3
Hier ist die kleine Stérung %, welche << 1 ist.

Energiekorrektur 2. Ordnung

E2 = (no|Hiln)) = Z [nol H1jmo) | "°|H1|m°
X6 1 1
- ‘;‘hw (r(n = 1)(n = 2) = S(n+1)(n+2)(n+3) = 9(n + 1)° + 0n?)
2h2 )
1 a’h? 9
= FE, = hw(n+ 5) + 8m3w3(_30n —30n —1)
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12.7 Entartete Storungstheorie und Stark-Effekt

Ungestorte Zustinde konnen entartet sein, d.h.
Ho|n) = E,|n?) i=1,..,k
Wahl einer Basis [n0), so dass
(n0|Hynl) = ELd,y

d.h. diagonalisiere [, auf entartetem Unterraum. Dies ist fast immer mog-
lich! Weil [Hy, H;] = 0 auf entartetem Unterraum — siehe Ubungen.

Beispiel: Stark-Effekt

H-Atom in homogenen elektrischen Feld E:

e =
H:H0+H1 HOI——— le—eEf:—eEOz
2m r

und
Hy|nlm) = E, |nlm)

Korrektur zum Grundzustand |1, 0, 0)

E'_, = (1,0,0|H|1,0,0) = —eFEy(1,0,0/z|1,0,0)

= —¢F, /O drr? / dQR g 2 RigYoo

rcos ¥

o) +1 2T
= —eEO/ drr3/ dcosﬂcosﬁ/ do|Yoo|?
0 -1 0

dQ = r?sin ¥dddy = r2d cos V)
Hier ist H; bereits diagonalisiert und wirkt deshalb nicht auf H;.

Energiekorrektur zum 1. angeregten Zustand

1. angeregter Zustand ist 4-fach entartet:
2,0,0) [2,1,0) [2,1,£1) (12.19)

Also muss die 4 x 4 Matrix (n'l'm/|H;|nlm) = —eEy(n'l'm/|z|nlm) fiir die
Zustande (12.19) berechnet werden. Dazu betrachtet man zunéchst die
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Herleitung von Auswahlregeln

a) Betrachte: [z,L.]=[zXP, —Y P, =0
0 = (nl'm/|[z, L.]|nlm) = h(m — m'){nl'm/|z|nlm)

# 0 nur moglich fir m =m’

= (nl'm’|z|nlm) =
0 falls m # m/

b) Benutze Rekursionsrelation (Beweis im Schwabl)
(L =m+ 1P = @+ 1)ER™ — (1 +m)P™,
Dies kann man nun bei den Matrixeintriigen von E} verwenden:

{(nl'm/|r cos¥|nim) = /dr r2cos R,y Ry / dQY)" Yim

Nun lasst sich die Rekursionsformel verwenden unter der Beriicksichtigung,
dass Yy, ~ P"e"™% und £ = cos ) ist:

= /dQ &Y Y o~ /dQ Y (#P €™ + 4P e"™?)  wobei # Konstanten bezeichnen

~ [ AU YV +# Vi Yio)

N51’1+1 ~y_yq

Merke: | 2Y}, ~ I+1,m + Yzfl,m

= (nl'|z|nlm) # 0 nur moglich fiir I’ = [ £ 1. Die 4 x 4 Matrix vereinfacht
sich also zu:

(200 H1|200) (200|H,|210) - -- 0 z; 00
: . | 22 0 00
{0 0 00

0 0 0O
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Somit ist:
21 = (200[H,210)  und s = (210|H;|200)
=T = / dr T‘3R20R21/d9 CcOSs 19YIBY10
0

Z\? VAL zr 1
i = 2 = - 11— — = —
it Hao (Qa) =P ( 2a) ( 2&) ’ Yoo 4m
3
1 Z\2 Z VA /3
und Ry = — [ — —Texp _Zr , Yio=1/— cos?
3\ 2a a a 47

2 [ ZN\*Z [ Zr Zr\ 273 [T
- = = ~ d 4 1— 2= = 2
o \/§<2a) a/o - ( 2a)eXp< a) dr dce
~——

21 (Z\" >
= ——|— / drrt 1—ﬁ exp _Zr
38 \a 0 2a a

Benutze Gamma-Funktion ['(n + 1) = [[“2"e ™ =nlund Z = 1:

[ o)

T = -, = —3a=29
zur Ubung
0 —3a 0 0
/ _ —3a 0 00
(nl'm|Hq|nlm) = —eEy 0 0 0 0
0 0 00

Die Eigenwerte sind 3a, —3a, 0,0 und die Eigenvektoren:

-5 () 0

Zu beachten ist, dass die Eigenvektoren in der Basis |200) und |210) geschrie-
ben sind.

Somit spalten die Energieniveaus auf, nur der |21 + 1) Zustand bleibt 2-fach
entartet. Fiir die anderen beiden Niveaus ist die Energie also:

R
E2 = —2—231 - 6E0(:t3a)
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13 Mehrteilchensysteme

Bisher: Quantenmechanik eines Teilchens im Potetial V.
Jetzt:Quantenmechanik vieler identischer Teilchen im Potential V.

Zum Beispiel: He-Atom, also 2 nicht wechselwirkende Elektronen im Potetial
eines Kerns.

Identische Teilchen: Teilchen mit gleichen Quantenzahlen(nicht notwendiger-
weise im gleichem Zustand), wie z.B. gleiche Masse m, gleichen Spin s oder
gleiche Ladung e.

N-freie Teilchen:

H=0N1NNQ.0N,
| ) =1n) @ng) . @ [nw) = |nasng, o nn) €9

) "2 I, 1,m) @ s, 5.)

Hamillton Operator auf $:

N
H= ; me V(& Ty 7))
Klassische Physik: identische Teilchen sind unterscheidbar, z.B. durch Anga-
be von Ort und Impuls (X;, P,)

Quantenmechanik: identische Teilchen sind ununterscheidbar, z.B. bei der
Streuung.

Mathematisch:

1o’
N1,y Ny ey My o) = €% N, Ny, e Ny, )
Definition: Permutationsoperator P;;
1o’
Pij |TL1, ey Mgy ooy Ny, TLN> =€ |7’Ll, ey Ny ey Mg,y TLN>
Pi=1 ==+l =P=pP'=p

ununterscheidbare Teilchen: (A) soll invariant unter einer Permuation sein,
wenn A eine physikalische Observable ist.

= (V|A|D) = (U|PTAP|T), P|T) = |¥)
= [A,P]=0
= [H,P]=0
Spin-Statistik-Theorem(folgt aus der relativistischen Quantenmechanik):

e’ = +1: Zustinde sind total symmetrisch unter P— Bosonen=- ganzzahli-
gen Spin s = 0,1, ....Zum Beispiel: Photonen, W+, Z° Gluonen.
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e’ = —1: Zustinde sind total antisymmetrisch unter P— Fermionen=> halb-
13

zahligen Spin s = 5, 3, ....Zum Beispiel: Quarks, Leptonen.
Pauliprinzip(1925, Hamburg, 1945 Nobelpreis):

Die Wellenfunktion eines Systems von Elektronn ist total antisymmetrisch.
= Jeder 1-Teilchen-Zustand kann héchstens von einem Elektron besetzt sein.
= 2 Fermionen mit gleichem Spin(s.) kénnen nicht an dem selben Ort sein.
= 2 Fermionen am selben Ort miissen verschiedenen Spins, haben.

= Erklarung des Periodensystems.

N nicht wechselwirkende Teilchen:

—

N
Di o

H=) H, H-= V(Z
2 o Y

= [HZ,H]] = 0, da []3;,]5}] =0= [fi,fj], [@,fj] =0

Eigenfunktionen: |ny,ng,...,ny) = [n1) ® |ng) @ ... ® |ny), mit den Einteil-
chenzusténden Hz |7’Lz> = Ez |TLZ>

5251®52®®~6N
H=Ho121. 91+10H,®..®1+ ...

N
H|n1,n2,...,nN), mltE:ZEZ
i=1

Beriicksichtigung des Spin-Statistik-Theorems:

Zunachst fiir 2 Bosonen:

|n1,n2)B = ﬁ [n1) ® |ng) + |n2) ® |ny
[S)1 €92 €Nt €92

fiir den Permutationsoperator gilt: [P, H| =0

1
Py |ny,ne) g = (Hy + HQ)E
1
=75 (B |n1) [n2) + B2 ng) [n1) + Ea na) [n2) + By [ng) [na1))
1 1
= E1E (In1) In2) + |n2) n1)) + Ezﬁ (|n1) [n2) + [n2) [n1))
= (Ey + Es) ny,ng) g = E'ny,no) 5, E=FE, + Ey

(In1) [n2) + [na) In1))
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2 Fermionen:

N-Teilchen:
Bosonen:

N1, ...,nN) = cp Z P(|n) ® [n2) @ ... ® [nn))
alle Permutationen
Fermionen:

o)y =ce Y ()PP () © ng) ® ... ® n))

alle Permutationen

Normierung:

( | )=1=|c* x Anzahl der Terme in der Summe =1
1

=cp =

VN
VNN NS

CB \/ﬁ ’

N; = Anzahl, wie oft der Zustand |n;) in der Summe auftritt.

14 Heliumatom
He: 2fach positiv geladener Kern (=2 Protonen) + 2 Elektronen

H=H+Hy+V

" Pt Ze? p’ Ze?
"Tom |3 T om |3
2
V=%
T — @y

"Losung” in 3 Schritten:
1. V=0 und kein Spin

2. V=0 und Spin

3. V #0, Storungstheorie

Schritt 1: V=0, kein Spin.
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1-Teilchenzusténde: |n,l,m) , E, = 2B

77/2
Produktzustand:
1
|\II> - ﬁ (‘nla l17m1> ® |n27 l27m2> - |n27l27m2> ® ‘nhlhml))

H V) = (Hy + Hy) [V) = (En, + En,) |¥)

(1a1) -8
(152) -5
Energie-Spektrum: .
(1,00) -4
(2’2) -2
Schritt 2: Pauli-Prinzip
meln
_ I eIl .1 1 _ 1
e R R T U T
DD

Vollstindiges System von Operatoren:

{5%7 Sl,za S%) 52,2}

{52, 5,,52, 52} S:=5,+5,: Der Gesamtspin
Eigenzusténde: |s, s,, s1, S2), mit [s1 — s9| < s <51+ 859 = 5=0,1

s, $.,81,82), mit |s1 — 89| < s <5148 =5=0,1

(Bisher: J = L + S)

s=1s5.=0s=5s=3=z(Del)+)en))
Triplett S [s = 1,5, = 1,81 = 3,5, = 3) = 1) @ |1)
‘s:l,sz:—1,51:%,$2=%> = 1) ®|l)



Triplett: Symmetrische

Singulett: Antisymmetrisch

= 2 Verschiedene Formen des Heliums

Parahelium:

Ortswellenfunktion symmetrisch, Spinwellenfunktion antisymmetrisch

|V para) = ¢ (|01, 11, m1) ® |ng, la, ma) + |na, lo, me) @ |ny, 1, my)) ®10,0)

Mit [0,0) = [s = 0,5. = 0,81 = 3,5 = 3)
Grundzustand:
W) =11,0,0)|1,0,0) ® |0, 0)

1. angeregter Zustand: (n; = 1,ny = 1) 4-fach entartet

1

|‘1’>=\/§

Orthohelium:
Ortswellenfunktion antisymmetrisch, Spinwellenfunktion symmetrisch
niedrigster Energiezustand: ny; = 1,ny = 2, Entartung=(1+3)3=12fach.

1

3. Schritt V' # 0, aber klein.
1. Ordung Energiekorrektur im Parahelium Grundzustand:

|\IIO7"t> -

ELY = (1,00] (1,00] (0,0 V[ |1,00) |1,00) |0, 0)
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V:

|71 — @y
e /dg_, /dgﬁ | U 100(Z1) [ P100(F2)|?

|71 — T

_ 1 (2Z2\*? _. h
Mlt‘l’loo:RmYlo:ﬁ(g) e a, “a=—7

0 _ ¢ (Z 6/00(1 Ze‘””/ drore a9, | do
= — —_ 7T a
2 \a o ! 212€ ! 2|x1—:1:2\
5,7 -
= .. =2e% ~ 2,5R,
a

Ey = —8R, +2,5Ry = —5,5Ry (experimentell: Ey; = —5,8Ry)
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15 Heisenberg- und Dirac-Bild

In der bisherigen Betrachtung lautete das Problem die Schrédinger-Gleichung
(SGL) zu 16sen. Bisher konnte man die Zeitanhingigkeit immer einfach ab-
separieren. Wir betrachten nun Herangehensweisem fiir Fille, in denen das
nicht so einfach geht. Der Hamilton-Operator ist also nun zeitabhéngig.

iho, [W(t)) = H(t) [W(t))

Die Frage lautet nun: Unter welchen (unitdren) Transformationen ist der
Erwartungswert des Hamilton-Operators invariant:

(V|H|W) invariant
(W(2)) — [W() = U) (1))
UU =1 = (V|V) = (VD)

Damit ist dann:

(U|H|W) invariant wenn H — H' = U(t)H(t)U'(t)

15.1 Heisenberg-Bild

Definition

Definition 2. Heisenberg-Bild: Wihle |V') so, dass diese zeitunabhdngig
sind.

[Us(t)) = U (t)H(to)|Vr(to))
Die SGL im Heisenbger-Bild ist:
ih (8UY (1) V) = HsU'Wpy)
LouT
ZFLW = _E[SUJr

Die Losung fiir zeitunabhéngige Hg lautet:

Ut = c.enflst

W) = ot Hs (t—to) W)

68



Neben dem Hamilton-Operator muss man nun auch die Zeitabhangigkeit der
Operatoren betrachten. Um die Rechnungen etwas zu vereinfachen, wéihlen
wir t(] =0:

Hy = enflstfge wtst — enHsto—iHstpp. — o =[]
OH(t) = B%HstOSe_%Hst
—dfi)tH — %Hse%HStOse_%Hst — %e%HStOsHse_%Hst + e%HstdZ o i Hst
' dO
:%@w@m—wmﬂ%HUE%ﬂ
Ony Oy
i 00y
= —[H,On+22

Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

dO 7 00
it =3 [H, Oul+5L

Im Heisenberg-Bild gilt:

ah;;;) = 0 Die Zusténde sind zeitunabhéngig

aao—tH # 0 Die Operatoren aber nicht

Erhaltungssitze
[ ]
dH 0H
_ = O «— —
dt ot
Aus der Invarianz unter Zeittranslationen folgt die Erhaltung der Ener-
gie.
’ dp o,
PH - Pu
— =0 H =0,— =0
dt < [ pul = 0.5,

Aus der Translationsinvarianz folgt die Erhaltung des Impulses.

0Ly . Ly
— =0« |H,Ly|=0,— =0
g 0 U Lal = 0.5,
Aus der Invarianz unter Rotationen folgt die Erhaltung des Drehim-

pulses.
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15.2 Dirac-Bild

Das Dirac-Bild wird auch héiufig Wechselwirkungs-Bild genannt. Im Dirac-
Bild kann man die Zeitabhingigkeit abspalten:

H=Hy+V(t)

Hier sind die Zustidnde nun nicht mehr zeitunabhingig. Die Zustdnde und
Operatoren im Dirac-Bild erhalten einen Index I (wie "Interaction”)

V) = Ul¥g)
O, = UOgU!
U = e%HOt

Die SGL lautet dann im Dirac-Bild:

RO U;) = ma—UWs) +ma‘§ts>
t

= —Ho|V;) + UH|TVg)

= —Ho|V;) + UHUU|¥s)
= (—Ho+ U(Ho + V)U")| W)
= UVU'|))

Damit hat man dann im Ww-Bild:

iho, |V ) = Hf|Wy)

Or i ; d0s .

o = pHOr =30l +U—2=U
o0
_ I

ot
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16 Zeitabhingige Storungstheorie

Der Ausgangspunkt ist:
H=H,+V(t)

e Das Problem fiir Hy ist bereits gelost:
ih0| Vo) = Ho|Wy)
|Wo) bekannt
e V(t) klein gegen H
.

[0 t <t
V_{V(t) t >t

Die Eigenzustinde |¥) zu H sind allerdings unbekannt. Idee: zur niherungs-
weisen Losung:

1. Abseparation der Zeitentwicklung von H, durch Ubergang ins Dirac-
Bild

2. Iterative Losung fiir kleine V

zu 1 Dirac-Bild:

W) = U, = ei ol wg)

U = entl!
iho V) = Vi|¥p)
Vi = e%HOtV(t)e_%Hot

Eine erste "Losung” ist:
1 t
W) = [l =to) + 5 [ V)
to

Das ist allerdings noch keine echte Losung, da man das unbekannte |V ;)
durch das immer noch unbekannte |¥;) ausgedriickt hat.
Zu 2 Losung durch Iteration: Wir nehmen das Ergebnis aus 1 und entwickeln
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in der Zeit:

|\If[(t)> = |\I/[(to)>+%/t:dt"/[(t/)

mwm+%/dmwm%wﬁ

= Wit + 55 [ dViO)i(to)

1 to

1 t t

o /t at /t d" Vi (E Vi ()W (1))
0 0

1 t t '
(Zh)g / dtl/ dtl// dtl/l‘G(t/)%(t”)‘/[(t”/)|\I[[<t0>>
to to to

+
+
Um zu einem Ergebnis zu kommen, muss man diese Reihenentwicklung ir-

gendwann abbrechen. Wir berechnen nur bis zur ersten Ordnung. Die Zu-
stdnde waren bisher:

0) = > cult)n)
(TIO) = 1= lea(t))* =1

Die Wahrscheinlichtkeit das System im Zustand |m) zu finden ist:
P = lewl*=|(m|¥)]*

Nun diskutieren wir die Zeitentwicklung iiber die oben angegeben N&herung
gegeben haben und fragen nach der Wahrscheinlichkeit das System in einem
bestimmten Schrédinger-Zustand zu finden:

t <typ: System im Eigenzustand von H

my() = e i Enm,)
1 ¢ ! !
E> 1o |Ti(t)) = vmmw%jﬁwwmwm+m
o) ’

Die Wahrscheinlichkeit das System zur Zeit ¢ > to im Zustand |ng(t)) zu
finden ist dann:
ns(t) = e” i n(to)) = e~ #n(t))
Py = [{ns(t)[¥s(1)) ?
[(nr(to)] en ™| Wg(t)) |?
—_———

17 (1))
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Wir nehmen an, dass der Startzustand |n) und der Enszustand |m) verschie-
den sind:

(n(to)|¥s(t)) = (n(to)lms(to)H%/ dt’ (ns(to) Vi (t')[m(to)) +:

to
=0

[ i i :
= = dt’ <n5|eﬁH°th(t')e’ﬁH°t|m> -
to

1 [t i .
= - dt'e #ER=Emt (no| V() |mg) +
to

Die Wahrscheinlichkeit P, das System zur Zeit t im Zustand |n) zu finden,
wenn das System zum Zeitpunkt ¢ = ¢, im Zustand |m) gewesen ist, ist
gegeben durch:

2

1 [t ,

P, = ‘—/ dt'e* "t (n|V (t')|m)
h /i,
E° — E°

Wnm = T

Die verweilwahrscheinlichkeit im Zustand |m) ist dann:
P, == 1-> Py,
n#Em
Als Beispiel nun der Spezialfall einer konstanten ST6rung, die zum Zeitpunkt

t =ty eingeschaltet wird.

V() = VO(t —to)

¢
% (/to dt’ew"’”t) (n|V|m)
] 2
h2

2
an -

eiwnmt -1
(n|Vo|m)

1Whm

mit der Identitét: [e” — 1| = 4sin” £ folgt dann:

1 (sin @amt\? )
Bom = [{n[Volm)]

_2 Wnm
h 2

Es sei hier bemerkt, dass V|, ein beliebig koglplizierter Operator sein kann,
der nicht von der ZEit abhhéngt (Bsp.: das E-Feld). Der bisherige Ausdruck
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lasst sich weiter "vereinfachen”. Wir schauen zunéchst Darstellungen der Di-
rac’schen Delta-Distribution an:
sin? at _{ <= a#0

— a?t
ot a=0

(o) =

t
Im Grenzwert t — oo geht die Funktion é;(«) in die Delta-Dirstibution iiber:
t—o00: (o) = ()

/OO dad(a) =1  6(c-a)= i5(04)

0 ]

Damit kann man dann den Ausdruck F2ur die Ubergangswahrscheilichkeit
umschreiben in:

- ml Wnm 2
- & (]

Damit erhilt man einen sehr beriithmten Ausdruck: Fermi’s goldene Regel:

Pom = %5(En - Em) |(n|V|m>|2
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17 Streutheorie

Von Ole Niekerken

Anfangszustand:

3
IS)
8
=
N=y
z
ol
(=]
S
1
1)

Uo(Z,to) = (2m) 73 / Pke*a(k)
0.B.d.A sei ko = ko€, dann ist:
Uo(Z,to) = ™ (a)

U (Z, to) erfiillt die freie Schrodingergleichung.
Gesucht: Endzustand, weit weg vom Streuzentrum.
Annahmen:

) V() = V(1)

i) lim, .V (r) =0

iii) V(r) <r~! ab einem r > Ry € R

Losung der freien Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten:

R s, 2 L
" om (8 ra)+2m7’2+v(r>_E V=0

'

(.

52
2= in Kugelkoordinaten
m

Losung fiir r — oo. Also V(r) =0, % = 0 ist:

Ug = f(0, ) fiir B = Lk2.

Da V. =V(r) = f(6,¢) = f(0)

Um die ein-und auslaufende Welle in gleicher Basis zu beschreiben, schreiben
auch die einlaufende Welle in Kugelkoordinaten:

9] l
\IIQ _ eikoz — eikz — eikrcos Z Z Clm(kar)n,m(@730)

=0 m=—
keine ¢ Abhiingigkeit v
e IEREEE S alk,n)Yie(©) = Y alk,r)Plcos(©)) (%)
1=0 1=0



Orthogonalitét: fjl dCP(C)Pr(C) = 5= =

2l+1

1
2
| acni) - / R =3 / PR =Y g

1
20+1

o= el d¢Pe™* s = (21 + 1)i'j(kr)

Mit den spherischen Besselfunktionen:

(o) = a3 [ dcnioens = (o' (1

x dx T

1 d) sin(z)

Welche wie sich nachrechnen ldsst Losungen folgender DGL sind:

d 2d I(l+1)
22 1) j)(x) =
<dx2 * xdx x? * ) alx) =0

Die zweiten Losungen der DGL(homogene DGL 2.0rdung) sind die Neu-
mannfunktionen:
1 d) cos(x)

x dx T

o) = (o) (5

Verhalten fiir x — oo

sin(z), =0
. ‘ d" sin(z) (=1)! ) cos(x) = —sin(y — Z) | —
l 00 — (— =12 —2 — D)
iMy—oofi(T) — (—2)'x i O(xz~?) " — sin(z) = sin(e — 2 0

1. lm
= ;sm(m - 5)

= " = "i'jy(kr) Pi(cos©) (2l + 1)
l

T z(krf—) . —i(kr—1T)
Z (2l + 1) P COS@)QZ/{ZT ( .e 2 ) (1V)
l auslaufende Welle  einlaufende Welle
Gesamtwellenfuktion:
) ikr P . ) .
e 4 [(0)— = ;zl (2l +1) 5 (Silkye =50 — e 5) - (11)

S; = 1+Betrag der gestreuten Welle, die Eigenwerte der S-Matrix.
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elastische Streuung: Also j, = j&" + j%¢ mit j, = U*9, ¥ — V9, ¥*

. . . |2
jr — )Slez(kr—%) o e—z(kr—% ’ da

\I,*ar\p ~ (Slei(krf%r) + efi(krf%r)> (Sl*efi(krf%r) . ei(krf%r)>
— |Sl|2 + 5«1622‘(197‘—%) + Sl*e—%(kr—%”) o \1187"\1/*
- (_Sl*e—i(kr—%’) B ei(kr—%‘)) (Slei(kr—%’) _ e—i(kr—%’))

_ ‘Sl‘z + Sl€2i(kr—%r) _ Sl*e—%(kr—%r) _1

=
=205 -1) =197 =1
= S; = ¥ = reiner Phasenfaktor (1)

() = %2(21 1) fiB(cos®)  (IT)

Einsetzten von (IV),(II) und (III) ergibt die Partialwellen Amplitude:
ePisin(6;) = fi

Gemessen werden der differentielle und der totale Wirkungsquerschnitt, diese
sind wie folgt definiert:
differentieller Wirkungsquerschnitt:

do  dN(Q)
dQ  N.indS

Wobei: N.in— Anzahl der einfallenden Teilchen und
dN (Q2)=Zahl der ins Winkelelement dQ2 um 2 gestreuten Teilchen.

totaler Wirkungsquerschnitt:
do
= | —dQ)
7 / do

Nein :/dt‘jezn‘

— h = =
Jein = 2 (\DZMV\I’@” - \IJemV\I’Zm>

mi

Durch einsetzten von Gleichung (a)(V.in = e**) ergibt:

—

h
jez’n = _kgz =
m

T
Now= [ ate =22
g m m
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zkr

Mit V,us = (O, )%

folgt

—

h
jaUS = 2— ( ausvlllaus \I/auqu/:;us>

mi
O Waus = (ik —r HW,us =
. h —— o h hk | fI?
raus:—\Pausz - - (- - ! = 5 au32 = T 5
Jr. 2m" | ((zk r—) —(—ik—r )) Qm\\Il |*2k =

m 1?2
T hkT
dN(Q):/ dt—|f|2d9_—|f|2d9 =
0

dN(Q)  hkT
NeindQ?

do
=l o= [ irpas

Fiir V(7) = V(|7]) war:

dQ2 m
dQRKT

=P =

—I/IP g

1

= Z (21 + 1)sin(5,)e® ™) P, (cos(©))

f(©)

1f12 = = Z Z 21 4+ 1)(20' + 1)sin(6,)e™® P, (cos(©))

=0 I'=

o—_/m?dg_ AT > (20 + 1)sin®(6)
l

Wobei die Orthogonalitiit der Legendre-Polynome benutzt wurde: [ dQP, Py =

21+1 ST ouw
Optisches Theorem:

=
Im (f(© = 0)) = %Z(mﬂ) N

4
o= TIm(f(©))
Zusammenhang von f und dem Potential V:
h? 2mV
SG : (——A + v) V=FEUs (A+k) U="""W  E=frack’k*2m
2 N 72

Helmholzoperator
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Green’sche Funktion:

= U=, + / A7 G(T — &)V (7)) ()

Mit: (Az + k?) Wpop = 0 ist der Beweis leicht einzusehen:

L a1 2m B
(Be + )W = (Ag 4 K) Wy, + / P (A 4 K) G~ )] TV (@)
;6 5(3)(;:_5/)
2
= VaE
Man findet(hier ohne Rechnung): G(¥ — ') = ﬁeﬁgiﬂf/‘
einsetzen liefert:
m 6iik|fff’|
U=V —— 3 V(U (2
vom = gz | $F V@)@
Annahme: V' # 0 nur nahe am Streuzentrum
Berechne dann () fiir |Z] >> |7
2 27y

— —f _ — — _ — _ d

|7 — 7| = /(& — &) = Vi? + 7% — 237 |x|\/1+xq— =

. ot

2m ikl =tk T
U=Yym 37 (7
- o w2 | T FE)
(Az +5%) Uhom = 0= Uy, =™ =
i ekl m . &E
U — ikz &) - _ d3—’/ kav el /] =/

Born’sche Reihe: Durch iteratives Einsetzen von ¥ = folgt f als Potenzreihe

in V(7):
=% ([ezviars)

Born’sche Niaherung: Abbrechen nach der 1. Ordnung:

m 3 -t —ikf—?/ I\ ikz
fmﬁ e " EV (e
T

!
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