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Uberblick

Thema dieser Vorlesung ist die Quantenmechanik. Die Quantenmecha-
nik ist eine physikalische Theorie, die unsere Auffassung von Realitét
sehr stark verdndert hat. Trotz ihrer oft antiintuitiven Aussagen hat
die Quantenmechanik in den letzten Jahrzehnten in zunehmendem Ma-
Be auch praktische Anwendungen gefunden. Ein wesentlicher Teil der
modernen Technologie, insbesondere die Halbleiter und Laser, beruhen
direkt auf Anwendungen der Quantenmechanik. Sogar die sogenannten
Paradoxien der Quantenmechanik werden voraussichtlich in der nahen
Zukunft im Rahmen der Quanteninformationstheorie praktisch benutzt
werden.

Diese Vorlesung richtet sich an zukiinftige Lehrer an Gymnasien.
Diese stehen vor der schwierigen Aufgabe, Schiilern ein Grundverstéind-
nis der Quantenmechanik zu vermitteln. Eine Hauptschwierigkeit dabei
ist, dass die Quantenmechanik nur mit Hilfe angemessener mathema-
tischer Begriffe richtig erfasst werden kann; diese mathematischen Be-
griffe stehen aber den Schiilern noch nicht zur Verfiigung.

Ziel dieser Vorlesung ist es, den Teilnehmern die Grundprinzipien
der Quantenmechanik auf dem heutigen Stand der Forschung zu ver-
mitteln. Dazu werden einige mathematische Voraussetzungen benétigt,
die, soweit noch nicht vorhanden, in der Vorlesung bereitgestellt wer-
den. Auf der Grundlage dieses eigenen Verstandnisses sollen die Teil-
nehmer danach in der Lage sein, Schiilern die Grundlagen der Quan-
tenmechanik in einer vereinfachten, aber moglichst korrekten Form zu
vermitteln.

Wir werden in dieser Vorlesung zunéchst einige wichtige Phdnome-
ne besprechen, zu deren Erklirung Quantenmechanik wesentlich ist.
Wir werden dann die formale Struktur der Theorie entwickeln und par-
allel dazu die benotigten mathematischen Begriffe einfiithren. Im dritten
Teil der Vorlesung werden wir einige wichtige Anwendungen behandeln.
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KAPITEL 1

Quantenphinomene

1. Hohlraumstrahlung

Die klassische Physik beruht auf den Gesetzen der Newtonschen
Mechanik und der Maxwellschen Elektrodynamik. Diese haben einen
weiten Anwendungsbereich, fithren aber bei der Anwendung auf die
Struktur der Materie auf grofle Probleme. Insbesondere die chemische
Bindung und das Auftreten diskreter Spektrallinien lassen sich im Rah-
men der klassischen Physik nicht erkléren. Interessanterweise wurde der
erste Quanteneffekt aber bei einem ganz anderen Problem gefunden,
ndmlich bei der Beschreibung der Wérmestrahlung.

Ein Kérper mit Temperatur 7' gibt Energie in Form von elektro-
magnetischen Wellen ab. Die Intensitdtsverteilung der verschiedenen
Frequenzen nimmt fiir den ideal schwarzen Korper (am besten reali-
siert durch einen Hohlraum mit einem kleinen Loch) eine universelle
Form an, die nicht mehr von der Art des Koérpers, sondern nur noch
von seiner Temperatur abhéngt. Die genaue Kenntnis dieser Vertei-
lung ermoglicht es, die Temperatur zu messen, ohne den Korper zu
beriihren; das ist z.B. bei der Verhiittung von Stahl wichtig. Eine mo-
derne Anwendung ist die Thermographie, mit der man schlecht isolierte
Stellen an Hauswénden finden kann. Nach den Prinzipien der stati-
stischen Mechanik sollte jeder Freiheitsgrad die mittlere Energie %k:T
(k Boltzmannkonstante) haben. Da das elektromagnetische Feld un-
endlich viele Freiheitsgrade besitzt, wiirde das eine unendliche Energie
bedeuten, was offenbar nicht der Fall ist. Die Beobachtungen zeigten,
dass die Intensitdt einer ebenen Welle mit Frequenz v fiir kleine Fre-
quenzen proportional zur Temperatur 7T ist; dies ist im Einklang mit
dem Gleichverteilungssatz der statistischen Mechanik. Dieser Satz kann
aber nicht fiir hohe Frequenzen gelten, da dann die Gesamtintensitét
der Strahlung divergieren wiirde. Tatséchlich hat Wien ein Gesetz ge-
funden, das fiir hohe Frequenzen giiltig ist. Danach ist die Intensitét
proportional zu ve” T, mit ¢ = % mit der Planckschen Konstante h.!

Planck vermutete dann, dass die Verteilung fiir alle Frequenzen
durch die interpolierende Funktion

w(v) = hy(eir — 1)~ (1.1)

!Diese Angaben beziehen sich auf eine ebene Welle mit vorgegebener Ausbrei-
tungsrichtung. Beriicksichtigt man alle Richtungen, so muss der Ausdruck noch mit
dem Faktor 4712, der Oberfliche einer Kugel mit Radius v, multipliziert werden.
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8 I. QUANTENPHANOMENE

gegeben ist. Diese Funktion hat das richtige Verhalten fiir kleine und
grofle Frequenzen. Auch das Verhalten im Zwischenbereich wird richtig
wiedergegeben. Aber wie ldsst sich dieses Verhalten theoretisch be-
griinden?

Planck beobachtete zunéchst, dass die Funktion, die mit dem Faktor
hv multipliziert wird, die Summe einer geometrischen Reihe ist,

(e — 1)1 = "(e7H)" (1.2)

Er postulierte dann, dass elektromagnetische Energie nur in Form von
Portionen (”Quanten”) der Grole E = hr abgegeben werden kann.
Die relative Wahrscheinlichkeit von n solchen Emissionen wird durch
den Boltzmannfaktor e "+t gegeben. Summation iiber n ergibt den
Normierungsfaktor 1 — e~#. Die mittlere Energie einer ebenen Welle
mit Frequenz v und vorgegebener Ausbreitungsrichtung ist dann

E = Znhue i (1—e ZT) (1.3)

Die Summation iiber n kann mit Hilfe der Formel
[e'e) d o] d » »
n§:1 " =ag E > d q) q(1—q) ", (1.4)

die fiir |¢| < 1 gilt, ausgefithrt werden. Mit ¢ = e fF ergibt sich die
gewiinschte Formel.

2. Photoelektrischer Effekt

Der néchste Hinweis auf die Quantentheorie kam aus der Einstein-
schen Analyse des photoelektrischen Effekts. Man beobachtet, dass
bei Bestrahlung einer Metalloberfliche mit Licht Elektronen austre-
ten. Dieser Effekt setzt ein, wenn die Frequenz v des Lichtes einen
gewissen, von der Metallsorte abhéngigen Wert v, iiberschreitet. Die
maximale kinetische Energie der austretenden Elektronen wird durch
das Anlegen einer kompensierenden Gegenspannung U gemessen. Man
findet den Zusammenhang

h(v —v,) =eU . (2.1)

Einstein erklédrte diesen Effekt damit, dass das Licht aus Photonen
der Energie hv besteht. Die Grenzfrequenz ergibt sich aus der Aus-
trittsarbeit W, die das Elektron beim Verlassen des Metalls leisten
muss, W = hy,. Die iiberschiissige Energie wird dann zur kinetischen
Energie des Elektrons. Der Photostrom kommt zum Erliegen, wenn die
kinetische Energie nicht ausreicht, die Gegenspannung zu iiberwinden.
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3. Wasserstoffspektrum

Die Spektrallinien von Wasserstoff folgen der Formel

1 1

V= Vo(ﬁ - ﬁ) (31)
mit natiirlichen Zahlen n < m (Balmer-Formel). Aus Streuexperi-
menten von Rutherford (a-Strahlen auf Goldfolie) wusste man, dass
Atome aus einem positiv geladenem Kern, der nahezu punktformig ist
und fast die gesamte Masse des Atoms enthélt, und negativ geladenen
Elektronen besteht. Man vermutete daher, dass die Atome dhnlich wie
Planetensysteme aufgebaut sind. Bei Planeten ist aber die Umlaufzeit
(und daher auch die Frequenz) kontinuierlich verénderbar, sodass die-
ses Modell die beobachteten diskreten Frequenzen nicht erkldren kann.
Zusétzlich sollte ein Elektron, dass sich mit kurzer Umlaufzeit um den
Kern bewegt, wie ein Sender elektromagnetischer Wellen wirken. Die
Abschéitzung der Abstrahlung ergibt eine sehr kurze Lebensdauer von
Atomen, im Widerspruch zur beobachteten Stabilitdt. Eine Erklarung
der beobachteten Linien wurde dann von Bohr gefunden. Am leichte-
sten lasst sich die Bohrsche Theorie verstehen, wenn man die spéater von
de Broglie stammende Hypothese aufstellt, dass auch Elektronen Wel-
leneigenschaften besitzen, insbesondere eine Wellenlénge, die sich nach
der Einsteinschen Formel fiir Lichtquanten aus dem Impuls p durch
A= % ergibt. Nach Bohr besitzt das Wasserstoffatom nur solche stati-
ondren Bahnen, bei denen der Umfang ein Vielfaches der Wellenldnge
ist. Die Idee dabei ist, dass sich nur dann eine stehende Welle bilden
kann, wenn diese Bedingung erfiillt ist. Auf einer Kreisbahn mit Radius
r ist die Zentrifugalkraft F\; = my?r gleich der Anziehungskraft durch
das elektrische Feld des Kerns, F' = —< _ Fiir die Winkelgeschwindig-

4dmeqr?
keit gilt also
a_ ¢ 3.2
= Aregr3m (3:2)
Mit p = mr¢ folgt
\— h _ hy/4megmr3 _ h/4meyr ' (3.3)
mrgp mre ey/m
Die Quantisierungsbedingung ist
27r = nA (3.4)
fiir eine natiirliche Zahl n. Die erlaubten Radien der Bahnen sind daher
n?h*4re,

Also haben die stationdren Bahnen die Energien

22,2 2 R
E, = (m“p r__¢ ) ey = — o (3.6)

2 dmegr n?
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mit der Rydberg-Konstanten R = W ~ 13,6eV. Die beobach-
teten Frequenzen ergeben sich dann als Differenzen zweier Energie-
Niveaus.

Diese Interpretation der Spektren wird durch den Franck-Hertz-
Versuch bestétigt. Bei diesem Versuch beobachtet man die Energiever-
luste durch Sté8e in einer Ionisationsrohre und findet gerade die durch
die Bohrsche Theorie vorhergesagten Energie-Niveaus.

Eine der Balmer-Formel analoge Formel wird bei den Rontgenspek-
tren schwerer Atome beobachtet. Rontgenspektren bestehen aus einem
kontinuierlichem Teil, dem Bremsspektrum (dieses entsteht bei Ab-
bremsung der Elektronen in der Rontgenrshre) und einem sogenann-
ten charakteristischen Spektrum, das aus scharfen Linien besteht, die
fiir die Atome auf der Anode charakteristisch sind. Fiir die sogenannte
K-Serie, den kurzwelligsten Bereich des charakteristischen Spektrums,
findet man das Moseleysche Gesetz

hu:R(Z—1)2(1—%) ,n=23,... (3.7)
mit der Kernladungszahl Z. Dies kann man so interpretiern, dass das
auftreffende Elektron ein Elektron aus der innersten Schale herausge-
schlagen hat. Ein Elektron aus der n-ten Schale springt in die Liicke
und sendet dabei eine elektromagnetische Welle aus. Hierbei wird die
Kernladung durch das in der innersten Schale verbliebene Elektron et-
was abgeschirmt, sodass man ein Zentralpotential mit Ladung (Z —1)e
sieht. Ein dhnliches Gesetz beobachtet man fiir die néchste Serie, die
L-Serie, mit einer effektiven Kernladungszahl von Z — 7, 4.

4. Compton-Versuch

Die Teilcheninterpretation elektromagnetischer Wellen wurde ein-
drucksvoll durch den Compton-Versuch bestétigt. Bei diesem Versuch
beobachtet man die Streuung von Réntgenstrahlen an Elektronen. Merk-
wiirdiger Weise findet man dabei Anderungen der Wellenlinge. Ordnet
man den Photonen Energie und Impuls nach den Einsteinschen For-
meln zu,

h
und interpretiert die Streuung als elastische Stéfie, so folgt aus Energie
und Impulserhaltung fiir die Anderung der Wellenlédnge bei der Streu-
ung an urspriinglich ruhenden Elektronen

h
AN = —(1 — cosf 4.2
(1 - cos0) (42)
mit dem Ablenkungswinkel 6. % nennt man die Comptonwellenldnge
des Teilchens. Man interpretiert sie als Maf§ dafiir, wie genau der Ort
eines Teilchens der Masse m bestmmt ist.
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5. Materiewellen

Nachdem bei elektromagnetischen Wellen teilchenartiges Verhalten
beobachtet worden war, kam de Broglie auf die Idee, dass vielleicht
auch die bekannten Teilchen (damals vor allem die Elektronen) Wel-
lenphdnomene zeigen konnten. Wir haben bereits gesehen, dass diese
Vorstellung eine natiirliche Erkldrung der Bohrschen Bahnen als ste-
hende Wellen erlaubt. Identifiziert man die (Kreis-)Frequenz w = 27v
mit der Energie, £ = hw, und den Wellenzahlvektor k (die Richtung
von k beschreibt die Ausbreitungsrichtung der Welle, der Betrag von k
ergibt sich aus der Wellenldnge A durch |k| = 27/\) mit dem Impuls,

p = Kk, so erhélt man fiir ein nichtrelativistisches kréiftefreies Teilchen

_ Ip?

o eine ebene Welle

der Masse m mit Impuls p und Energie F
w(t’ X) — efithrik-x (51)
mit der Dispersionsrelation

wk) = h@ (5.2)

o 2m '
Uberlagert man solche Wellen, so erhélt man Interferenzeffekte, die
auch tatséchlich einige Jahre spéter von Davisson und Germer nachge-
wiesen werden konnten. Eine Schwierigkeit aber ist die Vertréaglichkeit
dieser Effekte mit den Teilcheneigenschaften. Beriihmt ist die Interfe-
renz am Doppelspalt, die als Gedankenexperiment diente. Figenartiger
Weise verschwindet das Interfererenzbild, wenn man feststellt, durch
welchen Spalt das Teilchen geflogen ist. Dieses Experiment ist ein deut-
licher Hinweis darauf, dass die Quantenmechanik unsere Vorstellung
von der der Beobachtung zugrunde liegenden Realitdt verdndert.

Eine Schwierigkeit bei der Interpretation der Materiewellen ist die
Bedeutung der Werte der Wellenfunktion. Die bis heute giiltige Inter-
pretation geht auf Bohr zuriick und postuliert, dass das Absolutqua-
drat |1 (t,x)|* der Wellenfunktion die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir
ist, dass sich das Teilchen zur Zeit t am Ort x aufhélt.

Diese Interpretation hat weitreichende Konsequenzen. Sie besagt
néamlich, dass bei geniigend héufiger Wiederholung eines Experiments
die beobachteten Haufigkeiten den berechneten Wahrscheinlichkeiten
entsprechen. Fiir das einzelne Experiment wird aber, solange die Wahr-
scheinlichkeit kleiner als 1 ist, keine Aussage gemacht. Bis heute gibt es
eine lebhafte Diskussion dariiber, ob diese Deutung der Quantentheorie
ausreicht.

Ein anderes Problem ist, dass die ebenen Wellen, denen man ein-
deutig Energie und Impuls zuordnen kann, zu einer konstanten Aufent-
haltswahrscheinlichkeit fithren. Dies ist aber in einem unendlich ausge-
dehnten Raum nicht moglich und entspricht auch nicht dem beobach-
teten Verhalten von Teilchen. Man gibt daher die Bedingung auf, dass
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Energie und Impiuls scharfe Werte annehmen, und betrachtet Wellen-
pakete, das sind kontinuierliche Uberlagerungen ebener Wellen,

i (5.3)

Ot %) = / Pk (k)

Die durch 9 beschriebene Aufenthaltswahrscheinlichkeit hdngt von den
Eigenschaften der Amplitudenfunktion ¢ ab. Grob gesagt gilt: je glatter
@ ist, umso besser ist das Wellenpaket konzentriert, je besser ¢ konzen-
triert ist, umso glatter wird ). Dies sind allgemeine Eigenschaften der
Fourier-Transformation. Auch die geradlinige Bahnkurve des kréftefrei-
en Teilchens spiegelt sich in einer Eigenschaft des Wellenpakets. Hierzu
nehmen wir an, dass ¢ eine unendlich oft differenzierbare (kurz: glatte)
Funktion ist, die verschwindet, wenn k von einem vorgebenen Wellen-
zahlvektor ko zu stark abweicht, ¢(k) = 0 fiir |k — ko| < €. Fiir groe
Werte von ¢ oszilliert der Integrand in (5.3) sehr schnell, sodass das
Integral nahezu verschwindet. Das gilt aber nicht an den stationéren

Punkten des Exponenten, d.h. an den Punkten k, an denen die Ablei-
hlk|%t

tung von k-x— =5 — nach k verschwindet. Die Bedingung fiir stationére
Punkte ist
hk
x=—1. (5.4)
m

Diese Bedingung ist nur erfiillt, wenn 5% geniigend dicht bei kg liegt.
Wir schlielen also, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens
zu spiten Zeiten ¢ im wesentlichen in der Nidhe des Punktes x = %t
konzentriert ist, das Wellenpaket beschreibt also ndherungsweise die
Bahnkurve eines Teilchens mit Geschwindigkeit h—rls) Allerdings wéchst
dabei die Unschérfe mit der Zeit an, sodass man aus dem asymptoti-
schen Verhalten keine Riickschliisse auf den Ort zur Zeit ¢ = 0 ziehen
kann.

Wir wollen untersuchen, wie nahe die Materiewellenbeschreibung an
der klassischen Beschreibung ist. In der klassischen Mechanik lasst sich
die Bewegung eines Massenpunktes eindeutig vorhersagen, wenn zum
Zeitpunkt t = 0 Ort und Geschwindigkeit bekannt sind. Bei den Ma-
teriewellen sind Orts- und Geschwindigkeitsverteilung durch die Fou-
riertransformation verkniipft. Ist die Amplitudenfunktion ¢ bis auf e
bei einem Wellenzahlvektor ko konzentriert, so ist die Ortsraumwellen-
funktion zur Zeit ¢ = 0 in etwa bis auf 1/e konzentriert. Der Ort zur
Zeit t ist dann nach dem Argument der stationédren Phase in einem Ge-
biet konzentriert, das mit den Geschwindigkeiten v = %, |k —ko| < €
in der Zeit t erreicht werden kann. Der Radius dieses Gebietes ist

r(t) = % + |t|%& | (5.5)
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Der Radius wird minmal, wenn 1/¢ = /|t|h/m gewdhlt wird. Die
optimale Lokalisation zur Zeit ¢ bei Festlegung von Ort und Geschwin-
digkeit zur Zeit 0 ist also

hlt|

r(t) =2/~ (5.6)

Wir wollen dieses Resultat an einigen Beispielen illustrieren. Die Planck-
sche Konstante ist

h=1,055-10"**Js , (5.7)
die Masse eines Elektrons ist
me =9,11-1073kg . (5.8)
Nach einer Sekunde ist daher der Ort nur noch bis auf
r(t) =2, lem (5.9)

bestimmt. Die Periode bei einem gebundenen Elektron in einer Bohr-
schen Bahn ist

T = nQ% =n%-3,04-10"1% (5.10)
nach einer Periode ist also die Ortsunschérfe in etwa
r(T) =3n-10""m . (5.11)
Der Radius der Bohrschen Bahnen betragt
7 =n-0,5-10""m . (5.12)

Wir schlieflen, dass fiir kleine n der Begriff der Bahn nicht mehr sinnvoll
ist. Fiir groBe n aber (sogenannte Rydberg-Atome) kann ndherungswei-
se von Bahnen gesprochen werden.

Ersetzen wir das Elektron durch ein Fulleren-Molekiil (Cgp), so ist
die Masse m = 1,2-1024kg, und die Unschiirfe nach einer Sekunde ist
in etwa 2 - 107°m. Bei einem makroskopischen Kérper mit der Masse
10g erhalten wir nur eine Abweichung von 2 - 10~m.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir das Doppelspaltexpe-
riment etwas genauer betrachten. Wir nehmen der Einfachheit halber
an, dass zwei Kugelwellen gleicher Frequenz, die von zwei Punkten x;
und x5 ausgehen, superponiert werden. Die Wellenfunktion sei

st = e (4 ) 5.13)
t,x)=e" . .
Ix — x1|  |x — x|
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich zu
1 1 2
[W(t,x)]” = = + = + —— cosk(ry — 1) (5.14)

r{ T’% T1T2

mit 7 =[x — x| und 75 = |xX — Xa|.
Im Experiment schickt man ein einzelnes Teilchen durch den Dop-
pelspalt. Auf einem Beobachtungsschirm wird das Teilchen an einem
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Punkt nachgewiesen. Bei geniigend haufiger Wiederholung des Expe-
riments stellt sich eine Haufigkeitsverteilung ein, die durch die oben
angegebene Verteilung gegeben ist. Modifiziert man das Experiment,
sodass bekannt ist, durch welchen Spalt das Teilchen geflogen ist, so
verschwindet der Interferenzterm.

6. Stern-Gerlach-Versuch

Im Stern-Gerlach-Versuch betrachtet man die Bewegung eines Strahls
von Silberatomen unter dem Einfluss eines inhomogenen Magnetfelds.
Die Atome besitzen ein magnetisches Moment. Daher wirkt auf die Ato-
me eine Kraft, die von der Orientierung des Moments abhéngt. Zusétz-
lich wirkt auf das magnetische Moment ein Drehmoment, das senkrecht
auf dem magnetischen Moment und dem Magnetfeld steht und dadurch
zu Drehungen um die Richtung des Magnetfeldes fithrt. Der zeitliche
Mittelwert des Moments zeigt daher in die Richtung des Magnetfeldes,
und je nach dem Wert des Mittelwerts sollte der Strahl durch die In-
homogenitét des Feldes abgelenkt werden. Der iiberraschende Ausgang
des Experiments ist, dass der Strahl in genau zwei Teilstrahlen auf-
spaltete; dies deutet darauf hin, dass das magnetische Moment nur 2
mogliche Orientierungen relativ zum Magnetfeld annehmen kann. Dies
ist merkwiirdig, da das Magnetfeld ganz beliebig gew#hlt werden kann.
Das magnetische Moment kann danach in einem Magnetfeld nur die
beiden Werte 4/ besitzen, mit dem Bohrschen Magneton jup = 2&

~ 2m-



KAPITEL II

Der mathematische Rahmen der Quantentheorie

1. Der Spin

Wir betrachten zunédchst den Stern-Gerlach-Versuch. Wir benoti-
gen einen Formalismus, der einerseits kontinuierliche Transformatio-
nen zuldsst (hier die Verdnderung der Orientierung des Magnetfeldes)
und andererseits erklért, warum nur zwei mogliche Messergebnisse auf-
treten. Die grundlegende Idee dazu ist Heisenberg zu verdanken. Er
postulierte, dass die Observablen der Quantentheorie nicht durch zah-
lenwertige Funktionen auf den Zustinden des Systems gegeben sind,
sondern durch die Gesamtheit der Ubergangsamplituden zwischen den
diskreten Zustédnden. Gibt es wie im Stern-Gerlach-Versuch nur zwei
Zusténde, so stellt man die Observablen durch 2 x 2-Matrizen

A Ap
A= 1.1
( Ay Ay, (11)
dar. Beim Produkt zweier Observablen werden die Ubergangsamplitu-
den nach der Formel

2
(AB)jr = Z A1 By, (1.2)
1=1
kombiniert; das ist nichts anderes als das Produkt der beiden Matri-
zen, eine mathematische Struktur, die Heisenberg damals noch nicht
kannte. Die Spinkomponente in Richtung des Magnetfeldes kann dann
als Diagonalmatrix dargestellt werden,

h 1 0
53250'3,0'3:<0 _1> . (13)

Sie beschreibt die moglichen Werte +//2 der z-Komponente des Spins.

Wie konnen jetzt die dazu senkrechten Komponenten beschrieben
werden? Offenbar kann man ihnen nicht direkt Zahlenwerte zuordnen.
Stattdessen postuliert man, dass sie Uberginge zwischen den beiden
auftretenden Zusténden verursachen. Die einfachste Moglichkeit ist die

Matrix "
01
51250'170'1:(1 O) y (14)

eine weitere die Matrix

h 0 —2
SQZEO'Q,O'QZ(i 0 ) . (15)

15



16 II. DER MATHEMATISCHE RAHMEN DER QUANTENTHEORIE

Die Matrizen o1, 09,03 werden die Pauli-Matrizen genannt. Offenbar
kommt man nicht mit reellen Matrizen aus. Die Matrizen sind statt-
dessen hermitesch, d.h. A = A*, wobei die adjungierte Matrix einer
komplexen Matrix definiert ist durch Transposition und komplexe Kon-
jugation der Matrixelemente,

(A%)jn = Agj - (1.6)

Die Adjunktion erfiillt die folgenden Bedingungen

(A+B)* = A*+ B (1.7)
(@A) =aA (1.8)
(AB)* = B*A* (1.9)
Ay =4 (1.10)
Ihre Produkte sind
ol=o05=02=1, (1.11)
0109 = 7;0'3 = —0201 , 0203 = iO’l = —0302 , 0301 = iUg = —0103 .

(1.12)
Jede (2 x 2)-Matrix mit komplexen Eintrdgen ldsst sich in der Form

a® +a® a' —ia®

) )

A=a"1+ aloy + a®oy + a0z = .
1 2 3 ol i a®—a

darstellen, mit eindeutig bestimmten komplexen Zahlen a°,a', a?, a®

und der Einheitsmatrix 1. Wir schreiben (a', a?,a®) = a und a'o; +
a’oy + a*oy = a-d. Wir konnen das Produkt zweier beliebiger (2 x 2)-
Matrizen in der Form

(a1 +a-&)B'1+b-7)=a-bl+ (a"b+ab’ +iaxb)-& (1.14)

darstellen. Wahlen wir insbesondere ein Tripel paarweise orthogonaler
Einheitsvektoren n;, ny, n3 € R? mit n; X ny = n3 (Rechtssystem), so
erfiillen die Matrizen

ol=mn,-0,0y=Ny-0, 05=1n3-0 (1.15)

die gleichen algebraischen Relationen wie die urspriinglichen Pauli-
Matrizen. Eine Drehung, die die Einheitsvektoren in die x, y und z-
Richung in die Einheitsvektoren ny,ny und njs iiberfithrt, wirkt auf
eine beliebige (2 x 2)-Matrix durch

al+a-dra’l+a-d . (1.16)

Diese Transformation ist ein Isomorphismus der Algebra der (2 x 2)-
Matrizen.
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Wir betrachten jetzt die durch das magnetische Feld verursachte
Zeitentwicklung des Systems. Ein Magnetfeld B iibt auf ein magne-
tisches Moment /i ein Drehmoment N = i x B aus. Ist das magneti-
sche Moment ein Vielfaches des Spins (wie beim fiir den Stern-Gerlach-
Versuch entscheidenden &ufieren Elektron),

fg=~S (1.17)
mit dem gyromagnetischen Faktor des Elektrons v = —g5=, g = 2, so
ergibt sich fiir die Zeitableitung des Spins

d

—S=9B xS. 1.18

TS =7 (1.18)
Die Energie eines magnetischen Moments im Magnetfeld ist

H=—-i-B. (1.19)
Wir identifizieren H mit der Matrix
h
H = —7§B -0 (1.20)

(”Hamiltonoperator”) und finden die folgende Beziehung (Heisenberg-
Gleichung)
d 1

58 = 3.8 (1.21)

wobei die eckigen Klammern den Kommutator [A,B] = AB — BA
zweier Matrizen bezeichnen.

Wir haben hiermit das physikalische System des Elektrons ein-
schlieBlich seiner zeitlichen Entwicklung durch die Algebra der (2 x 2)-
Matrizen beschrieben. Doch wie ist dieses System den Beobachtungen
zuganglich?

Dirac hat fiir die Observablen der Quantentheorie den einprégsa-
men Begriff ”q-Zahlen” geprégt, im Gegensatz zu den ”c-Zahlen”, die
fiir die klassische Physik verwendet werden. Um die c-Zahlen zu bestim-
men, die einer g-Zahl entsprechen, betrachtet man die Gleichungen, die
die g-Zahlen erfiillen. Im Fall des Spins erfiillen die Matrizen n - & mit
In| = 1 die Gleichung

(n-5)?*=1. (1.22)
Die beiden c-Zahl-Losungen dieser Gleichung sind +1. Diese entspre-
chen den beiden moglichen Werten, die eine Komponente des Spins
annehmen kann.

Wir haben gesehen, dass beim Stern-Gerlach-Versuch die durch das
Magnetfeld ausgezeichnete Komponente des Spins die beiden Werte
+h/2 annehmen kann. Welcher Wert bei einem einzelnen Atom auftritt,
ist offenbar zufillig, und bei einem unpréaparierten Strahl ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir beide Einstellungen gleich. Man kann jetzt bei einem
der Teilstrahlen einen erneuten Stern-Gerlach-Versuch unternehmen.
Das Resultat hingt dann von der Ausrichtung der beiden Magnetfel-
der ab. Das Ergebnis lédsst sich wie folgt beschreiben:
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Seien ni,ny die Richtungsvektoren des ersten, bzw. des zweiten
Magnetfeldes. Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Spin, der nach dem
ersten Versuch in Richtung n; zeigt, beim zweiten Versuch in Richtung
n, zeigt, findet man die Wahrscheinlichkeit

1 1 0
W(ng|ny) = 5(1 +ny-ny) = 5(1 + cos ) = cos® 2 (1.23)

mit dem Winkel 6 zwischen den beiden Vektoren Insbesondere ist die
Wahrscheinlichkeit gleich 1, wenn die Richtungen {ibereinstimmen, und
gleich %, wenn sie senkrecht aufeinander stehen.

Sei P(n) = (1 4+ n - &) mit einem Einheitsvektor n € R®. Die
Matrizen P(n) haben die Eigenschaften

P(n)*= P(n) , (1.24)
P(n)" = P(n), (1.25)
(n-&)P(n) = P(n)(n-&) = P(n) . (1.26)

Falls z.B. n der Einheitsvektor in z-Richtung ist, so ergibt sich

P(n) = ((1) 8) . (1.27)

Wir interpretieren P(n) als die Projektion auf den Zustand, in dem
n - den Wert 1 annimmt, im Einklang mit der Tatsache, dass der q-
Zahl P(n) nach (1.24) die Zahlen 0 und 1 entsprechen. Die gemessenen
Wahrscheinlichkeiten ergeben sich jetzt aus der Formel

1
TrP(ny)P(n;) = 5(1 +1ny-ng) . (1.28)
Hierbei bezeichnet Tr die Spur einer Matrix, d.h. die Summe ihrer

Diagonalelemente.

Wir konnen die obige Formel auch noch etwas anders schreiben.
Dazu nutzen wir aus, dass die Matrizen P(n) hermitesch sind und
Determinante 0 haben,

- 1 1"—7”&3 nl—inQ
det P(n) = det§ ( e +ing 1 — s

_ Z11((1 4 ng)(1 = ng) — (n1 — ing)(ny + ing))
_ };(1 —nf) =0, (1.29)
und sich daher in der Form
P(n):(z>(6 b) (1.30)

mit komplexen Zahlen a,b schreiben lassen. Eine Losung fiir a und b

1st
1

V2

a =

1 n1+m2
Vitng, b= ——o-=-—=. 1.31
’ V2Vt (1.31)
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Sei A eine (2 x 2)-Matrix. Dann gilt

TrAP(n) = (a b)A ( i ) (1.32)

Wir fassen die rechte Seite dieser Gleichung jetzt in der folgenden Weise
auf. Die Spaltenvektoren bilden einen zweidimensionalen komplexen
Vektorraum

H=C?. (1.33)
Multipliziert man einen Spaltenvektor ® von links mit einer (2 x 2)-
Matrix A, so erhélt man einen neuen Spaltenvektor A®. A kann daher
als eine Abbildung von $) nach § angesehen werden. A ist linear, d.h.

AMND + p¥) = ANAP 4+ pAYV , A peC, o,V ef. (1.34)

Adjungiert man einen Spaltenvektor, so erhélt man einen Zeilenvektor
mit den komplex konjugierten Eintragen. Das Produkt eines Zeilenvek-
tors mit einem Spaltenvektor ist eine (1 x 1)-Matrix, also eine komplexe
Zahl. Wir definieren jetzt auf $ ein Skalarprodukt

(O, V) = d*V . (1.35)
Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum ist eine Abbil-

dung, die jedem Paar von Vektoren eine komplexe Zahl zuordnet, so-
dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(DNT + W) = A(D,T) + (D, Ty) (1.36)
(@,9) = ,) (1.37)
(®,8) >  0fir ®£0. (1.38)
Die Wahrscheinlichkeit W (nsy|n;) ergibt sich jetzt aus der Formel
W(nyn;) = (P, P(ny)®) mit ® aus (1.31) (1.39)

Wir interpretieren den Vektor ® als den Zustand des Quantensystems,
in dem die n;-Komponente des Spins den Wert //2 hat. Der Vektor ®
hat die Lange 1,

2 2
ny +n;

1
(@, D) = |a|* + |b]* = 5(1 +ng + y=1. (1.40)

1 —|— ng
Mit der obigen Formel konnen wir jetzt alle Wahrscheinlichkeitsaussa-
gen iiber die Beobachtungen in diesem Zustand ausdriicken.

Zum Beispiel kénnen wir fragen, wie wahrscheinlich es ist, dass
der Spin in ny-Richtung entweder den Wert //2 oder den Wert —h/2
annimmt. Es gilt
Mit (1.39) ergibt sich

(P, P(ny)®) + (P, P(—n2)®) = (P, (P(ng) + P(—ny))P) . (1.42)
Die Formel P(n) + P(—n) = 1 driickt, unabhéngig von der Wahl des
Zustands, die Tatsache aus, dass nur die beiden Werte vorkommen
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konnen (die Observable 1 nimmt per definitionem in jedem Zustand
den Wert 1 an).

Wir kénnen auch den Erwartungswert der no-Komponente des Spins
bestimmen. Dieser berechnet sich aus den Wahrscheinlichlichkeiten W (£ns|n)
zu

(ny - S) = g (W(n3n;) — W(—nsy|ny)) . (1.43)
Mit
n-&=P(n)— P(—n) (1.44)
schreibt sich diese Relation als
(ng - S) = (®,ny - SO) (1.45)

2. Endlich dimensionale Quantensysteme

Wir konnen die gefundenen Strukturen jetzt leicht auf Systeme ver-
allgemeinern, in denen die Observablen hochstens n Werte annehmen
konnen. Beispiele sind Spinsysteme mit Spin s = (n — 1)/2. Wir iden-
tifizieren die Observablen mit den hermiteschen (n x n)-Matrizen. Die
moglichen Messwerte sind die Eigenwerte der Matrix. Diese bestimmt
man aus den Losungen der charakteristischen Gleichung

det(A—A1)=0 (2.1)

Seien A1,... Ay € R, k < n die (verschiedenen) Eigenwerte der hermi-
teschen Matrix A. Es gilt dann

(A=XM1)...(A=X\1)=0. (2.2)

Wir wollen jetzt ebenso wie im Beispiel des vorherigen Abschnitts Pro-
jektoren finden, die den einzelnen Eigenwerten entsprechen. Wir suchen
hermitesche Matrizen P;, i = 1,...k mit den Eigenschaften

PP = 05 P; (2.3)
AP, = BA=\P, (2.4)

Y p=1 (2.5)

Aus (2.8) und (2.5) folgen die Gleichungen
k
A" =3"X"P, m=0,...k (2.6)
i=1
(mit A% = 1). Dieses Gleichungssystem ist genau dann eindeutig lésbar,
wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix nicht verschwindet. Es
gilt

det Al N M| IT &-» (2.7)

1<i<j<k
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(Vandermond-Determinante). Da die Eigenwerte nach Voraussetzung
verschieden sind, ist die Determinante nicht Null, und die Matrizen P,
sind eindeutig bestimmt. Man findet

R:Hﬁ. (2.8)

Aus (2.2) folgt (A — \;)P; = 0 und damit (2.8). Hieraus ergibt sich
wiederum (2.3).
Die Projektoren P; sind Polynome in A. Es gilt der allgemeine Satz:

THEOREM 2.1. Ist A eine quadratische n-reihige Matrix mit FEigen-
werten A\;, ¢ = 1,...k und p ein Polynom, so sind die Eigenwerte der
Matrix p(A) gegeben durch p(\;), i =1,...k.

ProOOF. Die Behauptung ist trivial fiir p = 0. Sei p # 0 und sei

p € C. Dann lisst sich p(z) — p in ein Produkt linearer Faktoren
zerlegen,

plz) —p=ay(zr—a)...(z—ap) (2.9)

mit ag # 0. Diese Relation bleibt richtig, wenn wir fiir x die Matrix A
einsetzen,

p(A) —pul =ap(A—a11)...(A—a,l). (2.10)
Aufgrund des Multiplikationssatzes fiir Determinanten gilt
det(p(A) — pl) = af det(A — a11) ... det(A — apl) . (2.11)

Wir erkennen, dass i1 genau dann eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms von p(A) ist, falls einer der Zahlen a; eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms von A ist. Dies beweist die Behauptung.

Man erkennt auch aus dem Beweis, dass die Vielfachheit eines Ei-
genwerts p von p(A) die Summe der Vielfachheiten der Eigenwerte \;
von A mit p(\;) = u ist. Wir sehen also insbesondere, dass die Vielfach-
heit des Eigenwerts 1 von P;(A) gleich der Vielfachheit des Eigenwerts
A; von A ist. Das charakteristische Polynom von P; ist also

det(P; — A1) = (=1)"(A = 1)™A"™™ = (=1)"(A" — mA"" ' + O(\"?))

(2.12)

wenn m die Vielfachheit von )\; ist. Wir erkennen, dass die Vielfachheit

als Koeffizient des Terms \"~! auftritt. Dies ist aber gerade die Spur
von P;, also gilt

TP, =m . (2.13)

Ein Projektor P mit TrP = 1 ist minimal, im Sinne, dass er sich nicht
als Summe zweier von Null verschiedener Projektoren schreiben lésst.
Wir fassen wie im Stern-Gerlach-Versuch einen minimalen Projektor P
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als eine optimale Zustandspriparation auf. Messungen einer Observa-
blen A mit Eigenprojektoren P; zum Eigenwert ); ergeben in diesem
Zustand den Messwert A\; mit Wahrscheinlichkeit

W(A = \|P) = TrP.P (2.14)

Fir A = P ist die Wahrscheinlichkeit also 1, dass die Messung den
Wert 1 ergibt. Im allgemeinen aber sind die Wahrscheinlichkeiten < 1.
Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass sie immer zwischen 0 und 1
liegen. Seien P und () zwei hermitesche Projektoren, d.h. P = P? = P*,
Q = @Q* = Q*. Dann gilt, unter Verwendung der Formel TrAB = TrBA
fiir die Spur

TrQP = TrQ*P? = TrPQ*P = TrP*Q*QP = Tr(QP)*QP . (2.15)

Aber die Diagonalelemente einer Matrix der Form A*A sind immer

positiv,
n

(A" Ak = D> (A A = Y 1Al (2.16)
j=1 j=1
und damit auch ihre Spur. Tr@QQ P kann aber auch nicht gréfer sein als
TrP, denn mit () ist auch 1 — @ ein Projektor, sodass folgt

0<Tr(1-Q)P=TrP —-TrQP . (2.17)

Mit TrP = 1 ergibt sich, dass (2.14) tatséchlich eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung definiert.

Wichtige Charakteristika einer Wahrscheinlichkeitsverteilung sind
der Erwartungswert und die Varianz. Fiir den Erwartungswert ergibt
sich

k
(A)p = ANW(A=\|P) = TrAP (2.18)
i=1
und fiir die Varianz
k
var(A)p = Z(Ai —(AYp)*W(A = \j|P) = TrA*P — (TrAP)* . (2.19)
i=1
Da die Eigenprojektoren von A Polynome in A vom Grade k£ — 1 sind,
kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung aus den ersten k£ —1 Momenten,
d.h. aus den Erwartungswerten der Potenzen von A mit Exponenten
< k gewonnen werden.
Wir wollen jetzt wieder ausnutzen, dass ein minimaler Projektor P
in der Form
P = 0" (2.20)

mit einem Spaltenvektor & € C" dargestellt werden kann. Wir fassen
den Raum der Spaltenvektoren als einen Vektorraum auf

H=C" (2.21)
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mit einem Skalarprodukt
(O, V) = O*V . (2.22)

Die positive Definitheit des Skalarprodukts erlaubt es, den Vektoren
durch

|®]] := (P, D) (2.23)
eine Norm (”Lénge”) > 0 zuzuordnen. Endlich dimensionale komplexe
Vektorrdume mit einem Skalarprodukt nennt man endlich dimensionale
Hilbertraume. In der Quantenmechanik treten auch unendlich dimen-
sionale Hilbertraume auf. Darauf werden wir spéter eingehen.

Die Matrizen A wirken als lineare Abbildungen (auch Operatoren
genannt) auf §, und die Formel fiir den Erwartungswert schreibt sich
als

(A) = (P, AD) . (2.24)
Die adjungierte Matrix lasst sich durch die Relation
(U, A*D) = U"A*D = (AV)*D = (AV, ) (2.25)

charakterisieren. Ist A\ ein Eigenwert von A, so gibt es einen nicht ver-
schwindenden Vektor ® € §, der die Eigenwertgleichung

AD = \D (2.26)

erfiillt. ® heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Ist P\ der zu-
gehorige Eigenprojektor, so bilden die Eigenvektoren den Unterraum
P,$. Die Dimension dieses Unterraums (des Eigenraums zum Eigen-
wert \) ist gleich der Vielfachheit von A.

Man sieht jetzt auch sehr leicht, warum die Eigenwerte einer her-
miteschen Matrix reell sein miissen. Es folgt ndmlich aus (2.26) und
A= A"

MO, B) = (O, AD) = (AD, D) = A (D, D) . (2.27)
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer hermiteschen Ma-
trix sind orthogonal zueinander. Dies folgt aus der Orthogonalitéts-
relation der Eigenprojektoren (2.3), ergibt sich aber auch leicht direkt
aus der folgenden Rechnung. Sei AP = A® und AV = p¥ mit A\, u € R.
Dann gilt

(P, AV) = (AP, V) —= (A — ) (P, V) =0 (2.28)
Eine Orthonormalbasis des n-dimensionalen Hilbertraums §) ist eine

Familie von Vektoren (®;);—1., mit der Eigenschaft

Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis. Es gilt der folgende
Satz:

THEOREM 2.2. Eine hermitesche Matix besitzt eine Orthonormal-
basis von Eigenvektoren.
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Proor. Falls die Eigenwerte nicht entartet sind, wéhlt man ein-
fach die Eigenvektoren mit Lénge 1. Falls ein Eigenwert entartet ist,
wihlt man eine Orthonormalbasis im zugehorigen Eigenraum. Die Ver-
einigung dieser Orthonormalbasen ist dann eine Orthonormalbasis im
ganzen Hilbertraum. |

3. Kompatibilitidt und Unschéirferelationen

Am Beispiel des Spins im Stern-Gerlach-Versuch haben wir gesehen,
dass die verschiedenen Komponenten des Spins nicht gleichzeitig festge-
legt werden konnen. Hat man durch einen ersten Stern-Gerlach-Versuch
die 3-Komponente fixiert, so ist danach die 1-Komponente vollig unbe-
stimmt. Man unerscheidet daher zwischen paarweise kompatiblen und
inkompatiblen Observablen. Zwei Observable A, B heiflen kompatibel,
wenn es eine Familie (P;);=1,. x von (hermiteschen) Projektoren gibt,
die paarweise orthogonal sind, deren Summe die Einheitsmatrix ist und
die eine Darstellung von A und B der folgenden Form ermdoglichen:

A=>"a;P;, B=) bP;. (3.1)

Hierbei sind die reellen Zahlen a;,b; die (nicht notwendig paarweise
verschiedenen) Eigenwerte von A, bzw. von B. Kompatible Observable
lassen sich gleichzeitig genau festlegen. Ist ® € ) und ¥ := P,d # 0,
so ist im Zustand ¥ der Messwert von A mit Sicherheit a; und der von
B mit Sicherheit b;. Fiir die Kompatibilitéit zweier Observablen gibt es
ein einfaches Kriterium:

THEOREM 3.1. Zwei Observable sind dann und nur dann kompati-
bel, wenn ihr Kommutator verschwindet.

PROOF. Seien A und B kompatibel. Dann gilt
[A,B] = aib;|P;, P}] =0, (3.2)
'7j

da wegen der paarweisen Orthogonalitidt der Projektoren das Produkt
P, P; fiir i # j verschwindet.

Sei nun umgekehrt [A, B] = 0, und seien P, j = 1,... k, PP,
Il =1,...,K die Eigenprojektoren von A bzw. von B. Aus der Formel
(2.8) folgt dann, dass mit A und B auch die Eigenprojektoren von A
und B miteinander kommutieren. Das Produkt zweier kommutierender
Projektoren ist aber wieder ein Projektor. Man setzt jetzt

Pjira—1) = P]APZB (3.3)

und erhélt eine Familie von paarweise orthogonalen Projektoren F;,
1 =1,... kK mit den gewiinschten Eigenschaften. Dabei konnen einige
dieser Projektoren verschwinden. |
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Die Einschrinkungen an die gemeinsame Festlegbarkeit inkompati-
bler Observablen nennt man Unschérferelationen. Die einfachste dieser
Relationen liefert einen direkten Zusammenhang zwischen dem Pro-
dukt der Varianzen der jeweiligen Wahrscheinlichkeitsverteilungen und
dem Kommutator.

Sei U € $H mit ||¥|| = 1 ein optimal préparierter Zustand. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Messung einer Observablen A ist W (A =
a;| ) = (¥, PAV). Die Varianz (quadratische Abweichung) ist

var(W) = Ay(A)? = (U, A2T) — (T, AT)? (3.4)
Es gilt die folgende Ungleichung
1
Aw(A)Av(B) 2 5|(Y, [A4, B]T) | . (3.5)

ProoF. Da die Einheitsmatrix mit allen Matrizen vertauscht, gilt
fir alle a,b € R

[A,B] =[A—al,B—01]. (3.6)
Nach der Schwarzschen Ungleichung gilt
| (U, [A—al, B—01]0)| <2||(A—al)V||||(B—0b1)V]||. (3.7)
Weiter gilt fiir a = (¥, AV)
I(A = al)T|]> = (T, A2T) — (T, AT)? = Ay (A)?,  (3.8)
und eine entsprechende Gleichung gilt fiir B. Fasst man diese Relatio-
nen zusammen, so erhélt man die Behauptung. |

Wendet man die Unschérferelation auf die Paulimatrizen an, so
folgt aus [o1,09] = 2i03, dass in einem Zustand, in dem die beiden
Messwerte von o3 unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten besitzen, we-
der die Schwankungen von ¢; noch von gy verschwinden kénnen.

Ein anderes wichtiges Beispiel, an dem die Unschérferelation von
Heisenberg zuerst entdeckt worden ist, bildet das Paar Ort-Impuls.
Ort und Impuls werden durch Operatoren ¢ und p auf einem unendlich
dimensionalen Hilbertraum dargestellt und erfiillen die Vertauschungs-
relation

g, p] = ih1 . (3.9)

Da der Erwartungswert des Einheitsoperators immer 1 ist, erhédlt man
die Unschérferelation .
AqAp > 3 (3.10)
Eine dhnliche Unschérferelation gibt es auch zwischen Energie und Zeit;
allerdings ist die Darstellung der Zeitmessung durch Operatoren etwas
komplizierter, sodass ein Beweis der Unschérferelation etwas anders
gefithrt werden muss.
Interessant ist auch die Unschérferelation zwischen magnetischem
und elektrischem Feld. Nach der Quantenelektrodynamik gilt fiir dese
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eine Vertauschungsrelation &hnlich derjenigen zwischen Ort und Im-
puls. Als eine Konsequenz gibt es keinen Zustand, in dem elektrisches
und magnetisches Feld gleichzeitig verschwinden.

4. Der Dirac-Formalismus

Der Zusammenhang zwischen den Vektoren aus $), den Operatoren
auf ) und den Erwartungswerten lésst sich elegant in einem Formalis-
mus beschreiben, der von Dirac entwickelt worden ist. Zunéchst einmal
kénnen wir jedem Vektor ® einen Operator

|c1>>:{(§ -2 (4.1)

umkehrbar eindeutig zuordnen. Nach Dirac nennt man |®) einen Ket-
Vektor. Umgekehrt kann man jedem Vektor W € §) iiber das Skalar-
produkt auch einen Operator

<q>y:{g - @(?@ (4.2)

zuordnen. (V| wird Bra-Vektor genannt. Das Skalarprodukt (”bracket”)
ist dann das Produkt eines Bra- und eines Ket-Vektors,

(W, ®) = (V][®) (4.3)

und die Formel fiir den Erwarungswert ergibt sich als Produkt dreier
Operatoren

(D, AD) = (P|A|D) . (4.4)
Der Formalismus liefert auch eine bequeme Mdoglichkeit, Observable

durch Vektoren auszudriicken. Denn ein minimaler Projektor schreibt
sich in der Form

P =|®)%], (4.5)

und jeder hermitesche Operator auf § liasst sich als Linearkombination
solcher Terme darstellen. Hierzu wahlen wir eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren und erhalten

A= Z Xi| @) (@] - (4.6)

Hierbei sind die Eigenwerte nicht notwendig paarweise verschieden. Ein
niitzlicher Spezialfall dieser Formel ist die Zerlegung der Eins,

1= Zlq’i)(@ﬂ : (4.7)
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5. Schrodingerbild und Heisenbergbild; der
Zeitentwicklungsoperator

Wir haben bisher die Dynamik durch die Zeitabhéngigkeit der Ob-
servablen beschrieben. Diese erfiillen die Heisenberggleichung. Die Zusténde
hingegen wurden als zeitunabhéngig angenommen. Diese Formulierung
der Dynamik nennt man das Heisenbergbild. Sei A(t) die Losung der
Heisenberggleichung mit der Anfangsbedingung A(0) = A. Mit Hilfe
der Spektraldarstellung von H,

H = ZE]]DJ ) (51)
J

mit den Energieeigenwerten F; und den zugehorigen Eigenprojektoren
P;, ergibt sich die Losung der Heisenberggleichung zu

Aty =) "I p AP, . (5.2)
4.k
Fiir den Erwartungswert von A(t) in einem Zustand, der durch einen
Einheitsvektor ¥ angegeben wird, gilt

(U, A()T) =iy "B (U, APU) = (U(t), AT(t))  (5.3)
mit

U(t) = Z e P (5.4)

Der zeitabhingige Vektor W(t) erfiillt die Gleichung (Schrodingerglei-
chung)

d
i V() = HU(1) (5.5)

mit der Anfangsbedingung W(0) = V. In dieser Formulierung der Dy-
namik sieht man die Zustédnde als zeitabhéngig und die Observablen
als zeitunhéngig an. Diese Auffassung der Dynamik nennt man das
Schrodingerbild. Da die Menge aller Erwartungswerte die vollstéindige
Information iiber das System enthélt, sind beide Auffassungen dquiva-
lent.

Ein Vorteil des Schrodingerbildes ist, dass in der Losung nur ei-
ne einfache Summe iiber die Eigenwerte auftaucht, im Gegensatz zur
Doppelsumme im Heisenbergbild. Ist (®;) ein Orthonormalsystem von
Eigenvektoren von H mit Eigenwerten F;, so lautet die Losung der
Schrodingergleichung

V(1)) = Z e "] D;) (D, 0) (5.6)

Die Wahrscheinlichkeit W;, dass der Zustand nach der Zeit ¢ im Aus-
gangszustand ist, ist der Erwartungswert des Projektors |¥)(¥|. Man
findet

Wi = (U(t), [)(W]E(1)) (5.7)
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Die Beziehungen zwischen den beiden Bildern lassen sich mit Hilfe des
Zeitentwicklungsoperators U(t) tibersichtlich schreiben. U(t) ist eine
operatorwertige Losung der Schrodingergleichung

d
i U(t) = HU(1) (5.8)
mit der Anfangsbedingung U(0) = 1. Mit Hilfe der Spektraldarstellung
von H ergibt sich
Uty =Y e "p;. (5.9)
J
Die Operatoren U(t) sind unitér, da die Eigenwerte von H reell sind.
Die Losung der Schrodingergleichung fiir vektorwertige Funktionen W(t)
mit Anfangsbedingung W(0) = ¥ ist dann

U(t)=U(t)V . (5.10)
Die Losung der Heisenberggleichung
d
%A(t) = i[H, A(t)] (5.11)
mit der Anfangsbedingung A(0) = A ist
At) =U()"AU(t) . (5.12)

Die Aquivalenz zwischen den beiden Bildern folgt aus der Identitéit der
Erwartungswerte

(U(t), AT (1)) = (UL)T, AU (t)) = (U, U(t)* AU )T = (T, A()T) .
1

6. Spinoperatoren im C"

Auch unter den (n x n)-Matrizen lassen sich Systeme von 3 Matri-
zen S = (S1,5,53) finden, die sich als Spinobservable interpretieren
lassen. Ausgangspunkt ist die Uberlegung, dass sich der Vektor S unter
Drehungen um die Achse n so verhalten soll, wie ein Vektor im R3,

R(n,0)S = (n-S)n+cosf((S— (n-S)n) +sinf(n x S) (6.1)

und dass die Drehungen durch ein angelegtes Magnetfeld wie im Spin-
%—Fall verursacht werden sollen. Aus der Heisenberggleichung folgt jetzt

C%R(n, 0)Slp—o =n xS =in-S,S] (6.2)

also
[Sj, Sk] = iEjlel s j, k,l = 1, 2, 3 . (63)
Diese Relationen definieren eine sogenannte Lie-Algebra, hier die Lie-
Algebra der Drehgruppe SO(3). Gesucht ist also eine Darstellung dieser
Lie-Algebra durch hermitesche (n x n)-Matrizen.
Wir beobachten zunéchst dass der Operator

IS|? = 5?4+ S5 + 53 (6.4)
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mit allen Operatoren S;,j = 1,2, 3 vertauscht *. Insbesondere gibt es
also eine Orthonormalbasis gemeinsamer Eigenvektoren von [S|* und
S.

Die Darstellungen der Spinoperatoren lassen sich am einfachsten
finden, wenn man die Vertauschungsrelationen (6.3) in der folgenden
Form schreibt

S5, S4] = £S4 , [S4,S_] = 2S5 mit Sy = S, £iS, . (6.5)

Ist jetzt ® ein gemeinsamer Eigenvektor von S5 zum Eigenwert m und
von |S|? zum Eigenwert pu, so gilt

SgS:tCI) = [Sg, Si]q) + SiS?,(I) = j:Si(I) + SimCID = (m + 1)(13 s (66)

also ist mit m auch m 4+ 1 Eigenwert von S3, falls der Vektor S.®
nicht verschwindet. Man nennt S, den Aufsteige-Operator und S_ den
Absteige-Operator. Wir berechnen

5584 = (851—i92)(S14i53) = S7+Sa+i[S1, S2] = [S|*— 55— 95 (6.7)

und entsprechend
S*S_ = (81+i55)(S1—iSy) = S7+S5—i[S1, S5] = |S|*—S5+S5 . (6.8)
® ist also auch Eigenvektor dieser beiden Operatoren mit Eigenwerten
w—m(m+1) bzw. p —m(m — 1) (6.9)

Da Eigenwerte von Operatoren der Form A* A nicht negativ sein kénnen,
kann m nur in dem Intervall

1 1 1 1
Z /2 <m< —=+44/= .
5 4+u_m_ 2+ 4+u (6.10)

liegen. Die Reihe der Eigenvektoren von S3, die man durch Anwendung
der Aufsteige- und AbsteigeOperatoren erhélt, muss also abbrechen.
Insbesondere gibt es einen Eigenvektor ® von S5 mit S, ® = 0. Dieser
Vektor ist ein Eigenvektor von S% .S, zum Eigenwert 0 und damit auch
ein Eigenvektor von [S|?> zum Eigenwert y = m(m + 1). 2

Sei ® ein solcher Vektor mit dem Eigenwert [ fiir S3. Wir wenden
jetzt wiederholt den Absteige-Operator S_ auf ® an. Dabei éndert sich
der Eigenwert von |S|? nicht. Auf diese Weise erhalten wir gemeinsame
Eigenvektoren S*® von S und |S|? zu den Eigenwerten | — k bzw.
I(1 + 1) fiir natiirliche Zahlen k. Die Reihe bricht ab, wenn S*™'® = 0
ist. Nach (6.8) ist dies der Fall, wenn die Gleichung

W+ =01—-k?*—(1—k) (6.11)

erfiillt ist. Sie muss abbrechen, da die Eigenwerte von S* S_ nicht ne-
gativ sein konnen. Wie schlieflen, dass 2/ der maximale Wert von £ ist.

'Einen solchen Operator nennt man einen Casimir-Operator der Lie-Algebra.
’In der Theorie der Lie-Algebren nennt man einen solchen Vektor einen
Ho6chstgewichtsvektor.
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Da k eine natiirliche Zahl (einschliefllich der Null) ist, kann I die Werte
0,%,1,2 etc. annehmen.

IR RS I)
Wir haben, ausgehend von einem hochsten Gewichtsvektor @, Ei-
genvektoren von S3 mit den Eigenwerten —[, —{+1,...,[—1,[ gefunden.

Diese erzeugen einen Teilraum $); von §), der unter der Anwendung der
Spin-Operatoren invariant ist. Wir wollen jetzt annehmen, dass $; = $
ist. Eine solche Darstellung der Lie-Algebra nennt man irreduzibel. Wir
kénnen jetzt $ = C2+! setzen. Wir withlen S3 als Diagonalmatrix,

l 0O ... O
S, = 0o (-1 ... 0 ‘ (6.12)
0 0o ... =l

Der Aufsteige-Operator hat die folgende Form

0 V2l 0 .0
0 0 v4l-2 ... 0
Se=1\| ... ... . . (6.13)
0 0 0 V2l
0 0 .. o 0
Hierbei steht in der k-ten Zeile an der (k + 1)-ten Spalte
VIC+1D) = (1 =k)([I—k+1), (6.14)

wahrende alle anderen Eintrége verschwinden.

7. Unabhingige Teilsysteme; das Tensorprodukt

Grundlegend fiir die Physik ist die Moglichkeit, isolierte Teilsyste-
me zu betrachten. Fiir die Konsistenz einer solchen isolierten Betrach-
tung ist es erforderlich, dass man verschiedene Teilsysteme, die sich ge-
genseitig nicht beeinflussen, zu einem Gesamtsystem zusammenfassen
kann, ohne dass sich dabei die Eigenschaften der Teilsysteme dndern.
In der relativistischen Physik denkt man hierbei an Teilsysteme, die
raumartig zueinander lokalisiert sind, so dass nach den Prinzipien der
Relativitatstheorie keine Signale zwischen den Systemen ausgetauscht
werden konnen.

Wir betrachten zwei Systeme, die durch die Matrixalgebren 2; =
M(n;) und s = M(ng) beschrieben werden. Wir konnen jetzt den
Matrizen aus 2; Matrizen aus M(nins) zuordnen. Hierzu ersetzen wir
in Blockschreibweise das Matrixelement A;; durch die (ny X ny)-Matrix
Aiklnza

A11 1”2 e e A1n1 1n2
Anily, oo oo Al
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Fiir Blockmatrizen gelten dieselben Regeln fiir Addition und Multipli-
kation wie fiir Matrizen mit Zahleintrigen. Wir erkennen, dass die al-
gebraischen Eigenschaften bei dieser Abbildung erhalten bleiben. Dies
schlieBt insbesondere die Eigenwerte ein. Ihre Vielfachheit aber wird
mit dem Faktor ny multipliziert.

In dhnlicher Weise konnen wir auch den Matrizen aus 25 Matrizen
aus M(nins) durch die Vorschrift

A 0 .. 0
A1, ea=| O 4 0 (7.2)
0 . ...

zuordnen. Auch diese Abbildung erhélt alle algebraischen Relationen.
Multipliziert man Matrizen aus den unabhéngigen Teilsystemen, so fin-
det man

AllB el e AlnlB
(A®1)(1® B) = =(1®B)(A®1).
AnB ... ... Ay B
(7.3)
Observable aus den unabhéngigen Teilsystemen vertauschen miteinan-
der, sind also immer kompatibel. Dies wird auch als Lokalitdtspostulat

fiir unabhéngige Teilsysteme bezeichnet. Man nennt (7.3) das Tensor-
produkt von Matrizen, Notation A ® B. Es gelten die Regeln:

(A® B)(C® D) =AC ® BD
(A+B)@C=AC+B&C
AR(B+C)=ARB+A®C
A® (AB) = (M) ® B=\A® B)
(A® B)"=A"® B* (7.8
Wir haben das Tensorprodukt zunéchst fiir quadratische Matrizen de-
finiert. Es kann aber in derselben Weise fiir beliebige Matrizen erklért
werden, insbesondere fiir Spaltenvektoren. Sei £; = C™ und $, = C"2.

Dann kann die Matrix A® B als Operator auf dem Raum $ = $; ® 9,
aufgefasst werden,

(A® B)(®® V) = Ad® BV . (7.9)

Das Skalarprodukt auf dem Tensorproduktraum $) hat die Produktei-
genschaft

(O] @ Py, ¥y @ Wg) = (D @ $o)*(V; @ Uy)
= (9] ® ©3)(V1 ® )
=07V, ® PV,
= (P, Uy) (Dy, Us) . (7.10)
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Hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass das Tensorprodukt
von (1 x 1)-Matrizen wieder eine (1 x 1)-Matrix, also eine komplexe
Zahl ist.

In der Physik wird das Tensorprodukt oft als direktes Produkt be-
zeichnet. Dies ist missverstandlich, da der Ausdruck direktes Produkt
in der Mathematik fiir eine andere Konstruktion verwendet wird. In der
Mathematik wird das Tensorprodukt von Matrizen auch Kroneckerpro-
dukt genannt.

Als eine Anwendung betrachten wir die Kopplung von Drehimpul-
sen. Sei nqy = ng = 2 und sei S = %5 der Spin. Wir definieren den Spin
des ersten Systems als

S;=S®1 (7.11)
und den des zweiten als
So=1®S (7.12)
Der Spin des Gesamtsystems ist dann
S=S;+8S; (7.13)
Fiir die z-Komponente z.B. ergibt sich die (4 x 4)-Matrix
1
Sy = 5(agc<>g>1+1<g>az) (7.14)
0010 01 00 0110
_hf 0001 L 1Lrooo0|_1f1o00T1
211000 0001 ] 211001
0100 0010 0110

Die Eigenwerte der Komponenten des Gesamtspins ergeben sich als
Summe der Eigenwerte der Komponenten der Spins der Teilsysteme,
ihre Eigenvektoren als Tensorprodukte der Eigenvektoren in den Teilsy-
stemen. Besonders einfach sieht man das am Beispiel der z-Komponente.
Es gilt

1
S, = 5 (0, ®1+1®o0,) (7.15)
+1 0 0 O +1 0 0 O +1 0 0
1o+ 0 0 1f 0o =1 0 0| _| 000
N 0 0 -1 0 2 0O 0 +1 0 0 00
0O 0 0 -1 0o 0 0 -1 0 00

Der Eigenwert 0 hat die Vielfachheit 2, die Eigenwerte 1 und -1 sind
nicht entartet. Die Aufsteige- und Absteige-Operatoren ergeben sich zu

0 0 0000

S+ — 75_ — (716)

1
0
0
0

o OO
oSO O
e QS
O = =

0
0
1

—_— o O

0
0
0
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Der Vektor

Q11 = (7.17)

o O O+

ist offenbar ein Hochstgewichtsvektor mit Eigenwerten s fiir .S, und
s(s + 1) fiir |S]?, s = 1. Anwendung von S_ ergibt

Sf(bl,l = - \/5@170 (718)

O = = O

und

SECI)Ll - \/ES_CI)OJ = == 2(1317_1 (719)

N O OO

Die Vektoren @ ,,,l =1,m = 1,0, —1 (eine andere gebrduchliche No-
tation ist ®;,, = |/, m)) spannen einen 3-dimensionalen Unterraum £,
des C* auf. Das orthogonale Komplement ist ein 1-dimensionaler Un-
terraum, der von einem zu @, 5 orthogonalen Eigenvektor @y, = |0, 0)
von S, zum Eigenwert 0 aufgespannt wird,

0
1 1

o0 = 72| - (7.20)
0

Dy ist ein weiterer Hochstgewichtsvektor, diesmal zum Eigenwert 0
von |S|2.

Wir erkennen, dass das Tensorprodukt zweier Spin—%—Darstellungen
in zwei Unterdarstellungen zerféllt, die den Spinquantenzahlen s = 1
und s = 0 entsprechen.

Die Kopplung zweier Spindarstellungen mit beliebigen Spins s
und ss lésst sich in analoger Weise durchfithren. Man erhélt eine Zer-
legung des (2s; + 1)(2s2 + 1) dimensionalen Produkt-Hilbertraums
in eine direkte Summe von Unterrdumen, die den Spinquantenzahlen

§ =81+ 82,81 +59—1,...,,5 — S9 entsprechen,
S1+s82
f)sl ®~652 = @ f)s . (721)

s=|s1—$2|
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Die Projektoren P; auf die Unterrdume $), lassen sich nach der Formel
(2.8) explizit angeben. Im Fall s; = s, = £ findet man

2.0 00
, o110
SP=10 11 0 (7.22)
000 2
und damit
2 00 0
ISP o 1f o110
PA=5%"=310110 (7.23)
000 2
und
0 0 00
CSP-21 1|0 41 -1 0
P=="%"=510 -1 +1 0 (7:24)
0 0 00

8. Reine und gemischte Zustinde; die Dichtematrix

Bisher haben wir optimal préparierte Zustidnde betrachtet. Diese
konnten durch minimale Projektoren P oder, dquivalent. durch Ein-
heitsvektoren ¥ mit P = |W)(¥| beschrieben werden. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Observablen in einem solchen Zustand werden
durch die Erwartungswerte

(A) = (U, AT) = TrAP (8.1)

bestimmt.

Ist ein Zustand nicht optimal prapariert, wie z.B. beim einfachen
Stern-Gerlach-Versuch, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung
aus der Mittelung von Erwartungswerten in verschiedenen optimal préapa-
rierten Zustdnden. Im Stern-Gerlach-Versuch sind beide Spinorientie-
rungen gleich wahrscheinlich, daher ist der Erwartungswert einer Ob-
servablen A gegeben durch

(A) = %TrAm + %TrAP _ TrA(%l) (8.2)

mit den Projektoren P, auf die beiden Spinorientierungen.
Im allgemeinen miissen die beiden Spinorientierungen nicht gleich

wahrscheinlich sein. Ein Zustand wird dann durch eine Matrix p be-
schrieben,

(A) =TrAp , (8.3)
die die folgenden Eigenschaften besitzt:
(U, p¥) > OV . (8.4)

Trp=1. (8.5)
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Man nennt p die Dichtematrix. Eine Dichtematrix ist hermitesch und
hat Eigenwerte, die nicht negativ sein konnen. Wenn sich p in eine
konvexe Kombination anderer Dichtematrizen zerlegen lésst,

p:)\pl‘i‘(l_)\)an>\7£0717p1,27ép7 (86)

nennt man den Zustand gemischt, anderenfalls rein. Ein Zustand ist
genau dann rein, wenn die Dichtematrix ein minimaler Projektor ist.

Im Fall der (2 x 2)-Matrizen lésst sich der Raum der Dichtematrizen
gut geometrisch veranschaulichen. Als hermitesche Matrix kann p in der
Form

p=al+b-5,acR, becR? (8.7)

geschrieben werden. Aus Trp = 1 folgt a = %, da die Spur der Pauli-
Matrizen verschwindet. Die Positivitdtsbedingung an die Eigenwerte
ist genau dann erfiillt, wenn die Determinante nicht negativ ist. Man
berechnet

det p = a® — |b]* . (8.8)
Wir schlieflen, dass die Dichtematrix p von der Form
1
p= 5(1+n-6’) (8.9)

ist, mit n € R3, |n| < 1. Die Dichtematrizen kiénnen also durch die
Punkte der Einheitskugel im R? parametrisiert werden (Bloch-Kugel).
Die konvexen Kombinationen zweier Dichtematrizen entsprechen dabei
den Punkten auf der Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten der
Einheitskugel. Reine Zusténde liegen auf der Oberflache der Kugel.

Der Ausgangszustand des Stern-Gerlach-Versuchs wird durch den
Mittelpunkt der Kugel gegeben. Dieser liegt auf jedem Durchmesser
der Kugel, enthélt also keinerlei Information iiber die Komponenten bei
einer Zerlegung in reine Zustande. Diese Nichteindeutigkeit der Zerle-
gung ist ein entscheidender Unterschied zur klassischen Physik. Auch
dort treten nicht optimal priaparierte Zustande auf, z.B. bei Systemen
mit endlicher Temperatur. Doch lassen diese sich immer in eindeutiger
Weise als konvexe Kombination reiner Zustédnde auffassen. So bildet
der klassische Zustandsraum bei n reinen Zustdnden ein n-Simplex in
n — 1-Dimensionen, also eine Strecke fiir n = 2, ein Dreieck fiir n = 3
und einen Tetraeder fiir n = 4. Die reinen Zustédnde sind dabei die
Ecken des Simplex.

Bei Quantensystemen mit (n x n)-Matrizen mit n > 2 ist die Geo-
metrie des Zustandsraums komplizierter. Fiir grofle Werte von n lassen
sich Ahnlichkeiten mit der klassischen Situation finden; auf diese Weise
kann die klassische Physik als Grenzfall der Quantenphysik fiir grofle
Systeme aufgefasst werden.

Man kann auch bei gemischten Zustdnden das Schrodingerbild be-
nutzen. Wir gehen wieder von der Erwartungswerten aus und erhalten
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s
(A(t)), = TrA(t)p = TeU (t)* AU (t)p = TrAU (t)pU (t)* = TrAp(t)
(8.10)
mit der zeitabhéngigen Dichtematrix p(t) = U(t)pU(t)*. Die Schrodin-
gergleichung fiir die Dichtematrix stimmt bis auf ein Vorzeichen mit
der Heisenberggleichung iiberein,

(1) = [, p(1)] (8.11)

(Liouville-Gleichung, nach der entsprechenden Gleichung in der klassi-
schen statistischen Mechanik, oder auch von Neumann-Gleichung, nach
von Neumann, der die wesentlichen Beitrdge zur mathematischen For-
mulierung der Quantentheorie geleistet hat und auf den das Konzept
der Dichtematrizen zuriick geht.)

9. Verschrinkung (Entanglement), EPR Paradox und
Bellsche Ungleichung

Eine wesentliche Aussage der Quantenmechanik ist, dass auch in ei-
nem optimal préaparierten Zustand nicht alle Observable scharfe Werte
annehmen, sodass nur Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich sind. Viele
Physiker haben bezweifelt, dass diese Aussage die Wirklichkeit wieder-
gibt; von Einstein stammt der berithmte Satz: Gott wiirfelt nicht. Die
Hoffnung war, dass es eine umfassendere Theorie gibt, in der dann
wieder alle Observable definierte Werte annehmen, sofern der Zustand
optimal prapariert worden ist. Diese Theorie sollte zusétzliche Parame-
ter (hidden variables) enthalten, die mit den bis jetzt bekannten Me-
thoden nicht beobachtet werden kénnen. Hingegen haben mafigebliche
Anhénger der Quantenmechanik, insbesondere Bohr und Heisenberg,
immer die Vollstédndigkeit der Quantenmechanik behauptet.

Ein wichtiger Beitrag zu dieser Diskussion ist eine Arbeit von Ein-
stein, Podolsky und Rosen aus dem Jahr 1935, in der sie argumen-
tieren, dass die Quantenmechanik nicht vollstindig sei. Dieses Papier
wurde lange Zeit nicht richtig verstanden; erst in den 50er Jahren fand
Bohm (auf den eine Version der Quantenmechanik mit verborgenen
Parametern zuriickgeht) eine Reformulierung des EPR-Arguments, die
so einfach war, dass sie der weiteren Analyse zugénglich wurde. Man
betrachtet ein Teilchen mit Spin 0, das in zwei Teilchen mit Spin
% zerfallt, die sich in verschiedenen Richtungen bewegen. Betrachtet
man nur die Spinfreiheitsgrade, so hat man ein Tensorprodukt zwei-
er Spin—%—Systeme im Zustand mit Gesamtspin 0. In diesem Zustand
sind die Spinkomponenten in einer beliebigen Richtung n genau entge-
gengesetzt. Misst man nun im System 1 die z-Komponente und findet
den Wert h/2, so ist die z-Komponente in System 2 mit Sicherheit
—h/2. Man kann nun an System 2 eine andere Komponente, z.B. die
xz-Komponente messen. Nach EPR ist der nicht gemessene (und nach
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den Prinzipien der Quantentheorie auch nicht zusammen mit der z-
Komponente messbare) Wert der z-Komponente ein Element der Rea-
litdt, das durch die Quantentheorie nicht beschrieben wird; in diesem
Sinne sei die Quantentheorie unvollsténdig.

Bell gelang es, aus den im EPR-Argument gemachten Annahmen
eine Ungleichung herzuleiten, die dann experimentell {iberpriift werden
konnte 3. Die Annahme ist, dass auch ohne Messung die Werte der
Spinkomponenten in jedem Einzelversuch festliegen. Sei M;(a) = +1
der Wert (in Einheiten von //2) der Komponente des Spins in Richtung
a in System 1 und entsprechend M;(a) der Wert der entsprechenden
Komponente in System 2. Da der Gesamtspin Null ist, muss M;(a) +
Ms(a) = 0 fiir alle Richtungen a gelten.

Wir wahlen jetzt 3 Richtungsvektoren a, b,c und bemerken, dass
die folgende Gleichung gilt:

M, (a)My(b) — My(a)Ma(c)| = 1 + My (b)Ma(c) . (9.1)

PROOF. Ist My(b) = Ms(c), dann ist M;(b) = —M;(c), also ver-
schwinden beide Seiten der Ungleichung. Ist My(b) # Ms(c), so ist
M, (b) = Ms(c), und beide Seiten sind gleich 2. [ |

Wir wiederholen den Versuch jetzt mehrfach und bilden die Mit-
telwerte der Produkte M, (e)Msy(f) fiur e, f = a, b, c. Sei n(a, 5,7) die
relative Haufigkeit dafiir, dass Msy(a) = «, Ma(b) = 3, My(c) = - ist.
Dann gilt fiir die Mittelwerte die Abschéatzung

|(Mi(a)Ms(b)) — (My(a)Ms(c))| (92)
= |w§:jﬂn(a, B.)(—aB + (9-3)
< ;ﬂn(a,ﬁ,v)l —af + | (9.4)
: W_Z n(a, 5,7)(1 = B7) (9.5)
Cf?f(%(b)%@ . (9.6)

Hierbei haben wir im Schritt von der 3. zur 4. Zeile die Gleichung (9.1)
benutzt.

Wir betrachten nun die Vorhersage der Quantenmechanik. Der Zu-
stand des Gesamtsystems wird durch den minimalen Projektor Py aus

3Wir folgen hier der Darstellung aus dem zitierten Buch von Gernot Miinster.
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(7.24) auf den Spin-0-Unterraum beschrieben. Wir berechnen

(Mi(e)My(f)) =Tr(e-d@f-5)Py =

es3f3 e3(f1 —if2) (e1 —ie2)fs (ex —ie2)(f1 —if2)
Tr e3(f1+if2) —e3f3 (e1 —ie2)(f1 +if2) —(e1 —ie2)f3 P
(ex +ie2)f3 (e1 +ie2)(f1 —if2) —e3f3 —e3(f1 —if2) 0
(e1 +ie2)(f1 +if2) —(e1 +ie2)f3 —e3(f1 +if2) e3f3
1 , . . )
= 5(—63]‘}, — (e1 —ieg)(f1 +ifa) — (€1 +iea)(fr —ifs) —esfs) = —e-f.
(9.7)

Setzen wir dies in die Bellsche Ungleichung ein, so erhalten wir die
Ungleichung

la-(b—c)|<1—-b-c. (9.8)

Die Schwarzsche Ungleichung liefert fiir Einheitsvektoren a, b, c

la-(b—c)|<|b—c|=+v2(1-b-c). (9.9)

Falls a parallel zu b — c ist, gilt das Gleichheitszeichen. Setzen wir
cosf = b-cmit 6 € [0, 7], so liefert die Quantenmechanik mit Hilfe der
Formel (1—cosf) = 2sin® § die Schranke 2sin . Diese liegt fiir § # 0,7
immer oberhalb der Schranke 2 sin? g aus der Bellschen Ungleichung.

Messungen haben ergeben, dass tatsidchlich die Bellschen Unglei-
chungen verletzt sind, und dass die Vorhersagen der Quantentheorie
zutreffen. Will man also nicht eine Wechselwirkung zwischen den bei-
den Systemen annehmen, so bleibt nur der Schluss, dass die physikali-
schen Observablen im allgemeinen vor einer Messung keinen definierten
Wert besitzen.

Wihrend auf der Seite der Observablen die Kopplung unabhéngiger
Teilsysteme mit Hilfe des Tensorproduktes moglich ist, ist die Situati-
on auf der Seite der Zusténde komplizierter. Betrachten wir zunéchst
reine Zustande. Sei ® € $H; und ¥ € §,. Im Produktzustand & @ ¥
faktorisieren alle Erwartungswerte, die Messungen an den beiden Teil-
systemen sind unkorreliert. Bilden wir nun Linearkombinationen 2 =
>, ©;®@%¥; von Produktvektoren, so ergeben sich bei den Erwartungs-
werten von Tensorprodukten A ® B von Observablen der Teilsysteme

(Q, (A® B)Q) = i (®;, AD,) (U, BY,) (9.10)

4,j=1

neben der Summe der Diagonalterme (i = j), die klassischen Korre-
lationen entspricht, auch die Beitrage der Nichtdiagonalterme (i # j),
fiir die es kein klassisches Analogon gibt.

Schrodinger hat solche Zusténde verschriankt (englisch: entangled)
genannt, als Reaktion auf das EPR-Argument. Bei gemischten Zustéinden
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unterscheidet man separable von verschrankten Zustdnden. Ein Zu-
stand mit Dichtematrix p heifft separabel, wenn p als konvexe Kombi-
nation von Tensorprodukten von Dichtematrizen der Teilsysteme dar-
gestellt werden kann,

p=> NpS @ p” (9.11)

mit Dichtematrizen p§1) € 2, und ,05-2) € %y und positiven Zahlen A;
mit ) ;A = 1. In separablen Zusténden sind die Bellschen Unglei-

chungen erfiillt. Denn seien p(-l), pg.?), 7 = 1...,n Dichtematrizen mit

J
der Eigenschaft

Tr(n- E)pgl) =—Tr(n- E)pﬁg) Vn e R®. (9.12)
Dann gilt fiir alle j

Tr(a-d@b-3)(p" @ p?) - Tr(a-7@c-a) (") @ pP)|  (9.13)

= [Tr(a- &)p\"||Te(b - 3)p\? — Tr(c - &)p| (9.14)

J

= |Tr(a- &)pl"||Te(b - 3)p\" + Tr(c - &)p7)| . (9.15)

j
Wir nutzen jetzt aus, dass der Erwartungswert (n) von n - o fiir Ein-
heitsvektoren n immer zwischen -1 und 1 liegt. Wir finden

[{@)[[{b) + (c)] < [{(b) + {c)| <1+ (b)(c) (9.16)

und damit die Bellsche Ungleichung fiir jedes j. Hierbei haben wir im
letzten Schritt die Ungleichung

0< (1 (b))(1=£(c)) =1+ (b)(c)+ ((b) +(c)) (9.17)

verwendet. Die Ungleichung fiir den Zustand mit der Dichtematrix p
folgt jetzt durch Multiplikation der Ungleichung fiir j mit der positi-
ven Zahl A\; und Summation {iber j. Beide Operationen erhalten die
Ungleichung.

Ein Zustand heifit verschrinkt, wenn er nicht separabel ist. Die
Verletzung der Bellschen Ungleichungen durch geeignete Zusténde zeigt
also, dass nicht alle Zustédnde separabel sind. Verschrinkte Zustdnde
lassen sich nicht auf Zustdnde der Teilsysteme zuriickfithren. Dieser
Aspekt der Quantentheorie wird als Quanten-Nichtlokalitdt bezeichnet.

Im allgemeinen ist es schwierig, die Menge der verschrankten Zusténde
explizit anzugeben. Die verschrinkten Zustdnde spielen eine entschei-
dende Rolle in der Quanteninformationstheorie.






KAPITEL IIT

Unendlich dimensionale Quantensysteme

Die wesentlichen Ziige der Quantentheorie zeigen sich bereits in
endlich dimensionalen Systemen. Fiir die physikalischen Anwendungen
spielen aber die Systeme, in denen die Observablen unendlich viele
verschiedene Werte annehmen kénnen, eine wichtige Rolle. Hier gibt
es zwei verschiedene Félle: das diskrete Spektrum, wie z.B. bei den
Bindungsenergien von Atomen, und das kontinuierliche Spektrum wie
bei den kinetischen Energien freier Teilchen oder bei Observablen wie
den Ortskoordinaten. Wahrend Observable mit diskretem Spektrum
sich dhnlich wie Observable mit endlich vielen Werten verhalten, sind
Observable mit kontinuierlichem Spektrum ein neues Phénomen, das
nur in unendlich dimensionalen Hilbertraumen auftreten kann. In vielen
Féllen besitzen Observable kontinuierliches und diskretes Spektrum,
wie z.B. der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms, mit den diskreten
Bindungsenergien und dem kontinuierlichem Spektrum des ionisierten
Atoms.

1. Unendlich dimensionale Hilbertrdume

Die Mathematik unendlich dimensionaler Hilbertraume ist kompli-
zierter als im endlich dimensionalen Fall. Wir betrachten zunéchst zwei
Beispiele:

1.1. Der Folgenraum 12. Eine direkte Verallgemeinerung des C"
mit seinem natiirlichen Skalarprodukt ist der Raum der Folgen kom-
plexer Zahlen ® = (®,,),en mit dem Skalarprodukt

(O, V) = i@wn : (1.1)

Um zu garantieren, dass die Summen konvergieren, verlangt man, dass
nur Folgen zugelassen werden, fiir die die Summe der Absolutquadrate
konvergiert,

2> =) [@,* < 00 . (1.2)
n=1

Dann folgt die Konvergenz des Skalarprodukts aus der Schwarzschen
Ungleichung. Den Raum der quadratsummablen Folgen bezeichnet man
mit dem Symbol 12.

Beispiele fiir quadratsummable Folgen sind

41
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(i) Sei ®,, = ¢", q € C, |q| # 1. Dann gilt nach der Summenformel

(1.3)

42

fiir die geometrische Reihe

Iql2 g2+

N

2 __
D e E

n=1
Fiir |¢| < 1 strebt |¢|>*™*Y gegen Null. Daher ist in diesem
(1.4)

Fall
0 2
(I)n 2 _ |q‘ <
Z’ e lal?
Fiir |¢| > 1 hingegen divergiert die Summe.
(ii) Sei ®, = L. Dann ist
N
: (1.5)

N
2 IS

Mit
1 1 1
S 1.6
n—1 n nn-1) (16)
folgt
N
1 1 1 1 1 1 1 1
) (E e D) (D) (— Sy = ] ——
;nn—l 2) (2 3)+(3 4) (N—l N) N
(1.7)
Dabher ist
= 1
Zﬁ<2<oo' (1.8)

Tatséchlich ldasst sich diese unendliche Summe auch explizit

berechnen, das Ergebnis ist T
Ein Beispiel fiir eine Summe, die nicht quadratsummabel ist, ist ®
NG Dies kann man in der folgenden Weise einsehen: Es gilt fiir £ > 2
(1.9)

k
G|

_|_..._|_( Z

2k
1 1 1
=144 (=4-
D =l+5+ (3+7)
n=1 n=2k-141
Wir haben dabei die Summe in k£ + 1 Summanden zerlegt, von denen
jeder > % ist. Daher ist die Summe > % und divergiert fiir £ — oo
1.2. Der Funktionenraum L?(R). Auf dem Raum der stetigen

Funktionen einer reellen Variablen kann man durch
(1.10)

@)~ [ " B0 (x)da

—00
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ein Skalarprodukt einfithren. Um zu garantieren, dass dieses Integral
konvergiert, ldsst man nur Funktionen zu, die quadratintegrabel sind,

D] = / |®(2)|dz < oo . (1.11)

Wieder folgt mittels der Schwarzschen Ungleichung, dass fiir solche
Funktionen das Skalarprodukt wohl definiert ist. Beispiele fiir quadra-
tintegrable Funktionen:

(i) Sei ®(x) = —. Dann gilt fir R > 1
R

/z|<1>(x)|2dx:2/0R$2dji1_/ da +/ _1__
(1.12)

das Integral konvergiert also fiir R — oo. Tatséchlich kann
man es auch explizit berechnen, indem man x = tan a sub-
stituiert. Man findet unter Benutzung der Formel % tana =

1

:2— <2

tan? o + 1
R arctan R
d
/ 5 ° :/ do = arctan R (1.13)
o *+1 0
Mit arctan R — 7 fiir R — oo folgt
< dx
=T. 1.14
/_Oo x?+1 m (1.14)
(ii) Sei ®(x) = eIl BEs gilt
R R
/ |<I>(x)|2dx:2/ dre " = — _275‘0 =1-e?f 5 1fir R— .
-R 0
(1.15)

Der Raum der quadratintegrablen Funktionen L?(R) enthélt auch noch
gewisse unstetige Funktionen, z.B. stiickweise stetige Funktionen mit
endlich vielen Sprungstellen.

Entsprechend definiert man die Rdume L?([a, b]) fiir ein Intervall
[a, b] der reellen Achse oder, allgemeiner, fiir Gebiete des R"™.

1.3. Orthonormalbasen. Wie in endlich dimensionalen Hilber-
traumen gibt es auch in unendlich dimensionalen Hilbertraumen Ortho-
normalbasen. Eine Orthonormalbasis ist dabei eine maximale Menge
normierter und paarweise orthogonaler Vektoren.

Im 12 kann man die kanonische Basis {®0), j = 1,... 0o} mit &) =
d;» wéhlen. Einen Hilbertraum mt einer abzdhlbaren Orthonormalbasis
nennt man separabel. In der Quantenmechanik treten fast ausschlief3-
lich separable Hilbertraume auf.

Sei ((ID(J'))]-:LWOO eine Orthonormalbasis. Dann kann jedem Vektor
U des Hilbertraums eine Folge komplexer Zahlen

;= (@D ¥) , j=1...00 (1.16)
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zugeordnet werden. Es gilt
SO0, W 2 = w2 (1.17)
j=1

Die Folge (¥;) ist also quadratsummabel. Umgekehrt gibt es zu jeder
quadratsummablen Folge komplexer Zahlen (W, ),cn einen eindeutig
bestimmten Vektor ¥ des Hilbertraums, der mit den Elementen der
Orthonormalbasis die Relation (1.16) erfiillt. Wir schreiben

v=> 7,00 (1.18)
n=1
Die unendliche Summe bedeutet dabei, dass
N
1@ = 0, ™| = 0 fiir N — o0 (1.19)
n=1

gilt.
Wir schlieflen, dass jeder unendlich dimensionale separable Hilber-
traum isomorph zu 12 ist.

1.4. Operatoren. Operatoren auf 12 lassen sich als Matrizen mit
unendlich vielen Zeilen und Spalten auffassen,

(A®), = i A @y - (1.20)

Bei der Multiplikation dieser Matrizen treten allerdings unendliche
Summen auf, deren Konvergenz kontrolliert werden muss.
Auf L2(R) sind Integraloperatoren

(AD)(x) = / dy Az, y)®(y) (1.21)

kontinuierliche Verallgemeinerungen von Matrizen. Weitere Operatoren
sind Multiplikationsoperatoren

o= [P, (fO)(2) = f(2)®(x) , (1.22)

bei denen die Funktion ® mit einer Funktion f multipliziert wird, und
Differentialoperatoren

d
D — dxq) . (1.23)
Eine Schwierigkeit bei Operatoren auf unendlich dimensionalen Hil-
bertraumen ist, dass sie oft nur auf einem Teilraum definiert sind; z.B.
ist der Differentialoperator % nur auf differenzierbaren Funktionen er-
kléart, und man muss zuséatzlich verlangen, dass die Ableitung quadrat-
integrabel ist.
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2. Teilchen im dufleren Feld

Die Observablen fiir ein Teilchen sind Operatoren auf L?(R?). Hier-
bei sind die Multiplikationsoperatoren mit den Komponenten x; des
Ortsvektors die Ortsobservablen, und die partiellen Ableitungen nach
den Koordinaten ergeben die Impulsoperatoren,

_ho

e (2.1)

pj

Orts- und Impulsoperatoren erfiillen die kanonischen Vertauschungsre-
lationen

[l’j,pk] = Zh5]k . (22)
Hieraus folgen die Unschéarferelationen
h

Je genauer also ein Teilchen im Ort konzentriert ist, umso unbestimm-
ter wird sein Impuls, und umgekehrt.

Orts- und Impulsoperatoren besitzen keine Eigenvektoren in L?(IR?).
Bei der Analyse dieses Problems beschrinken wir uns der einfacheren
Notation wegen auf Teilchen, die sich nur in einer Dimension bewegen
kénnen, ersetzen also L*(R?) durch L*(R).

Statt der Eigenvektoren betrachtet man Folgen von Funktionen ®,,,
die einen Eigenvektor zum Eigenwert a im folgenden Sinne approximie-
ren:

/dx @, ()2 =1, /dx (2 — 02 (x) = 0 fiir n— 00 (2.4)

Man nennt a einen verallgemeinerten Eigenwert. Die moglichen Messwer-
te der Observablen sind die verallgemeinerten Eigenwerte. Eigenprojek-
toren zu einem verallgemeinerten Eigenwert gibt es i.a. nicht. Es gibt
aber Projektoren P(I), die einem Intervall der reellen Achse zugeord-
net sind; dies sind Multiplikationsoperatoren mit der Funktion, die 1
ist fiir x € I und sonst verschwindet. Man nennt sie Spektralprojekto-
ren; die Menge der verallgemeinerten Eigenwerte ist das Spektrum. Ist
U € L*(R) mit ||¥|| = 1 der Zustandsvektor eines reinen Zustands, so
ist

W(xe[a,b]\\If):(\I!,P([a,b])\Il>:/ ()2 (2.5)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer Messung des Ortes des
Teilchens der Messwert im Intervall [a, b] liegt.

Ganz dhnlich verhélt sich der Impulsoperator p. Losungen der Ei-
genwertgleichung fiir den Eigenwert k sind die Funktionen e”**. Diese
sind allerdings nicht quadratintegrabel. Wir multiplizieren diese Funk-
tionen mit der quadratintegrablen Funktion f,(z) = (£ +4)~". Wir
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berechnen
. 1 1
dz e f,, 2:/d—: /d =nr. 2.6
Jawen@r = farggan faygtg = 20
Wir setzen daher
1
B, (z) = ——=e**(Z 44)! (2.7)

N n

und erhalten eine Folge normierter Funktionen. Es gilt
1 h

x 51 th . ®

((p = k)Pu)(z) = N e (— D+ = mem(ﬁ +i)~
(2.8)
und damit
| R = f = ; e o e = g
! (2.9)

Diese Folge konvergiert fiir n — oo gegen 0, also ist jedes £ € R ein
verallgemeinerter Eigenwert des Impulses.

Die Spektralprojektoren des Impulses ergeben sich als Integralope-
ratoren der Form

b
(P([a,b]) =5 / dk/dye“f@ VU (y) = / dk|k) (kU
T
(2.10)
Die letzte Formel ist eine formale Analogie zum Fall der Entwicklung

nach Eigenvektoren. Hier fasst man die Funktionen |k) := \/%—W ek als

(uneigentliche) Eigenvektoren auf, die selbst nicht Elemente des Hil-
bertraums sind, und die eine Normierungsbedingung der Form

(E|IK) = 8(k — &) (2.11)

erfiillen. Tm Fall des Impulses ist (k|® die Fouriertransformierte ® von
® an der Stelle k£, und die Normierungsbedingung ist dquivalent zur
Parsevalschen Gleichung

/dk|ci><k)|2 _ /dx|<1>(x)|2 | (2.12)

Orts- und Impulsoperator sind hermitesch. Fiir den Ortsoperator
folgt dies unmittelbar aus der Definition, fiir den Impulsoperator folgt
es aus der folgenden Betrachtung. Seien ® und ¥ stetig differenzierbare
Funktionen, die auerhalb eines endlichen Intervalls [a, b] verschwinden.
Dann gilt

(p®, W) — (B, pl) — ih / da <%CI>(:U)\I/($) + @(m)c%\ll(x)) (2.13)
=ih / dx d%w\y(x) = ili(®()V(b) — (a)T(a)) =0 . (2.14)
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Das Argument kann verallgemeinert werden auf Funktionen, die bei
unendlich gegen Null konvergieren.
Die kinetische Energie ist als Operator auf L*(R3) durch

2 h2
2m 2m

T (2.15)

392
Jj=1 8:%2-
tor ist hermitesch und besitzt als verallgemeinerte Eigenwerte alle re-
ellen Zahlen > 0. Die uneigentlichen Impulseigenfunktionen sind auch
uneigentliche Eigenfunktionen der kinetischen Energie.

Die potentielle Energie U in einem konservativem Kraftfeld wird als
Multiplikationsoperator mit der klassischen potentiellen Energie darge-
stellt und meist mit demselben Symbol bezeichnet. Die verallgemeiner-
ten Eigenwerte sind die Werte der klassischen potentiellen Energie.

Der Hamiltonoperator als Observable der Gesamtenergie ist defi-
niert als die Summe der beiden Operatoren,

H=T+U. (2.16)

Damit nimmt die Schrodingergleichung fiir ein Teilchen die Form an
2

e, h
@haw(t,x) = —%Al/}(t,x) + U(x)¥(t,x) . (2.17)

definiert, mit dem Laplaceoperator A =) . Auch dieser Opera-

Wie im endlich dimensionalen Fall l6sen wir die Schrodingerglei-
chung, indem wir die Spektraldarstellung des Hamiltonoperators kon-
struieren. Hierzu suchen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren (diese
entsprechen den Bindungszustidnden) sowie die verallgemeinerten Fi-
genwerte und die zugehorigen uneigentlichen Eigenfunktionen (diese
konnen als Streuzusténde interpretiert werden).

Die Eigenwertgleichung

Hy = By (2.18)

fiir eine Ortsfunktion ) wird als zeitunabhéngige Schrodingergleichung
bezeichnet.

3. Der harmonische Oszillator

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, das sich in einer Dimen-
sion unter dem Einfluss des Potentials U = %xQ bewegt. In der klas-
sischen Physik fiihrt ein solches Teilchen Schwingungen aus mit der
Kreisfrequenz w = y/k/m, und die Losung der Bewegungsgleichung ist

z(0
x(t) = x(0) coswt + 20) sinwt . (3.1)
w
In der Hamiltonschen Form lauten die Bewegungsgleichungen
. P
= = 3.2
i=2 (32)

p=—kr. (3.3)
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Wir betrachten jetzt die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir Ort-
und Impulsoperator. Wir finden

x—%[H, ]—%[f—mw]zﬁ (3.4)
§= 1 = (500 = —ha (3.5)

Wir beobachten, dass die quantenmechanischen Bewegungsgleichungen
fiir dieses System mit den klassischen Bewegungsgleichungen identisch
sind. Daher ist die Losung (3.1) mit # = £ auch in der Quantenme-
chanik giiltig, wenn Ort und Impuls als Operatoren aufgefasst werden.
Wir identifizieren den Ortsoperator zur Zeit t = 0 mit dem Operator
der Multiplikation mit x und den Impulsoperator zur Zeit ¢ = 0 mit
dem Differentialoperator p = h%. Die Losung der Heisenberggleichung

%
ist dann

x(t) = zcoswt + L sinwt (3.6)
mw
p(t) = pcoswt — mwz sinwt . (3.7)

Wir zerlegen jetzt die operatorwertige Funktion z(¢) nach positiven
und negativen Frequenzen. Wir erhalten

o(t) = vt +a_e (3.8)
mit .
p
=—(zr % . 3.9
T Z(I imw> (39)
Die Operatoren x. erfiillen die Vertauschungsrelationen
[H, .Ii] = j:hw:vi s (310)
und
o] = 5 (311)
T, Ty = —— .
T 2mw

Wir erkennen, dass die Anwendung des Operators x, auf einen Eigen-
vektor von H den Eigenwert um hAw erhoht, wahrend x_ ihn um hw
verringert. Da alle Erwartungswerte von H positiv sind, kann H keine
negativen Eigenwerte haben. Wir suchen daher einen Eigenvektor @
mit dem kleinstméglichen Eigenwert. Dieser muss die Gleichung

T Py =0 (3.12)

erfiillen.
Einsetzen der Definition von z_ ergibt die Differentialgleichung

d mwe
— = — ) 1
S ag(a) =~ () (313
oder, dquivalent
d mwx
%ln Dy(z) = — W (3.14)
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Wir erhalten die Losung

2

_ mwz

Oy(x) = Ce™ 2n (3.15)

mit C' € C, C' # 0.

® ist in der Tat ein Eigenvektor von H,
1
Hdy(z) = §M<I>O(m) . (3.16)

In Analogie zur Analyse der Darstellungen der Drehimpulsvertauschungs-
relation kénnen wir @ einen Niedrigstgewichtsvektor nennen. Wie dort
erhalten wir Eigenvektoren mit hoheren Eigenwerten durch wiederhol-
te Anwendung des Operators x . Im Gegensatz zum Drehimpuls endet
diese Reihe nicht, da die Gleichung x,® = 0 keine quadratintegrable
von Null verschiedenene Lésung besitzt.

Wir schlieBen also, dass H Eigenwerte der Form E, = (n + 3 )hw,
n € Ny besitzt. Die zugehorigen normierten Eigenvektoren

D, = 2"t D) |z D|| " (3.17)

bilden eine Orthonormalbasis von L?(R).
Es ist iiblich, die Operatoren

2
a= T;_wa_ (3.18)
(den Vernichtungsoperator) und
2
at = Tir;w Ty (3.19)

(den Erzeugungsoperator) einzufithren. Diese erfiillen die Vertauschungs-
relation

[a,a*] =1. (3.20)
Der Operator
N :=da"a (3.21)

hat als Eigenwerte die natiirlichen Zahlen (einschlieflich der Null) und
wird Teilchenzahloperator genannt. Man fasst dann den Grundzustand
®, =: |0) als den Nullteilchenzustand (das Vakuum) auf. Der n-te
angeregte Zustand ®,, =: |n) wird als n-Teilchenzustand gedeutet. Der
Zusammenhang zwischen N und H ist

H=ho(N+ ). (3.22)
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4. Das freie Teilchen in einer Dimension

Wirken keine Krifte auf das Teilchen, so ist der Hamiltonoperator
H gleich dem Operator 7' der kinetischen Energie
2 2 2
H=r=0 _ " &
2m 2m dx?
(Im folgenden wird wieder h = 1 gesetzt.) Die Heisenberggleichung fiir
x und p ist

(4.1)

i=L p=0. (4.2)
m
Wie beim harmonischen Oszillator stimmt sie mit der klassischen Be-
wegungsgleichung iiberein, und wir erhalten als Losung die operator-
wertige Funktion

2(t) = a4+t (4.3)

Im Gegensatz zum harmonischen Oszillator besitzt aber der Hamil-
tonoperator fiir das kriiftefreie Teilchen keine Eigenvektoren in L2(R).
Er besitzt stattdessen verallgemeinerte Eigenwerte £ > 0. Zu jedem
E > 0 gibt es zwei verallgemeinerte Eigenwerte & = ++v2mE des
Impulses und auch zwei linear unabhéngige uneigentliche Eigenfunk-
tionen, ndmlich die rechts- bzw. links laufenden ebenen Wellen e?**.
Der Erwartungswert des Ortes folgt genau der klassischen Bewe-
gungsgleichung. Interessant ist das zeitliche Verhalten der Ortsunschérfe.
Es gilt in einem Zustand ¥ € L?(R)
2 2 2 2 t ) £
A1) = (2(t)?) — (2(0)* = Ax)P+2Cor(p,2) -+ AP 5 . (44)

mit der symmetrisierten Korrelation zweier Observabler
1
Cor(A, B) = (§(AB + BA)) — (A)(B) . (4.5)
Da es keine Zustdnde mit A(p) = 0 gibt, wichst die Ortsunschérfe bei
der kriftefreien Bewegung fiir grofle Zeiten immer unbeschrénkt an.

5. Stufenpotentiale

Besonders drastisch zeigen sich die Effekte der Quantenmechanik
bei Potentialen, die stiickweise konstant sind. An den Stellen, an de-
nen sich das Potenial dndert, ist die Kraft unendlich grof}, sodass die
Heisenberggleichung fiir den Impuls ihren Sinn verliert. Wir betrachten
zunéchst den Fall einer einzigen Stufe,

Uy , x>0
U(m):{ OO 2 <0 (5.1)

Auflerhalb des Nullpunktes ist die zeitunabhéngige Schrodingerglei-

chung gerade die Schwingungsgleichung mit Frequenz k(z) = \/2m(E — U(z).
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Am Nullpunkt ersetzen wir die Differentialgleichung durch die Bedin-
gung, dass die Losung stetig differenzierbar ist. Damit erhalten wir als
allgemeine Losung

sin k(z)x

() = w(0)cos k) +/(0) S

Als Konvention wéhlen wir im Fall £ < U(z) die Wurzel k(z) mit
positivem Imaginérteil, also

k(xz) =+/2m(E —U(z), E > U(x) (5.3)
k(z) =i\/2m(U(z) — E), E < U(z) . (5.4)

Weiter beachten wir den folgenden Zusammenhang zwischen den tri-
gonometrischen und den hyperbolischen Funktionen,

(5.2)

1, . - 1
cos iz = 5(6’% e ) = i(e_x + ¢e%) = coshx (5.5)
1, 2 1
sinix = Z(el e = Z(eﬁ —¢”) =isinhx . (5.6)

Wir betrachten jetzt den Fall, dass eine Welle von links kommt und
an der Potentialschwelle bei x = 0 teilweise reflektiert und teilweise
durchgelassen wird. Als eine Konsequenz findet man auf der rechten
Halbachse nur eine Welle, die sich nach rechts ausbreitet (£ > Uj) oder
exponentiell gedampft wird (£ < Up). Daher gilt mit k; := k(z),z > 0

¥(0) = ik 1(0) (5.7)
Wir zerlegen nun die Wellenfunktion auf der linken Halbachse in eine
Summe von Exponentialfunktionen, (k_ := k(x),z < 0)
_ 1 k-l— ik_x 1 k+ —ik_x
o(a) =000 (5(1+ £+ 50 - e (5.

Das Verhiltnis der reflektierten zur einlaufenden Welle bei z = 0, der
Reflexionskoeffizient, ergibt sich zu
1= % k- —ky

R: = 5
142 ko +hy

(5.9)

das Verhaltnis der durchgelassenen zur einlaufenden Welle, der Trans-
missionskoeffizient , zu

2k_
ko 4k
Aus den gefundenen uneigentlichen Energieeigenfunktionen 1z bilden
wir jetzt ein Wellenpaket,

o= / AEg(E)bs | (5.11)

mit einer glatten Funktion g, die um einen Energiewert Ej konzentriert
ist. Wir unterscheiden zwei Fille:

(5.10)
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(i) 0 < Ey < Up: in diesem Fall wihlen wir ¢ mit Tréger im
offenen Intervall (0, Uy) mit g(Ep) = 1. Dann fillt ¢ auf der
rechten Halbachse exponentiell ab. Auf der linken Halbachse
gilt

dQ
p(x) = —/dEg(E)WwE. (5.12)
Mit k- = v/2mFE folgt aus der Kettenregel
d dE d 2F d
(5.13)

dk_ — dk_dE ~ \ 'm dE
und damit nach der Produktregel

/2 2E d 2F d? 1 d
= EW+Ed_E . (5.14)

Wir setzen diese Formel in die Gleichung (5.12) ein und inte-
grieren partiell iiber £. Wegen der Annahmen an g verschwin-
den die Randterme, und wir erhalten

voto) = [ap (2 - LI oy sy

dE? m dF

Die Losungen ¢ sind beschrankt durch eine Konstante, die
auf dem Trager von g nicht von F abhédngt. Da g als glatt
vorausgesetzt war, schlieen wir, dass auch z?¢(z) fiir z —
—o00 beschriinkt ist. Das aber bedeutet, dass p(z) wie x>
abfallen muss und daher quadratintegrabel ist.

Wir koénnen jetzt zeigen, dass Ejy ein verallgemeinerter
Eigenwert von H ist. Dazu ersetzen wir g durch

9u(E) = g(Eo + n(E — Ey)) (5.16)
und bilden die entsprechenden Wellenpakete ¢,,. Die Folge
I(H — Eo)enll/llenll (5.17)

konvergiert dann gegen Null (Beweis?).
Als néichstes betrachten wir die Zeitentwicklung des Wel-
lenpakets ¢. Es gilt mit k_ =k

¢ww=/MMMaMwm> (5.18)
S IS B T e
:/0 dk-—g(5 —)e” 2m§(1+f) (€™ + Re™™) .

Fiir grole Werte von t und |x| oszilliert der Integrand stark
mit Ausnahme der Punkte stationédrer Phase, an denen die
Ableitung des Exponenten nach k verschwindet. Fiir die ein-
laufende Welle ist das erfiillt fiur & = =%, fiir die reflektier-
te Welle bei k = —%%. Fiir sehr frithe Zeiten (t < 0) ist

o(t, z) proportional zu g(™% ), zu sehr spiten Zeiten (¢ > 0)

262
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zu g(";T”f)R. |R|? ergibt also die Reflexionswahrscheinlichkeit.
Im betrachteten Fall ist &, imagindr und daher ist |R| = 1.
Das Teilchen wird also in diesem Fall mit Wahrscheinlichkeit
1 reflektiert.

(ii) Ep > Up. In diesem Fall ist k, reell. Wie im ersten Fall bildet
man Wellenpakete durch Integration mit einer glatten Funkti-
on g, die jetzt Trager in einem endlichen Intervall I C (U, o)
hat. Der Beweis, dass ¢ quadratintegrabel ist, muss jetzt auf
beiden Halbachesn gefiihrt werden, entspricht aber dem Be-
weis im Fall 0 < Ey < Uy. Ebenso sieht man, dass Ej ein
verallgemeinerter Eigenwert ist. Die Menge der verallgemei-
nerten Eigenwerte ist abgeschlossen, deshalb sind auch 0 und
Uy verallgemeinerte Eigenwerte.

Die zeitliche Entwicklung des Wellenpakets kann wieder
mit Hilfe des Arguments der stationédren Phase durchgefiihrt
werden. Man findet, dass |R|?* die Reflexions- und Z—j|T|2 die
Transmissionswahrscheinlichkeit ist. Weiter sieht man, dass
|R|*+ llz—ﬂT | = 1 gilt, das Teilchen wird also entweder reflek-
tiert oder durchgelassen.

Wir beobachten zwei charakteristische Unterschiede zwischen dem
quantenmechanischen und dem klassischen Verhaltens des Teilchens:
Auch im Fall £ < U, dringt das Teilchen in die rechte Halbachse ein,
bevor es vollstandig reflektiert wird. Umgekehrt ist im Fall £ > Uy die
Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen durchgelassen wird, kleiner als 1.

Wir wollen als néchstes den Tunneleffekt besprechen. Dazu betrach-
ten wir ein Potential der Form U(x) = Uy > 0 fiir 0 < < a und
U(z) = 0 sonst. Sei 0 < E < Uy. Die Losungen der zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung zur Energie E sind

sink(z)(x — a)

$(o) = va) cosk(a)a —a) + /@) TS

fir > 0. Fiir < a ist die Losung durch (5.2) gegeben. Offenbar gilt
W(O) \ _ [ cosk(z)a - ) ( (a) )

( ¥'(0) > B ( k(z)sink(x)a cos lz((x))a V'(a) ) (5.20)

Sei k = V2mE und k = \/2m(Uy — E), also k(z) = ix fir 0 < z < a.

Wir betrachten wieder eine Welle, die von links einlduft. Daher ist fiir
x > a nur eine auslaufende Welle vorhanden, also ist ¢/(a) = ik (a).

Der Koeffizient A der einlaufenden Welle ist $(¢(0) + %) Wir erhal-

ten
A 1(1 l) coshkq — —sinhne (a)
2 4k’ \ —ksinhka coshka iky(a)

%)sinh na) P(a) . (5.21)

(5.19)

1 K
= hka+ —(— —
(cos Ka Q(k
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Die Tunnelwahrscheinlichkeit ergibt sich also mit ¢ = % (% — %) Al
[¥(a)? 2 2 512 -1 1
W = = (cosh” ka + €“sinh” ka) =~ = .
| A2 ( ) 1+ (1 + €2)sinh® ka

(5.22)
Im Limes grofler Werte von a verhélt sich die Tunnelwahrscheinlichkeit

wie A
~ —2ka
W = T e 626 . (5.23)
Man erkennt, dass die Variation der Breite des Potentialwalls die Tun-
nelwahrscheinlichkeit stark beeinflusst. Mit diesem Effekt erklart man
die sehr unterschiedlichen Lebensdauern von Kernen, die durch a-
Strahlung zerfallen. Eine wichtige Anwendung des Tunneleffekts ist die

Rastertunnelmikroskopie.

6. Der Bahndrehimpuls

Die Bewegung von Teilchen in 3 Dimensionen, die unter dem Ein-
fluss eines rotationssymmetrischen Potentials stehen, kann auf die Be-
wegung in einer Dimension zuriickgefiihrt werden, indem man die Ro-
tationssymmetrie ausnutzt.

Auf eine Wellenfunktion ¢ € L?*(R?) wirken die Rotationen R in
der folgenden Weise:

U(R)y(x) = (R 'x) . (6.1)

Da die Rotationen das Volumenelement nicht &ndern, ist U(R) ein
unitédrer Operator. Wir betrachten jetzt Drehungen mit dem Winkel 0
um eine Achse n, n € R?, [n| = 1. Diese wirken auf x nach der Formel

R(n,f)x = (x-n)n+sinfn x x + cosf(x — (x-n)n) (6.2)
Dann gilt an der Stelle 6 =0
d

d
SUR®0)U(x) = (R, ~0)x) = ~(nx %) Vo(x)  (63)

Der Differentialoperator auf der rechten Seite ist
—(nxx)-V=—-n-(xxV)==—in-L (6.4)
mit dem Bahndrehimpulsoperator
L=xxp. (6.5)

Man verifiziert leicht, dass die Komponenten des Bahndrehimpulses die

aus der Theorie des Spins bekannten Vertauschungsrelationen erfiillen.

Daher lassen sich die Eigenwerte und Eigenvektoren des Bahndrehim-

pulses mit der Methode aus Abschnitt 6 in Kapitel IT bestimmen.
Wir fithren Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) ein,

r=rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcosf,r>0,0<0<7m,0<¢p<2r.
(6.6)
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Das Volumenelement in den neuen Koordinaten ist

dxdydz = r*sin @ drdfde (6.7)
Die Einheitsvektoren in den neuen Koordinatenrichtungen sind
sin @ cos ¢ cos 6 cos ¢ —sin¢
e, = | sinfsing¢ ,ep=| cosfsing |ey= cos ¢ (6.8)
cos —sinf 0

Diese Vektoren bilden fiir jeden Wert der Winkel 6 und ¢ eine Ortho-
normalbasis des R? und erfiillen die Gleichung

e Xe)=e,, (6.9)

und der Nabla-Operator schreibt sich in Kugelkoordinaten als
o 1 0 1 0

V=e—+-€—+——e;— .
© or + 7’6980 rsin88¢8¢
Daraus ergibt sich der Bahndrehimpuls in Kugelkoordinaten zu

~ =\ er T %00 T rsine 0 ) ~ i \%00  sin0 %06 )

(6.10)

(6.11)
Hieraus lesen wir ab
10 , 0 0
L=~ ,Ly=e"(icot—+ —). 6.12
i&b’i e="*(ico B 89) ( )
Wir erkennen unmittelbar, dass die Eigenvektoren von L, durch
x(r,0,¢) = ™*x(r,6,0) (6.13)

gegeben sind mit m € Z. Die halbzahligen Eigenwerte, die wir bei den
Spindarstellungen beobachet haben, treten beim Bahndrehimpuls also
nicht auf. Wir suchen jetzt Hochstgewichtsvektoren, also Eigenvektoren
® von L, zum Eigenwert [ > 0, die die Gleichung

L. =0 (6.14)
erfiillen. Diese sind gegeben durch
®(r,0,0) = (sinf)'e™g(r) (6.15)

mit einer beliebigen Funktion g. Wir schliefen, dass alle ganzzahli-
gen Drehimpulsquantenzahlen auftreten. Durch wiederholte Anwen-
dung von L_ gewinnen wir alle Eigenfunktionen von L,. Wir erhalten
auf diese Weise eine Orthonormalbasis Y}, von Funktionen der Win-
kel beziiglich des Skalarproduktes mit dem Volumenelement sin 8dfde.
Dies ldsst sich geometrisch interpretieren als eine Orthonormalbasis
im Raum L?(S?) der quadratintegrablen Funktionen auf der Einheits-
sphiire S%. Die Funktionen Y}, heilen Kugelflichenfunktionen (eng-
lisch: spherical harmonics).
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7. Die radiale Schrodingergleichung

Der Operator der kinetischen Energie ist invariant unter Rotatio-
nen. In Kugelkoordinaten hat er die Form

r__L (iﬁ 20 _ ﬁ) , (7.1)

,
r20r Or r2

Wenn das Teilchen sich in einem Potential bewegt, dass nur vom Ab-
stand von einem Kraftzentrum abhéngt, dann ist der Hamiltonoperator
invariant unter Drehungen um dieses Zentrum. Daher vertauscht auch
der Bahndrehimpuls mit dem Hamiltonoperator . Wir kénnen also ge-
meinsame Eigenfunktionen von H, |L|> und L, wihlen. Diese haben
die Form

p(r,0,¢) = &(r)Yim(0,¢) (7.2)

Ist ¢ eine Losung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung zum Ener-
giewert E, so ist ® eine Losung der radialen Schridingergleichung

(_%(% + %dii - W:; Dy 4 U(r)) O(r) = EO(r) . (7.3)

Man kann diese Gleichung noch etwas vereinfachen, indem man ®(r) =
x(r)

setzt. Dann ergibt sich

v (B
2m

Sy + U(r)) x=FEx . (7.4)

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie die Schrédingergleichung fiir ein
Teilchen in einer Dimension, das sich nur auf der rechten Halbachse
bewegen kann, und auf das das effektive Potential

WD L i (7.5)

2mr?

Ueff(”f’) =

wirkt.

Zur Definition des Hamiltonoperators H auf einem unendlich di-
mensionalen Hilbertraum gehort die Angabe des Teilraums ©(H ), auf
dem er erklart wird. Fiir den Operator der kinetischen Energie T ge-
schieht das am einfachsten durch die folgende Bedingung an die Fou-
riertransformierte:

D(T) ={p € L*(R’| /dgkl@(k)\z(!kl2 +1)* <oo}  (7.6)

Sei ¢ € D(T). Dann ergibt sich der Wert von ¢ am Nullpunkt mittels
der inversen Fouriertransformation zu

2(0) = (2m) %2 / g (k)

= (27r)?’/Q/d?’lqa(k)(|k|2 + (kP + 1) . (7.7)
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Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung liefert die Abschéatzung

0(0)] < (2m)~**Vab (7.8)

mit
a= /dsk\¢(k)!2(|k!2 +1)* =[|(2mT + 1)pl|* (7.9)
und
3 2 2 > k? " 2 2
b:/dk(|k| +1) :47r/0 dkm:élﬁ/o dasin® o = % .
(7.10)

Hierbei haben wir £ = tan « substituiert.

Wir sehen, dass ¢ am Ursprung beschrénkt ist; daher muss x bei
Null verschwinden. Falls das Potential bei Null nicht zu schnell negativ
wird (das anziehende Coulombpotential ist noch zuléssig), gilt diesel-
be Aussage auch fiir die Elemente des Definitionsbereichs des vollen
Hamiltonoperators.

8. Bindungszustinde im Coulombpotential

Wir betrachten effektive Potentiale der Form

A B
Ueg(r) = ——+
mit A > 0 und B = WH), [ € Ny . Der Bohrsche Radius a ist de-

2m

finiert als der Abstand r, bei dem die klassische Zentrifugalkraft fiir
Drehimpuls 1 die Coulombkraft kompensiert, a = 1/mA.
Die radiale Schrodingergleichung lautet

1

—5 X (1) + Uagtr)x(r) = Bx(r)

mit x(0) = 0. Fiir Bindungszusténde sollten die Energien E negativ

sein. Wir setzen ¢ = —2mFE. Damit vereinfacht sich die Gleichung zu
I(1+1) 2

() + S ) = () = —ex(r)

Wir suchen zunéchst eine Naherungslosung fiir r — oo. Dazu ver-
nachléssigen wir das Potential. Die Losungen sind dann Linearkombi-
nationen von

etver
Da wir normierte Losungen suchen, beriicksichtigen wir nur den expo-
nentiell abfallenden Term.

Um das Verhalten bei » = 0 zu studieren, vernachléssigen wir alle
Terme aufler den ersten beiden und l6sen die verbleibende Gleichung
durch den Ansatz

x(r)=r".
Wir finden die Bedingung

s(s—1)=11+1)
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mit den beiden Losungen s = [+ 1 und s = —{. Nur die erste Losung
ist mit der Randbedingung x(0) = 0 vertriaglich. Wir machen daher fiir
die volle Gleichung den Ansatz

x(r) = r Y H(r/a)e Ve .
Durch Einsetzen erhalten wir die folgende Gleichung fiir H:
CHY 42141 — VEr)H + (2—2(1+ 1)yea) H =0 .
a

Diese Gleichung l&8t sich durch einen Potenzreihenansatz losen, H =
Zan(g)n. Durch Vergleich der Koeffizienten ergibt sich die Rekursi-
onsrelation

anp1  2y/ea(n +1+1) -2

an,  (m+Dn+20+2)
Fiir groBe Werte von n verhalten sich aufeinanderfolgende Koeffizien-
ten also wie i\ff , die Potenzreihe wichst daher an wie e?V¥", sodass
die Normierbarkeitsbedingung verletzt ist. Wir miissen aher verlangen,
dass die Potenzreihe abbricht, d.h. dass fiir ein n € Ny gilt

Vvealn+1+1)=1.

Wir erhalten daher als mogliche Energieeigenwerte

1
2ma2(n+1+1)2°

E, =

Die zugehérigen Wellenfunktionen sind von der Form
= l+1H C - (n+l7;‘—1)a
Xu(r) =1 Hy (<)

mit Polynomen n-ter Ordnung H,,.

9. Mehrteilchensysteme

9.1. Schwerpunkt- und Relativbewegung. Zur Beschreibung
von Mehrteilchensystemen verwendet man Tensorprodukte von Einteil-
chensystemen. Die reinen Zustédnde eines spinlosen Teilchens werden
durch die Einheitsvektoren des Hilbertraums § = L?*(R?) beschrieben.
Das Tensorprodukt von n solchen Hilbertrdumen ist

ﬁ@n — L2<R3n) . (91)
Die Schrodingergleichung nimmt dann die Form an
g )= (-3t a, Ul )) v )
Zat s X1y ooy X)) = e Qmj X; X1y, Xy s X1y ey Xy ) .

(9.2)
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Hierbei ist Ay, der Laplaceoperator zur Ortsvariablen x; des j-ten
Teilchens. Die potentielle Energie ist im Fall von Zweiteilchenwechsel-
wirkungen gegeben durch

U(Xyy... Xp) = Z Ujk(x; — xx) (9.3)

1<j<k<n

mit dem Wechselwirkungspotential U, zwischen dem j-ten und dem

k-ten Teilchen. Fir das Wasserstoffatom erhalt man z.B.

62

U(Xl,XQ) = (94)

47T60|X1 — X2|
mit der Elektronkoordinate x; und der Protonkoordinate xs.
Da das Potential in diesem Fall nur von den Differenzen der Orts-
koordinaten abhéngt, ist der Hamiltonoperator invariant unter Trans-
lationen des gesamten Systems. Um dies ausnutzen zu konnen, trans-
formieren wir das System in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

X::M,x:xl—m. (9.5)

my + Mo
In der klassischen Physik kann man jetzt in der folgenden Weise vorge-
hen. Die Ortsvektoren der beiden Teilchen in den neuen Koordinaten

sind m m
2 x,x=X-——"x. (9.6)

mi + Mo my + Me
Eine entsprechende Formel gilt fiir die Geschwindigkeiten. Die kineti-
sche Energie ergibt sich jetzt zu

x; =X+

2k
2

mit der Gesamtmasse M = m; + mo und der sogenannten reduzierten
Masse

my, ..o Mo ..o M oo
T=— — = —|X 9.7
2|X1|—|-2|X2| 2| |“ + (9.7)

m= (9.8)
my + Mo
Definiert man den Gesamtimpuls P = MX und den Relativimpuls

p = mX, so findet man die Formel

PP P
2M  2m
Dieselbe Formel gilt auch in der Quantenmechanik. Hier definiert man
den Gesamtimpuls und den Relativimpuls als Ableitungsoperatoren in
den neuen Variablen. Die Umrechnung des Nabla-Operators in die neu-
en Koordinaten ergibt nach der Kettenregel

V= 2 M Y., Vx=Va +Ve . (9.10)

T (9.9)

— V, —
my + mo mi + Mo
Damit folgt

1 1
PZ;VXZPH—I)%P:;Vx_ p1— p2 .- (9.11)
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Der Operator der kinetischen Energie nimmt dann in den neuen Koor-
dinaten die Form an

1 1
T=——Ax — —A,.
IM™X " om

Da die potentielle Energie nur von der Relativkoordinate abhéngt,
kénnen die Schrodingergleichungen fiir die Schwerpunktkoordinate und
die Relativkoordinate unabhéngig voneinander gelost werden. Fiir die
Schwerpunktskoordinate erhélt man die Gleichung fiir ein kréaftefreies
Teilchen der Masse M, fiir die Relativkoordinate die Gleichung eines
Teilchens der Masse m in einem x-abhingigen Potential. Im Falle des
Wasserstoffatoms setzen wir also in der Formel fiir die Energieeigenwer-
te fiir die Masse nicht die Elektronmasse m, ein, sondern die reduzierte
Masse des Elektron-Proton-Systems

(9.12)

m=———. (9.13)

Daher gibt es kleine Unterschiede in den Energie-Niveaus fiir Kerne
mit derselben Ladung, aber unterschiedlicher Masse (Isotopeneffekt)
Aus demselben Grund gibt es im Sonnensystem kleine Abweichungen
vom dritten Keplerschen Gesetz.

9.2. Identische Teilchen; Bose- und Fermistatistik. Falls die
Teilchen identisch sind, gibt es keine Observablen, die die Nummerie-
rung der Teilchen feststellen kénnen. Im Falle von zwei identischen
Teilchen bedeutet das, dass alle Observablen mit dem Permutations-
operator
PRV > VEd (9.14)
kommutieren. U? = 1 bedeutet, dass U die Eigenwerte 41 besitzt.
Eine Observable, die mit allen Observablen vertauscht, nennt man eine
Superauswahlregel. Eine Superauswahlregel kann gleichzeitig mit jeder
beliebigen Observablen Eigenwerte annehmen.

In der relativistischen Quantenfeldtheorie kann man zeigen, dass
Teilchen mit ganzzahligem Spin immer den Wert 1 annehmen, wéahrend
Teilchen mit halbzahligem Spin immer den Wert -1 annehmen. Die
Zustandsvektoren eines Mehrteilchensystems identischer Teilchen mit
ganzzahligem Spin sind also symmetrisch unter Vertauschungen der
Faktoren. Man spricht von Bose-Statistik und nennt solche Teilchen
Bosonen. Dagegen sind die Zustandsvektoren eines Systems identischer
Teilchen mit halbzahligem Spin total antisymmetrisch, d.h. sie &ndern
ihr Vorzeichen, sowie 2 Faktoren vertauscht werden Dies nennt man
Fermi=Statistik und nennt die Teilchen Fermionen. Beispiele fiir Boso-
nen sind Photonen, W- und Z-Bosonen, Pionen und andere Mesonen,
aber auch Atome und Atomkerne, die aus einer geraden Anzahl von Fer-
mionen bestehen. Beispiele fiir Fermionen sind Elektronen, Protonen,

U:{MM - HRH
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Neutronen, Neutrionos, und auflerdem Atome, die aus einer ungeraden
Anzahl von Femionen bestehen.

Die wichtigste Konsequenz der Fermistatistik ist das Pauliprinzip.
Dies besagt, dass Elektronen einen Einteilchenzustand nicht doppelt
besetzen diirfen. Der Grund ist, dass ein total antisymmetriesiertes
Tensorprodukt verschwindet, wenn die Faktoren linear abhéngig sind.

Das Pauliprinzip erklart den Aufbau der Atome. Vernachléssigt
man die Coulombabstofung der Elektronen, so ergibt sich das peri-
odische System der Elemente dadurch, dass man die Wasserstoffeigen-
zustéande (unter Beriicksichtigung der Kernladungszahl Z) der Reihe
nach auffiillt. Sind ®4,...®, die Z unteren Niveaus, so ergibt sich in
dieser Ndherung der Grundzustandsvektor zu

U= sign(o) Py @ - @ Py(z) - (9.15)

Die Summe erstreckt sich iiber alle Permutationen o der Zahlen 1, ... Z.
Bei der Formel ist zu beriicksichtigen, dass Elektronen Spin 1/2-Teilchen
sind. Daher triitt jede Losung der Einteilchen-Schrédingergleichung fiir
den Ort zweimal auf.

Bei Bosonen werden hingegen Mehrfachbesetzungen desselben Ein-
teilchenzustands begiinstigt. Das fithrt zur Existenz makroskopischer
Wellen, wie z.B. bei der elektromagnetischen Strahlung. Eine spekta-
kuldre Konsequenz ist die Bose-Einstein-Kondensation. Hier gelingt es,
ein System mehrerer bosonischer Atome in einem Zustand zu praparie-
ren, der das mehrfache Tensorprodukts eines Einteilchenzustands mit
sich selbst ist.

10. Storungstheorie

Nur fiir wenige, zum Gliick physikalisch wichtige, Hamiltonopera-
toren kann das Eigenwertproblem explizit gelost werden. Man hat aber
gute Erfahrungen mit der folgenden Nédherungsmethode gemacht. Sei

H = Hy + H, (10.1)

der Hamiltonoperator eines Systems. Wir nehmen an, dass wir einen
Eigenvektor ¥y des Operators Hy kennen, mit Eigenwert Ey mit Viel-
fachheit 1. Wir untersuchen jetzt die interpolierenden Eigenwertglei-
chungen

(Ho + )\Hl)\lﬁ\ =FE\V,, A€ [0, 1] . (102)
Um den frei wiahlbaren Faktor beim Eigenvektor festzulegen, setzen wir
(Vo, Uy)) =1. (10.3)

Wir bilden jetzt das Skalarprodukt beider Seiten der obigen Eigenwert-
gleichung mit ¥y und erhalten

Eo+ A (Wo, HiW,) = B, (10.4)
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Differentiation nach A an der Stelle Null liefert

%E/\’)\ 0o — <\D0,H1\Ijo> . (105)
In der Storungstheorie 1. Ordnung approximieren wir die Funktion E)
durch ihre Tangente bei Null und erhalten als gendherten Eigenwert
von H den Wert Ey + (¥, H1¥y). Man kann jetzt auch die hoheren
Ableitungen von E), sowie die Ableitungen von W, bei Null bestimmen
und die gesuchten Eigenwerte und Eigenfunktionen durch Taylorpoly-
nome approximieren. Dies liefert oft gute oder zumindest akzeptable
Werte; in giinstigen Féllen kann auch die Konvergenz des Verfahrens
bewiesen werden.

Komplizierter wird die Methode, wenn der Eigenwert E, von H
endlich entartet ist. Sei @é] ), j = 1,...,n eine Orthonormalbasis des
Eigenraums von H, zum Eigenwert FE,. Wir miissen damit rechnen,
dass bei Einschaltung einer Stérung die Entartung aufgehoben wird.
Wir suchen jetzt eine Familie von Vektoren @g\]), 7 =1,...,n, sodass
der erzeugte Unterraum invariant unter Hy+ AH; ist, d. h es soll gelten

(Ho + \H,)®Y) = Z " E,;(\) mit By, € C . (10.6)

Wir kénnen die Zahlen Ekj als die Eintrége einer (n x n)-Matrix auf-
fassen. Ist a € C" ein Eigenvektor dieser Matrix zum Eigenwert F, so
ist

® = a0} (10.7)
=1

ein Eigenvektor von Hy + AH; zum selben Eigenwert. Die Gleichung
(10.6) reduziert also das Eigenwertproblem fiir Hilbertraumoperato-
ren auf eines fiir endliche Matrizen. Als Normierungsbedingung an die
Vektoren @g\k) wéhlen wir

<q)éj),q)(xk)> = Oj - (10.8)

Ahnlich wie im nicht entarteten Fall bilden wir das Skalarprodukt bei-
der Seiten von (10.6) mit CID(()Z),Z =1,...,n und erhalten

Eodij + A <<I>§f ,H, 9 > Z(SlkEkJ = E;(N) . (10.9)
Differentiation nach A bei Null erglbt
d ! ’
< Eij(0) = <q>g>,qu>gﬂ>> . (10.10)

Die Eigenwerte von H in der Ndhe von FEj unterscheiden sich also in
erster Ordnung um die Eigenwerte der (nxn)-Matrix mit den Eintragen

<<I>(l) H1<I>( )> von dem Eigenwert Fjy von H,.



