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KAPITEL 1

Spezielle Relativititstheorie

1. Teilchen und Felder

In der klassischen nichtrelativistischen Mechanik denkt man sich die
Materie aus kleinsten Teilchen, den Massepunkten, aufgebaut. Diese
nehmen zu jeder Zeit ¢ einen Punkt r des 3-dimensionalen euklidischen
Raums ein. Man studiert dann die Bewegung der Teilchen, ndmlich ihre
Bahnkurven r(¢). Wichtige Grofen fiir die Beschreibung der Bahnkurve
sind die Geschwindigkeit

und die Beschleunigung
d d? .

Die Bewegung des Teilchens wird durch die Newtonsche Bewegungsglei-
chung bestimmt,

d? .
sofern die Anfangswerte r(0) und v(0) gegeben sind. Hierzu muss das
Kraftgesetz bekannt sein.

Z. B. gilt fiir die Gravitationskraft, die eine Masse der Gréfle M am

Punkt R ausiibt

r—R

F(r) = GmM’r "R (1.2)
Die Mechanik fiihrt so Kréfte auf Fernwirkungen zuriick. Das Teilchen
wird vom Vorhandensein einer Masse an einem anderen Ort beein-
flusst. Anschaulich gesprochen, muss das Teilchen merken, wo diese
Masse sich zur selben Zeit befindet. Dies hat man in der Physik im-
mer als unbefriedigend empfunden. Seitdem bekannt ist , dass es eine
maximale Geschwindigkeit fiir die Ausbreitung von Signalen gibt, die
Lichtgeschwindigkeit, ist eine solche instantane Wirkung ausgeschlos-
sen.

Das Unbehagen an dem Konzept der Fernwirkung hat zur Formu-
lierung des Nahwirkungsprinzips gefiihrt. Danach sollen physikalische
Systeme nur ihre unmittelbaren Nachbarn direkt beeinflussen konnen.
Als Ubertriiger der Kraft wird eine neue Grofe postuliert, nédmlich das
Feld. Ein Feld ist eine Funktion auf dem Ortsraum. Wir kennen skalare
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6 I. SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Felder, wie die Dichte oder die Temperaturverteilung, und Vektorfelder,
etwa das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit, das Gra-
vitationsfeld und elektrische und magntische Felder. Im obigen Beispiel
ist F(r) das Kraftfeld, das die Bewegung des Teilchens bestimmt.

Es stellte sich dann heraus, dass die Felder eine selbstdndige Rolle
spielen, die sich zum Beispiel in der Existenz elektromagnetischer Wel-
len zeigt. In der modernen Elementarteilchentheorie sind die Felder das
grundlegende Konzept, aus dem die Teilchen abgeleitet werden.

Thema dieser Vorlesung ist das elektromagnetische Feld. Die Ge-
setze des elektromagnetischen Feldes wurden erstmals von Maxwell
(1862) vollstédndig angegeben. Thre wichtigste Konsequenz ist die Exi-
stenz elektromagnetischer Wellen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit
c = 299792458 ms~! ausbreiten.

Eine grofe Uberraschung war, dass die Lichtgeschwindigkeit un-
abhéngig von der Bewegung des Bezugssystems ist, wie Michelson-
Morley 1881 zeigten. Dies lasst sich mit Hilfe der speziellen Relati-
vitédtstheorie erklédren, die von Einstein 1905 aufgestellt wurde.

2. Raum und Zeit in der speziellen Relativitiatstheorie

Unser Raum ist mit guter Genauigkeit ein 3-dimensionaler eukli-
discher Raum. Nach der Wahl eines Ursprungs O (,,origin“) kann ein
beliebiger Punkt P durch einen Verschiebungsvektor r beschrieben wer-
den, der O nach P verschiebt. Andert man den Ursprung zu O’ und
ist R der Verschiebungsvektor von O’ nach O, so ergibt sich die Ver-
schiebung r’ von O’ nach P als die Vektorsumme der beiden Verschie-
bungsvektoren r und R,

r'=r+R.
In einem kartesischen Koordinatensystem kann r mit einem Tripel

(x,y, z) reeller Zahlen identifiziert werden. Vektoraddition und Skalar-
multiplikation erfolgen dann komponentenweise,

X1 X9 T+ X9
yi |+ Y2 = Y1 +Yy2 ,
Z1 29 21 -+ Z9
T AT
AMy | =1 Ny ,AER.
z Az

Als weitere Struktur hat man einen Abstandsbegriff

r| = Va? +y? + 22 (2.1)

(Pythagoras), aus dem man das Skalarprodukt

1
rp-ry =g (|T1 +rof? — |y — |1“2|2) = T1T2 + Y1Y2 + 2122 (2.2)
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ableiten kann. Der Winkel a zwischen r; und ry; wird durch
ry-ro
ptiied

definiert. Das Skalarprodukt hat die Eigenschaften

cosa =

ry-ry =ry-r; (Symmetrie) , (2.3)
rq- (/\I'Q + ,LLI'3) = )\I‘l ‘9 + uro - Iy (Llnearltat) s (24)
r-r=r]*>>0fiirr#0 (Positivitit) . (2.5)

Wichtig ist ferner das Vektorprodukt, das in dieser Form nur in 3 Di-
mensionen existiert. Man ordnet dabei 2 Vektoren r; und ry einen
Vektor r = r; X ry zu, der senkrecht auf dem von r; und ry aufge-
spannten Parallelogramm steht und dessen Lénge gerade die Fléiche
des Parallelogramms ist. Dabei wird die Orientierung einer Rechts-
schraube gewéhlt: dreht man r; innerhalb des Parallelogramms in die
Richtung von rs, so bewegt sich die Schraube in Richtung r. Die Fléiche
des Parallelogramms ist

Ir| = |rq||re|sin o .
In Komponenten gilt
Y122 — 21Y2
rs XTIy = 21X — L1292 . (26)
T1Y2 — T2

Das Vektorprodukt ist also antisymmetrisch und linear.
Fiir das zweifache Vektorprodukt erhéalt man

r; X (rg X r3) = (ry - r3)ro — (r; - ro)rs . (2.7)

Man entnimmt dieser Formel, dass das Kreuzprodukt nicht assoziativ
ist. Stattdessen gilt die Jacobi-Identitit

I'1><<I'2><I‘3)—|—I'2X(I‘3XI‘1)+I‘3X(I‘1XI‘2):O, (28)

wie man durch Einsetzen der Formel fiir das zweifache Vektorprodukt
leicht nachrechnet.

Das Volumen V eines Parallelepipeds (,,Spat®), der von den Vekto-
ren ri, o und rz aufgespannt wird, lasst sich mit Hilfe des Spatpro-
dukts berechnen,

Ty T2 I3
V=ri-(roXxry) =re-(rgxry) =r3-(ryxre) =det | v1 v2 s
Z1 k9 Z3

(2.9)

Hierbei ist die Determinante det im n-dimensionalen Raum R™ ein
Funktional auf quadratischen Matrizen. Am einfachsten lasst es sich
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als multilineares Funktional auf den Spaltenvektoren der Matrix cha-

rakterisieren. Sind die n-Vektoren ai,...,a, die Spaltenvektoren der
Matrix
a1 a2 ... QAip
a91 A92 ... A3
A= "
Ap1 Ap2 ... Qpp
d.h.
Q14
a9;
a; = !
Qpy

Dann ist det(A) = det(a;, ag, . ..,a,) durch die folgenden Eigenschaf-
ten eindeutig bestimmt:

(i) Die Determinante erfiillt fiir jeden Spaltenvektor das Distri-

butivgesetz,
det(ay,..., \a; + ub;,...,a,) =
(a1 H ) (2.10)
Adet(ay,...,a;,...,a,) + pdet(ag, ..., b, ... a,) .

(ii) Vertauscht man zwei Spaltenvektoren, so &ndert sich das Vor-

zeichen,
det(ai,...,a,...,4a;...,a,) = —det(ay,...,a;,...,a;,...,a,) .
(2.11)
(iii) Die Determinante der n Einheitsvektoren ist 1,
det(eq,...,e,) =1 (2.12)

mit den Einheitsvektoren e;, die an der i-ten Stelle eine 1
haben und deren andere Komponenten verschwinden

0
e = 1 (i—teStelle)
Wichtige Rechenregeln fiir die Determinante sind der Determinanten-

Multiplikationssatz: Sind A und B zwei n x n-Matrizen , so ist die
Determinante des Produkts gleich dem Produkt der Determinanten,

det(AB) = det(A)det(B) , (2.13)

sowie die Gleichheit der Determinanten einer Matrix A und ihrer Transpo-
nierten AT,

det(AT) = det(A) , (2.14)
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mit der transponierten Matrix

aipr ... Qapi
AT =

A1y - -+ App

Wir wollen jetzt Bewegungen im Raum geometrisch beschreiben.
Dazu fiigen wir unserem Raum die Zeit als 4. Dimension hinzu. Die
Bahn eines Massenpunktes wird dann eine Kurve im 4-dimensionalen
Raum, eine sogenannte Weltlinie

(¢, (1), y(t), 2()) -

Eine geradlinig gleichférmige Bewegung durch den Ursprung hat die
Form

t(1, vy, vy, V)

mit dem konstanten Geschwindigkeitskomponenten v,, v, und v,.
Wir stellen jetzt 2 Postulate auf:

Postulat I: Alle geradlinig gleichférmig bewegten Bezugssyste-
me (mit Geschwindigkeit v < 1) sind dquivalent.

Postulat II: Die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 ist unabhéngig
von der Geschwindigkeit des (geradlinig gleichférmig) beweg-
ten Bezugssystems.

Wir diskutieren diese Postulate fiir den Fall, dass es nur eine raumliche
Dimension gibt. Zunéchst geben wir eine Definition der Koordinaten,
die ein gleichformig bewegter Beobachter verwenden kann. Unser Beob-
achter hat eine Uhr und sendet zur Zeit ¢; ein Signal aus, das am Punkt
P der Raumzeit reflektiert wird und zur Zeit ¢, vom Beobachter wie-
der empfangen wird. Dann ordnet er dem Punkt P die Zeitkoordinate
t = 1(t1 + t») und die Raumkoordinate z = $(t5 — #1) zu.

Wir vergleichen jetzt die Uhren zweier Beobachter, die sich relativ
zueinander bewegen. Dazu sendet der erste Beobachter in Zeitabstdnden
T Signale aus, die der zweite Beobachter in Zeitabstédnden k7T empfangt.
Der Faktor k (der sogenannte Rotverschiebungsfaktor) soll bestimmt
werden. Sendet Beobachter 2 Signale aus, so empfiangt sie der erste
Beobachter ebenfalls in Zeitabstinden, die um denselben Faktor k
verdndert sind (Aquivalenz der Bezugssysteme). Seien die Beobachter
zur Zeit t = 0 am selben Ort und bewege sich der zweite Beobachter
mit Geschwindigkeit v, widhrend der erste ruht. Zur Zeit 17" sendet der
erste Beoachter ein Signal aus, das vom zweiten Beoachter nach sei-
ner Uhr zur Zeit kT empfangen wird, sofort reflektiert wird und beim
ersten Beobachter zur Zeit £*T nach dessen Uhr erhalten wird.

Nach unserer Vorschrift zur Wahl der Koordinaten gibt Beobachter
1 dem Raumzeitpunkt der Reflexion die Koordinaten t = (1 4 k)T

und z = $(k*—1)T. Da der zweite Beobachter sich mit Geschwindigkeit
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v bewegt, gilt x = vt. Also folgt

k2 —1 1
v = —— und daher k£ = +U.
k2 +1 1—vo

(2.15)

Vergleichen wir jetzt 3 Beobachter 1,2,3 mit k-Faktoren k1o, kog und k13,
so treffen die Signale, die Beobachter 1 in Zeitabstdnden T absendet,
in Zeitabstinden k151" bei Beobachter 2 und in Zeitabstinden k371" bei
Beobachter 3 ein. Fiir Beobachter 3 ist das jedoch dasselbe, als wenn
Beoachter 2 Signale in Zeitabstédnden k5T abgesendet hitte (fiir den
Fall dass die Geschwindigkeit v;3 von Beoachter 3 grofer ist als die
Geschwindigkeit v15 > 0 des zweiten Beobachters, beides bezogen auf
Beoachter 1). Daher gilt

K1z = kizkas . (2.16)

Also folgt fiir die Geschwindigkeiten (v9g ist die Geschwindigkeit von
Beobachter 3, bezogen auf Beoachter 2)

(14v12)(14v23)
k%g -1 k%ﬂf%:s -1 (1—&3(1—152) T Vgt U

TR 41 KRk 1 —gjm)(ljm) 11 l4wpvg
v12)(1—v23)

(2.17)

V13

Dies ist das relativistische Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten.
Fiir kleine Geschwindigkeiten v < 1 kann der Nenner durch 1 ersetzt
werden, die Geschwindigkeiten addieren sich dann wie in der nicht-
relativistischen Theorie. Geht aber z.B. vy3 gegen 1 (die Lichtgeschwin-
digkeit), so auch wvy3, die Lichtgeschwindigkeit ist also, wie gefordert,
unabhéngig vom Bezugssystem.

Eine wesentliche Einsicht Einsteins bestand darin, dass die Frage,
ob 2 Ereignisse gleichzeitig stattfinden, vom Bezugssystem abhéngt.
Unabhéngig vom Bezugssystem findet man (nach Wahl eines Ursprungs)
die Einteilung der Raumzeit in drei Bereiche:

Zukunft: Die Zukunft besteht aus den Punkten der Raumzeit,
die vom Ursprung aus mit einer Geschwindigkeit v < 1 er-
reicht werden konnen. Nur Ereignisse in der Zukunft kénnen
vom Urprung aus beeinflusst werden.

Vergangenheit: Die Vergangenheit besteht aus den Punkten
der Raumzeit, von denen aus der Ursprung mit einer Geschwin-
digkeit v < 1 erreicht werden kann. Nur Ereignisse in der
Vergangenheit konnen am Ursprung bekannt sein.

raumartiges Gebiet: Alle anderen Raumzeitpunkte nennt man
raumartig. Fiir jeden raumartigen Punkt gibt es ein Bezugs-
system, fiir das dieser Punkt die gleiche Zeitkoordinate wie
der Ursprung hat.

Man erhélt das folgende Bild
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(lichtartig)

2 —22=0

Zukunft
(zeitartig)

2 —22>0
t>0
2 — 22 <0

Gegenwart,
(raumartig)

t<0

2 —22>0

(zeitartig)
Vergangenheit

Wir wollen jetzt die Eigenzeit eines gleichformig bewegten Beochters
berechnen. Seine Weltlinie sei (t,2) = ¢(1,v) mit 0 < v < 1, ¢ > 0.
Ein vom ruhenden System bei z = 0 ausgesandtes und am Punkt
(t,x) reflektiertes Signal wird zur Zeit t; = ¢t — x abgeschickt und zur
Zeit to = t + x wieder empfangen. Der bewegte Beobachter misst als
Zeitpunkt, zu dem das Signal bei ihm eintrifft

T=kti =k(t—z) = ! JrUt(l—v) =tV1—v2 =2 —22. (2.18)

1—w

Diese Zeit nennt man die Eigenzeit. Die Eigenzeit ist unabhéngig vom
Bezugssystem. Denn ein zweiter Beobachter (mit Geschwindigkeit 0 <
v' < v), dessen Weltlinie ebenfalls durch den Ursprung geht, hétte
dem Ereignis die Koordinaten (¢, z’) zugeordnet mit t; = ¢’ — 2’ als
Zeitpunkt, zu dem das Signal vom ruhenden System bei ihm eintrifft,
und t, = t' + 2’ als Zeitpunkt, bei dem das reflektierte Signal bei ihm
durchléuft. Nach der Definition der k-Faktoren gilt

14+
=kt |ty =kt, | k,:’/l—v'

TP=t -2 =ttty =ity =17 —a'* . (2.19)

Insbesondere ist die Eigenzeit also immer kleiner als die von einem an-
deren System aus gemessene Zeit (Zeitdilatation). Wir kénnen jetzt
die Koordinaten von einem ruhenden auf ein mit Geschwindigkeit v

und damit
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bewegtes System umrechnen. Eine solche Transformation nennt man
Lorentztransformation. Wir finden

-2 =k(t—z) , ' +2' =k'(t+2)

mit k = 4 /i—z und daher

t'=~(t—vx
=t~ va) (2.20)
' =y(—vt+x)
mit
= 1(/<;+kf1)— ! (2.21)
77 V1= '

Wir betrachten jetzt die mit dem Ursprung gleichzeitigen Raumzeit-
punkte im System, das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt. Per
definitionem haben diese im gestrichenen Koordinatensystem die Zeit-
koordinate ¢ = 0. Fiir die Koordinaten im ruhenden System ergibt
sich

(t’x> = :L’(U, 1) )

in unserer 2-dimensionaler Raumzeit bilden die gleichzeitigen Punkte
also eine Gerade, die sich durch Spiegelung der Weltlinie (¢, z) = ¢(1,v)
des bewegten Beoachters am Lichtstrahl (¢, z) = ¢(1,1) ergibt (fiir v >
0).

Wir kénnen nun das Phénomen der Lidngenkontraktion diskutie-
ren. Eine Stange der Lange L bewege sich mit der Geschwindigkeit v.
Die Weltlinien von Anfangspunkt und Endpunkt seien im mitbewegten
System die Geraden ' = 0 und 2’ = L. Im ruhenden System werden
diese Geraden durch die Gleichungen 0 = v(x — vt) und L = ~(x — vt)
beschrieben. Die z-Koordinaten der beiden Punkte unterscheiden sich
zu gleichen Zeiten ¢t des ruhenden Systems also um

L'=v1-L|, (2.22)

Die Léange erscheint daher vom ruhenden System aus gesehen um den
Faktor v/1 — v? verkiirzt.

Wir haben gesehen, dass Zeiten und Langen vom Bezugssystem
abhéngen. Dies ist der Grund fiir die Bezeichnung Relativitdtstheorie.
Leider hat dieser Name zu unsinnigen Simplifizierungen gefiihrt (,,alles
ist relativ®). Tatsdchlich gibt es aber auch invariante Groflen: fiir zwei
Ereignisse an den Raumzeitpunkten P, P, mit Koordinaten (¢, ;)
und (tq, z9) ist die Grofle

(t1 — t2)* — (x1 — 22)° (2.23)

unabhiingig vom Bezugssystem. Im Fall (t; — t5)? > (77 — x9)? ist
die GroBle das Quadrat der Eigenzeit 7 eines gleichférmig bewegten
Beobachters zwischen den Ereignissen P, und Py, im Fall (t; — t5)? <




2. RAUM UND ZEIT IN DER SPEZIELLEN RELATIVITATSTHEORIE 13

(1 —x2)? ist sie das negative Quadrat des Abstandes der beiden Punkte
in einem Bezugssystem, in dem die beiden Ereignisse gleichzeitig sind.
Wir lassen jetzt die Einschrankung auf eine rdumliche Dimension

fallen. Ereignisse sind dann Punkte in einem 4-dimensionalen Raum,

den wir nach Auszeichnung eines Ursprungs O, eines gleichformig beweg-
ten Beobachters A, dessen Weltlinie durch den Ursprung geht, sowie

eines kartesischen Koordinatensystems in der zum Ursprung gleichzei-

tigen Punktemenge mit dem R* identifizieren kénnen,

P x= (22" 2% 2% = (t,1) . (2.24)
In diesem Raum definieren wir die quadratische Form
2= (29 — (2')? — (2P - (2*) =1 — |r)? . (2.25)

Der R*, versehen mit dieser quadratischen Form, heifit Minkowski-
raum.

Weltlinien von Teilchen sind Kurven der Form (¢,r(¢)) mit [£] <
1. Wir wollen die Eigenzeit eines Teilchens, das sich nicht notwendig
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, berechnen. Ist die Bewegung
stiickweise gleichférmig,

dr vi , 05t<4,
— =9 V2 , h<t<ty,
dt

so addieren sich die Eigenzeiten, und wir erhalten
T:tl 1—|V1|2+(t2—t1) 1—|V2|2+....

Eine beliebige Weltlinie denken wir uns in kleine annidhernd gerade
Stiicke zerlegt und erhalten im Limes beliebig feiner Unterteilung die
allgemeine Formel fiir die Eigenzeit

T:/dt 1-—

Geradlinig gleichférmige Bewegung: Die Weltlinie ist (¢, r(t)) =
(t,tv) with |v| < 1. Die Eigenzeit ist

¢
T:/dt'\/1—|v|2:t 1—|v|?.
0

Gleichformig beschleunigte Bewegung: Hier ist die Welt-
linie gegeben durch (¢,r(t)) = (¢, V12 + L2,0,0). Die Eigen-
zeit ergibt sich aus dem Integral

b 2 AN |
= dt'\/1— ——= =1L dt’ —— .
! /0 2+ L? /0 V2 +1

Zur Berechnung machen wir die Substitution ¢’ = sinhu.
Dann ist dt’ = coshudu, t'?> + 1 = cosh? v und u wird iiber

dr |?
— 2.26

Beispiele:
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das Intervall [u;,us] mit u; = 0 und sinhuy, = % integriert.

L
Also folgt 7 = Lsinh™" £.

Anstatt die Weltlinie durch die Zeit in einem beliebig gewéhlten Bezugs-

system zu parametrisieren, kann man auch die Eigenzeit als Parameter

wéhlen (dies entspricht der Parametrisierung einer Kurve im euklidi-

schen R™ durch die Bogenlénge). Sei

z(1) = (t(7),x(t(7)))
eine durch die Eigenzeit parametrisierte Weltlinie. Dann folgt fiir die

Geschwindigkeit
dz

T dr
immer die Beziehung
dr

dt\? 2/ dt\?
2= =) - |=| (=] =1. 2.27
b (dT) dt (dT> (2.27)

Man nennt u die Vierergeschwindigkeit. Im ersten Beispiel ist ¢(7) =

~T, mit v = 1i|v|2’ und damit © = y(1,v). Im zweiten Beispiel ist

t(r) = Lsinh 7 und z(7) = Lcosh 7. Damit folgt fiir die Viererge-
schwindigkeit

u

u= (cosh%,sinh%,0,0) .

Wir konnen jetzt auch die Beschleunigung beziiglich der Eigenzeit be-
rechnen. Sie ist

du 1
a=-= Z(sinh%,cosh%,O,O) .
Wiéhrend die Vierergeschwindigkeit immer zeitartig ist, ist die Beschleuni-
gung immer raumartig. Im System des beschleunigten Beobachters ist

ihr Betrag
—a? = — (2.28)

Die Beschleunigung ist also, vom mitbewegten Beoachter aus gesehen,
konstant.

Wir wollen die Gleichung u? = 1 physikalisch interpretieren. Dazu
differenzieren wir sie nach der Zeit und erhalten

U0HOZU'il,

also
. . . u
Up=U-vmtv=—.
Uo
Wir identifizieren jetzt mou mit dem Impuls p und myug mit der Ener-
gie E des Teilchens. Definieren wir die Kraft durch F = 92 so ergibt

dat
sich die bekannte Beziehung fiir die Leistung

E=F v. (2.29)
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Wir nennen p = (E, p) den Viererimpuls des Teilchens. Offenbar gilt
2 _ 2 2 2 2 2

p° = E* — |p|© = mgu® = mg . (2.30)

Zwischen Energie und Impuls besteht also die Beziehung

2
E =\/|p]*> +md =my 1+@. (2.31)
my

Fiir kleine Impulse gilt (|p| < my)
pf* _ 1pl*

E =~ ) 2.32
Mo+ 2mg 8 mj (2:32)
Die Geschwindigkeit ist
v:%. (2.33)
Bei Reaktionen zwischen Elementarteilchen gilt der Erhaltungssatz
pit Aty =pi e, (2.34)
die Summe der Viererimpulse der Teilchen 1,...,n vor dem Stof} ist
also gleich der Summe der Viererimpulse der bei der Reaktion entstan-
denen Teilchen 1, ..., m. Dieser Satz tritt an die Stelle von Energie-und
Impulserhaltungssatz der nichtrelativistischen Mechanik.
Die Grofle
s = (p1+---pn)’ (2.35)

ist unabhéngig vom Lorentzsystem. Im Schwerpunktssystem (> p; =
0) ist s das Quadrat der Gesamtenergie. In jedem anderen Lorentzsy-
stem ist die Energie grofler, wie man aus der Gleichung

S=0_E)-1>_pl
sieht.

Die Stofle stellt man sich als Wechselwirkungen vor, die nur auftre-
ten, wenn die Teilchen zusammentreffen. Die Kraftgesetze, die man aus
der klassischen Mechanik kennt, beschreiben aber Wechselwirkungen
iiber eine endliche Entfernung. Dies lésst sich kaum mit der endlichen
maximalen Signalgeschwindigkeit aus der speziellen Relativitéatstheorie
vereinbaren. Tatséchlich gibt es keine relativistische Verallgemeinerung
der Mechanik. Stattdessen treten als Grundgroflen jetzt die Felder auf.
Bevor wir uns den elektromagnetischen Feldern zuwenden, wollen wir
einige Ideen der Allgemeinen Relativitdtstheorie besprechen.






KAPITEL II

Ausblick auf die Allgemeine Relativitéitstheorie

1. Das Aquivalenzprinzip

Die allgemeine Relativitétstheorie ist eine Theorie der Gravitation.
Als solche tritt sie an die Stelle der Newtonschen Gravitationstheorie.
In der Newtonschen Gravitationstheorie wird die Gravitation durch ein
Potential ¢ beschrieben, das eine Losung der Poissongleichung ist,

Ap =4nGp (1.1)

mit der Gravitationskonstanten G und der Massendichte p. Ein Pro-
bekorper erfiahrt in diesem Feld die Beschleunigung

x = —grad ¢ . (1.2)

Bemerkenswerterweise ist die Beschleunigung unabhéngig von der Mas-
se des Probekorpers (solange diese Masse so klein ist, dass sie das Gra-
vitationsfeld nicht nennenswert beeinflusst). Dieser Effekt wird beson-
ders anschaulich in der Erfahrung der Schwerelosigkeit in einem Raum-
schiff. Schwerelosigkeit bedeutet hierbei, dass relativ zur Bewegung des
Raumschiffs keine Beschleunigungen infolge der Schwerkraft auftreten
(von den winzigen, durch die Inhomogenitét des Gravitationsfeldes be-
dingten Gezeitenkriften abgesehen). Einstein hat dasselbe Phdnomen
am Beispiel des frei fallenden Lifts erldutert.

Die Unabhingigkeit der Gravitationsbeschleunigung von der Masse
(oder, dquivalent, die Gleichheit von tréager und schwerer Masse) ist
experimentell sehr gut bestétigt. Berithmt sind die Versuche von E6tvos
(1890-1922) der Genauigkeiten von 5 - 1079 erreicht hat. Erst in den
letzten Jahren hat man diese Schranken auf 4 - 10713 verbessert.

Ausgehend von diesen Erfahrungen (allerdings kannte Einstein die
Experimente von E6tvos noch nicht und stiitzte sich auf dltere Experi-
mente mit geringerer Genauigkeit) formulierte Einstein sein berithmtes
Aquivalenzprinzip: In einem frei fallenden System laufen alle Vorgénge
so ab, als ob kein Gravitationsfeld vorhanden wire.

Eine erste Konsequenz aus diesem Prinzip ist die gravitative Rot-
verschiebung. Dazu betrachten wir zwei Experimentatoren in einem
gleichférmig beschleunigten Raumschiff. Die Beschleunigung sei g, und
der Abstand der Beobachter in Richtung von ¢ sei h. Zur Zeit t = 0
schicke der untere Beobachter ein Photon in Richtung des oberen Be-
obachters ab. Wir nehmen an, dass das Raumschiff zu diesem Zeit-
punkt ruht. Zur Zeit t = % erreicht das Photon den oberen Beobachter

17
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(bei Vernachlissigung des von diesem zuriickgelegten Wegs, der eine
Korrektur 2. Ordnung darstellt). Dieser hat zu diesem Zeitpunkt eine
Geschwindigkeit v = gt = % erreicht. Er sieht daher das Photon mit

einer Rotverschiebung von

LY
- 2=

_gh

z .
c2

v
. (1.3)
Nach dem Aquivalenzprinzip ist dieselbe Rotverschiebung in einem
homogenen Gravitationsfeld zu erwarten. Die gravitative Rotverschie-
bung ergibt sich zu
4]

2= C—f (1.4)
mit der Gravitationspotentialdifferenz d¢p. Diese Rotverschiebung konn-
te tatsdchlich mit Hilfe des Mdossbauer-Effekts nachgewiesen werden.
Eine innertheoretische Bestéatigung fiir die gravitative Rotverschiebung
ergibt sich durch die Betrachtung der Energien. Wir nehmen an, dass
das Photon mit einer Masse m = C% an das Gravitationsfeld gekoppelt
ist. Das Photon verliert dann bei seinem Flug die Energie

E

Mit E = % folgt
oE A dp
E = X &
Die Aufgabe, die sich Einstein gestellt hat, war, eine Theorie der Gra-
vitation zu finden, die sowohl das Aquivalenzprinzip als auch das Po-
stulat der speziellen Relativitiatstheorie erfiillt, dass die Ausbreitung
von Licht unabhéngig vom Bewegungszustand des Senders erfolgt.

(1.6)

2. Raumzeit als Lorentz-Mannigfaltigkeit

Nach der speziellen Relativitdatstheorie lassen sich Raum und Zeit
zum sogenannten Minkowskiraum zusammenfassen. Dabei wird R x R?
mit einer quadratischen Form

n(t,r) =t* — |r|? (2.1)

versehen.

Die kréftefreien Bewegungen im Minkowskiraum kénnen durch ein
Extremalprinzip charakterisiert werden, das der Charakterisierung von
Geraden im euklidischen Raum als Verbindungslinien kiirzester Lénge
entspricht. Dazu betrachten wir zwei Punkte (¢;,r1) und (t2,rs) mit
to —t; > |xo — ry|. Der Raumzeitpunkt (to,r2) liegt also in der Zu-
kunft des Punktes (¢1,r;), Bahnen massiver Teilchen, die im Zeitraum
[t1,t2] von r; nach ry gelangen, werden durch eine (stiickweise stetig
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differenzierbare) Funktion r(¢) mit r(¢;) = ry, r(fs) = ro und |f| < 1
beschrieben. Die Eigenzeit lings dieser Bahn ist

:[aﬁl—uwp. (2.2)

Wir erkennen insbesondere, dass die Figenzeit beliebig klein werden
kann, falls die Geschwindigkeit sich der Lichtgeschwindigkeit annédhert.
Bei Uberlichtgeschwindigkeiten verliert die Eigenzeit ihren Sinn.

Wir suchen jetzt die Bahn mit der grofiten Eigenzeit. Dazu wihlen
wir ein Bezugssystem, in dem Anfangs- und Endpunkt der Weltlinie
am selben Ort sind. Die Bahn hat dann die Form

z(t) = (t,r(t) , r(t) =r(ta) . (2.3)
Wir finden wegen /1 —a < 1 fiir a > 0

to to
Tz/cmﬂqmw</dh%—h (2.4)
t1 31

falls #(t) # 0 fiir ein t € (¢1,t2). Also folgt aus dem Prinzip der maxima-
len Eigenzeit, dass das kraftefreie Teilchen in einem geeignet gewéhlten
Bezugssystem ruht. Wegen der Aquivalenz der Bezugssysteme ist das
gleich bedeutend mit der bekannten Tatsache, dass sich ein kriftefreies
Teilchen geradlinig gleichférmig bewegt. to — ¢ ist die Eigenzeit, falls
das Teilchen in Ruhe bleibt.

Zur Veranschaulichung betrachten wir eine Bewegung auf einer Kreis-
bahn mit Radius r und Winkelgeschwindigkeit w = t22_7rt1. Damit die
Geschwindigkeit kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist, muss

ty —
2
gelten. Die Eigenzeit auf dieser Bahn betréagt

=ty — VI = 1%aR (2.5)

Bei einer Geschwindigkeit von 360km/h = 100m/s ~ 5 - 10~%¢ und ei-
ner Fahrzeit von 1h = 3600s bleibt die Uhr des mitbewegten Beobach-
ters um etwa 0,2 Nanosekunden hinter der des ruhenden Beobachters
zuriick. Dies ist im Bereich heutiger Messgenauigkeiten.

Einsteins Idee war es jetzt, die frei fallende Bewegung im Gravitati-
onsfeld als eine Bewegung ldngster Eigenzeit in einer Raumzeit aufzu-
fassen, die lokal die Struktur des Minkowskiraums besitzt. Als Ansatz
wird eine ortsabhéngige Metrik

g = ds® = g, (x)dz"dz” (2.6)

r<

postuliert, die dieselbe Signatur (+ — ——) wie die Minkowskiraum-
Metrik 1 hat. Bahnen x(s) massiver Teilchen erfiillen die Bedingungen

Gt >0 (2.7)
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und
e'ga’ >0, (2.8)
wobei (e*) ein zeitartiges Vektorfeld ist, das die Zeitorientierung cha-
rakterisiert.
Die frei fallende Bewegung ist jetzt dadurch ausgezeichnet, dass die

Eigenzeit
S2
T:/ dsy/ G, THTv (2.9)

S1
maximal ist. Als Beispiel wéhlen wir goo = 1 4 2¢, mit dem Gravi-
tationspotential ¢ (so normiert, dass es bei unendlich verschwindet)
und lassen die anderen Komponenten von g gegeniiber ihren Minkow-
skiraumwerten unverdndert. Fiir die Eigenzeit finden wir, wenn wir
2° =t als Parameter benutzen,

t2
:/ dtn/1+ 2¢ — [x]? . (2.10)
t1

Fiir den Fall, dass das Potential ¢ und die Geschwindigkeit sehr viel
kleiner als 1 sind (d.h. die potentielle und die kinetische Energie sind
klein im Vergleich zur Ruhenergie), kénnen wir die Wurzel approximie-

ren c
Vitem1+g (2.11)

T= /: dt (1 - (%!k\z - w)) : (2.12)

das Prinzip der ldngsten Eigenzeit geht also in diesem Grenzfall in
das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung iiber, das in der klas-
sischen Mechanik verwendet wird. Nach diesem Prinzip verlauft die
Bewegung zwischen zwei Raumzeitpunkten so, dass das Integral

S = / ® HL(e(t), #(1). ) (2.13)

1

und erhalten

minimal wird. S nennt man die Wirkung, und L ist eine Funktion
des Ortes, der Geschwindigkeit und der Zeit, die als Lagrangefunktion
bezeichnet wird. In typischen Féllen hat sie die Form

L = En — Epor (2.14)

mit der kinetischen Energie Ey;, und der potentiellen Energie E,q.

Wir haben es hier mit einem Extremalproblem zu tun, bei dem
die Variable eine Funktion ist. Diese Problem behandelt man mit Hilfe
der Variationsrechnung. Sei im einfachsten Fall L eine Funktion zweier
Variablen ¢ und ¢. Wir wollen eine Funktion ¢(¢) finden mit ¢(t1) = ¢
und ¢(t3) = g9, fir die das Integral

[ aniato) i) 219

t1
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minimal ist. Hierbei setzt man fiir die 2. Variable in der Funktion L
die Ableitung 24¢(t) = ¢(t) der Funktion g(t) ein.

Sei nun die Funktion ¢(t) eine Losung des Extremalproblems. Sei
h(t) eine beliebige andere Funktion mit A(t;) = h(ts) = 0. Wir be-
trachten die Funktion

to
S() = / AL(g(t) + Nh(t), 4(t) + Mh(t) . (2.16)
t1
Diese Funktion besitzt ein Extremum bei A = 0. Also gilt
d 2 (0L oL
= — = dt | —h(t) + =h(t 2.1
0= 55O = [Car(Gono+ i) @

Den zweiten Term auf der rechten Seite kénnen wir partiell integrieren,
B oL, oL ..|* [® (doL
[ aggio = gono| - [Ca (g ). e

Der Randterm verschwindet aufgrund der Randbedingungen an A, und

wir finden .
2 oL d OL
_ -7~ — 2.1

fiir beliebige Funktionen h, die an den Stellen ¢; und t, verschwinden.
Daraus folgt, dass ¢(t) die Euler-Lagrange-Gleichung
oL doL
dqg dtdq

1

(2.20)

erfiillt.
Im Fall mehrerer Variablen erhélt man entsprechend fiir die Losung
des Extremalproblems

[ ana, a0, i) (221)

t1
die n Euler-Lagrange-Gleichungen
oL doL
dq;  dtdg;
Zum Beispiel ist die Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen der Masse
m, das sich in einem Potential V' bewegt,

L= %(:&2 YRt — Vi, 2) . (2.23)
Die Ableitungen der Lagrange-Funktion nach den Geschwindigkeiten
nennt man die den Koordinaten zugeordneten kanonischen Impulse,
und die Bewegungsgleichung fiir die z-Koordinate ergibt sich zu

_ov

ox '

und entsprechend fiir die anderen Koordinaten.

0,i=1,...,n. (2.22)

(2.24)

mx =
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Ein anderes Beispiel ist das mathematische Pendel, also eine punkt-
formig gedachte Masse, die im homogenen Schwerefeld g mittels einer
masselosen starren Stange der Lénge [ an einem Punkt befestigt ist und
sich in einer vertikalen Ebene bewegen kann. Als einzigen Freiheitsgrad
besitzt das Pendel die Auslenkung aus der Ruhelage, die wir durch
einen Winkel ¢ beschreiben kénnen. Die kinetische Energie ist

1 .
Fuin = 5ml2¢2, (2.25)

die potentielle Energie ist F,ox = mgh mit h = —[cos ¢. Damit lautet
die Lagrange-Funktion

1 .
L= iml2¢2 + mgl cos ¢ . (2.26)

Die Euler-Lagrange-Gleichung des mathematischen Pendels ergibt sich
zZu
mi?¢ +mglsing =0 . (2.27)

3. Bewegungen im rotationssymmetrischen Gravitationsfeld

Als ein wichtiges Beispiel betrachten wir ein rotationssymmetrisches
Gravitationsfeld. Dies wird in Kugelkoordinaten durch die Schwarzschild-
Metrik

)

)alt2 +(1- —dr? + 7‘2(d92 + sin? 9d¢2) (3.1)

2m
g=—(1-="
r

beschrieben, mit r > 2m. m ist hierbei ein freier Parameter, der als GM
interpretiert wird, wobei M die Masse des Zentralkorpers bedeutet.

Ein Probekorper bewegt sich in diesem Feld so, dass seine Eigenzeit
maximal wird. Wir parametrisieren die Weltlinie durch einen Parame-
ter s. Die Eigenzeit ist

= / Lds , (3.2)

mit der Lagrangefunktion

L= \/(1 — QTm)iQ —(1- 2Tm)—11'"2 — r2(92 + sin? 0¢?) | (3.3)
wobei f die Ableitung einer Funktion f nach s bezeichnet.

Unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie kénnen wir als Anfangs-
werte fiir § die Werte 6(0) = 5 und 0(0) = 0 withlen. Aber dann ist
wegen der Reflexionssymmetrie 6 — 7 — 6 der Lagrangefunktion ¢ = 7
fiir alle Zeiten. Wir erkennen daraus, dass der Winkelanteil der Bewe-
gung wie im Keplerproblem auf einem Grofikreis der Einheitssphére S

verlauft. Es geniigt daher, die Lagrangefunktion

Lo = \/(1 _ M (= 277”)—17'«2 g (3.4)

r

zu untersuchen (im folgenden wieder mit L bezeichnet).



3. BEWEGUNGEN IM ROTATIONSSYMMETRISCHEN GRAVITATIONSFELD23

Die Euler-Lagrange-Gleichung beziiglich ¢ lautet
d 0L
ds Ot
Also ist E = %—? eine Erhaltungsgréfle. Sie entspricht der Energie beim
nichtrelativistischen Problem. Wir berechnen
1 2m. .
E=—-(1-—7)t. 3.6
2= 20 (36)

Eine weitere Erhaltungsgrofie ergibt sich aus der Euler-Lagrange-
Gleichung fiir den Azimuthalwinkel ¢, ndmlich

(3.5)

po= 77 (3.7)

pg entspricht dem Drehimpuls in der Bahnebene beim Keplerpro-
blem.

Wir ersetzen jetzt in L die Zeitkomponente ¢ der Geschwindigkeit
durch EL(1 — 22)~', die Winkelgeschwindigkeit ¢ durch 22 und die
Radialgeschwindigkeit 7 durch g—:L mit der Eigenzeit 7 und finden

L= ((1 - 27’”)1(132 - (%)2) - %) 2. (38

Fiir E folgt

om dr\*® p:  2mp?
BP=1-"24 (= o _T e 3.9
r + (dT) + 72 73 (3.9)
Dies lasst sich in der vertrauten Form
1, 1 (dr\>
5(E —1)= 3 <%) + Uest(7) (3.10)

schreiben, mit dem effektiven Potential

m 2 2

Uat(r) = == + ;% - % . (3.11)
In den beiden ersten Termen des effektiven Potentials erkennen wir das
Gravitations- und das Zentrifugalpotential des Keplerproblems. Neu ist
der letzte Term. Dieser iibertrifft bei kleinen Werten von r das Zentrifu-
galpotential, sodass der Massenpunkt auch bei nichtverschwindendem
Drehimpuls in das Zentrum hineingezogen werden kann.

Bei radialer Bewegung (ps = 0) &@ndert sich nichts gegeniiber der
nichtrelativistischen Situation. Im Fall p, # 0 berechnen wir zunéchst
die lokalen Extrema des effektiven Potentials.

Aus

m  py  3mpj

p— /_
0= eff — o5 T

e (3.12)
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folgt die quadratische Gleichung
2

2 Po 2
— e 432 =0 3.13
T mT + pd) ( )
mit den Losungen
2
12m?
ri:p_¢<1i 1- T) (3.14)
2m P

Die Nullstellen sind reell, falls p7 > 12m? ist. In diesem Fall hat das
Potential ein Maximum bei r_ und ein Minimum bei r,. Anderenfalls
hat es kein lokales Extremum, die moglichen Bahnen enden alle bei
r = 0.

Im Fall pj > 12m? gibt es fiir $(E? — 1) < maxUgg(r) Bahnen,
die nicht im Ursprung » = 0 enden. Insbesondere gibt es die Kreisbahn
mit r = r;. Der zugehorige Drehimpuls py ergibt sich durch Auflésung
der Gleichung (3.13) zu

r

= —. 3.15
ol = = (3.15)
Die Umlaufdauer (in der Eigenzeit) berechnen wir aus
2r_dé_ |pgl 1
- = = 3.16
Teigen |dT| r? T/ =3 (3.16)

und finden

o
Teigen = 2774/ i 3. (3.17)

Zum Vergleich: beim Keplerproblem ist die Umlaufzeit der Kreisbahn
mit Radius r etwas grofler, namlich 7' = 27r \/g :

Wir konnen auch die Umlaufdauer in der Koordinatenzeit ¢ berech-
nen. Hierzu wéhlen wir ¢ als den Parameter der Bahn. Der Wert von L
auf der Kreisbahn liefert dann den Umrechnungsfaktor von der Eigen-
zeit auf die Koordinatenzeit. Aus Gleichung (3.4) erhalten wir, indem
wir 3—: = 0 setzen, qb durch den Drehimpuls und L ausdriicken und
Gleichung (3.15) benutzen,

sm

L=4/1— (3.18)

r

Tei en
Tkoord = Lg = QWT\/ % ) (319)

also derselbe Wert wie beim Keplerproblem.

Wir betrachten jetzt den Fall Uyg(r) < 3(E* —1) < 0. In diesem
Fall gibt es eine gebundene Bahn zwischen den Radien r; und 7, wenn
1 > 19 > r3 die drei Nullstellen der Funktion §(E? —1) — Uyg(r) sind.

Es folgt
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Bevor wir dieses Problem néher untersuchen, erinnern wir uns an
das Keplerproblem. Dort gehen wir von der Gleichung der Energieer-
haltung
1, m D

E==p2_1" 2
2r 52 (3.20)

aus. Wir ersetzen jetzt die Variable r durch w = ™. Dies vereinfacht
das effektive Potential, und fiir die kinetische Energle ergibt sich

Ly _1(dm\’_m? d¢ 175 [ dw
=z () =5 (5) (%) -5 () - o

Wir setzen dies in den Ausdruck fiir die Energie ein und erhalten

2

1 /dw\® 1 m?2 Em? m?

=) +=lvw—-—] =—+—. 3.22
Q(dcb) 2( pi) I (3.22)

Dieser Ausdruck ist identisch mit der Formel fiir die Energie eines

harmonischen Oszillators mit (Kreis-)Frequenz 1 und Ruhelage bei

w = ’;‘—22. Die Ruhelage entspricht gerade der Kreisbahn bei dem vorge-
%

gebenen Drehimpuls.
Aus der bekannten Losung der Bewegungsgleichung fiir den harmo-

nischen Oszillator erhalten wir daher die Bahnkurve in der Form
2

w=—= Z_i + Acos(¢ — ¢o) (3.23)

mit A =, /2(E":—22 + ”p—?) und ¢y beliebig. Dies ist die Gleichung eines
% $

Kegelschnitts. Im Fall E < 0 ergibt sich eine Ellipse. Eine bemer-
kenswerte Eigenschaft des Keplerproblems ist, dass die Bahnkurve als
Funktion von ¢ dieselbe Periode wie ¢ besitzt und daher geschlossen
ist.

Im entsprechenden relativistischen Problem tritt im effektiven Po-

2
tential ein zusétzlicher Term —%w?’ auf. Im Fall p3 > 12m?* wird das
lokale Minimum bei w = ’;1—22 nur wenig modifiziert. Die Frequenz ergibt
s

sich aus der 2. Ableitung des effektiven Potentials nach w an der Stelle
’;‘—22. Wir erhalten
%

d2 a3 6 2
w2:1+(—f)|w:m72=1—ﬁ2. (3.24)
dw = P
Damit &ndert sich der Winkel ¢ bei einem Umlauf um
2 3m?
Sp =2 mom(l+ o) (3.25)
w






KAPITEL IIT

Elektrostatik

Nach diesem kurzen Ausblick auf die Allgemeine Relativitédtstheorie
wollen wir uns jetzt der Feldtheorie zuwenden. Der wichtigste Spezial-
fall sind dabei die elektromagnetischen Felder. Diese sollen im folgenden
genauer untersucht werden.

1. Coulombgesetz, das elektrische Feld

Elektrische und magnetische Phdnomene sind bereits seit langem
bekannt, jedoch gelangte man erst recht spit zu quantitativen Aus-
sagen. Die erste derartige Aussage ist das Coulombsche Gesetz iiber
die Krafte zwischen zwei ruhenden Ladungen. Seien e; und ey zwei
punktformig gedachte Ladungen an den Orten x; and x5, dann wirkt
auf die Ladung e; die Kraft

6162(X1 —Xz)
F=k— - 1.1
|X1 _ X2|3 ( )

mit einer Konstanten & > 0. Im SI-System ist & = (4mep)™! mit
107 A’

€0 = 4y 2N Es gibt auch Mafisysteme, z.B. das Gaufische System, in
denen man k = 1 setzt und damit die Einheit der elektrischen Ladung
durch mechanische Einheiten ausdriickt. Fiir die Elementarteilchen-
physik wichtig ist die Beziehung von k zu anderen Naturkonstanten.
Es gilt:

k=a— (1.2)
mit der Feinstrukturkonstanten o ~ # Wir werden im folgenden
€p = ¢ = 1 setzen. Dies bedeutet, dass, ausgehend von den Einheiten

Sekunde und Newton, Lingen in Lichtsekunden (1m = (2,99792458 -

10%)~!s ~ 3-ns) und Stréme in Vielfachen von 4/ A gemessen werden.

Das Coulombgesetz hat dieselbe Form wie das Newtonsche Gravi-
tationsgesetz, bis darauf, dass die Ladungen verschiedene Vorzeichen
haben konnen, sodass gleichnamige Ladungen sich abstoflen, wahrend
ungleichnamige sich anziehen. Dieser Sachverhalt ist fiir die Stabilitat
der Materie von ganz entscheidender Bedeutung.

Wie das Gravitationsgesetz ist das Coulombgesetz ein Fernwirkungs-
gesetz: Ladung 1 wird davon beeinflusst, an welchem Ort sich Ladung
2 befindet. Die Einfithrung einer Fernwirkung ist schon zu Newtons

27
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Zeiten als unbefriedigend empfunden worden. Sie lésst sich in der fol-
genden Weise vermeiden, die zunéchst rein formal erscheint.

Man definiert eine neue Grofle, das elektrische Feld am Punkt x, als
die Kraft, die eine Probeladung am Punkt x erfahrt, dividiert durch
deren Ladung. Dabei ist die Probeladung so klein, dass sie das System
nicht beeinflusst,

1

E(x) = ll_I}I(l) EF(X) . (1.3)
Man stellt sich jetzt vor, dass das Feld auch vorhanden ist, wenn es nicht
durch eine Probeladung getestet wird. Das Problem der Fernwirkung
ist damit in zwei Teile zerlegt worden: die Kraft auf das Probeteilchen
ist durch dessen Ladung und durch das elektrische Feld an seinem Ort
bestimmt, und es bleibt zu verstehen, wie ein elektrisches Feld von einer
Konfiguration von Ladungen erzeugt wird. Wie sich spéter herausstel-
len wird, ist das elektrische Feld tatséchlich eine selbstdndige Grofle,
die auch unabhéngig von dem Vorhandensein von Ladungen einen Sinn
hat.

Aus den Gleichungen (1.1) und (1.3) ergibt sich das elektrische Feld
einer Punktladung e am Ort y zu

1 x-y

E(x) (1.4)

T i x—yP

Elektrische Felder mehrerer Punktladungen addieren sich vektoriell,

1 XY
Ex)=— i——— . 1.5
) 47TZ¢:€ x — yil? (15)
Oft ist es sinnvoll, ein System vieler kleiner Punktladungen durch eine
kontinuierliche Ladungsdichte p(y) zu beschreiben. Das elektrische Feld

erhélt man dann als das Integral

1 3 X—Yy
Wiéhrend das elektrische Feld einer Punktladung am Ort der Ladung
divergiert, ist das Feld einer unendlich oft differenzierbaren Ladungs-
dichte p selbst auch unendlich oft differenzierbar.

Neben kontinuierlichen und punktférmigen Ladungsverteilungen be-
trachtet man auch flichenhafte und linienférmige Verteilungen. Alle
diese Situationen kann man einheitlich durch den Begriff der Distribu-
tion beschreiben. So ist die Ladungsdichte einer Punktladung am Ort
x durch die dreidimensionale Diracsche Deltafunktion gegeben,

p(y) =ed’(y —x) (1.7)

wahrend eine Flachenladungsdichte o auf der Oberfldche einer Kugel
mit Radius R und Mittelpunkt a einer Ladungsdichte

p(y) =o(y)d(ly —al - R) (1.8)

(1.6)
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entspricht. Ist eine Fliache durch x(u,v) parametrisiert, (u,v) € G C
R? so fiihrt die Flichenladungsdichte o(x) auf dieser Fliche zu einer

Ladungsdichte
(v —
p(y) —/Gdudv 50 % B0 o(y)o’(y —x(u,v)) . (1.9)

Ist die Ladung stattdessen auf einer durch x(s), s € I C R parame-
trisierten Kurve mit Linienladungsdichte A\(y) konzentriert, so ist die

Ladungsdichte
pW%j/%
I

2. Potential

ox 0x

dx

Py - x(s) (1.10)

Verschiebt man die Ladung im elektrischen Feld E entlang eines
Weges 7, so leistet man die Arbeit

A:e/E-dx . (2.1)

Hierbei wird das Linienintegral eines Vektorfeldes gebildet. Dies ist in
der folgenden Weise definiert. Sei C ein Vektorfeld, und sei v ein Weg,
der durch x(t), a <t < b parametrisiert wird. Das Linienintegral von
C iiber den Weg ~y ist dann

/yC dr = /abC(r(t))-i‘(t) dt .

Das Linienintegral ist unabhéngig von der Parametrisierung. Denn
sei t = f(s) mit einer stetig differenzierbaren Funktion f mit f’ > 0

und f(c) = a, f(d) = b. Dann gilt

d d b
dr dr df dr
[cy%w_[cyagm_lcyaﬁ, (2.2)

wobei wir erst die Kettenregel und dann die Substitutionsregel benutzt
haben. Im Gegensatz zur Linge einer Kurve héngt das Linienintegral
aber davon ab, in welcher Richtung die Kurve durchlaufen wird.

Im elektrischen Feld definiert man die Spannung als die Arbeit
pro Ladung, die bei der Verschiebung einer Ladung im elektrischen
Feld geleistet wird,

Ww:AEdL

Im elektrostatischen Feld gilt, dass die Spannung fiir geschlossene Wege
(r(a) = r(b)) verschwindet. In diesem Fall kann man das elektrosta-
tische Potential ¢ einfiithren durch

o(r) = o+ U(y) ,

wobei ¢y das willkiirlich gewéhlte Potential an einem Punkt ry und -y
ein Weg von r nach ry ist.
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Die Beziehung zwischen Potential und elektrischem Feld

w@n—wmwiKEdr

fiir alle Wege v von r; nach ry kann man auch differentiell formulieren.
Dies ist das erste Beispiel fiir einen Integralsatz. Er beruht, wie alle In-
tegralsitze, auf dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,

F(b) - Fla) = / iz F'(z) |

Sei y ein Weg von r; nach ry mit Parametrisierung r(t), t € [a, b]. Dann
gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
o) — ol = [ an 280
Die Ableitung berechnet man nach der Kettenregel zu
dple(t) _ Dpde  Dpdy | Dpd:
dt Ox dt Oydt Ozdt’
Wir fiithren jetzt das Vektorfeld

90 07 97 _
ox’ Oy’ 0z~

grad p = (

ein. grad ¢ nennt man den Gradienten (Steigung) von ¢. Das Tripel
V= (Z, 8%, £) nennt man den Nabla-Operator.

Der Gradient zeigt an, wie sich ¢ &dndert, wenn man sich von der
Stelle r zur Stelle r + dr bewegt,

Oy dyp Oy
8xdx + 8ydy + 8Zdz .

Bewegt man sich mit der Geschwindigkeit v, so ist die Anderungsge-
schwindigkeit von ¢

dp = @(r +dr) — ¢(r) = grad ¢ - dr =

d
d_f = grad ¢ - v = |grad ¢||v| cos 0

mit dem Winkel 6 zwischen den beiden Vektoren grad ¢ und v. Bei
gleichem Betrag der Geschwindigkeit d&ndert sich ¢ also am schnellsten,
wenn v in die Richtung von grad ¢ zeigt (§ = 0).

Setzen wir die obigen Beziehungen in das Integral ein und verglei-
chen mit der Definition des Potentials, so folgt der Zusammenhang

’E: —grad ¢ ‘

(Achtung: Vorzeichenkonvention!)
7.B. ist das Potential einer Punktladung im Ursprung

1 q

W(xay7z>zg\/m .
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Die x-Komponente des elektrischen Feldes ist dann

0 q
B=—t
ox 4

2,2 2—%:_1_1 20,24 .39, 4 %
@t =~ Lttt R = Lo
Die Wegunabhéngigkeit der Spannung formuliert man infinitesimal
in der folgenden Weise.

Nach dem Stokesschen Satz gilt die Beziehung

/ E-dXZ/I”OtE-d2X (2.3)
s S

fiir ein Flachenstiick S mit Rand 0.5. Damit erhélt man die Beziehung
rotE=0 (2.4)

Allgemein gilt
rotgrad f =0 . (2.5)

Fiir distributionsartige Felder gilt dieselbe Beziehung, wenn die Ab-
leitungen im Sinne von Distributionen interpretiert werden. Interessant
ist der Fall von Flichenladungen. Wir betrachten eine glatte Flichen-
ladungsdichte o auf einer Flédche S und bewegen eine Ladung auf ei-
nem geschlossenen Weg ~, der unmittelbar oberhalb der Fléche verlauft
(Teilstiick 1) und dann unter ihr zuriicklauft (Teilstiick v5). Im Limes
verschwindenden Abstands von der Fliche erhilt man fiir v, = 77 die
Gleichung

/ ll_r)r(l)(E(X +en) —E(x—en))-dx=0 (2.6)
71
mit dem Normalenvektorfeld n, und damit fiir jeden Tangentialvektor
t an die Flache im Punkt x

t- il_r}%(E(X +en) —E(x—en))=0 . (2.7)

Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes an einer geladenen
Fléache sind also stetig.

3. Das Gaufische Gesetz

Das elektrische Feld einer Ladungsverteilung nimmt mit dem Qua-
drat des Abstandes ab. Man kann das Feld geometrisch in der folgen-
den Weise beschreiben: Von jeder Ladung gehen Feldlinien aus. Ihre
Richtung gibt die Richtung des elektrischen Feldes wieder, ihre Dichte
dessen Betrag. Die Zahl der Feldlinien, die aus einem Gebiet G her-
austreten, ist ein Mafl fiir die in diesem Gebiet enthaltene Ladung.
Quantitativ lasst sich dieser Zusammenhang durch das Gauflsche Ge-
setz beschreiben.
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SATZ 3.1. Sei G ein beschrinktes Gebiet des R® mit glattem Rand
0G. Dann gilt fiir das elektrische Feld E einer Ladungsverteilung p, die
auf OG nicht singuldr ist

/‘Ed%_/jfx. (3.1)
oG G

Hierbei ist der Ausdruck auf der linken Seite der sogenannte elek-
trische Fluss durch die Flache 0G. Ist die Flache S durch
x(s,t), (s,t) € [a,b] x [e,d], (3.2)

parametrisiert, so wird der elektrische Fluss durch S durch

d b ox 0x
E. d’*x = E | x = .
/s o /c (/a <55X3t)ds)dt (33)
definiert.

Beweis: Da E linear von p abhéingt, geniigt es, den Satz fiir den Fall
einer Punktladung der Stérke 1 zu zeigen. Wir wéhlen den Ort der
Punktladung als den Ursprung unseres Koordinatensystems. Wir be-
schrianken uns auf den Fall, dass das Gebiet GG in Kugelkoordinaten von
der Form ist

G={(r0,0)0<r<r0,¢),0<0<70<¢<2n} (3.4)

mit einer stetig differenzierbaren Funktion r(6, ¢). Dies Funktion pa-
rametrisiert die Oberfliche des Gebietes. Wir berechnen

ox 0Ox 5 .
X.(%Xﬁ_qb>_r sinf | (3.5)

also gilt fiir den elektrischen Fluss

1 s 2
E-d’x = do [ dgrising =1 3.6
/8 y X=13 /0 /0 ¢r°sin (3.6)
Daraus folgt die Behauptung. O

Wenn die Ladungsdichte p stetig ist, kann man das GauBlsche Gesetz
auch infinitesimal formulieren.

Hierzu benutzen wir den Gaufischen Satz. Dieser besagt, dass der
Fluss eines Vektorfeldes C' durch die Oberfiache OG eines Gebietes G C
R3 gleich dem Integral der Divergenz des Vektorfeldes iiber das Gebiet

G ist,
/diVCdBXI/ C-d’*x
G ple:

Hierbei berechnet man die Divergenz eines Vektorfeldes in kartesischen
Koordinaten durch

) B _0C, 00y 0Cs
divC=V-C= e +8:c2 +8:I;3 )

Die differentielle Form des Gauflschen Gesetzes lautet also

divE = . (3.8)

(3.7)
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Fiir stetig differenzierbare elektrische Felder ist die differentielle
Form des Gaufischen Gesetzes dquivalent zur integralen Form. Fiir sin-
gulédre Felder ist die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes nicht
unmittelbar anwendbar. In diesem Fall interpretiert man die Ableitun-
gen im Sinne von Distributionen. Sei f eine unendlich oft differenzier-
bare Funktion, die aulerhalb eines beschrinkten Gebiets verschwindet.
Dann wird div E als Distribution durch

/div E(x)f(x)d*x = —/E(X) -grad f(x)d’x (3.9)

definiert. Im Sinne dieser Definition gilt das Gaufische Gesetz auch fiir
distributionsartige Ladungsdichten und Felder. Fiir eine Punktladung
1 am Punkt 0 erhélt man die Formel

di

IV@

= 476*(x) . (3.10)

Interessant ist die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes auch fiir
den Fall einer Flachenladung. Sei o eine glatte Flachenladungsdichte.
Wir betrachten die dosenférmigen Gebiete

G. ={x+ X n(x),xe€ S |\ < e} (3.11)

fiir ein Teilstiick S der Flache mit Normalenvektorfeld n. Das Integral
des infinitesimalen elektrischen Flusses iiber den Rand von G. ergibt
Beitrdage von Deckel und Boden der Dose

/s {E(x+en) -d*(x+en) —E(x —en)-d*(x—en)} , (3.12)

wobei das Minuszeichen von der entgegengesetzten Orientierung des
Bodens herriihrt, sowie Beitrdge vom Mantel der Dose. Im Limes ¢ — 0
verschwinden die letzteren, da das elektrische Feld einer flichenartigen
Ladungsverteilung iiberall beschrinkt ist, und wir erhalten die Aussa-
ge, dass die Normalkomponente des elektrischen Feldes an einer gela-
denen Flédche einen Sprung von ¢ macht. Man nennt den Sprung der
Normalkomponenten an einer Fliache die Flachendivergenz.
Die beiden Differentialgleichungen

divE=p , rotE=0 |, (3.13)

die das elektrostatische Feld erfiillt, sind die Grundgleichungen der
Elektrostatik. Wir stellen uns jetzt auf den Standpunkt, dass alle Losun-
gen dieser Gleichung physikalisch mogliche elektrische Felder sind. Um
die allgemeine Losung zu finden, nutzen wir zunéchst aus, dass die Glei-
chung rot E = 0 identisch erfiillt wird, wenn man E = —grad ¢ setzt,
fiir eine Funktion ¢, das bereits eingefiihrte elektrostatische Potential.
In einem beliebigen einfach zusammenhéngenden Gebiet des Raumes
gilt auch die Umkehrung, dass némlich jedes rotationsfreie Vektorfeld
der Gradient einer skalaren Funktion ist. ¢ ist durch E bis auf eine
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additive Konstante eindeutig bestimmt. Einsetzen dieser Form von E
in die erste Gleichung ergibt

p=—divgradp = -V -Vp=—-Ayp | (3.14)

wobei A der sogenannte Laplaceoperator ist. In kartesischen Koordi-
naten ist er gegeben durch

0? 0? 0?
zx__ax%+—ax% 922 (3.15)
Die Gleichung
Ap=—p (3.16)

heifit die Poissongleichung. Die Aufgabe der Elektrostatik ist es, diese
Gleichung zu 16sen.

Die Poissongleichung ist eine inhomogene lineare partielle Differential-
gleichung. Zwei Losungen ¢;, ¢ unterscheiden sich daher um eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, der Laplacegleichung

Ap=0 , o=p1—p2 . (3.17)

Die Losungen der Laplacegleichung nennt man harmonische Funktio-
nen. In zwei Dimensionen sind die harmonischen Funktionen gerade die
Real- und Imaginérteile holomorpher Funktionen. Auch in drei Dimen-
sionen sind harmonische Funktionen unendlich oft differenzierbar. Fiir
uns ist besonders wichtig, dass eine im ganzen Raum beschréankte, har-
monische Funktion konstant ist. Eine Losung der Poissongleichung ist
daher eindeutig bestimmt, wenn man verlangt, dass sie im Unendlichen
verschwindet.

Wenn die Ladungsdichte p vorgegeben ist und aulerhalb eines be-
schriankten Gebietes verschwindet, so erhélt man als eine Losung der

Poissongleichung
1 p(y)
= [ & : 3.18
p(x) 47T/ Y —y] (3.18)

Wendet man diese Formel auf eine Punktladung im Ursprung an, so
findet man die bemerkenswerte Gleichung

1
A— = —4n5(x) (3.19)
x|
die natiirlich im Sinne von Distributionen zu verstehen ist.
Betrachten wir einige Beispiele.

(i) Homogen geladene Kugel
Wir wéhlen den Ursprung des Koordinatensystems im Mittel-
punkt der Kugel, R sei der Radius und () sei die Ladung der
Kugel. Wir suchen eine Losung ¢, die nur von |x| abhéngt.
Dann ist E parallel zu x. Nach dem Gaufschen Gesetz gilt
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fiir eine Kugelschale S mit dem Radius » um den Kugelmit-
telpunkt

/E-dzx:Q ., r>R
S

3
T
/E-d2x: y ;7 <R (3.20)
s
Mit [ E - d*x = 4nr?|E| folgt
1 X
E = —0Q——
1 X
E(x) = =9 Ix| < R (3.21)
Fiir das Potential erhilt man
1 1
(0= -Qn7 .+ x> R
1 3 |x?
= —Q(— — — R . 3.22

(ii) Dipol
Wir betrachten zwei Punktladungen (e,x) und (—e,0). Thr
Potential ist
1 ( 1 1
i x =yl Dyl
Wir interessieren uns fiir den Grenzfall x — 0, e — 00, so
dass das Dipolmoment p = ex konstant bleibt. Dann gilt
(mit s = e 1)

o(y) = ) (3.23)

1 1 1 1 1
py)=lm—(——=—-—)=——-pP Vi 3.24
)= 4#8(\3' — sp| Iy\) dr™ -yl (824
Die zugehorige Ladungsdichte ist die Ableitung der -Funktion,
p(x) = —p- V& (x) = —divps(x) . (3.25)

(iii) Homogen geladene Ebene
Die Ebene z = 0 sei mit der homogenen Flachenladungsdichte
o versehen. Wir suchen eine Lésung ¢, die unabhéngig von x
und y ist. Die Poissongleichung wird dann zur gewo6hnlichen

Differentialgleichung
d2
Taf= —00(2) . (3.26)
Eine Losung dieser Gleichung ist
o
@(I,y,Z) = _5’2‘ : (327)

Das zugehorige elektrische Feld ist E(z,y, z) = gsign(z)e., e,
Einheitsvektor in 2-Richtung.
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(iv) Zwei parallele Ebenen
Die Ebenen z = —a/2 und z = a/2, a > 0 seien mit ho-
mogenen Flachenladungsdichten o, bzw. —o versehen. Eine
Losung der Poissongleichung, die nur von z abhéngt, ist

s . z2<—a/2
o(x,y,2)=¢ —oz , —a/2<a/2 (3.28)
-2 . z>a/2

Das zugehorige elektrische Feld verschwindet auflerhalb der
beiden Ebenen und ist zwischen den beiden Ebenen konstant
(Plattenkondensator).

4. Leiter

Die Bestimmung des elektrischen Feldes und des elektrostatischen
Potentials bei vorgegebener Ladungsverteilung ist durch die im letzten
Abschnitt angegebenen Formeln auf Integrationen zuriickgefithrt wor-
den. In vielen Féllen ist jedoch die Ladungsverteilung zunéchst nicht
bekannt. Diese Situation liegt zum Beispiel bei elektrischen Leitern vor.
Solange im Innern der Leiter ein elektrisches Feld besteht, bewegen sich
die Ladungen; wenn sie ruhen, ist das elektrische Feld im Leiter Null.
Man muss daher das elektrostatische Potential so bestimmen, dass es
auBerhalb der Leiter die Poissongleichung erfiillt und innerhalb der
Leiter konstant ist. Die Ladung kann nur auf der Oberfliche der Leiter
sitzen. Auf den Leitern kann entweder das Potential vorgegeben werden
(z.B. durch ,,Erdung”) oder die Ladung (isolierte Leiter).

Betrachten wir nun einen Hohlraum V im Inneren eines Leiters,
der das Gebiet GG ausfiillt. Sei S eine geschlossene Flidche im Inneren
des Leiters, die den Hohlraum V umschlieffit. Da das elektrische Feld
innerhalb des Leiters verschwindet, ist nach dem Gaufischen Gesetz
die von S umschlossene Ladung Null. Wir betrachten jetzt den Fall,
dass sich keine Ladung im Innern des Hohlraums befindet. Dann ist
¢ = const eine Losung der Poissongleichung in Leiter und Hohlraum,
G U V. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass es die einzige
Losung ist. Das elektrostatische Feld in einem ladungsfreien Hohlraum
im Innern eines Leiters verschwindet also (Faradayscher Kifig).

Als Beispiel betrachten wir eine geladene leitende Kugel mit Radius
R. Das Potential ist ¢ = %IX\ fiir [x| > R und ;% fiir [x| < R.

Ein anderes Beispiel fiir Ladungsverteilungen, die nicht vorgege-
ben werden, sind die Dipoldichten, die bei Dielektrika in elektrischen
Feldern durch die Polarisierbarkeit der Materie auftreten. Man zer-
legt hierbei die Ladungsdichte in einen vorgegebenen Teil py und einen
durch die Polarisation (Dipolmoment pro Volumen) P hervorgerufenen
Anteil,

p=po—divP (4.1)
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In vielen Féllen ist die Polarisation eine lineare Funktion des elektri-
schen Feldes,

P=yE (4.2)
mit der Suszeptibilitat y. Wir werden auf diese Situation spéter zuriick-
kommen.

5. Randwertprobleme; Greensche Funktionen

Die Poissongleichung bei Anwesenheit von Leitern fiihrt auf ein
sogenanntes Randwertproblem. Man sucht die Losung der Gleichung in
einem Gebiet V', dem Komplement der von den Leitern eingenommenen
Gebiete V;, unter der zusétzlichen Bedingung, dass das Potential am
Rand 0V des Gebietes, also an den Oberflachen 0V; der Leiter, gewissen
Einschrankungen unterworfen ist; entweder ist der Wert des Potentials
vorgegeben, oder das Potential ist konstant und die Ladung

Q=- /a B (5.1)

auf dem i-ten Leiter ist vorgegeben. Hierbei ist 0,90 = n - grad ¢ mit
dem Normaleneinheitsvektor n auf 0V}, und dF ist das Flachenelement
auf V.

Zunichst fragen wir nach der Eindeutigkeit der Losung. Seien ¢,
und py zwei Losungen. Dann ist die Differenz 1) = ¢ — @9 eine Losung
der Laplace-Gleichung, also eine harmonische Funktion, mit den Eigen-
schaften

P(x) =0, x €9V (5.2)
falls das Potential auf V; festliegt, und
/ Ot = 0, () = t; = const , x € Vi, (5.3)
Vi

falls die Ladung auf V; vorgegeben ist.

Im folgenden werden wir mehrfach die sogenannten Greenschen
Identitdten benutzen. Seien f und g zwei (geniigend glatte) Funktio-
nen. Aus der Produktregel der Differentiation folgt

div (fgrad g) = grad f - gradg + fAg . (5.4)

Integrieren wir beide Seiten iiber das Gebiet V' und benutzen auf der
linken Seite den Gauflschen Integralsatz, so ergibt sich

fOngdF = / grad f - grad gd3x+/ fAgdx (5.5)
v v

ov

mit dem Fldchenelement dF' (1. Greensche Identitdt). Wir vertauschen
jetzt die Rolle der Funktionen f und g und bilden die Differenz der aus
der 1. Greenschen Identitét erhaltenen Ausdriicke,

/ (J0ug — goufdF — / (JAg - gAf)Px (5.6)
ov 1%
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(2. Greensche Identitét).
Sei nun v eine harmonische Funktion mit dem oben angegebenen
Verhalten am Rand. Aus der 1. Greenschen Identitéat folgt

/ YAYdPx = | Ygrad vd®x — / lgrad ¢’ d*x . (5.7)
\4 \4

oV
Die linke Seite verschwindet wegen Ay = 0. Fiir den zweiten Term auf
der rechten Seite gilt

woudF = [ o =0, (5.8)

oV, oV,

da auf 0V entweder 1; oder das Integral {iber 0,1 verschwindet. Wir
schliefen also, dass grad ¢ = 0 gilt.

Zwei Losungen der Poissongleichung mit den angegebenen Randbe-
dingungen konnen sich also héchstens um eine Konstante unterschei-
den. Sowie der Wert des Potentials an einer Stelle festliegt, ist das
Potential eindeutig bestimmt.

Zur Konstruktion einer Losung verwenden wir die sogenannten Green-
schen Funktionen des Laplace-Operators. Eine Greensche Funktion G(x,y)
ist eine Funktion zweier Variablen, die fiir jeden Wert von x die Glei-
chung

_AYG(X7 y) = 63(X - y) , X,y € V (59)

erfiillt. (Der Index y am Laplace-Operator bedeutet, dass die Ableitun-
gen beziiglich der Variablen y zu nehmen sind.) Die Greensche Funk-
tion ist also als Funktion von y das Potential einer Punktladung der
Stédrke 1 am Punkt x. Ein Beispiel fiir eine Greensche Funktion ist das
Coulomb-Potential einer Punktladung, G(x,y) = m.

Sei ¢ eine Losung der Poisson-Gleichung Ay = —p und sei G eine
Greensche Funktion. Dann folgt mittels der Greenschen Identitédten

p(x) = /V Pyp(y)i(x—y) = — /V Pyo(y)AyG(x,y)

_ / Pyp(y)Glx,y) + / OuGx.) =~ 9¥)0, Gx.Y)AF(Y)
(5.10)

Wir sehen, dass ¢ durch seine Werte und die seiner Normalenableitung
auf dem Rand von V festgelegt ist. Allerdings kénnen diese nicht be-
liebig vorgegeben werden. Wir wéhlen jetzt eine Greensche Funktion
G p, die Dirchletsche Randbedingungen erfiillt,

Gp(x,y)=0,y€dV ;xeV . (5.11)

Dann verschwindet in der obigen Darstellung von ¢ der Beitrag der
Normalenableitungen, und wir erhalten die folgende Darstellung der
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p(x) = /V p(y)Gp(x,y)d’y — / ©(¥)OnyGp(Xx,y)dF(y)

ov

(5.12
Insbesondere erkennt man, dass eine harmonische Funktion (d.h. p = 0
durch ihre Randwerte eindeutig festgelegt wird.
Wir fragen jetzt umgekehrt danach, ob die Randwerte beliebig vor-
gegeben werden konnen. Sei y eine stetige Funktion auf dem Rand und
sei

)
)

B(x) = /8 A0 Colx.y)- (5.13)

Wir sehen leicht, dass 1 eine harmonische Funktion ist. Dazu miissen

wir den Laplace-Operator beziiglich des ersten Arguments auf die Green-
sche Funktion Gp anwenden. Diese Funktion ist aber symmetrisch un-

ter Vertauschung der beiden Argumente, wie man mittels der 2. Green-

schen Identitdt erkennt,

Gp(x,y) — Gply,x)
_ /V &*2(Gp(x,2)0,Gply,z) — Gp(y,2)A,Gp(x,2))

_ /a AF(2)(Go(x.2)0hsGoly. ) ~ Go(y, 2)0Cnx.2))
(5.14)

Der Ausdruck in der letzten Zeile verschwindet wegen der Randbe-
dingung (5.11), die die Greensche Funktion Gp erfiillt. Aufgrund der
Symmetrie von Gp gilt A Gp(x,y) = —0°(x — y). Einsetzen in Glei-
chung (5.13) ergibt fiir einen Punkt x im Inneren von V'

Ath(x) = /a X)) (5.15)

Da die Ableitung der -Funktion fiir von Null verschiedene Argumente
verschwindet, ist v im Inneren von V' harmonisch.

In der Elektrostatik verwendet man iiberwiegend die Dirichletsche
Greensche Funktion Gp. Es ist im allgemeinen schwer, diese explizit
anzugeben. Es lassen sich aber einige qualitative Aussagen machen. Wir
betrachten zunéchst einen Spezialfall. Sei V' eine Kugel mit Radius R
um den Punkt x. Dann ist

Goixy) = 4 (v - 5) (5.16)

ir \|x—y| R

Hieraus folgt mit (5.12) fiir eine beliebige harmonische Funktion

600 = o [ P (517)
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¥ (x) ist also gleich dem Mittelwert von v (y) tiber die Oberflache einer
beliebigen Kugel mit Mittelpunkt x. Hieraus folgt der wichtige Satz:

SATZ 5.1. FEine in einem offenen, zusammenhdngenden Gebiet har-
monische Funktion nimmt ihr Supremum oder Infimum nur dann an,
wenn sie konstant ist.

Beweis: Sei ¢ harmonisch in dem offenen Gebiet V', und sei x € V
mit (x) > ¢¥(y) Vy € V. Es gibt ein R > 0, so dass die Kugel um x
mit Radius R in V' liegt. Wegen der Mittelwerteigenschaft muss dann
W(y) = ¥(x) gelten fiir alle y mit |[x —y| < R. Die Menge der Punkte
y, an denen v sein Supremum annimmt, ist also offen, wegen der Ste-
tigkeit von ¢ aber auch abgeschlossen in V. Da V' zusammenhéngend
ist, stimmt sie mit V' {iberein. Falls das Infimum angenommen wird,
argumentiert man entsprechend. L.

Ist V' beschrinkt und v stetig auf dem Abschluss von V', so nimmt es
sein Maximum und Minimum notwendig auf dem Rand an. Man kann
sich diesen Sachverhalt in einem ganz anderen physikalischen Zusam-
menhang klarmachen. Wir betrachten die Temperaturverteilung 7'(x, t)
in einem Festkorper. Diese wird durch die Warmeleitungsgleichung

0T = AAT (5.18)

zusammen mit geeigneten Randbedingungen bestimmt. Wir betrach-
ten jetzt den Fall, dass die Temperaturverteilung an der Oberfldche des
Korpers fest vorgegeben ist und fragen nach der stationédren Verteilung
T mit 0, = 0. Diese ist offenbar durch eine harmonische Funktion mit
den vorgegebenen Randbedingungen gegeben, und das Maximumsprin-
zip sagt aus, dass die Temperatur im Innern zwischen dem maximalem
und dem minimalen Wert auf dem Rand liegt.
Aus dem Satz folgt insbesondere, dass

mx(y) == —0nyGp(x,y) >0 (5.19)

fiir y € 0V gilt. Denn angenommen, es gébe ein'y € 9V mit my(y) < 0.
Es gidbe dann eine Umgebung U von y, in der my ebenfalls negativ wére
(wir setzen hier der Einfachheit halber voraus, dass my stetig ist, der
allgemeine Fall kann #hnlich behandelt werden). Wir wéhlen jetzt eine
Funktion y auf dem Rand, die {iberall nichtnegativ ist und auflerhalb
der Umgebung U verschwindet. Die zugehorige harmonische Funktion
1 ware dann negativ, obwohl ihr Minimum am Rand nichtnegativ ist,
im Widerspruch zum obigen Satz.

In der Mathematik nennt man mydF das harmonische Mafl von 0V
beziiglich des Punktes x € V. Physikalisch kann man die Positivitat
von my in der folgenden Weise verstehen. Gp(x,y) ist das Potential
einer Punktladung der Stdarke 1 am Ort x € V, in Gegenwart eines
geerdeten Leiters, der V' umschliet. Durch die Punktladung wird auf
der Oberfliche des Leiters eine Flédchenladungsdichte o induziert. Nach
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dem Satz iiber die Flachendivergenz springt die Normalkomponente des
elektrischen Feldes an der Leiteroberfliche von o auf 0. Beriicksichtigt
man, dass die Leiteroberfliche entgegengesetzt zu OV orientiert ist, so
folgt

o(y) = OnyGp(x,y) = —mx(y) - (5.20)

Die induzierte Flachenladung ist also immer negativ . Die insgesamt
induzierte Flachenladungsdichte ist

/ o(y)dF = —1 (5.21)
oV

da das MaBl my auf 1 normiert ist ( f my ist eine harmonische Funktion,
die auf dem Rand den Wert 1 hat und daher tiberall gleich 1 ist).

Wir betrachten jetzt die von der Losung ¢ (5.12) der Poissonglei-
chung beschriebene Flichenladungsdichte auf dem Rand von V. Die in
einem Punkt x € 0V induzierte Flachenladungsdichte ist

o(x) = /V P0G (%, y)dy — / (¥)Onxny G (%, ¥)AF(y)

av
(5.22)
Ist V beschrankt und verschwindet das Potential auf dem Rand von
V', so ist die insgesamt influenzierte Ladung

Q= —/Vpdg’x : (5.23)

Das Komplement des Gebietes V' besteht aus Zusammenhangskompo-
nenten Vj;, die wir uns durch Leiter ausgefiillt denken. Auf jedem Leiter
Vj sei jetzt das Potential ¢, vorgegeben. Dann wird auf 0V; zusétzlich
die Ladung

J
induziert mit den sogenannten Kapazitétskoeffizienten

Ciy = — / dF(x) / AF(y) 0Dy Co(x,y) (5.25)
av; av;

Die Matrix C ist nach Definition symmetrisch. Weiter besitzt sie die
folgenden Eigenschaften:

(i) >2;Cij =0

(ii) C ist positiv semidefinit
Beweis: Sei p = 01in V und ¢; = 1 fiir alle j. Dann ist das Potential
¢ = 1in ganz V, da es als harmonische Funktion Maximum und Mini-
mum auf dem Rand von V' annimmt. Also verschwindet die induzierte
Flachenladungsdichte iiberall. Insbesondere ist die auf dem i-ten Leiter
induzierte Ladung @Q; = > i C;; = 0. Dass C positiv semidefinit ist,
folgt aus der folgenden Uberlegung: Sei wieder p = 0 in V, und sei ¢
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das durch die Vorgabe der Werte ¢; auf V; bestimmte Potential. Dann
gilt:

> 0iCijoi = 0iQi = Z/ SOiUdFZ/ SOf)n@dF:/ |grad o|*d’x
- - — Jov, ov v

C' ist also positiv semidefinit, und ) ¢;Ci;¢; = 0 impliziert ¢; = ¢;
fiir alle 4, 7. L.

Als Beispiel betrachten wir eine Anordnung aus n konzentrischen
Kugelschalen mit Radien 0 < Ry < Ry < ... < R,, mit Potentialen
¢; und Ladungen Q; auf der i-ten Kugelschale mit >  @Q; = 0. Das
Potential hingt nur vom Radius |x| = r ab. Zwischen der i-ten und
der 7 + 1-ten Kugelschale gilt fiir das Potential
Z;‘:1 Qj Z;‘:l Qj

4dmr

= ndl 5.26
+ ¢ iR (5.26)

Die Stetigkeit des Potentials an i 4+ 1-ten Kugelschale fiihrt zu der
Gleichung

p(r) =

1 R Rz-i—l
il — P = i 5.27
Pi+1 — Pi = 47r R Rivt ;Q ( )

Wir erhalten

: RiRiy
Zl TR - R
Subtraktion der entsprechenden Gleichung fiir ¢ — 1 ergibt
Qi = Z Cijp; (5.29)
J
mit den Kapazitatskoeffizienten
C peflim B (5.30)
i = 477 5 = PIRIEIE - 3 .
o RiRiys
Cii =—Ciiz1 —Cizq; (5.31)

und
Cij = Cji ;Cij = 0 falls |Z —]| > 1, oder J,i=0n+1 (532)

Lasst man die duflere Kugelschale gegen unendlich gehen (R, — 00),
so findet man
Cpn =47R, 1 . (5.33)
Wir wollen jetzt die Greensche Funktion Gp in einigen Spezialfillen
berechnen. Eine wichtige Methode dabei ist die Methode der Spiegella-
dungen. Das einfachste Beispiel ist ein Halbraum, der durch eine Ebene
begrenzt wird. Die Greensche Funktion ergibt sich zu

GM&YF1%< S ) : (5.34)

x—y|l [Sx—y]
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wobei S die Spiegelung an der Ebene bezeichnet. Eine Punktladung
vor einer leitenden geerdeten Ebene induziert also eine Flachenladungs-
dichte auf der Ebene, deren elektrisches Feld im Halbraum mit dem ei-
ner entgegengesetzt geladenen Punktladung am gespiegelten Ort iiber-
einstimmt. Ist ein Gebiet W der Durchschnitt mehrerer Halbraume
mit der Eigenschaft, dass die Spiegelungen an den jeweiligen Begren-
zungsebenen eine endliche Gruppe G erzeugen (diese Gruppe ist dann
notwendig eine Untergruppe der O(3)), so macht man fiir die Greensche
Funktion den Ansatz

Gp(x,y)=—)» —/——— . (5.35)

Falls W N SW = () fiir S # 1 und fiir jedes y € OW ein S € G mit
Sy =y und det(S) = —1 existiert, so erfiillt der angegebene Ausdruck
die Bedingungen fiir Gp.

Ein etwas komplizierteres Problem, das sich mit der Methode der
Spiegelladungen 16sen lésst, ist das Problem einer leitenden Kugel. Sei
V' der Aulenraum einer Kugel mit Radius R um den Ursprung. Fiir
die Greensche Funktion machen wir den Ansatz

1 1 q
Gp(x,y) = (’X_y‘ |5x—yy) (5.36)

mit |[Sx| < R fiir |x| > R. Die Randbedingung fir Gp ist dquivalent
zu

1Sx —yl=qx-y| , lyl=R . (5.37)

Aus Symmetriegriinden ist Sx parallel zu x. Fiir y parallel zu x folgen
die Beziehungen

R+ |Sx| =q(|x| £ R)
Addition ergibt mit r = |x|
= = 5.38
¢=- (5.38)
und damit

Sx = ¢*x . (5.39)

Mit diesen Werten ist die obige Bedingung fiir die Greensche Funktion
erfiillt. Denn das Quadrat der linken Seite ist

¢’ —2¢x -y + R*
das der rechten Seite
Pr? — 2°x - v+ R

Beide Seiten stimmen iiberein, wenn der Wert fiir ¢ eingesetzt wird.
Wir erhalten also als Greensche Funktion der Kugel

1 1 q R
X,y =— . A4
Colx,y) 4m (|X_y| |qzx_3|) o r (540
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Fiir die auf der Kugeloberfliche durch eine Einheitsladung im Punkt x
influenzierte Flichenladung ergibt sich (]y| = R)

y
o(y) = (=%) - gtady Gp(x.y) (5.41)
mit )
1 ([ x—y ¢xX—y
d,G = — —
A MxY)‘M(B—YP %fx—ﬂa
Wegen |¢*x — y| = g|x — y| vereinfacht sich die rechte Seite zu
Lo y
— (-1
Mit cosy = % erhdlt man
7”2 _ R2
oly) = . (5.42)

_47TR(7“2 — 2rRcosy + R?)?

Die insgesamt influenzierte Ladung ist

2 _ p2 1
/O'dF: _ I 27TR2/ dw 3
4R ~1 (r?2 = 2rRw + R?)2

1 1
= —5 (" = B)R—(r* — 2rRw + R*) 2|,

1y 9 1 1
- QT(T R )<7“—R 1"+R)
1 R
— S+ R=(-R)=—T =g

stimmt also mit der Spiegelladung iiberein.

Bei der Berechnung der Kapazitiatskoeffizienten ist zu beachten,
dass der Rand von V aus dem Rand der Kugel V; und aus dem Rand
bei oo besteht. Es gilt

om0 it
oy oVi

R 1
=— dF(x)0,(—) = 47nR*~ = 47R . (5.43)
/|;<|:R |X| R
Wir wollen jetzt die Greensche Funktion der Kugel zur Losung ei-
niger elektrostatischer Probleme benutzen.

(i) Punktladung (e,x) vor geerdeter Kugel:

o(y) = eGp(y,x) . (5.44)
(ii) Punktladung (e, x) vor Kugel auf konstantem Potential ¢;:

o(¥) = eCp(y,x) — 1 / AF (2)0,,Cn(y.2) = eCply.x) + 901%
(5.45)
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Die influenzierte Ladung ist

R R
Q = —e— + 011(,01 = —e— + (,0147TR . (546)
x| |

(iii) Punktladung (e, x) vor leitender isolierter Kugel mit Ladung

Q:
Das Potential auf der Kugel ist
1 /Q e
=—|=+— : 5.47
o= (7% ) 40
Daraus ergibt sich ¢ wie oben. Ist insbesondere ) = 0, so ist
(4= 1g)
1 1 1 1
ply) =—e —q - ; 5.48
W) 471'<|X—y| ﬂfx—ﬂ Iﬂo (5:45)

fiir groBe Werte von |x| verhélt sich die Ladungsverteilung
auf der Kugel also wie ein im Zentrum der Kugel befindlicher
Dipol mit dem Dipolmoment p = —e¢®x = —47R3E, wobei
E das von der Punktladung am Ort x im Zentrum der Kugel
erzeugte Feld ist.

(iv) Leitende Kugel (isoliert, ungeladen) im homogenen Feld:
Wir approximieren das homogene elektrische Feld E durch
das Feld einer weit entfernten Punktladung und erhalten wie
im vorherigen Beispiel ein induziertes Dipolfeld.

6. Elektrostatische Energie

Die potentielle Energie eines Systems von Punktladungen (e;, x;)

ist 1
eie;
U=— —J - 6.1
8 Z |Xz’ — Xj| ( )
1#]
Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen ergibt sich
1
U= —/d3xd3yM . (6.2)
8T Ix —y|

Nach der Definition des elektrostatischen Potentials einer Ladungsver-
teilung p findet man

U= %/d?’xp(x)go(x) : (6.3)

Nach der Poissongleichung ist p(x) = —A¢(x). Setzt man dies in die
obige Gleichung ein und benutzt die 1. Greensche Identitét, so folgt

U= %/d?’x]E(x)\Q (6.4)

mit dem elektrischen Feld E = —grad ¢. U wird jetzt interpretiert als
die Energie des elektrostatischen Feldes E, u = %|E|2 als Energiedichte.
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Insbesondere ist U > 0. Die Formel bleibt richtig fiir Flichenladun-
gen, fiir Punktladungen aber divergiert die sogenannte Selbstenergie.
Man muss dann die Energie ,,renormieren”, indem man die unendli-
chen Selbstenergien subtrahiert. Die Energie des elektrischen Feldes
einer Punktladung (e, x) im Auflenraum einer Kugel mit Radius R um
den Ort der Ladung ist

62

U :—/ Py|E> = . 6.5
R=g ) TYER =g (6.5)

Sind Punktladungen (e;, x;) vorhanden, so ist die renormierte Energie
des Feldes

R—0"2 |x—%;|>R TR

1 1
Upen = lim {= *x|E[? — e > el . (6.6)

Die renormierte Energie ist nicht mehr notwendig positiv. Divergen-
zen bei kurzen Abstdnden und ihre Beseitigung durch Renormierung
sind nicht auf die klassische Elektrodynamik beschrinkt, sondern tre-
ten auch in der Quantenelektrodynamik auf.

Die Positivitat der elektrostatischen Energie in Abwesenheit von
Punktladungen fiihrt zu einer Charakterisierung von elektrostatischen
Feldern als Feldkonfigurationen mit minimaler Energie.

Satz: Sei ¢ eine Liosung der Laplacegleichung in V und sei 1) eine
andere (geniigend glatte) Funktion, die auf OV mit ¢ ibereinstimmdt.
Dann gilt

/d3x|gradz/1\2>/d3x]grad<p|2 : (6.7)
v v

Beweis: Sei x =1 — ¢. Es gilt

/d3x|grad¢|2:/d3x|gradgp|2+2/d3xgradg0-gradx+/ d*x|grad x|?
1% 1% 1% v

(6.8)
Anwendung der 1. Greenschen Identitédt auf den gemischten Term er-
gibt

/Vd3xgrad<p-grad)<:/av dF (x)(0y )X—/‘/d3x(Agp)X:O . (6.9)

Daraus folgt die Behauptung.

Dieser Satz ermdglicht es, obere Schranken fiir die Matrix der Ka-
pazitatskoeffizienten zu finden. Denn die Feldenergie ist gerade durch
% zij 0iCi;p; gegeben, wenn ¢; das Potential auf dem ¢-ten Leiter ist.
Wir wihlen Funktionen v;, die auf dem i-ten Leiter den Wert 1 und
auf allen anderen den Wert 0 annehmen. Dann ist ¢ = . ¢;1; eine
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Funktion, die auf dem Rand des Gebietes mit ¢ iibereinstimmt. Also
gilt
Y ¢0iCie; < Y 0iCie; (6.10)
ij ij

mit C’ij = fv d*x grad ¢; - grad¢;. Die Matrix C ist also eine obere
Schranke fiir die Matrix C.

Eine &hnliche Aussage macht der Satz von Thomson. Nach diesem
Satz verteilen sich die Ladungen in einem Leiter gerade so, dass die
elektrostatische Energie minimal wird. Sei E das elektrostatische Feld
einer Anordnung von Leitern mit vorgegebenen Ladungen, und sei E’
ein anderes innerhalb von V' divergenzfreies Feld mit denselben Fliissen
durch die Leiteroberflichen,

/ E’~d2x:/ E-d*x Vi . (6.11)
V; ov;

/d3x\E’\2>/d3x]E\2 : (6.12)
\%4 \%

Dies folgt dhnlich wie oben aus dem Verschwinden des Terms

/Vd3xE-(E’—E):Z/mgp(E’—E)-dF—/Vd3xgpdiv(E’—E)

(6.13)
Insbesondere sinkt die Feldenergie, wenn ein ungeladener Leiter in das
System eingefiihrt wird. Ein ungeladener Leiter wird also von einem
geladenen Leiter angezogen.

Dann gilt






KAPITEL IV

Magnetostatik

1. Stationire Strome

Magnetische Erscheinungen sind mindestens ebenso lange bekannt
wie elektrische. Ihre mathematische Beschreibung aber erwies sich lan-
ge Zeit als schwierig. Der Grund ist die Abwesenheit magnetischer La-
dungen.

Grundlegend fiir das Verstédndnis der Magnetostatik war die Beob-
achtung Oersteds (1819), dass ein stromdurchflossener Draht ein Ma-
gnetfeld erzeugt. Wir gehen daher von der Elektrostatik, in der alle
Ladungen ruhen, zu der Situation iiber, in der sich Ladungen bewegen.

Die Bewegung von Ladungen beschreibt man durch die elektrische
Stromdichte j. j ist ein Vektorfeld, das angibt, wieviele Ladungen pro
Zeiteinheit durch ein Flichenelement hindurchtreten,

dQ =j - d*xdt . (1.1)
Betrachtet man ein Gebiet V| so ist
d
| iax=-Zow) (1:2)
ov dt

wenn Q(V') die in V enthaltene Ladung ist. Diese Beziehung driickt die
Ladungserhaltung aus. Mit Hilfe der Ladungsdichte schreibt man

/ j~d2x+/ dBXQp(t,X) =0 . (1.3)
ov y ot

Daraus erhélt man mittels des Gaulschen Satzes die sogenannte Kon-
tinuitédtsgleichung

0
vj+ —p= . 1.4
divj+ 5" 0 (1.4)

Man nennt einen Strom stationér, wenn p und j zeitunabhéngig sind.
Dann gilt
divi=0 |, (1.5)
oder fiir ein Gebiet V'
jod’x=0 |, (1.6)
v
d.h., es flielen genauso viele Ladungen hinein wie hinaus.

Der elektrische Strom, der durch eine Fldche S hindurchtritt, ist
definiert als

](S):/Sj-d2x:/SdF(x)n-j : (1.7)

49
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wobei n das Normalenfeld auf S bezeichnet. Wir werden oft linienférmi-
ge Stromverteilungen betrachten. Dort flieit der Strom I in geschlos-
senen Wegen v. Die Stromdichte ist dann

1 dy
i) = I/ ds—=0"(x = y(s)) (1.8)
o ds
fiir eine Parametrisierung [0,1] 3 s — y(s) von 7.

2. Krafte zwischen Stromen

Zwei stromdurchflossene Leiter iiben Kréafte aufeinander aus. Diese
Kréfte werden durch das Amperesche Gesetz beschrieben. Seien v; und
~vo zwei Leiterschleifen, in denen die Strome [; und I, flieen. Dann
wirkt auf die erste Schleife die Kraft

F— KL / (dx, - dg) X2
Y1 XY2 |)(1 - X2|
! ! dX1 ng X1 — X9
= —KILI d d . 2.1
1 2/0 51/0 52<d81 d82)|X1 —x2|3 ) ( )

mit Parametrisierungen [0,1] > s; — x;(s;) von v, ¢ = 1,2. ¥ > 0
ist hierbei eine Konstante. Das Verhéltnis k/k’ der Konstanten, die in
Coulombgesetz und Amperegesetz auftreten, hat die Dimension einer

Geschwindigkeit zum Quadrat. Messungen ergeben, dass \/g mit der

Lichtgeschwindigkeit c iibereinstimmt. Im SI-System definiert man als
die Einheit des Stroms das Ampere A, indem man setzt

N
K = 10—7ﬁ : (2.2)
Mit pg = 4nk’, eg = M(}CQ erhalt man dann
e EIL I (2.3)
477'60 ’ Eolo ’ 47

Im Einklang mit unseren Konventionen aus der Elektrostatik setzen
WIr fip = oE = 1.

Das Auftreten einer Naturkonstanten mit der Dimension einer Geschwin-
digkeit in einem statischen Problem lasst zwei Deutungen zu:

e Die Gesetze der Elektrodynamik sind nicht in allen Inertial-
systemen
gleich.

e Die Vorstellungen der klassischen Mechanik iiber die Struktur
von
Raum und Zeit miissen revidiert werden.

Nachdem die erste Alternative durch Experimente ausgeschlossen war,
blieb nur die zweite Moglichkeit offen, die dann durch die spezielle
Relativitdtstheorie Einsteins ausgefiillt wurde.
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3. Magnetfeld(magnetische Induktion)

Ebenso wie in der Elektrostatik mochte man das Fernwirkungsge-
setz durch ein Nahwirkungsgesetz ersetzen. Als Ansatz fithrt man ein
Tensorfeld B;; ein, das mit der auf einen Teststromkreis wirkenden
Kraft iiber die Gleichung

zusammenhéngt. Da in der Magnetostatik nur geschlossene Stromkreise
betrachtet werden, ist das Tensorfeld B;; durch diese Gleichung nur bis
auf einen Term der Form a%i f; bestimmt. Eine zusétzliche Information
liefert das auf den Stromkreis ausgeiibte Drehmoment. Wir setzen an

Nk = [Z/xidxjgjlgilk (32)
ijl v

mit dem total antisymmetrischem Tensor g;. Wir betrachten diese
Gleichung fiir einen sehr kleinen Stromkreis v, so dass Bj bei der
Integration iiber v als konstant angesehen werden kann. Sei m;; =
Ifw x;dx;. m;; /I ist der von der Projektion von ~ auf die (ij)-Ebene
eingeschlossene orientierte Fliacheninhalt. Es gilt daher m;; = —mj;,
und wir setzen

1
ij

Man nennt den Vektor m das magnetische Moment des Stromkreises
(I,7). Einsetzen in (3.2) liefert (mit m;; = >, €i6mu)

N, = Z EijimuBjn€ink
ijln
= Z(5jn5m — 050 )My B,
jln
= > (miBj; —m;By;)
J
Messung des Drehmoments auf magnetische Momente ergibt die Koef-

fizienten C;; = 0;; >, Ber — Bij, aus denen B durch

1

By = —Cij + 505 ) Ci (3.4)

k

die Komponenten von B bestimmt werden.

Man findet
I' Li—Yj Ti — Yi

L T
1= 0w S A\ oy T M yp 39)

Der 2. Term ist von der Form % f; und tréagt daher nicht zur Kraft auf
den Stromkreis (I,7) bei. Das Tensorfeld B ist antisymmetrisch, hat
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also nur 3 unabhéngige Komponenten. Wir fiithren jetzt das Magnetfeld
B (auch magnetische Induktion genannt) ein durch

1
i
Wir erhalten
N=mxB (3.7)
mit 1
Bx:—l’/dyxi . 3.8
)= 5t [y e (3.

(Biot-Savartsches Gesetz). Der Zusammenhang mit dem Ampereschen
Gesetz ist

1
F:]/dXXB(X):—]]'/ dx x (dy X
¥ Ar Y3y

X—Yy

x —yl?

)=

1 X—Yy 1 X—y
Lo / (dx - Jy — 1T / (dx - dy) L (39)
4 X! Ix —y|? 4 X Ix —y]3

wobei der erste Term als Integral eines Gradienten iiber einen geschlos-
senen Weg verschwindet.

Wie in der Elektrostatik gilt auch in der Magnetostatik das Superposi-
tionsprinzip, dass Felder verschiedener Stromkreise sich ungestort iiber-
lagern. Wir beschreiben nun eine allgemeine stationédre Stromverteilung
durch eine Stromdichte j mit divj = 0. Das erzeugte magnetische Feld
ist

1 X—y
B(x)=— [ d] : 3.10
) = 1= [ Ay ity < 2= (3.10)
Unter Benutzung von ﬁ = —gradxﬁ und von a x grad f =
—rot af fiir konstantes a, konnen wir auch schreiben
B(x) = rot A(x) (3.11)

mit

Ax) = - /d3y iy) (3.12)

T ar x —y]
Ein Vektorfeld A mit der Eigenschaft rot A = B heifit ein zu B
gehorendes Vektorpotential. Wegen divrot = 0 folgt
divB =0 (3.13)

oder in integraler Form

/ B -d’x=0 (3.14)
ov

Diese Gleichung besagt, dass es keine magnetischen Ladungen gibt. Sie
entspricht der Gleichung rot E = 0 in der Elektrostatik.

Als néchstes berechnen wir rot B. Wir nutzen dabei aus, dass sich
der Laplaceoperator auf Vektorfeldern in der Form

A = graddiv — rotrot (3.15)
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schreiben lédsst. Setzen wir B = rot A mit dem oben angegebenen Vek-
torpotential A, so gilt wegen

x —yl

. I 1 1 [, 1
div A(x) = I /d YJ(Y)'gradxH =5 /¢ y i(y)-grad,
= —/d3y divj(y) = y’ =0 (3.16)
die Gleichung
rot B=rot rotA=-AA=j . (3.17)

Diese Gleichung heifit Amperesches Durchflutungsgesetz und stellt in
Analogie zum Gauflschen Gesetz den Zusammenhang zwischen Strom
und Magnetfeld her. Die integrale Form lautet

/ B.dx = I(S) . (3.18)

4. Vektorpotential und Eichtransformationen

Die beiden Gleichungen
divB=0 , rotB=j (4.1)

sind die Grundgleichungen der Magnetostatik. Wie in der Elektrosta-
tik wollen wir alle Losungen dieses Gleichungssystems als physikalisch
erlaubte Magnetfelder ansehen.

In zusammenziehbaren Gebieten ist die erste Gleichung dquivalent
zur Existenz eines Vektorpotentials A mit rot A = B (Poincarésches
Lemma). Das Vektorpotential ldsst sich in der folgenden Weise kon-
struileren:

Wir definieren zunéchst das Linien-Integral von A iiber eine belie-
bige Kurve ~. Fiir Randkurven einer orientierten Fliche muss wegen
des Stokeschen Satzes gelten

A-dx:/B-d2x
as s

Wir ordnen jetzt jeder Kurve v mit Parametrisierung x(¢), ¢ € [0, 1],
eine Fliche S, mit Parametrisierung x(s,t) = sx(t), (s,t) € [0,1]?

und definieren
/A-dX:/ B d’°x
Y Sy

Die Tangentenvektoren an S, sind

ox ox

o= x(t), o= ().

Es folgt

/Oth( /ds/ dt B(sx(t)) - (x(t) x sx(1)) .
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Wir wenden die zyklische Vertauschungsregel fiir das Spatprodukt an
und erhalten nach Vertauschung der Integationsreihenfolge fiir die rech-

te Seite 1 1
/0 dt (/0 ds sB(sx(t)) x x(t)) - %(t) .

Da die Gleichung fiir alle Wege v gelten soll, folgt

A(x) = /01 ds sB(sx) X x .

Wir iiberzeugen uns davon, dass A die gewiinschte Bedingung erfiillt.
Dazu betrachten wir eine geschlossene Kurve 7. Die zugehorige wie
oben konstruierte Fliache S, besitzt v als Randkurve 995,, in Uberein-
stimmung mit der Bedingung an A. Sei nun S eine andere Fliche, die
ebenfalls v als Randkurve besitzt. Dann bilden S, und S; zusammen
den Rand eines Gebietes G, wobei das eine Fliachenstiick nach auflen
und das andere nach innen orientiert ist. Also gilt

/ B-d2x:/
S S

d.h. nach dem Stokeschen Satz ist

B-dQX:/A-dX,
gl

~

/ (B—r1otA)-d’x=0
S1

fiir beliebige Flachen Sp, also 16st A das gestellte Problem.
Als Beispiel betrachten wir ein konstantes Magnetfeld B = const.
Dann gilt

! 1
Ax)= | dssBxx=-Bxx.
0 2

Diese Form des Vektorpotentials tritt z.B. bei der Behandlung des Ein-
flusses eines konstanten magnetischen Feldes auf die Atomspektren auf
(Zeeman-Effekt).

Das Vektorpotential A ist durch B nicht eindeutig bestimmt. Sind
A und A, zwei Losungen der Gleichung rot A = B, so gilt

rot (Aj —Ay) =0 (4.2)

d.h. es gibt eine skalare Funktion A mit grad A = A; — A,. Die Trans-
formation A — A + grad A dndert das Magnetfeld nicht und wird
Eichtransformation genannt.

Wir setzen jetzt B = rot A in das Amperesche Durchflutungsgesetz
ein und erhalten

rot tot A = —AA +grad divA=j . (4.3)

Wir nutzen die Eichfreiheit bei der Wahl von A aus, um div A beliebig
vorzugeben. Sei A’ ein Vektorfeld mit rot A’ = B. Wir suchen eine
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Funktion A, so dass das eichtransformierte Vektorpotential A = A’ +
grad A die Bedingung

divA = f (4.4)
erfiillt. A erhélt man dann als Losung der Poissongleichung
AN = f—divA’ (4.5)

Wihlt man div A = 0 (Coulombeichung), so erfiillt A in jeder Kom-
ponente die Poissongleichung

AA = —j | (4.6)

und als Losung, die (bei Stromverteilungen mit kompaktem Tréger) im
Unendlichen verschwindet, erhélt man

Ax) = = / sy I (A7)

T 4r x -yl

also die bereits angegebene Form des Vektorpotentials.

5. Das Vektorpotential einer lokalisierten Stromverteilung

Sei j eine gegebene Stromverteilung, die ganz in dem Gebiet V =
{x € R3 |x| < R} lokalisiert ist. Wir interessieren uns fiir das Ver-
halten des magnetischen Feldes bei grofien Abstédnden. Eine wichtige
Rolle spielt dabei die Tatsache, dass wegen div j = 0 die Integrale {iber
Funktionen der Form grad f(y)-j(y) verschwinden. Denn nach der Pro-
duktregel gilt grad f(y) - j(y) = div (f(y)j(y)) falls divj(y) = 0, und
das Integral iiber die Divergenz einer im Unendlichen schnell genug
abfallenden Funktion verschwindet aufgrund des Gaussschen Satzes.
Setzen wir f(y) = yk, so erhalten wir divygj(y) = jx(y), also ver-
schwinden die Integrale iiber die Komponenten der Stromdichte. Set-

zen wir f(y) = yiyk, so erhalten wir divyiyrj(y) = yrji(y) + yijr(y)-
Hieraus folgt, dass die ersten Momente der Stromverteilung

Mik = /dgyyijk(}’) (5.1)

antisymmetrisch unter Vertauschung der Indizes sind, m;;, = —my;. Wir

konnen daher diese Momente zu einem Vektor m mit den Komponenten
1 )

my = 5€i;1M;; zusammenfassen:

1

m= / Pyy x jy) (5.2)

nennt man das magnetische Moment der Stromverteilung.

Diese Definition fallt im Falle eines linienférmigen Stroms mit der
vorher gegebenen Definition zusammen. Denn sei j(x) = [ f7 dy&3(x —
y). Dann ist

m:é/d?’xxx(/dy53(x—y)):£/yxdy . (5.3)
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Sei nun

1 ily)
Ax)=— [ d° . 5.4
) = - [ @y 2L (5.4
Wir sehen, dass A mindestens wie |x|~! im Unendlichen abfillt. Tatséchlich
fallt A noch schneller ab. Denn es gilt

x| 1

: 1 . : .
Jim AGO| = - [ i) Jm E = = Py~ 0.
(5.5)

Wir wollen jetzt den Anteil von A ermitteln, der sich wie |x|™2
verhélt. Dieser Anteil kann richtungsabhéngig sein; wir setzen daher
x = rn mit einem Einheitsvektor n und halten n im Limes r — oo
fest.

Es gilt (unter Beriicksichtigung von [ d®yj(y) = 0)

1 T 1 1
. 2 o 3 . . _ — 3 3 _ .
rlggor A(rn) = in /d vi(y) rllglor (—|rn . 1) e /d YJ<Y)2}’ n.
(5.6)

Wir haben dabei ausgenutzt, dass

i 7 (== 1) =t (1 =yl = 1) = ] o = 3

mrur{————— =1m-—{n—u — = —Nn—Uu u=0 — Ty'1n

=500 lrn —y| u—0 Y du Y 0 2}’
(5.7)

ist.

Wir sehen, dass das Langabstandsverhalten von A durch die ersten
Momente mg, == [ d*y yiji(y) der Stromverteilung bestimmt ist. Mit
Hilfe des magnetischen Moments lédsst sich das asymptotische A-Feld

in der Form
m X X

Ax)= —"= 5.8
=T (58)
schreiben. Das zugehorige Magnetfeld ergibt sich zu
1
B(x) =rot A(x) = EV X (m x |X% (5.9)
1 X 1 X
=—V:—m-—m-V)— 1
47T(V |X|3)m 47T(rn V) e (5.10)
1 1
= md*(x) + —grad (m - grad —) (5.11)

47 x|

Es unterscheidet sich also von dem entsprechenden elektrischen Feld
eines elektrischen Dipols durch ein Vielfaches der Deltafunktion. B ist
der fiir grofe Absténde fithrende Anteil des magnetischen Feldes der
Stromverteilung j. Wir konnen auch eine Stromverteilung angeben, fiir
die B das exakte Magnetfeld ist, ndmlich j.(x) = rot mé®(x). Diese
Stromverteilung lasst sich als Grenzfall der skalierten Stromverteilun-
gen ja(y) = Mj(Ay) fiir A — oo verstehen, d.h. fiir jedes Testvektorfeld
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f gilt
lim / PByir(y) - £(y) = m - 1ot £(0) . (5.12)
—00

6. Dipol im dufleren magnetostatischen Feld

Auf einen magnetischen Dipol m am Ort x wirkt im magnetischen
Feld B eine Kraft und ein Drehmoment. Dem Dipol entspricht die
Stromverteilung

j(y) = rot ymé&*(y —x) . (6.1)
Die auf den Dipol wirkende Kraft ist

F = /d3y i(y) x B(y)
_ / d*y(Vy x m&*(y — x)) x By)

- /d3Y(B(Y) - Vyd*(y —x))m — (B(y) - m)Vy6°(y — x)

= (—mdiv B(x) + grad (m - B(x))

=grad (m-B(x)) . (6.2)
Diese Kraft ist konservativ, das zugehorige Potential ist
V(x) =(—m-B(x)) . (6.3)

Wie wir spéter sehen werden, ist dieses Potential auf Grund des Induk-
tionsgesetzes nicht die Gesamtenergie des magnetischen Feldes. Fiir
atomare Systeme, in denen sich das magnetische Moment nicht stetig
andern kann, beschreibt es aber die richtige Wechselwirkungsenergie
zweier Dipole

1 1
- E(HM'V)(I’HQ'V)

V = —m; - myd*(x)

o (6
wenn x der Verbindungsvektor der beiden Dipole ist. Bis auf den Delta-
funktionsanteil stimmt dieser Ausdruck mit dem entsprechenden Aus-
druck fiir die Wechselwirkungsenergie zweier elektrischer Dipole iibe-
rein. In der Atomphysik wird der Deltafunktionsanteil z.B. in der Hy-
perfeinstruktur der s-Niveaus sichtbar (Wechselwirkung zwischen den
magnetischen Momenten von Kern und Elektron). Hierbei kommt es
auf den rotationsinvarianten Anteil der Wechselwirkungsenergie an.
Der rotationsinvariante Anteil von 0;0; ist %%A, also ergibt sich fiir
den rotationsinvarianten Anteil von V'

V =-m; my 5(X)§ : (6.5)

Beobachtet wird dieser Effekt in der astrophysikalischen 21cm-Linie.
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Das auf eine Stromverteilung j im Magnetfeld B wirkende Drehmo-
ment beziiglich des Ursprungs ist

N:/nyxmwawm

:%/dgy{yx(jXB)—jX(yXB)}

2By B4 v )

Der erste Term ergibt nach der Jakobiidentitét
1 .
5 [ ¥y <3 < Bly) (6.6

Im Limes punktformiger Stromverteilungen wird dieser Term zu
m x B(x) |, (6.7)

also dem Ausdruck, den wir bei der Einfithrung des magnetischen Fel-
des bereits benutzt haben. Die i-Komponente des zweiten Terms ist

1 1
3 Z /d3Y<ynjk+ykjn)Bl5klm5nmi =3 Z /d3ydiv (YnYkd) BigkimEnmi

klmn klmn

1 .
=3 Z /d3y YnYkj - grad BiegimEnmi (6.8)
klmn
Im Limes punktformiger Stromverteilungen am Ursprung verschwindet
dieser Term. Sitzt das magnetische Moment am Punkt x, so ergibt sich
als Beitrag zum Drehmoment N = x x grad (m - B(x)).

7. Supraleiter

Oft ist die Stromverteilung nicht von vornherein bekannt, so dass
das Magnetfeld nicht einfach durch Integration bestimmt werden kann.
In magnetisierbaren Stoffen kann eine Magnetisierung M (magneti-
sches Moment pro Volumen) vorliegen, mit einer Stromdichte

Jm=rotM . (7.1)

Man spaltet den Strom dann auf in einen vorgegebenen Anteil jo und
den Magnetisierungsstrom j,, und schreibt das Durchflutungsgesetz in
der Form

rot (B—M) = jo (7.2)
Mit H = B — M nimmt es dann die Form
rot H = jo (73)

an. Aus historischen Griinden wird H manchmal als Magnetfeld be-
zeichnet, eine Konvention, an die wir uns nicht halten wollen.

An Grenzflachen, an denen j, verschwindet, sind die Tangential-
komponenten von H und die Normalkomponente von B stetig. Zur
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Losung der statischen Grundgleichungen benétigt man zusétzliche In-
formationen iiber M. In vielen Fallen lasst sich M als lineare Funktion
von B schreiben,

M = yH = x(B— M), also M = —* B (7.4)

I+x
mit der magnetischen Suszeptibilitit .

Eine etwas andere Situation liegt beim Supraleiter vor. Supralei-
ter sind Stoffe (typischerweise Metalle, aber auch einige Keramiken bei
tiefen Temperaturen), die durch den Meifiner-Ochsenfeld-Effekt cha-
rakterisiert werden. Ein magnetisches Feld kann nur bis auf eine sehr
kurze Distanz (die Eindringtiefe A) in den Korper eindringen (typische
Werte von A liegen zwischen 100 und 200 Angstrom).

Betrachten wir den idealisierten Fall, dass die Eindringtiefe ver-
schwindet. Dann verhalten sich Supraleiter bei magnetischen Feldern
dhnlich wie Leiter bei elektrischen Feldern.

Sei das Gebiet V' durch einen Supraleiter ausgefiillt. Dann gilt B =
0 innerhalb von V. Wegen

rot B =j (7.5)
ist j = 0 innerhalb von V. Auf dem Rand 0V gilt wegen divB = 0
n-B=0 (7.6)

mit dem Normaleneinheitsvektor von 0V. Aus rot B = j folgt, dass bei
nicht verschwindendem Magnetfeld aulerhalb an der Oberflache des
Supraleiters ein Oberflichenstrom flieit. Es gilt

/B.dx:/j.d%c (7.7)
oS S

fiir ein Fliachenstiick S. Wir wihlen jetzt einen Weg ~ auf 0V mit
Parametrisierung x(s), s € [0, 1], und betrachten die Fliachen

Se = {x(s) + un(x(s)), (u, s) € [—e,¢e] x [0,1]} . (7.8)

Der Strom j ist auf OV konzentriert, er héingt daher mit der Fléchenstrom-
dichte g in der folgenden Weise zusammen,

60 = [ dFmR®Px-y) (7.9)
wobei g ein Vektorfeld auf OV ist, das tangential gerichtet ist. Es gilt
li_I)I[l) j-dQXZ/Vg-(nxdX)z[y(gxn)-dx : (7.10)

also gilt auf oV
B=gxn (7.11)

und wegen g-n =0
nxB=g . (7.12)
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Wir betrachten als einfaches Beispiel eine Kugel aus supraleitendem
Material. Auflerhalb der Kugel ist rot B = 0. Es gibt daher eine skalare
Funktion ¢,, (das magnetische Potential) mit

B = —grad ¢, (7.13)

auflerhalb der Kugel. Die Randbedingung auf der Kugel ist 0,4, = 0.
©m ist eine Losung der Laplacegleichung. Sie ist eindeutig bestimmt,
wenn ihr Verhalten bei co bekannt ist.

Ist B = 0 bei 00, so erfiillt ¢, = 0 alle Bedingungen, also ist B =0
iiberall und g = 0. Geht B — B, = const fiir |x| — 00, so findet man
eine Losung in der folgenden Weise:

01 = —Bo - x = —Byrcosf (7.14)

(B = |Bwol, (1,0, ) Kugelkoordinaten mit z-Achse in Richtung B,)
ist eine Losung der Laplacegleichung mit den richtigen Randbedingun-
gen bei co. Durch Spiegelung an der Sphére {|x| = R} erhélt man eine
Losung der Laplacegleichung fiir x # 0,

o = —By -x(|—R|)3 = — B, R*r?cosf (7.15)
X
die bei oo verschwindet. Es gilt
Ontp1 = %(pl = —B, cosf (7.16)
und 5
0 R
Ontp2 = — 2 = 2B, (—) cosf (7.17)
or r
daher erfiillt .
Pm =1+ 2 (7.18)

2
die geforderten Randbedingungen bei » = R. Das Magnetfeld ergibt
sich zu 5
R X
Das Zusatzfeld ist also dasjenige eines magnetischen Dipols mit dem
Moment

(7.19)

3
m = —§VBOO , (7.20)
wobei V' das Volumen der Kugel bezeichnet. (Man vergleiche dieses Re-
sultat mit dem elektrischen Dipolmoment, das ein asymptotisch kon-
stantes elektrisches Feld in einer leitenden ungeladenen Kugel induziert,
p = —3VE, (Gleichung (5.48)).

Wir wollen nun die Flachenstromdichte berechnen. Es gilt
3
g = ﬁ(x X Bs) - (7.21)

Wir wollen dieses Ergebnis mit dem Feld einer Kugel vom Radius
R vergleichen, die mit der homogenen Flidchenladungsdichte o geladen
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ist und sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse dreht.
Der Oberflachenstrom ist dann (mit & = we,

g=00 XX . (7.22)

Der Superstrom, der von B, induziert wird, besteht also in einer Ro-
tation der zugehorigen Ladungstriger um die Richtung von B.,. Der
damit verbundene Drehimpuls ist

L= %m ) (7.23)
e

wobei M die Masse und e die Ladung der supraleitenden Ladungs-
trager sind. Da das duflere Magnetfeld aber keinen Drehimpuls auf
die Kugel ausiibt, muss in einer drehbar aufgehédngten Kugel das Git-
ter der Metallionen in umgekehrter Richtung rotieren, damit der Ge-
samtdrehimpuls verschwindet. Dieser gyromagnetische Effekt konnte
tatséchlich nachgewiesen werden (Einstein-de Haas-Effekt).

Wir wollen jetzt an einem Beispiel den von einem dufleren Strom in
einem Supraleiter induzierten Oberflichenstrom diskutieren. Der Halb-
raum {z > 0} sei von einem Supraleiter ausgefiillt. j sei eine stationére
Stromverteilung im Halbraum {x < 0}.

Wegen des Meifiner-Ochsenfeld-Effekts verschwindet das Magnet-
feld B fiir x > 0. Da die Normalkomponente —B, an der Oberfliche
stetig ist, gilt B, = 0 fiir x = 0. Diese Bedingung ist automatisch
erfiillt, wenn das Vektorpotential A an der Oberfliche in x-Richtung
zeigt.

In Analogie zur Methode der Spiegelladungen in der Elektrostatik
machen wir den Ansatz, dass das von den Oberflichenstromen erzeug-
te Vektorpotential im linken Halbraum durch einen Spiegelstrom im
rechten Halbraum erzeugt werden kann. Sei S die Spiegelung an der
Ebene x = 0. Dann setzen wir

A(x) = i/dffyw ;o1 >0 . (7.24)

A erfiillt die Gleichungen AA = —j und divA = 0 im Halbraum
x1 < 0. Auf der Flache z; = 0 gilt wegen Sx = x, dass SA = —A ist.
A zeigt daher in x-Richtung, und B, verschwindet. Das Magnetfeld an
der Oberfliache ist also wie gefordert tangential gerichtet. Man findet

1

B(x) = /d3y(j(Y)—Sj(SY))>< |;__;,/|3 - i

/ d&ﬁmy)x(x—y)} ,
(7.25)

wobei [a] die Projektion von a auf die y-z-Ebene bezeichnet,

la] = —e, x (e, x a) . (7.26)
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Der induzierte Oberflachenstrom ist

&) = (—e. ¥ B() = 5= [ d'ye——s(ni(y) + 1Y) (x ~ )

(7.27)
Betrachten wir als Beispiel einen linienférmigen Strom [/, der im

Abstand d von der Grenzfliche in die y-Richtung flieft. Dann fliefit
auch g in die y-Richtung. Man erhélt

Id >

—5- -

g2(x) ds(d® + 6%+ s%)"2 | (7.28)
wenn v/ d? + 02 der Abstand zwischen x und dem Stromfaden ist. Wir
setzen s = v/ d? + 02y und finden

(%) = —Wip)/_@ du(l +u?)3 (7.29)

o0

Das Integral berechnen wir mit der Substitution v = tan . Dann ist
du = Coiga und 14 w? = c0512a' Folglich erhalten wir

/ du(l—l—uQ)_% /2 doacosa =2 |

(7.30)
%
und damit 1d
= . 7.31
92( ) ﬂ_(dQ +52) ( )
Der insgesamt induzierte Strom ist
I d 1 [
Ling =—1— dy————= =—1— doo=—1 7.32
d 7T/Oo d? + 02 7T/72r @ ( )

wobel wir = d tan « substituiert haben. Der induzierte Strom ist also

dem erzeugenden Strom entgegengesetzt gleich. Insbesondere stof3t ein
Supraleiter also einen anderen Stromkreis ab.



KAPITEL V

Maxwellgleichungen

1. Das Faradaysche Induktionsgesetz

1831 entdeckte Faraday das Induktionsgesetz: ein zeitlich verdnder-
liches magnetisches Feld erzeugt in einem geschlossenen Leiter einen
Strom. Ursache dieses Stroms ist ein elektrisches Feld. Ist v die Leiter-
schleife, so ergibt sich quantitativ

/E-dx:—k"i/Bwa : (1.1)
A it J

wenn v die Flache S im positiven Sine umrandet. Die im Induktions-
gesetz auftretende Konstante k" ldsst sich durch die bereits bekannten
Konstanten ausdriicken. Dies kann man in der folgenden Weise einse-
hen.

Wir betrachten ein Magnetfeld, dessen Zeitabhéngigkeit durch

B(x,t) = Bo(x + vt) (1.2)

gegeben ist, etwa indem sich die erzeugende Stromverteilung mit der
konstanten Geschwindigkeit —v bewegt. Dann gilt

4 B-d2X=/(V-V)B0-d2X . (1.3)
Mit (v-V)Bg = (V:-Bg)v—V x (v x Bg) und V - By = 0 folgt

d 2

— | B-dx=— [ (vxByp) -dx . (1.4)

dt Js os

v X By ist aber gerade die Kraft, die auf eine Einheitsladung wirkt, die
sich im Magnetfeld By mit der Geschwindigkeit v bewegt. Nach den
Gesetzen der klassischen Mechanik bleibt die Kraft gleich, wenn man in
ein anderes Inertialsystem geht (Galilei-Invarianz). Im System, in dem
die Ladung ruht und das Magnetfeld sich mit der konstanten Geschwin-
digkeit —v bewegt, interpretieren wir die Kraft v x By als elektrisches
Feld E und erhalten daher einen Spezialfall des Induktionsgesetzes mit
k' =1.

Wir werden spéter sehen, dass die Galilei-Invarianz in der Elektro-
dynamik nicht gilt, so dass die obige Argumentation nicht ganz iiber-
zeugend ist. Die Galilei-Invarianz gilt aber im Limes kleiner Geschwin-
digkeiten; dies reicht aus, um die Konstante k” zu fixieren.
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Die differentielle Form des Induktionsgesetzes lautet
0
rotE+ —=B=0 . 1.5
oy (1.5)
Man kann diese Gleichungen in dhnlicher Weise wie die statischen Glei-
chungen verstehen, indem man zu einer vierdimensionalen Beschrei-

bung iibergeht, in der die Zeit die vierte Dimension ist. Wir werden
spater darauf zuriickkommen.

2. Maxwellsche Erginzung

Aus dem Ampereschen Durchflutungsgesetz
rot B =j (2.1)

folgt divj = 0. Andererseits gilt wegen der Erhaltung der elektrischen
Ladung die Kontinuitatsgleichung

divj—l—%pzo . (2.2)

Das Amperesche Durchflutungsgestz kann also bei zeitlich verdnderli-
cher Ladungsdichte nicht mehr richtig sein. Nach dem Gaufschen Ge-
setz ist

p=divE | (2.3)
also gilt
0
div(j+ =E)=0 . 2.4
V(G + OB 2.4

Maxwell verdnderte daher das Amperesche Durchflutungsgesetz, indem
er auf der rechten Seite den sogenannten Verschiebungsstrom %E hin-
zufiigte (Maxwellsche Ergidnzung). Damit erhdlt man

0
tB——E=j . 2.
1o oy j (2.5)

Um uns eine Vorstellung von der Groflenordnung der Maxwellschen
Ergénzung machen zu konnen, betrachten wir die folgende Situation:
ein homogenes elektrisches Feld im Innern eines Zylinders mit Radius
r werde gleichméfig in der Zeit ¢t von 0 auf F gesteigert. Das dadurch
am Rand des Zylinders verursachte Magnetfeld hat die Stéarke

r
B = QtE . (2.6)
Auf eine Punktladung e, die sich mit der Geschwindgkeit v parallel zur
Zylinderachse bewegt, wirkt daher die Lorentzkraft mit der Stérke
r
evB = eEth . (2.7)
Solange v und g; klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 sind, ist
diese Kraft klein gegen die elektrische Kraft eE. Ein direkter Nachweis
des Verschiebungsstroms ist daher schwierig. Wir werden aber sehen,
dass dieser Zusatzterm verantwortlich fiir das Auftreten elektromagne-
tischer Wellen ist.
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3. Maxwellgleichungen; die Wellengleichung

Wir haben jetzt das folgende Gleichungssystem fiir die Elektrody-
namik gefunden:

0
rotE+ —B =0

ot
(i)
divB =0
(iii)
divE =p

0
t B - _E — ]
ro ; J

Diese 4 Gleichungen nennt man die Maxwellgleichungen. Sie bilden die
Grundlage fiir die gesamte Elektrodynamik.

Einen ersten Eindruck iiber die Aussagekraft dieser Gleichungen ge-
winnt man, indem man die erste Gleichung nach der Zeit differenziert,

0 0?
0=r0t —E+—B . 3.1
R TR T 8:1)
Einsetzen der vierten Gleichung ergibt

0? )
0 =rotrot B + @B —rotj . (3.2)

Mit A = graddiv — rotrot und div B = 0 folgt
OB = rotj (3.3)

mit dem d’Alembert-Operator [ = g—; — A. Diese Gleichung ist die
inhomogene Wellengleichung. Eine entsprechende Rechnung fiihrt fiir
das elektrische Feld auf die inhomogene Wellengleichung

0.
OE = —(grad p + T )
Die zugehdrigen homogenen Gleichungen besitzen nichttriviale Losun-
gen, die elektromagnetischen Wellen. Der Nachweis dieser Wellen durch
Hertz lieferte die entscheidende Bestéatigung fiir die Maxwellgleichun-

gen.

(3.4)

4. Potentiale und Eichtransformationen

Die Maxwellgleichungen stellen ein System von 8 gekoppelten li-
nearen partiellen Differentialgleichungen dar. Um sie bei vorgegebenen
Strom- und Ladungsdichte zu l6sen, kann man folgendermaflen vorge-
hen. Zunéchst betrachtet man die beiden homogenen Gleichungen. Aus
div B = 0 folgt die Existenz eines Vektorpotentials A mit

rotA=B . (4.1)
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Setzt man diesen Ausdruck fiir B in das Induktionsgesetz ein, so erhélt
man

rot (E + %A) =0 . (4.2)
Also gibt es wie im statischen Fall ein skalares Potential ¢ mit
—gradp = E + %A . (4.3)

Sind ¢ und A beliebig vorgegeben, so 16sen E = —grad ¢ — %A und
B = rot A die homogenen Maxwellgleichungen. Die vierkomponentige
GroBle (¢, A) nennt man das elektromagnetische Potential.

Wir setzen die gefundenen Ausdriicke fiir das elektromagnetische
Feld (E,B) in die beiden inhomogenen Maxwellgleichungen ein und
erhalten

—Ap — %divA =p (4.4)
und mit rotrot = graddiv — A
—AA—i—a—zA—i- rad (di A—i—2 )=1] (4.5)
gt TEMGIEN AT 5@ =) '

Die Wahl der Potentiale ist nicht eindeutig durch die elektromagneti-
schen Felder bestimmt. Ersetzt man A durch A + grad A und ¢ durch
©— %A mit einer skalaren Funktion A(¢,x), so ergeben sich dieselben
Felder. Transformationen dieser Art nennt man Eichtransformationen.

Man kann die Eichfreiheit dazu benutzen, die Gleichungen fiir die
Potentiale zu vereinfachen. Eine beliebte Eichung ist die Lorentzei-
chung

0
VA+—p=0 . 4,
div A + 82590 0 (4.6)

In diesem Fall erhélt man 4 entkoppelte inhomogene Wellengleichun-
gen7
A =j (4.7)
und
Op=p . (4.8)
Man erreicht die Lorentzeichung in der folgenden Weise. Sei (¢, A) ein
beliebig vorgegebenes elektromagnetisches Potential. Gesucht wird eine
skalare Funktion A, so dass
0 A, A +grad A) (4.9)

(¢, A") = (¢ — 5

die Lorentzeichung erfiillt. Dies bedeutet, dass A die inhomogene Wellen-
gleichung

OA =divA + 0

erfiillen muss.
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Elektromagnetische Wellen

1. Die homogene Wellengleichung
Die Gleichung

92

Ou=0 , O=0"0,=¢""0,0, = 22 A (1.1)

nennt man Wellengleichung. Spezielle Losungen dieser Gleichung sind
die ebenen Wellen

u(t,x) = f(t —n-x) (1.2)

mit einer glatten Funktion f und einem Einheitsvektor n. Diese Losun-
gen sind zu einer festen Zeit ¢ auf den Ebenen senkrecht zu n konstant.
Die Ebenen mit konstantem u bewegen sich mit der Geschwindigkeit
n. Ein Spezialfall ebener Wellen sind die monochromatischen ebenen
Wellen

u(t,x) = e~ iWi-kx) (1.3)

mit dem Wellenzahlvektor k und der Frequenz w. Die Wellengleichung
impliziert die Dispersionsrelation |k|? = w?.

Ahnlich wie in der Mechanik wollen wir jetzt das Anfangswertpro-
blem untersuchen. Da die Wellengleichung eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung in der Zeit ist, erwarten wir, dass die Losung be-
stimmt wird durch Angabe von u und seiner Zeitableitung zur Zeit
¢ = 0. Man nennt uy(x) := u(0,x) und vo(x) := 2u(0,x) die Cauchy-
daten von u und fragt, fiir welche vorgegebenen Cauchydaten eine zu-
gehorige Losung der Wellengleichung existiert und eindeutig bestimmt
ist (Cauchyproblem).

Betrachten wir zunéchst Losungen der Form

u(t,x) = f(t)e™>. (1.4)
f erfiillt dann die Differentialgleichung
"+ kPf=0 (1.5)
mit der allgemeinen Losung

'(0)
K|

f(t) = f(0) cos |k|t + sin k|t . (1.6)
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Durch Superposition dieser Losungen kénnen wir das Cauchyproblem
auch fiir Anfangsbedingungen der Form

u(0,x) = up(x) = (2%)_% /d?’kﬁo(k)eik'x (1.7)

90,%) = vy(x) = (2m)3 [eaoer )

(Uberlagerung ebener monochromatischer Wellen) 16sen. Es gilt
_3 3 (k> : ik-x
u(t,x) = (2m)"2 [ d°k | up(k) cos | k|t + X sin |k|t ) e . (1.9)

Seien nun ug, vy beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen. Mit den
Fouriertransformierten

3

uo(k) = (2m) "2 /d?’xuo(x)e_ik'x , (1.10)
vo(k) = (2%)*% /dBXUO(X)eik'X : (1.11)
ergibt sich

in [k|t\
u(t,x) = (27T)3/d3kd3y (uo(y) Cos|k|t+vo(y)sn|11|<‘| )ezk-(XY)

— /d3 {gt (t,x —y)uo(y )+D(t,x—y)v0(y)} (1.12)

mit
P = <2W)_3/ dgksnlll‘cll{’teik'x (1.13)
- 47T1|X| (0t — |x[) = ot + [x[)) - (1.14)

Das Faltungsintegral mit D lésst sich in der folgenden Weise be-
rechnen. Wir wihlen Kugelkoordinaten mit Mittelpunkt x und finden
fiirt >0

2m
/dSyD(t x—y )uo(y / drr? / d951n9/ d¢—5t r)ug(x+re;)

t

— d@sm@/ doug(x + te,) . (1.15)
T i 0

Fiir ¢ < 0 ergibt sich dleselbe Formel.
Nennt man den Mittelwert einer Funktion h(x) iiber eine Kugel
vom Radius » um den Punkt x

L /th(X+y) , lyl=r (1.16)

(Myh)(x) =

42
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so lasst sich die Losung v durch die Anfangsbedingungen wug, vy in der
folgenden Form ausdriicken :

u(t,x) = % (tMjyuo) (x) + (EMgvo) (x) - (1.17)

u(t,x) ist also unabhéngig von den Werten von uy und v, aulerhalb
der Oberflache der Kugel mit dem Radius [¢].

Eine besonders einfache Losung des Anfangswertproblems erhélt
man, wenn ug und vg harmonische Funktionen sind. Sie stimmen dann
mit ihren Mittelwerten M,u, und M,vy iiberein, und man findet

u(t,x) = up(x) + tug(x) . (1.18)

Wendet man die gefundenen Ausdriicke auf die Maxwellschen Glei-
chungen mit p,j = 0 an, so folgt

E(t,x) = /d3 L‘ft (t,x —y)E(0,y) + D(t,x — y)%E(O,y)] ,

(1.19)
und entsprechend fiir B. Wegen der Maxwellgleichungen sind die An-
fangsbedingungen nicht frei wihlbar, sondern miissen die Maxwellglei-
chungen

dvE=0 , divB=0 und rotE+B=0 , rotB—E=0
(1.20)
zur Zeit t = 0 erfiillen. Geben wir E und B zur Zeit ¢t = 0 divergenzfrei
vor, so sind E und B dadurch bereits festgelegt. Wir erhalten

E(t, X) 8t rot 3 E(Ov Y)
= d’yD(t,x — . (121
(B@,X)) <—rot 2 )/ YPUX =Y,y ) - 2V
2. Die inhomogene Wellengleichung;
retardierte Potentiale

Die allgemeine Losung der inhomogenen Wellengleichung
Ou =w (2.1)

erhélt man, indem man eine spezielle Losung aufsucht und dann die
allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung dazu addiert. Wir
suchen eine Losung, die zur Zeit t = 0 verschwindet. Eine solche Losung
ist eindeutig bestimmt. Sie ist gegeben durch

t
[ dsus(t,x) , t>0
— [dsus(t,x) , t<0
t

wobei u4(t,x) die Losung der homogenen Wellengleichung ist mit den
Anfangsbedingungen

us(s,x) =0 ,Qus(s,x) =w(s,x) . (2.3)
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Tatséchlich gilt fiir t > 0

Owu(t,x) = ut(t,x)+/0 dsdyus(t,x) (2.4)
Otu(t,x) = atut(t,x)+/td38t2us(t,x) (2.5)
= w(t, x) +/t dsAug(t,x) (2.6)
= w(t,x) + Au(t,x) . (2.7)

Die Anfangswerte konnen statt zur Zeit ¢ = 0 auch zu anderen Zei-
ten vorgegeben werden. Von besonderem Interesse ist der Fall, dass
die Losung fiir ¢ — —oo verschwindet. In disem Fall laasen wir nur
Quellterme w zu, die fiir geniigend fritheZeiten gleich Null sind. Wir
erhalten

u(t,x) = /ds/d?)yDret(t —s5,x—y)w(s,y) (2.8)

mit der retardierten Greenschen Funktion

Dis(t:) = b= ) 29
Es gilt
Dret(t,x) = 0 (2.10)
fiir ¢ # |x| und
0D, (t,x) = 6()0°(x) . (2.11)
Eine andere Greensche Funktion ist die avancierte Greensche Funktion
Dt %) = Doy (—1, —x) = %‘Xri(t ). (@21

Die Differenz der beiden ist die schon behandelte Funktion
D =D,y — D,, . (2.13)

D ist eine Losung der homogenen Wellengleichung. Da eine Losung der
homogenen Wellengleichung durch ihre Anfangswerte zu einer beliebi-
gen Zeit festgelegt wird, ist D, die einzige Greensche Funktion, die
auferhalb des Vorwértskegels

Ve ={({t.x)[lx| < t} (2.14)

verschwindet.
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Wir kénnen jetzt sofort die sogenannten retardierten Potentiale an-
geben. Ist (p,j) eine Ladungs- und Stromverteilung, so gilt fiir die re-
tardierten Potentiale (in der Lorentzeichung)

Oret (£, X) = / ' PPy Dyt (t — ', x — y)p(t',y)

1

= — [ d'd® S((t—1)—|x— '
i y’X_y‘ (( ) =[x —yl|)pt,y)
L (tret, YY) (2.15)
- 47T y‘X . y’p ret7y .
und

At x) = — / Py (teny) (2.16)

’ 4 Ix —y| ’

mit der retardierten Zeit ¢, = t — |x — y|. Die retardierten elektro-
magnetischen Potentiale (und damit auch das retardierte elektroma-
gnetische Feld) hdngen also von den Ladungs-und Stromdichten zur
retardierten Zeit ab.

Als Beispiel betrachten wir einen zeitabhéngigen, punktférmigen
elektrischen Dipol p(¢) am Ort x = 0 (Hertzscher Dipol). Die zugehori-
ge Ladungsdichte ist

p(t,x) = —p(t) - grad 6*(x) (2.17)
der zugehdrige Strom
j(t.x) = p(t)o*(x) . (2.18)

Damit erhélt man fiir das retardierte Vektorpotential

1 1 )
Aret(tax> = E d3y|X—Y|p(t_ ’X_YD(S?)(Y) (219)
1 . 1 .
= P D = () 220)

und fiir das zugehorige magnetische Feld

Biei(t,x) = rot Aye(t,x) (2.21)
1 /. n . n
- = <p(tret) X 5+ Blher) X ;) (2.22)

mit 7 = |x| und n = %. Der erste Term ist das sogenannte Nahfeld, das
bei kleinen Abstdnden iiberwiegt. Den zweiten Term nennt man das
Fernfeld. Dies ist das eigentliche Strahlungsfeld. Es ist proportional
zu p und fallt nur wie % ab. Zur Bestimung des elektrischen Feldes
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berechnen wir zunéchst das skalare Potential,

1 1
d’y 5Pt~ -yl grad 5 (y)2.23)

Pret (ta X) =

dm
1 . (pl—[x—y])
= — [ dyd 5 2.24
1. plt—x])
= —odive/—— 2.2
Y x| (2.25)
1 X X
= = - c—= +pt— " — 2.2
M(p@\ﬂ>kP+Mtrw MJ (2.26)
]- p(tret) ‘n p(tret) ‘n
= — : 2.27
4W( o B (2.27)
Das elektrische Feld ergibt sich dann zu
Eret(tvx) = _gradsoret_A‘ret (228)
_ 1 (sapem—p Sn(pom)—p B (neb)py
47"' T3 T2 r (&

Wieder gibt es einen Anteil Eg,,,, der nur wie % abfallt und daher bei
groflen Abstdnden dominiert.

Um den mit dieser Welle verbundenen Energietransport zu berech-
nen, nutzen wir den Poyntingschen Satz aus. Die Energiedichte des
elektromagnetischen Feldes ist

1
u=(EP +[BP) (2:30)

die Energiestromdichte wird durch den Poyntingvektor S = E x B
beschrieben. Aus den Maxwellgleichungen folgt

t=E-E+B-B=r0tB-E—j-E—10t E-B = div (BxE)—j-E (2.31)

die Energiedichte dndert sich also durch Erzeugung Joulscher Wérme
(der Term jE) und durch den Fluss des Poyntingvektors (Poyntingscher
Satz).
Fiir den Poyntingvektor gilt (fiir grofle )
1
167272

S - EFern X BFern - (p - (p ' II)II) X (p X Il)

= —1gzz (B-)b—[BI'n—(B-n)b+ (- n)°n)
1 .. ..
T ) ((P ‘n)? — ’P|2) n
1 12 .92 p -1
= Y Y =— 2.32
622 |p|“sin“dn | cos B (2.32)

Zur Bestimmung der abgestrahlten Leistung berechnen wir den Ener-
giefluss durch eine Kugelschale um den Ursprung mit Radius r, im
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Grenzfall grofler r, so dass nur der Beitrag der Fernfelder beriicksich-
tigt werden muss.

P= S - d? :ﬂ/d 1— 2:M . 2.33
| oseix=8n [ awti—ut) = (23
Wenn der Dipol mit der Frequenz w schwingt
p(t) = pocoswt (2.34)
dann ergibt sich
1
P(t) = 6—]p0\2w4 cos® Wtyer - (2.35)
T

3. Polarisation

Ebene monochromatische elektromagnetische Wellen haben die Form
E(t,x) = Re (eexpi(k-x —wt)) , B(t,x) = Re (bexpi(k -x — wt))
(3.1)
mit w? = |k|? und e,b € C* . Wegen der Maxwellgleichungen gelten
fiir e und b die Bedingungen

ke = k-b=0 (3.2)
kxe = wb , kxb=-we (3.3)

und damit e - b = 0 . Die Vektoren E, B und k bilden also ein ortho-
gonales, positiv orientiertes Dreibein. Die Energiedichte ist
1 1 1 .

u = §|E|2 + §|B|2 = |E|* = 3 (le|* + Re (e - e)eXkx«t)  (3.4)
Die Energiestromdichte ist
k k
— —u
K| K|
Die zeitliche Abhéngigkeit der Richtung des elektrischen Feldes wird
durch den komplexen Vektor e charakterisiert. Ist e ein Vielfaches ei-
nes reellen Vektors, so zeigt E immer in dieselbe Richtung; die Welle
heif3t linear polarisiert. Sind Realteil und Imaginérteil von e senkrecht
zueinander und von gleichem Betrag, so beschreibt E(t,x) fiir festes x
einen Kreis mit Radius \/LE le| (zirkular polarisiert). Im allgemeinen Fall
beschreibt E eine Ellipse. Wir wéhlen a € R, so dass

S=ExB=—|E= (3.5)

e-eec P >0 . (3.6)
Dann hat ey = e *“e die Eigenschaft
e-€ >0 . (3.7)
Sei eg = e +iey , ej,ey € R3. Dann folgt e; Le,. Es gilt
E(t,x) = Reege'lxwite) (3.8)

= e cos(k-x—wt+a)—esinfk-x—wt+a) ,(3.9)
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d.h. E beschreibt eine Ellipse in der Ebene senkrecht zu k mit den
Halbachsen e; und es. Ist e, = 0, so ist E linear polarisiert. Ist |ey| =
le1| , so hat man zirkular polarisiertes Licht (linkszirkular fiir (e; x
e) - k > 0). Man kann den Polarisationszustand einer Welle durch
die sogenannte Polarisationsmatrix charakterisieren. Sei k 0.B.d.A. ein
Vektor in positiver z-Richtung. Dann betrachtet man die Matrix

1 €r€r €y€y
PTeE\ aa e
mit e = (e, €,,0) .

Die Matrix p hat die Eigenschaften

Trp=1 , detp=0 , p=p° , (3.10)
sie kann parametrisiert werden durch
L 1+& &+l
== ) 3.11
P 2(51—152 1-& ’ ( )

GeR, Y& =1. & =0 bedeutet lineare Polarisation, & = +1
zirkulare Polarisation. Zur Bestimmung der Koeffizienten &; misst man
die mittleren relativen Intensitdaten der linear und zirkular polarisierten
Komponenten, etwa durch einen Linearpolarisator und ein \/4-Platt-
chen. Steht der Linearpolarisator mit Winkel ¢ zur x-Achse, so hat das
durchgelassene elektrische Feld den Amplitudenvektor

e’ =Pse

mit dem Projektor auf die Richtung von ¢
2 .
P, = ( cos” ¢ Cosgbsmgb)

cospsing  sin® ¢

Die relative Intensitit I(¢) = ||‘:||22 ergibt sich dann zu

I(¢) = TrpPy = %(1 +&5c082¢ + &1 5in2¢) . (3.12)

Die zirkular polarisierten Komponenten kann man mit dem folgenden
Verfahren herausprojizieren: Ein \/4-Pléattchen wird so in den Strahl
gebracht, dass die optische Weglédnge der y-Komponente des elektri-
schen Feldes sich gerade um A/4 (mit der Wellenlédnge A = 27/|k|) von
derjenigen der z-Komponente unterscheidet. Danach tritt der Strahl
durch einen Linearpolarisator in Richtung ¢ = +7/4. Der jetzt line-
ar polarisierte Strahl wird durch ein gegeniiber dem ersten Plattchen
um 7/2 verdrehten \/4-Plittchen wieder zirkular polarisiert. Bis auf
eine fiir die mittlere Intensitéit irrelevante Phase ergibt sich fiir den
Amplitudenvektor des elektrischen Feldes hinter dem Projektor

e’ =U"Py.uUe (3.13)
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mit der unitaren Matrix

10
o-(30)

die die Wirkung des \/4-Plittchens beschreibt. Die relativen Inten-
sitdten der zirkular polarisierten Komponenten sind

1
]:t = TI'pU*PiW/4U = 5(1 + 52) . (314)

Ist eine Welle nicht strikt monochromatisch, so kann man sie ndherungs-
weise durch einen zeitabhéngigen Vektor e(t) beschreiben. Im Zeitmit-
tel erhédlt man eine Polarisationsmatrix

lim Jor pOle(t)d! . (3.15)
T [T Je(t)|dt

p ist hermitesch mit Spur 1, aber i.a. ist detp # 0,
1 .

7

2\ & —i& 1-&

mit Y &2 < 1 . Eine solche gemischte Polarisationsmatrix ldsst sich
immer als Mischung zweier reiner Polarisationsmatrizen ausdriicken.
Diese Zerlegung ist jedoch nicht eindeutig.

Beispiel: Wir betrachten die Uberlagerung zweier monochromatischer
ebener Wellen mit derselben Ausbreitungsrichtung, deren Frequenz sich
um 0 < w unterscheidet. Das elektrische Feld an einem bestimmten
Punkt kann dann durch einen zeitabhéngigen Amplitudenvektor der
Form e(t) = e + fe®®" beschrieben werden. In der zeitlich gemittel-
ten Polarisationsmatrix verschwinden die gemischten Terme, und wir
erhalten die konvexe Kombination

p = ape+ Bps (3.17)
mit ) )
f
S
le]? + [£]? le]* + [£]?
und den Polarisationsmatrizen pe, pr der beiden monochromatischen

Wellen.

(3.18)

4. Reflexion und Brechung

In einem nichtleitendem Medium konnen die Ladungen sich nicht
frei bewegen, sie konnen aber durch ein elektrisches Feld aus ihrer Ru-
helage abgelenkt werden. Ist das Material elektrisch neutral, so bilden
sich auf diese Weise kleine Dipole. Wir beschreiben die so erzeugte
Ladungsverteilung durch die Materiepolarisation P, die mit der La-
dungsverteilung durch

divP = —p (4.1)
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zusammenhangt. P kann als Dipoldichte interpretiert werden. In vielen
Materialien kann der Zusammenhang zwischen P und E durch den
Ansatz

P(t,x) — / dt \(t — VE(t, x) (4.2)

beschrieben werden. Hierbei ist x eine Funktion, die fiir negative Ar-
gumente verschwindet; die Polarisation setzt also erst nach der Ein-
schaltung des elektrischen Feldes ein. Nach Fouriertransformation in
der Zeit erhalt man

P(w,x) = X(w)E(t,x) . (4.3)
Mit der frequenzabhingiger Dielektrizitdtskonstanten e(w) = 1+ x(w)
und g = 1 nehmen die Maxwellgleichungen fiir Felder mit der Zeitab-
hingigkeit e~ die Form an (w # 0)

rotE =iwB |, rotB = —iwe(w)E . (4.4)

Die Gleichungen div E = 0 und div B = 0 sind eine Konsequenz. Lésun-
gen findet man durch den Ansatz

E =ee™™ mit k-k=c(w)uw? . (4.5)

Hierbei sind

ekeC® |, e k=0 . (4.6)
Wir betrachten jetzt eine ebene Grenzfliche zwischen zwei Medien
mit den Dielektrizitdtskonstanten €; und 5. Wir suchen Losungen der
Maxwellgleichungen mit den Grenzbedingungen, dass die Tangential-
komponenten von E und B stetig sind. Wir geben w und die Tangenti-
alkomponente k; von k vor, k; - n = 0,k; € R3 n Normalenvektor der
Grenzflache (zeigt von 2 nach 1). Dann gilt fiir die Normalkomponente
ki vonk,k =k-n

k= ew? — [k |* . (4.7)

Wir wollen annehmen, dass 1,5 € R. Dann gilt fiir den Einfallswinkel
a?
o Pk
k-k clww? ’
d.h. fiir die beiden méglichen Richtungen in den Gebieten 1 bzw. 2 ist
sin? o gleich (Reflexionssatz), und fiir die Richtungen in verschiedene
Gebiete gilt das Brechungsgesetz
Sin2 a1 . 82(&)) . n_% N — \/g ‘ (49)

sinfay ei(w) n?

(4.8)

In jedem der beiden Gebiete gibt es vier linear unabhéngige Losungen,
entsprechend den beiden Werten fiir £; und den beiden unabhingi-
gen Polarisationen. Wir betrachten den Fall, dass eine Welle aus dem
Gebiet 1 auf die Grenzflache trifft. Dann gibt es im Gebiet 2 nur die aus-
laufende Welle, die u.U. auch exponentiell geddmpft sein kann, k;, > 0
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oder Imk; > 0. Um die Grenzbedingungen zu erfiillen, muss dann im
Gebiet 1 auch das andere Vorzeichen von k| auftreten, als reflektierte
Welle.

Wie zerlegen unsere einlaufende Welle in den in der Einfallsebene
(aufgespannt von k; und n) linear polarisierten Anteil (p-polarisiert)
und den dazu senkrecht polarisierten Anteil (s-polarisiert). Fiir den
s-polarisierten Anteil gilt (n-e = 0)

€cin + €refl = €prans  (Stetigkeit von Ey) (4.10)
kLein (€cin — €refi) = Kltrans€irans (Stetigkeit von By) (4.11)

und damit
(K Ltrans + K Lein) €rept = — (KLtrans — Klein) €cin - (4.12)

Mit k| ein =n1cosay  , kitrans = Mo COS g folgt
€refl = T1€ein - (413)

mit dem Reflexionskoeflizienten

711 COS (X1 — T COS (g
T, = (414)
71 COS (1 + Ny COS Qg

sin g cos avp — sinay cosay  sin(ag — )

= — g = — . (4.15)
sinap cos g + sinag cosay  sin(ag + )
Fiir den p-polarisierten Anteil erhélt man entsprechend
Tlo COS (X1 — M1 COS (g
T’” = 0 (416)
9 COS (¥] -+ N COS Qg
_ sinajcosa; —sinascosay  tan(ag — as) (4.17)

sina; cosay +sinagcosay  tan(ag + as)
Ist ay + g = 7, so steht der reflektierte Strahl senkrecht auf dem
gebrochenen. In diesem Fall verschwindet r|; der reflektierte Strahl ist
daher s-polarisiert. Der zugehorige Winkel «; heifit Brewsterwinkel ap,

tanap = 2 (4.18)
ny
71 |? und |r|? sind die reflektierten Intensitéten im Zeitmittel, relativ
zur einfallenden Intensitét.

Ist ny < my, so ist ay fiir oy > ay = arcsinZ—f imaginédr. Dann ist
auch k| 4qns imagindr, und die Welle féllt im Medium 2 exponentiell
ab. Es gilt | |* = |r||* = 1 (Totalreflexion).

Eine hiibsche Anwendung des Brechungsgesetzes ist die Erkldrung
des Regenbogens. Wir betrachten den Strahlengang eines Lichtstrahls
durch einen kugelformigen Wassertropfen. Der Strahl treffe mit dem
Winkel o zur Normalen auf den Tropfen auf, Nach dem Brechungsge-
setz tritt er mit dem Winkel 5 in den Tropfen ein,

NLuft sina = T'Wasser sin ﬂ ) (4 19)
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wird einmal an der Innenseite reflektiert (wieder mit dem Winkel 8 zur
Normalen) und tritt beim néchsten Auftreffen auf die Grenzfliche aus
(mit AuBenwinkel «). Insgesamt wird der Strahl um

vy=7—40 + 2« (4.20)
abgelenkt. Sind die Winkel « gleich verteilt (wie im Fall der Sonnen-

einstrahlung) so liegt das Reflexionsmaximum an der Stelle, an der g—l
verschwindet. Es gilt
dry s
— =—4—472. 4.21
da da * ( )
Differenziert man das Brechungsgesetz nach a, so findet man
NTufs COS O = Nyasser COS J —— . (4.22)
da
Einsetzen ergibt die Gleichung
1 asser
sinfa=-(4—n? ,n= w, (4.23)
3 NLuft

Hieraus bestimmt man erst «, dann § und schlieSlich v. Da der Bre-
chungsindex von der Frequenz abhéngt, sind die Richtungen der maxi-
malen Intensitét fiir verschiedene Farben etwas verschieden. Ein Bogen
wird sichtbar, da das System um den Lichtstrahl mit Winkel @ = 0
kreissymmetrisch ist.



