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Uberblick

Thema dieser Vorlesung ist die Untersuchung von Ph&nomenen, bei
denen der Begriff der Warme eine Rolle spielt. Dieser aus dem All-
tagsleben bekannte Begriff tritt in der mikroskopischen Physik nicht
auf. Er hdngt eng mit der Existenz irreversibler Prozesse zusammen.
Im Laufe des 19. Jahrhunderts wurde beim Studium von Warmekraft-
maschinen entdeckt, dass die Richtung, in der irreversible Prozesse ab-
laufen, durch das Anwachsen einer neuen physikalischen Grofle, der
Entropie, charakterisiert wird. Diese Phdnomene treten bei allen be-
kannten, geniigend groflien Systemen auf, ganz unabhéngig von deren
Natur. Im Rahmen der phdnomenologischen Thermodynamik werden
sie analysiert und auf die Hauptsétze zuriickgefiithrt, unter denen der
2. Hauptsatz eine Schliisselrolle spielt. Konsequenzen dieser Prinzipien
treffen dann auf jedes System, gleich welcher Zusammensetzung, zu.
Ein grofler Teil der heutigen Technik beruht auf den Anwendungen der
phédnomenologischen Thermodynamik.

Die Frage, wie die beobachteten Phénomene aus den mikroskopi-
schen Gesetzen abgeleitet werden kann, wurde zu einem grofien Teil
durch Arbeiten von Boltzmann, Maxwell und Gibbs Ende des 19. Jahr-
hunderts beantwortet. Danach lassen sich sehr grofie Systeme durch
statistische Methoden beschreiben. Insbesondere das Anwachsen der
Entropie lisst sich danach als der Ubergang zu Zusténden mit hoherer
Wahrscheinlichkeit verstehen.

Grundlage der Thermodynamik ist das Streben grofler physikali-
scher Systeme ins Gleichgewicht. Mit der quantitativen Analyse dieses
Prozesses beschéftigt sich die Nichtgleichgewichtsthermodynamik. ITm
Gegensatz zur Gleichgewichtsthermodynamik kann die Nichtgleichge-
wichtsthermodynamik noch nicht als eine abgeschlossene Theorie an-
gesehen werden.

Wir werden in dieser Vorlesung zunéchst, dabei in etwa der histo-
rischen Entwicklung folgend, die phdnomenologische Thermodynamik
behandeln und einige typische Anwendungen (Phasengleichgewichte,
chemische Reaktionen) diskutieren.

Im zweiten Teil der Vorlesung wenden wir uns der statistischen
Mechanik zu. Nach der Klarung des Zustandsbegriffs, sowohl klassisch
als auch quantenmechanisch, werden wir diejenigen Zustédnde auszeich-
nen, die den Gleichgewichtszustdnden der phdnomenologischen Ther-
modynamik entsprechen. Diesen Zustédnden lédsst sich in der Tat eine
Entropie zuordnen, die die in der phdnomenologischen Thermodyna-
mik beschriebenen Eigenschaften besitzt. Diese Entropie ist eine im
Prinzip berechenbare Funktion der das Gleichgewicht festlegenden Pa-
rameter (etwa Energie, Volumen, Teilchenzahlen). Aus ihr lassen sich
die in der phénomenologischen Thermodynamik empirisch gefundenen
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Zustandsgleichungen herleiten. Der direkte Nachweis irreversibler Pro-
zesse im Rahmen der statistischen Mechanik ist allerdings bis heute
nur unvollstindig gelungen.
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KAPITEL 1

Phinomenologische Thermodynamik

1. Grundbegriffe und Grundtatsachen

Die Theorie der Warme ging zunéchst von den Sinnesempfindungen
warm-kalt aus. Diese unmittelbare, aber subjektive und nur qualitati-
ve Unterscheidung des Wirmegrades von Korpern wurde im Laufe der
Zeit durch eine objektivierbare und quantitative ersetzt. Dazu mus-
ste man irgendeine messbare Erscheinung an den Koérpern finden, die
sich parallel zu unserer Empfindung des Warmegrades dndert. Als sol-
che bot sich zunéchst die Ausdehnung von Korpern bei wachsender
Erwarmung an, die zur Konstruktion der ersten Thermometer benutzt
wurde.

Anstatt die historische Entwicklung im einzelnen zu verfolgen, wol-
len wir diejenigen Erfahrungen betrachten, die im Riickblick fiir die Er-
kenntnis der relevanten Begriffsbildungen und Gesetzméfigkeiten am
geeignetsten erscheinen.

Betrachten wir ein beliebiges makroskopisches, abgeschlossenes Sy-
stem, also ein abgegrenztes Gebiet G, das in jeder Abmessung sehr grof3
gegeniiber Atomdurchmessern ist und das vollstéandig von der {ibrigen
Welt isoliert ist.

Wir charakterisieren den Zustand des Systems durch intensive Zu-
standsgréffen. Darunter versteht man physikalische Gréfien, die durch
lokale Messungen innerhalb eines Gebiets, das klein gegeniiber dem
Gesamtvolumen, aber immer noch grof3 gegeniiber Atomdurchmessern
ist, innerhalb einer kurzen Zeitspanne gemessen werden konnen. We-
gen der makroskopischen Natur des Systems konnen wir davon ausge-
hen, dass der Einfluss des Messvorgangs auf das System vernachléassigt
werden kann. Beispiele fiir intensive Zustandsgrofien sind die Dichte an
einer Stelle, die Konzentration chemischer Substanzen, in fliissigen und
gasformigen Teilen des Systems der lokale Druck und die Strémungs-
geschwindigkeit. Es handelt sich durchweg um Groflen, die ohne Bezug
auf thermodynamische Begriffsbildungen definierbar sind (dies schlief3t
auch Temperaturmessungen mittels eines empirischen Thermometers
ein). Unter einem Zustand Z(t) des Systems zur Zeit ¢ verstehen wir
die Gesamtheit aller dieser Messergebnisse zur Zeit ¢.

Die erste Erfahrungstatsache, die wir zugrunde legen wollen, ist,
dass der Zustand eines abgeschlossenen Systems immer einem sta-
tiondren Zustand zustrebt. Wie auch immer der Zustand Z(ty) zur
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Zeit t, war, nach Ablauf einiger Zeit lisst die Anderungsgeschwin-
digkeit nach und die Zustandsfolge Z(t) strebt gegen einen Zustand
Z = limy_,o, Z(t), der sich nicht mehr verdndert. Wir nennen Z einen
Gleichgewichtszustand. Tatséchlich wird der Gleichgewichtszustand in
vielen Fillen in sehr kurzer Zeit nahezu erreicht, z.B. bei Druckaus-
gleich oder Temperaturausgleich.

Die zweite grundlegende Beobachtung ist, dass Gleichgewichtszusténde
ein relativ einfaches Erscheinungsbild haben. Das Gebiet G wird aus-
gefiillt von stiickweise homogenen Teilen, d.h. es zerfallt in Teilgebiete
G;, innerhalb derer jeweils alle Zustandsgréfien einen konstanten Wert
haben. Diese homogenen Teilgebiete nennt man Phasen.

Die dritte Beobachtung bezieht sich auf den sogenannten thermi-
schen Kontakt. Bringt man die Wéande zweier abgeschlossener Systeme
A und B in unmittelbaren Kontakt, so verhindern die Trennwénde zwar
den Austausch von Materie und den mechanischen Kontakt, nicht aber
alle Wechselwirkung. Man erkennt dies daran, dass auch wenn A und B
vor dem Kontakt jeweils in Gleichgewichtszustédnden Z, und Zg waren,
sich diese Zustédnde nach Herstellung des Kontakts solange &ndern, bis
ein Gleichgewichtszustand des Gesamtsystems (A,B) erreicht ist. Dabei
haben A und B fiir sich betrachtet jeweils einen neuen Gleichgewichts-
zustand Z), bzw. Zf erreicht.

Diese Art der Wechselwirkung zweier Systeme nennt man einen
Wiérmeaustausch. Man sagt, dass sich die Systeme, obgleich mecha-
nisch isoliert, in thermischem Kontakt befinden. Gleichgewichtszustande
zweier Systeme, die sich bei thermischem Kontakt nicht éndern, nen-
nen wir koexistenzfahig. In der obigen Betrachtung sind die Zustédnde
Z'\ und Zj, koexistenzfdhig, nicht aber die urspriinglichen Zusténde Z5
und Z3.

Wesentlich ist, dass die Koexistenzfiahigkeit transitiv ist. Seien Zx,Zp
und Z¢ Gleichgewichtszusténde der abgeschlossenen Systeme A,B und
C. Sind Zx und Zy sowie Zg und Z¢ koexistenzfiahig, so auch Z, und
Zc. Man kann die Vorasusetzungen etwa dadurch erfiillen, dass man
A mit B und B mit C in Kontakt bringt und das Gleichgewicht des
Gesamtsystems sich einstellen ldsst. Dann 16st man die Kontakte, ent-
fernt B und bringt A und C in Kontakt. Man stellt fest, dass sich Zx
und Z¢ nicht mehr &ndern. Diese Beobachtung bedeutet insbesondere,
dass es bei der Bildung koexistenzfahiger Systeme nicht auf die genauen
Einzelheiten der Realisierung des thermischen Kontakts ankommt.

Die Koexistenzfiahigkeit ermoglicht eine qualitative Definition der
thermodynamischen Temperatur T. Zwei Systeme im thermodynami-
schen Gleichgewicht haben dieselbe Temperatur 7', wenn sie im ther-
mischen Kontakt koexistenzfiahig sind.

Zur Temperaturmessung kann man eine beliebige Zustandsgrofie
a eines Referenzsystems R verwenden, die bei zwei Gleichgewichts-
zustdnden des Referenzsystems genau dann denselben Wert annimmt,
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wenn die beiden Zusténde koexistenzfahig sind. Ist Zx mit Zg koexi-
stenzfahig, so definieren wir als empirische Temperatur ©, p von Zx
den Wert von a im Zustand Zg. O, g ist eine Funktion der thermody-
namischen Temperatur 7.

Als Beispiel betrachten wir ein homogenes, chemisch einheitliches
System wie etwa Wasserstoffgas, Hy. Ein Gleichgewichtszustand ist
vollsténdig gekennzeichnet durch die Substanzmenge (Zahl der Mo-
lekiile N), das Volumen V' und den Druck p. Alle anderen Zustands-
groflen sind im Gleichgewicht Funktionen dieser drei Messgréfien. Bringt
man einen festen Behélter mit Wasserstoffgas in thermischen Kontakt
mit einem anderen System, so bleiben N und V konstant, lediglich p
wird sich dndern. p charakterisiert daher die Temperatur vollstéindig.
Bringen wir jetzt zwei derartige Behilter mit Gasen nicht zu grofler
Dichte in thermischen Kontakt, so findet man in guter Ndherung als
Beziehung zwischen den Driicken im thermischen Gleichgewicht

p MV,

2= 1.1

D2 Vi Ny (L1
(ideales Gas). Wir definieren als Gastemperatur

0= C’% ; (1.2)

diese Definition hdngt nicht von den Einzelheiten des Referenzsystems
ab, sondern nur davon, dass das Gas sich moglichst wie ein ideales
Gas verhalt. Der Nullpunkt dieser Skala ist der absolute Nullpunkt
der Temperatur. Die Konstante C' wird iiblicherweise als % festgelegt,
wobei

k=1,38-10*J/Teilchen - K (1.3)
die Boltzmannkonstante ist. Diese Konvention ist historisch bedingt,
bei ihr hat der Tripelpunkt des Wassers (Koexistenz von fliissiger, fester
und gasférmiger Phase) die Temperatur 273, 16K. In etwa unterschei-
den sich dabei die Temperaturen am Siedepunkt und Gefrierpunkt des
Wassers bei Normalbedingungen um 100K. Oft verwendet man nicht
die Teilchenzahl selbst, sondern die Molzahl, d.i. die Teilchenzahl divi-
diert durch die Avogadro-Zahl N4 = 6,02214179(30)-10?%. Die Molzahl
lasst sich makroskopisch direkt bestimmen (bei bekannter Molekiilmas-
senzahl). Das Produkt der Boltzmannkonstante mit der Avogadro-Zahl
R = Ny - k wird absolute Gaskonstante genannt. Sie hat ungefahr den
Wert R = 2cal/Mol.

Neben den intensiven Zustandsgréfien, die man lokal misst und de-
ren Wert unabhingig davon ist, ob das System als Teil eines grofleren
Systems aufgefasst wird (Beispiele sind Druck, Dichte und Temperatur)
benutzt man zur Beschreibung von Gleichgewichtszusténden extensive
Grofen. Dies sind definitionsgeméfl Grofien, deren Werte sich addie-
ren, wenn man zwei Systeme gedanklich zusamenfasst. Beispiele sind
Volumen und Teilchenzahl. Besteht ein System aus zwei voneinander
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isolierten Teilsystemen, die je fiir sich in einem Gleichgewichtszustand
sind, so definieren wir die extensive Grofle R des Gesamtsystems als
die Summe R = Ry 4+ R, dieser Grofen fiir die Teilsysteme.

Wir werden uns im folgenden auf Systeme beschrénken, die aus
endlich vielen von einander isolierten Teilsystemen Aq,..., A, beste-
hen. Als Zustéande des Gesamtsystems betrachten wir n-Tupel von
Gleichgewichtszustanden (Z1,...,7Z,) der jeweiligen Teilsysteme. Die
Thermodynamik untersucht nun die in solchen Systemen mé&glichen
thermodynamischen Prozesse. Darunter verstehen wir Zustandsdnde-
rungen Z — 7', die dadurch zustande kommen, dass die Teilsysteme
fiir eine Zeitlang gekoppelt werden und danach wieder in moglicher-
weise andere Teilsysteme getrennt werden, die dann jeweils wieder in
einen Gleichgewichtszustand streben. Die Einzelheiten dieser Vorgénge
sind schwer zugéinglich, daher beschriankt man sich in der Regel auf die
Betrachtung von Anfangs- und Endzustand. Als Grenzfall betrachtet
man sogenannte quasistatische Zustandsédnderungen, die man sich als
Folge von infinitesimalen Zustandsénderungen vorstellen kann. Dabei
andert sich der Zustand in stetiger Weise, sodass die Teilsysteme immer
im Gleichgewicht sind. Quasistatische Prozesse kann man sich dadurch
realisiert denken, dass die Kopplung der Teilsysteme so schwach ist,
dass die dadurch hervorgerufenen Anderungen sehr langsam sind im
Vergleich zu den Relaxationszeiten der Teilsysteme. Wichtige Grofien
der Thermodynamik, insbesondere die Wirme, sind keine Zustands-
groflen, sondern sind prozessabhéngig. In der Regel lassen sie sich nur
in quasistatischen Prozessen definieren. Wir werden uns deshalb im
folgenden meist auf quasistatische Prozesse beschréinken.

2. Der erste Hauptsatz

Wir haben davon gesprochen, dass bei thermischem Kontakt zwi-
schen zwei Systemen Wirme ausgetauscht wird. Die Vorstellung ei-
ner mengendhnlichen Gréle Warme wird dadurch begriindet, dass die
Verdnderungen bei thermischem Kontakt umgekehrt proportional zur
Grofle des Systems sind. Man sagt, ein System gibt eine Warmemen-
ge von n kcal ab, wenn bei thermischem Kontakt mit n kg Wasser von
14,5° Celsius unter Normalbedingungen das Wasser um 1° erwédrmt
wird. Fiithrt die Zufuhr einer Warmemenge 0¢) zu einer Temperatur-
erhohung dO© = §Q)/C, so nennt man C die Warmekapazitiat des Sy-
stems. Zu beachten ist, dass C' im allgemeinen von der speziellen Form
der Zustandsdnderung abhéngt. Fiir zwei Systeme mit Temperaturen
O, und O, und konstanten Warmekapazitaten C; und Cs ergibt sich die
Gleichgewichtstemperatur © aus der Bedingung, dass die von System
1 abgegebene Warmemenge —@Q); gleich der vom System 2 aufgenom-
menen Wérmemenge ()5 ist,

Q+0@2=0 (2.1)
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also
und daher
C10; + (10,
= 2.3
Cy + Oy (2:3)

Grundlegend ist jetzt die Beobachtung, dass sich die Temperatur eines
Korpers auch ohne Zufuhr von Wéarme erhéhen lasst. Man betrachte
etwa das folgende Experiment: Ein Riithrwerk in einem mit Fliissig-
keit gefiillten Gefafl wird durch ein herabfallendes Gewicht angetrieben.
Sinkt das Gewicht um Ah, so sinkt die potentielle Energie des Systems
um mgAh. Gleichzeitig erhoht sich die Temperatur der Fliissigkeit um
AO. Fiir die Fliissigkeit ergibt sich kein Unterschied, ob die Tempe-
raturerh6hung durch mechanische Arbeit oder durch Warmeaustausch
zustande gekommen ist.

Der erste Hauptsatz ist nichts anderes als der Energiesatz. Jeder Zu-
stand eines thermodynamischen Systems besitzt eine sogenannte inne-
re Energie E (im Gegensatz zur kinetischen oder potentiellen Energie).
Bei abgeschlossenen Systemen ist die Energie erhalten. Bei nicht abge-
schlossenen Systemen kann sich die Energie durch Zufuhr von Warme,
Arbeit oder auch anderen Energieformen (magnetische Energie, chemi-
sche Energie,...) dndern,

dE = 6Q +6A+ ... . (2.4)

So lisst sich zwar die Energieénderung in verschiedene Anteile zerle-
gen, nicht aber die Energie selbst. Dies liegt daran, dass ausgetauschte
Wiérme und geleistete Arbeit (sowie weitere Energieformen) prozess-
abhéngig sind und nicht nur vom jeweiligen Zustand abhéngen. Bei
quasistatischen Prozessen kann man Q) und 0 A als Differentialformen
auf dem Zustandsraum auffassen,

a= Zai(z)dzi , (2.5)

wobei z = (21, ..., z,) die Koordinaten sind, die den Zustand festlegen.
Ein (quasistatischer) Prozess wird durch einen Weg 7 : z(t), a <t <b
im Zustandsraum beschrieben; dabei wird die Menge

Aa—/a—/ dt > o d’zl (2.6)

iibertragen. Nur wenn die Differentialform exakt ist, d.h. wenn es eine
Funktion f auf dem Zustandsraum gibt mit

a=df = Z dzz. (2.7)

ist die iibertragene Menge prozessunabhangig. Notwendig, und falls der
Zustandsraum einfach zusammenhéngend ist, auch hinreichend dafiir
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ist (vgl. die Definition konservativer Kraftfelder in der Mechanik)

Ja; Oy
da =0, also ij = 835 i, 7=1,...n. (2.8)

Betrachten wir ein System im Gleichgewicht, dessen Zustand vollstandig
durch Angabe von Druck p und Volumen V festgelegt wird. Eine qua-
sistatische Zustandsénderung wird durch einen Weg im p-V-Diagramm

beschrieben. Die bei einem Druck p durch Volumendnderung geleistete
Arbeit §A ist

0A = —pdV . (2.9)

(0 A ist negativ bei Expansion und positiv bei Kompression, falls p > 0.)
Die Arbeit, die am System geleistet wird, wenn es einen Weg ~ im
Zustandsraum zuriicklegt, ist

A(y) = /5A _ —/pdV. (2.10)

Dieses Integral ist offenbar wegabhingig. Die Anderung der inneren
Energie AE = E5— FE ist aber wegunabhéingig. Die Differenz ist gerade
die auf dem Weg ~ iibertragene Warmemenge Q(v) = f7 0Q,

AE = A(7)+Q(7) - (2.11)

3. Wirmekapazitit und Wiarmeténung

Die Warme ist keine Zustandsgrofle. Es gibt aber Zustandsgrofien,
deren Anderung bei vorgegebenem Prozess mit der aufgenommenen
Wiérmemenge iibereinstimmen.

Betrachten wir z.B. isochore Prozesse, d.h. Prozesse mit konstantem
Volumen (dV = 0). Fiir diese Prozesse gilt 0Q) = dFE, da keine Arbeit
geleistet wird. Eine andere wichtige Klasse von Prozessen sind isobare
Prozesse, d.h. Prozesse bei konstantem Druck (dp = 0). Um hier die
geignete Zustandsgrofle zu finden, nutzen wir die Produktregel

d(pV) = Vdp + pdV

aus. Dann gilt
0Q =dH

mit der sogenannten Enthalpie H = F + pV. Z.B ist bei chemischen
Reaktionen, die bei konstantem Druck stattfinden, die iibertragene
Wérme (die Warmetinung des Prozesses) gerade die Differenz der Ent-
halpien.

Die Warmekapazitét ist die bei einer infinitesimalen quasistatischen
Zustandsdnderung iibertragene Warmemenge, dividiert durch die da-
bei entstehende Temperaturédnderung. Bei isochoren Prozessen ergibt



4. ZUSTANDSGLEICHUNGEN 13

sich die entsprechende Wirmekapazitiat Cy, als Ableitung der inneren
Energie nach der Temperatur, bei festgehaltenem Volumen,

oF
Cv= (%)V |

die isobare Warmekapaziat ist dagegen die Ableitung der Enthalpie
nach der Temperatur, bei festgehaltenem Druck,

oOH
Cp = (%) :

Hieraus folgt eine interessante Aussage iiber das Temperaturverhal-
ten der Warmetonung einer chemischen Reaktion. Die Warmeténung
ist die Differenz AH der Enthalpien vor und nach der Reaktion; ih-
re Anderung mit der Temperatur ist gerade die Differenz der isobaren

= AC, (3.1)

Wiérmekapazitéten,
<8AH )
90 )/,

Wir haben bei den obigen Uberlegungen davon Gebrauch gemacht,
dass wir zwei beliebige Zustandsgrofien als Koordinaten auf dem Zu-
standsraum verwenden konnen. Partielle Ableitungen sind nur wohl-
definiert, wenn das Koordinatensystem festgelegt ist; in unserem Fall
eines 2-dimensionalen Raums bedeutet das, dass die zweite Koordinate,
die bei der partiellen Ableitung festgehalten wird, angegeben werden
muss. Wir kénnen diesen Sachverhalt bequem durch Differentialformen
1. Ordnung beschreiben. Sind z; und z; Funktionen auf dem Zustands-
raum, deren Differentiale dz; und dz, linear unabhéngig sind, so kann
das Differential df einer beliebigen Zustandsfunktion f als Linearkom-
bination von dz; und dz, ausgedriickt werden,

df = fldzl + deZQ (32)

darstellen. Die eindeutig bestimmten Koeffizienten sind gerade die par-
tiellen Ableitungen von f bezogen auf das durch (21, z9) definierte Ko-
ordinatensystem. Man schreibt

fi= (%)22 (3.3)

4. Zustandsgleichungen

und entsprechend fiir fs.

Bei einfachen Systemen (eine Phase, eine chemische Komponente)
ist der Gleichgewichtszustand durch 3 Parameter vollsténdig bestimmt,
z.B. durch Teilchenzahl N, Volumen V und Druck p. Alle anderen
Zustandsgrofen sind dann als Funktion dieser 3 Parameter darstellbar,
also etwa die Temperatur

©=0(N,V,p) (4.1)
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und die Energie

E=E(N,V,p). (4.2)
Die erste Gleichung nennt man die thermische, die zweite die kalorische
Zustandsgleichung.

Fiir das ideale Gas hatten wir die thermische Zustandsgleichung be-
reits kennen gelernt und sie zur Definition der Gastemperatur benutzt,
ji4
kN

Zur Bestimmung der kalorischen Zustandsgleichung betrachten wir den
Versuch von Gay-Lussac. In diesem Versuch wird ein ideales Gas, das
sich in einem Volumen V; befindet, durch Entfernen einer Wand in ein
grofleres Volumen V5, gelassen. Man findet, dass sich die Temperatur
nicht dndert. Da weder Arbeit noch Wirme abgegeben worden ist,
lauft dieser Vorgang bei konstanter Energie ab. Es gilt also

(g—g) =0. (4.4)

Es folgt dO© = ( ) dF und daher dFE = (—g) dO, also

(2) —o. ws

Hieraus folgt, dass auch die isochore Warmekapazitat Cy vom Volumen

unabhéngig ist,
aCy O*FE
— =0. 4.
( ov >e (8‘/6@) 0 (46)

Wir erhalten die kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases

0= (4.3)

E(V,0) = E, + / 0 Cv(0)dO' . (4.7)

Legt man die klassische statistische Mechanik zugrunde, so folgt aus
dem Gleichverteilungssatz (siehe Abschnitt I1.3)

Cy =N f% . (4.8)

Hierbei ist f die Zahl der Freiheitsgrade des Molekiils. Bei einatomigen
Gasen ist f = 3 (Zahl der Freiheitsgrade der Translation). Bei zwei-
atomigen Gasen kommen zwei, bei grofleren Molekiilen 3 Freiheitsgrade
der Rotation hinzu. Nach der Quantenmechanik ergibt sich aber eine
Modifikation des Gleichverteilungssatzes bei tiefen Temperaturen, die
sich grob so beschreiben lédsst, dass einige Freiheitsgrade eingefroren
sind.
Die Enthalpie des idealen Gases ist

H=E+pV =E+NkO (4.9)
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Fiir die isobare Warmekapazitit ergibt sich
C,=Cy + Nk . (4.10)

Eine modifizierte thermische Zustandsgleichung, die das Verhalten von
Gasen groflerer Dichte qualitativ gut wiedergibt, ist die van der Waals-
sche Zustandsgleichung. Sie lautet

0= Lo XY (L) )

aN2
V2

mit Materialkonstanten a und b. Fiir % > b und < p geht sie in

die Zustandsgleichung des idealen Gases iiber.

5. Der zweite Hauptsatz

Eine grundlegende Beobachtung bei thermodynamischen Prozessen
ist, dass die Anndherung ans Gleichgewicht irreversibel erfolgt. Zwei
Systeme mit unterschiedlicher Temperatur streben bei thermischem
Kontakt gegen eine gemeinsame Temperatur, bei Entfernung einer Zwi-
schenwand gleichen sich Druck und Dichte aus. Keiner dieser Vorgénge
kann spontan in umgekehrter Richtung ablaufen.

Wir betrachten ein thermodynamisches System, das aus Teilsyste-
men besteht, die jeweils im Gleichgewicht sind. Unter diesen Systemen
sei auch ein thermisch inertes System, das Energie nicht in Form von
Wirme aufnehmen kann, z.B. ein Gewicht, dessen Hohe im homoge-
nen Schwerefeld verédndert werden kann. Wir betrachten jetzt die Zu-
standsénderungen, die eintreten, wenn die Teilsysteme fiir eine Zeitlang
schwach gekoppelt werden (thermisch, mechanisch, durch Teilchenaus-
tausch etc.). Bei allen diesen Anderungen ist die Gesamtenergie erhal-
ten. Es sind aber nicht alle mit der Erhaltung der Energie vertréglichen
Prozesse moglich. Insbesondere gibt es Zustédnde, die von einem gege-
benen Zustand aus nicht erreicht werden konnen.

Die Einschriankungen an die moglichen Zustandsénderungen liefert
der 2. Hauptsatz. In der Formulierung von Clausius lautet er:

Es gibt keine Zustandsinderung, die allein darin besteht, dass Warme
von einem kilteren auf einen wdrmeren Wirmespeicher tibergeht.

Mit anderen Worten: die mit dem Warmetransport bei thermischem
Kontakt verbundenen Zustandsénderungen sind irreversibel. Ganz gleich,
wie die beiden Wérmespeicher mit anderen Systemen gekoppelt wer-
den, jeder Prozess, bei dem die Warme in umgekehrter Richtung ausge-
tauscht wird, ist mit einer Anderung des Zustands der anderen Systeme
verbunden. Eine dquivalente Ausage liefert die Formulierung von Kel-
vin:

Es gibt keine Zustandsinderung, die allein darin besteht, dass eine
Wirmemenge einem Wirmespeicher entzogen und vollstindig in Arbeit
umgesetzt wird.

(Unmoglichkeit eines Perpetuum Mobile 2. Art.)
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Um die Aquivalenz beider Aussagen einzusehen, gehen wir zunéichst
vom Kelvinschen Prinzip aus. Angenommen, dies sei falsch, so kénnen
wir Warme des kélteren Speichers in Arbeit verwandeln und dies dann
zur Erwdrmung des wirmeren Systems verwenden (etwa durch Rei-
bung), d.h. das Prinzip von Clausius wire auch verletzt.

Um auch die andere Richtung einzusehen, betrachten wir eine Ma-
schine, d.h. ein thermodynamisches System, das eine zyklische Zu-
standsénderung durchlauft. Bei dieser Zustandséinderung nimmt es aus
einem Speicher mit Temperatur ©; eine Warmemenge ()1 > 0 auf,
gibt eine Warmemenge (), an einen Warmespeicher mit Temperatur
Oy < ©7 ab und leistet eine Arbeit A > 0. Aufgrund des ersten Haupt-
satzes gilt

=0Q2+4A. (5.1)

Wenn das Clausiussche Prinzip verletzt ist, kann man anschliefend dem
ersten Speicher die Warmemenge (> aus dem zweiten Speicher wieder
zufiithren. Insgesamt hat man dann nach einem Zyklus dem ersten Spei-
cher die Warmemenge Q1 — Q2 = A entzogen und vollstindig in Arbeit
umgewandelt.

Wir suchen jetzt eine Zustandsgrofle, die Entropie S, die die beiden
folgenden Bedingungen erfiillt:

e S nimmt bei irreversiblen Zustandsénderungen zu und bleibt
bei reversiblen Zustandsénderungen konstant.
e S ist extensiv

Bei einem thermisch inertem System sind alle Vorgénge reversibel,
die Entropie ist also konstant und kann gleich Null gesetzt werden.

Betrachten wir nun ein System, dessen Gleichgewichts-Zustédnde
durch Energie £/ und Volumen V festgelegt sind, im Kontakt mit ei-
nem thermisch inerten System. Nach dem Prinzip von Kelvin sind keine
Prozesse moglich, bei denen das thermische System Warme abgibt, da
diese wegen des Energiesatzes vollstdndig in Energie des thermisch in-
erten Systems umgesetzt werden miisste. Die durch

§Q = dE + pdV =0 (5.2)

definierte Kurve im (V, E')-Diagramm (die Adiabate) durch einen Punkt
(Vo, Eo) trennt also den von diesem Punkt aus zugénglichen Bereich von
dem nach dem zweiten Hauptsatz verbotenen Bereich. Die gesuchte
Funktion S ist auf den Adiabaten konstant, ihr Differential ist daher
von der Form

dS = B(dE + pdV') (5.3)

mit einer geeigneten Funktion S(E,V) (dem integrierenden Faktor).
Wegen d*S = 0 folgt

dB N (dE 4+ pdV) + Bdp AdV =0 . (5.4)
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Daraus folgt (alle partiellen Ableitungen bezichen sich auf das (V, E)-
Koordinatensystem)

o 0B _ ,0p

ov Yok = "or
Wir parametrisieren die Adiabate durch V. E wird dann auf der Adia-
baten eine Funktion von V', die durch die Differentialgleichung

dE
av
und den Wert an einem Punkt eindeutig bestimmt ist. (Wir setzen
voraus, dass p als Funktion von V und E stetig differenzierbar ist.)

Damit nimmt die Differentialgleichung fiir 5 auf der Adiabaten die
folgende Form an:

(5.5)

—p(E(V),V) . (5.6)

as _ ,9p
av " OFE

und kann daher direkt integriert werden. Die Werte von 3 auf verschie-
denen Adiabaten werden durch die obige Gleichung nicht miteinander
in Bezichung gesetzt.

Betrachten wir als Beispiel das ideale Gas mit einer isochoren Wérme-
kapazitiat Cy = %kN. Dann ist

(5.7)

2K
EV)=-=. 5.8
Die Differentialgleichung fiir die Adiabate durch den Punkt (Vp, Ey)
hat die Losung

E(V) = By (%) | (5.9)

Fiir 8 erhalten wir

2
3
BV, E(V)) = B(Vo, Ey) (;) = B(Vo, Fo) 5 = ﬂ(VO,EO)% (5.10)
0
mit der Gastemperatur ©. 8 stimmt also auf jeder Adiabate bis auf
einen Faktor mit der inversen Gastemperatur iiberein.

Um ( auf verschiedenen Adiabaten miteinander in Beziehung zu
setzen, betrachten wir ein weiteres System mit einem 2-dimensionalen
Zustandsraum, das sich in thermischem Kontakt mit dem 1. System
befindet. Die beiden Systeme kénnen Energie austauschen, bis sie im
thermischen Gleichgewicht sind. Dieser Prozess ist irreversibel, daher
steigt die Entropie und erreicht im Gleichgewicht ein Maximum. Die
Entropie des gekoppelten Systems ist

S(Ela‘/laE%‘/Q) :Sl(Eh‘/l)—i_SZ(Ez?‘/z) N (511)
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Wegen Energieerhaltung ist die von System 1 abgegebene Energie gleich
der von System 2 aufgenommenen Energie. S ist im thermischem Gleich-
gewicht maximal, also gilt

05, 05

5% = 3% (5.12)
Wir schliefen mit (5.3), dass 3 eine Funktion der thermodynamischen
Temperatur ist.

Wir konnen jetzt § im ganzen Zustandsraum dadurch festlegen,
dass wir auf jeder Adiabaten den Zustand suchen, der mit dem Aus-
gangszstand (Ep, V) im thermischen Gleichgewicht ist. Dort hat £ den-
selben Wert wie am Ausgangspunkt. Auf der Adiabaten kann man dann
durch das oben angegebene Integral die anderen Werte von [ finden.

Die Entropie als Funktion von £ und V' ergibt sich bei gegebenem
B durch Integration,

S(E,V) = S(Ey, Vo) + /6(dE +pdV) . (5.13)

Hierbei ist 7 ein beliebiger Weg von (Ep, V) nach (E, V). Umgekehrt
erhédlt man g aus S durch partielle Differentiation,
oS
OF
Fiir ein System ist damit /3 bis auf einen konstanten Faktor festge-
legt. Beim Vergleich verschiedener Systeme muss noch verifiziert wer-
den, dass keine Inkonsistenzen entstehen, d.h. wenn zwei Systeme im
Gleichgewicht sind und daher den gleichen Wert von S, haben, sodann
auf den jeweiligen Adiabaten zu einem neuen gemeinsamen Wert von
£ kommen, dann miissen die Systeme erneut im thermischen Gleich-
gewicht sein. Der Beweis wird mit Hilfe des Prinzips von Clausius
gefiihrt. Denn angenommen, die Systeme seien bei  nicht im Gleich-
gewicht. Dann kann durch thermischen Kontakt Energie von einem in
das andere System iibergehen. Die Zustédnde liegen dann auf anderen
Adiabaten. Geht man auf den neuen Adiabaten zuriick zu den alten
Volumina, so hat man bei Systemen, die urspriinglich dieselbe Tempe-
ratur hatten, das eine auf Kosten des anderen erwéarmt (Grenzfall des
Prinzips von Clausius). Tatséchlich leistet das mechanische System bei
diesem Prozess keine Arbeit. Denn seien £AFE die bei § von System 1,
bzw. 2 aufgenommenen Energien. Dann &ndern sich die Entropien um
AS12 = £BAE. Beim adiabatischen Prozess zuriick zum urspriingli-
chen Volumen bleiben die Entropien konstant, daher unterscheiden sich
die Energien der Endzusténde von denen der Anfangszusténde um

By tAS o = iﬁAE ,

Bo

die Gesamtenergie bleibt also erhalten.

8=

(5.14)
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T = B7! nennt man die absolute thermodynamische Temperatur.
Wir haben jetzt einen neuen Ausdruck fiir die einem System bei einem
quasistatischen Prozess zugefiihrte infinitesimale Warmemenge erhal-
ten,

0Q =1TdS .
Fiir die infinitesimale Anderung der inneren Energie erhélt man damit
die Formel

|dE = TdS — pdV (5.15)

(Gibbssche Fundamentalform). Also ist bei Verwendung der Koordina-
ten S und V

oFE oF

Als Beispiel fiir einen irreversiblen Prozess betrachten wir den ther-
mischen Kontakt zwischen zwei Systemen mit unterschiedlichen inver-
sen Temperaturen 5; > (5. Bei diesem Prozess ist dS > 0. Fiir die
aufgenommenen Wirmemengen gilt 6Q); + 0Q2 = 0. Damit folgt

0 <dS = p10Q1 + £20Qs = dQ1 (b1 — B2) (5.16)

d.h. 0Q; > 0, die Warme fliefit also wie erwartet vom wéarmeren zum
kélteren System.

In der Lehrbuchliteratur wird die Formel fiir dS héufig nur fiir re-
versible Prozesse benutzt. Bei irreversiblen Prozessen wird stattdessen
die Ungleichung

Q)

> — .
as > = (5.17)

verwendet. Zur FErlduterung der unterschiedlichen Auffassungen be-
trachten wir 2 Systeme, die mit einem dritten in thermischem Kontakt
sind. Sind ()1, 0Q)> und §Q)3 die jeweils aufgenommenen infinitesimalen
Wiérmemengen, so gilt fiir quasistatische Zustandsédnderungen

) ) )

(1 n Q2 n Q3 '
T T T3
—0@Q3 kann als die vom zusammengesetzten System (1,2) aufgenom-

mene Wirmemenge aufgefasst werden. Aus dS > 0 folgt fiir die Entro-
piedinderung des Systems (1,2)

s = (5.18)

d(S; + S3) >

—0Q3
ok (5.19)

3
Diese Ungleichung bleibt auch richtig, wenn im System (1,2) eine ra-
sche, nicht quasistatische Zustandsdnderung ablauft, wahrend der die
Begriffe Temperatur und Wérme nicht verwendet werden kénnen. An-
derenfalls wiirde es Zustandsénderungen des abgeschlossenen Systems
(1,2,3) geben, bei denen die Entropie abnehmen wiirde, im Wider-
spruch zum 2. Hauptsatz.

Bei quasistatischen Zustandsdnderungen kann zuséatzlich zum Wéarme-
austausch zwischen dem gekoppelten System (1,2) und System 3 auch
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Wirme zwischen den Systemen 1 und 2 ausgetauscht werden. Dieser in-
nere Warmeaustausch trégt zur Entropiebilanz bei; wird er, wie bei der
traditionellen Behandlung der Thermodynamik weggelassen, so erhélt
man die erwéhnte Ungleichung (5.17).

Zur Berechnung der Entropieinderung muss man immer den rasch
ablaufenden Prozess durch einen quasistatischen ersetzen, der dieselben
Endpunkte hat. Welchen man wahlt, ist wegen f7 % = 0 fiir Kreispro-
zesse 1y irrelevant. Traditionellerweise realisiert man einen solchen Pro-
zess reversibel.

Wichtig fiir das Verstdndnis dieser Zusammenhénge ist die Feststel-
lung, dass der in der Thermodynamik verwendete Begriff des Warme-
austauschs etwas allgemeiner ist als der umgangssprachliche und kei-
neswegs immer mit einer Temperaturdnderung verbunden ist.

Zur Erlduterung betrachten wir einen Behélter mit Volumen V,
der durch eine bewegliche Zwischenwand in zwei Teile mit den Volumi-
na V7 und V5 geteilt ist. Beide Teile seien mit demselben Gas gefiillt.
Wenn die Driicke p; und py auf beiden Seiten verschieden sind, wird
die Wand sich bewegen. Wir nehmen an, dass die dabei entstehende
mechanische Energie sofort durch Reibung in Warme verwandelt wird,
die im Behélter verbleibt, und dass die Bewegung so langsam erfolgt,
dass beide Teilbehélter immer dieselbe Temperatur 7" haben. Es gelten
die Beziehungen

E=FE+FE,V=V+V (5.20)

und fiir die von den Teilsystemen aufgenommenen Wirmemengen 00,
und 6(Q)s

Damit gilt fiir die Entropieinderung
dSzdSlerSg:pl;pdel>0, (5.23)

das Volumen V; wéchst also, wenn p; > ps.

Wir modifizieren jetzt das Beispiel. Die Zwischenwand sei nicht
mehr beweglich, dafiir aber undicht, sodass Teilchenaustausch moglich
wird. Dieser Austausch sei aber so langsam, dass beide Systeme fiir
sich immer im Gleichgewicht bleiben.

Im 1. Hauptsatz muss jetzt auch die mit dem Teilchenaustausch
verbundene chemische Energie beriicksichtigt werden,

dE = 6Q — pdV + udN (5.24)

mit dem chemischen Potential p. In unserem Beispiel ergibt sich fiir
die aufgenommenen Warmemengen (mit N; + Ny = N = const)

5@1 = dE1 - ,u1dN1 s (525)
5@2 = dEQ — ,ungg = —dE1 + /LQle . (526)
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Damit folgt fiir die Anderung der Entropie
1

d.h. Ny nimmt zu fir p; < pe.

6. Der reversible Wiarmeaustausch und der Carnot-Prozess

Wir hatten gesehen, dass beim thermischen Kontakt das kéltere Sy-
stem Entropie gewinnt und das wiarmere Entropie verliert. Die Entropie
des Gesamtsystem nimmt dabei unweigerlich zu. Die Entropiezunahme
kann aber beliebig klein gemacht werden, sodass im Grenzfall die volle
Entropie von einem System auf das andere iibertragen wird. Dazu kop-
peln wir unsere beiden thermischen Systeme mit einem mechanischen
System und halten durch geeignete adiabatische Zustandsdnderungen
die Temperaturen beider Systeme konstant. Die Zustéinde der beiden
Systeme bewegen sich dabei auf Isothermen; die dabei vom kélteren
System aufgenommene Wérmemenge ist wie beim thermischen Kon-
takt bei festem Volumen gleich der vom wéarmeren System abgegebe-
nen Wairmemenge, da die adiabatischen Anteile der Prozesse nichts
zur Wérme beitragen. Wird wahrend des Prozesses die Warmemenge
(@ tibertragen, so hat sich die Entropie des kélteren Systems (Tempera-
tur 77) um AS; = % erhoht, die des wiarmeren Systems (Temperatur

Ty > T)) um AS; = Q verringert. Die Entropie des Gesamtsystems

Ts

hat sich um Q(TL1 - Tiz) erhoht. Diese Zunahme der Gesamtentropie
wird beliebig klein, wenn die Temperaturdifferenz klein wird. Im Fall
Ty > T, kann der Prozess umgekehrt werden, und die Warme wird in
umgekehrter Richtung iibertragen. Im idealisierten Grenzfall 77 = Ty
kann der Prozess in beide Richtungen durchgefiihrt werden (reversi-
bler Wiarmeaustausch), dabei wird Entropie von einem auf das andere
System iibertragen, sodass die Gesamtentropie erhalten bleibt.

Eine ideale Warmekraftmaschine, die auf dem Konzept des rever-
siblen Warmeaustauschs basiert, wurde von Carnot bereits 25 Jahre
vor der Aufkldrung der thermodynamischen Gesetze beschrieben. Die-
se sogenannte Carnot-Maschine fiihrt den folgenden Kreisprozess aus.
Er besteht aus 4 Teilwegen im Zustandsraum. Auf dem ersten Teilstiick
~1 wird das System in thermischem Kontakt mit einem Warmespeicher
der Temperatur 7T expandiert. Hierbei nimmt es eine Warmemenge (),
auf. Danach wird der thermische Kontakt unterbrochen, das System
expandiert auf dem Teilstiick v, adiabatisch, d.h. ohne Wérmeiiber-
tragung. Auf dem Teilstiick 3 wird es isotherm komprimiert, indem
es mit einem Warmespeicher der Temperatur 75 < 7T in thermischem
Kontakt gehalten wird. Die dabei abgegebene Warmemenge sei ()s.
Auf dem letzten Teilstiick v4 wird das System adiabatisch auf das ur-
spriingliche Volumen komprimiert. Die dabei abgegebene Arbeit ist
A= [pdV = Q1 — Q. Als Wirkungsgrad n der Maschine definiert



22 I. PHANOMENOLOGISCHE THERMODYNAMIK

man das Verhéltnis aus Arbeit und aufgenommener Warmemenge,

A
=—. 6.1
=0, (6.1)
Bei einem Kreisprozess kann sich die Zustandsgrofle S nicht dndern,
daher ist
Q1 Q2
X X2 6.2
Lo 6:2)
also folgt
15
=1- == 6.3
1 T, (6.3)

Besonders einfach wird der Carnot-Prozess im (7, S)-Diagramm. In
diesen Koordinaten ist er ein Rechteck, da die Isothermen waagerecht
und die Adiabaten als Linien konstanter Entropie (Isentropen) senk-
recht sind. Die Flache des Rechtecks ist wegen

0=d*E=dl' ANdS —dp AdV

gleich der eingeschlossenen Fliache im (p, V')-Diagramm, also gleich der
Arbeit. Wir finden

Q= Tl(SQ - Sl) , Q2= T2(S2 - Sl) (6-4)
und .
A= T -T)(S = 51)=(1- Tj)@l : (6.5)

Wir kénnen jetzt auch den Wirkungsgrad eines beliebigen Kreisprozes-
ses v abschitzen. Sei . der Teil von v, auf dem Wérme aufgenommen,
bzw. abgegeben wird, d.h. dS > 0 auf v, und dS < 0 auf y_. Definieren
wir den Wirkungsgrad von v als das Verhéltnis von geleisteter Arbeit
und aufgenommener Wéarme, so findet man

[, Tds [, Tds
() = [ Tds ~ ] TdS"

Wenn ~ zwischen den Isothermen T} und T, mit T} > T liegt, dann

gilt
/ Tdnglf ds (6.7)
T+ T+

und (da dS < 0 auf v_)

/ TdS < Ty / ds (6.8)
v- v-
Da fw ds + fv— dS = f7 dS = 0 folgt

1+

(6.6)

15
<1-22. 6.9
n<l-= (6.9)
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7. Zustandsgleichungen und thermodynamische Potentiale
Die Gibbssche Fundamentalform
dE =TdS — pdV (7.1)

besagt, dass, bei Kenntnis der inneren Energie E als Funktion der
Entropie S und des Volumens V', die anderen Zustandsgréfien Druck p
und Temperatur T' durch Differentiation gewonnen werden konnen,

oF _0E

os P Toav
Eine derartige Funktion nennt man ein thermodynamisches Potential.
Alle Zustandsgleichungen lassen sich aus dem thermodynamischen Po-

tential berechnen. Zur Bestimmung der thermischen Zustandsgleichung
etwa 16st man die Gleichung

T = (7.2)

oF
p=—3yEV) (7.3)
nach S auf. Einsetzen in die Gleichung
oF
T = A4
o5, V) (7.4

liefert dann die thermische Zustandsgleichung.

Sind umgekehrt die Zustandsgleichungen gegeben, so ersetzt man
p und T nach den obigen Formeln durch Ableitungen von E. Dadurch
erhédlt man ein System von Differentialgleichungen fiir das thermody-
namische Potential.

Betrachten wir als Beispiel wieder das 1-atomige ideale Gas. Die
thermische Zustandsgleichung fithrt zu der Differentialgleichung

oF OF
- N— )
o7 V =k 55 (7.5)
die kalorische zur Gleichung
OF
F = —k;N — 7.6
55 - (7.6)
Die Losung der kalorischen Glelchung ist
E(S,V) = E(Sy, V)ei " . (7.7)

Aus dieser Gleichung lésst sich die Volumenabhéngigkeit von E noch
nicht bestimmen. Setzt man das Ergebnis in die thermische Zustands-
gleichung ein, so findet man die Gleichung

OlnFE 2
= —gv L. (7.8)

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems ist

(va) | (7.9)

E(S,V) = E(Sp, Vo)es
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Wir konnen jetzt auch die Gleichung E = F(S, V') nach S auflosen
und erhalten die Entropie als Funktion von F und V. Auch S ist ein
thermodynamisches Potential. Im obigen Beispiel finden wir

S(E,V) = S(Ey, Vi) + kN In 2 + kNI — . (7.10)
2 Ey Vo

Um thermodynamische Potentiale in denjenigen Variablen zu erhal-
ten, die sich als Ableitungen eines gegebenen Potentials ergeben, be-
nutzt man die Methode der Legendre-Transformation, wie sie aus der
Mechanik vom Ubergang vom Lagrange- zum Hamilton-Formalismus
bekannt ist. Sei f eine Funktion zweier Koordinaten x und y. Ist
u = %(x, y), so wird diese Gleichung zunéchst nach = aufgelost. Man
bildet dann die neue Funktion

9(u,y) = uz(u,y) — f(z(uw, y),y) .

g heifit die Legendre-Transformierte von f. Sie enthilt die volle In-
formation iiber f, wie man z.B. daraus ersicht, dass die nochmalige
Anwendung der Legendre-Transformation f zuriickbringt.

In vielen Anwendungen der Thermodynamik léasst sich die Tem-
peratur leichter bestimmen als die Entropie. Man fiihrt deshalb eine
Legendre-Transformation beziiglich der Entropie durch und erhalt als
thermodynamisches Potential in den Variablen T" und V' die freie Ener-

gie
F=FE-TS.

Ist der Druck als Variable leichter zu kontrollieren als das Volumen, so
bildet man die Legendre-Transformatierte der freien Energie beziiglich
des Volumens und erhélt die freie Enthalpie (auch Gibbssches Potential
genannt) als Funktion von 7" und p

G=FE-TS+pV.

Die bereits eingefithrte Enthalpie H = E + pV ist als Funktion von S
und p das Negative der Legendre-Transformierten der Energie beziiglich
des Volumens.

Damit ein System von Zustandsgleichungen aus einem thermody-
namischen Potential ableitbar ist, muss es gewisse Integrabilitédtsbedin-
gungen erfiillen. Wir wollen dies am Beispiel der thermischen und der
kalorischen Zustandsgleichung betrachten. Um E und p als Funktionen
von T und V' zu erhalten, bilden wir die Legendre-Transformierte der
Entropie beziiglich der Energie,

wobei F die Losung der Gleichung 5 = g—g(E, V') ist. Dann gilt

_ 9

E_aﬁ

(8,V)
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und o7
= =—=—(5,V).
m=fp=—757(6V)
Mit 8 = T~ sind das die beiden Zustandsgleichungen. Die Integrabi-

litdtsbedingung nimmt jetzt die einfache Form an

oL _ Om
ov op -
Beim idealen Gas ist
s PN
TV
und damit
on o0 _8E
o~ oV

im Einklang mit dem Ergebnis des Versuchs von Gay-Lussac.

Z(B,V) = e fBY) nennt man in der statistischen Mechanik die
Zustandssumme. In der klassischen statistischen Mechanik wird sie be-
rechnet als

3N, 73N
7 — ¢pdq g (7.11)

NIRN ¢ ’
wobei H die Hamiltonfunktion des N-Teilchensystems im Volumen V'
ist, h das Plancksche Wirkungsquantum bezeichnet und die Integration
sich iiber den Phasenraum des Systems erstreckt. In der Quantenstati-
stik hat man stattdessen

1
Z(B, V) =Tr—e PH (7.12)
N!
mit dem Hamiltonoperator des N-Teilchensystems im Volumen V. Im
2. Teil dieser Vorlesung werden wir genauer auf diese Beziehungen ein-
gehen.

8. Maxwell Relationen

Von besonderem Interesse sind in der Thermodynamik die partiellen
Ableitungen der Zustandsgroflen als Funktionen der anderen. Beispiele
sind die isotherme Kompressibilitéat

 V \0p T

und der isobare Ausdehnungskoeffizient

v \oT -

Alle diese Gréflen sind durch die Ableitungen eines thermodynamischen
Potentials bis zur 2. Ordnung bestimmt. Im Falle eines 2-dimensionalen
Zustandsraums hat man also neben dem Potential (etwa der inneren
Energie) und seinen Variablen (in diesem Fall S und V'), die beiden als
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1. Ableitungen auftretenden Zustandsgrofien (hier p und 7') und die 3
unabhéngigen 2. partiellen Ableitungen (hier 227%, gﬁ—g{q, ZQTE).

7. B. folgt direkt aus der Symmetrie der zweiten Ableitungen von

FE die Identitat
o\ _ (0T
05 ),  \oV)g '

Benutzt man die anderen thermodynamischen Potentiale, so erhélt man
weitere Identitaten.

Eine systematische Methode, alle Beziehungen zu finden, ist die
folgende: Seien x, y, z 3 Zustandsgréfen. Es gilt

ox

(—> dy \Ndz = dx N\ dz
oy ) .

Sowohl dx Adz als auch dy Adz lassen sich als Vielfache des Flichenele-
ments in den ausgezeichneten Variablen (etwa S und V') ausdriicken,

oS0V 9SS oV
_ (Oy 0z 0z Oy
dy Ndz = (858V—asav)d5/\dv.

Die hier auftretenden Ableitungen sind direkt durch Ableitungen des
thermodynamischen Potentials nach den kanonischen Variablen gege-
ben. Die gesuchte partielle Ableitung ist dann

ox Oz 0z Ox
Oz _ F55v — o50v
ay oy Oz Oz Oy

z oS oV oS oV

Damit hat man die 5 - 4 - 3 = 60 verschiedenen partiellen Ableitungen
der 5 Zustandsgrofien E, S, V, T, p durch 3 Gréfen ausgedriickt, namlich

durch
Pp_ (0T PE_ (o
052 \ 9S8 v7 ove oV )«

PE (0T __(op
osov — \ov )g  \9S/),

Als eine Anwendung wollen wir die isochore Warmekapazitit C',
aus der isobaren Warmekapazitiat C,, der isothermen Kompressibilitét
x und dem isobaren Ausdehnungskoeffizienten o berechnen. In diesem
Fall bieten sich als ausgezeichnete Variable Druck und Temperatur an,
das zugehorige thermodynamische Potential ist G. Es gilt

oS 0*G
G=T (ﬁ): o7

10°G 1 0°%G
Vo YT Vapar

und
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05
CV—T<ﬁ)V

durch die 2. Ableitungen von G aus,

Wir driicken jetzt

2
osov _esev 092G <8QG>
O — TaT dp op T oT? op 9T dp
V=t arov _orov 922G
oT Op Op 0T Op?

Nach den obigen Formeln lassen sich die 2. Ableitungen von G aus den
Groflen C),, k und o bestimmen. Wir erhalten

C, 2 2 2
S (_Vk)+V TV
= 71 _’%K G - ey

Beim idealen Gas ist a@ = % und k = %. Mit der Zustandsgleichung
NET = pV folgt die bekannte Formel

C,— Cy = Nk . (8.1)

9. Gleichgewichtsbedingungen

Wir betrachten zwei Systeme, deren Gleichgewichtszustédnde durch
die extensiven Zustandsgrofen (E;, V), i = 1,2, beschrieben werden.
Die beiden Systeme sind in der Lage, Energie und eventuell auch Volu-
men auszutauschen. Die Entropie des Gesamtsystems nimmt im Gleich-
gewicht ihr Maximum ein.

Wir nehmen an, dass die Entropie eine streng monotone Funktion
der Energie ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Temperatur
nur positive Werte annnehmen kann. Unter dieser Bedingung ist die
Maximalitét der Entropie im Gleichgewichtszustand dquivalent zur Mi-
nimalitdt der Energie bei Prozessen, bei denen die Gesamtentropie und
auch die iibrigen Zustandsgrofen des Gesamtsystems (in unserem Fall
das Gesamtvolumen V = Vj + V5) erhalten sind.

Um dies einzusehen, koppeln wir unser Gesamtsystem an ein me-
chanisches System. Wenn die Energie im Gleichgewicht nicht minimal
wére, konnte man bei einem adiabatischen Prozess Energie auf das
mechanische System {iibertragen. In dem neuen Zustand koénnte man
dann bei festgehaltenen iibrigen Zustandsgréfen Es, Vi, Vs die Energie
wieder zufithren und wiirde dabei wegen der strengen Monotonie der
Entropie als Funktion der Energie die Entropie erhohen. Der erhaltene
Zustand hétte dann bei gleichen Werten der Zustandsgrofien £ und
V' des Gesamtsystems eine hohere Entropie als der Gleichgewichtszu-
stand.

Zur Illustration betrachten wir zwei gleichgrofie Behélter, die mit
gleichen Mengen desselben einatomigen idealen Gases gefiillt sind. Die
Energien der Systeme seien £; und Fs. Bei einem Prozess, der die Ge-
samtenergie ' = E) + Fj erhélt (etwa thermischem Kontakt) strebt die
Entropie einem Maximum zu. Dies wird erreicht, wenn F| = E} = E/2,
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die Entropie hat sich dabei um AS = 3kN ln% erhoht. Halt
man stattdessen die Gesamtentropie konstant indem man das System
z.B. mit einer Carnot-Maschine koppelt, die auf den jeweiligen Tempe-
raturniveaus arbeitet, so sucht man das Minimum der Gesamtenergie
E{+ Ej unter der Nebenbedingung, dass £} E), = E; E5 konstant bleibt.
Das Minimum wird angenommen fiir F| = E = \/E} E,, die Energie
des Gleichgewichtszustands mit derselben Gesamtentropie ist also um
AFE = Fy+ Ey—2+/F Es Kleiner als die Energie des Ausgangszustands.
Die Extremaleigenschaften von Gesamtentropie und Gesamtenergie
zusammengesetzter Systeme haben auch direkte Konsequenzen fiir die
Entropie und Energie einfacher Systeme. Hierzu koppeln wir geeignete
Vielfache des Systems miteinander. Wir betrachten ein durch die Va-
riablen £,V und die Teilchenzahlen der verschiedenen Komponenten
N = (Ny,..., N,) beschriebenes System. Die Entropie des zugehorigen
Gleichgewichtszustandes erfiillt als extensive Grofle die Homogenitéts-
bedingung
S(AE,AV,AN) = AS(E,V,N) . (9.1)
Bildet man ein zusammengesetztes System aus zwei Kopien des
einfachen Systems, so ist die Entropie im Gleichgewicht maximal, d.h.
mit z; = (E;, V;, N¥), i =1,2, und 2z, + 2, = z = (E,V, N) gilt fiir die
Entropie des zusammengesetzten Systems die Ungleichung

Zusammen mit der Homogenitédtsbedingung folgt daraus, dass S eine
konkave Funktion der Variablen E,V, N ist, d.h.
AS(z1) + (1= A)S(22) < SAz1 +(1—=N)z) , 0< A< 1. (9.3)

Dies bedeutet insbesondere, dass dort, wo die Entropie 2 mal differen-
zierbar ist, die Matrix der 2. partiellen Ableitungen negativ semidefinit
sein muss. Zum Beispiel gilt

0?8
— < A4
(572),., =" oy
woraus mit % = (a—é) folgt
oT
(95),, 2" 63

die Temperatur nimmt also mit der Energie zu.

Entsprechend ist die Energie eine konvexe Funktion der extensiven
ZustandsgroBen und besitzt daher eine positiv semidefinite 2. Ablei-
tung. Insbesondere ist also die adiabatische Kompressibilitét

1 (8‘/) 11
ks==v 5, 2E
V \ 0p Vv s
immer positiv.
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Wir betrachten jetzt die Kopplung eines Systems mit einem sehr
grofien zweiten System (dem Reservoir). Wir nehmen an, dass die bei-
den Systeme die extensive Zustandsgrofle z austauschen kénnen. Die
Gleichgewichtsbedingung an z ist die Maximalitéit der gesamten Entro-
pie S(z) + 5'(2' — 2). Es gilt im Grenzfall eines unendlich grofien Re-
servoirs unter Benutzung der Homogenitit von S’

. ! / !/ / . !/ / Z ! / aS,
lim S'(A\z'—2)—=S"(A\2') = lim A\(S'(Z'—<)=S5'(%")) = —=- . (9.6)
A—00 A 0z

A—00

Die Maximalitit der Gesamtentropie ist daher in diesem Grenzfall d4qui-
valent zur Minimalitdt der beziiglich der ausgetauschten Variablen z
Legendre-Transformierten der Entropie

L(S)(¢) = inf(C- 2 = 5(2)) - (9.7)

wobei ( = %S’ durch das Reservoir festgelegt wird. Ist z z.B. die
Energie F, so findet man

LE(‘S)(ﬁa‘/aN):ﬂE_S(EaV»N) ) (98)

wobei E = E(f,V, N) durch Auflésung der Gleichung 95 = 3 = 1 be-
stimmt wird, genau so wie in der klassischen Mechanik die Geschwin-
digkeiten in der Hamiltonfunktion H = > p;¢; — L aus der Gleichung
Di = g—é bestimmt werden.

Traditionell ersetzt man Lg(S) durch die freie Energie

F=E—TS=TLg(S) (9.9)

Bei positiven Temperaturen ist also der Gleichgewichtszustand eines
an ein Wéarmereservoir gekoppelten Systems durch das Minimum der
freien Energie gekennzeichnet.

In analoger Weise kann man Gleichgewichtsbedingungen fiir den
Austausch von Volumen oder Teilchenzahl finden. Fiir Energie- und
Volumenaustausch ergibt sich

Ly (S)(8,7,N) = BE + 7V — S(E,V, N) (9.10)
mit V' aus % = 7 = %. Dies driickt man gewohnlich durch die freie
Enthalpie (Gibbssches Potential) aus,

G=E—-TS+pV =TLgy(5) . (9.11)

Bei Vorgabe von Druck und Temperatur ist der Gleichgewichtszustand
also ein Minimum der freien Enthalpie.
Die Homogenitéatseigenschaft der Entropie fithrt dazu, dass die Le-
gendretransformierte beziiglich aller extensiven Variablen verschwindet
08

oS oS
Lovn(S) = 55E + =5V + > oy Ni—5=0. (9.12)
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Fiir die freie Enthalpie bedeutet das
G=> N (9.13)

(Gibbs-Duhem-Beziehung) mit den chemischen Potentialen p; = =T gﬁ_ .
Mit
dG = —SdT +Vdp+ ) midN; (9.14)

ergibt sich daraus die folgende Beziehung fiir die intensiven Zustands-
grofen,

dp = sdT + Z nd; (9.15)
mit der Entropiedichte s = % und den Teilchenzahldichten n; = %
Der Druck, als Funktion von Temperatur und chemischen Potentialen,
ist also ein thermodynamisches Potential fiir Entropie- und Teilchen-
zahldichten.

10. Chemisches Potential des idealen Gases und
Mischentropie

Wir betrachten zunéchst ein System mit nur einer Teilchensorte.
Aus der Gibbs-Duhem-Beziehung folgt, dass das chemische Potential
gleich der freien Enthalpie pro Teilchen ist,

G
Beim idealen Gas ist (bei konstanter isobarer Warmekapazitat pro Teil-
chen ¢,) die Enthalpie
H = Ne¢,T .
Die Entropie pro Teilchen, ausgedriickt als Funktion von Temperatur
und Druck, ist

S T Po
N cplnfo —{—kln; + sg
mit der Entropiekonstanten sy. Das chemische Potential ist also

T Po
=c,T(1-In—)—kTIh— —-T
p=6T( =) KTt~ Ty,

Als néchstes betrachten wir die Mischung zweier verschiedener idea-
ler Gase mit Teilchenzahlen N7 und Ny, N; + Ny = N. Wir wollen
die Abhéngigkeit der Entropiekonstanten sq von den Konzentrationen
¢ = % bestimmen. Wir vergleichen die Entropie Si5(7, V, N1, Ny) die-
ses Systems mit der Entropie S; (T, V, N1)+ S2(T, V, N3) eines Systems,
bei dem die beiden Komponenten getrennt sind. Die Entropie eines
reinen Systems als Funktion der Temperatur, des Volumens und der
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Teilchenzahl ist (ein Gemisch wird hierbei bei konstantem Mischungs-
verhéltnis wie ein reines System behandelt) ist

T V
S(T,MN) CVIDT+I€N1HN_Q}()+NSO

Wir wollen jetzt annehmen, dass es semipermeable Wénde gibt, die
jeweils nur eine Teilchensorte durchlassen. Die beiden Systeme seien
in Kasten gleichen Volumens eingeschlossen, die durch semipermea-
ble Wéande abgeschlossen sind, die fiir die jeweils andere Teilchensorte
durchléssig sind. Wir verschieben die beiden Volumina teleskopartig
ineinander, bis beide Volumina sich decken. Hierzu wird keine Arbeit
geleistet. Der Vorgang ist reversibel. Wir schlielen

Spp =51 +5, . (10.1)
Also addieren sich die Warmekapazitaten,
oy =) + o, (10.2)

und fiir die Entropiekonstanten gilt
Ns{"” —kNInN = Nysi — kNyIn Ny + Nps) — kNyIn N, | (10.3)

also

N

=18y + €28y

—keylne; — keslnes . (10.4)

Die Formel fiir s(()m) wird offenbar widerspriichlich, wenn man Teilchen
einer einheitlichen Substanz gedanklich in zwei verschiedene Sorten un-
terteilt (Gibbsches Paradoxon). Natiirlich gibt es in diesem Fall keine
semipermeablen Winde. Wesentlich ist, dass sich nach der Quantenme-
chanik identische Teilchen so verhalten, dass auch eine bloff gedankliche
Unterscheidung nicht moglich ist.

Interessant wird dieses Problem fiir Substanzen, die aus einem Iso-
topengemisch bestehen. Bei Prozessen aber, bei denen sich an der Zu-
sammensetzung des Gemisches nichts dndert, spielt der Mischterm kei-
ne Rolle.

Wir vergleichen die reversible Durchmischung jetzt mit dem Pro-
zess, bei dem sich die beiden Substanzen anfangs in verschiedenen Tei-
len des Behélters befinden, die durch eine Wand getrennt sind. Der
Druck p sei auf beiden Seiten gleich hoch. Wenn die Wand entfernt
wird, findet eine irreversible Durchmischung statt. Dabei nimmt die
Entropie um die Mischentropie Sy zu,

Slg - Sl —|— SQ + SM (105)
mit
Sy = NS(()12) _ le(()l) - NQS(()Z) = —k'N(Cl Inci 4+ e ln CQ) . (106)

Wir haben gesehen, dass sich bei der reversiblen Durchmischung
unterschiedlicher Substanzen innere Energien und Entropien addieren.
Da diese Vorgéinge bei konstanter Temperatur stattfinden, gilt dasselbe
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auch fiir die freien Energien. Fiir die Gibbsschen Potentiale G = F'+pV
gilt
G12(T, p, N1, No) = Fio(T,V, Ny, Na) + pV
= Fi(T,V,N1) + F5(T,V, N3) 4+ c1pV + capV (10.7)
= Gl(T7 a1p, Nl) + GQ(Ta Cap, NQ) .
(In der letzten Zeile haben wir benutzt, dass der Druck bei Volumen

V', Temperatur T" und Teilchenzahl N; aufgrund der thermischen Zu-
standsgleichung gleich ¢;p ist, also

OF;
=—cp . 10.8
5y = P ) (10.8)
Die Gibbsschen Potentiale des idealen Gases bei verschiedenen Driicken
unterscheiden sich wegen <%> =V und pV = ENT um
TN
G(T,p,N) = G(T,p/, N) = kNTIn & . (10.9)
p

Damit folgt

G12(T, p, N1, No) = G1(T, p, N1)+Go(T,p, No)+kTN(ciInci+ezIncy) .
(10.10)
Wir bestimmen jetzt die chemischen Potentiale. Es gilt
3G12(T7P, Ny, Nz) _
aNl ILLZ

wi(T,p,c1,c0) = (T,p) + kT In¢; . (10.11)
Hierbei sind ,ugo),z' = 1, 2 die vorher bestimmten chemischen Potentiale
der reinen Komponenten.

Aus den obigen Uberlegungen erhilt man sofort den osmotischen
Druck. Sei ndmlich die Losung (A) durch eine fiir die gelosten Stoffe un-
durchléssige, fiir das Losungsmittel jedoch durchléssige semipermeable
Wand von einem Behélter (B) mit dem reinen Losungsmittel getrennt,
so gilt im Gleichgewicht fiir die chemischen Potentiale des Losungsmit-
tels

(T, pp) = it (T, pa) - (10.12)

(B) ist das chemische Potential M(10) des reinen Stoffs, wiahrend sich bei

)
Hq
,ugA) noch der Zusatzterm k7T In ¢, addiert. Wir erhalten die Gleichung

(T, pa) — 17T, pp) = —kTInc, . (10.13)

(0)
Fiir kleine Druckunterschiede ergibt sich mit (a“—l) =Y undInc, =
T

op N
ln(l - ZiZQ Ci) ~ - ZZ‘ZQ Ci

kT In ¢y NkT
PaTPEN Ty D (10.14)

1>2
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11. Phasenkoexistenz und Clausius-Clapeyron-Gleichung

Wir betrachten ein System, in dem keine chemischen Reaktionen
ablaufen konnen und in dem £ verschiedene Stoffe mit Teilchenzahlen
Ny, ..., N in einem Volumen V vorhanden sind. Ein Gleichgewichts-
zustand ist dann durch Angabe der inneren Energie festgelegt.

Die Entropie S sei als Funktion von F,V, und Ny, ..., N, bekannt.
Es gilt

TdS = dE + pdV — Y pudN; (11.1)

mit dem chemischen Potential p; des i-ten Stoffes.

Wir nehmen an, das System befinde sich in einem Gleichgewichts-
zustand, bei dem ¢ verschiedene Phasen vorliegen. Wir denken uns
das System in Teilsysteme zerlegt, die gerade den homogenen Phasen
entsprechen. Die Entropie der Phase a sei

So = S(Eu, Vo, NI .. N | (11.2)

und die Entropie des Gesamtsystems ist S =) S,.

Die Temperaturen, die Driicke und die chemischen Potentiale der
einzelnen Komponenten haben im Gleichgewicht in jeder Phase den
gleichen Wert,

a5 1 9 p 98 N

a—E(za) =7 W(Za) =7 a—Ni(Za) =7 (11.3)

Hierbei fassen wir wie vorher die unabhéngigen extensiven Zustands-
variablen zu einem Vektor z = (E,V, Ny, ..., N;) zusammen.

Wir haben gesehen, dass im Phasengleichgewicht die Entropie die
Summe der Entropien der einzelnen Phasen ist,

SO za) =) S(za) - (11.4)

Insbesondere ist die Entropie in einem Koexistenzbereich verschiedener
Phasen nicht strikt konkav. Stattdessen gilt

L p —m — Mk
S(z)==z- = (==, —, ..., —) . 11.5
()=2-€, 6= (0,2 2E (11.5)
Die Eindeutigkeit der Zerlegung in reine Phasen bedeutet, dass die Vek-
toren z,,a = 1,...,¢ linear unabhéngig sind. Der Koexistenzbereich

besteht genau aus den positiven Linearkombinationen z = ) Ay zq
mit A\, > 0. Dieser Bereich hat daher die Form eines konvexen Kegels,
seine Dimension stimmt mit der Zahl der Phasen iiberein.

Aus dieser Beobachtung konnen wir direkt die Gibbssche Phasenre-
gel ableiten: Die intensiven Parameter ¢ sind innerhalb des Kegels kon-
stant, Bei ¢ Phasen kann der Gleichgewichtsbereich daher nur von so
vielen unabhéngigen Parametern abhéngen, wie es unabhéngige trans-
versale Richtungen gibt, ndmlich f =24k — ¢.

2 Phasen eines einheitlichen Stoffes konnen also lings einer Kurve
im p-T-Diagramm koexistieren (Dampfdruckkurve, Schmelzkurve). Fiir
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3 Phasen eines einheitlichen Stoffes erhélt man f = 0, Koexistenz von
3 Phasen ist also nur an einem Punkt (Tripelpunkt) im p-T-Diagramm
moglich. (Der Tripelpunkt des Wassers wird heute zur Festlegung der
Kelvin-Temperatur-Skala benutzt.) Man beachte aber, dass dem Tri-
pelpunkt im Raum der Zustandsvariablen E, V| N ein dreidimensiona-
ler Kegel entspricht.

Aus diesen allgemeinen Uberlegungen zur Phasenkoexistenz ergibt
sich iiberraschender Weise eine quantitative Aussage iiber den Verlauf
der Phasengrenzflichen, ausgedriickt durch den Vektor der intensiven
Zustandsgrofien € = (&, 2 —4 k) ¢ = (—S) ist im Koexistenzkegel

T T> T ~ \0z )
konstant. Daher folgt fiir einen Punkt z im Inneren dieses Kegels

d 65_7 k (923 k
=Y GGz =Y (52 )2 =D — ). =1,...
0 - d)\gj(z Aza)r=0 - (&z’“) “a - (82182’“ Far @ ’

Wegen der Symmetrie der 2. Ableitungen von S ist —
5)-(5)
Ozk 023 )
Also folgt fiir das Gebiet der Phasenkoexistenz die Gleichung
> zhdg =0 (11.7)
k
fiir o« = 1,....¢. Die Summe dieser Gleichungen ergibt sich bereits aus

der Skaleninvarianz der intensiven Zustandsgroéfien; es bleiben also p—1
unabhéngige Gleichungen, die die moglichen Anderungen der k& + 1 un-
abhéngigen intensiven Zustandsgrofien &; einschrinken. Dies ist gerade
die Gibbssche Phasenregel, die besagt, dass der Koexistenzbereich von
¢ Phasen eine k + 2 — ¢-dimensionale Fliache im £-Raum bildet.

Im Fall eines einkomponentigen Systems ergeben sich die Gleichun-
gen X

p H
Ead(T)—l—Vad(T) Nad(T) =0. (11.8)

Bei drei Phasen schliefen wir, dass das Phasengleichgewicht nur an
einem Punkt im (p, T')-Diagramm existieren kann.

Bei 2 Phasen setzen wir N; = Ny = N und bilden die Differenz der
beiden Gleichungen. Wir erhalten

dT d
(B = By + (Vi = Va)p) 75 = (Vl—v2)Tp- (11.9)
Mit der Enthalpie H + pV und der Ubergangswirme bei konstantem
Druck

Q=H; — Hy,=T(S; — S) (11.10)
erhalten wir schliefSlich die Clausius-Clapeyron-Gleichung
dp Q S1— Sy
- = = . 11.11
T TVi-Vs) WiV, (111)
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Wenden wir diese Formel auf den Ubergang gasférmig-fliissig an, so
konnen wir bei nicht zu hohen Temperaturen Vygssig gegeniiber Vastsrmig
vernachlassigen. Wir wollen weiter annehmen, dass die Verdampfungs-
wéarme unabhéngig von der Temperatur ist (diese Annahme ist nur
fiir kleine Temperaturintervalle realistisch) und dass die Gasphase als

ideales Gas betrachtet werden kann. Dann gilt Viastsrmig = @, und
wir erhalten die Differentialgleichung
dp _ Qp
— = 11.12
dr  kT?N ( )
mit der allgemeinen Losung
p(T) = pye ¥ . (11.13)

Wir konnen die Phaseniibergéinge auch mit Hilfe des Gibbsschen Po-
tentials G untersuchen. Der Phasenkoexistenzbereich wird hier durch
einen Punkt (pg,Ty) im p-T-Diagramm dargestellt. An diesem Punkt
ist G nicht differenzierbar. Da G konkav ist, kénnen wir aber Tangen-
tialflachen an den Graphen von G anlegen. Diese Flachen erfiillen die
Bedingungen

Gp,T)—pV+TS—E<O0,

G(po,To) —pOV + T()S —FEF=0.

Die Werte von V', S und E, fiir die diese beiden Bedingungen erfiillt
sind, sind gerade die Parameter der Gleichgewichtszustinde im Koexi-

stenzbereich. Die einseitigen partiellen Ableitungen von G entsprechen
den Parametern der reinen Phasen.

(11.14)

12. Reale Gase

Gase bei hoheren Dichten gehorchen nicht mehr der Zustandsglei-
chung des idealen Gases. Eine gute qualitative Beschreibung liefert die
van der Waals-Gleichung

(b4 5)(w =) = kT (12.1)

mit dem Volumen pro Teilchen v = % Falls die isochore Warmekapa-
zitat pro Teilchen ¢, konstant ist, erhédlt man die kalorische Zustands-

gleichung

e=cT — 2. (12.2)
v

mit der Energie pro Teilchen e = % Wir geben p und 7" vor und be-
stimmen v und e. Da nach der thermischen Zustandsgleichung v eine
kubische Gleichung erfiillt, gibt es, abhéngig vom Wert der Koeffizien-
ten, 1 reelle Losung oder 3 verschiedene reelle Losungen v, < vy < w3
und dann entsprechend auch drei Werte ey, s, e3 der inneren Energie
pro Teilchen. Am sogenannten kritischen Punkt fallen die drei reellen
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Losungen zusammen. An dieser Stelle besitzt die Isotherme im p-V-
Diagramm einen Sattelpunkt. Der kritische Punkt ergibt sich aus den

Gleichungen
2
<@) o, <@> _0. (12.3)
ov ), ov? ) .
Wir finden <
a a
= T, = — = — . 124
Vkr 3b7 k kr 27b y Pkr 27b2 ( )

Fiir Temperaturen oberhalb der kritischen Temperatur sind v und e
durch 7" und p eindeutig bestimmt. Unterhalb der kritischen Tempe-
ratur aber gibt es 3 verschiedene Losungen. Die aus den Zustandsglei-
chungen bestimmte Entropie pro Teilchen s erfiillt die Gleichungen

05sp 1 0Osg p

de T ov T (125)
dann an 3 Stellen, kann also nicht konkav sein. Dass dies unphysika-
lisch ist, sieht man z.B. darin, dass jetzt die Kompressibilitidt negativ
werden konnte. Reale Gase lassen sich verfliissigen, daher liegt es na-
he, zu vermuten, dass dieses Verhalten mit der Moglichkeit von Pha-
seniibergéingen zu tun hat. Wir ersetzen daher die Funktion sy durch
ihre konkave Einhiillende s, d.h. durch die kleinste konkave Funktion,
die groBer oder gleich s ist.

Hierzu gehen wir folgendermaflen vor. Wir legen die Tangential-
ebene an den Graphen von sy durch den Punkt (so(eq,v1),e1,v1) und
fragen, ob diese den Graphen an andererer Stelle schneidet. Da die 2.
Ableitung von sg an dieser Stelle negativ semidefinit ist, liegt die Tan-
gentialebene in einer Umgebung des Beriihrungspunktes oberhalb des
Funktionsgraphen. Wir untersuchen jetzt, ob die Funktion

1 p
so(el,vl)%—f(e—el) +?(v—v1) — so(e,v) . (12.6)

negative Werte annehmen kann. Sie besitzt aufler (e;,v;) ein zweites
lokales Minimum am Punkt (e3, v3). Wir berechnen daher

1
A= 80<€1, Ul) + ?(63 — 61) + %(Ug - Ul) - 80(63,1]3) . (127)
Sei 7 die Isotherme von (eq, v;) nach (e3,v3). Dann gilt
1 p
A= [(=de— Ly — 1) 12.
/Y(Tde dS()) + T(Ug ’Ul) ( 8)

Mit dsg = %de + @dv findet man schliellich die Bedingung

/U3 p(v)dv < p(vs — v1) . (12.9)

V1
Ist die Bedingung erfiillt, so setzen wir s(ej,v1) = so(er,vr). Gilt
stattdessen das grofler-Zeichen, so setzen wir s(eg,v3) = so(es,vs).
Gilt das Gleichheitszeichen, so setzen wir fir jeden Punkt (e,v) =
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A(er,v1) + (1 — X)(es, v3) auf der Verbindungsstrecke zwischen (eq, vq)
und (eg, v3)

s(e,v) = Aso(er,v1) + (1 — N)so(es, vs3) . (12.10)

Die so konstruierte Entropiefunktion beschreibt den Phaseniibergang
fliissig-gasformig. Die durchgefiihrte Konstruktion ist unter dem Na-
men ,, Maxwell-Konstruktion® bekannt.

13. Chemisches Gleichgewicht und Massenwirkungsgesetz

Wir betrachten chemische Reaktionen in einer Phase. Eine Reaktion
charakterisieren wir durch ein k-Tupel ganzer Zahlen

r:(rl,...,rk), (131)

das der chemischen Reaktion

r; <0 r;>0

entspricht, wobei X; das chemische Symbol der Komponente i bezeich-
net. Die Reaktion

wird also durch r = (=2, —1,2) mit X; = Hy, X3 = Oy und X3 = H,O
dargestellt. Wir stellen uns vor, dass die Reaktionen so selten stattfin-
den, dass zu jedem Zeitpunkt die Zahl der Teilchen der einzelnen Kom-
ponenten wohldefiniert sind und das System, bei Vernachlédssigung der
chemischen Reaktionen, im Gleichgewicht ist. Die Entropie des System
sei S(E,V,N), wobei N = (Ny,..., Ny) das k-Tupel der Molekiilzah-
len der verschiedenen Substanzen ist. Bei jeder Reaktion dndert sich
N um r. Die Entropie erreicht im Gleichgewicht ein Maximum; die
notwendige Bedingung dafiir ist

1
0= %S(E,V,thrn) =g (13.4)

mit dem k-Tupel der chemischen Potentiale u = (p1,...,py). Falls
mehrere Reaktionen ablaufen konnen, erhélt man entsprechend meh-
rere Bedingungen an die chemischen Potentiale.

Wir nehmen jetzt an, dass wir fiir die chemischen Potentiale die
Ausdriicke vom idealen Gas verwenden konnen,

:U’i(p7Tacl7"'Jck) :gl(p7T)+kT1ncl ) (135)

mit den Gibbs-Potentialen pro Teilchen g; der reinen Stoffe. Dann folgt
aus der obigen Gleichgewichtsbedingung an die chemischen Potentiale
das Massenwirkungsgesetz

H = K(p,T) (13.6)
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mit der Gleichgewichtskonstante

K(p,T) = e 7t Zrigi(pT) (13.7)
Die Temperaturabhéngigkeit von K ist

= — (g —T . 13.8

( oT )p w20~ T ) (13.8)

Mit g?[i = —s;, der Formel h; = g; + T's; fiir die Enthalpie pro Teilchen
und der Reaktionswiarme g = ) r;h; folgt
1 (0K q

— =) = —=. 13.9

i (o) =i (139

Bei exothermen Reaktionen (¢ < 0) sinkt K bei steigender Temperatur,
bei endothermen Reaktionen (¢ > 0) steigt es. (Die Bezeichnungen exo-
therm und endotherm sind so zu verstehen, dass die Stoffe mit r; > 0
als Reaktionsprodukte angesehen werden. Ist die Enthalpie der Reak-
tionsprodukte Zri>0 r;h; kleiner als die der urspriinglich vorhandenen
Substanzen ) _ |ri|hi, so wird Wirme abgegeben (g < 0).

14. Der dritte Hauptsatz

Die Entropie ist durch die Forderung der Extensivitiat nur bis auf ei-
ne Mafleinheit und eine additive Konstante festgelegt. Aus empirischen
Untersuchungen hat sich aber ergeben, wie zuerst von Nernst bemerkt
wurde, dass die Entropie eines Systems mit vorgegebener stofflicher
Zusammensetzung am absoluten Nullpunkt der Temperatur eine uni-
verselle Konstante ist, die nicht mehr von den anderen Zustandsgréfien
abhéngt. Diese Konstante wird zweckméfliger Weise gleich Null gesetzt.

Im Rahmen der klassischen statistischen Mechanik l&sst sich dieses
Verhalten nicht verstehen. In der Quantenstatistik ist es die Nichtent-
artung des Grundzustands, die zum Verschwinden der Entropie am
absoluten Nullpunkt fiihrt. Tatséchlich gibt es Systeme (,,Glaser®), bei
denen der Grundzustand entartet ist und die daher den 3. Hauptsatz
verletzen.

Der 3. Hauptsatz sagt also aus, dass gilt

:lrl_I% S(T,z)=0, (14.1)

wobei z die iibrigen Zustandsvariablen bezeichnet (bei fest gewihlten
Teilchenzahlen).

Die Unabhéngigkeit der Nullpunktsentropie von den anderen Zu-
standsgroffen kann zu der Forderung verschéarft werden, dass auch die
partiellen Ableitungen bei festgehaltener Temperatur beim absoluten
Nullpunkt verschwinden,

lim (8—8> =0. (14.2)
70 \ Oz T
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(In einigen Lehrbiichern wird dies félschlicher Weise als eine Konse-
quenz der ersten Gleichung bezeichnet.)

Die erste Folgerung aus dem 3. Hauptsatz ist, dass es keinen adiaba-
tischen Prozess gibt, der von einem Zustand endlicher Temperatur zum
absoluten Nullpunkt fiihrt (sogenannte Unerreichbarkeit des absoluten

Nullpunkts).
Eine zweite Folgerung betrifft die Warmekapazitdten: Zunéchst gilt
T l
Cy (T
S(T,V) = S(0,V) + /0 %dr | (14.3)

Falls die isochore Warmekapazitdat Cy, stetig ist, muss sie bei T' =
0 verschwinden, da anderenfalls das Integral divergieren wiirde. Eine
entsprechende Aussage gilt fiir die isobare Warmekapazitit. Fiir die
Differenz der beiden gilt sogar eine stiarkere Aussage. In Abschnitt {iber
die Maxwell-Relationen haben wir gesehen, dass gilt

(#5) (%), 95\ (08

opoT op

C,—Cy=-T-——"—=-T L —_T <—> (—) . (14.4)
P e ( ov >T oV ) \0Op)r

Wir folgern, dass die Differenz der beiden Wirmekapazitidten auch nach

Division durch die Temperatur am absoluten Nullpunkt verschwindet.

15. Ausgleichsvorginge und Onsager-Relationen

Bisher haben wir Ausgleichsvorgénge nur qualitativ behandelt. Wir
betrachten jetzt ein System, das sich nicht im globalen Gleichgewicht
befindet. Es sei durch Parameter a = (a4, ..., a,) beschrieben, die sich
frei einstellen konnen (wie z.B. die Energie eines Teilsystems bei ther-
mischem Kontakt). Der Ausgleichsvorgang lauft immer so ab, dass die
Entropie zunimmt,

. dS 0S
S:E:;a_aidizo' (15.1)
Gleichgewicht (@ = 0) wird erreicht, wenn % = 0 ist.

Man kann jetzt fiir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht die An-
nahme machen, dass die zeitliche Anderung von a eine lineare Funktion
von % ist. Man nennt J = @ € R™ den thermodynamischen Strom und
X = % € R™ die thermodynamische Kraft. Zwischen Strom und Kraft

gibt es die lineare Beziehung
J=LX (15.2)
mit einer linearen Abbildung L : R — R". L ist positiv semidefinit,

0<S=(X,LX)=> XLy X} . (15.3)
ik
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Nach Prigogine verschwindet die i-Komponente des Stroms genau dann,
wenn die Entropieerzeugungsrate S als Funktion der +-Komponente der
Kraft minimal ist,

S
0xX;

Ji=Y LuXp=0<=0= > (Liw+ L)Xy . (15.4)
k k

Der Spaltenvektor L;. hat daher dasselbe orthogonale Komplement wie

der Zeilenvektor L.;. Die beiden Vektoren sind also proportional und,

da sie in der -Komponente iibereinstimmen, gleich. Die Matrix L ist

also symmetrisch. Dies ist die berithmte Onsager-Relation

Tu=I] 15

Zur Erlduterung dieser Relation betrachten wir ein System, bei dem
zwei Behélter einer chemischen Substanz durch einen kleinen Spalt
miteinander verbunden sind. Die Entropie des Gesamtsystems ist

S(E)V)Na Elu‘/17N1> - SO(Ela‘/laNl) +SO(E_ El,V_ ‘/17N_N1> .

(15.6)
Neben E, V und N sei auch V; fest; daher kénnen sich nur die Para-
meter a; = F; und ay = N; verdndern. Fiir die thermodynamischen
Krifte finden wir

s 1 1 1
=2 = A= 15.
YT OB, T, T (T> (15.7)
und 59
Mo M2 H
e ol N o AN A 15.
27 ON, T1+T2 <T> (15.8)

Fiir die Strome erhélt man
. 1
i =By = LuA() = Lud(E) |
1 p (15.9)
Jy =Ny = Loy A(=) — LnA(=) -

2 1 21 (T) 22 (T)
N; = 0 stellt sich offenbar dann ein, wenn A(%) = %A(%) ist. Dies
lasst sich dadurch realisieren, dass die Temperaturen beider Behélter
konstant gehalten werden; der Teilchenstrom klingt dann nach einiger
Zeit ab, und es stellt sich die obige Beziehung zwischen Temperaturen
und chemischen Potentialen ein. Ist andererseits die Temperatur beider
Behilter gleich, so ergibt sich

. Lo -
By = 22N, (15.10)

Loy
er = é—;z hat also die Bedeutung mitgefithrte Energie pro Teilchen.

Setzen wir jetzt die_ Onsager-Relation Lis = Lo ein, so erhalten wir
als Bedingung fiir Ny =0

) =€e"A(5) - (15.11)
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Wir wollen die linke Seite fiir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht
bestimmen. Es gilt

1% g9 g 1 g 1
d=)=d(=)=—=dI'+ =dg = —=dT'+ —=(vdp — sdT
1 h ’
Die Bedingung fiir verschwindenden Teilchenstrom lautet also
TvAp = (h —e*)AT . (15.13)

16. Wirmeleitung

Wir betrachten eine endliche Menge von Systemen, die untereinan-
der in thermischem Kontakt stehen. Die Entropie ist gegeben durch

S(Ey,...,Ey) = Sy(Ey) + ...+ SulEy) . (16.1)

Das Gesamtsystem sei abgeschlossen, d.h. Y E; = const. Gleichgewicht
herrscht, wenn die Temperaturen der Teilsysteme gleich sind,

051 oSy,
— =...= . 16.2
oF, oFE, (16:2)
Fiir die Zeitentwicklung setzen wir an
k
mit G = S—E. Im Gleichgewicht sind die Energien der Teilsysteme

konstant, also gilt fiir die Koeffizienten L

> Lu=0. (16.4)

Die Energieerhaltung E; = 0 impliziert, dass auch gilt
> Liy=0. (16.5)

Aufgrund der Onsager-Relationen ist dies dquivalent zu (16.4).
Wir fassen Ly (B — 5;) = Qi als den Warmestrom von k nach ¢
auf. Dann gilt wegen (16.4)

Ei=> Qu. (16.6)
k

Die Bedingung, dass die Gesamtentropie nicht abnehmen darf, be-
deutet, dass die Matrix L positiv semidefinit ist. Wir verschérfen diese
Bedingung jetzt durch eine Lokalitdtsbedingung. Diese verlangt, dass
die Entropieéinderung des k-ten Systems nicht kleiner sein darf als die
durch den Wirmestrom aus diesem System in die anderen Teilsysteme
transportierte Entropie,

S > — Zﬁi@ik . (16.7)
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Das bedeutet
0 < Brkr + Z BiQix = Z(ﬁk@ki + BiQir) - (16.8)

7

Einsetzen der Definition der Wéarmestrome @);; liefert die Ungleichung
0< = (Be—B:) L , (16.9)

d.h. Ly <O fiir i # k.

Wir nehmen jetzt an, dass die Warmekapazitéiten C; der einzelnen
Systeme im betrachteten Temperaturbereich konstant sind. Dann wird
das Gleichgewicht erreicht bei der Temperatur

o
>-C
Wenn die auftretenden Temperaturdifferenzen geniigend klein sind,

kann man setzen

G L1 1 STy 2 T e
oo T\U+Z)TT T )T T*

Unter Beriicksichtigung von (16.4) kann der k-unabhéngige Term in der
Bewegungsgleichung fiir ¥ weggelassen werden. Wir erhalten daher fiir
die Zeitentwicklung der Temperaturen die Differentialgleichung

T

(16.10)

T => Tk (16.12)
k
mit A\, = —% Die Koeffizienten besitzen wegen C;, T > 0 die Ei-
genschaften
et
. (16.13)
Fiir kleine ¢ erhélt man eine approximative Losung durch
T(t) = (1+tA)T(0) . (16.14)

Hier haben wir das n-Tupel der Temperaturen T = (7%, ... T,) als einen
Spaltenvektor geschrieben und die Koeffizienten \;; zu einer Matrix A
zusammengefasst. Die Losung fiir beliebige positive t ergibt sich zu

T(t) = lim (1+ %A)"T(o) = ™ 1(0) . (16.15)

Durch Diagonalisierung von A kann diese Formel ausgewertet werden.
Wir wollen einige qualitative Konsequenzen zichen.
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Zunéchst siecht man leicht, dass eine konstante Temperaturvertei-
lung zur Zeit ¢ = 0 sich zeitlich nicht &ndert. Denn aus ), Ay, = 0
folgt >, (e");, = 1. Dies war natiirlich zu erwarten. Weiter gilt

(1+tA)g >0 (16.16)

fiir geniigend kleine ¢ > 0 und damit fiir alle ¢ > 0 auch ((1+ £A)") >
0 fiir geniigend grofle n. Ist das System zusammenhéngend im Sinne,
dass es keine Zerlegung in zwei Teile gibt, sodass alle Koeffizienten A;;
mit ¢ im ersten und k£ im zweiten Teil verschwinden, dann gilt sogar

("), >0 (16.17)

fiir ¢ > 0. Man kann daher das Theorem von Perron-Frobenius an-
wenden kann. Nach diesem Theorem besitzt e einen bis auf einen
Skalenfaktor eindeutigen Eigenvektor mit positiven Koeffizienten, und
der zugehorige Eigenwert ist derjenige mit dem grofiten Betrag. Die-
ser Vektor ist in unserem Fall der Vektor mit gleichen Komponenten,
der zugehorige Eigenwert ist 1. Das Theorem garantiert daher, dass
eine beliebige Temperaturverteilung zur Zeit 0 exponentiell gegen die
Gleichgewichtsverteilung konvergiert,

I Ti(t) — T| < e “const , (16.18)

wobei e der groBte Betrag eines von 1 verschiedenen Eigenwerts von
e ist.

Man kann die Uberlegungen zur Wirmeleitung leicht auf ein konti-
nuierliches Medium verallgemeinern. Eine Temperaturverteilung 7'(x, )

zur Zeit ¢ verursacht einen Warmestrom

ik t) = =Y Lyn(x)0:T(x,t) . (16.19)
k

L ist nach den Onsager-Relationen eine symmetrische Matrix, die
noch von x abhingen kann. Die zeitliche Anderung der Energiedichte
u ist

u(x,t) = ey (x)T(x,1) , (16.20)
mit der als Temperatur-unabhingig angenommenen Warmekapazitéat
pro Volumen cy,. Mit der Kontinuitétsgleichung

u+divj=20 (16.21)
folgt die Warmeleitungsgleichung
0T (x,t) 1
= 0iLixOkT(x,t) . 16.22
ot cv<x)%: T 0) (16:22)

Die Lokalitdtsannahme an das Anwachsen der Entropie besagt, dass
gelten muss

% + div% >0 (16.23)
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Benutzt man die Kontinuitédtsgleichung und den Ausdruck fiir den
Wiérmestrom, so folgt

> LudToT >0, (16.24)
ik

die Matrix (L;) ist also positiv semidefinit. Wegen der Kontinuitéts-
gleichung ist

ot

Nach dem GauBschen Satz verschwindet dieser Ausdruck, falls der
Wirmestrom am Rand des Korpers gleich Null ist. Daher ist T =
f cyT/ f cy fiir ein warmeisoliertes System zeitlich konstant. Ein Mafl
fiir die Abweichung der Temperaturverteilung von der Gleichgewicht-
stemperatur T ist [ d*xcy (T (x,t) — T)?. Dieser Ausdruck nimmt mo-
noton ab wegen

0 —
a/d?’XCV(T — T)2 = — /d?’XZ sz&TakT < 0. (1626)

9 d*xcyT(x,t) = /d3xu(x, t) = —/d?’xdivj(x, t). (16.25)

Wir wollen jetzt annehmen, dass unser Kérper homogen ist. In die-
sem Fall vereinfacht sich die Warmeleitungsgleichung zu

ot

mit dem Laplace-Operator A und dem Wirmeleitungskoeffizienten A >
0.

(Q _ )\A) T=0 (16.27)

Am Rand des Korpers muss man den Laplace-Operator durch Rand-
bedingungen spezifizieren. Ist der Kérper thermisch isoliert, so muss der
Warmefluss durch die Oberflache verschwinden, d.h.

n-grad7 =0, (16.28)

wenn n der Normalenvektor an der Oberfliche ist (Neumann-Randbe-
dingung). Ist hingegen der Korper in Kontakt mit einem Warmebad,
so muss die Temperatur an der Oberfliche einen festen Wert haben
(Dirichlet-Randbedingung).

Als ein Beispiel betrachten wir einen homogenen Korper, der den
Halbraum z! > 0 ausfiillt. Zuniichst bestimmt man die Greensche
Funktion G des Wirmeleitungsoperators fiir den ganzen Raum mit-
tels Fourier-Transformation. Nach Definition erfiillt G fiir ¢ > 0 die
Differentialgleichung

0
— —AA = 16.2
( gy >G 0 (16.29)
mit der Anfangsbedingung G(0,x) = 6(x). Fourier-Transformation

beziiglich x liefert
(0 + A\k[*) G(t. k) =0, (16.30)
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also G(t,k) = G(0,k)e ", Die Anfangsbedingung ergibt G(0,k) =
(27?)_3/ 2 Die inverse Fourier-Transformation liefert

G(t,x) = (2m)~® / Bk e PR (a3 L (16.31)

G beschreibt, wie sich eine J-Funktions-formige Temperaturverteilung
im Laufe der Zeit ausbreitet. Fiir eine beliebige Temperaturverteilung
ergibt sich

T(t,x) = /d3y Gt,x—y)T(0,y) . (16.32)

Wir suchen jetzt die Greensche Funktion fiir den Halbraum, zunichst
fiir Dirichletsche Randbedingungen. Hierbei erinnern wir uns an die
aus der Elektrostatik bekannte Methode der Spiegelladung. Sei Sx =
(=21, 2%, 23) der an der Ebene x! = 0 gespiegelte Punkt x. Dann setzen
wir im Halbraum z' > 0

Gp(t,x,y) =G(t,x—y) —G(t,x — Sy) . (16.33)

Fiir 2! = 0 ist |[x — y| = |x — Sy| und daher Gp(t,x,y) = 0, d.h. die
Randbedingung ist erfiillt (mit Temperatur 0). Wir sehen weiter, dass
allgemein gilt

0<Gp(t,x,y) <G(t,x,y), (16.34)
die Temperatur bei Kontakt mit einem Warmebad der Temperatur 0
ist also immer kleiner als die des unendlich ausgedehnten Korpers (bei
anfianglich nichtnegativer Temperaturverteilung).

Bei Neumannschen Randbedingungen setzen wir

Gn(t,x,y) =G(t,x—y)+ G(t,x — Sy) . (16.35)

Es gilt nimlich fiir ' =0
1 1

OGN (tx,y) = (% - %) G(t,x —y)=0. (16.36)

Offenbar gilt Gy > G, die Temperatur des thermisch isolierten Korpers
nimmt also langsamer ab (wie zu erwarten).






KAPITEL II

Statistische Mechanik

1. Fluktuationen. Der statistische Zustandsbegriff

Wir hatten eingangs einen Zustand durch die Werte aller Zustands-
groflen beschrieben. Bei sehr genauen Messungen stellt man aber fest,
dass lokale Zustandsgrofien, etwa die Dichte o(x,t), auch in einem
Gleichgewichtszustand Schwankungen unterliegen. Die physikalische Ur-
sache dieser Schwankungen ist die Bewegung der Molekiile der Sub-
stanz. Die Schwankungen im einzelnen zu verfolgen, scheint weder méglich
noch wichtig zu sein; die thermodynamischen Eigenschaften sind da-
von nicht abhéngig. Wir wollen daher im folgenden einen Zustand als
eine Vorschrift zur Préparation eines Systems auffassen. Wiederholte
Messungen derselben Gréfle haben im allgemeinen unterschiedliche Er-
gebnisse; diese unterliegen einer durch den Zustand festgelegten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung.

Im Fall eines Systems von N klassischen Teilchen mit Hamilton-
funktion H(qi,...,qn,p1,--.,pn) wird ein Zustand durch ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf3

o(q, p)d*qd®"p (1.1)

im Phasenraum beschrieben. ¢ erfiillt die Bedingungen ¢ > 0 und
[ 0 = 1. Der Zustand heifit regulér, wenn [ 4 0= 0 gilt fiir alle Pha-
senraummengen A vom Mafl 0. In diesem Fall ist p eine Lebesgue-
integrierbare Funktion. Zusténde lassen sich konvex kombinieren: mit
01 und ps ist auch

Ao+ (1=XNoe, 0<A<1, (1.2)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Reine Zusténde sind solche, die sich nicht
in eine konvexe Kombination anderer Zustédnde zerlegen lassen. Im be-
trachteten System sind sie gegeben durch Deltafunktionen

o(g.p) = N (g — ¢)*N (p — p ) , (1.3)

sie beschreiben einen Zustand, bei dem die kanonischen Variablen mit
Sicherheit den Wert (¢!”, p®)) annehmen (optimale Préiparation). Die
reinen Zustédnde sind nicht regulér.

47
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Wie in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Wahrscheinlichkeits-
verteilung einer physikalischen Observablen f = f(q,p) (einer Zufalls-
variablen im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie) durch die Formel

wy(z)dr = (/ d*qd®™po(q,p)d(f(g,p) — x)) dx (1.4)

gegeben. Erstes Ziel der statistischen Mechanik ist es, diejenigen Zustédnde
zu finden, die den makroskopischen Gleichgewichtszustédnden entspre-
chen.

Statt direkt mit den Maflen zu arbeiten, ist es meist bequemer,
Wahrscheinlichkeitsmafie durch ihre Momente zu beschreiben. Man
nutzt dazu aus, dass die Observablen (aufgefasst als stetige Funktio-
nen auf dem Phasenraum) eine kommutative Algebra 2( bilden. Diese
Algebra enthélt den additiven und konvexen Kegel 21, der positiven
Funktionen,

A, ={feU f=g*fireingeA}. (1.5)

Man betrachtet jetzt fiir einen Zustand o die Erwartungswerte von
Observablen,

(f)e= /@f. (1.6)
Die Abbildung f +— (f), besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Sie ist linear,

A+ 1g)e = Mo+ 1(g)0 A eR, (1.7)
(ii) positiv,

(fle=0fiir f>0, (1.8)

(iii) und normiert,
(L), =1. (1.9)
Umgekehrt definiert jede Abbildung von 2f nach R mit diesen Ei-
genschaften ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem
Phasenraum (modulo einiger technischer Annahmen, die bei kompak-
ten Rdumen entfallen; im Falle des Phasenraums kann man die Ein-
punktkompaktifizierung betrachten, bei der ein unendlich ferner Punkt

hinzugenommen wird).

Mit diesem algebraischen Zustandskonzept kann man auch in der
Quantentheorie arbeiten. Dort erzeugen die Observablen eine Algebra
von Hilbertraumoperatoren. In Quantensystemen mit endlichem Volu-
men kann man diese Algebren in der Regel mit der Algebra B(H) al-
ler beschrinkten Operatoren eines Hilbertraumes identifizieren. Reine
Zusténde werden durch normierte Hilbertraumvektoren W beschrieben,
mit dem Erwartungswert-Funktional

(A)y = (U, AT) , A e BH). (1.10)
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Konvexe Kombinationen reiner Zustiande werden durch die konvexen
Kombinationen ihrer Erwartungswert-Funktionale bestimmt. Es gilt

MA) g, + (1 = A)(A)g, = TroA = (A4), , (1.11)
mit der Dichtematrix
0 = AW + (1= N)[) (W] (1.12)
Hierbei bezeichnet |¥)(®| den Rang-1-Operator
U (D|D' = U (D, D) | (1.13)
und Tr die Spur. Die letztere ist auf positiven Operatoren A durch
TrA =) (;, AD;) (1.14)

definiert, wobei {®; }; eine beliebige Orthonormalbasis des Hilbertraums
ist. Linearkombinationen positiver Operatoren mit endlicher Spur nennt
man Spurklasseoperatoren. Auf ihnen kann die Spur eindeutig durch
dieselbe Formel wie fiir positive Operatoren erklart werden. Niitzlich
ist, dass die Spurklasseoperatoren ein Ideal in B(#) bilden, d.h. wenn
T ein Spurklasseoperator ist, dann sind es auch TA und AT fiir alle
A e B(H).
Jeder positive Operator o mit Trpo = 1 definiert durch

(A), = TrpA (1.15)

einen Zustand. Diese Zustédnde nennt man normal. Nichtnormale (,,sin-
guldre”) Zusténde treten bei Phaseniibergéngen auf.

2. Gleichgewichtszustinde. Stabilitit

Zusténde. die einen Gleichgewichtszustand beschreiben, miissen zeit-
lich konstant sein. In der klassischen Mechanik bedeutet das, dass die
Poissonklammer der Dichtefunktion ¢ mit der Hamiltonfunktion ver-
schwindet,

{0, H} =0 . (2.1)
Entsprechend kommutiert in der Quantenmechanik die Dichtematrix o
mit dem Hamiltonoperator,

lo,H| =0 (2.2)

o muss also eine Erhaltungsgrofle sein. Allgemeine Erhaltungsgrofien in
der nichtrelativistischen Physik sind Energie, Impuls, Drehimpuls und
Teilchenzahl (fiir jede Teilchensorte). Wenn die Werte fiir Impuls, Dre-
himpuls und Teilchenzahl fest vorgegeben sind, bleibt nur die Energie
iibrig, und es liegt nahe, p als Funktion von H anzusetzen,

o= [f(H) . (2.3)
Dies wird oft als das Postulat gleicher a priori Wahrscheinlichkeiten be-

zeichnet; danach sind im Gleichgewicht alle Zusténde gleicher Energie
gleich wahrscheinlich.
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Friither hat man geglaubt, dass in der klassischen Mechanik zusétzli-
che Erhaltungsgrofien nur in Ausnahmefillen (harmonischer Oszillator,
2-Korper-Kepler-Problem) auftreten. Die Ergoden-Hypothese besagt,
dass bei fast allen Systemen die Phasenraumtrajektorie (¢(t), p(t)) fiir
einen beliebigen Anfangspunkt dicht in der Fliche H = const liegt, so-
dass jede stetige Erhaltungsgrofie auf dieser Flédche konstant sein muss.
Die Ergoden-Hypothese hat sich aber fiir viele Systeme als unzutreffend
herausgestellt (KAM-Theorem).

In der Quantenmechanik setzt dieser Ansatz voraus, dass o aufler-
halb des diskreten Spektrum von H verschwindet, da anderenfalls die
Spur von ¢ nicht endlich sein konnte. Will man Gleichgewichtszustdnde
beliebiger Energie betrachten, so beschrankt man sich mit diesem An-
satz auf Systeme in endlichem Volumen. Aber auch in diesen Systemen
konnte das Spektrum des Hamiltonoperators entartet sein, und man
kann sich fragen, warum Zustdnde gleicher Energie im Gleichgewicht
immer mit gleichem Gewicht auftreten sollen.

Hierfiir gibt es eine interessante Begriindung, die auf eine Arbeit
von Haag, Kastler und Trych-Pohlmeyer zuriickgeht (im Falle unend-
licher Systeme). Wir wollen hier die entsprechende Uberlegung fiir ein
Quantensystem durchfiihren, dessen Zustandsraum endlich dimensio-
nal ist.

Die grundlegende Idee ist, dass Gleichgewichtszustéinde dadurch
ausgezeichnet sind, dass sie sich kaum &ndern, wenn die Dynamik ein
wenig abgeéindert wird. Ist o die Dichtematrix eines Gleichgewichtszu-
standes zum Hamiltonoperator H, so soll fiir alle Stérterme H' und
alle Observablen A gelten

|<eit(H+)\H’Ae—it(H+>\H’>g — (A4),| < const|A| , (2.4)

wobei die Konstante unabhéngig von ¢ ist. Zustédnde, die diese Bedin-
gung verletzen, wiren sehr empfindlich unter geringfiigigen Abénde-
rungen der dufleren Bedingungen.

Wir wollen diese Idee im einfachsten denkbaren Fall auswerten. Wir
betrachten ein 2-Zustandssystem, etwa einen Spin-1/2-Freiheitsgrad.
Wir nehmen an, dass unser Hamiltonoperator das System nicht be-
einflusst, also kénnen wir H = 0 setzen. Storterme sind z.B. duflere
Magnetfelder, die iiber ein magnetisches Moment an den Spinfreiheits-
grad koppeln. Wir betrachten ohne Beschriankung der Allgemeinheit
eine Dichtematrix der Form

0= %(1+cal) (2.5)

mit |¢] < 1. (04,7 = 1,2,3 sind die Pauli-Matrizen.) Als Storterme
wahlen wir H' = Aoz und als Observable A = g5. Wir berechnen

1 , .
(A(t), = Tr§(1 + cop )T gpe A8 (2.6)
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Die gestorte Zeitentwicklung ist gerade eine Rotation um die z-Achse
mit Winkel 2t), daher gilt

"3 507N = o8 2N 09 + Sin 2N 0y . (2.7)

Mit 0% = 1, 0109 = i03 und der Tatsache, dass die Spuren der Pauli-
matrizen verschwinden, folgt

(A(t)), = csin2t\ . (2.8)

Die Stabilitdtsbedingung ist also nur fiir ¢ = 0 erfiillt.

Wir wollen jetzt umgekehrt zeigen, dass Zustédnde der Form o =
f(H) die Stabilitatsbedingung erfiillen. Wir iiberpriifen diese Aussage
in einem Spezialfall. Sei das Spektrum von H diskret, und sei P der
Spektralprojektor zu einem Eigenwert £ von H. E sei n-fach entar-
tet, und {®;,7 =1,...,n} sei ein Orthonormalsystem von zugehorigen
Eigenfunktionen. Dann ist

P = Z@J(‘bz’ : (2.9)

Als Dichtematrix wéahlen wir o = %P. Wenn wir jetzt eine kleine
Storung AH' einschalten, wird in der Regel die Entartung des Ei-
genwertes F aufgehoben, und wir erhalten n erschiedene Eigenwerte
E;(A),i = 1,...,n mit E;(\) = E. Die zugehorigen normierten Ei-
genfunktionen ®;(\) kénnen dann stetig differenzierbar in A gewéhlt
werden und bilden bei A = 0 ein Orthonormalsystem im Eigenraum zu
E. Wir setzen

HOEDPILIEHICEY] (2.10)

und o(A) = LP()A). o()) ist die Dichtematrix eines Zustandes, der
invariant unter der gestorten Zeitentwicklung ist.

Sei nun A eine beliebige (beschrénkte) Observable, und sei A(t) =
CHHANH') fo—it(HANH') R il

[{A(1))0 = (A)ol < [(A[))o = (A orn)| + [(A)orr) = (A)ol - (2.11)

Da || M) (D (X)—P(0))|| < const|A| gilt, mit einer von ¢ unabhiingi-
gen Konstante, folgt, dass o die geforderte Stabilitdtseigenschaft be-
sitzt.

Das obige Argument lasst sich unmittelbar auf eine allgemeine Dich-
tematrix der Form ¢ = f(H) verallgemeinern, da gilt

J(H) =S F(E)P,, (2.12)

wobei E,, die Eigenwerte und P, die zugeho¢rigen Spektralprojektionen
von H bezeichnet.
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Die Stabilitdtseigenschaft ist auch in der klassischen statistischen
Mechanik erfiillt. Dies folgt aus der sogenannten adiabatischen Invari-
anz des Phasenraumvolumens.

Sei Qp(E) das von der Schale {(¢,p), H(¢q,p) = E} eingeschlosse-
ne Volumen. Die Funktion Qp ist monoton wachsend und stetig. Wir
addieren jetzt einen Storterm AH’ zur Hamiltonfunktion und bestim-
men die Energie F)\, bei der das Phasenraumvolumen fiir die gestorte
Hamiltonfunktion den gleichen Wert erreicht,

Qi (Ey) =Qu(E) . (2.13)
Sei ¢\ (E) = Ej. Dann ist
AQ o (VA(E)) = dQu(E) .
Fiir eine Dichtefunktion o = f(H) setzen wir
on=f(uy'(H + \H")) (2.14)
Es gilt

/@m@m@=/mmwwmw¢wm=/mamﬂm=/mmm@,

mit g ist also auch gy normiert. Dann gilt fiir eine beschriankte stetige
Phasenraumfunktion g, die sich nach der gestérten Hamiltonfunktion
zeitlich entwickelt,

1(9(®)) o= (D)ol < {g())o—(9(1)) or|F1(9)0r—(9) o] < 2sup]|yg| / lo—o0x] -

(2.15)
Es bleibt zu zeigen, dass [ |0 — ox| < const gilt.

3. Der Gleichverteilungssatz

In der klassischen statistischen Mechanik gilt, dass sich in einem be-
liebigen Zustand der Form ¢ = f(H) die kinetische Energie gleichméssig
auf alle Freiheitsgrade verteilt. Sei F' eine Stammfunktion von f,

F(E) = — /Oo dE'f(E') (3.1)

E

OH, [ o ( OFoH

Wir integrieren partiell in der Variablen u; und erhalten, falls der Rand-
term verschwindet,
( OH
U;
aui

n:—/f%FW@»zﬂ@. (3.3)
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Dieser Ausdruck ist unabhéngig von i. Ist die kinetische Energie eine
quadratische Funktion der Impulse, so folgt fiir den Erwartungswert
der kinetischen Energie

(Exin)p = gNT(g) . (3.4)

Wir erkennen im Fall eines wechselwirkungsfreien Systems die kalo-
rische Zustandsgleichung des idealen Gases, wenn wir 7'(g¢) mit der
Temperatur identifizieren.

Falls auch die potentielle Energie eine quadratische Funktion der
Koordinaten ist, so ergibt sich fiir den Erwartungswert der Energie
gerade der doppelte Wert. Interessant ist die Situation bei Coulomb-
kréaften. In diesem Fall gilt fiir die potentielle Energie

ou
U=-— A 3.5
Xi:q e (3.5)
und damit fiir den Erwartungswert der Gesamtenergie
3
(H), = ~SNT(o) (36)

Fiir ein solches System (man denke z.B. an einen Sternhaufen, der
durch Gravitation zusammen gehalten wird), ist also die Wéarmekapa-
zitat negativ.

4. Mikrokanonisches, kanonisches und groflkanonisches
Ensemble

Wir wollen jetzt die Zustédnde angeben, die den makroskopischen
Gleichgewichtszustinden entsprechen. Wir werden sehen, dass wir ver-
schiedene Zusténde erhalten, je nachdem welche dufleren Bedingungen
vorliegen.

Betrachten wir zunéchst ein abgeschlossenes System. Hier ist im
Prinzip die Energie beliebig genau vorgebbar. Der Grenzfall ist das
mikrokanonische Ensemble,

5 _
05(¢,p) = (H(gﬁ E), (4.1)

bei dem die Energie einen scharfen Wert annimmt. Allerdings ist die-
se Dichtefunktion nicht regulér. Man ersetzt daher die Deltafunktion
in der obigen Formel gerne durch die charakteristische Funktion ei-
nes endlichen Energieintervalls. Allgemein sind alle Zustdnde der Form
o = f(H) konvexe Kombinationen von mikrokanonischen Ensembles
verschiedener Energien,

o= [dEs(E) T 0 (4.2)
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Fiir ein makroskopisches System wichst CgZ—EH in der Regel sehr schnell

mit der Energie. Beim wechselwirkungsfreien System im festen Volu-
men V gilt z.B.

Qu(E) = VN(2mE)? Oz (4.3)
mit dem Volumen Oy der Einheitskugel in N Dimensionen,
N/2
= — . 4.4
On N72) (4.4)

Bei grofler Teilchenzahl tragt daher, wenn f die charakteristische Funk-
tion eines Intervalls ist, fast nur das mikrokanonische Ensemble mit der
maximalen Energie zur konvexen Kombination bei. Zur Illustration be-
rechnen wir den Erwartungswert der Energie im Zustand

0=Qu(E)'O(E—-H) . (4.5)
Es gilt
(H), = QH(E)_1/0 dQy(E"E" = E/o d(x%):c = E1 _|_1l ~ E(1_3iN)'
4

In der Quantenmechanik wahlt man die Dichtematrix entsprechend

proportional zu einem Spektralprojektor der Energie,
Pr

Auch hier ist es zweckméfig, den Projektor auf ein ganzes Energiein-

tervall zu benutzen.

Fiir grole Eigenwerte des Hamiltonoperators ergibt sich im wesent-
lichen die gleiche Verteilung wie im klassischen System, d.h. die Zahl
der Eigenzustédnde in einem gewissen Energieintervall ist proportional
zum entsprechenden Phasenraumvolumen. Betrachten wir z.B. N freie
Teilchen in einem wiirfelformigen Kasten (Kantenlidnge a) mit Dirich-
letschen Randbedingungen. Die Eigenfunktionen des Hamiltonopera-
tors sind von der Form

OF (4.7)

3N

On(x) = H sinn;z;m/a (4.8)

1=1

mit n € N3V, Die zugehorigen Eigenwerte sind E, = 27’;22\11\2. Die

Zahl der Eigenzusténde unterhalb der Energie E ist also gleich der
Zahl der Punkte mit positiv ganzzahligen Koordinaten in einer 3/V-

dimensionalen Kugel um den Ursprung mit Radius r = 2”;—5“2 Fiir
grofle I ist dies im wesentlichen das Volumen des entsprechenden Ku-
gelausschnitts, d.h.

dim O(E — H) ~ 273N Ospr*™ = (27)*NQy(E) . (4.9)

Als néchstes betrachten wir Systeme, die im thermischen Gleich-
gewicht miteinander stehen. Hierbei ist Energieaustausch moglich, so
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dass die Energie der Einzelsysteme nicht beliebig vorgegeben werden
kann. Stattdessen soll das Gesamtsystem wieder in einem Gleichge-
wichtszustand sein. Daher soll fiir die Dichtefunktionen o; = f;(H;) der
Einzelsysteme gelten

fi(EL) f2(E2) = (B + Ey) (4.10)
Differentiation nach E; bzw. Ey ergibt

5

Lfa = fifs oder — = == .
fl f2 fl f2 fl f2
In der zweiten Gleichung héngen beide Seiten von verschiedenen un-
abhéngigen Variablen ab, daher miissen sie konstant sein, also gilt im

thermischen Gleichgewicht
o= Z"tePH (4.12)

(4.11)

wobei 8 € R beliebig ist und Z durch die Normierungsbedingung be-
stimmt ist,

Z = /d3Ngd3N£e_H(q’p) = /dQH(E)e_BE. (4.13)

Einen Zustand der obigen Form nennt man kanonisches Ensemble. In
der Regel ist die Normierungsbedingung nur fiir 3 > 0 erfiillbar. Der
Normierungsfaktor Z wird als die Zustandssumme bezeichnet. Fiir ein
wechselwirkungsfreies System im Volumen V' gilt

3N
2 2
Z = VN/d?’Npe_ﬁn“"2 =V <7r7m> : (4.14)

Nach der Definition des thermischen Gleichgewichts ist £ eine Funk-
tion der Temperatur. In Ubereinstimmung mit den vorigen Uberlegun-
gen zur Temperatur T'(p) eines Gleichgewichtszustands identifizieren
wir [ mit der inversen Temperatur (wobei wir die Boltzmannkonstante
k =1 gesetzt haben).

Bei makroskopischen Systemen unterscheidet sich das kanonische
Ensemble kaum vom mikrokanonischen Ensemble mit der gleichen mitt-
leren Energie. Es gilt

OlnZ

H);=— : 4.15

(H)s =5 (1.1
Fiir das obige System ergibt sich also
N

E= 3751 : (4.16)

Fiir die Energieunschérfe findet man allgemein im kanonischen Ensem-
ble
s PInz

(AE)? = (H?)5 — (H)} 352 (4.17)
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und damit fiir das obige Beispiel

[ 2

Wir erkennen wieder, dass bei makroskopischen Systemen in der Regel
kaum Unterschiede zwischen den verschiedenen Kandidaten fiir Gleich-
gewichtszustande bestehen.

Als ein Beispiel fiir ein Quantensystem im kanonischen Ensemble
betrachten wir den harmonischen Oszillator. Seine Energiecigenwerte
sind nichtentartet und sind gegeben durch E,, = (n + %)w mit n € N.
Daher ist die Zustandssumme

Z e eiﬁEn — eigw eiﬁw n _ eigw e .
; ;< ) l—e P 2ginh 5w
(4.19)
Die mittlere Energie ist
OlnZ
E@) = (H)y = -2 _ @ By (4.20)

o5 2 2
Fiir 3 — oo (T' — 0) gilt E(3) — %, die Energie erreicht also den Wert
im Grundzustand, fiir # — 0 (hohe Temperaturen) erhdlt man F = %
Dies stimmt mit dem Resultat des nur klassisch giiltigen Gleichvertei-
lungssatzes iiberein. Fiir die Warmekapazitét ergibt sich
OE  10E  W? 1

T _ﬁ% "~ AT? sinh? o

C= (4.21)
Fiir hohe Temperaturen findet man wieder das durch den Gleichver-
teilungssatz vorhergesagte Verhalten C' =~ 1(= k), fiir tiefe Tempera-
turen aber geht die Warmekapazitéit schnell gegen 0. Dieses Verhalten
des harmonischen Ostzillators ist die Grundlage fiir das Einstein-Debye-
Modell des Festkorpers. Bei diesem Modell wird der Festkérper durch
ein System von 3N unabhingigen harmonischen Oszillatoren mit ver-
schiedenen Frequenzen beschrieben. Bei hohen Temperaturen ist die
Energie gleichméfig iiber alle Frequenzen verteilt und man findet das
Gesetz von Dulong-Petit, nach dem alle Festkorper die Warmekapa-
zitdt C' = 3Nk haben; bei tiefen Temperaturen aber tragen nur noch
die kleinen Frequenzen bei; diese entsprechen den Schallwellen. IThre
Anzahl mit Frequenz kleiner als w ist proportional zu w?. Fiir C' findet
man daher

4

1

. 2 w
47?2 sinh ¥F

C' = const / dww* = const T / dx (4.22)

sinh®z '
der Beitrag der Gitterschwingungen zur Warmekapazitét eines Festkorpers
verschwindet also wie T° fiir T' — 0.

Als zweites Beispiel betrachten wir einen Spin—%—Freiheitsgrad, der

iiber ein magnetisches Moment p an ein Magnetfeld B gekoppelt ist.
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Der Hilbertraum der Zustandsvektoren ist $ = C2, der Hamiltonope-
rator

H=—ué-B. (4.23)

Wir wihlen die z-Achse in Richtung des Magnetfeldes, sodass H die
Form

H=—uB ( - ) (4.24)

erhéalt. Die Dichtematrix des kanonischen Ensembles zur inversen Tem-
peratur 3 ist also

_ ePnB 0
p = Z 1 ( O 6_’8#3 ) (425)
mit der Zustandssumme
Z =2cosh fuB . (4.26)
Fiir die mittlere Energie ergibt sich
OlnZ
E=— 8nﬂ — —puBtanh fuB (4.27)

und fiir die Warmekapazitit

1 *nZ pu?B? o WB
Fiir grofie Temperaturen gilt also C' ~ T2, fiir kleine Temperaturen
wegen 1 — tanh? z = ~ 4e % fiir v — o0

cosh? z
4M2B2 _ 2uB
C =~ T2 € T , T'—0. (4.29)

Bei diesem System sind auch negative Temperaturen sinnvoll.

Ganz dhnlich wie Systeme im thermischen Gleichgewicht kénnen
wir auch Systeme behandeln, zwischen denen nicht nur Energie, son-
dern auch Teilchen ausgetauscht werden kénnen. Die Gleichgewichts-
zustédnde sind in diesem Fall Funktionen von Energie und Teilchenzahl,

p=f(H,N), (4.30)
und die Gleichgewichtsbedingung
f1(Ey, Ny) fo(Eq, No) = f(Ey + Ea, Ny + N») (4.31)
hat die allgemeine Losung
f(E,N) =z e PE-#N) (4.32)

Die Zusténde p = pg, nennt man groflkanonische Ensemble, den Nor-
mierungsfaktor Zg die grokanonische Zustandssumme. 5 bedeutet wie
im kanonischen Ensemble die inverse Temperatur und p das chemische
Potential.
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Die Teilchenzahl im groBkanonischen Ensemble ist nicht scharf, bei
groflen Systemen sind aber die Schwankungen der Teilchenzahl klein
verglichen mit ihrem Erwartungswert. Es gilt

. 0InZ
(Nhay = 6715 = = (4.33)
und ,
,0°InZ, O(N)
2 _ -2 G 1Y\ /8.
(AN)WL =0 o = 5" o (4.34)

Der fiir das groBlkanonische Ensemble in der klassischen Mecha-
nik verwendete Phasenraum I' ist die disjunkte Vereinigung der N-
Teilchen-Phasenrdume,

I = G ROV (4.35)

Falls die Teilchen ununterscheidbar sind, beschreiben Phasenraumpunk-
te, die sich nur durch die Nummerierung der Teilchen unterscheiden,
denselben Zustand. Daher wéihlen wir als invariantes Mafl auf I’

0 dSdi3Nq

dl' = SBO VN (4.36)

Der Faktor N!im Nenner beriicksichtigt die Ununterscheidbarkeit der
Teilchen, der Faktor (27)3" ist durch die Quantentheorie motiviert
(2r = h fir h=1).

Observable sind Folgen von Funktionen auf den N-Teilchenrdumen,

f=(~)newo » fn R =R, (4.37)

wobei die Funktionen fx invariant unter Umnummerierungen der Teil-
chen sind. Entsprechend sind Zusténde Folgen von Dichtefunktionen
auf den N-Teilchenrdumen,

P = (pN)NGNo , PN - RGN —R , PN >0. (438)

Auch die Dichtefunktionen sind symmetrisch, und die Normierungsbe-
dingung lautet

d3di3N

Erwartungswerte von Observablen schliellich berechnet man durch

d3N

r /dF fr= Z/ 7 v e (pg) . (440)

Zur Definition des grofSlkanonischen Ensembles miissen die N-Teilchen-
Hamiltonfunktionen Hy bekannt sein. Dann setzt man p = (pn)wnen,
mit

pn = Zg'e PUHN=1N) (4.41)
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und die groffkanonische Zustandssumme Z¢ ist

o BN
Za(Bm) =Y mz(ﬁa N) (4.42)

mit den N-Teilchen-Zustandssummen
Z(B,N) = / BN pd3N ge=PHN () (4.43)

Fiir wechselwirkungsfreie ununterscheidbare Teilchen im Volumen
V findet man fiir die groBkanonische Zustandssumme

3N

=1 B m\3 o3
Za(Bop) =) 7™V (%) (2m)¥ ="V E T (404)
N=0"""

Die mittlere Teilchenzahl ergibt sich zu

3
3
(N)g, = e’V (%) (2m)"2 (4.45)
und die quadratische Unschérfe zu
(AN)* = (N) . (4.46)

In der Quantentheorie fiithrt die Ununterscheidbarkeit der Teilchen
zum Auftreten von Bose- und Fermistatistik. Dies wird in Abschnitt 6
behandelt.

5. Zustiande und thermodynamische Potentiale

Wir haben gesehen, dass wir, abhéngig von den vorhandenen Gleich-
gewichtsbedingungen, verschiedene Kandidaten fiir thermodynamische
Gleichgewichtszustiande finden, die sich aber fiir grofie Systeme nur ge-
ringfiigig unterscheiden. Um den Zusammenhang mit der phénomeno-
logischen Thermodynamik herzustellen, erinnern wir uns an die ther-
modynamischen Potentiale. Diese waren Funktionen ausgezeichneter
Zustandsgroflen, ihrer sogenannten natiirlichen Variablen. Die anderen
Zustandsgrofien ergaben sich durch Differentiation der Potentiale.

In der statistischen Mechanik sind einige Zustandsgréfien vorgege-
ben, z.B. Energie und Teilchenzahl beim mikrokanonischen Ensemble,
oder Temperatur und Teilchenzahl beim kanonischen Ensemble. Die an-
deren ZustandsgroBen nehmen keine scharfen Werte an, jedoch ist bei
groflen Systemen der Erwartungswert ein guter Ersatz fiir den Wert
der Grofe in der phénomenologischen Thermodynamik.

Besonders einfach ist die Situation beim kanonischen Ensemble.
Hier kann offenbar die Gleichung £ = _agnﬂz als kalorische Zustands-
gleichung interpretiert werden, sodass f = —In Z ein guter Kandidat
fiir ein thermodynamisches Potential ist, das als Legendretransformier-
te der Entropie beziiglich der Energie identifiziert wird. Es gilt f = F
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mit der freien Energie F, und die Entropie ergibt sich als die Legen-
dretransformierte von f beziiglich 3,

S = i%fﬁE — f(B) . (5.1)
oder auch als S = —g—g. Die anderen Zustandsvariablen ergeben sich
durch Ableitung von f nach einem Parameter in der Hamiltonfunktion,

af oH
— =0{=)s . 5.2
Im Fall A =V erhélt man so den Druck,
of
= ——= 5.3
br=—=5 (5.3)
(thermische Zustandsgleichung). Ganz &hnlich liegen die Verhéltnisse
beim groffkanonischen Ensemble. Hier kann k = —In Z; als Legendre-

transformierte der Entropie beziiglich Energie und Teilchenzahl iden-
tifiziert werden. Aufgrund der Homogenitétseigenschaft der Entropie
gilt

S = BE + ppV — BuN (5.4)
also findet man analog zur Gibbs-Duhem-Relation
k= —ppV (5.5)

Die groflkanonische Zustandssumme liefert also direkt den Druck als
Funktion von Temperatur und chemischem Potential.

Beim mikrokanonischen Ensemble erwarten wir, dass die Entropie
das ausgezeichnete thermodynamische Potential ist. Als Kandidaten
finden wir den Logarithmus des Phasenraumvolumens 2,

S=mnQy . (5.6)
Tatséachlich gilt
29 Oy 1
mit dem im Gleichverteilungssatz in Abschnitt 3 gefundenen Ausdruck
fiir die Temperatur des mikrokanonischen Zustands zur Energie F,

6(H(p.q) — E)
2y (E)

Ist die Hamiltonfunktion von einem Parameter A\ abhéngig, so gilt fiir

die Ableitung von S bei festgehaltener Energie

(5.7)

PE = (5.8)

oS -1 9, 3N, 3N _
oy = —a)\/d pd*qO(E — Hi(p, )
_ Q;f/d?’di?‘chF(H(p, 0 - (-2 gf’ 2 (5.9)
_,,0H)
[ 1 _—
= —T(pe)" (F oo -
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Ist z.B. A\ das Volumen, so ist % = —p mit dem Druck p, und wir

erhalten die aus der phédnomenologischen Thermodynamik bekannte
Beziehung

as p
— == 1
oV T (5.10)
Beim freien N-Teilchensystem berechnet sich die Entropie also zu
S—N(nV + ;lnE + gln(2m7r)) - ln(;N)! | (5.11)
und wir finden mit
1_95 3N
T~ 0E 2E
p_05_N o1
T oV V

die kalorische und die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases.
Bei der Abhéngigkeit der Entropie von der Teilchenzahl miissen wir

die Ununterscheidbarkeit der Teilchen beriicksichtigen. Dazu dividieren

wir das Phasenraumvolumen durch (27)*N N!. Fiir die Entropie ergibt

sichmitv:%unde:%

310 L

2 2w

5 3

+ §NlnN —InN! — ln(iN)! :

S =N(lnv+ §lne—i—
2 (5.13)

Fiir grofe N konnen wir die Fakultdten durch die Stirlingsche Formel
approximieren,

= ate N 2mx , x> 1, (5.14)

und erhalten, unter Vernachldssigung von Beitridgen, die langsamer als
N anwachsen, die Sackur-Tetrode-Formel

3 3. m b
Das chemische Potential ergibt sich jetzt aus
w08 3 3. m
——=—=1 =1 —In— . 1
T= 3N nv—|—2ne+2n27r (5.16)

Eine interessante Frage ist, ob die Entropie sich auch fiir allgemeine
Zustande definieren lasst. Eine solche Funktion p — S(p) sollte die
folgenden Eigenschaften haben:

e Die Funktion S(p) erreicht ihr Maximum im Gleichgewichts-
zustand.

e S(p) ist additiv, wenn zwei unabhéngige Systeme zu einem
Gesamtsystem zusammengefasst werden.

e Wenn ¢ — p(t) die Zeitentwicklung des Zustands beschreibt,
dann soll S(p(t)) monoton zunehmen.
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Ein Kandidat fiir eine solche Funktion ist

S(p) = { — [plnpdw (klassisch) (5.17)

—Trplnp , (quantenmechanisch)

(dw ist hier das Liouville-Ma8 auf dem Phasenraum).

Wir iiberzeugen uns zunéchst davon, dass Eigenschaft (ii) vorliegt.
Seien zwei klassische Systeme gegeben mit Dichtefunktionen pq, p, und
Liouville-Maflen dw;, dws. Dann sind p; ® po die Dichtefunktion und
dw; ® dwsy das Liouville-Mafl des zusammengesetzten Systems. Dann
gilt

S(p1®p2) = —/Pl lnpldw1/P2dw2—/Pldw1/P2 In padwy = S(p1+S(p2) -

(5.18)
(Eine entsprechende Rechnung ergibt dasselbe Resultat im Quanten-
fall.)

Zur Uberpriifung von Eigenschaft (i) miissen die Bedingungen fest-
gelegt werden, die an p gestellt werden sollen.

Fiir ein abgeschlossenes System stellen wir die Bedingung, dass die
Energie innerhalb eines vorgegebenen Intervalls [F + A/2, E — A/2]
liegt. Der Triiger von p soll also im Gebiet B := H Y([E + A/2,E —
A/2]) enthalten sein. Wir beriicksichtigen die Normierungsbedingung
pdw = 1 durch einen Lagrange-Multiplikator o und erhalten das Va-
riationsproblem

0= 5(/3 p(lnp + a)dw) = /Bé,o(lnp+ 1+ a)dw (5.19)

mit der Losung p = vol(B)~! auf B. Im Grenzfall A — 0 erhilt man
das mikrokanonische Ensemble.

Halten wir nur den Erwartungswert der Energie fest (diese Situation
liegt beim thermischen Gleichgewicht mit einem anderen System vor),
so entfillt die Bedingung an den Tréiger von p. Wir beriicksichtigen
die Bedingung an die mittlere Energie durch einen weiteren Lagrange-
Multiplikator und erhalten das Variationsproblem

Ozd(/Bp(lnp+a+ﬁH)dw):/6p(ln,0+1+oz+ﬁH)dw (5.20)

mit der Losung p = Ze PH | also das kanonische Ensemble.
Die Rechnung fiir den Quantenfall verlauft analog.
Leider ist aber Eigenschaft (iii) fiir die angegebene Definition der
Entropie nicht erfiillt. Es gilt ndmlich
d
G860) == [ pmp®)de =0, G2)

da das Phasenraumintegral einer Poisson-Klammer verschwindet, die
Entropie ist also konstant. Entsprechend gilt fiir ein Quantensystem
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(mit U(t) = i)

%S(p(t)) = —%TrU(t)plnpU(t)* =0, (5.22)

da die Spur unter unitdren Transformationen invariant ist.

Trotz dieses Defekts hat die oben eingefiihrte Entropie eine grofe
Bedeutung. Insbesondere tritt sie in der Informationstheorie als Shannon-
Entropie auf und stellt ein Maf fiir die Information dar.

6. Bose-und Fermistatistik

Bei Quantensystemen fiihrt die Ununterscheidbarkeit von Teilchen
zum Auftreten von Bose- und Fermistatistik. Die n-Teilchenwellenfunk-
tionen sind dann entweder symmetrisch oder total antisymmetrisch un-
ter Umnummerierungen der Teilchen.

Wir betrachten als Beispiel NV nichtwechselwirkende Teilchen in ei-
nem wiirfelférmigen Kasten K der Kantenlénge L. Der Hamiltonope-

rator sei .
Hy=——"A 6.1
N Im ) ( )
mit dem Laplaceoperator A im R3" mit Dirichlet-Randbedingungen

auf KV. Bei unterscheidbaren Teilchen ist der Zustands-Hilbertraum
fy = LK), (6.2
die orthonormierten Eigenfunktionen von Hy sind (fiir K = [0, L]?)

3N 3N
Un(z) = (%) Hsinnixi% ; (6.3)

i=1

n=(ni,...,n3ny) € N* mit Eigenwerten
m? 2 2 .- 2
Fu= grgalnf P =3t (6.4

Wir setzen Q(E) = dim $g, wobei $i der Unterraum von $)y ist, der
von den Eigenfunktionen von Hy mit Eigenwerten E,, < E aufgespannt
wird. Dies ist die Zahl der Punkte mit ganzzahlig positiven Koordina-
ten in der Kugel um den Ursprung mit Radius %\/ 2mE. Wie bereits
bemerkt, ist diese Zahl daher fiir grole Werte von E proportional zum
entsprechenden klassischen Phasenraumvolumen,

chass (E)
(27T>3N

Wir wollen jetzt die Ununterscheidbarkeit der Teilchen beriicksichtigen.
Die Projektoren

Py =+ Y Ulo), P-= i > sign(o)U(o) (6.6)

Q(E) ~ (6.5)
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mit dem Permutationsoperator

(U(o))(x1,. - XN) = V(Xo-1(1)5 - - - Xg-1()) (6.7)

projizieren auf die Unterrdume der symmetrischen, bzw. total anti-
symmetrischen Wellenfunktionen. Da der Hamiltonoperator mit den
Permutationsoperatoren vertauscht, ist P.$g der bosonische, bzw. fer-
mionische Zustandsraum mit Energie < E.

Die fermionischen Eigenfunktionen sind offenbar

(P)@) = 51 3 sign@) [[ o) 69

oESN
mit z = (xy,...,xy) € K¥ und n = (ny,...,ny),n; € N3, ihre Norm
ist | P_t,|| = 7. Die Summe auf der rechten Seite von (6.8) ist gerade

die Determinante der Matrix (¢n,(x;))i j=1,.~n (Slater-Determinante).
Daher verschwindet P_1),,, wenn n; = n; gilt fiir ein Paar ¢ # j. Wenn
alle n; verschieden sind, gibt es V! verschiedene Werte von n, fiir die
P_1),, sich hochstens um ein Vorzeichen unterscheidet. Daher ergibt
sich fiir die Zahl der linear unabhéngigen fermionischen Eigenvektoren

mit Figenwert < F
F Q(E)
QY (E) < N (6.9)
Ist die Energie grof, so ist der Anteil der zusammenfallenden Ein-
teilchenniveaus klein, und man kann die Ungleichung ndherungsweise
durch eine Gleichung ersetzen.
Im Falle von Bosonen héngt der Eigenvektor P,1, nur von den

Besetzungszahlen
Na(n) = #{i € {1,...,N},n; = n} (6.10)

ab. Zur Bestimmung der Dimension von P, ) miissen wir berechnen,
wieviele n € (N3)" zu einem vorgegebenen Satz von Besetzungszahlen
Ny, gehoren. Dies ist offenbar die Anzahl aller Permutationen, dividiert
durch die Anzahl der Permutationen, die n nicht d&ndern, also gleich

N!

- 6.11
HnEN3 Nn' ( )

Also gilt

QPE)= Y W (6.12)

In|<LvomE

Fiir grofe Werte von E sind fast alle Besetzungszahlen 0 oder 1, in
diesem Fall erhélt man in der allgemeinen Ungleichung
QUE
Qf(E) < % <QF(E) (6.13)
ndherungsweise Gleichheit. Die korrigierte Boltzmannzéahlung % lie-
fert im allgemeinen keine ganzen Zahlen.
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Beispiel: Wir betrachten 2 Teilchen in einer Dimension mit n?+n2 < 25.
Dann ist © = 15, Q% = 9 und QF = 6, und es gilt 9 > L > 6. Die 3
Zusténde mit gleichen Werten von n; sind im Fermifall ausgeschlossen,
aber haben im Bosefall (3 von 9) ein groBeres Gewicht als im Fall
unterscheidbarer Teilchen. Dieses Verhalten ist verantwortlich fiir die
Bose-Einstein-Kondensation.

Am bequemsten behandelt man Systeme nichtwechselwirkender Teil-
chen im groBlkanonischen Formalismus. Dazu betrachtet man als Zu-
standsraum den Fockraum

9t =P Pesiv - (6.14)
N=0

Die Elemente von $* sind Folgen von Wellenfunktionen,
HT 2 P = (Pn) ven, (6.15)

mit &y € L?(KY) symmetrisch, bzw. antisymmetrisch. Das Skalarpro-
dukt ist

(@, W) = (Pn, Uy) , (6.16)
N=0
und zu $H* gehoren alle Folgen ® mit [|®||* = >"%_,[|Pn|> < co. Wenn
|®]] = 1 ist, dann ist ||®y]|* die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im
Zustand ¢ genau N Teilchen vorhanden sind.
Teilchenzahlerhaltende Operatoren in $* sind Folgen von Opera-
toren
A = (AN)Nen, (6.17)
mit (A®)y = Axy®y, Ay Operator in PE§y. Ein ausgezeichnetes Ele-
ment im Fockraum ist das Vakuum

Q=(1,0,...,0,...), (6.18)

d.h. der Zustand mit null Teilchen.
Neben den teilchenzahlerhaltenden Operatoren benutzt man die
Vernichtungsoperatoren a(f), f € $1,

(a(f)P)n(x1,...,%Xn) = VN + 1/d3Xf(X)<I>N+1(X,X1,...,XN) :

(6.19)
und ihre Adjungierten, die Erzeugungsoperatoren
0
*P - = i .
(a(f> )N(Xl, ,XN) { \/%va:lc‘l lf(xi)q)N—l(Xh--~;Xi7---7XN)
(6.20)
Hierbei ist ¢ = 1 fiir Bosonen und ¢ = —1 fiir Fermionen. Der Hut ~

iiber der Variablen x; bedeutet, dass diese Variable ausgelassen wird.
a(f) vernichtet ein Teilchen mit Wellenfunktion f, a(f)* erzeugt
eines. Es gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen

[a(f), a(9)"]e = (f,9) » la(f),a(g)l- = 0 (6.21)

)

N=0
N >0
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wobei [+, -] fiir Bosonen den Kommutator und fiir Fermionen den An-
tikommutator bezeichnet. Mit dem Teilchenzahloperator

(N®)y = Ndy (6.22)
gilt die Vertauschungsrelation

[a(f), N] = a(f) - (6.23)

Diese Relation driickt gerade aus, dass a(f) ein Teilchen vernichtet.

Wir setzen jetzt a, = a(1,) mit den normierten Eigenfunktionen
des Einteilchenhamiltonoperators, n € N3. Die kanonischen Vertau-
schungsrelationen sind dann

[am &ik{]i-? = 5n,k ) [alh ak]s =0. (624)

Mit dem Hamiltonoperator H = (Hy)yen, ergibt sich die Vertau-
schungsrelation

[an7 H] = Enan ) (625)

ay verringert die Energie also um F,,.
ayan = Ny ist der Operator der Besetzungszahl des Niveaus n. Es
gilt die Operatorgleichung

> Na=N. (6.26)
neNs3

Das grolkanonische Ensemble ist die Dichtematrix

p= (pN)NeNo (6-27)

mit Komponenten
pn = Zg'e PHN=1N) (6.28)

die bis auf die Normierung mit den Dichtematrizen des kanonischen
Ensembles iibereinstimmen.

Wir kénnen auch p selber als kanonisches Ensemble auffassen, in-
dem wir den p-abhéngigen Hamiltonoperator

H" = (Hy)Nen, » Hy = Hy — pN (6.29)
einfithren. Dann gilt
p=Zge P (6.30)
Offenbar gilt die Vertauschungsrelation
[an, H*] = (Ep — p)ay - (6.31)

Dies entspricht der Interpretation des chemischen Potentials als der
Energie, die aufgebracht werden muss, um ein Teilchen hinzuzufiigen.

Aus den Vertauschungsrelationen lassen sich jetzt leicht die Erwar-
tungswerte aller Produkte von Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren berechnen. Da sich alle Operatoren durch Linearkombinationen
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solcher Produkte approximieren lassen, haben wir dann den Zustand
bereits vollstdndig bestimmt. Z.B. gilt

alay) = 25 ' Tral age 1"
(nin) = 2 e (6.32)

mit
ax(B) = " aePH" (6.33)
ax () ist die Losung der Differentialgleichung
0
a—ak(ﬁ) = —[ax(B), H"] (6.34)
mit der Anfangsbedingung ax(0) = ay, also ergibt sich mit (6.31)
ax(B) = e P B gy (6.35)

Wir nutzen jetzt aus, dass die Spur unter zyklischen Vertauschungen
invariant ist, und bringen ay auf die linke Seite unter der Spur. Wir
erhalten die Relation

(atay) = e PEW (gat) (6.36)
Diese Gleichung zwischen den Erwartungswerten zweier Produkte heifit
KMS-Relation (nach Kubo, Martin und Schwinger) und charakterisiert
das kanonische Ensemble vollstindig.

Im letzten Schritt nutzen wir jetzt die kanonische Vertauschungs-
relation aus,

axay, = Oxn  ahax (6.37)
und erhalten schliefSlich
. 1
(anax) = 5kn66(Ek_—u):F1 = Okn(Ni) - (6.38)

Dies ist die bekannte Besetzungszahlverteilung fiir Bosonen, bzw. Fer-
mionen. Wir sehen, dass fiir Fermionen alle reellen Werte von 5 und u
moglich sind, wihrend fiir Bosonen [ positiv sein muss und das chemi-
sche Potential nur Werte unterhalb der niedrigsten Einteilchenenergie
annehmen kann.

Wir koénnen auch die groffe Zustandssumme direkt berechnen:

Zg= 3 e TuNalEumm)

Np,neN3

=11 (Z(e_B(E“_“))N“> (6.39)

HENS Nn

B HneNg,(l—i—e_ﬁ(En—u)) , (Fermi)
T Maes (1 — e PE=m)=1 - (Bose)

Fiir die mittlere Teilchenzahl erhalt man also

(N) = 10, Zg = (Nu) (6.40)
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mit den bereits bestimmten mittleren Besetzungszahlen.

Falls die Teilchen innere Freiheitsgrade besitzen, die sich nicht auf
das Energiespektrum, sondern nur auf die Vielfachheit auswirken, tre-
ten die entsprechenden Faktoren in der groflen Zustandssumme mehr-
fach auf. Fiir Elektronen (Spin %) z.B. erhdlt man bei Abwesenheit
spinabhéngiger Kréfte

ZG’ = H(l + G_B(En_“))Q . (641)

n

7. Das ideale Fermigas

Wir betrachten jetzt das ideale Fermigas im sogenannten thermody-
namischen Limes. Dabei ldsst man Energie, Volumen und Teilchenzah-
len so gegen unendlich gehen, dass Energie- und Teilchenzahldichten
konstant bleiben. Solange es keine Phaseniibergénge gibt, kénnen wir
stattdessen auch Temperatur und chemische Potentiale festhalten und
das Volumen gegen unendlich gehen lassen.

Fiir die grofle Zustandssumme im Kasten K mit Kantenldnge L gilt
fiir grofle Werte von L

InZg =Y In(l+ e Fnr)

neNs3
~ / Prln(l + e P Fnn) (7.1)
Ti>0

L 2
= (2—)3/d3k1n(1 + e Plam—m)
e

mit k = |k|. Aus In Zg = BVp, V = L? folgt fiir den Druck
1 2
p= E(Qw)?’/d?’kln(l + e Plamm) (7.2)

und damit fiir die Teilchenzahldichte n = % = g—z

n=(2r)7* / Pk(ePem ) 4 1)1 (7.3)

Im Limes 5 — oo (T' — 0) geht der Integrand gegen 1 fiir % < p und

LR (. 1 hat also bei diesem System die Bedeutung

gegen Null fiir 7~
der Fermienergie, also derjenigen Energie, bis zu der alle Einteilchen-
zusténde besetzt und oberhalb der alle Einteilchenzusténde unbesetzt
sind.

Wir berechnen

4
n(T =0) = (27)7 gﬂ(Qmu)g . (7.4)
Auflésung nach p ergibt
4 1
= (2%)2(—7r)_§—n% . (7.5)
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Fiir den Druck p gilt im Limes § — oo wegen

2 £
B n(1 + e Py — { 0 w2 ~E (7.6)
B=9m s am <M.

die Formel

p=(21)" / Pl(p— 2y (7.7)

%SU

Statt dieses Integral direkt zu berechnen, nutzen wir aus, dass p =
const ;3 ist, wie man durch die Substitution k — k/./it erkennt. Also
ist
2 0 2 2 4
p=gpg. =g =cnEm i
Wir sehen, dass der Druck eines idealen Fermigases bei Temperatur
Null nicht verschwindet, solange die Dichte nicht Null ist. Diese Eigen-
schaft des Fermigases spielt eine wichtige Rolle bei der Stabilitdt von
weiflen Zwergen, wo allerdings wegen der relativistischen Kinematik
P~ ns gilt.
Als néchstes betrachten wir die Energiedichte u = % des idealen
Fermigases. Aus S = SE+ pV — BuN und dS = SdE + BpdV — fudN
folgt allgemein

1 5
—ns . (7.8)

dfp = —udp + ndfBu , (7.9)
und damit
u=— (%L;p)ﬁ = gp : (7.10)
I

also dieselbe Beziehung wie beim klassischen idealen Gas. Hierbei wur-
de benutzt, dass fp, bei festgehaltenem [Su, als Funktion von S homgen
vom Grad —% ist.

Wir untersuchen jetzt das Verhalten der isochoren Warmekapazitit
pro Volumen ¢y = Cy/V. Es gilt

cy = (g—;ﬂ>n = —p3 (g—g)n : (7.11)

Fiir die auftretenden partiellen Ableitungen finden wir
on
(ﬂ) _ (3) _ (3) , (7.12)
90), \oB), gi\ou)g

o0 k2
u=(2m) / dk Ark® —2n (7.13)
0 1+ ePam—n

Mit



70 II. STATISTISCHE MECHANIK

und der Dichte nach Gleichung (7.3) ergeben sich die bendtigten par-
tiellen Ableitungen zu

ou k? k2 ou k2
%:<2m(ﬂ—%)> ) @25(%>
an k? on

(f) = X / N —— (7.14)

S (<<k—2 - @> . (7.15)

2m (1)
Zur Diskussion des Limes 3 — oo wéhlen wir als Variable u = (2’% -
). Wir erhalten
5 = [ dugtw
—Bu
k? >
Z ) = d
3 (5= /_ o ug(u)u (7.16)

B ) = / " duglups

—Bu

Ax Ma/2m(%5 +p) 717
(2m)3 4 cosh? 5 ' '
Die Integrale konvergieren im Limes § — oo, das mittlere sogar gegen

Null. Daher reicht es aus, das letzte Integral zu berechnen (fiir © > 0).
Es gilt fiir § = oo

[ s

Das Integral auf der rechten Seite ergibt 7%-. Wir erhalten schlieflich
fiir die Warmekapazitdat pro Volumen das asymptotlsche Verhalten im
Limes T" — 0

mit

g(u) =

d ) 7.18
u4 Cosh2 “ ( )

1
v A T6m3/2\/2u : (7.19)
Fiir die Warmekapazitit pro Teilchen ergibt sich daher in diesem Grenz-

fall c -
\% Cy
= =~ T— 2
N n 20 (7:20)

Auch hier geht also die spezifische Warme fiir tiefe Temperaturen ge-
gen Null, im Einklang mit dem 3. Hauptsatz, allerdings langsamer, als
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bei dem System der Gitterschwingungen (~ T%). Daher dominiert in
Festkorpern der Anteil der Leitungselektronen (die ndherungsweise als
ein ideales Fermigas aufgefasst werden konnen) fiir tiefe Temperaturen
den Beitrag der Gitterschwingungen, wéihrend er bei Zimmertempera-
tur vernachléssigbar klein ist. Beim quantitativen Vergleich muss auch
der Elektronenspin beriicksichtigt werden. Dies fithrt zu einer Verdopp-
lung des Beitrags zur spezifischen Wirme.

Wie sieht die Dichtematrix des groSkanonischen Ensembles im ther-
modynamischen Limes aus? Wihrend der Operator e~ offenbar ein
wohldefinierter Operator im Fockraum zum unendlichen Volumen

H =P PLARY) (7.21)

ist, ist seine Spur jedoch unendlich, wie wir aus der Divergenz des Loga-
rithmus der groflen Zustandssumme In Z; ~ V' gesehen haben. Daher
konvergiert die Dichtematrix der groffkanonischen Zustandssumme als
Operator im Fockraum gegen Null. Sinnvoll bleiben im thermodyna-
mischen Limes die Erwartungswerte der Observablen. Diese lassen sich
direkt mit Hilfe der KMS-Relation berechnen.

Wir fithren die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu schar-
fem Ort und Impuls ein,

(a(x)P)n (X1, XN) = VN + 1Dy 1 (X, X1, ..., XN), (7.22)

a(p) = (27)2 / dPx e P a(x) (7.23)
Diese erfiillen die Vertauschungsrelationen
la(p), " (K)]+ = d(p — k) , [a(p), a(k)]; =0 (7.24)
sowle
»?
oo (2
la(p), H"] = (5~ — n)a(p) . (7.25)
Also folgt mit Hilfe der KMS-Relation
1
(a*(plak)) =d0(p — k) ——— . (7.26)

eBER—1 11
Die Teilchenzahldichte ist n(x) = a*(x)a(x), also

(n(x)) = (2m)~2 / P

— (7.27)
ePlam—1 11

unabhiingig von x, in Ubereinstimmung mit dem vorher gefundenen
Ausdruck (7.3).

Die Energiedichte ist u(x) = 5= Va*(x)-Va(x), ihr Erwartungswert
ist wieder ortsunabhéngig und stimmt mit dem Ausdruck fiir v in (7.13)
iiberein.
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8. Das ideale Bosegas

Auch hier betrachten wir den thermodynamischen Limes. Wie beim
Fermigas konnen wir fiir grofe V' beim Logarithmus der grofien Zu-
standssumme einen Faktor V' abspalten und finden fiir den Druck (fiir

< 0)
1 47 ° k2
- dk k21 <1 _ —ﬂ<7n—#>) 1
P= 3y ), K (1-e &1)
und die Teilchenzahldichte
4 & k2
ou  (2m)3 J, Blam—m — 1

Die Dichte wird maximal fiir 4 — 0 und erreicht den Wert

4 o] k2
ne= s [T
(27T) 0 eBam — 1

(8.3)
1 /2m\*?P S >
= — | — duu?e™ ™
=) 2
1 /2m\*? & %0
:ﬁ<7m> ;ngﬂ/o dvv*e™ | (v=uy/n)
Mit der Riemannschen Zetafunktion
> 3
- - R 1, ((2)~ 261 8.4
() = 3om Res > 1 Clg) w261, (8.4

und dem Integral
ee 2 1
/ dvvie™ = Zﬁ (8.5)
0

erhalt man schliefSlich

ne = A"°2,61 (8.6)
mit der thermischen de Broglie-Wellenlédnge
273 2w h?

\/ m mkT (8.7)

Um zu verstehen, was bei Dichten n > n. passiert, benutzen wir
wieder die KMS-Relation, zusammen mit den Vertauschungsrelationen

la(p), a* (k)] = d(p — k) . (8.8)
Wir finden die Gleichung

(1- e #Em) @ (pali)) = e #En Mo(p—K) . (3.9)
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Fiir p < 0 ergibt sich die {ibliche Boseverteilung. Fiir y = 0 aber gibt
es weitere Losungen, z.B.

 (p)afl) = )+ ei(p)s0 (8.10)

mit ¢ > 0. Die Dichte in diesem Zustand ist
n = (a"(x)a(x)) = (2m)~° / d’p / &Pk (a*(p)a(k))e/P)*

1 c
= (2m)? | &’k :
(2m) / SE ey (8.11)

c
= N+ (27T)3 .

Wir stellen also fest, dass die Dichte bei chemischen Potential p = 0

verschiedene Werte annehmen kann, wie wir das bei Phaseniibergéngen

kennen. Man nennt den Phaseniibergang des idealen Bosegases bei che-

mischem Potential ;1 = 0 Bose-Einstein-Kondensation.

Die angegebenen Zusténde sind nicht die allgemeinsten. Sei f eine
beliebige harmonische Funktion, das heifit, eine Losung der Laplaceglei-
chung Af = 0 und damit eine stationére Losung der Schrodingerglei-
chung zur Energie 0. Dann erhalten wir eine Losung der KMS-Relation
durch
e (x—y)

(@ (®)aly)) = (21)" / p IO (812)

e? o 1
Die Funktion f charakterisiert dabei die Bewegung des Kondensats.
Setzt man z.B. f = 1 +imv -x, v € R3, so ergibt sich fiir den Teil-
chenstrom

J00 = 5 (@ (X)Val) - (Vo' ()alx)  (813)
der Erwartungswert
(109 = 5 (FOVI0 - VFRI) =v, (814

das Kondensat stromt also in Richtung des Vektors v. Fiir f = x + iy
findet man
<j(l',y,2)> = (_yaxa O) ) (815)

also eine kreisférmige Stromung um den Ursprung. Das Bose-Einstein-
Kondensat kann also stromen, ohne aus dem thermodynamischen Gleich-
gewicht zu geraten. Dieses Verhalten nennt man Suprafluiditét.

Eine entsprechende Analyse kéonnen wir auch fiir die Hohlraum-
strahlung machen. Wir fassen diese als ein Photonengas auf, mit der re-
lativistischen Energie-Impuls-Beziehung fiir masselose Teilchen (¢ = 1)

E = |p| (8.16)



74 II. STATISTISCHE MECHANIK

und zwei Polarisationsrichtungen. Da Photonen erzeugt und vernichtet
werden konnen, muss das chemische Potential © = 0 gesetzt werden.
Wir finden fiir den Druck

p= —51(27r)3/d3k21n(1 )
— —574(2n)73 /OO dkATk*2In(1 — e7*) . (8.17)

0
Partielle Integration liefert

p=p"*2r)3 /Oo dk 47r%32(6k -1t (8.18)
0
Wir entwickeln jetzt (e — 1)~! in eine geometrische Reihe,
(eF —1)~ Ze_”k . (8.19)
Nach der Substitution ¢ = nk erglbt SlCh
p=p"" 22 / dqq®e™® . (8.20)

Mit 307, 57 = ((4) = ’,f—g und fo dqq®e™? = T'(4) = 3! finden wir
schliellich

7.[.2 574
— 8.21
P=—r (8.21)
In SI-Einheiten schreibt sich der Druck als
72 AT
= . 8.22
P= 45 h3c3 ( )

Fiir die kosmische Hintergrundstrahlung (Temperatur 7' = 2, 7K) erhélt
man einen Druck von etwa 5 - 1077 Pascal.
Fiir die Zahl der Photonen pro Volumen ergibt sich

_ (27r)32/d3k(66|k| — 1)t (8.23)

Wir werten diese Formel dhnlich wie die fiir den Druck aus und erhalten

26( ) o

(8.24)

Fiir die Energiedichte v finden wir

1 [ 3
- (27r)32/d3k(e/3|k| — 1) k| = P/0 dweﬁf T (8.25)

Man erkennt, dass p = 7 ist. Fiir die spektrale Energiedichte u(w) liest

man ab

1 w3

n2Zebu 1
Dies ist die beriithmte Plancksche Strahlungsformel.

(8.26)

u(w) =
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Tritt auch bei Photonen Bose-Einstein-Kondensation auf? Dies wird
meist verneint, mit der Begriindung, dass Photonen mit Impuls Null
nicht existierten. Besser aber fragt man nach den thermischen Gleich-
gewichtszusténden des (quantisierten) elektromagnetischen Feldes.

Wir fithren Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Photonen
ein mit den Vertauschungsrelationen

la(k, £), a* (K, £')] = 2|k|5(k — k)., . (8.27)

Wir wéhlen die Polarisationsrichtungen n(k,¢), e = 1,2 als Einheits-
vektoren, die aufeinander und auf k senkrecht stehen. Das elektroma-
gnetische Feld schreibt sich mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren als

E(t,x) = (27r)3/2/§“§ ellklt *ZkXZuq (k,e)a(k,e) +h.c. (8.28)
B(t,x) = (27r)_3/2/ ;i“z eIkt _lkak x n(k,e)a(k,e) + h.c. .

(8.29)
Die KMS-Relation besagt

(1 — e Pk (a* (K, ea(k,e)) = e P*20Kk|5 (K — k)i (8.30)

Dividiert man beide Seiten durch den Faktor (1 — e #¥l) der linken
Seite, so erhélt man die bekannten Bose-Einstein-Verteilungen fiir die
Photonen. Da dieser Faktor aber bei k = 0 verschwindet, gibt es weitere
Losungen. Am besten diskutiert man diese im Ortsraum.

Sei () ein KMS-Zustand des elektromagnetischen Feldes zur inver-
sen Temperatur 3, und sei (E.j, B¢ ) eine statische Losung der Maxwell-
Gleichungen. Dann erhélt man einen neuen KMS-Zustand, indem man
zum Quantenfeld die klassische Losung addiert. Der Erwartungswert
des elektromagnetischen Feldes ist dann gerade die klassische Losung.

Weitere KMS-Zustidnde ergeben sich durch konvexe Kombinatio-
nen.

9. Das Ising-Modell

Das ideale Bose-Gas zeigt bereits Phaseniibergénge. Im allgemei-
nen ist es jedoch sehr schwierig, realistische Modelle anzugeben, in
denen Phaseniibergénge nachgewiesen werden konnen. Einen Prototyp
fiir derartige Modelle stellt das Ising-Modell dar.

Das Ising-Modell beschreibt einen drastisch vereinfachten magneti-
sierbaren Kristall. Sei A C R¢ die (endliche) Menge der Gitterpunkte
eines Kristalls. Wir nehmen an, dass an jedem Gitterpunkt x € A ein
Spin—%—Freiheitsgrad sitzt, der nur in den beiden Eigenzustédnden der
z-Komponente des Spins existieren kann. Die Konfiguration des Kri-
stalls wird durch eine Funktion ¢ : A € {£1}, die jedem Gitterpunkt
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seine Spinorientierung zuweist, beschrieben. Die Wechselwirkung wird
durch die Hamiltonfunktion

H(o)=— ) J(z,y)o(x)aly) —h) o(w) (9.1)

z,yeA TEA

eingefiihrt. Hierbei ist J(z, y) die Wechselwirkungsenergie zwischen den
beiden Spins an den Gitterpliatzen x und y und h das Magnetfeld. Die
Zustandssumme des Systems ist dann

Z=> et (9.2)

Die Wahrscheinlichkeit der Spinkonfiguration ¢ wird durch Boltzmanns
Formel

p(o) = Z e PH) (9.3)

gegeben. Observable in diesem Modell sind Funktionen der Spinkonfi-
gurationen, ihre Erwartungswerte berechnen sich daher als

(A)y=Z"") " Alo)e M) (9.4)

Heuristisch erwartet man in diesem Modell, dass im Falle ferromagne-
tischer Kopplung (J > 0) die Parallelstellung der Spins bevorzugt ist,
sodass im Limes h | 0 eine von 0 verschiedene Magnetisierung

1
M=) o (9.5)
|A| zEA
bestehen bleibt. Im endlichen Gitter ist dies aber nicht der Fall. Dort
ist der Erwartungswert von M (wie der jeder anderen Observablen)
eine stetige Funktion von h, also gilt bei h =0

(M) =0 (9.6)

Spontane Magnetisierung kann also bei endlichen Gittern nicht auftre-
ten. Wir betrachten daher den Grenzfall unendlich ausgedehnter Gitter,
den sogenannten thermodynamischen Limes.

Als Observable sehen wir aber weiterhin nur solche Funktionen der
Spinkonfigurationen an, die nur von endlich vielen Spins abhéngen. Fiir
die Erwartungswerte solcher Funktionen gilt die folgende Identitét:

Sei A eine Funktion von o(z),z € L mit einer endlichen Menge
L. Sei A endlich mit L C A. Dann gilt die Dobrushin-Lanford-Ruelle-
Gleichung (DLR-Gleichung)

(A) = (PLA) (9.7)
mit der Mittelungsoperation

. Ao e BH( ola\L)
(PLA)(O') _ Zo‘ :L—{£1} ( ) . (98)

—BH (o,
ZU’:L%{il}e Ao olme)
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Insbesondere hiangt PpA nicht von o [ ab. PLA(o) lisst sich als der
Erwartungswert von A interpretieren unter der Voraussetzung, dass au-
Berhalb von L die Spinkonfiguration o [4\;, vorgegeben ist. Die DLR-
Gleichung ist insbesondere dann interessant, wenn die Mittelungsope-
ration fiir geniigend grofie A von A unabhéngig ist, also fiir Wechsel-
wirkungen mit endlicher Reichweite. Sie gilt dann auch im thermody-
namischen Limes und kann zur Charakterisierung der Gleichgewichts-
zustdnde verwendet werden.
Sei A = o(x). Dann ist im Fall h =0

Piryo(w) = tanh( D BJ(z,y)o(y)) (9.9)

yeA\{z}
Wir betrachten jetzt als Gitter die Menge aZ? mit der Gitterkonstanten
a und nehmen an, dass J(z,y) = J ist fiir ndchste Nachbarn (d.h.
|z — y| = a) und sonst verschwindet. Die DLR-Gleichung lautet dann

(o(x)) = (tanh(8] ) o(y))) - (9.10)

|z—y|=a

Diese Gleichung lésst sich leicht in der Molekularfeldnaherung (englisch
mean field approximation) auswerten. In dieser Ndherung geht man
davon aus, dass der Mittelwert der Spins, die auf den Spin an einer
Stelle & wirken,

1
m = Q—d‘ > oy (9.11)
z—y|=a
keinen Schwankungen unterworfen ist und insbesondere von x unabhéngig
ist. Dann gilt

(tanh(2dp.Jm)) = tanh(2dB.J(m)) (9.12)

und damit
(m) = tanh(2dBJ(m)) . (9.13)
Diese Gleichung besitzt fiir < 57 nur die Losung (m) = 0, bei hohen

Temperaturen erwarten wir also keine spontane Magnetisierung. Fiir
kleinere Temperaturen (7' < 2d.J) gibt es aber zwei weitere Losungen
(m) = £m, mit m. > 0. Daher erwarten wir, dass bei tiefen Tempera-
turen spontane Magnetisierung auftritt.

Die Annahme der Molekularfeldnéherung ist in hohen Dimensionen
gut erfiillt und wird im Limes d — oo exakt. In niedrigen Dimensionen
aber zeigt sich ein anderes Bild.

Wir betrachten zunéchst den eindimensionalen Fall. Sei Ay die
Menge der ganzen Zahlen x mit |x| < N. Die Hamiltonfunktion ist

Hy =— i Jo(z)o(x+1) . (9.14)

Hy besitzt offenbar zwei Grundzustdnde, mit ¢ = £1. Wir fiithren
jetzt die Observablen 7(x) = o(z)o(z + 1) ein. Die Konfiguration
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o ist eindeutig bestimmt durch die Angabe der Variablen 7(x), x =
—N, ..., N —1 und durch ¢(0). In den neuen Variablen ist

Hy =— z_: Jr(z) | (9.15)

héngt also insbesondere nicht von o(0) ab. Fiir die Erwartungswerte
finden wir

(o(2)) = (0(0) [[r(=)) =0, (9.16)

(o@)ow)) = ([[7(2)) = (tanh g1~ (9.17)

Offenbar hangen diese Erwartungswerte nicht von N ab und gelten da-
her auch im thermodynamischen Limes N — oo. Das 1-dimensionale
Isingmodell zeigt also bei Temperaturen 7" > 0 keine spontane Magne-
tisierung.

Man kann dieses Verhalten in der folgenden Weise verstehen. Wenn
beim ersten Teil der Spinkette der Spin umgedreht wird, so steigt die
Energie um 2.J. Dies kann jedoch in 2N verschiedener Weise gesche-
hen, sodass die Entropie um In 2NV anwéchst. Damit sinkt fiir gentigend
grofe N und positive Temperatur die freie Energie F' = E—T'S. Da ein
thermodynamisches System aber bei positiver Temperatur im Gleichge-
wicht ein Minimum der freien Energie annimmt, kann im Gleichgewicht
keine Vorzugsorientierung der Spins bestehen.

Das eindimensionale Ising-Modell kann auch fiir nichtverschwinden-
des Magnetfeld h exakt gelost werden; am geeignetsten hierfiir ist die
Methode der Transfermatrix. Sei N € N. Dann lésst sich die Zustands-
summe als Erwartungswert von 2 x 2-Matrizen darstellen,

Zy = (U, T*"V) (9.18)
mit der Transfermatrix
eBU+R)  o—BJ
und dem Vektor
8h
\1/:( €Zh>eR2. (9.20)
e 2

Um die Zustandssumme zu berechnen, bestimmen wir die Eigenwerte
der Transfermatrix. Sie sind Losungen der charakteristischen Gleichung

0 = (PN _\) (P _\)—e= =BT = N\2_2)\eP7 cosh fh+2sinh 257 .

(9.21)
Die Eigenwerte ergeben sich daher zu

Ao = €’/ (cosh Bh + \/sinh2 Bh+e=487) . (9.22)
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Seien ®, 5 die zugehorigen normierten Eigenvektoren von 7. Wegen des
Perron-Frobenius-Theorems kénnen die Eigenvektoren zu dem grofie-
ren Eigenwert A\; mit positiven Komponenten gewahlt werden. Fiir die
Transfermatrix erhalten wir die Darstellung

T = M| D) (D1 + Ao P2) (Do , (9.23)

wobei der erste Summand eine Matrix mit positiven Eintrégen ist. Die
Zustandssumme ergibt sich jetzt zu

ZN = Oél)\%N + Oég)\gN (924)

. 2
mit oy = (P;, V)~ .

Da « nicht verschwindet, dominiert im Limes groler N der Beitrag
des grofiten Eigenwerts, und wir erhalten im thermodynamischen Limes

N
1 1 10lnZy 10In )\
A — _ z - 2
(M) 2N+1<xzz_ @) =s8t15 on 5 an 0 P
Wir berechnen '
(M) sinh Sk (9.26)

\V/sinh? Bh + e—487
Wir erkennen, dass die Magnetisierung bei endlichem 3 auch im ther-
modynamischen Limes eine stetige Funktion von A ist und insbeson-
dere fiir h = 0 verschwindet. Im Limes S — oo aber ergibt sich
(M) = sign(h), also zeigt das eindimensionale Ising-Modell bei Tem-
peratur 1" = 0 spontane Magnetisierung.

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall aber besitzt das Ising-
Modell in hoheren Dimensionen einen Phaseniibergang und zeigt fiir
tiefe Temperaturen 7" > 0 spontane Magnetisierung. Dies lésst sich
durch das Peierls-Argument zeigen.

Sei A eine endliche Teilmenge von Z¢. Wir betrachten Spinkonfigu-
rationen o auf Z¢, die auf dem Komplement von A den Wert 1 anneh-
men. Paaren néchster Nachbarn (z,y) mit o(z)o(y) = —1 ordnen wir
eine Hyperflache in der Form eines d — 1 dimensionalen Wiirfels mit
Kantenldnge 1 und Zentrum im Punkt 1’—;”’ zu, die senkrecht auf der
Verbindungsstrecke von x nach y steht und parallel zu den iibrigen Ko-
ordinatenachsen ausgerichtet ist. Die Vereinigung dieser Hyperflichen
bildet eine geschlossene Hyperfliiche A, (Peierls-Kontur) in R<. Thre
Zusammenhangskomponenten bilden die Oberfliche von Gebieten, in
denen die Magnetisierung dasselbe Vorzeichen hat (Weifische Bezirke).

Die Energie einer Spinkonfiguration o ist Ey + 2J|A,| mit der
Grundzustandsenergie Fyy und dem Flécheninhalt | A, | der Hyperflache.
Da (bei vorgegebenen Randbedingungen) die Peierls-Kontur A (d.h. ei-
ne geschlossene Hyperfliche der oben beschriebenen Art) die zugehori-
ge Spinkonfiguration o4 eindeutig bestimmt, konnen wir statt iiber die
Spinkonfigurationen auch iiber die Peierls-Konturen summieren. Fiir
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die Wahrscheinlichkeit p(x), dass der Spin an der Stelle x € A den
Wert —1 annimmt, gilt also

1
p(e) = (51 -o@) =27 Y, e (9.27)
A, op(z)=—1
mit Z = Y e/ 14l Um diese Wahrscheinlichkeiten abzuschétzen,
zerlegen wir die Peierls-Kontur in Zusammenhangskomponenten. Fiir
eine zusammenhéngende Peierls-Kontur A; definieren wir die Korrela-

tionsfunktion
o(A) =271 ) eI (9.28)
ADA;
Wegen |A] = [Ai] + |[A\ Ay fir A D Ay und ), ,, e 28Il < 7
ilt
° 0(Ay) < 721l (9.29)
Fiir die Wahrscheinlichkeiten p(x) ergibt sich daher die Abschétzung

p(z) < > 0(A) < >, e AL
A zusammenhéngend, o4 (z)=—1 A zusammenhéingend, o4 (z)=—1

(9.30)
Zur Abschitzung von p(z) miissen wir die Anzahl der zusammenhéngen-
den Peierls-Konturen A mit vorgegebener Fldache F' abschétzen, die den
Punkt x einschlielen. Eine solche Kontur muss den Weg von x in positi-
ver 1-Richtung an einem von hochstens F' verschiedenen Stellen schnei-
den. Von dem entsprechenden Fléchenstiick aus durchlaufen wir die ge-
samte Kontur in einem Weg, der jedes Flidchenstiick genau einmal trifft.
Dies ist moglich, da jedes Flachenstiick eine gerade Anzahl von Nach-
barn (ndmlich 2(d — 1)) hat (Koénigsberger Briickenproblem). Die Zahl
der Konturen kann daher abgeschétzt werden durch die Zahl der We-
ge, die von einem gegebenen Fliachenstiick ausgehen. In jedem Schritt
hat man hochstens 3 Moglichkeiten, das néchste Fliachenstiick aus-
zuwahlen, daher ist die gesuchte Zahl der Konturen beschriankt durch
F3F~1 Die gesuchte Wahrscheinlichkeit lisst sich also unabhingig von
A abschétzen durch

p(x) < Z F3F—tem28IE (9.31)
F=2d
Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert fiir 28.J > In 3. Fiir geniigend
grofie B folgt daher im thermodynamischen Limes p(z) < %, d.h. man
findet spontane Magnetisierung.

Fiir kleine £ hat man hingegen keine spontane Magnetisierung. Dies
zeigt man mit Hilfe der sogenannten Hochtemperaturentwicklung. Sei
A, die Menge der (ungeordneten) Paare nichster Nachbarn in A. Wir
entwickeln den Boltzmann-Faktor in der folgenden Weise: Es gilt wegen
o(x)o(y) = 1

eH10@eW) — cosh BJ(1 + o(z)o(y) tanh B.J) . (9.32)
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Durch Ausmultiplikation ergibt sich

H ePIo@oW) — (cosh BJ)M Z (tanh 3.J)!%1 H o(x)o(y) .
(z,y)eM KcAy (z,y)eK
(9.33)
Summiert man jetzt iiber o, so verschwinden die Beitrdage aller K, in
denen ein Punkt x ungerade oft vorkommt. Fiir die anderen Teilmengen
K ist das obige Produkt iiber die Spins fiir alle Spinkonfigurationen
gleich 1. Die Zustandssumme ergibt sich daher zu

Z = (cosh B.J)M12M N (tanh gJ)< . (9.34)
KCAhaK:@
Hierbei ist der Rand 0K von K definiert als die Menge aller x € A, die
in einer ungeradzahligen Anzahl von Paaren aus K vorkommen.

Bei der Berechnung des Erwartungswerts von o(z)o(y) erhilt man
entsprechend fiir den Zahler

(cosh 1)1 N (tanh g) KT (9.35)
KCA1,0K={z,y}

Ahnlich wie bei den Peierls-Konturen zerlegen wir K in Zusammen-
hangskomponenten und definieren fiir zusammenhéngende K die Kor-
relationsfunktionen

oK) =27 > (tanhBJ)K (9.36)

KDK1,0K=0K,

wobei der Normierungsfaktor Z; durch die Bedingung o()) = 1 be-
stimmt ist. Es gilt die Abschétzung

o(K,) < (tanh g.J) 51l (9.37)
Damit folgt fiir die Spin-Spin-Korrelation

(o(x)o(y)) < > o(K) < ) (tanh 3J)'pi(x,y)
K zusammenhingend, 0K={z,y} =0

(9.38)
mit der Zahl p;(x,y) der Verbindungslinien der Lénge [ von z nach
y. Diese Zahl ist beschrinkt durch (2d — 1)! und verschwindet fiir
I < Y% |z; — yil|. Die Korrelation der Spins verschwindet daher im
Limes grofer Absténde, falls (2d — 1) tanh 5J < 1. Daher kann in die-
sem Fall im thermodynamischen Limes keine spontane Magnetisierung
auftreten. Es gilt namlich

(M) < (M?) = ﬁ S (o(x)o)) (9.39)

z,yeA

Unter den obigen Bedingungen an §J kann die Summe der Spin-Spin-
Korrelationen durch C|A| abgeschétzt werden, wobei C' unabhéngig
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von A ist . Daher muss die Magnetisierung im Grenzfall unendlicher A
verschwinden.

In 2 Dimensionen kann man den kritischen Punkt in einfacher Weise
berechnen. Hierzu nutzt man die Kramers-Wannier-Dualitéit aus. Die-
se beruht darauf, dass in 2 Dimensionen die Peierls-Konturen ebenso
aussehen wie die geschlossenen Wege, iiber die man bei der Hochtem-
peraturentwicklung summiert.

Fiir die Zustandssumme gilt

Z = (cosh B.J)/A1121Al Z (tanh BJ) Kl = elMl7 Z e~ 287141
KCA1,0K=0 A Peierls-Kontur

(9.40)
Im Konvergenzbereich der Hochtemperaturentwicklung gibt es keine
spontane Magnetisierung, im Konvergenzbereich der Entwicklung nach
Peierls-Konturen (Tieftemperaturentwicklung) gibt es spontane Ma-
gnetisierung. Die beiden Entwicklungen stimmen aber in zwei Dimen-
sionen iiberein, wenn man fiir den Parameter § auf der rechten Seite
den durch die Gleichung

tanh 8.J = e~ 2"/ (9.41)

bestimmten dualen Parameter g* = —% In tanh 5.J einsetzt. Man sagt,
dass das zweidimensionale Ising-Modell selbstdual ist; sein Verhalten
bei tiefen Temperaturen kann also aus dem Verhalten bei hohen Tempe-
raturen bestimmt werden. Nimmt man an, dass es nur einen kritischen
Punkt gibt, so muss er an der Stelle liegen, an der g = g* gilt. Wir
berechnen:

1— 6725]
Dies ist eine quadratische Gleichung fiir e=2%/ mit der (positiven) Losung
e~ 287 = \/2 — 1. Der kritische Punkt ist daher bei

e = tanh BJ = (9.42)

1 1
= —1 1) ~ — 1. 4
B=157 n(v2+1) 570,88 (9.43)
Dies liegt weit entfernt von der Vorhersage der Molekularfeldndherung

p=31.

Tatséchlich lasst sich das 2-dimensionale Ising-Modell sogar exakt
16sen. Dabei ergibt sich, dass es in der Tat nur einen kritischen Punkt
gibt. Dieser besitzt den oben ermittelten Wert.

10. Anhang: Hamiltonsche Mechanik

Fiir die Formulierung der klassischen statistischen Mechanik ver-
wendet man am besten die Mechanik in der Hamiltonschen Form. Diese
geht aus der Lagrangeschen Form in der folgenden Weise hervor.

In der Lagrangeschen Mechanik beschreibt man die zeitliche Ent-
wicklung eines Systems durch eine Bahnkurve

q(t) = (qu(t), . qu(t)) (10.1)
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mit den verallgemeinerten Koordinaten ¢;,2 = 1, ..., n. Die Bahnkurve
ergibt sich als Losung der Lagrange-Gleichung

doL 0L

— = i =1,...,n. 10.2

Hierbei ist L(q, ¢) die Lagrangefunktion. Die Lagrangefunktion ist eine
Funktion von Ort und Geschwindigkeit und ist ein Potential fiir die
verallgemeinerten Kréfte g—i und die kanonisch konjugierten Impulse
pi = g—i, und die Lagrangegleichung ist die Newtonsche Bewegungs-
gleichung in verallgemeinerten Koordinaten.

Wir fiithren jetzt eine Legendre-Transformation beziiglich der Ge-
schwindigkeiten ¢; durch. Dazu l16sen wir die definierende Gleichung fiir
die Impulse p; nach den Geschwindigkeiten auf und setzen die gefun-
denen Funktionen ¢;(q, p) ein,

H(q,p) = sz'qz' - L(q7 Q) (10-3)

H ist die Hamiltonfunktion. Die Zeitentwicklung des Systems wird
jetzt durch eine Bahnkurve (¢(t), p(t)) im sogenannten Phasenraum be-
schrieben. Der Phasenraum hat die doppelte Anzahl von Dimensionen
verglichen mit dem Ortsraum. Die Bahnkurve ergibt sich als Losung
der Gleichung

_OH . 0H
0g; 4= Op;

pi = (10.4)

(Hamiltonsche Gleichungen).
Die Observablen der Theorie konnen als Funktionen f(q, p) auf dem
Phasenraum aufgefasst werden Ihre Zeitentwicklung ergibt sich zu

@00 =3 (Ghi gis) o9
Setzt man die Hamiltonschen Gleichungen ein, so findet man
d
Cr=150) (10.6)
mit der Poissonklammer
{f.9} = Z (g{; gji - g]i gji) . (10.7)
Die Poissonklammer besitzt die folgenden Eigenschaften:
{f,9}=—{9. f} (Antisymmetrie) (10.8)
{f,\g+ ph} = X[, g9} + p{f, h} (Linaritét) (10.9)
{f,gh} ={f,9}h+ g{f, h} (Produktregel) (10.10)
{f, 9}, 0} +{{g,h}, f} + {{h, [}, g} = 0 (Jacobi-Identitdt) (10.11)
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Die Jacobi-Identitat lasst sich als Invarianz der Poissonklammer unter
der Zeitentwicklung interpretieren, indem man h mit der Hamilton-
funktion identifiziert.

Eine weitere wichtige Struktur auf dem Phasenraum ist die kano-
nische 2-Form

w = Z dp; A dg; (10.12)

Diese ist in einem gewissen Sinne dual zur Poissonklammer. Insbeson-
dere ist sie ebenfalls zeitlich invariant. Um dies einzusehen, setzen wir
in

d i .
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ein. Mit
OH 0*H O*H
d = dg; + dp-> 10.14
<aQi ) Z (3%‘@% ’ 94;0p; ’ ( )

j
der entsprechenden Formel fiir al(‘g—ﬁlq_)7 der Symmetrie der zweiten Ab-
leitungen und der Antisymmetrie des A-Produktes folgt die Behaup-
tung. Mit w sind natiirlich auch alle seine Potenzen zeitinvariant. Die
hochste nichtverschwindende Potenz ist proportional zum orientierten
Volumenelement auf dem Phasenraum,

WA ANw=nldpy Ndq, A ...dp, \dg, . (10.15)

n

Auf diese Weise erhilt man das Liouville-Theorem:

THEOREM 10.1. Das Phasenraumvolumen ist invariant unter der
Zeitentwicklung.

Eine wichtige Konsequenz daraus ist, dass das Phasenraumintegral
einer Poissonklammer verschwindet.



