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KAPITEL

Einleitung

Die Quantenmechanik ist eine konsistente Theorie, die einen grofien
Bereich der Physik, vor allem die Atom- und Molekiilphysik, gut be-
schreibt. Sie vernachléssigt jedoch die Effekte der speziellen Relati-
vitatstheorie und ignoriert die Quantennatur der Kraftfelder, insbe-
sondere die des elektromagnetischen Feldes. Auflerdem spielt die Teil-
chenzahl in der Quantenmechanik eine ausgezeichnete Rolle, so dass
Vielteilchenprozesse und Prozesse mit Erzeugung und Vernichtung von
Teilchen nur miithsam beschrieben werden koénnen. Jeder dieser Ge-
sichtspunkte fiihrt zu einer Erweiterung des Rahmens der Quantenme-
chanik, die man als Quantenfeldtheorie bezeichnet. Ein gebrauchlicher,
wenn auch etwas missverstiandlicher dquivalenter Begriff ist die ,,zweite
Quantisierung*.

Das Konzept der Quantenfeldtheorie wurde in den Jahren 1927-
1929 von Heisenberg, Jordan, Pauli und Dirac entwickelt. Mit Hilfe ei-
ner Storungstheorie 1. Ordnung konnte man damit auf Anhieb die spon-
tane Emission von elektromagnetischer Strahlung und den Compton-
Effekt erkldren. Lange Zeit aber scheiterte eine Verbesserung dieser
Rechnungen mit Hilfe hherer Ordnungen der Stérungstheorie daran,
dass alle entsprechenden Ausdriicke divergierten.

Die Definition einer Storungstheorie ist dann 1949 Tomonaga, Schwin-
ger, Feynman und Dyson mit Hilfe des Renormierungsverfahrens gelun-
gen. Die Grundidee besteht darin, dass die physikalischen Massen und
Ladungen nicht mit den in der Formulierung der Theorie verwendeten
Parametern (den sogenannten ,nackten“ Massen, Ladungen etc.) tiber-
einstimmen. Diese miissen daher neu festgelegt (,,renormiert”) werden,
so dass die physikalischen Parameter ihre richtigen Werte erhalten. Im
Fall der Elektrodynamik stimmten die auf diese Weise berechneten Kor-
rekturen zur untersten Ordnung der Storungstheorie ganz ausgezeich-
net mit den gemessenen Werten iiberein. Paradebeispiel ist das ma-
gnetische Moment des Elektrons. Bezeichnet man mit jy das Bohrsche
Magneton, so ergibt sich fiir das magnetische Moment des Elektrons
fiir den theoretischen, bzw. experimentellen Wert

(ﬂ)theor = 1,001159652460(127)(75) (0.1)
Ho
und
(ﬂ)exper = 1,001159652200(40) (0.2).
Ho

5



6 EINLEITUNG

wobei die Fehler des theoretischen Wertes aus der Unsicherheit in der
Feinstrukturkonstante (127) und der numerischen Ungenauigkeit bei
der Berechnung der Koeffizienten der Storungsreihe bestehen (nach
Nachtmann, Elementary Particles Theory.) Trotz dieser beachtlichen
Erfolge ist es bis heute nicht bekannt, ob es eine konsistente Theorie
der Quantenelektrodynamik gibt. Tatséchlich sprechen viele Argumen-
te dafiir, dass die Formulierung der Quantenelektrodynamik, die den
storungstheoretischen Rechnungen zu Grunde liegt, nicht konsistent
ist.

Nach dem (partiellen) Erfolg der Quantenelektrodynamik lag es na-
he, auch die anderen Wechselwirkungen der Elementarteilchen durch
Quantenfeldtheorien zu beschreiben. Hierbei sollten die Quanten dieser
Felder wie die Photonen als Teilchen beobachtbar sein. Diese Uberle-
gung fiihrte Yukawa zur Vorhersage von Mesonen als Ubermittler der
Kernkréfte und wurde in letzter Zeit eindrucksvoll bei dem Nachweis
der W- und Z-Bosonen als Ubertriger der schwachen Wechselwirkung
bestatigt.

Die heute weigehend akzeptierte Theorie der Elementarteilchen ist
das sogenannte Standardmodell. Es handelt sich um die Quantenchro-
modynamik als Theorie der starken Wechselwirkung, kombiniert mit
der Weinberg- Salam-Theorie als Theorie der elektroschwachen Wech-
selwirkung. Es sind bisher keine Effekte gefunden worden, die den Aus-
sagen des Standardmodells widersprechen. Trotzdem gibt es eine Reihe
schwerwiegender Einwénde gegen das Standardmodell, auf die wir im
Laufe dieser Vorlesung noch zuriickkommen werden.

Die Quantenfeldtheorie ist auch mehr als 60 Jahre nach ihrer er-
sten Formulierung noch keine konsistente abgeschlossene Theorie. Der
Vergleich mit dem Experiment beruht in der Regel auf heuristischen
Uberlegungen, deren Richtigkeit schwer einzuschitzen ist. Eine Aus-
nahme bilden einige allgemeine Strukturaussagen wie der Zusammen-
hang zwischen Spin und Statistik und die PCT-Invarianz, die im Rah-
men der Quantenfeldtheorie aus grundlegenden Prinzipien abgeleitet
werden konnen.

Der Plan dieser Vorlesung sieht folgendermaflen aus. Zunéchst soll
der Vielteilchenformalismus der Quantenmechanik (,,zweite Quantisie-
rung“) besprochen werden. Wir werden sehen, dass dieser Formalis-
mus als Quantisierung einer durch die Schrédingergleichung definierten
Feldtheorie interpretiert werden kann.

Danach sollen relativistische Einteilchensysteme besprochen wer-
den. Dazu werden zunéchst die unitdren Darstellungen der Poincare-
gruppe untersucht. Aus dieser Analyse ergeben sich dann die relativi-
stischen Wellengleichungen.

Im dritten Kapitel werden nichtwechselwirkende relativistische Viel-
teilchensysteme konstruiert, und es wird gezeigt, dass diese Quanten-
feldtheorien entsprechen. Alternativ wird einer klassischen Feldtheorie
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(am Beispiel der Elektrodynamik) eine Quantenfeldtheorie zugeordnet,
und es wird gezeigt, dass diese nichtwechselwirkende Teilchen (in die-
sem Fall Photonen) beschreibt.

Im vierten Kapitel werden Methoden zur Einfiihrung relativisti-
scher Wechselwirkungen betrachtet. Das Konzept der S-Matrix wird
erlautert, das Pfadintegral wird besprochen und die Feynmanregeln
werden hergeleitet.

Die moglichen Wechselwirkungen einer relativistischen Theorie sind
Lorentz-invariant und lokal. Diese Bedingungen schréinken die Zahl der
erlaubten Wechselwirkungen stark ein und erzwingen gleichzeitig , dass
diese sehr singulér sind, sodass die iiblichen quantenmechanischen Me-
thoden nicht anwendbar sind. Eine naive Anwendung der aus der Quan-
tenmechanik bekannten Verfahren fiithrt zum Auftreten von Divergen-
zen. Die Elimination oder Vermeidung dieser Divergenzen ist der Ge-
genstand der Renormierungstheorie, die wir im 5. Kapitel behandeln
wollen.

Im 6. Kapitel sollen Strukturfragen der Quantenfeldtheorie bespro-
chen werden. Es soll gezeigt werden, dass viele Aspekte der Quan-
tenfeldtheorie, z.B. die Teilcheninterpretation, das Auftreten innerer
Symmetriegruppen, die Bose-Fermi-Alternative zur Teilchenstatistik,
der Zusammenhang zwischen Spin und Statistik und PCT-Symmetrie
aus allgemeinen Prinzipien der lokalen Quantenphysik abgeleitet wer-
den koénnen.

Im 7. Kapitel sollen nichtabelsche Eichtheorien behandelt werden.






KAPITEL 1

Vielteilchensysteme in der Quantenmechanik

1. Der n-Teilchenraum

Nach der Quantenmechanik beschreibt man ein Einteilchensystem
durch eine Wellenfunktion ®(x, m) mit x € R3 und m = —s, —s+1, ...s,
wobei s = 0, %, 1...der Spin des Teilchens ist. Die Wellenfunktion muss
quadratisch integrierbar sein, das heifit, das Normierungsintegral

ol = Y [ dxjotxm)
muss endlich sein. Diese Wellenfunktionen bilden den Einteilchenhil-
bertraum $;. Um Zustéinde mit zwei Teilchen zu beschreiben, muss
man die beiden Einteilchensysteme in geeigneter Weise koppeln. Die
einfachste, aber keineswegs einzige Moglichkeit ist das Tensorprodukt
der Einteilchenrdume,

H =909 2,0 =P(xq,m, X2, ma).

Die Wellenfunktionen eines Zweiteilchensystems konnen also nicht mehr

als Wellen im Ortsraum interpretiert werden. Die n-Teilchenwellenfunktionen

sind entsprechend quadratisch integrierbare Funktionen ® von n Va-
riablen (x;,m;), i =1,...n,

PeN, =H1R...0M
Observable des n-Teilchensystems sind z.B.
e der Ortsoperator des i-ten Teilchens
(XiPp)(x1, M1, .oy X, M) = X3P (X1, M, .00, X, )

e der Impulsoperator des ¢-ten Teilchens
(Pi®,)(x1,m1, ..., Xn, My) = =0 P(X1, M1, ..., Xn, My)
i

e die kinetische Energie des i-ten Teilchens (mit Masse M;)

1
(Eq)n)(xla my,... >Xn>mn) = _WAZ'(DH(XL my,... 7Xn7mn)

e die 3-Komponente des Spins des ¢-ten Teilchens

Si(?’)(I)n(xl, M,y X, My) = M Py (X1, My, .., X, M)

e die kinetische Gesamtenergie "= Y. T;,
o der Gesamtimpuls P =) . P;,

9



10 I. VIELTEILCHENSYSTEME IN DER QUANTENMECHANIK

e und der Translationsoperator U(x) = eF*

(U(x)D,)(x1,m1, ..., Xn, Myp) = (X1 — X, M, o0, Xy — X, My).

Wechselwirkungen sind in der Regel Funktionen V' (X4, ...,X,,) der
Ortsoperatoren. Ist z. B. Vj;(x; — x;) das Wechselwirkungspotential
zwischen den Teilchen ¢ und 7, so erhédlt man

V= V(X = X).
i<j
Der Hamiltonoperator ist dann
H=T+V

Bisher haben wir angenommen, dass die Teilchen unterscheidbar
sind. Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind, ist ihre Nummerierung
willkiirlich. Also wird die Funktion &7,

(I)Z(XL mi,...,Xn, mn) = (I)n(xa(l)a Mo1)s - -+ Xo(n); ma(l))

fiir eine beliebige Permutation o denselben Zustand wie ®,, beschrei-
ben. Man findet oft das Argument, dass daher ®7 = \(o)®,, gelten
miisse fiir eine eindimensionale Darstellung A der Permutationsgruppe
Sp. Die beiden eindimensionalen Darstellungen der S, sind A(o) = 1
(total symmetrische Darstellung) und A(o) = sign(o) (total antisym-
metrische Darstellung). Im ersten Fall ist die Wellenfunktion symme-
trisch (Bosestatistik), im zweiten Fall antisymmetrisch (Fermistatistik)
unter Vertauschung zweier Argumente.

Tatséchlich haben alle bekannten Teilchen Bose- oder Fermistati-
stik. Man betrachtet aber oft Modelle, in denen die Wellenfunktionen
ein komplizierteres Verhalten unter Permutationen haben. In der Atom-
physik z.B. vernachldssigt man oft den Spin; die Ortswellenfunktionen
miissen dann keineswegs antisymmetrisch sein.

Wo steckt der Fehler in dem Argument? Die Aussage, dass ®,, und
®¢ nur dann denselben Zustand darstellen, wenn sie sich um einen
Faktor vom Betrage 1 unterscheiden, ist nur dann richtig, wenn alle
Operatoren in $),, physikalische Observable sind. Dies ist aber gerade
nicht der Fall, wenn die Teilchen ununterscheidbar sind. Der Ort des
i-ten Teilchens z.B. ist dann keine Observable mehr. Messbar sind nur
GroBen, die nicht von der Nummerierung der Teilchen abhéngen.

Wir definieren jetzt eine unitére Darstellung der Permutationsgrup-
pe auf §,, durch

U(o)d = 9.
Es gilt
A observabel = [A,U(0)] =0 Vo € S,.
Wir kénnen jetzt den Hilbertraum £, in permutationsinvariante Un-
terrdume zerlegen. Minimale invariante Unterrdume entsprechen irre-
duziblen Darstellungen der Permutationsgruppe. Es gilt nun der wich-
tige Satz
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THEOREM [.1. Zustinde, die zu indquivalenten Darstellungen der
Permutationsgruppe gehéren, lassen sich nicht kohdrent tiberlagern.

Zum Beweis betrachten wir zwei minimale invariante Unterrdume
$H% und H° mit zugehorigen Orthogonalprojektoren E¢ bzw. E°. Nach
Voraussetzung vertauschen diese Projektoren ebenso wie jede Obser-
vable A mit den Permutationsoperatoren U(c). Also vertauscht auch
E*AE® mit U(c). Wenn die Darstellungen der Permutationsgruppe auf
den beiden Rédumen indquivalent sind, so muss nach dem Schurschen
Lemma FE°AE® verschwinden. Sei nun ® = & + ®° mit &’ € §°,
1 = a,b. Der Erwartungswert einer Observablen A ist

(B, AD) = (%, AD") + (°, ADY),
da die gemischten Terme verschwinden,

(®*, AD®) = (®*, E*AE"®") = 0.
Der durch die Wellenfunktion ® beschriebene Zustand ist also ein Ge-
misch der Zustinde ® und ®°.

Die Tatsache, dass sich Zusténde nicht immer kohérent superponie-
ren lassen, ist zuerst von Wick, Wightman und Wigner erkannt worden;
sie haben diesem Phénomen den Namen Superauswahlregel gegeben.
Mengen von Zusténden, in denen das Superpositionsprinzip uneinge-
schréankt gilt, nennt man Superauswahlsektoren. Wihrend in der Quan-
tenmechanik mit endlich vielen Teilchen die Superauswahlregeln keine
grofle Rolle spielen, werden sie wesentlich in allen Anwendungen der
Quantenfeldtheorie.

Die bekannten Elementarteilchen sind entweder Bosonen oder Fer-
mionen, je nachdem, ob ihr Spin ganz- oder halbzahlig ist. Dies ldsst
sich im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie begriinden,
wenn man die Moglichkeit unbeobachtbarer innerer Freiheitsgrade be-
riicksichtigt. Allerdings gilt dies nur fiir Theorien in einer vierdimensio-
nalen Raumzeit. In zwei- und dreidimensionalen Theorien sind andere
Félle moglich (Anyonen, Plektonen); dies kann beim Verstandnis quasi-
ein und zweidimensionaler Substanzen von Bedeutung sein (Quanten-
Hall-Effekt, Hochtemperatursupraleitung).

2. Der bosonische Fockraum

Will man Prozesse beschreiben, bei denen sich die Teilchenzahl
dndert, so muss man die verschiedenen n-Teilchenrdume zusammen-
fassen. Fiir den Fall, dass die Teilchen ununterscheidbar sind und Bo-
sestatistik haben, besteht der n-Teilchenraum $; aus den symmetri-
schen Wellenfunktionen. Man definiert jetzt den sogenannten bosoni-
schen Fockraum $* iiber dem Einteilchenraum §); durch

9t =P o
n=0
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mit 7 = C und H; = H;. Elemente ® € $HT sind Folgen
(I) - (q)o,q)l,. . )
mit &, € H;7 und

11> = || * < oc.
n=0

Der Vektor

Q=(1,0,...)
beschreibt einen Zustand ohne Teilchen und wird der Vakuumvektor
genannt (andere Bezeichnung |0)). Ein Einheitsvektor & beschreibt
einen Zustand mit moglicherweise unscharfer Teilchenzahl; ||®,,||? ist

die Wahrscheinlichkeit, in diesem Zustand genau n Teilchen zu finden.
Typische Observable in $* sind

e der Teilchenzahloperator

(N®),, = nd,
mit Erwartungswert
(N) = (&, N®) =) @]
n=0

((N) = oo ist moglich) und Schwankungsquadrat
AN = (&, (N = (N))’®) =Y (n = (N))*|| @],
n=0
Operatoren, die jeden n-Teilchenraum in sich abbilden, vertauschen
mit dem Teilchenzahloperator. Beispiele sind
e der Impuls:(P®),, = P™o,
e die kinetische Energie:(T®),, = T™®,,
e die potentielle Energie:(V®), = V™o,
Der groBie Vorzug des Fockraums besteht darin, dass er eine einfache
Beschreibung des Ubergangs zwischen verschiedenen Teilchenzahlen ge-
stattet. Das Vorgehen kann an dem folgenden Beispiel erlautert wer-
den. Stellen wir uns ein Teilchen ohne jeden Freiheitsgrad vor. Dann
ist HF = CVn und H* ist der Raum der komplexwertigen quadratisch
summierbaren Folgen [,. Einen Operator, der die Teilchenzahl dndert,

kann man durch
(a@)n Y% n + 1®n+1

definieren. Es gilt

[a, N] = a,
d.h. a verringert die Teilchenzahl um 1. Man nennt a den Vernichtungs-
operator. Der adjungierte Operator a* ist durch die Gleichung

(¥, a*®) = (aV, D)



2. DER BOSONISCHE FOCKRAUM 13

definiert. Man berechnet

Z\I}_n(a*q))n = Z(ﬁ)n o,
n=0 n=0 (1.1)

= Z\/n—l—l m@n = Z\/E\II_nCDn—la
n=0 n=1

d.h. (a*®)g = 0 und (a*®),, = \/n®,_1,n > 0. Damit folgt
a'a=N,aa* =N+1 und [a,a"]=1.

Diese Beziehungen sind aus der Behandlung des harmonischen Oszilla-
tors in der Quantenmechanik bekannt. Man setzt

V2 Vawdz™ V2 V 2w dz’

und erhalt

Die n-te Energieeigenfunktion ist dann in dieser Fockrauminterpreta-
tion der n-Teilchenzustand. Der Grundzustand (das Vakuum) kann
durch

a2 =20

charakterisiert werden. Die zugehorige Differentialgleichung ist
( w n /1 d

_a: ——

2 2w dx

d d

~Q(x
= Eln Qx) = dQ(x)

)Q2z) =0
)

= —WI

mit der Losung
Qx) = e 2" const.
Um eine entsprechende Definition im Fockraum zu erhalten, beach-
ten wir, dass jeder Einteilchenwellenfunktion f € $; ein Freiheitsgrad

des Teilchens entspricht. Wir definieren den Vernichtungsoperator fiir
ein Teilchen mit Wellenfunktion f durch

(a(f)®)n(x1,...,Xn) = V1 + 1/d3xf(x)¢>n+1(x, X1, ,Xn)

(der einfacheren Notation wegen beschrianken wir uns auf Teilchen mit
Spin 0). Der adjungierte Operator ergibt sich zu

(a(f) @) =0 ,
(a(f) ®)n(x1,...,Xn) = % Z f(x:)Pp1(X1, -+, Xio1, Xip1, - - Xn)-
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Die Operatoren a(f), a(g)* besitzen die folgenden Vertauschungsrela-
tionen

a(f)valo)] = (£9) = [ ExTERIg).

Weiter gilt [a(f),a(g)] = 0 = [a(f)*,a(g)*]. a(f) vernichtet ein Teil-
chen, a(f)* erzeugt ein Teilchen,

a(f/)N = (N +1)a(f) . a(f)"N=(N—1a(f)
Das Vakuum kann charakterisiert werden durch die Gleichung
a(f)2=0 VYfen.

Fir ||f|| = 1 hat der Operator a(f)*a(f) die Eigenwerte 0,1,2... und
die Bedeutung ,,Zahl der Teilchen mit Wellenfunktion f“. W&hlt man
eine Orthonormalbasis (f;)ieny in $1, so definiert a; := a(f;),i € N
ein System unabhéngiger harmonischer Oszillatoren mit den Vertau-
schungsrelationen
[aia aj] =0= [a;‘kﬂ a;]
[ai, a;] = 51]

Wir wollen jetzt die zeitliche Entwicklung des Operators a(f) untersu-
chen. Nach der Heisenberggleichung gilt

d .
SA() = ilH, A)

fiir jeden Operator A in $), wenn H der Hamiltonoperator ist. Betrach-
ten wir zunéchst den Fall, in dem zwischen den Teilchen keine Kréfte
wirken, sondern alle Teilchen einem &dufleren Potential v unterworfen
sind. Der Hamiltonoperator ist dann H = T + V mit (V®),, = V,,®,,,
V(X1 ... Xn) = > v(X;). Man berechnet

[H,a(f)] = a(=H.[)

mit dem Einteilchenhamiltonoperator H; = T; + V;. Die Losung der
Heisenberggleichung (man beachte, dass a antilinear von f abhéngt)
ist

a(f)(t) = a(e"™"f)

Fiir jedes t ist f +— a(f)(t) ein antilineares operatorwertiges Funk-
tional. Wir interpretieren es als operatorwertige Distribution und be-
nutzen die symbolische Notation

o)) = [ ExFjat).

Die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen lauten
[a(x),a"(y)] =d(x—y) ,

[a(x), a(y)] = 0 = [a"(x), " (y)]
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im Sinne operatorwertiger Distributionen. Definiert man die Ableitung
von Distributionen wie iiblich, so erhélt man die ,,quantisierte Schrodin-
gergleichung*

0 1
zaa(x, t) = (—mA +v(x))a(x,1).

Die Bewegungsgleichung eines Vielteilchensystems ohne innere Kréfte
kann also auf dieselbe Form gebracht werden wie die Bewegungsglei-
chung eines FEinteilchensystems, nur dass die komplexwertige Wellen-
funktion durch eine operatorwertige Distribution ersetzt wird. Dass
die Schrodingergleichung (,1. Quantisierung®) jetzt als Operatorglei-
chung interpretiert wird, hat dem Vielteilchenformalismus den etwas
irrefiihrenden Namen ,,2. Quantisierung“ eingebracht. Eine zutreffen-
dere Deutung der quantisierten Schrédingergleichung ist die folgende.
Man fasse die Schrédingergleichung als eine klassische Feldgleichung fiir
das Materiefeld auf (dies war auch die urspriingliche Interpretation von
Schrodinger). Der Ubergang von der komplexwertigen zur operator-
wertigen Wellenfunktion ist dann die Quantisierung dieser klassischen
Feldtheorie. Wir haben damit das erste Beispiel fiir das Zusammenfal-
len von Vielteilchentheorie und Quantenfeldtheorie gefunden.

Die operatorwertige Distribution a(x) kann auf Vektoren ¢ mit
endlicher Teilchenzahl (d.h. ®,, # 0 nur fiir endlich viele n) und Wel-
lenfunktionen aus dem Schwartzschen Testfunktionenraum S(R*") (der
von diesen Vektoren gebildete dichte Teilraum von $) sei mit ® bezeich-
net) durch

(a(X)P)n(x1, ..., Xn) = VN + 19,11 (X, X1, ..., Xp)

als Operator erklirt werden. a(x) besitzt jedoch kein dicht definiertes
Adjungiertes, ist also nicht abschliebar. Sogenannte normalgeordnete
Produkte

a*(x1)...a"(Xn)a(yk) - - - a(y1),
bei denen die Erzeugungsoperatoren links von den Vernichtungsopera-
toren stehen, konnen als quadratische Formen auf ® erkléart werden:

(®,a"(x1) ...a" (Xn)a(yk) ... a(y1)¥)
= (a(xyn) ... a(x1)P,a(yk) ... aly1), ¥)

Auf diese Weise findet man

(@, HV) = /d3x(<I>, h(x)W)

Y1
Y1

mit der Energiedichte

h(x) = ﬁ@a*(x)  da(x) + a*(X)v(x)a(x).

Entsprechend gilt fiir die Teilchenzahl
(O, NV) = /d3x(q>, n(x)¥)
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mit der Teilchenzahldichte
n(x) = a*(x)a(x).

Im Falle von 2-Teilchenkréaften mit einem Potential V' hat der Wech-
selwirkungsanteil des Hamiltonoperators die Form

(H;®), = H"®,, H" =" V(x —xy).
1<j

Mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren schreibt er sich
als

Hi =5 [ @xdya (< (3)V ix - yaly)atx),

Fiir das Feld a(x,t) erhélt man die nichtlineare Schrodingergleichung

Z%a(x t) = —ﬁAa(x t) + /d?’yV(X —y)a*(y,t)a(y,t)a(x,t).

Als ein einfaches Modell fiir eine Quelle, die Teilchen emittieren und
absorbieren kann, betrachten wir den Wechselwirkungsoperator

Hy=a(f) +alf) f e

Um die Erzeugung von Teilchen zu erschweren, addieren wir zum Ha-
miltonoperator ein Vielfaches des Teilchenzahloperators

H=T+uN + Hjp

mit dem ,,chemischen Potential® > 0.

Um eine Idee fiir die Behandlung dieses Hamiltonoperators zu be-
kommen, untersuchen wir zunéchst ein analoges Problem fiir den har-
monischen Oszillator unter der Wirkung einer konstanten Kraft,

2

1 d? 1
H:wa*a+>\(a+a*)—%x2—§d———w+)\\/ wx

Diese Kraft bewirkt bekanntlich eine Verschiebung um eine konstante
Strecke ¢ mit ¢ = )\\/ﬁw’%. Es ergibt sich

H: ipc - = —ipc
‘ (291; a3 W

mit p = 3 dx — = \/_ . Bis auf die additive Konstante —2> kann
der gestorte Hamlltonoperator H also durch den unitaren Operator
e = 570" in den ungestorten Hamiltonoperator wa*a transfor-
miert werden.

Entsprechend suchen wir fiir den Hamiltonoperator

H=T+uN+H; Hy=a(f)+a(f)" ,fe€M
ein g € H; mit der Eigenschaft
D=2 (T 4 1N )e 29+29)" — [ 1 const.
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Es gilt

4

e Be 4 = ZOH[A,...,[A,B]...].
Mit [a(g), T+ pN] = a((T1+p)g) und [a(g)", T+ pN] = —a((Ti +p)g)"
sowie

[a(g), a((Ty + p)g)"] = (g, (T3 + p)g)
ergibt sich

e(9)—alg)” (T + MN)e—a(g)Jra(g)*
=T+ pN +a((Ty + p)g) + a((Ty + p)g)" + (9, (T + p)g)

Also leistet g = (71 + p) ' f das Gewiinschte,

(o) = (PL 1) i)

oder
M . e~ V2Mplx—y|

Der Grundzustand von H ist also
Q, = e9)=a(9)" ()
mit der Grundzustandsenergie
—1 3 |f(p)\2 3. 13 e~ V2Mukyl
Eo=—(f,Tit+tp)” f)=— [ &P =—5— [ Ixd°yf(x)———f(y)
p[? o Ix —y|
oaf T M y

(1, ist ein sogenannter kohérenter Zustand. Er enthélt Komponenten
zu jeder Teilchenzahl.

Nach der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel gilt fir zwei (n x n)-
Matrizen A, B mit [[A, B], A] = 0 = [[A, B], B] die Formel

1
eAeB — pATB+5IAB]
Wenden wir dieselbe Formel auf e*9)~29)" an, wobei Konvergenzfragen

zunéchst ignoriert werden, so erhélt man
c(9)=al9)* _ ,—alg)* pa(9) o= 5llgll?
und damit (wegen a(g)2 = 0)
Q, = e 3lloll? g—a(9)7 ()
d.h.

o~ 3llall?

(Qg)n(X1,. ., %Xn) = ol ((—alg)")"Q)n(x1; - - -, Xn)

1
o slall?

=7 (=1D)"g(x1) .- g(xn)-

Die Wahrscheinlichkeit, dass €2, genau n Teilchen enthilt, ist

o llgll?

1()ull? = “——llgl*"
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Die Teilchenzahl ist also poissonverteilt mit mittlerer Teilchenzahl

) =gl = | dp I @I

2
(B +n)?

und mit mittlerer Schwankung der Teilchenzahl A(N)? = (N). Insbe-
sondere geht die mittlere Teilchenzahl fiir 4 — 0 gegen unendlich, falls
f bei 0 stetig ist und nicht verschwindet. Die Grundzustandsenergie
bleibt in diesem Grenzfall jedoch endlich.

Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft der kohédrenten Zustédnde
ist, dass sie Eigenvektoren der Vernichtungsoperatoren sind,

a(x)e?9" Q) = g(x)e9" Q.

Daher erhélt man den Erwartungswert des Hamiltonoperators in einem
kohérenten Zustand dadurch, dass man a(x) durch g(x) und a(x)*
durch g(x) ersetzt.

Wir betrachten jetzt den Grenzfall f(x) — cd(x —y), in dem Teil-
chen nur am Punkt y erzeugt oder vernichtet werden. Fiir H; ergibt

sich in diesem Grenzfall
Hp = ca(y) + ca™(y)

Berechnet man formal die Grundzustandsenergie, so erhélt man einen
divergenten Ausdruck;

M e~ V2Mulx—y|
Ey = —|c|2/d3X5(x - y)—e—
2 |x -yl
g(x) = c%%ﬁkyl ist jedoch eine normierbare Einteilchenwellen-

funktion. Daher ist
Hyp i= 940" (T 4 | N )e~o(9)+a(0)"

ein wohldefinierter selbstadjungierter Operator mit Grundzustand (2
und mit mittlerer Teilchenzahl

(N) < 00

(siche Ubungsaufgabe 7). In der Heisenberggleichung kénnen wir H
durch H,e, ersetzen, da sich beide Terme nur durch eine (divergente)
Konstante unterscheiden. Der zu zahlende Preis ist eine willkiirliche
Festlegung der Grundzustandsenergie auf 0.

Das vorliegende Modell liefert eine sehr einfache Beschreibung der
Kernkrifte durch Mesonenaustausch (Nelson-Modell). Wir betrachten
ein System von n Nukleonen, realisiert durch Wellenfunktionen

d(x1,...,Xn) ,

gekoppelt an ein System spinloser Mesonen. Der Hilbertraum des ge-
koppelten Systems ist das Tensorprodukt des Nukleonenraums mit dem
Fockraum der Mesonen. Der Hamiltonoperator ist die Summe der ki-
netischen Energie der Nukleonen, der kinetischen Energie der Mesonen
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einschliefllich des Terms mit dem chemischen Potential p = M/2 (die-
se Wahl des chemischen Potentials hat zur Folge, dass die kinetische
Energie, die zur Erzeugung eines Teilchens benotigt wird, einem Im-
puls |p| = M entspricht, wie in der relativistischen Theorie) und des
Wechselwirkungsterms

Hp = CZ(G(Xz’) +a’(Xy)),c € R,

wobei X; den Ortsoperator des i-ten Nukleons bezeichnet. In der Born-
Oppenheimer-Nédherung vernachléssigen wir im ersten Schritt die kine-
tische Energie der Nukleonen und erhalten fiir jede Ortskonfiguration
der Nukleonen einen Hamiltonoperator der vorher betrachteten Form
mit g = > g;. Wir untersuchen jetzt die Abhéngigkeit der Grundzu-
standsenergie von der Nukleonenverteilung. Wir finden

Hyon = €999 (T 4 MN)e~99+0)" 4 Fi(xq,. .., xy)

mit

|C|2M e —M|x;—x;|
Eo(x1,...,%x
0(x1 g .
Hierbei sind die divergenten Diagonalterme Weggelassen worden.
Die so definierte Grundzustandsenergie liefert also das Yukawapo-
tential fiir die Kernwechselwirkung.
Wir betrachten jetzt das entsprechende Problem fiir eine zeitabhéngi-

ge Quelle,
H(t) =T+ puN+ Hry Hry=a(fy) +a(fe)”

mit f;(x) = f(x,t), f € S(R*). Die Schrodingergleichung mit zeitabhéingi-
gem Hamiltonoperator wird durch den Zeitentwicklungsoperator U (t, s)
gelost, der durch die folgenden Gleichungen charakterisiert ist:

Ut,t) =1
.d
ZEU(t, s)=H()U(t,s)
U(t,s)U(s,r) =Ul(t,r)

Zeitabhéngige Wechselwirkungen lassen sich meist am leichtesten im
Wechselwirkungsbild diskutieren. Sei Uy (t) = e*T+#V) und

V(t,s) = Us(t)U(t, s)Up(—s).
Dann erfiillt V' die Gleichungen
V(t,t)=1

d
ZEV(t, s) = H;(t)V(t,s)
V(t,s)V(s,r)=VI(t,r)
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mit Hy(t) = Up(t)Hy:Up(—t). V erfiillt die Integralgleichung
¢
V(t,s)=1 —2'/ dt' H(tV (¥, s).

Eine Losung im Sinne von Potenzreihen in H; gewinnt man durch
[teration:

tho
S

Vit,s) = 1+§:(—i)”/:dt1 /:1 dtg.../ LAt Hy(t) . Hit)

Diese Formel 148t sich durch Einfithrung des zeitgeordneten Produkts
elegant schreiben. Sei A : R 5 ¢ +— A(t) eine operatorwertige Funktion.
Dann definiert man operatorwertige Funktionen

Ta(tr, ... ty)

(das zeitgeordnete Produkt von A(ty),...,A(t,)) durch die beiden fol-
genden Gleichungen

TA(tl, - ,tn)) = TA(ta(l), - ,to(n)) Vo €5,
Man schreibt meist

Zu beachten ist aber, dass T4(t1,...,t,)) von der Funktion ¢ — A(t)
abhéngt und nicht von den Operatoren A(ty),...,A(t,).

Fiir den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild erhalten
wir damit den Ausdruck

V(t,s) =1+ i (_i!)n

n
_. Te—if: dt'Hy (¢

t t
/ dt; ... / dt, TH(t1) ... Hy(t,)
)

Die letzte Zeile nennt man das zeitgeordnete Exponential.
Im betrachteten Beispiel gilt

[[Hr(ty), Hy(t2)], Hr(t3)] = 0.

Daher 148t sich die Exponentialreihe aufsummieren. Wir untersuchen
zundchst den Fall, dass H;(t) stiickweise konstant ist. Dann ist

V(t,s) = V(t,t)V(t,ta) ... V(tn, s)

. rt .
LA i

. t; ts
oIS HI () =5 S [T At [T QT H (), Hi (1)

/
— ot LAV H () =5 [fdt [Tt [Hp(t),H ("))

Man verifiziert jetzt leicht, dass der Ausdruck in der letzten Zeile die
Gleichung fiir V'(¢, s) auch im allgemeinen Fall 15st.
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Wenn die Wechselwirkung fiir geniigend grofie Zeiten verschwindet,
ist es sinnvoll, den Operator zu betrachten, der den gesamten Einflufl
der Quelle auf das System beschreibt. Wir definieren die S-Matrix

S= lim V(ts).

t—00,5——00
Sei
o(f) = / ded’x (a(t, %) [(£,x) + 0 (4,%)(1,%)) = a(F) + a(F)’
mit F = [dte!@tf, - dh.

Dann gilt
S = e tp(f)—ia

und o = 5; [, dtds[H;(t), H;(s)]. Berechnung von a:

a—Im/ dtds(fy, e ") Ttm) £

m (2m)~ / dtds/dEdE’/d3pf ( E', p)e!F-E@)t—iE'~E(p)s

(E(p) = |p| + 2u). Um die Integration iiber s zuerst durchfiithren zu
koénnen, mult1phz1eren wir den Integranden mit e=*¢=*) ¢ > 0. Im
Limes € — 0 erhalten wir das urspriingliche Integral zuriick. Fiir € > 0
1Bt sich die Integrationsreihenfolge vertauschen. Es gilt

/ dse==(t=9—I(E'—E@)s _ (B _ B(p) + ig)le—iE—E@)!
s<t
und damit

i(E—E')t
= —hmRe/dt/d3 /dEdE’f )f( 7P)? -
7T el0 E/ E( )+Z€

Um die t-Integration durchzufiihren, benutzen wir die Formel

/ dte’ E=EV — on5(E — E') .

Diese Formel gilt im Sinne von Distributionen, d.h. fiir alle Testfunk-
tionen h € S(R) gilt

/ dt / dEeE=EVh(E) = 2 / dES(E — E'YW(E) = 2rh(E') .

(Umkehrformel der Fouriertransformation.) Wir erhalten

azlim/d3p/dE|f<—E>P)|2(E _EE_(E)()IQ))+ £2

= [ v [amiE P
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wobei das Symbol P den Cauchyschen Hauptwert bezeichnet,

/de%h(@ = lim dxM :

elo |z|>e x

Ist der Anfangszustand das Vakuum, so erzeugt die Quelle daraus
den kohérenten Zustand

SO = G_iaQ_iF.

Ist der Anfangszustand bereits ein kohdrenter Zustand €_;q, der etwa
durch eine frither angeschaltete Quelle erzeugt worden ist, so gilt

SQ_ic = Q_yrra), e =1
Fiir die mittlere erzeugte Teilchenzahl 6 N ergibt sich
SN = ||F +G|> — ||G|]* = ||F||* + 2Re (F, G).
Der Interferenzterm 2Re (F, G) beschreibt je nach Vorzeichen Absorp-
tion oder induzierte Emission.
3. Der fermionische Fockraum

Der fermionische Fockraum ist definiert als
(0]
=D
n=0

wobei §), aus den antisymmetrischen n-Teilchenwellenfunktionen be-
steht. Die Vernichtungsoperatoren werden genauso wie im bosonischen
Fockraum definiert:

(a(f)®)n(x1, ..., Xn) = Vn + 1/d3xf(x)(I>n+1(x, X1, ,Xn)

Den Erzeugungsoperator definiert man wieder als adjungierten Opera-
tor und berechnet

(a(f)*<1>)o =0,

(a(f) ®)p(X1,...,Xn) = \/_Z D () @1 (X1, -+ o5 Xio1, Xig1s - - -

Man bestatigt leicht die Vertauschungsrelationen
[a(f), alg)"]+ = (f,9)

[a(f), alg)l+ = 0 = [a(f)", alg)"]+
(kanonische Antivertauschungsrelationen (CAR)). Wie im Bosefall de-
finiert man operatorwertige Distributionen a(x,t) und a*(x,t) durch

/ FxF)a(x.t) = a(f)(t)
/ dxf(x)a"(x,1) = a( f)7(2)
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mit den gleichzeitigen Antivertauschungsrelationen
[a(x), a*(y)]+ = d(x—y)

[a(x), a(y)]+ = 0 = [a"(x), a"(y)]+.
Der Operator a(f)*a(f) hat fiir || f|| = 1 wie im Bosefall die Bedeutung
,Zahl der Teilchen mit Wellenfunktion f“. Wegen der Fermistatistik
hat a(f)*a(f) nur die Eigenwerte 0 und 1:

(a(f)*a(f))* = a(f) a(f)a(f) a(f)
= a(f)"la(f), a(f)"]+a(f) —a(f) a(f) " a(f)a(f)
= a(f)*a(f)

wegen [a(f), a(f)]s = [IfIP = 1 und a(f)? = Lfa(f),a(f)]: = O.
Also ist a(f)*a(f) ein Projektor. Insbesondere ist a(f) ein beschrankter
Operator mit Norm

Ha(HIF = 1I£1I
Im Bosefall hingegen gilt nur

(@, a(f) a(f)®) <|If]]*(®, ND)
und daher 1
la(SIN"=|] < [[£]]-

Eine wichtige Besonderheit von Fermionsystemen ist ihre Fahigkeit,
Zusténde aufzufiillen. Sei E der Projektor auf einen endlichdimensio-
nalen Teilraum von $;, und sei {fi,..., f,} eine Orthonormalbasis
dieses Raums. Wir betrachten den Vektor

(I)E = a(fl)* e a(fn)*Q

¢ wird von allen Operatoren der Form a(Ef)* und a((1 — E)f), f €
91, vernichtet. Diese Eigenschaft charakterisiert ®z bis auf eine Phase
eindeutig.

Der Operator

o(f) = a(Ef)" +a((1 - E)f)
kann als Vernichtungsoperator fiir ein Quasiteilchen betrachtet werden.
Ist f € Efy, so ist das Quasiteilchen ein ,Loch®, ist f € (1 — E)$9y,
so ist es ein Teilchen der urspriinglichen Art. Die Operatoren b(f) und
b(g)* erfiillen die folgenden Vertauschungsrelationen

[6(f),b(g)]+ = (f,(1 = E)g) + (9, Ef),

[b(f),b(g)]+ = 0 = [b(f)", b(g)"]+
Der Vektor @5 beschreibt den Vakuumzustand fiir die Quasiteilchen.

Man kann auch fiir Projektoren E auf unendlichdimensionale Teilrdume

die Operatoren b und b* studieren und einen Vektor ®p suchen, der
durch alle Operatoren b(f) vernichtet wird. Es gilt aber der folgende
Satz:
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THEOREM [.2. Sei & € = mit a(f)*® = OVf € R, wobei R ein
unendlichdimensionaler Teilraum von £, ist. Dann ist ® = 0.

Beweis: Sei f € & mit || f|| = 1. Dann gilt

® = fa(f), a(f)]+® = a(f)"a(f)®.
Fiir g L f vertauscht a(g) mit a(f)*a(f). Sei (f;)ien eine Orthonor-
malbasis von K. Dann gilt fiir alle £ € N

S =a(fi) ...a(fx)a(fe).. . a(fr)P

Sei nun ¥ € $H~ ein Zustand mit beschrankter Teilchenzahl, d.h. dng €
N mit ¥,, = 0 fiir n > ng. Dann ist

a(fi) .- a(fr)¥ =
fiir £ > ng. Also gilt fiir £ > ng
(U, @) = (¥,a(f1)"...alfr) alfk) - .. a(f1)®P)
= (a(fk)---a(f)¥,a(fi) ... a(f1)®) =0

® ist also orthogonal auf allen Vektoren mit beschréinkter Teilchenzahl,
d.h. ®,, = 0Vn, also & = 0. U
Man kann jetzt einen Fockraum fiir die Quasiteilchen einfiihren,

- _ @ﬁf"
n=0
mit den n-Quasiteilchenrdumen
9P ={deHFf®- - ®5§fi, U(o)® =signo®,0 € S, }

-~
n

und dem Ein-Quasiteilchenraum
97 =1 - E)9H @ E9, .
5’)‘15 stimmt mit $; als reeller Hilbertraum iiberein. Der Unterschied

besteht darin, dass der Operator der Multiplikation mit ¢ durch (1 —
E) — iE ersetzt worden ist und dass das Skalarprodukt jetzt durch

gegeben ist. Auf dem neuen Fockraum wirken die neuen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren in entsprechender Weise. Da die neuen n-
Teilchenrdume nicht unmittelbar als Rdume von Funktionen gegeben
sind, ist es giinstig, die Operatoren b und b* abstrakt zu charakterisie-
ren:

b(f) Z C(i)q)z zn \/_Z f CI)H ® e q)zn

(%)

1
* (I)h@...@q)i = —1 nq)i1®"‘®(bi RIRQD; 1...(1)2.
f) E@ " kEZO( ) S OPiy, n

®p ist der Vakuumvektor im Quasiteilchen-Fockraum $~.
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Ein wichtiges Beispiel fiir einen solchen Projektor ist der Projektor
auf Energien unterhalb der Fermi-Energie pu > 0,

. f(p) ’ Ip|? <u
) = 2M
T { 0, B>y

Dann beschreibt &5 den Zustand, in dem alle Einteilchenzustande mit
Energien unterhalb von p besetzt sind.






KAPITEL II

Relativistische Einteilchensysteme

1. Die Poincaré-Gruppe

Nach den Prinzipien der speziellen Relativitdtstheorie haben phy-
sikalische Systeme, die sich nur dadurch unterscheiden, dass sie ge-
geneinander gleichférmig bewegt sind, identische Eigenschaften. Weiter
gibt es eine Grenzgeschwindigkeit fiir die Ausbreitung von Signalen, die
Lichtgeschwindigkeit ¢, die in allen Systemen gleich ist. Ublicher Wei-
se verwendet man in der relativistischen Physik Mafsysteme, in denen
c =1 gesetzt wird.

Wir fassen jeden Raumzeitpunkt (£,x) als Element des R* auf,

(t,x) =2 = (2°, 2", 2%, 2°)
mit 2° = ¢ und (2!, 22, 23) = x. Eine gleichfésrmige Bewegung mit
Geschwindigkeit v wird in diesem Raum als Gerade dargestellt,
v(7)=(1,v)T+a, TER, a € R*.

Fiir jede mit Signaliibertragung verbundene Bewegung gilt |v| < 1.
Raumzeitpunkte z, die vom Punkt 0 aus durch ein Signal mit |v| <1
erreichbar sind, bilden den Vorwértslichtkegel

Ve ={zeR' 2" > x|},

solche, von denen aus der Punkt O erreichbar ist, den Riickwéartslicht-
kegel
Vo={reR —2’> x|} =-V,.
ViuV. ={x € R (2°)? > |x|*} nennt man die Menge der zeitartigen
Punkte. Der Rand des Vorwirtslichtkegels,
oV, = {z e R 2" = |x|}

ist die Menge der Punkte, die vom Ursprung aus durch ein Lichtsignal
erreichbar sind. Punkte mit |2°| = |x| nennt man lichtartig, solche mit
|2%| < |x| raumartig.

Die Struktur der Raumzeit 148t sich durch ein (indefinites) Skalar-
produkt beschreiben

(zly) =2y :=a"" —x-y.
Andere Schreibweisen sind

ry = 2ty = 2 9,y" .
27
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Hierbei wird immer die Summationskonvention verwendet, dass iiber
Indizes, die einmal oben und einmal unten vorkommen, summiert wird
(von 0 bis 3). g, ist der metrische Tensor mit Komponenten

1 0 0 0
(o -1 0 o0
W) =10 0 -1 o
00 0 -1

und y, = g,y Den R* versehen mit diesem Skalarprodukt nennt man
den Minkowskiraum M.

Die Bewegungsgruppe des Minkowskiraums ist die Menge der Ab-
bildungen L mit der Eigenschaft

(Lx_Ly)QZ(x_y)za x,yEM,

und wird Poincaré-Gruppe genannt (Bezeichnung P). Die Abbildungen
A € P, die den Ursprung nicht &ndern, heiflen Lorentz-Transformationen.
Sie bilden eine Untergruppe L.

Jede Poincaré-Transformation lésst sich als Produkt einer Lorentz-
Transformation A und einer Translation a schreiben,

Lr=a+ Az, L= (a,A).

Die Lorentz-Transformationen des Minkowski-Raums entsprechen den
Rotationen des euklidischen Raums und sind wie diese lineare Abbil-
dungen,
(Ax)” = A* a2
mit A¥, € R.
Das Gruppengesetz in P lautet
(a1, A1) (az, A2) = (a1 + Arag, AAs) .

Lorentz-Transformationen sind Volumen erhaltend (also |det A| =
1), kénnen aber die Orientierung dndern. Z. B. ist die Raumspiegelung

Is(l‘O,X) = (xov _X)

eine Lorentz-Transformation mit det A = —1.

Weiter bilden Lorentz-Transformationen den Vorwértslichtkegel ent-
weder in sich oder in den Riickwértskegel ab.
Beweis: Seien z,y € V. Dann ist 2 > |x|, y° > |y| und damit

wy ="y’ —x-y > x|ly| -x-y>0.
Az und Ay sind zeitartig, liegen also in V, UV_. Lége einer der beiden
Punkte in V., der andere in V_, so folgte
AzAy <0 < zy

im Widerspruch dazu, dass die Lorentz-Transformationen das Skalar-
produkt des Minkowskiraums erhalten.
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Fiir die Matrixelemente von A bedeutet die obige Eigenschaft, dass
|A00| >1 iSt,
3
1= A(1,0)* = (A%)” = ) (A')” .
i=1
Wir sehen daraus, dass die Lorentz-Gruppe in die folgenden Zu-
sammenhangskomponenten zerfallt:

EL (eigentliche orthochrone Lorentzgruppe): det A = 1, A% > 1.
Diese Lorentz-Transformationen erhalten die Raumorientierung und
die Zeitorientierung (Zukunft und Vergangenheit werden nicht ver-
tauscht). Die identische Tranformation 1 gehort zu dieser Komponente.

L£odetA =1, A% < —1, z.B. —1.
Ll det A = —1, A% > 1, z.B. die Raumspiegelung Is.
LY det A = —1, A% < —1, z.B. die Zeitspiegelung Ir.

Entsprechend zerfillt die Poincaré-Gruppe P in die Zusammen-
hangskomponenten P_TH P}r, PI, P!, Nur die Elemente der Zusammen-
hangskomponente der Eins entsprechen physikalisch realisierbaren Trans-
formationen. Daher fasst man 731 als die relativistische Invarianzgruppe
auf. Tatsédchlich sind sowohl die Raumspiegelung (Paritét) als auch die
Zeitspiegelung in der Natur nicht als Symmetrien realisiert.

Die Gruppe 771 ist zweifach zusammenhéngend, d.h. die Menge
der geschlossenen Kurven in PJTF zerfallt in zwei verschiedene Klas-
sen, die sich nicht stetig ineinander transformieren lassen. Dies liegt
daran, dass 77_1 die ebenfalls zweifach zusammenhéngende Drehgrup-
pe enthilt. Die einfach zusammenhingende Uberlagerungsgruppe der
731 ist die sogenannte inhomogene SL(2,C), die im folgenden mit P°¢
bezeichnet wird. Sie besteht aus Paaren (a, A) mit Translationen a
und komplexen (2 x 2)-Matrizen A mit Determinante 1. SL(2,C) ist
die Uberlagerungsgruppe der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe
EL. Der Uberlagerungshomomorphismus

SL(2,C) — Ll
A:{ (A ) —  A(A)

wird in der folgenden Weise erklért: Durch

20+ a3 bt —ig?
A e L

~

a;»—>a:::c01+x~5:(

wird eine bijektive Abbildung vom Minkowskiraum in den Raum der
hermiteschen 2 x 2-Matrizen definiert. Es gilt

detz = 22 .
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Man setzt nun
A(A)x = Az A™ .

Man verifiziert leicht, dass A(A) eine Lorentz-Transformation ist. Es
gilt A(A) = A(B) = A = +B und A(SL(2,C)) = £.

Beipiel: (i) Sei
| el
A= 629/25(1 +n-0)+ e_’9/2§(1 —n-d),

In| = 1, § € R. Dann ist A(A) eine Rotation mit Drehachse n und
Drehwinkel 6.
(ii) Sei

1 1
A= 69/25(1 +n-d)+ 6—9/25(1 —n-q).

In| =1, € R. Dann ist A(A) eine Lorentzbeschleunigung (Boost) mit
Geschwindigkeit v = n tanh 6.
Die Gruppenmultiplikation in P¢ wird jetzt gegeben durch

(a1, A1) (az, As) = (a1 + A(Ay)ag, A1 As) .

Neben der Abbildung x +— 2 werden wir noch eine weitere Ab-

~

bildung des Minkowskiraums in die Menge der hermiteschen 2 x 2-
Matrizen benutzen,

~ 0 . 20— —l 4 in?
r—r=2x1—-Xx-0= 1 9 0 3
—xr —x T+
Es gilt
xr = 2°1
und daher

~

ANA)z = (A 1zA™
2. Poincaré-Symmetrie in der Quantenmechanik
Wir nehmen an, dass die Zusténde eines relativistischen Teilchens
durch die Strahlen ® eines Hilbertraumes $) beschrieben werden
P={\P,AcC}, PecH, D£O.

Eine Poincaré-Transformation L € 731 transformiert Einteilchenzustande
in Einteilchenzusténde,

=T d=U, Ve, UV£0.

Das transformierte System soll dieselben physikalischen Eigenschaften
wie das urspriingliche System besitzen. Insbesondere sollen die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten (Strahlprodukte)

T 7 |((I)7\Ij)|2
O V) = — -~
(V) = (T
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gleich bleiben,

(1,6, T, ¥) = (&, 9) .
Fiir Transformationen, die das Strahlprodukt invariant lassen, gilt der
folgende Satz von Wigner:

THEOREM I1.1. Sei T eine invertierbare und Strahlprodukt erhal-
tende Abbildung der Strahlen eines Hilbertraums auf sich. Dann gibt es
eine invertierbare, reell lineare und isometrische Abbildung T : $ — $
mat der Eigenschaft

TO =T .
T st bis auf einen Faktor vom Betrag 1 eindeutig bestimmt und ist
entweder unitdr oder antiunitdr.

Ist 7" als Quadrat einer anderen Strahltransformation darstellbar,

T=25%,
so ist T = AS? notwendig unitir, da das Quadrat eines antiunitiren
Operators unitér ist. In der Zusammenhangskomponente der 1 in der
Poincaré-Gruppe kann jedes Element als Produkt von Quadraten ge-
schrieben werden, daher ist 717, fiir alle L € PJTF unitéar.

Fiihrt man zwei Poincaré-Transformationen L; und L, hinter ein-
ander aus, so soll der transformierte Zustand mit demjenigen iiberein-
stimmen, den man durch die Transformation L = L;Ls erhélt, d.h.

TL1TL2 = TLlLQ
(Strahldarstellung oder projektive Darstellung). Fiir die Operatoren T},
folgt daraus
TLlTL2 = eiW(Ll’L2)TL1L2
mit w(Ly, Ly) € R. Andert man die Definition von 77, ab,
T; = BTy, |
so ergibt sich
Tll,lT[,Q — Giw/(Ll’L2)T£1L2
mit
u)'(Ll, Lg) = W(Ll, LQ) + Oé(Ll) + O./(LQ) — O./(LlLQ) .
Damit stellt sich die Frage, ob man durch eine geschickte Wahl von «
erreichen kann, dass w’ verschwindet. Diese Frage fithrt auf die Unter-
suchung der Gruppenkohomologie von 771.
Nehmen wir an, dass die Strahldarstellung im folgenden Sinne stetig
ist,
(116, ¥) — (b, 1)
for L — 1. Fiir solche Strahldarstellungen wird das Problem durch den
folgenden Satz von Wigner und Bargmann gelost.
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THEOREM 11.2. Zu jeder stetigen Strahldarstellung L — Ty, der
eigentlichen orthochronen Poincaré-Gruppe 771 gibt es eine stark stetige
unitare Darstellung U der zweifachen Uberlagerungsgruppe P€, sodass
qgilt

U(a, A)(I) = Ta,A(A)(i)
mit der Uberlagerungsabbildung A.

Zur Beschreibung relativistischer Einteilchensysteme verwenden wir
daher den folgenden Ansatz: Der Hilbertraum der Zusténde eines Teil-
chens ist der Darstellungsraum einer irreduziblen, stetigen, unitéren
Darstellung von P¢. Unsere néchste Aufgabe besteht darin, diese Dar-
stellungen zu finden.

3. Die Darstellungen der Poincaré-Gruppe

Sei U eine stark stetige, unitére, irreduzible Darstellung von P¢ in
einem Hilbertraum $). Wir betrachten zunéchst die Einschrankung von
U auf die Untergruppe der Translationen,

R*> aw— Ula) .

Diese Darstellung kann durch 4 selbstadjungierte, miteinander ver-
tauschbare Operatoren P,, u = 0,...,3 charakterisiert werden,

Ula) = ef™ .

Das gemeinsame Spektrum dieser 4 Operatoren bildet eine abgeschlos-
sene Teilmenge des R*,

sp P = {(po, p1-p2, p3) € RY|p, € sp P, 0 =0,...,3} .
Aus der Darstellungsrelation
U(A)U(a)U(A) ™ =U(A(A)a) , A€ SL(2,C)

folgt
U(A)PaU(A)™" = P(A(A)a) .
Daher ist sp P Lorentz-invariant. Ist ® ein gemeinsamer Eigenvektor
von Pa, a € R* mit Eigenwerten pa, so ist U(A)® ein Eigenvektor
von P(A(A)a) mit Eigenwerten pa, oder, gleichbedeutend, Eigenvektor
von Pa mit Eigenwerten p(A(A™!)a). Eigenvektoren selbstadjungierter
Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind aber orthogonal. Daher
ist nur der Eigenwert p = 0 mit der angenommenen Stetigkeit der
Darstellung U vertréglich.
Wir erhalten eine Klasse irreduzibler Darstellungen durch

Ula,A) =U(A)

mit einer unitéren irreduziblen Darstellung der SL(2, C). Diese Darstel-
lungen beschreiben aber sicherlich keine Teilchen, da die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten ® — U(a)¥ von a unabhéngig sind. Der Fall
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U(A) = 1 charakterisiert die Transformationseigenschaften des Vaku-
ums.

Wir betrachten nun zu jedem Punkt p € R* seinen Orbit O, unter
Lorentz-Transformationen,

0, ={qgeR* 3\ € L] mit pA = ¢} .

mit (pA), = p,A”,. sp P ist sicherlich eine Vereinigung von Orbits. Die
Orbits lassen sich wie folgt klassifizieren

H ={p eRYp> =m?, po >0}
H,, = {p e Rp* =m? po <0}
OV, ={peR'p*=0, py >0}
OV_ ={peR*p* =0, py <0}
Hp, = {peRp’ = —m?}

{0}

mit m > 0. In einer irreduziblen Darstellung ist P? ein Vielfaches der
Eins. Ist P? = m?1, so ist spP = H;> oder spP = H_. Ist P? =
0, so ist sp P = {0}, spP = 0V, oder sp P = 9V_; in den beiden
letzteren Fiéllen enthélt das Spektrum nicht nur einen Orbit, sondern
(als abgeschlossene Menge) noch zusétzlich den Nullpunkt. 0 ist jedoch
kein Eigenwert.

In Analogie zur nichtrelativistischen Quantenmechanik interpretie-
ren wir Py = P’ = H als Energie und P = (P!, P?, P3) als den Impuls
des Teilchens. Wir werden diese Interpretation spéter begriinden. Im
Augenblick fithrt sie dazu, nur die Orbits mit pg > 0 als Spektren
physikalischer Teilchen zu akzeprtieren.

Wenden wir uns dem Fall sp P = H;} zu. Wir withlen zuerst eine
Darstellung, in der die Impulse diagonal sind. Aufgrund der Poincaré-
Invarianz kann diese Darstellung sehr konkret bestimmt werden.

Wir iiberzeugen uns zunéchst davon, dass unser Hilbertraum einen
dichten Unterraum ® besitzt, auf dem die Erwartungswerte der raum-
lichen Translationen im Unendlichen schnell verschwinden,

lim [x|"(®,U(x)¥) =0Vh € N .

|z|—o00
Dazu setzen wir
D ={PeH L U(L)P ist unendlich oft differenzierbar }

Sei jetzt x # 0 und sei (Ap)y die Einparametergruppe in SL(2,C), die
Lorentzboosts in Richtung von x beschreibt. Dann ist

%A(A)@(O,XMQO = (|x[,0) .
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Also gilt fiir &,V € ©

(U402, URU(A0)D) oo = ~ilx] (@, RBU())

Aber wegen der Bedingung an sp P ist mit ® auch P, '® € ®. Wir
kénnen daher in dieser Gleichung ® durch Py '® ersetzen. Auf der lin-
ken Seite konnen wir die Differentiationen der vektorwertigen Funktio-
nen innerhalb des Skalarprodukts ausfithren und erhalten endlich viele
Vektoren ®;, ¥; € ® mit

[x[(2,U)¥) =) (21, U)W) .

7

Wir wissen, dass die Matrixelemente der Translationen beschrénkt sind.
Dann aber folgt aus dieser Gleichung, dass sie schneller als jede Potenz
verschwinden miissen. (Theorem von Hepp und Jost, siche R.Jost: Ge-
neral Theory of Quantum Fields.)

Wir konnen daher die Fourier-Transformierte dieser Matrixelemen-
te definieren

(@,9) = (27 / Ex (@, U(x)) P>
Wegen der Umkehrformel der Fourier-Transformation gilt
(,U(x)T) = / ap(®, W) ¢

Man {iiberzeugt sich davon, dass (-, -)p eine positiv semidefinite Ses-
quilinearform auf ® ist. Dividiert man durch den Nullraum und ver-
vollstéandigt den so erhaltenen Pré-Hilbertraum, so erhélt man einen
Hilbertraum $,. Auf diese Weise liefert jedes ® € © eine Familie von
Vektoren ®(p) € §, mit

[2(P)* = [l1f; -

Die Vektoren des urspriinglichen Hilbertraums werden so zu Schnitten
in einem Vektorbiindel iiber dem Impulsraum.

Die angegebene Konstruktion zeichnet ein Lorentz-System aus. Man
kann sie in der folgenden Weise geringfiigig modifizieren, sodass sie ex-
plizit unabhéngig vom Lorentz-System wird. Wir setzen

(CID,\If)p = c/d%é(px)(@, U(z)¥)

mit einem noch festzulegenden Faktor ¢ > 0. Fiir p = (m,0) stimmt
dies offenbar mit dem vorher definierten Skalarprodukt bei p = 0
bis auf einen Faktor iiberein. Im allgemeinen Fall gilt (mit w(p) =

VP2 +m?)

_ 3 . iw(q)z®—iq-x
@me_/d@q (@, 0),
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und damit
/d4x5(px) (®,U(z)V)
_ 33 —1,—ix(qa—pw(q)/w(p))
—/d xd°q w(p) e ((ID,‘If)q

Wir fiihren als neue Impulsraumvariable k = q — pw(q)/w(p) ein, mit
der Jakobi-Determinante

ok P-q

e e SR

Integration iiber x liefert die Deltafunktion in k, multipliziert mit (27)3.
Die Auswertung bei k = 0 entspricht der bei q = p, damit erhalten
wir die folgende Beziehung zwischen dem kovarianten und dem nicht
kovarianten Skalarprodukt

(@.0) = c(2w)3%(@, 7)),

Wir setzen ¢ = (27)*2m? und erhalten die Lorentz-kovariante Impuls-
raumzerlegung des Skalarprodukts in §,

(@, W) :/;w—(pm(@,q/)p.

Die Elemente der SL(2,C) induzieren unitére Abbildungen zwi-
schen den Rdumen mit scharfem Impuls,

U(A) : Hpaca) — Hp
mit
(U(A)2)(p) = U(A)2(pA(4)) .
Zu jedem Impuls p € Hf gibt es eine Untergruppe G, der SL(2, C),
die sogenannte kleine Gruppe, deren Elemente p nicht dndern,
G, ={A € SL(2,C),pA(A) = p} .

Dann ist U [g, eine irreduzible Darstellung der kleinen Gruppe auf §,,.
Die kleinen Gruppen auf demselben Orbit sind in der SL(2, C) kon-
jugiert,
q=pA(A) = G, = AG,A" |
und die Darstellungen der kleinen Gruppen auf den jeweiligen Hilber-
traumen zu scharfem Impuls erfiillen die Gleichung

U(ARA™) = U(A)U(RU(A)™ .

mit R € G, und ¢ = pA(A).

Die Darstellung U ist daher bestimmt, wenn die Darstellung einer
kleinen Gruppe bekannt ist. Im Fall der Massenschale H! betrachten
wir die kleine Gruppe zum Impuls (m, 0). Diese ist gegeben durch

G(m,o) = {R € SL(Q, (C), R'R = 1} = SU(Q, (C) .
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Im Ruhsystem des Teilchens ist die kleine Gruppe also die Uberlage-
rungsguppe der Drehgruppe.

Die irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe werden bekanntlich
durch die Spinquantenzahl s = 0, %,1,... parametrisiert. Der Spin,
bezogen auf das Ruhsystem, charakterisiert daher die unitdren Dar-
stellungen der P¢ mit sp(P) = H.

Die Existenz der unitdren Abbildungen U(A) ermoglicht es uns,
die Hilbertrdume §, mit einem Referenzraum zu identifizieren. Im
vorliegenden Fall kann man den Raum $)(;0) mit verschwindendem
rdumlichen Impuls wahlen. Wir suchen dann eine Familie von Lorentz-

Transformationen A, mit
(m, 0)A(A,) =p .

Wie fiir Raumzeitvektoren x setzen wir fiir Impulse p

p=p"1—p-G=pol+ > pioi.

Dann gilt
1 ~
pr = p,at = §trpx
Also ist ] 1
pA(A)x = 5 trpAzA* = 5 tr A*pAz |
d.h.

(PA(A)) = ApA .
Wir wéhlen A, positiv definit, also als reinen Boost. Dann folgt

| p
Ap: E

Wir konnen jetzt den Hilbertraum $ mit einem Raum & von Wellen-
funktionen mit Werten im Raum $)(,, 0y identifizieren,

dp
= L*(H} — ).
ﬁ ( m? ‘6(771,0)7 2(,()(p) )
Dazu fiihren wir den folgenden unitdren Operator V : §§ — K ein,
(V@) (p) = U(Ay)2(p) -
Die Darstellung U von P¢ auf §) ist dann dquivalent zur Darstellung
UL)=VUL)WV*', LecPe
auf dem Raum K. Die Darstellung U’ ist explizit gegeben durch
(U'(a, A)®)(p) = e™*U(R(p, A))(pA(A)) .
Hierbei ist R(p, A) = A,,AA;K( 4 ein Element der kleinen Gruppe

G(m,0) = SU(2), die sogenannte Wigner-Rotation. Jede irreduzible Dar-
stellung der SU(2) induziert so eine irreduzible Darstellung der P¢, und
alle Darstellungen der P¢ mit sp P = H; sind von dieser Form.
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Fiir das folgende ist es giinstig, die irreduziblen Darstellungen der
SU(2) in der folgenden Weise zu beschreiben. Sei ), s € Ny/2, das
2s-fache symmetrische Tensorprodukt von C2. $*) ist die lineare Hiille
der Vektoren

ER---®E, £cC?.
2s

H® hat die Dimension 2s + 1. Eine Darstellung V, der SU(2) auf £(*)
wird erklart durch

Vi(R)E® - - ®E=RE® - ® RE.

Man verifiziert leicht, dass es sich um die Darstellung mit Spin s han-
delt. Wir nutzen jetzt aus, dass diese Darstellung eine natiirliche Fort-
setzung auf die SL(2, C) besitzt,

Vio(A)® - RE=AE @ ® AE .
Damit kann die Wigner-Rotation in der Darstellung V,, faktorisiert
werden,
Veo(R(p, A)) = %O(Ap>‘/;0(A)V90<A;/\1(A)) :
Wir setzen jetzt
U(p) = Vao(4,)®(p) .
U transformiert sich unter L € P¢ nach
(U"(a, A)¥)(p) = P*Vio(A) U (pA(A)) .
Damit U” unitiar wird, muss die Norm von ¥ so gewéahlt werden, dass
sie mit der von ® iibereinstimmt. Sie ergibt sich zu

I = o = [ 5B (v, Vi (%) ()

U interpretieren wir als die Impulsraumwellenfunktion eines Teilchens
mit Masse m und Spin s. Die zugehorige Ortsraumwellenfunktion ergibt
sich durch Fouriertransformation

W(a) = (27) 2 / %e—m\y@) |

Sie transformiert sich unter Poincaré-Transformationen nach
(U(a, A)U)(z) = Voo (A)U(A(A) (z — a)) .

Im Fall verschwindender Masse muss die Analyse etwas modifi-
ziert werden. Wir wéhlen zunéchst einen Impuls ¢ € 0V, z.B. ¢ =

(%,0,0, %) Dann ist
~ 10
i-(00)
Die kleine Gruppe ist

Gq:{RGSL(2,(C),R*((1) 8)}%:(3 8)}
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Man findet

a e

ip
R:(6 0 ),ngR,aeC.

—_—

G, ist die zweifache Uberlagerungsgruppe E(2) der Bewegungsgruppe
E(2) der euklidischen Ebene. Dabei entspricht der Fall a = 0 einer
Drehung um 2¢ und der Fall ¢ = 0 der Translation um (Rea, Ima).

Im ersten Schritt miissen jetzt die Darstellungen der E(2) bestimmt
werden. Hierbei kann man wie bei der Poincaré-Gruppe vorgehen. Die
Darstellung der Translationsuntergruppe der E(2) wird bestimmt durch
das Spektrum ihrer Generatoren K, K,

1 0 _ Li(Kia1+Kzaz2)
Q(a1+ia2 1)_6 ’

—_—

In einer irreduziblen Darstellung der E(2) muss das Spektrum eine
Kreislinie im R? mit dem Ursprung als Mittelpunkt sein.
Ist der Radius Null, so werdem die Translationen trivial dargestellt,

die entsprechenden Darstellungen der E(2) sind dann
ip )
Q(e _Ow):ew",nEZ.
a e

n/2 nennt man die Helizitdt, die zugehorige Darstellung der P€ eine
Helizitatsdarstellung.

Im Fall, dass der Kreisradius p nicht verschwindet, sind die kleinen
Gruppen zu jedem Spektralwert von (K7, Ky) gleich {£1} = Z,. Diese
Gruppe besitzt die beiden irreduziblen Darstellungen

+1 -1, £1 — 1.
9, kann mit L?(0, 27) identifiziert werden. Die Darstellung ist

(2(5 ) )@=tz

mit ®(a + 2n7w) = (£1)"®(«). Die entsprechenden Darstellungen der

P¢ sind bisher nicht zur Darstellung von Teilchen benutzt worden.
Zur konkreten Beschreibung der Helizitédtsdarstellungen suchen wir

wieder eine Familie B, € SL(2,C), p € 0V mit der Eigenschaft

BiqB, =D .
Eine mogliche Wahl ist

1 ( po+p3 p1—1ip
sz(po+ps)2< o 2>'

Damit identifizieren wir $) als den Raum der Wellenfunktionen auf 0V,
mit dem Skalarprodukt
Pp—r

(@, ) = /mé(p)‘lf(p) :
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Die Darstellung der P¢ ist auf diesem Raum gegeben durch
(U(a, A)®)(p) = e™h(p, A)"@(pA(A))
mit der Helizitatsphase
h(p, A) = (BpAB;Al(A))ll .

Man kann die Helizitdtsdarstellungen mit Helizitdt s € Ny/2 als
Grenzfille der Darstellungen mit Masse m und Spin s im Limes m — 0
erhalten. Dazu fassen wir zunéchst den eindimensionalen Raum §), als
Unterraum des (2s + 1)-dimensionalen Darstellungsraums der SU(2)
auf, in dem die 3-Komponente des Spins den Eigenwert s hat,

9y = Vao(0)$H"
mit
V(A ® - @E=AL@ - ® A¢
fiir alle 2 x 2-Matrizen A. Wegen

(ByAB, , = qh(p, A) , A€ SL(2,C)
ist die Darstellung der SL(2, C) von der Form

~

(U(A)Vo(q)®)(p) = %o(aBpAB;/G(A))q)(pA(A)) :
Wir setzen jetzt dhnlich wie bei den Darstellungen mit positiver Masse
U(p) = Vio(B, ) (p) -
U transformiert sich wie beim massiven Fall
(U"(A)W)(p) = Vao(A)¥(pA(A)) .
Das Skalarprodukt ist
d*p ~
¥ = [ 52 (W), VD) ()
Wir erhalten also dieselbe Beschreibung wie im massiven Fall, nur dass
vor dem Limes m — 0 das Skalarprodukt mit m?® multipliziert worden
ist. Hierdurch iiberlebt im Limes nur die Komponente mit s3 = s.
Ahnliche Konstruktionen kénnen im Fall negativer Helizitédt gemacht
werden.

Es verbleiben die Darstellungen mit imagindrer Masse (,, Tachyo-
nen“) und diejenigen mit negativer Energie und positiver Masse. Sie
konnen mit derselben Methode konstruiert werden, entsprechen aber
keinen physikalischen Teilchen.

Wir wollen jetzt die Interpretation der Operatoren P* als Energie-
Impulsoperatoren rechtfertigen. Dazu betrachten wir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

(@, U(t, vt)®)[* .
Im Grenzfall ¢ — oo wird nur die Komponente von ®, die sich mit der
Geschwindigkeit v bewegt, zur Ubergangswahrscheinlichkeit beitragen.
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Sei @ glatt mit kompaktem Triager. Der Integrand in

(@0, viy®) = [ TP_citewpvrpy) P
o 2(p)* g

oszilliert fiir grofe ¢ stark bis auf die stationéren Punkte des Exponen-
ten

0=Vyp(w(p)—p-Vv) :@—v.
Daher kann
d*p )
oy

als die Wahrscheinlichkeit dafiir gedeutet werden, dass die Geschwin-
digkeit v im Gebiet #d:”v um den Wert v = ﬁ liegt. Dies
ist genau der relativistische Zusammenhang zwischen Impuls und Ge-
schwindigkeit. Im Fall imaginérer Masse findet man Uberlichtgeschwin-
digkeiten |v| > 1, im Fall py < 0 sind Geschwindigkeit und Impuls
entgegengesetzt gerichtet, was einer negativen Energie entspricht.

4. Relativistische Wellengleichungen

Die Ortsraum-Wellenfunktionen W, die man durch Fourier-Trans-
formation der Impulsraumwellenfunktionen in irreduziblen Darstellun-
gen der P¢ erhilt, verhalten sich unter Poincaré-Transformationen in
der erwarteten Weise. ¥ ist durch seine Anfangswerte zur Zeit ¢ = 0
eindeutig bestimmt,

U(t,x) = 2 / Py DAL x - y)U0,y)

mit
d3 ‘
AL (t,x) = (27r)_3/_p6—%(w(p)t—p-x) ‘
2w(p)
Uberraschender Weise ist es aber nicht moglich, eine Wellenfunktion

strikt zu lokalisieren. Ist die Wellenfunktion zu einem bestimmten Zeit-
punkt ¢ in einem kompakten Gebiet G lokalisiert,

U(t,x) =0vx e G,

so breitet sie sich in beliebig kurzer Zeit iiber den ganzen Raum aus.
Dieses Verhalten scheint im Widerspruch zur Einstein-Kausalitdt zu
stehen, nach der Signale sich hochstens mit Lichtgeschwindigkeit aus-
breiten kénnen. Es gilt der folgende Satz:

THEOREM I1.3. Sei U # 0 die Ortsraum-Wellenfunktion eines rela-
tivistischen Teilchens. Dann kann VU nicht auf einer offenen nichtleeren
Teilmenge des Minkowskiraums verschwinden.
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Beweis: Die Impulsraumwellenfunktion ® hat Triger in V... Daher be-
sitzt sie eine Laplace-Transformierte

Wr =)= (07 [ B e

2w(p)

mit y € V. U ist analytisch in der sogenannten Rohre (,, Tube“) 7 =

M —4V,. Die Ortsraumwellenfunktion ergibt sich als Randwert fiir y —

0. Nach dem ,, Edge of the Wedge“-Theorem (einer mehrdimensionalen

Version des Schwarzschen Spiegelungsprinzips) ist W identisch Null,

wenn die Randwerte auf einer offenen Menge verschwinden. O
Das Normierungsintegral im Ortsraum ergibt sich zu

||\If||2 — 2;(2s+1) /d3x(\IJ(t,x), 2V.‘,,o(m_%)\ll(t,X))

ot
unabhéngig von t. Hierbei ist 0 = (%, V).

Im Fall s = 1/2 ldsst sich das Normierungsintegral vereinfachen. Es
gilt

()

o 17 ~
1o =5(0+0), 90V = —m?V .

Wir setzen x = #5\1’, definieren eine 4-komponentige Wellen-Funktion
Y
w—(X)

1w =m [ @xjue

mit dem Standard-Skalarprodukt auf C*.
Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

P[):\/‘PP—l—mZ

ist nicht polynomial. Daher geht sie im Ortsraum nicht in eine Diffe-
rentialgleichung {iber; dies ist die Ursache fiir das nichtlokale Verhalten
der Losungen. Es liegt daher nahe, von der quadrierten Gleichung

F§ = [P +m’

und finden

auszugehen. Diese Gleichung besitzt zusétzlich Losungen negativer Ener-
gie. Im Ortsraum wird sie zur Klein-Gordon-Gleichung

O+m*)V =0, 0=0"9, .

Die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist eine Superposi-
tion einer Losung mit positiver Energie und einer Losung mit negativer
Energie,

o) = m) " [ B (a4 p)e)
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Zur Bestimmung von ¢(t,x) muss neben ¢(0,x) auch 2¢(0,x) als
Anfangsbedingung (Cauchy-Daten) vorgegeben werden. Mit

A(zx) :=2Im A, (x)
ergibt sich

o(t,x) = — / d3y(%A(t, x —y)p(0,y) + At x — y)%w(O, y)) -

A ist antisymmetrisch
A(-z) = A(z)
und invariant unter eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformationen
A(Az) = A(z), Ae L] .

Hieraus folgt, dass A(z) fiir raumartige z (2% < 0) verschwindet.
Denn fiir rein raumliche x = (0, x) gibt es eine Lorentz-Transformation
A € /Jl mit Az = —z, z.B. die Drehung um 7 um eine Drehach-
se senkrecht zu x. Da jeder raumartige Punkt durch eine geeignete
Lorentz-Transformation in die ¢ = 0 Ebene gedreht werden kann, gilt
diese Eigenschaft fiir alle raumartigen x. Also gilt fiir 2 < 0 und ein
gecignetes A € L]

Ax) = A(Az) = A(—x) = —A(x)

d.h. A(z) =0.

Aus dieser Eigenschaft folgt, dass Losungen der Klein-Gordon-Glei-
chung ein kausales Ausbreitungsverhalten besitzen. Denn sind die Cauchy-
Daten zur Zeit ¢t = 0 in einer Kugel mit Radius r konzentriert, so sind
sie zur Zeit ¢ in einer Kugel mit Radius r + |¢| lokalisiert. Wegen der
Komponente mit negativer Energie konnen die lokalisierten Loésungen
aber nicht als Wellenfunktionen physikalischer Teilchen angesehen wer-
den.

A selbst ist eine distributionelle Losung der Klein-Gordon-Gleichung
mit den Cauchy-Daten

A(0,x) =0, %A(O,x) =—0(x) .

Fiir Teilchen mit Spin % verwendet man statt der Klein-Gordon-
Gleichung meist die Dirac-Gleichung. Dabei definiert man im massiven
Fall eine zweite 2-komponentige Wellenfunktion

7/' ~
X =—0p
m

und fasst die beiden Spinoren ¢ und x zu einem 4-komponentigen Bi-

spinor ¥ zusammen,
_ [ ¥
v ( X ) '
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¢ erfiillt die Gleichung

(50)
~ T Y =—imy .
0 0

Dies ist die Dirac-Gleichung

(170 —m)p =0
mit den ~y-Matrizen

0 __ 01 i 0 —0;
T\ 10) 7T "4 0 )

Die Gleichung ist auch im masselosen Fall sinnvoll. In diesem Fall
zerfillt ¢ in die beiden chiralen Komponenten ¢ und y, die die Weyl-
Gleichungen

5g0 =0,0dx=0
erfiillen.

Wihrend ¢ sich unter Lorentz-Transformationen nach der definie-
renden Darstellung A — A der SL(2,C) transformiert, gilt fir x

(U(A)x)(z) = (A) " x(A(A) ) .

Der Dirac-Spinor ¢ transformiert sich daher nach der reduziblen Dar-

stellung
A 0
A— ( 0 (A*)_l ) )






KAPITEL IIT

Freie Felder

1. Das skalare Feld
Sei
dp
2w(p)

der Einteilchenraum eines relativistischen Teilchens mit Spin 0 und
Masse m > 0. Wie im nichtrelativistischen Fall definieren wir den bo-

sonischen Fockraum
oo
+ _ +
5" =Por
n=0

91 = (®: H - C||o]? = / B(p)[? < oo}

mit den n-Teilchenrdumen
9 ={®: H! x -+ x H! — C symmetrisch |

d’pi d’p
2 — P n 2
|| _/2w(p1) /2w(pn)|®(p1,...,pn)| < oo} .

Die Darstellung der Poincaré-Gruppe P€ ist durch die Darstellung im
Einteilchenraum festgelegt,

(U, A)®)u(pr, - ., pa) = € =70, (p1AA), ..., paA(A4))

Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren werden wie im nichtrelativi-
stischen Fall erkléart,

@ Blprev ) = VAT [ TG B ).

, B 0
(@(F) )P, 1) = { \/ng:f(pk)(bnq(m e Dk=1,Pk41-- - Pn)

mit f € 9;. Entsprechend ergeben sich die Vertauschungsrelationen zu
dBp —

alf)ale)] = (F.0) = [ 3= TRlae)
[a’(f)’ a(g)] =0= [a(f>*7 a(g)*] :

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu scharfem Impuls werden
als operatorwertige Distributionen eingefiithrt durch

o) = [ 55 wal)

45

,n=20
,n>0
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ol = [ S5 ).

Sie besitzen die Vertauschungsrelationen

la(p), a*(q)] = 2w(pP)d(p — ) , [a(p),a(q)] = 0= [a"(p),a"(q)] -
Im Sinne operatorwertiger Distributionen kénnen wir auch die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren im Ortsraum einfiihren,

ofe) = (27 [ e aly).

d*p ,
a*(x) = (27 _3/2/—a* p)eP .
(@) = @20 [ S Fsa o)
Dies sind Losungen der Klein-Gordon-Gleichung. Thre Vertauschungs-

relationen sind

[a(x),a”(y)] = As(z —y) , la(z),aly)] = 0 = [a"(x),a"(y)] -
Wir suchen jetzt Operatoren, die als lokale Messungen gedeutet

werden konnen (lokale Observable). Wenn A(z) eine Messgrofle am
Punkt = beschreibt, so soll die translatierte Observable

A(y) =U(y — )A(z)U(z — y)

die entsprechende Gréfle am Punkt y beschreiben. Das Einsteinsche
Kausalititsprinzip verlangt, dass Signale nicht mit Uberlichtgeschwin-
digkeit tibertragen werden konnen, daher miissen Messungen an raum-
artig getrennten Punkten miteinander kompatibel sein, d.h. die ent-
sprechenden Operatoren miissen kommutieren,

[A(z), A(y)] = 0 falls (z — y)* <0 .
Eine solche Grofie ist das skalare Feld
p(z) = a(z) +a*(z) .

Es ist eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung, transformiert sich un-
ter Poincaré-Transformationen nach

Uz, A)p(y)U(z, )™ = p(Ay + )
und erfiillt die Vertauschungsrelation
[o(2), p(y)] = iA(x —y) .
Da A fiir raumartige Punkte verschwindet, kann ¢(z) als Messung am

Punkt x gedeutet werden. Aus den Cauchy-Daten fiir A ergeben sich
die folgenden gleichzeitigen Vertauschungsrelationen fiir ¢,

[p(t. %), 0(t,y)] = 0= [¢(t,x), o(t,¥)] ,

Diese Relationen sind das kontinuierliche Analogon zu den kanonischen
Vertauschungsrelationen der Quantenmechanik,

Qs q] =0 = [pr.pi] 5 qk, pi) = 90w,
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wobei der Ort x die Rolle der Komponente k spielt und ¢ der zu ¢
kanonisch konjugierte Impuls ist.

Dass Messungen an raumartig getrennten Punkten kompatibel sind,
bedeutet keineswegs, dass sie auch unkorreliert sein miissen. Korrela-
tionen gibt es im Gegensatz zur nichtrelativistischen Theorie bereits
im Vakuum,

(2 o(2)e(y)Q) = (2, (a(x) + a*(2))(aly) + a*(y))Q)
= [a(z),a"(y)] = Ay (z —y) .

Die Vakuumerwartungswerte der Produkte der Felder nennt man die
Wightmanfunktionen,

Wz, ... z0) = (Q, (1) - o(2,)Q)

Die Wightmanfunktionen sind temperierte Distributionen. Sie lassen
sich mit Hilfe der Vertauschungsrelationen leicht berechnen. Es gilt

(Q (1) - - p(20)9)
:(Q, (a(a1) + a*(z1))p(xs) - - - 80(%)9) '

Der Erzeugungsoperator wird jetzt auf die linke Seite des Skalarpro-
dukts gebracht, wo er als Vernichtungsoperator das Vakuum annulliert.
Der Vernichtungsoperator wird mit dem Produkt der iibrigen Felder
kommutiert und annulliert das Vakuum auf der rechten Seite. Es bleibt
der Erwartungswert des Kommutators,

[a(zl)’ 90(1‘2> e SO(xn)]
=" Ap(ar — a)e(@2) - (@) e(@re) - (@) -

Hieraus folgt die Rekursionsrelation

Wiz, ..., z,) = ZA+(:L’1 — )Wy oo, oo Thy e o, T)
k=2

wobei das Symbol g bedeutet, dass das Argument y ausgelassen wird.
Zusammen mit den Anfangsbedingungen Wy = 1 und W; = 0 sind
dadurch alle Wightmanfunktionen bestimmt.

Es hat sich als sehr praktisch herausgestellt, die sich ergebenden
kombinatorischen Formeln mit Hilfe von Graphen zu formulieren. Sei
G.(n) die Menge aller gerichteten Graphen mit n Vertizes {1,...,n},
sodass jeder Vertex mit genau einem anderen Vertex durch eine Linie
verbunden ist, wobei der Anfangspunkt (,,source”) s(l) der Linie [ im-
mer einen kleineren Index hat als der Endpunkt r(I) (,range®). Fiir
ungerade n ist diese Menge offenbar leer. Es gilt

Walay,w) = Y ][ A+ @ — 200) -

GeGy(n)
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Niitzlich ist auch die Formulierung mit erzeugenden Funktionen. Sei
f eine reellwertige Testfunktion. Es gilt nach der Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel

ot fdtap(@)f(z) _ i [ d*wa®(2)f(x) i [ d*wa(@)f(z) =5 [ d*e [ d*yf(2) Ay (@—)f(y)
Also folgt
(Q, eingxgo(:(;)f(gj)Q) _ 6—%fd4xfd4yf(z)A+(x—y)f(y) _
Daher erhélt man den symmetrisierten Anteil der Wightmanfunktionen
durch Funktionalableitungen aus der erzeugenden Funktion

ZTLWn(I'l’ e ,xn)symm

_ o ot [ A @A @-0I) |
0f(x1) -0 f(xn)
Wegen des singuldren Charakters der 2-Punkt-Funktion A, sind Po-
tenzen des Feldes nicht wohldefiniert. Berechnet man z.B. formal den
Vakuumerwartungswert von ¢(x)?, so ergibt sich
2 -3 d’p
(. pl0)'2) = 8,0 = 21 [ TP o

2w(p)
Wir kénnen aber normalgeordnete Produkte definieren, indem wir das

Feld in den Vernichtungs- und den Erzeugungsanteil aufspalten und alle
Vernichtungsoperatoren rechts von den Erzeugungsoperatoren schrei-

ben,
() p(e)i= Y J[a" @) [Jale)) -

Ic{1,...,n} i€l GeI
Mit Hilfe erzeugender Funktionen finden wir fiir die normalgeordneten
Produkte

f=0 -

571
o) e elen) = T R

i’fL

ot [ dtzp(@) f(o) . o
mit
zeifd‘lﬂw(f)f(r) — eifd4mlp(z)f(1)e% Jdz [d*yf(z)Ar(z—y)f(y) '

Die normalgeordneten Produkte lassen sich auf zusammenfallende Punk-
te einschrianken. Man erhélt die Wickpotenzen : ¢(x)™ :. Diese sind
selbst als Quantenfelder erkléart. Thre Wightmanfunktionen ergeben sich
aus denen von ¢, indem man alle Argumente, die zu einer Potenz
gehoren, gleichsetzt und die Graphen mit Linien, deren Randpunkte
zusammenfallen (,, Kaulquappen® (tadpoles)) weglésst,

(97 (@)™ ()™ Q) - Z ca H A+(:E5(l) — l’r(l)) .

GeGy(n1,...n)

Hierbeiist G, (nq, ..., ny) die Menge der Graphen mit k Vertizes 1,. .., k,
bei der vom i-ten Vertex n; Linien ausgehen. Die Linien verbinden je-
weils zwei verschiedene Vertizes und sind zum Vertex mit dem grofie-
ren Index gerichtet. Der Faktor cg gibt an, wieviele Graphen Gy €
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G+ (> n;) es gibt, die durch Kontraktion der ersten n; Vertizes zum
Vertex 1, der nichsten ny Vertizes zum Vertex 2, usw. den Graphen GG
ergeben.

Zur Berechnung des kombinatorischen Faktors cg ersetzen wir die
Vertizes i € {1,...,k} des Graphen G durch Mengen von nZ Punkten.
Ist [;;, die Zahl der Linien zwischen ¢ und 7, dann gibt es H l 5 Moglich-

keiten, die dem Vertex ¢ entsprechenden Punkte in die mit den anderen
Vertizes durch jeweils eine Linie verbundenen Teilmengen aufzuteilen.
Insgesamt erhalten wir

[Tiz; (L)
Moglichkeiten. Zwischen den durch Linien verbundenen Teilmengen der
Punkte in den Vertizes ¢ und j gibt es [;;! verschiedene Moglichkeiten,
die Linien zu wéhlen. Insgesamt erhélt man

¢ == .
ILic; Uit
Wir kénnen die obige Formel fiir die Wightmanfunktionen der Wick-
potenzen auch in der folgenden Form schreiben

LQP\T; . A ZBZ
(Q, H @(ni!) Z H +
% G i<j

Wesentlich fiir diese Formel ist, dass die auftretenden Produkte von
A wohldefinierte Distributionen sind (siche Aufgabe 22).

Als ein Beispiel fiir ein etwas allgemeineres Wickpolynom betrach-
ten wir die Energiedichte

2

h(z) = % o(x)?: +% ()% —i—% V(z): .

Ausgedriickt durch die Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren zu schar-
fen Impulsen ergibt sich

h(z) =

_3 d3p d3q 2 * i(p—q)x
30 [ s [l rap)o(a) +p - @)e’ (aa)e ™

+(m® —w(p)w(q) = p-a)(a(p)alg)e P + a*(p)a*(g)e’ ")) .
Die Energiedichte hat also einen Teilchenzahl erhaltenden Term, einen
Term, der ein Teilchenpaar erzeugt und einen, der ein Teilchenpaar
vernichtet. Bei Integration {iber x bei festgehaltener Zeit erhélt der
Teilchenzahl dndernde Term einen Faktor d(p + q), der Teilchenzahl
erhaltende Term einen Faktor §(p —q). Der Term m? —w(p)w(q) —p-q
verschwindet bei p = —q, daher trigt zum Integral nur der Teilchen-
zahl erhaltende Term bei. Man findet

[ aexnien) = [ S Ewtpla wyate) = 1
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also die Gesamtenergie, was die Interpretation von h als Energiedichte
rechtfertigt.

Die klassische Energiedichte des Klein-Gordon-Feldes hat dieselbe
Form, nur dass die Normalordnung wegféllt. Im Gegensatz zur klassi-
schen Energiedichte ist die Energiedichte des Quantenfeldes aber nicht
immer positiv. Dies folgt aus der einfachen Tatsache, dass die Energie-
dichte im Vakuum verschwindet, die Fluktuationen der Energiedichte
aber nicht. Formal gilt

(Q, h(x)*Q) = o0 .

Daher ist das Vakuum kein Eigenzustand der Energiedichte, und in der
Zerlegung nach Eigenzustdnden miissen sich die Beitrdge mit positiven
und negativen Eigenwerten aufheben.

Die Existenz von Zustdnden mit Energiedichten, die in bestimmten
Raumzeitgebieten negativ sind, hat Auswirkungen in der Allgemeinen
Relativitdatstheorie. Viele Aussagen dieser Theorie beruhen auf der An-
nahme einer positiven Energiedichte. Ist diese Annahme verletzt, so
sind exotische Raumzeiten mit Wurmléchern und &hnlichem moglich.
In der Science Fiction Literatur wird daher ausgiebig von dieser Op-
tion Gebrauch gemacht. Eine genauere Analyse allerdings zeigt, dass
negative Energiedichten nur unter sehr einschrdankenden Bedingungen
moglich sind. So ist das zeitliche Integral der Energiedichte an jedem
Punkt nichtnegativ, eine zu einem Zeitpunkt negative Energiedichte
muss daher spéter zuriickgezahlt werden, und zwar, wie sich zeigt, mit
Zinsen (,,Quantenzins®).

Wir wollen jetzt, wie im nichtrelativistischen Fall, die Auswirkung
einer zeitunabhéngigen Quelle auf unser System untersuchen. Unser
zeitabhéngiger Hamilton-Operator sei gegeben durch

H(t) = Hy — /d?’xgp(O,x)f(t,x)

mit einer reellwertigen Testfunktion f € D(M). Die Rechnungen sind
vollig analog zu denen in Kapitel I. Der Zeitentwicklungsoperator im
Wechselwirkungsbild ist

V(t,s) = Tt focat <o d'o(@) f(2) :
und fiir die S-Matrix finden wir
S(f) _ Teifd4:vnp(a:)f(ac) _ eifd4a:<p(x)f(:v)€—ioc
mit o = 1 20540 d®(x,y) f(x) f(y)A(z —y). Ausgedriickt durch normal-
geordnete Produkte ergibt sich
S(f) =:e! /4N (0, 5(£)9)
mit

(2,5(£)Q) = o~ 3 J @) f(@)f W) (At (z—y)+iO(z"~y) A(z—y))
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Hierbei ist © die Heavisidesche Sprungfunktion

1, 2°>0
@(:1:0):{0 ., 20<0

Der symmetrisierte Anteil des Koeffizienten von f(z)f(y) im Integran-
den des Exponenten ist der Feynman-Propagator

iAp(z —y) = 0(2° —y°) Ay (z —y)) + O(y° —2°) Ay (y — 1))

= (2 To(x)e(y)Q) .
Man berechnet
e—ipa:
A = lim (2m)™* [ d'p——— .
r(x) 31%1( ) / o ———
Der Feynmanpropagator ist invariant unter der vollen Lorentzgruppe

(einschlieBlich der Zeitinversion) und ist eine Greensche Funktion der
Klein-Gordon-Gleichung,

(O +m*Ap(r) = —6(x) .

Die oben angegebenen Formeln liefern eine Definition der zeitgeordne-
ten Produkte des Feldes ¢ mittels Funktionalableitungen

") - o)

_ o Ao @ (@), o=k [ B @@ WA r ) |

0f(21)---0f(xn)

Die sich ergebende kombinatorische Formel kann wieder mit Hil-
fe von Graphen iibersichtlich geschrieben werden. Sei G(n) die Menge
der Graphen mit Vertizes 1,...,n und ungerichteten Linien, die ent-
weder zwei Vertizes verbinden (innere Linien [ € K3) oder von einem
Vertex nach auen gehen (duflere Linien [ € K3). Jeder Vertex v ist
Randpunkt, v € dl, genau einer Linie [. Dann gilt

To(z1) - Z H o(zor) HQTH@%

Geg(n) veDl

F=0

Formal erhélt man analoge Forrneln, wenn man als Wechselwirkun-
gen hohere Wickpotenzen einsetzt. Wieder berechnet sich die S-Matrix
aus den zeitgeordneten Produkten, und diese ergeben sich wie bei den
Wightmanfunktionen aus den Graphen G € G(nq,...,n;), die durch
Zusammenziehung von Vertizes aus G( ,) entstehen. Man findet

so(ag)™: : iAp(zj — 20, Lij
HIE N I b S e

GeG(na,..., j<m Jm:

Leider sind die in dieser Formel auftretenden Produkte des Feynman-
Propagators im allgemeinen nicht wohldefiniert. Dies ist die Ursache
der Ultraviolett-Divergenzen der Quantenfeldtheorie.

Die auftretenden Graphen lassen sich nach der Zahl der unabhéngi-
gen Schleifen (,,Loops*) klassifizieren. Die Graphen ohne Schleifen nennt
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man Baumgraphen (,Trees®). Die entsprechenden Terme in der Ent-

wicklung der zeitgeordneten Produkte sind wohldefiniert, da die in

den Feynman-Propagatoren vorkommenden Differenzvariablen y;,, =

Tj — T, ljm = 1, unabhéngig sind und nur erste Potenzen auftreten.
Als ein Beispiel betrachten wir die S-Matrix

S = Teifd4zf(z)1p(x)3: )

bis zur 2.0rdnung. Wir finden

S—1+i / dhef(z) : o) — / (a2, y) f (@) f ()T (@) o)

2
mit
T:so(x;!:.:;@!(y) P 390(*?! _9”3(!” _ :90(:62)! gﬁy) iAp(z —y)
+1p(@)e(y): (ZAF%!_ o (ZAF(:;!_ o

Man kann jetzt die Wick-Polynome nach Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren entwickeln. Fiir den Anteil, der 2-Teilchenzustéinde
auf 2-Teilchenzusténde abbildet, ergibt sich zum Beispiel

SQ_Q =1-
91 / &* (2, y) f(2) [ (y)(a*(2)’aly)*+2a" (z)a" (y)a(z)a(y)) Ap(z — y) .

Der erste Term kann als Paarvernichtung am Punkte gy, bei der ein
neues ,,virtuelles* Teilchen entsteht, das seinerseits am Punkt = wie-
der in 2 Teilchen zerfillt, interpretiert werden. Der zweite Term wird
entsprechend als Austausch eines virtuellen Teilchens zwischen einem
Teilchen bei z und einem bei y gedeutet.

2. Felder mit Spin; der Zusammenhang zwischen Spin und
Statistik

Sei $; der Zustandsraum eines Teilchens mit Spin s und Masse
m > 0. Zur Vereinfachung der Notation wollen wir in diesem Abschnitt
m = 1 setzen. Das bedeutet, dass Impulse und Energien in Einheiten
von m gemessen werden.

9, ist nach Kapitel IT der Darstellungsraum der P¢ zur Darstellung
(m, s). Wir wahlen ihn in der Form

d*p
2w(p)

mit den Bezeichnungen aus Kapitel II. Die Darstellung der SL(2, C)
auf $; ist gegeben durch

(U(A)2)(p) = Vio(A)D(pA(A)) .

o1 = {®: Hf — 5| / (©(p)., Vao(§)®(p)) < 00} .
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Fiir das folgende ist wichtig, dass $®) eine natiirliche komplexe Kon-
jugation besitzt, sodass gilt

Vo(A)® = Vo (AP, & € H¥

Wir withlen eine reelle Orthonormalbasis in ). Die Elemente von
konnen dann als (2s+ 1)-komponentige Funktionen dargestellt werden.

Die symmetrischen, bzw. antisymmetrischen n-Teilchenrdume $):
bestehen aus (2s+ 1)"-komponentigen Funktionen von n Impulsen mit
der jeweiligen Symmetrieeigenschaft. Das Skalarprodukt lautet

H(I)||2:/ d3p1 dgpn Z
2w0(p1)  20(Pa)

‘I) ..... (pla ce 7pn>‘/50<;)k1j1 s %0(5)]9,1]'”@3'1 ..... Jn (ph ce 7pn)

Bosonische und fermionische Fockraume $* werden wie vorher kon-
struiert. Vernichtungsoperatoren werden mit Hilfe des Skalarprodukts
in $; definiert,

(a(f>q))n kivokin (D1 D) =
vﬂ—f— / ka n+1]k1 (p7p17~-apn)-

Die Darstellung U der Poincaré-Gruppe auf $4 ergibt sich in natiirli-
cher Weise aus der Einteilchendarstellung. Insbesondere gilt

Ulz, A)a(f)U(z, A) = a(U(z, A)[) .
Die Vertauschungsrelationen lauten

a(f)a(g) = ea(g)a(f) , a(f)alg)” = ea(g)*a(f) + (f,9) ,

wobei € = 1 fiir Bose- und € = —1 fiir Fermi-Statistik gilt.
Wir suchen jetzt wie im Fall s = 0 Felder mit lokalen Vertau-
schungsrelationen,

0i(@)p;(y) = ep;(y)pi(z) , (x—y)*<0.

Diese Felder sollen sich kovariant unter Poincaré-Transformationen trans-
formieren,

Uy, A)pi() Z 0 (A(A)z +)S(A);i |

mit einer endlichdimensionalen Darstellung S der SL(2C).
Da die Felder operatorwertige Distributionen sind, ist es sinnvoll,

die verschmierten Felder
- [ @Y i)
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zu betrachten, wobei f eine Testfuktion mit Werten im Darstellungs-
raum von S ist. Auf dem Raum D dieser Testfunktionen wird die
SL(2,C) durch

(V(A)f)(x) = S(A) F(A(A) ")

dargestellt. Die Kovarianz-Bedingung an ¢ lautet dann
U(A)p(HUA) ™ = o(V(A)f) .

Wir suchen zunéchst eine Linearkombination aus Erzeugungsoperato-
ren und Vernichtungsoperatoren, die sich kovariant transformiert,

p(f) = a(Q(f)) + a(R(f))",

wobei R und () Abbildungen vom Testfunktionenraum D in den Ein-
teilchenraum sind. R ist linear und () ist antilinear. () und R sollen die
Darstellungen V' und U verketten,

QV(A)=U(A)Q ,RV(A)=U(A)R .

Die Bedingung an R ist leicht zu erfiillen. Wir wihlen S = V,, und
setzen

RN = (2} [ dlacf(a).
Bei @) bereitet die Antilinearitdt Probleme. Wir suchen daher einen

Operator C' (,Ladungskonjugation“) in $; mit U(A)C® = CU(A)®.

Ein solcher Operator ist

(CP)(p) = Vio(pQ)P(p)

~

mit ( = ioy. Denn mit (A = A(A))
(ph) = Ap(A") | (4 ¢= (A

und

(U(A)CP)(p) = Vio(A(pA)O)D(pA) |

~

(CUA)P)(p) = Vso(g@)@(p/\)-

folgt die Behauptung aus der Gleichung
pCA = A(pA)C .

Wir wahlen daher

Q(f) = CR(f) .

Wir untersuchen jetzt, ob das so definierte Feld lokale Vertauschungs-
relationen besitzt. Es gilt

e(f)elg) —ee(g)e(f) = (Q(f). R(9)) —(Q(g), R(f)) -
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Wir berechnen
QU F(0) = [ 5B (ValORD), Rle) =

/dg(x, DAL (z — 1) Z Voo (Orj fi(z)gr(y) -

Mit %O(C)k] = (_1)25%0(§)jk erglbt sich
p(f)plg) —eplg)e(f) =

[ ) S ValOus @) (A4l = ) = (=18 (y — )

Falls e = (—1)%, d.h. wenn der iibliche Zusammenhang zwischen
Spin und Statistik gilt, ergibt sich in der letzten Klammer die aus
der skalaren Theorie bekannte Kommutatorfunktion ¢A. In diesem Fall
erfiillen die kovarianten Felder lokale Vertauschungsrelationen

[pi(@), pr(y)]+ = iA(x — y)Vio(Orj -

Im anderen Fall sind die Vertauschungsrelationen verletzt, da A nicht
fiir raumartige Argumente verschwindet.

Die angegebenen Felder sind fiir s > 0 nicht hermitesch. Die her-
mitesch konjugierten Felder lassen sich mit Hilfe der Felder ¢; linear
darstellen. Wir betrachten den Operator

e(f)" = alQ(f))" + a(R(f)) -
Man findet

Q(f) = CR(F) = R(Vio(—i0Q)F) = R(CT) .
mit C = vso(z'gg ). Entsprechend gilt

Q(Cf)=CR(Cf) = R(CCY) .
mit C = ng(—i{g). Wegen (? = —1, Q(‘N? =0, Ro0* = (—m?)* R und
m =1 folgt RoCC = R, also
QCf)=R(f) .

Damit erhalten wir die Majorana-Bedingung

o(f)* = w(Cf) .
Die durch

o) = [ a3 @@
J
implizit definierten hermitesch konjugierten Felder ergeben sich also zu

#i(x) = Vio(i0)ny; ()
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Physikalisch besagt die Majorana-Bedingung, dass das Teilchen mit sei-
nem Antiteilchen iibereinstimmt. Sind Teilchen und Antiteilchen ver-
schieden, so wahlt man als Einteilchenraum die direkte Summe zweier
irreduzibler Darstellungsrdume zur selben Masse und zum selben Spin.
Nennt man a den Vernichtungsoperator fiir das erste Teilchen und b
den Vernichtungsoperator fiir das zweite Teilchen, so erhilt man lokale
Felder durch die Definition

w(f) = alQ(f)) + b(R(f))"

In diesem Fall vertauschen die Felder (; miteinander. Fiir den
(Anti-)Kommutator von ¢ und ¢* ergibt sich wie im Majorana-Fall
(beim richtigen Zusammenhang zwischen Spin und Statistik)

~

[(f)"s p(9)l+ = 25“/018(96 Y)fe(2)9;(y) Vao(O)r; Az — ) -

eh(@), 05 ()]e = 2 V(D) Az — 1) -

3. Das freie Dirac-Feld

Wir betrachten jetzt den Fall s = % Die gleichzeitigen Vertau-
schungsrelationen nehmen in diesem Fall die einfache Form an

1
{ort,x), @it y)} = E‘S(X — )0, ki l=1,2.

Hierbei wurde benutzt, dass A(0,x) = 0 und 9,A(0, x) = —d(x) ist.
@ erfiillt die Klein-Gordon-Gleichung und transformiert sich unter
Poincaré-Transformationen nach

Uz, A)pr(y) Z 0i(AM(A)y + x) Ay,

Wir fiihren jetzt ein zweites Feld y ein durch
Z' ~
Xe(@) = — > (O)kje() -

m =
J

x erfiillt ebenfalls die Klein-Gordon-Gleichung. Im Majorana-Fall ist
X = ¢*. x transformiert sich unter Poincaré-Transformationen nach
der konjugierten Darstellung der SL(2,C),

Uz, A)xe() Z Xi(A(A)y + x) Ay

Wir fassen jetzt ¢ und y zu einem 4—komponent1gen Feld 1) zusammen,

- (z)
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1 transformiert sich unter Poincaré-Transformationen nach

Uz, A)iba(y) Z Up(A(A)y + 2)5(A) o

mit S(A) = ( 81 % ) und erfiillt die Dirac-Gleichung

(i — ) =

0 —CQ }
@_<5< 0 >_u7

Hierbei werden die y-Matrizen in der Form

B 0 Coy
”"(—wc 0)

gewihlt. Diese Form geht durch Ahnlichkeits-Transformation mit der
q

0
01
hervor. Sie erfiillen wie diese die Antivertauschungsrelationen

{7} =2¢9"",
und transformieren sich unter Lorentz-Transformationen nach
SA)S(ATHT = AA) A
Dariiber hinaus erfiillt die Darstellung S die Pseudo-Unitaritatsbedin-
gung

mit

unitdren Matrix aus der in Kapitel IT angegebenen Form

S(A)"S(4) ="
Die Vertauschungsrelationen des Dirac-Feldes ergeben sich zu
{¥a(@), ¥5(y)} = i(S(x = ¥)7")as

mit der 4 x 4-Matrix-wertigen Antikommutator-Funktion

S(x—y) = (g +m)Alx —y) .
Insbesondere erhélt man fiir die gleichzeitigen Antivertauschungsrela-
tionen

{¢a(t7 X)a ¢;(tv Y)} = 50&55(X - Y) .
Die 2-Punkt-Wightman-Funktion ist
(2 Ya(@)¥5(1)Q) = (S+(z = ¥)7")as
mit
Si(z—y) = (i@ +m)Ai(z—y) .

Bei der Definition der zeitgeordneten Produkte muss die Fermi-Statistik
beachtetet werden. Man setzt

Toa(2)¥5(y) = O(2" — 1" )a(@)s(y) — O(y° — 2")¥5(y)a(@) -
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Damit ergibt sich der Feynman-Propagator des Dirac-Feldes zu
(2, Toha(@)v5(y)Q) = i(Sr(z = Y)7°)as
mit
Sp(z) = (i@ + m)Ap(x) = (27r)_4/d4p€_ipz(]6 —m+ig) .

Normalgeordnete Produkte werden &dhnlich wie im Bosefall definiert.
Der Unterschied besteht darin, dass jetzt jeder Term mit dem Vorzei-
chen einer Permutation versehen wird, die die Erzeugungsoperatoren
auf die linke Seite der Vernichtungsoperatoren bringt (verschiedene sol-
che Permutationen haben dasselbe Vorzeichen). Normalgeordnete Pro-
dukte lassen sich wieder auf zusammenfallenden Punkten erkléaren; man
erhélt wie beim Bose-Feld die Wick-Polynome als neue lokale Felder.
Ein Beispiel fiir ein solches Feld ist der Strom

J*(x) = () (x): .

Hierbei ist die Notation in der folgenden Weise zu verstehen: ¢ wird als
Spaltenvektor aufgefasst, ¥* als der zugehorige adjungierte Zeilenvek-
tor. ¢ ist der durch *7° definierte Zeilenvektor. Wegen der Pseudo-
Unitaritét der Darstellung der SL(2, C) ist :41): ein skalares Feld, und
J transformiert sich wie ein Lorentz-Vektor,

U(A)j*(@)U(A) " = AAT)" 5" (AM(A)z) -

J ist ein erhaltener Strom, d,j* = 0. Daher ist das Integral

Q= [@xiex).

(der Ladungsoperator) eine Erhaltungsgrofie (d.h. unabhéngig von t).
Das obige Integral existiert im Sinne von Erwartungswerten auf einem
dichten Bereich und stimmt mit der Differenz der Zahl der Teilchen
und der Zahl der Antiteilchen iiberein. Das Spektrum von () besteht
daher aus den ganzen Zahlen.

Die Dirac-Gleichung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung.
Daher erwarten wir, dass die Losungen durch ihre Werte zu einer vor-
gegebenen Zeit festgelegt sind. Man findet

w(t7X) - /dgy S(t,X - Y)Q/J(O?y) .

Als Beispiel fiir eine Wechselwirkung betrachten wir die Kopplung
des Dirac-Feldes an ein &ufleres elektromagnetisches Feld mit Vektor-
potential A,. Das wechselwirkende Dirac-Feld erfiillt die Gleichung

(i) —ed —=m)p =0.
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Wenn wir das wechselwirkende Feld zur Zeit t = 0 mit dem freien Dirac-
Feld identifizieren, so erhalten wir als zeitabhéngigen Hamiltonoperator

H(t) = Hy — e/dg’xj“(O,x)Au(t,x) :

Die S-Matrix ergibt sich zu
S = Tt S d'zi* (@) Au(x)

Die zeitgeordneten Produkte lassen sich wieder mit Hilfe von Feynman-
graphen darstellen. Die auftretenden Graphen haben gerichtete Linien,
und jeder Vertex ist Anfangs- und Endpunkt einer Linie. Die inneren
Linien [ € K5 entsprechen Feynmanpropagatoren ¢S, die einlaufenden
duBeren Linien | € K. entsprechen einem Faktor 1, die auslaufenden
duleren Linien [ € K_ einem Faktor ¢ im Normalprodukt. Man findet

Tj" (xq) -+ g4 () Zs Z

Q1,050,081 500500

: H Eﬁal (xal) H waaz (xal): H iSF(xS(l x”(l) as1)Br) nyﬁzaz

ek, leK_ €K,

wobei € das Vorzeichen der Permutation der Fermi-Felder ist.

Betrachten wir zunéchst die zusammenhingenden Graphen. Hier
gibt es zwei Typen, die linearen Graphen und die Schleifengraphen. Fiir
die linearen Graphen mit n Vertizes gibt es n! mogliche Reihenfolgen,
in denen die Vertizes durchlaufen werden kénnen. Bezeichnen wir die
Reihenfolge durch eine Permutation o € S,,, so ergibt der entsprechende
Graph den Beitrag

(X)) VOIS (To(1) — To(2)) - ISF(To(n-1) — Tom)) V" DY (To(n)) :
Wir setzen jetzt

P(z,y) = ied(x)iSp(z - y)

und fassen ' als Integraloperator auf,

(Tf)(x) = / Ay T, 9)f(y) . f e SELCH.

Dann ergibt die Summe iiber alle Liniengraphen mit n Vertizes nach
Integration

0l / 08 ()BT ()i Ay (y) == ! / T Vie o

Fiir die Schleifengraphen mit n Vertizes gibt es nur (n — 1)! ver-
schiedene Moglichkeiten, da die Wahl des Anfangspunktes willkiirlich
ist. Bezeichnen wir die Reihenfolge, in der die Vertizes durchlaufen wer-
den, wieder durch eine Permutation o, so erhélt man (unter Beriick-
sichtigung des Vorzeichens von der Vertauschung der Fermifelder) den
Beitrag

—tr " WiSp(Te0) — To2) - Y ISE (Tom) — To1))
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wobei tr die Spur einer 4 x 4-Matrix bezeichnet. Integration ergibt den
Beitrag

—(n—DITrI™ = (n— 1)!/d4xtrF”(x,x) :

Da sich jeder Graph in Zusammenhangskomponenten zerlegen 143,
kénnen damit die Beitrdge aller Graphen berechnet werden. Sei G
ein Graph mit n Vertizes und Zusammenhangskomponenten L1, ... Ly,
St,... 5], wobei die Liniengraphen L; n; Vertizes und die Schleifengra-
phen S; m; Vertizes haben. Dann ist der entsprechende Beitrag

k l
;H/EP"i-lieAq/J: [[oerm
i=1 Jj=1

Es gibt

n!
verschiedene Mdglichkeiten der Aufteilung von n Vertizes in Teilmen-
gen mit ny,...,ng, m,...,m; Vertizes. Der Beitrag aller dieser Gra-
phen ist also

Fm

n! :H/EP”i_lieAw: H(— Tr m;>

Nach Summation iiber n ist die Summation iiber die anderen Sum-
mationsvariablen nur noch durch n; > 0 und m; > 1 eingeschrénkt.
Mit

o0

drr=@1-1)

n=0

(geometrische Reihe) und
= 1
d I"=-I(1-T)-T
n=2 n

(Taylorreihe von In(1+x)) ergibt sich fiir die S-Matrix die geschlossene

Formel
S ::efi(l—r)—lie/hp: eTrln(l—l")—i-l" '

Mit der fiir Matrizen B giiltigen Formel
e B — det P
schreibt sich der Vakumerwartungswert von S als
(2,5Q) = det(1 —T)e" .

Die obigen Uberlegungen lésen das mit der Entwicklung nach Graphen
verbundene kombinatorische Problem. Es bleibt noch zu zeigen, dass
die gefundenen Ausdriicke mathematisch wohl definiert sind.
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Dies ist sicher dann der Fall, wenn die Raumzeit durch ein endliches
Gitter ersetzt wird. In diesem Fall sind die Operatoren endliche Matri-
zen, und man kann die gewonnenen Ausdriicke numerisch berechnen.

Mit dhnlichen Methoden wie bei der Konstruktion der S-Matrix
kann man auch das wechselwirkende Feld konstruieren. Wir benutzen
wieder die Schreibweise als Distribution,

o) = [ de Y v alo)
Wenn v die Dirac-Gleichung mit Vektorpotential A, erfiillt, dann gilt

0= / e 37 (1 — e — m)asis(e) fule)
ap

B / d'e Y () (=i — ed —m)asfale) -
af

d.h. mit D = i@ —m gilt
(D' —ed)f) =0,

wobei der Exponent ¢ den transponierten Operator bezeichnet. Ist z.B.
G ein Integraloperator in S(R*, C*) mit Integralkern G(x,y), so ist der
Integralkern des transponierten Operators

Gz, y) = Gy, z)" .

wobei T sich auf die Transposition der 4 x 4-Matrix bezieht.
Das freie Dirac-Feld g erfiillt die Gleichung

%(th )=0.
Wir suchen daher einen linearen Operator
W : S(R* C*) — S(R*, C*)
mit
D' =W (D' —ed") .
Dann 16st
Y=1goW

die Dirac-Gleichung mit Wechselwirkung.
Sei G eine Greensche Funktion des Operators D — e,

(D —ed)G(x,y) =0(x —y)1 .
Dann ist
W = D!'G?

eine Losung.
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Sei Gy eine Greensche Funktion des freien Operators D. Dann ge-
winnt man eine Reihendarstellung von G' durch

G = Go(edGo)"

Als Greensche Funktion Gy kénnten wir den Feynmanpropagator Sg
wéhlen. Praktischer ist es, die retardierte Greensche Funktion zu neh-
men,

Go(z,y) = Sret(z —y) = O(2° — ") S(z — y)

In diesem Fall stimmt das wechselwirkende Feld im Limes ¢t — —oo mit
dem freien Feld 1 iiberein, ¥, = ¥o. Im Limes ¢ — +oo erhélt man
ein anderes freies Feld, das auslaufende freie Feld 1),,s. Es gilt

Q/JeinS - deaus .

4. Elektrodynamik

Bisher haben wir relativistische Vielteilchensysteme betrachtet und
gesehen, dass man sie als quantisierte Feldtheorien auffassen kann,
sofern der richtige Zusammenhang zwischen Spin und Statistik und
die Teilchen-Antiteilchen-Symmetrie vorhanden sind. Wir wollen jetzt
den umgekehrten Weg beschreiten und einer klassischen Feldtheorie,
nadmlich der Elektrodynamik, eine Quantenfeldtheorie zuordnen. Wir
werden sehen, dass die Quantisierung direkt zu einer Teilcheninter-
pretation der Elektrodynamik fiihrt, wie sie seit Planck und Einstein
bekannt ist.

Die Maxwell-Gleichungen fiir das Magnetfeld B und das elektrische
Feld E lauten in Abwesenheit von Ladungen

rot B = %E , TotE = —%B
divE |, divB=0

Durch die Einfiihrung des elektromagnetischen Feldstérketensores F,,
kann man die Gleichungen in Lorentz-kovarianter Form schreiben: mit

E:(F01aF027F03) ) B:(F327F13aF21); F;J,V:F

Vi oy
nehmen die Maxwell-Gleichungen die Form an

o"F,, =0, 0,F,+0,F,,+0,F,, =0.
F,, erfiillt die Wellengleichung,

OF,, = 0°0,F,, = —0°(0,F,, + 8, F),
= 0,0°F,, — 0,0°F,, =0 .
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Wir wollen jetzt die Felder F),, als hermitesche (temperierte) operator-
wertige Distributionen in einem Hilbertraum $) auffassen. Die Maxwell-
Gleichungen sollen gelten; weiter soll es eine Darstellung U der Poin-
caré-Gruppe in $ geben mit

U(x, \)F,,(y)U(z,A\)™" = F,,(Ay + z)A? A
(Kovarianz), sodass die Energie positiv ist,
Ul) =" spPCV,.

(Spektrumsbedingung). Feldstérkemessungen an raumartig getrennten
Punkten sollen kommensurabel sein,

[Fulf(x)?Fpa(y)] =0 , (33' —y)2 <0.

(Lokalitét). SchlieBlich fordern wir die Existenz eines (bis auf eine Pha-
se) eindeutigen Poincaré-invarianten Einheitsvektors 0 (zur Beschrei-

bung des Vakuums), und wir wollen annnehmen, dass € fiir die Felder
F,, zyklisch ist, d.h. die Vektoren

Y IIEe,

F(f) =12 [d%F,(z)f*(x), f* € S(R*), sollen in § dicht liegen.

2
Wir betrachten zunachst die 2-Punkt-Funktion

W#VUT(xJ y) - (Qv FHV(Z‘)FUT(y)Q) .

Wegen der Translationsinvarianz von €2 und der Kovarianz von F),
héngt die 2-Punkt-Funktion nur von der Differenz x — y ab, besitzt
also eine Darstellung der Form

Wwer(z,y) = / d*pe "=V o (p)

mit temperierten Distributionen p,,,-. Wegen der Spektrumsbedin-
gung hat p Triger in V. Da F,, Losung der Maxwell-Gleichungen
ist, gilt

pr,WgT(p) =0.
Daher ist p von der Form

Puvor(P) = Puor(p)6(p*)O(p0) ,

wobei P eine Funktion auf 0V ist, die sich kovariant unter Lorentz-
trasformationen transformiert. Die einzigen derartigen Funktionen sind
Linearkombinationen von p,p,pspr, §uwPePr » Guwgor und der daraus
durch Vertauschung der Indizes gewonnenen Funktionen. Wegen der
Antisymmetrie in den Indizes konnen die vierfachen Produkte von Im-
pulsen nicht auftauchen. Die Maxwell-Gleichung 0" F),, = 0 schliefit
auch die impulsunabhéngigen Terme aus. Daher gilt

P,uum' = _C(.gMO'prT — GuoPuPr — GurPvPo + gm—pupo)

mit einer Konstanten ¢ > 0.
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Damit ergibt sich die 2-Punkt-Funktion zu
W}UJO’T (.ﬁE, y) = C(27T)3 (guaaz/a‘r - gVO'a/J,aT - gufayaa + gl/‘rauaa) D+ (‘T - y)

mit der masselosen Propagatorfunktion
3

Do (z) = (2n)* / %e‘im = A (x,m=0).

D, kann explizit berechnet werden: Sei f eine Testfunktion aus dem
Schwartzraum S(R*). D, ist als Distribution definiert durch

[atan.@isa = oo [ 52 [atepe

Wir kénnen die Winkelintegration iiber p mit der z-Integration ver-
tauschen und erhalten

) —ip(t—r) __ e—ip(t-i—r)
om)2 [ dp [ d* ¢
en [an [atep)

mit z = (£,x) und r = |x|. Wir ersetzen jetzt ¢ durch ¢t — ic mit ¢ > 0.
Im Limes ¢ — 0 erhalten wir das urspriingliche Integral zuriick. Fiir
¢ > 0 aber kénnen wir die Integration iiber p mit der x-Integration
vertauschen und erhalten

-1
li d*
c10 If(x)éhr?((t —ig)? —r2)’
also
-1

D =1
+(@) elﬁ)l 47r2 ((t —ie)? — r?)

fir 2% # 0 .

47r2x2
Man erkennt explizit, dass D, Randwert einer analytischen Funktion
in der Réhre 7. = R* — 4V, ist.
Wir betrachten jetzt den folgenden Unterraum $); von $),

91 ={F())Q, f* € SR, f = —f"}.

Auf diesem Raum ist das Skalarprodukt durch die 2-Punktfunktion
bestimmt,

1PN = [ )T E 7 @Wpner(a ) =

a3 —
/2|p|gmpypa(2ﬂ) fre(=p) f77(=p) -

Wir setzen f*(p) = (27)2p, f*(—p) und finden

1PN = ¢ [ 2P ) (L)



4. ELEKTRODYNAMIK 65

Wegen der Antisymmetrie von f* erfiillt f” die Bedingung p,, f” (p) =
0. Auf dem Raum V dieser Funktionen wird durch Gleichung (II1.1) ein
positiv semidefinites Skalarprodukt erklirt. Der Einteilchenraum £, ist
die Vervollstdndigung des Quotientenraums von ¥ nach dem Nullraum.
Nach der Quotientenbildung besitzt f” nur zwei unabhéngige Kom-
ponenten. Sei z.B. p = (|p|, 0,0, |p|). Dann ist fO(p) = f3(p) und

Fu@) () = =i = 1 o(p)* -

$ ist wegen der Kovarianz von F),, und der Invarianz von {2 inva-
riant unter Poincaré-Transformationen. Es gilt

U, M)F(f) = F(f@a)$
mit
Firay W) = NGA fT (A y — @)
Auf dem Vektorraum V erhilt man die Darstellung

(D(z, A) f)*(p) = eP"A, f7(pA) -

Da das Skalarprodukt (II1.1) invariant unter Poincaré-Transformationen
ist, induziert D auf dem Quotientenraum eine unitédre Darstellung, die
natiirlich mit der Darstellung U auf dem Raum $; iibereinstimmt.

Wir iiberzeugen uns jetzt davon, dass diese Darstellung eine direkte
Summe der Darstellungen mit Helizitat £1 ist. Dazu betrachten wir die
Darstellung d der kleinen Gruppe G, des Impulses ¢ = (%, 0,0, %) auf
dem Raum

V ={beC"¥q,=0}.
Es gilt
(d(A)b)* = A" 0", Ae G, .
V besitzt das invariante positiv semidefinite Skalarprodukt
(b, b) = —b,b"
mit dem Nullraum
N ={\ e C},

wobei ¢ den zum Kovektor ¢ gehorigen Vektor bezeichnet, ¢* = ¢*.
d induziert daher auf dem 2-dimensionalen Raum V/N eine unitére
Darstellung.

Nach Kapitel 2 ist G4 isomorph zur euklidischen Gruppe in 2 Di-
mensionen. Deren endlich dimensionale Darstellungen sind trivial auf
den Translationen des euklidischen Raumes R?; die Rotationen ent-
sprechen den Rotationen der 1-2-Ebene in der Lorentzgruppe und wir-
ken auf V in der natiirlichen Weise durch Rotation der 1- und 2-
Komponenten von b. Eigenvektoren dieser Rotationen sind

1

0,1,+£2,0) .
€+ \/5( t )
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Die 1-dimensionalen Unterrdume {Ae; + N,A € C} von V/N sind
invariant unter G,. Dies folgt aus

d(a, R)(A+b) = (A + (a, Rb))¢ + Rb

by

mit den Spaltenvektoren a € R? und b = ( b
2

) € C? und dem

natiirlichen Skalarprodukt in C2.
Sei A, eine Lorentz-Transformation mit der Eigenschaft

p=qh,

Man kann z.B. A, = A(B,) wiahlen mit den Bezeichnungen aus Kapitel
II. Es gibt allerdmgs keine Wahl, sodass A, eine glatte Funktion von p
wird.

Wir setzen jetzt e(p) = A, 'es. Dann gilt

Aex(p) = AN e = A(p, A)es (pA™") + ApA—]

mit einem A\ € C. Hierbei ist h(p, A) die Wignerphase, d.h. der Wert
von Apy-1AA™! in der 1-dimensionalen Darstellung von G, auf dem
von e, erzeugten Teilraum von V/N.

Wir fithren nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu Impuls
p und Helizitdt A = £1 mit den Vertauschungsrelationen

[ax(p), ax (p)] = 0 = [a}(p), aX ()]
und

[ax(p), ax (p')] = 2[p|érvd(p — P')
ein. Auf dem entsprechenden Fockraum definieren wir Felder mit

,é —ipT —_— * ipxT

Fu( 2 / D Cwnlp Nar (P + 2. N r)e™)
A
mit
e,uzz(pa )‘) = _i(p,ue)\,u(p) - pue)\,,u(p>> .

Man verifiziert jetzt leicht, dass diese Felder die geforderten Kovarianz-
bedingungen erfiillen und eine 2-Punktfunktion der gewiinschten Form
besitzen, mit ¢ = (27) 3. Wir iiberzeugen uns davon, dass dieser Wert

von ¢ durch das Korrespondenzprinzip bestimmt wird.
Der Hamiltonoperator fiir freie Photonen ist ndmlich

/2’ ’\p\Za)\ a)\

Fiir den oben angegebenen Wert von c ist dies gleich dem raumlichen
Integral iiber die normal geordnete Energiedichte,

H:%/d3 (:E(0,x)*: + :B(0,x)*:) .
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Damit haben wir eine Losung des gestellten Problems gefunden.
Man kann zeigen (Jost-Schroer-Pohlmeyer-Theorem), dass die gefun-
dene Losung eindeutig ist. Hierbei geht das Lokalitatspostulat ein, das
fiir die Zweipunktfunktion automatisch erfiillt ist.

Das Feld F),, erfiillt die Vertauschungsregeln

[Fou (), For ()] = = (9100007 = G00u0r — Gur 000 + §ur 0,05 )iD(x — y)
mit der masselosen Kommutatorfunktion des skalaren Feldes
1
D) = ~i(Dy(x) ~ D (~2)) = 5 sign(2")0(s7)
T

Als einfaches Beispiel fiir eine Wechselwirkung kénnen wir die Kopp-
lung an einen klassischen erhaltenen Strom j, behandeln. Die Feldglei-
chung fiir das wechselwirkende Feld lautet

O"Fl = ju .
Sei F), das freie Maxwell-Feld. Wir betrachten die klassische retardierte
Losung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen,
f;u/(m) = _\/d4y<8uDretju(x) - ayDretju(x>) )
mit Dt (z) = O(2%)D(z). Dann ist
F,uu(x) = F/?ll('r) + f#l’(w)
eine Losung der Feldgleichung mit dem asymptotischen Verhalten

ein __ 0 aus __ 0 aus
F;ux _Fuu7 F;uz _F/u/+ [ 7

Hierbei ist f)* die von dem klassischen Strom aymptotisch erzeugte
freie elektromagnetische Welle,

2= [ (0D - i) - 8,0 - 1)) -
Die S-Matrix ergibt sich bis auf einen Phasenfaktor aus der Beziehung
F /f,i/nS = SF.°

zu
G — giag—ia(f)* g—ia(f)

mit fu(p) = ju(p) und a € C. a berechnet sich zu

1 . . y
o= 5 /d4xd4yju(x)j,,(y)D% (x —y)

mit dem Feynmanpropagator D% = ¢"’Dp, Dp = Ap(m = 0). Der
masselose skalare Feynman-Propagator ist explizit gegeben durch

0 0 1 —1
Dp(z) =0(2")Dy(z) + O(—2")Dy(—2x) = 151%1 T i)
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Als Beispiel fiir einen klassischen erhaltenen Strom wahlen wir den
Strom, der mit der Bewegung eines klassischen Punktteilchens verbun-
den ist. Sei z(7) die Weltlinie des Teilchens. Sie ist zeitartig (% > 0
und zukunftsgerichtet (#° > 0. Der Strom ist dann

J(y) = e / dritd(y — x(r)) |

Die Fourier-Transformierte ergibt sich zu

3M(p) _ (QW)—Qe/dTi.M(T)e—ipz(T) ‘

Sei jetzt T die Eigenzeit des Teilchens und sei & = 0 auflerhalb eines
endlichen Intervalls [, 7). Sei uy = &(7) fiir 7 < 7 und uy = Z(7)
fiir 7 > 75. Fiir jeden Impuls p # 0, p € 9V, ist pt > 0. . Fiir diese
Impulse folgt

~ 2 U/lf ; U,g . T2 .
j“(p) = (27?)_ e (._ezpa:(ﬂ) _ eesz(rg) + / defM<7_)€_pr(T)>
1puq 1pUs "

Die mittlere Photonenzahl im Zustand 5S¢ ist

dPPpr——-
(N) = (59Q,N5Q) = - o) Pn(P)
Es gilt
(N) < 00 <= u; = usy .
Im Fall (N) = oo ist S nicht mehr als Operator im Fockraum erklarbar,

und es gibt keinen Vektor ¢ im Fockraum, der die Rolle von S spielt,
d.h. der die Gleichung

(@, 0P = (, ¢ F Q)

erfiillt. Die Erwartungwerte in diesem Zustand sind jedoch durch die
rechte Seite wohldefiniert. Z.B ergibt sich fiir die Zahl der abgestrahlten
Photonen mit Energie > ¢

3
) == [ 5B < o
pl>e 2P|

Eine iiberraschende Konsequenz der Vakuum-Fluktuationen des elek-
tromagnetischen Feldes ist der sogenannte Casimir-Effekt. Casimir ging
davon aus, dass auch die fluktuierenden Felder im Vakuum durch Leiter
abgeschirmt werden konnen. Hierdurch sollte sich die mittlere Feldener-
gie dndern; sichtbar werden sollte dies durch zusétzliche Kréfte auf die
Leiter.

Wir betrachten die 2-Punkt-Funktion des elektromagnetischen Fel-
des in Anwesenheit zweier leitender Ebenen bei 23 = 0 und 2° = a.
Auf den Ebenen sollen das tangentiale elektrische Feld und die Nor-
malkomponente des Magnetfeldes verschwinden,

F01:F02:F12:0f1'irx3:0,a.
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Aufgrund der Maxwellgleichung 0*F),, = 0 miissen dann die Normal-
ableitungen der anderen Feldkomponenten auf den leitenden Ebenen
verschwinden,

83F03 = 83F13 = 83F23 =0 fir .173 = 0,& .

Die Zweipunktfunktionen der Komponenten des elektromagnetischen
Feldes zwischen den beiden Ebenen lassen sich mit Hilfe des aus der
klassischen Elektrodynamik bekannten Spiegelungsprinzips finden. Sei
G die Gruppe, die von den Spiegelungen an den beiden Ebenen erzeugt
wird, und sei sign(S) = (—1)" wenn S € G Produkt von n Spiegelungen
ist. Dann gilt

(For(x)Fou(y)) = (=05 + 85) > _ sign(S) Dy (a — Sy)

Sec

(Foa () Foa(y)) = (=05 + 03) Sgsign(S)D#fﬂ - Sy)

(Fia(z)Fia(y)) = (—0f — 0)) gsign(S)D+(x —Sy)
(Fos(x) Fos(y)) = (=05 + 05) S;M(x - 5y)
(Fis(x) Fs(y)) = (—07 — 05) s;;lh(x - 5y)
(Fos() Fas(y)) = (=05 — 05) Sez;lh(w - Sy)

Wir eliminieren die Ableitungen nach der 3-Komponente, indem wir
ausnutzen, dass D, eine Losung der Wellengleichung ist. Normalord-
nung bedeutet Subtraktion des Vakuumerwartungswerts , d.h. des Bei-
trags des Einheitselements von G zu den obigen Summen. Bei der Be-
rechnung des Erwartungswertes der Energiedichte kompensieren sich
die Beitrige der ungeraden Elemente von G. Die geraden Elemente
von G sind die Translationen um Vielfache von 2a in 3-Richtung. Wir
erhalten fiir den Erwartungswert der Energiedichte h(x) den Ausdruck

(h(e)) = ~4> (@ D,)(2nacs)
n=1
mit dem Einheitsvektor ez in 3-Richtung. Einsetzen des Ausdrucks fiir
D, und Berechnung der Ableitung ergibt
1
2 _
(60D+>(2n61€3) = m .
Mit der Summenformel

o0

S ==

n=1

kS

e}
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(diese Formel kann z.B. mit Hilfe der Fouriereihe von x? auf dem In-
tervall [—7, 7] abgeleitet werden) erhalten wir schliellich als Ergebnis

(h() = —

T
720a*

fiir einen Punkt zwischen den beiden leitenden Ebenen. Auflerhalb der

Ebenen verschwindet der Erwartungswert der Energiedichte. Der Druck

im Inneren ergibt sich zu

7T2

2400
Die beiden Platten ziehen sich also an.

p:



KAPITEL IV

Wechselwirkungen

Wir haben in den ersten 3 Kapiteln den Fockraum, die relativi-
stischen Wellengleichungen und die freien Felder kennen gelernt. Wir
haben auch bereits gesehen, wie man ausgehend von den freien Feldern
wechselwirkende Theorien konstruieren kann. Insbesondere haben wir
die S-Matrix fiir eine raumzeitlich beschréinkte Wechselwirkung ein-
gefithrt, haben die zeitgeordneten Produkte als die Taylorkoeffizienten
der S-Matrix studiert und ihre kombinatorische Beschreibung durch
Feynman-Graphen betrachtet. In diesem Kapitel wollen wir wechsel-
wirkende Theorien von einem etwas allgemeineren Standpunkt aus un-
tersuchen. Zunéchst wollen wir die Wirkungsquerschnitte aus der S-
Matrix berechnen. Danach werden die LSZ-Relationen besprochen, die
den Zusammenhang zwischen S-Matrix-Elementen und zeitgeordneten
Funktionen fiir wechselwirkende Theorien herstellen. Die Herleitung
der LSZ-Relationen aus den Axiomen der allgemeinen Quantenfeld-
theorie wird im 6. Kapitel erfolgen. In Kapitel IV sollen noch zwei
allgemeine Quantisierungsmethoden behandelt werden: die kanonische
Quantisierung, die auf der kanonischen Formulierung der klassischen
Feldtheorie aufbaut, und die Methode der Pfadintegrale.

1. S-Matrix und Wirkungsquerschnitte

Auch in einer wechselwirkenden Theorie erwartet man, dass jeder
Zustand zu asymptotischen Zeiten wie ein Zustand nicht wechselwir-
kender Teilchen aussieht. Diese Vermutung kann man in der folgenden
Weise prézisieren: Sei $) der Hilbertraum der Zustédnde der wechselwir-
kenden Theorie. Wir nehmen der Einfachkeit halber an, dass die Theo-
rie nur ein einziges Teilchen beschreibt, das Spin 0 und Masse m > 0
hat. Sei § der zugehorige Fockraum. Dann soll es unitdre Operatoren

Wi:i$HH—9H

geben, so dass die Vektoren WP zu Zeiten ¢ — £o00 als Mehrteilchen-
zustinde @ interpretiert werden kénnen. Die Abbildung

S=w;'w._

nennt man die S-Matrix. Wenn die Wechselwirkung Poincaré-invariant
ist, so vertauscht S mit den Poincaré-Transformationen. Man hat ver-
sucht, Quantenfeldtheorie allein durch die S-Matrix zu beschreiben. Bei
diesem Ansatz charakterisiert man die S-Matrix durch eine Reihe von

71
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Eigenschaften, die die S-Matrix einer lokalen Quantenfeldtheorie besit-
zen sollte. Im allgemeinen reicht diese Charakterisierung nicht aus, um
die S-Matrix fest zu legen. Fordert man aber, dass die Vielteilchenstreu-
ung sich als eine Aufeinanderfolge von Zweiteilchenstreungen auffassen
lasst (faktorisierende S-Matrizen), so erhdlt man in zwei Raumzeit-
dimensionen interessante Losungen. In hoheren Dimensionen gibt es
allerdings nur die triviale Losung.

In Experimenten wird in der Regel nicht direkt die S-Matrix be-
stimmt, sondern es werden die Wirkungsquerschnitte gemessen. Der
Grund ist, dass bei einem Streuversuch der StofSparameter eines Zwei-
teilchensystems im allgemeinen nicht geniigend genau fest gelegt wer-
den kann. Daher ist der einlaufende Zustand ein Gemisch iiber transver-
sal zur Bewegungsrichtung verschobene Zusténde. Sei ® = a(f)*a(g)*2
ein einlaufender Zweiteilchenzustand mit normierten Einteilchenwellen-
funktionen f und g, die disjunkten Trédger haben. Sei 3 eine raumar-
tige Ebene im Minkowskiraum, die die von Paaren p € supp f und
q € supp g aufgespannten Ebenen nur im Ursprung schneidet. Dann ist
die Dichtematrix des einlaufenden Zustands von der Form

p=A¥W@@M%r

mit @, = a(U(b) f)*a(g)*? und p(b) > 0, fﬁ d?bu(b) = 1.
Sei nun A eine translationsinvariante positive Observable, die auf
den einlaufenden Zustand nicht anspricht,

TrpA=0.

Dann werden die Erwartungswerte von A in den auslaufenden Zusténden
S®, schnell in b abfallen. Ist u(b) im relevanten Bereich konstant, so

bietet es sich an, die Normierungsbedingung an den einlaufenden Zu-

stand aufzugeben und stattdessen den Wirkungsquerschnitt

UﬂwﬂA)::éd%%5©mAS¢ﬂ

einzufiihren.
Wir definieren jetzt die T-Matrix durch S = 144¢7T". Dann gilt wegen
Ad, =0

O'f,g”g(A) = /ﬁd2b<q)b,T*ATq)b) .

T und A sind nach Voraussetzung translationsinvariant. Daher sind die
Matrixelemente von T* AT im Zweiteilchenraum von der Form

(a*(p)a™(q), T*ATa*(p")a* (¢)Q) =6(p+q— 1 — ¢)Ar(p, ¢, 7', q') -

Bei der Berechnung des Wirkungsquerschnitts liefert die Integration
iiber den Stolparameter b einen zusétzlichen Faktor

(2m)*6((p — p')er)d((p — p')ez)
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mit einer Orthonormalbasis {e1, e2} von 3. Wir schlielen, dass die Wir-
kungsquerschnitte diagonal in den Impulsen sind,

7100 d) = () [ 5B ) Pla(a) P Ar 0. 0.9, ) e

Hierbei ist « fiir vorgegebenes p,q € H durch

Oa -

(p,q)

a(p',q) = () =m* (¢ —m*p' +¢ —p—q,(t) —pler, () — p)ea)
definiert. Die Funktionaldeterminante von « an der Stelle (p/,q') =
(p, q) ist |det(2p, 2q, e1, e2)|. Fiir BLp, q gilt

|det(2p, 2q, €1, €2)| = 4\/(1761)27_7”4 :

Diesen Ausdruck nennt man den Flussfaktor.
Betrachten wir als Beispiel

A=la(p1) .- a(pn)){a”(p1) .- a"(pn)Q

sodass die Impulse p,q,p1,...,pn, p € supp f,q € suppg, paarweise
verschieden sind. A misst die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir n Impulse,

(U, AV) = n!|V,(p1, ..., pal* .

Wir wéhlen einen einlaufenden Zustand mit scharfen Impulsen p und
g und wahlen die Ebene (3 senkrecht zu p und ¢. Da T translations-
invariant ist, sind seine Matrixelemente zwischen 2-Teilchen- und n-
Teilchenzustdnden von der Form

(@ (p1) ... a(pa)Q, Ta* (p)a”(q)2)
=5(p+q—>_ p)T(P1,-- - PuiDs ) -
mit der Streuamplitude 7. Daher ist

Ar(p,q,p,q) =0 +q—= > )T (p1,- -, omi 0, )| -
Wir finden schlieflich fiir den Wirkungsquerschnitt

= (27 (4 (pg)> —=m") 6(p+q =D )T (pr,- -, pusps )| -

Als Beispiel betrachten wir die S-Matrix zur Wechselwirkungs-Lagrange-
Dichte & :¢": zur ersten Ordnung. Man findet

_ 9 4 ... n .
T__n!/d x " (x):
und damit fiir die Streuamplitude

S(p+gq—Y p)T(pr,- - Pa-2:P:4)
_ 9 [ty (") (@ (1) 0" (pu2) . (@) () alx)a (p)a (g) )

! 2

:9(27r)—3n/2/d4x€—i(p+q—zm)x
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also
3n

T(ph <oy Pn—2,D; Q) = (27‘-)4779
Fiir den Wirkungsquerschnitt findet man

Oz = 1) g (4 () = mh) oo +a— Y pi)
Interessant ist das Verhalten des totalen Wirkungsquerschnitts
1 / d’py d*pp_s
Ctot = ' e
(n—=2)!') 2w(p1) 2w(pn_2)
Er ist offenbar nur von der Schwerpunktsenergie /s, s = (p + ¢)*

abhingig. Fiir Schwerpunktsenergien /s > (n — 2)m weit oberhalb
der Schwelle fiir Teilchenerzeugung verhélt er sich wie s"7°.

Op,g—p1,.ipn—2

2. Die LSZ-Relationen

In einer translationsinvarianten Theorie kann die S-Matrix nicht
direkt in der Form
S = Teifﬁintd4m
geschrieben werden. Stattdessen kann man die Wechselwirkungs-Lagrange-
Dichte mit einer Testfunktion g multiplizieren und die lokalen S-Matrizen

S(g) = Tet S Lincgd'a
einfiihren. Anschlieffend kann man den adiabatischen Limes
S = lim S(g)
g—1

betrachten. Bei dieser Definition bleibt aber offen, welche Eigenschaften
der wechselwirkenden Theorie durch die S-Matrix beschrieben werden.

Lehmann, Symanzik und Zimmermann (LSZ) ist es 1954 gelungen,
einen eleganten Ausdruck fiir die S-Matrix zu finden, der vollig im
Rahmen der wechselwirkenden Theorie erklart ist.

Ausgangspunkt ist (im einfachsten Fall) ein skalares Feld ¢, das
als operatorwertige Distribution in einem Hilbertraum $ definiert ist,
zusammen mit einer unitdren, stark stetigen Darstellung U der Poin-
caré-Gruppe, die die Spektrumsbedingung erfiillt. Weiter soll es einen
eindeutigen (bis auf eine Phase) Poincaré-invarianten Einheitsvektor
geben. Das skalare Feld soll sich kovariant unter der Poincaré-Gruppe
transformieren,

Uz, N)e(y)U(x,A)™" = o(Ay + ) .

Man nimmt jetzt an, dass es einen Teilraum $; C $ gibt, der zu der
irreduziblen Darstellung der Poincaré-Gruppe mit Masse m > 0 und
Spin s = 0 gehort, und dass es keine weiteren Zustidnde in § gibt, deren
Massenspektrum m enthélt. Unter diesen Voraussetzungen kann man
mit Mitteln der Haag-Ruelle-Streutheorie zeigen, dass es isometrische
Abbildungen W, vom Fockraum $)o nach $ gibt, die die jeweiligen
Darstellungen der Poincaré-Gruppe verketten.
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Wir verlangen zusétzlich, dass das wechselwirkende Feld ¢ nichtver-
schwindende Matrixelemente zwischen Vakuum und Einteilchenraum
besitzt. Wegen der Poincaré-Kovarianz sind diese von der Form

(plo(@)Q) = (21) 732/ ZeP

mit einer Konstante Z # 0. Z nennt man die Wellenfunktionsrenor-
mierung. Durch Umnormierung des Feldes kann sie gleich 1 gesetzt
werden.

Man definiert jetzt freie Felder im Hilbertraum der wechselwirken-
den Theorie durch

WiQO()([E) = gOa}ls (ZE)Wj: 5
wobei ¢y das freie Feld im Fockraum ist. Das wechselwirkende Feld
strebt im folgende Sinn gegen das auslaufende (¢t — oo) beziehungs-
weise das einlaufende (t — —oo) Feld: Es gilt die LSZ-Asymptoten-
Bedingung

tEimOO(WJr(I), (o(t,x) — ipas (t,x)W_0) =0.
Hierbei sind ® und ¥ aus dem dichten Unterraum mit endlicher Teil-
chenzahl, glatten Impulsraumwellenfunktionen mit kompaktem Trager
und nicht zusammenfallenden Impulsen.
Sei nun f eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung, deren Cauchy-
Daten kompakten Tréager besitzen. Dann ist

paus (f) = /d‘o’X(@z?s (8, %)£(t,%) — pavs (t,%) f(t,x))

unabhéngig von t. Ersetzt man die freien Felder durch das wechsel-
wirkende Feld, so erhélt man einen zeitabhéngigen Ausdruck, der fiir
t — £o0 gegen paus strebt. Da ¢ nach Voraussetzung eine operator-

wertige Distribution auf dem Minkowskiraum ist, ist nicht sicher, dass
das Integral iiber den Raum zu einer scharfen Zeit existiert. Wir mit-
teln daher mit einer Testfunktion h € D(R) mit [ dth(t) = 1 iiber die
Zeit,

oi(f,h) = /dTh(T)/d3X(Qb<t—|—T,X)f(t+T,X)—(p(t+T,X>f<t+T,X))
und finden

(W+(I)7 (‘Paus(f) - @ein(f))W—\Ij)

= /dt%(mcb,gpt(f, hW_T) .
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Wir nutzen aus, dass f eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist
und erhalten

d .

&got(f, h) = /dTh(T)/d3x(gb(t+7,x)f(t+7,x) —go(t—l—7,x)f(t+7,x))

_ /dfh(f) /d«&(@(t LX) f(E 4 %) — lt+ T xX)(A — 1) f(E + 7 %))
= /dTh(T) /d3x((D +mp(t + T, X))f(t + 7, %)

und damit
(W+(I), ((Paus(f) - 9061H<f)W*\Ij))

_ /d4xf(x)(D+m2)(W+q)7%0<$>W\I’) :

Wir fiithren jetzt zeitgeordnete Produkte des Feldes ¢ ein. Dies sind
symmetrische operatorwertige Distributionen in mehreren Argumen-
ten, die fiir zeitgeordnete Argumente mit dem Operatorprodukt iiber-
einstimmen. Sie sind in der Regel nicht eindeutig; dies spielt aber im
folgenden keine Rolle. Wir benutzen fiir zwei Funktionen f, g die No-
tation

fOig = (0f)g — fOrg .
Seien jetzt fi,..., f, Losungen der Klein-Gordon-Gleichung mit kom-
pakt getragenen Cauchy-Daten. Wir setzen

T(ty,... t)
= /d4nl'T(90(33'(1) + tl? Xl) U Sp(xgl + tn: Xn)£1 e 8:;
Jr(al 4+t x0)h(a) - ful@) + tn, Xn)h(2) -
Es gilt
o
atl e atn

= /d4"91:h(x?)f1(91:(1J +t1,%1) - h(22) fr (22 + 1, x,)

(Dl + m2) . (Dn —+ m2>T('0(1’(1) + tl,Xl) s Qﬁ(xg + tnaxn) 5

T(t,...\t)

und fiir ¢,y +supph > - -+ >ty ) + supp h erhalten wir

T(th cee 7tn) = thﬂ(l) (fﬂ'(l)? h) U Qotﬁ(n) (fﬂ'(n)a h) .

Aus der Haag-Ruelle-Theorie folgt fiir Wellenfunktionen f; mit nichtiiber-
lappenden Geschwindigkeiten

k n
lim (QT(tr,...,t,)Q) = (H Paus(£:)" 2 ] @en(£)0) -

t1,0tg—00 , lpgq1,esln——00 ik
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Seien f1,..., fr Losungen der Klein-Gordon-Gleichung mit negativer
Energie, und seien fy1,..., f, Losungen mit positiver Energie. Dann
folgen die LSZ-Relationen

/d4”xf1(x1) ) @+ ) (T 4 ) (R To(an) - l))

- (H@aus(fi)*Q, H SOein(fj)Q) .

j=h+1

Fouriertransformation ergibt

i=1
k n
= N([Tarutp), T a9 -
=1 j=k+1

mit N = 4"(27)"2 und

B(ps- . pa) = (2m)2" / a0 (Q, Tp(ar) - - p(a)C2)

Wir erkennen, dass die Fouriertransformierten der Erwartungswerte
zeitgeordneter Produkte fiir jede Impulsvariable auf der Massenscha-
le H} einen Pol der Form (p? — m?)~! besitzen und dass die Koeffi-
zienten gerade die S-Matrix-Elemente sind. Dies sind die beriihmten
LSZ-Relationen.

3. Haag-Ruelle-Streutheorie

Die LSZ-Relationen liefern den Zusammenhang zwischen den zeit-
geordneten Produkten der wechselwirkenden Felder und der S-Matrix.
Grundlage ihrer Herleitung ist die LSZ-Asymptotenbedingung, wonach
das wechselwirkende Feld zu asymptotischen Zeiten gegen ein freies
Feld konvergiert. Diese Annahme kann in etwas abgeschwéchter Form
ihrerseits aus wenigen Strukturannahmen hergeleitet werden. Dies ist
das Ergebnis der Haag-Ruelle-Streutheorie.

Wir betrachten die Theorie eines skalaren Feldes. Gegeben ist eine
operatowertige Distribution ¢(f) mit Werten in den Operatoren eines
Hilbertraumes $). Auf dem Hilbertraum gibt es eine unitire stark ste-
tige Darstellung der Poincaré-Gruppe U. Wir fordern Kovarianz des
Feldes,

Uz, Np(y)U(x,A)™" = p(Ay + ) ,
lokale Kommutativitat

[o(2), 0(y)] = 0 falls (z —y)* <0,

Existenz und Eindeutigkeit des Vakuums, d.h. die Existenz eines U-
invarianten Einheitsvektors 2 € §, der bis auf eine Phase eindeutig
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ist.  soll zyklisch sein, d.h. die Anwendung der verschmierten Feld-
operatoren ¢(f) erzeugt einen dichten Unterraum Dvon §). Weiter soll
die Energie in allen Lorentzsystemen positiv sein (Spektrumsbedin-
gung). Zusétzlich nehmen wir die Existenz von Einteilchenzustdnden
an, deren Impuls-Spektrum durch eine Liicke vom {ibrigen Spektrum
getrennt ist. Das Impulsspektrum soll die Bedingung

spP = {p € R*py>0,p=0 oder p> =m? oder p* > (m + 0)*}

erfiillen, mit der oberen Massenliicke ¢ > 0.

Der erste Schritt zur Erzeugung von Mehrteilchenzustédnden ist die
Konstruktion von fastlokalen Einteilchenerzeugern. Sei ®( ein Einteil-
chenvektor mit kompaktem Impulstriger. Wegen der Zyklizitét des Va-
kuums gibt es zu jedem e > 0 ein Polynom A; in den Feldoperatoren,
sodass || AgQd—Py|| < eist. Sei f eine Schwartz-Funktion, deren Fourier-
Transformierte auf dem Spektrum von @ gleich 1 ist und deren Tréager
kompakt ist und das Impulsspektrum nur auf der Massenschale schnei-
det. Wir setzen

A= /d4$6iPxAOe—ime<x)
und finden -
AQ = f(P)Ad =D
mit der Fouriertransformierten

fo) = [ dveri(o)

® ist ein Vektor im Einteilchenraum, der sich von ®; nur um einen
Vektor der Léange esup | f| unterscheidet. A ist ein sogenannter fastlo-
kaler Operator, d.h. ein Operator der sich durch Operatoren A,, die
in Doppelkegeln O,, = {(¢,x), [t| + |x| < n} lokalisiert sind, schnell
approximieren lésst, d.h. fiir alle Vektoren ¥ € 2 gilt
lim n™V(A—A,)V =0VN € N .

Wir fassen A als eine Operation auf, die nahe am Ursprung stattfindet
und dort einen Einteilchenzustand erzeugt.

Wir nutzen jetzt aus, dass die vektorwertige Funktion e*® eine
positive-Frequenz-Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist. Wir wéhlen
eine numerische negative-Frequenz-Losung der Form

Wt %) = (21) / P e @) )

wobei h eine Testfunktion mit kompaktem Trager ist, die auf dem Spek-
trum des rdumlichen Impulses im Zustand ® gleich 1 ist. Wir setzen

A(t) = /d3x h(t, x)ePo=iPx foitho+iPx

und erkennen, dass fiir alle ¢

A = d
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gilt. Die Lokalisation von A(t) ist offenbar durch das Verhalten von h
zur Zeit t bestimmt.

Die Ausbreitung einer Losung der Klein-Gordon-Gleichung der obi-
gen Form héngt im wesentlichen von den Geschwindigkeiten ab, die
den Impulsen im Tréger von hg entsprechen (die Annahme, dass hy auf
einem bestimmten Bereich gleich 1 ist, spielt hierbei keine Rolle). Sei

V(ho) = {%J) € suppho} -

Dann gilt der folgende Satz

THEOREM IV.1. Sei e > 0 und N € N. Dann gibt es Konstanten
c,cy > 0 sodass gilt
(1) |h(t,tv)] < enlt|™N dist(v, V(he))™ fiir t # 0 und
dist(v, V(hg)) > €.
(i) [ d*x|h(t,x)] < c(1+ [t]*)

Der Beweis findet sich z.B. im Reed-Simon.

Der Satz besagt, dass sich die Losung im wesentlichen im kinema-
tisch erlaubten Gebiet (t,x), ¥ € V(hg) aufhalt.

Wir wollen jetzt zeigen, dass unser Hilbertraum Zustandsvekto-
ren enthélt, die zu groflen Zeiten als einlaufende, bzw. auslaufende
Mehrteilchenzustinde interpretiert werden kénnen. Der Ubersichtlich-
keit halber beschrédnken wir uns auf den Fall von zwei Teilchen. Dazu
betrachten wir zwei wie oben konstruierte Einteilchenvektoren &4, ®,
mit den entsprechenden fastlokalen Operatoren A;, ¢ = 1,2. Wir neh-
men an, dass sich die Geschwindigkeitstriger der beiden Einteilchen-
zustédnde nicht {iberlappen, und wéhlen die numerischen Losungen der
Klein-Gordongleichung hq, ho dementsprechend. Dadurch sind die Ope-
ratoren A;(t) und Ay(t) fiir grofle ¢ bis auf kleine Korrekturen weit von-
einander entfernt lokalisiert. Als approximative Zweiteilchenzustéinde
(Haag-Ruelle-Approximanten) setzen wir

U(t) = A () Ax(H)Q

THEOREM [V .2. (i) W(t) konvergiert firt — oo und
firt — —oo.
(ii) Die Limiten hdngen nur von den Einteilchenvektoren Uy und
Wy ab. Bezeichnung:
lim \I[(t) - (q)l X @2)aus,ein

t—=+oo
(iii) Das Skalarprodukt zweier asymptotischer Zweiteilchenzustinde
18t
(((I)l X (I)2)au87 (q)ll X q)/Q)aUS) = (q)la qD,l)((D% (I)/Z) + ((I)lv (I)/Z)((I)Q? CD/l)

stimmt also mit dem Skalarprodukt im bosonischen Zweiteil-
chenraum tberein (entsprechend fir die einlaufenden Zwei-
teilchenzustinde).
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(iv) Die Poincaré-Gruppe wirkt durch
U<L)((I)1 X (I)Q)aUS,em = (U(L)q)l X U(L>(I)2>aus,e'm

Der Beweis beruht auf den erwéhnten Lokalisationseigenschaften

der fastlokalen Operatoren A;(¢) und auf der ¢-Unabhéngigkeit der
Einteilchenvektoren A;(¢)€2. Zum Beispiel ergibt sich die Konvergenz
der Haag-Ruelle-Approximanten aus dem schnellen Verschwinden ih-
rer Zeitableitung. Es gilt wegen A;(t)€) = const
d A1(t) Ay ()2 d A A ()2
7 1(£) Az (1)) = [(% 1(t)), Az(t)]
Aufgrund des Lokalisationsverhaltens der Operatoren verschwindet der
Kommutator schneller als jede Potenz von t. Ein préziser Beweis erfor-
dert allerdings einigen Aufwand. Hierfiir wird auf die Literatur verwie-
sen.

Die Verallgemeinerung der obigen Konstruktion auf Mehrteilchen-
zustande liefert zwei isometrische Abbildungen W_, des bosonischen
Fockraums § iiber dem Einteilchenraum in den Hilbertraum $. Ihre
Bilder sind die Unterrdume der auslaufenden, bzw. einlaufenden Streu-
zustédnde $Haus ein Die Matrixelemente der S-Matrix sind definiert durch

(®,50) = (W, 0, W_T), d, V€.

Wenn die Operatoren W unitér sind, ist auch die S-Matrix unitér. In
diesem Fall nennt man die Theorie asymptotisch vollsténdig. Wahrend
in der nichtrelativistischen Quantenmechanik die asymptotische Vollstindig-
keit unter sehr allgemeinen Voraussetzungen bewiesen worden ist, ist
in der Quantenfeldtheorie fast nichts iiber diese Frage bekannt.

Die beschriebene Herleitung liefert ausschliefllich Bosonen als Folge
der lokalen Kommutativitdt der Observablen. Fermionen kénnte man
erhalten, indem man eine graduierte Algebra mit Antivertauschungs-
relationen fiir ungerade Elemente annimmt. Bemerkenswerter Weise
kommt man aber ohne diese Annahme aus. Doplicher, Haag und Ro-
berts haben in einer Reihe von Arbeiten gezeigt, dass man im Minkow-
skiraum mit mindestens 4 Dimensionen die Algebra der Observablen
in eindeutiger Weise zu einer gradierten Algebra erweitern kann. Der
Beweis gilt nicht in 3 und 2 Dimensionen; dort sind tatséchlich auch
allgemeinere Teilchenstatistiken mdoglich.

4. Kanonische Quantisierung

Ein Standardverfahren zur Definition von Quantenfeldtheorien ist
die kanonische Quantisierung klassischer Feldtheorien. Hierbei geht man
von der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Feldtheorie aus.
Wie in der klassischen Mechanik leitet man die Feldgleichungen aus
dem Prinzip der stationdren Wirkung ab. Sei £ eine Funktion, die von
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den Feldern und ihren ersten Ableitungen abhéngt. Sei G ein kompak-
tes Gebiet der Raumzeit mit geniigend glattem Rand OG. Dann soll
das Funktional

Seli) = /G 2L, 0,0)

unter den Feldern mit gleichen Werten am Rand stationér sein (in der
Regel minimal). Zur Auswertung dieser Bedingung betrachten wir ein
Feld 1, das am Rand von G verschwindet. Dann gilt nach Vorausset-
zung

d
0= d—ESG@ +ev)]e=o -
Auswertung der Ableitung ergibt

0= [ dalgo@nte) + 3 g @)

Der zweite Term im Integranden kann in der Form

oL oL
057 (@)v(z) — Oz — () v(z) .
2,01V ~ (2 g )
geschrieben werden. Der erste Term dabei ist eine Divergenz. Das Inte-
gral dariiber verschwindet wegen des Verschwinden der Randwerte von
1. Soll das verbleibende Integral fiir alle v verschwinden, so muss ¢
innerhalb von G die Differentialgleichung

oL oL
70 = 25,0

m
erfiillen.
Sei z.B. £ = 10,00"p — im?p? — L% so ergibt sich
oL g 3 oL
= L =0ty .
A T

Damit erhilt man die Feldgleichung
Als Ausgangspunkt der Quantisierung benutzt man die Hamilton-
sche Formulierung. Hierzu wird die Zeitkoordinate ausgezeichnet, und
man definiert die Lagrangefunktion L als das rédumliche Integral der
Lagrangedichte. Die kanonisch konjugierten Impulse ergeben sich zu
oL 0L
m(X) = — - (x) .
Sp(x) ¢

Falls ¢ als Funktion von ¢, 54,0 und 7 geschrieben werden kann, erhélt
man die Hamiltonfunktion als

H(p,m) = / dxh(p(x), Bip(x), (x))
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mit der Hamiltondichte
h(go,@gp,ﬁ) = 71—@ - ‘C .

Die Quantisierungsvorschrift besteht jetzt darin, ¢ und 7 durch
operatorwertige Distributionen zu ersetzen, sodass die kanonischen Ver-
tauschungsrelationen

[p(x), o(y)] = 0 = [7(x), 7(y)]
[o(x), m(x)] = 16(x —y)

erfiillt sind. Die Zeitentwicklung ist dann durch die Heisenbergglei-
chung gegeben,

p(z) =i / Pylh(y), o(z)]

Die angegebene Vorschrift ist mit einigen Problemen belastet. Wir
wollen das am Beispiel der p*-Theorie genauer ansehen. In diesem Fall
ist

T=¢,
und die Hamiltondichte ergibt sich zu
1 1 = m? g
he =n? o S1gol2e ™ 20 9 4
5™ T SlO0el ST+ e

Die kanonischen Vertauschungsrelationen sind im Fockraum des freien
Feldes zur Masse m realisiert. Um die Hamiltondichte dort einzufiihren,
kann man die Produkte der Felder durch Wickprodukte ersetzen. Die
Definition des Hamiltonoperators als das raumliche Integral der Hamil-
tondichte ist aber nicht moglich. Es gilt der folgende Satz (Haagsches
Theorem)

THEOREM IV.3. Sei $ der Fockraum eines freien Feldes @q, und sei
U(x) der raumliche Translationsoperator. Sei ¢ eine operatorwertige
Distribution mit den Figenschaften

(1) QO(O,X) = @O(va) ’ @(Oax) = @O(Oax) .
(i) U)p(t,y)U(x)" = oty +x) .
(i) Es existiert ein selbstadjungierter Operator H mit der Eigen-
schaft

e"o(0,x)e™ = p(t,x) .

Dann stimmt H bis auf eine additive Konstante mit dem Hamiltonope-
rator Hy der freien Theorie iiberein, und o = ¢ .

Beweisskizze nach [?]: Der Beweis beruht im wesentlichen darauf,
dass das Vakuum 2 bis auf einen Faktor der einzige translationsinvari-
ante Vektor in §) ist. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass H mit den
raumlichen Translationen vertauscht. Dann ist ) ein Eigenvektor von
H. Sei A der zugehorige Eigenwert. Die mit rdumlichen Testfunktionen
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verschmierten freien Felder ¢o(0, f) = [ d*xf(x)po(x) erzeugen aus ©
einen dichten Teilraum ©. Auf © gilt:

(H - )‘)‘;00(07 fl) o SOO(Oa fn)Q = (H - /\)SD(Oa fl) U 90(07 fn)Q
= @0, 1)+ 2(0, fi) -+ 9(0, £)92
k

= ng()((), fl) <o QO()(O,fk) T @O(van)Q

= Hopo(0, f1) -~ 0(0, fn)S2 .

Also gilt H = Hy+ X auf ®. Zur Vervollstandigung des Beweises geniigt
es zu zeigen, dass Hj auf ® wesentlich selbstadjungiert ist. U

Zur Vermeidung der Konsequenzen des Haagschen Theorems kann
man versuchen, zunéchst raumlich abgschnittene Hamiltonoperatoren

H(g) = Hy + / B (x)h(x)

mit einer Testfunktion g zu betrachten. Man erwartet dann wegen der
durch die Lichtgeschwindigkeit begrenzten Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Storungen, dass

itH(g) —itH(g)

(1, %) = 190, x)e
von g unabhéngig ist, sofern g im Bereich {y, |x —y| < |¢|} identisch 1
ist. Auf diese Weise erhélt man dann eine Konstruktion der Observa-
blenalgebra der wechselwirkenden Theorie.

Um auch die Vakuumdarstellung der wechselwirkenden Theorie zu
erhalten, kann man zunéchst die Grundzustandsvektoren Q(g) der lo-
kal gestorten Hamiltonoperatoren H(g) betrachten (falls diese existie-
ren). Die Wightmanfunktionen der wechselwirkenden Theorie sucht
man dann als Limes ¢ — 1 der Erwartungswerte

(Qg), e(21) - p(20)2(g)) -

Mit dem Rekonstruktionstheorem gewinnt man schliellich den Va-
kuumbhilbertraum der wechselwirkenden Theorie. Diese Idee ist von
Glimm und Jaffe erfolgreich fiir die Konstruktion der ¢*-Theorie in
2 Raumzeitdimensionen durchgefiihrt worden.

Wir wollen jetzt die kanonische Quantisierung der Elektrodynamik
behandeln. Die Maxwellgleichungen lassen sich aus der Lagrangedichte

1
£ —JFu P A
mit F),, = 0,4, — 0, A, ableiten. Hierbei ist j, ein erhaltener Strom,
der von A, unabhéngig ist. Es gilt ndmlich
oL oL

oA, = B@uA) T
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und daher
j’ =0, F"" =0A" — 0"9,A" .
Das Anfangswertproblem fiir das Vektorpotential ist durch die Max-
wellgleichungen nicht wohldefiniert. Denn wenn A, eine Losung ist,
dann ist auch A, + J,A eine Losung, wobei A eine beliebige Funktion
ist (Eichfreiheit). Daher ist auch der Ubergang zum Hamiltonforma-
lismus nicht moglich. Formal sieht man das daran, dass die kanonisch
konjugierten Impulse nicht unabhéngig sind und dass eine Elimination
der Zeitableitungen des Vektorpotentials nicht moglich ist. Die kano-
nisch konjugierten Impulse sind
- oL _{ 0 ., p=0
H O(A,) —F%"=FE, , pn=123

Man wéhlt den folgenden Ausweg. Man addiert zur Lagrangedichte
einen Zusatzterm (Eichfixierung), sodass die modifizierte Feldgleichung
ein wohldefiniertes Anfangswertproblem besitzt. Eine solche Wahl ist
—%(ﬁ“Au)Q mit A # 0. Die Feldgleichungen sind dann

OA4, + (A —1)0,(0,A4") = j, .
Es folgt aus der Stromerhaltung
0(9,A") =0 .

Daher ist B := 0, A" ein freies masseloses skalares Feld. Verschwindet

B, so sind die modifizierten Feldgleichungen &dquivalent zu den Max-

wellgleichungen. Allerdings kann B nicht einfach gleich Null gesetzt

werden, da es nichttriviale kanonische Vertauschungsrelationen besitzt.
Die kanonisch konjugierten Impulse sind

o — —)\8#14“ , T = 00Ak - 8kA0 .
Auflésen nach den Zeitableitungen von A, ergibt
Aoza_"A—)\_lﬂo s Ak:ﬂ'k‘i‘akAO .

Die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen zwischen A, und Au erge-
ben sich zu

[4(0,%), Ay(0,y)] = =i(gu — (A = 1)guoguo)d(x — y) ,
und die zwischen AO und Ak zu
[A0(0,x), Ax(0,3)] = [(9- A — A"'m0)(0, ), (3, + 3 A40)(0, y)
=i(1 - A" Nhd(x—y) .
Besonders einfach werden die Vertauschungsrelationen fiir A = 1 (Feynman-
Eichung). Ein anderer oft betrachteter Spezialfall ist A = oo (Landau-
Eichung).

Wir wollen im folgenden die Feynman-Eichung verwenden. Die Feld-
gleichung stimmt in diesem Fall mit der inhomogenen Wellengleichung
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iiberein. Wenn j, mit A, vertauscht, dann ist der Kommutator ver-
schiedener Komponenten von A, eine Losung der homogenen Wellen-
gleichung. Da die Anfangsbedingungen durch die kanonischen Vertau-
schungsrelationen bestimmt sind, ergibt sich

[AM(ZL’), Au(y)] - _Z.g;wD(x - y)
mit der Pauli-Jordan-Funktion D. Fiir das Feld B findet man

[B(2), Au(y)] = =i, D(z —y) ,

daher implementiert [ d*xB(¢,x)d;A(t,x) mit einer Losung A der Wel-
lengleichung gerade eine infinitesimale Eichtransformation, die mit der
Eichfixierung 0,A* = B vertréglich ist. B kann also nicht identisch
Null sein.

Wir konnen jetzt aber die Algebra 2y der verschmierten Felder be-
trachten, die mit B vertauschen. Diese Algebra wird von F),, und B
erzeugt. In dieser Algebra erzeugt B ein nichttriviales Ideal . Die Quo-
tientenalgebra A = 2/I ist dann die Observablenalgebra der Quan-
tenelektrodynamik. Sie wird von den Feldern F),, erzeugt. Deren Ver-
tauschungsrelationen und Feldgleichungen sind dieselben wie die aus
Kapitel 3.

Wir wollen jetzt eine Hilbertraumdarstellung finden. Zuerst versu-
chen wir, eine Darstellung der Felder A, durch hermitische Operatoren
in einem Hilbertraum K zu konstruieren. K soll einen Vektor ) ent-
halten, der das Vakuum beschreibt, und soll durch Anwendung der
verschmierten Felder auf €2 erzeugt werden. Weiter soll es eine positive
Energiedarstellung der Poincaré-Gruppe geben, die {2 invariant lédsst
und unter der sich A, kovariant transformiert,

Uz, \)A,(y)U(zA)™" = A, (Ay + )\, .
Aus diesen Bedingungen ergibt sich die Zweipunktfunktion zu

(2, Au(@) A (¥)Q) = =g Dy (z —y) -

Im Einteilchenraum

S ={ANQ, f=(f") f" e SRY}
erhéilt man das Skalarprodukt
3

(AN AN = = [ G2 F@)
Man erkennt, dass das Skalarprodukt in K nicht positiv definit sein
kann, wenn Ay hermitesch ist.

Die 4 Komponenten in K; kann man als zeitartige, longitudinale
und die beiden transversalen Photonen interpretieren (jeweils bezogen
auf die Richtung des Impulses). Nur die transversalen Photonen ent-
sprechen physikalischen Teilchen. Zur Elimination der unphysikalischen
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Freiheitsgrade verwenden wir das Feld B. Sei
9o ={® e R, B(f)® =0 falls supp f NV =0} .
(Gupta-Bleuler-Bedingung). Dann gilt der folgende Satz:
THEOREM IV.4. (®,®) > 0 fir ® € $,.

Beweis: Die n-Teilchenkomponente ®,, von ® ist eine symmetrische
Funktion ®#1#»(py, ..., p,) mit p; € IV,. Die Gupta-Bleuler-Bedingung
besagt

d°p wf JreY
mp f(_p)g/t,ulq)n n(p7p27 s 7pn) =0.

fiir alle f mit supp f NV = 0. Also gilt
pmq)zlmu"(pap% cee apn) =0.

fiir p,...,p, € OV,. Da — 9w auf dem orthogonalen Komplement eines
lichtartigen Vektors p # 0 positiv semidefinit ist,

p’=0, =0 py==%lp|, @wpo=9q-p,

also unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung

q? > @R e

Ip|?

st

(_1)nq)np1...un(pla s 7pn)q)zlmun(plap27 s >pn) 2 0.

Dies ist aber gerade der Integrand, der bei der Berechnung des Skalar-
produkts (Cbn, <I>n) auftritt. Also ist ((IDn, (Dn) > 0 fiir alle n und damit
((ID, <I>) > 0. O

Sei N der Nullraum des positiv semidefiniten Skalarprodukts auf
$o,

N ={d € H,, (<I>,<I>) =0} .

Dann besitzt der Quotientenraum $)o/N ein positiv definites Skalar-
produkt. Seine Vervollstandigung nennen wir den physikalischen Hil-
bertraum $). Wir wollen jetzt zeigen, dass die Observablenalgebra 2 auf
$ durch Operatoren dargestellt werden kann. Die Algebra 2(; besteht
nach Definition aus den Feldoperatoren, die mit B vertauschen. Daher
lasst sie den Raum $)( invariant. Auch der Nullraum ist invariant unter
. Denn sei ® € N und C € 2. Dann ist wegen der Hermitizitéit
von B auch der adjungierte Operator C* € 2. Damit folgt aus der
Schwarzschen Ungleichung

(C®,C0) = (C*CP,®) < ||C*C||||®]| =0 .

Also besitzt 20y eine Darstellung auf dem physikalischen Hilbertraum
$. Dabei wird das von B erzeugte Ideal auf Null abgebildet,

B(f)® e V.
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Damit erhalten wir die gewiinschte Hilbertraumdarstellung der Obser-
vablenalgebra . Sie stimmt mit der in Kapitel III konstruierten Dar-
stellung iiberein. Im Gegensatz zu dieser lésst sich die Gupta-Bleuler-
Methode auch auf den wechselwirkenden Fall iibertragen. Eine dhnliche
Methode gibt es fiir nichtabelsche Eichtheorien.

5. Pfadintegral

Eine andere Methode zur Definition von Quantenfeldtheorien ist
die Methode der Pfadintegrale. Urspriinglich von Dirac vorgeschlagen,
wurde sie von Feynman in seiner Doktorarbeit als eine alternative For-
mulierung der Quantentheorie entwickelt.

Wir erlautern die Methode zunéchst am Beispiel eines quantenme-
chanischen Teilchens der Masse m, das sich in einer Raumdimension
unter dem Einfluss des Potentials V' (z) bewegt. Der Hamiltonoperator
des Systems ist

H = Hy+V mit H, L&

= mi = -
0 0 2m dax?
Wenn Hy + V' wesentlich selbstadjungiert ist (z.B. fiir V' stetig und
beschrénkt), dann gilt nach der Trotter-Produkt-Formel
e P = lim (e7iaMoemVY"® | @ € [*(R) .

Fiir Testfunktionen ® € S(R) ldsst sich die Wirkung des freien Zeit-
entwicklungsoperators e~#Ho mittels Fourier-Transformation durch das
folgende Integral beschreiben

‘ 1 ‘ 2
(c00)(a) = o= [ dp [ dger e i)
m

m m (z—y)?
= _ dyetz = @
\ 2rit / ve )
m — m efi% sign(t) )
2mit 27t

Ist V unendlich oft differenzierbar mit polynomial beschréinkten Ablei-
tungen, so gilt fiir die Losung der Schrédingergleichung

mit

0
i (t ) = (H)(t,2)

mit Anfangswert ¢(0,z) = ®(z) die Formel
U(t,y0) = (7" ®)(yo)

¢ m<yk71,yk)2_
= ljm( m)n/dyl...dynelnzk—l(Q t/m2 V(yk))q)(yn)

n—o0 2mit
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(Konvergenz im Sinne von L?(R)). Der Exponent in der zweiten Zeile
ist eine Riemann-Summe, die das Integral

7 4 (R Vi)~ il

approximiert, wenn y(t) eine Bahnkurve ist mit y(k%) = y;. I ist hier-
bei die klassische Wirkung der Bahnkurve.

Diese Darstellung des Zeitentwicklungsoperators legt die folgende
suggestive Deutung nahe: Die quantenmechanische Ubergangsamplitu-
de

(yle™ "z} =" (y, )

ergibt sich als eine Superposition der Amplituden fiir alle méglichen
Bahnen v : [0,¢] — R mit 7(0) = x und (1) = y. Jede dieser Bah-
nen liefert einen Beitrag e*/("). Der fithrende Beitrag kommt von den
Bahnen in der Nihe eines stationdren Punktes der Wirkung, also von
Bahnen in der Néhe der klassischen Losung.

Sei nun W, ,; die Menge der stetigen Bahnen 7 : [0,¢] — R mit
7(0) = z und (1) = y. Wir schreiben

e ) = [ Daett).

Y5t

Hierbei soll

mn \n t
Dy = 1li — ) dy(—=)---d
7= iy i) DG
das geeignet normierte Integral iiber alle Wege bedeuten.
Wenn es gelingt, dem Pfadintegral fiir V' = 0 einen mathematisch
prézisen Sinn zu geben, dann erhélt man den Integranden fiir beliebiges
V' durch Multiplikation mit dem Faktor

i Jo AV ()

(Feynman-Kac-Formel). Sofern dieser Faktor integrierbar ist, hat man
eine explizite Integraldarstellung fiir die Ubergangsamplitude gefun-
den.

Bei dem Versuch, diese Ideen mathematisch zu prézisieren, berei-
tet der oszillatorische Charakter der Integrale Probleme. Leichter zu
handhaben sind die Integralkerne der positiven Operatoren e*#, ¢ > 0
(falls H nach unten beschrinkt ist). Fiir ¢ > 0 gilt

m 7@(1*9)2
x’y) =,/ —e 2 ¢

7tH0( 27t

e
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Der Integralkern von e~ besitzt die folgenden Eigenschaften
ez, y) >0,

/ dee (2, y) =1,

/dye_tHO (z,y)e 10y, 2) = e (HIHo (g 2)

Diese Eigenschaften kann man als eine wahrscheinlichkeitstheoretische
Beschreibung der Diffusion interpretieren. Dabei deutet man e~ (z, y)
als die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass ein Teilchen durch Diffu-
sion (mit der Diffusionskonstante D = ﬁ) in der Zeit ¢ von y nach
x gelangt. Die zweite Gleichung ist die Normierung der Wahrschein-
lichkeit, dass das Teilchen an irgendeinem Punkt ist, auf 1. Die dritte
Eigenschaft charakterisiert einen Markov-Prozess.

In der Theorie der Brownschen Bewegung fiihrt man auf W, , ; die
Struktur eines Maflraums ein. Dabei muss man das System der messba-
ren Mengen auszeichnen. Hierzu sollen auf jeden Fall die sogenannten

Zylindermengen gehoren:

DEFINITION IV.1. Fine Zylindermenge Z(t1, ..., t,; B) ist die Men-
ge der Wege v mit (y(t1),...,7(t,)) € B, wobei B eine messbare Menge
mR™ st und 0 <ty <...<t, <t gilt.

Man kann dann das sogenannte Wiener-Integral iiber Zylindermen-
gen erkldaren durch

/ dw,, = / dyy - - - dype Ut (y — g oo emHol (Y — )
Z(t1,ostn; B) B

Es gilt nun der folgende Satz:

THEOREM IV.5. Sei V' stetig und nach unten beschrdinkt, und sei
H = Ho+V wesentlich selbstadjungiert. Dann ist die Funktion e~ Jo 4¢'V((¥)
auf Wy o+ beziiglich des Wiener-Mafes integrabel, und es gilt die Feynman-
Kac-Formel

(™) (y,z) = / AWE e~ S 4vor)

Beweis: Nach der Trotter-Produkt-Formel gilt
ot xn m (p—1-vp)>
(€)= i (/20" [ gD G )
n—oo e

Nach der Definition des Wiener-Mafles ist die rechte Seite der Limes
n — oo der Wiener-Integrale

/ AW o~ Tis £V O

iiber die Zylinderfunktionen

NS b )
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Diese Funktionen konvergieren punktweise gegen e~ Jo #VO®) Wegen
der unteren Schranke an V sind sie gleichméfig durch eine Konstan-
te beschrinkt. Nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz ist die
Limesfunktion daher integrabel, und das Integral stimmt mit dem Li-
mes der Integrale {iber die approximierenden Zylinderfunktionen iiber-
ein. Il

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass der Integralkern von e~
positiv ist. Daraus ergibt sich, dass auch die Grundzustandsfunktion €2
(falls es sie gibt) positiv sein muss. Man erhilt sie durch die folgende
Formel:

THEOREM IV.6. Sei Qy € L*(R) positiv. Dann ist
0= tlim e HQolle Q|7

falls der Limes existiert, der bis auf einen Phasenfaktor eindeutige
Grundzustand von H. Wenn der Limes nicht existiert, besitzt H keinen
Grundzustand.

Hieraus erhélt man die folgende Formel fiir den Erwartungswert
eines Produkts von Funktionen f; des Ortsoperators zu verschiedenen
(imaginéren) Zeiten

(Q, e fi(x)e e f (z)e T Q) = / du(V) fi(v(t)) - fu(y(tn) -

Hierbei ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Raum aller Wege
v : R — R. Es ergibt sich als Limes ¢t — oo der Mafle

Z () da o () dy o (y) AW, bt [2 VO

mi einem Normierungsfaktor Z(t). Bemerkenswert an dieser Formel ist,
dass man die Grundzustandswellenfunktion €2 nicht zur Berechnung der
Erwartungswerte benotigt.

Wir wollen jetzt entsprechende Formeln fiir die Feldtheorie gewin-
nen. Dazu konstruieren wir zunéchst die Schrodingerdarstellung des
freien Skalarfeldes. An die Stelle der Ortsoperatoren treten jetzt die
Zeit-Null-Felder ¢(0,x). Als Wertebereich der Felder betrachten wir
den Raum der temperierten reellwertigen Distributionen &'(R?). Wir
suchen ein Maf} y auf diesem Raum, sodass der Fockraum mit L?(S'(R?), du)
identifiziert werden kann. Ein Vektor ® des Fockraums ist dann eine
Funktion auf &’(R?) mit

/ B(T)Pdu(T) = [ @]

Die mit Testfunktionen f € S(R?) verschmierten Zeit-Null-Felder wir-
ken als Multiplikationsoperatoren,

((0, N@)T) = T())2(T) -
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Zur Durchfiihrung dieses Programms betrachten wir die von den
Operatoren e?(*-f) erzeugte Algebra
A={ Z c;e?00) ¢p € C,cp # 0 nur fiir endlich viele f}
feS(R?)
Jedes Element C' dieser Algebra definiert iiber
c(T) = ZcfeiT(f)
f

eine stetige beschriinkte Funktion auf 8'(R?), und das punktweise Pro-
dukt dieser Funktionen entspricht dem Produkt der Operatoren,

(0102)(T) - Cl(T)C2(T) :

Ein Maf} auf §&'(R?) kann jetzt dadurch charakterisiert werden, dass es
ein lineares Funktional auf dieser Funktionenalgebra beschreibt,

/ (T)C(T) = p(C) .

In unserem Fall bietet sich als lineares Funktional der Vakuumerwar-
tungswert an,

u(C) = (2,090) .

Das zugehorige Mafl beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Konfigurationen 7" des Zeit-Null-Feldes im Vakuum.

Bei dieser Beschreibung des Mafles gibt man seine Fourier-Transformierte
an,

x(f):=n(f) = M(ez‘w(O,f)) — /d'u(T)eiT(f) .

Wegen der Positivitdt des Skalarproduktes im Fockraum (dquivalent
zur Positivitdt des Mafles) besitzt x (die sogenannte charakteristische
Funktion des Mafles) die Eigenschaft

> X(f = g)erg > 0.
19

Umgekehrt ist jede stetige Funktion auf S(R?), die die obige Positi-
vitédtseigenschaft besitzt, die Fourier-Transformierte eines Mafles auf
S’(R?) (Minlos-Theorem).

In unserem Fall ist

mit
if(x) - /d3yA+(0,X -y)fy)-

Mafle, deren Fourier-Tranformierte Exponentiale einer positiven qua-
dratischen Form sind, nennt man Gauflsche-Mafle. Die quadratische
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Form ist die Kovarianz des Mafles,

/ (T TEIT(y) = (2 00, x)0(0,)2) = Ay (0,x — y) .

Gauflsche Mafle iiber R"™ werden durch eine positiv semidefinite n x n-
Matrix K charakterisiert,

/duK(:c)xixj = K;;

/d,uKei(””’y) = 6_%<y’Ky) .

Falls K invertierbar ist, berechnet man durch inverse Fourier-Transformation

e () = (27)3 det(K) 33 (=K 70) gny

Im unendlich dimensionalen Fall gibt es kein Lebesgue-Maf}; die obige
Faktorisierung des GauB-Mafles verliert daher ihren Sinn. Das Gauf3-
Maf selber ist aber auch im unendlich dimensionalen Fall wohldefiniert.

GauBsche Mafe lassen sich mit Hilfe ihrer charakteristischen Funk-
tion leicht auf unendlich dimensionalen Rdumen erkldren. Sie besitzen
aber einige Eigenschaften, die im endlich dimensionalen Fall nicht auf-
treten konnen.

Der allgemeine Fall ist der folgende. Wir betrachten einen reellen se-
parablen Pra-Hilbert-Raum 2. Auf ® betrachten wir die stetige Funk-
tion positiven Typs

x(f) = e )
Sei ®' der Raum der (nicht notwendig stetigen) linearen Funktionale
auf ®. Wir definieren ein Maf} 1 auf @’ als lineares Funktional auf der
Algebra der Funktionen | — Y ¢;eY) mit Hilfe der charakteristischen

Funktion. Die wichtige Frage ist jetzt, auf welchen Funktionalen das
Maf3 konzentriert ist. Es gilt der folgende Satz:

THEOREM IV.7. Die Menge der stetigen Funktionale hat das Mafs
Null.

Beweis: Sei ||l|| := supy =1 |I(f)|. Wir definieren die Funktion

1U I <
Fay=4 ¢ o <o
o={70" sz
(A > 0). Wir wollen zeigen, dass [ du(l)F(I) = 0 ist. Dies bedeutet,
dass die Menge der stetigen Funktionale (d.h. der Funktionale mit end-
licher Norm) das Maf§ Null hat.
Wir wihlen ein Orthonormalsystem (fx) in ® und setzen

Fol) = e~3Siaa 00

Es gilt
F(l)=lim F,(l), F,(I)<1.

n—oo
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Fist also punktweiser Limes einer gleichméflig beschrankten Folge von
Zylinderfunktionen und daher integrabel, und es gilt

/ du()F () = lim / du()Fa(l)
Das Integral von F), ist aber das Integral des Gauflschen Mafles
(2m)"/2 / Qe 5 Tharat = (14 02

Hieraus folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Satzes zeigt man z.B. fiir das Wiener-Integral, dass
die Menge der differenzierbaren Wege Mafl Null hat. Mit einer Modifi-
kation des obigen Arguments zeigt man, dass, falls © ein Hilbertraum
ist, fiir jeden Hilbert-Schmidt-Operator A auf ® die Menge der linea-
ren Funktionale [, fiir die [A nicht stetig ist, eine Menge vom Maf} 0
ist. Auf diese Weise kann man zeigen, dass das Wiener-Integral auf den
stetigen Wegen konzentriert ist.

Im Fall von ® = S(R?) und einem im Sinne der Schwartz-Raum-
Topologie stetigen Skalarprodukt kann man zeigen, dass das Gaufische
Mafl auf dem Raum der temperierten Distributionen konzentriert ist.

Wir haben den Fockraum als den L?-Raum eines GauBschen Mafies
mit Kovarianz 5- iiber §'(R?) dargestellt. Die Zeit-Null-Felder wirken
als Multiplikationsoperatoren, und der Vakuumvektor entspricht der
Funktion Q(7') = 1. Es bleiben die kanonisch konjugierten Impulse
zu bestimmen. Diese wirken als Funktionalableitungen zuziiglich ei-
nes Terms, der durch die fehlende Translationsinvarianz des Gauflschen
Mafles verursacht wird. Man berechnet fiir C' € A

(m(0, HENT) = (x(0, HHCT) = ([ (0, f), CIQ)(T)+C (7 (0, /)Q)(T) -
Der Kommutator berechnet sich aus den kanonischen Vertauschungs-
relationen

0.9).C1 = 7 [ @x i)

Die Wirkung auf dem Vakuum bestimmt sich aus
m(0, £)$2 = @(0, [)Q = iHop(0, f)Q = ip(0,wf)Q .
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Integralkern von e~

berechnen. Wir fassen ihn zunichst als Distribution in zwei Variablen
auf,

tHy

/(etHO)(T, T dp(T)dp(TY(T)W(T') = (&, e How) .
Deren Fourier-Transformation ist
(O, 00D gin 00 Q) = =3 (155) =3 (950) o~ (15579)

Diese ist eine Funktion positiven Typs und daher die charakteristi-
sche Funktion eines Mafles. In Analogie zur Theorie der Brownschen
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Bewegung fassen wir dieses Maf} als die Wahrscheinlichkeitsverteilung
eines durch H, beschriebenen Diffusionsprozesses auf. Sie gibt an, wie
grof3 die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass eine Bahn von Feldkonfigu-
rationen Ty zur Zeit t den Wert 7" und zur Zeit 0 den Wert T hat.
Entsprechend definieren wir auch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

fiir Feldkonfigurationen zu Zeiten ¢; > --- > ¢, mit charakteristischer
Funktion
1 1 e~ (timte)w
exp (‘5 ;(fj’ ﬂfj) - j;(fja T}%)) :

Der Ubergang zu kontinierlichen Zeiten kann in der folgenden Weise
gemacht werden. Sei f(z°,x) = >, fe(x)0(2® — ¢;). Dann ist die in
der charakteristischen Funktion auftretende quadratische Form gege-
ben durch

(f. 5af) = / A f (2)S(z — y) ()

mit der 2-Punkt-Schwingerfunktion
e

Sa(x) = (27)_4/d4pm ~

Die 2-Punkt-Schwingerfunktion ergibt sich aus dem Feynmanpropaga-
tor, indem man py durch ipy und o durch izq ersetzt (,, Wick-Rotation*).
Fiir zg = 0 stimmt sie mit A, {iberein. Sie ist analytisch fiir x # 0
mit einer analytischen Fortsetzung in ein Gebiet des C*. Wir wissen
bereits, dass A, Randwert einer analytischen Funktion ist; diese ana-
lytische Funktion ist die 2-Punkt-Schwingerfunktion.

Das Gauflsche Mafl mit der 2-Punkt-Schwingerfunktion als Kova-
rianz definiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gy auf S'(R*). Je-
der Testfunktion f € S(R?) wird eine Zufallsvariable ¢(f) zugeordnet
durch

ipT

(D) =T(f), TeSRY.
Man nennt ¢ das euklidische freie massive Skalarfeld. Seine Korrelati-
onsfunktionen nennt man die Schwingerfunktionen. Sy ist die Green-
sche Funktion des Operators —A + m?. Wir stellen uns daher pg vor
als
dpg = Zile*IE(S")Dgp
mit der euklidischen Wirkung

Is(o) = [ g (00 + )

und dem Integral iiber alle Feldkonfigurationen Dy = [], dg(z). Bei
einer Gitterapproximation des euklidischen Feldes kann man diese For-
mel direkt verwenden. Im Kontinuum ist diese Formel nur heuristisch,
da das Lebesgue-Integral D¢ nicht existiert und zudem der Integrand
mit Wahrscheinlichkeit 1 gleich Null ist.
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Wechselwirkende euklidische Feldtheorien gewinnt man formal aus
der Feynman-Kac-Formel. Fiir das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl
setzt man an

du(p) = Z e T EV @D dy,(p) .

Allerdings ist im Gegensatz zur Quantenmechanik die Funktion e~/
in der Regel nicht integrierbar. Im Falle einer translationsinvarianten
Wechselwirkung ist dies eine euklidische Version des Haagschen Theo-
rems. Multipliziert man V' mit einer Testfunktion g € D(R?), so gilt in
2 Dimensionen, dass fiir nach unten beschrénkte Polynome V' die Funk-
tion e~/ 9" integrierbar ist. Man erhilt so eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaBen 1, auf &’(R?). Diese besitzt fiir ¢ — 1 Limespunkte, die
als wechselwirkende euklische Feldtheorien aufgefasst werden kénnen.
Durch analytische Fortsetzung der Korrelationsfunktionen erhélt man
dann die Wightman-Funktionen eines wechselwirkenden Quantenfel-
des.

Die euklidische Wirkung ist der statische Anteil der Energie eines
klassischen skalaren Feldes in 4 Raumdimensionen. Das oben definierte
Maf kann daher als der Zustand eines klassischen statistischen Systems
statischer Feldkonfigurationen angesehen werden, wobei A die Rolle der
Temperatur spielt. Diese Beziehung zwischen statistischer Mechanik
und klassischer statistischer Mechanik ermdoglicht es, Resultate, die in
einem Bereich erhalten worden sind, in den anderen zu iibertragen.
Ein Beispiel ist der Begriff des Phaseniibergangs, der aus der statisti-
schen Mechanik stammt und in der Quantenfeldtheorie auf plotzliche
Anderungen in Abhéngigkeit von den Kopplungskonstanten angewandt
wird.

Bei der Definition wechselwirkender euklidischer Theorien treten
dhnliche Probleme auf, wie wir sie schon bei dem Versuch der Definition
wechselwirkender Quantenfeldtheorien angetroffen haben. Eines dieser
Probleme ist die Definition von Potenzen der Felder. Da ¢ Werte im
Raum der temperierten Distributionen annimmt, ist ein Ausdruck der
Form ¢(x)™ nicht wohldefiniert. Wir versuchen daher, euklidische Wick-
Potenzen : ¢(x)" : zu definieren. Dazu betrachten wir zunéchst die
Struktur der Schwinger-Funktionen. Es gilt

Sp(xy, . xy,) = /duogp(xl) ()

B 0 , n ungerade ,
ZPaarungen HPaare 52 (‘xi? xj) ) n gerade :

Diese Formel ist vollig analog zu den Formeln fiir die zeitgeordneten
Funktionen des freien Feldes, wobei S5 an die Stelle des Feynman-
Propagators tritt. Von der Formel fiir die Wightman-Funktionen des
freien Feldes unterscheidet sie sich dadurch, dass dort die Paare in
der Reihenfolge ihrer Indizes geordnet werden, in Ubereinstimmung
mit der Tatsache, dass die Wightman-2-Punkt-Funktion A, (z —y) des
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freien Feldes nicht symmetrisch unter Vertauschung von z und y ist.
Wir kénnen daher dieselben kombinatorischen Formeln verwenden, die
bequemer Weise mit Hilfe von Graphen beschrieben werden. Sei &hnlich
wie dort G(n) die Menge der Graphen G mit Vertizes v € {1,...,n}
und ungerichteten Linien | € K(G), die jeweils 2 Vertizes verbinden
(duflere Linien werden hier nicht zugelassen), sodass jeder Vertex v
Randpunkt genau einer Linie [ ist, in Zeichen v € 0l. Dann ist

[ gt e = 3 ] Saltanv e an.

GEGIEK(G)

Die Korrelationsfunktionen fiir Wick-Polynome ergeben sich formal
durch die Identifizierung bestimmter Vertizes, wobei die entsprechen-
den Linien weggelassen werden. Sei G(n4,...,n;) die Menge der Gra-
phen G mit Vertizes {1, ..., k} und ungerichteten Linien [, sodass der
Vertex ¢ Randpunkt von genau n; Linien ist. Wir definieren die Wick-
Polynome zunéchst als Linearformen auf dem Raum der Polynome
durch

[ ey ptw) = X ] Sifawveon).

n!

Geg(n,1, ..., 1)I€K(G)
k
Fiir nichtzusammenfallende Punkte x4, ..., z; konnen auch die Korre-

lationsfunktionen der Wick-Polynome angegeben werden,

()™ So xi—x-l”
JaIT20F = 3 T2
i t GeG(na,...,ng) i<j t

wobei [;; die Zahl der Linien zwischen den Vertizes ¢ und j ist. In
der storungstheoretischen Renormierung euklidischer Feldtheorien kon-
struiert man die Fortsetzung der Korrelationsfunktionen zu iiberall de-
finierten Distributionen. Allerdings ist es in der Regel nicht moglich,
diese Fortsetzungen als Korrelationsfunktionen eines euklidischen Fel-
des anzusehen, d.h. insbesondere, dass : ¢": (f) keine Zufallsvariable
ist.

Betrachten wir als Beispiel das euklidische freie Feld in 3 Dimen-
sionen. In diesem Fall ist die Schwingerfunktion gegeben durch

e_m‘x|
 dnmla]

Die 2-Punkt-Korrelationsfunktionen der n-ten Wick-Potenz sind daher
fiir n > 2 nicht mehr integrabel. Fiir n = 2 aber ergibt sich

/ dpuol: 2 () = / 48 () F@) £ (9) Sal — )? < o0 |

1% (f) ist also quadratintegrabel. Im Fall n > 2 divergiert das ent-
sprechende Integral, und fiir die renormierten 2-Punktfunktionen ist

SQ(.’E)
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das Ergebnis nicht notwendig positiv, sodass es nicht als Erwartungs-
wert eines Wahrscheinlichkeitsmafles aufgefasst werden kann.

6. Zusammenhingende Funktionen

Bei der Entwicklung der Terme der Stérungstheorie nach Graphen
kann man die Graphen in Zusammenhangskomponenten zerlegen. Die
dem Graphen entsprechende Distribution ist das Tensorprodukt der zu
den Komponenten gehorigen Distributionen, daher reicht es aus, sich
auf die zusammenhéngenden Graphen zu beschrinken. Tatséchlich ist
die Zerlegung von Korrelationsfunktionen nach zusammenhéngenden
Anteilen unabhéngig von der Stérungstheorie definiert und kann insbe-
sondere auch fiir die wechselwirkenden Theorien durchgefiihrt werden.

Sei w ein lineares Funktional iiber einer (nicht notwendig kommu-
tativen) unitalen Algebra .4 mit der Normierungsbedingung w(1) = 1.
Wir denken dabei z.B. an das Wightmanfunktional iiber der Tensoral-
gebra der Testfunktionen,

W(fi @@ fa) = (L o(f1) - o(f)Q) ,

oder an das System der zeitgeordneten Funktionen als Funktional iiber
der symmetrischen Tensoralgebra der Testfunktionen,

W(i® @ fu) = (LTe(f1) - o(f)Q) -

Eine weitere Moglichkeit sind Wahrscheinlichkeitsmafle, aufgefasst als
lineare Funktionale auf der Algebra der Zufallsvariablen, die jeder Zu-
fallsvariable ihren Erwartungswert zuordnen.

Wir wollen zunéchst annehmen, dass w eine Entwicklung nach Gra-
phen besitzt,

W(Ar - Ay) =) welAr, L Ay
Geg

wobei wg fiir jeden Graphen G ein multilineares Funktional auf A ist,
das faktorisiert, wenn der Graph sich in unverbundene Untergraphen
zerlegen lésst. Wir konnen jeden Graphen in seine Zusammenhangs-
komponenten zerlegen. Dabei wird die Menge der Vertizes in disjunkte
nichtleere Teilmengen zerlegt,

{L,...on}=LU...UL,, [N =0firj#1.

Eine solche Zerlegung nennt man eine Partition, und wir bezeichnen
die Menge der Partitionen von {1,...,n} mit Part({1,...,n}). Wir
konnen jetzt zunéchst eine Partition festhalten und nur iiber diejenigen
Graphen summieren, deren Zerlegung in Komponenten die gegebene
Partition der Menge der Vertizes ergibt, und anschlieSend iiber alle
Partitionen summieren. Sei

WA, A) = ) we(Ar, . A
Gege
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wobei G. C G die Teilmenge der zusammenhédngenden Graphen be-
zeichnet. Dann gilt

WA A)= Y JJedlAnier) . (IV.1)

PePart({1,...,n}) IEP

Wir benutzen diese Formel jetzt auch im Fall, in dem keine Entwick-
lung nach Graphen gegeben ist, und betrachten sie als eine implizite
Definition der zusammenhéngenden Funktionen w,. als multilinearen
Funktionalen auf A. Tatsdchlich ldsst sich die obige Gleichung nach
den zusammenhéngenden Funktionen auflosen, z.B. gilt w.(A) = w(A),
We(A1, A2) = w(A1As) —w(A;)w(A2), und es gilt die Rekursionsrelation

we(Ar, A =w(Ay - Ay) = Y [JwelAiied)

t(P)>11€P

wobei #(P) die Zahl der Elemente der Partition P angibt.

Es gibt auch geschlossene Formeln fiir die zusammenhédngenden
Funktionen. Multilineare Funktionale auf Vektorraumen lassen sich im-
mer als lineare Funktionale auf dem Tensorprodukt der Vektorrdume
auffassen. In unserem Fall betrachten wir die Algebra A als Vektor-
raum. Die zusammenhéngenden Funktionen bilden ein System multili-
nearer Abbildungen und lassen sich formal als ein lineares Funktional
auf der Tensoralgebra

TA=p A"
n=0
auffassen (mit w.(1) = 0). Auf der Menge der linearen Funktionale auf
T A kann das folgende assoziative Produkt eingefiihrt werden,

(FO) (A @ @A) = Y  FQA)GR)4) , (IV.2)

Ic{1,...n} iel jele

wobei I¢ das Komplement von [ in {1,...,n} bezeichnet. Das Einsele-
ment fiir dieses Produkt ist das lineare Funktional

(A1 @ ®An) = 6o -

Die definierende Gleichung (IV.1) fiir die zusammenhéngenden Funk-
tionen lasst sich mit Hilfe dieses Produkts in der folgenden Form schrei-

ben,
e _N\"WE
wm = e = EO i (IV.3)

(Hierbei haben wir die Multiplikation in der Algebra A zur Definition
einer linearen Abbildung

' TA — A
Y A9 @A, — A---A,
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benutzt.) Denn es gilt

WA @ @A) = > JJe@A) .

I,..., IkC{l ..... TL} J i€l

Hierbei sind die Indexmengen paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung
ergibt {1,...,n}. Die Beitrdge der leeren Mengen verschwinden wegen
we(1) = 0, daher wird iiber alle Permutationen P € Part({1,...,n}
summiert. Jede Partition tritt k! mal auf, entsprechend der Anzahl der
Nummerierungsméoglichkeiten der Indexmengen. Nach Division durch
k! und Summation iiber k ergibt sich Gleichung (IV.1).

Aus (IV.3) erhilt man durch Umkehrung der Potenzreihe der Expo-
nentialfunktion die gesuchte geschlossene Formel fiir die zusammenhéngen-
den Funktionen,

r (wm — 1)~ (IV.4)

= logwm = i (=
k=1

Die angegebene Reihe konvergiert, da (wm—1)(1) = 0. Ausgeschrieben
ergibt sich

wlAr- A= ) ()PP - e T4

PePart({1,...,n}) IeP el

Wir wollen die Formel anwenden auf Elemente der Form
=1
exp@)A:X:EAWC , Ae A.
k=0

Wertet man lineare Funktionale auf T'A auf diesen Elementen aus, so
geht das Produkt der Funktionale in das Produkt der Werte iiber,

(FG)(expg, A ZZ( ) F(A®M)G(A®M)) = F(expy, A)G(expy, A) .

n=0 k=0
Daher gilt
we(expg A) = log(w(e?)) .

(Wir haben dabei benutzt, dass m(expg A) = e gilt.)

Bei diesen Formeln ist zu beachten, dass iiber die Konvergenz der
auftretenden Reihen nichts gesagt wird. Stattdessen werden sie im Sin-
ne formaler Potenzreihen in A interpretiert.

Fiir die charakteristische Funktion des Wahrscheinlichkeitsmafles
der wechselwirkenden Theorie ergibt sich damit

i —[v
_ fo(e PNe ] ) — e(Ho)e((expg ip(f)—1) expg (= [ V)

xf) = po(e= V)
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Setzen wir V = (g/4!) :¢*:, so erhalten wir fiir die zusammenhéngen-
den Korrelationsfunktionen die folgende Entwicklung nach Graphen,

/‘LC<§0(ml)a .. ySD(xn)) =
gk [ Sa(w; — ;)"
%/d (‘rn—‘rlv"'?xn"‘k) Z H % ‘

=0 GEeGe(nx1,kx4) 1<i<j<n+k K
(IV.5)

In dieser Entwicklung nennen wir die ersten n Vertizes, iiber die nicht
integriert wird, duflere Vertizes, und die anderen innere Vertizes.

Praktisch dieselbe Formel gilt fiir die zusammenhéngenden zeitge-
ordneten Funktionen der ¢*-Theorie. Man ersetzt lediglich —g durch ig
und Sy durch iAg. Aus diesen kann man dann nach den LSZ-Relationen
die zusammenhéngenden S-Matrix-Elemente bestimmen.

Es gibt noch eine andere Formel, mit der sich die zusammenhéangen-
de n-Punkt-Funktion berechnen lésst. Fiir die 2-Punkt-Funktion gilt

bl

wC(Al, Ag) = %(w ® W)(A’ZhAQ)

mit A= A®1—1® A, wobei A® A als Algebra aufgefasst wird mit
dem Produkt
(A1 ® Ay)(B1 ® By) = A1B1 ® A3 B, .

Entsprechend findet man fiir die n-Punkt-Funktion

1 ~ ~
wc(Al, Ce ,An) = —w®"(A1 s An) (IV6)
n
mit
A — 2mi(k—1)/n . .
A ; € 1 ® k—teéltelle ® L. (IV7)

Diese Formel ist vor allem dann niitzlich, wenn man Positivitatseigen-
schaften von w verwenden will (w, ist i.a. kein positives Funktional).
Ist z.B. w ein Wahrscheinlichkeitsmaf 4, so kann (w,), mit Hilfe des
Produktmafes p x --- x p berechnet werden.

7. Einteilchenirreduzible Funktionen (Vertexfunktionen)

Die Korrelationsfunktionen einer translationsinvarianten Theorie
héngen nur von den relativen Koordinaten ab. Dies fithrt zu einer weite-
ren Faktorisierungseigenschaft. Sei G ein Graph, der aus zwei Untergra-
phen G und G5 besteht, die durch eine Linie [y miteinander verbunden
sind. Seien Sg, und Sg, die jeweiligen Beitrége zur Schwingerfunktion.
Dann gilt

Sg(ZL‘i,i c V(G)) = SG1 ($Z,Z € V(Gl))SQ(I‘J,] € 810)5(;2(%,@' < V(Gz)) .

Diese Formel bleibt sinnvoll, auch wenn die Faktoren Distributionen
sind. Denn seien vy, v5 die Endpunkte der Linie [y in den Graphen Gy,
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bzw. G5. Dann héangen wegen der angenommenen Translationsinvari-
anz Sg, nur von den Relativkoordinaten y; = x; — x,,, i € V(G1) \ {v1}
und Sg, nur von den Relativkoordinaten y; = x; —x,,, i € V(G2) \ {vae}
ab. Zusammen mit y;, = z,, — ¥, erhilt man ein System unabhéngi-
ger Relativkoordinaten, und man erkennt, dass das obige Produkt ein
Tensorprodukt ist.

Wir zerlegen daher zusammenhéngende Graphen nach sogenannten
einteilchenirreduziblen (1PI) (besser: einlinienirreduziblen) Untergra-
phen. Hierbei heifit ein zusammenhéngender Graph 1PI, wenn er nicht
durch Weglassen einer Linie in Zusammenhangskomponenten zerfillt.

Zur Durchfithrung dieser Zerlegung fithren wir zunéchst eine Aqui-
valenzrelation auf der Menge der Vertizes ein. Wir nennen die Vertizes ¢
und j des Graphen G stark verbunden, wenn sie in jedem durch Weglas-
sen einer Linie aus G entstandenen Graphen durch einen Weg verbun-
den sind. Jede Aquivalenklasse stark verbundener Vertizes bildet zu-
sammen mit ihren inneren Linien einen maximalen 1PI-Untergraphen.
Zieht man die maximalen 1PI-Untergraphen zu einem Vertex zusam-
men, so bleibt ein Baumgraph (,,tree“) (d.h. ein Graph ohne Schleifen
(,Joops“)) tibrig.

Wir nehmen im folgenden an, dass der Beitrag aller Graphen mit
einem adufleren Vertex verschwindet. Dies bedeutet, dass die Einpunkt-
Funktion Null ist. Wir konnen daher die 1PI-Graphen mit einer dufleren
Linie weglassen.

Im Fall, dass nur zwei duflere Vertizes vorkommen (dies sind die
Graphen, die zur Zwei-Punkt-Funktion beitragen), besitzt der sich er-
gebende Baumgraph dann keine Verzweigungen, und an den Vertizes
der Ordnung 2 sitzen 1PI-Untergraphen, die durch 2 Linien mit dem
iibrigen Graph verbunden sind. Wir integrieren jetzt iiber alle Vertizes
eines solchen 1PI-Graphen, an denen keine duflere Linie ansetzt, und
summieren iiber die Beitrége aller 1PI-Graphen mit 2 dufleren Linien.
Wir erhalten eine Funktion X(x,y) (im Fall, dass die &ufleren Lini-
en am selben Vertex ankommen, multiplizieren wir den entstehenden
Beitrag mit 6(xz — y)). Die storungstheoretische Formel fiir die zusam-
menhéngende Zwei-Punkt-Funktion Gy der wechselwirkenden Theorie
lautet nun

Ga(z,y) = Sa(r — y)+

Z / d* 28y (2 — 21)2(21, 22) Sa (22 — 23) -+ - D201, 20)S2 (20 — V) .
" (IV.8)

Wir betrachten jetzt die Funktionen G5, ¥ und S, als Integralkerne
von Operatoren in L?(R*). Dann lautet die Entwicklung in Gleichung
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(IV.8)
Gy =) 5(S8)" .

Es handelt sich um eine geometrische Reihe mit dem Limes
G2 = (—A —i—m2 - E)il .

Man nennt ¥ den Selbstenergieanteil (m? wird durch m? — X ersetzt).

Sei entsprechend Ty, (z1, ..., z,) die Summe aller Beitrage von 1PI-
Graphen mit n dufleren Linien, n > 2. Man nennt I',, die n-Punkt-
Vertex-Funktion. Man kann jetzt alle zusammenhéngenden n-Punkt-
Funktionen G,, (auch Greensche Funktionen genannt) durch die Vertex-
Funktionen und die zusammenhéngende 2-Punkt-Funktion ausdriicken.
Sei 7,, die Menge der Baumgraphen T, die n Randvertizes 1,...,n
und eine beliebige (endliche) Anzahl von inneren Vertizes v € V;(T)
mit n, > 2 anstoflenden Linien haben. Da die Zahl der Linien eines
Baumgraphen um 1 kleiner ist als die Zahl seiner Linien [ € K(T),
jede Linie aber zwei Vertizes verbindet, ergibt sich die Gleichung

A(K(T)) =n+ > ny=20n+4Vi(T) 1),

veV;(T)
also
d (ny—2)=n-2.
Jeder innere Vertex v wird durch n, Hilfs-Vertizes v;,i = 1,...,n,
ersetzt. Wir schreiben y, = (Yo, .-+, Yn,) und ya = (y;,7 € 0l). Dann
gilt
Gn=> Gr
TeTn
mit
GT(yla R 7yn) =
/ H (d4nvyvrnv (yv)) H GQ(yal) . (Ivg)
veV;(T) leK(T)

Auch die Vertex-Funktionen lassen sich unabhéngig von der urspriing-
lichen Entwicklung nach Graphen definieren. Dabei setzen wir I'y =
—G5 "' (im Sinne von Operatoren), I'y = 0 (wir beschriinken uns auf
den Fall, dass G; = 0 gilt) und 'y = 0.

Wir betrachten zunéchst ein scheinbar vollig anderes Problem. Sei
¢(x;7) der Erwartungswert des Feldes ¢(x) unter Einschaltung eines
zusétzlichen Wechselwirkungsterm —(j) = — [ d*zp(z)j(x) mit einer
Testfunktion 7,

plp(@)er?) 4§

¢($,j) = /Lj<90<33'>> = ,u(e%"(j)) = 5](1’)G(j)
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mit der erzeugenden Funktion der zusammenhingenden Funktionen
G(j) = log p(eV)
IR N [,
n=0
Wir suchen jetzt die sogenannte effektive Wirkung, d.h. ein Funktio-
nal I' auf dem Raum der klassischen Feldkonfigurationen, das ¢ als
stationdren Punkt besitzt. Wir setzen

[(¢) = sgp(¢<j) —G(j)) .

Falls das Supremum angenommen wird und G dort differenzierbar ist,

liegt es bei ¢ = ‘;—G.. I' ist die Legendre-Transformierte von G. Umge-
j

kehrt ist

G(j) = sgp(eb(j) ~I(¢)) -

die Legendre-Transformierte von I' (falls G konvex ist). Das Supremum

liegt bei j = ‘;—g. Man erkennt, dass g—g : ¢ — j die Umkehrabbildung

Von%:j—wbist.

Das Inverse einer Potenzreihe in einer Variable ist die sogenannte
Biirmann-Lagrange-Reihe. Hier haben wir eine unendlich dimensionale
Version dieser Formel zu finden. Wir zeigen, dass die Vertexfunktionen
I',, bis auf ein Vorzeichen die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung

von I sind.

S .
Ty« 9bmy - 5¢<x1).-5¢($n)
d
. "G (5)

Gular, - 05 ) = =
Aus ¢(z) = G1(z, j) folgt

00(x) _
5](y) —GQ( 7y7.7) .

Also ergibt sich aus der Kettenregel

o (:131, o T gb(j)) = /danF(”“)(mh vy Ty ¢(j))G2(1’n+17 y;j) .

65(y)
Damit findet man
3o =) = ) = [P (o500 Galerri)

Als Integralkern ist I'® also das Inverse von Go.
Wir differenzieren diese Gleichung jetzt nach j und erhalten

0= /dZ(dZ’F(S)(I‘7 Zs Zl; ¢(]))G2(2’, ya])G2(zla ylvj)+r(2) (ma <3 QS(]))G?)(:B? Y, ?/7])) :
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Auflésung nach G liefert

Gs(y,y'y"7) = —/dde’dZ”Gz(y,Z;j)G2(y’,Z’;j)G2(y”,Z”,j)F(?’)(Z, 72" 0(7)) -

Dies ist gerade die Formel fiir die Entwicklung von GG3 nach 1PI-Funktionen,
wenn man 'y = —T'G) getzt.

Wir nehmen jetzt an, dass die Formel IV.9 mit I',, = —I'™ bis zur
Ordnung n gilt, und differenzieren sie nach j.

Wir erhalten

Gri1(z1, .. 2, 257) =

Z( / TT ave (TT T (s 6)) S Galwon, 3 9) TT Galyons )+

£l

/dz > Towrt(Woz6(3))Ga(2,255) [ Ty W,y 6() [ [ Ga s j))) :
v v'#v l

Setzen wir jetzt die Darstellung von G5 durch I's und G ein, so folgt die
Behauptung aus der Tatsache, dass jeder Baumgraph mit Randpunkten
1,...,n 4+ 1 und inneren Vertizes der Ordnung gréfer als 2 aus einem
mit Randpunkten 1,...,n dadurch hervorgeht, dass der Punkt n + 1
entweder mit einer Linie (dabei entsteht ein neuer 3-er Vertex, dies
entspricht der ersten Summe in der obigen Formel) oder mit einem
inneren Vertex verbunden wird (2. Teil der Summe).

Ein Nebenergebnis der abgeleiteten Beziehung ist, dass eine bis
auf Vorzeichen gleiche Entwicklung der Vertexfunktionen nach zusam-
menhéngenden Funktionen existiert. (Man ersetzt G,, durch —T,, und
I, durch —G,,.)

Die obigen Beziehungen gelten unabhéngig davon, ob die Theo-
rie translationsinvariant ist. Falls die zusammenhéngenden Funktionen
aber nur von den Relativkoordinaten abhé&ngen, bietet sich eine Im-
pulsraumdarstellung an. Es gilt dann fiir die Fourier-transformierten
n-Punktfunktionen die Darstellung

N

G, p) = 603 pi)gn(prs -, pn)

und

La(prs -2 Pn) =060 pi)¥a(pis - pn)

wobei g,, und 7, nur auf der Hyperfliche > p; = 0 definiert sind. Setzt
man diese Ausdriicke in Gleichung (IV.9) ein, so konnen wegen der ¢-
Funktionen alle Integrationen ausgefiihrt werden. Es bleiben lediglich
die &uBeren Impulse an den Randvertizes mit der Bedingung > p; = 0
zuriick. Alle Impulse an den inneren Vertizes sind durch die Randim-
pulse eindeutig festgelegt. Wir erhalten

gn(pr,- o) = > [ [ 2wo) [ [ 1o (P0) - (IV.10)
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Wenden wir jetzt die LSZ-Relationen zur Berechnung der S-Matrix an,
so miissen wir zunéchst beachten, dass der Beitrag der Selbstenergie
3(p,q) = 6(p + q)o(p) die Masse des Teilchens verschieben kann. Sind
die Greenschen Funktionen Lorentz-invariant, so ist ¢ eine Funktion
von p?. Ist p* = M? eine einfache Nullstelle von p? — m? — o(p) = 0,
so interpretieren wir M als die Masse des wechselwirkenden Teilchens.
Nach den LSZ-Relationen erhalten wir die S-Matrix-Elemente, indem
wir die Fourier-transformierten Greenschen Funktionen mit p? — M?
fiir jeden duBeren Vertex multiplizieren und anschliefend die dufleren
Impulse auf die Massenschale p? = M? setzen. Auf der Massenschale
gilt

(p* — M?)g2(p, —p) = const .
Der Beitrag der zusammenhéngenden Funktion zur S-Matrix berech-
net sich also (bis auf einen Normierungsfaktor) aus der Entwicklung
(IV.10) nach den Vertexfunktionen, wobei alle dufleren Linien wegge-
lassen werden (,, Amputation der &ufleren Beine®).






KAPITEL V

Renormierung

1. Massen- und Wellenfunktionsrenormierung

Bei der storungstheoretischen Konstruktion wechselwirkender Quan-
tenfeldtheorien ergeben sich Ausdriicke, die wegen der Singularitéiten
des Feynman-Propagators nicht wohldefiniert sind. Betrachten wir als
Beispiel eine skalare Feldtheorie mit Wechselwirkung %904. Der erste
Beitrag zur Selbstenergie ist

2

S(w.y) = 5 (i8r(x ).

Ap ist fiir lichtartige Argumente singuldr. Trotzdem sind die Potenzen
von Ap(z) fur  # 0 wohldefiniert. Denn auflerhalb des Nullpunkts
stimmt iAp entweder mit A, (falls x ¢ V_) oder A_ (falls z ¢ V)
iiberein. Diese beiden Distributionen besitzen aber wohldefinierte Po-
tenzen, z.B. gilt fiir f € D(RY)

d3p; d*py d3ps -
/d4xA+(:c)3f(x) = (27)7/ L pgf(w1+w2+w3ap1+p2+p3)

2&]1 2&)2 2&)3

mit der Fourier-Transformierten f von f. Da f im Unendlichen schnell
abfillt, konvergiert das Integral auf der rechten Seite und definiert eine
Distribution.

Es bleibt die Singularitéit bei x = 0. Wir versuchen zunéchst wie bei
den Potenzen von A, eine Darstellung durch die Fourier-Transformierten
und erhalten

/ da(iAp(z) f(z) =
~10 4 7 dkd’q
(27) /d pf(p)//<k2 —m2+ie)(q@ —m2+ie)((p—k — q)2 —m? +ie)

Das Problem besteht darin, dass das Integral iiber £ und ¢ nicht kon-
vergiert. Wir entwickeln jetzt den Integranden nach Taylor bis zur 2.

107
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Ordnung in p um den Punkt p = 0,

1
(k2 —m2 +ie)(¢? —m2 +ie)((p — k — )2 — m? +ic)
1
(k2 —m? +ie)(q®> — m? +ie)((k + ¢)? — m? +ig)
2p(k + q)

T i@ —mE o) ((k+ q)f —mP 1 i)
Alp(k +q))* = p*((k + ¢)* —m?)
2 —mZ +ie) (@ —m2 +ie)(k+ g —m2 + i)
+ R(p, k,q) .

Der Restterm R fillt fiir groffe Impulse mit der 9. Potenz ab und
sollte daher bei der Integration keine Probleme bereiten. Beim ersten
Term erwarten wir quadratische Divergenz; dieser Term héngt nicht
vom duferen Impuls p ab. Der zweite Term sollte linear divergieren; er
héngt linear von p ab. Beim dritten Term erwarten wir schliellich eine
logarithmische Divergenz und eine quadratische Abhéangigkeit von p.

Um diese Vorstellungen zu prézisieren, regularisieren wir den In-
tegranden durch Multiplikation mit einer Testfunktion, die fiir grofle
Impulse verschwindet. Sei w € D(R®) mit w(0) = 1. Wir multiplizie-
ren den Integranden mit w(%, 4) mit dem Abschneide-Impuls (Cutoff)
A > 0. Im Limes A — oo konvergiert dieser Faktor gegen 1. Wir erhal-
ten von den Termen der Taylor-Entwicklung nach Integration iiber £
und ¢ die Terme

a(A) + b, (A)p" + ¢ (A)p"p” + R(p, A) .

Fiir groBe A verhélt sich a(A) wie A%, b,(A) wie A und ¢, (A) wie In(A).
R(p, A) konvergiert fiir A — oo gegen eine Distribution R(p). Wie kann
man den divergenten Grofien einen Sinn geben?.

Wir wollen zunéchst die Freiheit bei der Wahl von w nutzen, sodass
b, = 0 und ¢, = cg,, ist. Dann erhdlt man bei endlichem A als
quadratischen Term der effektiven Wirkung

r(6) = [ (504000003 +ay)+ [t [ dtyo Ry No0)

Wir definieren Z = 1 + ¢ (Wellenfunktionsrenormierung) und m2, =

(m? 4+ a)Z~' (Massenrenormierung). Dann setzen wir ¢ = v/Z¢ und
I'(¢) = I'(¢). Die lokalen Beitriige zu I sehen aus wie die der klassischen
Wirkung mit der renormierten Masse. Wir halten jetzt gg und M., fest
und berechnen ¢ und m (die ,nackte* Masse) als Funktion von A.
Dieses Verfahren nennt man multiplikative Renormierung.

Eine andere (dquivalente) Moglichkeit zur Elimination der Diver-
genzen ist es, A-abhédngige Gegenterme zur Lagrangedichte hinzuzu-
nehmen, die gerade die divergenten Terme in der effektiven Wirkung

+
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kompensieren. In unserem Fall sind geeignete Gegenterme
c a
—=0,00" + =¢° .
50u00"¢ + 5
Dieses Verfahren nennt man additive Renormierung.

2. Kopplungskonstantenrenormierung

Die 4-Punkt-Vertex-Funktion ist in 2.0rdnung

F4({B1, T, XT3, fL‘4) = 96(1‘1 — ZL’Q)(S(.IQ — ZL‘3)5(£L’3 — ZE4)

2
+ % /d4yd4z(z'AF(y — 2))?6(x1 — y) (6(z2 — y)6(x5 — 2)d(2q — 2)
+ 0(z5 — y)d (w2 — 2)0(z4 — 2) + 624 — y)d (22 — 2)d(23 — 2)) .

Die Berechnung von A% fiihrt auf ein logarithmisch divergentes Integral

im Impulsraum,

— 1

(1AF)*(p) = (277)_6/d4k(k2 —m?+ie)((p— k)2 — m? + ie) -

_ 1 p? — 2kp
2m) % [ d* .
(2r) / b ((k2 —m? + ig)? * (k2 —m?2 +ie)*((p — k)* —m? + z5)>
Der zweite Term ist endlich, der erste Term divergiert logarithmisch.
Wir regularisieren das Integral wie im vorigen Abschnitt und erhalten
einen Beitrag der Form d(A). Der Koeffizient von ¢* in der effektiven

Wirkung ist daher (bis auf nichtlokale Terme, die im Limes A — oo
endlich bleiben)

2

g g
Ty i)

Wir haben wie vorher die beiden Alternativen: Wir konnen die renor-
mierte Kopplungskonstante

92 2
Gren = (g + §d>Z_

einfithren und die nackte Kopplungskonstante g als Funktion von A aus-
driicken (multiplikative Renormierung) oder einen Gegenterm —;—quﬁ“
zur Lagrangedichte addieren.

Man kann zeigen, dass in der ¢*-Theorie alle divergenten Terme in
der effektiven Wirkung von der Form £(9¢)?, $¢* und £¢* sind. Man
kann daher sowohl die additive als auch die multiplikative Renormie-
rung in jeder Ordnung der Storungstheorie durchfiihren.

Bei dem Beweis dieser Aussage bereiten allerdings die Divergenzen
von Unterdiagrammen erhebliche Schwierigkeiten, die erst Ende der
60er Jahre bewiltigt werden konnten. In der Impulsdarstellung tre-
ten diese Schwierigkeiten bereits beim ,setting sun“-Graphen aus Ab-
schnitt 1 auf, der den ,Fisch“-Graphen aus diesem Abschnitt dreimal
als divergenten Untergraphen enthilt. Daher konvergiert das Integral
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iiber den Restterm nicht absolut, und das Ergebnis héngt von der Wahl
der Testfunktion w ab.

In der Ortsraumdarstellung ist dieses Problem allerdings in dieser
Ordnung noch nicht vorhanden. Dies kann man in der folgenden Weise
einsehen.

Wir wissen bereits, dass die Potenzen von A, wohldefinierte Dis-
tributionen sind. Wir kénnen sie in der folgenden Weise schreiben

A () = / " AMZp, (M)A (2, M)

Hierbei ist
pn(M?) = (27) 730D /Hd pJ(S ng ZPJ

Dies ist ein Spezialfall der Kéllan-Lehmann-Darstellung der 2-Punkt-
Darstellung eines skalaren Feldes, angewandt auf die 2-Punkt-Funktion
von : " :. Man bestiitigt leicht, dass p,(M?) sich fir M — oo wie
M?"=% verhélt und fiir M < nm verschwindet. Fiir n = 2 z.B. gilt nach
Ausfithrung einer Impulsintegration

(M?) = (27r)_3/d3—p5(M — 2w)
P2 4w? '
Wir erhalten
1 4m?
M?) = -

Eine entsprechende Darstellung mit derselben Funktion p gilt fiir
A

Es ist naheliegend, dieselbe Darstellung auch fiir die Potenzen des
Feynman-Propagators zu verwenden. Dies fiihrt aber zu divergenten
Ausdriicken. Stattdessen kann man ausniitzen, dass Ay (z; M) Losun-
gen der Klein-Gordon-Gleichung zur Masse M sind. Wir setzen

n = 2 Pn (MQ) .
(@) = (<040 [ AV B i (o M)

22

Dieser Ausdruck stimmt fiir 2 # 0 mit dem unrenormierten {iberein.
Er héngt in nichttrivialer Weise von der Wahl der Konstanten a ab.

Wir berechnen als Beispiel die Differenz der renormierten Quadrate
des Feynmanpropagators mit Konstanten a und 0. Wir erhalten

(IAP()enam0 — (IAF(T)ien

— (-0) /dMsz(Mz)(% - M%M)ZAF(%M) (V.1)

2 p2(M?)
/dM Ve ta ——iAp(x,M) .
Im ersten Term darf man jetzt wegen des schnelleren Abfalls fiir M —
oo den d’Alembert-Operator [J mit der Integration vertauschen. iAp
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ist eine Greensche Funktion fiir den Klein-Gordon-Operator zur Masse
M, daher gilt

~OiAp(z, M) = M?*iAp(z, M) + §(z) .

Der erste Term auf der rechten Seite kompensiert gerade das zweite
Integral in (V.1). Man erkennt, dass sich die beiden renormierten Aus-
driicke um ein Vielfaches der -Funktion unterscheiden.

3. Regularisierungs- und Renormierungsmethoden

3.1. Pauli-Villars-Regularisierung. Eine einfache Methode zur
Regularisierung des Feynman-Propagators geht auf Pauli und Villars
zuriick. Dabei subtrahiert man vom Feynman-Propagator geeignete Li-
nearkombinationen von Feynman-Propagatoren zu anderen Massen,

AFE(x) =Y cidp(x, M;)
i=1

mit My, =m,c; =1, ¢;M?* =0,k =0,...,n—2. Im Limes M; — oo,
1 > 1 erhélt man den urspriinglichen Feynman-Propagator zuriick. Im
einfachsten Fall (n = 2) ist

ATE(x) = Ap(z,m) — Ap(z, M) .

Da das Hochenergieverhalten des Feynman-Propagators in fithrender
Ordnung unabhéngig von M ist, gilt fiir die Fourier-Transformierte

1
(k2)>
Der Fisch-Graph wird dadurch endlich. Bei stéarker divergenten Gra-
phen muss n entsprechend grofler gewahlt werden.

Der Vorteil der Pauli-Villars-Regularisierung besteht darin, dass sie
Lorentz-invariant ist. Man kann den regularisierten Propagator als den
Propagator eines Feldes ¢ = ) /¢;on, ansehen, wobei die Felder ¢y,
unabhéngige freie skalare Felder zur Masse M; sind. Der zugehorige
Hilbert-Raum ist das Tensor-Produkt der Fock-Raume zu den einzelnen
freien Feldern. Da die Koeffizienten ¢; nicht alle positiv sind, ist ¢
nicht hermitesch. Durch Abdnderung des Skalarprodukts kann man ¢
hermitesch machen, dann verliert das Skalarprodukt allerdings seine
Positivitit.

Eine andere Version der Pauli-Villars-Regularisierung besteht dar-
in, dass man die Subtraktion der Beitrége hoherer Massen graphenweise
ausfiihrt, z. B. beim setting-sun-Graphen

Xr\;gw k* — oo (n=2).

(Al = 3" cibp(a, M)’

M2—M? _ ME-M2
ME=AG O3 T MM

mit ¢; =1, M; = m und ¢, =
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Leider kann die Pauli-Villars-Regularisierung nicht in nichtabal-
schen Eichtheorien durchgefiihrt werden, da man den nichtabelschen
Eichfeldern keine Masse zuordnen kann.

3.2. Feynman-Parameter. Bei der Berechnung von Feynman-
Graphen ist oft der folgende Trick niitzlich. Man kann némlich das
Produkt von n Feynman-Propagatoren auf ein Integral iiber eine n-te
Potenz einer quadratischen Form in den Impulsen zuriickfiihren. Dann
ist die Impuls-Integration ausfithrbar, und es bleibt das Integral tiber
die bei diesem Verfahren eingefithrten Parameter iibrig.

Dieser Methode liegt das folgende Lemma zugrunde:

LEMMA V.1. Seien aq,...,a, > 0. Dann gilt

1 0O x—1)
—:n—ll/ dy - - du, =)
T (> )"

.....

Beweis: Fiir n = 1 ist die Formel offenbar richtig. Wir nehmen an, dass
sie fiir ein n > 1 gilt. Fiir n + 1 lautet die rechte Seite

n+1
—1
n!/dxl . -dxn+15(2 i ) .

(Zn-‘rl xiai)n+1
Wir fithren die Integration iiber z,; aus und erhalten
n!/ dzq---dx, L = .
Sai<l (Zn Ti(a; — Qny1) + an+1)

Wir kénnen jetzt auch die x,-Integration durchfiithren. Das Ergebnis
ist

n—1
1 —n b=a
(n — 1)!—/ doy - dwoy (Y wiar = b) + b))
Sl

Qp — Qpy1

Nach Induktionsvoraussetzung ist dies gleich

1 ( 1 1 ) 1
Qp — Ap41 ay - Gp-1Gp41 Ay Gp-10ap ay - Gp4a '
O
Wir benutzen diesen Trick zur Berechnung des Fisch-Graphen. Um
Probleme mit wechselnden Vorzeichen zu vermeiden, betrachten wir
das entsprechende Problem fiir die euklidische Theorie.

Das Quadrat der 2-Punkt-Schwingerfunktion ist formal gegeben
durch

2 T —8 4 eipac 4 1
Sa(x)” = (2m) /dp /d k(k2+m2)((p—k)2+m2) '

Nach dem Lemma konnen wir den Integranden der k-Integration durch

/1 dx L
0 (x((p —k)2+m?2)+ (1 —2z)(k2+ m2))
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ersetzen. Die quadratische Form im Nenner ist
k% +m? + xp* — 2apk
Wir setzen ¢ = k — zp und a = m? + z(1 — x)p?. Dann bleibt das

Integral
/ d'q(q® +a)”?

zu berechnen. Dieses Integral divergiert logarithmisch. Wir schneiden
es bei |g| = A ab und erhalten

/ d4q(q2+a)_2 — 271’2 /A dqq3(q2+a)_2 — —7T2 /A dqq d 1 ‘
lg|<A 0 0 dgq* +a

Hierbei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass die Oberfliche
einer Kugel im R* mit Radius r den Wert 2723 hat. Wir kénnen jetzt
partiell integrieren und finden

A? A 2q
2 2
- d .
" A2+a+7r /0 qq2+a
Die Stammfunktion des verbleibenden Integranden ist In(¢*+a). Damit
erhalten wir das Ergebnis

d4 2 —2:_2 1
A]|<A q(q +a) WAQ_‘_G'—’—T( ! a

Der erste Term konvergiert fiir A — oo gegen —m2. Der zweite Term
divergiert logarithmisch. Es gilt fiir b > 0
A’ +a A +a A%+ b

In— =1 | In— .
n a nA2+b+n b +na

Man erkennt, dass der divergente Term unabhéngig von a gewahlt wer-
den kann. Das bedeutet, dass die Divergenz unabhéngig vom &dufleren
Impuls ist. Wir subtrahieren den Wert des Integrals bei p = 0 und
erhalten im Limes A — oo

2
/d4q (% +m? + 2(1 = 2)p") 2 = (¢ + m?) %) = —a*In(L+a(1-2)L5).
m
Es verbleibt die Integration iiber den Feynman-Parameter z. Dazu fak-
torisieren wir das Argument des Logarithmus

2 m2 m2
1+x(1—x)%:—— ———,/ — ——+,/—+—

Die Stammfunktion des Logarithmus ist x(lnx —1). Damit gilt

1 2 2 1y [1im2
/ dxln(1+x(1—x)p—2):lnp—2+2x(lnx—1)|2 P
: e~ S

Nach einigen Umformungen erhélt man das Ergebnis

2(0 coth® — 1)
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o 2
mit sinh 6 = ;.
m

Der bei Impuls p = 0 subtrahierte Beitrag des Fischgraphen ist also

(e )

Fiir die Vertex-Funktion I'y(p1, p2, p3, pa) = Ya(p1, P2, 3, p4)6 (D pi) er-
gibt sich

lim (Sg(p)A . S§<0)A)

A—o0

Ya(p1, 02,03, p1) = f(5) + f(t) + f(u)

mit den Mandelstam-Variablen s = (p; + p2)2, t = (p+ P3)2 und
u=(p +p4)2 (unter der Bedingung > p; = 0).

3.3. a-Parameter oder Schwingerscher Eigenzeit-Formalismus.
Wir gehen aus von der Darstellung

; — / dOé efa(p2+m2)
p* +m? 0

des Propagators. Damit erhélt man fiir den Beitrag des Fisch-Graphen
dq

I(p) := /

) (¢ +m?)((p — @)* + m?)

:/OO da /oo dﬁ/d4q o~ (atB)m?—aq®—B(p—q)*
0 0

Das Integral iiber ¢ ist ein GauBsches Integral. Man berechnet

/d4q e—aa?—Bp—a)® _ e*(aJrﬁ)(q*aiwp)zf%fﬁpQ _ T 670%’851)2 .

Wir setzen a4+ = v und a+3 = 2. Dann ist

I(p) _ 7_[.2/ dx/ d’)/ 771677(m2+x(171)p2) '
0 0

Das Integral iiber « divergiert bei v = 0 logarithmisch.
Wir gehen jetzt so vor wie im letzten Abschnitt und subtrahieren

den Wert bei p = 0 vor der Integration iiber y. Wir erhalten einen
Ausdruck der Form

Fm¢w=ém%kﬂww—fww»

Fiir einen solchen Ausdruck gilt

*d
Fla,b) =lm [ ZH(f(ra) = (2D))
' abd,y B b
= lim o (v) = f(0)In—.

Es ergibt sich fiir den renormierten Beitrag des Fisch-Graphen
2

1
I(Pren = —7° In(1+ 2(1 — 2) 2
P == [ doml1 +a1 ) 25)
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also derselbe Wert wie bei der Berechnung mit Feynman-Parametern.

3.4. Dimensionale Regularisierung. Die Ultraviolett-Divergenzen
werden in kleineren Raumdimensionen schwécher. In der a-Parameter-
Darstellung erscheint die Raumdimension nach Integration iiber die
inneren Implse als ein Exponent in einem homogenen Polynom der
a-Parameter. Im Beispiel des vorigen Abschnitts gilt fiir das unrenor-
mierte Integral in Abhéngigkeit von der Raumdimension d

Li(p) 4 d d/2/dx/ dy~y~ =2 e~ V(m?+a(1-z)p?)

Hierbei ist p ein willkiirlich gewédhlter Parameter mit der Dimension
einer Masse. Dadurch wird das Integral auch fiir d # 4 dimensionslos.
Der Integrand ist auch fiir komplexe Werte von d wohldefiniert, und
das Integral ist fiir Red < 4 absolut konvergent. Es gilt fiir a > 0

4—d

/dvfyd267—a2 dy~y~ 267—a2F(T)

Die I'-Funktion ist analytisch mit Polen an den Punkten 0, —1, -2, .. ..
Sie erfiillt die Funktionalgleichung
() =T(zx+1).
Also gilt
4—d F(G d)

2
4—d

2
Wir erkennen, dass I4(p) eine analytische Fortsetzng mit einem Pol bei
d = 4 besitzt. Der Koeffizient des Polterms ist 2. Nach Subtraktion des
Polterms erhalten wir eine in einer Umgebung von d = 4 analytische
Funktion,

2 2 ! m? + (1 — z)p? S 6-d
La(P)ren = 1a(p)— 35 = 77— (/0 dam?? ( ( ) > P(——)—7°
2

d—4 2

Sei ¢ = 4%6{. Der Limes d — 4 ist dann die Ableitung der Funktion

1 ,U2 €
dam?—e (1
| aar <m2+x<1—x>p2> (1+e)

nach € an der Stelle ¢ = 0. Das Ergebnis ist

1 2 1 — 2
I(p)ren = 7T2/ dx (— Inm —1In m x/(ﬂ )p + F’(l)) .
0

Es héangt von der Wahl des Parameters o ab. Man nennt den auf die-
se Weise erhaltenen Ausdruck minimal subtrahiert (MS-Schema). Die
Konstante v = —I"(1) = 0.5772 ist die sogenannte Euler-Mascheroni-
Konstante. Meist benutzt man die modifizierte minimale Substituti-
on (MS, gesprochen MS bar). Hierbei wird zusitzlich die Konstante
—7%(7y + In4m) subtrahiert.
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Diese Konventionen haben keine physikalische Bedeutung. Physika-
lisch wohldefinierte Gréflen sind z.B. die Differenzen I(p)ien — 1(0)ren-
Diese stimmen mit den vorher erhaltenen Ausdriicken iiberein.

3.5. Fortsetzung von Distributionen. Die bisher besprochenen
Verfahren beruhen wesentlich auf der Form des Feynman-Propagators
im Impulsraum. Wir haben aber bereits gesehen, dass im Falle der Po-
tenzen des Feynman-Propagators das Ergebnis im Ortsraum fiir x # 0
sofort angegeben werden kann. Das verbleibende Problem besteht dar-
in, eine Distribution, die nur auf Testfunktionen erklért ist, die in einer
Umgebung des Nullpunkts verschwinden, auf allen Testfunktionen zu
erkldren. Fiir die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit dieser Fortset-
zungen kommt es auf das singulére Verhalten der Distribution in der
Néhe des Nullpunkts an. Dieses Verhalten lasst sich nach Steinmann
[?7] bequem durch den Skalengrad charakterisieren.

DEFINITION V.1. Sei T eine Distribution auf R? oder R4\ {0}. Der
Skalengrad sd(T) ist die kleinste Zahl aus R U {xoo} mit der Eigen-
schaft

% NT(\x) =0V > sd(T)

(Konvergenz im Sinne von Distributionen).

BEISPIEL V.1. (i) Sei f eine stetige Funktion mit f(0) # 0.
Dann gilt
0 , 0>0
lim ' [ de f)p(@) — 3 S0 e o 5=0
A0
©[p , <0
also sd(f) = 0.
(ii) Fir die 6-Funktion gilt
S(Ax) = A% (x) ,
also sd(6) = d.
(iii) Die Funktion f(z) = e+ definiert eine Distribution auf R \
{0}. Da Nexs fir alle § € R divergiert, ist sd(f) = oc.
(iv) Die Funktion f(z) = e auf R\ {0} besitzt die Figenschaft
NfAr) -0V eR,
daher ist der Skalengrad der zugehdrigen Distribution sd(f) =
—00.
(v) Der Feynman-Propagator hat das Skalenverhalten

Ap(Az,m) = A 2Ap(z, Am) .

Im Limes m — 0 konvergiert der Feynman-Propagator gegen
den Feynman-Propagator der masselosen Theorie. Daher ist
der Skalengrad des Feynman-Propagators sd(Ap) = 2 (in 4
Dimensionen).
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(vi) Sei
T(p) = /d”pT(p)sﬁ(—p)
mit T(A\'p) — A\~Nt(p) fiir X — 0. Dann gilt
/d”x T(A\x)p(x) = )\_”/d”x T(x)p(A\ ') .
Mit
P 1) = m) A [ o)
ergibt sich
[T = [ pTere-w
= A‘”/d”pT(A‘lp)sb(—p)

X [ aptp)o)
Der Skalengrad von T ist also sd(T) =n + N.
Der Skalengrad besitzt die folgenden Eigenschaften:

LEMMA V.2. (i) sd(0°T) < sd(T) + |«| (Hier wie im fol-
genden bezeichnet « einen Multi-Index o = (ay, ..., aq) mit
a; € No. |a| = 3=, a; bezeichnet die Linge des Multi-Index.)
(ii) sd(z°T) < sd(T) — ||
(iii) sd(S + T) < max(sd(S),sd(T))
(iv) sd(fT) <sdT fiir f € C*(R?).
Die letzte Eigenschaft bedarf eines Beweises. Nach Vorausetzung
gilt
Aé/d% T(A\z)p(x) — 06 >sd(T) , Vo € DU)
mit U = R? oder R?\ {0}. Die Familie der Distributionen Ty(x) =
NT(Ax), A < 1 ist also insbesondere schwach beschrinkt. Nach dem
Prinzip der gleichméfigen Beschrinktheit (Banach-Steinhaus) ist sie

dann auch gleichméfig beschréinkt, d.h. es gibt zu jedem kompakten
Gebiet K C U ein Polynom P, sodass fiir ¢ € D(K) gilt

T3(e)| < sup|P(O)p(a)]
Fiir den Skalengrad von fT' folgt
X [ daf )T w)p(w)] < suplP(0.)f ()ola)]

Die rechte Seite der Ungleichung ist beschrinkt in A, A < 1, daher ist
der Skalengrad sd(fT") < §. Da dies fur alle 6 > sd(7") gilt, folgt die
Behauptung. O
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Wir kommen jetzt zu dem grundlegenden Existenz- und Eindeutig-
keitssatz:

THEOREM V.3. Sei Ty € D(R™\ {0}. Dann gilt:

(1) Wenn sd(Tp) < n ist, dann existiert eine eindeutige Distribu-
tion T € D(R™) mit den Figenschaften

T(p) =To(w) , ¢ € D(R™\ {0})

und sd(T) = sd(Tp).
(ii) Im Fall n < sd(Tp) < oo gibt es Distributionen T° € D(R™)
mit den Figenschaften

T(p) =To(v) , ¢ € D(R™\ {0})

und sd(T) = sd(Ty). Zwei derartige Distributionen Ty und T
unterscheiden sich um eine Ableitung der 6-Funktion,

TI—TQIP(8>(5,

wobei P ein Polynom mit Grad deg(P) < sd(T) — n ist.
(i) Wenn sd(Ty) = oo ist, dann gibt es keine Distribution T €
D(R™) mit der Eigenschaft

T(p) =Tolp) , v € DR"\{0}) .

Beweis: Der Beweis dieses Satzes ist umfangreich. Wir beginnen mit
Punkt (iii). Da jede Distribution T lokal als Ableitung einer stetigen
Funktion dargestellt werden kann, es also zu jeder kompakten Menge
K C R” eine Darstellung der Form T'(¢) = P(0)f(p) fir ¢ € D(K)
gibt, ist der Skalengrad von 71" endlich. Da Tj eine Einschriankung von
T auf einen kleineren Testfunktionenraum ist, muss dann auch der
Skalengrad von Ty endlich sein.

Wir kommen jetzt zur Eindeutigkeitsaussage von Punkt (i). Zwei
Fortsetzungen T} und T, unterscheiden sich um eine Distribution R
mit supp R = {0}. Eine solche Distribution ist aber eine Ableitung der
0-Funktion und besitzt, wenn sie nicht verschwindet, einen Skalengrad
>n > sd(T}),sd(Ty). Also ist T1 = Ts.

Als néchstes zeigen wir die Existenz einer Fortsetzung von 7j im
Fall sd(7p) < n. Wir wihlen dazu eine Testfunktion y € D(R") mit
X(x) =1 in einer Umgebung des Nullpunktes. Fiir alle £ € N und alle
¢ € D(R") ist (1—x(2%z))p(x) = 0 in einer Umgebung des Nullpunkts,
also ist

Tii(x) = To(x)(1 = x(2°2))
eine Folge von Distributionen, die auf ganz R" erklért sind. Da es fiir
jedes p € D(R™\ {0}) ein kg € N gibt, sodass x(2*x)p(z) = 0 ist, fiir
alle x und fiir alle & > ky, gilt

lim Ty () = To(p) , ¢ € D(R"\{0}) .

k—oo
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Wir zeigen jetzt, dass der Limes (T}) oo fiir alle Testfunktionen exi-
stiert. Da der Raum der Distributionen folgenvollsténdig ist, definiert
der Limes dann eine Distribution 7.

Wir betrachten zunichst die Differenz zweier benachbarter Folgen-
glieder,

Tor () — Tulp) = / 4"z To(z) (1(2°2) — x(212))p(2)

_g—hn / 4z Ty(2-2) 0 (2~ 2) (x(2) — x(22)) .

Nach Voraussetzung besitzt Ty einen Skalengrad kleiner als n, nach
Lemma V.2 gilt dasselbe auch fiir ¢Tp. Sei sd(7p) < 6 < n. Dann
konvergiert die Folge

g ho / d"z (9T0) (2 *a) (x(x) — x(22))

nach Definition des Skalengrades gegen Null, ist also insbesondere durch
eine Konstante ¢ dem Betrage nach beschrankt. Daher gilt die Abschéitzung

Ti1(0) = Ti(p)| < 274 =9c

Aufsummation liefert dann die Abschétzung fiir [ > k

-1
Ti(p) = Th(p)| < c Z 9=hn=0 < (] — 2~(n=0)~1g=h(n=0)
K=k

Die Folge (T)(¢))x erfiillt also fiir jedes ¢ das Cauchy-Kriterium und
konvergiert daher. Wir setzen

T(p) = lim Ti(yp) -

Es bleibt der Skalengrad von T" zu berechnen. Da T' nach Konstruktion
eine Fortsetzung von Ty ist, kann der Skalengrad nicht kleiner werden.
Sei ¢ € D'(R™). Wir betrachten fiir 6 > sd 7" den Ausdruck

Xs/d"xT()\x)go(x) = Aé_"/d”xT(x)gp()\_la:)

=X lim | d"z To(z)(1 — x(282))p(A'2)

=X 3 [ e Tya) (@) - x2)p(h 1a)

k=—o00

In der obigen Summe verschwinden die Terme fiir geniigend kleine k
in Abhéngigkeit von A. Denn sei R = sup{|z|,z € suppy} und ¢ =
inf{|x|, x(z) # 1}. Dann verschwindet das Produkt

(x(2"z) — x (2" 2))p(A ') |
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falls die Bedingungen A~'|z| < R und 2¥*!|z| > & nicht erfiillt sind.
Fiir
2-k+De < AR
verschwindet das Produkt fiir alle x. Die obige Summe kann daher auf
k > ky, mit ky = In(e/2AR)/In 2 eingeschrénkt werden.
Wir schétzen jetzt die einzelnen Summanden wie vorher ab,

| / 0" T () (x (2*2) — x(2512))p(A2)|

_ ghn / 4"z To(2-*2) (x () — x(22)p(\"'2%2)]
< 27 kn=d) Slip|P(3x)(X(iU) — x(2x)p(A'27 )]

fir sdTy < & < n,d. Fir k > ky ist A™'27% beschrinkt, daher ist
auch das Supremum in der obigen Ungleichung durch eine von k£ und
A unabhéngige Konstante beschrankt. Wir kénnen jetzt die Reihe auf-
summieren und erhalten die Abschétzung

|/d"x T(z)p(A\ " 'z)| < 2= =90k

Setzt man den Wert von k) ein, so erhilt man die gewiinschte Aussage
iiber den Skalengrad.

Wir kommen jetzt zum Fall n < sd Ty < oo. Hier kann mit densel-
ben Argumenten gezeigt werden, dass es eine eindeutige Fortsetzung
mit demselben Skalengrad auf den Raum der Testfunktionen gibt, die
bei Null bis zur Ordnung w = sd Ty — n verschwinden.

Sei

D,(R") = {p € D(R"),0%%(0) = 0,]a] <w} .
Wir nutzen aus, dass sich jedes ¢ € D,(R") in der Form

pla)= Y a™a(2)
|of=[w]+1
darstellen ldsst, mit 1, € D(R™). Dies folgt aus der Taylorentwicklung
von p(Az) um A = 0; die Terme bis zur Ordnung [w] verschwinden, und

der Restterm
1 1
(1— /\)[w] dlwl+

ist von der gewiinschten Form mit ¢, € C*°(R"). Durch Multiplikation
der Gleichung mit einer Testfunktion, die auf dem Tréager von ¢ gleich
1 ist, gewinnen wir die gewiinschte Darstellung. Wenn wir diese Dar-
stellung in den Beweis von (i) einsetzen, so erhalten wir das folgende
Theorem:

THEOREM V.4. Sei Ty € D(R™\{0}) mitn < sd Ty < co. Dann gibt
es eine eindeutige bestimmte Distribution T,, auf D,(R™), w = sd Ty—n,
mit T,,(¢) = To(p) fir ¢ € D(R™\ {0}) und sd T, = sd Ty.
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Der letzte Schritt des Beweises ist die Fortsetzung der Distribution
T, auf ganz D(R"™). Wir wihlen dazu einen Komplementarraum W zu
D,(R™) in D(R™) und setzen

Tr=T,®l

mit einem beliebigen linearen Funktional [ auf W. Dies ist offenbar
die allgemeinste Fortsetzung von T,,. Der Dualraum von W kann mit
der Menge der Distributionen identifiziert werden, die auf D, (R") ver-
schwinden,
1 € D, (R")*: = {P(0)d,degP < w} .

Die Distributionen {9, |a| < w} bilden offenbar eine Basis von D,,(R")*.
Die duale Basis in W besteht aus Funktionen w, mit 0%wg(0) =
(—1)11803, |a|, |8] < w. Umgekehrt erzeugt jede Familie von Testfunk-
tionen w, mit dieser Eigenschaft einen Komplementéarraum von D, (R").
Ein Beispiel bilden die Funktionen w, = (_aﬁw mit einer Funktion w,
die in einer Umgebung von Null identisch 1 ist.

Mit Hilfe der dualen Basis konnen wir jetzt einen Projektor W von
D(R™) auf D, (R™) konstruieren,

W=1-Y|w.)(0] .
Ja|<w

W kann als eine modifizierte Taylor-Subtraktion aufgefasst werden. Die
Fortsetzungen von T, sind dann von der Form

T=T,W+1

mit [ € D, (R")*.

Tatsachlich kann man durch Modifikation von W das lineare Funk-
tional [ verschwinden lassen. Denn sei ¢ € D,(R") mit T,(¢) = 1.
Dann ist auch

W' =W+ [)(]
ein Projektor auf D, (R™), und es gilt
T.W =T, W +1 .

Die zugehorige duale Basis ist {w], = w, — ¢}, wenn [ = > ¢,0%
ist.

Es bleibt zu zeigen, dass die so erhaltenen Fortsetzungen denselben
Skalengrad wie T, besitzen. Sei

(Vap)(@) = A"p(A ') .
Nach Vorausetzung gilt
XNA(T,, Vag) — 0
fiir 0 > sd T, und ¢ € D, (R"™). Wir betrachten
AT, WVAQY = NI, VAW ) + X (T, VA(Vy ' WV — W)
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Der erste Term konvergiert nach Voraussetzung gegen Null. Zur Unter-
suchung des zweiten Terms schreiben wir

L od dp d
—1 _ -1 _ —1 fe
vy WVA—W——/ du@VM WV, = > 7“@“/" W) (OV6|V, .
A |o| <w
Mit
(096, Vup) = = 190(9°6, )
und
d 1 ~ntlal) — , 4 ol
ha (V. wa) () =t Wo(piz)
= (=la| + pa?d,)wa (pa )™ = =DVl ) ()
wobei

wo () = (=lal + 270, Jwa (x)

ist, ergibt sich
1
d
ML, AV WA= )p) = > / ?"Xm—("”')m,m1w;><aa5, ©) .
o A

Nach Definition des Skalengrades existieren zu jedem ¢’ > sd T, Kon-
stanten c, > 0 mit

!

(T, Vi 1) (070, 0] < ca(hps™)

Durch Einsetzen findet man die Abschétzung

ZXS(S’/ d,u(sn|a\ V<N —n—al) an.

Also ist sdT < ¢’ fiir alle 9’ > sdT,,, d.h. sdT =sd T, O

BEISPIEL V.2. (i) Sei To(p fdx fur ¢ € DR\ {0}.
Es gilt sd Ty = 1, daher kann To emdeutzg auf Do(R) = {p €
D(R), p(0) = 0} fortgesetzt werden.

Sei w € D(R) mit w(0) = 1. Dann gilt

D(R) = Dy(R) & { \w,\ € C} .
Denn fiir jedes ¢ € D(R) ist
po(r) = () — w(z)p(0) € Do(R)
und daher
v = g0+ p(0)w
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Wir definieren eine Fortsetzung von Ty durch

T(p) =To(¢o):/dx¢<x) |x‘(0 = lim (/ / )dx ‘z(O)w(I)

~tip(Infe) (o) — 0N - ([ / o el |< o) — p(0)u()

€l0

— —/_ dx In|z| &gnxa(@(ﬂﬁ) — (0)w(x))

_ /dx (%Signxmm) o(x) — (0) /dx <%Signxln|x|> w(z) |

also T = (signz In|z|)’ + ¢ mit ¢ = —(sign z In|z|)'(w).
(i) Sei To(z) = (1Ap(x)", x # 0. Mit der Spektralfunktion p, gilt
die Darstellung

Ty(z) = / dM?p,(M)iAp(x, M)

Der Skalengrad von Ty ist 2n. Wir wahlen Testfunktionen w,,
mit 0%w,(0) = (—1)1*162, |al, |8 < 2n — 4. Dann ist

We=¢—=> wad*p(0)(—1)* € Dy 4(R?) .

Da die Delta-Funktion und ihre Ableitungen bis zur Ordnung
2n — 4 auf W verschwinden, gilt

/ a' Ar(e MW () = D / d' Ap(, M)O™ (W) ()

Daher ist T,,, w = 2n — 4 gegeben durch

T, = (—1)”1D”1/dM2]\p/;2(M> iAp(, M) .

T =T,W st dann

(M
T= (—1)”15”1/01]\42 A'Oﬁ( ) AR (-, M) + ana“
mil
M
Ca = —(—1)"_1|:I"_1/dM2]\p;2<( ) /d%iAF(m,M)wa(x) )

Bei dem beschriebenen Fortsetzungsverfahren treten keine Diver-
genzen auf. Der Zusammenhang mit den vorher behandelten Renor-
mierungsmethoden ist, allgemein gesehen, der folgende: Sei (T*) eine
Folge von Distributionen, die auf D, (R™) gegen T, konvergiert. Dann
gilt

T =T,W =lim "W

. A A fe
= lll{nT ZT (wq)0%0 .
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Die divergenten Gegenterme sind also T (w,,)9%6.

Falls T, temperiert ist (also auf S,(R™) = {¢ € S(R",0%p(0) =
0, |a| < w} definiert ist), und die Folge T* € §'(R") auf S,,(R™) gegen
T, konvergiert, kann die Fortsetzung auch im Impulsraum diskutiert
werden. Aus 0°Wp(0) = 0 fiir |o| < w folgt

/d”ppa@(p) =0

und damit
T(p) = T.(Wy) = im T (W)

~tim [ ' TN To(-p)

o no | Tay — N~ P g0mmioy | 7o
—tiw [ @' [ ThG) - 30 Do Th0) | Wel-p)

laf<w

Falls die bei p = 0 subtrahierten Distributionen

T = Tp) = Y 550°TH0)

|or| <w

auf ganz S(R™) gegen eine temperierte Distribution Tren konvergieren,
findet man

A

T(p) = Toen(p) + Y _ Cap”

mit ¢, = — [d"p Tron (p)wa(—p). Dieser Fall liegt bei Feynman-Integralen
in massiven Theorien vor. In Theorien mit masselosen Teilchen muss
man stattdessen die Taylor-Entwicklung bei einem raumartigen Impuls
subtrahieren.

Die Taylor-Subtraktion im Impulsraum ist die Grundlage des BPHZ
(Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-Zimmermann)-Renormierungsverfahrens. Wie
bei der Epstein-Glaser-Methode treten keine divergenten Gegenterme
auf.

Wir kommen jetzt zu der Frage, ob die eventuell vorhandenen Sym-
metrien von 7 bei der Renormierung erhalten bleiben konnen.

Dass dies nicht immer der Fall ist, sieht man am Beispiel von ﬁ

|71\ ist eine homogene Distribution auf D(R \ {0}), seine Fortsetzungen

4 (sign xln %‘) ,a > 0 auf D(R) aber nicht. In der Feldtheorie tritt die-
ses Problem bei der Renormierung des Fischgraphen in der masselosen
p*-Theorie auf. Die renormierte Theorie ist nicht mehr skaleninvariant
(,dimensionale Transmutation®).

Sei V' eine Darstellung einer Gruppe G auf D(R™), sodass D, (R")

und T}, invariant unter V' sind,

(T, V(g)e) = (T, ) , ¢ € Du(R") .
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Sei V' die transponierte Darstellung von G auf dem Raum der Distri-
butionen S € D'(R"),

(Vi(9)S,9) = (S. V(g7 )e) -
Dann gilt fiir die Fortsetzungen 7" von T,
Vi(9)T =T +1(g) , I(9) € Du(R")* .

V¥(g), eingeschrinkt auf {\T,\ € C} & D, (R")*, ist eine endlich di-
mensionale Darstellung von G. Sie enthélt als Unterdarstellung die Ein-
schriinkung D(g) von V(g) auf D, (R")*.
Wir suchen jetzt ein [y € D,,(R™)*, sodass T+ invariant ist. Dann
gilt
VHgIT +1o) =T +1(g) + V(9o =T +1o ,
d.h. [y muss die Gleichung

l(g) =lo— D(g)ly
erfilllen. Wir wissen, dass [(g) die Gleichung
lgh) = V' (gh)T=T = V'(g) (V!()T = T)+V*(9)T=T = D(g)l(h)+1(g)

erfiillt. Man nennt die Losung einer solchen Gleichung einen Kozyklus.
Wenn [(g) sich durch ein [y wie oben beschreiben lasst, ist die Kozyklus-
Gleichung automatisch erfiillt; ein solches I(g) nennt man einen Korand.
Der Raum der Kozyklen modulo Korénder ist die Kohomologie der
Gruppe, bezogen auf die Darstellung D.
Falls die endlich dimensionalen Darstellungen der Gruppe vollstandig

reduzibel sind, ist die Kohomologie einer endlich dimensionalen Dar-
stellung immer trivial. Dazu betrachten wir die Matrix-Darstellung

( l(z) D(()g) )

Wegen der vollstdndigen Reduzibilitdt der Darstellung gibt es einen
1-dimensionalen invarianten Unterraum, der komplementér zum Dar-

stellungsraum von D ist. Ein solcher Unterraum ist von der Form

{A < ll ) ,A € C} Auf diesem Unterraum ist die Darstellung trivial.
0

Dies ist gleichbedeutend mit der oben gestellten Bedingung an [,.

Bei der Lorentz-Gruppe ist jede endlich dimensionale Darstellung
vollsténdig reduzibel. Daher besitzen Lorentz-invariante Distributionen
immer Lorentz-invariante Fortsetzungen. Bei den Skalentransformatio-
nen muss man hingegen die Darstellungen von R, als multiplikative
Gruppe betrachten. Diese sind nicht immer vollstindig reduzibel. Ein
Beispiel fiir eine reduzible, aber nicht vollstdndig reduzible Darstellung

1st
10
R+9A’_’(1nA 1)‘
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Die Existenz derartiger Darstellungen ist fiir die Brechung der Skalen-
Invarianz in der masselosen p*-Theorie verantwortlich.

Es bleibt die Frage, wie man die Losung [y der Kozyklus-Gleichung
findet (falls sie existiert). Dies ist einfach, wenn die Gruppe kompakt
ist. In diesem Fall setzt man

Iy = /G dg1(g)

(hierbei bezeichnet dg das eindeutig bestimmte, unter Rechts- und
Linkstranslationen invariante und auf 1 normierte Mafl auf der Gruppe
(Haar-Ma$). Denn nach der Kozyklusgleichung gilt

o — D(g)ly = /G ah (I(h) — D(g)I(h)) = / ah (I(h) — 1(gh) + 1(g)) -

Wegen der Translations-Invarianz des Haar-Mafles sind die Integrale
iiber die beiden ersten Terme entgegengesetzt gleich und heben sich
daher weg. Da das Mafl normiert ist, erhalten wir wie gewiinscht

lo — D(g)lo = l(g) -

Bei der Lorentz-Gruppe versagt diese Methode leider. Es gibt eine gan-
ze Reihe von Verfahren, wie man in diesem Fall eine Losung finden
kann.

In massiven Modellen kann man im Impulsraum die Taylorreihe bei
p = 0 subtrahieren; dquivalent dazu ist die Wahl w, = (—1)/*/%>. Falls
masselose Felder vorkommen, ist diese Methode i.a. nicht méglich. Von
Lowenstein stammt eine Modifikation der BPHZ-Subtraktion, die auch
im masselosen Fall benutzt werden kann. Danach entwickelt man den
masselosen Propagator als Funktion der Masse nach Taylor um eine
nichtverschwindende Masse, sodass der Restterm keiner Renormierung
bedarf. Die Taylorkoeffizienten werden dann wie beim massiven BPHZ-
Verfahren bei p = 0 subtrahiert.

Epstein und Glaser nutzen aus, dass die zu renormierenden Distri-
butionen Randwerte von analytischen Funktionen in einem Gebiet des
komplexifizierten Raums sind, die zudem unter der komplexen Lorentz-
gruppe invariant sind. Es reicht dann, die Invarianz unter der kompak-
ten Untergruppe SO(4) zu betrachten.

Eine weitere Methode ist von Steinmann eingefiihrt worden. Stein-
mann betrachtet den Casimir-Operator C' der Lorentz-Gruppe und zer-
legt die endlich dimensionale Darstellung der Lorentz-Gruppe nach den
Eigenwerten des Casimir-Operators. Eine dhnliche Methode ist kiirzlich
von Bresser,Pinter und Prange vorgestellt worden.

Die beste Methode, die ich gefunden habe, baut auf diesen Ansétzen
auf. Sie beruht auf der Tatsache, dass der Operator ¢!(c1 — (') die Ei-
genvektoren von C' zum Eigenwert ¢ # 0 vernichtet und auf den invari-
anten Vektoren wie die 1 wirkt. Daher ist in jeder endlich dimensionalen



3. REGULARISIERUNGS- UND RENORMIERUNGSMETHODEN 127

Darstellung der Lorentz-Gruppe der Operator
cl—C
P =
11—
c#0

der Projektor auf die triviale Darstellung.
Tatséchlich besitzt die Lorentz-Gruppe zwei Casimir-Operatoren,

C—I2 N2, =L,

wobei L die infinitesimalen Drehungen und M die infinitesimalen Lorentz-
Beschleunigungen (,,boosts*) bezeichnet. Auf D(R*) gilt

L—%xxa.M—i(%—x%y

Die irreduziblen endlichdimensionalen Darstellungen der Lorentz-Gruppe
EL ergeben sich aus den irreduziblen endlichdimensionalen Darstellun-
gen der SL(2, C), bei denen die Matrix —1 durch 1 dargestellt wird. Die
endlichdimensionalen irreduziblen Darstellungen der SL(2,C) werden
durch 2 Spinquantenzahlen 71, jo € %NO indiziert und haben die Form

D (AJEPHH & ) — (AP g (A7) Iyt

mit &,n € C? (siche Kapitel 2). Fiir Ju+ j2 € Ny erhélt man eine
Darstellung der Lorentzgruppe Seien Ll7 Ml, 1 = 1,2, die Darstellun-
gen von L und M auf dem linken, bzw. dem rechten Faktor. In der
fundalemtalen Darstellung der SL(2, C) auf C? gilt

| L
L=-G, 6 M=1¢
2 2

in der konjugierten Darstellung ergibt sich

M=—-

- 1
L=-7, =—=0,
2 2

Also gilt

M, =iL, , My= —iLs .
Damit folgt fiir die Casimir-Operatoren
C = (Ly + Ly)? — (My + My)? = 202 + 202 = 2(j1 (jy + 1) + ja(jo + 1))
und
C' = (Ly + Ly) - (My + My) = iL§ —iL3 = i(1 (i + 1) = a2 + 1)) -
Wir erkennen, dass C' nur auf der trivialen Darstellung j; = jo = 0
verschwindet.

Betrachten wir als Beispiel eine Lorentz-invariante Distribution %,
auf D, (R?), w = 2. Sei

W=1->|w.) (0]

|a|<w
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ein Projektor auf D, (R?*). Die Darstellung der Lorentz-Gruppe auf
D,(RY)L C D'(R?Y) besitzt die irreduziblen Unterdarstellungen

(1.2) = (0,0). (3, 5), (1, 1)

mit den Eigenwerten ¢ = 0, 3,8 des Casimiroperators C'. Der Casimir-
operator ist

1
C= —5(36#81, — 2,0,) (210" — 2" o)
= (2"0,)* + 220, — 2°0]
Wir setzen . .
P=(1--= 1—=-C).
(1-30)(1-£C)
Dann ist

t:= P(t,oW)

eine Lorentz-invariante Fortsetzung von t,,,.

4. Renormierung in allen Ordnungen

Nachdem wir Divergenzen und ihre Beseitigung in einigen Beispie-
len betrachtet haben, wollen wir uns jetzt dem Problem zuwenden,
wie die Renormierung in allen Ordnungen der Stérungstheorie syste-
matisch durchgefiihrt werden kann. Ein sehr {ibersichtliches Verfahren
ist von Epstein und Glaser nach Ideen von Stiickelberg und Bogoli-
ubov entwickelt worden. Es besteht in einer induktiven Konstruktion
zeitgeordneter Produkte.

Da die Zeitordnung nicht mit der Zeitableitung vertauscht, ist es
zweckméfig, als Argumente der zeitgeordneten Produkte die klassi-
schen Felder zu betrachten, wie sie in der Lagrangedichte auftauchen,
ohne Beriicksichtigung der Feldgleichungen. Sei

7,0,00) =Y gi(x)

die Wechselwirkungs—Lagrange—chhte, mit Testfunktionen g; und klas-
sischen Feldern A; = A;(¢, 0p). Die S-Matrix fiir diese Wechselwirkung
ist das erzeugende Funktional der zeitgeordneten Produkte der Felder
Aia

S =35 3 Tl Ao © - 9 )

Die zeitgeordneten Produkte von n Feldern werden dabei als opera-
torwertige Distributionen in n Argumenten aufgefasst (symbolische
Schreibweise T'A;, (x1) - - - A;, (x,,)). Die Eigenschaften der zeitgeordne-
ten Produkte ergeben sich jetzt aus Eigenschaften der S-Matrix:

Unitaritat:
S(L)* = S(Z)_1
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Kausalitét: Ist die Wechselwirkung zerlegbar in der Form £ =
L1+ Lo, sodass es eine Cauchy-Fldche gibt, fiir die der Trager
von £; in der Zukunft und der Tréger von L5 in der Vergan-
genheit liegen, dann faktorisiert die S-Matrix

S(L) = S(£1)S(L2)
Kovarianz:
Ula, A)S(L)U(a, A)™" = S(Ln))
mit der transformierten Lagrangedichte
Lian)(,0,00) = LIN (2 — a), Ap, Ady)

Hierbei bezeichnet AA die Wirkung der Lorentz-Transformation
auf dem klassischen Feld A.
Fiir die zeitgeordneten Produkte bedeutet das

Symmetrie: Als Entwicklungskoeffizienten einer Potenzreihe
sind die zeitgeordneten Produkte symmetrisch in den Indi-

zZes.
Kausalitit:
TA(z1) - An(wn) = TAL(21) - - Ap(2p) T A1 (Tpg1) - - - An(0)
falls keiner der Punkte x1,...,x; in der Vergangenheit eines
der Punkte xyyq,...,x, liegt. Falls die beiden Punktemen-

gen raumartig zueinander liegen, folgt insbesondere, dass die
zeitgeordneten Produkte auf der rechten Seite miteinander
kommutieren miissen.

Unitaritiat:
(TA(e) - Auw)) = S0 (“DFT(AN(w),i € L) - T(A (22,0 € 1)
Il+...+1k:{1 ..... 7’L}
Kovarianz:

Ua, T A (zy) -+ Ap(z,)U(a,A) ™t = TAA (Azy+a) - - - AA, (Az,+a)

Diese allgemeinen Regeln werden jetzt noch durch die Anfangsbedin-
gung

TA(z) =:A(z):
ergénzt, wobei : A(z): das dem klassischen Feld A entsprechende Wick-
Produkt ist.

Aus dieser Anfangsbedingung folgt zusammen mit den Bedingungen
der Symmetrie und Kausalitéit, dass fiir paarweise verschiedene Argu-
mente das zeitgeordnete Produkt durch ein Operator-Produkt ausge-
driickt werden kann. Denn sei z; # z; fiir ¢ # j. Dann gibt es eine
Permutation 7, sodass o) > ... > Tr(,) gilt. Hierbei bedeutet x > y,
dass z nicht in der Vergangenheit von y liegt. Wir finden

TA (1) - Ap(mn) = Ar)(@r1) -+ 1 Ar(n) (Tr()):
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Wir sehen insbesondere, dass nur Felder, die bei raumartigen Abstdnden
kommutieren, als Anfangsbedingungen verwendet werden kénnen. (Bei
Fermifeldern kann durch die Einfithrung antikommutierender Testfunk-
tionen in die Lagrangedichte die Symmetrie durch eine gradierte Sym-
metrie, bei der Fermifelder in zeitgeordneten Produkten antikommu-
tieren, ersetzt werden.)

Das zeitgeordnete Produkt von 2 Feldern ist fiir nicht zusammenfal-
lende Argumente eindeutig bestimmt. Das Problem der Renormierung
besteht darin, diese operatorwertige Distribution in 2 Variablen auf
den gesamten Raum R* x R* auszudehnen. Wir gehen jetzt per Induk-
tion vor und nehmen an, dass die zeitgeordneten Produkte von weniger
als n Faktoren als operatorwertige Distributionen iiberall definiert sind
und die obigen Bedingungen erfiillen. Hierbei reduziert sich die Kausa-
litdtsbedingung fiir den Fall, dass die gesamte Anzahl der Faktoren n
erreicht, auf die Forderung der Kommutativitiat bei raumartiger Loka-

lisierung.
Dann ist das zeitgeordnete Produkt von n Faktoren aulerhalb der
totalen Diagonale 1 = ... = x,, eindeutig bestimmt. Denn seien nicht

alle Punkte x; gleich. Dann kann man die Menge der Punkte durch eine
raumartige Hyperebene so trennen, dass eine nichtleere Teilmenge in
der Zukunft und die komplementére Teilmenge in der Vergangenheit
der Hyperebene liegen. Wegen der Forderung der Kausalitét ldsst sich
das zeitgeordnete Produkt von n Faktoren als Produkt zeitgeordneter
Produkte mit weniger als n Faktoren schreiben. Die Unabhéngigkeit
dieser Definition von der Wahl der Hyperebene folgt aus der raumarti-
gen Kommutativitit der zeitgeordneten Produkte.

Das zeitgeordnete Produkt von n Faktoren wird jetzt nach Wickpro-
dukten entwickelt. Die Koeffizienten sind Distributionen, die nur von
den (n — 1) Koordinatendifferenzen abhéngen. Sie sind zunéchst nur
auferhalb des Nullpunkts erklért. Ihr Skalengrad ergibt sich aus den Di-
mensionen der Felder und ist in jedem Fall endlich. Nach dem Satz {iber
die Fortsetzbarkeit von Distributionen besitzen sie daher Fortsetzun-
gen, die bis auf eine Ableitung der J-Funktion eindeutig sind. Dement-
sprechend sind die zeitgeordneten Produkte von n Feldern durch die
Produkte von k < n Feldern eindeutig bestimmt bis auf die Addition
eines weiteren Feldes in n-ter Ordnung.

Wir fassen das Resultat in dem folgenden Satz zusammen:

THEOREM V.5. (i) Es existieren formale Reihen multilinea-
rer Abbildungen

S(L)=>)"

n=0

n

~.

T,(L,....L)

3

die die angebenen Axiome erfiillen.
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(ii) Zwei Léosungen S und S unterscheiden sich um eine analy-
tische Abbildung Z : L — L mit Z'(0) = id im Raum der
zuldssigen Lagrangedichten, sodass gilt

S(L)=S(L) .

Hierber werden die zuldssigen Lagrangedichten als formale Po-
tenzrethen aufgefasst, die mit dem Term erster Ordnung be-
ginnen.

Die Abbildungen Z charakterisieren die Mehrdeutigkeit bei der
Konstruktion der Theorie aus der Lagrangedichte. Sie bilden eine Grup-
pe, die von Stiickelberg und Petermann Renormierungsgruppe genannt
worden ist. Heute wird der Begriff Renormierungsgruppe meist in einem
etwas anderen Sinne gebraucht, bei dem insbesondere die Gruppenei-
genschaft nicht mehr erfiillt ist.

5. Klassifikation der Wechselwirkungen

Der Divergenzgrad w eines Feynmangraphen lésst sich leicht berech-
nen. Der Skalengrad ist die Summe der Skalengrade der Feynmanpro-
pagatoren (d — 2 fiir skalare Felder, d — 1 fiir Diracfelder) plus der Zahl
der Ableitungen an den Vertizes. Davon subtrahiert man die Dimension
des Raumes der Differenzvariablen, also (#(Vertizes) — 1)d,

by Jo
w=>( 5 (d=2)+5(d=1) = (#(V) - 1)d

v

mit b, bosonischen und f, fermionischen Linien am Vertex v. Einen
Wechselwirkungsvertex nennt man superrenormierbar, wenn seine Hin-
zunahme den Divergenzgrad senkt, renormierbar, wenn er konstant
bleibt, und nichtrenormierbar, wenn er wichst, d.h. % (d—2)+ £ (d—1)
ist kleiner, gleich oder grofier als d. Fiir d = 4 ist b, = 3, f, = 0 (©°-
Theorie) superrenormierbar, b, = 4, f, = 0 (p?-Theorie) und b, = 1,
f» = 2 (Yukawa-Wechselwirkung ¢¢)) renormierbar. Die Fermitheorie
(fo = 4) mit Wechselwirkungsterm j,j# ist nichtrenormierbar.

In superrenormierbaren Theorien gibt es nur endlich viele divergen-
te Graphen. Der Orbit der Lagrangedichte unter der Renormierungs-
gruppe R

{Z(\L),Z € R}

Y PNL

mit £, = L, endlich vielen zusétzlichen Wechselwirkungstermen L;,
i > 2 und Polynomen P; mit P;(\) = A(1 + O(A\)) und P;(\) = O()\?),
1 > 2. In renormierbaren Theorien werden die Polynome durch Potenz-
reihen ersetzt, in nichtrenormierbaren Theorien treten unendlich viele
zusitzliche Wechselwirkungen auf.

hat die Form
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Frither herrschte die Auffassung vor, dass nichtrenormierbare Theo-
rien keine Vorhersagekraft haben. Heute betrachtet man sie als soge-
nannte effektive Theorien, die bei niedrigen Energien zu physikalisch
sinnvollen Aussagen fiihren.

Felder mit hoherem Spin konnen in 4 Dimensionen nur zu renor-
mierbaren Wechselwirkungen fithren, wenn unphysikalische Freiheits-
grade einbezogen werden. In der Elektrodynamik ist dies moglich durch
das Vektorpotential in einer lokalen Eichung. In den nichtabelschen
Eichtheorien fiihrt man zusétzlich sogenannte Geistfelder ein. Im mas-
siven Fall muss dann auch noch ein weiteres physikalisches Feld, das
Higgsfeld, eingefiihrt werden. Zur Renormierbarkeit muss dann noch
gezeigt werden, dass die nichtphysikalischen Freiheitsgrade eliminiert
werden konnen. Im Falle der QED geschieht das durch die Gupta-
Bleuler-Bedingung, im Falle der nichtabelschen Eichtheorie durch den
BRS-Formalismus.

6. Die Renormierungsgruppe

Die Nichteindeutigkeit des Renormierungsverfahrens wird nach Stiickel-
berg und Petermann durch eine Gruppe von Transformationen im Raum
der Wechselwirkungen beschrieben. Stellt man zusétzliche Bedingun-
gen an die zeitgeordneten Produkte, so verkleinert sich diese Gruppe.
Die wichtigste Bedingung dieser Art ist eine Bedingung an das Trans-
formationsverhalten unter Skalierungen.

Wir haben bereits an Beispielen gesehen, dass die Skalierungseigen-
schaften der klassischen Theorie durch Renormierungseffekte gebrochen
werden konnen. Zunéchst scheint das nur fiir die masselose Theorie von
Bedeutung zu sein, da bei Skalierung der massiven Theorie die Masse
mitskaliert wird, sodass man die renormierte Theorie bei der skalierten
Masse durch die Skalierung der urspriinglichen Theorie definieren kann.
Die Brechung der Skaleninvarianz in der masselosen Theorie zeigt sich
dann in Singularidten der massiven Theorie als Funktion der Masse
im masselosen Limes. Dies ist d4quivalent zu Singularitdten im Kurzab-
standslimes bei festgehaltener Masse.

Wir ersetzen daher die Wickprodukte : ¢(z1) - - ¢(z,) : in der Ent-
wicklung der zeitgeordneten Produkte durch einen anderen Satz von
Feldern (¢(z1) - - - ¢(xy)), mit einem willkiirlichen Parameter y, der die
Dimension einer Masse hat, sodass die Koeffizienten glatte Funktionen
von m? werden. Die Koeffizienten werden dann bis zu einer geeigneten
Ordnung um m? = 0 nach Taylor entwickelt, sodass der Restterm auf-
grund seines Skalengrades eine eindeutige Fortsetzung besitzt. Die an-
deren Terme sind bis auf logarithmische Korrekturen homogene Distri-
butionen. Diese besitzen Fortsetzungen, die im selben Sinn fast homo-
gen sind, wobei eine zusétzliche Potenz im Logarithmus des Skalenpa-
rameters auftreten kann. Wichtig ist jetzt, dass sich verschiedene Fort-
setzungen mit dieser Eigenschaft nur um einen Term der Form P(0)d
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mit einem homogenen Polynom P unterscheiden kénnen, dessen Grad
mit dem Skalengrad iibereinstimmt. Die Renormierungsgruppentrans-
formationen &ndern sich daher unter Skalierungen nur noch dadurch,
dass der Parameter u skaliert wird. Setzen wir o,(¢(z) = 0~ ¢(0x)),
so gilt fiir die modifizierten Wick-Polynome

UQ(P((P(*T))/L = (UQ(P(SO(ZU)))W .
Wir setzen A,(¢(x1) -+ p(xn))p = (@(x1) - - (1)) o und erhalten fiir
das Skalenverhalten von Z

UgoZoog1 :AgoZoAgl
Wir gehen jetzt von einer Zeitordnungsvorschrift 7" aus und verglei-
chen sie mit der skalierten Vorschrift
Tl — o,0T o 0;1

Nach dem Hauptsatz der Renormierungstheorie gibt es eine Renormie-
rungsgruppentransformation Z(p) mit der Eigenschaft

Tl =T o Z(0)

Die 1-Parameterfamilie Z(p) bildet keine Untergruppe. Stattdessen erfiillt
sie die Kozyklus-Gleichung

Z(or) = Z(p)o A, 0 Z(T) oA;1



