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KAPITEL IV

Wehselwirkungen

Wir haben in den ersten 3 Kapiteln den Fokraum, die relativi-

stishen Wellengleihungen und die freien Felder kennen gelernt. Wir

haben auh bereits gesehen, wie man ausgehend von den freien Feldern

wehselwirkende Theorien konstruieren kann. Insbesondere haben wir

die S-Matrix f

�

ur eine raumzeitlih beshr

�

ankte Wehselwirkung ein-

gef

�

uhrt, haben die zeitgeordneten Produkte als die TaylorkoeÆzienten

der S-Matrix studiert und ihre kombinatorishe Beshreibung durh

Feynman-Graphen betrahtet. In diesem Kapitel wollen wir wehsel-

wirkende Theorien von einem etwas allgemeineren Standpunkt aus un-

tersuhen. Zun

�

ahst wollen wir die Wirkungsquershnitte aus der S-

Matrix berehnen. Danah werden die LSZ-Relationen besprohen, die

den Zusammenhang zwishen S-Matrix-Elementen und zeitgeordneten

Funktionen f

�

ur wehselwirkende Theorien herstellen. Die Herleitung

der LSZ-Relationen aus den Axiomen der allgemeinen Quantenfeld-

theorie wird im 6. Kapitel erfolgen. In Kapitel IV sollen noh zwei

allgemeine Quantisierungsmethoden behandelt werden: die kanonishe

Quantisierung, die auf der kanonishen Formulierung der klassishen

Feldtheorie aufbaut, und die Methode der Pfadintegrale.

1. S-Matrix und Wirkungsquershnitte

Auh in einer wehselwirkenden Theorie erwartet man, dass jeder

Zustand zu asymptotishen Zeiten wie ein Zustand niht wehselwir-

kender Teilhen aussieht. Diese Vermutung kann man in der folgenden

Weise pr

�

azisieren: Sei H der Hilbertraum der Zust

�

ande der wehselwir-

kenden Theorie. Wir nehmen der Einfahkeit halber an, dass die Theo-

rie nur ein einziges Teilhen beshreibt, das Spin 0 und Masse m > 0

hat. Sei H

0

der zugeh

�

orige Fokraum. Dann soll es unit

�

are Operatoren

W

�

: H

0

! H

geben, so dass die VektorenW

�

� zu Zeiten t! �1 als Mehrteilhen-

zust

�

ande � interpretiert werden k

�

onnen. Die Abbildung

S = W

�1

+

W

�

nennt man die S-Matrix. Wenn die Wehselwirkung Poinar�e-invariant

ist, so vertausht S mit den Poinar�e-Transformationen. Man hat ver-

suht, Quantenfeldtheorie allein durh die S-Matrix zu beshreiben. Bei

diesem Ansatz harakterisiert man die S-Matrix durh eine Reihe von
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74 IV. WECHSELWIRKUNGEN

Eigenshaften, die die S-Matrix einer lokalen Quantenfeldtheorie besit-

zen sollte. Im allgemeinen reiht diese Charakterisierung niht aus, um

die S-Matrix fest zu legen. Fordert man aber, dass die Vielteilhenstreu-

ung sih als eine Aufeinanderfolge von Zweiteilhenstreungen au�assen

l

�

asst (faktorisierende S-Matrizen), so erh

�

alt man in zwei Raumzeit-

dimensionen interessante L

�

osungen. In h

�

oheren Dimensionen gibt es

allerdings nur die triviale L

�

osung.

In Experimenten wird in der Regel niht direkt die S-Matrix be-

stimmt, sondern es werden die Wirkungsquershnitte gemessen. Der

Grund ist, dass bei einem Streuversuh der Sto�parameter eines Zwei-

teilhensystems im allgemeinen niht gen

�

ugend genau fest gelegt wer-

den kann. Daher ist der einlaufende Zustand ein Gemish

�

uber transver-

sal zur Bewegungsrihtung vershobene Zust

�

ande. Sei � = a(f)

�

a(g)

�




ein einlaufender Zweiteilhenzustandmit normierten Einteilhenwellen-

funktionen f und g, die disjunkten Tr

�

ager haben. Sei � eine raumar-

tige Ebene im Minkowskiraum, die die von Paaren p 2 supp f und

q 2 supp g aufgespannten Ebenen nur im Ursprung shneidet. Dann ist

die Dihtematrix des einlaufenden Zustands von der Form

� =

Z

�

d

2

b�(b)j�

b

ih�

b

j

mit �

b

= a(U(b)f)

�

a(g)

�


 und �(b) � 0,

R

�

d

2

b�(b) = 1.

Sei nun A eine translationsinvariante positive Observable, die auf

den einlaufenden Zustand niht anspriht,

Tr �A = 0 :

Dann werden die Erwartungswerte vonA in den auslaufenden Zust

�

anden

S�

b

shnell in b abfallen. Ist �(b) im relevanten Bereih konstant, so

bietet es sih an, die Normierungsbedingung an den einlaufenden Zu-

stand aufzugeben und stattdessen den Wirkungsquershnitt

�

f;g;�

(A) =

Z

�

d

2

b

�

S�

b

; AS�

b

�

einzuf

�

uhren.

Wir de�nieren jetzt die T-Matrix durh S = 1+iT . Dann gilt wegen

A�

b

= 0

�

f;g;�

(A) =

Z

�

d

2

b

�

�

b

; T

�

AT�

b

�

:

T und A sind nah Voraussetzung translationsinvariant. Daher sind die

Matrixelemente von T

�

AT im Zweiteilhenraum von der Form

�

a

�

(p)a

�

(q)
; T

�

ATa

�

(p

0

)a

�

(q

0

)


�

= Æ(p+ q � p

0

� q

0

)A

T

(p; q; p

0

; q

0

) :

Bei der Berehnung des Wirkungsquershnitts liefert die Integration

�

uber den Sto�parameter b einen zus

�

atzlihen Faktor

(2�)

2

Æ((p� p

0

)e

1

)Æ((p� p

0

)e

2

)
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mit einer Orthonormalbasis fe

1

; e

2

g von �. Wir shlie�en, dass die Wir-

kungsquershnitte diagonal in den Impulsen sind,

�

f;g;�

(A) = (2�)

2

Z

d

3

p

2!(p)

d

3

p

2!(p)

jf(p)j

2

jg(q)j

2

A

T

(p; q; p; q)jdet

��

�(p; q)

j

�1

:

Hierbei ist � f

�

ur vorgegebenes p; q 2 H

+

m

durh

�(p

0

; q

0

) = ((p

0

)

2

�m

2

; (q

0

)

2

�m

2

; p

0

+ q

0

� p� q; (p

0

� p)e

1

; (p

0

� p)e

2

)

de�niert. Die Funktionaldeterminante von � an der Stelle (p

0

; q

0

) =

(p; q) ist jdet(2p; 2q; e

1

; e

2

)j. F

�

ur �?p; q gilt

jdet(2p; 2q; e

1

; e

2

)j = 4

p

(pq)

2

�m

4

:

Diesen Ausdruk nennt man den Flussfaktor.

Betrahten wir als Beispiel

A = ja

�

(p

1

) : : : a

�

(p

n

)
iha

�

(p

1

) : : : a

�

(p

n

)
j ;

sodass die Impulse p; q; p

1

; : : : ; p

n

, p 2 supp f; q 2 supp g, paarweise

vershieden sind. A misst die Wahrsheinlihkeitsdihte f

�

ur n Impulse,

�

	; A	

�

= n!j	

n

(p

1

; : : : ; p

n

j

2

:

Wir w

�

ahlen einen einlaufenden Zustand mit sharfen Impulsen p und

q und w

�

ahlen die Ebene � senkreht zu p und q. Da T translations-

invariant ist, sind seine Matrixelemente zwishen 2-Teilhen- und n-

Teilhenzust

�

anden von der Form

�

a

�

(p

1

) : : : a

�

(p

n

)
; Ta

�

(p)a

�

(q)


�

= Æ(p+ q �

X

p

i

)T (p

1

; : : : ; p

n

; p; q) :

mit der Streuamplitude T . Daher ist

A

T

(p; q; p; q) = Æ(p+ q �

X

p

i

)jT (p

1

; : : : ; p

n

; p; q)j

2

:

Wir �nden shlie�lih f

�

ur den Wirkungsquershnitt

�

p;q!p

1

;::: ;p

n

= (2�)

2

(4

p

(pq)

2

�m

4

)

�1

Æ(p+ q �

X

p

i

)jT (p

1

; : : : ; p

n

; p; q)j

2

:

Als Beispiel betrahten wir die S-Matrix zur Wehselwirkungs-Lagrange-

Dihte

g

n!

:'

n

: zur ersten Ordnung. Man �ndet

T =

g

n!

Z

d

4

x :'

n

(x) :

und damit f

�

ur die Streuamplitude

Æ(p+ q �

X

p

i

)T (p

1

; : : : ; p

n�2

; p; q)

=

g

n!

Z

d

4

x

�

n

2

�

�

a

�

(p

1

) � � � a

�

(p

n�2

)
; (a

�

)

n�2

(x)a(x)

2

a

�

(p)a

�

(q)


�

= g(2�)

�3n=2

Z

d

4

xe

�i(p+q�

P

p

i

)x
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also

T (p

1

; : : : ; p

n�2

; p; q) = (2�)

4�

3n

2

g

F

�

ur den Wirkungsquershnitt �ndet man

�

p;q!p

1

;::: ;p

n�2

= (2�)

10�3n

g

2

(4

p

(pq)

2

�m

4

)

�1

Æ(p+ q �

X

p

i

) :

Interessant ist das Verhalten des totalen Wirkungsquershnitts

�

tot

=

1

(n � 2)!

Z

d

3

p

1

2!(p

1

)

� � �

d

3

p

n�2

2!(p

n�2

)

�

p;q!p

1

;::: ;p

n�2

:

Er ist o�enbar nur von der Shwerpunktsenergie

p

s, s = (p + q)

2

abh

�

angig. F

�

ur Shwerpunktsenergien

p

s � (n � 2)m weit oberhalb

der Shwelle f

�

ur Teilhenerzeugung verh

�

alt er sih wie s

n�4

.

2. Die LSZ-Relationen

In einer translationsinvarianten Theorie kann die S-Matrix niht

direkt in der Form

S = Te

i

R

L

int

d

4

x

geshrieben werden. Stattdessen kann man die Wehselwirkungs-Lagrange-

Dihtemit einer Testfunktion g multiplizieren und die lokalen S-Matrizen

S(g) = Te

i

R

L

int

gd

4

x

einf

�

uhren. Anshlie�end kann man den adiabatishen Limes

S = lim

g!1

S(g)

betrahten. Bei dieser De�nition bleibt aber o�en, welhe Eigenshaften

der wehselwirkenden Theorie durh die S-Matrix beshrieben werden.

Lehmann, Symanzik und Zimmermann (LSZ) ist es 1954 gelungen,

einen eleganten Ausdruk f

�

ur die S-Matrix zu �nden, der v

�

ollig im

Rahmen der wehselwirkenden Theorie erkl

�

art ist.

Ausgangspunkt ist (im einfahsten Fall) ein skalares Feld ', das

als operatorwertige Distribution in einem Hilbertraum H de�niert ist,

zusammen mit einer unit

�

aren, stark stetigen Darstellung U der Poin-

ar�e-Gruppe, die die Spektrumsbedingung erf

�

ullt. Weiter soll es einen

eindeutigen (bis auf eine Phase) Poinar�e-invarianten Einheitsvektor

geben. Das skalare Feld soll sih kovariant unter der Poinar�e-Gruppe

transformieren,

U(x;�)'(y)U(x;�)

�1

= '(�y + x) :

Man nimmt jetzt an, dass es einen Teilraum H

1

� H gibt, der zu der

irreduziblen Darstellung der Poinar�e-Gruppe mit Masse m > 0 und

Spin s = 0 geh

�

ort, und dass es keine weiteren Zust

�

ande in H gibt, deren

Massenspektrum m enth

�

alt. Unter diesen Voraussetzungen kann man

mit Mitteln der Haag-Ruelle-Streutheorie zeigen, dass es isometrishe
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Abbildungen W

�

vom Fokraum H

0

nah H gibt, die die jeweiligen

Darstellungen der Poinar�e-Gruppe verketten.

Wir verlangen zus

�

atzlih, dass das wehselwirkende Feld ' nihtver-

shwindende Matrixelemente zwishen Vakuum und Einteilhenraum

besitzt. Wegen der Poinar�e-Kovarianz sind diese von der Form

hpj'(x)
i = (2�)

�3=2

p

Ze

ipx

mit einer Konstante Z 6= 0. Z nennt man die Wellenfunktionsrenor-

mierung. Durh Umnormierung des Feldes kann sie gleih 1 gesetzt

werden.

Man de�niert jetzt freie Felder im Hilbertraum der wehselwirken-

den Theorie durh

W

�

'

0

(x) = '

aus

ein

(x)W

�

;

wobei '

0

das freie Feld im Fokraum ist. Das wehselwirkende Feld

strebt im folgende Sinn gegen das auslaufende (t ! 1) beziehungs-

weise das einlaufende (t ! �1) Feld: Es gilt die LSZ-Asymptoten-

Bedingung

lim

t!�1

�

W

+

�; ('(t;x)� '

aus

ein

(t;x)W

�

	

�

= 0 :

Hierbei sind � und 	 aus dem dihten Unterraum mit endliher Teil-

henzahl, glatten Impulsraumwellenfunktionen mit kompaktem Tr

�

ager

und niht zusammenfallenden Impulsen.

Sei nun f eine L

�

osung der Klein-Gordon-Gleihung, deren Cauhy-

Daten kompakten Tr

�

ager besitzen. Dann ist

'

aus

ein

(f) =

Z

d

3

x

�

_'

aus

ein

(t;x)f(t;x)� '

aus

ein

(t;x)

_

f(t;x)

�

unabh

�

angig von t. Ersetzt man die freien Felder durh das wehsel-

wirkende Feld, so erh

�

alt man einen zeitabh

�

angigen Ausdruk, der f

�

ur

t ! �1 gegen '

aus

ein

strebt. Da ' nah Voraussetzung eine operator-

wertige Distribution auf dem Minkowskiraum ist, ist niht siher, dass

das Integral

�

uber den Raum zu einer sharfen Zeit existiert. Wir mit-

teln daher mit einer Testfunktion h 2 D(R) mit

R

dth(t) = 1

�

uber die

Zeit,

'

t

(f; h) =

Z

d�h(� )

Z

d

3

x

�

_'(t+ �;x)f(t+ �;x)� h(t+ �;x)

_

f(t+ �;x)

�

und �nden

�

W

+

�;

�

'

aus

(f)� '

ein

(f)

�

W

�

	

�

=

Z

dt

d

dt

�

W

+

�; '

t

(f; h)W

�

	

�

:
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Wir nutzen aus, dass f eine L

�

osung der Klein-Gordon-Gleihung ist

und erhalten

d

dt

'

t

(f; h) =

Z

d�h(� )

Z

d

3

x

�

�'(t+ �;x)f(t+ �;x)� '(t+ �;x)

�

f(t+ �;x)

�

=

Z

d�h(� )

Z

d

3

x

�

�'(t+ �;x)f(t+ �;x)� '(t+ �;x)(��m

2

)f(t+ �;x)

�

=

Z

d�h(� )

Z

d

3

x

�

(�+m

2

)'(t+ �;x)

�

f(t+ �;x)

und damit

�

W

+

�;

�

'

aus

(f)� '

ein

(f)W

�

	

��

=

Z

d

4

xf(x)(�+m

2

)

�

W

+

�; '(x)W

�

	

�

:

Wir f

�

uhren jetzt zeitgeordnete Produkte des Feldes ' ein. Dies sind

symmetrishe operatorwertige Distributionen in mehreren Argumen-

ten, die f

�

ur zeitgeordnete Argumente mit dem Operatorprodukt

�

uber-

einstimmen. Sie sind in der Regel niht eindeutig; dies spielt aber im

folgenden keine Rolle. Wir benutzen f

�

ur zwei Funktionen f; g die No-

tation

f

$

�

t

g = (�

t

f)g � f�

t

g :

Seien jetzt f

1

; : : : ; f

n

L

�

osungen der Klein-Gordon-Gleihung mit kom-

pakt getragenen Cauhy-Daten. Wir setzen

T (t

1

; : : : ; t

n

)

=

Z

d

4n

xT ('(x

0

1

+ t

1

;x

1

) � � �'(x

0

n

+ t

n

;x

n

)

$

�

t

1

� � �

$

�

t

n

f

1

(x

0

1

+ t

1

;x

1

)h(x

0

1

) � � � f

n

(x

0

n

+ t

n

;x

n

)h(x

0

n

) :

Es gilt

�

n

�

t

1

� � � �

t

n

T (t

1

; : : : ; t

n

)

=

Z

d

4n

xh(x

0

1

)f

1

(x

0

1

+ t

1

;x

1

) � � � h(x

0

n

)f

n

(x

0

n

+ t

n

;x

n

)

(�

1

+m

2

) � � � (�

n

+m

2

)T'(x

0

1

+ t

1

;x

1

) � � �'(x

0

n

+ t

n

;x

n

) ;

und f

�

ur t

�(1)

+ supp h > � � � > t

�(n)

+ supp h erhalten wir

T (t

1

; : : : ; t

n

) = '

t

�(1)

(f

�(1)

; h) � � �'

t

�(n)

(f

�(n)

; h) :

Aus der Haag-Ruelle-Theorie folgt f

�

ur Wellenfunktionen f

i

mit niht

�

uber-

lappenden Geshwindigkeiten

lim

t

1

;::: ;t

k

!1 ; t

k+1

;::: ;t

n

!�1

�


; T (t

1

; : : : ; t

n

)


�

=

�

k

Y

i=1

'

aus

(f

i

)

�


;

n

Y

j=k+1

'

ein

(f

j

)


�

:

Seien f

1

; : : : ; f

k

L

�

osungen der Klein-Gordon-Gleihung mit negativer

Energie, und seien f

k+1

; : : : ; f

n

L

�

osungen mit positiver Energie. Dann
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folgen die LSZ-Relationen

Z

d

4n

xf

1

(x

1

) � � � f

n

(x

n

)(�

1

+m

2

) � � � (�

n

+m

2

)

�


; T'(x

1

) � � �'(x

n

)


�

=

�

k

Y

i=1

'

aus

(f

i

)

�


;

n

Y

j=k+1

'

ein

(f

j

)


�

:

Fouriertransformation ergibt

n

Y

i=1

(p

2

i

�m

2

)

^

t

n

(�p

1

; : : : ;�p

k

; p

k+1

; : : : ; p

n

) �

(H

+

m

)

n

= N

�

k

Y

i=1

a

�

aus

(p

i

)
;

n

Y

j=k+1

a

�

ein

(p

j

)


�

:

mit N = i

n

(2�)

�

n

2

und

^

t

n

(p

1

; : : : ; p

n

) = (2�)

�2n

Z

d

4n

xe

�i

P

p

j

x

j

�


; T'(x

1

) � � �'(x

n

)


�

:

Wir erkennen, dass die Fouriertransformierten der Erwartungswerte

zeitgeordneter Produkte f

�

ur jede Impulsvariable auf der Massensha-

le H

+

m

einen Pol der Form (p

2

� m

2

)

�1

besitzen und dass die KoeÆ-

zienten gerade die S-Matrix-Elemente sind. Dies sind die ber

�

uhmten

LSZ-Relationen.

3. Kanonishe Quantisierung

Ein Standardverfahren zur De�nition von Quantenfeldtheorien ist

die kanonishe Quantisierung klassisher Feldtheorien. Hierbei geht man

von der Lagrangeshen Formulierung der klassishen Feldtheorie aus.

Wie in der klassishen Mehanik leitet man die Feldgleihungen aus

dem Prinzip der station

�

aren Wirkung ab. Sei L eine Funktion, die von

den Feldern und ihren ersten Ableitungen abh

�

angt. Sei G ein kompak-

tes Gebiet der Raumzeit mit gen

�

ugend glattem Rand �G. Dann soll

das Funktional

S

G

(') =

Z

G

d

4

xL('; �

�

')

unter den Feldern mit gleihen Werten am Rand station

�

ar sein (in der

Regel minimal). Zur Auswertung dieser Bedingung betrahten wir ein

Feld  , das am Rand von G vershwindet. Dann gilt nah Vorausset-

zung

0 =

d

d"

S

G

('+ " )j

"=0

:

Auswertung der Ableitung ergibt

0 =

Z

G

d

4

x

�

�L

�'

(x) (x) +

X

�

�L

�(�

�

')

(x)�

�

 (x)

�

:
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Der zweite Term im Integranden kann in der Form

X

�

�

�

�

�L

�(�

�

')

(x) (x)

�

�

�

X

�

�

�

�L

�(�

�

')

(x)

�

 (x) :

geshrieben werden. Der erste Term dabei ist eine Divergenz. Das Inte-

gral dar

�

uber vershwindet wegen des Vershwinden der Randwerte von

 . Soll das verbleibende Integral f

�

ur alle  vershwinden, so muss '

innerhalb von G die Di�erentialgleihung

�L

�'

=

X

�

�

�

�L

�(�

�

')

erf

�

ullen.

Sei z.B. L =

1

2

�

�

'�

�

'�

1

2

m

2

'

2

�

g

4!

'

4

, so ergibt sih

�L

�'

= �m

2

'�

g

3!

'

3

;

�L

�(�

�

')

= �

�

' :

Damit erh

�

alt man die Feldgleihung

(�+m

2

)' = �

g

3!

'

3

:

Als Ausgangspunkt der Quantisierung benutzt man die Hamilton-

she Formulierung. Hierzu wird die Zeitkoordinate ausgezeihnet, und

man de�niert die Lagrangefunktion L als das r

�

aumlihe Integral der

Lagrangedihte. Die kanonish konjugierten Impulse ergeben sih zu

�(x) =

ÆL

Æ _'(x)

=

�L

� _'

(x) :

Falls _' als Funktion von ';

~

�' und � geshrieben werden kann, erh

�

alt

man die Hamiltonfunktion als

H('; �) =

Z

d

3

xh('(x);

~

�'(x); �(x))

mit der Hamiltondihte

h('; �'; �) = � _'� L :

Die Quantisierungsvorshrift besteht jetzt darin, ' und � durh

operatorwertige Distributionen zu ersetzen, sodass die kanonishen Ver-

taushungsrelationen

['(x); '(y)℄ = 0 = [�(x); �(y)℄

['(x); �(x)℄ = iÆ(x� y)

erf

�

ullt sind. Die Zeitentwiklung ist dann durh die Heisenbergglei-

hung gegeben,

_'(x) = i

Z

d

3

y[h(y); '(x)℄ :
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Die angegebene Vorshrift ist mit einigen Problemen belastet. Wir

wollen das am Beispiel der '

4

-Theorie genauer ansehen. In diesem Fall

ist

� = _' ;

und die Hamiltondihte ergibt sih zu

h =

1

2

�

2

+

1

2

j

~

�'j

2

+

m

2

2

'

2

+

g

4!

'

4

:

Die kanonishen Vertaushungsrelationen sind im Fokraum des freien

Feldes zur Massem realisiert. Um die Hamiltondihte dort einzuf

�

uhren,

kann man die Produkte der Felder durh Wikprodukte ersetzen. Die

De�nition des Hamiltonoperators als das r

�

aumlihe Integral der Hamil-

tondihte ist aber niht m

�

oglih. Es gilt der folgende Satz (Haagshes

Theorem)

Theorem IV.1. Sei H der Fokraum eines freien Feldes '

0

, und

sei U(x) der r

�

aumlihe Translationsoperator. Sei ' eine operatorwer-

tige Distribution mit den Eigenshaften

(i) '(0;x) = '

0

(0;x) , _'(0;x) = _'

0

(0;x) .

(ii) U(x)'(t;y)U(x)

�1

= '(t;y+ x) .

(iii) Es existiert ein selbstadjungierter Operator H mit der Eigen-

shaft

e

itH

'(0;x)e

�itH

= '(t;x) :

Dann stimmt H bis auf eine additive Konstante mit dem Hamiltonope-

rator H

0

der freien Theorie

�

uberein, und ' = '

0

.

Beweisskizze nah [1℄: Der Beweis beruht im wesentlihen darauf,

dass das Vakuum 
 bis auf einen Faktor der einzige translationsinvari-

ante Vektor in H ist. Zur Vereinfahung nehmen wir an, dass H mit den

r

�

aumlihen Translationen vertausht. Dann ist 
 ein Eigenvektor von

H. Sei � der zugeh

�

orige Eigenwert. Die mit r

�

aumlihen Testfunktionen

vershmierten freien Felder '

0

(0; f) =

R

d

3

xf(x)'

0

(x) erzeugen aus 


einen dihten Teilraum D. Auf D gilt:

(H � �)'

0

(0; f

1

) � � �'

0

(0; f

n

)
 = (H � �)'(0; f

1

) � � �'(0; f

n

)


=

X

k

'(0; f

1

) � � � _'(0; f

k

) � � �'(0; f

n

)


=

X

k

'

0

(0; f

1

) � � � _'

0

(0; f

k

) � � �'

0

(0; f

n

)


= H

0

'

0

(0; f

1

) � � �'

0

(0; f

n

)
 :

Also gilt H = H

0

+� aufD. Zur Vervollst

�

andigung des Beweises gen

�

ugt

es zu zeigen, dass H

0

auf D wesentlih selbstadjungiert ist.

Zur Vermeidung der Konsequenzen des Haagshen Theorems kann

man versuhen, zun

�

ahst r

�

aumlih abgshnittene Hamiltonoperatoren

H(g) = H

0

+

Z

d

3

xg(x)h(x)
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mit einer Testfunktion g zu betrahten. Man erwartet dann wegen der

durh die Lihtgeshwindigkeit begrenzten Ausbreitungsgeshwindig-

keit von St

�

orungen, dass

'(t;x) = e

itH(g)

'(0;x)e

�itH(g)

von g unabh

�

angig ist, sofern g im Bereih fy; jx�yj < jtjg identish 1

ist. Auf diese Weise erh

�

alt man dann eine Konstruktion der Observa-

blenalgebra der wehselwirkenden Theorie.

Um auh die Vakuumdarstellung der wehselwirkenden Theorie zu

erhalten, kann man zun

�

ahst die Grundzustandsvektoren 
(g) der lo-

kal gest

�

orten Hamiltonoperatoren H(g) betrahten (falls diese existie-

ren). Die Wightmanfunktionen der wehselwirkenden Theorie suht

man dann als Limes g ! 1 der Erwartungswerte

�


(g); '(x

1

) � � �'(x

n

)
(g)

�

:

Mit dem Rekonstruktionstheorem gewinnt man shlie�lih den Va-

kuumhilbertraum der wehselwirkenden Theorie. Diese Idee ist von

Glimm und Ja�e erfolgreih f

�

ur die Konstruktion der '

4

-Theorie in

2 Raumzeitdimensionen durhgef

�

uhrt worden.

Wir wollen jetzt die kanonishe Quantisierung der Elektrodynamik

behandeln. Die Maxwellgleihungen lassen sih aus der Lagrangedihte

L = �

1

4

F

��

F

��

� j

�

A

�

mit F

��

= �

�

A

�

� �

�

A

�

ableiten. Hierbei ist j

�

ein erhaltener Strom,

der von A

�

unabh

�

angig ist. Es gilt n

�

amlih

�L

�A

�

= �j

�

;

�L

�(�

�

A

�

)

= �F

��

;

und daher

j

�

= �

�

F

��

= �A

�

� �

�

�

�

A

�

:

Das Anfangswertproblem f

�

ur das Vektorpotential ist durh die Max-

wellgleihungen niht wohlde�niert. Denn wenn A

�

eine L

�

osung ist,

dann ist auh A

�

+ �

�

� eine L

�

osung, wobei � eine beliebige Funktion

ist (Eihfreiheit). Daher ist auh der

�

Ubergang zum Hamiltonforma-

lismus niht m

�

oglih. Formal sieht man das daran, dass die kanonish

konjugierten Impulse niht unabh

�

angig sind und dass eine Elimination

der Zeitableitungen des Vektorpotentials niht m

�

oglih ist. Die kano-

nish konjugierten Impulse sind

�

�

=

�L

�(

_

A

�

)

=

�

0 ; � = 0

�F

0�

= E

�

; � = 1; 2; 3

:

Man w

�

ahlt den folgenden Ausweg. Man addiert zur Lagrangedihte

einen Zusatzterm (Eih�xierung), sodass die modi�zierte Feldgleihung
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ein wohlde�niertes Anfangswertproblem besitzt. Eine solhe Wahl ist

�

�

2

(�

�

A

�

)

2

mit � 6= 0. Die Feldgleihungen sind dann

�A

�

+ (�� 1)�

�

(�

�

A

�

) = j

�

:

Es folgt aus der Stromerhaltung

�(�

�

A

�

) = 0 :

Daher ist B := �

�

A

�

ein freies masseloses skalares Feld. Vershwindet

B, so sind die modi�zierten Feldgleihungen

�

aquivalent zu den Max-

wellgleihungen. Allerdings kann B niht einfah gleih Null gesetzt

werden, da es nihttriviale kanonishe Vertaushungsrelationen besitzt.

Die kanonish konjugierten Impulse sind

�

0

= ���

�

A

�

; �

k

= �

0

A

k

� �

k

A

0

:

Au

�

osen nah den Zeitableitungen von A

�

ergibt

_

A

0

=

~

� �A � �

�1

�

0

;

_

A

k

= �

k

+ �

k

A

0

:

Die gleihzeitigen Vertaushungsrelationen zwishen A

�

und

_

A

�

erge-

ben sih zu

[A

�

(0;x);

_

A

�

(0;y)℄ = �i(g

��

� (�

�1

� 1)g

�0

g

�0

)Æ(x� y) ;

und die zwishen

_

A

0

und

_

A

k

zu

[

_

A

0

(0;x);

_

A

k

(0;y)℄ = [(

~

� �A � �

�1

�

0

)(0;x); (�

k

+ �

k

A

0

)(0;y)

= i(1� �

�1

)�

k

Æ(x� y) :

Besonders einfah werden die Vertaushungsrelationen f

�

ur � = 1 (Feynman-

Eihung). Ein anderer oft betrahteter Spezialfall ist � =1 (Landau-

Eihung).

Wir wollen im folgenden die Feynman-Eihung verwenden. Die Feld-

gleihung stimmt in diesem Fall mit der inhomogenen Wellengleihung

�

uberein. Wenn j

�

mit A

�

vertausht, dann ist der Kommutator ver-

shiedener Komponenten von A

�

eine L

�

osung der homogenen Wellen-

gleihung. Da die Anfangsbedingungen durh die kanonishen Vertau-

shungsrelationen bestimmt sind, ergibt sih

[A

�

(x); A

�

(y)℄ = �ig

��

D(x� y)

mit der Pauli-Jordan-Funktion D. F

�

ur das Feld B �ndet man

[B(x); A

�

(y)℄ = �i�

�

D(x � y) ;

daher implementiert

R

d

3

xB(t;x)

$

�

t

�(t;x) mit einer L

�

osung � der Wel-

lengleihung gerade eine in�nitesimale Eihtransformation, die mit der

Eih�xierung �

�

A

�

= B vertr

�

aglih ist. B kann also niht identish

Null sein.

Wir k

�

onnen jetzt aber die Algebra A

0

der vershmierten Felder be-

trahten, die mit B vertaushen. Diese Algebra wird von F

��

und B
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erzeugt. In dieser Algebra erzeugt B ein nihttriviales Ideal I. Die Quo-

tientenalgebra A = A

0

=I ist dann die Observablenalgebra der Quan-

tenelektrodynamik. Sie wird von den Feldern F

��

erzeugt. Deren Ver-

taushungsrelationen und Feldgleihungen sind dieselben wie die aus

Kapitel 3.

Wir wollen jetzt eine Hilbertraumdarstellung �nden. Zuerst versu-

hen wir, eine Darstellung der Felder A

�

durh hermitshe Operatoren

in einem Hilbertraum K zu konstruieren. K soll einen Vektor 
 ent-

halten, der das Vakuum beshreibt, und soll durh Anwendung der

vershmierten Felder auf 
 erzeugt werden. Weiter soll es eine positive

Energiedarstellung der Poinar�e-Gruppe geben, die 
 invariant l

�

asst

und unter der sih A

�

kovariant transformiert,

U(x;�)A

�

(y)U(x�)

�1

= A

�

(�y + x)�

�

�

:

Aus diesen Bedingungen ergibt sih die Zweipunktfunktion zu

�


; A

�

(x)A

�

(y)


�

= �g

��

D

+

(x� y) :

Im Einteilhenraum

K

1

= fA(f)
; f = (f

�

); f

�

2 S(R

4

)g

erh

�

alt man das Skalarprodukt

�

A(f)
; A(f)


�

= �

Z

d

3

p

2jpj

^

f

�

(p)

^

f

�

(p) :

Man erkennt, dass das Skalarprodukt in K niht positiv de�nit sein

kann, wenn A

0

hermitesh ist.

Die 4 Komponenten in K

1

kann man als zeitartige, longitudinale

und die beiden transversalen Photonen interpretieren (jeweils bezogen

auf die Rihtung des Impulses). Nur die transversalen Photonen ent-

sprehen physikalishen Teilhen. Zur Elimination der unphysikalishen

Freiheitsgrade verwenden wir das Feld B. Sei

H

0

= f� 2 K; B(f)� = 0 falls supp

^

f \ V

+

= ;g :

(Gupta-Bleuler-Bedingung). Dann gilt der folgende Satz:

Theorem IV.2.

�

�;�

�

� 0 f

�

ur � 2 H

0

.

Beweis: Die n-Teilhenkomponente �

n

von � ist eine symmetrishe

Funktion �

�

1

:::�

n

n

(p

1

; : : : ; p

n

) mit p

i

2 �V

+

. Die Gupta-Bleuler-Bedingung

besagt

Z

d

3

p

2jpj

p

�

^

f(�p)g

��

1

�

�

1

:::�

n

n

(p; p

2

; : : : ; p

n

) = 0 :

f

�

ur alle f mit supp

^

f \ V

+

= ;. Also gilt

p

�

1

�

�

1

:::�

n

n

(p; p

2

; : : : ; p

n

) = 0 :
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f

�

ur p; : : : ; p

n

2 �V

+

. Da �g

��

auf dem orthogonalen Komplement eines

lihtartigen Vektors p 6= 0 positiv semide�nit ist,

p

2

= 0 ; qp = 0() p

0

= �jpj ; q

0

p

0

= q � p ;

also unter Verwendung der Shwarzshen Ungleihung

jqj

2

�

(q � p)

2

jpj

2

= (q

0

)

2

;

ist

(�1)

n

�

n�

1

:::�

n

(p

1

; : : : ; p

n

)�

�

1

:::�

n

n

(p

1

; p

2

; : : : ; p

n

) � 0 :

Dies ist aber gerade der Integrand, der bei der Berehnung des Skalar-

produkts

�

�

n

;�

n

�

auftritt. Also ist

�

�

n

;�

n

�

� 0 f

�

ur alle n und damit

�

�;�

�

� 0.

Sei N der Nullraum des positiv semide�niten Skalarprodukts auf

H

0

,

N = f� 2 H

0

;

�

�;�

�

= 0g :

Dann besitzt der Quotientenraum H

0

=N ein positiv de�nites Skalar-

produkt. Seine Vervollst

�

andigung nennen wir den physikalishen Hil-

bertraum H. Wir wollen jetzt zeigen, dass die Observablenalgebra A auf

H durh Operatoren dargestellt werden kann. Die Algebra A

0

besteht

nah De�nition aus den Feldoperatoren, die mit B vertaushen. Daher

l

�

asst sie den Raum H

0

invariant. Auh der Nullraum ist invariant unter

A

0

. Denn sei � 2 N und C 2 A

0

. Dann ist wegen der Hermitizit

�

at

von B auh der adjungierte Operator C

�

2 A

0

. Damit folgt aus der

Shwarzshen Ungleihung

�

C�; C�

�

=

�

C

�

C�;�

�

� kC

�

C�kk�k = 0 :

Also besitzt A

0

eine Darstellung auf dem physikalishen Hilbertraum

H. Dabei wird das von B erzeugte Ideal auf Null abgebildet,

B(f)� 2 N :

Damit erhalten wir die gew

�

unshte Hilbertraumdarstellung der Obser-

vablenalgebra H. Sie stimmt mit der in Kapitel III konstruierten Dar-

stellung

�

uberein. Im Gegensatz zu dieser l

�

asst sih die Gupta-Bleuler-

Methode auh auf den wehselwirkenden Fall

�

ubertragen. Eine

�

ahnlihe

Methode gibt es f

�

ur nihtabelshe Eihtheorien.

4. Pfadintegral

Eine andere Methode zur De�nition von Quantenfeldtheorien ist

die Methode der Pfadintegrale. Urspr

�

unglih von Dira vorgeshlagen,

wurde sie von Feynman in seiner Doktorarbeit als eine alternative For-

mulierung der Quantentheorie entwikelt.

Wir erl

�

autern die Methode zun

�

ahst am Beispiel eines quantenme-

hanishen Teilhens der Masse m, das sih in einer Raumdimension
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unter dem Einuss des Potentials V (x) bewegt. Der Hamiltonoperator

des Systems ist

H = H

0

+ V mit H

0

= �

1

2m

d

2

dx

2

:

Wenn H

0

+ V wesentlih selbstadjungiert ist (z.B. f

�

ur V stetig und

beshr

�

ankt), dann gilt nah der Trotter-Produkt-Formel

e

�itH

� = lim

n!1

�

e

�i

t

n

H

0

e

�i

t

n

V

�

n

� ; � 2 L

2

(R) :

F

�

ur Testfunktionen � 2 S(R) l

�

asst sih die Wirkung des freien Zeit-

entwiklungsoperators e

�itH

0

mittels Fourier-Transformation durh das

folgende Integral beshreiben

�

e

�itH

0

�)(x) =

1

2�

Z

dp

Z

dye

ip(x�y)

e

�it

p

2

2m

�(y)

=

r

m

2�it

Z

dye

i

m

2

(x�y)

2

t

�(y)

mit

r

m

2�it

=

r

m

2�jtj

e

�i

�

4

sign(t)

:

Ist V unendlih oft di�erenzierbar mit polynomial beshr

�

ankten Ablei-

tungen, so gilt f

�

ur die L

�

osung der Shr

�

odingergleihung

i

�

�t

 (t; x) = (H )(t; x)

mit Anfangswert  (0; x) = �(x) die Formel

 (t; y

0

) = (e

�itH

�)(y

0

)

= lim

n!1

�

r

mn

2�it

�

n

Z

dy

1

� � �dy

n

e

i

t

n

P

n

k=1

�

m

2

(y

k�1

�y

k

)

2

(t=n)

2

�V (y

k

)

�

�(y

n

)

(Konvergenz im Sinne von L

2

(R)). Der Exponent in der zweiten Zeile

ist eine Riemann-Summe, die das Integral

i

Z

t

0

dt

0

(

m

2

_y

2

� V (y)) = iI

approximiert, wenn y(t) eine Bahnkurve ist mit y(k

t

n

) = y

k

. I ist hier-

bei die klassishe Wirkung der Bahnkurve.

Diese Darstellung des Zeitentwiklungsoperators legt die folgende

suggestive Deutung nahe: Die quantenmehanishe

�

Ubergangsamplitu-

de

hyje

�itH

jxi := e

�itH

(y; x)

ergibt sih als eine Superposition der Amplituden f

�

ur alle m

�

oglihen

Bahnen  : [0; t℄ ! R mit (0) = x und (1) = y. Jede dieser Bah-

nen liefert einen Beitrag e

iI()

. Der f

�

uhrende Beitrag kommt von den



4. PFADINTEGRAL 87

Bahnen in der N

�

ahe eines station

�

aren Punktes der Wirkung, also von

Bahnen in der N

�

ahe der klassishen L

�

osung.

Sei nun W

x;y;t

die Menge der stetigen Bahnen  : [0; t℄ ! R mit

(0) = x und (1) = y. Wir shreiben

hyje

�itH

jxi =

Z

W

x;y;t

De

iI(

) :

Hierbei soll

D = lim

n!1

�

r

mn

2�it

�

n

d(

t

n

) � � �d(

n � 1

n

t)

das geeignet normierte Integral

�

uber alle Wege bedeuten.

Wenn es gelingt, dem Pfadintegral f

�

ur V = 0 einen mathematish

pr

�

azisen Sinn zu geben, dann erh

�

alt man den Integranden f

�

ur beliebiges

V durh Multiplikation mit dem Faktor

e

i

R

t

0

dt

0

V ((t

0

))

(Feynman-Ka-Formel). Sofern dieser Faktor integrierbar ist, hat man

eine explizite Integraldarstellung f

�

ur die

�

Ubergangsamplitude gefun-

den.

Bei dem Versuh, diese Ideen mathematish zu pr

�

azisieren, berei-

tet der oszillatorishe Charakter der Integrale Probleme. Leihter zu

handhaben sind die Integralkerne der positiven Operatoren e

�tH

, t > 0

(falls H nah unten beshr

�

ankt ist). F

�

ur t > 0 gilt

e

�tH

0

(x; y) =

r

m

2�t

e

�

m

2

(x�y)

2

t

:

Der Integralkern von e

�tH

0

besitzt die folgenden Eigenshaften

e

�tH

0

(x; y) > 0 ;

Z

dxe

�tH

0

(x; y) = 1 ;

Z

dye

�tH

0

(x; y)e

�sH

0

(y; z) = e

�(t+s)H

0

(x; z) :

Diese Eigenshaften kann man als eine wahrsheinlihkeitstheoretishe

Beshreibung der Di�usion interpretieren.Dabei deutet man e

�tH

0

(x; y)

als die Wahrsheinlihkeitsdihte daf

�

ur, dass ein Teilhen durh Di�u-

sion (mit der Di�usionskonstante D =

1

2m

) in der Zeit t von y nah

x gelangt. Die zweite Gleihung ist die Normierung der Wahrshein-

lihkeit, dass das Teilhen an irgendeinem Punkt ist, auf 1. Die dritte

Eigenshaft harakterisiert einen Markov-Prozess.

In der Theorie der Brownshen Bewegung f

�

uhrt man auf W

x;y;t

die

Struktur eines Ma�raums ein. Dabei muss man das System der messba-

ren Mengen auszeihnen. Hierzu sollen auf jeden Fall die sogenannten

Zylindermengen geh

�

oren:
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Definition IV.1. Eine Zylindermenge Z(t

1

; : : : ; t

n

;B) ist die Men-

ge der Wege  mit ((t

1

); : : : ; (t

n

)) 2 B, wobei B eine messbare Men-

ge in R

n

ist und 0 < t

1

< : : : < t

n

< t gilt.

Man kann dann das sogenannte Wiener-Integral

�

uber Zylindermen-

gen erkl

�

aren durh

Z

Z(t

1

;::: ;t

n

;B)

dW

t

xy

=

Z

B

dy

1

� � �dy

n

e

�H

0

(t�t

n

)

(y � y

n

) � � � e

�H

0

t

1

(y

1

� x) :

Es gilt nun der folgende Satz:

Theorem IV.3. Sei V stetig und nah unten beshr

�

ankt, und sei

H = H

0

+V wesentlih selbstadjungiert. Dann ist die Funktion e

�

R

t

0

dt

0

V ((t

0

))

aufW

x;y;t

bez

�

uglih des Wiener-Ma�es integrabel, und es gilt die Feynman-

Ka-Formel

(e

�tH

)(y; x) =

Z

dW

t

xy

e

�

R

t

0

dt

0

V ((t

0

))

:

Beweis: Nah der Trotter-Produkt-Formel gilt

(e

�tH

)(y; x) = lim

n!1

�

r

mn

2�t

�

n

Z

dy

1

� � �dy

n

e

�

t

n

P

n

k=1

�

m

2

(y

k�1

�y

k

)

2

(t=n)

2

+V (y

k

)

�

:

Nah der De�nition des Wiener-Ma�es ist die rehte Seite der Limes

n!1 der Wiener-Integrale

Z

dW

t

xy

e

�

P

n�1

k=1

t

n

V ((

kt

n

))

�

uber die Zylinderfunktionen

 ! e

�

P

n�1

k=1

t

n

:V ((

kt

n

))

Diese Funktionen konvergieren punktweise gegen e

�

R

t

0

dt

0

V ((t

0

)

. Wegen

der unteren Shranke an V sind sie gleihm

�

a�ig durh eine Konstan-

te beshr

�

ankt. Nah dem Satz

�

uber die dominierte Konvergenz ist die

Limesfunktion daher integrabel, und das Integral stimmt mit dem Li-

mes der Integrale

�

uber die approximierenden Zylinderfunktionen

�

ube-

rein.

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass der Integralkern von e

�tH

positiv ist. Daraus ergibt sih, dass auh die Grundzustandsfunktion 


(falls es sie gibt) positiv sein muss. Man erh

�

alt sie durh die folgende

Formel:

Theorem IV.4. Sei 


0

2 L

2

(R) positiv. Dann ist


 = lim

t!1

e

�tH




0

ke

�tH




0

k

�1

;

falls der Limes existiert, der bis auf einen Phasenfaktor eindeutige

Grundzustand von H. Wenn der Limes niht existiert, besitzt H keinen

Grundzustand.
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Hieraus erh

�

alt man die folgende Formel f

�

ur den Erwartungswert

eines Produkts von Funktionen f

i

des Ortsoperators zu vershiedenen

(imagin

�

aren) Zeiten

�


; e

t

1

H

f

1

(x)e

�t

1

H

� � � e

t

n

H

f

n

(x)e

�t

n

H




�

=

Z

d�()f

1

((t

1

)) � � � f

n

((t

n

)) :

Hierbei ist � ein Wahrsheinlihkeitsma� auf dem Raum aller Wege

 : R! R. Es ergibt sih als Limes t!1 der Ma�e

Z(t)

�1

dx


0

(x)dy


0

(y)dW

�t;t

yx

e

�

R

t

�t

dt

0

V ((t

0

)

mi einemNormierungsfaktor Z(t). Bemerkenswert an dieser Formel ist,

dass man die Grundzustandswellenfunktion 
 niht zur Berehnung der

Erwartungswerte ben

�

otigt.

Wir wollen jetzt entsprehende Formeln f

�

ur die Feldtheorie gewin-

nen. Dazu konstruieren wir zun

�

ahst die Shr

�

odingerdarstellung des

freien Skalarfeldes. An die Stelle der Ortsoperatoren treten jetzt die

Zeit-Null-Felder '(0;x). Als Wertebereih der Felder betrahten wir

den Raum der temperierten reellwertigen Distributionen S

0

(R

3

). Wir

suhen einMa� � auf diesemRaum, sodass der FokraummitL

2

(S

0

(R

3

);d�)

identi�ziert werden kann. Ein Vektor � des Fokraums ist dann eine

Funktion auf S

0

(R

3

) mit

Z

j�(T )j

2

d�(T ) = k�k

2

:

Die mit Testfunktionen f 2 S(R

3

) vershmierten Zeit-Null-Felder wir-

ken als Multiplikationsoperatoren,

('(0; f)�)(T ) = T (f)�(T ) :

Zur Durhf

�

uhrung dieses Programms betrahten wir die von den

Operatoren e

i'(0;f)

erzeugte Algebra

A = f

X

f2S(R

3

)



f

e

i'(0;f)

; 

f

2 C ; 

f

6= 0 nur f

�

ur endlih viele fg

Jedes Element C dieser Algebra de�niert

�

uber

C(T ) =

X

f



f

e

iT (f)

eine stetige beshr

�

ankte Funktion auf S

0

(R

3

), und das punktweise Pro-

dukt dieser Funktionen entspriht dem Produkt der Operatoren,

(C

1

C

2

)(T ) = C

1

(T )C

2

(T ) :

Ein Ma� auf S

0

(R

3

) kann jetzt dadurh harakterisiert werden, dass es

ein lineares Funktional auf dieser Funktionenalgebra beshreibt,

Z

d�(T )C(T ) = �(C) :
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In unserem Fall bietet sih als lineares Funktional der Vakuumerwar-

tungswert an,

�(C) =

�


; C


�

:

Das zugeh

�

orige Ma� beshreibt die Wahrsheinlihkeitsverteilung der

Kon�gurationen T des Zeit-Null-Feldes im Vakuum.

Bei dieser Beshreibung des Ma�es gibt man seine Fourier-Transformierte

an,

�(f) := �̂(f) = �(e

i'(0;f)

) =

Z

d�(T )e

iT (f)

:

Wegen der Positivit

�

at des Skalarproduktes im Fokraum (

�

aquivalent

zur Positivit

�

at des Ma�es) besitzt � (die sogenannte harakteristishe

Funktion des Ma�es) die Eigenshaft

X

f;g

�(f � g)

f



g

� 0 :

Umgekehrt ist jede stetige Funktion auf S(R

3

), die die obige Positi-

vit

�

atseigenshaft besitzt, die Fourier-Transformierte eines Ma�es auf

S

0

(R

3

) (Minlos-Theorem).

In unserem Fall ist

�(f) = e

�

1

2

�

f;

1

2!

f

�

mit

1

2!

f(x) =

Z

d

3

y�

+

(0;x� y)f(y) :

Ma�e, deren Fourier-Tranformierte Exponentiale einer positiven qua-

dratishen Form sind, nennt man Gau�she-Ma�e. Die quadratishe

Form ist die Kovarianz des Ma�es,

Z

d�(T )T (x)T (y) =

�


; '(0;x)'(0;y)


�

= �

+

(0;x� y) :

Gau�she Ma�e

�

uber R

n

werden durh eine positiv semide�nite n� n-

Matrix K harakterisiert,

Z

d�

K

(x)x

i

x

j

= K

ij

Z

d�

K

e

i(x;y)

= e

�

1

2

�

y;Ky

�

:

FallsK invertierbar ist, berehnet man durh inverse Fourier-Transformation

d�

K

(x) = (2�)

�

n

2

det(K)

�

1

2

e

�

1

2

�

x;K

�1

x

�

d

n

x :

Im unendlih dimensionalen Fall gibt es kein Lebesgue-Ma�, die obige

Faktorisierung des Gau�-Ma�es verliert daher ihren Sinn. Das Gau�-

Ma� selber ist aber auh im unendlih dimensionalen Fall wohlde�niert.
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Gau�she Ma�e lassen sih mit Hilfe ihrer harakteristishen Funk-

tion leiht auf unendlih dimensionalen R

�

aumen erkl

�

aren. Sie besitzen

aber einige Eigenshaften, die im endlih dimensionalen Fall niht auf-

treten k

�

onnen.

Der allgemeine Fall ist der folgende. Wir betrahten einen reellen se-

parablen Pr

�

a-Hilbert-Raum D. Auf D betrahten wir die stetige Funk-

tion positiven Typs

�(f) = e

�

1

2

�

f;f

�

:

Sei D

0

der Raum der (niht notwendig stetigen) linearen Funktionale

auf D. Wir de�nieren ein Ma� � auf D

0

als lineares Funktional auf der

Algebra der Funktionen l!

P



l

e

il(f)

mit Hilfe der harakteristishen

Funktion. Die wihtige Frage ist jetzt, auf welhen Funktionalen das

Ma� konzentriert ist. Es gilt der folgende Satz:

Theorem IV.5. Die Menge der stetigen Funktionale hat das Ma�

Null.

Beweis: Sei klk := sup

kfk=1

jl(f)j. Wir de�nieren die Funktion

F (l) =

�

e

�

�

2

klk

2

; klk <1

0 ; klk =1

(� > 0). Wir wollen zeigen, dass

R

d�(l)F (l) = 0 ist. Dies bedeutet,

dass die Menge der stetigen Funktionale (d.h. der Funktionale mit end-

liher Norm) das Ma� Null hat.

Wir w

�

ahlen ein Orthonormalsystem (f

k

) in D und setzen

F

n

(l) = e

�

�

2

P

n

k=1

l(f

k

)

2

:

Es gilt

F (l) = lim

n!1

F

n

(l) ; F

n

(l) � 1 :

F ist also punktweiser Limes einer gleihm

�

a�ig beshr

�

ankten Folge von

Zylinderfunktionen und daher integrabel, und es gilt

Z

d�(l)F (l) = lim

n!1

Z

d�(l)F

n

(l) :

Das Integral von F

n

ist aber das Integral des Gau�shen Ma�es

(2�)

�n=2

Z

d

n

xe

�

1+�

2

P

n

k=1

x

2

k

= (1 + �)

�n=2

:

Hieraus folgt die Behauptung.

Mit Hilfe dieses Satzes zeigt man z.B. f

�

ur das Wiener-Integral, dass

die Menge der di�erenzierbaren Wege Ma� Null hat. Mit einer Modi�-

kation des obigen Arguments zeigt man, dass, falls D ein Hilbertraum

ist, f

�

ur jeden Hilbert-Shmidt-Operator A auf D die Menge der linea-

ren Funktionale l, f

�

ur die lA niht stetig ist, eine Menge vom Ma� 0



92 IV. WECHSELWIRKUNGEN

ist. Auf diese Weise kann man zeigen, dass das Wiener-Integral auf den

stetigen Wegen konzentriert ist.

Im Fall von D = S(R

3

) und einem im Sinne der Shwartz-Raum-

Topologie stetigen Skalarprodukt kann man zeigen, dass das Gau�she

Ma� auf dem Raum der temperierten Distributionen konzentriert ist.

Wir haben den Fokraum als den L

2

-Raum eines Gau�shen Ma�es

mit Kovarianz

1

2!

�

uber S

0

(R

3

) dargestellt. Die Zeit-Null-Felder wirken

als Multiplikationsoperatoren, und der Vakuumvektor entspriht der

Funktion 
(T ) = 1. Es bleiben die kanonish konjugierten Impulse

zu bestimmen. Diese wirken als Funktionalableitungen zuz

�

uglih ei-

nes Terms, der durh die fehlende Translationsinvarianz des Gau�shen

Ma�es verursaht wird. Man berehnet f

�

ur C 2 A

�

�(0; f)C

�

(T ) =

�

�(0; f)C


�

(T ) =

�

[�(0; f); C℄


�

(T ) + C

�

�(0; f)


�

(T ) :

Der Kommutator berehnet sih aus den kanonishen Vertaushungs-

relationen

[�(0; f); C℄ =

1

i

Z

d

3

x

ÆC

Æ'(0;x)

f(x) :

Die Wirkung auf dem Vakuum bestimmt sih aus

�(0; f)
 = _'(0; f)
 = iH

0

'(0; f)
 = i'(0; !f)
 :

Nah diesen Vorbereitungen k

�

onnen wir den Integralkern von e

�tH

0

berehnen. Wir fassen ihn zun

�

ahst als Distribution in zwei Variablen

auf,

Z

�

e

�tH

0

�

(T; T

0

)d�(T )d�(T

0

)�(T )	(T

0

) :=

�

�; e

�H

0

	

�

:

Deren Fourier-Transformation ist

�


; e

i'(0;f)

e

�tH

0

e

i'(0;g)




�

= e

�

1

2

�

f;

1

2!

f

�

e

�

1

2

�

g;

1

2!

g

�

e

�

�

f;

e

�t!

2!

g

�

:

Diese ist eine Funktion positiven Typs und daher die harakteristi-

she Funktion eines Ma�es. In Analogie zur Theorie der Brownshen

Bewegung fassen wir dieses Ma� als die Wahrsheinlihkeitsverteilung

eines durh H

0

beshriebenen Di�usionsprozesses auf. Sie gibt an, wie

gro� die Wahrsheinlihkeit daf

�

ur ist, dass eine Bahn von Feldkon�gu-

rationen T

t

0

zur Zeit t den Wert T

0

und zur Zeit 0 den Wert T hat.

Entsprehend de�nieren wir auh die Wahrsheinlihkeitsverteilungen

f

�

ur Feldkon�gurationen zu Zeiten t

1

> � � � > t

n

mit harakteristisher

Funktion

exp

 

�

1

2

X

j

�

f

j

;

1

2!

f

j

�

�

X

j<k

�

f

j

;

e

�(t

j

�t

k

)!

2!

f

k

�

!

:

Der

�

Ubergang zu kontinierlihen Zeiten kann in der folgenden Weise

gemaht werden. Sei f(x

0

;x) =

P

k

f

k

(x)Æ(x

0

� t

k

). Dann ist die in



4. PFADINTEGRAL 93

der harakteristishen Funktion auftretende quadratishe Form gege-

ben durh

�

f; S

2

f

�

=

Z

d

4

xf(x)S

2

(x� y)f(y)

mit der 2-Punkt-Shwingerfunktion

S

2

(x) = (2�)

�4

Z

d

4

p

e

ipx

jpj

2

+m

2

:

Die 2-Punkt-Shwingerfunktion ergibt sih aus dem Feynmanpropaga-

tor, indemman p

0

durh ip

0

und x

0

durh ix

0

ersetzt (

"

Wik-Rotation\).

F

�

ur x

0

= 0 stimmt sie mit �

+

�

uberein. Sie ist analytish f

�

ur x 6= 0

mit einer analytishen Fortsetzung in ein Gebiet des C

4

. Wir wissen

bereits, dass �

+

Randwert einer analytishen Funktion ist; diese ana-

lytishe Funktion ist die 2-Punkt-Shwingerfunktion.

Das Gau�she Ma� mit der 2-Punkt-Shwingerfunktion als Kova-

rianz de�niert eine Wahrsheinlihkeitsverteilung �

0

auf S

0

(R

4

). Je-

der Testfunktion f 2 S(R

4

) wird eine Zufallsvariable '(f) zugeordnet

durh

'(f)(T ) = T (f) ; T 2 S

0

(R

4

) :

Man nennt ' das euklidishe freie massive Skalarfeld. Seine Korrelati-

onsfunktionen nennt man die Shwingerfunktionen. S

2

ist die Green-

she Funktion des Operators �� +m

2

. Wir stellen uns daher �

0

vor

als

d�

0

= Z

�1

e

�I

E

(')

D'

mit der euklidishen Wirkung

I

E

(') =

Z

d

4

x

1

2

�

(�')

2

+m

2

'

2

�

und dem Integral

�

uber alle Feldkon�gurationen D' =

Q

x

d'(x). Bei

einer Gitterapproximation des euklidishen Feldes kann man diese For-

mel direkt verwenden. Im Kontinuum ist diese Formel nur heuristish,

da das Lebesgue-Integral D' niht existiert und zudem der Integrand

mit Wahrsheinlihkeit 1 gleih Null ist.

Wehselwirkende euklidishe Feldtheorien gewinnt man formal aus

der Feynman-Ka-Formel. F

�

ur das zugeh

�

orige Wahrsheinlihkeitsma�

setzt man an

d�(') = Z

�1

e

�

R

d

4

xV ('(x))

d�

0

(') :

Allerdings ist im Gegensatz zur Quantenmehanik die Funktion e

�

R

V

in der Regel niht integrierbar. Im Falle einer translationsinvarianten

Wehselwirkung ist dies eine euklidishe Version des Haagshen Theo-

rems. Multipliziert man V mit einer Testfunktion g 2 D(R

4

), so gilt in
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2 Dimensionen, dass f

�

ur nah unten beshr

�

ankte Polynome V die Funk-

tion e

�

R

gV

integrierbar ist. Man erh

�

alt so eine Familie von Wahrshein-

lihkeitsma�en �

g

auf S

0

(R

2

). Diese besitzt f

�

ur g ! 1 Limespunkte, die

als wehselwirkende euklishe Feldtheorien aufgefasst werden k

�

onnen.

Durh analytishe Fortsetzung der Korrelationsfunktionen erh

�

alt man

dann die Wightman-Funktionen eines wehselwirkenden Quantenfel-

des.

Die euklidishe Wirkung ist der statishe Anteil der Energie eines

klassishen skalaren Feldes in 4 Raumdimensionen. Das oben de�nierte

Ma� kann daher als der Zustand eines klassishen statistishen Systems

statisher Feldkon�gurationen angesehen werden, wobei ~ die Rolle der

Temperatur spielt. Diese Beziehung zwishen statistisher Mehanik

und klassisher statistisher Mehanik erm

�

ogliht es, Resultate, die in

einem Bereih erhalten worden sind, in den anderen zu

�

ubertragen.

Ein Beispiel ist der Begri� des Phasen

�

ubergangs, der aus der statisti-

shen Mehanik stammt und in der Quantenfeldtheorie auf pl

�

otzlihe

�

Anderungen in Abh

�

angigkeit von den Kopplungskonstanten angewandt

wird.

Bei der De�nition wehselwirkender euklidisher Theorien treten

�

ahnlihe Probleme auf, wie wir sie shon bei dem Versuh der De�nition

wehselwirkender Quantenfeldtheorien angetro�en haben. Eines dieser

Probleme ist die De�nition von Potenzen der Felder. Da ' Werte im

Raum der temperierten Distributionen annimmt, ist ein Ausdruk der

Form '(x)

n

niht wohlde�niert.Wir versuhen daher, euklidisheWik-

Potenzen : '(x)

n

: zu de�nieren. Dazu betrahten wir zun

�

ahst die

Struktur der Shwinger-Funktionen. Es gilt

S

n

(x

1

; : : : ; x

n

) : =

Z

d�

0

'(x

1

) � � �'(x

n

)

=

�

0 ; n ungerade ;

P

Paarungen

Q

Paare

S

2

(x

i

; x

j

) ; n gerade :

Diese Formel ist v

�

ollig analog zu den Formeln f

�

ur die zeitgeordneten

Funktionen des freien Feldes, wobei S

2

an die Stelle des Feynman-

Propagators tritt. Von der Formel f

�

ur die Wightman-Funktionen des

freien Feldes untersheidet sie sih dadurh, dass dort die Paare in

der Reihenfolge ihrer Indizes geordnet werden, in

�

Ubereinstimmung

mit der Tatsahe, dass die Wightman-2-Punkt-Funktion �

+

(x�y) des

freien Feldes niht symmetrish unter Vertaushung von x und y ist.

Wir k

�

onnen daher dieselben kombinatorishen Formeln verwenden, die

bequemerWeise mit Hilfe von Graphen beshrieben werden. Sei

�

ahnlih

wie dort G(n) die Menge der Graphen G mit Vertizes v 2 f1; : : : ; ng

und ungerihteten Linien l 2 K(G), die jeweils 2 Vertizes verbinden

(

�

au�ere Linien werden hier niht zugelassen), sodass jeder Vertex v
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Randpunkt genau einer Linie l ist, in Zeihen v 2 �l. Dann ist

Z

d�

0

'(x

1

) � � �'(x

n

) =

X

G2G

Y

l2K(G)

S

2

(fx

v

; v 2 �lg) :

Die Korrelationsfunktionen f

�

ur Wik-Polynome ergeben sih formal

durh die Identi�zierung bestimmter Vertizes, wobei die entsprehen-

den Linien weggelassen werden. Sei G(n

1

; : : : ; n

k

) die Menge der Gra-

phen G mit Vertizes f1; : : : ; kg und ungerihteten Linien l, sodass der

Vertex i Randpunkt von genau n

i

Linien ist. Wir de�nieren die Wik-

Polynome zun

�

ahst als Linearformen auf dem Raum der Polynome

durh

Z

d�

0

:'(x)

n

:

n!

'(x

1

) � � �'(x

k

) =

X

G2G(n;1; : : : ; 1

| {z }

k

)

Y

l2K(G)

S

2

(fx

v

; v 2 �lg) :

F

�

ur niht zusammen fallende Punkte x

1

; : : : ; x

k

k

�

onnen auh die Kor-

relationsfunktionen der Wik-Polynome angegeben werden,

Z

d�

0

Y

i

'(x

i

)

n

i

n

i

!

=

X

G2G(n

1

;::: ;n

k

)

Y

i<j

S

2

(x

i

� x

j

)

l

ij

l

ij

!

;

wobei l

ij

die Zahl der Linien zwishen den Vertizes i und j ist. In

der st

�

orungstheoretishen Renormierung euklidisher Feldtheorien kon-

struiert man die Fortsetzung der Korrelationsfunktionen zu

�

uberall de-

�nierten Distributionen. Allerdings ist es in der Regel niht m

�

oglih,

diese Fortsetzungen als Korrelationsfunktionen eines euklidishen Fel-

des anzusehen, d.h. insbesondere, dass : '

n

: (f) keine Zufallsvariable

ist.

Betrahten wir als Beispiel das euklidishe freie Feld in 3 Dimen-

sionen. In diesem Fall ist die Shwingerfunktion gegeben durh

S

2

(x) =

e

�mjxj

4�jxj

:

Die 2-Punkt-Korrelationsfunktionen der n-ten Wik-Potenz sind daher

f

�

ur n > 2 niht mehr integrabel. F

�

ur n = 2 aber ergibt sih

Z

d�

0

j:'

2

: (f)j

2

=

Z

d

6

(x; y)f(x)f(y)S

2

(x� y)

2

<1 ;

:'

2

: (f) ist also quadratintegrabel. Im Fall n > 2 divergiert das ent-

sprehende Integral, und f

�

ur die renormierten 2-Punktfunktionen ist

das Ergebnis niht notwendig positiv, sodass es niht als Erwartungs-

wert eines Wahrsheinlihkeitsma�es aufgefasst werden kann.
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5. Zusammenh

�

angende Funktionen

Bei der Entwiklung der Terme der St

�

orungstheorie nah Graphen

kann man die Graphen in Zusammenhangskomponenten zerlegen. Die

dem Graphen entsprehende Distribution ist das Tensorprodukt der zu

den Komponenten geh

�

origen Distributionen, daher reiht es aus, sih

auf die zusammenh

�

angenden Graphen zu beshr

�

anken. Tats

�

ahlih ist

die Zerlegung von Korrelationsfunktionen nah zusammenh

�

angenden

Anteilen unabh

�

angig von der St

�

orungstheorie de�niert und kann insbe-

sondere auh f

�

ur die wehselwirkenden Theorien durhgef

�

uhrt werden.

Sei ! ein lineares Funktional

�

uber einer (niht notwendig kommu-

tativen) unitalen Algebra A mit der Normierungsbedingung !(1) = 1.

Wir denken dabei z.B. an das Wightmanfunktional

�

uber der Tensoral-

gebra der Testfunktionen,

!(f

1


 � � � 
 f

n

) =

�


; '(f

1

) � � �'(f

n

)


�

;

oder an das System der zeitgeordneten Funktionen als Funktional

�

uber

der symmetrishen Tensoralgebra der Testfunktionen,

!(f

1


 � � � 
 f

n

) =

�


; T'(f

1

) � � �'(f

n

)


�

:

Eine weitere M

�

oglihkeit sind Wahrsheinlihkeitsma�e, aufgefasst als

lineare Funktionale auf der Algebra der Zufallsvariablen, die jeder Zu-

fallsvariable ihren Erwartungswert zuordnen.

Wir wollen zun

�

ahst annehmen, dass ! eine Entwiklung nah Gra-

phen besitzt,

!(A

1

� � �A

n

) =

X

G2G

!

G

(A

1

; : : : ; A

n

) ;

wobei !

G

f

�

ur jeden Graphen G ein multilineares Funktional auf A ist,

das faktorisiert, wenn der Graph sih in unverbundene Untergraphen

zerlegen l

�

asst. Wir k

�

onnen jeden Graphen in seine Zusammenhangs-

komponenten zerlegen. Dabei wird die Menge der Vertizes in disjunkte

nihtleere Teilmengen zerlegt,

f1; : : : ; ng = I

1

[ : : : [ I

k

; I

j

\ I

l

= ; f

�

ur j 6= l :

Eine solhe Zerlegung nennt man eine Partition, und wir bezeihnen

die Menge der Partitionen von f1; : : : ; ng mit Part(f1; : : : ; ng). Wir

k

�

onnen jetzt zun

�

ahst eine Partition festhalten und nur

�

uber diejenigen

Graphen summieren, deren Zerlegung in Komponenten die gegebene

Partition der Menge der Vertizes ergibt, und anshlie�end

�

uber alle

Partitionen summieren. Sei

!



(A

1

; : : : ; A

n

) =

X

G2G



!

G

(A

1

; : : : ; A

n

) ;
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wobei G



� G die Teilmenge der zusammenh

�

angenden Graphen be-

zeihnet. Dann gilt

!(A

1

: : : A

n

) =

X

P2Part(f1;::: ;ng)

Y

I2P

!



(A

i

; i 2 I) : (IV.1)

Wir benutzen diese Formel jetzt auh im Fall, in dem keine Entwik-

lung nah Graphen gegeben ist, und betrahten sie als eine implizite

De�nition der zusammenh

�

angenden Funktionen !



als multilinearen

Funktionalen auf A. Tats

�

ahlih l

�

asst sih die obige Gleihung nah

den zusammenh

�

angenden Funktionen au

�

osen, z.B. gilt !



(A) = !(A),

!



(A

1

; A

2

) = !(A

1

A

2

)�!(A

1

)!(A

2

), und es gilt die Rekursionsrelation

!



(A

1

; : : : ; A

n

) = !(A

1

� � �A

n

)�

X

℄(P )>1

Y

I2P

!



(A

i

; i 2 I) ;

wobei ℄(P ) die Zahl der Elemente der Partition P angibt.

Es gibt auh geshlossene Formeln f

�

ur die zusammenh

�

angenden

Funktionen. Multilineare Funktionale auf Vektorr

�

aumen lassen sih im-

mer als lineare Funktionale auf dem Tensorprodukt der Vektorr

�

aume

au�assen. In unserem Fall betrahten wir die Algebra A als Vektor-

raum. Die zusammenh

�

angenden Funktionen bilden ein System multili-

nearer Abbildungen und lassen sih formal als ein lineares Funktional

auf der Tensoralgebra

TA =

1

M

n=0

A


n

au�assen (mit !



(1) = 0). Auf der Menge der linearen Funktionale auf

TA kann das folgende assoziative Produkt eingef

�

uhrt werden,

(FG)(A

1


 � � � 
A

n

) =

X

I�f1;::: ;ng

F (

O

i2I

A

i

)G(

O

j2I



A

j

) ; (IV.2)

wobei I



das Komplement von I in f1; : : : ; ng bezeihnet. Das Einsele-

ment f

�

ur dieses Produkt ist das lineare Funktional

1(A

1


 � � � 
A

n

) = Æ

n0

:

Die de�nierende Gleihung (IV.1) f

�

ur die zusammenh

�

angenden Funk-

tionen l

�

asst sih mit Hilfe dieses Produkts in der folgenden Form shrei-

ben,

!m = e

!



=

1

X

n=0

!

n



n!

: (IV.3)

(Hierbei haben wir die Multiplikation in der Algebra A zur De�nition

einer linearen Abbildung

m :

�

TA ! A

A

1


 � � � 
A

n

7! A

1

� � �A

n
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benutzt.) Denn es gilt

!

k



(A

1


 � � � 
A

n

) =

X

I

1

;::: ;I

k

�f1;::: ;ng

Y

j

!



(

O

i2I

j

A

j

) :

Hierbei sind die Indexmengen paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung

ergibt f1; : : : ; ng. Die Beitr

�

age der leeren Mengen vershwinden wegen

!



(1) = 0, daher wird

�

uber alle Permutationen P 2 Part(f1; : : : ; ng

summiert. Jede Partition tritt k! mal auf, entsprehend der Anzahl der

Nummerierungsm

�

oglihkeiten der Indexmengen. Nah Division durh

k! und Summation

�

uber k ergibt sih Gleihung (IV.1).

Aus (IV.3) erh

�

alt man durh Umkehrung der Potenzreihe der Expo-

nentialfunktion die gesuhte geshlossene Formel f

�

ur die zusammenh

�

angen-

den Funktionen,

!



= log !m =

1

X

k=1

(�1)

k

k

(!m� 1)

k

: (IV.4)

Die angegebene Reihe konvergiert, da (!m�1)(1) = 0. Ausgeshrieben

ergibt sih

!



(A

1

; : : : ; A

n

) =

X

P2Part(f1;::: ;ng)

(�1)

℄(P )

(℄(P ) � 1)!

Y

I2P

!(

Y

i2I

A

i

) :

Wir wollen die Formel anwenden auf Elemente der Form

exp




A =

1

X

k=0

1

k!

A


k

; A 2 A :

Wertet man lineare Funktionale auf TA auf diesen Elementen aus, so

geht das Produkt der Funktionale in das Produkt der Werte

�

uber,

(FG)(exp




A) =

1

X

n=0

n

X

k=0

�

n

k

�

F (A


k

)G(A


(n�k)

) = F (exp




A)G(exp




A) :

Daher gilt

!



(exp




A) = log(!(e

A

)) :

(Wir haben dabei benutzt, dass m(exp




A) = e

A

gilt.)

Bei diesen Formeln ist zu beahten, dass

�

uber die Konvergenz der

auftretenden Reihen nihts gesagt wird. Stattdessen werden sie im Sin-

ne formaler Potenzreihen in A interpretiert.

F

�

ur die harakteristishe Funktion des Wahrsheinlihkeitsma�es

der wehselwirkenden Theorie ergibt sih damit

�(f) =

�

0

(e

i'(f)

e

�

R

V

)

�

0

(e

�

R

V

)

= e

(�

0

)



((exp




i'(f)�1) exp




(�

R

V ))

:
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Setzen wir V = (g=4!) :'

4

:, so erhalten wir f

�

ur die zusammenh

�

angen-

den Korrelationsfunktionen die folgende Entwiklung nah Graphen,

�



('(x

1

); : : : ; '(x

n

)) =

1

X

k=0

(�g)

k

k!

Z

d

4k

(x

n+1

; : : : ; x

n+k

)

X

G2G



(n�1;k�4)

Y

1�i<j�n+k

S

2

(x

i

� x

j

)

l

ij

l

ij

!

:

(IV.5)

In dieser Entwiklung nennen wir die ersten n Vertizes,

�

uber die niht

integriert wird,

�

au�ere Vertizes, und die anderen innere Vertizes.

Praktish dieselbe Formel gilt f

�

ur die zusammenh

�

angenden zeitge-

ordneten Funktionen der '

4

-Theorie. Man ersetzt lediglih�g durh ig

und S

2

durh i�

F

. Aus diesen kann man dann nah den LSZ-Relationen

die zusammenh

�

angenden S-Matrix-Elemente bestimmen.

Es gibt noh eine andere Formel, mit der sih die zusammenh

�

angen-

de n-Punkt-Funktion berehnen l

�

asst. F

�

ur die 2-Punkt-Funktion gilt

!



(A

1

; A

2

) =

1

2

(! 
 !)(

~

A

1

~

A

2

)

mit

~

A = A
 1� 1 
A, wobei A
A als Algebra aufgefasst wird mit

dem Produkt

(A

1


A

2

)(B

1


B

2

) = A

1

B

1


A

2

B

2

:

Entsprehend �ndet man f

�

ur die n-Punkt-Funktion

!



(A

1

; : : : ; A

n

) =

1

n

!


n

(

~

A

1

� � �

~

A

n

) (IV.6)

mit

~

A =

n

X

k=1

e

2�i(k�1)=n

1
 � � � A

k-te Stelle


 � � � 1 : (IV.7)

Diese Formel ist vor allem dann n

�

utzlih, wenn man Positivit

�

atseigen-

shaften von ! verwenden will (!



ist i.a. kein positives Funktional).

Ist z.B. ! ein Wahrsheinlihkeitsma� �, so kann (!



)

n

mit Hilfe des

Produktma�es � � � � � � � berehnet werden.

6. Einteilhenirreduzible Funktionen (Vertexfunktionen)

Die Korrelationsfunktionen einer translationsinvarianten Theorie

h

�

angen nur von den relativen Koordinaten ab. Dies f

�

uhrt zu einer weite-

ren Faktorisierungseigenshaft. Sei G ein Graph, der aus zwei Untergra-

phen G

1

und G

2

besteht, die durh eine Linie l

0

miteinander verbunden

sind. Seien S

G

1

und S

G

2

die jeweiligen Beitr

�

age zur Shwingerfunktion.

Dann gilt

S

G

(x

i

; i 2 V (G)) = S

G

1

(x

i

; i 2 V (G

1

))S

2

(x

j

; j 2 �l

0

)S

G

2

(x

i

; i 2 V (G

2

)) :

Diese Formel bleibt sinnvoll, auh wenn die Faktoren Distributionen

sind. Denn seien v

1

; v

2

die Endpunkte der Linie l

0

in den Graphen G

1

,
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bzw. G

2

. Dann h

�

angen wegen der angenommenen Translationsinvari-

anz S

G

1

nur von den Relativkoordinaten y

i

= x

i

�x

v

1

, i 2 V (G

1

)nfv

1

g

und S

G

2

nur von den Relativkoordinaten y

i

= x

i

�x

v

2

, i 2 V (G

2

)nfv

2

g

ab. Zusammen mit y

l

0

= x

v

1

� x

v

2

erh

�

alt man ein System unabh

�

angi-

ger Relativkoordinaten, und man erkennt, dass das obige Produkt ein

Tensorprodukt ist.

Wir zerlegen daher zusammenh

�

angende Graphen nah sogenannten

einteilhenirreduziblen (1PI) (besser: einlinienirreduziblen) Untergra-

phen. Hierbei hei�t ein zusammenh

�

angender Graph 1PI, wenn er niht

durh Weglassen einer Linie in Zusammenhangskomponenten zerf

�

allt.

Zur Durhf

�

uhrung dieser Zerlegung f

�

uhren wir zun

�

ahst eine

�

Aqui-

valenzrelation auf der Menge der Vertizes ein. Wir nennen die Vertizes i

und j des Graphen G stark verbunden, wenn sie in jedem durhWeglas-

sen einer Linie aus G entstandenen Graphen durh einen Weg verbun-

den sind. Jede

�

Aquivalenklasse stark verbundener Vertizes bildet zu-

sammen mit ihren inneren Linien einen maximalen 1PI-Untergraphen.

Zieht man die maximalen 1PI-Untergraphen zu einem Vertex zusam-

men, so bleibt ein Baumgraph (

"

tree\) (d.h. ein Graph ohne Shleifen

(

"

loops\))

�

ubrig.

Wir nehmen im folgenden an, dass der Beitrag aller Graphen mit

einem

�

au�eren Vertex vershwindet. Dies bedeutet, dass die Einpunkt-

Funktion Null ist. Wir k

�

onnen daher die 1PI-Graphen mit einer

�

au�eren

Linie weglassen.

Im Fall, dass nur zwei

�

au�ere Vertizes vorkommen (dies sind die

Graphen, die zur Zwei-Punkt-Funktion beitragen), besitzt der sih er-

gebende Baumgraph dann keine Verzweigungen, und an den Vertizes

der Ordnung 2 sitzen 1PI-Untergraphen, die durh 2 Linien mit dem

�

ubrigen Graph verbunden sind. Wir integrieren jetzt

�

uber alle Vertizes

eines solhen 1PI-Graphen, an denen keine

�

au�ere Linie ansetzt, und

summieren

�

uber die Beitr

�

age aller 1PI-Graphen mit 2

�

au�eren Linien.

Wir erhalten eine Funktion �(x; y) (im Fall, dass die

�

au�eren Lini-

en am selben Vertex ankommen, multiplizieren wir den entstehenden

Beitrag mit Æ(x� y)). Die st

�

orungstheoretishe Formel f

�

ur die zusam-

menh

�

angende Zwei-Punkt-Funktion G

2

der wehselwirkenden Theorie

lautet nun

G

2

(x; y) = S

2

(x� y) +

1

X

n=1

Z

d

4n

zS

2

(x� z

1

)�(z

1

; z

2

)S

2

(z

2

� z

3

) � � ��(z

n�1

; z

n

)S

2

(z

n

� y) :

(IV.8)

Wir betrahten jetzt die Funktionen G

2

, � und S

2

als Integralkerne

von Operatoren in L

2

(R

4

). Dann lautet die Entwiklung in Gleihung
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(IV.8)

G

2

=

1

X

n=0

S

2

(�S

2

)

n

:

Es handelt sih um eine geometrishe Reihe mit dem Limes

G

2

= (��+m

2

��)

�1

:

Man nennt � den Selbstenergieanteil (m

2

wird durh m

2

�� ersetzt).

Sei entsprehend �

n

(x

1

; : : : ; x

n

) die Summe aller Beitr

�

age von 1PI-

Graphen mit n

�

au�eren Linien, n > 2. Man nennt �

n

die n-Punkt-

Vertex-Funktion. Man kann jetzt alle zusammenh

�

angenden n-Punkt-

FunktionenG

n

(auh Greenshe Funktionen genannt) durh die Vertex-

Funktionen und die zusammenh

�

angende 2-Punkt-Funktion ausdr

�

uken.

Sei T

n

die Menge der Baumgraphen T , die n Randvertizes 1; : : : ; n

und eine beliebige (endlihe) Anzahl von inneren Vertizes v 2 V

i

(T )

mit n

v

> 2 ansto�enden Linien haben. Da die Zahl der Linien eines

Baumgraphen um 1 kleiner ist als die Zahl seiner Linien l 2 K(T ),

jede Linie aber zwei Vertizes verbindet, ergibt sih die Gleihung

2℄(K(T )) = n+

X

v2V

i

(T )

n

v

= 2(n+ ℄(V

i

(T ))� 1) ;

also

X

v

(n

v

� 2) = n� 2 :

Jeder innere Vertex v wird durh n

v

Hilfs-Vertizes v

i

; i = 1; : : : ; n

v

ersetzt. Wir shreiben y

v

= (y

v

1

; : : : ; y

n

v

) und y

�l

= (y

i

; i 2 �l). Dann

gilt

G

n

=

X

T2T

n

G

T

mit

G

T

(y

1

; : : : ; y

n

) =

Z

Y

v2V

i

(T )

�

d

4n

v

y

v

�

n

v

(y

v

)

�

Y

l2K(T )

G

2

(y

�l

) :

(IV.9)

Auh die Vertex-Funktionen lassen sih unabh

�

angig von der urspr

�

ung-

lihen Entwiklung nah Graphen de�nieren. Dabei setzen wir �

2

=

�G

�1

2

(im Sinne von Operatoren), �

1

= 0 (wir beshr

�

anken uns auf

den Fall, dass G

1

= 0 gilt) und �

0

= 0.

Wir betrahten zun

�

ahst ein sheinbar v

�

ollig anderes Problem. Sei

�(x; j) der Erwartungswert des Feldes '(x) unter Einshaltung eines

zus

�

atzlihen Wehselwirkungsterm�'(j) = �

R

d

4

x'(x)j(x) mit einer

Testfunktion j,

�(x; j) = �

j

('(x)) =

�('(x)e

'(j)

)

�(e

'(j)

)

=

Æ

Æj(x)

G(j)
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mit der erzeugenden Funktion der zusammenh

�

angenden Funktionen

G(j) = log �(e

'(j)

) ,

G(j) =

1

X

n=0

1

n!

G

n

(j


n

) :

Wir suhen jetzt die sogenannte e�ektive Wirkung, d.h. ein Funktio-

nal � auf dem Raum der klassishen Feldkon�gurationen, das � als

station

�

aren Punkt besitzt. Wir setzen

�(�) = sup

j

�

�(j)�G(j)

�

:

Falls das Supremum angenommen wird und G dort di�erenzierbar ist,

liegt es bei � =

ÆG

Æj

. � ist die Legendre-Transformierte von G. Umge-

kehrt ist

G(j) = sup

�

�

�(j)� �(�)

�

:

die Legendre-Transformierte von � (falls G konvex ist). Das Supremum

liegt bei j =

Æ�

Æ�

. Man erkennt, dass

Æ�

Æ�

: � ! j die Umkehrabbildung

von

ÆG

Æj

: j ! � ist.

Das Inverse einer Potenzreihe in einer Variable ist die sogenannte

B

�

urmann-Lagrange-Reihe. Hier haben wir eine unendlih dimensionale

Version dieser Formel zu �nden. Wir zeigen, dass die Vertexfunktionen

�

n

bis auf ein Vorzeihen die KoeÆzienten der Potenzreihenentwiklung

von � sind.

Sei

�

(n)

(x

1

; : : : ; x

n

;�) =

Æ

n

�(�)

Æ�(x

1

) � � � Æ�(x

n

)

und

G

n

(x

1

; : : : ; x

n

; j) =

Æ

n

G(j)

Æj(x

1

) � � � Æj(x

n

)

:

Aus �(x) = G

1

(x; j) folgt

Æ�(x)

Æj(y)

= G

2

(x; y; j) :

Also ergibt sih aus der Kettenregel

Æ�

(n)

(x

1

; : : : ; x

n

;�(j))

Æj(y)

=

Z

dx

n+1

�

(n+1)

(x

1

; : : : ; x

n+1

;�(j))G

2

(x

n+1

; y; j) :

Damit �ndet man

Æ(x� y) =

Æj(x)

Æj(y)

=

Z

dz�

(2)

(x; z;�(j))G

2

(z; y; j) :

Als Integralkern ist �

(2)

also das Inverse von G

2

.
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Wir di�erenzieren diese Gleihung jetzt nah j und erhalten

0 =

Z

dz

�

dz

0

�

(3)

(x; z; z

0

;�(j))G

2

(z; y; j)G

2

(z

0

; y

0

; j) + �

(2)

(x; z;�(j))G

3

(x; y; y

0

; j)

�

:

Au

�

osung nah G

3

liefert

G

3

(y; y

0

; y

00

; j) = �

Z

dzdz

0

dz

00

G

2

(y; z; j)G

2

(y

0

; z

0

; j)G

2

(y

00

; z

00

; j)�

(3)

(z; z

0

; z

00

;�(j)) :

Dies ist gerade die Formel f

�

ur die Entwiklung vonG

3

nah 1PI-Funktionen,

wenn man �

3

= ��

(3)

setzt.

Wir nehmen jetzt an, dass die Formel IV.9 mit �

n

= ��

(n)

bis zur

Ordnung n gilt, und di�erenzieren sie nah j.

Wir erhalten

G

n+1

(x

1

; : : : ; x

n

; x; j) =

X

T

 

Z

Y

v

dy

v

�

Y

v

�

n

v

(y

v

;�(j))

X

l

G

3

(y

�l

; x; j)

Y

l

0

6=l

G

2

(y

�l

; j) +

Z

dz

X

v

�

n

v

+1

(y

v

;z;�(j))G

2

(z; x; j)

Y

v

0

6=v

�

n

v

0

(y

n

v

0

;�(j))

Y

l

G

2

(y

�l

; j)

�

!

:

Setzen wir jetzt die Darstellung von G

3

durh �

3

und G

2

ein, so folgt die

Behauptung aus der Tatsahe, dass jeder Baumgraph mit Randpunkten

1; : : : ; n+ 1 und inneren Vertizes der Ordnung gr

�

o�er als 2 aus einem

mit Randpunkten 1; : : : ; n dadurh hervorgeht, dass der Punkt n + 1

entweder mit einer Linie (dabei entsteht ein neuer 3-er Vertex, dies

entspriht der ersten Summe in der obigen Formel) oder mit einem

inneren Vertex verbunden wird (2. Teil der Summe).

Ein Nebenergebnis der abgeleiteten Beziehung ist, dass eine bis

auf Vorzeihen gleihe Entwiklung der Vertexfunktionen nah zusam-

menh

�

angenden Funktionen existiert. (Man ersetzt G

n

durh ��

n

und

�

n

durh �G

n

.)

Die obigen Beziehungen gelten unabh

�

angig davon, ob die Theo-

rie translationsinvariant ist. Falls die zusammenh

�

angenden Funktionen

aber nur von den Relativkoordinaten abh

�

angen, bietet sih eine Im-

pulsraumdarstellung an. Es gilt dann f

�

ur die Fourier-transformierten

n-Punktfunktionen die Darstellung

^

G

n

(p

1

; : : : ; p

n

) = Æ(

X

p

i

)g

n

(p

1

; : : : ; p

n

)

und

^

�

n

(p

1

; : : : ; p

n

) = Æ(

X

p

i

)

n

(p

1

; : : : ; p

n

) ;

wobei g

n

und 

n

nur auf der Hyper

�

ahe

P

p

i

= 0 de�niert sind. Setzt

man diese Ausdr

�

uke in Gleihung (IV.9) ein, so k

�

onnen wegen der Æ-

Funktionen alle Integrationen ausgef

�

uhrt werden. Es bleiben lediglih

die

�

au�eren Impulse an den Randvertizes mit der Bedingung

P

p

i

= 0
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zur

�

uk. Alle Impulse an den inneren Vertizes sind durh die Randim-

pulse eindeutig festgelegt. Wir erhalten

g

n

(p

1

; : : : ; p

n

) =

X

T

Y

l

g

2

(p

�l

)

Y

v



n

v

(p

v

) : (IV.10)

Wenden wir jetzt die LSZ-Relationen zur Berehnung der S-Matrix an,

so m

�

ussen wir zun

�

ahst beahten, dass der Beitrag der Selbstenergie

^

�(p; q) = Æ(p+ q)�(p) die Masse des Teilhens vershieben kann. Sind

die Greenshen Funktionen Lorentz-invariant, so ist � eine Funktion

von p

2

. Ist p

2

= M

2

eine einfahe Nullstelle von p

2

�m

2

� �(p) = 0,

so interpretieren wir M als die Masse des wehselwirkenden Teilhens.

Nah den LSZ-Relationen erhalten wir die S-Matrix-Elemente, indem

wir die Fourier-transformierten Greenshen Funktionen mit p

2

i

�M

2

f

�

ur jeden

�

au�eren Vertex multiplizieren und anshlie�end die

�

au�eren

Impulse auf die Massenshale p

2

i

= M

2

setzen. Auf der Massenshale

gilt

(p

2

�M

2

)g

2

(p;�p) = onst :

Der Beitrag der zusammenh

�

angenden Funktion zur S-Matrix bereh-

net sih also (bis auf einen Normierungsfaktor) aus der Entwiklung

(IV.10) nah den Vertexfunktionen, wobei alle

�

au�eren Linien wegge-

lassen werden (

"

Amputation der

�

au�eren Beine\).
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