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KAPITEL IV

Wechselwirkungen

Wir haben in den ersten 3 Kapiteln den Fockraum, die relativi-
stischen Wellengleichungen und die freien Felder kennen gelernt. Wir
haben auch bereits gesehen, wie man ausgehend von den freien Feldern
wechselwirkende Theorien konstruieren kann. Insbesondere haben wir
die S-Matrix fiir eine raumzeitlich beschréinkte Wechselwirkung ein-
gefiithrt, haben die zeitgeordneten Produkte als die Taylorkoeffizienten
der 5-Matrix studiert und ihre kombinatorische Beschreibung durch
Feynman-Graphen betrachtet. In diesem Kapitel wollen wir wechsel-
wirkende Theorien von einem etwas allgemeineren Standpunkt aus un-
tersuchen. Zunéchst wollen wir die Wirkungsquerschnitte aus der S-
Matrix berechnen. Danach werden die LSZ-Relationen besprochen, die
den Zusammenhang zwischen S-Matrix-Elementen und zeitgeordneten
Funktionen fiir wechselwirkende Theorien herstellen. Die Herleitung
der LSZ-Relationen aus den Axiomen der allgemeinen QQuantenfeld-
theorie wird im 6. Kapitel erfolgen. In Kapitel IV sollen noch zwei
allgemeine Quantisierungsmethoden behandelt werden: die kanonische
Quantisierung, die auf der kanonischen Formulierung der klassischen

Feldtheorie aufbaut, und die Methode der Pfadintegrale.

1. S-Matrix und Wirkungsquerschnitte

Auch in einer wechselwirkenden Theorie erwartet man, dass jeder
Zustand zu asymptotischen Zeiten wie ein Zustand nicht wechselwir-
kender Teilchen aussieht. Diese Vermutung kann man in der folgenden
Weise prézisieren: Sei §) der Hilbertraum der Zustinde der wechselwir-
kenden Theorie. Wir nehmen der Einfachkeit halber an, dass die Theo-
rie nur ein einziges Teilchen beschreibt, das Spin 0 und Masse m > 0
hat. Sei £y der zugehérige Fockraum. Dann soll es unitare Operatoren

Wi:$0—+5H

geben, so dass die Vektoren WL ® zu Zeiten t — +oo als Mehrteilchen-
zustdnde ® interpretiert werden kénnen. Die Abbildung

S=Ww;'Ww_

nennt man die 5S-Matrix. Wenn die Wechselwirkung Poincaré-invariant
ist, so vertauscht S mit den Poincaré-Transformationen. Man hat ver-
sucht, Quantenfeldtheorie allein durch die S-Matrix zu beschreiben. Bei
diesem Ansatz charakterisiert man die S-Matrix durch eine Reihe von
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74 IV. WECHSELWIRKUNGEN

Eigenschaften, die die S-Matrix einer lokalen Quantenfeldtheorie besit-
zen sollte. Im allgemeinen reicht diese Charakterisierung nicht aus, um
die S-Matrix fest zu legen. Fordert man aber, dass die Vielteilchenstreu-
ung sich als eine Aufeinanderfolge von Zweiteilchenstreungen auffassen
lasst (faktorisierende S-Matrizen), so erhdlt man in zwei Raumzeit-
dimensionen interessante Losungen. In hoheren Dimensionen gibt es
allerdings nur die triviale Losung.

In Experimenten wird in der Regel nicht direkt die S-Matrix be-
stimmt, sondern es werden die Wirkungsquerschnitte gemessen. Der
Grund ist, dass bei einem Streuversuch der Stolparameter eines Zwei-
teilchensystems im allgemeinen nicht geniigend genau fest gelegt wer-
den kann. Daher ist der einlaufende Zustand ein Gemisch tiber transver-
sal zur Bewegungsrichtung verschobene Zusténde. Sei ® = a(f)*a(g)*Q
ein einlaufender Zweiteilchenzustand mit normierten Finteilchenwellen-
funktionen f und g, die disjunkten Tréger haben. Sei 3 eine raumar-
tige Ebene im Minkowskiraum, die die von Paaren p € supp f und
q € supp g aufgespannten Ebenen nur im Ursprung schneidet. Dann ist
die Dichtematrix des einlaufenden Zustands von der Form

o= /ﬁ A2 (8)],)(|

mit ®, = a(U(b) f)*a(g)*Q und u(b) >0, fﬁ d*bu(b) = 1.
Sei nun A eine translationsinvariante positive Observable, die auf
den einlaufenden Zustand nicht anspricht,

TrpA=0.

Dann werden die Erwartungswerte von A in den auslaufenden Zustanden
S®;, schnell in b abfallen. Ist x(b) im relevanten Bereich konstant, so
bietet es sich an, die Normierungsbedingung an den einlaufenden Zu-
stand aufzugeben und stattdessen den Wirkungsquerschnitt

0'f7g75(A) == /ﬁdzb<5q)b,z45q)b>

einzufiithren.
Wir definieren jetzt die T-Matrix durch S = 14¢7". Dann gilt wegen
Ad, =0

0'f7g75(A) = /ﬁdzb<q)b,T*AT(I)b> .

T und A sind nach Voraussetzung translationsinvariant. Daher sind die
Matrixelemente von T* AT im Zweiteilchenraum von der Form

(a*(p)a™(q)Q, T*ATa*(p)a™(¢")Q) = 6(p+ g — P — ¢')Ar(p, ¢, 1, ¢) -

Bei der Berechnung des Wirkungsquerschnitts liefert die Integration
iiber den Stofiparameter b einen zusétzlichen Faktor

(27m)%6((p — p')er)d((p — p')e2)
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mit einer Orthonormalbasis {e, €5} von 3. Wir schliefen, dass die Wir-
kungsquerschnitte diagonal in den Impulsen sind,

) d°p  d’p
016(A) = (2m) /Qw(p) 2w(p)

Hierbei ist « fiir vorgegebenes p,q € H durch

Ja |_1
Ap.q)

() Ilg(0)* Az (p, ¢, p, q)|det
a(p’7q/) _ ((p/)Z . sz7 (q/)z . m27p/ + q/ —p—q, (p/ N p)eh (p, . p)ez)

definiert. Die Funktionaldeterminante von « an der Stelle (p/,q’) =
(p,q) ist |det(2p, 2q, €1, e2)|. Fiir GLp, g gilt

|det(2p, 2q, 1, €2)| = 4\/W :

Diesen Ausdruck nennt man den Flussfaktor.
Betrachten wir als Beispiel

A=l (pr)...a(p) (@ (p1) ... a”(pa) 9

sodass die Impulse p,q,p1,... ,pn, p € supp f,q € supp g, paarweise
verschieden sind. A misst die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir n Impulse,

(W,AW) =W, (p1,...,pal’ .

Wir wéhlen einen einlaufenden Zustand mit scharfen Impulsen p und
g und wahlen die Ebene (3 senkrecht zu p und ¢. Da T translations-
invariant ist, sind seine Matrixelemente zwischen 2-Teilchen- und n-
Teilchenzustdnden von der Form

(a*(pl) o d™(pn), Tcﬁ(p)cﬁ(q)ﬂ)
=5(p+a=>_ )T (P11 Pr4) -
mit der Streuamplitude 7. Daher ist
Ar(pgsp @) = 8(p+q=>_ p)[T(prs- - pus s I -
Wir finden schlieBlich fiir den Wirkungsquerschnitt
Op,a=p1,e0 P

= (27)’ (4 (pg)* = m") ' 6(p+ ¢ =Y pIT(prs - i Py @) -

Als Beispiel betrachten wir die S-Matrix zur Wechselwirkungs-Lagrange-
Dichte & :¢": zur ersten Ordnung. Man findet

I 3y ()
T—n!/dx.c,o (x):
und damit fiir die Strenamplitude
S(p+a=>_ p)T(Prs- - s Pu2ipsq)
g n * * *\n— * *
= d*z <2> (a*(p1) -+ a*(pa=2)®, (a7)"(z)a(x)*a(p)a*(q)2)

:9(27_[_)—371/2/d4$€—i(p—|—q—zp,')x
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also

3n
T(pr-- - pu-2ipiq) = (27) 7 2 g
Fiir den Wirkungsquerschnitt findet man

Cpampnr s = (27) G (4 (pg)? —m*) 'S (p+ =D pi) -
Interessant ist das Verhalten des totalen Wirkungsquerschnitts

1 / d3p1 d3pn—2
Otot = e

tot (n—=2) ) 2w(p1) 2w(pr—2)
Er ist offenbar nur von der Schwerpunktsenergie /s, s = (p + ¢)*

abhéngig. Fiir Schwerpunktsenergien /s > (n — 2)m weit oberhalb
der Schwelle fiir Teilchenerzeugung verhélt er sich wie s”4.

Tp,q—=p1,e iPr—z *

2. Die LSZ-Relationen

In einer translationsinvarianten Theorie kann die S-Matrix nicht
direkt in der Form

S _ Teifﬁimd4x

geschrieben werden. Stattdessen kann man die Wechselwirkungs-Lagrange-
Dichte mit einer Testfunktion g multiplizieren und die lokalen S-Matrizen

S(g) = Te'S Fumode
einfithren. Anschlieffend kann man den adiabatischen Limes
5 = lim 5(g)

betrachten. Bei dieser Definition bleibt aber offen, welche Eigenschaften
der wechselwirkenden Theorie durch die S-Matrix beschrieben werden.

Lehmann, Symanzik und Zimmermann (LSZ) ist es 1954 gelungen,
einen eleganten Ausdruck fiir die 5-Matrix zu finden, der véllig im
Rahmen der wechselwirkenden Theorie erklart ist.

Ausgangspunkt ist (im einfachsten Fall) ein skalares Feld ¢, das
als operatorwertige Distribution in einem Hilbertraum §) definiert ist,
zusammen mit einer unitdren, stark stetigen Darstellung U der Poin-
caré-Gruppe, die die Spektrumsbedingung erfiillt. Weiter soll es einen
eindeutigen (bis auf eine Phase) Poincaré-invarianten Einheitsvektor
geben. Das skalare Feld soll sich kovariant unter der Poincaré-Gruppe
transformieren,

U(x,/\)go(y)U(x,/\)_l = @(Ay + J}) .

Man nimmt jetzt an, dass es einen Teilraum £, C $ gibt, der zu der
irreduziblen Darstellung der Poincaré-Gruppe mit Masse m > 0 und
Spin s = 0 gehort, und dass es keine weiteren Zustédnde in §) gibt, deren
Massenspektrum m enthalt. Unter diesen Voraussetzungen kann man
mit Mitteln der Haag-Ruelle-Streutheorie zeigen, dass es isometrische
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Abbildungen Wi vom Fockraum $)o nach § gibt, die die jeweiligen
Darstellungen der Poincaré-Gruppe verketten.

Wir verlangen zusétzlich, dass das wechselwirkende Feld ¢ nichtver-
schwindende Matrixelemente zwischen Vakuum und Einteilchenraum
besitzt. Wegen der Poincaré-Kovarianz sind diese von der Form

(plo(2)Q) = (27)~¥2/Z P

mit einer Konstante 7 # 0. Z nennt man die Wellenfunktionsrenor-
mierung. Durch Umnormierung des Feldes kann sie gleich 1 gesetzt
werden.

Man definiert jetzt freie Felder im Hilbertraum der wechselwirken-

den Theorie durch

Wig@o(l') = @aps(l‘)Wi 5

wobei g das freie Feld im Fockraum ist. Das wechselwirkende Feld
strebt im folgende Sinn gegen das auslaufende (f — oo) beziehungs-
weise das einlaufende (1 — —oo) Feld: Es gilt die LSZ-Asymptoten-
Bedingung

Jim (W@, (o(t,x) — paus (1, x)W_) = 0.

—++oo ein
Hierbei sind ® und ¥ aus dem dichten Unterraum mit endlicher Teil-
chenzahl, glatten Impulsraumwellenfunktionen mit kompaktem Trager
und nicht zusammenfallenden Impulsen.

Sei nun f eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung, deren Cauchy-

Daten kompakten Trager besitzen. Dann ist

(p aus (f)= /d3x<¢aps (t,x)f(t,x) — aus (t,X)f(t,X))

em em em

unabhéngig von t. Ersetzt man die freien Felder durch das wechsel-
wirkende Feld, so erhédlt man einen zeitabhéngigen Ausdruck, der fiir
t — £oo gegen aus strebt. Da ¢ nach Voraussetzung eine operator-

wertige Distribution auf dem Minkowskiraum ist, ist nicht sicher, dass

das Integral iiber den Raum zu einer scharfen Zeit existiert. Wir mit-

teln daher mit einer Testfunktion h € D(R) mit fdth(t) =1 iiber die
Zeit,

e f,h) = /drh(r) / Ex (ot + 7, %) f(t+7,%) — h(t + 7, %) f(t + 7,%))
und finden

<W+(I)7 <99aus(f) - @ein(f))W_\I/>
:/dt%<W+@a%(f,h)W_\Il) .
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Wir nutzen aus, dass f eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist
und erhalten

ety = [ aehin) [ @@+ nx)f(e 4 7x) = ot + 70 f0+ 70
= /drh(r) / Ex(G(t+ 7,x) f(t+7,%x) — @(t + 7,%)(A = m?) f(t + 7, %))
= /drh(r)/d3x<(D +mP)p(t +7,%x)) f(t + 7,%)

und damit

(W0, (fuel ) — pen IV
= /d4xf(x)(m_|_m2)<W+<I),<p(:1;)W_\I/> .

Wir fithren jetzt zeitgeordnete Produkte des Feldes ¢ ein. Dies sind
symmetrische operatorwertige Distributionen in mehreren Argumen-
ten, die fiir zeitgeordnete Argumente mit dem Operatorprodukt iiber-
einstimmen. Sie sind in der Regel nicht eindeutig; dies spielt aber im
folgenden keine Rolle. Wir benutzen fiir zwei Funktionen f, ¢ die No-
tation

fog = (0:f)g — foug .

Seien jetzt fi,..., f, Losungen der Klein-Gordon-Gleichung mit kom-
pakt getragenen Cauchy-Daten. Wir setzen
T(ty,... ts)

— —
= /d4n$T(@($? + 11, Xl) e S‘Q(xg + ta, Xn)atl T atn
Fi(@f s x)h(2]) - falal + o, x0)h(a) -

Es gilt
o
atl ce atn
= [ AR ) B0+ 1)
(Dl + m?) Y (Dn + mz)TS‘Q(x(lJ + tlvxl) Y 99(1‘2 + tnvxn) )

und fiir ;1) +supp h > -+ >ty + supp h erhalten wir

Tty ... tn) = Ptra) (fﬂ(l)v h)--- Ptr(n) (fﬂ(n)v h) .

Aus der Haag-Ruelle-Theorie folgt fiir Wellenfunktionen f; mit nichtiiber-
lappenden Geschwindigkeiten

T(t,... . t,)

lim <Q7T(t17"' 7tn)Q> = <H @auS(fi)*Qv H S«Qein(fj)(w :

1,0 tg—00 tk+1,...,tn—>—oo .
7=k+1

Seien fi,..., fr Losungen der Klein-Gordon-Gleichung mit negativer
Energie, und seien fii1,..., f, Losungen mit positiver Energie. Dann
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folgen die LSZ-Relationen

[ b fala) (b @b Tl o))

k n
= <H S«Qaus(fi)*Q7 H S‘Qein(f])Q> .
=1 j=k+1
Fouriertransformation ergibt

H(pzz - mz)tAn(_plv cev oy T PRy PRl - - - 7pn) f(H;g)n

=1

:1N<IIGLEQ%NL II agJPﬂ(D'

j=k+1

mit N = i”(Zw)_% und

fn(pl, NN (2#)_2” / d¥rge=t 2P (Q, To(xq)--- c,o(:z;n)ﬂ> )

Wir erkennen, dass die Fouriertransformierten der Erwartungswerte
zeitgeordneter Produkte fiir jede Impulsvariable auf der Massenscha-
le H} einen Pol der Form (p* — m?*)™" besitzen und dass die Koeffi-
zienten gerade die S-Matrix-Elemente sind. Dies sind die beriihmten

L.SZ-Relationen.

3. Kanonische Quantisierung

Ein Standardverfahren zur Definition von Quantenfeldtheorien ist
die kanonische Quantisierung klassischer Feldtheorien. Hierbei geht man
von der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Feldtheorie aus.
Wie in der klassischen Mechanik leitet man die Feldgleichungen aus
dem Prinzip der stationdaren Wirkung ab. Sei £ eine Funktion, die von
den Feldern und ihren ersten Ableitungen abhéngt. Sei GG ein kompak-
tes Gebiet der Raumzeit mit geniigend glattem Rand 9G. Dann soll
das Funktional

Sa(p) = /Gd“wﬁ(% dup)

unter den Feldern mit gleichen Werten am Rand stationdr sein (in der
Regel minimal). Zur Auswertung dieser Bedingung betrachten wir ein
Feld v, das am Rand von G verschwindet. Dann gilt nach Vorausset-
zung

d
0= Saly+et)l=o.
Auswertung der Ableitung ergibt

. OL oL
0= [ ate(G e + > ag, g7 )
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Der zweite Term im Integranden kann in der Form

oL oL
>0y )e) = (L gyt

I

geschrieben werden. Der erste Term dabei ist eine Divergenz. Das Inte-
gral dariiber verschwindet wegen des Verschwinden der Randwerte von
. Soll das verbleibende Integral fiir alle b verschwinden, so muss ¢
innerhalb von G die Differentialgleichung

oL oL
o = 2300,
erfillen.

Sei z.B. £ = 30,00"0 — 3m*p* — L%, s0 ergibt sich

9L 2, 9 s 0L
oo YT 3T 9(0,0)

Damit erhédlt man die Feldgleichung

=0y .

(O+m?)p = —%@3 :

Als Ausgangspunkt der Quantisierung benutzt man die Hamilton-
sche Formulierung. Hierzu wird die Zeitkoordinate ausgezeichnet, und
man definiert die Lagrangefunktion L als das rdumliche Integral der
Lagrangedichte. Die kanonisch konjugierten Impulse ergeben sich zu

oL oL
"= a0 T 9™

Falls ¢ als Funktion von ¢, 5(,9 und 7 geschrieben werden kann, erhélt
man die Hamiltonfunktion als

Hipm) = [ @xhiplx). Fol). 7(x)
mit der Hamiltondichte
h(99789977r) = 7[-9‘9 - 'C .

Die Quantisierungsvorschrift besteht jetzt darin, ¢ und 7 durch
operatorwertige Distributionen zu ersetzen, sodass die kanonischen Ver-
tauschungsrelationen

[p(x),0(y)] =0 = [7(x),7(y)]
[p(x), m(x)] = id(x — y)

erfiillt sind. Die Zeitentwicklung ist dann durch die Heisenbergglei-
chung gegeben,

M@Zi/$ﬂMww@ﬂ
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Die angegebene Vorschrift ist mit einigen Problemen belastet. Wir
wollen das am Beispiel der ¢*-Theorie genauer ansehen. In diesem Fall
ist

=9,
und die Hamiltondichte ergibt sich zu
1 1 =2 m? g
e —n? g Sdol2ae ™ 2 9 4
57 T oloel + St e

Die kanonischen Vertauschungsrelationen sind im Fockraum des freien
Feldes zur Masse m realisiert. Um die Hamiltondichte dort einzufiihren,
kann man die Produkte der Felder durch Wickprodukte ersetzen. Die
Definition des Hamiltonoperators als das rdumliche Integral der Hamil-
tondichte ist aber nicht moglich. Es gilt der folgende Satz (Haagsches
Theorem)

THEOREM IV.1. Sei ) der Fockraum eines freien Feldes oo, und
sei U(x) der rdumliche Translationsoperator. Sei ¢ eine operatorwer-
tige Distribution mit den Figenschaften

() 0(0,%) = ¢o(0,%) , $(0.5) = 3o(0.5)
(i) Ux)e(t, y)U(x)™" = o(t,y +x) .
(iii) Fs existiert ein selbstadjungierter Operator H mit der Eigen-

schaft
(0, x)e™ M = (1)

Dann stimmt H bis auf eine additive Konstante mit dem Hamiltonope-
rator Hy der freten Theorie dberein, und ¢ = @q .

Beweisskizze nach [1]: Der Beweis beruht im wesentlichen darauf,
dass das Vakuum € bis auf einen Faktor der einzige translationsinvari-
ante Vektor in £ ist. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass H mit den
rdumlichen Translationen vertauscht. Dann ist ) ein Eigenvektor von
H. Sei A der zugehorige Eigenwert. Die mit raumlichen Testfunktionen
verschmierten freien Felder 0(0, f) = [ d®xf(x)po(x) erzeugen aus §
einen dichten Teilraum ©. Auf © gilt:

(H - )‘)990(07]61) ) "990(07fn)Q = (H - )‘)99(07]61) e @(van)Q
= Z@(val)"'@(vak)""to(ova)Q

= 900, f1) - $o(0, fi) -+ o0, f)92

k
= Hopo(0, f1) -+ - o0, )0 .
Also gilt H = Hy+ A auf ®. Zur Vervollstandigung des Beweises geniigt

es zu zeigen, dass Hy auf © wesentlich selbstadjungiert ist. O
Zur Vermeidung der Konsequenzen des Haagschen Theorems kann
man versuchen, zunéchst raumlich abgschnittene Hamiltonoperatoren

H(g) = Ho + /d?’xg(X)h(X)
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mit einer Testfunktion ¢ zu betrachten. Man erwartet dann wegen der
durch die Lichtgeschwindigkeit begrenzten Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Stérungen, dass

(1) = M50, x)e

von ¢ unabhéngig ist, sofern g im Bereich {y, |x —y| < [¢|} identisch 1
ist. Auf diese Weise erhédlt man dann eine Konstruktion der Observa-
blenalgebra der wechselwirkenden Theorie.

Um auch die Vakuumdarstellung der wechselwirkenden Theorie zu
erhalten, kann man zunéchst die Grundzustandsvektoren Q(g) der lo-
kal gestorten Hamiltonoperatoren H(g) betrachten (falls diese existie-
ren). Die Wightmanfunktionen der wechselwirkenden Theorie sucht
man dann als Limes ¢ — 1 der Erwartungswerte

(Qg), (1) - (2)Qg)) -

Mit dem Rekonstruktionstheorem gewinnt man schliefflich den Va-
kuumhilbertraum der wechselwirkenden Theorie. Diese Idee ist von
Glimm und Jaffe erfolgreich fiir die Konstruktion der ¢*Theorie in
2 Raumzeitdimensionen durchgefithrt worden.

Wir wollen jetzt die kanonische Quantisierung der Elektrodynamik
behandeln. Die Maxwellgleichungen lassen sich aus der Lagrangedichte

1
L= ~7 Y — g, AR
mit £, = 0,A, — 0,A, ableiten. Hierbei ist j, ein erhaltener Strom,
der von A, unabhéngig ist. Es gilt namlich
oL oL

a—%lu: —Ju s a(auAy) = _Fuuv

und daher
g’ =0, =0A" - 0"0,A" .

Das Anfangswertproblem fiir das Vektorpotential ist durch die Max-
wellgleichungen nicht wohldefiniert. Denn wenn A, eine Losung ist,
dann ist auch A, + J,A eine Losung, wobei A eine beliebige Funktion
ist (Eichfreiheit). Daher ist auch der Ubergang zum Hamiltonforma-
lismus nicht méglich. Formal sieht man das daran, dass die kanonisch
konjugierten Impulse nicht unabhéngig sind und dass eine Elimination
der Zeitableitungen des Vektorpotentials nicht moglich ist. Die kano-
nisch konjugierten Impulse sind

__ oL _ 0 , pu=0
M_a(AM)_ _FOM:EM ) M:17273

Man wéahlt den folgenden Ausweg. Man addiert zur Lagrangedichte
einen Zusatzterm (Eichfixierung), sodass die modifizierte Feldgleichung



3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 83

ein wohldefiniertes Anfangswertproblem besitzt. Eine solche Wahl ist
—2(9,A,)? mit A # 0. Die Feldgleichungen sind dann

OA,+ (A= 1)0,(0,A4") = j, .
Es folgt aus der Stromerhaltung
O(0,A") =0.

Daher ist B := J,A* ein freies masseloses skalares Feld. Verschwindet

B, so sind die modifizierten Feldgleichungen &quivalent zu den Max-

wellgleichungen. Allerdings kann B nicht einfach gleich Null gesetzt

werden, da es nichttriviale kanonische Vertauschungsrelationen besitzt.
Die kanonisch konjugierten Impulse sind

To = —A@MA“ , M = aoAk - akAo .
Auflésen nach den Zeitableitungen von A, ergibt
Aozg'A—A_lﬁo, Ak:Wk+akA0 .

Die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen zwischen A, und Au erge-
ben sich zu

[Au(0,%), A, (0,¥)] = =i(g — (A7 = 1)gu000)d(x — y) ,
und die zwischen Ao und Ak zZu

[Ao(0,%), Ax(0,¥)] = [(F- A = A1 70) (0. ), (71 + 0 Ao)(0, )
=i(1 = A"od(x—y) .

Besonders einfach werden die Vertauschungsrelationen fiir A = 1 (Feynman-
Eichung). Ein anderer oft betrachteter Spezialfall ist A = oo (Landau-
Eichung).

Wir wollen im folgenden die Feynman-Eichung verwenden. Die Feld-
gleichung stimmt in diesem Fall mit der inhomogenen Wellengleichung
iiberein. Wenn j, mit A, vertauscht, dann ist der Kommutator ver-
schiedener Komponenten von A, eine Lésung der homogenen Wellen-
gleichung. Da die Anfangsbedingungen durch die kanonischen Vertau-
schungsrelationen bestimmt sind, ergibt sich

[Au(z), A(y)] = —igu, D(z — y)
mit der Pauli-Jordan-Funktion D. Fiir das Feld B findet man

[B(2), Au(y)] = =0, D(x —y) ,

—
daher implementiert [ d®xB(t,x)d;A(t,x) mit einer Lésung A der Wel-
lengleichung gerade eine infinitesimale Eichtransformation, die mit der
Eichfixierung 9,A* = B vertraglich ist. B kann also nicht identisch
Null sein.
Wir kénnen jetzt aber die Algebra %y der verschmierten Felder be-
trachten, die mit B vertauschen. Diese Algebra wird von £, und B
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erzeugt. In dieser Algebra erzeugt B ein nichttriviales Ideal 1. Die Quo-
tientenalgebra 2 = g/ 1 ist dann die Observablenalgebra der Quan-
tenelektrodynamik. Sie wird von den Feldern F),, erzeugt. Deren Ver-
tauschungsrelationen und Feldgleichungen sind dieselben wie die aus
Kapitel 3.

Wir wollen jetzt eine Hilbertraumdarstellung finden. Zuerst versu-
chen wir, eine Darstellung der Felder A, durch hermitsche Operatoren
in einem Hilbertraum & zu konstruieren. £ soll einen Vektor ) ent-
halten, der das Vakuum beschreibt, und soll durch Anwendung der
verschmierten Felder auf €2 erzeugt werden. Weiter soll es eine positive
Energiedarstellung der Poincaré-Gruppe geben, die ) invariant lasst
und unter der sich A, kovariant transformiert,

Ul ) Auy)U (D) = A, (Ay + 2)7,
Aus diesen Bedingungen ergibt sich die Zweipunktfunktion zu

(2 Au(2) A ()Q) = =g Dy (x —y) .

Im Einteilchenraum

K= {ANQ, [=("). 1" € SR}
erhédlt man das Skalarprodukt

3.
(A2 ADR) = - [ BTG
Man erkennt, dass das Skalarprodukt in & nicht positiv definit sein
kann, wenn Ag hermitesch ist.

Die 4 Komponenten in &, kann man als zeitartige, longitudinale
und die beiden transversalen Photonen interpretieren (jeweils bezogen
auf die Richtung des Impulses). Nur die transversalen Photonen ent-
sprechen physikalischen Teilchen. Zur Elimination der unphysikalischen
Freiheitsgrade verwenden wir das Feld B. Sei

Ho={P € R B(f)® =0 falls suppfﬂv__|_: 0} .
(Gupta-Bleuler-Bedingung). Dann gilt der folgende Satz:
THEOREM IV.2. (®,®) >0 fiir ® € Ho.

Beweis: Die n-Teilchenkomponente ®,, von ® ist eine symmetrische
Funktion ®@#1#(py, ..., p,) mit p; € dV,. Die Gupta-Bleuler-Bedingung
besagt
Pp .
/—p“f(—p)gm1 O (pyp2yo o s pn) =0
2|p|
fiir alle f mit suppf NV, = 0. Also gilt

pulq)gl...ﬂn(p7p27 . 7pn) — 0 .
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fiir p,... ,p, € dV,. Da —g,, auf dem orthogonalen Komplement eines
lichtartigen Vektors p # 0 positiv semidefinit ist,
p*=0,qp=0<=po==£[p|, @ro=qa-p,
also unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung
(q-p)? 2
lal* > =5 = ()”,
p?
ist

(=1)" Py (P1y e o s pa) R (py p2y s ) > 0.

Dies ist aber gerade der Integrand, der bei der Berechnung des Skalar-
produkts (CI)n, CI)n> auftritt. Also ist (CI)n, CI)n> > 0 fir alle n und damit
(@,®) > 0. O

Sei N der Nullraum des positiv semidefiniten Skalarprodukts auf
$o,

N ={d € 9o, (CI),CI)>:0}.

Dann besitzt der Quotientenraum $)o/N ein positiv definites Skalar-
produkt. Seine Vervollstdndigung nennen wir den physikalischen Hil-
bertraum $). Wir wollen jetzt zeigen, dass die Observablenalgebra 2 auf
$ durch Operatoren dargestellt werden kann. Die Algebra 2, besteht
nach Definition aus den Feldoperatoren, die mit B vertauschen. Daher
lasst sie den Raum $¢ invariant. Auch der Nullraum ist invariant unter
Ao. Denn sei ® € N und C € 2. Dann ist wegen der Hermitizitit
von B auch der adjungierte Operator C* € . Damit folgt aus der
Schwarzschen Ungleichung

(CP,CP) = (C*CP,®) < ||C*CP|||®||=0 .

Also besitzt 2y eine Darstellung auf dem physikalischen Hilbertraum
$. Dabei wird das von B erzeugte Ideal auf Null abgebildet,

B(f)® e V.

Damit erhalten wir die gewiinschte Hilbertraumdarstellung der Obser-
vablenalgebra £). Sie stimmt mit der in Kapitel III konstruierten Dar-
stellung tiberein. Im Gegensatz zu dieser ldsst sich die Gupta-Bleuler-
Methode auch auf den wechselwirkenden Fall iibertragen. Eine &hnliche
Methode gibt es fiir nichtabelsche Fichtheorien.

4. Pfadintegral

Eine andere Methode zur Definition von Quantenfeldtheorien ist
die Methode der Pfadintegrale. Urspriinglich von Dirac vorgeschlagen,
wurde sie von Feynman in seiner Doktorarbeit als eine alternative For-
mulierung der Quantentheorie entwickelt.

Wir erlautern die Methode zunéchst am Beispiel eines quantenme-
chanischen Teilchens der Masse m, das sich in einer Raumdimension
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unter dem Einfluss des Potentials V' (x) bewegt. Der Hamiltonoperator
des Systems ist

H=Hy+V mit Hy = L&
- it Ho = 2m da?

Wenn Hy 4+ V' wesentlich selbstadjungiert ist (z.B. fiir V' stetig und
beschrankt), dann gilt nach der Trotter-Produkt-Formel

e "MP = lim (e_i%Hoe_i%Vy(I) , ®c L*(R).

n—0oo

Fiir Testfunktionen ® € S(R) lésst sich die Wirkung des freien Zeit-
entwicklungsoperators e~"*fo mittels Fourier-Transformation durch das
folgende Integral beschreiben

< —thoq) /dp/dye z—y) _Zt2m(I)( )

— ] dyei® e

2t / ye's ()
m — m e—i% sign(¢)
2t 27|t

Ist V unendlich oft differenzierbar mit polynomial beschrankten Ablei-
tungen, so gilt fiir die Losung der Schrédingergleichung

.0

Za@b(tv l’) = (qub)(tv l’)

mit Anfangswert ¢(0,2) = ®(x) die Formel
Yt yo) = (@) (yo)

Rt m (Wh—1=vg)?
_ 1im< mn )n/dyl---dynelzzkﬁ(? k(t/n—)zk —V(yk)>q)(yn)

n—00 2mat

mit

(Konvergenz im Sinne von L*(R)). Der Exponent in der zweiten Zeile
ist eine Riemann-Summe, die das Integral

@'/Ot dt’(%y’z —V(y)) =il

approximiert, wenn y(t) eine Bahnkurve ist mit y(kL) = y;. I ist hier-
bei die klassische Wirkung der Bahnkurve.

Diese Darstellung des Zeitentwicklungsoperators legt die folgende
suggestive Deutung nahe: Die quantenmechanische Ubergangsamplitu-

de

—itH|x> L e—itH(

(yle Y. )
ergibt sich als eine Superposition der Amplituden fiir alle moglichen
Bahnen v : [0,4] - R mit v(0) = @ und 4(1) = y. Jede dieser Bah-
nen liefert einen Beitrag /). Der fithrende Beitrag kommt von den
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Bahnen in der Néhe eines stationdren Punktes der Wirkung, also von
Bahnen in der Nahe der klassischen Loésung.

Sei nun W, ,; die Menge der stetigen Bahnen ~ : [0,7] — R mit
(0) = « und (1) = y. Wir schreiben

le i) = [ Dyt

Hierbei soll

mn i n—1

Dy = lim ( ) (=) dy(

t)

das geeignet normierte Integral iiber alle Wege bedeuten.

Wenn es gelingt, dem Pfadintegral fiir V = 0 einen mathematisch
prazisen Sinn zu geben, dann erhélt man den Integranden fiir beliebiges
V' durch Multiplikation mit dem Faktor

¢t Jo 'V (v(t)

(Feynman-Kac-Formel). Sofern dieser Faktor integrierbar ist, hat man
eine explizite Integraldarstellung fiir die Ubergangsamplitude gefun-
den.

Bei dem Versuch, diese Ideen mathematisch zu prazisieren, berei-
tet der oszillatorische Charakter der Integrale Probleme. Leichter zu
handhaben sind die Integralkerne der positiven Operatoren e, ¢ > 0
(falls H nach unten beschrankt ist). Fiir ¢ > 0 gilt

m _m(e—y)?
e_tHO(:I;,y) = 1/%6_7+ )

~tHo hesitzt die folgenden Eigenschaften

"M (g, y) >0,
/dxe_tHO(x,y) =1,
/dye_tHO(:z:,y)e_SHO(y,z) = e_(t"'s)HO(:z;,z) .

Diese Eigenschaften kann man als eine wahrscheinlichkeitstheoretische
Beschreibung der Diffusion interpretieren. Dabei deutet man e=*0(x, y)

als die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass ein Teilchen durch Diffu-
sion (mit der Diffusionskonstante D = ﬁ) in der Zeit t von y nach
x gelangt. Die zweite Gleichung ist die Normierung der Wahrschein-
lichkeit, dass das Teilchen an irgendeinem Punkt ist, auf 1. Die dritte
Eigenschaft charakterisiert einen Markov-Prozess.

In der Theorie der Brownschen Bewegung fithrt man auf W, ,,; die
Struktur eines Mafiraums ein. Dabei muss man das System der messba-
ren Mengen auszeichnen. Hierzu sollen auf jeden Fall die sogenannten

Zylindermengen gehéren:

Der Integralkern von e
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DEFINITION IV.1. FEine Zylindermenge Z(ty,... ,t,; B) ist die Men-
ge der Wege v mit (y(t1),... ,7(tn)) € B, wobei B eine messbare Men-
ge in R ist und 0 <ty < ... < t, <t git.

Man kann dann das sogenannte Wiener-Integral iber Zylindermen-
gen erkldren durch

/ dw,, = / dyy -+ dye U=t (y — gy emHoli(y — )
Z(t110e. stniB) B

Es gilt nun der folgende Satz:

THEOREM IV.3. Sei V' stetig und nach unten beschrdnkt, und set
H = Ho+V wesentlich selbstadjungiert. Dann ist die Funktion e~ Jo V()
auf W, 1 beziiglich des Wiener-Mafes integrabel, und es gilt die Feynman-
Kac-Formel

(e—tH)(y7 J}) _ /dW;ye_ fot dt’'V(~(t')) ‘

Beweis: Nach der Trotter-Produkt-Formel gilt

t sn m Wr—1—ux)?
(em™)(y,z) = lim (1 / %)n/dyl cdy,e Ek=1<2 (t/n)? +V(yk)> .

n—0oo

Nach der Definition des Wiener-Mafles ist die rechte Seite der Limes
n — oo der Wiener-Integrale

/ AW e~ Tist V)

iiber die Zylinderfunktionen
N =€ Tioi s Vo)

Diese Funktionen konvergieren punktweise gegen e~ Jo 4tV (), Wegen
der unteren Schranke an V' sind sie gleichméfig durch eine Konstan-
te beschréankt. Nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz ist die
Limesfunktion daher integrabel, und das Integral stimmt mit dem Li-
mes der Integrale iiber die approximierenden Zylinderfunktionen iibe-
rein. O

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass der Integralkern von e~
positiv ist. Daraus ergibt sich, dass auch die Grundzustandsfunktion €}
(falls es sie gibt) positiv sein muss. Man erhélt sie durch die folgende
Formel:

THEOREM IV.4. Sei Qo € L*(R) positiv. Dann ist

Q = lim e Q)| Q|7
t—00

falls der Limes existiert, der bis auf einen Phasenfaktor eindeutige

Grundzustand von H. Wenn der Limes nicht existiert, besitzt H keinen
Grundzustand.
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Hieraus erhdlt man die folgende Formel fiir den Erwartungswert
eines Produkts von Funktionen f; des Ortsoperators zu verschiedenen
(imaginaren) Zeiten

(O, i) ) 10) = [ )0 L (0)

Hierbei ist p1 ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Raum aller Wege
~v: R — R. Es ergibt sich als Limes ¢t — oo der Mafle

Z(1)™ Ao )dy () dW e = VO

mi einem Normierungsfaktor Z(¢). Bemerkenswert an dieser Formel ist,
dass man die Grundzustandswellenfunktion €2 nicht zur Berechnung der
Erwartungswerte benétigt.

Wir wollen jetzt entsprechende Formeln fiir die Feldtheorie gewin-
nen. Dazu konstruieren wir zunédchst die Schrédingerdarstellung des
freien Skalarfeldes. An die Stelle der Ortsoperatoren treten jetzt die
Zeit-Null-Felder ¢(0,x). Als Wertebereich der Felder betrachten wir
den Raum der temperierten reellwertigen Distributionen S’'(R?). Wir
suchen ein Maf} y auf diesem Raum, sodass der Fockraum mit L*(S’(R?), du)
identifiziert werden kann. Ein Vektor ® des Fockraums ist dann eine

Funktion auf S’(RS) mit

/@GN%MT%ﬂ@W-

Die mit Testfunktionen f € S(R?) verschmierten Zeit-Null-Felder wir-
ken als Multiplikationsoperatoren,

(0(0, N@)T) = T()H(T) .

Zur Durchfithrung dieses Programms betrachten wir die von den
Operatoren e#(%f) erzeugte Algebra

A={ Z ¢ ¢ e C ep # 0 nur fiir endlich viele f}
FES(R?)
Jedes Element (' dieser Algebra definiert iiber
c(T) = Z el
!

eine stetige beschrankte Funktion auf §'(R?), und das punktweise Pro-
dukt dieser Funktionen entspricht dem Produkt der Operatoren,

(C1C)(T) = CL(T)Co(T)

Ein MaB auf 8'(R?) kann jetzt dadurch charakterisiert werden, dass es
ein lineares Funktional auf dieser Funktionenalgebra beschreibt,

[anmye) = ue.



90 IV. WECHSELWIRKUNGEN

In unserem Fall bietet sich als lineares Funktional der Vakuumerwar-
tungswert an,

u(C) = (2,00) .

Das zugehorige Mafl beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Konfigurationen T' des Zeit-Null-Feldes im Vakuum.
Bei dieser Beschreibung des Mafles gibt man seine Fourier-Transformierte

an,

\(F) 1= i f) = p(e o) = / dp(T)e T |

Wegen der Positivitat des Skalarproduktes im Fockraum (dquivalent
zur Positivitat des Mafles) besitzt y (die sogenannte charakteristische

Funktion des Mafles) die Eigenschaft
> X = g)esgg >0
frg

Umgekehrt ist jede stetige Funktion auf S(R?), die die obige Positi-
vitdtseigenschaft besitzt, die Fourier-Transformierte eines Mafles auf
S’(R?) (Minlos-Theorem).

In unserem Fall ist

mit
if(x) = /d3yA+(O,X -V f(y) -

MaBe, deren Fourier-Tranformierte Exponentiale einer positiven qua-
dratischen Form sind, nennt man Gaufische-Mafle. Die quadratische
Form ist die Kovarianz des Mafles,

[ (DT IT) = (2 40.x0(0.5)9) = As(0x - )

GauBsche MaBe iiber R™ werden durch eine positiv semidefinite n x n-
Matrix K charakterisiert,

/d/,LK(l')l'il']‘ = [(ij
/d//bl{el(l’7y) — 6_%<y7](y> .

Falls K invertierbar ist, berechnet man durch inverse Fourier-Transformation
1

dure(z) = (27)% det(K)be 5 (K 70) gy

Im unendlich dimensionalen Fall gibt es kein Lebesgue-Maf, die obige
Faktorisierung des Gaufi-MafBles verliert daher ihren Sinn. Das Gauf}-
Maf selber ist aber auch im unendlich dimensionalen Fall wohldefiniert.



4. PFADINTEGRAL 91

GauBsche Mafle lassen sich mit Hilfe ihrer charakteristischen Funk-
tion leicht auf unendlich dimensionalen Raumen erklaren. Sie besitzen
aber einige Eigenschaften, die im endlich dimensionalen Fall nicht auf-
treten kénnen.

Der allgemeine Fall ist der folgende. Wir betrachten einen reellen se-
parablen Pra-Hilbert-Raum ©. Auf ® betrachten wir die stetige Funk-
tion positiven Typs

X(f) = e (09)

Sei ©’ der Raum der (nicht notwendig stetigen) linearen Funktionale
auf . Wir definieren ein Maf} g auf @’ als lineares Funktional auf der
Algebra der Funktionen [ — Y ;) mit Hilfe der charakteristischen
Funktion. Die wichtige Frage ist jetzt, auf welchen Funktionalen das
Maf} konzentriert ist. Es gilt der folgende Satz:

THEOREM IV.5. Die Menge der stetigen Funktionale hat das Mafs
Null.

Beweis: Sei ||l]| := supyp=([{(f)|. Wir definieren die Funktion

=3P <
J— € 2 oo
=1y S

(A > 0). Wir wollen zeigen, dass [ du(l)F(l) = 0 ist. Dies bedeutet,
dass die Menge der stetigen Funktionale (d.h. der Funktionale mit end-
licher Norm) das Maf§ Null hat.

Wir wihlen ein Orthonormalsystem (fx) in ® und setzen
Fo(l) = e~ 5 Th=1 1)
Es gilt
F(l) = nh_}rgo F.(l), F.(l)<1.

Fist also punktweiser Limes einer gleichméfig beschrankten Folge von
Zylinderfunktionen und daher integrabel, und es gilt

/ dp(OF() = Tim | du(D)F.(0) .

n—0oo

Das Integral von F}, ist aber das Integral des Gauflschen Mafles
(2#)_”/2 /d”xe_%ﬁEZﬂxi =(1+ )\)_”/2 )

Hieraus folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Satzes zeigt man z.B. fiir das Wiener-Integral, dass
die Menge der differenzierbaren Wege Mafl Null hat. Mit einer Modifi-
kation des obigen Arguments zeigt man, dass, falls ®© ein Hilbertraum
ist, fiir jeden Hilbert-Schmidt-Operator A auf © die Menge der linea-
ren Funktionale [, fiir die [A nicht stetig ist, eine Menge vom Maf} 0
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ist. Auf diese Weise kann man zeigen, dass das Wiener-Integral auf den
stetigen Wegen konzentriert ist.

Im Fall von ® = S(R?) und einem im Sinne der Schwartz-Raum-
Topologie stetigen Skalarprodukt kann man zeigen, dass das Gaufische
Mafl auf dem Raum der temperierten Distributionen konzentriert ist.

Wir haben den Fockraum als den L?-Raum eines Gaufischen Mafes
mit Kovarianz 5= iiber S'(R?) dargestellt. Die Zeit-Null-Felder wirken
als Multiplikationsoperatoren, und der Vakuumvektor entspricht der
Funktion Q(7T) = 1. Es bleiben die kanonisch konjugierten Impulse
zu bestimmen. Diese wirken als Funktionalableitungen zuziiglich ei-
nes Terms, der durch die fehlende Translationsinvarianz des Gaufischen
Mafles verursacht wird. Man berechnet fiir C' € A

(7(0. )C)T) = (x(0. HEQYT) = ([x(0. /). CIQ)(T) + C(x(0. HH2)(T) .

Der Kommutator berechnet sich aus den kanonischen Vertauschungs-
relationen

0.0).C1= [ x50

Die Wirkung auf dem Vakuum bestimmt sich aus

(0, £ = (0, [) = iHop(0, f)2 = ip(0,wf) .

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Integralkern von e~
berechnen. Wir fassen ihn zunachst als Distribution in zwei Variablen
aufl

tHy

[T Ty (RO = (2

Deren Fourier-Transformation ist

—tw

(Q,ew(o’f)e_tHOGW(o’g)Q> = e_%<f’%f> e—%(g,ﬁg) e—<f762w 9) ‘

Diese ist eine Funktion positiven Typs und daher die charakteristi-
sche Funktion eines Mafles. In Analogie zur Theorie der Brownschen
Bewegung fassen wir dieses Maf} als die Wahrscheinlichkeitsverteilung
eines durch Hy beschriebenen Diffusionsprozesses auf. Sie gibt an, wie
grof} die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass eine Bahn von Feldkonfigu-
rationen Ty zur Zeit t den Wert 77 und zur Zeit 0 den Wert T hat.
Entsprechend definieren wir auch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

fiir Feldkonfigurationen zu Zeiten t; > --- > ¢, mit charakteristischer
Funktion
1 1 et —th)w
exXp <—§ ;(fjaﬂfﬁ - ;(fjv Tfk>> :

Der Ubergang zu kontinierlichen Zeiten kann in der folgenden Weise
gemacht werden. Sei f(2% x) = >, fu(x)0(2® — t). Dann ist die in
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der charakteristischen Funktion auftretende quadratische Form gege-

ben durch
(:52f) = [ @i f@)Safe =) )

mit der 2-Punkt-Schwingerfunktion

Sy(x) = (2#)_4/d4p

Die 2-Punkt-Schwingerfunktion ergibt sich aus dem Feynmanpropaga-
tor, indem man po durch ipy und x¢ durch iz ersetzt (, Wick-Rotation®).
Fiir 2o = 0 stimmt sie mit A} iiberein. Sie ist analytisch fiir # # 0
mit einer analytischen Fortsetzung in ein Gebiet des C*. Wir wissen
bereits, dass A, Randwert einer analytischen Funktion ist; diese ana-
lytische Funktion ist die 2-Punkt-Schwingerfunktion.

Das GauBlsche Mafl mit der 2-Punkt-Schwingerfunktion als Kova-
rianz definiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung o auf S’'(R?). Je-
der Testfunktion f € S(R?*) wird eine Zufallsvariable ¢( f) zugeordnet
durch

et

p|? +m?

P(NT)=T(f) . TeS'RY.

Man nennt ¢ das euklidische freie massive Skalarfeld. Seine Korrelati-
onsfunktionen nennt man die Schwingerfunktionen. Sy ist die Green-
sche Funktion des Operators —A + m?. Wir stellen uns daher po vor
als

dpo = Z e 2O Dy

mit der euklidischen Wirkung
1
(o) = [ Ao ((00) +me?)

und dem Integral iiber alle Feldkonfigurationen Dy = []_ de(x). Bei
einer Gitterapproximation des euklidischen Feldes kann man diese For-
mel direkt verwenden. Im Kontinuum ist diese Formel nur heuristisch,
da das Lebesgue-Integral Dy nicht existiert und zudem der Integrand
mit Wahrscheinlichkeit 1 gleich Null ist.

Wechselwirkende euklidische Feldtheorien gewinnt man formal aus
der Feynman-Kac-Formel. Fiir das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl
setzt man an

du(p) = 77 e TV dpg () .

Allerdings ist im Gegensatz zur Quantenmechanik die Funktion e~/
in der Regel nicht integrierbar. Im Falle einer translationsinvarianten
Wechselwirkung ist dies eine euklidische Version des Haagschen Theo-
rems. Multipliziert man V' mit einer Testfunktion g € D(R?), so gilt in
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2 Dimensionen, dass fiir nach unten beschrankte Polynome V' die Funk-
tion e~ 49V integrierbar ist. Man erhilt so eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaflen p1, auf S'(R?). Diese besitzt fiir ¢ — 1 Limespunkte, die
als wechselwirkende euklische Feldtheorien aufgefasst werden kénnen.
Durch analytische Fortsetzung der Korrelationsfunktionen erhélt man
dann die Wightman-Funktionen eines wechselwirkenden Quantenfel-
des.

Die euklidische Wirkung ist der statische Anteil der Energie eines
klassischen skalaren Feldes in 4 Raumdimensionen. Das oben definierte
Maf kann daher als der Zustand eines klassischen statistischen Systems
statischer Feldkonfigurationen angesehen werden, wobei h die Rolle der
Temperatur spielt. Diese Beziehung zwischen statistischer Mechanik
und klassischer statistischer Mechanik ermoglicht es, Resultate, die in
einem Bereich erhalten worden sind, in den anderen zu iibertragen.
Ein Beispiel ist der Begriff des Phaseniibergangs, der aus der statisti-
schen Mechanik stammt und in der Quantenfeldtheorie auf plétzliche
Anderungen in Abhéngigkeit von den Kopplungskonstanten angewands
wird.

Bei der Definition wechselwirkender euklidischer Theorien treten
dahnliche Probleme auf, wie wir sie schon bei dem Versuch der Definition
wechselwirkender Quantenfeldtheorien angetroffen haben. Eines dieser
Probleme ist die Definition von Potenzen der Felder. Da ¢ Werte im
Raum der temperierten Distributionen annimmt, ist ein Ausdruck der
Form ()" nicht wohldefiniert. Wir versuchen daher, euklidische Wick-
Potenzen : ¢(x)" : zu definieren. Dazu betrachten wir zunachst die
Struktur der Schwinger-Funktionen. Es gilt

Sa(@1y ..o x,):

0 , n ungerade ,
EPaarungen HPaare 52(1;“ l’]) ) n gerade :

[ ooty olen)
\

Diese Formel ist vollig analog zu den Formeln fiir die zeitgeordneten
Funktionen des freien Feldes, wobei S; an die Stelle des Feynman-
Propagators tritt. Von der Formel fiir die Wightman-Funktionen des
freien Feldes unterscheidet sie sich dadurch, dass dort die Paare in
der Reihenfolge ihrer Indizes geordnet werden, in Ubereinstimmung
mit der Tatsache, dass die Wightman-2-Punkt-Funktion Ay (z —y) des
freien Feldes nicht symmetrisch unter Vertauschung von x und y ist.
Wir kénnen daher dieselben kombinatorischen Formeln verwenden, die
bequemer Weise mit Hilfe von Graphen beschrieben werden. Sei dhnlich
wie dort G(n) die Menge der Graphen G mit Vertizes v € {1,... ,n}
und ungerichteten Linien [ € K (), die jeweils 2 Vertizes verbinden
(auflere Linien werden hier nicht zugelassen), sodass jeder Vertex v
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Randpunkt genau einer Linie { ist, in Zeichen v € 9l. Dann ist

/dm@(ml => II s(z.vean).

GEG IeK(G)

Die Korrelationsfunktionen fiir Wick-Polynome ergeben sich formal
durch die Identifizierung bestimmter Vertizes, wobei die entsprechen-
den Linien weggelassen werden. Sei G(nq,... ,ny) die Menge der Gra-
phen G mit Vertizes {1,... ,k} und ungerichteten Linien [, sodass der
Vertex ¢ Randpunkt von genau n; Linien ist. Wir definieren die Wick-
Polynome zunéchst als Linearformen auf dem Raum der Polynome

durch

[an 2 e ptm = T Salfeno o)

Geg(n,l, ..., 1)IeK(G)
N’

Fiir nicht zusammen fallende Punkte x4, ..., x; koénnen auch die Kor-
relationsfunktionen der Wick-Polynome angegeben werden,

fonII2o - s et

Geg(nl, . ,nk) Z<]

wobel [;; die Zahl der Linien zwischen den Vertizes 1 und j ist. In
der storungstheoretischen Renormierung euklidischer Feldtheorien kon-
struiert man die Fortsetzung der Korrelationsfunktionen zu {iberall de-
finierten Distributionen. Allerdings ist es in der Regel nicht méglich,
diese Fortsetzungen als Korrelationsfunktionen eines euklidischen Fel-
des anzusehen, d.h. insbesondere, dass : ™ : (f) keine Zufallsvariable
ist.

Betrachten wir als Beispiel das euklidische freie Feld in 3 Dimen-
sionen. In diesem Fall ist die Schwingerfunktion gegeben durch

e_m|l’|

S = )
2(2) A7z

Die 2-Punkt-Korrelationsfunktionen der n-ten Wick-Potenz sind daher
fiir n > 2 nicht mehr integrabel. Fiir n = 2 aber ergibt sich

[ ol (4 = [ ) TS0 - 97 < o0

:0?: (f) ist also quadratintegrabel. Im Fall n > 2 divergiert das ent-
sprechende Integral, und fiir die renormierten 2-Punktfunktionen ist
das Ergebnis nicht notwendig positiv, sodass es nicht als Erwartungs-
wert eines WahrscheinlichkeitsmafBes aufgefasst werden kann.
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5. Zusammenhingende Funktionen

Bei der Entwicklung der Terme der Stérungstheorie nach Graphen
kann man die Graphen in Zusammenhangskomponenten zerlegen. Die
dem Graphen entsprechende Distribution ist das Tensorprodukt der zu
den Komponenten gehérigen Distributionen, daher reicht es aus, sich
auf die zusammenhéngenden Graphen zu beschranken. Tatsachlich ist
die Zerlegung von Korrelationsfunktionen nach zusammenhédngenden
Anteilen unabhéngig von der Stérungstheorie definiert und kann insbe-
sondere auch fiir die wechselwirkenden Theorien durchgefiithrt werden.

Sei w ein lineares Funktional {iber einer (nicht notwendig kommu-
tativen) unitalen Algebra A mit der Normierungsbedingung w(1) = 1.
Wir denken dabei z.B. an das Wightmanfunktional tiber der Tensoral-
gebra der Testfunktionen,

Wi @ @ fa) = (Qe(fi) - o(f)R)

oder an das System der zeitgeordneten Funktionen als Funktional iiber
der symmetrischen Tensoralgebra der Testfunktionen,

W(fi @@ f) = (L Te(fr) - o(£)2) -

Eine weitere Moglichkeit sind Wahrscheinlichkeitsmafle, aufgefasst als
lineare Funktionale auf der Algebra der Zufallsvariablen, die jeder Zu-
fallsvariable ihren Erwartungswert zuordnen.

Wir wollen zunachst annehmen, dass w eine Entwicklung nach Gra-
phen besitzt,

WA Ay) = wa(Ar,. A
Geg

wobei wg fiir jeden Graphen G ein multilineares Funktional auf A ist,
das faktorisiert, wenn der Graph sich in unverbundene Untergraphen
zerlegen lasst. Wir konnen jeden Graphen in seine Zusammenhangs-
komponenten zerlegen. Dabei wird die Menge der Vertizes in disjunkte
nichtleere Teilmengen zerlegt,

{1,...,n}:[1U...U[k, []‘QIIZQfﬁI’j%l.

Eine solche Zerlegung nennt man eine Partition, und wir bezeichnen
die Menge der Partitionen von {1,...,n} mit Part({l,... ,n}). Wir
kénnen jetzt zunéchst eine Partition festhalten und nur tiber diejenigen
Graphen summieren, deren Zerlegung in Komponenten die gegebene
Partition der Menge der Vertizes ergibt, und anschlieend tiber alle
Partitionen summieren. Sei

WA A =) wa(Ar . A

Gege
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wobei G. C G die Teilmenge der zusammenhéngenden Graphen be-
zeichnet. Dann gilt

w(A. .. A,) = > JJwlAnien. (IV.1)

PePart({1,...,n}) I€P

Wir benutzen diese Formel jetzt auch im Fall, in dem keine Entwick-
lung nach Graphen gegeben ist, und betrachten sie als eine implizite
Definition der zusammenhédngenden Funktionen w,. als multilinearen
Funktionalen auf A. Tatsachlich lasst sich die obige Gleichung nach
den zusammenhéngenden Funktionen auflésen, z.B. gilt w.(A) = w(A),

we(A1, A2) = w(A1A2) —w(A;)w(Az), und es gilt die Rekursionsrelation

we(Ar, oo A =w(Ay A = > JJwelAii € 1),
H(P)

>1I1eP

wobei §(P) die Zahl der Elemente der Partition P angibt.

Es gibt auch geschlossene Formeln fiir die zusammenhéngenden
Funktionen. Multilineare Funktionale auf Vektorrdaumen lassen sich im-
mer als lineare Funktionale auf dem Tensorprodukt der Vektorraume
auffassen. In unserem Fall betrachten wir die Algebra A als Vektor-
raum. Die zusammenhéngenden Funktionen bilden ein System multili-
nearer Abbildungen und lassen sich formal als ein lineares Funktional
auf der Tensoralgebra

-
n=0

auffassen (mit w.(1) = 0). Auf der Menge der linearen Funktionale auf
T A kann das folgende assoziative Produkt eingefiihrt werden,

(FG) A @@ A)= > FIQA)GR) A, (IV.2)

Ic{1,...,n} el jEel°

wobei [¢ das Komplement von [ in {1,...,n} bezeichnet. Das Einsele-
ment fiir dieses Produkt ist das lineare Funktional

AL @ @A) = dno -

Die definierende Gleichung (IV.1) fiir die zusammenhéngenden Funk-
tionen lasst sich mit Hilfe dieses Produkts in der folgenden Form schrei-
ben,

o0 n

wm = e = g w_c’ ) (IV.3)
n!
n=0

(Hierbei haben wir die Multiplikation in der Algebra A zur Definition
einer linearen Abbildung

' TA — A
m AL@- @A, = A A,
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benutzt.) Denn es gilt

ooy = Y J[w(@ A

Il,...,IkC{l,...,n} J ZEIJ

Hierbei sind die Indexmengen paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung
ergibt {1,... ,n}. Die Beitrdge der leeren Mengen verschwinden wegen
w.(1) = 0, daher wird iiber alle Permutationen P € Part({l,...,n}
summiert. Jede Partition tritt k! mal auf, entsprechend der Anzahl der
Nummerierungsmoglichkeiten der Indexmengen. Nach Division durch
k! und Summation iiber k ergibt sich Gleichung (IV.1).

Aus (IV.3) erhdlt man durch Umkehrung der Potenzreihe der Expo-
nentialfunktion die gesuchte geschlossene Formel fiir die zusammenhé&ngen-
den Funktionen,

1)k(wm — 1)k ) (IV.4)

= logwm = i (=

k=1

Die angegebene Reihe konvergiert, da (wm —1)(1) = 0. Ausgeschrieben
ergibt sich

wolArA) = Yy ()P =D T[] A

PePart({1,...,n}) IeP el

Wir wollen die Formel anwenden auf Elemente der Form
=1
eXp®A:ZEA®k , Ae A
k=0

Wertet man lineare Funktionale auf T'4 auf diesen Elementen aus, so
geht das Produkt der Funktionale in das Produkt der Werte iiber,

(FG)(expg A Z Z ( ) F(APRF)G(AB=R)y = Fexpg A)G(expg A) .

n=0 k=0

Daher gilt

wo(expg A) = log(w(e?)) .
(Wir haben dabei benutzt, dass m(expg A) = e gilt.)

Bei diesen Formeln ist zu beachten, dass tiber die Konvergenz der
auftretenden Reihen nichts gesagt wird. Stattdessen werden sie im Sin-
ne formaler Potenzreihen in A interpretiert.

Fiir die charakteristische Funktion des Wahrscheinlichkeitsmafes
der wechselwirkenden Theorie ergibt sich damit

7 - [V
X(f — /’LO(G ‘p(f)e f ) _ e(p,o)c((exp® io(f)—1 exp® fV
po(e= V)
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Setzen wir V = (g/4!) : ¢*:, so erhalten wir fiir die zusammenhéngen-
den Korrelationsfunktionen die folgende Entwicklung nach Graphen,

MC(S‘Q(‘Tl)v <o 799(1;71)) =

IS k I

—g So(x; — ;)™
Z( k’) /d4k(xn+17"' 7xn+k) Z H 2( [ ]) :
k=

0 GEGe(nx1,kx4) 1<i<j<ntk e

(IV.5)

In dieser Entwicklung nennen wir die ersten n Vertizes, iiber die nicht
integriert wird, auflere Vertizes, und die anderen innere Vertizes.

Praktisch dieselbe Formel gilt fiir die zusammenhéngenden zeitge-
ordneten Funktionen der ¢*-Theorie. Man ersetzt lediglich —¢g durch ig
und S5 durch tAp. Aus diesen kann man dann nach den LSZ-Relationen
die zusammenhangenden S-Matrix-Elemente bestimmen.

Es gibt noch eine andere Formel, mit der sich die zusammenhé&ngen-
de n-Punkt-Funktion berechnen lasst. Fiir die 2-Punkt-Funktion gilt

we(Ay, Ag) = %(W ®W)(A1A2)

mtA=A91-1® A, wobei A @ A als Algebra aufgefasst wird mit
dem Produkt
(A1 @ A2)(B1 @ By) = A1Br @ Ay B .

Entsprechend findet man fiir die n-Punkt-Funktion
1 N

WAy, AL = = (Ay - Ay) (IV.6)
n
mit
A _ 2ri(k—1)/n L. .
A Z e 1® k-tfs‘teue ®---1. (IV.7)

k=1
Diese Formel ist vor allem dann niitzlich, wenn man Positivitatseigen-
schaften von w verwenden will (w, ist i.a. kein positives Funktional).
Ist z.B. w ein Wahrscheinlichkeitsmaf g, so kann (w.), mit Hilfe des
Produktmafles p x --- x o berechnet werden.

6. Einteilchenirreduzible Funktionen (Vertexfunktionen)

Die Korrelationsfunktionen einer translationsinvarianten Theorie
hangen nur von den relativen Koordinaten ab. Dies fithrt zu einer weite-
ren Faktorisierungseigenschaft. Sei G ein Graph, der aus zwei Untergra-
phen GGy und (G5 besteht, die durch eine Linie [y miteinander verbunden
sind. Seien Sg, und S¢, die jeweiligen Beitrdge zur Schwingerfunktion.
Dann gilt

Sg(l'i,i - V(G)) = SGl(l'iai - V(Gl))SQ(l'],] - 8[0)SG2(xi,i - V(Gz)) .

Diese Formel bleibt sinnvoll, auch wenn die Faktoren Distributionen
sind. Denn seien vy, vy die Endpunkte der Linie ly in den Graphen G,
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bzw. G. Dann hidngen wegen der angenommenen Translationsinvari-
anz S, nur von den Relativkoordinaten y; = @; —x,,, ¢ € V(Gy)\ {v1}
und Sg, nur von den Relativkoordinaten y; = ; —x,,,1 € V(G) \ {v2}
ab. Zusammen mit y;,, = z,, — x,, erhdlt man ein System unabhéngi-
ger Relativkoordinaten, und man erkennt, dass das obige Produkt ein
Tensorprodukt ist.

Wir zerlegen daher zusammenhéngende Graphen nach sogenannten
einteilchenirreduziblen (1PI) (besser: einlinienirreduziblen) Untergra-
phen. Hierbei heifit ein zusammenhangender Graph 1PI, wenn er nicht
durch Weglassen einer Linie in Zusammenhangskomponenten zerféllt.

Zur Durchfiihrung dieser Zerlegung fithren wir zuniichst eine Aqui-
valenzrelation auf der Menge der Vertizes ein. Wir nennen die Vertizes ¢
und j des Graphen G stark verbunden, wenn sie in jedem durch Weglas-
sen einer Linie aus (G entstandenen Graphen durch einen Weg verbun-
den sind. Jede Aquivalenklasse stark verbundener Vertizes bildet zu-
sammen mit ithren inneren Linien einen maximalen 1PI-Untergraphen.
Zieht man die maximalen 1PI-Untergraphen zu einem Vertex zusam-
men, so bleibt ein Baumgraph (,tree“) (d.h. ein Graph ohne Schleifen
(,loops“)) tibrig.

Wir nehmen im folgenden an, dass der Beitrag aller Graphen mit
einem aufleren Vertex verschwindet. Dies bedeutet, dass die Einpunkt-
Funktion Null ist. Wir kénnen daher die 1PI-Graphen mit einer &ufleren
Linie weglassen.

Im Fall, dass nur zwei duflere Vertizes vorkommen (dies sind die
Graphen, die zur Zwei-Punkt-Funktion beitragen), besitzt der sich er-
gebende Baumgraph dann keine Verzweigungen, und an den Vertizes
der Ordnung 2 sitzen 1PI-Untergraphen, die durch 2 Linien mit dem
iibrigen Graph verbunden sind. Wir integrieren jetzt iiber alle Vertizes
eines solchen 1PI-Graphen, an denen keine &uflere Linie ansetzt, und
summieren iiber die Beitrdge aller 1PI-Graphen mit 2 dufleren Linien.
Wir erhalten eine Funktion ¥(x,y) (im Fall, dass die dufleren Lini-
en am selben Vertex ankommen, multiplizieren wir den entstehenden
Beitrag mit 6(x — y)). Die storungstheoretische Formel fiir die zusam-
menhdngende Zwei-Punkt-Funktion (G5 der wechselwirkenden Theorie
lautet nun

Ga(x,y) = Sa(r —y) +

Z / d* 2S5z — 21)5 (21, 22)S2(22 — 23) - 3201, 20 )S2(20 — Y)
= (IV.8)

Wir betrachten jetzt die Funktionen (5, ¥ und S, als Integralkerne
von Operatoren in L*(R*). Dann lautet die Entwicklung in Gleichung
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(IV.8)

G2 — ZSQ(ZSQ)n .
n=0

Es handelt sich um eine geometrische Reihe mit dem Limes
G2 == (—A—|— m2 — E)_l .

Man nennt ¥ den Selbstenergieanteil (m? wird durch m? — ¥ ersetzt).

Sei entsprechend I',,(#1,... ,x,) die Summe aller Beitrage von 1PI-
Graphen mit n dufleren Linien, n > 2. Man nennt ', die n-Punkt-
Vertex-Funktion. Man kann jetzt alle zusammenhéngenden n-Punkt-
Funktionen (7, (auch Greensche Funktionen genannt) durch die Vertex-
Funktionen und die zusammenhé&ngende 2-Punkt-Funktion ausdriicken.
Sei T, die Menge der Baumgraphen T, die n Randvertizes 1,... ,n
und eine beliebige (endliche) Anzahl von inneren Vertizes v € V(T)
mit n, > 2 anstoBenden Linien haben. Da die Zahl der Linien eines
Baumgraphen um 1 kleiner ist als die Zahl seiner Linien [ € K(T),
jede Linie aber zwei Vertizes verbindet, ergibt sich die Gleichung

2(K(T) =n+ Y n,=2(n+4(Vi(T)) - 1),

veVi(T)
also
Z(nU—Z):n—Z.
Jeder innere Vertex v wird durch n, Hilfs-Vertizes v;,0 = 1,... .1,
ersetzt. Wir schreiben v, = (yu,, .- »¥n,) und ys; = (yi, ¢ € 91). Dann
gilt
G.= > Gr
TeTn
mit
Gr(yr, ... ,yn) =
/ H (d*™ y, T, (30)) H Ga(yar) - (IV.9)
vEVi(T) leK(T)

Auch die Vertex-Funktionen lassen sich unabhéngig von der urspriing-
lichen Entwicklung nach Graphen definieren. Dabei setzen wir I'y =
—G5! (im Sinne von Operatoren), 'y = 0 (wir beschrinken uns auf
den Fall, dass GG; = 0 gilt) und 'y = 0.

Wir betrachten zunéchst ein scheinbar vollig anderes Problem. Sei
@(x;7) der Erwartungswert des Feldes ¢(x) unter Einschaltung eines
zusétzlichen Wechselwirkungsterm —p(j) = — [ d*zp(z)j(x) mit einer
Testfunktion 7,

o1 5) = 1y(ple)) = - 3 g
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mit der erzeugenden Funktion der zusammenhéngenden Funktionen

G(j) = log u(e?V) ,

Galg

S|

n=0
Wir suchen jetzt die sogenannte effektive Wirkung, d.h. ein Funktio-
nal I' auf dem Raum der klassischen Feldkonfigurationen, das ¢ als
stationdren Punkt besitzt. Wir setzen

I(¢) = sgp<¢<j> —G(j)) -

Falls das Supremum angenommen wird und G dort differenzierbar ist,
liegt es bei ¢ = 5G . I ist die Legendre-Transformierte von G. Umge—
kehrt ist

() = sup(0(7) = T(0) -
die Legendre-Transformierte von I' (falls G konvex ist). Das Supremum
liegt beij = 5F . Man erkennt, dass g—l; : ¢ — 7 die Umkehrabbildung
von —, D] = qb ist.

Das Inverse einer Potenzreihe in einer Variable ist die sogenannte
Biirmann-Lagrange-Reihe. Hier haben wir eine unendlich dimensionale
Version dieser Formel zu finden. Wir zeigen, dass die Vertexfunktionen
I',, bis auf ein Vorzeichen die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung
von I sind.

Sei
6"I'(9)

() Tlgeee o Ly =
I ( 1, ) ”’qb) 5¢($1)5¢($n)

und
8"G(J)
0j(x1) - 6j(xn)

Go(ay, ... 20]) =

Aus ¢(x) = Gy(x, j) folgt
do()

50 = Galw,y37) -
Also ergibt sich aus der Kettenregel
ST (2, e oy " . .
( 15j(y) = B /d:z;an( +1)(x17"' s T t; 9(5)) G (Tngrs 5 7) -
Damit findet man
d7(x .
3o =) = T3 = [ @10 Gali)

Als Integralkern ist ['?) also das Inverse von (.
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Wir differenzieren diese Gleichung jetzt nach j und erhalten

0= /dZ(dZ’F( (2,2,250(1)Ga(2, 5 5) G2, y'5 §) + T (2, 2 0(3)) Ga(2, v, 45 7)) -

Auflésung nach G liefert
Ga(y,y'y" ) = _/dZdZ/dZ”GQ(yvZ;j)GQ(ylvZ/;j)G2(y”7Zl/vj)F(S)(Zv2/72”;qb(.j)) :

Dies ist gerade die Formel fiir die Entwicklung von (G5 nach 1PI-Funktionen,
wenn man I's = —I'®) setzt.

Wir nehmen jetzt an, dass die Formel IV.9 mit I', = —I'™) bis zur
Ordnung n gilt, und differenzieren sie nach j.

Wir erhalten

Gn—l—l(xla--' ,l’n,l’;j):
Z(/dev<H Ly, (yo: &( ZG:a (yar, x5 7) HGz (yar; J
U#1
/dzzrnv-l-l yvvaqb GZZx] Hrn/ynnqb HGZ Yais ] >>
vy

Setzen wir jetzt die Darstellung von G35 durch I's und (5 ein, so folgt die
Behauptung aus der Tatsache, dass jeder Baumgraph mit Randpunkten
1,...,n 4+ 1 und inneren Vertizes der Ordnung gréBer als 2 aus einem
mit Randpunkten 1,... n dadurch hervorgeht, dass der Punkt n + 1
entweder mit einer Linie (dabei entsteht ein neuer 3-er Vertex, dies
entspricht der ersten Summe in der obigen Formel) oder mit einem
inneren Vertex verbunden wird (2. Teil der Summe).

Ein Nebenergebnis der abgeleiteten Beziehung ist, dass eine bis
auf Vorzeichen gleiche Entwicklung der Vertexfunktionen nach zusam-
menhéngenden Funktionen existiert. (Man ersetzt (), durch —I';, und
I, durch —G,,.)

Die obigen Beziehungen gelten unabhéngig davon, ob die Theo-
rie translationsinvariant ist. Falls die zusammenhangenden Funktionen
aber nur von den Relativkoordinaten abhédngen, bietet sich eine Im-
pulsraumdarstellung an. Es gilt dann fiir die Fourier-transformierten
n-Punktfunktionen die Darstellung

Clprs- e spn) =80 p)ga(prs - pa)

und

IA‘n(plv"' 7pn) = 5(2}72)771(}717 7pn) 3

wobei g, und 7, nur auf der Hyperflache > p; = 0 definiert sind. Setzt
man diese Ausdriicke in Gleichung (IV.9) ein, so konnen wegen der 4-
Funktionen alle Integrationen ausgefiithrt werden. Es bleiben lediglich
die duBeren Impulse an den Randvertizes mit der Bedingung > p;, =0
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zuriick. Alle Impulse an den inneren Vertizes sind durch die Randim-
pulse eindeutig festgelegt. Wir erhalten

gn(prs--opa) = > [[opar) [T v () - (IV.10)

Wenden wir jetzt die LSZ-Relationen zur Berechnung der S-Matrix an,
so miissen wir zundchst beachten, dass der Beitrag der Selbstenergie
i(p, q) = d6(p+ q)o(p) die Masse des Teilchens verschieben kann. Sind
die Greenschen Funktionen Lorentz-invariant, so ist o eine Funktion
von p?. Ist p* = M? eine einfache Nullstelle von p* — m? — a(p) = 0,
so interpretieren wir M als die Masse des wechselwirkenden Teilchens.
Nach den LSZ-Relationen erhalten wir die S-Matrix-Elemente, indem
wir die Fourier-transformierten Greenschen Funktionen mit p? — M?
fiir jeden &ufleren Vertex multiplizieren und anschlieend die dufleren
Impulse auf die Massenschale p? = M? setzen. Auf der Massenschale
gilt
(p* = M*)ga(p, —p) = const .

Der Beitrag der zusammenhangenden Funktion zur S-Matrix berech-
net sich also (bis auf einen Normierungsfaktor) aus der Entwicklung

(IV.10) nach den Vertexfunktionen, wobei alle &ufleren Linien wegge-
lassen werden (,Amputation der dufleren Beine®).
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