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Dieses Skript ist auf der Grundlage der beiden Vorlesungen entstanden, die
ich im Herbsttrimester 2001 in Amsterdam und im Wintersemester 2002/2003
in Hamburg gehalten habe. Das eine oder andere wurde korrigiert, ergénzt oder
weggelassen.

Dieser Kurs ergénzt die einfithrenden Vorlesungen zur Quantenmechanik und
das Studium der grundsténdigen Lehrbiicher, wo erste Grundlagen, Rechentech-
niken und Rechnungen erlernt werden. Das Motivieren von Rechnungen und das
Auswerten von Rechenresultaten erfordert jedoch Vertrautheit mit dem allge-
meinen mathematischen Rahmen und seinen Fallstricken, und die werden hier
erganzt.

Es wird hier im Gegensatz zu den Kursvorlesungen nicht historisch vorge-
gangen, sondern gleich mit dem mathematischen Formalismus begonnen.

1 Lineare Operatoren in Hilbertrdumen

Definition 1.1 Fine hermitesche Sesquilinearform auf einem C-Vektor-
raum V beliebiger Dimension ist eine Abbildung (-,-) : V x V — C mit den
Eigenschaften

(i) Die Abbildung y — (x,y) ist linear fir jedes x € V.
(ii) {x,y) = (y,x) fir alle z,y € V.1

Die durch q(x) := (z,x) definierte Abbildung q : V — RZ2? ist die quadratische
Form von (-,-). Eine hermitesche Sesquilinearform und ihre quadratische Form
heiffen positiv semidefinit oder nichtnegativ, wenn q(x) > 0 fir allex € V.
Sie heiffen positiv definit, wenn q(x) > 0 fir alle z # 0.

FEin inneres Produkt ist eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform,
und ein Pra-Hilbertraum ist ein Vektorraum mit einem inneren Produkt.

L Anders formuliert: Eine Sesquilinearform ist eine Abbildung (-,+) : VXV — C mit Eigen-
schaft (i) und der Eigenschaft (i)’, dass z — (z,y) fiir jedes y antilinear ist. Eigenschaft (ii)
macht die Sesquilinearform dann hermitesch, impliziert aber Eigenschaft (i)’ schon zusammen
mit Eigenschaft (i).



Beispiel 1.2
Es sei Dy, := C§°(R™), n € N, der lineare Raum der undendlich oft differen-
zierbaren Funktionen von R™ nach C mit kompaktem Triger. Dann ist durch

. ¢)p = | v(z)d(x)dx

R™

eine positiv definite Sesquilinearform definiert, fiir die sich auch die Aussagen
der beiden nachfolgenden Lemmata leicht nachpriifen lassen. a

Im Folgenden sei (V, (-,-)) ein Pri-Hilbertraum.
Lemma 1.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

|z, 1)|? < q(2)q(y) fir allex,y € V.

Beweis. Fiir y = 0 folgt die Ungleichung aus den Eigenschaften (i) und (ii)
in Definition 1.1. Ist y # 0, so gilt fiir den Vektor e := y/+/q(y), dass ¢(e) = 1,
und die Vektoren a := (e,z)e und b := = — (e, z)e sind zueinander orthogonal.
Daraus folgt aber, dass g(a) + q(b) = g(a + b) = g(x), also

|(y z)[?
a(z) > qla) = (e, z)]* =
(z) = q(a) = [{e, z)| o)
O
Lemma 1.4 Die Abbildung
Vs ol = va@)

ist eine Norm auf V.

Beweis. Die Abbildung ist positiv definit, d.h. ||z|| > 0, und sie ist homogen,
dh. [Ae] = A [l
Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, denn
q(z +y) —q(x) —q(y) = (z,y) + (y, ) < 2/(z, y)| <2l [ly],

womit
Iz +yl* < (=l + lyl)?,

und da die Wurzelfunktion monoton wachsend ist, folgt hieraus die Dreiecksun-
gleichung. m]

Ein Pra-Hilbertraum besitzt also mit dieser Norm eine natiirliche Topologie.

Definition 1.5 FEin vollstindiger Pra-Hilbertraum wird Hilbertraum genannt.
Zwei Hilbertraume (Hy, (-, -)1) und (Ha, (-, -)2) werden isomorph genannt, wenn
es eine lineare Bijektion U von Hy auf Ha gibt mit

(Ux,Uy)s = (z,y) fir alle v,y € Hy.

Ein solcher Operator U wird dann ein unitidrer Operator genannt.



Beispiel 1.6

Aus einem linearen Raum V' mit einer positiv semidefiniten hermiteschen
Sesquilinearform (-,-) kann man in natiirlicher Weise einen Hilbertraum kon-
struieren. Zuniichst sei bemerkt, dass sich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (mit
etwas mehr Aufwand) auch fiir positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearfor-
men beweisen lisst.? Die Abbildung 2 — ||z|| := \/q(%) ist dann keine Norm,
sondern lediglich eine Halbnorm, d.h., ||| > 0, und es gelten Homogenitét
und Dreiecksungleichung. FEine Halbnorm definiert aber wie eine Norm einen
Konvergenzbegriff und somit eine Topologie.

Ist nun V die Vervollstindigung von V und || - ||~ die stetige Fortsetzung
von || - || auf V, so ist die Menge Z := {Z € V : ||Z||~ = 0} ein abgeschlossener
linearer Unterraum von V. Der Quotientenraum H := 1% /I ist daher vollstiandig.

Alle Elemente von Z sind zu allen Elementen von V orthogonal. Daher gilt
fir z,yeVund 2 €7

(Z,9)n = (T, §+ D =T+ Z,9)n = (T + 2,7+ 2)~.
Ein inneres Produkt (-, )y auf H lésst sich daher definieren durch
(T+I1,9+ D) = (2,9)~,

dieses verleiht dem vollsténdigen linearen Raum H also die Struktur eines Hil-
bertraumes. a

Beispiel 1.7 (Schrédingersche Wellenfunktionen)

Wendet man die Konstruktion des vorangehenden Beispiels an auf den Raum
D,, aus Beispiel 1.2, so erhiilt man den Hilbertraum L?(R") der Wellenfunk-
tionen, in dem sich die Schrodingersche Quantenmechanik abspielt.

Die Vervollstindigung von D,, ist der Raum L2(R") aller quadratinte-
grierbaren Funktionen auf R”, d.h., aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen
U : R" — C mit der Eigenschaft, dass auch die durch x — |¥(z)|? integrierbar
ist.

L2(R™) ist aber kein Hilbertraum, da die stetige Fortsetzung von (-, -)p auf
L£2(R") positiv semidefinit, nicht aber positiv definit ist. Verschwindet néimlich
eine von Null verschiedene Funktion f € £2(R3) bis auf eine Lebesgue-Nullmenge
iiberall (“fast iiberall”), so gilt [ |f(z)|*dz = 0. Die Funktionen mit dieser Ei-
genschaft bilden einen abgeschlossenen Unterraum Z, und L2(R") := D,,/Z ist
ein vollsténdiger linearer Raum. Ein inneres Produkt auf diesem Raum kann
nun wie im vorangehenden Beispiel aus (-,-) konstruiert werden; es wird mit
(-, )2 bezeichnet.

Statt L?(R™) als Quotientenraum zu betrachten, kann es ebenso sinnvoll
sein, ihn als Distributionenraum zu betrachten. Stimmen némlich zwei Funk-
tionen ¥ und ® aus L£2(R") fast iiberall miteinander iiberein, so induzieren
sie eine und dieselbe Distribution, d.h. [ ¥(z)¢(z)dx = [ ®(x) ¢(x) dx fiir alle
¢ € D,,. Das Arbeiten mit partiellen Differentialgleichungen kann dadurch sehr

2Siehe z. B. [17], Satz 1.4.



erleichtert werden. Allerdings sollte man nicht den Fehler machen, Differential-
operatoren im Hilbertraum allzu leichtfertig mit den Differentialoperatoren der
Distributionentheorie gleichzusetzen; das kann, wie noch deutlich werden wird,
zu Trugschliissen fiihren.

Im Folgenden werden wir in diesem Sinne die Notation (¥, ) =: U(p) be-
nutzen: das innere Produkt einer Wellenfunktion ¥ mit einer Testfunktion ¢
entspricht der Anwendung der Distribution ¥ auf die Testfunktion . ]

Beispiel 1.8 (Folgenraum /(?)

Heisenberg hat die Quantenmechanik formuliert in einer Matrizenformulie-
rung im Hilbertraum ¢2 aller quadratintegierbaren Folgen in C, d.h., in dem
Raum aller Folgen (&), mit [|(&,)nl := 3, [&n]? < 0. O

Im Folgenden wollen wir immer annehmen, dass ‘H ein Hilbertraum sei.

Satz 1.9 (Projektionssatz) Ist M ein abgeschlossener Unterraum von H, so
gibt es zu jedem x € H genau ein y € M und genau ein z € M+ mit x = y + 2.

Beweis z. B. auf Seite 42 in [12].

Ein topologischer Raum wird bekanntlich separabel genannt wird, wenn er ei-
ne abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt. Fiir einen Hilbertraum H iiber C geniigt
bereits weniger.

Satz 1.10 Ein Hilbertraum H ist genau dann separabel, wenn er eine abzdhlba-
re Orthonormalbasis besitzt. Besitzt eine Orthonormalbasis von H eine endliche
Anzahl N von Elementen, dann ist H isomorph zu CN. Besitzt eine abzihlbare
Orthonormalbasis von H unendlich viele Elemente, so ist H isomorph zu ¢2.

Beweis dieses Satzes z. B. in [12], Theorem IL.7.

Urspriinglich war Schrédinger und Heisenberg diese Isomorphie nicht be-
kannt, weshalb sie ihre duflerlich so unterschiedlichen Zugéinge zur Quantenme-
chanik zun#chst als rivalisierend empfunden haben.

Definition 1.11 Ist D ein Unterraum von H und A : D — H eine lineare
Abbildung, so wird A ein linearer Operator in H genannt. Der Raum D wird
Definitionsbereich von A genannt und mit D(A) bezeichnet.

Beispiel 1.12
Ist V : R™ — C eine beliebige messbare Funktion, so ist auf dem Definiti-

onsbereich
Diax (V) := {¥ € L*(R") : V¥ € L*(R")}

ein linearer Operator My definiert durch My V¥ := V¥, der Multiplikations-
operator mit der Funktion V auf seinem maximalen Definitionsbereich. My,
wird auch kurz mit V' bezeichnet. Multiplikationsoperatoren spielen sowohl in
der mathematischen Analyse der linearen Operatoren in Hilbertrdumen im All-
gemeinen als auch in der Quantenmechanik im Besonderen eine zentrale Rolle.
In der Quantenmechanik treten sie insbesondere als Ortsoperator V(z) = z so-
wie als Potentialterme (V (z) ist dann die potentielle Energie eines Teilchens an
der Stelle x) auf. a



Der Definitionsbereich eines Operators A ist allerdings in der Regel nicht
der Raum, auf dem eine Abbildungsvorschrift “irgendwie Sinn macht” (wie im
vorangehenden Beispiel), sondern er ist Teil der Definition von A.

Schrankt man einen gegebenen Operator A auf einen Unterraum von D(A)
ein, so erhélt man einen anderen Operator, wie das bei Abbildungen halt so
iiblich ist, und es gibt viele Operatoren, die sich ohne Probleme zu Operatoren
auf groBeren Definitionsbereichen erweitern lassen.

Ein Operator ist also ein Paar (D, A) aus einem Definitionsbereich D und
einer Abbildungsvorschrift A. In der Regel wird nur A erwéhnt, und auch wir
werden nicht jedesmal den Definitionsbereich erwihnen, wenn wir uns wieder-
holt auf einen Operator (D, A) beziehen.

Bis auf Weiteres gehen wir davon aus, dass (D(A), A) =: A einen linea-
ren Operator in einem Hilbertraum H bezeichnet. Wir erinnern daran, dass
Stetigkeit von A bedeutet, dass fiir jede konvergente Folge (z,) in D(A) mit
Z:=lim, o x, € D(A) die Folge (Az,) gegen AZ konvergiert.

Definition 1.13 A heifst beschriankt, wenn es ein K > 0 gibt mit der Eigen-
schaft, dass
|Az| < K||z]] fir alle  x € D(A).

Das Infimum ||A|| der Menge aller solchen K wird als die Operatornorm (oder
einfach Norm von A bezeichnet.

Man priift direkt nach, dass || - || eine Norm ist.

Beispiel 1.14

Ist V : R® — C eine beschriankte messbare Funktion, so ist der maximale
Definitionsbereich des zugehorigen Multiplikationsoperators My der gesamte
Hilbertraum L2(R™), und My ist beschrinkt, da V¥ integrierbar ist und da

My = / V@)U (z) de < ||V]|oo|[ T2

hier bezeichnet || - ||oo, wie iiblich, die Supremumsnorm, d.h.
Voo :=1inf{K > 0: |V(z)| < K fiir fast alle x}.
0O

Lemma 1.15 Ein linearer Operator A ist genau dann stetig, wenn fiir jede
Nullfolge (x,) in D(A) auch (Ax,) eine Nullfolge ist

Beweis. Die Bedingung ist trivialerweise notwendig, da 0 € D(A).

Es sei nun umgekehrt die Bedingung gegeben, und es sei (z,) eine kon-
vergente Folge mit Werten und Grenzwert Z in D(A). Dann ist (z, — &) eine
Nullfolge mit Werten in D(A), also ist nach der Bedingung auch (Az, — AZ)
eine Nullfolge. Das beweist die Behauptung. o



Lemma 1.16 Ist A stetig und D(A) dicht in H, so gibt es einen eindeutig
bestimmten stetigen Operator A mit D(A) = H und Az = Ax fir allex € D(A).

Beweis.

e D(A) ist n. V. dicht. Daher gibt es zu jedem x € H eine gegen x kon-
vergente Folge (x,), mit Werten in D(A). Ist («),), eine beliebige zweite
gegen x konvergente Folge mit Werten in D(A), so ist (z, — ), eine
Nullfolge mit Werten in D(A).

e A ist n. V. stetig. Daher sind (Azx,),, (Ax!), konvergente Folgen mit
Werten in D(A) und Grenzwerten y bzw. z.

e Da (z, —x!), eine Nullfolge ist, ist auch (A(x, —x?,)), eine Nullfolge, also
folgt y = z.

e Die durch = — y definierte Abbildung A : H — H ist nach Konstruktion
eine lineare und stetige Forsetzung von A. O

In [12] auf Seite 10 findet sich ein interessanter Kommentar iiber die Rolle
dieses Satzes bei der Definition des Riemann-Integrals.

Satz 1.17 A ist genau dann stetig, wenn A beschrinkt ist.

Beweis. Dass die Bedingung hinreichend ist, folgt direkt aus Lemma 1.15.
Angenommen also, A sei nicht beschrénkt.

e Dann gibt es eine beschriinkte Folge (x,) in D(A) mit der Eigenschaft,
dass | Az, || > vz, || fiir alle v € N.

e Damit ist einerseits die Folge (y,) := (z,/||Az,||) eine Nullfolge,
e wihrend gleichwohl ||Ay, | = 1 fiir alle v € N nach Konstruktion gilt.

e Mit Lemma 1.15 folgt hieraus, dass A nicht stetig sein kann. O

Die auf ganz H definierten beschréankten Operatoren bilden eine Banach-
Algebra B(H) (d.h. eine vollstéindige normierte Algebra).

Die der Quantenmechanik anzutreffenden Operatoren sind jedoch in der Re-
gel nicht beschénkt. Die mathematische Beschreibung unbeschréinkter Opera-
toren ist daher komplizierter und reichhaltiger sowohl an Begriffen als auch an
Fallstricken.

Definition 1.18 A ist dicht definiert, wenn D(A) dicht in H liegt.
A ist hermitesch, wenn fir alle x,y € D(A) gilt (z, Ay) = (Ax,y).
A ist symmetrisch, wenn A hermitesch und dicht definiert ist.

Lemma 1.19 (i) Jeder Figenwert eines hermiteschen Operators ist reell.
(i) Ist A hermitesch und x € D(A), so ist (x, Az) € R.



Beweis. (1) Angenommen, Az = Az fiir ein € D(A) mit ||z|| = 1. Dann gilt

A= \|z|? = (z,\z) = (z, Az) = (Az,2) = Az, z) = N||z||> = X

(ii) (x, Az) = (Azx, z) = (z, Az). |

Die meisten Observablen in der Quantenmechanik, insbesondere aber Ha-
miltonoperatoren, werden durch Operatoren beschrieben, die nicht nur symme-
trisch, sondern selbstadjungiert sind. Beispielsweise kann ein Operator, der nicht
selbstadjungiert ist, keine Zeitentwicklung erzeugen, und Operatoren, die nicht
selbstadjungiert sind, besitzen nicht die iibliche Spektralzerlegung, durch die
sie eine Interpretation als Observable erhalten (zumindest nicht in der iiblichen
Weise). Dies wird im néichsten Abschnitt ndher ausgefiihrt; zuniichst folgt nun
die Definition und einige Beispiele.

Definition 1.20 Es sei D(A*) der Raum aller Vektoren x € H, fir die es je
ein yy € H gibt mit

(x, Az) = (yz, 2) fir alle z € D(A).

Ist D(A) dicht in H, so ist auf D(A*) durch x — A*z := y, der adjungierte
Operator A* von A definiert. A heifit selbstadjungiert, wenn A = A*.

Ist A symmetrisch, so ist A* eine Erweiterung von A, d.h. D(A) C D(A*),
und A*z = Az fir alle z € D(A).

Ist D(A) nicht dicht in H, so kann es viele zu A adjungierte Operatoren
geben. Ist B ein Operator mit (Bx,z) = (z, Az) fiir alle z € D(A), so ist fiir
jeden Einheitsvektor u € D(A)+ durch

B"z := Bx + u(u, )

ein zweiter Operator gegeben, der zu A in dem genannten Sinne adjungiert (man
sagt auch “formal adjungiert”) ist.

Beispiel 1.21
Jeder auf seinem maximalen Definitionsbereich definierte Multiplikations-
operator ist offensichtlich selbstadjungiert. o

Beispiel 1.22
Auf dem dichten Unterraum

Dp ={p € C5°(R) : 0 ¢ supp(p)}

von L%(R) sei der Operator A erklirt durch Ap = .

Eine Wellenfunktion ¥ ist genau dann in dem Definitionsbereich von A*
enthalten, wenn die zweite schwache Ableitung D?W¥ eingeschrinkt auf die Test-
funktionen in Da quadratintegrierbar ist. Ist ndmlich Letzteres der Fall, so gibt
es eine Funktion ® mit (D?W)|p, () = (@, ), und

(T, Ap)s = (¢") = (D*T)(p) = (D*P)|ps () = (P, )2,



also gilt A"V = ¢, und ¥ € D(A*). Die Bedingung ist also hinreichend.
Ist umgekehrt ¥ € Da undist ® (= A*¥) eine Wellenfunktion mit (¥, Ap) =
(P, ) fiir alle ¢ € Da, so folgt

D(p) = U(p") = (D*T)(¢) = (D*T)|pa ()

fiir alle o € Da, womit ® = (D?¥)|p, . Somit lassen sich ® und ¥ in einer ein-
deutig bestimmten Weise zu quadratintegrierbaren Distributionen, auf ganz D,,,
mithin also zu Wellenfunktionen fortsetzen. Die Bedingung ist damit notwendig,
womit D(A*) aussieht wie behauptet.

D?¥ kann am Nullpunkt eine Singularitiit in Form beispielsweise einer Del-
tafunktion besitzen. Der Grund hierfiir ist, dass die Elemente von Da diese
“nicht wahrnehmen” und dass daher D?W¥ auf D(A) wie eine quadratintegrier-
bare Funktion ® wirkt, die man durch “Wegwerfen” der singulidren Terme erhélt.
A™ ist allerdings nicht symmetrisch. Dann miisste ndmlich D(A*) C D(A™) gel-
ten, und es wird nun gezeigt, dass dem nicht so ist. Es sei daher ad absurdum
angenommen, dass A* symmetrisch ist.

Es sind alle Testfunktionen in D(A*) enthalten, und A*p = ¢”. Ist A", wie
unterstellt, symmetrisch, so muss auch D(A**) alle Testfunktionen enthalten.
Da A™ eine Erweiterung von A* ist, gilt A™ ¢ = A*p = ¢”.

Die durch ¥(z) := e~ * definierte Funktion liegt im Definitionsbereich von
A", und A"V = V. Ist nun ¢ eine Testfunktion mit ¢(0) # 0, so folgt der
Widerspruch

(p, W) = (0, A* W) = (A0, W) = (¢", ) = D*T(p) = ¥(p) + ©(0),
denn D20 = U + §. m]

Beispiel 1.23
Auf dem Definitionsbereich

Dinax(A) := {¥ € L*(R) : D*¥ € L*(R")}

sei der Laplace-Operator A definiert durch AW := D?W¥. Auch hier ist offen-
sichtlich, dass A selbstadjungiert ist. A beschreibt die kinetische Energie eines
freien Teilchens. O

Je nun, m6chte man fragen, was soll das zweite dieser drei Beispiele? Im-
merhin kénnen wir mit dem — selbstadjungierten — Laplace-Operator die ki-
netische Energie eines freien Teilchens beschreiben, und Potentialterme werden
ebenfalls durch — selbstadjungierte — Multiplikationsoperatoren beschrieben.
Fiir die Quantenmechanik auf der Linie, aber eben auch im R™, kénnte man
versucht sein zu denken, das reiche ja wohl aus, da man diese Operatoren ja nur
noch addieren miisse.

So einfach ist es aber eben nicht. Es gibt wichtige Potentiale, die beispiels-
weise in einem Punkt singuldr sind — beispielsweise das Coulomb-Potential.
In einem singuldren Punkt jedoch konnen sich sowohl der kinetische als auch



der Potentialterm kompliziert gebédrden. Die Probleme beginnen schon beim
Coulombpotential. Beim eindimensionalen Coulombpotential beispielsweise gilt
weder Diax(A) C Dpax(V) noch Dpax (V) C Dipax(A), und auch der dreidi-
mensionale Fall, der noch zu besprechen sein wird, ist in dieser Hinsicht delikat.

2 Selbstadjungierte Operatoren: Spektralsatz und
Satz von Stone

Der Spektralsatz und der Satz von Stone illustrieren die Bedeutung, die selbst-
adjungierte Operatoren fiir die Quantenmechanik haben. Dies betrifft sowohl
die Interpretation des mathematischen Rahmens als auch das Rechnen. Beide
Sétze werden hier ohne Beweis angegeben.

Zunichst benttigen wir die Definition des Spektralmafes. Eine detaillierte-
re Darstellung der benotigten mafitheoretischen Konzepte und Sétze, die sehr
schon an die quantenmechanische Begriffsbildung andockt, findet sich in [10].

Definition 2.1 FEine Abbildung E, die jeder Borelmenge I C R eine orthogonale
Projektion E(I) zuweist, wird projektionswertiges Mafl genannt, wenn sie
folgenden Bedingungen geniigt:

(i) E(0) =0, und E(R) = 1.

(ii) Ist (I,) eine Folge paarweise disjunkter Borelmengen, so gilt

E (U Iy> x = ZE(L,)I fir alle x € H.

Bedingung (ii), die der aus der abstrakten Mafitheorie bekannten Annahme
der abzéhlbaren Additivitdt (auch o-Additivitit genannt) entspricht, ist ein
erstes Beispiel fur starke Konvergenz beschriankter Operatoren: Eine Folge (A,)
beschriankter Operatoren konvergiert stark gegen Null, wenn fiir jedes x € H
die Folge (A, z) in H gegen Null konvergiert. Man schreibt Bedingung (ii) daher

auch in der Form
E (U(L,)) =glim > " E(I,).

v n—oo V=1

Beispiel 2.2 (Bornsche Interpretation)

Das projektionswertiges Mafl Epor, mit dem in der Quantenmechanik die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens in einer rdumlichen Dimension be-
schrieben wird, ordnet jeder Borelmenge I C R den durch

falls z € I;
sonst

EBorn(I)w(z) = { w(lg

definierten Projektionsoperator zu. Nach der Bornschen Wahrscheinlichkeits-
interpretation ist (1), Eomn([)%)2 die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in dem
Gebiet I anzutreffen.



Mit dem Mafl Eggp, ldsst sich auch illustrieren, dass nicht jede stark konver-
gente Folge von Operatoren in der Operatornorm konvergiert (wihrend umge-
kehrt per definitionem jede normkonvergene Folge stark konvergiert). Ist némlich
(I,), eine absteigende Folge von Borelmengen in R, so haben alle Projektoren
Egorm(ly) — Eorn(I,41) die Norm 1, sofern sie nicht identisch Null sind; so-
mit konvergiert die Folge (EBorn(I,)), nicht in der Normtopologie, es sei denn,
alle bis auf endlich viele ihrer Glieder stimmen miteinander iiberein. Fiir je-
de Wellenfunktion v kovergiert indes die Folge (Egom (1,)%), gegen Null, also
konvergiert (Epom (1)), stark gegen Null. O

Lemma 2.3 Ist E ein projektionswertiges Maf, so gilt E(INJ) = E(I)E(J)
fiir beliebige Borelmengen I,J C R.

Beweis. Ist I NJ = (), so folgt aus der Additivitdt und der Idempotenz
orthogonaler Projektionen

E(I)+ E(J)=E(IUJ)=(EIUJ))?=(EI)+ E(J))?
= E(I)+ E(DE(J) + E())E(I) + E(J),
womit einerseits F(I)E(J) = —E(J)E(I), wiahrend gleichzeitig
E(DE(]) = E(I)*E(J) = —E(I)E(J)E(I) = E(J)E(I)* = E(J)E(I),
d.h. E(NE(J)=—-E(J)E(I)=E(J)E(I)=0.

Fiir beliebige Borelmengen I und J folgert man damit nun
EMNE(J)=(E(I\J)+ E(INJ)(EJ\)+ E(INJ))
E(IN\NJE(J\)+ E(IN)E(INJ)+EINJ)E(J\I)+E(INJ),

=0 =0 =0

wie behauptet. Im letzten Schritt verschwinden die drei ersten Terme, da sie
Produkte von Projektoren zu disjunkten Mengen sind. |

Definition 2.4 Ist E ein projektionswertiges Maj, und sind x,y € H, so wird
durch

pewy(I) = (2, E(T)y)

jeder Borelmenge I eine komplexe Mafizahl zugeordnet, und die Abbildung pg z
ist ein komplexwertiges Maj, das Spektralmaf3.

Theorem 2.5 (Spektralsatz) Zu jedem selbstadjungierten Operator A gibt es
ein eindeutig bestimmtes projektionswertiges Maf$ E 4 mit der Figenschaft, dass

DA)={zecH: //\2 ApE sz (A) < 00}

und dass fiir alle x,y € D(A) gilt

(x, Ay) = /[R Npig oy ().
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Umgekehrt definiert jedes projektionswertiges Maff E einen selbstadjungierten
Operator Ag durch E = E4,.

Den Beweis findet man in vielen Varianten in etlichen mathematischen Lehrbiichern
iiber lineare Operatoren in Hilbertrdumen darunter [8, 10, 12].

Beispiel 2.6 (Ortsoperator)

Das zu dem projektionswertige Mal Epq., aus Beispiel 2.2 gehorende Spek-
tralmaf} ist das Lebesgue-Maf}; der zugehorige Operator Q ist der Ortsopera-
tor, d.h. der auf seinem maximalen Definitionsbereich definierte Multiplikati-
onsoperator mit der Funktion = — . O

Beispiel 2.7 (Harmonischer Oszillator)

Auf dem Raum S der Schwartz-Funktionen, d.h. dem Raum aller kom-
plexwertigen C*°-Funktionen ¢ auf R mit der Eigenschaft, dass lim, o, "¢ (z) =
0 fiir alle n € N ist der Hamiltonoperator H definiert durch

HYU = [z +— —V" + 22U (z)].

Aus den géngigen Lehrbiichern sind die Eigenwerte von H als die Zahlen n+ %,
n € N: die zugehorigen Eigenfunktionen ¥, sind definiert durch ¥, (x) :=
cneﬂ”g/an (z), wobei ¢,, > 0 eine Normierungskonstante und H,, das n. Hermite-
Polynom ist. Diese Funktionen bilden eine Orthonormalbasis; die Projektionen
auf die zugehorigen eindimensionalen Unterrdume bilden ein projektionswerti-
ges Mafl. Dieses legt also eine selbstadjungierte Erweiterung H von H fest. H
ist der Hamiltonoperator des linearen harmonischen Oszillators. O

Ist nun A ein selbstadjungierter Operator und g eine beliebige komplexwer-
tige Borel-messbare Funktion, so ist auf dem Definitionsbereich

D(g(A)) = {z € M / 9O iy e < 0}

ein eindeutig bestimmter Operator g(A) definiert mit der Eigenschaft, dass

(2, 9(A)y) = / 9N iy, fir alle 2,y € D(g(A)).

Alle Multiplikationsoperatoren (in der Ortsraumdarstellung) sind, sofern mit
ihren maximalen Definitionsbereichen versehen, Funktionen des Ortsoperators.

Entsprechende Spektralséitze mit Integralen {iber C lassen sich auch formu-
lieren fiir jeden Operator A, der nicht notwendig selbstadjungiert, wohl aber
normal ist, d.h. A*A = AA*. Wir werden das hier nicht weiter vertiefen und
verweisen auf die Literatur (z. B. [8]).

Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren ldsst sich auch noch in
einer anderen Form angeben, die insbesondere in separablen Hilbertrdumen
niitzlich ist.
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Theorem 2.8 Ist A ein selbstadjungierter Operator und ist H separabel, so gibt
es ein Borel-Maf$ pa auf R, einen unitiren Operator U : H — L*(R,dua) und
eine reellwertige Borel-messbare Funktion fa mit der Figenschaft, dass

UAU*[g] = [A = Afa(N)g(N)].

Dass sich dieser Satz in der naheliegenden Weise benutzen ldsst, um auch
Funktionen selbstadjungierter Operatoren zu definieren, fithren wir hier nicht
weiter aus.

Insbesondere definiert der Spektralsatz zu jedem selbstadjungierten Opera-
tor A und jedes t € R den Operator e*4, und die so definierten Operatoren
besitzen die folgenden Eigenschaften:

Satz 2.9 Ist A selbstadjungiert, so gilt fir die Operatoren U(t) := "4, t € R:

(i) Alle U(t) sind unitdr.

(ii) UR)U(s) = U(t + s) und U(—t) = U(t)~! fir alle s,t € R, d.h. U ist
Darstellung einer Gruppe.

(#3) Fiirt — to konvergiert U(t)x gegen U (to)x fiir jedes x, d. h. U ist stark
stetig.

(iv) x € D(A) genau dann, wenn der Differenzenquotient (U (t)x — x)/t fir
t — 0 gegen iAx konvergiert, d.h. iA ist der infinitesimale Erzeuger von U.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Literatur, siehe z. B. [12], Thm. VIIL7.

Definition 2.10 Fine operatorwertige Funktion U mit den FEigenschaften (i)
und (i) des vorangehenden Satzes wird eine einparametrige unitire Gruppe
genannt.

Satz 2.11 (Satz von Stone) Zu jeder stark stetigen einparametrigen Gruppe
U in H gibt es einen eindeutig bestimmten selbstadjungierten Operator A mit
U(t) = e fiir alle t € R.

Auch fiir diesen Satz verweisen wir auf die Literatur, beispielsweise Thm.
VIIL.8. in [12].

Beispiel 2.12 (Translationen und Impulsoperator)

7" := (R", +) ist eine additive Gruppe, die Translationsgruppe. Sie wirkt
auf dem linearen Raum R™ durch die Translationen 7, : R™ — R", a € R", die
durch T,z := x + a definiert sind. Eine unitére Darstellung von 7™ in L?(R")
ist definiert durch U(a)¥ := [z — ¥(z — a)].

Die Translationen in einer gegebenen Richtung bilden stark stetige einpara-
metrige Gruppen. Wir ermitteln die Wirkung des infinitesimalen Erzeugers die-
ser Gruppen nun fiir Testfunktionen. Da wir mit einer einparametrigen Gruppe
arbeiten, geniigt es, den Fall n = 1 zu betrachten.

Ist also ¢ eine Testfunktion, so gilt

p(r —a) — p(z)

lim |z 20— W TR P,
a—0 a

12



also wirkt der Erzeuger von 7' auf D; vermoge Py := —i¢' = —id,. Der
selbstadjungierte infinitesimale Erzeuger von T ist die z-Komponente P, des
Impulsoperators; dieser ist eine Erweiterung von P. O

Beispiel 2.13 (Drehungen und Drehimpulsoperator)

Analog dem vorangehenden Beispiel erzeugt im R® die z-Komponente L,
des Drehimpulsoperators L die Drehungen um die z-Achse. Bezeichnet —
in lokalen Koordinaten — « den Drehwinkel um die z-Achse, so ist L, der auf
seinem maximalen Definitionsbereich erkldrte Differentialoperator —id,.

Beispiel 2.14 (Dynamik und Hamiltonoperator)

Es gibt Systeme, die keine Translationssymmetrie und somit keinen (bzw.
keinen eindeutigen) selbstadjungierten Impulsoperator besitzen (beispielweise
ein Teilchen vor einer Wand), und es gibt Systeme, die keine Rotationssym-
metrie aufweisen (dito) und die somit keinen (bzw. keinen eindeutigen) selbst-
adjungierten Drehimpulsoperator besitzen. Es kann Sinn machen, die Gréflen
Impuls und Drehimpuls gleichwohl als Observable zu behandeln — was aller-
dings die Wahl von Randbedingungen oder eine flexiblere Interpretation als
die mit Hilfe des Spektralsatzes erfordert. Eine reversible Zeitentwicklung, die
fiir die Beschreibung endlich vieler bestéandiger Teilchen sowohl in der klassi-
schen als auch in der Quantenmechanik charakteristisch ist, wird jedoch durch
eine unitdre Dynamik beschrieben. Deren Erzeuger ist der Hamiltonoperator
des Systems, und der muss immer selbstadjungiert sein.? es wird weiter unten
noch deutlich werden, dass schon beim Keplerproblem die Forderung nach der
Selbstadjungiertheit unerlésslich ist, wenn man nicht auf unphysikalischen Ei-
genfunktionen sitzen bleiben will. Beispiel 1.22 bietet einen Vorgeschmack der
Gemengelage an, die sich typischerweise bei der Analyse singuldrer Potentiale
ergibt. Cave canem! a

Aussagen von dem Typ “Der Wert der Observablen A liegt in dem Intervall
I und der Wert der Observablen B liegt in dem Intervall J” lassen sich dann und
nur dann machen, wenn A und B in dem folgenden Sinne gemeinsam messbar
sind.

Definition 2.15 Zwei durch selbstadjungierte Operatoren A und B dargestell-
te quantenmechanische Observable heiffen kommensurabel oder gemeinsam
messbar, wenn fir alle Borelmengen I,J C R gilt

Ea(I)Ep(J) = Eg(J)Ea(I) =t Eap(I x J).

Das folgende einfache Lemma liefert eine gute Motivation fiir diese Definiti-
on.

3Dies betrifft den einfachtsten, “zeitunabhingigen” Fall, in dem ein Hamiltonoperator
eine einparametrige unitdre Gruppe erzeugt; im Falle sich &ndernder duflerer Bedingungen
(“zeitabhéngiger Fall”) ist der Hamiltonoperator eine Funktion der Zeit, und die Dynamik ist
ein zweiparametriger Kozykel unitédrer Propagatoren. Dies soll hier nicht weiter vertieft wer-
den; eines bleibt aber festzuhalten: es geht in jedem Fall unitidr zu, und quantenmechanische
Hamiltonoperatoren sind selbstadjungiert.
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Lemma 2.16 Sind P und Q orthogonale Projektionen, so ist PQ genau dann
auch eine orthogonale Projektion, wenn PQ = QP.

Beweis. Aus PQ = QP folgt PQPQ = P?Q* = PQ und (PQ)* = Q*P* =
QP = PQ, also ist PQ eine orthogonale Projektion.

Ist PQ eine orthogonale Projektion, so gilt PQ = (PQ)* = Q*P* = QP.
O

Beispiel 2.17

Die Komponenten @1, ..., Qs des Ortsoperators sind gemeinsam messbar. In
der iiblichen Darstellung in L?(R*) kann man das Produktmaf der zugehorgien
Spektralmafle leicht angeben: Fiir jede Borelmenge K C R? gilt

EQl,...,Q.xK)w)—EQ<K>W<x>—{ V) flls zekK;

0 sonst.

Beispiel 2.18
Nur durch eine Fouriertransformation unterscheidet sich von diesem Pro-
duktmafl das Maf}, das zu den Komponenten des Impulsoperators gehort. O

Der nachfolgende Satz liefert ein hinreichendes und notwendiges Kriterium
fiir Kommensurabilitét:

Theorem 2.19 Zwei selbstadjungierte Operatoren A und B in H sind genau
dann kommensurabel, wenn fiir alle s,t € R gilt e*4e?B = eisBeit4,

Fiir den Beweis verweisen wir wieder auf die Literatur, siehe z. B. [12], Thm.
VIIL.13.

Beispiel 2.20 (Nelson)

Aus diesem Satz folgt unmittelbar, dass die Bedingung AB = BA zwar
immer notwendig, im allgemeinen aber nicht hinreichend ist fiir Kommensura-
bilitdt. Dies zeigt ein Gegenbeispiel von Nelson,* das wir hier kurz skizzieren.

Wir bezeichnen mit M die Riemannsche Fliche der Wurzelfunktion.® Auf
M kann lokal das Lebesgue-MaB8 von R? vererbt werden; beziiglich dieses Ma-
Bes betrachten wir den Hilbertraum der quadratintegrierbaren Distributionen
L?(M). Da alle separablen Hilbertriume isomorph sind, impliziert jedes Ge-
genbeispiel in diesem Hilbertraum, dass es in jedem anderen Hilbertraum ein
entsprechendes Gegenbeispiel geben muss.

4112], S. 273.

5Also den Uberlagerungsraum von C, auf dem sich die Wurzelfunktion als analytische
Funktion eindeutig definieren liasst. “Bastelanleitung”: Man nehme zwei Kopien der komplexen
Ebene, entferne die negativen reellen Achsen und klebe die beiden unteren Schnittkanten mit
den oberen Schnittkanten der jeweils anderen Kopie zusammen.
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Nun definieren aber die iiblichen Impulsoperatoren —id, und —id, auf dem
Definitionsbereich C§° (M) ebenso wie im R? (wesentlich) selbstadjungierte Ope-
ratoren (wir werden noch sehen, wie man das verifiziert), die miteinander (im
AB = BA-Sinne) vertauschen, wo immer sie konnen. Andererseits erzeugen sie
— wie im R? — die Translationen in z- bzw. in y-Richtung (wie sieht man das?).
Die Translationen bilden in M aber keine abelsche Gruppe...

3 Das Kriterium fiir Selbstadjungiertheit

Im Folgenden ist wieder A ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(A)
in einem Hilbertraum H, soweit nichts Anderes bestimmt ist.

Definition 3.1 Die direkte Summe zweier Hilbertraume Hq, und Ho mit in-
neren Produkten (-,-)1 und (-,-)o ist die direkte Summe der Vektorriume H;
und Ho versehen mit dem inneren Produkt

((v1,2,2), (Y1, ¥2)) Hy 00, = (T1,Y1)1 + (T2, Y2)2.

Durch
I'(A) :={(z,Az) : x € D(A)}

ist ein linearer Unterraum von H@OH definiert, der als Graph von A bezeichnet
wird. Der Graph von A erbt die natirliche Norm auf H & H:

[(4) 3 (z, Az) = |[(z, Az)|| == V/|=[|* + [| Az]>.

A heifit abgeschlossen, wenn I'(A) abgeschlossen in H & H ist.

Ist auch B ein linearer Operator in ‘H, so wird B eine Erweiterung von A
genannt, wenn T'(A) C T'(B), man schreibt dann auch A C B.

A ist abschlief3bar, wenn ein abgeschlossener Operator B in 'H existiert mit
A C B. Der (bzgl. der Ordnung C) kleinste Operator B mit dieser Eigenschaft
wird der Abschluss A von A genannt.

Lemma 3.2 Ist A beschrinkt mit D(A) = H (d.h. A € B(H)), so ist A abge-
schlossen.

Beweis.

e Zu zeigen ist fiir gegebenes A € B(H), dass fiir jede Cauchyfolge (z,,y,) €
I'(A) mit Grenzwert (z,y) € H ® H auch (z,y) € I'(A) liegt.

o Aus (z,,y,) — (z,y) folgt x, — x.
e Da A beschrinkt ist, folgt daraus y, = Az, — Az =y.

e Damit ist gezeigt, dass (x,y) = (z, Az) € T'(A). m|
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Ist der Kern Ker(A) von A trivial, dann besitzt A einen auf dem Bild Ran(A)
definierten inversen Operator A~!, der jedes y € Ran(A) auf das eindeutig
bestimmte x € D(A) mit y = Ax abbildet. Es gilt dann

MA ™Y ={(z,y) eHOH: (y,x) = U(z,y) € T(A)} = U(T'(A)).

Hieraus folgt insbesondere, dass der inverse Operator eines abgeschlossenen
Operators ebenfalls abgeschlossen ist.
Wenn A dicht definiert ist, gilt auflerdem
T(A") ={(z,y) e HOH: (z,Az) = (y,z) firalle z€ D(A)}
—{(5,9) : {(5,9),(A2,—2)) =0 fir alle = € D(A)}
= (V(T(A),

wobei V(z,y) := (y, —z). Da orthogonale Komplemente in einem Hilbertraum
immer abgeschlossene Riume sind, ist A* folglich abgeschlossen.

Satz 3.3 (i) Ist A abgeschlossen und invertierbar, so ist auch A1
abgeschlossen.
(ii) Ist D(A) dicht, so ist A* abgeschlossen.

(iii) Ist D(A) dicht, so ist A genau dann abschliefSbar, wenn A* dicht
definiert ist. In diesem Falle gilt

A= (A" =A™
(iv) Ist D(A) dicht und A abschlieffbar, so gilt (A)* = A*.

Beweis. (i) und (ii) wurden soeben gezeigt.

e Um (iii) zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass V unitdr ist und dass
deshalb fiir jeden Unterraum K von H & H gilt V(K+) = (VK)=*. Hieraus
folgt

D(A) = T(4) = (D(A)")" = (VV(D(A)H)h = (V(VI(A) 1) = (VI(A9))".
e Ist nun A* dicht definiert, dann gleicht dieser Ausdruck I'(A**).
e Ist A* nicht dicht definiert, so folgt

(VI(A")* > (V(D(A)@&H))* = (HeD(A"))*" = {0}@D(A") L# {0}&{0}.

e Diese Menge ist aber nicht der Graph einer (einwertigen) linearen Abbil-
dung, daher ist I'(A) nicht der Graph eines linearen Operators, A also
nicht abschliebar.

e (iv). Aus (ii) und (iii) folgt
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Lemma 3.4 Jeder symmetrische Operator ist abschliefbar.

Beweis. Da A symmetrisch ist, gilt A C A*, und da A* nach Satz 3.3 abge-
schlossen ist, ist A abschlie3bar. O

Definition 3.5 Ist A symmetrisch, so heifit A wesentlich selbstadjungiert,
wenn A selbstadjungiert ist, d.h. wenn A** = A*.

Lemma 3.6 Ist D(A) dicht, so ist
Ker(A*) = Ran(A)™*.

Beweis. Gegeben sei y € Ran(A); dann gibt es per definitionem ein z € D(A)
mit y = Az.

o Ist z € Ker(A*), so gilt
(2,y) = (2, Az) = (A"z,2) = 0,
also ist Ker(A4*) C Ran(A4)*.
e Ist x € Ran(A)*, so gilt
0= (z,y) = (z,Az) = (0, 2),
also ist z € Ker(A*), so dass Ran(A)+ C Ker(A*) bewiesen ist.

O

Satz 3.7 (vom abgeschlossenen Graphen) Ist A abgeschlossen und gilt D(A) =
‘H, so ist A beschrdinkt.

Beweis.
e I'(A) ist ein Banachraum, da abgeschlossen.

e Von I'(A) nach H sind zwei stetige lineare Abbildungen II; und IIy defi-
niert durch

Iy (z, Az) = =z, s (z, Az) := Awz, (z, Az) € T'(A).

e II; ist eine Bijektion, und nach dem Satz iiber inverse Abbildungen ([12], S.
83) besitzt jede stetige Bijektion zwischen zwei Banachrdumen ein stetiges
Inverses, also ist Hfl stetig.

e Folglich ist A =1l o Hfl stetig und damit nach Satz 1.17 beschrankt.
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O
Nun kénnen wir auch zeigen, dass ein abgeschlossener Operator nicht not-
wendigerweise abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen abbilden muss.
Ein beschriankter Operator A kann ndmlich einen unbeschrankten inversen Ope-
rator A~! mit dichtem Definitionsbereich D(A~1) besitzen, und da D(A) = H
unter A auf D(A~!) = Ran(A) abgebildet wird, ist A abgeschlossen, weil be-
schriinkt, bildet aber trotzdem die abgeschlossene Menge H auf D(A~!) ab. Da
aber D(A™!) nach Voraussetzung dicht ist, kann wegen Satz 3.7 D(A~!) nur
dann abgeschlossen sein, wenn A~! beschrinkt ist.

Satz 3.8 (Hellinger, Toeplitz) Ist A hermitesch und D(A) = H, so ist A
beschrinkt.

Beweis. Nach dem vorangehenden Satz geniigt es zu zeigen, dass A abgeschlossen
ist. Ist ((x,, Az,)) eine Cauchyfolge in I'(A) mit Grenzwert (z,y) € H & H, so
konvergieren erst recht die Folgen (z,) und (Az,) in der Norm gegen x bzw. y,
und es gilt fiir jedes z € H = D(A)

(z,y) = lim (z, Az,) = lim (Az,x,) = (Az,z) = (z, Az),
n—oo n—oo
also ist (x,y) = (z,Az) € T'(4). Damit ist A stetig und nach Satz 1.17 be-
schrinkt.
O
Wenden wir uns nun der Frage zu, wann ein symmetrischer Operator A
selbstadjungiert oder wesentlich selbstadjungiert ist. Hinreichend und notwendig
fiir (wesentliche) Selbstadjungiertheit ist, dass A* keine imaginiren Eigenwerte
besitzt. Das folgende Beispiel zeigt, dass dies sehr wohl moglich ist.

Beispiel 3.9 (Teilchen im Kasten I)

Energie. In dem Hilbertraum L?([—1,1]), der ein Teilchen in einem Ka-
sten mit harten Wianden beschreibt, ist auf dem dichten Definitionsbereich
C§°((—1,1)) ein symmetrischer Operator A definiert durch Ay := —¢".

Die Gleichungen —¥" = +i¥ besitzen die Losungen Wi (z) = exp(+v/Fiz).
Diese Losungen sind allesamt in L?([—1,1]), ja sogar in D(A*) enthalten. A*
kann also nicht symmetrisch, A mithin nicht (wesentlich) selbstadjungiert sein.

A kann jedoch zu einem selbstadjungierten Operator erweitert werden, in-
dem man einen geeigneten groferen Definitionsbereich wahlt. Wie der aussieht,
wird weiter unten besprochen.

Impuls. Auf demselben Definitionsbereich ist ein symmetrischer Operator P

definiert durch Py := —i¢”. Der adjungierte Operator P* besitzt Eigenvek-
toren zu den Eigenwerten +i, nimlich ¥(z) = e*®. Auch P kann zu einem
selbstadjungierten Operator erweitert werden. O

Beispiel 3.10 (Teilchen vor einer Wand I)

Energie. In L?(R=0) — dem Hilbertraum eines Teilchens vor einer harten
Wand — ist auf dem dichten Definitionsbereich C§°(R~0) ein symmetrischer
Operator A definiert durch Ay := —¢". Die Eigenwertgleichungen —AW = =+
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besitzen die Losungen W(x) = exp(v/Fix). Der Operator —A besitzt selbstad-
jungierte Erweiterungen.

Impuls. Auf demselben Definitionsbereich ist ein Operator P definiert durch
Py := —i¢". Die Gleichungen —i¥0’ = +i¥ besitzen die Losungen ¥(z) = eT*
von denen jedoch nur die erste quadratintegrierbar und im Definitionsbereich
von P liegt. P besitzt also keine selbstadjungierte Erweiterung. O

Theorem 3.11 Ist A symmetrisch, so sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) A ist wesentlich selbstadjungiert.
(i) Ker(A* —i) = {0} = Ker(A* +1).
(iii) Ran(A + i) = H = Ran(A — i).
(iv) Ran(A** + i) = H = Ran(4** —i).

Beweis.5

o (i) = (ii).
— Da A wesentlich selbstadjungiert ist, gilt (A*)* = ((A)*)* = (4**) =
A*, d. h. A* ist selbstadjungiert.
— Mit Lemma 1.19 folgt daraus

{0} = Ker((A)* +14) = Ker(A* 1),
wie behauptet.
o (ii) < (iii) folgt aus Lemma 3.6.
o (iii) = (iv). Gegeben sei y € H.

— Da Ran(A** +4) D Ran(A + 4) dicht ist, gibt es eine Folge (x,) von
Punkten in D(A**) mit der Eigenschaft, dass (A** + i)x, gegen y
konvergiert.

— Da A*™* symmetrisch ist, gilt
[(A** +i)z||* = |A**2])® + ||z)|* fiir alle z € D(A™). (1)

— Da die Folge ((A**+1i)x, ) eine Cauchy-Folge in Ran(A**+1) ist, folgt
aus Gleichung 1, dass die Folge ((z,, A**z,)) eine Cauchy-Folge in
T(A**) ist.

— Da aber A** abgeschlossen ist, folgt hieraus, dass (z,, A**x,) einen
Grenzwert (x,n) € T'(A**) besitzt.

— Nun konvergiert nach Voraussetzung (A** + i)z, gegen y, und wir
haben gezeigt, dass x, gegen ein © € D(A*) und A**x, gegen ein
7 € Ran(A**) konvergiert. Daraus folgert man nun aber sofort, dass
y =n +ix € Ran(A** + i), wie behauptet.

6vgl. [13], Thm. VIIL.3 und Korollar.
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e (iv) = (i). Da A symmetrisch ist, gilt A C A*, also auch A* D A**. Um zu
zeigen, dass A wesentlich selbstadjungiert ist, dass also A* = A™*, geniigt
es zu zeigen, dass D(A*) C D(A**). Es sei also x € D(A*).

— Da Ran(A** — i) = H, gibt es ein z € D(A*) mit (A — i)z =
(A* —i)x.

— Da D(A**) € D(A*), folgt (A* — i)(zx — z) = 0.

— Da auch Ran(A** +1i) = H, folgt aus Lemma 3.6, dass Ker(A* —i) =
{0}, also ist x = z € D(A**).

O
Man beachte, dass man in diesem Theorem die Zahl ¢ durch eine beliebige
komplexe Zahl aus C\R ersetzen kann.
Aus dem vorangehenden Lemma ergibt sich nun sofort ein Korollar, das die
entsprechenden Kriterien fiir Selbstadjungiertheit angibt.

Theorem 3.12 (Thm. VIIL.2.8 in [18]) Ist A symmetrisch, so sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:

(i) A ist selbstadjungiert.
(i) A ist abgeschlossen, und Ker(A* — i) = {0} = Ker(A* 4 1).
(ii) Ran(A 4 i) = H = Ran(A —i).

Beweis.
e (i) = (ii) ergibt sich aus dem vorangehenden Theorem.

e (ii) = (iii). Das vorangehende Theorem zeigt bereits, dass die Réume
Ran(A + ¢) dicht in H liegen. Es bleibt also zu zeigen, dass sie auch ab-
geschlossen sind. Es sei also y € H beliebig, und es sei z,, eine Folge in
D(A) mit der Eigenschaft, dass (A + i)z, gegen y konvergiert.

— Da A symmetrisch ist, gilt ||(A +i)z]|? = [|Az||* + ||z|?; damit ist
(A + i) also auf Ran(A + ¢) invertierbar, und das Inverse ist wegen
(A +1i)z]|* > ||z||* beschriinkt und lisst sich eindeutig zu dem be-
schriinkten Operator (A +i)~! € B(H) fortsetzen.

— Da die Folge ((A + i)zy), nach Voraussetzung konvergiert und da
(A+1)~1 stetig ist, konvergiert auch die Folge (x,,), = ((A+4) "1 (A+
i)Tn)n gegen ein z € H, ist also insbesondere eine Cauchyfolge in
D(A).

— Damit ist gezeigt, dass die Folge (z,,, (A +4)z,) eine Cauchyfolge in
I'(A +1) ist, und da A abgeschlossen ist, liegt auch deren Grenzwert
(z,y) in T'(A + 7). Damit ist gezeigt, dass y € Ran(A + ).
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e (iii) = (i). Angesichts des vorangehenden Lemmas bleibt zu zeigen, dass
A abgeschlossen ist, wenn (iii) gilt. Da A symmetrisch ist, besitzt A + i,
wie schon gezeigt, ein auf Ran(A) definiertes beschrinktes Inverses. Da
Ran(A) = H, liegt dieses bereits in B(H). Wegen Lemma 3.2 ist daher
(A+i)~! abgeschlossen, und mit Lemma 3.3 folgt, dass auch A+, folglich
also auch A abgeschlossen ist.

Die Beweise fiir A — i sind natiirlich vollig analog. o

4 Stetigkeit und Wasserstoffatom

Alle physikalischen (reinen) Bindungs- und Streuzusténde des Wasserstoffatoms
konnen durch stetige Funktionen dargestellt werden. Dies wird bei der Bestim-
mung der isotropen Bindungs- und Streuzustéinde des Wasserstoffatoms als Aus-
schlusskriterium fiir mégliche unphysikalische Losungen mit einer (die Quadra-
tintegrierbarkeit nicht berithrenden) Singularitéit 1. Ordnung am Nullpunkt ge-
fordert. Die géngigen Lehrbiicher begriinden dies jedoch nicht weiter, oder sie
geben gar ein falsches Argument.”

Mit Hilfe des D’Alembertschen Ansatzes lassen sich jedoch die fraglichen
singuléiren Eigenfunktionen (nicht die verallgemeinerten Eigenfunktionen) di-
rekt verwerfen. Hat man die radiale Gleichung fiir ¢ = 0 mit dem {iblichen
Ansatz u(r) := r(r) auf die Form® —Ju”(r) — Lu(r) = Eu(r) gebracht, und ist
u eine physikalische Losung, so ist jede von u linear unabhéngige zweite Losung
v von der Gestalt v = ww, wobei w eine beliebige glatte Funktion ist. Setzt
man diesen Ansatz in die Schrodingergleichung ein und nutzt man aus, dass u
die Schrédingergleichung 16st, so erhéilt man w'u = —2u’w”. Da w und w linear
unabiingig sind, ist w’ # 0; da u # 0, sind auch v’ und w” nicht identisch Null.
Es folgt

! A
w u
— =2,
w'! u

"Dieses sieht wie folgt aus: Die Fundamentallssung der Poissongleichung, die Funktion
x +— ||z|| 71, besitzt im Ursprung einen Pol 1. Ordnung. Daher miisse das Anwenden des La-
placeoperators auf jede andere Funktion mit einer Singularitdt 1. Ordnung einen Deltafunk-
tionsterm enthalten. Da dieser aber nicht durch das Anwenden des Coulomb-Potentialterms
kompensiert werden kann, kénne es keine Eigenfunktion mit einer Singularitdt 1. Ordnung
geben.

Hier wird iibersehen, dass der Laplaceoperator, wenn er die Observable der kinetischen
Energie darstellt, als Operator im Hilbertraum und eben nicht als schwache Ableitung im
Distributionenraum fungiert. Andert man eine Wellenfunktion in einer Nullmenge, so lisst
das den zugehdrigen Zustand unberiihrt. Wird also die Schrédingergleichung durch den Sepa-
rationsansatz geldst, so erhidlt man genau dann einen physikalisches Zustand, wenn nicht ein
zwingendes Kriterium wie die Quadratintegrierbarkeit oder eben eine den Definitionsbereich
charakterisierende Randbedingung verletzt ist.

Es wire ja sonst auch nicht so recht klar, weshalb der Grundzustand ¥ (z) = Ce*”I”7 der
ja (wie auch die anderen s-Eigenfunktionen) nicht stetig differenzierbar ist, so offensichtlich
eine Losung sein soll; vgl. hierzu Beispiel 1.22.

8Wir wihlen die Einheiten so, dass i = m. = e = 1. In diesen Einheiten hat der Bohrsche
Radius 0,529 - 10~ 1m den Wert 1.
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also w’ = u~2. Da v im Unendlichen exponentiell abfillt, steigt v dort exponen-
tiell an, ist also nicht quadratintegrierbar.

Ist allerdings u lediglich eine verallgemeinerte Eigenfunktion (ein verallge-
meinerter Streuzustand also), so verfingt dieses Argument nicht, da v dann nur
sehr allméahlich abfillt. Noch wichtiger ist aber die Definition des Hamilton-
operators an sich. Denn nur abseits des Kraftzentrums ist diese offensichtlich,
und dies reicht im allgemeinen nicht aus, um einen selbstadjungierten Operator
festzulegen: Ist der Operator H auf dem Definitionsbereich

D(H) :={p € C5°(R®) : 0 ¢ supp ¢}

erklart durch

1 1
SAp(z) — ()|,
2 (B4l

so ist damit nicht offensichtlich, ob H wesentlich selbstadjungiert ist, d.h. ob
H™ selbstadjungiert ist (vgl. Beispiel 1.22).
Es lasst sich aber zeigen, dass

Hyp:=|z— —

e alle Elemente von Dy (A) stetig sind und dass

e die Einschrinkung H von H* auf diesen Bereich selbstadjungiert ist.

Die erste Behauptung folgt aus dem Sobolewschen Lemma.?

Theorem 4.1 (Sobolewsches Lemma) Fiir jedes m € N wird der m-te So-
bolewraum W,,(R?) definiert als der Raum aller temperierten Distributionen f
mit requldrer Fouriertransformierter f sowie der Eigenschaft, dass

If11Z, = /(1 + |12 | F ()] d*k < .

Fiir jedes k < m — s/2 gilt dann W,,, C C*(R™).

Auf einen allgemeinen Beweis wird hier verzichtet. Mit Zusatzannahmen ergibt
sich jedoch eine elementare Variante.

Lemma 4.2 FEs sei VU eine quadratintegrierbare und bis auf den Nullpunkt tiberall
glatte Funktion. Liegt ¥ im Definitionsbereich des Laplaceoperators, so ist W ste-
tig.

Bewezis.

e Es sei ¢ eine Testfunktion mit ¢(Z) = 1 fiir alle £ mit ||Z|| < e. Dann ist
U (1 — ¢) glatt und damit in D(A), also ist ¥ € D(A) genau dann, wenn
auch ¢ := U¢ € D(A). Wir nehmen an, das sei der Fall.

e Da der Tréiger von ¢ nach Konstruktion kompakt ist, besitzt ¢ eine glatte
Fouriertransformierte .

9siehe z. B. [13], Thm. IX.24 oder ein fast beliebiges Buch iiber partielle Differentialglei-
chungen.
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e Da wir annehmen, dass ¢ € D(A), gilt
[ 19N FR 5 < o

e Da ¢) andererseits glatt ist, folgt hieraus, dass ¥ beschrinkt ist.
e Die Fouriertransformierte einer beschrinkten Funktion ist stetig. ]

Dies beweist die erste Behauptung. Die zweite Behauptung lasst sich damit
begriinden, dass V := f% eine infinitesimale Stérung von T := f%A ist. Wie
das zu verstehen ist und warum hieraus die Selbstadjungiertheit von H folgt,
wird durch das Theorem von Kato und Rellich spezifiziert, das im Folgenden
bewiesen und angewandt wird.

Ist A ein abgeschlossener Operator, so ist per definitionem I'(A) ein abge-
schlossener Unterraum des Hilbertraumes H & H und damit selbst ein Hilbert-
raum. Ist nun B ein weiterer abgeschlossener linearer Operator in H mit D(A) C
D(B), so ist durch (z, Az) — (x, Bx) ein linearer Operator «(B) : T'(4) — I'(B)
definiert. Ist «(B) beschréinkt, so gibt es per definitionem ein ¢ > 0 mit

z[* + [|Bz|” < (|2]|* + | Az|®)  fiir alle x € D(A),
woraus insbesondere folgt, dass
|1Bz|| < c(||z| + ||Az]]) fiir alle z € D(A).

Definition 4.3 FEin linearer Operator B in H mit D(A) C D(B) heifit A-
beschrinkt, wenn es ein ¢ € RZ0 gibt mit

|1Bx|| < c(||Az| + ||z]]) fiir alle x € D(A).
Das Infimum aller a > 0, zu denen es ein b < oo gibt mit
|1Bz| < allAz|| + b||x]| fir alle x € D(A),

wird als die A-Schranke von B bezeichnet. Wenn diese Schranke Null ist,
dann wird B eine infinitesimale St6rung von A genannt, und man schreibt
B < A.

Ist a = 0 eine mogliche Wahl, so ist B natiirlich ein beschréankter Operator.

Theorem 4.4 (Kato, Rellich) Ist A selbstadjungiert und B ein A-beschrink-
ter symmetrischer Operator mit A-Schranke < 1, so ist der auf D(A) definierte
Operator A + B selbstadjungiert.

Der Satz von Kato und Rellich garantiert, dass zumindest in dem darin
beschriebenen Sinne Schrédingeroperatoren und die damit verbundenen Dyna-
miken stabil sind gegeniiber “infinitesimalen” Stérungen.

Fiir seinen Beweis wird etwas elementare Spektraltheorie benotigt. Wie oben
sei A wieder ein linearer Operator in H.
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Definition 4.5 A heifit invertierbar in B(H), wenn es ein A~' € B(H) gibt
mit A=Az = z fiir alle x € D(A) und mit AA= 'z = z fiir alle z € Ran(A).

Beispiel 4.6

Es sei v die normierte Gaufische Glockenkurve. Der auf ganz H definierte
beschrénkte Operator M., der Gaulschen Glockenfunktion ist nicht invertierbar
in B(H), der auf seinem maximalen Definitionsbereich definierte unbeschrinkte
Operator My, . (y)-1] ist invertierbar in B(H).

Ist A invertierbar in B(H), so ist A~! genau dann eindeutig bestimmt, wenn
Ran(A) dicht ist.

Lemma 4.7 Jeder in B(H) invertierbare Operator ist abgeschlossen.

Beweis. Ist A ein in B(H) invertierbarer Operator, so ist A~! beschriinkt,
wegen Lemma 3.2 also auch abgeschlossen. Definiert man, wie schon oben, den
Operator U : H® H — H & H durch U(z,y) := (y,z) auf D(U) = H & H, so
gilt

[(A) cUr(A™).
Da jedoch I'(A~1) abgeschlossen ist und da U in beiden Richtungen stetig (also
ein Homoomorphismus) ist, ist I'(4) = U(I'(A~!)) abgeschlossen. O

Definition 4.8 Die Resolventenmenge p(A) von A ist die Menge aller A € C
mit der Figenschaft, dass A — X in B(H) invertierbar ist. Die Funktion

p(A) > A= Ra(\) = (A—=\)"' € B(H)

wird die Resolvente von A genannt. Das Spektrum o(A) von A ist definiert
durch o(A) := C\p(A4).

Ist A nicht abgeschlossen, so folgt aus Lemma 4.7 sofort, dass p(A) = 0.
In den uns interessierenden Féllen wird A immer symmetrisch, insbesondere
also abschlieSbar sein. Wir werden im Folgenden daher immer stillschweigend
annehmen, dass A abgeschlossen ist.

Satz 4.9 p(A) ist eine offene Menge, und R4 ist eine analytische Funktion,
d.h. fir jedes \ € p(A) gibt es ein € > 0 und eine Folge (B,) in B(H) mit der
FEigenschaft, dass fiir jedes p € Bo(\) gilt

Ra(u) =Y B,(u—N\"

veEN
die Reihe konvergiert hierbei in der Operatornorm auf B(H).

Beweis.
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e Mit A € p(A) und g € Bjja—xy-1-1(A) gilt fiir jedes 2 € D(A)
(A — e = (1= (A= 0" (= N)(A— N == (1 - B)(A— N,

also ist A — p das Produkt des in B(H) invertierbaren Operators A — A
und des beschrénkten Operators (1 — B).

o Aus p € Bjjan)-1 -1 (A) folgt nun [p — A < [|(A — X)7H|~!, womit
Bl = [[(A—=X)"t(n— N <1, also liefert die Neumannsche Reihe

(1-B)'=>"B"

im Sinne der Normkonvergenz in B(H), denn

. ,_ 1B
181 < S IBI = oy

(geometrische Reihe) ist wegen || B|| < 1 endlich.'® Dies beweist, dass A—p
fiir jedes p € Bjja—x)-1)-1(A) invertierbar in B(H) ist und dass folglich
p(A) offen ist. a

Der vorangehende Satz zeigt gleichzeitig, dass o(A) eine abgeschlossene Teil-
menge von C ist.

Uber das Spektrum selbstadjungierter Operatoren kénnen wir nun zeigen,
dass es eine Teilmenge der reellen Achse sein muss. Wir gehen dabei in mehreren
Schritten vor.

Lemma 4.10 Ist A symmetrisch, so ist A — X fiir jedes A € C\R eine injektive
Abbildung von D(A) auf Ran(A—\). Auf D((A—X)"1!) = Ran(A — \) ist daher
(A—X)"1 definiert durch T((A—=X)"1) = U(T(A—=N)). (A—X\)"1 ist beschrinkt,
und

1A = N)7HE < [T (V)7

Man beachte, dass Ran(A — \) im Allgemeinen nicht dicht ist, vgl. nochmals
Theorem 3.11.
Beweis.

e Mit p :=Re(A) und g :=Im (X) gilt fiir jedes x € D(A)

I(A=Nz|? = (A= p—ip)z,(A—p—ipz)
=((A-p)z,(A—p)z) + (uz, pz)
+ip((z, (A = p)z) — (A = p)z, 7).

10Dass die Neumannsche Reihe das Inverse von 1 — B liefert, folgt aus

(1-B)Y B"=) (B -B"") =1,

v

beachte hierbei, dass die letzte Gleichheit die absolute Konvergenz der Neumannschen Reihe
ausnutzt. Dies beweist, dass R4 in [BH<A7>\)*1 -1 (M) analytisch ist, und da A € p(A) beliebig
ist, ist R4 analytisch in ganz p(A).
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e Da A und damit auch A — p symmetrisch ist, heben sich die Terme in der
letzten Klammer weg, so dass

(A = Nz[* = p?]|]|*.
e Fiir jedes y = (A — M)z € Ran(A — \) gilt also

1A =27 yll = llall < [ul = lyll,

damit ist (A — X\)~! beschrinkt, und [|(A — A)7Y| < |p| 7t

Satz 4.11 A ist genau dann selbstadjungiert, wenn o(A) C R.

Beweis. Ist A selbstadjungiert und ist ¢ € C\R, so folgt aus Theorem 3.12
und seinem Beweis, dass Ran(A 4 ¢) = H. Da nach Lemma 4.10 aber der auf
Ran(A + () erklirte Operator (A + ¢)~! beschrinkt ist, ist A + ¢ invertierbar
in B(H), so dass ¢ € p(A). Die Bedingung ist also notwendig. Dass sie auch
hinreichend ist, folgt ebenfalls aus Theorem 3.12.

O

Beweis von Theorem /4.4. Aus den Voraussetzungen folgt unmittelbar, dass
der auf D(A) erkliarte Operator A + B symmetrisch ist. Wegen Theorem 3.11
geniigt es daher zu zeigen, dass es ein € > 0 gibt mit der Eigenschaft, dass
Ran(A + B +ie) = H. Wir zeigen dies fiir den Operator A + B + ie; der andere
Fall ist analog.

e Da A nach Voraussetzung selbstadjungiert ist, gilt wegen Korollar 3.12
bereits Ran(A + i) = H.

e Aus demselben Korollar folgt, dass D(A +ig)~! = ‘H, und da andererseits
Ran((A +ie)™1) = D(A +i€) = D(A) € D(B),
ist die folgende Zerlegung von A 4+ B + ie sinnvoll:

(A+ B +ie)r = (14 B(A+ie) ") (A +ie)x
=:C.

=: (1+Co)(A+ie)x
fir alle x € D(A) = D(A+ B) und fiir alle € > 0.

e Da (A+ie) bereits ein Inverses in B(H) besitzt, bleibt zu zeigen, dass auch
auch 1+ C. ein Inverses in B(H) besitzt, denn dann ist der beschrinkte
Operator (A +ie)~1(1 + C.)~! invers zu A + B + ie.

e Hierfiir wiederum ist hinreichend, dass C. beschénkt ist mit ||C.| < 1,
denn dann liefert die Neumann-Reihe den gesuchten zu 1 + C. inversen
beschrankten Operator. Dies lasst sich folgendermaflen zeigen:
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— Da B nach Voraussetzung A-beschrinkt ist, gibt es a,b > 0 mit

ICeall = |B(A +ie) ™ x|l < a]|A(A + ie) ™ x| +b |(A + ie) "] .

=T =:Ts

(2)

— Da A nach Voraussetzung selbstadjungiert ist, folgt aus Theorem

3.11, dass Ran(A + ic) = H, also ist 2z := (A + ie) "'z ein Element
von D(A).

— Da A insbesondere symmetrisch ist, gilt
(A + ie)2]|* = || A2|* + €*|12]1%,
— womit

T} = [|A(A +ie) ™ e = || Az|)?
= || (A +ie)z || — ®[|2]* < [|=]I?,
————
=x
also Ty < ||z|.

— Wegen Lemma 4.10 gilt andererseits ||(A + i) 7| < e7! fiir jedes
e > 0, woraus sofort Ty < e~ !||z|| folgt.

— Einsetzen in Ungleichung (2) ergibt unn ||C.z|| < (a + be™1)||z]|.

— Da die A-Schranke von B kleiner als 1 ist, kann ¢ < 1 ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit angenommen werden. In diesem Fall
folgt aber fiir alle € > b/(1 — a), dass |C.|| < 1.

O

Mit Hilfe dieses Satzes kann jetzt gezeigt werden, dass der oben definierte
Operator H selbstadjungiert ist, damit eine Zeitentwicklung erzeugt und des-
halb als Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms zu betrachten ist. Hierzu sei
T = —%A auf dem maximalen Definitionsbereich von A definiert. T' geht aus
dem Multiplikationsoperator mit der reellwertigen Funktion k +— f%|k|2 durch
Fouriertransformation hervor und ist daher selbstadjungiert. Der Operator V'
der Multiplikation mit der ebenfalls reellwertigen Funktion —ﬁ ist auch selbst-
adjungiert, und D(T) C D(V), da Vo fiir jede stetige quadratintegrierbare
Funktion ¢ quadratintegrierbar ist.

Sobald also gezeigt ist, dass V < T, folgt, dass H = T + V definiert auf
D(T) selbstadjungiert ist.

Satz 4.12 V < T, d.h. es gibt zu jedem a > 0 ein b < oo mit der Figenschaft,
dass
[V < al| AW[| + ][ ¥].

Beweis. !

11ygl. [6], Lemma 1.6.4. In der Vorlesung wurde anders und aufwendiger argumentiert.
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e Fiir jedes a@ < 1 und jedes 8 > 0 gibt es ein 7 < co mit der Eigenschaft,
dass =% < Bx + v fir alle z > 0.

e Fiir jedes § > 0 ist die durch fs5(k) := (14 ||k[)~%~° definierte Funktion
quadratintegrierbar.

e Es sei U eine Wellenfunktion aus dem maximalen Definitionsbereich von
A. Dann ist die Fouriertransformierte ¥ fiir jedes § < % im maximalen
Definitionsbereich des Multiplikationsoperators mit der durch gs(k) :=

(f5(k))~! definierten Funktion enthalten.

1

o Ist nun 0 < 6 < 7,

v < 0o gibt mit
VI < (VI = [Vl < [V lgs Pl
——
=:C
= C [k (14 k2T ()|

so folgt mit a := % + 4, dass es zu jedem (§ > 0 ein

<Ok (B0 + K1) +7) TG
< 0C |k = IKIZE )|+ (5 +7) |20
= BCIAY] + (8+ 7).

o ( ist fest und g > 0 ist frei wéhlbar, also ist a := BC frei wahlbar. Dann
erfiillt b := B + v die behauptete Bedingung. o

5 Selbstadjungierte Erweiterungen symmetrischer
Operatoren

Im Folgenden sei A ein symmetrischer Operator in einem Hilbertraum H.
Satz 5.1 Fiir jedes ¢ € C\R gilt
dim Ker(A* — ¢) = dim Ker(A* — si),
wobei s := sgn(Im ().
Beweis.'? Wir zeigen, dass
dim Ker(A™ — ) = dimKer(A* — ({ + 7))
fir alle n € C mit || < |Im (¢)]
e Es geniigt zu zeigen, dass

dimKer(A* — ¢) > dimKer(4* — (( + 7))
fiir alle n € C mit |n| < |[Im (¢)|.

2siehe auch Thm. X.1 in [13].
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e Angenommen also, es gebe ein 7 mit |n| < [Im (¢)|, fiir das
dim Ker(A™ — ¢) < dimKer(A* — (¢ +n)).

Dann gibt es in Ker(A* — (¢ + 7)) einen zu Ker(A* — ¢) orthogonalen
Einheitsvektor u.

e Da A dicht definiert ist, folgt aus Lemma 3.6, dass u in

Ker(A* — ()" = Ker((4 — {)")* = Ran(4 - {) = D((A - ¢)71)
liegen muss.
e Da A symmetrisch ist, folgt aus Lemma 4.10, dass einerseits
I ¢] ™! > [[(A = Q)7 = [(u, (A = ) )| =t [{u, 2)],

wahrend andererseits

0= ({(A" = (C(+n)u,z) = (u, (A = Q)z) = 7(u, ) = 1 = 7(u, z).

Dies steht aber im Widerspruch zu der Annahme, dass |n| < [Im (¢)|.

O

Korollar 5.2 Ist A nicht wesentlich selbstadjungiert, so ist das Spektrum von
A entweder R + iRZ° oder R — iRZ° oder C.

Definition 5.3 Die Riume Ky := Ker(A* F1i) werden die Defektrdume von
A genannt. Ihre Dimensionen (ny,n_) werden als Defektindizes oder auch
Defektzahlen bezeichnet.

Die Defektzahlen sind nicht notwendigerweise endlich; Beispiele mit endlichen
Defektzahlen spielen jedoch eine grofie Rolle in den Anwendungen; sie haben,
wie wir im Folgenden sehen werden, die Eigenschaft, dass es bei der Suche nach
selbstadjungierten Erweiterungen endlich viele Freiheitsgrade gibt.

Die auf K4 definierten Operatoren Ky := A*|, sind Multiplikationsope-
ratoren mit +¢ und besitzen die Graphen I'(K ) := {(x, fiz) : z € K1}, die
selbstverstandlich abgeschlossen sind.

Lemma 5.4 Ist A abgeschlossen, so gilt in dem Hilbertraum H & H

T(A*) =T(A) & T(K,) & T(K_).

Beweis.!?

e Da A*, A und Ky abgeschlossene Operatoren sind, sind I'(4*), T'(A4) und
T'(K 1) abgeschlossene Unterrdume von H @& H.

13vel. auch S. 139 in [13].
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e Dass I'(A) L T'(K;) L I(K_) L T'(A), zeigt man durch direktes Nach-
rechnen: Ist (z, Az) € T'(4) und (v,iv) € I'(K}), so gilt

((z, Az), (v,iv)) = (z,v) + (Az, v) = (x,v) + (x, A"v) = 0;

ist (w, —iw) € T'(K_), so zeigt man (z, Az) L (w, —iw) auf dieselbe Weise,
und mit
((v,v), (w, —iw)) = (v, w) + (iv, —iw) =0

ist man fertig.

e Zu zeigen bleibt, dass jedes zu I'(A) und T'(K 1) orthogonale (z, A*z) €
T'(A*) der Nullvektor sein muss. Es sei also (z, A*x) € T'(A*) orthogonal
zu I'(A), T(K4) und T(K_)

— Da (z, A*x) L T'(A) nach Voraussetzung, gilt fiir jedes z € D(A)
0= {(z,A%x), (2, A2))
= (z,z) + (A"x, Az)
also ist A*x € D(A*), und
0=(A"A"+ 1)z = (A" +1i) (A" — i)z,

dh. (A* — i)z e K_.

— Da (z,A*z) L T'(K_) nach Voraussetzung, folgt fiir jedes u € K_
aus
0= {(u, A*u), (z, A2)) = (u,x) + i{u, A*x),

dass
(u, (A" = d)z) = (u, A*z) — (u,iz) =0,

dh. (A* —i)z € KL,

— Damit ist bewiesen, dass (A* — i)z € K_ N K+ = {0}, folglich ist
x € Ker(A* — i) = K.

— Auf dieselbe Weise lésst sich jedoch zeigen, dass z € Ker(A* +14) =
K_. Da aber K NK_ = {0}, folgt hieraus z = 0.

O

Es sei nun A ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Wenn seine De-
fektzahlen miteinander iibereinstimmen, so sind die Defektrdume isomorph. Fiir
jeden unitdren Operator U : K — K_ ist dann auf dem Definitionsbereich

D(Ay) :=={z+v+Uv: z€ D(A),veKy}
eine Erweiterung Ay von A definiert durch

Ay(x +v+Uv) = A"(x + v+ Uv) = Az + iv — iUv.
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Satz 5.5 Ay ist selbstadjungiert.

Beweis.

e Ay ist symmetrisch, denn fiir beliebige Elemente z+v+Uv und z+w+Uw
von D(Ay) gilt

(Av(x+v+Uv),z4+w+Uw) = (A" (x + v+ Uv),z +w+ Uw)
=(x+v+Uv, Az) +(Az + iv — iUv,w + Uw)
T
=T + (z, A" (w + Uw)) +(iv — iUv,w + Uw)
T
=T + T + (v, —iw) + (Uv,iw) + (v, —iUw) + (v, iw)
=T+ To+ (v+Uv, A" (w+ Uw))
=(x+v+Uv, Av(z +w + Uw)),
dh. AC Ay C A}, C A",

e Dass Ay wesentlich selbstadjungiert ist, folgt aus Theorem 3.11 durch
Berechnen von Ran(Ay =+ 4). Fiir jedes « + v + Uv € D(Ay) gilt némlich

(Au +i)(z+v+Uv) = Az +iv — iUv + iz + iv + iUv
= (A + i)z + 2iv,

woraus folgt, dass
Ran(Ay + i) = Ran(A + i) + Ker(A* — i) = Ran(A + i) + Ran(A + i),
und dies ist ein dichter Unterraum.
e Es bleibt zu zeigen, dass Ay abgeschlossen ist.
— Hierzu bemerken wir, dass
I'(Ay) = T'(4) + I(Kv),

wobel

NKy) ={(v+Uv,A"(v+Uv)) : v e Ki}.

— Da Ky beschrinkt ist, ist Ky abgeschlossen, da auch I'(A) abge-
schlossen ist, muss I'(A) + I'(Ky) abgeschlossen sein.

Ay ist somit wesentlich selbstadjungiert und abgeschlossen, also selbstad-
jungiert.

O

Umgekehrt kann man zeigen, dass alle selbstadjungierten Erweiterungen ei-
nes symmetrischen Operators von dieser Form sein miissen.
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Satz 5.6 Ist A abgeschlossen und B eine selbstadjungierte Erweiterung von A,
so gibt es einen unitdren Operator U : Ky — K_ mit B = Ay.

Beweis.

e Da B eine symmetrische Erweiterung von A ist, gilt
ACBcCDB*CA”",
also gilt D(B) C D(A").

e Fiir jedes z € D(B) gibt es daher ein 2z € D(A) sowie v,w € K1 mit
z=xz+v+we D(B).

e Wihlt man z,z,v und w in dieser Weise, so gilt

0=(Blz+v+w),z+v+w)—(x+v+w Blx+v+w))
=(Az+iv—iw,z+v+w) — (r+v+w, Az + v — iw)
= (Az,z) — (x, Az) + (Az,v + w) — (z, A" (v + w))
-0 =0
+ (iv,v) — (iw, w) — (v,iv) + (w, iw)

= 2i([|w]* — [|v]*).

v und w haben also die gleiche Lange.

e Da z in der soeben gezeigten Identitiat gar nicht mehr auftaucht, kann es
zu jedem v € K maximal ein w, € K_ geben mit der Eigenschaft, dass es
ein x € D(A) gibt mit  +v +w, € D(B), und es kann zu jedem w € K_
maximal ein v,, € K_ geben mit der Eigenschaft, dass ein z € D(A)
existiert mit « + v, + w € D(B). Dies definiert in eindeutiger Weise einen
unitdren Operator U : v — w, von einem abgeschlossenen Unterraum
D(U) von K, auf einen abgeschlossenen Unterraum Ran(U) von K_.

e Zu jedem z € D(B) gibt es somit ein € D(A) und ein v € D(U) mit
z = x+v+Uv. Zu zeigen bleibt, dass D(U) = K, dass also insbesondere

I'(B) =T'(4) © T'(Kuv),
wobei D(Ky) = {(v,Uv): ve D(U)}.

e Da D(U) abgeschlossen ist, muss es anderenfalls einen Vektor v € Ky
geben mit der Eigenschaft, dass (v, A*v) L I'(B). In diesem Fall gilt aber
fiir jedes © +w + Uw € D(B)

0={((v,4A"),(z+w+ Uw,B(z +w + Uw)))
= (v,z +w+ Uw) + (iv, B(x + w + Uw))
=—i({(—iv,z +w+ Uw) + (v, Blx + w+ Uw))),

womit folgt, dass v € D(B*) = D(B).
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e Da aber v L D(B) nach Voraussetzung, folgt v = 0.

O

Die Observablen Impuls und Energie des freien Teilchens, des Teilchens
vor einer Wand sowie des Teilchens im Kasten werden nun hinsichtlich ihrer
moglichen Darstellungen als selbstadjungierte Operatoren untersucht. Dabei
wird jeweils von den iiblichen Differentialoperatoren ausgegangen; die negati-
ven Vorzeichen werden jedoch ignoriert; dies erleichtert die Ubersicht.

Beispiel 5.7 (Impuls eines Teilchen auf einer Geraden)

Auf dem Definitionsbereich D(P) := D; der Testfunktionen auf der Geraden
sei der hermitesche Differentialoperator P definiert durch Py := i¢’. Die Dif-
ferentialgleichungen iu’ = +iu besitzen die Losungen uy(z) := e*?. Diese sind
nicht in L?(R) enthalten, also hat P die Defektzahlen (0,0) und ist wesentlich
selbstadjungiert. P* ist der Abschluss und damit die einzige selbstadjungiert
Erweiterung von P. O

Beispiel 5.8 (Impuls eines Teilchens vor einer Wand)

In dem Hilbertraum L2(RZ°) eines Teilchens vor einer undurchdringbaren
Wand ist auf dem Definitionsbereich D(P) := C§°(R>°) ein symmetrischer Ope-
rator P definiert durch Py := iy’

Die Einschrinkung ¥_ := u_|g>o ist im Definitionsbereich von P* enthalten;
die Einschrinkung ¥, := u |g>0 hingegen ist nicht einmal quadratintegrierbar.
Somit ergeben sich die Defektzahlen zu (0, 1), und P kann keine selbstadungier-
ten Erweiterungen besitzen. m]

Beispiel 5.9 (Impuls eines Teilchens im Kasten)

In dem Hilbertraum L?([—1,1]) eines Teilchens in einem eindimensionalen,
mit undurchdringbaren Winden versehenen Kasten und auf dem Definitionsbe-
reich D(P) := C§°((—1,1)) der Testfunktionen mit von den Winden getrenntem
Triger ist der Differentialoperator P definiert durch Py := ip”.

Beide Funktionen W := u+|[_y 1) sind Elemente von D(P"), 16sen die Ei-
genwertgleichung P*W, = 440, und spannen somit zwei eindimensionale De-
fektrdume auf. Dies ergibt Defektzahlen (1,1) also besitzt P selbstadjungierte
Erweiterungen.

Zu jedem unitiiren Operator U : K, — K_ gibt es genau ein w € S! mit
der Eigenschaft, dass UV, = wW¥_. Man erhilt also

DPy)={¢p+a¥; +wa¥_: ¢ € D(P), a€C}.
Fiir jedes Element ¥ von D(P ;) gilt also
T(1) = (T4 (1) +w¥_(1) = (T (=1) + wly(-1)) = w T(-1).

Man priift nun nach, dass der Abschluss P, dieses Operators den Definitions-
bereich
D(P,):={V: DU c L* ¥(-1) =w?¥(1)}
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besitzt. Mit der Wahl w = 1 ist eine periodische Randbedingung méglich.

Die Wirkung der durch P, erzeugten einparametrigen Gruppe eoPo g R,
ist nun leicht zu errechnen. Da der Impulsoperator im Inneren des Kastens
Translationen erzeugt und da e~ D(P,) = D(P,) gelten muss, folgt aus der
Randbedingung, dass (e 2% (z)) = w¥(x).

Die Wahl w = 1 ergibt periodische Randbedingungen, und P; kann als der
Drehimpulsoperator eines Teilchens auf dem Kreis betrachtet werden.

Es gibt allerdings kein w, mit dem der Wahrscheinlichkeitsstrom jy(z) :=
(U (z)P(z) — U(x)T(x)) an den Winden fiir alle Elemente des Definitions-
bereiches D(P,) verschwindet — was er sollte, will man die Wénde des Ka-
stens als solche interpretieren. Das ist die zwingende Konsequenz der fehlenden
Translationsinvarianz. Die Operatoren P,, sind somit nicht als Impulsoperato-
ren im Kasten zu betrachten. Allerdings ist es sinnvoll, den Operator P; als den
Drehimpulsoperator auf dem Kreis aufzufassen, da dieser die zum Drehimpuls
gehorende Rotationssymmetrie aufweist. ]

Beispiel 5.10 (Energie eines freien Teilchens auf einer Geraden)

Auf dem Definitionsbereich D(T) := D; sei der symmetrische Operator T
definiert durch ¢ := ¢”.

Mit den Bezeichnungen /£ := e/ findet man, dass der zweidimensiona-
le Losungsraum der gewohnlichen Differentialgleichung u” = iu durch die Funk-
tionen ut(z) := eV?® und u, (z) := e~V aufgespannt wird. Der Losungsraum
der Gleichung u” = —iu, wird durch die Funktionen v~ (z) := Y~ und
u_(x) := e~Viz aufgespannt. Keine dieser Funktionen ist allerdings quadrat-
integrierbar, somit besitzt T die Defektzahlen (0,0) und ist folglich wesentlich
selbstadjungiert. Der Definitionsbereich des Abschlusses T von T ist der Raum
aller ¥ € D(T™), fiir die T*V¥ € L%(R).

T ist zu unterscheiden vom Laplace-Operator! Dieser definiert sich iiber die
schwache Ableitung und ist nicht selbstadjungiert; vgl. Beispiel 1.22 O

Beispiel 5.11 (Energie eines Teilchens vor einer Wand.)

Auf dem Definitionsbereich D(T) := C§°(R>°) ist der symmetrische Opera-
tor T definiert durch Tp = ¢".

Die Defektriume sind eindimensional und werden aufgespannt durch die
Funktionen ¥y := uy|g>g, wobei ux gewihlt werden wie oben. Es gilt némlich
fiir jedes ¢ € D(T)

/‘l/i(m)go”(x) dx = —\/E)/Wi(x)gp'(m) dx = ii/\lfi(x)go(m) dx;

die Randterme verschwinden wegen 0 ¢ suppy. Die Funktionen u®|g=o sind
nicht quadratintegrierbar. Die Defektzahlen (1, 1) stimmen also iiberein, folglich
besitzt T selbstadjungierte Erweiterungen.

Wie in Beispiel 5.9 ist jeder unitéire Operator U : K1 — K_ von der Gestalt
a¥ | — w¥_, wobei w € S'. Somit folgt

D(Ty)={¢+a¥, +wa¥_}.
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Fiir w = —1 erhélt man die Dirichletsche Randbedingung.
Fiir w # —1 erfiillen und jedes ¥ € D(T;) ist der Parameter

T’(0) 4 Imw
Ao = Y .
v (0) * 1+ Rew

reellwertig. Die Reellwertigkeit dieses Quotienten ist allgemein hinreichend und
notwendig dafiir, dass der Wahrscheinlichkeitsstrom an der Wand verschwindet;
alle selbstadjungierten Erweiterungen von 71" kénnen also als Energieoperatoren
interpretiert werden. Die Randbedingung héngt ab sowohl von den Eigenschaf-
ten der Wand als auch von denen des Teilchens.

Wir kennzeichnen den (selbstadjungierten) Abschluss des (wesentlich selbst-
adjungierten) Operators T';; mit T,,. Der Definitionnsbereich der jeweiligen Er-
weiterung ist nun der abgeschlossene Unterraum von D(T'), die der entsprechen-
den Randbedingung geniigen.

Fir Imw > 0 ist A < 0. In diesem Fall besitzt das System genau einen
gebundenen Zustand; dieser wird durch die Wellenfunktion ¥y (z) := e~ ** be-
schrieben und besitzt die Energie —A?. Die Wand ist in diesem Fall also als
anziehend zu betrachten; je kleiner A\ wird, umso stirker die Anziehung.

Analog ist die Wand fiir A > 0 als abstoflend betrachten, und zwar umso
starker, je grofler A ist; der Fall A = 0 entspricht der Neumannschen Randbe-
dingung, die eine sich neutral verhaltende Wand beschreibt.

A charakterisiert also das Zusammenspiel der Eigenschaften des Wandmate-
rials mit den Eigenschaften des Teilchens. Es ist von fundamentaler Bedeutung
fiir die Dynamik des Systems.

Der Grenzfall der Dirichletschen Randbedingung beschreibt die unendlich
stark sbstoffende Wand. Es gibt keinen gebundenen Zustand, und die Wahr-
scheinlichkeitsdichte am Ort der Wand verschwindet. m]

Beispiel 5.12 (Energie eines Teilchens im Kasten)

Auf D(T) := C§°((—1,1)) ist der Operator T definiert durch Ty := ¢". Die
Funktionen U := “i|[—1,1] sind allesamt enthalten in D(T™), somit erhélt man
die Defektzahlen (2,2), und T muss selbstadjungierte Erweiterungen besitzen.

Fiir jeden unitdren Operator U mit Matrixelementen a, b, ¢,d € C gilt nun

D(Ty)={e+a¥T + 3, + (ac+bB3)¥™ + (ca+dB)¥_, a,3 € C}. (3)

Die zuldssigen Kombinationen von Koeffizienten einer unitiren Matrix sind recht
vielgestaltig und werden hier nicht alle besprochen.

In dem einfachen Fall, dass a = d = +1, geht man vor wie oben, benutzt
U*(1) = U4 (—1), und erhilt periodische bzw. antiperiodische Randbedingun-
gen fiir sowohl die Wellenfunktionen im Definitionsbereich als auch deren 1.
Ableitungen. Wie beim Impuls lédsst sich der Fall der periodischen Randbedin-
gen zum Laplace-Operator auf dem Kreis “umbiegen”.

Da die Absolutbetriige von ¥ (1) = exp((1+1)/v/2) und ¥~ (1) = exp((1 —
i)/\/2) sowie die Betriige von W (1) = exp((—1—i)/v/2) und ¥_ (1) = exp((—1+
i)/v/2) iibereinstimmen, erhilt man mit a := exp(iv/2) und d = exp(—iy/2)
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Dirichletsche Randbedingungen. Auch Neumannsche Randbedingungen lassen
sich durch geeignete Wahl von a und d realisieren.

Fiir die Frage, inwiefern eine selbstadjungierte Erweiterung von T als Energie
eines Teilchens im Kasten zu interpretieren sei, ist jedoch das Verschwinden
des Wahrscheinlichkeitsstroms an den Wénden entscheidend. Ist daher T eine
beliebige selbstadjungierte Erweiterung von 7' mit dieser Eigenschaft, so gibt
einen rellen Parameter A mit A = ¥’(1)/¥(1) fiir alle ¥ € D(T), oder es gilt die
Dirichletsche Randbedingung, die wir mit “A = c0” kennzeichnen. Entsprechend
legt ein Parameter u € RU {oco} die Randbedingung an der Stelle —1 fest.

Fir g, A € RU {oo} sei nun D, der Raum aller Elemente von T, die den
durch g und A festgelegten Randbedingungen geniigen, und auf D, sei der
Operator Ty,» := T%|p,,, definiert.

Der Definitionsbereich von 7', ist jedoch kleiner als der von T*. Insbeson-

dere erhilt er nicht die Funktionen ¥E. Will man néimlich vorgehen wie in den
diversen Fillen fiir P und T, so wird man hier mit dem Problem konfrontiert,
dass beim partiellen Integrieren die Randterme nicht mehr verschwinden. T :A

ist also wesentlich selbstadjungiert. a

Jochen Zahn und Reinhard Lorenzen mochte ich fiir die griindliche Durch-
sicht wesentlicher Teile dieses Manuskripts danken. Fiir Hinweise auf mogliche
Fehler bin ich jederzeit dankbar.
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