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KAPITEL 1

Struktur der Quantenmechanik

1. Observable und Zustinde

Der auffélligste Unterschied zwischen der Quantenphysik und der
klassischen Physik ist, dass auch bei optimaler Préparation eines Sy-
stems und optimaler Messung die Messergebnisse statistisch schwan-
ken. In der klassischen Mechanik hingegen ist bei Angabe eines Punktes
im Phasenraum der Wert jeder Observable eindeutig bestimmt, sodass
diese als Funktionen auf dem Phasenraum aufgefasst werden konnen.

Grundlegend fiir die Quantentheorie ist, dass reelle Observable durch
selbstadjungierte Hilbertraumoperatoren beschrieben werden. Ein Hil-
bertraum ist ein komplexer Vektorraum mit einem positiv definitem
Skalarprodukt, der vollstédndig beziiglich der durch das Skalarprodukt
definierten Topologie ist. Operatoren sind lineare Abbildungen des Hil-
bertraums in sich. Sie sind stetig, wenn sie auf der Einheitskugel be-
schriankt sind. Obwohl das fiir die Anwendungen nicht ausreicht, wollen
wir zundchst nur beschrinkte Operatoren betrachten. Die Norm eines
Operators ist definiert durch

141l = sup [lAw] .
[lell=1
Die Menge der selbstadjungierten beschrankten Operatoren eines Hil-
bertraums ist ein reeller Banachraum. Das Spektrum eines Operators
A ist die Menge der komplexen Zahlen A, fiir die A — A1 kein be-
schrianktes Inverses besitzt. Fiir selbstadjungierte Operatoren A liegt
das Spektrum auf der reellen Achse, und es gilt
[Al = sup  [A]. (L1)
A€spectrum(A)
Dieser Sachverhalt ist die Grundlage fiir den Funktionalkalkiil fiir selbst-
adjungierte Operatore. Zunéchst betrachtet man Polynome eines Ope-
rators. Ist p(z) = ZQLO a2z mit a, € C und ax # 0 ein Polynom.
Dann definiert man p(A) = 3> a,A". Man verifiziert dann, dass das
Spektrum von p(A) aus der Menge der komplexen Zahlen p(A) mit
A € spectrum(A) besteht (Ubungsaufgabe 1). Ist A selbstadjungiert
und p ein Polynom mit reellen Koeffizienten a,,, dann ist p(A) selbst-
adjungiert. Daraus folgt, dass fiir zwei reelle Polynome py, py gilt
[lp1(A) = p2(A)]| < s p1(z) — pa(2)] - (1.2)
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6 I. STRUKTUR DER QUANTENMECHANIK

Nach dem Satz von Weierstrass lésst sich jede stetige Funktion auf
einem kompakten Intervall der reellen Achse gleichméflig durch Poly-
nome approximieren. Da der Raum der selbstadjungierten Operatoren
beziiglich der Operatornorm vollsténdig ist, gibt es zu jeder stetigen
reellen Funktion f einen eindeutig bestimmten selbstadjungierten Ope-
rator f(A). Dieser wird definiert durch

f(A) =limp,(A) ,
wobei (p,,) eine beliebige Folge von Polynomen ist, die auf dem Spek-
trum von A gleichméfig gegen f konvergiert.

Physikalisch werden die Punkte des Spektrums als die moglichen
Messergebnisse interpretiert. Der Ubergang zu einer Funktion des Ope-
rators ist daher nichts anderes als eine Umparametrisierung der Mess-
ergebnisse.

Zustande lassen sich als Praparationsvorschriften am zu untersu-
chenden System auffassen. Bei gegebener Observable liefern sie ein
Wahrscheinlichkeitsmafl p. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R ist eine
Abbildung i von der Menge der Intervalle in das Einheitsintervall [0, 1]
mit der Normierungsbedingung p(R) = 1, sodass fiir eine hochstens
abzahlbar unendliche disjunkte Zerlegung eines Intervalls I = vazl 1;,
N € NUoo, I; NI; = 0 fir i # j die Additivitdtsbedingung (o-
Additivitét) gilt

p(1) = 3" p(l) (1.3)

w(I) wird als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, dass das betrachtete
Ereignis im Intervall I liegt. Mit Hilfe eines Wahrscheinlichkeitsmafles
lassen sich Integrale stetiger beschrinkter Funktionen f als Limites
von Riemann-Summen erkldren. Der Wert des Integrals wird als der
Erwartungwert der Zufallsvariablen f(z) interpretiert.

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl wird eindeutig durch die Erwartungs-
werte aller stetigen Funktionen f charakterisiert,

[ f@duta) = (5) (14)
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Messwert einer Observablen A im In-

tervall [a, b] liegt, ergibt sich als
p(la, b]) = inf(f(A))

wobei das Infimum iiber alle nichtnegativen stetigen Funktionen f ge-
bildet wird, die auf dem Intervall [a, b] gleich 1 sind.

Fiir kommutierende Operatoren A, B gibt es dementsprechend ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf R?, das durch die Erwartungswerte

/ f(x.y)dp(z.y) = (f(A, B)) (15)

charakterisiert wird.
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Die wesentliche Struktur des Zustandsraums der Quantentheorie
besteht darin, dass dieses Erwartungswertfunktional zu einem linea-
ren Funktional w auf dem Raum aller Observablen ausgedehnt wer-
den kann. Dieses Funktional muss die beiden folgenden Bedingungen
erfiillen:

w(l)=1
w(A) >0, falls A>0

Hierbei heifit ein selbstadjungierter Operator positiv, falls sein Spek-
trum keine negativen Zahlen enthélt.
Beispiele fiir Zusténde sind die Vektorzusténde

de(A) = (wv A¢)

mit einem Einheitsvektor ¢ des Hilbertraums.
Der Raum der Zusténde ist konvex, daher erhélt man weitere Zusténde

durch
w = Z )\Zw%

mit A; > 0, >_ \; = 1 und Einheitsvektoren ;. Diese Zustande lassen
sich durch Dichtematrizen p beschreiben,

wy(A) =trpA

wobei p ein positiver Operator mit Spur gleich 1 ist. In Dirac-Notation
ergibt sich der Zusammenhang

p=> Ml (W] .

Die Vektoren ¢; bilden hierbei nicht notwendig ein Orthonormalsystem.
Die Spur eines positiven Operators T ist definiert durch

T = (¢ Te:)

mit einer beliebigen Orthonormalbasis (¢;). Auf einem unendlich di-
mensionalen Hilbertraum kann die Spur auch den Wert oo annehmen.
Die positiven Operatoren mit endlicher Spur erzeugen einen komplexen
Unterraum von B($)), den Raum der Spurklasseoperatoren. Auf diese
Raum kann die Spur eindeutig durch die obige Vorschrift ausgedehnt
worden. Die Spurklasseoperatoren bilden ein beidseitiges Ideal, daher
ist die angegebene Vorschrift zur Berechnung der Erwartungswerte fiir
beliebige beschrinkte Operatoren sinnvoll.

Als ein Beispiel betrachten wir ein Spin—%-System. Der zugehori-
ge Hilbertraum ist C2, die Observablen sind die hermiteschen 2 x 2-
Matrizen. Diese lassen sich in der Form A = al + ﬁ o darstellen, mit
a € R, 5 € R? und den Paulimatrizen

(00w



8 I. STRUKTUR DER QUANTENMECHANIK

Zusténde w sind eindeutig durch ihre Werte auf den Paulimatrizen
bestimmt,

wA) =a+g3-i,teR®. (L.7)

Das Spektrum von A besteht aus den beiden Eigenwerten o+ |]. A ist
also positiv, wenn | 5 | < a. Die Positivitédtsbedingung an w ist erfiillt
fiir |77] < 1. Die Menge der Zustaénde kann daher mit den Punkten der
Einheitskugel im R? identifiziert werden.

Die Menge der Zustande ist konvex, d.h. mit zwei Zustinden wy, wo
sind auch alle Punkte auf der Verbindungslinie,

w=w;+ (1 —=Nw2, A€ (0,1) .

Zusténde, erfiillen also die Normierungs- und die Positivitatsbedin-
gung. Zustéinde, die sich als konvexe Kombination zweier verschiedener
Zusténde darstellen lassen, nennt man gemischt, diejenigen, fiir die eine
solche Zerlegung nicht existiert, rein. Die reinen Zustédnde sind die Ex-
tremalpunkte der konvexen Menge aller Zustdnde. Im Fall des Spin—%-
Systems bilden die reinen Zusténde die Oberfliche S? der Einheitskugel,
die gemischten Zustinde das Innere. Ein wesentliche Eigenschaft der
Quantenmechanik ist, dass die gemischten Zusténde viele verschiedene
Darstellungen als konvexe Kombinationen reiner Zusténde besitzen.

Einheitsvektoren z = < zl ) € C? induzieren reine Zusténde,
2

(2,82)] = (|21]*—|22*)*+ (Z1224+7221) = (F122—Z221)° = (|21 [*+]22]?)* = 1

Dabei induzieren Einheitsvektoren, die sich nur um einen Faktor %,
¢ € [0,27) unterscheiden, denselben Zustand.

2. Zeitentwicklung

Die zeitliche Entwicklung der Observablen wird durch die Heisen-

berggleichung

d
S A) = i[H, A()]
beschrieben. Hierbei ist H ein selbstadjungierte Operator. Mit Hilfe

des Funktionalkalkiils kénnen wir die Operatoren
U(t) = !

definieren. Diese Operatoren sind unitdr und erfiillen die Gleichung
U(t)U(s) = U(t+s). Damit lautet die Losung der Heisenberggleichung

A(t) = Ut)A0)U(—t)

Wenn H unbeschriankt ist (dies ist in den meisten Anwendungen der
Fall), ist die Heisenberggleichung nicht immer wohldefiniert. Wenn H
jedoch selbstadjungiert ist, so ist U(t) wohldefiniert, erfiillt die Grup-
penrelation und ist stark stetig, d.h. ¢t — U(¢)V ist stetig fir alle U € §.
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Die Selbstadjungiertheit von H ist nicht nur hinreichend, sondern auch
notwendig fiir die Existenz der unitdren 1-Parametergruppe (U(t)).

THEOREM I.1. (Satz von Stone): Sei (U(t))ier eine Familie von
unitdren Operatoren mit den Eigenschaften

Ut)U(s)=U(t+ s)
U0) =1
t— U(t)V ist stetig fiir alle U € 9 .

Dann existiert ein selbstadjungierter Operator H mit Definitionsbe-
reich

D(H) ={¥ € 9|t — U(t)V ist differenzierbar bei t =0 } ,

und es gilt
HY = %%U(t)\mf,zo , Ve D(H) .

Wir besitzen aufgrund der erwdhnten Theoreme in der Quanten-
mechanik eine vollstdndige Kenntnis iiber die Existenz der Zeitent-
wicklung fiir alle Zeiten. Wir werden im Laufe der Vorlesung dariiber
hinaus sehen, dass die (notwendige und hinreichende) Bedingung fiir
die Existenz der Zeitentwicklung, ndmlich die Selbstadjungiertheit des
Hamiltonoperators, in den physikalisch relevanten Beispielen (z.B end-
lich viele nichtrelativistische Teilchen mit Coulombwechselwirkungen)
bewiesen werden kann. Leider gibt es bisher keine entsprechende Ver-
allgemeinerung fiir den relativistischen Fall.






KAPITEL II

N&herungsverfahren

Nur wenige quantenmechanische Probleme lassen sich geschlossen
16sen. Man ist daher im allgemeinen auf Ndherungsmethoden angewie-
sen. Es gibt eine ganze Reihe hochst unterschiedlicher Naherungsver-
fahren, deren Effektivitat und Zuverlédssigkeit oftmals schwer zu iiber-
blicken sind. Wir wollen uns zunéchst mit den Nédherungsverfahren fiir
gebundene Zustande beschéftigen; hierbei gibt es die zeitunabhéngigen
Verfahren - Schrodingersche Stérungstheorie und das Rayleigh-Ritzsche
Variationsverfahren - mit denen man Informationen iiber die Eigenwer-
te und Eigenzusténde erhélt, und die zeitabhéingigen Verfahren, mit
deren Hilfe man die Ubergéinge zwischen stationiiren Zusténden unter-
sucht.

1. Schrédingersche Storungstheorie

Ausgangspunkt der Schrodingerschen Stérungstheorie ist eine Auf-
spaltung des Hamiltonoperators

H = Hy+ H,

sodass Eigenwerte und Eigenfunktionen des selbstadjungierten Ope-
rators Hy bekannt sind und der hermitesche Operator H; in einem
geeigneten Sinn als kleine Storung aufgefasst werden kann.

In einem ersten Schritt betrachtet man die Familie der Operatoren
H(\) = Hy+ AHy, A € [0,1], und nimmt an, dass es (unendlich oft)
differenzierbare Funktionen F(\) und ¥(\) € $ \ {0} gibt, sodass gilt

HN)Y(A) = ENT(N) .
Die Funktion (¥(0), ¥()\)) ist nach Annahme differenzierbar und un-
gleich Null. Wir kénnen daher die Hilbertraum-wertige Funktion W(\)
so wahlen, dass die Normierungsbedingung
(W(0), ¥(N) = 1

erfillt ist. Fiir die Taylorkoeffizienten der Funktionen E(A) und W(\)
folgen die Gleichungen

HoWy = Eo, (IL1)

HiUy+ HylUy = Ey0y+ By, (11.2)
(I1.3)

HU, i+ HyU, = E, o+ -+ E,0, (11.4)

11



12 1. NAHERUNGSVERFAHREN

aus der Eigenwertgleichung sowie

aus der Normierungsbedingung. Aus der Gleichung (I1.1) folgt, dass ¥
ein Eigenvektor von Hy zum Eigenwert Fj sein muss.

Sei Py der Projektor auf den Raum der Eigenvektoren von Hy zum
Eigenwert Ey. Dann ergibt sich aus (I1.2) wegen Py(Hy — Eg)Vo =0

PoH 1 PyWo = EqWo

d.h. Uy ist ein Eigenvektor von FPyH; F, zum Eigenwert F;. Ist Ejy nicht
entartet, so ist
Py = [Wo)(Vo|

und daher

PoH Py = (o, H1 W) Py |
also B = (\Ilo,Hl\Ifo). Die erste Korrektur zum Eigenwert FEj ergibt
sich daher als der Erwartungswert des Storterms im ungestorten Zu-
stand. Ist Ey endlich entartet und ist {®4,..., P, } eine Orthonormal-
basis des Eigenraums, so ist

Py=> |®:) (P .
=1

E; ergibt sich dann als Eigenwert der (n x n)-Matrix

((CDi, H1<Pk)> , (I11.6)

i,k=1,...n

und ¥, ergibt sich zu ¥y = > ¢;®;, wobei der Spaltenvektor

&1

Cn

der zugehorige Eigenvektor der Matrix in (I1.6) ist.
Wir wollen uns zunéchst mit dem nichtentarteten Fall beschéftigen.
In diesem Fall ist Uy durch (II.2) und (II.5) eindeutig bestimmt. Es gilt

U, = —(Hy— Eo) ' (H, — E)Y, . (11.7)

Hierbei ist der Operator (Hy — Ep)~! auf dem Unterraum (1 — Py)$
das Inverse von Hy — Ejy; auf dem Unterraum Fy$ wird er gleich Null
gesetzt. Wir wollen auch annehmen, dass Ey im Spektrum von Hy
isoliert ist; dann ist (Hy — Ey)~! auf ganz §) definiert.

Die Koeffizienten F,, und ¥,, findet man jetzt durch Rekursion. Es
gilt fiir n > 2

E, = (Yo, (H1 — E1)¥,1) (I1.8)

und

U, = (Hy— Eo) " (—=(Hi — E\)Vpo1 4+ B2V o + -+ + E,¥) . (IL9)
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Oft berechnet man die Korrektur zweiter Ordnung zur Energie. Sie
ergibt sich zu

By = —((Hy — Ey) Wy, (Hy — Eo) ™ (Hy — Ey) W) . (11.10)

Ist Ey die Grundzustandsenergie von Hy, so ist s < 0, d.h. die Grund-
zustandsenergie ist eine konkave Funktion von .

Als Beispiel fiir die Anwendung der Storungstheorie betrachten wir
das Heliumatom, der Einfachheit halber wird der Kern als unendlich
schwer angenommen. Der Hilbertraum der Zustandsvektoren ist (bei
Vernachléssigung des Spins)

§ = [R%) = {@:R* x R® — C,/d2xld3X2|<I>(x1,X2)\2 <o}
Der Hamiltonoperator ist

1 Z  Z 1
H=——(Ay + Ay, -
5 (B + Bay) + o

x4 - 2| X1 — Xo|

mit der Elektronenmasse m, der Kernladungszahl Z (= 2 fiir Helium)
und der Feinstrukturkonstanten o ~ Es ist zweckméfig, dimensi-
onslose Koordinaten

ﬁ
Z

Yi= —Xi
a
einzufiihren, mit dem Bohrschen Radius a = (ma)~!. Man findet
H =2RZ*(Hy + \H))
mit der Rydbergkonstanten R = —ma =13,6eV und A\ = %,
1 1

Ho= —=(Ay, + Ay,) — — — =
0 2( Y1 }’2) |y1| |y2|

und
H=———.
ly1 — ¥l
Die physikalisch realisierbaren Werte von A sind %, Z € N (H™, He,
Lit, Bett, ...).
Die Grundzustandswellenfunktion des ungestorten Hamiltonopera-
tors Hj ist das Produkt der Wellenfunktionen gploo des Grundzustands

der Einteilchen-Hamiltonoperatoren —IA M,

v100(y) = Ne ", r = |y|, N > 0 Normierungsfaktor

mit der Grundzustandsenergie —%, daher ist die Grundzustandsenergie
von Hy

Ey=-1.
Das kontinuierliche Spektrum beginnt, wenn ein Teilchen im Grund-
zustand ist und das andere im Kontinuum, also bei —5. Fiir Helium

z.B. ist die Grundzustandsenergie —2 - R - 22 = —108 8eV und die
Ionisationsenergie —54, 4eV.
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Zur Bestimmung der ersten Korrektur zur Grundzustandsenergie
berechnen wir den Erwartungswert von H; im Grundzustand
1

(Hy) = (o, H1 W) = /d3Y1d3Y§|§0100(Y1)|2|¢100(y2)|2m '

Dieses Integral ist symmetrisch unter Vertauschung der beiden Orts-
vektoren. Wir konnen es daher durch das Zweifache des Integrals iiber
den Bereich |ys| > |yi1| ersetzen. Fiir die yo-Integration fithren wir
Kugelkoordinaten mit der z-Achse in Richtung von y; ein und setzen
wie iiblich w = cos#. Das Ergebnis hangt nur noch von |y;| ab. Wir
erhalten

(e} 00 +1
(H,) = N4167r2/ drlrf/ drgrge_Z(””Q)/ dw(r24r2—2rryw) Y2
0 r1 —

1
Die Integration iiber w ergibt

+1 9
/ dw(r? 4 r2 — 2rrow) V2 = =
-1 )

Damit folgt
(Hy) = N4327T2/ drlrfe_%/ droree™2m2
0 [

Es gilt

Einsetzen ergibt
o .3 2
wg:Mwﬁ/cw—+—k“
0 2 4

/OO dr ke = \~(+D
0

fir k € Ny und A > 0 findet man den Normierungsfaktor N = 7~1/2
und damit .
<HQ:3L24+Z-T3:§.
Also betragt die Korrektur erster Ordnung zur Grundzustandsenergie-
energie
5
——F).
87"
Fiir das Wasserstoff-Ion H™ liegt die berechnete Energie dann bereits im
Kontinuum; tatséchlich besitzt das Waaserstoff-Ion aber einen stabilen
Grundzustand mit einer Energie unterhalb der Ionisationsenergie. Beim
Helium findet man

b, =

5
E() + E1 = (1 - 1—6>(—108, 8€V) = —74, 8eV
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verglichen mit dem experimentellen Wert
Eexp = —78,975eV .

Fiir Lit (Z = 3) und Be™™ (Z = 4) wird die Ubereinstimmung besser.
Als néchstes berechnen wir die Korrektur 1.0rdnung zum ersten
angeregten Zustand. Die Energie des ersten angeregten Zustands von
H() ist
1 1 5

Ey=——(14-)=—2.
0 2(+4) 8

Dieser Eigenwert ist 8-fach entartet, mit Eigenfunktionen

90100(}’1)90200(}’2) ) <P100(Y1)<P21m(Y2) , m=-—1,0,1

und den daraus durch Vertauschung von y; und y, entstehenden Funk-
tionen. Hierbei ist @, die normierte Eigenfunktion des Operators
—%A — ﬁ mit Quantenzahlen n = n, + [ + 1, n, radiale Quanten-
zahl, [ Drehimpulsquantenzahl und m magnetische Quantenzahl.

Da der Gesamtdrehimpuls L = L™ + L® mit Hy und H, ver-
tauscht, kann das Eigenwertproblem fiir jeden Eigenwert von |L|? und
L3 getrennt gelost werden. Der Eigenraum zu FEj zerféllt daher in 4
zweidimensionale Unterrdume, die Eigenrdume von |L|* und L3 sind.

Auf diesen Unterrdumen berechnet man die Matrixelemente von
H;. Fiir [ = 0 ergibt sich die 2 x 2-Matrix

m= (5 5)

mit dem sogenannten Coulombintegral

1
J—/d3y1/d3YQ|90100(Y1)|2—’@200(}’2)’2
|Y1 - Y2|

und dem sogenannten Austauschintegral

K = /d3y1/d3Y290100(Y1)90200(YQ)

J beschreibt die Wechselwirkungsenergie der mit den Wellenfunktionen
verbundenen Ladungsdichten. K hat dagegen kein klassisches Analo-
gon.

Die obige Matrix hat die Eigenwerte J + K mit den Eigenvektoren
(1,+£1). Die normierten Eigenfunktionen in 0.Ordnung sind also

1

cbi(yh YQ) = E(%oo(}’l)g@oo(yh) + @100(}’2)%0200(}’1)) .

Sie sind Eigenvektoren des Transpositionsoperators 7,

1

—<P100(Y2)§0200(Y1) .
|Y1 - Y2|

(T®)(y1,y2) = ®(y2,¥1)

der seinerseits mit Hy, H; und L vertauscht. Die gemeinsamen Eigen-
funktionen von Hy und Py H; P, konnen daher immer als Eigenvektoren
von 7 gewéhlt werden.
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J und K lassen sich dhnlich wie bei der Berechnung der 1.Korrektur
zur Grundzustandsenergie berechnen. Da K > 0 ist die antisymmetri-
sche Wellenfunktion ¢_ der Zustand mit der kleineren Energie. Dies
leuchtet ein, da die beiden Elektronen in diesem Zustand im Mittel
weiter voneinander entfernt sind.

Bei der obigen Uberlegung haben wir den Spin und das Pauli-
Prinzip nicht beriicksichtigt. Die volle Wellenfunktion muss nach dem
Pauli-Prinzip antisymmetrisch sein. Ist die Ortswellenfunktion sym-
metrisch, so muss die Spinwellenfunktion antisymmetrisch sein, und
umgekehrt. Antisymmetrische Spinwellenfunktionen haben den Spin
0, symmetrische den Spin 1. Die Positivitdt des Austauschintegrals
begiinstigt also die Parallelstellung der Spins. Dies ist die von Hei-
senberg erkannte quantenmechanische Ursache des Ferromagnetismus.
Magnetische Wechselwirkungen zwischen den Spins spielen meist nur
eine untergeordnete Rolle.

Als ein weiteres Beispiel fiir Storungstheorie betrachten wir die Hy-
perfeinstruktur des Wasserstoffs. Diese wird verursacht durch das vom
magnetischen Moment des Kerns erzeugte Magnetfeld. Das magneti-
sche Moment des Protons ist

e

—

Hp = Gp

D
2m,,

wobei e die Ladung des Protons, S, der Operator des Protonspins und
gp ~ 5,56 der gyromagnetische Faktor des Protons ist.

Das von einem punktformigen magnetischen Moment i am Ur-
sprung erzeugte Vektorpotential in der Eichung div A = 0 ist

1 1
Ax)=——1 d—
(x) = — A x gra =R
das zugehorige Magnetfeld ist
B(x) =rot A(x) = — L (HA — (ji- V)V) !
X)=r x) = ——(f i X

In einem Zustand mit [ = 0 ist der Wechselwirkungsterm allein durch
den Spin des Elektrons bestimmt (Ladung -e)

H =g¢g<S-B.
2m
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Der Grundzustand ist bei Beriicksichtigung von Elektron und Kern-
spin 4-fach entartet. Der Erwartungswert von aia]ﬁ in einem Grund-
zustand ist unabhéngig vom Spin und ergibt sich zu

by = / Py lo100(y)? aaj| |
:Nz/dg’ye“@i@ji
ly|

1 —2y 1
:—(5i-N2/d3ye A—
3" M

wegen Rotationsinvarianz. Mit Aﬁ = —476(y) und N = 7~ Y/2 folgt

Mit B(ay) = —fa (A — (i - V)V)ﬁ findet man fiir den Erwar-
tungswert des vom Kernmoment erzeugten Magnetfeldes

1 5.8

it g

Also erhalt man fir PyH,F, die folgende 4 x 4-Matrix, ausgedriickt
durch die Spinoperatoren S und S,

(B) =

1 e e 8 2 m?
H)=—a3S-8S — = Zgg,—a'S-S, .
(Hy) = 3z P omam, 3~ 39, Y 7
Es bleibt, das Produkt der Spinoperatoren zu diagoalisieren. Eine ana-
loge Rechnung wurde bei der Berechnung der Spin-Bahn-Wechselwirkung

gemacht. Es gilt
1
S - Sp :§(|S + Sp|2 - |S|2 - |Sp|2)

1 3 1 j =
= o/ HN-2=.92) = 4 9 i
2(‘7<‘7+) E ) {—%,FO

Fiir die Energieaufspaltung zwischen Ortho- und Parawasserstoff ergibt

sich also 5
AFE = ggp - ot -m .
377 my,
Berechnung des Vorfaktors mit m/m, = 1/1840 liefert
AE=1,14-10""m

Mit der Elektronmasse m = 0,511MeV ergibt sich AFE zu 5,8ueV.
Die Wellenldnge der zugehdrigen elektromagnetischen Welle ergibt sich
aus der Comptonwellenldnge des Elektrons % =2,4-107%m zu X =
21, 4cm.

Elektromagnetische Strahlung dieser Wellenléinge wird im Kosmos
beobachtet. Aus der Intensitét dieser Linie zieht man Riickschliisse auf
die Dichte und Temperatur des Wasserstoffs im interstellaren Raum
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(Dichte lem™3, Temperatur 100K im Bereich der Milchstrafie, in dem
unser Sonnensystem liegt).

Als ein drittes Beispiel betrachten wir den Stark-Effekt. Damit be-
zeichnet man die Verdnderung der Spektrallinien eines Atoms infolge
eines von auflen angelegten homogenen elektrischen Feldes E. Fiir das
Wasserstoffatom ergibt sich als Storterm

H =ex E.

In einem Zustand, dessen Wellenfunktion ein Eigenzustand der Paritét
P

(Pp)(x) = p(—x) ,

ist, verschwindet der Erwartungswert von H;. Ein solcher Zustand hat
kein permanentes elektrisches Dipolmoment (= (—ex)). Alle Drehim-
pulseigenzustinde sind Eigenzustéinde der Paritiit (mit Paritéit (—1)").
Da beim Wasserstoffatom aber die Energieniveaus zusétzlich entartet
sind, gibt es auch Energieeigenzustiande, die keine Eigenzustédnde der
Paritét sind

Wir legen die 2-Achse in Richtung des elektrischen Feldes und be-
rechnen fiir die Hauptquantenzahl n = 2 die Matrixelemente

(60200,29021771) , m=—1,0,1.

Da z und L, vertauschen, kann nur das Matrixelement mit m = 0 von
Null verschieden sein. Es gilt (mit x = ay, a Bohrscher Radius) in
Polarkoordinaten fiir y

w210(r, 0, 0) = (327‘()_%7“6_% cosf .
Mit z = ar cos 0 folgt

,
(902007280210) =(16m)"" /derr(1 — 5)6”1677"

X QW/dQSiIlQCOSZQ

AT 202
=a / dr(r 5 )e 63
a4l tay Lo
=a - (4! 25.) i 3a .
Die Eigenwerte des Storterms H; auf dem Unterraum zur Hauptquan-
tenzahl n = 2 und zur magnetischen Quantenzahl m = 0 sind also
+3aeE mit Eigenvektoren N (@900 £ ©210)-

Eigenrdume des Hamiltonoperators, die keine Eigenrdume des Pa-
ritdtsoperators sind, konnen also Zustédnde mit permanentem Dipol-
moment enthalten und zeigen daher den linearen Stark-Effekt, d.h. ei-
ne lineare Abhéngigkeit der Energieeigenwerte vom elektrischen Feld.
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Eigenzustéinde des Paritdtsoperators konnen aber ein induziertes Di-
polmoment haben, das proportional zum angelegten Feld ist. Die Ver-
schiebung der Energieeigenwerte ist dann fiir kleine Feldstdrken pro-
portional zum Quadrat der angelegten Feldstédrke. Dieser sogenannte
quadratische Stark-Effekt wird durch die Korrektur 2. Ordnung der
Storungstheorie beschrieben.

Fiir den Grundzustand von Wasserstoff gilt

E,=¢E-(x)=0.

Da der Grundzustand nicht entartet ist (der Spin kann bei dieser Uber-
legung aufler Betracht bleiben), ist die erste Korrektur zur Grundzu-
standswellenfunktion

Yy = —(Ho — Eo)_lHlSDmO ;

und die Korrektur zweiter Ordnung zur Grundzustandsenergie ist
Ey = —e*|E[*(2¢100, (Ho — Eo) " 2p100) -

Eine explizite Berchnung von F, ist etwas miithsam; wir beschrénken
uns daher auf eine grobe Abschétzung. Ist (xx) eine verallgemeinerte

Orthonormalbasis schwacher Eigenvektoren von H, mit Eigenwerten
E(k), so ist fir E(k) # Ey

(Ho — Eo) 'xi = (E(k) — Eo) ™ 'xx -

Auf 199 verschwindet der Operator definitionsgeméfl. Da der niedrigste
Eigenwert nach Fy den Wert %EO hat, gilt im Sinne von Erwartungs-

werten
1 1

(Hy— o)™ < (5~ DE) ' = 5Bl

Der Betrag von F, wird daher abgeschéitzt durch
E < - " 7
Bl < 3 |Eo

Wir berechnen
(r2 cos? o) — fdrr‘le*% fdww2
[ drr2e=2 [ dw

_ 275.41. 2

2-321.2

=1,

also gilt
4 e?|E|*a?
3 |Eo]

Man erwartet nicht, dass die Storungstheorie gute Ergebnisse lie-
fert, wenn die 1. Korrektur zum Eigenwert grofier ist als der Abstand
zum néchsten Punkt im Spektrum. Ist aber eine Menge von Eigenwer-
ten M dicht konzentriert und weit entfernt vom iibrigen Spektrum, so
kann man die Stérung in der folgenden Weise behandeln: Sei Py der zu

| Es| <
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den Eigenwerten gehorige Spektralprojektor, und sei Fy der Mittelwert
der betrachteten Eigenwerte. Dann definiert man die Operatoren

H(X\) = Ho(1 — By) + EoPy + \((Ho — Eo)Py + Hj)

Die Eigenwerte von Hy+ H;, die den betrachteten Eigenwerten von Hy
entsprechen, werden in erster Ordnung in A durch die Eigenwerte von
Py(Hy + Hy) Py auf dem Unterraum Py$) gegeben.

Als Beispiel untersuchen wir den Stark-Effekt beim Ammoniakmo-
lekiil NH3. In einer halbklassischen Betrachtung hat das Molekiil die
Form einer dreiseitigen Pyramide, wobei die 3 Wasserstoffatome ein
gleichseitiges Dreieck bilden und das Stickstoffatom sich entweder ober-
oder unterhalb der dadurch gebildeten Ebene befindet. Quantenmecha-
nisch kann man die Position des Stickstoffatoms auf der Mittelsenk-
rechten ndherungsweise durch die 1-dimensionale Schrodigergleichung
und ein Doppelwall-Potential beschreiben, bei dem die Minima einen
Abstand 2h haben. Die Wellenfunktion des Grundzustands ist symme-
trisch, die des ersten angeregten Zustands antisymmetisch. Thre Ener-
giedifferenz ist sehr klein (ca. 107%eV). Sind ¢y und ¢; die normierten
Eigenvektoren mit Eigenwerten Ey F A, so miissen wir die Matrix

EO - A P
P E() + A
diagonalisieren, mit p = Q|E|(g00,xg01) ~ Q|E|h. Hierbei ist @ die

mittlere elektrische Ladung des Stickstoffatoms. Die Eigenwerte sind
2

Ey+ /A% 1 mEin(HA—)

2p?
fiir p > A. In diesem Fall ergibt sich also ein effektives Dipolmoment
fiir das Ammoniakmolekiil.

Nach diesen Beispielen, aus denen man entnehmen kann. wie reich-
haltig und vielfaltig die Anwendungen der Storungstheorie sind, wollen
wir uns kritisch mit der Rechtfertigung der Storungstheorie und mit
ihren Grenzen beschéftigen.

Betrachten wir zunéchst das endlichdimensionale Problem. Seien
Hy und H; hermitesche n x n-Matrizen. Die Eigenwerte von Hy + AH;
sind dann Nullstellen des charakteristischen Polynoms

pa(z) = det(Ho + AHy — 21) .

Nach Sétzen der Funktionentheorie sind die Nullstellen z;(\) algebrai-
sche Funktionen in A. Sie lassen sich in einer Umgebung von A = 0 in
eine Potenzreihe von A\'/? entwickeln, wobei p < n die Multiplizitit der
Nullstelle bei A = 0 ist. Hierbei darf A auch komplexe Werte annehmen.

Wir nutzen jetzt aus, dass Hy + AH; fiir reelle A hermitesch ist.
Daher muss z;(A) fiir relle A selbst reell sein. Dies ist aber nur moglich,
wenn in der Potenzreihenentwicklung ausschliellich Vielfache von p als
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Exponenten auftauchen. Das heifit aber, dass die Eigenwerte in einer
Umgebung des Nullpunkts sogar analytische Funktionen von A sind
(Theorem von Rellich). So hatten wir bei der Diskussion des Stark-
Effekts beim Ammoniak die Eigenwerte als algebraische Funktionen der
elektrischen Feldstdarke erhalten, die fiir reelle Feldstédrken analytisch
sind und im Komplexen Verzweigungspunkte besitzen.

Im unendlichdimensionalen Fall erweist sich der Begriff der Resol-
vente als giinstig. Ist H selbstadjungiert und z nicht im Spektrum von
H, dann besitzt der Operator H — 21 ein Inverses R(z) = (H — z1)~!.
R(z) ist auf ganz $ erklart und ist ein beschriankter Operator, d.h.

|R(2)| == sup [[R(z)®[| < oo
I ell=1

(es gilt ||R(2)|| = dist(z,spH) !, wie aus der Spektraldarstellung von
H leicht zu entnehmen ist).

Man nennt die auf dem Komplement des Spektrums definierte ope-
ratorwertige Funktion R(z) die Resolvente von H. R(z) erfiillt die fol-
gende Gleichung (1.Resolventengleichung)

R(z1) — R(22) = (21 — 22)R(z1)R(22) . (IL.11)
Beweis: Es gilt
R(z1)(z1—22)R(22) = R(21)((z1—H)— (22— H)) R(22) = R(21)—R(22) .

|

Ist ein Teil des Spektrums von H isoliert, so kann man den zugehori-

gen Spektralprojektor P durch die Resovente ausdriicken. Man wahlt

dazu einen Weg v, der den gewiinschten Teil des Spektrums positiv

umrandet. Dann gilt
1

P=—— [ dzR(z) . I1.12

i | R (IL.12)

Zum Beweis geht man in die Spektraldarstellung von H. Sei & ein
Eigenvektor von H zum Eigenwert E. Dann gilt

1 1 1

gl g
| @ , E wird von vy eingeschlossen,
10 , sonst .

Fiir die Resolvente gibt es eine sehr einfache Storungstheorie. Diese
beruht auf der 2. Resolventengleichung. Seien H; und H; selbstadjun-
gierte Operatoren mit demselben Definitionsbereich und mit Resolven-
ten Ry bzw. Ry. Dann gilt:

R1 - RQ = Rl(HQ - Hl)RQ . (1113)
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Beweis: Es gilt
Ri(2)(Hy — H1)Ro(2) = Ri(2)(Hy — 21)Ro(2) — R1(2)(Hy — 21)Ry(2)
= Ri(2) — Ra(2) .
U
Sei nun H(\) = Hy + AH; mit Resolvente Ry. Dann gilt

R)\ = Ro - )\ROHIR)\ .

Durch Iteration erhélt man die Losung
R)\ — Z(—/\)nRo(HlRo)n .
n=0
Diese Reihe konvergiert fiir alle z, fiir die ||H;Ro(2)|||A\| < ¢ < 1 ist.
Ist diese Bedingung auf der ganzen Kurve ~ erfiillt, so erhélt man eine
Reihenentwicklung fiir den Projektor P, zu dem von v eingeschlos-
senen Teil des Spektrums von H(A). Insbesondere ist dann auch die
Dimension des zugehorigen Eigenraums

dlmP)\f) = tr P)\

analytisch, also konstant.

Im Fall, dass « einen einzigen nichtentarteten Eigenwert FEj, von
Hy umrandet, ist dimP\$ = 1. Sei ® ein Eigenvektor von H, zum
Eigenwert Ey. Die Abbildung A — (q), P,\CID) ist stetig und verschwindet
nicht bei Null

(@, R®) = @] #0.
Also ist P\® # 0 fiir kleine A und damit ein Eigenvektor von H(\).
Der zugehorige Eigenwert ergibt sich aus

(<I>, H()\)PACI))

EQ) = (3, P,@)

Falls dimP\$H = n, konstruiert man unitdre Operatoren U, mit
U, P, = P\U,. Differentiation liefert

U\Py = P\U, + P\U; .
Auflésen nach Pj ergibt, unter Benutzung von PyUy "' = Uy ' Py
P),\ = [U),\U)\_17P>\} :

Um eine Losung dieser Gleichung zu finden, differenzieren wir zunéchst
die Projektorgleichung P? = P,

PP\ + P\P{ = P; .
Hieraus folgt insbesondere durch Multiplikation mit Py
P\P\P, =0 .
Aus diesen Gleichungen ergibt sich
Py=[[P P R
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Wir setzen Q) = [Py, P,]. Eine Losung fiir Uy, ergibt sich also als Losung
der Gleichung

Uy = Q\U, (I1.14)
mit der Anfangsbedingung Uy = 1. Die Losung kann durch einen Po-
tenzreihenansatz gefunden werden:

Qr= Qo+ Q1+ ...
Uy,=Uyg+ U + ...

mit Uy =1 und
U =k (QoUp—1 + QUp—2 + ... + Qp_1) .
Per Konstruktion besitzt jetzt der Operator
Hy, = U H\Uy,

den invarianten Unterraum F$). Seien E) ; die Eigenwerte und P A die

zugehorigen Eigenvektoren von H, auf diesem Unterraum. Dann sind

Dy = U,\Ci),\vi die Eigenvektoren von Hy auf P,$) mit Eigenwerten E ;.
In erster Ordnung gilt

1
Py\=FP+ AP, P = _./dZRO(z)HlRO(Z) ’
2mi ),

Un=14+XQo, Qo= [Fy, ],
und damit 5
Hy = Hy+ \(Hy + [Ho, [P1, P]]) -
Mit [Ho,Po] =0 und P()Plp[) =0 fOlgt

PyH\Py = Py(Ho + \H,)P, .

Es ergibt sich also genau derjenige Operator, den wir bereits bei der
formalen Storungstheorie erster Ordnung betrachtet haben.

Die hoheren Ordnungen der Storungstheorie fiihren in derselben
Weise auf endlich dimensionale Eigenwertprobleme.

Aus den obigen Uberlegungen entnimmt man, dass die Anwendung
der Storungstheorie gerechtfertigt ist, wenn die folgenden Vorausset-
zungen erfiillt sind:

(i) [|H1Ro(2)|| < oo fiir alle z & sp Hy.
(ii) Die untersuchte Menge von Eigenwerten von Hj ist isoliert
vom iibrigen Spektrum.
(iii) Der Storparameter A ist geniigend klein (in Abhéngigkeit von
||H1Ro(2)|| und dem Abstand der zu untersuchenden Eigen-
werte vom restlichen Spektrum).

Bei vielen erfolgreichen Anwendungen der Storungstheorie sind die-
se Voraussetzungen nicht erfiillt. Ein besonders merkwiirdiges Beispiel
bildet der Stark-Effekt. Man kann néamlich zeigen, dass der Operator

1 1
Hy=—=A— — + )y
2 ly]|
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fiir A # 0 iiberhaupt keine normierbaren stationdren Zusténde besitzt.
Dies liegt daran, dass das Potential im Unendlichen nach unten unbe-
schrankt ist und dass es fiir jeden Zustand eine endliche Wahrschein-
lichkeit gibt, in das Gebiet unendlich tiefen Potentials zu gelangen. Es
stellt sich daher die Frage, ,,wieso so viele Physiker erfolgreiche Karrie-
ren durch Messung und Berechnung der Eigenwerte von H, gemacht
haben“(Thirring, Bd. 3).

Die Antwort ist, dass dieser Operator langlebige Resonanzen be-
sitzt, deren Energien man mit Hilfe der Stérungstheorie approximativ
berechnen kann. Allerdings ist der Begriff der Resonanz mathematisch
schwer zu fassen. Ein einfaches Argument, warum die Storungstheorie
oft bessere Antworten liefert, als nach der obigen Analyse zu erwarten
ist, kann wie folgt gegeben werden.

Sei Py der Spektralprojektor von Hy zum nicht entarteten Eigenwert
FEy und sei ¥y € Py$ ein Eigenvektor von PyHFy zum Eigenwert .
Der Vektor

\II)\ = \IIO - )\(HO - Eo)il(Hl - El)‘lfg
erfiillt die Eigenwertgleichung bis auf Terme der Ordnung )2,
(HA) — EO\)Y\ = —N(H, — E\)(Hy — Eo) Y(H, — E)Y, .
Damit folgt
tH(A) ztE(/\))\I] H2

I(e
4(Uy,sin® - (H(X) — E(\)¥))
<20y, (H(A) — E(\))*T,)
= X[ (Hy — E)(Ho — Eo) ™ (Hy — E1)Wol*
fiir Zeiten, die klein sind verglichen mit
T = \2|(Hy — Er)(Ho — Eo)™' (Hy — E) %ol ™,

verhilt sich W, also wie ein stationdrer Zustand der Energie E(\).

2. Rayleigh-Ritzsches Variationsverfahren

Ein einfaches, aber sehr effektives Verfahren zur Abschétzung der
Grundzustandsenergie E beruht darauf, dass der Erwartungswert ei-
nes selbstadjungierten Operators H immer mindestens so grof ist wie
der kleinste Spektralwert,

(0, HD) > Eo||®* .

Man kann durch Variation von ® versuchen, diese Schranke zu verbes-
sern. Tatsdchlich gilt

THEOREM II.1.

inf  (0,H®) = E,
PeD(H),||P||=1
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Beweis: Da FEy ein verallgemeinerter Eigenwert von H ist, gibt es
eine Folge @, € ®(H) mit ||®,] =1 und (H — Ey)®,, — 0. Daher gilt

(®n, HD,,) = Ep + (B, (H — Eg)®,,) — 0 .

0

Wir wollen dieses Verfahren zur Abschéitzung der Grundzustands-
energie des Heliums anwenden. Sei wie im vorigen Abschnitt
1 1 1 1 1 1
2 T 2 Tl T Zh ol
Als Versuchsfunktion wéahlen wir ein Produkt von Einteilchenwellen-
funktionen, die Grundzustédnde des Einteilchenhamiltonoperators hy
mit teilweise abgeschirmtem Coulombpotential sind,

A

1
hy = —=A— 2 Ae(0,1).
»=TgA Ty A0

Die Grundzustandswellenfunktion von h, ist
)\3/27T—1/26—)\\y|

H=-—

ealy) =
mit Eigenwert —2A2. Die Versuchsfunktion ist daher

(Y1, y2) = ealy)eaya) -
Der Erwartungswert von H in diesem Zustand ist

(a, Hibn) = 2(oa, hagr) +2(a, A‘;‘l NEE (w, o 1 ’%) .
Es gilt
(o, ﬁ%) = \r~! /dr47r7‘2%e_2’\"" =\,
sowie

(¥a, 71— ‘%) A, ™ |1/)1) :

Im vorigen Abschnitt haben wir das Skalarprodukt auf der rechten Seite
zZu g berechnet. Damit folgt

1.5 5
H = —\? -1 A==\ - —
(Un, HYy) = =X +2(A = 1)A + 75 =N 2
Das Minimum wird angenommen fiir A =1 — 162 und betréagt
: 9 \2

Fiir Helium ergibt sich
27 2
Ey < —4ma2(3—2) = —77,46eV .

Die Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert (-78.975 eV) ist
also wesentlich besser als bei der Stérungstheorie 1. Ordnung (-74,8
eV) bei vergleichbarem rechnerischen Aufwand.
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Im Rahmen der Storungstheorie hatten wir gefunden, dass die Grund-
zustandsenergie Ey(A) der Hamiltonoperatoren Hy+ AH; eine konkave

Funktion von A ist (wegen Cfd—,\Qon()\) < 0). Mit Hilfe des Variationsver-

fahrens konnen wir diesen Sachverhalt sehr allgemein beweisen:

THEOREM I1.2. Sei H(A) = Hy + AH;, A € R selbstadjungiert
mit ®(H(N)) = D(Hp). Dann ist die Grundzustandsenergie Ey(\) eine
konkave Funktion von A.

Beweis: Fiir alle ¥ € ©(Hy) mit ||¥| =1 ist die Funktion
Ey(\) = (U, HA)T) = (U, HyV) + A(¥, H; ¥)

linear inhomogen, also konkav. Daher ist Ey(\) als Infimum konkaver
Funktionen selbst konkav. U
Die Variationsmethode liefert exakte obere Schranken fiir die Grund-
zustandsenergie. Sie gibt aber keine Information iiber die Giite dieser
Schranken.
Eine untere Schranke fiir die Grundzustandsenergie erhélt man aus
der Templeschen Ungleichung:

THEOREM I1.3. Sei H selbstadjungiert, sei Ey die Grundzustands-
energie und 0 der Abstand vom iibrigen Spektrum von H. Sei ¥ €

D(H) mit | V] =1 und
(H) := (V,HU) < E < Ey+56.

Dann gilt

Ey > (H) — éA_—}g)};
mit der quadratischen Unschirfe (AH)? = (¥, (H — (H))*7).

Beweis: Fiir alle ' € sp H gilt

(E—E)(E—-E)>0.

Also erfiillt der Vektor ¥ im Theorem die Ungleichung
(U,(H — E)HV) > Ey(V,(H — E)¥) .

Nach Annahme gilt fiir ¥

(U, (H - E)¥) <0.
Daher folgt
(W, (H - E}H\If) _ E(g) —(H*) _ () (AH)?

(U, (H — E)V) E— (H) E— (H)

Ey

v

O
Um diese Ungleichung anwenden zu kénnen, benétigt man Infor-
mationen iiber die Energie des ersten angeregten Zustands. Wenn der
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Eigenvektor ¥y zur Grundzustandsenergie Ejy bekannt ist, so gilt nach
dem Variationsprinzip
E, = inf (CD, H <I>) .

2LV, 2f=1
Ist ¥y nicht bekannt, so betrachtet man fiir jedes ¥ € §) die Grofie
Ey (V)= inf (Q),H@)

LY, P|=1
Offenbar gilt E;(V) < F,. Daraus folgt das sogenannte Minimax-
Prinzip

E, = inf D HD) .
! Slql,pquq}ﬂqm:l(’ )

Allgemein gilt fiir den n-ten Eigenwert E,,, von unten an mit Multipli-
zitat gezahlt,

E,= sup inf (‘ID,HCI)) .
V,...,.¥,e9 @J_\Ill,...,\l}n,

Aus dem Minimax-Prinzip ergibt sich sofort die plausible Aussage, dass
positive Storungen die Eigenwerte erhohen: seien Hy, Hs selbstadjun-
giert mit demselben Definitionsbereich, und sei

(®, H,®) > (P, Hy®)

fur alle & € D(H;) = ©(H,). Dann ist der n-te Eigenwert von H;
grofler oder gleich dem n-ten Eigenwert von Hs.

Zur praktischen Anwendung des Minimax-Prinzips dient das fol-
gende Corollar:

COROLLAR 1. Sei V ein n-dimensionaler Teilraum von D (H), und
sei P der Orthogonalprojektor auf V. Seien F; < ... < E,, die Eigen-
werte von PH P, eingeschrinkt auf V. Dann gilt

EkSEka /{3:1,...,72,.

Beweis:
E, = sup inf (<I>, HCID)
Ui W1 €V LWy, Wy,
oeV |P=1
= sup inf (<I>, H(IJ)
Ui W€ QLW .. Wy g,
eV [®f =1
> sup inf (@, HD)

Uy, ¥p1€9 QLW ..., Wy g,
P eD(H) | =1

g

6 (Vertretung
durch M.Diitsch)
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3. Zeitabhingige Storungstheorie

Wir wollen in diesem Abschnitt die zeitliche Entwicklung von Zustdnden
approximativ berechnen. Hierbei sind wir vor allem an zeitabhéngigen
Hamiltonoperatoren interessiert.

Sei H(t) eine durch die Zeit ¢ parametrisierte Familie selbstadjun-
gierter Operatoren. Zur Losung der Schrodingergleichung

0
i 0t) = Htyu (o

suchen wir eine Familie unitidrer Operatoren U(ty,t2) mit den Eigen-

schaften

0

iaU(t,tO) H(t)U(t, to) ,

U(tl, tQ)U(tQ, t3> - U(tl, tg) 5
U(t,t)=1.

Dann ist
lp(t) = U(t7t0)¢0
eine Losung der Schrédingergleichung mit der Anfangsbedingung
Y(to) = o -

Um U zu finden, formt man die Differentialgleichung fiir U in eine
Integralgleichung um (t > ¢),

t
Ult,te) =1 — i / At H(t)U (t, 1) |

to

und 16st diese durch Iteration:

t t 31
to t to
t tn(il
+---+(—i)”/dt1---/ dth(tl)---H(tn)+---
to to

Die obige Reihe nennt man die Dyson-Reihe; sie spielt in der Quanten-
feldtheorie eine grofie Rolle. Mit dem Begriff des zeitgeordneten Pro-
dukts lasst sie sich in eine {ibersichtliche Form bringen:

DEFINITION II.1. Sei A(t) eine operatorwertige Funktion von ¢.
Dann definiert man das zeitgeordnete Produkt

TA(t)---A(ty)

als die operatorwertige symmetrische Funktion der n reellen Variablen
ty,...,t, mit der Eigenschaft

TA(ty) - Atn) = A(ty) - - A(ty)

falls die Argumente zeitgeordnet sind, t; >t > -+ > t,,.
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Damit erhélt die Dyson-Reihe die Form

Ult, ty) = Z - /tt]nd”tTH(tl)---H(tn)
n=0

— Te —zftodt’ ')

wobei der Ausdruck in der letzten Zeile, das ,,zeitgeordnete Exponen-
tial“, durch die angegebene Reihe definiert wird.

Die Dyson-Reihe ist besonders dann niitzlich, wenn man die zeit-
liche Entwicklung fiir verschiedene Hamiltonoperatoren vergleicht. Sei
Up(t, to) die Familie der Zeitentwicklungsoperatoren zu den Hamilton-
operatoren Hy(t) und sei

Hy(t) = Us(t, to) " (H(t) — Ho(t))Uo(t, o) -
Wir betrachten die unitiren Operatoren
Ui (t, to) = Te " Jio 9
Dann gilt
U(t, to) == UO (t, to)Ul (t, to)

Als Anwendung berechnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeit zwi-
schen stationdren Zustédnden eines zeitunabhéngigen Hamiltonopera-
tors Hy unter dem Einfluss eines zeitabhéngigen Storterms H (t) — Ho.
Seien ®; und ®; normierte Eigenvektoren von H, mit Energeieigenwer-
ten E; # Ey. Zur Zeit ¢, sei das System im Anfangszustand ®;. Dann
ist die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit ¢ > ¢y, im Zustand ®;
zu finden, gegeben durch

Wz—»f<t7t0) = |((I)f> U(tatO)q)l)‘Q
= [(@y, Ui (t, to)®;)|* .

In unterster Ordnung in der Stérung findet man
Wies(t,to) = |/ dt' (@, H(t)D,) e 10 (Er=E) 2

Weicht H (t) nur in einem endlichen Zeitintervall von Hy ab, und ist

Wi_,f = lim m-»f(tatO) )

to— —o0,t—00
so gilt
Wi%f = 277‘hiﬂf(wif)‘2 7hiﬂf(t) = (‘I)faH(t)q)i) yWif = E; — Ef .
Sei z.B. H(t) = Ho+ Af(t) + A*m mit supp f kompakt. Dann ist

Wiep = 27| f(wip) (Bg, AD;) + f(—wip) (@5, A*D;)[2 .
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Ist f(t) = ™ fiir t € [-T/2,T/2] und Null auBerhalb, so ist f(w;;) =
(271_),1 2sin(w—w;f)T/2
wfwif

ein Resonanzverhalten,

. Die Ubergangswahrscheinlichkeit zeigt bei w ~ w; ¥

4sin®(w — wif)T/2

(w — wif)?

Wiss =~ [(®y, AD;) | ~ T (g, AD;) | .

In vielen Fallen, z.B. bei der Bestrahlung eines Atoms mit inkohéren-
tem Licht, kann f als eine Zufallsvariable angesehen werden, mit dem
statistischen Mittelwert der 2-Punkkorrelationen

(O () = / Qo (i) t1)

(@O f) =0=(f()f(¥)) .
Ist die Quelle eine Zeit T' lang eingeschaltet, so gilt fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit im statistischen Mittel
4sin®(w — wif)T/2

Wi :/dw](w)(|(<1>f,A<I>i)|2 o)

|24Sin2(w + wif)T/Q) .

(W + wip)?
Ist die Frequenzverteilung I konzentriert bei w;r, so kann der zweite
Term vernachldssigt werden. Setzen wir w’ = (w —w;r)T, so ergibt sich
W' 4sin?w'/2

Wis %T/dw’[(wivaT) "

+ |(®f, A D)

Ist I stetig, so wichst die Ubergangswahpscheinlichkeit linear an, und
man erhélt fiir die Ubergangsrate w;_.; (Ubergangswahrscheinlichkeit
pro Zeit) den Ausdruck

wi—p =211 (wip)] (D, AD;)|?

Hierbei haben wir die Formel
4sin®w/2
/ w2y
w
ausgenutzt.
Als eine Anwendung betrachten wir das Wasserstoffatom im elek-

tromagnetischen Feld . Wir beschreiben die Welle durch ein Vektorpo-
tential A(x,t), das die Wellengleichung

(% ~A)Ax, 1) =0

erfiillt und der Coulombeichbedingung
divA =0
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geniigt. Der Hamiltonoperator ist

1 e? ge
H(t) = —(p — eA)* — -—S-B
®) 2m (p—ecA) drlx|  2m
mit dem Magnetfeld B = rot A. Wir setzen
1 e?
Hy=—|p|* —
0 2m| | 47 |x|

und wie vorher
__ _iHot € A Y9q 6_2 2\, —iHot

Hi(t) = e 5P A 2mS B+ Qm]A] )e :
Wir wollen voraussetzen, dass das magnetische Feld so klein ist, dass
der quadratische Term in A vernachléssigt werden kann. Nach der vor-
angegangenen Diskussion kommt der Hauptbeitrag fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von den Frequenzen, die nahe bei +w;; liegen. Die
zugehorigen Wellenlédngen sind grofl verglichen mit dem Bohrschen Ra-
dius
2 N 2 a2_7r

wif  mao? o

A

mit der Feinstrukturkonstante oo = % ~ 1/137. Wir kénnen daher die
Ortsabhéngigkeit von A (und damit B) vernachlissigen. Wir erhalten
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in 1. Ordnung

2
e ~
Winp = 2m 5| Alwif) - (@7, pP) [ .
Nutzt man noch aus, dass wegen
(s, x(t)D;) = e ™" (Df,x(0)P;)
gilt
(@f, p®;) = —iwiym(Pr,xP;)
sowie dass das elektrische Feld E durch E = —%A gegeben ist (fiir
die Fouriertransformierten gilt also E(w) = iwA (w)), so findet man die
Formel R
Wi = 2me®|E(wiy) - (q)f,x(I)i)|2 .
Ubergiinge, bei denen dieser Term dominiert, nennt man elektrische
Dipoliibergéinge. Ubergénge,bei denen das Matrixelelement (<I> f,xq)i)
verschwindet, nennt man verboten. Tatséchlich kénnen auch die ver-
botenen Ubergénge auftreten, aber ihre Intensitét ist geringer. Man
findet als Auswahlregel fiir erlaubte Uberginge (falls das elektrische

Feld in z-Richtung zeigt) Am = 0, Al = £1, wie sich leicht aus den
Eigenschaften der Kugelfunktionen ergibt,

(Ylm,cos QY/m/) =0 fir m=#m oder | =U'| #1.

Ubergéinge mit E; > E; nennt man Absorption; das Atom ab-
sorbiert ein Quant der Grofle w = Ey — E; aus dem Strahlungsfeld;
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Uberginge mit E; < E; nennt man induzierte Emission; das Atom
emittiert ein Quant der Grofle £; — E;. Dieser Prozess ist die Grund-
lage fiir den Laser.

Bei inkohé&renter linear polarisierter Strahlung mit Polarisations-
richtung n findet man als Ubergangsrate

wi ;= me’I(wiy)| (CIDi, n- X(I)i) 2
wobei [(w)dw die Intensitdt der elektromagnetischen Welle im Fre-
quenzbereich [|w|, |w| + dw] ist.

Als nichstes betrachten wir die Ubergangswahrscheinlichkeit bei
einer konstanten Stérung. Dieser Fall ist besonders dann interessant,
wenn ein Eigenwert des ungestérten Hamiltonoperators nicht isoliert
liegt und daher bereits durch kleine Stérungen instabil wird.

Sei Fy ein Eigenwert des ungestorten Hamiltonoperators Hy mit
(normierter) Eigenfunktion W, und seien x;, & € Q C R" schwache
Eigenvektoren von Hy mit Eigenwerten E(k), die eine verallgemeinerte
Orthonormalbasis des orthogonalen Komplements von ¥ bilden, d.h.
es gibt ein Maf p auf €2, sodass gilt

(®,9") = /du(k)@,xk) (X, @) + (@, ) (¥, D)

(Vollstiandigkeit) und sodass fiir alle ¢ € L*(,u) ein @ € §, LY

existiert mit

(xk, @) = o(k) .
Fir die Zerfallswahrscheinlichkeit des Zustands ¥ zur Zeit ¢ nach Ein-
schalten einer zeitlich konstanten Storung H; gilt in 1. Ordnung

4sin®(E(k) — Eo)t/2

W)= [ du(k H0) P

0= [ auth) ()P 2O

Fiir grofie t kommt der Hauptbeitrag von den schwachen Eigenvektoren
mit Energie E(k) =~ Ey. Wir nehmen an, dass

9(E) = / Apu(k) | (e 0 PS(E(R) — E)

in der Ndhe von Fj eine stetige Funktion ist (¢(E)dFE ist auf jeden
Fall ein wohldefiniertes Mafl). Dann folgt wie vorher, dass die Wahr-
scheinlichkeit proportional zur Zeit anwéchst, und man findet fiir die
Zerfallsrate

w=2r [ au(h)| (e, ) PO(E(K) — En) =T

(Fermis ,,Goldene Regel®).

—I"/2 lésst sich im folgenden Sinn als Imaginérteil der Energie in
zweiter Ordnung Storungstheorie interpretieren. Im Fall isolierter nich-
tentarteter Eigenwerte hatten wir fiir die Korrektur zweiter Ordnung
gefunden

E2 = —(PHl\I], (HQ - Eo)ille\I/) ;
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wobei P der Projektor auf das orthogonale Komplement von W ist.
Wenn FEj nicht isoliert ist, dann ist (Hy — Eo)~' auf P$ nicht be-
schrankt. Man betrachtet stattdessen fiir Imz > 0

Ey(z) = —(PHY,(Hy — z)"'PH V)

=~ [ auh)l o OB - )
Mit lim Im —— = 7d(z) ergibt sich

Als eine Anwendung betrachten wir die spontane Emission. Die-
se ist im Rahmen der Quantenmechanik nicht ableitbar. Sie beruht
darauf, dass ein quantisiertes elektromagnetisches Feld nicht identisch
verschwinden kann, weil die Operatoren der elektrischen und magneti-
schen Feldstérke kanonische Vertauschungsrelationen besitzen und da-
her Unschérferelationen erfiillen.

Wir betrachten einen Hilbertraum, der ein Tensorprodukt des Hil-
bertraums des untersuchten atomaren System mit dem Hilbertraum der
Photonen ist. Anfangs ist das System im Zustand ®; ® |0), wobei |0)
den Vakuumzustand des elektromagnetischen Feldes bezeichnet. Das
gekoppelte System besitzt aber, wenn ®; nicht der Grundzustand ist,
kontinuierliches Spektrum nahe bei E;, namlich die schwachen Eigen-
vektoren @ ® |k, \) mit |k| & E; — E;. Hierbei bezeichnet |k, \) den
1-Photonzustand mit Impuls k und Polarisation A. Wir normieren die
uneigentlichen 1-Photonzustdnde mit scharfem Impuls durch

(k, \|K', V) = 2/k|5(k — K') Sy

(Diese Normierung hat den Vorteil, dass sie lorentzinvariant ist.) Um
Fermis goldene Regel anwenden zu konnen, berechnen wir die Matrix-
elemente des Wechselwirkungsterms —eA - p/m. Hierbei ist A(x) ein
Operator im Fockraum der Photonen, der aus dem Vakuum einen 1-
Photonzustand erzeugt. Es gilt

(k, AA(x)[0) = (27)3/2e ke,

Die Polarisationsvektoren ey, A = 1,2 sind dabei eine orthonormale
Basis des Orthogonalraums von k. Die Wellenldnge, die den atomaren
Ubergéingen entspricht, ist sehr viel groBer als der Radius der Atome,
daher kann e~** bei der Berechnung der Matrixelemente zwischen ® ¢
und ®; gleich 1 gesetzt werden. Wir finden fiir die Zerfallsrate nach der
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goldenen Regel
e? [ d*k )
w=2r5 [ K511 — w) (@5, (A AR)[0) - p®y)
m 2|k| )\
k
= 2me?R| (B, xB,) [ (2m) / Ak 8k — i) / d0sin 6(1 — cos® )

- %aw?ﬂ (f,xD;)|* .

4. Plétzliche und adiabatische Anderungen

Wir wollen jetzt zwei Extremfille zeitlich verdnderlicher Hamilton-
operatoren untersuchen. Sei H(s), s € [0,1] eine Familie selbstadjun-
gierter Operatoren. Wir skalieren die Zeitabhédngigkeit von H und set-
zen H.(t) = H(t/7),t € [0, 7]. Wir untersuchen die 7-Abhéngigkeit der
zugehorigen Zeitentwicklungsoperatoren U-(t,0). Zundchst beschéfti-
gen wir uns mit der plotzlichen Anderung (7 — 0). Es gilt die Integral-
gleichung

U-(s7,0)=1— iT/ ds'H(s"\U(s'T,t) .
0
Ist H(s) gleichméBig beschrankt, ||H(s)|| < ¢, so folgt

|U-(s7,0) = 1|| < 7c,

d.h. U,(st) — 1 im Limes 7 — 0. Bei sprungartiger Anderung des
Hamiltonoperators

H(t):Hl, ?:E[ti,ti+1],t0<t1<...<tn

tragen also die Sprungstellen nichts zum Zeitentwicklungsoperator bei,
und wir erhalten

U(t7 t/) — e_iHj(t_tj)e_iHj—l(tj_tj—l) . e—infl(tk—t/)

falls tk,1 S t S s S t]’ S t S tj+1.

Ein Beispiel fiir eine plotzliche Anderung ist die Anderung des Cou-
lombfelds eines Kerns infolge eines (3-Zerfalls.

Der andere Extremfall ist der adiabatische (unendlich langsame)
Ubergang. Hierbei betrachtet man den Limes 7 — o0o. Sei E(s) ein
isolierter Eigenwert von H(s), s € [0, 1], mit Spektralprojektor P(s),
sodass die operatorwertigen Funktionen H(s), F(s) und P(s) (in einem
zu prézisierenden Sinn) geniigend glatt sind. Im Rahmen der Stérungs-
theorie haben wir eine Familie unitdrer Operatoren V; gefunden, die den
Spektralprojektor P(s) in P(0) tiberfiihren,

ViP(0) = P(s)Vs ,
und durch die Differentialgleichung
d d
%

V= [P, POV,
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und die Anfangsbedingung V, = 1 bestimmt sind. Insbesondere gilt
P(s)VIP(0) = P(s)[P'(s), P(s)]VsP(0) = P(s)[P'(s), P(s)|P(s)Vs = 0.

Es gilt nun, dass der Zeitentwicklungsoperator U, (s7,0) bis auf einen
oszillierenden Faktor gegen V; strebt. Die adiabatische Zeitentwicklung
fithrt also Eigenzustdnde in Eigenzusténde iiber. Es gilt das Adiaba-
tentheorem

THEOREM I1.4.
| (U-(s7,0) — e~ o dS/E(S/)Vs)P(O)H < constT ! .

/

Beweis: Sei W,(s) = Uy (s7,0)e™Jo 35'EE) . Wir wollen zeigen, dass
die Norm von (W, (s)*V; —1)P(0) wie 7! gegen Null konvergiert. Wir
betrachten die Ableitung dieses Operators nach s,

d d d

— “VsP(0) = (— ) Vs P *—V,P(0) .
SW ) VaP(0) = (LW () ) VaP(0) + W, ()" T ViP(0)
Es gelten die Beziehungen
d

W (s)" = itWr(s)" (H(s) — E(s)) ,
ViP(0) = P(s)Vi

ds

und
(H(s) = E(s))P(s) =0 .

Daher verschwindet der erste Term in der Ableitung. Im zweiten Term
konnen wir wegen P(s)V!P(0) = 0 einen Faktor (1 — P(s)) vor V!
einfiigen.

Nach Voraussetzung ist F/(s) im Spektrum von H(s) isoliert. Daher
existiert das Inverse von H(s) — E(s) auf (1 — P(s))$, und wir kénnen
die Beziehung

Wi ()" (L~ Pls)) = = W (s)' (H(s) — B(3) ™" (1~ P(s))
benutzen. Wir finden
%WT(S)*VSP(O) = %%WT(S)*A(S)

mit
N d
A(s) = (H(s) = E(s)) " (1 = P(s)) Vi P(0) .
Durch partielle Integration erhalten wir schliellich

V(Y DPO) = - (W67 A0) = A0) = [asw, (5 .46

iT ds’

Unter der Voraussetzung, dass A und seine Ableitung gleichméfig be-
schrankt sind (hierfiir ist die Isoliertheit von E(s) wesentlich), erhélt
man die gewiinschte Abschétzung.

Bei langsamen Anderungen bleibt ein System also in einem Eigenzu-
stand. Bei periodischen Anderungen kehrt es daher zum Grundzustand
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des urspriinglichen Hamiltonoperators zuriick, wenn es zu Beginn im
Grundzustand war; der Operator V, kann aber selbst im nichtentarte-
ten Fall verschieden von 1 sein. (,Berry-Phase®).



KAPITEL IIT

Symmetrien in der Quantenmechanik

1. Symmetrieoperatoren

Symmetrien spielen in der Physik eine grofle Rolle. In der klassi-
schen Mechanik sind die allgemeinsten Symmetrien die kanonischen
Transformationen. In der Quantenmechanik definiert man Symmetri-
en als bijektive Abbildungen des Zustandsraums, die alle Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten invariant lassen. Hierbei ist zu beachten, dass ein
reiner Zustand durch einen eindimensionalen Teilraum (einen Strahl)
des Hilbertraumes beschrieben wird. Die Menge der 1-dimensionalen
Teilrdume eines Hilbertraums § ist der sogenannte projektive Raum
P$H. Ist [®] der vom Einheitsvektor ® € §) erzeugte Teilraum, so ist die
Ubergangswahrscheinlichkeit durch

T([@], [v]) = (2, ¥)[*

gegeben. Sie ist unabhéngig von der Wahl der Basisvektoren in den
eindimensionalen Teilrdumen.
Sei nun V eine bijektive Abbildung von P$) mit

T[], V[¥]) = T([2], [¥]) .
Dann gilt der folgende Satz von Wigner:

THEOREM III.1. Es gibt einen bis auf eine Phase eindeutig be-
stimmten Operator V' in $ mit V[®] = [V ®] fiir alle & € §, sodass V
entweder unitir oder antiunitér ist.

Hierbei heifit ein Operator antiunitéir, wenn er antilinear ist,
VAP + pl) = A0 + ¥ |
und die Bedingungen
VV=1=VV"
erfiillt. Zu beachten ist, dass fiir einen antilinearen Operator der ad-
jungierte durch die Relation
(\II,V*QJ) = (@,V\IJ)

definiert wird.

Einen Beweis findet man in Messiah I1,15.1.1 sowie in V. Bargmann,
Journal of Mathematical Physics 5, 862 (1964).

Beispiele fiir unitdre Symmetrien:

37
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(i) Translationen in L?*(R"™):
(U(a)¥)(x) = V(z —a) .
(ii) Dilationen in L*(R™):
(UMW) (z) = X720\ 1z) , A>0.

(iii) Rotationen L?*(R?): Sei R eine Rotation im R*. Dann definiert
man den zugehdrigen unitiren Operator in L?(R3) durch

(U(R)W)(x) = U(R z) .

(iv) Diffeomorphismen: Sei o : R" — R" ein Diffeomorphismus,
d.h. eine bijektive Abbildung, die zusammen mit ihrer Um-
kehrabbildung unendlich oft differenzierbar ist. Dann definie-
ren wir

(U ()W) (z) = |det da| *¥ (o (2))
mit der Jacobi-Matrix

80@
(Oa);j = oyl
Die Beispiele (i)-(iii) sind Spezialfélle von Beispiel (iv).
Ein Beispiel fiir eine antiunitdre Symmetrie ist die komplexe Kon-
jugation

(K®)(z) = ®(z) .
K vertauscht mit Funktionen des Ortsoperators und antivertauscht mit
dem Impulsoperator,

10 1 .0 10
Kpj=K-—=—-K—=—-—K=—p, K.
Pj 1 81’]' 1 0$]’ 1 a,I'j Pj
K wird als Bewegungsumkehr interpretiert. Ist der Hamiltonoperator
von der Form H = —cA + V mit ¢ und V reell, so vertauscht H mit

K. Fiir den Zeitentwicklungsoperator gilt dann
KU(t) = Ke ™ = " K = U(-)K |

K kehrt also die Zeitrichtung um und wird daher auch Zeitinversion
genannt.

2. Symmetriegruppen

Symmetrietransformationen bilden eine Gruppe. Hierbei ist das Grup-
penprodukt durch Hintereinanderausfithrung der Abbildungen erklért;
das Produkt ist daher automatisch assoziativ. Die Gruppeneins ist die
identische Abbildung, und das Inverse ist die inverse Abbildung.

Sei nun G eine Gruppe, und sei V eine projektive Darstellung von
G, d.h. zu jedem Gruppenelement g gibt es eine Strahltransformation
V,, die die Ubergangswahrscheinlichkeiten erhilt, sodass das Gruppen-
produkt der Komposition der Abbildungen entspricht,

V9192 = V91V92 .
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Nach dem Theorem von Wigner gibt es dann zu jedem ¢g € G einen
unitdren oder antiunitdren Operator Vy(g), der bis auf eine Phase ein-
deutig bestimmt ist. Also gilt

Volg192) = w(gr, 92)Vo(91)Vo(g2)

mit einem Phasenfaktor w(gy, g2). Ist w = 1, so nennt man Vj eine Dar-
stellung von G. Da Vj(g) nur bis auf eine Phase bestimmt ist, kann man
versuchen, den Faktor w durch eine geeignete Wahl des Phasenfaktors
zu vereinfachen. Setzt man

V(g) = a(g)Volg)
mit einem Phasenfaktor a(g) € C, |a(g)| = 1, so ergibt sich

V(g1)V(g2) = w'(91,92)V (9192)
mit
W'(91,92) = agr)a(g2)a(grga) "' w (g1, g2) -
Es héngt von der Gruppe ab, ob es immer eine Wahl von « gibt,
sodass w’ = 1 erreicht werden kann. Betrachten wir einige Beispiele:
(i) Die Abbildung a — U(a), a € R™ mit (U(a)¥)(z) = ¥(z—a),
U € L?(R"), ist eine unitire Darstellung der Translations-
gruppe. Die Translationsgruppe besitzt aber auch echte pro-
jektive Darstellungen, die sich nicht auf Darstellungen zuriick
fithren lassen. So wird die Translationssymmetrie in einem
konstanten Magnetfeld B nicht durch die oben angegebenen
Operatoren beschrieben, sondern durch die sogenannten ma-
gnetischen Translationen

(Up(a)V¥)(x) = 2B @X)g(x — a) .

Diese sind gerade so gewihlt, dass sie mit den kinetischen

Impulsen
_ e
T=p+ §a x B

vertauschen:
(Up(a)7V)(x) = 2B @ 20(x — a)

. 1
eaB@x) 2y 4 g(x —a) x B)¥(x —a)
2

(FUs(2))(x) = (%v + ox x Bl PO (x — a)

e 1
elaBlaxx) (g _ ga x B+ gx xB)¥(x—a) .
i

Daher vertauschen sie auch mit dem Hamiltonoperator

_ 7P
2m
Sie vertauschen aber nicht untereinander. Stattdessen gilt

Us(a)Ug(b) = 2B @P)yg(a + b) .
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Wegen der Antisymmetrie des Vektorprodukts ist das Pro-
dukt nicht kommutativ. Es ist nicht moglich, den Phasenfak-
tor im Multiplikationsgesetz zu eliminieren.

(ii) Durch R — U(R), (U(R)V)(x) = ¥(R 'x) wird eine Dar-
stellung der Rotationsgruppe definiert:

(U(R)U(R)®)(x) = (U(R2) (R 'x) = U(Ry ' Ry 'x)
= U((RiRy)"'x) = (U(RiRy)¥)(x) .

(iii) Sei C? der Hilbertraum, der einen Spin-i-Freiheitsgrad be-
schreibt. Wir suchen eine projektive Darstellung der Rotati-
onsgruppe, sodass sich die Spinoperatoren S; = %Ji, Oiy 1 =
1,2, 3 Pauli-Matrizen, wie Drehimpulsoperatoren unter Rota-
tionen verhalten,

V(R(n-S)V(R) ™' =(Rn)-S, neR®|n|=1.

Zunéchst betrachten wir die Rotationen um die z-Achse. Sei
R(es, ¢) die Rotation um die z-Achse mit Drehwinkel ¢. Diese
Rotation lidsst die z-Komponente des Spins unverandert. Mit

B < 1 0 )
=0 —1
folgt, dass V(R(es, ¢)) diagonal sein muss,
_(o¢) O
virteswo) = (V400

mit Phasenfaktoren «(¢) und ((¢). Der Einheitsvektor e;
transformiert sich unter den Rotationen um die z-Achse nach

R(es, ¢)e; = e cos ¢ + iegsing .

(1) (1)

ergibt sich
a(¢)B(¢) ™ = e
V(R(es, ¢)) hat also die Form

Mit

O =

V(R(es,¢)) =~(1 COS% — o3isin %)

mit einem Phasenfaktor 7. Drehoperatoren um andere Achsen
erhélt man durch

V(R(Res, 9)) =v(R)V(R)(1 cos% — o3isin %S)V(R)_l

=v(R)(1 cos%S — Res - disin (g) .
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Die einfachste Wahl ist v = 1. Dann ist die Determinante von
V gleich 1, also gilt w = +1. Z.B. gilt fiir das Produkt zweier
Drehungen um dieselbe Achse mit Drehwinkel §

Vi=-—1.

Es ist nicht moglich, dieses Vorzeichen durch eine andere Wahl
von V' zu eliminieren. Dies kann man in der folgenden Weise
einsehen.

Sei V! = aV eine andere Wahl mit

V/(R)V'(R(e, 9)V'(R)"" = V'(R(Re,9)) .

(Eine Darstellung miisste diese Relation erfiillen). Dann folgt,
dass « unabhéngig von der Drehachse ist. Insbesondere ist
a(R) = a(R™), da R™! die Drehung mit demselben Winkel
und der entgegengesetzten Drehachse ist.

Wenn V'’ eine Darstellung ist, dann muss auch gelten

V(RV(RY) =1.

Da auch V diese Gleichunng erfiillt, folgt «(R)?* = 1. Da-
mit bleibt aber die Relation (V’)?> = —1 fiir Halbdrehungen
erhalten.

Fiir ¢ € [0,27] und e beliebig durchlauft V(R(e, ¢)) alle
unitidren (2 x 2)-Matrizen mit Determinante 1. Diese bilden
die sogenannte spezielle unitdre Gruppe SU(2). Umgekehrt
definiert jedes U € SU(2) eine Drehung R(U) durch

Un-&)U = (R(U)n)-7,

da jede hermitesche (2 x 2)-Matrix mit Spur 0 und Deter-
minante -1 sich in der Form n - & schreiben léasst, mit einem
Einheitsvektor n € R3. Offenbar ist die Abbildung

{SU(Q) —  SO(3)
U +— R(U)

eine Grupenhomomorphismus mit Kern {£1}.
Tatséchlich ist jede irreduzible projektive Darstellung V'
der Drehgruppe von der Form

V(R(U)) = a(U)Vo(U)

mit einem Phasenfaktor oo und einer irreduziblen Darstellung
Vo der SU(2). Hierbei heiit eine Darstellung irreduzibel, wenn
es keinen nichttrivialen invarianten Unterraum gibt. Aquiva-
lent dazu ist nach dem Schurschen Lemma, dass nur die Viel-
fachen der Eins mit den Darstellungsoperatoren vertauschen.
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3. Infinitesimale Symmetrien

Viele der betrachteten Symmetrien sind kontinuierlich, wie z.B.
die Translationen und die Rotationen. Diese Symmetrien bilden soge-
nannte topologische Gruppen, d.h. Gruppen, die zugleich topologische
Réaume sind, sodass Produkt und Inversenbildung stetige Abbildungen
sind. Besonders wichtig sind die Lie-Gruppen. Diese besitzen zusétzlich
noch eine Differenzierbarkeitsstruktur, sodass die erwéhnten Abbildun-
gen unendlich oft differenzierbar sind.

Sei G eine Lie-Gruppe. Sei H = {h(t),t € R} eine 1-parametrige
Untergruppe mit h(t)h(s) = h(t + s). Sei U eine unitére Darstellung
von GG. Wir definieren den infinitesimalen Generator von H in der Dar-

stellung U durch
el
Ah = ZaUUL(t))t:O
definiert auf allen Vektoren ®, fiir die die vektorwertige Funktion ¢ —
U(h(t))® differenzierbar ist. Wenn die Abbildung ¢ — U(h(t))® fiir
alle @ stetig ist, dann ist nach dem Satz von Stone Aj dicht definiert

und selbstadjungiert, und es gilt
U(h(t)) = e A

Man nennt A;, den Generator der 1-parametrigen Untergruppe U(H).
Wir wollen einige Beispiele diskutieren:

(i) Einparametrige Untergruppen der Translationsgruppe in R”
sind von der Form h(t) = ta, a € R". Bei der Standarddar-
stellung der Translationsgruppe in L*(R") ergibt sich

d d :
ZE(U(ta)CID)(a:)tZO = ZE(I)(QZ —ta)i—g = —ia - VO(z) ,

d.h. A, = a-p mit dem Impulsoperator p = —iV. Der Impuls
ist also der infinitesimale Generator der Translationen, analog
wie, aber viel einfacher als in der klassischen Mechanik.

(ii) Sei h(t) = R(n,wt), t € R eine 1-parametrige Untergruppe
der Rotationsgruppe, und sei U die iibliche Darstellung in
L?*(R3). Dann ergibt sich fiir den infinitesimalen Generator

d d
ZE(U(RQI, wt))P)(x)1—0 = ZE(I)(R(II’ —wt)X)t—o

:iECI)(n(n X) + coswt(x —n(x-n)) —sinwt(n x x))—o
=—iwn x x) - VO(x) =wn - LO(x)

mit dem Drehimpulsoperator L. Der Drehimpuls ist also der
Generator der Rotationen.

(iii) Die Dilatationen x +— e’z im R™ bilden eine einparametrige
Gruppe. Wir berechnen ihren Generator in der Darstellung

(U(eHW)(x) = e 2T (etz) .
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Es gilt
d t - d 7%t —t
U E) = S et
i i V) U(@) = S optpea) .

2 2
s(z-p+p-x)ist also der Generator der Dilatationen.

Wir wollen jetzt studieren, wie sich die Eigenschaften der Gruppe
durch Eigenschaften der Generatoren ausdriicken lassen. Ist G abelsch,
so bilden die Generatoren offenbar einen Vektorraum, dessen Elemen-
te miteinander kommutieren. Auch im nichtabelschen Fall bilden die
Generatoren einen Vektoraum. Es gilt

(M + uB)¥ = i%(e_MAte_i“Bt\Il)to :

Die Generatoren vertauschen i.a. nicht. IThr Kommutator ist auch ein
Generator. Man erhélt ihn z.B. aus

[A, B] _ _%(e—iﬁAe—i\/{Bei\/{Aei\ﬁB)
Die Generatoren einer Lie-Gruppe bilden eine sogenannte Lie-Algebra,
d.i. ein Vektorraum g mit einem i.a. nichtassoziativen Produkt, der
Lie-Klammer [-,-]. Die Lie-Klammer ist bilinear, antisymmetrisch und
erfiillt die Jacobi-Identitat.

Eine Darstellung einer Lie-Algebra ist ein Homomorphismus der
Lie-Algebra in die Lie-Algebra der Operatoren eines Vektorraums, wo-
bei dort als Lie-Klammer der Kommutator definiert ist.

Jede stetige Darstellung einer Lie-Gruppe fiihrt zu einer Darstel-
lung ihrer Lie-Algebra. Die Umkehrung gilt nicht, da verschiedene Lie-
Gruppen gleiche Lie-Algebren besitzen kénnen. Z.B. stimmt die Lie-
Algebra von SU(2) mit der von SO(3) iiberein,

s0(3) = {x e R? [x,y] :=x x y}
~{A € Maty(C), A= —A"tr A =0} =su(2) .

Es gilt aber, dass jede endlichdimensionale Darstellung einer Lie-Algebra
durch die Exponentialabbildung zu einer Darstellung einer Umgebung
der Eins fiihrt. Dies liegt an der sogenannten Baker-Campbell-Hausdorff-
Formel, die es gestattet, das Produkt hy(t)ho(t) fiir zwei einparametrige
Halbgruppen fiir kleine ¢ durch die Generatoren und ihre Mehrfachkom-
mutatoren auszudriicken.

Durch Produkte erhélt man alle Gruppenelemente in der Zusam-
menhangskomponente GGy der Eins ; allerdings ist die Darstellung als
Produkt von Elementen der urspriinglichen Umgebung der Eins nicht
eindeutig, sodass man nicht notwendig eine Darstellung der Grup-
pe erhalt. Stattdessen erhilt man eine Darstellung der sogenannten
universellen Uberlagerungsgruppe Go von Gy. Dies ist die Menge der
Homotopieklassen [y] von Wegen 7 in der Gruppe mit Anfangspunkt

t=0
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(,source“) s(y) = e. (Zwei Wege liegen in derselben Homotopieklasse,
wenn sie stetig, bei festgehaltenen Endpunkten, ineinander iiberfiithrt
werden konnen.) Mit r(7) (,,range“) wird der Endpunkt von + bezeich-
net. Dieser héngt natiirlich nur von der Homotopieklasse ab und defi-
niert durch 7([y]) = () eine Abbildung von Gy auf Gy. Ist v ein Weg
in Gy und g € Gy, so sei gy der Weg, den man erhélt, wenn man jeden
Punkt des Weges von links mit g multipliziert. Wir definieren jetzt das
Produkt zweier Homotopieklassen durch

[(1][v2] = [y o r(7)72]

Durch diese Definition erhilt G, die Struktur einer Gruppe, und 7 wird
ein surjektiver Homomorphismus, die sogenannte Uberlagerungsabbil-
dung.

Z.B.ist SU(2) die universelle Uberlagerungsgruppe von SO(3); Dar-
stellungen der Lie-Algebra su(2) mit halbzahligem Spin kénnen nicht
zu Darstellungen der SO(3) integriert werden. Die Uberlagerungsgrup-
pe der SO(2) (der Drehgruppe in 2 Dimensionen) ist R. R besitzt die
irreduziblen Darstellungen ¢ +— €*¢ mit s € R. Daher ist der Spin in 2
Dimensionen nicht quantisiert (,, Anyonen®).

Projektiven Darstellungen einer Lie-Gruppe entsprechen projektive
Darstellungen der Lie-Algebra

[T(a), T(b)] =T([a,b]) + c(a,b)l

mit ¢(a,b) € iR. Zum Beispiel ist der Generator der magnetischen
Translationen

pB:p—gxxB.

a — a- pp ist eine projektive Darstellung der zugehorigen Liealgebra
(mit Lie-Produkt [a, b] = 0) und erfiillt

[a-pp,b-pp]=—ic(axb)-B.

Die infinitesimalen magnetischen Translationen in der Ebene senkrecht
zum Magnetfeld erfiillen also ebenso wie die zugehorigen kinetischen
Impulse kanonische Vertauschungsrelationen, wobei die Rolle von A
durch die Fldchendichte |eB| iibernommen wird.

In der klassischen Mechanik beschreibt ein geladenes Teilchen in
einem homogenen Magnetfeld eine Spiralbahn um die Richtung des
Magnetfelds. Die Koordinaten des Mittelpunkts der zugehorigen Kreis-
bahn in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld sind proportional zu den
magnetischen Impulsen. Quantenmechanisch ist dieser Mittelpunkt of-
fenbar nicht mehr scharf bestimmt, sondern seine Koordinaten unter-
liegen den Heisenbergschen Unschérferelationen.

Ein weiteres Beispiel sind die Galilei-Transformationen (¢,x) +—
(t,x+tv). Fiir ein Teilchen mit Masse m wird die Galilei-Transformation
auf ein Bezugssytem mit Geschwindigkeit v definiert durch

(G(V)T)(x) = ™™ U(x) .
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Der zugehorige Generator ist
1—G(ta)j—g = —ma - x .
g ¢ )0
In der Galilei-Gruppe kommutieren Beschleunigungen und Translatio-
nen. Fiir die zugehorigen Generatoren in der Quantenmechanik aber
gilt
[-ma-x,b-p]=—ima-b,

sie bilden daher eine projektive Darstellung der Lie-Algebra der Galilei-
Gruppe, die durch den Wert der Masse m charakterisiert wird. Tatséch-

lich lésst sich die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen aus der
Forderung der Galilei-Invarianz ableiten.

4. Tensorprodukte

In der Physik steht man oft vor der Aufgabe, komplexe Systeme als
Zusammensetzung einfacher Systeme zu beschreiben. Der einfachste
Weg zur Zusammensetzung quantenmechanischer Systeme benutzt die
mathematische Methode des Tensorprodukts (auch Kronecker-Produkt
oder direktes Produkt genannt; die letztere Bezeichnung wird aber in
der Mathematik fiir eine andere Konstruktion verwendet und sollte
daher vermieden werden).

Seien $H; und $ zwei Hilbertraume. Das Tensorprodukt $ = $H; ®
$)o ist der durch die folgenden Eigenschaften eindeutig charakterisierte
Hilbertraum:

(i) Es gibt eine bilineare Abbildung
® : D1 XH — K))
' P, 0y = PR Py
(ii) Das Skalarprodukt in § erfiillt die Bedingung
(‘131 ® Dy, ¥y ® ‘1’2) = (@17 ‘111) (CI>27 ‘112) .
(iii) Die Vektoren Y 7 , CI)gi) ® @éi), n € Ny, <I>§~i) €9, j=12,
liegen dicht in .
7. B. ist L*(R?) = L2(R) ® L*(R) mit
(@@ V) (z,y) = ¢(x)(z) .
Eine Methode zur Konstruktion des Tensorprodukts geht von der
Wahl von Orthonormalbasen {@;"),n € N} von 9;, j = 1,2 aus.

Sei I2(N x N) der Raum der quadratisch summierbaren Doppelfolgen
(Crm )n,men, Zn7m|cnm|2 < 00. Dann wird durch

\1[1 ® \112 = (Cnm)

mit ¢, = (q>§”),\p1)(<b§m),\lf2) eine Abbildung mit den geforderten

Eigenschaften definiert. Man erkennt, dass {CDEn) ® Cbém),n,m € N}
eine Orthonormalbasis von $); ® $» bildet.

17
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Observable der Teilsysteme werden mit Observablen des zusammen-
gesetzten Systems in der folgenden Weise identifiziert. Seien A; Ope-
ratoren in §);, j = 1,2. Dann definiert man einen Operator A; ® A, in
1 ® $H2 durch

(Al ® Ag)(q)l ® CDQ) == Al(bl ® AQCI)Q .

Insbesondere gilt, dass die Identifikationen A; — A; ® 1 und Ay —
1 ® A,y alle Eigenschaften der Observablen eines Teilsystems erhélt
(Spektren, Vertauschungsrelationen) bis auf die Vielfachheit der Ei-
genwerte. Ist z.B. ®; ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert a;, so
sind alle Vektoren der Form ®; @ ¥, ¥ € §,, ¥ # 0 Eigenvektoren
von A; ® 1 zum selben Eigenwert; der Entartungsgrad ist gerade die
Dimension von $s.

Wir betrachten jetzt projektive Darstellungen Uy, U, einer Symme-
triegruppe G auf den Zustandsrdumen $); bzw. 5. Dann erhélt man
durch

(U1 @ Uz)(g) = Ui(g) ® Ua(g)

eine projektive Darstellung von G auf $; ® $s.
Fiir projektive Darstellungen 77 und 75 einer Lie-Algebra g setzt
man entsprechend

T(a) =Ti(a) ®1+1®Ty(a)

und findet eine projektive Darstellung der Lie-Algebra in $; ® $s.

Auf diese Weise erhélt man z.B. eine projektive Darstellung der
Galileigruppe in einem Zweiteilchensystem mit Massenparameter m =
mq -+ meo.

Typischer Weise sind die Darstellungen auf dem Produktraum nicht
irreduzibel. Durch Zerlegung in irreduzible Bestandteile erhélt man i.a.
neue Darstellungen. In vielen Féllen kann man durch wiederholte Ten-
sorprodukte und Ausreduktionen alle irreduzible Darstellungen finden.

Wir wollen diese Zusammenhénge am Beispiel der Drehgruppe stu-
dieren. Wir haben gesehen, dass projektive Darstellungen der SO(3)
durch Darstellungen der SU(2) gegeben sind, die wiederum durch Dar-
stellungen ihrer Lie-Algebra erzeugt werden.

Sei T' eine Darstellung der su(2),

[T(a), T(b)] = T(a x b) .

Dann erfiillen die Operatoren Ly, = iT'(e;) die Drehimpulsvertauschungs-
relationen. Deren Darstellungen haben wir bereits in Quantenmechanik
I bestimmt. Es gibt daher zu jeder natiirlichen Zahl d genau eine ir-
reduzible Darstellung der Dimension d, die iiblicher Weise durch die
Drehimpulsquantenzahl j, 25 + 1 = d bezeichnet wird. Der Operator

3
L == T(e)’
k=1
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(der sogenannte Casimir-Operator der SU(2)) hat in dieser Darstel-
lung den Wert j(j + 1), die Komponenten von L haben die Eigenwerte
—j,—7+1,...,7 — 1,5. Man wahlt jetzt eine Komponente von L aus,
z.B. L3z, und bezeichnet den Eigenvektor |j) zum hochsten Eigenwert
von L3 als den hochsten Gewichtsvektor. Er ist bis auf einen Faktor
eindeutig durch die Bedingung

L+’j> - 0 5 L+ - L1+7/L2

ausgezeichnet. Durch wiederholte Anwendung von L_ = Ly — L, auf
|7) erhélt man die anderen Eigenvektoren von Lg,

Im) = ¢, L), m=—j,—j+1,...,5—1,j.

Wir wihlen die Koeffizienten ¢,, > 0 so, dass die Eigenvektoren nor-
miert sind. Es gilt

Lilm) =+/ji(G+1)—mm+1)m+1).

Explizite Formeln fiir die Darstellungen der SU(2) findet man z.B. im
Messiah, Bd. II, Anhang C.

Bildet man das Tensorprodukt zweier Darstellungen mit Quanten-
zahlen j; und js, so findet man zwei kommutierende Drehimpulsope-
ratoren LY L deren Summe L = L™ + L® daher wieder die Dre-
himpulsvertauschungsrelationen erfiillt. Die Zerlegung der Produktdar-
stellung nach irreduziblen Darstellungen entspricht der Zerlegung nach
Eigenwerten von |L|?. Diese haben wir in Quantenmechanik I bei der
Besprechung der Feinstruktur durchgefiihrt. Die moglichen Eigenwerte
von |L|? sind danach j(j + 1) mit j € {|j1 — jal, |1 — Jo| +1,...,j1 +
Jo— 1,71+ jo }. Fiir die Dimensionen der Darstellungsraume ergibt sich
entsprechend

d=|dy —do| +1,...,dy +dy— 1
mit Y d = didy. Insbesondere tritt jede erlaubte Darstellung genau
einmal auf. Wir erhalten die Zerlegung des Darstellungsraums

g)jl ®57)j2 = @53] .
J

Hierbei bedeutet @@ die Summe paarweise orthogonaler Hilbertraume
(direkte Summe). Zur Bestimmung der Unterrdume $); verwenden wir

zwei verschiedene Orthonormalbasen. Die eine, dem Tensorprodukt an-
(1)

gepasste Basis besteht aus gemeinsamen Eigenvektoren von Ls’ und
LY,
{|m1> & |m2>7mi € {_]u s 7]1}72 = 17 2} )
die andere aus den gemeinsamen Eigenvektoren von |L|? und Lg,
{ljam>aj S {|]1 _j2’a S 7j1 +j2}am € {_]7 s 7]}} .

Entwickelt man die zweite Basis nach der ersten, so erhilt man

jom) = C L (my, ma;m)|ma) @ [mo)
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mit den Clebsch-Gordon-Koeffizienten

OJJ1J2 (ml’mQ; m) = <m1‘ ® <m2’j7 m> .

Zur Fixierung der Phasen setzen wir |j; + jo,j1 + j2) = |j1) ® |j2)
und erhalten dann durch Anwendung von L_ alle Basisvektoren mit
Quantenzahl j; + jo. Z.B. ist

1+ Ja Ji + Jo — 1) = L_|51) ® [52)(2(j1 + j2))~*/*
=<L9> + L51) @ |2) (2071 + j2>>—1/2

1 — 1) ®|j2) + 1) @ |j2 — 1) .

J1 + J2 n + J2
Der hochste Gewichtsvektor der Darstellung mit Quantenzahl j; 47, —1
ist orthogonal zu [j; + j2,j1 + jo — 1) und ist wie dieser eine Linear-
kombination von [j; — 1) ® |ja) und |j;) ® [jo — 1). Er ist bis auf eine
Phase eindeutig. Wir wéhlen diese Phase so, dass der Koeffizient von
|71) ® |j2 — 1) positiv ist.
Allgemein wihlen wir die Phasen so, dass
<j’m - 1|L—|.]7 m> >0 )
(il ® (G = gild. 7) > 0
gilt. Hierdurch sind die Clebsch-Gordon-Koeffizienten eindeutig festge-
legt. In der Literatur findet man manchmal auch andere Konventionen.
Als Elemente einer unitédren Matrix erfiillen die Clebsch-Gordon-
Koeffizienten Orthogonalitits- und Vollsténdigkeitsrelationen. Diese las-
sen sich tibersichtlich schreiben, wenn man die (2j; +1)(2j2+1) x (2 +
1)-Matrizen C]J s (C]]m(ml, mg;m)) als lineare Operatoren von $);
nach $;, ®9,, auffasst. Diese Operatoren erfiillen die Verkettungs (,,In-
tertwiner®)-Relation
(Ujl ® sz)( )CJJUQ = CJthU ( ) g & SU(2) :
Die Orthogonalitats-und Vollstandlgkeltsrelationen lauten nun

J g ) =
(lejz) CJljz - 33/153 Z JlJ2 3132 _155j1®55j2'

5. Tensor-Operatoren und Wigner-Eckart-Theorem

Ist U eine unitare Darstellung einer Gruppe G in einem Hilber-
traum $) und A ein Operator in ), dessen Definitionsbereich invariant
unter U(g) ist, so spannen die Operatoren A, = U(g)AU(g)~! einen
Unterraum in der Menge der Operatoren auf ©(A) auf, auf dem die
Gruppe durch g — A, dargestellt wird. Dies ist besonders interessant,
wenn die Darstellung irreduzibel ist. Ein Beispiel fiir eine solche ir-
reduzible Darstellung in einem Vektorraum von Operatoren sind die
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Transformationseigenschaften des Ortsoperators unter Drehungen. Es
gilt
U(R)(a-x)U(R)™" = (Ra) - x
auf dem Raum der Operatoren {a-x, a € R*} wirkt die Drehgruppe also
in ihrer definierenden Darstellung (I = 1). Ist V ein irreduzibler Dar-
stellungsraum von Operatoren, und ist {4y, ..., A,} eine Basis von V,
so nennt man das n-Tupel (Ay,..., A,) einen irreduziblen Tensorope-
rator. Beispiele fiir irreduzible Tensoroperatoren beziiglich der Dreh-
gruppe sind Impuls, Drehimpuls, Spin,. ... Multipliziert man einen ir-
reduziblen Tensoroperator komponentenweise mit den Vektoren eines
Hilbertraums, auf dem die Gruppe dargestellt ist, so erhédlt man als
Darstellungsraum einen Quotientenraum des Tensorprodukts. Im Fall
der Drehgruppe kann dieser mit einem Unterraum des Tensorprodukts
identifiziert werden.
Seien Fy, : 9, — 9, k = 1,2 Verkettungsoperatoren,

ExU;,.(9) = Ulg)Ey
und sei F': §; — L(D, $) eine lineare Abbildung von $; in den Raum
der Operatoren mit invariantem Definitionsbereich ®, sodass gilt
F(U;(9)x) = U(g)FO)U(9) " -
Dann gilt das Wigner-Eckart-Theorem:

THEOREM III.2. Die Matrixelemente der Operatoren F(x) zwi-
schen Vektoren der Form F1® und E,V sind von der Form

(Ev®, F(\)BxW) = (C7;,@, x ® W) (En[|F|| E) (21 + 1)1/

Jj2
mit einem von @,y und ¥ unabhingigem Faktor (Ei||F||F2) (dem
,reduzierten Matrixelement*)

Beweis: Die lineare Abbildung
K- N ®89, — k)
XU  — F(x)EV
erfiillt die Verkettungsrelation
Ulg) K = KUj(g) @ Uj,(9) -
Es gilt
(E1<I>,F(X)E2\I/) = (CID,ETK(X(X) \Il) :
Wir schieben zwischen K und x ® ¥ eine Zerlegung der Eins mithilfe
der Clebsch-Gordonoperatoren ein,

YA N
> CIL(CL)" =150, -
j/

Der Operator £} K Cj;-z := T} verkettet die Darstellung j' mit der Dar-
stellung j,
U (9) Ty = Ty Uy (9) , g € SU(2) .
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Da die Darstellungen U irreduzibel und paarweise indquivalent sind,
verschwindet T} fiir j' # 71, und T}, ist nach dem Schurschen Lemma
ein Vielfaches der Eins . Sei &' = (C7} )*(x ® ®). Dann gilt

Jj2

(E1<D>F(X>E2‘IJ) = )\((I),(I)’) — )\(le

Jj2

CID,X®\IJ)

mit A € C unabhéngig von ®, y und V. O

Als Beispiel betrachten wir elektromagnetische Strahlungsiibergénge.
Hierbei entwickelt man den Wechselwirkungsterm nach Multipolen.
Der 2!-Pol-Term ist von der Form

F(C) = ZchEm(ev ¢)fl(r) :

Diese Operatoren bilden einen irreduziblen Tensoroperator. Bei der Be-
rechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen Zusténden mit
Drehimpulsquantenzahlen [;, m; und [y, mo findet man

(l1,m1| F(c)|la, me) = Z CZZ;Q (m, ma; My )¢y, - const

mit einer Konstanten, die nicht von m; und msy abhéngt. Dies liefert
Auswahlregeln |l; — I| <1} <y + [ und Intensititsregeln.

6. Ununterscheidbare Teilchen

Bei der Beschreibung eines n-Teilchensystems durch ein n-faches
Tensorprodukt der Einteilchen-Hilbertraume

D= - H
~—_—

n

bereitet die Ununterscheidbarkeit der Teilchen Probleme. Wir betrach-
ten auf £),, die unitdre Darstellung der symmetrischen Gruppe S,

U(O‘)@l ® --Qb,= (I)g—l(l) SRR ®<I)U—1(n) .

Sei A eine Observable des n-Teilchensystems. Die Ununterscheidbarkeit
der Teilchen bedeutet, dass A mit allen Permutationsoperatoren U(o)
vertauschen muss,

[A,U(0)] =0, 0€8, .

Daher ist nicht jeder selbstadjungierte Operator auf §,, eine Observa-
ble.

Ta’_qséichlich zerfillt §, in orthogonale Teilrdume, zwischen denen
keine Ubergéinge durch Observable moglich sind,

(2,AV) =0, decH,, Ve ,r£r.
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Die Projektoren auf diese Teilrdume sind Linearkombinationen der Per-
mutationsoperatoren. Z.B. ist

1
Psymm - ﬁ Z U(0>
der Projektor auf den total symmetrischen Unterraum, und
1 :
Panti = ﬁ Z Slgﬂ(O')U(O')

der Projektor auf den total antisymmetrischen Unterraum. Allgemein
findet man die Unterrdume $);, mit Hilfe der sogenannten Young-Rahmen.
Ein Young-Rahmen r ist eine Anordnung von n Kistchen in Zeilen
und Spalten, sodass die Spaltenldnge von links nach rechts und die
Zeilenldnge von oben nach unten nicht zunimmt. Er wird festgelegt
durch die Angabe der Spaltenlingen n; > ... > n,, > .n; = 1. Auf
diese Késtchen werden die Ziffern 1 bis n verteilt. Die so erhaltene An-
ordnung der Zahlen 1,...,n nennt man ein Young-Tableau. Sei ¢ ein
solches Tableau, sei Sy’ die Untergruppe der symmetrischen Gruppe,
bei der nur die Ziffern in derselben Zeile vertauscht werden, und sei Sg*
die Untergruppe, bei der nur die Ziffern in derselben Spalte vertauscht
werden. Dann ist

9= > sign(01)U(0102)9n

01€8s? 02€87"

ein Unterraum, der invariant unter der Wirkung der Observablen ist.
Die Summe iiber alle Tableaux mit Rahmen r ist ein Unterraum, der
auch unter Permutationen invariant ist. Dies ist der Unterraum $); Die
Restriktion der Observablen auf einen Teilraum !, liefert eine Darstel-
lung 7; der Algebra aller Observablen. Wenn zwei Tableaux durch eine
Umnumerierung o € S,, auseinander hervorgehen, so sind die zugehori-
gen Darstellungen dquivalent,

m(A) = U(o)my(A)U (o)™,

anderenfalls indquivalent. Relative Phasen zwischen Zustandsvektoren,
die zu verschiedenen Réumen §); gehoren, sind unbeobachtbar, man
spricht von einer Superauswahlregel.

Die bekannten Elementarteilchen sind entweder Bosonen oder Fer-
mionen, d.h. sie gehdren zur total symmetrischen bzw. total antisymme-
trischen Darstellung. Dies gilt allerdings nur, wenn alle Freiheitsgrade
beriicksichtigt werden. Vernachléssigt man z.B. in der Atomphysik den
Spin der Elektronen, so muss die Ortswellenfunktion keineswegs total
antisymmetrisch sein. Es gilt

fjn — ijrt ® ﬁSpin )
Daraus folgt fiir die Darstellung der S,
U = UOrt ® USpin )
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Die moglichen Ortswellenfunktionen und Spinwellenfunktionen haben
Symmetrietypen 79 bzw. rSP" sodass das Tensorprodukt die total an-
tisymmetrische Darstellung besitzt. Dies ist nur méglich, wenn die Rah-
men durch Spiegelung ineinander iibergehen. Da der Elektronenspin
aber auf einem 2-dimensionalen Hilbertraum dargestellt wird, konnen
nichttriviale Darstellungen der Permutationsgrupppe auf den Spinwel-
lenfunktionen nur zu Rahmen mit hochstens 2 Zeilen existieren. Die-
se entsprechen Werten des Spins s = (1 — [3)/2, wenn [; und [, die
Zeilenldngen des Rahmens sind. Daher treten fiir die Symmetrietypen
der Ortswellenfunktion nur Rahmen mit Spaltenldngen I, = s + n/2,
lo = —s+n/2 auf, wobei s die Spinquantenzahl des n-Teilchensystems
ist. Die verschiedenen Symmetrietypen der Ortswellenfunktion kénnen
also durch den Wert des Spins gekennzeichnet werden. Auf diese Wei-
se konnen die Energie-Niveaus spinabhéingig werden, auch wenn spi-
nabhéingige Wechselwirkungen ignoriert werden. Ein Beispiel bilden die
angeregten Zustande des Helium-Atoms.



KAPITEL IV

Streutheorie

1. Zeitabhingige Streutheorie

Bindungszustéinde von Teilchen, die sich unter dem Einfluss ei-
nes kurzreichweitigen Potentials bewegen, konnen geometrisch dadurch
charakterisiert werden, dass sie nie einen endlich ausgedehnten Bereich
verlassen, d.h., fiir alle £ > 0 gibt es ein endlich ausgedehntes Gebiet,
auBerhalb dessen sich das Teilchen zu keiner Zeit mit einer Wahrschein-
lichkeit > e aufhélt. Superpositionen von Eigenzustéinden des Hamil-
tonoperators besitzen diese Eigenschaft, und man kann zeigen, dass
fiir Potentiale, die sich als Summe einer beschrinkten stetigen Funk-
tion und einer quadratisch integrierbaren Funktion schreiben lassen,
alle gebundenen Zusténde im Unterraum $)p(H) liegen, der von den
Eigenvektoren von H aufgespannt wird.

Die Vektoren im orthogonalen Komplement von $)p(H ) beschreiben
in diesem Fall Zusténde, bei denen das Teilchen im zeitlichen Mittel
jedes endlich ausgedehnte Gebiet G verlafit,

1 /7
— dt/ d*x|®(t,x)|> — 0 . (IV.1)
2I' ) v Ja
Wegen der angenommenen Kurzreichweitigkeit des Potentials verhalt
es sich in grofem Abstand vom Ursprung wie ein freies Teilchen. Wir
erwarten daher, dass es Wellenfunktionen @, aus gibt mit

HefitH(I) o eiitHO(I)ein,ausH =0

fiir t — 4o00. Dies ist dquivalent zu

® = lim e tHog

ein,aus -
t—=o0 ’

Wir definieren die Mglleroperatoren (auch Wellenoperatoren genannt)

Qeinans = lim et e7itHo
’ t—=oo
Die Mglleroperatoren sind isometrisch, aber i.a. nicht unitdr, da die
Bindungszusténde nicht in ihrem Bild liegen konnen.
Fiir die Existenz der Mglleroperatoren gibt es ein einfaches Krite-

rium (Cook-Kriterium):

THEOREM IV.1. Seien H und Hj selbstadjungierte Operatoren mit
D(H) = D(Hp). Ihre Differenz V' = H — H, erfiille die Bedingung

53
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[l|[VetHtp||dt < oo fiir alle ® aus einem dichten Teilraum D, ® C
D(Hy). Dann existieren die Mglleroperatoren.

Beweis:  Wir wollen zeigen, dass fiir alle ¥ € § die vektorwertige

Funktion
t — ethefthO\Ij

das Cauchy-Kriterium fiir t — oo erfiillt.
Sei ¢ € ®©. Dann gilt

||eitHe—itH0\I, o ez’tHe—itHo(I)H — ||\If - (I)H .
Fir ® € © gilt nach Differentiation und anschlieBender Integration
t
eitHe—itHo(I) . eisHe—isHoq) — / dt/eit/Hive—it/Ho(b

S
Die Norm der rechten Seite ist beschrankt durch

t
/ dt'|[Ve " Hop||

Nach Vorausetzung existiert dieses Integral auch im Limes s — —oo,
t — +o0.

Sei nun € > 0. Dann wéhlen wir ein ® € © mit |V — @|| < /3 und
T > 0 mit

/ dt'|[Ve " Hodp|| < £/3 .
T
Dann gilt fiir alle t,s > T

HeitHe—z‘tHo\Ij o eiSHe_iSHO\I/H <e.

Damit folgt die Existenz der auslaufenden Mglleroperatoren. Die Exi-
stenz der einlaufenden Mglleroperatoren folgt entsprechend. O

THEOREM IV.2. Das Cook-Kriterium ist erfiillt, wenn H, der freie
Hamiltonoperator auf R” ist und V' = V(x) die Abschétzung

V(x| < RS

mit € > 0 erfillt.

Beweis: Der Beweis beruht auf den Eigenschaften der Zeitentwicklung
freier Wellenpakete, wie sie in Quantenmechanik I diskutiert worden
ist. Als Bereich © wihlen wir

D = {® e L*(R", d € C*(R"), supp ® kompakt , 0 & supp P} .
Sei ® € ®, ||®|| = 1, und sei

v=inf{—,p € supp@}

die kleinste im Zustand & auftretende Geschwindigkeit. Dann ver-
schwindet die Wellenfunktion

O(t,x) = (e*“HO(I))(X)
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innerhalb des Kegels
C ={(t,x), |x| < vl|t|/2}
schneller als jede Potenz,
|B(t,x)| < enlt|™, NeN .

Bei der Berechnung von
Vel = [ axy e

teilen wir den Integrationsbereich in die Teile |x| < v|t|/2 und |x| >
v|t|/2 auf. Im ersten Term nutzen wir den schnellen Abfall von ® in C'
aus und finden, dass er durch

cenv™27"C |t N

beschriankt ist, mit dem Volumen C,, der Einheitskugel in n Dimen-
sionen. Im zweiten Term nutzen wir aus, dass V fiir grofle Argumente
verschwindet, und erhalten die Schranke

c

(1 +olt]/2)t*e

Der erste Term ist integrabel (wir wihlen N > n + 1) ebenso wie der
zweite, damit ist die Behauptung gezeigt. U

Die Mglleroperatoren sind isometrische Abbildungen des Hilber-
traums $ auf Teilraume ey bzw. Haus. Die Vektoren in diesen Teilrdum-
en beschreiben Zustédnde, deren Zeitentwicklung zu sehr frithen, bzw.
sehr spéten Zeiten durch den freien Hamiltonoperator beschrieben wer-
den kann,

supl[(e#H — eTisHo) Q) (D — 0, t — oo .
>0

und entsprechend fiir den einlaufenden Fall. Die obige Abschétzung ist
eine direkte Konsequenz der Existenz der Mglleroperatoren. Denn fiir
jedes € > 0 gibt es ein ¢t > 0, sodass fiir alle t' > ¢ gilt
[(Quus — € He P HOYD|| < £/2 .
Wir schreiben
(efz'sH o efisHo)efitHQaus(I) —
(eilsHDHQ  oilstOHo) G
6—iSH0 (e—itHo o e—itHQaus)®
Beide Terme auf der rechten Seite lassen sich durch €/2 abschétzen.

Damit folgt die Behauptung.
Die Mglleroperatoren erfiillen die folgenden Verkettungsrelationen

—itH _ : i(s—t)H —isHgy __
€ Qein,aus = lim e ( ) € - Qein,aus6
s—+oo

—itHgp
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Der Hamiltonoperator H auf den Teilrdumen $einaus it also unitér
aquivalent zu Hy. Dies werden wir im néichsten Abschnitt ausnutzen,
um eine verallgemeinerte Eigenbasis von H zu finden.

Eine wichtige und schwierige Frage ist, ob jeder Zustand im ortho-
gonalen Komplement des Raums der Bindungszusténde zu asymptoti-
schen Zeiten der freien Zeitentwicklung geniigt, d.h. ob gilt

f.)ein = y)aus == 5# ?
(Asymptotische Vollstédndigkeit.) Aus der klassischen Mechanik ist be-
kannt, dass es Zustdnde gibt, die aus dem Unendlichen kommen und
dann fiir alle Zeiten im Endlichen bleiben. Dieser Fall tritt z.B. bei
Zentralpotentialen ein, wenn die Energie gerade gleich einem Maxi-
mum des effektiven Potentials ist. Auch in der Quantenmechanik kann
man fiir sehr spezielle Potentiale eine solche Situation finden. Es ist
aber vor etwa 20 Jahren vor allem durch die Arbeiten von Enss ge-
lungen, zu zeigen, dass fiir geniigend reguldre Potentiale asymptotische
Vollstandigkeit gilt. Einen Beweis findet man im Reed-Simon.
Im folgenden wollen wir annehmen, dass die asymptotische Vollsténdig-

keit erfiillt ist. In diesem Fall kann man die S-Matrix durch

S = Q1 Qein

aus

als unitaren Operator in §) definieren. Wegen der Verkettungsrelationen
der Mglleroperatoren vertauscht die S-Matrix mit Hy. Die Matrixele-
mente der S-Matrix,

(\I’a S(I)) = (Qaus\pa Qeinq))

interpretiert man als die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass ein
Zustand, der zu frithen Zeiten wie der sich frei entwickelnde Zustand
® aussieht, zu spiten Zeiten wie der sich frei entwickelnde Zustand ¥
aussieht.

2. Zeitunabhingige Streutheorie

In der zeitunabhéngigen Streutheorie, wie wir sie in Quantenmecha-
nik I behandelt haben, betrachtet man Lésungen yy der zeitunabhéngi-
gen Schrodingergleichung zum Energieeigenwert E(k) = |k|?/(2m), de-
ren asymptotisches Verhalten fiir |x| — oo von der Form

ikr
ik-x X, e

~ k, —
Xk(x) € + f( ) 7,) r

ist, mit » = |x| und k = |k|. Wir wollen diese Losungen mit Hilfe der

einlaufenden Mglleroperatoren konstruieren. Sei Xfio) = X eine ebene

Welle, die einem schwachen Eigenvektor von Hy zum Eigenwert E(k)

entspricht. X,(CO) kann als lineares Funktional auf dem dichten Teilraum

Do = {® € L*(R?), ® stetig}
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durch
0 .
(W), @) = (27)*2(k)
definiert werden. Wir setzen ® = Hp + 2y, ®o. Dann gilt 2% D = D,.

Wir definieren den Streuzustand, der zu frithen Zeiten wie die ebene
Welle Xl({o) aussieht, als lineares Funktional auf ® durch

(Xelim7 (I)) (Xk ) Qqu))
Offenbar bilden die Funktionale x{" k € R3? eine verallgemeinerte
Orthonormalbasis von $e,, die aus schwachen Eigenvektoren von H
besteht.

Wir wollen jetzt annehmen, dass ® C Dy ist (dies sollte fiir gentigend
kurzreichweitige Potentiale erfiillt sein). Die folgenden Rechnungen sind
nur heuristisch.

Zur Berechnung von

ein

machen wir vom sogenannten abelschen Li-

mes Gebrauch. Sei f(t) eine beschréinkte stetige Funktion mit lim; o f(t) =

a. Dann gilt
lima/ dte " f(t) =
e—0 0

Denn sei 9 > 0 beliebig. Dann existiert nach Voraussetzung ein 7" > 0
mit |f(t) — a| < fir alle ¢ > T. Also gilt

| /0 dte " f(t) = | / dte " (f(=) — a)]

S/ dte” sup|f—a|+/ dte "5
0 eT
<eTsup|f—a|+d—0fire—0.

Wir schreiben daher

itH ,~itHy (0)
Xk

ot = lim e
t——00

— lime / dte"UFOTY = —ilimeRy(E(k) + i)
mit der Resolvente Ry von H. Mit der zweiten Resolventengleichung
Rp(2) — Ry (2) = —Ru(2)V Ry, (2)

und mit
Rigg (B (k) +ie)xi) = (i) i’
folgt
ein (0) —lim Rv(E(k 1% (0)

Xi" = xie — lim Ry (E(k) +i2)Vx,

Entsprechend findet man
X = Qi = 0"+ lim R, (B (k) + i) Vil

und damit die Lippmann-Schwinger-Gleichung

"= = lim Ry (B(k) +ie)Vog” -
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Der Integralkern von lim. g Ry, (E(k)+ic) im Ortsraum ist gerade die
aus der Quantenmechanik I bekannte Greensche Funktion
m eilklx=yl
2 [x —y|
die Lippmann-Schwinger-Gleichung ist die dort gefundene Integralglei-
chung fiir eine Losung der zeitabhingigen Schrédingergleichung mit
Eigenwert F(k) und dem fiir einlaufende Wellen asymptotischen Ver-
halten bei unendlich. Die durch Iteration gewonnene Losung der In-
tegralgleichung (Bornsche Reihe) ist gerade die Reihe, die sich ergibt,
wenn man fiir die Resolvente die Neumannsche Reihe einsetzt.
Eine entsprechende Formel fiir die auslaufenden Streul6sungen erhélt
man, wenn man ¢ durch —e ersetzt.
Da die S-Matrix mit H vertauscht, kann ihr Impulsraum-Integralkern
in der Form

S(k,K) = 6(k — K) — 2mid(E(k) — E(K))T(k, k)

geschrieben werden, wobei die sogenannte Ubergangsmatrix T zunéichst
nur fir |k| = |k| (,on shell) definiert ist. Es gilt

(0 (5 = 1) = ((Quns = )Xl el
= hm((RH(E( ) +ic) — Ry(E(k) — z&?)VXk ,Xem)
—21e (
=0 (B — E')? 4 2
= —2mid(E — E’)(Xk V)
Wir definieren daher die T-Matrix fiir alle k, k’ durch
Tk, k) = (x, Vxgh) .
Aus der Lippmann-Schwinger-Gleichung erhélt man die Integralglei-
chung fiir T

X(O) VXem)

(2, Vi)
/ 3 // ) ”
T(k,k') = (Xk ,ka, - hm/d k B F — e

Diese Gleichung kann man wieder durch Iteration 16sen. Die Uber-
gangsmatrix 7" entspricht fiir |k| = |k’| bis auf einen Faktor der Streu-
amplitude f. Es gilt

flicm) = =% [ dxe ™Y (g

m ein\ __ _m
= 5 (tap, VXEE") = =5 T (nlk]. k) -

Insbesondere ergibt sich fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
2

do s m 9
— = = —|T" .
q = 1" ==l

T(k// k/)
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Wir definieren jetzt die operatorwertige Funktion
T(z) =V —VRy(2)V .
Sie héngt mit der T-Matrix zusammen durch

T(kK) = }:ir%(xg)), T(EK) +ie)x) .

Diese Funktion ist auf der lings der positiven reellen Achse aufgeschnit-
tenen komplexen Ebene meromorph mit Polen an den Eigenwerten von
H auf der negativen reellen Achse. Fiir gentigend schnell abfallende Po-
tentiale V' ldsst sie sich iiber den Schnitt ins zweite Blatt fortsetzen.
Dort auftretende Pole lassen sich als Resonanzen deuten. Ist £ — %
eine solche Resonanz, £ > 0, ' > 0 geniigend klein, so gilt fiir £’ nahe
bei £ .
T(E') = (E — %r — E) A+ Q(E)

mit @ analytisch. Daher folgt fiir die Ubergangsamplitude

T K) = (B~ 5T = EK) ™ (. Ad) + (& QUE)N?)

und damit fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

F2
o(E) = %ImT(k’, K) = (B~ E') + ) const + D(E) .

D héngt typischer Weise nur wenig von E’ ab. Der Wirkungsquerschnitt
hat daher in der Ndhe einer Resonanz ein ausgeprigtes Maximum mit
Halbwertsbreite I'.

Wir wollen die Grolen der Streutheorie fiir ein einfaches, etwas
kiinstliches Beispiel bestimmen. Sei V' ein sogenanntes separables Po-
tential, d.h. V = |®)(®| mit einem & € L3(R?), z.B. &(x) = e+
w>0.

Fiir die Resolvente ergibt sich

Ri(2) = Rigy(2) = > _(=1)"(Ruy (2)V)" Ry (2)

n=1
)

= 3 (1) (Ray(2)|9) (D] Ray ()] @)™ (@]

(14 (, B ()0)) By (2) ) (0] Rir (2)

und damit

T(E) =V - VRa(E)V = — (f;ﬂm@) |

Damit ergibt sich fiir den Wirkungsquerschnitt

(27)*® (k) (k')
1+ (@, Ry, (E)P)

do  m?

dQ 42
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Falls die asymptotische Vollstandigkeit erfiillt ist, ist die S-Matrix
unitar. Fiir die T-Matrix folgt daraus die Relation

T(k,k)—T(k' k) =—2rmk / d*nT(kn, k)T (kn,K') ,
S2

mit k = |k| = |K/|. Fiir k = k’ ergibt sich gerade das optische Theorem.
Wenn das Potential rotationssymmetrisch ist, vertauscht die S-Matrix
mit den Rotationen, also auch mit den Drehimpulsoperatoren. Zerlegen
wir den Hilbertraum $ = L?(R3) nach Drehimpulsquantenzahlen, so
erhalten wir eine entsprechende Zerlegung der S-Matrix. Die S-Matrix
vertauscht auch mit Hy. Man kann zeigen, dass bei vorgegebener Dre-
himpulsquantenzahl [ alle Operatoren, die rotationsinvariant sind und
mit Hy vertauschen, Funktionen von Hj sind. In der Energiedarstellung
wirkt S daher als Multiplikationsoperator mit einer Funktion S;(E). Es
gilt
SI(E) _ e2i61(E)

mit der in Quantenmechanik I definierten Streuphase.

3. Vielkanalstreuung

Bei Mehrteilchenproblemen ist das asymptotische Verhalten sehr
kompliziert. Zwar hat der Hamiltonoperator dieselbe Form wie im Ein-
teilchenproblem,

—~ 1
H= —Z%Axi +) Vixi— ),
i=1 ¢ i<j
das Potential fallt aber selbst bei kurzreichweitigen 2-Korper-Potentialen
nicht in alle Richtungen des 3n-dimensionalen Raumes schnell ab. Ubli-
cher Weise teilt man das asymptotische Verhalten in sogenannte Kanile
ein. Dazu zerlegt man das n-Teilchen-System in Cluster

{1,....n}=C1U...UCy ,

mit C;NC; = ( fiir i # j und wahlt fiir jeden Cluster einen Bindungszu-
stand. Betrachtet etwa das 3-Nukleonensystem, das aus zwei Neutronen
und einem Proton besteht, so gibt es die Kanéle (ppn), (dp), (t).

Bei einem 2-Teilchensystem zerlegt man den Hamiltonoperator in
Schwerpunkt- und Relativkoordinaten und erhélt

_ Ipl®
© 2m
mit dem Schwerpunktsimpuls p und der Gesamtmasse m. Bindungs-
zustande sind dabei Eigenzustdnde des Operators Hi.

Auch bei einem n-Teilchensystem mit n > 2 kann der Hamiltonope-
rator in Schwerpunkt- und Relativanteil geteilt werden. Im Gegensatz
zum 2-Teilchensystem gibt es aber kein ausgezeichnetes System un-
abhéngiger Relativkoordinaten. n-Teilchen-Bindungszustéinde kénnen

H + Hrel
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lp[2

5 definiert wer-
m

aber einfach als Eigenzustdnde des Operators H —
den.
Wir betrachten jetzt zu jedem Cluster C' C {1,...,n} den Raum

der Bindungszustédnde
He C ®5i

mit dem Zustandsraum $); des i-ten Teilchens. Sei I¢, C = {C},...,Cy}
die natiirliche Einbettung

Ie: $e =90, @ @ He, — H = Q) 9i .
=1

Wir definieren den zum Kanal C gehorigen Hamiltonoperator He da-
durch, dass alle Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Clustern
weggelassen werden. Dann sind die zu diesem Kanal gehorigen Mglleroperatoren
durch

Q(C) — lim eitH e—itHe I

Fiir verschiedene Kanéle sind die Bilder der Mglleroperatoren orthogo-
nal. Daher konnen die vollen Mglleroperatoren als isometrische Abbil-
dungen

Qaus,ein : 57.)0 - f) ) 550 = @ﬁc
C

durch
©)

Qaus,ein [ﬁc: aus,ein

erklart werden. Die S-Matrix wird dann durch S = Qf (,. Sie ist
unitédr, wenn die Bilder der beiden Mglleroperatoorn iibereinstimmen.

Wenn jeder Zustand asymptotisch eine Superposition von Kanal-
zustinden ist,

H= Qeinﬁo = Qausf)() >

spricht man von asymptotischer Vollstdndigkeit. Man beachte, dass da-
bei auch die n-Teilchen-Bindungszusténde im Bild der Mglleroperatoren
liegen. Auf ihnen ist der Kanal-Hamiltonoperator gleich dem vollen Ha-
miltonoperator, daher ist die S-Matrix dort gleich 1.

Die asymptotische Vollstdndigkeit von n-Teilchensystemen wurde
fiir geniigend schnell abfallende 2-Korperpotentiale von Sigal und Soffer
gezeigt.






KAPITEL V

Relativistische Quantenmechanik

1. Die Klein-Gordon-Gleichung

Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
E = /[pP+m?

fithrt auf die folgende Zeitabhéngigkeit fiir Wellenfunktionen

w<t,X) = (27-()3/2/d3kgp(k)ei(w(k)tk-x)

mit w(k) = /|k|2+ m?2. ¢ erfilllt die folgende Differentialgleichung
(Klein-Gordon-Gleichung):

*y 2

Diese Gleichung besitzt aber noch weitere Losungen, bei denen w durch
—w ersetzt wird. Diese Losungen wiirden in einer quantenmechani-
schen Interpretation Teilchen mit negativer Energie entsprechen; da
diese nicht beobachtet werden, lassen sich nur die positiven Frequenz-
Losungen als Teilchen interpretieren.

Die Klein-Gordon-Gleichung besitzt ebenso wie die Schrodingerglei-
chung einen erhaltenen Strom. Sei ¢ eine Losung der Klein-Gordon-
Gleichung, sei

i O O

p= %(wa—aw :

und sei
1 — _
j = —WVy —9yVy) .
=5 VY —9Vy)
Dann gilt die Kontinuitétsgleichung

%pﬂLdivj:O.

p ist aber i.a. nicht positiv, sodass eine Interpretation als Wahrschein-
lichkeitsdichte nicht mdéglich ist. Das Normierungsintegral aber ist fiir
positive Frequenzlésungen positiv,

/d3xp(t,x) = %/d?’kw(k)\go(kﬂ? >0.
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Den nichtrelativistischen Grenzwert der Klein-Gordon-Gleichung erhélt
man in der folgenden Weise: Wir setzen in der Klein-Gordon-Gleichung

W(t,x) = e""™o(t, x) (V.1)
und finden )
0 1 0 A
(la - %@)w =5 ¢ (V.2)

Falls die in der Losung vorkommenden Frequenzen gegeniiber der Mas-
se vernachléssigt werden konnen, ist ¢ eine Losung der Schrodingerglei-
chung .

Die Kopplung an ein elektromagnetisches Potential (¢, A) liefert
fiir ein klassisches Teilchen mit Ladung e die Gleichung

(B —c)? = p— cAP +m?.

Fiir die Klein-Gordon-Gleichung im &ufleren elektromagnetischen Feld
setzen wir daher an

(12— o)t = (|77 — AP +m?)u

Zur Untersuchung des nichtrelativistischen Grenzfalls betrachten wir
wieder ¢(t,x) = ") (t,x). Sind alle Frequenzen klein gegeniiber m,
so erhalten wir die Schrodingergleichung im elektromagnetischen Feld
fiir ein Teilchen mit elektrischer Ladung e und mit verschwindendem
magnetischen Moment.

Wir wollen die Klein-Gordon-Gleichung fiir den Fall 16sen, dass A =
0 und e¢p = —%. Dies beschreibt ein 7_-Meson im Feld eines Kerns
mit Kernladungszahl Z. Wie im nichtrelativistischen Fall absorbieren
wir Zeit und Winkelabhéngigkeit durch den Ansatz

U(t,7,0,0) = Vi (0,0) %
r
Die Radialwellenfunktion y erfiillt dann die Gleichung

2 I(l+1) Za
_l’_

_a LG o
(dr2 r2 T)X'

+m?®)x = (E+

Diese Gleichung stimmt formal mit der Radialgleichung der nichtre-
lativistischen Schrodingergleichung iiberein, wobei der Koeffizient des
Coulombterms jetzt A = % ist, im Zentrifugalterm [ durch [’ mit
I'(I"+1) =1(1+1) — Z%a? ersetzt werden muss und der Eigenwert E’
des nichtrelativistischen Problems durch die Formel

gegeben ist.
Aus Quantenmechanik I wissen wir, dass die Eigenwerte £’ gegeben

sind durch ,
A*m
E = — L =0,1,...
2(n, +1+1)%" " ’
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Hierbei muss vorausgesetzt werden, dass I reell ist,

1 1
l':—§+\/(l+§)2—Z2a2

d.h. es muss gelten
1
Ja <l+ 5 .
Bei | = 0 ist diese Bedingung fiir schwere Kerne verletzt; bei einem
punktformigen Kern wiirde das Teilchen in den Ursprung stiirzen, die
Abweichungen von der Punktférmigkeit werden dann wichtig.
Durch Auflésung nach E erhalten wir die Losungen

Z2a2 1
E=+m(l+ 2 )2
mit
A=n,+1+10

Entwicklung nach Potenzen von Za bis zur 4. Ordnung ergibt fiir die
positiven Losungen

AT N Z** 3 n

E=m{- 2n? n? 3

8 2+ 1)) '

mit n = n,+1+1. Hierbei ist der erste Term die relativistische Ruhmas-
se, der zweite die Bindungsenergie des nichtrelativistischen Systems.
Der dritte Term ist der Erwartungswert der ersten relativistischen Kor-
rektur zur kinetischen Energie, —%, im entsprechenden Zustand des
nichtrelativistischen Systems. Der Beitrag der Spin-Bahn-Kopplung,
der von derselben Gréflenordnung ist, fehlt, daher beschreibt die Klein-
Gordon-Gleichung Teilchen mit Spin 0. Die Tatsache, dass die Fein-
struktur des Wasserstoffatoms durch die Klein-Gordon-Gleichung nicht
richtig beschrieben wird, veranlasste Schrédinger dazu, diese Gleichung
zu verwerfen, und war einer der Ausgangspunkte fiir die Aufstellung

der Dirac-Gleichung.

2. Die Dirac-Gleichung

Der Hamiltonoperator fiir positive Energie-Losungen der freien Klein-
Gordon-Gleichung ist
H = +/[p[* +m?
Dirac’s Idee war es, die Quadratwurzel durch einen Term zu ersetzen,
der linear in p ist,
H=da -p+0m
mit @ = (ay, @z, @3) und [ Elementen einer nichtkommutativen Alge-

bra, die mit p und x vertauschen. Dabei soll H eine Quadratwurzel
von |p|? + m? sein. Daraus folgen die Relationen

OéiOéj—FOéjOéi:(sij R C‘éiﬁ‘i‘ﬁaizoa ﬁ2:1
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Die Elemente «q,as,as, 3 erzeugen eine sogenannte Cliffordalgebra.
Diese ist durch die angegebenen Relationen eindeutig bestimmt. Eine
explizite Darstellung dieser Algebren durch 4 x 4-Matrizen ist

0 o 10
O‘i:(ai 0>’5:(0 —1)

mit den Paulimatrizen o; (als Blockmatrizen mit 2 x 2-Matrizen als
Eintrigen). Bis auf Aquivalenz ist dies die einzige irreduzible Darstel-
lung.

Die Kopplung an ein elektromagnetisches Feld erfolgt durch

0 .

S0 = (0+ @ (b~ eA) + f)y

mit 4-komponentigen Wellenfunktionen . Ebenso wie die Klein-Gordon-
Gleichung besitzt die Diracgleichung einen erhaltenen Strom,

jO(t7X) = p(t,X) = (1/1(15’X)7¢(t7x)) = ¢(t7x)*¢(t7x)

Ji(t,x) = (w(t,x),aiw(t,x)) = (t,x)" a1 (t, x)

Hierbei wird v (t,x) als Spaltenmatrix aufgefasst. ¥ (¢, x)* ist die da-
zu adjungierte Zeilenmatrix. Auf den ersten Blick sieht es so aus, als
kénne man p als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren und so eines
der Probleme der Klein-Gordon-Gleichung vermeiden. Wir werden aber
spater sehen, dass dies nicht zutrifft.

Um die Lorentz-Invarianz der Diracgleichung zu untersuchen, schrei-
ben wir sie in der dquivalenten Form

(v"(0,, —ieA,) —im)y =0

mit t = 2°, 4% = 8,7 = Ba; und Ay = ¢. Wir verwenden immer die
Summationskonvention, dass iiber Indizes, die oben und unten vorkom-
men, summiert wird. Die y-Matrizen sind bis auf Aquivalenz eindeutig
durch die Antivertauschungsrelationen

{Vua ’YV} = 29m/

bestimmt.

Die obige Gleichung ist offenbar lorentzinvariant, wenn sich die -
Matrizen wie ein Lorentz-Vektor transformieren. Hierzu benétigen wir
eine projektive Darstellung S der Lorentzgruppe auf C* mit der Eigen-
schaft

S(A) 1S (A) = A

Hierzu ist es bequem, zu einer anderen Darstellung der y-Matrizen
iiberzugehen. Wir wahlen

Yo = 1 0 y Vi = —0; 0
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p 0 x
T = . ~
Tu z 0

r=2"+x-dx=2"—x-7

Dann gilt

mit den 2 x 2-Matrizen

Dies sind hermitesche Matrizen mit der Determinante z*x,. Lorentz-
transformationen sind lineare Abbildungen z — Az auf dem Minkow-
skiraum, die das Lorentzquadrat invariant lassen. Entsprechend su-
chen wir lineare Abbildungen auf dem Raum der hermiteschen 2 x 2-
Matrizen, die die Determinante invariant lassen. Solche Abbildungen
erhélt man z.B. durch
h — AhA*
mit A € SL(2,C). Wir finden auf diese Weise einen Homomorphismus
A— A(A),
Az A" = A(A)x

Schrankt man diesen auf die SU(2) ein, so erhélt man die schon be-
sprochene Uberlagerungsabbildung auf die Drehgruppe. Im Fall der
Lorentzgruppe erhélt man als Bild die eigentlich orthochrone Lorentz-
gruppe. Dies sind Lorentztransformationen mit Determinante 1, die
den Vorwirtslichtkegel in sich abbilden.

Es gilt zz = x#x, Fir nicht lichtartige x ist also = ein Vielfaches

des Inversen von z. Daher transformiert sich  nach

~

~

AA)x = (AN zA™ .
Die gesuchte projektive Darstellung der Lorentzgruppe ist daher
durch die folgende Darstellung der SL(2, C) gegeben,

s =0 ) )

Wir wollen zurckkehren zur Hamiltonschen Form der Diracglei-
chung

0
O
ia ¥ =Hy
mit dem Hamiltonoperator
H=ep+ad (p—eA)+Om

und wollen sie in Analogie zur Schrodingergleichung als Zeitentwick-
lungsgleichung auf dem Hilbertraum $ = L?(R3,C*) deuten.

Die Rotationen werden auf diesem Raum durch eine Darstellung
der SU(2) realisiert

UV))(x) = ( - )wR(vrlx) -
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Unter dieser Transformation ist der Hamiltonoperator invariant, falls
A = 0 und ¢ rotationsinvariant ist.
Die infinitesimalen Erzeuger sind

Ji = Li + 5,

wobei L; die iibliche Form des Bahndrehimpulses hat und die Spinope-
ratoren S; durch die Matrizen

1 o; 0
s=3(% o)

gegeben sind. Die Diracgleichung beschreibt also Teilchen mit Spin %

Bei der Interpretation von H als Hamiltonoperator tritt allerdings
das Problem auf, dass dieser Operator auch negatives Spektrum hat.
Nur das positive Spektrum kann als Energiespektrum eines physika-
lischen Teilchens interpretiert werden. Im Fall eines verschwindenden
elektromagnetischen Feldes kann der Projektor P, auf den positiven
Teil des Spektrums leicht in der Impulsdarstellung angegeben werden,

P _a-p+Bm+/|p]*+m?

! 2y/|p]? + m?

Im nichtrelativistischen Limes kann |p| gegeniiber m vernachléssigt
werden, und man findet P, = %(ﬁ + 1), die Diracgleichung fiir positi-
ve Energien geht dann in die Schrédingergleichung fiir 2-komponentige
Wellenfunktionen iiber.

Wir wollen das Eigenwertproblem fiir H im Fall der Ankopplung an
ein zeitunabhéngiges elektromagnetisches Potential fiir Eigenwerte E
nahe bei der relativistischen Ruhenergie m betrachten. Sei £’ = E —m.
Wir nehmen an, dass |E'|, |e¢| < m. Wir schreiben die Wellenfunktion
1 in der Form eines Spaltenvektors

-(3)

mit zweikomponentigen Wellenfunktionen x und . Fiir die Matrizen
a; und 8 wihlen wir die anfangs angegebene Darstellung. Die zeitunab-
hadngige Diracgleichung kann dann als das folgende Gleichungssystem
geschrieben werden

(B'—ep)x =0 (p—eA)d
(E'—ep+2m)p=0-(p—eA)x .
Wegen der Annahmen an £’ und ¢ kann die zweite Gleichung nach ¢
aufgelost werden. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt die folgende
Gleichung fiir y
E'x = H'x
mit
E' —e¢
2m

H’:e¢+%a-(p—6A)(1+ )16 (p — cA) .
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Wir entwickeln

e ().

vernachléssigen den Term 2. Ordnung und erhalten
1 1
H' =ep+o— (G (p—eA)) + 0 (p—eA)(E'—ed)d (p— fé)@

Die ersten beiden Terme stellen wegen o;0; = 0;; + €101 gerade den
Hamiltonoperator der Pauli-Gleichung dar,

1 e
Hpapus = —(p—eA¥? - —7-B. V.5
Pauli €¢+ om (p € ) 2TTLJ ( )



