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KAPITEL 1

Urspriinge der Quantentheorie

Klassische Mechanik und klassische Elektrodynamik beschreiben
einen groflen Erfahrungsbereich zutreffend. Sie versagen aber weitge-
hend bei Anwendungen auf den atomaren Bereich. Ziel der Quanten-
theorie ist es, eine umfassende Erklarung zu finden, die im atomaren Be-
reich die experimentellen Befunde beschreibt und die klassischen Theo-
rien als Grenzfall enthélt. Die Quantenmechanik ist eine solche Theorie
fiir den Bereich der nichtrelativistischen Mechanik. Sie ist giiltig, so lan-
ge die Geschwindigkeiten klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit
sind und die Teilchenzahl erhalten ist. Quanteneffekte des elektroma-
gnetischen Feldes, Erzeugungs- und Vernichtungsprozesse von Teilchen
und die Beriicksichtigung der speziellen Relativititstheorie sind der Ge-
genstand der Quantenfeldtheorie. Quanteneffekte der Gravitation und
die Beriicksichtigung der Allgemeinen Relativitdatstheorie sollten zu ei-
ner ,,Quantengravitation® fithren; eine solche Theorie existiert bis jetzt
hochstens in Ansétzen.

In dieser Vorlesung wollen wir uns mit der nichtrelativistischen
Quantenmechanik beschéftigen. Zunéchst soll an einige experimentelle
Sachverhalte erinnert werden, die zeigen, dafl die klassische Physik im
atomaren Bereich nicht anwendbar ist.

1. Quantenphinomene

1.1. Atomspektren. Das Spektrum der elektromagnetischen Strah-
lung eines glithenden Korpers zeigt iiber einem fiir alle Korper gleichen
Kontinuum charakteristische Linien, die von der Zusammensetzung des
Korpers abhéngen (Spektralanalyse). Fiir die beobachteten Frequenzen
gilt das Rydberg-Ritzsche Kombinationsprinzip: sie lassen sich durch
zwei Indizes so beschreiben, dass mit v;; und v, auch vy, = v + vy
eine beobachtete Frequenz ist. Daraus folgt, dass sich die Frequenzen
als Differenzen schreiben lassen, v;; = v; — v;. Bohr (1913) hat vor-
geschlagen, die Frequenzen v; den moglichen Energiestufen des Atoms
zuzuordnen,

mit dem Planckschen Wirkungsquantum h = 6,626 - 1073*.Js. Expe-
rimentell wurde eine solche Quantelung der Energie von Franck und

Hertz 1913 beim Durchgang eines Stroms durch Quecksilberdampf be-
obachtet.
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Auf Grund von Experimenten von Geiger und Marsden (1909) mit
a-Strahlung hatte Rutherford (1911) geschlossen, dass Atome aus ei-
nem sehr kleinen, positiv geladenem Kern und aus sich darum herum
bewegenden Elektronen bestehen. Nach den Gesetzen der klassischen
Elektrodynamik strahlen diese Elektronen kontinuierlich elektromagne-
tische Wellen ab und verlieren so Energie. Dies steht im Widerspruch
zur beobachteten Stabilitdt der Atome. Auch die Gleichartigkeit der
Atome ist klassisch nicht zu verstehen.

1.2. Korpuskulare Effekte der elektromagnetischen Strah-
lung. Die Wellennatur des Lichts ist seit den Beugungsexperimenten
von Young (1803) bekannt, und die Maxwellsche Elektrodynamik stellt
eine theoretische Grundlage fiir die beobachteten Wellenerscheinungen
dar. Es gibt jedoch einige experimentelle Tatsachen, die eher fiir eine
korpuskulare Natur der elektromagnetischen Strahlung sprechen.

Die erste derartige Beobachtung wurde von Planck gemacht. Sie
zeigt die korpuskularen Aspekte nur sehr indirekt. Planck hatte ge-
funden, dass die beobachtete Frequenzverteilung der Strahlung eines
schwarzen Korpers bei Temperatur 7' dadurch erklart werden kann,
dass die mittlere Energie einer sich in einer festen Richtung ausbrei-
tenden elektromagnetischen Welle mit Frequenz v

1 @)

err — 1

betragt. Sind E,, die moglichen Energien, die jeweils mit der relativen
En . .
Haufigkeit e~ % (Boltzmann-Faktor) belegt sind, so gilt
En

(B = 2n Ent 3)

Sei 3 = (kT)~" und sei Z(B3) = 3., e P die Zustandssumme. Dann
gilt (E) = _a% InZ. Aus (2) folgt

oo
7 = const(e?™ — 1)7! = const Z e~ Phvn
n=1

Es folgt, dass die moglichen Energien von der Form FE,, = nhv sind.
Wihrend die Plancksche Strahlung den korpuskularen Aspekt nur
indirekt zeigt, wird dieser Aspekt sehr viel deutlicher beim Photoef-
fekt. Léasst man Licht auf eine Metalloberfliche fallen, so sendet das
Metall Elektronen aus. Man beobachtet, dass dieser Effekt erst ab ei-
ner gewissen Grenzfrequenz einsetzt, dass die Geschwindigkeit der her-
ausgelosten Elektronen nur von der Frequenz abhingt und dass der
damit verbundene Strom proportional zur Intensitdt der Strahlung ist.
Nach Einstein (1905) besteht das Licht aus Photonen der Energie hv.
Treffen diese auf die Metalloberfliche auf, so konnen sie ihre Ener-
gie auf ein Elektron iibertragen. Ist hr grofler als die Austrittsarbeit
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W4, so verlat das Elektron das Metall mit der kinetischen Energie
%02 = hv — W4

Besonders drastisch zeigt sich der korpuskulare Effekt beim Comp-
toneffekt. Bei der Streuung von Rontgenstrahlen an Elektronen fin-
det man eine Frequenzverschiebung, deren Grofle vom Streuwinkel 6
abhéngt (Compton 1923). Fiir die Wellenléngenénderung gilt

h
r_ = — (1 — . 4
A A mc( COSQ) ( )

Dieses Phénomen lédsst sich erkldren, wenn man annimmt, dass die
Strahlung aus Teilchen mit Impuls p = hk, h = %, k Wellenzahlvektor,
und Energie £ = |p|lc = hv besteht und dass der Streuprozess ein
elastischer Stof3 ist.

1.3. Wellenaspekte von Elektronen. Dass auch Teilchen Wel-
leneigenschaften haben konnen, ist zuerst von de Broglie (1923) ver-
mutet worden.

1.4. Radioaktivitat. Ein klassisches Modell, das das exponen-
tielle Zerfallsgesetz und die extrem unterschiedlichen Halbwertszeiten
(1077 — 10'7s) erkliirt, ist kaum vorstellbar.

2. Hamiltonsche Mechanik und Bohrsche Quantenbedingung

Bohr fiithrte 1913 Zusatzhypothesen ein, durch die das Rutherford-
sche Atommodell mit den beobachteten Phénomenen in Einklang ge-
bracht werden sollte:

(i) Atomare Systeme besitzen gewisse stationdre Zustdnde mit
bestimmten diskreten Energiewerten Ey, Ey, .. ..

(ii) Ein atomares System kann seine Energie nur &ndern, indem
es von einem atomaren Zustand in einen anderen iibergeht.
Die bei diesem Ubergang entstehende (bzw. absorbierte) elek-
tromagnetische Strahlung hat die Frequenz

hv =|E, — E.| , (5)

wobei E, die Energie des Anfangs- und F,. die Energie des
Endzustands ist.

Diese Postulate gelten auch in der heutigen Quantenmechanik. Sie
ermoglichen aber noch nicht die Bestimmung der moglichen Energie-
werte.

Um diese zu bestimmen, fithrte Bohr eine Quantisierungsbedingung
ein, die spéater von Wilson und Sommerfeld verallgemeinert worden ist.

Zur Formulierung betrachten wir ein konservatives mechanisches
System mit n Freiheitsgraden. In der Hamiltonschen Formulierung be-
schreibt man das System durch n Koordinaten ¢y, ..., g,, n kanonisch
konjugierte Impulse pq, ..., p, und eine Hamiltonfunktion

H=H(q, - qn,p1, - Pn) 5 (6)
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sodass die Zeitentwicklung durch die Hamiltonschen Gleichungen ge-

geben ist,

0OH 0OH
'i:_a 'i:_ ,.:1,..., . 7
! Ipi P dq; ' " @)
Bei der Wahl der Koordinaten hat man bekanntlich grofle Freiheit; jede
kanonische Transformation (¢,p) — (@, P), d.h. jede Transformation,

die die kanonischen Poissonklammern
respektiert, mit der Poissonklammer

~~ (OF 0G  OF 0G
G} = ; <an' Op; N Op; 3%‘) 7 )

lasst die Form der Hamiltonschen Gleichungen ungeéndert.

Man muss jetzt die wesentliche Einschrankung machen, dass das
System integrabel ist, das heifit, dass es kanonische Variable gibt, so-
dass die Bewegung in jedem Variablenpaar (g¢;, p;) periodisch ist. Die
Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung lautet dann

fpidqi:nih,niENo,izl,...,n, (10)

wobei das Integral iiber eine volle Periode in ¢; zu nehmen ist und
mindestens ein n; von 0 verschieden ist.

Wir wollen diese Bedingung auf das Wasserstoffatom anwenden. Die
klassische Bewegung eines Massenpunkts in einem Coulomb-Potential
verlauft in einer Ebene. In Polarkoordinaten r; ¢ mit kanonisch konju-
gierten Impulsen p, und p,, lautet die Hamiltonfunktion

1 1 «
H=—(p*+=p2) - —. 11
o (24 ) - (1)

Der Drehimpuls p,, ist erhalten, da H nicht von ¢ abhéngt. Mit der
Quantisierungsbedingung (10) erhalten wir

27
/ peodp =n,h , n, € Ny, (12)
0

also p, = nyh.

Zur Auswertung der Quantisierungsbedingung in den Variablen r
und p, schreiben wir p, als Funktion von r, p, und der Energie E. Es
gilt

2ma p?
|pT|:\/2mE+T—T—§. (13)
Fir E < 0 sind die moglichen Werte von r auf das Intervall [r_,ry]
beschrénkt mit
« a? 2
2B V4E? T 2mE

r+ = (14)
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Damit lautet die Bohrsche Quantisierungbedingung fiir p,
T+ d
j{prdr =2V —QmE/ —r\/(r+ —r)(r—r_)=mnh  (15)
b T
mit n, € Ny. Es gilt fir 0 <a <b

b%\/b—?“\/r—a:g(\/l_)—\/a)g . (16)

a

Damit erhélt man
n.h=vV-=2mEn(ry +r_ —2\/rir_)

 VTomER(— Y g Pe
= VEImBn(— g~ 2 ) .

Setzt man jetzt p, = n,h ein, so findet man die Formel

ma? 1

282 (ng, + n,)?

fiir die moglichen Bindungsenergien. Aus der 2. Bohrschen Hypothese
ergibt sich fiir das Wasserstoffspektrum die Formel

E = (18)

1 1
hunk:R(ﬁ—ﬁ),n,keN,n<k (19)
mit der Rydbergkonstanten
2
mo
R 57,2 3,53eV (20)

Die Formel (19) war von Balmer empirisch gefunden worden. Der aus
Bohrs Bedingung bestimmte Wert von R stimmt ausgezeichnet mit
dem gemessenen iiberein.

Zur Begriindung seiner Quantisierungsbedingung hatte Bohr das
sogenannte Korrespondenzprinzip eingefiihrt. In einer modernen For-
mulierung lautet es: Wenn man die Quantenphysik auf Bereiche an-
wendet, in denen die klassische Physik giiltig ist, dann miissen ihre
Aussagen mit denen der klassischen Physik naherungsweise iiberein-
stimmen.

Betrachten wir als Beispiel das Wasserstoffatom. Bei geniigend groflem
Abstand des Elektrons vom Kern sollte die klassische Beschreibung
richtig sein. Danach bewegt sich das Elektron auf einer Ellipse mit der

Umlaufzeit

mmla?

1 3
T = 2(—F)"2 . 21
(M) ) @1
Nach der klassischen Elektrodynamik strahlt ein solches Elektron elek-
tromagnetische Strahlung mit Frequenzen ab, die Vielfache der klassi-

schen Frequenz vy, = % sind. Der quantenmechanischen Energie F,




10 I. URSPRUNGE DER QUANTENTHEORIE

entspricht die klassische Frequenz
(m7r2oz2)_% (ma
2

2 2

1 1 ma

— = — 22
2h2) n3  n32wh? (22)
Dem Ubergang vom Energieniveau E,; zum Energieniveau E, ent-
spricht die quantenmechanische Frequenz

1 ma? | 1 1 202l + nl?
n,n :_En _En - — = ass o 23
Vit = 3 (B =Bn) = 155 (05 (n+l)2) s o0z (29)

nlw

Vklass =

Im Limes n — oo findet man y’;—:l“ — [ in Ubereinstimmung mit dem
Korrespondenzprinzip.

Trotz ihrer beeindruckenden Erfolge bleibt die Bohrsche Theorie
unbefriedigend. Thre entscheidende Schwéche ist die Beschrankung auf
spezielle mechanische Systeme. Schon beim Heliumatom (2 Elektronen)
versagt die Methode.

3. Klassisches Wellenfeldbild

Die Tatsache, dass Teilchen Welleneigenschaften haben, legt es na-
he, Teilchen mit Hilfe von Wellen zu beschreiben. Diese auf de Broglie
zuriickgehende Idee ist zuerst von Schrodinger ausgearbeitet worden.

Wellen werden in der klassischen Physik durch Wellenfunktionen
©(t,x) beschrieben. Hierbei bezeichnet ¢(,x) eine von der Art der
Welle abhéngige Grofle am Ort x zur Zeit ¢, die sich wellenférmig aus-
breitet, z.B. die Feldstdarke bei einer elektromagnetischen Welle oder
den Druck bei einer Schallwelle.

Die zeitliche Entwicklung einer Welle wird durch ein Ausbreitungs-
gesetz bestimmt, das typischer Weise die Form einer Differentialglei-
chung hat. Zum Beispiel gilt fiir Schallwellen in einem isotropen homo-
genen Medium

1 0%
o AP (24)
mit der Schallgeschwindigkeit v und dem Laplaceoperator
3
92
A= — . 2
Ox? (25)

Viele wichtige Ausbreitungsgesetze sind linear in . Fiir diese gilt das
Superpositionsgesetz: Sind ¢; und s mogliche Wellenfunktionen, so
auch alle Linearkombinationen ¢y + cop9 mit Konstanten ¢, co. Wel-
len dieses Typs konnen sich ungestért durchdringen und zeigen die
bekannten Interferenzeffekte.

Spezielle Wellen sind die ebenen monochromatischen Wellen. In
komplexer Schreibweise sind sie gegeben durch

o(t,x) = ae'kx=wb (26)
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Hierbei ist w = 27 x Frequenz die Kreisfrequenz, |k| = 27/Wellenldnge
die Wellenzahl und ﬁ = Frequenz x Wellenlénge die Phasengeschwin-
digkeit. Der Einheitsvektor k/|k| gibt die Ausbreitungsrichtung der
Welle an. Der komplexe Faktor a = |ale®® gibt die Amplitude |a| und
die Phase ¢ bei (¢,x) = 0 an. Zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl-
vektor besteht meist eine Dispersionsbeziehung

w=uwk), (27)

z.B. gilt fiir die oben erwdhnten Schallwellen w = v|k|.

Ebene Wellen beschreiben Systeme, die den ganzen Raum ausfiillen.
Daher entsprechen sie nicht dem Bild eines punktférmigen Teilchens.
Man kann jedoch durch Uberlagerung ebener Wellen gut lokalisierte
Wellenpakete erzeugen. Sei

o(t,x) = / d*k(k)ellex—«t) (28)

mit w = w(k) und einer Amplitudenfunktion @(k).

©(0,-) und @ héngen iiber die Fouriertransformation miteinander
zusammen. Wir formulieren den Satz fiir die in der Quantenmechank
besonders wichtigen quadratintegrablen Funktionen.

DEFINITION L.1. Fine (messbare) Funktion ¢ auf dem R™ heifst
quadratintegrabel, wenn

/d”x!gp(xﬂz <00 . (29)

Die Menge der quadratintegrablen Funktionen wird mit L*(R™) bezeich-
net.

Bemerkung: L*(R") ist ein Vektorraum. Funktionen in L?(R") sind
nicht notwendig stetig; auch gewisse unstetige Funktionen, die nur im
Sinne von Lebesgue integrierbar sind, gehéren zu L*(R™). In der Regel
identifiziert man Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Maf}
Null unterscheiden. Daher macht es fiir unstetige Funktionen in L?(R™)
keinen Sinn, vom Wert der Funktion an einem Punkt zu sprechen.

THEOREM L.1. Sei ¢ € L*(R"). Dann gibt es ein ¢ € L*(R™) mit
den folgenden Eigenschaften:
() o(x) = (2m)°% [ dk(R)e™>
(ii) o(k) = (2m)~% [ d"wp(x)e
(iii) [d"z|e(x)]* = [d"k|@(k)|* (Parsevalsche Gleichung)
Hierbei bezeichnet k - x = 2?21 kix; das Skalarprodukt in R™.

Bemerkung: Die uneigentlichen Integrale im Theorem konvergieren im
quadratischen Mittel, aber nicht notwendig punktweise.
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Beweis fiir n = 1: Zunéchst betrachten wir als Beispiel die Gauss-
Funktion ¢(z) = e~2%°, A > 0. Dann ist

o(k) = (27r)_% /dxe_ilmgo(w) = (27r)_% /d:zce_é(”ii)ze_gA = \ze .
(30)

(Hierbei wurde der Cauchysche Integralsatz zusammen mit dem schnel-
len Abfall der analytischen Funktion =21 fiir |[Rez| — oo ausge-
nutzt.) Fir die Gauss-Funktion gilt das Theorem also.

Mit Hilfe dieser Formel 148t sich jetzt auch der allgemeine Fall be-
weisen. Wir beschrianken uns auf den Fall, dass ¢ stetig, beschrankt und
integrabel ([ dz|p(z)| < 00) ist (dann existiert ¢ iiberall und ist stetig
und verschwindet bei unendlich (Riemann-Lebesgue-Lemma)) und dass
dariiberhinaus auch ¢ integrabel ist. Unter diesen Voraussetzungen gilt

/ dkip (k)™ = Tim / dkg(k)e e 2h

:hf{)l dkeikxe_w(?ﬂ)_é/dygp(y)e‘iky

el

= lim(27) "3 / dyp(y) / dke= 3% ¢~ ik(y—2)
(31)

(y—x)2

= lim/dygo(y)a_%e_ Tz
€10

y2

yle 2

[N

— 1
im dyp(z +¢e

—ola) [ dye = 2n)

N

p(z) .

Die Parsevalsche Gleichung folgt unter denselben Voraussetzungen
an ¢ aus der Rechnung

[asde@P = [ asp@ien) [ aketp)
— [drpyen)t [ dnplageie (32)
— [ awipwP

g

Mit Hilfe der Fouriertransformation erkennen wir

e Zu einem Zeitpunkt ¢y kann ¢(tg, x) beliebig (in L?(R?)) vor-
gegeben werden. Die Amplitudenfunktion ist dann

o(k) = (27) "2 /dxe“"xgp(to,X)ei“’t0 : (33)
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e Zu allen anderen Zeiten ist ¢(t, x) dadurch eindeutig bestimmt,
plt.x) = (2m) [ e 050

= (2m) [ i [[aryelltmo) o, y) .

e Aufgrund der Parsevalschen Gleichung gilt
/ x| o(t, )2 = / k| p(K)e ]2 = const . (35)

Die Grofle [ d*x|o(t, x)|? ist also zeitunabhéngig. Wenn ¢ ein
Teilchen beschreiben soll, dann kénnte diese Grofie z.B. als
Masse oder Ladung interpretiert werden. Fiir den Integranden
|o(t,x)|? bietet sich eine Interpretation als Dichte an.

(34)

Die zeitliche Entwicklung des durch ¢ beschriebenen Wellenpakets
(und damit die Bewegung des zugehorigen Teilchens) wird durch die
Dispersionsbeziehung w = w(k) bestimmt. Einige Aussagen lassen sich
allgemein machen, solange w(k) eine glatte (d.h. unendlich oft differen-
zierbare) Funktion ist.

Die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpaket ausbreitet, das
um den Wellenzahlvektor k konzentriert ist, ist bekanntlich die Grup-
pengeschwindigkeit

v = grad w(k) . (36)

Denn die Phase einer ebenen Welle /¥ *=«t) am Ort x = vt ist in erster

Ordnung in k’ — k unabhéngig von k', sodass sich die ebenen Wellen
mit k' &~ k konstruktiv tiberlagern (Prinzip der stationéiren Phase).
Genauer gilt folgendes.

Sei ¢ eine glatte Amplitudenfunktion mit kompaktem Tréger supp ¢.
Wir nennen

I' = {v = grad, w(k),k € supp ¢} (37)
den Geschwindigkeitstriger von ¢. Man findet den Satz:
THEOREM [.2. (i) Fir Geschwindigkeiten v mit endlichem
Abstand von I' gilt
Jim 2] (t,tv)| = 0 (38)

fiir alle n € N.
(ii) Fiarv e gilt fir grofle t
[p(t,tv)| =~ C(v)[t[ 2 . (39)

Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. im Reed-Simon. Wir
wollen versuchen, das Ergebnis plausibel zu machen. Dazu betrachten
wir

p(t, tv) = (2#)_% /d?’kgﬁ(k)e“(k'v_“) (40)
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t

ABBILDUNG 1. Der von den Weltlinien (¢,tv),v € T’
erzeugte Kegel

und entwickeln die Phase t§ = t(k - v — w) um einen Punkt kq bis zur
zweiten Ordnung,

§ =00+ (k— ko) 0y + %(k “ ko) - M(k — ko) + Ok — kof*)  (41)

mit g = ko-v—w(ky), 01 = v—gradw(ko) und M = (M;;),4,j = 1,2,3,
 w

Ist 07 # 0, so oszilliert die Phase in einer Umgebung von k, stark
fiir grofe |t|, und die Beitrdge der verschiedenen ebenen Wellen mit
Wellenzahlvektor k ~ k( 1oschen sich gegenseitig aus. Es tragen daher
zu groflen Zeiten nur die Umgebungen von Wellenzahlvektoren ko mit
61 = 0 bei. Ist v € T, so ergibt sich das schnelle Verschwinden von
o(t, tv) fur [t| — oo.

Nun sei v € I'. Dann gibt es ein ko € supp ¢ mit gradw(ky) = v.
Fiir grofe ¢ findet man (falls det M # 0)

(42)

g&(t,tv) ~ (271)_% /dgk@(k)eit(50+é(kkO)'M(kko))

= (2m) 2 |t|2e0 / PPkp(ko + tzk)ez Mk (43)

N

—— (i) 72" B (ko) (det M)~

Man kann sich das Verhalten der Wellenfunktion in einem raum-
zeitlichen Bild veranschaulichen. Sei I' der Geschwindigkeitstrager einer
Wellenfunktion ¢. Dann bilden die Weltlinien (¢,tv),t > 0,v € I" einen
Kegel in der Raumzeit R x R3. Auferhalb des Kegels fillt die Dichte
lo(t, x)|? fiir groBe ¢ schnell ab. Die Dichte verhiilt sich also #hnlich wie
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ein klassisches Teilchen, das sich mit konstanter Geschwindigkeit v € '
bewegt.

Es gibt allerdings einen gravierenden Unterschied. Integrieren wir
die Dichte zur Zeit ¢ iiber eine Kugel mit Radius R um tv, so ergibt
sich fiir grofle t

/ dxl ot 1) = / x5 Pl
|x—tv|<R |x—tv|<R t

- / &V |V
|v’—v|<%

Dieser Ausdruck strebt wie |t|~® gegen Null. Die Ladung, bzw. Masse
des Teilchens breitet sich also im Laufe der Zeit immer mehr aus, in
krassem Gegensatz zur Erfahrung, dass Elementarteilchen, die aus fer-
nen Galaxien kommen, sich nicht von den hier erzeugten unterscheiden.
Die Auflosung dieses Widerspruchs gelang Born. Nach Born muss
lo(t,x)|* als die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir angesehen werden,
dass man das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort x antrifft. Bei dieser Inter-
pretation verzichtet man auf die Vorhersage von Einzelereignissen; die
Wellenfunktion repréasentiert ein Ensemble gleichartiger Systeme und
gestattet Aussagen iiber die relative Haufigkeit von Ereignissen.

(44)






KAPITEL II

Grundlagen der Quantenmechanik

1. Schrédingergleichung

Akzeptiert man die Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation, so
gibt es keine prinzipiellen Einwénde gegen die Beschreibung von Teil-
chen durch Wellenfunktionen. Man benétigt jetzt eine Ubersetzungs-
vorschrift, die die mechanischen Groflen mit Wellengréflen verbindet.
Wir hatten bereits gesehen, dass die Gruppengeschwindigkeit grad w
sinnvollerweise als Geschwindigkeit des Teilchens interpretiert werden
kann. Weiter konnen wir nach Planck, Einstein und Bohr davon aus-
gehen, dass zwischen der Energie F des Teilchens und der Frequenz -
der Welle der Zusammenhang

E = hw (45)

besteht. Was entspricht nun dem Impuls? Fiir kréftefreie Teilchen gilt
der folgende Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Impuls,

v =grad I, (46)
und zwar sowohl nichtrelativistisch (E = % = v = 2} als auch
relativistisch (E = \/m?c* + |p|?c? = v = %2) Dies legt es nahe, die
de Broglie-Beziehung

p = hk (47)

anzunehmen, die ja auch quantitativim Compton-Effekt und in Elektronen-
beugungsexperimenten bestatigt wird.

Damit ist aber die Dispersionsbeziehung w(k) bereits eindeutig fest-
gelegt, ndmlich

2,4
w(k) = mh; + [k[2e? (48)
im relativistischen und
(1) = ML (19)
wk)=—
2m

im nichtrelativistischen Fall. Im letzteren Fall kann die Dispersionsbe-
ziehung direkt in eine Differentialgleichung fiir die Wellenfunktion ¢
iibersetzt werden. Denn es gilt

8 3 ~ . I kx—w
2 olt,x) =(2m) / Pl (k) (—iw)eilexen |

A(t, x) =(2r) 3 / k() (— [K[2)eitkxD

17

(50)
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und damit die Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen

0 h?
h—p=——Ap . 51
"ot om (51)
Im relativistischen Fall gelangt man stattdessen zur Klein-Gordon-

Gleichung
2

—hQ%go = m?cto — B2 Ayp | (52)

die aber auch Losungen mit negativen Frequenzen (und folglich nega-
tiven Energien) zuldsst. Diese Losungen hingen mit der Moglichkeit
der Teilchenerzeugung und -vernichtung zusammen; eine konsistente
Interpretation ist erst im Rahmen der Quantenfeldtheorie méglich.

Wir wollen uns in dieser Vorlesung auf den nichtrelativistischen Fall
beschrinken. Die entscheidende Frage ist jetzt, wie der Einfluss dufle-
rer Kréifte auf das Teilchen beschrieben werden kann. Wir betrachten
den Fall eines konservativen Kraftfeldes F(x) = —gradU(x). In der
klassischen Mechanik ist die Energie

_ o
2m

E +U(x) . (53)
Setzt man wie vorher £ = hw und p = hk, so findet man, dass bei
vorgegebener Energie die Wellenlénge

27 h h
" k[ Ipl T 2m(E - Ux) 59

ortsabhéngig ist; dies macht offenbar nur dann Sinn,wenn U sich iiber
den Bereich einer Wellenlénge kaum &ndert. Unter dieser Vorausset-
zung erhalten wir als Differentialgleichung die Schrédingergleichung

0
ihaw(t,x) = Hi(t,x) . (55)
mit dem Hamiltonoperator

h2

Schrodinger hat nun postuliert, dass diese Gleichung (die Schrodinger-
gleichung ) allgemein gilt.

Die Schrodingergleichung hat sich im Vergleich von Experiment und
Theorie hervorragend bewéhrt. Sie ldsst sich jedoch nicht herleiten.
Wie die Newtonsche Bewegungsgleichung und die Maxwellgleichungen
gehort sie zu den Grundgleichungen der Physik.

Eine allgemeine Losung der Schrodingergleichung fiir beliebiges Po-
tential U gibt es nicht. Fiir einige wenige, zum Gliick praktisch rele-
vante Félle gibt es eine geschlossene Losung. Weiter gibt es eine Reihe
wichtiger Ausagen iiber die Losungen der Schrodingergleichung, die un-
abhéngig von der Wahl des Potentials sind:
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Superpositionsprinzip: Da die Schrodingergleichung linear ist,
sind mit ¢ (¢, x) und ps(t,x) auch die Wellenfunktionen
c1p1(t,X) + coa(t, x), ¢1,¢o € C Losungen der Schrodinger-
gleichung.

Determiniertheit: Die Schrodingergleichung ist eine Differen-
tialgleichung, die beziiglich der Zeit von erster Ordnung ist.
Dies bedeutet , dass die Losungen durch eine Anfangsbedin-
gung, namlich die Vorgabe der Wellenfunktion zu einer festen
Zeit, eindeutig festgelegt sind.

Erhaltungssatz: Wie im Fall der kréftefreien Bewegung ist die
Grofle

N = /dx\gp(zﬁ,x)|2 (56)

unabhéngig von t. Es gilt ndmlich

9 , 0 o
a‘go(tuxﬂ - E@(t,X)QO(t,X) + ¢(tux)a¢(tvx)

(hierbei haben wir ausgenutzt, dass Differentiation nach einer
reellen Variablen und komplexe Konjugation vertauschen)
i

> (He(t, x)p(t,x) — o(t,x)Ho(t,x))

(Schrodingergleichung)

= 2 (Bl el x) ~ PR A( X))

(da U(x) reell ist, verschwindet der Beitrag des Potentials)

e
- _ZZ_mdiV (grad o(t, x)p(t, x) — @(t, x)grad ¢(t, x))

(nach der Produktregel gilt div ((grad f)g) = (Af)g+grad f-
grad g , die grad - grad - Terme heben sich heraus)

= —divj(t,x) ,
mit
(%) = — o (Frad ot (1, %) — Pt Dgmad (6, %) (57
d.h.

(Kontinuitétsgleichung). Ist nun G C R? ein beliebiges Gebiet
mit Rand 0G, so erhalten wir mittels des Gaussschen Satzes

d 213 /8 213
o(t,x)|"d’x = o(t,x)|*d’x

:—/divj(t,x)d3x:—/ j(t,x) - d*x
G

oG
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d.h., die zeitliche Anderung des Integrals der Dichte iiber G
kommt durch einen Strom zustande, der durch den Rand von
G flieBt. Geht j(t,x) fiir |x| — oo schnell gegen Null, so folgt
die Zeitunabhéngigkeit von [ d*x|e(t,x)|? .

2. Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Schrodinger hatte versucht, die Dichte |p(t,x)[* mit der Ladungs-
dichte zu identifizieren; j(¢,x) wére dann die Stromdichte. Wie be-
reits besprochen, ist aber das zeitliche Auseinanderlaufen der Dichte
im kréaftefreien Fall nicht mit dem Verhalten der experimentell beob-
achteten Ladungsverteilung zu vereinbaren. Eine weitere Schwierigkeit
tritt auf, wenn man Systeme aus mehreren Teilchen betrachtet: die La-
dungsverteilung entwickelt sich dann in sehr komplizierter Weise; eine
Beschreibung durch eine Wellenfunktion ¢(¢,x) scheint nicht moglich
Zu sein.

Eine konsistente Interpretation der Wellenfunktion ist von Born
(1926) gefunden worden. Betrachten wir ein typisches Streuexperiment,
bestehend aus einer Quelle (), einem Target 7" und einem Detektor
D. Die Quelle liefert im Idealfall Teilchen mit gleichen Eigenschaften
(Masse, Ladung, Energie, Impuls, ... ) mit einer gewissen Rate, die wir
als so klein annehmen wollen, dass sich die Teilchen gegenseitig nicht
beeinflussen. Zur Zeit t, nachdem ein Teilchen die Quelle verlassen hat,
stellen wir den Detektor an; dieser spricht an, falls das Teilchen sich
zu diesem Zeitpunkt im Detektor aufhélt. Man wiederholt jetzt diesen
Vorgang mehrmals und bestimmt die relative Haufigkeit, mit der ein
Teilchen vom Detektor nachgewiesen wird.

Nach Born wird diese Situation in der folgenden Weise durch die
Wellenfunktion beschrieben. Die Wellenfunktion ¢(t,x) charakterisiert
ein Ensemble von Kopien eines Teilchens, die durch gleiche duflere Be-
dingungen préapariert worden sind, in unserem Fall durch die fest vor-
gegebene Quelle, und die sich unter dem Einfluss des Targets bewegen.
Die Wahrscheinlichkeit, ein solches Teilchen zur Zeit ¢ im Gebiet G
anzutreffen, ist

Wi(G) = /G (%) 2%

vorausgesetzt, dass [|¢(t,x)|?d*x = 1 (normierte Wellenfunktion), an-
derenfalls dividiert man durch das Normierungsintegral N = [|¢o(t, x)[2d*x .
(Da N zeitunabhéngig ist, ist eine Wellenfunktion, die zur Zeit ¢ nor-
miert ist, zu allen Zeiten normiert.) Die Wahrscheinlichkeit, das Teil-
chen irgendwo anzutreffen, ist offenbar W;(R?) = 1 . Experimentell wer-
den die Wahrscheinlichkeiten durch die gemessenen relativen Haufig-
keiten approximiert.

Die Interpretation Borns verzichtet grundsétzlich auf die Vorhersa-
ge eines Einzelexperiments. Es werden lediglich statistische Aussagen
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gemacht, die durch wiederholte Ausfithrung gleichartiger Experimen-
te getestet werden konnen. Dieser Standpunkt war (und ist) vielen
Physikern unbehaglich. So glaubte Einstein, dass die Physik letztlich
doch deterministisch ist (,, Gott wiirfelt nicht®), und hat zahlreiche Ge-
dankenexperimente entworfen, die diesen Standpunkt erhérten sollten.
Diese Ideen haben vielféltige theoretische und experimentelle Untersu-
chungen stimuliert. Ihre Ergebnisse lassen kaum noch einen Zweifel dar-
an, dass eine deterministische Theorie der Mikrophysik nicht moglich
ist. Wir werden auf diesen erkenntnistheoretisch interessanten Punkt
spater noch einmal zuriick kommen.

3. Mehrteilchensysteme

Wir wollen nun diskutieren, wie Mehrteilchensysteme beschrieben
werden konnen. Bei einem System von n unterscheidbaren Teilchen
1,...,n erwarten wir, dass Vorhersagen méoglich sind, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit Teilchen 1 im Gebiet G, Teilchen 2 im Gebiet G5 u.s.w.
gleichzeitig angetroffen werden koénnen (Koinzidenzexperimente). Be-
trachten wir zunéchst zwei Teilchen, die nicht miteinander wechselwir-
ken. Sind sie unabhéngig voneinander prapariert worden, so sollten die
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten unkorreliert sein. Die Wahrscheinlich-
keit, zur Zeit t Teilchen 1 in G; und Teilchen 2 in G5 anzutreffen, ist
dann

Wi(G1, Ga) = W (GOW (Ga) (59)
Jedes der Teilchen wird durch eine Wellenfunktion ¢;(¢,x;) beschrie-
ben, die einer geeigneten Schrédingergleichung geniigt,

ihe;(t,%;) = Hjp;(t, %) ,
und die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch
w(Gy) :/.dsxj\%(txj)ﬁ :
Also ist ]
WG, Go) = [ Al [ dxalealt )l
1 2

die gemeinsame Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Zweiteilchensystems
kann also durch eine Wellenfunktion mit 2 Ortsargumenten x;, Xy be-
schrieben werden,

‘p(t’XhX?) = @1(t7xl)@2(tax2) .
@ erfiillt die Gleichung
.0
’Lha(ﬁ(t, Xl,XQ) = (Hl + HQ)QO(f,Xl,Xg)

( h? K2

2_m1 x1 — Q—mZAxQ + Ui (x1) + Uz(XQ))SO(t,Xsz) .
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Es liegt jetzt nahe, Wechselwirkungen zwischen den Teilchen durch die
Addition eines Potentials Uj,s(x1,X2) zu beriicksichtigen. Damit erhélt
man die 2-Teilchen-Schrédingergleichung

L0
zhggo(t,xl,Xg) = Hop(t,x1,X3) (60)
mit dem 2-Teilchen-Hamilton-Operator
h? h?
H=——A, — —A,, +U(xy,
2m1 ! ng 2 + <X1 XZ)

mit U(x1,x2) = Ui (x1)+Us(X2)+Uini (x1, %2) . Die 2-Teilchen-Schrodin-
gergleichung hat die Form einer 1-Teilchen-Schrodingergleichung im 6-
dimensionalen Konfigurationsraum R?xR3. Daher gelten fiir die Lésun-
gen wieder das Superpositionsprinzip, das Prinzip der Determiniertheit
und der Erhaltungssatz fiir die Dichte (im R3xR3) (¢, x1,%2)|? . Nach
Born beschreibt eine normierte Losung der 2-Teilchen-Schrodingerglei-
chung ein Ensemble von Kopien zweier unterscheidbarer Teilchen, die
festen dufleren Bedingungen unterliegen (,,Zustand*). Die Wahrschein-
lichkeit, zur Zeit ¢t Teilchen 1 im Gebiet GG; und Teilchen 2 im Gebiet
(G5 anzutreffen, ist

Wt(Gl X Gg) = / d3X1d3X2|Q0(t,X1,X2)|2 . (61)
G1xG2

Zu beachten ist, dass ¢ nicht notwendig ein Produkt von 1-Teilchen-
Wellenfunktionen ist. Z.B. ist fiir wechselwirkende Teilchen eine Wel-
lenfunktion, die zu einem gegebenen Zeitpunkt ein Produkt ist, in der
Regel zu anderen Zeiten nicht als Produkt darstellbar. Die Wechselwir-
kung fiihrt also zu Korrelationen der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten.

Bisher haben wir angenommen, dass die Teilchen unterscheidbar
sind. Tatséchlich sind aber Teilchen, die gleiche Masse, Spin und La-
dung haben, ununterscheidbar. Will man zwei ununterscheidbare Teil-
chen durch eine Wellenfunktion ¢(t,x;,xs) beschreiben, so darf die
Wahrscheinlichkeitsdichte nicht von der Nummerierung der Teilchen
abhéngen, d.h. es muss gelten

|p(t, x1,%9)|* = [(t, %2, %1) 7 .

Dies 148t sich am einfachsten realisieren, indem man fordert, dass ¢
symmetrisch

QP(ty X1, XQ) == (p(ta X9, Xl)
oder antisymmetrisch ist,

90<t,X1,X2) = —<P(t,X27X1) .

Im ersten Fall nennt man die Teilchen Bosonen; Beispiele sind Pho-
tonen, m-Mesonen, W- und Z-Bosonen, Higgs-Teilchen, aber auch H-
Atome und a-Teilchen; im zweiten Fall spricht man von Fermionen;
Beispiele sind Elektronen, Protonen, Neutronen, aber auch Hes-Kerne.
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In der Teilchenphysik sind nur diese beiden Moglichkeiten realisiert;
ein tieferes Verstdndnis dafiir liefert die relativistische Quantenfeld-
theorie. Diese Aussage gilt nur in mindestens 3 rdumlichen Dimensio-
nen; in Systemen der Festkorperphysik, in denen sich (Quasi-)Teilchen
nur in ein oder zwei Dimensionen frei bewegen konnen, sind auch an-
dere Moglichkeiten denkbar. Sie scheinen eine Rolle beim fraktionellen
Quanten-Hall-Effekt zu spielen.

Die Verallgemeinerung der obigen Uberlegungen liegen auf der Hand.
Ensembles von n Teilchen werden durch Wellenfunktionen mit n Argu-
menten beschrieben. Sind einige der Teilchen ununterscheidbar, so muss
die Wellenfunktion in den entsprechenden Argumenten symmetrisch
bzw. antisymmetrisch sein. Die Wellenfunktion geniigt der Schrodin-
gergleichung

0
ihagp(t, X1, Xn) = Ho(t,x1,...,X,) (62)
mit dem Hamiltonoperator
h? h?
H:__Ax__ Ax yeeeyBn)
Sy S S +U(xy Xp) (63)

wobel U die Summe der Potentiale der duleren Krafte und der Wech-
selwirkungspotentiale ist. Die Wellenfunktion ist normiert,

/d3X1 e d3Xn|¢(t7X17 s 7XTL)|2 =1 ’
und die Grofle

Wt(Gl XX Gn) = / dSXl o -d3xn\g0(t,xl, v ;Xn)|2
Gi1X-xXGp

wird als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, zur Zeit ¢ Teilchen 1 in
G, Teilchen 2 in G5 usw. zu finden.

4. Observable und Operatoren

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie andere physikali-
sche Observable als der Ort in der Quantenmechanik dargestellt wer-
den. Es wird sich zeigen, dass diese Darstellung durch die Bornsche
Interpretation weitgehend festgelegt ist.

Wir betrachten der Einfachheit halber ein Einteilchensystem. Sei ¢
eine normierte Losung der Schrodingergleichung. Aus der Wahrschein-
lichkeitsdichte p(t,x) = |p(t,x)|* zur Zeit t erhilt man den Erwar-
tungswert des Ortes

) = [ dxsptx)
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und das Schwankungsquadrat (Varianz)

2

Ax)* = ((x - (x))")

2

dPxp(t, x)(x — (x))

((x
/

[ e - 6P
() = I

Allgemein ist fiir jede (messbare) Funktion f des Ortes wie z.B. das
Potential der Erwartungswert gegeben durch

(00) = [ @x (e x)

Aus den Informationen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
des Ortes zu allen Zeiten ergeben sich auch die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der Geschwindigkeiten. Im kréftefreien Fall ist ein klassisches
Teilchen, das sich zur Zeit ¢ = 0 in einer Kugel Kz um den Ursprung
befindet und eine Geschwindigkeit v € IT' besitzt, zur Zeit ¢t im Ge-
biet Kr + tI'. Sei ¢ eine Losung der freien Schrédingergleichung mit
»(0,x) = 0 fiir |x| > R. Dann ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zur
Zeit t im Gebiet Kp + tI

Wi(Kp +1T) = / Exlp(t X)[2 = / vt Lot tv)P
Kp+tT K g +T

Tel

Nach Aufgabe 4 gilt

m 3 z'm|tv7x|2
o(t,tv) = (%mty/d?’xe 2t (0, %)
3

m = imv2t
= (2 'ht)2€ o /d3xez P X Zm2ht (,0(0 X) '
ViY/

Das Integral in der letzten Zeile konvergiert fiir |t| — oo gegen (QW)%QZJ(%) :
Damit folgt unabhéngig von R

lim W,(Kg+tI') :/d?’v—\gp(n;:ﬂ2 ,

[t|—=o0

d.h. 7;—; ¢(™¥)|* kann als die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Ge-
schwindigkeit angesehen werden. Wegen p = mv erhilt man fiir die
Impulsverteilung die Wahrscheinlichkeitsdichte

—31~/Py2
p(p) =h Iw(ﬁﬂ :

in Ubereinstimmung mit der bei der Begriindung der Schrédingerglei-
chung verwendeten de Broglie-Beziehung p = hk .
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Im Fall der kriftefreien Bewegung ist die Impulsverteilung unabhén-
gig von der Zeit. Es macht aber Sinn, auch nach der momentanen Im-
pulsverteilung zu einem Zeitpunkt ¢ zu fragen. Man kann diese mit
Hilfe der asymptotischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit definieren, die
sich ergibt, wenn zum Zeitpunkt ¢ die Wechselwirkung ausgeschaltet
wird,

314y P
plt,p) = (e D)

mit der rdumlichen Fouriertransformierten zur Zeit t,

p(tk) = (2m)72 /dgxw(t,x)e"k'x .

Die zeitliche Entwicklung der Impulsverteilung kann mit Hilfe der Im-
pulsraumversion der Schrédingergleichung beschrieben werden. Es gilt

h2|k|2
2m

ih%gﬁ(t,k) = ot k) + (27r)’% /dgk’f](k — kot k') . (64)
Mit Hilfe der Impulsraumdichte konnen die Erwartungswerte beliebiger
(messbarer) Funktionen des Impulses berechnet werden.

Auch fiir andere Observable (z.B. Drehimpuls und Energie) lassen
sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen finden. Thre explizite Angabe ist
aber oft nicht oder nicht so einfach moglich.

Man beschreitet deshalb einen anderen Weg. Zunédchst bemerkt
man, dass sich Erwartungswerte polynomialer Funktionen des Impulses
direkt aus der Wellenfunktion im Ortsraum bestimmen lassen. Es gilt

k(t, k) = (2m) 2 / dPxp(t, x)iVe

(65)
/ P*x(—iV(t,x))e ™ > .

Nl

(partielle Integration) = (27)~

Bei dieser Rechnung haben wir vorausgesetzt, dass ¢ glatt ist und bei
unendlich schnell genug abfillt, sodass die Randterme bei der partiellen
Integration verschwinden.

[teriert man diese Rechnung so erhélt man fiir ein beliebiges Poly-
nom ¢g(k) die Formel

g(K)(t k) = (2m) / Ex(g(—iV)p(t,x))e ™% . (66)



26 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

Fiir den Erwartungswert von g(p) findet man daher

(9(p)) = [ &’k|(t, k)[*g(hk)

d’kp(t, k) g(hk)p(t, k)

APk (t, k) (2m) 2 / dPx(g(=iV)ep(t, x))e™™ > (67)

Njw

d*x(27)~

/ Bk (2, K) ek g (—ihV )o(t, X)

dPxp(t, x)g(—ihV)p(t, x) .

—— S — S~

Die Observable g(p) wird also durch den Differentialoperator g(—ihV)
auf den Ortsraumwellenfunktionen dargestellt; ihre Erwartungswerte
sind durch die obige Formel gegeben. Die Formel fiir den Erwartungs-
wert einer Funktion des Ortes f(x) 148t sich in &dhnlicher Weise in-
terpretieren: die Observable wird dargestellt durch den Operator der
Multiplikation mit der Funktion f.

Wir haben damit einen gemeinsamen Rahmen gefunden, in dem
sowohl Ort als auch Impuls beschrieben werden kénnen. Insbesondere
macht es jetzt auch Sinn, Summen von Orts- und Impulsobservablen
zu bilden. Prominentestes Beispiel ist die Energie. Klassisch gilt £ =

% + U(x) . In der Quantentheorie werden die Erwartungswerte

(PEy 4 ) = )

offenbar durch den Differentialoperator

h2
H=—A
2m + U(X)

geliefert. H ist der Hamiltonoperator, der uns schon bei der Schrodin-
gergleichung begegnet ist. H spielt offenbar eine doppelte Rolle: als
Generator der Zeitentwicklung und als Observable Energie (dhnlich der
klassischen Hamiltonfunktion).

Wir fassen die gefundenen Beziehungen zu den folgenden Quanti-
sierungsregeln zusammen:

(i) Observable in der Quantenmechanik werden durch lineare
Differentialoperatoren (beziiglich x) auf den Wellenfunktio-
nen dargestellt.

(ii) Erwartungswerte einer Observablen O in dem durch die nor-
mierte Wellenfunktion ¢(t, x) beschriebenen Zustand sind ge-
geben durch

(0) = /d3xg0(t,x)(0g0) (t,x)



4. OBSERVABLE UND OPERATOREN 27

(iii) Ortsobservable f(x) werden durch den Operator der Multipli-
kation mit der Funktion f(x), Impulsobservable g(p) mit ei-
nem Polynom ¢ durch den Differentialoperator g(—:hAV) dar-
gestellt.

(iv) Summen von Observablen entsprechen Summen der entspre-
chenden Differentialoperatoren.

Um allgemeinen klassischen Observablen einen Operator zuordnen
zu kénnen, muss man auch Observable der Form f(x)g(p) betrachten.
Néherungsweise besitzt das Produkt der entsprechenden Differential-
operatoren f(x)g(—ihV) bei Anwendung auf gut (im Orts- und Impuls-
raum) lokalisierte Wellenfunktionen die richtigen Eigenschaften. Man
kann aber ebenso gut die Reihenfolge im Produkt umkehren und den
Operator g(—ihV) f(x) betrachten. Beide Operatoren sind im allgemei-
nen verschieden. Wir definieren Produkte daher zunéchst nur fiir den
Fall, dass die entsprechenden Operatoren miteinander vertauschen:

(v) Produkte von Observablen entsprechen Produkten der zu-
gehorigen Differentialoperatoren, falls diese miteinander ver-
tauschen.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den Drehimpuls. Klassisch ist
er definiert als

L=xxp.
Der Grofle zyp; fiir k # [ entspricht nach unseren Regeln der Operator
xk(—ih)a%l; damit erhalten wir fiir den Drehimpuls

L=—ilxxV.

Ungekléart geblieben ist bisher die Interpretation von Produkten nicht
vertauschbarer Differentialoperatoren. Betrachten wir das Beispiel der
klassischen Observablen p;xy. In der Quantenmechanik finden wir

e . N
_@ha—mxkgp(t,x) = —thdup(t, x) + xk(—l)ha_xlSO(t’x) v

d.h. die beiden Reihenfolgen der Operatoren p; und x; unterscheiden
sich um eine Konstante

[p1s o) = pixg — xEpr = —ihdy;

Diese Relationen zusammen mit den offensichtlichen Relationen

[z, 2] = 0 = [pr, pi] -
sind die berithmten Heisenbergschen Vertauschungsrelationen. Sie ent-
sprechen den kanonischen Poissonklammern in der klassischen Mecha-
nik.

In der klassischen Mechanik bilden die Observablen eine assozia-
tive, kommutative Algebra mit der Poissonklammer als zusétzlichem
Produkt (Poissonalgebra). In der Quantenmechanik ist die Algebra der
Observablen assoziativ, aber nicht mehr kommutativ, und der Kommu-
tator (multipliziert mit ¢A) tibernimmt die Rolle der Poissonklammer.
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5. Ehrenfestsches Theorem

Eine Rechtfertigung der Beschreibung von Observablen durch Ope-
ratoren liefert das Ehrenfestsche Theorem. Es besagt, dass fiir die zeit-
liche Anderung der Erwartungswerte von Ort und Impuls gilt

d
m () = (p)

d

—(p) = (F

~p) = (F(x))
wobei F = —grad U die auf das Teilchen wirkende Kraft ist. Die Er-
setzung der klassischen Observablen durch Operatoren fiihrt also zu

denselben Bewegungsgleichungen wie in der klassischen Physik. Gilt
dariiberhinaus

(68)

(F(x)) =F((x)) ,
so bewegt sich der Erwartungswert des Ortes wie ein klassischer Mas-
senpunkt. Dies ist erfiillt, wenn das Potential ein Polynom zweiten
Grades ist. Ndherungsweise gilt es, wenn das Potential auf dem Tréger
der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte durch die Taylorentwicklung
bis zur zweiten Ordnung approximiert werden kann.

Zum Beweis des Ehrenfestschen Theorems bendtigen wir einige Re-
chenregeln fiir Operatoren. Entscheidend ist dabei die Interpretation
von Erwartungswerten als Skalarprodukten. Seien ¢,v € L?(R3). Das
Skalarprodukt von ¢ mit ¢ wird definiert als

(6, 9) = / X))

Es besitzt die geforderten Eigenschaften eines Skalarprodukts auf einem
komplexen Vektorraum,

Linearitit im rechten Faktor:

(SD, c1py + 021/12) = 01(90, ¢1) +c (90, 77/12)

Antilinearitat im linken Faktor:

(01@01 + o1, 80) = 6_1(901, @D) +C_2(902ﬂ/)>

Hermitizitiat:

(p.9) = (¢¢)
Positivitit:
loll* : = (,9) 20
¢l =0 = ¢ =0 im Sinne von L*(R?) .
Ein (linearer) Operator A in L?(R?) ist eine lineare Abbildung A :

D(A) — L*(R?), wobei D(A) (der Definitionsbereich von A) ein Teil-
raum von L*(R3) ist. Z.B. besteht D(x;) aus allen ¢ € L*(R?), fiir die
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x;0 quadratintegrabel ist, fiir die Impulsoperatoren muss man Diffe-
renzierbarkeit und quadratische Integrierbarkeit der Ableitungen vor-
aussetzen.

Der Erwartungswert von A in dem durch ¢ € D(A), ¢ # 0 beschrie-
benen Zustand ist

_ (p,A9)
W=ToE

Ist A = f(x) mit einer reellwertigen Funktion f, so gilt offenbar

(0, Ap) = (Ap, ) .

Einen Operator A mit dieser Eigenschaft nennt man hermitesch. Aus
der Hermitizitédt des Skalarproduktes ergibt sich, dass hermitesche Ope-
ratoren reelle Erwartungswerte haben; daher sollten klassischen reellen
Observablen in der Quantentheorie hermitesche Operatoren entspre-
chen.

Wir wollen dies am Beispiel des Impulsoperators iiberpriifen. Sei
¢ € D(pj), d.h. ¢ ist stetig differenzierbar und (?7“‘; € L*(R?). Dann gilt

(69)

(0s09) = [ x5 52 (0ol
= ih/d?’X%gp(X)
=it [ (el ~ 5 ()

= (0, ps%)

(70)

da die Randterme bei der partiellen Integration verschwinden (Be-
weis?). Also ist auch der Impulsoperator hermitesch.
Die Hermitizitat kann dquivalent auch durch

(¢, AYp) = (Ap,¥) , p,0 € D(A)

definiert werden. Diese scheinbar stiarkere Eigenschaft ergibt sich aus
der Polarisationsidentitét

(¢, AY) = %((Wr@b,fl(s@ﬂ/})) — (=0, Alp — )
—i(p+ i, Alp+iv)) +i(p — i, A(p — i) .

Seien jetzt A, B hermitesche Operatoren mit dem invarianten De-
finitionsbereich D, d.h. AD,BD C D. Dann ist A + B hermitesch
mit Definitionsbereich D, und das Produkt AB, ebenfalls mit Defi-
nitionsbereich D, ist genau dann hermitesch, wenn der Kommutator
[A, B] :== AB — BA verschwindet,

(gp,ABl/J) = (A@,Blp) = (BAgo,w) )
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Insbesondere sind also der Hamiltonoperator und die Komponenten des
Drehimpulsoperators hermitesch (auf einem geeigneten Definitionsbe-
reich).

Wir kommen jetzt zum Beweis des Ehrenfestschen Theorems. Sei
(%) = p(t,x) fiir eine Losung der Schrodingergleichung ¢, mit ¢, €
D(H)Vt, ||¢:|| = 1. Der Erwartungswert einer Observablen A zur Zeit
t ist dann

(A)(t) = (@1, Apr) -
Nach der Schrodingergleichung gilt

d 1

o= —H
T i

und daher fiir die zeitliche Anderung des Erwartungswertes

d d d
E<A> = (a%»A‘Pt) + (@t;AE%)

1 1
= (—HSDtaASOt) + (SOt,A—HQOt)

‘z'h ih
= %((H%,A%) - (SOt,AHSOtD
= %(Spta [H, A]‘Pt)
= (1, A]) .

Zum Beweis des Ehrenfestschen Theorems geniigt es also, die Kom-
mutatoren von H mit x und p zu berechnen. Allgemein gelten die
folgenden Rechenregeln fiir Kommutatoren:

Linearitét:

[c1 A1 4 co Ay, B = ¢1[Ay, B] 4 c2[As, B
Antisymmetrie:

[A,B] = —[B, 4]
Derivationseigenschaft:
[AB,C| = A[B,C|+ [A,C|B

Jacobi-Identitét:

[[A, B], C] + [[B, C], A] + [[C, A], B] = 0

Diese Regeln entsprechen denen fiir Poissonklammern. Man beachte
aber die Reihenfolge der Faktoren bei der Derivationseigenschaft.



6. DIE HEISENBERGSCHEN UNSCHARFERELATIONEN 31

Man berechnet jetzt
3

1
[H, z;] = om Z[Pi ;]
k=1

13
=5 (pk[pk; ;] + [Pk, I]pk)
2m ; J J

3
1
2m —

also m-<(x) = (p) wie behauptet. Zur Berechnung von [H, p;,] = [U, pi]

wenden wir den Kommutator auf eine Wellenfunktion ¢ an. Es gilt

([U(x), prlp) (x) = U(x)(=ih)dpp(x) — (—ih)dy (U (x)p(x))

= il(RU)(x)p(x) ,
also [U(x), px] = ih(0U)(x) = —ihFi(x) und damit
d

) = (F(x))

6. Die Heisenbergschen Unschérferelationen

Die Quantentheorie unterscheidet sich dadurch grundlegend von der
klassischen Mechanik, dass die Observablen durch Operatoren darge-
stellt werden, die nicht notwendig miteinander vertauschen. Es war
Heisenberg, der zuerst die physikalische Bedeutung der Nichtvertausch-
barkeit erkannt hat.

Seien A und B hermitesche Operatoren mit einem gemeinsamen
invarianten Definitionsbereich D. Wegen der Positivitat des Skalarpro-
dukts gilt fiir alle A e R, € D

0 < [[(A+ iAB)g|”> = (¢, (A —iAB)(A +iAB)y)
= (10, A%) +iX(¢, [A, Blp) + N (v, B*p) .
Ist (¢, B%p) =0, so muss auch (¢, [4, Blp) = 0 gelten. Ist (¢, B%p) #
0, also wegen (gp, BQQD) = (Bcp, B(p) > 0, so nimmt der obige Ausdruck
_i(elaB)

fir A = (%B%)

sein Minimum ein. Multiplikation mit (¢, B%p)
ergibt '
(0, A%0) (. B?p) > (%%[A, Blg)® .

Eine Verschéarfung dieser Ungleichung erhélt man, indem von A und B
Vielfache des Einsoperators abzieht. Es gilt

[A—al,B—b1] = [A, B]
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und daher fiir reelle a, b
(. (A = a1%9) (1. (B~ 51)°9) = (¢, 5[4, Blo)”
(1) _

Das Minimum der linken Seite wird erreicht fiir a = ~=m> = (A), b=

(B) . Man definiert die mittlere quadratische Schwankung als Wurzel
der Varianz

A(A)? = ((A—(4))7) = (A7) — (4)* .

Dann erhélt man die allgemeine Unschérferelation
i
A(A)A(B) z (5[4, B))I - (71)

Das wichtigste Beispiel fiir diese Relation ist der Fall A = p;, B = x;.
Mit den Heisenbergschen Vertauschungsrelationen folgt die Heisenberg-
sche Unschérferelation

h
A(pk)Al’j Z Eéjk . (72)

Es gibt also keinen Zustand, in dem sowohl p, als auch x; beliebig
scharfe Werte annehmen. Versucht man etwa die Implsunschérfe zu ver-
ringern, so nimmt dabei zwangsldufig die Ortsunschérfe zu. Betrachten
wir als Beispiel ein Gaulsches Wellenpaket, der Einfachheit halber in

einer Dimension,
2

o(x) = (277&)_%6_%1 :
Bs gilt ool = 1, (z) = 0 = (p) und

2

Az)? = (2*) = /d.ﬁL’(QW&)éerga =a,

A(p)? = %) = pel?
= /dx(zm)%h2 j—i(x)ﬁ

h2
T 102
Also gilt ApAx = g unabhéngig von a.

Insbesondere folgt aus den Unschérferelationen, dass es keine nor-
mierbaren Wellenfunktionen gibt, in denen die Orts- oder Impulsunschérfe
verschwinden. Innerhalb von Rechnungen benutzt man allerdings manch-
mal sogenannte uneigentliche Zusténde, in denen Ort oder Impuls schar-
fe Werte annehmen. So ist

da(x) = d(x — a)

eine Wellenfunktion, die ein Teilchen am Ort a beschreibt; wegen der
Nichtnormierbarkeit gibt es aber kein physikalisches System, das durch
diese Wellenfunktion beschrieben wird. Normierbare Wellenfunktionen

h2

2
dz(27a) " 2a2e 50 = — .
z(2ma) 2x% P
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erhélt man durch kontinuierliche Superposition dieser scharf lokalisier-
ten Wellenfunktionen,

o) = [ Fapla)dx)
Uneigentliche Zustdnde mit scharfem Impuls sind
Op(x) = (27Th)_%ei¥ :

Hierbei wird die Normierung so gewihlt,dass gilt

/d3xm5q(x) =d(p—q) .

Kontinuierliche Superposition ergibt wieder normierte Wellenfunktio-
nen,

p(x) = / 4 pe(p)bp (x)
mit
/ Eple(p)t=1.

Die Aussage der Quantenmechanik, dass es unmoglich ist, ein En-
semble von Teilchen zu préaparieren, sodass Ort und Impuls gleichzeitig
beliebig scharfe Werte annehmen, hat zu einer grundsétzlichen Unter-
suchung des Messprozesses gefiihrt. In der klassischen Physik geht man
davon aus, dass ein physikalisches System gewisse Eigenschaften be-
sitzt, die man bei einer Messung lediglich zur Kenntnis nimmt. Wére
dies wirklich der Fall, so miisste es moglich sein, aus einem Ensem-
ble diejenigen Teilchen herauszufiltern, deren Ort und Impuls in einem
vorgegebenen Bereich liegen.

Betrachten wir eine Quelle, die Teilchen mit nahezu scharfem Im-
puls p in z-Richtung aussendet. Um den Teilchenstrahl zu kollimieren,
schicken wir ihn durch einen Spalt, der in y-Richtung die Offnungsbrei-
te Ay hat. Wegen des Wellencharakters der Teilchen zeigt sich nach
geniigend langer Zeit auf einem hinter dem Spalt aufgestellten Schirm
ein Interferenzmuster, das angibt, mit welcher Héufigkeit die Teilchen

an einer bestimmten Stelle auftreffen. Das erste Minmum tritt unter

dem Winkel
A . h
« = arcsin — = arcsin ——
Ay pAy
auf. Ein Teilchen, das unter dem Winkel o auftrifft, hat einen Impuls
mit y-Komponente p, = psin a.. Der Spalt {ibertrégt also offenbar einen
Impuls in y-Richtung, der Werte bis zu Aiy annehmen kann. Man kénn-
te jetzt versuchen, den auf die Blende wirkenden Riicksto3 zu mes-
sen, um so die Teilchen mit scharfen Werten von p, herausfiltern zu
konnen. Hierzu denken wir uns die Blende beweglich angebracht. Wir
miissen allerdings beriicksichtigen, dass die Unschérferelation auch fiir
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die Blende gilt. Damit der gewiinschte Kollimationseffekt eintritt, muss
ihre Ortsunschérfe 0y deutlich kleiner als die Spaltbreite sein,

oy < Ay .

Dann ist aber die Impulsunschérfe dp, der Blende mindestens gleich %

und damit deutlich groler als der auf das Teilchen iibertragene Impuls
e

Diese Uberlegungen lassen es fraglich erscheinen, ob Teilchen einen
wohldefinierten Ort und Impuls haben, den man aber nicht gleichzei-
tig festlegen kann. Orts- und Impulsmessung sind inkompatibel. Die
Existenz inkompatibler Observabler ist der entscheidende Unterschied
zwischen Quantenphysik und klassischer Physik.

Besonders deutlich wird der Unterschied zu klassischen Vorstellun-
gen beim Doppelspaltversuch. Dabei trifft ein Teilchenstrahl auf einen
Doppelspalt. Auf einem dahinter befindlichen Schirm entwickelt sich
ein Interferenzmuster. Es macht jetzt keinen Sinn, anzunehmen, das
Teilchen wiirde durch einen der Spalte hindurchfliegen. Denn wenn
man einen der Spalte schlieit, so dndert sich das Interferenzmuster
vollsténdig; keineswegs ergibt sich das Interferenzmuster des Doppel-
spalts als eine Uberlagerung des Interferenzmusters beider Spalte. Man
kann die Messanordnung so abiandern, dass man feststellen kann, durch
welchen Spalt das Teilchen geflogen ist; dann aber verschwindet das In-
terferenzmuster des Doppelspalts.

Die einzige plausible Erklarung scheint zu sein, dass physikalische
System keine objektiven Eigenschaften haben, die man mit Messungen
feststellen kann, sondern dass sie auf Messungen reagieren, in einer
Weise, die durch statistische Gesetze bestimmt ist.

Bei dieser Interpretation ergibt sich aber das Problem, wie weit
die Quantenmechanik unabhéngig vom Beobachter ist. Wir werden auf
diese Frage noch zuriickkommen.

7. Bindungs- und Streuzustinde (Ausblick)

Bevor wir im néchsten Kapitel mit der Analyse konkreter Systeme
beginnen, wollen wir uns iiberlegen, welche Losungstypen der Schrodin-
gergleichung wir erwarten. In der klassischen Mechanik eines Teilchens
im dufleren Potential gibt es, abgesehen von einigen Spezialfillen, zwei
Bahntypen: finite Bahnen, bei denen das Teilchen zu allen Zeiten in
einem endlichen Raumgebiet bleibt, und Streubahnen, bei denen das
Teilchen aus dem Unendlichen kommt und dorthin wieder verschwin-
det. Entsprechend erwarten wir in der Quantentheorie zwei Typen von
Losungen.

7.1. Bindungszustinde. Ein Bindungszustand ist ein Ensemble
von Teilchen, die zu allen Zeiten im Endlichen bleiben. Genauer ge-
sagt, zu jedem beliebig klein vorgegebenen ¢ > 0 gibt es ein endlich
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ausgedehntes Gebiet GG, sodass man das Teilchen zu allen Zeiten mit
der Wahrscheinlichkeit

Wt<G) Z 1—¢
in G antrifft.
Wichtige Beispiele fiir Bindungszustéinde sind die stationdren Zusténde.

Man findet ihre Wellenfunktionen als Losungen der Schrodingerglei-
chung mit dem Produktansatz

p(t,x) = a(t)P(x).

Die Normierung der Wellenfunktion erfordert |a(t)| = const. Einsetzen
in die Schrédingergleichung ergibt fiir a die Differentialgleichung

d
ihEa = Fa
mit der Losung a(t) = a(0)e P/ Nur reelle Werte von E sind mit

der Bedingung |a(t)| = const vertraglich. Fiir ¢ findet man die zeitun-
abhéngige Schrédingergleichung
Hy =Evy .

Dies ist eine Eigenwertgleichung im Vektorraum D(H) C L*(R?). Fiir
jede Eigenfunktion v erhélt man dann die Losung der (zeitabhéngigen)
Schrodingergleichung

p(t,x) = e TR p(x) .

(Der Faktor a(0) wurde in ¢ absorbiert.) In stationéren Zustanden sind
die Erwartungswerte aller Observablen zeitlich konstant,

(AY(t) = (o1, Apy) = (77, Ae™" ) = (v, AY) .

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einer Kugel Kz mit Radius R
um den Ursprung anzutreffen, ist ebenfalls zeitlich konstant,

Wi(K) = /K x|(t,x)[? = /K Exp () = Wo(Kr) .

und konvergiert mit R — oo gegen 1 wegen der quadratischen Inte-
grierbarkeit von 1.

Auch Superpositionen stationérer Zustédnde sind Bindungszustéande.
Sei ; Eigenfunktion von H zum Eigenwert F;, ¢ = 1,2, und

P, x) = e Ty (x) 4 e gy (x)

Dann oszilliert die Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
Eo—Eq

[t x)]* = [V () + [1h2(x)* + 2Re b1 (x)tha(x)e 7
mit der Frequenz £2-51 zwischen den Werten ([¢y(x)] 4 |12 (X)|)2 und
(|1 (x)| = |2 (x) |)2 Damit ldsst sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
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auBerhalb von Kpr durch

Wi\ Ke) = [ dxlptP < [ a0+ )’
R3\K g R3\Kg

abschétzen, geht also gegen Null, da mit 1, und vy auch || + |1s]
quadratisch integrierbar ist.

Allgemein gilt, dass Superpositionen von Bindungzustianden wieder
Bindungszusténde sind (Beweis?). Die Wellenfunktionen von Bindungs-
zustanden zu fester Zeit bilden also einen (abgeschlossenen) Unterraum
von L*(R?).

Fiir ,,verniinftige Potentiale U (z.B. U = Uy + Us,, U; stetig und
beschrinkt, U; quadratintegrabel, eine Bedingung, die fiir das Cou-
lombpotential erfiillt ist) gilt der Satz

THEOREM II.1. Sei ¢(t,x) eine Lisung der Schriodingergleichung,
die einen Bindungszustand beschreibt. Dann lisst sich ¢ eindeutig in

der Form .
@(ta X) = Z e n wn<x)

darstellen, wobei jeder Summand eine stationdre normierbare Losung
der Schriodingergleichung ist.

Es reicht also fiir eine Diskussion der Bindungszustédnde aus, die sta-
tiondren Zustinde zu bestimmen. Deren Wellenfunktionen e~##n/%p, (x)
erfiilllen die Schrédingergleichung genau dann, wenn die Funktionen
©n(x) die zeitunabhéngige Schrodingergleichung erfiillen,

Hopn(x) = Eppn(x) (73)

und sind genau dann normierbar, wenn ¢, € L?(R?) ist. Die Berech-
nung der Bindungszustédnde fithrt also auf ein Eigenwertproblem fiir
den linearen Operator H im Vektorraum L?(R3). Als Differentialglei-
chung aufgefasst, besitzt die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir
jeden Wert von E,, eine Vielzahl von Loésungen. Doch nur fiir eine dis-
krete Menge von E,, existieren normierbare Losungen.

Die Eigenwerte F,, haben die physikalische Bedeutung der Energie
des Zustands. Es gilt ndmlich (fiir normierte ¢,,)

und
A(H)? = (pn, (H — E,)%pn) =0.

Dies ist der von Schrédinger entdeckte Mechanismus, der zu der
Existenz diskreter Energieniveaus fithrt und die unvollkommene Bohr-
sche Quantisierungsvorschrift ablost.

Wir wollen uns jetzt die Zeitabhéngigkeit von Erwartungswerten in
einem Bindungszustand ansehen. Sei

plt,x) =Y e Mg, (x)
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eine normierte Losung der Schrodingergleichung mit normierbaren Ei-
genfunktionen ¢,,. Dann ist fiir eine Observable O der Erwartungswert
zur Zeit t

(O) —Z(QDH,O%L) Z(gpn70¢m) it(En—Em)/h

n n#Em

Die auftretenden Frequenzen sind also (E, — E,,)/k, in Ubereinstim-
mung mit dem Bohrschen Postulat.

Als eine Anwendung betrachten wir ein nichtnegatives Potential,
das im Unendlichen unbeschrankt ansteigt,

f(R) = \inRU(X) — oo fiir R — oo .
x|>

Wir erwarten, dass es fiir ein Teilchen in einem solchen Potential unméglich
ist, ins Unendliche zu entweichen, dass also jeder Zustand ein Bindungs-
zustand ist. Tatséchlich gilt

U
WE\ KD = [ axeexP s [ exTEpnP
x|> R x>r  J(R)
1 1
< - (U): < —<H ) -

f FR)" = f(R)
In der letzten Gleichung haben wir ausgenutzt, dass die Erwartungs-
werte von Hy = —%A positiv sind. Da die Erwartungswerte von H

zeitlich konstant sind, geht wegen der Voraussetzung an f die Wahr-
scheinlichkeit, ein Teilchen auflerhalb von Kg zu finden, gleichméfig in
t gegen Null.

7.2. Streuzustinde. Als Streuzustinde definieren wir Zusténde,
bei denen das Teilchen zu grofien positiven und negativen Zeiten jedes
endliche Gebiet verlafit,

lim Wy(G)=0. (75)

t—+o0

Im kréftefreien Fall ist jeder Zustand ein Streuzustand. Es gilt ndmlich
nach der Diskussion in Abschnitt 2.3

[ axettl =1 [ @vleeviPx [ @kigiof -0,
|x|<R lv]< & |k|<mE

Tl an
(76)
Jeder Streuzustand 1afit sich in diesem Fall als Superposition ebener
Wellen darstellen,

plt.x) = (2m)F [ @epgeton = (77)
mit w = @—l;f Eine dhnliche Darstellung ist auch im wechselwirkenden
Fall fiir asymptotische Zeiten moglich, falls die Wechselwirkung kurz-
reichweitig ist. Allerdings unterscheiden sich diese Darstellungen fiir
positive und negative Zeiten.
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Wir betrachten jetzt Losungen der Form yy(x)e ™! mit w(k) =
Fg—l;f, die fiir t — —oo wie die ebenen Wellen e*®*~“%) aussehen. Die Exi-
stenz solcher Losungen erwarten wir wegen der angenommenen Kurz-
reichweitigkeit des Potentials. Fiir ¢ — oo erwarten wir, dass die ebene
Welle durch eine Welle iiberlagert wird, die von der Streuung mit dem
Wechselwirkungspotential herriihrt. Auch diese Welle kann weit drau-
Ben, d.h. wegen der Lokalisationseigenschaft von Streuzusténden fiir
grofle Zeiten, als Superposition ebener Wellen mit Wellenzahlvektoren

k' =nk , k= |k|, |n| =1 dargestellt werden,

gO(t,X) _ ei(k-x—wt) +/ dQ(n)f(k, n)ei(nkx—wt) :
In|=1

hierbei ist dQ2(n) das Flichenelement auf der Einheitssphire S?, d.h.

in Kugelkoordinaten mit n = (cos asin @, sin asin 6, cos #) ist d§2(n) =

sin fdfda . Wenn f eine glatte Funktion ist, dann tragen fiir grofle Wer-

te von r = |x| bei der Integration iiber S? nur die beiden stationéren

Punkte n = % bei. Man findet fiir 7 — oo

. 20 .
¢ ~ i(k-x—wt) + k :|:§ i(Lkr—wt)
90( ,X) e + Ei ( )f( y T)_ik're )

d.h. eine Uberlagerung der einlaufenden ebenen Welle mit einer auslau-
fenden (+4) und einer einlaufenden (—) Kugelwelle. Wenn man jetzt nor-

mierte Wellenfunktionen durch Uberlagerung der Losungen i (x)e ™t
bildet,

ot %) = / k() (x)e ™ |

mit einer glatten schnell abfallenden Funktion v, dann liefert die ein-
laufende Kugelwelle fiir ¢ — oo keinen Beitrag (es gibt fiir die Phase
keinen stationdren Punkt). Umgekehrt triagt eine auslaufende Kugel-
welle im Limes frither Zeiten nichts bei.
Wir erwarten daher fiir yy das asymptotische Verhalten fiir r — oo
ikex K x eikr
Xk<X)N€ +f(7T)T
(Die Normierung von f wurde etwas abgeéndert.)
Es gilt der folgende Entwicklungssatz:

(78)

THEOREM I1.2. Seit U ein geniigend requldres kurzreichweitiges Po-
tential. Dann ldsst sich jede normierbare Lisung der Schrédingerglei-
chung , die einen Streuzustand beschreibt, in der folgenden Form dar-
stellen:

o(t, x) = / k) (k) g (x) e )

mit einer Funktion ¢ € L*(R?) und w(k) = h|k|*/2m. Hierbei sind die
Funktionen xx Ldsungen der stationdren Schrodingergleichung ,

HXk:EXka E:hw,
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die fiir grofe r = |x| Uberlagerungen einer ebenen Welle und einer
auslaufenden Kugelwelle sind (siehe Gleichung (78).

Man sieht, dass man auch die Streuzustdnde mit Hilfe der stati-
ondren Schrodingergleichung analysieren kann. Im Unterschied zu den
Bindungszustinden sucht man hierbei nach Losungen, die nicht nor-
mierbar sind, sondern ein fiir Streuzustidnde typisches Verhalten bei
unendlich haben. Wir werden in Kapitel 5 noch ausfiihrlicher darauf
zuriickkommen.

Experimentell studiert man meist die folgende Situation: ein Teil-
chenstrahl mit scharfem Impuls p trifft auf ein Target; man zahlt dann,
wie héufig sich ein Teilchen in einem Kegelstumpf

Cr(A) = {x € R3, [x| > R, % € A}
mit einem Offnungswinkel A C S? zu einer spiiteren Zeit nachweisen
lasst. Da Streuzustédnde jedes endliche Gebiet verlassen, kann dieser
Prozess fiir geniigend grofle R ganz mit Hilfe des asymptotischen Ver-
haltens der stationéren Losungen xx, k = p/h diskutiert werden.

In der klassischen Mechanik analysiert man ein solches Streuexperi-
ment mit Hilfe des Wirkungsquerschnitts o(A), also des Flidcheninhalts
der Menge der Stoflparameter b_Lp, fiir die das gestreute Teilchen sich
asymptotisch in eine Richtung n € A bewegt.

Eine entsprechende Analyse ist auch in der Quantenmechanik méoglich.
Allerdings ist der StoBparameter b nicht mehr scharf bestimmt. Man
kann ihn als den Erwartungswert der Komponenten des Ortsoperators
senkrecht zur Einfallsrichtung definieren. Man findet dann das Teil-
chen mit einer von b abhingigen Wahrscheinlichkeit W, (A) zu spéten
Zeiten in Cr(A) fur gentigend grofe R. Man wiederholt jetzt den Ver-
such mit allen moglichen Werten von b. Fiir grole Werte von b wird
das Teilchen vom Target kaum noch beeinflusst. Falls A die einfallende
Richtung nicht enthélt, wird daher die Wahrscheinlichkeit W, (A) fiir
grofle Werte gegen Null gehen. Man definiert dann den Wirkungsquer-
schnitt durch

(D) = /b B

Wir werden in Kapitel V sehen, dass der Wirkungsquerschnitt durch
die folgende Formel gegeben ist

(D) = /A a0m) | f (k. ) | (79)






KAPITEL IIT

Systeme mit einem Freiheitsgrad

In diesem Kapitel sollen anhand einiger einfacher Beispiele die géngig-
sten mathematischen Methoden zur Losung der Schrodingergleichung
behandelt werden. Wir betrachten dabei Teilchen, die sich nur in einer
Dimension bewegen kénnen. Tatséchlich lassen sich viele realistische Si-
tuationen auf diesen Fall zuriick fithren. Wir verwenden im folgenden
ein Maflsystem, in dem A = 1 gesetzt wird.

1. Teilchen im Kasten

Als besonders einfaches Beispiel untersuchen wir den Fall eines Teil-
chens der Masse 1, das sich nur im Intervall [0, 1] aufhalten kann und
sich darin kréftefrei bewegt. An den Punkten 0 und 1 wirken riicktrei-
bende Krifte, die verhindern, dass das Teilchen den Kasten verlisst.
Das System besitzt daher per Konstruktion nur Bindungszustiande, und
nach dem im vorigen Kapitel zitierten Satz reicht es aus, die stationéren
normierbaren Losungen der Schrodingergleichung zu bestimmen. Es ist
allerdings nicht moglich, die idealisierte Situation perfekt reflektieren-
der Wénde durch einen Potentialterm zu beriicksichtigen. Im Inneren
des Intervalls gilt die eindimensionale zeitunabhéngige Schrodingerglei-
chung

Ho(r) = —5¢(a) = Bolw) , v € (0,1),

und auBerhalb des Intervalls [0, 1] verschwindet die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte und damit auch die Wellenfunktion,

p(x) =0, z<0oderz>1.

Diese beiden Bedingungen charakterisieren aber die Eigenschaften des
Systems noch nicht vollstdndig. Wir fordern, dass die Wahrscheinlich-
keit , das Teilchen irgendwo im Kasten zu finden, fiir alle Zeiten gleich
1 ist. Sei ¢y(z) ein Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung

o,
Za% =Hypp .
Dann gilt

d . ;
0= E(@t,%) = i(Hpp, 1) =i, Hor) -

Da ¢; zu einem festen Zeitpunkt ¢ beliebig vorgegeben werden kann,
bedeutet dies, dass H hermitesch sein muss; dies folgt im {ibrigen auch

41
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aus der Tatsache, dass H die Observable ,, Energie* beschreibt. Es muss
also gelten

1 1
| ae@e ) = [ el
0 0
Mit partieller Integration erhélt man die Gleichung
(1)@’ (1) = p(0)¢'(0) = ¢'(1)p(1) — ¢'(0)(0) ,
d.h. mit dem Wahrscheinlichkeitsstrom

(@) = o (P! &) ~ Flel)

ergibt sich
J(1) =3(0) .

Der Wahrscheinlichkeitsstrom, der bei x = 0 in den Kasten hinein-
stromt, ist genauso grofl, wie der Wahrscheinlichkeitsstrom, der bei
x = 1 hinaus strémt. Der zulissige Definitionsbereich D(H) C L*(0,1)
des Hamiltonoperators darf also offenbar nur (2 mal differenzierbare)
Funktionen enthalten, deren Wahrscheinlichkeitsstrom die angegebene
Bedingung erfiillt.

Diese Bedingung ist allerdings nicht linear und definiert daher kei-
nen linearen Unterraum. Um das Superpositionsprinzip erfiillen zu kénnen,
suchen wir lineare Bedingungen, die die Bedingung an die Strome im-
plizieren. Tatséchlich gibt es viele dieser linearen Bedingungen. Erst
ihre Festlegung charakterisiert das physikalische System eindeutig.

In unserem Beispiel interpretieren wir das Intervall als einen Ka-
sten, dessen Wande das Teilchen nicht durchdringen kann. Wir be-
schrianken uns daher auf Randbedingungen, bei denen der Wahrschein-
lichkeitsstrom an beiden Endpunkten des Intervalls verschwindet. Die
Bedingung j(x) = 0 ist dquivalent zu der Bedingung, dass die beiden
Vektoren (Re ¢(z), Im ¢(z)), (Re ¢'(x), Im ¢'(x)) im R? linear abhéingig
sind. Also sind die moglichen Randbedingungen

o(xz) =0 oder ¢'(z) = Ap(x) , NER

fir z =0, 1.
Die erste Bedingung charakterisiert eine abstoflende Wand (Dirich-
letsche Randbedingung). Wir wollen im folgenden die Randbedingung

#'(0)=¢'(1) =0

zu Grunde legen (Neumannsche Randbedingung). In diesem Fall gilt
fiir das Verhalten der Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Rand

d
—|p(z)]* =0 fiir £ =0,1 .
d
x

Das Teilchen kann sich also nahe an der Wand aufhalten und spiirt
dort keine abstoflende Kraft.



1. TEILCHEN IM KASTEN 43

Wir suchen jetzt alle Losungen der zeitunabhéngigen Schrodinger-
gleichung , die die Neumannschen Randbedingungen erfiillen. Die all-
gemeine Losung der Differentialgleichung ist

o(x) = Ae™™ 4 Be ™"
mit A, B € C und mit k?* = 2F. Einsetzen in die Randbedingungen
ergibt das Gleichungssystem
ik(A—B)=0
ik(Ae™* — Be™*) =0
zur Bestimmung der Konstanten A und B. Eine nichttriviale Losung

existiert dann und nur dann, wenn die Determinante des Gleichungs-
systems verschwindet, d.h. wenn gilt

sink=0.

Also gilt k = nm , n € Ny. Die moglichen Energiewerte sind daher
1
E, = —n*n?.
2
Fiir die zulédssigen Werte von k ergibt sich A = B. Als normierte Losung
zum Energieeigenwert F,, findet man

[ V2cosmnz , n#0,
@"(x)_{ 1 ,n=0.

Das Funktionensystem (¢y,)nen, besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft

(9071790771) :/0 On(2)Pm(T) = dnm

Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind also beziiglich des
Skalarprodukts in L?(0,1) orthogonal zueinander. Dies ist, wie man
leicht einsieht, eine Konsequenz der Hermitizitdt des Hamiltonopera-
tors

Tatséchlich ist das angegebene Funktionensystem sogar vollstandig:

THEOREM IIL.1. Sei ¢ € L*(0,1) und setze ¢, = (¢n, ). Dann gilt

(i) ¥ = Z Cn¥n

(ii) [lell* = Xleal*.
Umgekehrt gibt es zu jeder quadratsummablen Folge (¢, )nen, €ine Funk-
tion ¢ € L*(0,1) mit (¢n, ) = Cn.

Hierbei konvergiert die Reihe der Funktionen in (i) im allgemeinen
nur im quadratischen Mittel.

Das Funktionensystem kann als eine unendliche Orthonormalba-
sis des Raumes L?(0, 1) angesehen werden. Es bildet aber keine Basis
im Sinne von Vektorrdumen, da auch unendliche Linearkombinationen
auftreten.
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Der obige Satz ist eine unendlich dimensionale Version des aus der
linearen Algebra bekannten Satzes, dass eine hermitesche Matrix eine
orthonormale Basis von Eigenvektoren besitzt. Wir werden auf die-
sen fiir die Quantenmechanik fundamentalen Sachverhalt noch zuriick
kommen.

Mit Hilfe der obigen Resultate haben wir das Anfangswertproblem
fiir die Schrodingergleichung gelost,

—itF,
Py = 5 cne” "My,

mit den Entwicklungskoeffizienten ¢,, = (gpn, ¢0), im Einklang mit dem
in Abschnitt I1.7 formulierten Entwicklungssatz.

Die Koeffizienten ¢, besitzen auch eine direkte physikalische Inter-
pretation: Es gilt (vorausgesetzt, die Reihen konvergieren)

Hyp = Z E.coon

und damit fiir alle Polynome f

f(H)SO = Z f(En)Cn(Pn .

Die letztere Gleichung kann man als Definition fiir Operatoren f(H)
verwenden, wobei f eine beliebige Funktion sein kann. Der Erwartungs-
wert von f(H) ist

(f(H)) =(p, f(H)p)

= Z f(En)|Cn|2 .

|, |? ist also die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Energie den
Wert FE,, zu finden. Die Energiewahrscheinlichkeitsdichte ist

p(E) = Z|Cn|25(En —E).

Wir erkennen, dass es auch bei nichtstationidren Zustédnden unmoglich
ist, bei einer Energiemessung einen anderen Wert als einen der Ener-
gieeigenwerte F,, zu finden, die Energie ist also quantisiert.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Wellenfunktion nicht nur
die Information iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Ort und
Impuls, sondern auch iiber die der Energie enthélt. Wir werden in Ka-
pitel 5 diskutieren, wie man zu beliebig vorgegebenen Observablen eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung findet.

2. Teilchen vor einer Wand; der Zeitoperator

Als zweites Beispiel betrachten wir ein Teilchen der Masse m = 1,
das sich in einer Dimension auf dem Halbraum x > 0 frei bewegt und
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durch ein unendlich hohes Potential fiir x < 0 daran gehindert wird,
in den komplementéren Halbraum einzudringen. Wie in der Diskussi-
on mit 2 Wénden benstigen wir eine lineare Bedingung an die Wel-
lenfunktionen im Definitionsbereich des Hamiltonoperators , die das
Verschwinden des Wahrscheinlichkeitsstroms bei z = 0 impliziert, also
©(0) = 0 oder ¢'(0) = Ap(0) fiir ein A € R. Die allgemeine Losung der
Differentialgleichung ist

X(iU) — Aeik:r _i_Befika:

mit £ = v2FE. Bindungszustéinde sind nur moglich, wenn die Energie
negativ ist und einer der Koeffizienten A, B verschwindet. Fiir A < 0
gibt es genau eine Losung, ndmlich

w(@) = @A) e

Dies ist ein Bindungszustand zur Energie £ = —\?/2. Fiir A > 0 gibt
es keine Bidungszusténde.
Fiir die Streuzustiande (£ > 0) finden wir

xr(x) = R(k)e™*™ 4 e
mit dem Reflexionskoeffizienten
ik 4+ A
R(k) = ——
(%) ik— X\’
wobei der Fall der Dirichletschen Randbedingung dem Grenzfall A —
oo entspricht (R = —1).
Das raumzeitliche Verhalten von Wellenpaketen, die einen Streuzu-

stand beschreiben, kann jetzt mit der Methode der stationdren Phase
analysiert werden. Sei

o(t,r) = (2%)—% /Oo Ak f (k) xu(z)e =72

0
eine normierte Losung der Schrédingergleichung mit einer glatten Funk-
tion f mit kompaktem Trager in (0, 00). Fiir grofe Werte von |¢| gilt

_ T, . x
folt, @)~ 1 RC)F(G) + S0P
Da f nach Voraussetzung fiir negative Argumente verschwindet, folgt
B x
folt, 2)F = 7 F(= D)7, = —o0

und . .
et 2P ~ [ RGP = oo

Wir schlieflen also, dass |f(—p)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir
ist, zur Zeit t — —oo ein Teilchen mit Impuls p < 0 zu finden, und
|R(p) f(p)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, fiir ¢ — oo ein Teilchen
mit Impuls p > 0 anzutreffen. Wegen |R| = 1 wird also ein Teilchen, das
mit Impuls —p von rechts einféllt, mit Wahrscheinlichkeit 1 reflektiert
und kehrt mit Impuls p zuriick.
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Wir kénnen uns jetzt die Frage stellen, wann das Teilchen auf die
Wand trifft. Hierzu betrachten wir zunédchst die Wahrscheinlichkeit
W.(t) dafiir, das Teilchen zur Zeit ¢ im Intervall (0, ¢) anzutreffen. Hier-
bei soll € > 0 so klein gewahlt werden, dass ek <  fiir alle k € supp f.

Wir setzen g(E) = (2E) 7% f(v2E) und ¢p(z) = (2E) i x a5(2). Da-
mit ergibt sich

Wit) = [ detam) ! [ ABABTRIGEIE P i () (B

Das Integral dieser Wahrscheinlichkeit iiber die Zeit kénnen wir als
die mittlere Aufenthaltsdauer 7, im Intervall [0, ¢] interpretieren. Wir

finden
/ dz / AE|g(E) s ()]

Fiir R # —1 gilt ¢p(x) ~ (2E)"1(R + 1), solange = < e. Also ergibt
sich fiir die Aufenthaltsdauer an der Wand fiir die Komponente mit
Energie F (und daher Geschwindigkeit v2E)

T.(F) ~

2
+ 1 | Tklass

€ |R
V2E 1+ 2%

mit der Aufenthaltsdauer eines klassischen Teilchens Tij.ss = N

nach Randbedingung weicht die Aufenthaltsdauer also von der klassi-
schen ab.
Wir benutzen jetzt die Aufenthaltsdauer an der Wand, um die

Wabhrscheinlichkeitsdichte pr(t) der Zeit des Auftreffens an der Wand
zu normieren. Wir setzen

prtt) = o) [ Bl [ i)

und finden im Limes ¢ — 0

pr(t) = (2m)7" / ABAE BB g(B)eE-ENt b (E g (EY)

= eg(t)]*
mit ‘gih = ¢ also §(E) = — arctan —2— \/ﬁ Der Erwartungswert fiir das

Auftreffen an der Wand ergibt sich damit zu

) = [t~ [AEGE) G +5(5) ()

mit §'(E) = d‘;(g) = k(k2+/\2 k = V2E. Als Zeitoperator fiir das
Auftreffen auf der Wand konnen wir also definieren

(to)la) = [ dBUs(a) (j 1 + 5 (E)a(E),
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wenn ¢ eine Darstellung der Form

() = / B (x)g(E)

besitzt, mit einer glatten Funktion g mit supp g C (0, 00).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zeit unterscheidet sich in ei-
nem wichtigen Punkt von den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der bis-
her betrachteten Observablen. Es gibt namlich kein Zeitintervall, fiir
das die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an der Wand zu finden, ver-
schwindet. Dies folgt aus der Tatsache, dass die Fouriertransformierte
einer Funktion g mit suppg C (0,00) Randwert einer holomorphen
Funktion in der oberen Halbebene {t € C,Imt¢ > 0} ist. Verschwinden
die Randwerte einer solchen Funktion auf einem (offenen, nichtleeren)
Intervall der reellen Achse, so verschwindet die Funktion iiberall.

Diese Besonderheit der Zeitverteilung ist der Grund fiir die oft ver-
tretene Meinung, die Zeit sei in der Quantenmechanik keine richtige
Observable. Tatséchlich tritt die obige Eigenschaft jedoch auch noch
fiir viele andere Observable auf, in unserem Beispiel sogar fiir den Im-
puls; denn nach Definition des System verschwindet die Wellenfunktion
fiir x < 0, die Fouriertransformierte kann daher auf keinem Intervall
verschwinden.

Eine andere Frage ist die nach der Verzogerung (,,time delay®), die
das Teilchen bei der Reflexion erleidet. Diese Frage 148t sich mit Hilfe
eines wie oben definierten Zeitoperators leicht beantworten. Wir wissen
bereits, dass die Wellenfunktion zu sehr frithen Zeiten die Form

plt.) = (2m) 7 [ ABg(E)e Pl VPP (2E) 1

besitzt. Mit einer analogen Uberlegung wie vorhin bestimmt man den
Erwartungswert der Zeit des Eintreffens an einem Punkt x, wenn keine
Wand da wére, zu

(e = [ AETTEY 5~ =)o)

Zu sehr spéten Zeiten hat die Wellenfunktion die Form

p(t,x) = (2m) /2 / dER(E)g(E)e "teV?Pr (2E)7 V1

Der Erwartungswert der Zeit am gespiegelten Ort —z ergibt sich zu

(o = [ AEREWE) (3~ =) RENE)

Fiir die Verzogerung (£)ein — (t)aus = (Ldelay) erhiilt man (mit R = €*?)

(Laeny) = / AE|g(E)*26(E) |
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Wie aus Symmetrieiiberlegungen zu erwarten, ergibt sich die halbe
Verzogerung vor dem Auftreffen auf die Wand.

3. Stufenpotentiale

Eine Klasse von Potentialen, fiir die die Schrodingergleichung ex-
plizit gelost weren kann, ist die der so genannten Stufenpotentiale, das
sind stiickweise konstante Funktionen

Ux)=U;, a;1<z<a;,i=1,...,N+1

mit U; e Rii =1,..., N+1, N e Nund ap = —o00 < a; < --- <
ay < any1 = 00. Meist betrachten wir den Fall, dass das Potential im
Unendlichen verschwindet, d.h. Uy = Uyy; = 0.

Man kann an diesen Potentialen typische Quantenphdnomene wie
die Quantisierung von Bindungsenergien, den Tunneleffekt (das Durch-
dringen klassisch uniiberwindbarer Potentialschwellen) und die Reflexi-
on von Teilchen an klassisch iiberwindbaren Schwellen studieren. Man
kann auch allgemeinere Potentiale durch Stufenpotentiale approximie-
ren, allerdings ist dies wegen der erforderlichen groflen Anzahl von Stu-
fen nicht effektiv.

Wir suchen Losungen der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung

1
Hp(z) = —5¢" (@) +Uip(z) = Ep(x) , @iy <@ < a5, i=1,... N+1

mit £/ € R. Wie beim Problem des Teilchens im Kasten ist das Problem
durch diese Gleichung noch nicht eindeutig bestimmt. Um die Hermiti-
zitat des Hamiltonoperators zu gewéhrleisten, benotigen wir zusétzlich
lineare Bedingungen an die zuldssigen Wellenfunktionen, die garantie-
ren, dass der totale Wahrscheinlichkeitsstrom, der das System verlésst,
verschwindet. Im Unendlichen folgt dies aus der Normierbarkeit von ¢
und ¢”. Im Endlichen fordern wir die Stetigkeit des Wahrscheinlich-
keitsstroms an den Sprungstellen des Potentials. Die einfachste lineare
Bedingung, die dies impliziert, ist die Forderung, dass ¢ und ¢’ iiberall
stetig sind. Stetigkeit von ¢” darf man an den Sprungstellen nicht ver-
langen, da es dann wegen der Unstetigkeit des Potentials keine von Null
verschiedenen Losungen gidbe. Andere lineare Bedingungen, bei denen
Spriinge von ¢ und ¢’ an den Sprungstellen des Potentials zugelassen
werden, interpretiert man als singulédre Zusatzterme im Hamiltonopera-
tor; so entspricht ein Sprung von ¢’ bei stetigem ¢ um Ay an der Stelle
x = a; einem Zusatzterm (\/2)d(x — a;) im Potential (fir m = 1).

Die Losung der Schrodingergleichung in den Intervallen, auf denen
das Potential konstant ist, hat die Form

o(r) = A;e" + Bje ™™ L a; 4 <x < aj

mit k?j = \/2(Uj — E), falls £ 7& Uj und

p(z) = A; + Bja
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falls £ = U;. Bei der Wurzel treffen wir die Konvention Im k; > 0 oder
Imk; = 0,Rek; > 0. Die Stetigkeitsbedingung bei = a; lautet fiir
E#U;,Ujn

Aje 5@ + Bj€ 7 — Aj+1€ j+1aj + Bj—i—le j+1aj
Ajkjekjaj — Bjk'jeikjaj = Aj+1k’j+1€kj+1aj - Bj+1]{}j+lefkj+laj

und entsprechend auch fiir £ = U; oder E = Uj4;. Die Losung kann in
der folgenden Form dargestellt werden,

Ajir A,
< Bj ) ’ ( B; )

mit einer invertierbaren Matrix M, die von £ abhéngt. Es folgt

ANt Ay
=M M= My M, .
(Bar) = (5 ) o= aneean

Damit ist die Schrédingergleichung im Prinzip gelost. Wir suchen nun
diejenigen Losungen auf, die die jeweiligen Randbedingungen erfiillen:

(i) Bindungszustéinde:

Falls Uy = Uyy1 = 0, so existieren normierbare Loésungen nur fiir
E < 0. Dabei diirfen die fiir xt — +00 exponentiell ansteigenden Losun-
gen nicht auftreten, d.h. By = Ay,;1 = 0. An einer Seite, z.B. bei
r = —oo, konnen wir die Koeffizienten A;, By frei wiahlen und setzen
B; = 0. Die Koeffizienten an der anderen Seite berechnen sich dar-
aus mit Hilfe der Matrix M. By verschwindet offenbar genau dann,
wenn das Matrixelement Mj; verschwindet. Als analytische Funkti-
on von E kann Mj; nur diskrete Nullstellen haben, die sich nirgends
hiufen diirfen. Man kann auflerdem leicht zeigen, dass die Energieei-
genwerte nicht kleiner als das Minimum des Potentials sein kénnnen
(wegen der Positivitdt der kinetischen Energie). Wir schliefien, dass in
Stufenpotentialen der oben beschriebenene Art nur endlich viele stati-
ondre Bindungszustinde existieren.
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(ii) Streuzustinde:

Streuzusténde treten nur fir £ > 0 auf (wieder unter der Vorausset-
zung, dass U; = Uy = 0.) Alle Losungen oszillieren im Unendlichen
und sind daher zuléssig zur Beschreibung von Streuzustédnden.

Wir betrachten jetzt diejenigen Losungen, bei denen fir x < a4
keine nach rechts laufende Losung vorhanden ist, d.h. A; =0,

(2) = T (k)e k= , T <
Xk\T) = R(k)e*® + e~z o> ay ;

dies wird interpretiert als eine von rechts einlaufende Welle, die teil-
weise reflektiert und teilweise transmittiert wird. Offenbar gilt

wlr)= (1)

also T = My,' | R= My,M,,'.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die mit y, gebildeten Wellenpakete von
rechts einfallende Teilchen beschreiben, die mit der Wahrscheinlichkeit
|R|? reflektiert und mit der Wahrscheinlichkeit |T'|? transmittiert wer-
den.

Sei p(t, z) eine Losung der Schrodingergleichung der Form

/0 T Ak (ke ()

mit einer glatten Funktion f mit kompaktem Trager in (0,00). Fiir
T > ay ist dann

N[

p(t,x) = (2m)”

N|=

o(t,z) = (2m)~ /00 dkj’(k)e’i%t(R(k’)eikz +e )
0
Mit Hilfe der Methode der stationéren Phase findet man fiir asympto-
tische Zeiten
[t ) = [ IRGIFE) + F=DI
Da f nach Voraussetzung fiir negative Argumente verschwindet, gilt
it )~ (=P s t = —o

und
B T T
folt 2) = P RCOPIFC)E  t = o0

Wir schlieflen also, dass |f(—p)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir
ist, zur Zeit t — —oo ein Teilchen mit Impuls p < 0 zu finden, und
|R(p) f(p)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, fiir ¢ — oo ein Teilchen
mit Impuls p > 0 anzutreffen. Entsprechend ist |T'(—p)f(—p)* die
Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, fiir ¢ — oo ein Teilchen mit Impuls p
zu finden.
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Fiir den aus y; gebildeten Wahrscheinlichkeitsstrom findet man

Lo K|T(k)? LT <a
i(w) = { K1 — [RP) , > ax

Da der Wahrscheinlichkeitsstrom fiir stationére Losungen der eindi-
mensionalen Schrodingergleichung raumlich konstant ist, folgt

R +T1" =1,

ein Teilchen wird also entweder reflektiert oder transmittiert, etwas
drittes (z.B. Einfang) gibt es nicht.

Eine entsprechende Analyse kann man (mit gednderten Koeffizien-
ten R,T) auch fiir von links einlaufende Teilchen ausfiihren.

Wir fassen die Ergebnisse der Diskussion zusammen:
Bindungszustéinde entsprechen einer Schar von diskreten Energiewer-
ten E < 0. Die zugehorigen Eigenfunktionen koénnen nicht in offenen
Gebieten verschwinden. man findet das Teilchen also mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit auch in klassisch verbotenen Gebieten.

Streuzustédnde gibt es fiir alle Energien £ > 0, und zwar jeweils fiir
von rechts oder fiir von links einfallende Teilchen. Die Teilchen werden
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit| R|?, |T|? reflektiert, bzw. trans-
mittiert. Da R und T analytische Funktionen der Energie sind, hat
man Transmission fiir fast alle ' (bis auf eine diskrete Menge), also
auch dann, wenn das Teilchen nach der klassischen Mechanik reflektiert
wird. Entsprechend hat man fiir fast alle £/ Reflexion, auch wenn das
Teilchen klassisch transmittiert wiirde.

4. Harmonischer Oszillator
Der Hamiltonoperator fiir den harmonischen Oszillator ist

1d> W,

H= 2dx2+2x (80)
mit der klassischen Kreisfrequenz w > 0. Da das Potential im Un-
endlichen ansteigt, erwarten wir nur Bindungszustdnde. Wir suchen
daher nach normierbaren Losungen ¢ der zeitunabhéngigen Schrodin-
gergleichung . Zur Vereinfachung der Notation setzen wir u = /wzx
und € = % und erhalten die Differentialgleichung

—¢"(u) + up(u) = ep(u) .

Diese Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung 2.
Ordnung und besitzt daher fiir jedes ¢ € C 2 linear unabhéngige Losun-
gen. Wir konstruieren zunéchst diese Losungen und untersuchen dann
in einem 2. Schritt, welche Losungen normierbar sind.
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Man beginnt damit, das Verhalten der Loésungen an den ,Singu-
laritdten“ der Differentialgleichung zu studieren. Dies sind die Rand-
punkte des Definitionsbereichs (im vorliegenden Fall £00) und eventu-
elle Singularitétsstellen des Potentials (im vorliegenden Fall keine).

Das Verhalten bei oo testet man mit dem Ansatz

p(u) =e

Hierbei sind a und k so zu wéhlen, dass die Differentialgleichung fiir
u — oo moglichst gut erfiillt wird. Es ist

o(u)
¢’ (u) = (ak(k — Du" 2 + a®K*u** ) o(u)

o' (u) = aku®~

Der am stérksten anwachsende Term fiir u — oo in der Differentialglei-

chung ist 2. Um ihn zu kompensieren, setzen wir ¥ = 2 und a = j:%.
. . ot . . . 1,2

Wir schliefien, dass die Losungen sich bei oo wie e*2%" verhalten. Da

wir an Losungen interessiert sind, die normierbar sind, machen wir den

Ansatz

und erhalten

2

¢ (u) = (H'(u) — uH (u))e="
¢ (u) = (H"(u) — H(u) — 2uH'(u) + u*H (u))e” 3"

und finden fiir H die Differentialgleichung

—H"(u) 4 2uH'(u) + (1 — e)H(u) =0 . (81)

Da H beliebig ist, ist diese Differentialgleichung aquivalent zur ur-
spriinglichen Gleichung. Sie enthélt u nur linear und gehort damit zu
einem explizit 16sbaren Typ (Laplacesche Differentialgleichung).

Am einfachsten findet man eine Losung durch einen Potenzreihen-
ansatz fir H,

H(u) = i au” .
n=0

Es gilt
H'(u) = Znanun_l = Z(n + Dayu”
n=1 n=0
H"(u) = Z n(n +1)a,u™ ' = Z(n + 1)(n + 2)an2u”

n=0

S
Il
—_
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und damit
0=— Z(n + 1)(n + 2)apou”™ + Z(Qn +1—2¢)a,u"
n=0 n=>0

=Y u(2n+1—e)an — (n+1)(n+2)ans2) .

Diese Gleichung ist genau dann fiir alle u erfiillt, wenn die Ausdriicke
in der Klammer fir alle n verschwinden. Wir erhalten so die Rekursi-
onsformel

n+1—c¢
n+1)(n+2)

an+2:( an , n=0,1,2,... .

Die Losung ist also eindeutig bestimmt, wenn ay und a; gegeben sind.

Wie zu erwarten, finden wir eine 2-parametrige Losungsschar. Die Losun-

gen mit ay = 0 sind antisymmetrisch in w, die mit a; = 0 symmetrisch.
Wir wollen jetzt untersuchen, ob die gefundenen Lésungen normier-

bar sind. Dies kann getrennt fiir die symmetrischen und antisymmetri-
schen Losungen geschehen. Zwei Fille sind zu unterscheiden:

(i) anyt2 =0, ax # 0 fiir ein N. Dies ist offenbar der Fall, wenn
e = 2N + 1. In diesem Fall ist H ein Polynom und H (u)e~2*"
ist normierbar.

(i) a, # 0 fiir alle geraden, bzw. ungeraden n. Fiir grofie n gilt

Ap+2 ~ 2
an, n+2

(82)

und damit fiir gentigend grofe N (im geraden Fall)

Ny
aAN+2m 2"

an (F 4+ m)!

Dies ist aber gerade das Verhalten der Taylorkoeffizienten von
¢’. Die Funktion H unterscheidet sich von ¢*’ im wesentli-
chen nur um den Beitrag der Terme kleiner Ordnung d.h. um
ein Polynom. Wir schliefien, dass die Funktion H (u)e*%UQ in
diesem Fall nicht normierbar ist. (Das mathematisch strenge
Argument ersetzt in (82) ~ durch > und auf der rechten Seite
die 2 im Zahler durch k£ < 2. Man schlieffit dann, dass es zu
jedem k£ < 2 ein Polynom P gibt, sodass gilt

H(u) > P(u) + e2** )

Fiir die ungeraden Losungen findet man ein entspechendes
Ergebnis.



54 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRAD

Wir fassen das Resultat zusammen: Die zeitunabhéngige Schrodin-
gergleichung fiir den harmonischen Oszillator besitzt normierbare Losun-
gen fiir die Eigenwerte

1
En:(n+§)w,n€N0.

Die zugehorigen Eigenfunktionen haben die Form

on(x) = Ny Hy (Viow)e 7

mit den Polynomen n-ten Grades H,,, den sogenannten Hermite-Polynomen
und N, € C\ {0}.

Wir wollen das System der Eigenfunktionen genauer untersuchen.
Wegen der Hermitizitdt des Hamiltonoperators gilt die Orthogona-
litdtsrelation

/dan(9(:)1‘[,”(@6"’“"2 =0,n#m.

Insbesondere sind die Hermitepolynome also linear unabhéngig, und die
Polynome Hy, ..., H, bilden eine Basis des Vektorraums der Polynome
vom Grad kleiner/gleich n. Die Hermitepolynom sind daher bis auf
einen Faktor eindeutig bestimmt durch die Bedingung

/dxxk_f-ln(x)e_:”2 =0, k<n.

Diese Gleichung wird durch den folgenden Ansatz gelost:
22 dm 2
EP
Denn die so definierte Funktion ist ein Polynom vom Grad n mit 2"
als Koeefizient von z"; Einsetzen ergibt

(—1)"/dxmk%6_w2 = /dx(%xk)e_xQ =0

nach n-maliger partieller Integration. Wir wollen mit dieser Definition
der Polynome H,, die Faktoren NN,, > 0 so bestimmen, dass die Eigen-
funktionen ¢,, normiert sind. Es gilt

N %= /dan(a:)ze_x2 = 2"/dx$an($)€_x

v d” >
- _]_ n2n n I 2” n -z
(—1) /dxx P /dx(dw”x Je
=2"nl\/7 |

wir erhalten also als normierte Eigenfunktionen des harmonischen Os-
zillators (fiir w = 1)

H,(z) = (—1)"e

2

n 1 1 12dn 2
W(2) = (=1)"2 51 4 (nl) " ze2” -
pu(@) = (—1)"2 B (l) R T
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Es gibt einfache Operatoren, die die Eigenfunktionen ineinander trans-
formieren. Offenbar gilt

1 2 d 2
e e ) = Vi T (a)

Der Operator

1 d 1 d
at = __em2/2_6—m2/2 —

AT B

wird Erzeugungsoperator genannt, da er die Zahl der Quanten n um 1
vermehrt. a* ist nicht hermitesch. Es gilt stattdessen

(p.a"0) =% [ oo - %wm

=7 /d:c v+ )ele)d(e) = (ap, )

mit a = \%(x + ﬂ>‘ a nennt man den Vernichtungsoperator. Es gilt
ndamlich

drtt ., d» 2 ) el R n >0
-zt _ —9 -z _ dzn—1 dx” )
dan1° dx”( z)e { —2ze~ , n=0,
also
1 d 2, d” 2
I - Nn z?/2 ¥ -z
ap \/5(:13 + )Npe P
1 2 dn 2 d +1 2
_ - % /2 —z2 /2 e~
= \/§Nn (er T e’ +e dx”“ )
:LN (—2n)e"’32/2d‘fnille*9”2 , n>0
N 0 , n=20

_{ \/ﬁgonfl ) n>0
a 0

, n=20.

Wir betrachten nun die Operatoren

und

Offenbar gilt die Vertauschungsrelation
[a,a*] =1 .
Der Operator N hat die Eigenschaft

Ny, =np, ,



56 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRAD

zéhlt also die Zahl der Quanten (Teilchenzahloperator). Der Hamilton-
operator ist
1
H = W(N + 5)

wenn x durch /wz ersetzt wird.

Bemerkenswerter Weise konnen die Eigenwerte von H direkt mit
Hilfe der obigen Vertauschungsrelationen berechnet werden. Denn sei
¢ ein Eigenvektor von N zum Eigenwert A\. Wegen

M. o) = (9. No) = (p.a’ap) = (ap,ap) >0
ist A > 0, und A = 0 gilt genau dann, wenn ayp = 0. Mit der Vertau-
schungsrelation
[N,a] = [a",ala = —a
folgt
Nap = [N,alp + Aap = (A — 1)ay ,

d.h. fiir A # 0 ist ap Eigenvektor von N zum Eigenwert A — 1. Da nur
nichtnegative Eigenwerte moglich sind, folgt, dass nur nichtnegative
ganze Zahlen Eigenwerte sein konnen, und dass mit n € Ny auch alle
k < n, k € Ny Eigenwerte sind.

Man kann die Eigenwerte auch erhohen, ndmlich indem man den
Erzeugungsoperator a* auf ¢ anwendet. Wegen [N, a*| = a* und

("¢, a’p) = (¢, 0) + (ap, ap)
ist a*p ein Eigenvektor zum Eigenwert A + 1, wenn ¢ ein Eigenvektor
zum Eigenwert A ist. Falls also N (und damit H) tiberhaupt einen
Eigenvektor besitzt, treten als Eigenwerte die Zahlen n = 0,1,2,...
auf. Die Eigenvektoren erhélt man durch

o = () "2(a*) 00
wobei g durch die Gleichung apy = 0 charakterisiert wird.
Es bleibt die Existenz von ¢q zu zeigen. Hierzu setzen wir die kon-
krete Form des Operators a ein und erhalten die Differentialgleichung
d
— -0
(z + q x)SDO(ﬂf)
mit der Losung
2
wo = Noe™™ /2.
Die Konstante Ny ergibt sich aus der Normierungsbedingung (bis auf
eine Phase) zu 7~ 1/4.



KAPITEL IV

Der mathematische Rahmen der Quantenmechanik

Wir haben die Quantenmechanik bisher in der Schrodingerschen
Version kennengelernt. Physikalische Zustédnde werden durch quadrat-
integrable Wellenfunktionen des Ortes beschrieben, und Observable
werden durch Differentialoperatoren dargestellt. Neben dieser soge-
nannten Ortsdarstellung haben wir bereits die Impulsdarstellung ken-
nengelernt, bei der Zustédnde durch quadratintegrable Wellenfunktio-
nen des Impulses beschrieben werden und bei der die Observablen in
eine Impulsraumversion iibergehen, die man durch Fouriertransforma-
tion bestimmt. Mit den im vorigen Kapitel erzielten Ergebnissen findet
man weitere Darstellungen. Sei z.B. {¢,, }nen, das System der normier-
ten Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fiir den harmonischen Os-
zillator. Dann kann jedem ¢ € L?(R) umkehrbar eindeutig die Folge
der Entwicklungskoeffizienten (c,), ¢, = (gon,gp) zugeordnet werden,

und es gilt
p=2 cnpn -

Observable O wirken auf die Folge (c,) wie Matrizen auf Spaltenvek-
toren,

c; = (tpn,OgO) = (gOn,OZCmSOm) = Z(SOmOSOm)Cm

m

Diese Beschreibung nennt man die Energiedarstellung; in dieser Form
ist die Quantenmechanik urspriinglich von Heisenberg, Born und Jor-
dan entwickelt worden (,, Matrizenmechanik*).

Es war Dirac, der zuerst eine abstrakte Beschreibung der Quan-
tenmechanik entwickelte, in der die Zustdnde durch Elemente eines
abstrakten Vektorraums beschrieben werden, der je nach Problemstel-
lung durch Funktionen oder Folgen realisiert werden kann. Von Neu-
mann gelang es dann, die Diracschen Ideen mathematisch zu prézisie-
ren. Grundlegend ist hierfiir der Begriff des Hilbertraums.

1. Hilbertraume

Ein Hilbertraum $ ist zunéchst einmal ein komplexer Vektorraum
mit einem positiv definiten Skalarprodukt, d.h. einer Abbildung

{ﬁxf) - C
0,0 — (p,0)

57
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mit den Eigenschaften

(90, 11 + CQ%) = (90, ¢1) + C2 (90, %)

((p,gp) > 0 fire#0.
Mit Hilfe des Skalarprodukts definiert man eine Norm auf §,
)1/2

Y

lell = (o,
die die iiblichen Eigenschaften besitzt, d.h.

lell > 0 fiir p #0
leell = lelllell , ceC

lp -+l < el + ¥l -

Eine wichtige Konsequenz der positiven Definitheit ist die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung

(e, ) < llellllll

die wir bereits beim Beweis der Heisenbergschen Unschérferelationen
ausgenutzt haben.

Mit Hilfe der Norm kann man Konvergenz von Folgen definieren.
Wie {iblich heifit eine Folge ¢,, € $ konvergent gegen ¢ € §), wenn gilt

lim[[¢, —¢|| =0 .

Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Folge ist das
Cauchy-Kriterium

lim |on —@m| =0.
n,Mm—00

Der Nutzen dieses Kriteriums liegt darin, dass man den Limes nicht
kennen muss.

DEeFINITION IV.1. Ein Hilbertraum ist ein komplexer Vektorraum
mit positiv definitem Skalarprodukt, in dem jede Folge, die das Cauchy-
Kriterium erfillt, konvergiert (solche Rdaume nennt man vollstindig).

BEISPIEL IV.1. (i) Der Raum der quadratsummablen Folgen

P = {(cn}neres S leal” < 00}

ist ein Hilbertraum
(ii) Der Raum Cla,b] der stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a,b] mit dem Skalarprodukt

b —_
(f.9) = / def(@)g(x) (83)

15t nicht vollstindig, also kein Hilbertraum.
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(iii) Der Raum L*(a,b) der quadratintegrablen Funktionen auf dem
Intervall [a,b] (wobei 2 Funktionen als gleich angesehen wer-
den, wenn sie sich nur auf einer Menge vom Mafl Null un-
terscheiden (d.h. f =g < [|f —g|* =0)) mit dem Skalar-
produkt (83) ist ein Hilbertraum. Man erhdlt ihn durch Ver-
vollstindigung des Raums Cla, b] beziiglich der durch das Ska-
larprodukt definierten Norm (Konvergenz im quadratischen
Mittel).

Sehr wichtig ist, dass man in Hilbertraumen sogenannte Orthonor-
malbasen einfithren kann.

DEFINITION IV.2. Eine Menge von Vektoren ¢; € $, i € I (I
beliebige Indexmenge) heifit Orthonormalbasis (oder vollstindiges Or-
thonormalsystem), wenn gilt

(i) (i, o) = O

(i) Jedes ¢ € § lafit sich als normkonvergente Linearkombinati-

on
SOZZCW@‘, c; €C
i€l
darstellen

Die Entwicklungskoeffizienten sind hierbei eindeutig durch ¢; =
(%‘7 90) bestimmt. Weiter gilt

el = Zc_ick(%%) = Z|Ci\2 :

irj i
Die Méchtigkeit der Indexmenge I ist von der Wahl der Orthonormal-
basis unabhéngig und wird als Dimension des Hilbertraums bezeichnet.
Ist I abzédhlbar, so nennt man den Hilbertraum separabel, anderenfalls
nichtseparabel. Alle bisher aufgetretenen Hilbertraume sind separabel.

BEISPIEL 1V.2. (i) Die Eigenfunktionen des Hamiltonopera-
tors fiir das Teilchen im Kasten [0,1] mit Neumannschen
Randbedingungen bilden eine abzdihlbare Orthonormalbasis von
L?(0,1). Andere Randbedingungen fiihren zu anderen abzdihl-
baren Orthonormalbasen.

(ii) Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators bilden eine
abzihlbare Orthonormalbasis von L*(R).

Mit Hilfe einer Orthonormalbasis {¢, } kann man jeden separablen
Hilbertraum $ umkehrbar eindeutig auf den Folgenraum [? abbilden,

oS o L - oo
o = ((on9)) (o) — D cntn
Diese Abbildung erhélt das Skalarprodukt. Es gibt daher bis auf Iso-

morphie nur einen separablen unendlichdimensionalen Hilbertraum,
der allerdings sehr unterschiedliche Realisierungen besitzt.
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Eine Orthonormalbasis kann man sich im separablen Fall in der
folgenden Weise verschaffen. Man geht aus von einer Familie (¢y)gen
von Vektoren, deren endliche Linearkombinationen dicht in $) liegen
(eine solche Menge heifit total). Ein niitzliches Kriterium dafiir ist,
dass das orthogonale Komplement dieser Menge nur den Nullvektor
enthélt,

(1/}k,g0)=O‘v’k = p=0.

BEISPIEL IV.3. Wir betrachten die Funktionen vy (z) = ahe= /2,
Sei ¢ € L*(R) mit (1/);“ gp) = OVk € Ny. Wir definieren die Funktion

g(z) = /dxe‘ixze_x2/2go(:v) :

Der Integrand ist fiir festes x analytisch in z und fir |z| < R, R > 0
gleichmdf$ig beschrinkt durch eine integrierbare Funktion

—ixz  —x? x—x2
o7 2 P ()] < R p(a)]

Also ist g analytisch in z. Nach Voraussetzung gilt
g™ (0) = (—i)”/dxz”e‘xQ/ng(x) =0VneNy,

eine analytische Funktion, deren simtliche Ableitungen an einem Punkt
verschwinden, ist aber identisch Null. Fiir reelle z ist g proportional
zur Fouriertransformierten von e‘$2/2g0(x). Nach dem Umkehrsatz der
Fouriertransformation ergibt sich e=**/2p(x) = 0, also ¢ = 0 (im Sinne
von L*(R?).

Bemerkung: Die Funktionen ¢, im obigen Beispiel lassen sich durch Li-
nearkombinationen der Oszillatoreigenfunktionen N, H,, (z)e **/? aus-
driicken. Also bilden auch diese eine totale Menge.

Ausgehend von einer abzéhlbaren totalen Menge erhélt man eine
Orthonormalbasis durch das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfah-
ren. Hierbei wihlt man

p1 = Ny
02 = No(o — (¢1,%2)¢1)

Pn = Nn(wn - (wl,@bn)@l R (‘pn—lawn)gpn—l) )
wobei die Faktoren Nj > 0 so gewé#hlt werden, dass ||¢k|| = 1. Sind die
Vektoren (1)) linear abhéngig, so verschwinden die Ausdriicke in den
Klammern fiir einige n. Die entsprechenden Vektoren ,, werden dann
ausgelassen.

BEISPIEL IV.4. Wendet man das beschriebene Verfahren auf die
Familie der Funktionen i, = 2*e™/2 an, so erhdlt man gerade die
Oszillatoreigenfunktionen g, = N, H,(x)e *"/2.
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Die Analogie zwischen der Beschreibung einer Wellenfunktion durch
ihre Entwicklungskoeffizienten beziiglich einer Orthonormalbasis von
Eigenvektoren des Hamiltonoperators (,,Energiedarstellung®) zu den
Wellenfunktionen in Ortsraum und Impulsraum legt es nahe, auch den
Wert der Wellenfunktion an einem Punkt als Entwicklungskoeffizient
des Zustands nach dem System der Eigenfunktionen des Orts- bzw.
Impulsoperators aufzufassen,

o(a) = / d26(z — a)p(z) = {alg)

mit den uneigentlichen Eigenfunktionen 6(xz — a) des Ortsoperators,
und

5(p) = (2m) 12 / de P p(x) = (plo)

mit den uneigentlichen Eigenfunktionen (27)~'/2¢?* des Impulsopera-
tors.

Die uneigentlichen Eigenfunktionen xy(z) sind nicht Elemente des
Hilbertraums L?(R). Sie erfiillen die folgenden kontinuierlichen Versio-
nen der Orthonormalitits- und Vollstdndigkeitsrelationen,

/ A (@)X (2) = 0k — &)
/dek(SC)Xk(x') =d(x —a').

Die Entwicklungskoeffizienten beziiglich einer uneigentlichen Orthonor-
malbasis sind allerdings nicht fiir beliebige ¢ € L?*(R) wohldefiniert.
Fiir die Ortseigenfunktionen muss man sich auf stetige ¢ beschrénken,
fiir die Impulseigenfunktionen auf ¢ mit stetiger Fouriertransformierten
¢ (gilt z.B. wenn [ dz|p(z)] < o0).

Allgemein wahlt man einen dichten Teilraum ® C $ und betrachtet
Folgen ¢,, € ® mit der Eigenschaft, dass

(6 @) = lim (¢, ¢)

fiir alle p € © existiert. x ist ein lineares Funktional auf ®; den so
erhaltenen Raum nennt man den Dualraum ®’ von ©. Da es wegen
der Dichtheit von ® in $) zu jedem ¢ € $) eine Folge ¢,, € © gibt, die
gegen v konvergiert, kann $) mit einem Teilraum von ®’ identifiziert
werden, und wir erhalten die Inklusionen

DCcHCcD

(Gelfandsches Raumtripel). Ein kontinuierliches (mit R indiziertes) Or-
thonormalsystem im Raumtripel ® C $) C D’ besteht aus einer Familie
Xt € D', k € R, sodass fiir jedes ¢ € © die Entwicklungskoeffizienten

c(k) = (X ®)
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stetige Funktionen von k sind und sodass fiir alle ¢ € ® gilt

(.0) = / dhe(k) (i)

Insbesondere ist ¢(k) also quadratintegrabel mit

[ ke = el

Umgekehrt gibt es zu jeder quadratintegrablen stetigen Funktion c¢(k)
ein ¢ € D mit c(k) = (xk p)-

Man kann eigentliche und uneigentliche Orthonormalsysteme for-
mal zusammenfassen, indem man bei der Integration dk mit einem
nichtnegativen k-abhéngigen Faktor multipliziert,

du(k) = f(k)dk .
Ist f integrierbar und nirgends Null, so bedeutet dies lediglich eine

Anderung der Normierung der Eigenfunktionen (bei unstetigem f auch
eine Anderung von ®). Ist aber z.B.

£k = 300k =)

neN
so erhélt man ein mit N indiziertes eigentliches Orthonormalsystem.
Als Indexmenge kann man auch allgemeinere Mengen zulassen, z.B.
R™ oder N x R, allgemein abgschlossene Teilmengen 2 C R™. du(k) =
f(k)dk ist dann ein Mafl auf R™ mit supp p = . Ein verallgemeiner-
tes Orthonormalsystem besteht also aus einem Mafl p auf R”, einem
dichten Teilraum ®© C $ und einer Familie von linearen Funktionalen
Xk € D', k € supp pu = €, sodass gilt

c(k) = (xk, p) ist stetig auf Q Vo € D
(v.0) = [ dke(t) (e, 0) v € ©

c: Q) — C stetig, /d,u\c\Q < oo = Jp €D mit ¢(k) = (Xk,go)

2. Lineare Operatoren

Ein linearer Operator auf einem Hilbertraum $j ist eine lineare Ab-
bildung A von einem Teilraum ®(A) nach $). Wenn fiir 2 Operatoren
A und B der Definitionsbereich von A in dem von B enthalten ist,
D(A) C D(B), und wenn B auf D(A) mit A iibereinstimmt, nennt
man B eine Erweiterung von A.

Ein wichtiger Begriff ist der des adjungierten Operators (Bezeich-
nung A*, in der Literatur oft auch A"). Er wird durch die beiden fol-
genden Bedingungen charakterisiert:

(i) (0, AY) = (A0, 9) Y € D(A*), ¥ € D(A) .
(ii) Es gibt keine Erweiterung von A*, die (i) erfiillt.
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Ist (n)nen eine Orthonormalbasis von $), so ergibt sich fiir die Matrix-
elemente von A*

A= (00 A0m) = (Apn, 0m) = (ms Apn) = A -

Die Matrix (A?,,) ist also die adjungierte Matrix zu (A,,).
Wir kommen jetzt zu dem fundamentalen Begriff der Selbstadjun-
giertheit:

DEFINITION 1V.3. Fin (dicht definierter) Operator A heifit selbst-
adjungiert, wenn A = A*.

Selbstadjungierte Operatoren sind immer hermitesch. Ein hermite-
cher Operator A (im Sinne unserer Definition) ist aber nicht automa-
tisch selbstadjungiert, da der Definitionsbereich von A* grofier als der
von A sein kann.

BEISPIEL IV.5. Sei p = d der ]mpulsopemtor auf L*(0,1) mit
Definitionsbereich D (p) = {(p € L*0,1),¢ € L*0,1),0(0) = (1) =
0}. Es gilt

—_

(oopt) = & /0 e @) ()

~.

NI%—‘

Qv - TWM»HAdwmwm

= (pp, )

d.h., p ist hermitesch. p* aber ist definiert auf dem griofferen Bereich
D(p*) = {p € L*(0,1),¢" € L*(0,1)}, also ist p nicht selbstadjungiert.
p besitzt aber selbstadjungierte Erweiterungen p, mit Definitionsbereich
D(pa) = {p € L20,1),¢ € L2(0,1),0(1) = e*p(0)}, @ € R. Bi
genwerte und Eigenvektoren von p, hdngen von o ab. p, ldfst sich als
Geschwindigkeit bei einer Bewegung eines geladenen Teilchens (mit La-
dung 1 und Masse 1) auf dem Rand einer Kreisscheibe interpretieren,
durch die ein magnetischer Fluss der Stirke o tritt.

Spezielle selbstadjungierte Operatoren sind die (Orthogonal-)Projek-
toren. Dies sind hermitesche, auf ganz §) definierte Operatoren P mit
P? = P. Der Unterraum Pf’) ist unter P invariant. Beispiele von Pro-
jektoren erhélt man durch Orthonormalsysteme. Sei (xj) ein Orthonor-
malsystem iiber (£2, i, ®). Dann ist fiir jede messbare Menge B C (2

PB_/Bde)Xk(Xk,')

ein Projektor. Fiir ein eigentliches Orthogonalsystem (X, )nen also z.B.

Pyr=>" Xm(xm:")
m=1
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Eine weitere wichtige Klasse von Operatoren sind die unitdren Opera-
toren. Sie sind invertierbare isometrische Abbildungen V' : § — $ und
konnen durch die beiden Bedingungen V*V =1 = VV* charakterisiert
werden.

BEISPIEL IV.6. Die Fouriertransformation ist eine unitdre Abbil-
dung in L*(R™).

Wir kommen nun zu den Begriffen von Eigenwerten und Eigenvek-
toren.

DEFINITION IV 4. Ein Operator A besitzt den FEigenvektor ¢ zum
Figenwert a € C, wenn ¢ # 0, ¢ € D(A) und Ap = ayp gilt. Gibt es
n linear unabhdngige Eigenvektoren zum Figenwert a, so nennen wir a
n-fach entartet.

Der Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators besitzt eine Or-
thonormalbasis von FEigenvektoren. Andere Operatoren, wie z.B. der
Ortsoperator in L?*(R) besitzen iiberhaupt keine (eigentlichen) Eigen-
vektoren. Man fithrt deshalb den Begriff des verallgemeinerten Eigen-
werts ein:

DEFINITION IV.5. a € C heifit verallgemeinerter Eigenwert des
Operators A, wenn es eine Folge @, € D(A) gibt mit ||@,|| = 1 und
(A = a)pnll — 0.

Mit dieser Definition ergibt sich, dass alle a € R verallgemeinerte
Eigenwerte des Ortsoperators x in L?*(R) sind. Denn sei ¢ € L*(R),
v € D(z) mit ||| = 1. Wir setzen

() = Vnp(n(z —a)) .
Dann gilt [|¢,[* = [ dan|e(n(r —a))l* = [|¢[* = 1 und

Io=a)onl? = [ donte—alpntz-a) = = [ doalp@) —0.

Eine Folge von Vektoren mit der angegebenen Eigenschaft nennt man
einen verallgemeinerten Eigenvektor. Etwas einfacher ist die folgende
Definition:

DEFINITION IV.6. Fin schwacher Figenvektor x eines Operators A
zum schwachen FEigenwert a € C ist eine Linearform x € ©', x # 0
auf einem dichten Teilraum ® C $ mit

(X, A%p) =a(x,¢) Vo € DND(AY), A'peD.
Wir schreiben Ax = ax.
In dieser Form ist der Begriff des schwachen Eigenwerts noch nicht
sehr niitzlich, insbesondere wegen des unspezifizierten Teilraums 2.

Gibt es jedoch eine verallgemeinerte Orthogonalbasis (x,) schwacher
Eigenvektoren in ®" mit einem Maf 1 auf C, so ist jedes a € supp u ein
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verallgemeinerter Eigenwert von A. Um dies einzusehen, betrachten wir
eine stetige Funktion ¢ auf C mit ¢(0) = 1 und suppe C {z € C, |z| <
1}. Wir setzen

¥n = Nn/d/L(Z)ch(n(Z - a)) )

wobei die Normierungsfaktoren IV, > 0 so gewihlt werden, dass ||p,| =
1 ist (wegen a € supp p ist dies immer moglich). Dann ist

(A= aoul? = N2 [ du(a)]z = aPletun(z — ) < 25 0.

also ist a verallgemeinerter Eigenwert und (¢,) verallgemeinerter Ei-
genvektor.

Bei hermiteschen Operatoren sind auch die verallgemeinerten Ei-
genwerte reell. Denn sei (¢,) ein verallgemeinerter Eigenvektor zum
verallgemeinerten Eigenwert a eines hermiteschen Operators A. Dann
gilt (A —a)p, — 0, also

a= (gpn,agpn) = lim(gon,Agpn) eR,

da die Erwartungswerte eines hermiteschen Operators reell sind.

Die Menge der verallgemeinerten Eigenwerte eines hermiteschen
Operators nennt man sein Spektrum (die allgemeine Definition des
Spektrums eines Operators ist etwas anders, im Fall hermitescher Ope-
ratoren aber fillt sie mit der oben gegebenen Definition zusammen).
Die (eigentlichen) Eigenwerte bilden das diskrete Spektrum, die {ibri-
gen das kontinuierliche Spektrum.

Hermitesche Operatoren haben im allgemeinen nicht geniigend viele
Eigenvektoren. Fiir selbstadjungierte Operatoren aber gilt der folgen-
de Satz, der die sinngeméfle Verallgemeinerung des Satzes iiber die
Existenz einer Basis von Eigenvektoren einer hermiteschen Matrix ist.
Dieser Satz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Quantenmecha-
nik.

THEOREM IV.1. (Spektralsatz). Sei A selbstadjungiert. Dann gibt
es eine verallgemeinerte Orthonormalbasis (xx)a,uo von schwachen Fi-
genvektoren x von A zu schwachen Eigenwerten a(k) mit einer steti-
gen reellwertigen Funktion a auf €.

Fir ¢ € ® N O (A) erhilt man die Formel

Wir benutzen also das verallgemeinerte Orthonormalsystem, um Zu-
standsvektoren ¢ durch Funktionen (k) := (Xk, gp) auf € darzustellen,
mit dem Skalarprodukt

(p.0) = / Ak PRV (k)
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Auf diesen Funktionen wirkt der Operator A als Multiplikationsopera-
tor mit der Funktion a(k). In Analogie zur Ortsdarstellung kann man
dies die A-Darstellung des Zustandsvektors nennen.

Der Spektralsatz gestattet es, aus dem Zustandsvektor ¢ € $,
ol = 1, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir jeden selbstadjun-
gierten Operator A zu berechnen. Die Wahrscheinlichkeit, dass der
Messwert von A im Intervall [a, b] liegt, ist

Wallat) = [ du(b)] ()P

k,a(k)€la,b]

(Ist ¢ € ®, so approximiert man es mit ¢, € ©. Die Funktionen
¢n(k) = (Xk, pn) konvergieren in L*(€2, p) gegen eine Funktion ¢(k).
Wir setzen dann (xx, ¢) = ¢(k).)

Eine weitere wichtige Konsequenz des Spektralsatzes ist die Moglich-
keit, Funktionen selbstadjungierter Operatoren einzufithren. Man setzt
fiir eine stetige Funktion f auf R

(xe, F(A)) = fla(k)) (xr, ¢)
mit p € D(f(A)) = {p € 9, [ du(F)[f(a(k)*| (xe ) I*}-

Diese Definition liefert eine direkte Losung des Anfangswertpro-
blems der Schrodingergleichung, falls der Hamiltonoperator selbstad-
jungiert ist. In diesem Fall gilt

pr = e My = /dﬂ(@eitE(k)Xk (X/’w 900)

Man beachte, dass der Zustandsvektor ¢y zur Zeit t = 0 ein beliebiger
Vektor aus ) sein kann. Insbesondere muss er nicht im Definitionsbe-
reich des Hamiltonoperators liegen.

Der Operator U(t) = e~ ist unitdr und heiBit Zeittranslations-
operator. Er erfiillt die Relationen U(t)U(s) = U(t+ s) und U(0) = 1.
Er hiingt stetig von ¢ ab, in dem Sinne, dass gilt

Im|[U(t)e — ¢l =0 Ve € 9

(starke Operatorstetigkeit). Weiter gilt, dass ©(H) gerade aus allen
Vektoren ¢ besteht, fiir die die vektorwertige Funktion U(t)p bei t = 0
differenzierbar ist. H ist auf diesen Vektoren dann durch

He =i SU()eles
erkldrt. Nach dem Satz von Stone definiert jede Familie von unitéren
Operatoren mit den obigen Eigenschaften einen selbstadjungierten Ope-
rator H, die Selbstadjungiertheit von H ist also nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig fiir die Losbarkeit des Anfangswertproblems
der Schrodingergleichung .
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Wir wollen zum Abschluss noch die Frage diskutieren, fiir wel-
che Operatoren gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilungen existie-
ren. Fiir die Komponenten des Ortsoperators ebenso wie fiir die Kom-
ponenten des Impulses hatten wir solche gemeinsamen Verteilungen
gefunden. Sei (xx) ein verallgemeinertes Orthonormalsystem gemein-
samer (schwacher) Eigenvektoren von A und B mit Eigenwerten a(k),
bzw. b(k). Dann gilt fir ¢ € ©

(Xk: ABp) = a(k)b(k) (xk. @) = (x&, BAp) |

also AB = BA. Ebenso vertauschen alle Funktionen von A mit den
Funktionen von B. Es gilt auch die Umkehrung

THEOREM IV.2. Seien Ay, ..., A, selbstadjungierte Operatoren, die
einschliefSlich aller ihrer Funktionen miteinander vertauschen. Dann
existiert eine verallgemeinerte Orthonormalbasis (xi) gemeinsamer (schwa-
cher) Eigenvektoren

Aixe = a; (k)

mit stetigen Funktionen a;(k), 1=1,...,n

3. Postulate der Quantenmechanik

Wir konnen jetzt die Postulate der Quantenmchanik zusammenfas-
send formulieren.

1. Postulat: Physikalische Systeme, deren Eigenschaften durch
makroskopische Bedingungen (Blenden, elektromagnetische
Felder,...) so weit wie moglich fixiert sind, werden durch
Vektoren @ eines separablen Hilbertraums $) mit ||@| = 1
beschrieben (,,reine Zusténde®)

Bemerkung: Wir werden spéter auch noch allgemeinere Zustdnde be-
trachten (, Gemische®).

2. Postulat: Observable werden durch selbstadjungierte Ope-
ratoren A auf dem Hilbertraum $) beschrieben. Die méglichen
Messwerte sind die Punkte des Spektrums von A (Eigenwer-
te und verallgemeinerte Eigenwerte). Kompatiblen Observa-
blen entsprechen kommutierende selbstadjungierte Operato-
ren. Die moglichen Messwerte sind die Eigenwerte bei gemein-
samen (eigentlichen oder verallgemeinerten) Eigenvektoren.

Bemerkung: Manchmal ist es zweckméfig, auch selbstadjungierte Ope-
ratoren A auf einem groferen Hilbertraum $4 O $ zu betrachten. Bei-
spiele hierfiir sind die in Abschnitt II1.2 betrachteten Zeitoperatoren
auf dem Raum der Streuzustéinde.

3. Postulat: Sind Ay, ..., A, kompatible Observable, so ist die
Wahrscheinlichkeit, in einem durch den Einheitsvektor ® €
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beschriebenen Zustand die gemeinsamen Messwerte (aq, . . ., a,)
im Gebiet G C R" zu finden,

WEoa = | )| e, 2)
(a1(k),...an(k))€G

4. Postulat (Schrédingerbild): Die zeitliche Entwicklung ei-
nes Zustands ist durch die Angabe eines selbstadjungierten
Operators H (des Hamiltonoperators) bestimmt. Es gilt

d(t) = e "M d(0)
fiir einen beliebigen Vektor ®(0) € $).
Diese Beschreibung der Zeitentwicklung, bei der die Observablen zei-
tunabhéngig sind, nennt man das Schrodingerbild. Aquivalent dazu ist
das Heisenbergbild, bei dem die Zusténde zeitunabhéngig und die Ob-
servablen zeitabhéngig sind.
4. Postulat (Heisenbergbild): Die zeitliche Entwicklung der

Observablen ist durch die Angabe eines selbstadjungierten
Operators H (des Hamiltonoperators) bestimmt,

d 4
AW =il )

(Heisenberggleichung). Die allgemeine Losung ist
A(t) = ™ A(0)e

Die Aquivalenz beider Bilder ergibt sich daraus, dass (e“"y;) eine
verallgemeinerte Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A(t) ist,
wenn () eine Eigenbasis von A(0) ist. Insbesondere sind die Spektren
von A(t) zeitunabhingig, und fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Messwerte gilt

Why(@) = [ du(b](e . 0)P
a(k)eEG

_ / du(k)] (k. e 0) P
a(k)eG

=wiYG) .

Bildet man den Erwartungswert auf beiden Seiten, so erhélt man das
allgemeine Ehrenfestsche Theorem.



KAPITEL V

Teilchen im Zentralkraftfeld

Wir wollen jetzt das Verhalten eines Teilchens in einem konserva-
tiven Zentralkraftfeld untersuchen. Der Hilbertraum der Zustandsvek-
toren ist L*(R?), der Hamiltonoperator

1
H=—"A )
A+ U ()

Eine solche Situation tritt wie in der klassischen Mechanik immer dann
auf, wenn auf ein Zweiteilchensystem keine dufleren Kréifte wirken und
die inneren durch ein Potential gegeben sind, das nur vom Abstand der
beiden Teilchen abhéngt. x ist in diesem Fall der Abstandsvektor der
beiden Teilchen und m ist die reduzierte Masse.

Wir haben bereits gesehen (Aufgabe 7), dass H mit den Kompo-
nenten des Drehimpulsoperators vertauscht und dass daher die Erwar-
tungswerte von L zeitunabhingig sind. Nach den Uberlegungen des
vorangegangenen Abschnitts besitzen kommutierende Operatoren ge-
meinsame Eigenvektoren; wir wollen daher zunéchst die Eigenvektoren
und Eigenwerte der Drehimpulsoperatoren bestimmen.

1. Drehimpuls

Wir gehen aus von den in Aufgabe 7 gefundenen Vertauschungsre-
lationen
Zunichst werden wir alle Eigenwerte bestimmen, die mit den obigen
Relationen vertréglich sind. Danach werden wir untersuchen, welche
dieser Eigenwerte fiir die Drehimpulsoperatoren in L?(R3) auftreten.
Da die Komponenten von L nicht miteinander kommutieren, kénnen
wir eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren nur fiir |L|*> und eine
Komponente von L finden.

Sei A > 0 ein Eigenwert von |L|?, und sei ) der Raum der zugehéri-
gen Eigenvektoren. §, ist invariant unter Anwendung der Drehimpuls-
operatoren. Weiter gilt auf 9, die Abschétzung ||L;¢||* < Ap]|?, daher
sind die Komponenten von L auf ganz §), definierte hermitesche Ope-
ratoren und daher insbesondere selbstadjungiert. Sei x,, € £, ein nor-
mierter Eigenvektor von Ls mit Eigenwert 1 € [—v/, v/A]. Ahnlich wie
beim harmonischer Oszillator konstruieren wir Auf- und Absteigeope-
ratoren, die es uns ermoglichen, ausgehend von x, neue Eigenvektoren
zu konstruieren.

69
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Wir setzen
Ly=1Ly+ily.
Aus den Drehimpulsvertauschungsrelationen folgt
[Ls, Li] =+Ly .

Weiter gilt L, = L* und
LL_=|LP-L3+Ls, L L, =|L"-L;—Ls.

Da die Erwartungswerte der Operatoren L, L_ und L_ L, nichtnegativ
sind,

(¢, LyL_p) = (L_¢,L_p) >0
(0, L-Lyp) = (Lo, Lip) 20,

erhalten wir die beiden Ungleichungen

A>p(p=1), A= p(p+1)

sowie die Aussage, dass LiY, genau dann verschwindet, wenn A =
p(p £ 1).

Wenn der Vektor L.y, nicht verschwindet, dann ist er ein Eigen-
vektor von L3 zum Eigenwert p £ 1,

L3Lix, = [L3v Li]Xu + LiLsx,
=Ly(+1+ Ls)x, = (£ 1)Lix, .

Also ist mit g auch p+1 Eigenwert, wenn A # p(pu+1), mit Eigenvektor

Xp1 = (A — p(p £ 1) Loy, .

Da die Eigenwerte 1 von Lz die Abschitzung pu? < X erfiillen, gibt es
einen hochsten und einen niedrigsten Eigenwert pipa., und iy, Fiir
diese muss gelten

A= ,U/max(,umax + 1) = Hmin(ﬂmin - 1) )

also
1

1
max — — Mmin — T & - A=:1

mit 2/ € Ny, da sich pma und pig, nur um eine ganze Zahl un-
terscheiden konnen. Die moglichen Eigenwerte von L3 sind also pu =
—l,—l+1,...,1—1,1,die von |[L|? sind A= 1(l+ 1), € %No. Die wie
oben beschrieben konstruierten Eigenvektoren von |L|? spannen einen
(21 + 1) dimensionalen Unterraum auf, der unter der Anwendung der
Drehimpulsoperatoren invariant ist.

Das einfachste Beispiel ist [ = 0. In diesem Fall ist der Unterraum
1-dimensional, und die Drehimpulsoperatoren verschwinden identisch
darauf. Dieser Fall liegt vor, wenn eine Wellenfunktion nur vom Ab-
stand 7 abhéngt (s-Welle).
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Der erste nichttriviale Fall ist [ = % Dann ist A = %, der Unterraum
ist 2-dimensional und kann mit dem C? identifiziert werden, und die
Drehimpulsoperatoren wirken als (2 x 2)-Matrizen,

1/1 0 0 1 0 0
L3—§(0 —1) ’L+—(0 0) ’L‘_(l o>‘

Dieser Fall ist fiir den Eigendrehimpuls vieler Elementarteilchen (Elek-
tronen, Protonen, Neutronen, ...) realisiert.

Der Fall [ = 1 ist besonders anschaulich. Wir identifizieren den
Unterraum mit dem komplexifizierten R? und finden fiir die Wirkung
der Drehimpulsoperatoren

(n-L)x =in x x
mit dem Vektorprodukt des R?. Die Eigenvektoren von L sind %\/5 (e1 £
ieg> und €s3.
Wir wollen jetzt zur Realisierung der Drehimpulsoperatoren als Dif-
ferentialoperatoren in L?*(R?) zuriickkehren und untersuchen, welche

Werte | annimmt und wie die zugehorigen Eigenfunktionen aussehen.
Fiir die Rechnung ist es zweckméfig, Kugelkoordinaten einzufiihren,

X = (1, %9, 23) = r(sinf cos ¢, sin § sin ¢, cos 0)

mit » > 0,0 < 6 < 7mund 0 < ¢ < 27m. Der Gradient lautet in
Kugelkoordinaten

1
rsind

1
V= e,@r + eg—ag + €y 8¢,
T

mit den Einheitsvektoren in den Koordinatenrichtungen

sin 6 cos ¢ cos 6 cos ¢ —sin ¢
e, = | sinfsing ,e9= | cosfsing ,€p = cos ¢
cosf —sinf 0

Damit erhalt man fiir L den Ausdruck

—sin ¢ — cos ¢ cot 0
L=- cos ¢ Og+ - | —singcotd | 0,,
! 0 ! 1

insbesondere also
Ly = %(% , Ly = ¥ (—cot 0%% + 0y)
und
IL|? = —03 — cot 00y — sm%ﬁa;
Hierbei gilt fiir L3 die Randbedingung f(¢ = 0) = f(¢ = 27). Daher

besitzt L3 die Eigenwerte m € Z mit Eigenfunktionen



72 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELD

Halbzahlige Eigenwerte treten wegen der Randbedingung nicht auf.
Entsprechend sind die Eigenwerte von |L|?* von der Form A = [(I + 1)
mit [ € No.

Wir suchen zunéchst gemeinsame Eigenfunktionen y;; von |L|* und
L3 zu den Eigenwerten [({ + 1), bzw. . Dann ist

xu(r,0,9) = ™ f(r,0)
mit L, x;; = 0. Also erfiillt f die Differentialgleichung
Opf = lcotlf
mit der Losung
f(r,0) = const(sin ) g(r) .

Durch Benutzung des Absteigeoperators L_ erhélt man daraus Eigen-
funktionen mit Eigenwerten m € Z, |m| <[ von Ls. Durch Normierung
ergeben sich fiir den Winkelanteil gerade die aus der Multipolentwick-
lung der Elektrodynamik bekannten Kugelflichenfunktionen,

Xl,m(ra 97 ¢) = Yz,m(ea ¢)g(7’) :

Diese bilden bekanntlich ein vollstédndiges Orthonormalsystem des Raum-
es L*(S?,sin 0dfd¢) der quadratintegrablen Funktionen auf der 2-Sphire.

Die Wahrscheinlichkeit, in einem durch die normierte Wellenfunk-
tion 1 beschriebenen Zustand den Drehimpulsbetrag I(I + 1) und die
3-Komponente m zu messen, ist also

Wim = /drr2

2. Die radiale Schrédingergleichung

2
/ d0'sin 0ddY;,, (0, D)0 (r, 0, )| .

Da der Hamiltonoperator H = —5=A + U(|x|) mit dem Drehim-
pulsoperator vertauscht, reicht es aus, das Eigenwertproblem fiir H,
d.h. die zeitunabhéngige Schrédingergleichung , auf den Unterrdumen
von L?(IR?) zu 16sen, die aus gemeinsamen Eigenvektoren von |L|?* und

L3 bestehen. Ein solcher Unterraum besteht aus Funktionen der Form

D (1,0, 0) = (r)Yim(0, 9)

mit einer Funktion ® € L?(R.,r%dr). Der Laplace-Operator hat in
Kugelkoordinaten die Form
L oy [LP
A= ﬁaﬁ“ @ - 7’_2 y
wenn also &, eine Eigenfunktion von H ist mit Eigenwert E, dann
erfiillt ® die Gleichung

(o + 20 WD) e = o) (s1)

2m rdr 72
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(radiale Schrodingergleichung ). Diese Gleichung lafit sich etwas ver-
einfachen, indem man ®(r) = X2\ € L2(R3) ansetzt. Dann gilt

T

X =@ +7rd | ' =20 +rd"

und man findet als Gleichung fiir x

v (M
2m

2mir?

+ U(r)) x=FEx. (85)

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie die Schrodingergleichung fiir ein
Teilchen in einer Dimension in einem Potential

Ug(r) = D gy

2mr?

das sich nur auf der rechten Halbachse bewegen darf.

Aus unseren Untersuchungen eindimensionaler Probleme wissen wir,
dass die Dynamik unseres Systems erst vollstdndig bestimmt ist, wenn
geeignete Randbedingungen bei r = 0 gestellt werden. Denkbar sind
die Bedingungen x(0) = 0 und x’(0) = Ax(0), A € R.

Betrachten wir zuniichst den Fall U = 0. Dann ist ®;,, € D(|p|?).
Fiir die Fouriertransformierte 5;; gilt dann

/d3k(|k\2 + 12| @ (K))? =1 c < 0 .

Den Wert von ®;,, bei x = 0 erhélt man durch die inverse Fourier-
transformation

By (0) = (27) 32 / Ak, (K)

— (2m)92 / kB (1) (KJ? + 1) (K[ + 1),

und mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich die
Abschétzung

B0, (0)] < (2m) 22k ([ RO 1))

Also ist die radiale Wellenfunktion bei r = 0 nicht singulér, d.h. x(0) =
0. Dieser Sachverhalt bleibt richtig, solange das Potential U bei r = 0
nicht zu singulér wird.

Die Losung der zeitunabhédngigen Schrédingergleichung ist durch
die Angabe der Quantenzahlen E, [, m eindeutig (bis auf einen Faktor)
bestimmt. Bindungszustédnde werden durch normierbare Losungen be-
schrieben. Fiir kurzreichweitiges Potential (|U(r)| < Cgﬂft , € > 0)
gibt es fiir £ > 0 Streulosungen, die sich fiir groe r wie Losungen der
freien eindimensionalen Gleichung verhalten,

x(r) ~ Asin(kr +96) , k= V2mE
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Die Grofie 6 ist die sogenannte Streuphase. Sie ist durch die Bedingung
x(0) = 0 festgelegt. Den Zusammenhang zwischen den Streuphasen
und den Wirkungsquerschnitten werden wir spéter besprechen.

Auch fiir das Coulomb-Potential gibt es Losungen fiir £ > 0, die
sich als Streuzustédnde interpretieren lassen. Ihre asymptotische Form
ist aber nicht die einer Losung der freien Gleichung, sondern es tritt
zusétzlich zu 0 noch ein Term proportional zu Inr auf (,,Coulomb-
Phase®).

3. Bindungszustinde im Coulomb-Potential

Wir betrachten effektive Potentiale der Form

A B
Uelcf<7”) = —? + ﬁ

mit A > 0,B > 0. B = Z%Lml), [ € Ny beschreibt den Beitrag der

Zentrifugalenergie zum effektiven Potential; andere Werte von B ap-

proximieren das Potential z.B. fiir das &uflere Elektron in Alkaliatomen.

Der Bohrsche Radius a ist definiert als der Abstand r, bei dem die Zen-

trifugalkraft fiir [(I41) = 1 die Coulombkraft kompensiert, a = 1/mA.
Die radiale Schrodingergleichung lautet

5 () + Uagrrx(r) = Bx(r)

mit x(0) = 0. Wir setzen ¢ = —2mFE und [ gleich der positiven Losung
von [(I + 1) = 2mB. Damit vereinfacht sich die Gleichung zu
(1+1) 2
" _
)+ D) - vy = —ext)

Fiir » — oo kann das Potential vernachléssigt werden. Die Losungen
sind dann Linearkombinationen von

eEVer

Da wir normierte Losungen suchen, beriicksichtigen wir nur den expo-
nentiell abfallenden Term.

Um das Verhalten bei r = 0 zu studieren, vernachléssigen wir alle
Terme aufler den ersten beiden und l6sen die verbleibende Gleichung
durch den Ansatz

x(r)=r".
Wir finden die Bedingung
s(s—=1)=1(+1)

mit den beiden Losungen s =1+ 1 und s = —[. Nur die erste Losung
ist mit der Randbedingung x(0) = 0 vertriglich. Wir machen daher fiir
die volle Gleichung den Ansatz

x(r) = T H(rja)e Ve
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Durch Einsetzen erhalten wir die folgende Gleichung fiir H:
CH" 42141 — Ver)H + (2= 201+ 1)yea) H=0 .
a

Diese Gleichung la8t sich durch einen Potenzreihenansatz losen, H =
Zan(g)n. Durch Vergleich der Koeffizienten ergibt sich die Rekursi-
onsrelation

Unpr  2y/ea(n+1+1) -2

an  (m+1D)(n+20+2)
Fiir groe Werte von n verhalten sich aufeinanderfolgende Koeffizien-
ten also wie i:fla , die Potenzreihe wichst daher an wie e?V¥", sodass
die Normierbarkeitsbedingung verletzt ist. Wir miissen aher verlangen,
dass die Potenzreihe abbricht, d.h. dass fiir ein n € Ny gilt

Vean+1+1)=1.

Wir erhalten daher als mogliche Energieeigenwerte

1
2ma2(n+1+1)2°

E, =

Die zugehorigen Wellenfunktionen sind von der Form
I+1 "N - e
n(r)=r""H,(—)e ®++ha
Xa(r) (2)

mit Polynomen n-ter Ordnung H,,.

4. Streuzustiande

In Kapitel II wurden Streuzusténde durch Wellenfunktionen der
Form

o(t,x) = (2m) 3 / Eph(p)xp(x)e " | E = |pl2/2m

beschrieben, wobei die Funktionen x, Losungen der zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung sind, die fiir [z| — oo das asymptotische Verhal-

ten
x _¢ilplx|

Xp(x) = e + f(p, M)W

besitzen. Die zeitunabhéngige Schrédingergleichung hat die Form
(A+E)x(x)=p(x), k=V2mE , E>0, (86)

mit p(x) = 2mU(x)x(x). Wegen des angenommenen asymptotischen
Verhaltens von y fillt p fiir kurzreichweitige Potentiale im Unendlichen
ab. Wir schreiben jetzt die Differentialgleichung (86) in eine Integral-
gleichung um,

(%) = vo(x) + / PyC(x —y)oly) . (87)
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Hierbei ist G eine Greensche Funktion der Gleichung (86), d.h. eine
Losung der Gleichung

(A+E)G(x) = 0(x) ,

und o ist eine beliebige Losung der homogenen (p = 0) Gleichung
(86).
Wir wéhlen

eikr

G(x) = — :
Ay
Diese Wahl von G ist aus der Behandlung stationédrer Strahlungs-
vorginge in der Elektrodynamik bekannt. Unsere Integralgleichung fiir
X lautet dann

m 3 eiklx_y‘

X(x) = xo(x) = o [ d Y=yl

Solange o nicht spezifiziert wird, ist diese Gleichung &dquivalent zur
urspriinglichen Differentialgleichung. Durch Festlegung von o kénnen
wir jetzt Losungen auszeichnen, die ein vorgegebenes Verhalten bei
groflen Abstédnden haben.

Fiir den Fall, dass y beschrinkt ist und das Potential U schnell
abfillt, beschreibt das Integral in der obigen Gleichung eine Superposi-
tion von Kugelwellen, die von Punkten y ausgehen, die im wesentlichen
in einem endlich ausgedehnten Gebiet liegen. Wegen

y ly|®
|X—Y|:7‘(1—n';+0(r—2))

Uly)x(y) -

(mit 7 = |x| und n = x/r) gilt fir groBe r

/d3 ciklx—yl U( ) ( ) eikr /d3 i yU( ) ( )
~ e kn- ,
y’X — y‘ y)x\y , y y)x\y

dieser Term verhélt sich also asymptotisch wie eine Kugelwelle um den
Ursprung. Das aus heuristischen Uberlegungen geforderte asymptoti-
sche Verhalten von Streulosungen erhalten wir daher, wenn wir

ik-x

Xo(x) =€
setzen, mit |k| = k; der Koeffizient der auslaufenden Kugelwelle ergibt
sich zu

f(n, k) = —% / Pye™YU (y)x(y) -

Es bleibt zu verifizieren, dass die Integralgleichung fiir unsere Wahl von
Xo eine beschrinkte Losung y hat. Dazu definieren wir den Integral-

operator

m 3 ezk‘xfy‘

(o)) = 5t [ty —

Eine formale Losung der Integralgleichung

Uly)d(y)

X =Xxo+Ix
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ist die Bornsche Reihe
X =x0+Ixo+ I*x0+...

Der Operator I erhoht das Supremum einer Funktion hochstens um

den Faktor
T R e
271' |x\ |X — y’

Im Fall eines rotationssymmetrischen Potentials gilt

]| = Qm/ drrU(r) .
0

(Rechnung wie beim elektrostatischen Potential einer rotationssymme-
trischen Ladungsverteilung.)

Ist || I|| < 1, so konvergiert die Reihe absolut und liefert eine be-
schriankte Losung y. Ist ||]| < 1, so liefern bereits die ersten Terme
der Reihe eine gute Approximation. Es gilt in unterster Ordnung fiir
den Koeffizienten der auslaufenden Kugelwelle

m S
fluk) = —3% [ dyetmivy)

d.h. f(n,k) ist in dieser Ndherung bis auf einen Faktor die Fourier-
transformierte des Potentials fiir den Impulsiibertrag nk — k.

BErISPIEL V.1. Sei U(y) = Vae ¥/*/|y| das Yukawapotential. Dann
18t
||| = 2mVa* .

Daher ist die 1. Bornsche Niherung fiir kleine Werte von mVa? gut.
Man findet

2omVa? omVa?

k) =— ——
f(n.k) 1+ a?lk — nk|? 1+ 4a2k?sin 6 /2

mit kcos = k-n. Im Limes a — oo, V — 0, Va = A = const
ergibt sich das Coulombpotential. Fir die Streuamplitude erhdlt man
i diesem Limes

A

K)=———, E=k/2m.
fn k) = o f2m
Der differentielle Wirkungsquerschnitt
do 9
d_Q - ‘f(nv k)‘

ist in dieser Niherung identisch mit dem klassischen (Rutherfordschen)
Wirkunsquerschnitt. Dies bleibt interessanterweise auch fiir den exak-
ten Wirkunsquerschnitt richtig.
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Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen Wirkungsquerschnitt
und Streuamplitude genauer untersuchen. Eine heuristische, an der
klassischen Wellenoptik orientierte Uberlegung betrachtet den mit ei-
ner stationédren Streulosung yy verbundenen Strom j. j ist unabhéingig
von der Zeit, daher verschwindet seine Divergenz, und der Wahrschein-
lichkeitsstrom durch jede Kugeloberfliche ist gleich Null. Fiir grofie
Abstinde vom Ursprung konnen wir yj durch seine asymptotische
Form ersetzen. Der Strom zerfillt dann in eine Summe von 3 Termen,

j = jein + jStreu + jInterferenz y
wobel jein = k/m der Strom der ebenen Welle,
k n
. 1 f2 -3
Jstreu(rm) = [ f] et O(r—)

der Beitrag der auslaufenden Kugelwelle und jiyterferen, der gemischte
Term ist. Der radiale Anteil des Interferenzstroms ist

k .
jInterferenz = —Ref(cos@ + 1)€Zk7ﬂ(17cose) + O(TﬁQ) .
mr

Der durch eine Kugel bei grolem 7 hindurchtretende Interferenzstrom
ist

E [t ,
Interferens = T—/ dw(w + 1) /d¢Re felkT(lfw)
m.J_y
Mit Hilfe der Abschétzung

1 .
/ dwh(w)e ™™ == %h(w)e‘it“’

1

1 +O(t™?) (88)

-1

(Beweis durch partielle Integration fiir glatte Funktionen h) erhélt man
im Limes r — oo

1
IInterferenz = _47TEIm f(e = 0) .

Aus der Stromerhaltung folgt jetzt das sogenannte optische Theorem

1= p(0) (59)
SQ

Zum Wahrscheinlichkeitsstrom in einen Raumwinkel €2, der die Rich-
tung @ = 0 nicht enthéilt, tragt der Interenzterm nicht bei. Dies gilt
im Sinne von Distributionen: Sei h eine glatte Funktion auf S? mit
h(0 = 0) = 0. Dann gilt mit demselben Argument wie in Gleichung
(88) im Limes r — oo

2 .
r / h]Interferenz — 0.
92

In den Richtungen 6 # 0 ist der radiale Wahrscheinlichkeitsstrom daher
eine Summe des einfallenden Strom % cos # und des gestreuten Stroms
m]j' 5| f|?. Definiert man den Wirkungsquerschnitt als das Verhéltnis des
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Stroms in einen Raumwinkel zu dem in Richtung 6 = 0 einfallenden
Strom, so findet man gerade die schon benutzte Beziehung

o(@) = [ 17

Bei dieser Herleitung ist die Verwendung nicht normierter Wellenfunk-
tionen unbefriedigend. Ein besseres Argument benutzt Wellenpakete
und folgt dem in Abschnitt 11.7.2 skizzierten Weg. Sei

p(t,x) = (271')*% /d3ph(p)xp(x)eitE

eine normierte Losung der Schrédingergleichung mit einer glatten Funk-
tion h, deren Triger in einer kleinen Umgebung eines Punktes pg liegt.
Wir setzen fiir xp die asymptotische Form ein und benutzen dabei,
dass zu groflien positiven und negativen Zeiten die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit in jedem endlich ausgedehnten Gebiet verschwindet. Wir
wissen auch bereits, dass die obige Wellenfunktion fiir sehr frithe Zei-
ten t < 0 eine Uberlagerung ebener Wellen darstellt, die ein mit einer
Geschwindigkeit po/m einlaufendes Teilchen beschreibt, und dass zu
spaten Zeiten zusétzlich auslaufende Kugelwellen auftreten, die bedeu-
ten, dass sich das Teilchen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit radi-
al nach auflen bewegt. Wir wihlen jetzt einen Raumwinkelbereich €2,
der keine der im Trager von h auftretenden Richtungen enthéilt, und
fragen nach der Aufenthaltswahrscheinlichkeit W (€2) im Kegelstumpf
Cr(Q) = {rn,r > R,n € Q} im Limes spéter Zeiten. Man zeigt leicht,
dass nur der Kugelwellenanteil beriicksichtigt werden muss. Fiir diesen
Anteil findet man mit dem Argument der stationédren Phase

ei(pr—Et)

Ostreu(t, 7€) = (2#)_3/2 /000 dpr/dQ(n)h(pn)f(pn, e)

2
:(27r)_3/2¥/d(l(rl)h(gn)f(@n7 e)/dpe—itp2/2m€imr2/2t

r

t

mér mr mr 2
2 dQ h imr? /2t ]
7 [ aamnCn s )

Damit folgt

W(Q) = lim /: drrz/QdQ(e)]gp(t,re)F

—(2m)"!

t—o0

~2m)* [t [ ane

(in der letzten Zeile wurde die Variable p = mr/t eingefiihrt).

Wir betrachten jetzt wie im klassischen Fall die Situation, dass der
StoBparameter durch die experimentelle Anordnung nicht genau fixiert
werden kann. Die transversal zu frithen Zeiten um b_Lpg verschobene

2

[ a0m)nm)m.e)
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Wellenfunktion

ou(t,x) = g(t;x —b) | <0,
wird durch die Verschmierungsfunktion

h(p) = h(p)e PP

beschrieben, mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeit Wy, (€2). Der Wir-
kungsquerschnitt ist jetzt erklart als das Integral der Wahrscheinlich-
keiten iiber alle Werte der Stoflparameter.

Wir legen die z-Achse in Richtung von py. Die Integration iiber
b 1L pg ergibt

/ d2b€ip(n7n’)-b
blpo

= / dady exp (ip((sin 6 cos ¢ — sin @’ cos ¢ )z + (sin @ sin ¢ — sin @' sin ¢)y))
=(27)25(p(sin O cos ¢ — sin @' cos ¢'))d(p(sin O sin ¢ — sin @' sin ¢'))

(2m)? : :
=——7——0(0—0)0(¢p —

p?sind cos ( Jo(¢ —¢
(im letzten Schritt wurde die Transformationseigenschaft einer mehrdi-
mensionalen §-Funktion unter einer Koordinatentransformation ausge-
nutzt). Einsetzen in den Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt ergibt

o() = / dpp? / d6dg tan Bl (p. 9, 6) / 4| f (p, 0, 6, of?

Im Grenzfall, in dem der Trager von h auf den Punkt py schrumpft,
erhélt man die gewiinschte Formel

dmzlfmwﬂmﬁw.

Die vorangegangenen Uberlegungen gelten fiir ein beliebiges kurz-
reichweitiges (nicht zu singuléres) Potential. Bei einem Zentralpotenti-
al bietet sich natiirlich die Zerlegung nach Drehimpulseigenfunktionen
an. Dies ist insbesondere deshalb sinnvoll, da grofie Drehimpulse mit
groflen Stofiparametern verbunden sind, bei denen der Effekt des Streu-
potentials klein ist. Es geniigen daher oft einige wenige Terme in der
Entwicklung nach der Drehimpulsquantenzahl [, um die Streuung gut
beschreiben zu kénnen. Ist a die Reichweite des Potentials und p der
Betrag des einlaufenden Impulses, so erwartet man relevante Beitréige
nur fiir [ < ap.

Wir legen die z-Richtung des Koordinatensystems in die Richtung
des einfallenden Impulses k. Dann ist die Streuldsung yy invariant unter
Drehungen um die z-Achse. In Kugelkoordinaten héngt sie also nicht
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vom Azimutalwinkel ¢ ab. In der Entwicklung nach Kugelflichenfunk-
tionen treten daher nur magnetische Quantenzahlen m = 0 auf,

Xu(r,0,¢) =17 " u(r)Yo(6,¢) .
=0

Hierbei sind die Funktionen v; Lésungen der eindimensionalen Schrodin-
gergleichung
d? 9
(@ — Ueﬁc(r) +k ))vl(r) =0,
mit der Randbedingung v;(0) = 0. v; ist durch diese Bedingungen bis
auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.

Zur Berechnung der Streuamplitude f betrachten wir die asympto-
tische Form von v; fiir grofle . In diesem Bereich kann sowohl das Po-
tential U (das als kurzreichweitig angenommen worden ist) als auch der
Zentrifugalterm vernachléssigt werden. Die Differentialgleichung ver-

einfacht sich dann zu
d2
(@ + k’g)vl =0

mit der allgemeinen Losung
v(r) = ¢sin(kr + o) .

Fiir den Fall U = 0 lassen sich die Phasen «; berechnen, indem wir die
ebene Welle e**7<°s? nach Drehimpulseigenfunktionen entwickeln,

u(r) = r/dQ(@,qS)Ym(Q,qb)eikmose :

s gilt Yip(0,¢) = N (w? — 1)}, w = cosf mit N = |/ZEL(21)~L,

Wir betrachten das Integral

1 I
w(p) :/ dwe”” — (w? — 1) .

Fiir [ = 0 ergibt sich
2sinp

uo(p) = P

Durch [-fache partielle Integration erhélt man

1

w(p) = (—z’p)l/ dwe™ (w?* — 1)" .

-1
Hieraus folgt
d 1 ) dl
pld—pp*lul = /_1 dwe’pww(w2 — 1)hiw
1

BETES R
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Man definiert jetzt die sphérischen Besselfunktionen

i) = (0 () (520)

und findet
vi(r) = rit\/4n (21 + 1)g,(kr) .
Fiir r — oo gilt
1

v (r) ~ %\/47r(2l + 1) sin(kr — In/2) .

Also ist ay = — — Ir/2 im Fall U = 0. Man definiert daher im allge-
meinen Fall §, = oy + I7/2 als Streuphase.
Die Streuamplitude f besitzt eine Darstellung der Form

Fk,0) =" fi(k)Yio(0,6) .
=0

Bei groflen Werten von r gilt
1

l l ‘
¢ sin(kr — g + ) = %\/471’(2[ + 1) sin(kr — g) + fie'*r

Zerlegt man beide Seiten nach ein- und auslaufenden Wellen, so findet
man durch Koeffizientenvergleich

. Ar(2l 1 1)
— 200, 1
fr={e )i

Der totale Wirkungsquerschnitt ist also
AT )
o= A*=>" =2+ 1)sin®
l l

Mit ¥;9(0,0) = {/Z£L folgt

A
’fl’Q = ?Im fiY10(0,0)
im Einklang mit dem optischen Theorem.
Meist lassen sich die Streuphasen nur ndherungsweise berechnen.
Als ein Beispiel eines exakt behandelbaren Systems betrachten wir

einen Grenzfall eines Potentialtopfs

{—V , T<R

U(r) = 0 , r>R

mit V' — oo und R — 0. Aus Aufgabe 27 wissen wir, dass Bindungs-
zustdnde mit [ = 0 nur existieren konnen, wenn V' > ﬁ. Wir setzen

V= % + V' mit V'R? — 0 und V' > 0. Die Grundzustandsenergie
—FEy berechnet man als Losung der beiden Gleichungen

e=—xcotx, e =2mVR?* — 2* |
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mit ¢ = v2mEyR und x = /2m(V + Ep)R. Im Limes kleiner ¢ ist
TG+ 2776 Einsetzen in die zweite Gleichung und Vernachléssigung

der Terme zweiter Ordnung in ¢ ergibt ¢ = mV’'R? und damit die
Grundzustandsenergie

12 P2
B - _mV R .
2
Die zugehorige Wellenfunktion erfiillt bei » = R die Bedingung x'(R) =
—mV'Rx(R).
Wir betrachten jetzt den Grenzfall R — 0 mit mV'R = —\ =

const. Dieser Fall kann beschrieben werden als der einer kréftefreien
Bewegung mit der Randbedingung x’(0) = Ax(0). Fiir diesen Fall ha-
ben wir bereits in Abschnitt 1.2 die Streuphase berechnet. Der dort
bestimmte Reflexionskoeffizient R(k) hidngt mit der Streuphase iiber

exp 2i0o(k) = —R(k) zusammen. Mit R = 2+ folgt

k
do(k) = arctan 3

Die in II1.2 definierte Phase unterscheidet sich um 7/2 von der Streu-

phase. Auf die Partialwellen mit [ > 1 hat die Randbedingung keinen

Einfluss, da diese Wellenfunktionen zusammen mit ihrer Ableitung bei

Null verschwinden; das singulére Potential bei Null wird also durch die

Zentrifugalbarriere abgeschirmt, und die Streuphasen verschwinden.
Wir erhalten also die Streuamplitude

1
16 ==
und als Wirkungsquerschnitt
do 1
dQ A2 k2

Im Limes k& — 0 ist der totale Wirkungsquerschnitt o = 47 /A2 2/\
kann als geometrischer Radius des Targets interpretiert werden. Fiir
grofle Werte von k geht der Wirkungsquerschnitt gegen Null; man kann
dies so interpretieren, dass bei kleinen Wellenldngen der einfallenden
Teilchen die punktférmige Struktur des Targets sichtbar wird.






KAPITEL VI

Teilchen im elektromagnetischen Feld

1. Schrodingergleichung mit Magnetfeld

Bisher haben wir Teilchen untersucht, die sich unter dem Einfluss
ortsabhingiger Krifte bewegen. Um auch die in Magnetfeldern wir-
kenden geschwindigkeitsabhéingigen Krifte beschreiben zu kénnen, be-
trachten wir zunéchst die Hamiltonfunktion eines Teilchens mit Ladung
e im elektromagnetischen Feld (E, B). Man fiihrt das elektromagneti-
sche Viererpotential (—®, A) ein das mit dem elektromagnetischen Feld
durch die Gleichungen

A
E:—grad@—aa—t, B =rot A

zusammenhéngt. Die Hamiltonfunktion ist dann (vgl. Aufgabe 3)
1
H=_—|p—ecA)>+¢ed .
2m

Zu beachten ist, dass ® und A durch die obigen Gleichungen nicht
eindeutig bestimmt sind; die Mehrdeutigkeit wird durch die Eichtrans-
formationen

<I>—><I>—|—aa—/t\,AﬁA—gradA

mit einer beliebigen (geniigend glatten) Funktion A(t,x) beschrieben.
Eichabhéingige Groflien haben keine direkte observable Bedeutung.
Da die Geschwindigkeit
1

X = E(P—GA)

observabel sein soll, muss sich p unter Eichtransformationen wie
p — p —egrad A

verhalten.

Beim Ubergang zur Quantenmechanik beschreiben wir Zustéinde
wie gewohnt durch Wellenfunktionen 1 und den kanonischen Impuls
p durch den Differentialoperator —igrad. Damit p sich richtig trans-
formiert, muss sich auch die Wellenfunktion transformieren, namlich
wie

Y(t,x) — Ya(t,x) = e”'eA(t’x)w(t,x) .

85
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Alle Erwartungswerte von Ort und Geschwindigkeit sind invariant.
Nicht invariant ist aber der Hamiltonoperator und damit die Schrodin-
gergleichung . Es gilt
oA
H— H+e—.
— M +e 5
Wir wollen uns aber im folgenden auf zeitunabhingige Felder und
Eichtransformationen beschréanken.
Sei zundchst B = const. Eine giinstige Wahl des Vektorpotentials
ist
1
A=—-——xxB.
2
Damit folgt

p—cAl’ = |p+ 5x x Bf
2

€ (5 [
:|p|2+§p-(X><B)+§(X><B)-p+Z\X><B|2

2
—[p =B L+ —(BP|x]* - (B-x)*).

Legen wir die z-Achse in Richtung des Feldes eB, so erhalten wir den
Hamiltonoperator (eB = |eB])

Der in B quadratische Term kann fiir Elektronen in Atomen i.a. ver-
nachléssigt werden. Denn dort sind die Energien von der Groflenord-
nung 1/ma? und die Erwartungswerte der Koordinatenquadrate ~ a?
mit dem Bohrschen Radius a. Die 3 Terme in H unterscheiden sich
jeweils um einen Faktor der Form eBa?. Setzt man hierfiir die Ele-
mentarladung e, den Bohrschen Radius a ~ 1071%m und typische, in
Laboren herstellbare Magnetfelder B ~ 10Tesla ein, so findet man
einen Wert in der GroSenordnung von 107°. Der zweite Term ist also
bereits eine kleine Korrektur, und der 3. ist kaum noch messbar. Unter
extremen Bedingungen, wie sie z.B. an der Oberflache von Neutronen-
sternen herrschen (B ~ 108Tesla) veriindert sich aber die Struktur der
Atome wesentlich.

Es gibt noch einen anderen Fall, in dem der in B quadratische Term
nicht vernachléssigt werden darf, ndmlich bei ungebundenen geladenen
Teilchen, da fiir diese die Erwartungswerte von z? + y? nicht mehr
notwendig klein sind.

Im Fall, dass aufler dem Magnetfeld keine weiteren Kréfte wirken,
lassen sich die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hamiltonoperators
geschlossen berechnen. Die kinetischen Impulse

7Tj:pj_e‘Aj ) j:172737
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erfiillen die Vertauschungsrelationen
[7Tj, 7Tk] = iejlel

Zeigt das Feld eB in 3-Richtung, so erfiillen also m; und w5 kanonische
Vertauschungsrelationen. Der Hamiltonoperator H = 3-|7|? ist dann
die Summe eines harmonischen Oszillators in den ersten beiden Koor-
dinaten und eines Terms p3. Nach Abseparation der freien Bewegung
in der 3-Richtung behalten wir daher einen Hamiltonoperator mit den
Eigenwerten F, = (n + %)w mit der Zyklotronfrequenz w = eB/m.
Die zugehorigen Eigenzustdnde nennt man die Landau-Niveaus. Die
Grundzustédnde lassen sich als Losungen der Gleichung agp = 0 bestim-
men, mit dem Vernichtungoperator a = m + imo,

eB

a= —i@x+5y—z‘(:v+iy)7 :

Mit den komplexen Koordinaten z = z + iy und z = = — iy gilt
eB
a = —2i05 — 2z7 .

Die Grundzustandswellenfunktionen ¢ erfiillen also die Differentialglei-
chung
eB
Brp = —257
¥ z 1 ¥
mit der allgemeinen Losung
p(z) = H(z)e T

‘ 2

mit einer holomorphen Funktion H. Die Normierbarkeitsbedingung
schrankt das Wachstum der Funktion H bei unendlich ein.

Wir wollen jetzt den Einfluss des Magnetfeldes auf die Eigenwerte
und Eigenzustande eines Hamiltonoperators mit zentralsymmetrischem
Potential untersuchen, unter der Voraussetzung, dass der in B quadra-
tische Term ignoriert werden kann. Der Hamiltonoperator ist dann

1 eB
H=—A+U—-—1L3.
IV A Vi
Sind ©1m = ©uYim die Eigenfunktionen im Fall B = 0 mit Eigenwerten
FE,; und Drehimpulsquantenzahlen [ und m, so besitzt H dieselben
Eigenfunktionen mit Eigenwerten
eB

Enlm - Enl - mm
Die 2l + 1 fache Entartung der Energieniveaus E,; wird also durch das
Einschalten des Magnetfeldes aufgehoben. Dies erklart die Bezeichnung
von m als magnetische Quantenzahl. Die Aufspaltung der Niveaus im
Magnetfeld nennt man den Zeeman-Efekt. % wird Larmorfrequenz
genannt.
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2. Der Spin und die Pauligleichung

Im Stern-Gerlach-Versuch ldsst man Teilchen (z.B. Elektronen) in
einem inhomogenen Magnetfeld laufen und beobachtet eine Aufspal-
tung des Teilchenstrahls (beim Elektron in 2 Teilstrahlen). Die unter-
schiedliche Ablenkung im inhomogenen Magnetfeld erkldrt man durch
ein magnetisches Moment der Teilchen, das offenbar beim Elektron nur
zwei verschiedene Werte annehmen kann.

Wenn ein klassischer homogener starrer Kérper mit Masse M und
Ladung e rotiert, mit Drehimpuls S, so flieit ein Kreisstrom mit dem
magnetischen Moment

1 e
i d3 i) = 8§
i [ dxiexi) =5
dieses liefert einen Beitrag von —ji - B zur Energie. Wir wollen jetzt
auch quantenmechanischen Teilchen einen Spin S zuordnen. S soll die
physikalische Bedeutung eines Eigendrehimpulses haben. Insbesondere

sollen die Komponenten von S selbstadjungiert sein und die Drehim-
pulsvertauschungsrelationen

[Sj, Sk] = ZZ 5jlel
l

erfiillen. Anders als der Bahndrehimpuls L soll S aber mit x und p
vertauschen. Ohne diese Eigenschaft wiirde sich der Spin auch in Ex-
perimenten ohne Magnetfeld bemerkbar machen.

Mit dem Spin verbunden ist ein magnetisches Moment

e

i— g8
=951

das als Zusatzterm im Hamiltonoperator auftritt,
H =—ji-B.

Der gyromagnetische Faktor ¢ ist in der klassischen Physik gleich 1. Aus
der Diracgleichung ergibt sich g = 2. Experimentell gilt fiir Elektronen

g =2,0023192..

dieser Wert kann mit grofler Genauigkeit aus der Quantenelektrodyna-
mik berechnet werden.

Aus der Analyse der Vertauschungsrelationen des Drehimpulses wis-
sen wir, dass die moglichen Eigenwerte von |S|?* durch s(s+ 1) gegeben
sind, mit s = 0, %, 1,...,und dass —s, —s+1,...,s5—1, s die moglichen
Eigenwerte von S3 bei gegebenem s sind. Die beobachtete Aufspaltung
in 2 Teilstrahlen bedeutet daher, dass s = % fiir Elektronen gilt.

Zur Beschreibung von Teilchen mit Spin s benutzen wir (2s + 1)-
komponentige Wellenfunktionen. Die Spinoperatoren wirken als
(2s 4+ 1)-reihige Matrizen (vgl. Aufgabe 25) ortsunabhéngig auf die
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Komponenten der Wellenfunktion. Im Fall des Elektrons wéhlt man

mit den Paulimatrizen (vgl Abschnitt V.1)

0 1 0 —i 10
= (1) = () m=(o )

Diese Matrizen sind hermitesch und erfiillen die angegebenen Vertau-
schungsrelationen.
Der Hilbertraum der Zustandsvektoren ist fiir ein Teilchen mit
Spin s
Sj — L2(R3, (C2s+1)

mit dem Skalarprodukt

(0,9) = /d3x D> 0 (x) T (x) -

m=—s

Observable in $) sind (2s + 1)-reihige Matrizen von Operatoren in
L2(R?)

(AD)(x) = Z(Amm’(bm’xX) :

Z. B. ist der oben angegebene Zusatzterm im Hamiltonperator

g — _9¢ Bs By —iBy
AM \ By +1iBs —DBs .

Die Schrodingergleichung mit diesem Zusatzterm nennt man die Pau-
ligleichung.

Wir wollen zunéchst die Bewegung ansonsten kréftefreier Elektro-
nen in einem konstanten Magnetfeld B betrachten. Am bequemsten
macht man dies im Heisenbergbild. Fiir den kinetischen Impuls gilt
(siehe Abschnitt 1)
eB
ak

T=nxd,d=

Fiir den Spin findet man

S:ngﬁ.

Der Spin rotiert also wie der kinetische Impuls um die Richtung des
Magnetfelds; wegen g =~ 2 ist die Frequenz nahezu die Zyklotronfre-
quenz. Abweichungen von g = 2 bemerkt man z.B. in der Helizitit
h =S -7/|7|. Man findet

h = 10§ = 1)(h — ho)

mit hy = (J-7)(J-S)/|d|* = const. Die Helizitéit oszilliert also mit der
B g

Frequenz S7[4 — 1|.
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Wir kommen jetzt zur Feinstruktur der Atomspektren, die stark
vom Spin beeinflusst wird. Die Feinstruktur war schon im Rahmen der
Bohr-Sommerfeldschen Quantentheorie durch relativistische Korrektu-
ren erkldrt worden. Man darf daher in der nichtrelativistischen Qanten-
mechanik keine konsistente Beschreibung erwarten. Es gelingt jedoch,
die damit verbundenen Korrekturen quantitativ richtig zu berechnen.

Betrachtet man das Elektron als ein klassisches geladenes Teilchen,
das sich im elektrischen Feld E mit der Geschwindigkeit v bewegt, so
spiirt es in seinem Ruhsystem ein magnetisches Feld (¢ = 1)

B=-vxE.

Dieses magnetische Feld wirkt auf das magnetische Moment des Elek-

trons. In einem statischen Zentralfeld
do
E=—grad® = X7
r dr

ergibt sich

Tatséchlich findet man, dass ein Beitrag zur Feinstruktur durch den
folgenden Zusatzterm im Hamiltonoperator beschrieben werden kann
(mit U = e®):
1, _1d® g 1dU
ot err _4M2S rdr

Dieser Zusatzterm ist nur halb so grof3 wie nach dem klassischen Argu-
ment erwartet. Er kann aus der Diracgleichung abgeleitet werden. Zur
korrekten Berechnung miissen noch zwei weitere relativistische Effek-
te beriicksichtigt werden. Der eine ergibt sich aus der relativistischen
Formel fiir die kinetische Energie. Fiir 0 < p < M gilt

VPP = 1 () = 1+ () = S () Ol

HSpin—Bahn =

Daher findet man den Zusatzterm

4
Hrel = _ﬂ .

Der andere Zusatzterm riithrt von der sogenannten Zitterbewegung her.
Ursache ist die Existenz von Lésungen negativer Energie der Dirac-
gleichung. Sie fiithrt dazu, dass der Ort eines Elektrons nur bis auf
die Comptonwellenlénge 1/M wohl bestimmt ist. Daher wirkt auf das
Elektron nur der Mittelwert des Coulombfeldes iiber eine Kugel mit
Radius ~ ;. Es gilt

— — 100U  ——
U(x) = U(x) + grad U(x) - 0x + §M(X)5xi6$j
1 1
=U(x) + 6AU(X)|5X|2 ~ U(x) + GMQAU(X) :
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Der richtige Zusatzterm (der sogenannte Darwinterm) unterscheidet
sich von diesem Term um einen Faktor. Er ist

1
Hparin = ——AU .
Darwin 8M2 U

Man beriicksichtigt diese Terme, indem man ihre Erwartungswerte in
den Eigenzusténden des nichtrelativistischen Problems berechnet. Dies
ist der erste Schritt einer systematischen Nidherungsmethode, der zeit-
unabhéingigen Storungstheorie, die wir im néchsten Semester genauer
besprechen wollen. Leider sind die Voraussetzungen dieser Methode in
unserem Beispiel nicht erfiillt, sodass die Berechnung hoherer Ordnun-
gen keinen Sinn macht. Die unterste Ordnung gibt allerdings bereits
eine recht gute Ubereinstimmung mit dem Experiment.

Bei der Berechnung des Spin-Bahn-Terms muss man beriicksichti-
gen, dass die Energieeigenwerte im allgemeinen entartet sind. Daher
studiert man zu einem Eigenwert E die Matrix

Az’k = ((I)u HSpin—Bahn(I)k)

mit einer Orthonormalbasis von Eigenfunktionen des ungestorten Ha-
miltonoperators zum Eigenwert E. Die Eigenwerte von A sind dann die
gewiinschten Korrekturen zu F.

Wir berechnen jetzt das Spektrum von L - S auf einem Raum mit
Bahndrehimpuls [ und Spin s. Da die Komponenten von S mit denen
von L vertauschen, erfiillen auch die Komponenten des Gesamtdreh-
impulses J = L + S die Drehimpulsvertauschungsrelationen. Ist j die
Drehimpulsquantenzahl von J, so gilt

1 1, ..
LS = (3P —[LP— SP) = S(G+1) ~ 11 +1) ~ s(s + 1))
Daher reicht es aus, die Werte zu bestimmen, die j bei vorgegebenem
[ und s annehmen kann.

Die moglichen Eigenwerte von J; = L3 + S3 sind
j3:l3+83, lgz—l,—l—l-l,...,l, 83:—8,—S+1,...787

also kann j; die Werte —(l+s), —(I+s)+1,...,[+s annehmen. Ordnet
man die Eigenwerte von L3 und S3 n einem Rechteck an

(=1, —s) (=l,—s+1) (=l,—s+2)
(=l+1,—-s) (=l+1,—-s+1
(=l+2,—-s) (-l+2,—s+1)

so erkennt man, dass der Entartungsgrad von j3 von 1 bei [ + s um
jeweils 1 bis zum Maximalwert min(2l + 1,2s + 1) bei j3 = |l — s|
ansteigt, danach konstant bleibt bis j3 = —|l — s| und anschlieSend um
jeweils 1 sinkt bis zum Wert 1 bei j3 = —(I + s). Daraus entnehmen
wir, dass j die Werte [ + s,l+ s —1,...,|l — s| annehmen kann.
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Fir s = 1/2 besitzt daher L - S die Eigenwerte [/2 und (nur fiir
[ # 0) —(I + 1)/2. Beim anziehenden Coulombpotential ist U’ > 0,
daher werden die Niveaus mit dem gréfleren Wert von j angehoben.
7.B. spaltet das Niveau mit der Hauptquantenzahl n + [ + 1 = 2 des
Wasserstoffatoms in 3 Niveaus auf mit

E(2p1/2) < E(281/2) == EQ < E(2p3/2) .

Hierbei wurde die spektroskopische Notation "+*1/; verwendet, wobei
[ statt mit 0,1,2,... mit s,p,d,... bezeichnet wird.

Durch Hinzunahme der anderen Korrekturen wird die Aufspaltung
zwischen den Zusténden 2py /o und sy, wieder aufgehoben. Dies ist
auch bei der exakten Losung der Diracgleichung der Fall. Experimentell
sieht man aber eine sehr kleine Aufspaltung (Lamb-Shift), die sich in
der Quantenelektrodynamik berechnen 1af3t.

Die Grolenordnung der relativistischen Korrekturen ist bestimmt
durch das Verhiltnis zwischen Bindungsenergie und relativistischer Ruh-
energie,

Eo/M = 1/2M?*a® = A?/2

mit |A| = e?/4m(gohc) = a &~ 1/137 fiir das Elektron. Man nennt « die
Feinstrukturkonstante. Die relativistischen Korrekturen AE/FE, sind
von der Grofenordnung o?.

Der Spin fithrt auch zu einem etwas komplizierteren Verhalten der
Atomspektren bei Einschaltung eines konstanten Magnetfelds. Wie vor-
her ersetzen wir die Zusatzterme durch Operatoren auf dem Raum der
Eigenvektoren des ungestorten Hamiltonoperators zu einem bestimm-
ten Energieeigenwert. Der durch das Magnetfeld verursachte Zusatz-
term

eB

2M
vertauscht nicht mit dem Spin-Bahn-Term. Beide vertauschen aber mit
IL|?> und J;. Es gilt

Hnagn = (L + ¢S)

1 1
L . S - 5([/_54. + L+S_) + JgSg - Z .

Ist @5, €in gemeinsamer Eigenvektor dieser beiden Operatoren und
von S3 zu Eigenwerten [(I + 1), m bzw. s3, so ist er im Fall [m| =1+ 3
auch ein Eigenvektor von L - S mit Eigenwert [/2. Fiir [m| # [ + 1 ist

(L-S4 + L+ S-) Puns,

ein Eigenvektor von S5 mit Eigenwert —s3 und Norm

1 1
- —m24 -
2\/l(l—|—1) mi
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Auf dem von den beiden Vektoren aufgespannten Raum hat der Storterm
daher die Form einer 2 x 2-Matrix

H' = aL.S + 3(Js + (g — 1)5s

1
:—%+ﬁm+%\/1(l+l)—m2+1(? é>+(am+ﬁ(9—1))53-

Die Eigenwerte lassen sich leicht als Funktionen von o und [ bestim-
men. Interessant sind die beiden Grenzfille § < o« und 6 > a. Im
ersten Fall (kleine Magnetfelder) iiberwiegt die Spin-Bahn-Kopplung.
Niveaus mit j = li% spalten in 2j + 1 Niveaus auf mit Abstand AE =
B (1+ gl—jrll), im Unterschied zum (normalen) Zeemaneffekt ist die Auf-
spaltung also abhéngig von [ (anomaler Zeemaneffekt). Im zweiten Fall
(groBe Magnetfelder) findet man die Korrekturen AE = %(m + 92;1);

wegen g ~ 2 ergibt sich der normale Zeemaneffekt.






KAPITEL VII

Der Zustandsraum der Quantenmechanik

1. Zum Dirac-Formalismus

Wir haben bisher Operatoren betrachtet, die einen Hilbertraum in
sich abbilden. Eine natiirliche Verallgemeinerung sind Operatoren, die
einen Hilbertraum auf einen anderen abbilden. Das einfachste Beispiel
sind Operatoren A : C — $. Diese sind durch ihre Wirkung auf 1
festgelegt,

Aa = ad
mit ® = Al. Man kann diese Operatoren daher mit den Vektoren
des Hilbertraums identifizieren. Nach Dirac ordnet man jedem Vektor
® € § die Abbildung
-
) - { C 9

a — ad

zu. |®) nennt man einen ket-Vektor. Mit Hilfe des Skalarprodukts kann
man auch Abbildungen

H —- C
<®‘:{\If — (9,0)

einfithren. Diese Abbildungen nennt man bra-Vektoren. Sie liegen of-
fenbar im Dualraum des Hilbertraums; die Zuordnung ® +— (| ist eine
(antilineare) Identifikation von $) mit seinem Dualraum. Hintereinan-
derausfithrung von ket- und bra-Vektoren

(®W)a = (P, ¥)a

liefert das , bracket* (®|¥) = (@, V) (aufgefasst als Operator in C). In
diesem Formalismus lassen sich also Skalarprodukte als Produkte von
Operatoren verstehen. Insbesondere konnen wir Matrixelemente eines
Operators in $ als Produkt dreier Operatoren auffassen,

(B, AT) = (D|A|D) .

Multipliziert man bra- und ket-Vektoren in umgekehrter Reihenfolge,
so erhélt man Operatoren in §). Man kann beliebige Operatoren als
Summen dieser elementaren Operatoren darstellen. Sei (®;);en eine Or-
thonormalbasis von ). Dann gilt

A= Z‘A@M@i‘ .
ieN
95
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Insbesondere gilt fiir den 1-Operator

1= j) (@
ieN
fiir eine beliebige Orthonormalbasis von §. Die Formel fiir die Bezie-
hung zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren und ihren Entwick-
lungskoeffizienten beziiglich einer Orthonormalbasis wird im Dirac-
Formalismus zu einer offensichtlichen Identitét,

(D,0) = (B[1|T) =Y (@[0;) (B[ W) = Y (P;, @) (P;, 7).
Oft ist auch die Bezeichnung |ay, ..., a,) fiir einen gemeinsamen Eigen-
vektor der Observablen Aq,..., A, bequem. Eine Verallgemeinerung
auf schwache Eigenvektoren kann wie in Kapitel IV erfolgen. Etwas
Vorsicht ist bei diesen Manipulationen geboten, wenn unendliche Sum-
men oder Integrale auftreten. Keinesfalls macht der Dirac-Formalismus
Konvergenzfragen iiberfliissig.

2. Zustandsgemische

Betrachten wir als Beispiel eine Wellenfunktion ¢ € L?(R3, C?), die
ein Teilchen mit Spin 1/2 beschreibt. Wenn wir auf Messungen des
Spins verzichten, so sind alle Observablen von der Form

(0 3)

mit Operatoren A in L?(R?). Der Erwartungswert in dem durch ¢
beschriebenen Zustand ist

(A) = (901,14901) + (902714@2)

¥1

mit p = ( "y > und [|o|I* = |l¢1l]* + |lg2ll* = 1. Es gibt i.a. kein

¢ € L*(R3), das fiir alle Observablen A dieselben Erwartungswerte
liefert. Denn sei ¢ € L*(R3) mit

(4, A) = (4)
fiir alle A. Dann ist ||[¢]|? = (¢, 1¢) = (1) = 1. Mit A = [¢) (] gilt
L= (0 [0} 1e) = ()@ = (e, 0)* + (2 0)
Wegen |(g;, )2 < [l@il|* und [l [|* + [l2]|* = 1 folgt

(0, 0) ] = |l , i=1,2.

Dies ist aber nur moglich, wenn ¢ = \;¢; ist mit \; € C, d.h. wenn ¢
und s linear abhingig sind.

Zusténde, die sich nicht durch eine einzige Wellenfunktion beschrei-
ben lassen, nennt man Gemische. Gemische treten typischer Weise
immer auf, wenn Freiheitsgrade unbeobachtet bleiben oder durch die
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Praparationsbedingunegn nicht fixiert sind, siehe die Formulierung ,,so
weit wie moglich“ in Postulat 1, Abschnitt IV.3.

Sind die Observablen eines Quantensystems die selbstadjungierten
Operatoren eines Hilbertraums $), so sind die allgemeinsten Zustédnde
(charakterisiert durch die Erwartungswerte von Observablen)

mit abzéhlbar vielen Vektoren ¢; € ), die die Normierungsbedingung
> illeil|? = 1 erfiillen. Die Vektoren o; miissen keineswegs paarweise
orthogonal sein.

Die Zusténde bilden eine konvexe Menge; sind (-); und (-)s Zusténde,
so kann man ihre Mischungen

(A) = AMAh + (1 =A){A)2, Ae(0,1)

betrachten. Experimentell kann man eine Mischung durch die inkohé&ren-
te Uberlagerung zweier Teilchenstrahlen realisieren, wobei der Parame-
ter A den relativen Anteil des 1. Strahls bezeichnet.

Mathematisch bequem ist die Beschreibung von Zustdnden durch
sogenannte Dichtematrizen. Sei (p;) ein System von Vektoren, das
einen Zustand beschreibt. Dann definieren wir die zugehorige Dich-
tematrix als den Operator

p= Z\%><%| : (90)

p ist ein positiver Operator

(. p0) >0V ¢ € 9

und erfiillt die folgende Normierungsbedingung
Tr(p)=1.

Hierbei ist die Spur eines positiven Hilbertraumoperators durch

Tr(A) = Z (Xi7 AXi)

i

definiert, mit einer (beliebigen) Orthonormalbasis (x;). Es gilt

<A> Z QOMAQOZ ZZ QOZ|A|X] X]|g02>
_Z X]?Z’SDZ 501‘AX] TI'(pA) .

Jede Dichtematrix, d.h. jeder positive Operator mit Spur 1, lasst sich
in der Form (90) darstellen, z.B. als

p= Z Ailhi) (i
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mit den normierten Eigenvektoren ; und zugehoérigen Eigenwerten
Ai > 0. Aus der Bedingung an die Spur von p folgt > . A\; = 1.

Ein Zustand, der nicht als Gemisch verschiedener Zusténde darstell-
bar ist, heiflt rein. Die zugehorigen Dichtematrizen sind von der Form
p = ) (1| mit einem Einheitsvektor ¢. Es sind also Projektoren auf
einen eindimensionalen Teilraum.

Wesentlich fiir die Struktur der Quantenmechanik ist die Tatsache,
dass die Zerlegung eines Zustands in reine Komponenten nicht eindeu-
tig ist. Wir wollen uns dies am Beispiel eines Spin—%—Freiheitsgrades
klarmachen.

Die positiven 2 x 2-Matrizen mit Spur 1 sind

_1 H_l 1+n3 Ny — iNo
p_§<1+n.0)_§<n1+in2 1 —ng

mit n € R3, |n| < 1. Die méglichen Zustéinde werden also durch Punk-
te der Einheitskugel B> C R? parametrisiert. Zustandsmischungen ent-
sprechen konvexen Kombinationen in der Kugel. Eine besondere Rolle
spielen die Randpunkte n mit |n| = 1. Diese lassen sich offenbar nicht
in eine konvexe Kombination anderer Punkte der Kugel zerlegen, sind
also rein. Die Determinante der zugehorigen Dichtematrix verschwin-
det, daher hat p die Eigenwerte 1 und 0, ist also ein Projektor, d.h. die
Dichtematrix ist von der Form p = [¢) ()| mit ¢ € C?, ||¢]|*> = 1. Punk-
te im Innern der Kugel aber lassen sich in vielfdltiger Weise als konvexe
Kombination von Randpunkten darstellen. Unter diesen Darstellungen
gibt es fiir n # 0 eine ausgezeichnete,

_l+nfn 1—|n[-n
-2 n] 2 n|
Diese entspricht der Spektralzerlegung der Dichtematrix.

3. EPR-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Bei der Interpretation der Quantenmechanik sind wir davon aus-
gegangen, dass ein quantenmechanisches System keine Eigenschaften
wie Ort, Impuls etc. besitzt, sondern dass die Observablen erst bei
Eingriff durch ein Messgerédt bestimmte Werte annehmen. Diese heute
weithin akzeptierte Auffassung ist oft kritisiert worden. Man hat den
Standpunkt vertreten, dass ein einzelnes System sehr wohl objektive Ei-
genschaften hat, die aber (grundsétzlich oder wegen unvollkommener
Messtechnik) nicht gemessen werden kénnen. Die tatsidchlichen Mess-
ergebnisse hdngen dann noch von diesen , verborgenen Variablen“ ab;
solange wir diese nicht kennen, bleiben uns nur statistische Aussagen als
Mittelwerte iiber die verborgenen Parameter. In einer berithmten Ar-
beit haben Einstein, Podolsky und Rosen (EPR) (1935) diesen Stand-
punkt vertreten. Thr Argument beruht auf einer Analyse des folgenden
Gedankenexperiments.
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Wir betrachten den Zerfall eines Spin-0-Teilchens in zwei Spin—%—

Teilchen, z.B. my — e e_. Bei den entstehenden Teilchen wird an-
schliefend die Komponente des Spins in Richtung e bzw. f bestimmt.
Fiir e = f erwarten wir wegen der Erhaltung des Drehimpulses, dass
immer dann, wenn wir den Spin des 1. Teilchens in Richtung e fin-
den, der Spin des 2. Teilchens entgegengesetzt ist. Dieses Ergebnis ist
unabhéngig davon, wie wir die Richtung e wéhlen.

EPR betrachten dieses Experiment als Beweis dafiir, dass der Wert
der Komponente des Spins in e-Richtung nicht erst durch die Messung
festgelegt wird; schlieit man aus, dass die Messung des 1. Teilchens
das 2. beeinflusst (bei geeigneter Anordnung ist dies eine Konsequenz
der Einstein-Kausalitét), so hat diese Komponente unabhéngig von der
Messung am 2. Teilchen einen wohldefinierten Wert; die Messung dient
lediglich dazu (wie in der klassischen Physik), diesen Wert festzustellen.
Nach dieser Argumentation sind die Werte der Komponenten des Spins
in allen Richtungen die verborgenen Parameter.

Wir wollen dieses Experiment zunédchst im Rahmen der Quanten-
mechanik diskutieren. Seien S; und S, die Spinoperatoren der beiden
Teilchen. Diese Operatoren sollen miteinander vertauschen. S = S;4+S,
ist der Gesamtspin des Systems. Der Operator, der die e-Komponente
von S; misst, ist e - S;. Fiir Spin—%—Teilchen gilt

1

(a-S;)* = 4_1|a|2

und damit aus der Polarisationsidentitét
1
(a-S;))(b-S;)+(b-S))(a-S;) = E(a -b) .

Sei nun x ein normierter Eigenvektor von |S|*> mit Eigenwert 0. Dann
gilt

(S1+S2)x=0. (91)

Wir berechnen jetzt in diesem Zustand die Korrelationen zwischen der
e-Komponente des 1. und der f-Komponente des 2. Spins. Sei

E(e,f) =4(e-S;)(f-Ss)
Es gilt mit (91)
(E(e,f)) = 4(x, (e S1)(f - S2)x)
=2((e-Sy)x, (f - Sa)x) +2((f - S2)x, (e~ S1)x)
= —2(x, ((e-Sy)(f - S1) + (f- S1)(e-S1))x)
=—e-f.

Wihlen wir insbesondere e = f, so erhalten wir das erwartete Resultat,
dass die Spinrichtungen immer entgegengesetzt sind.

Wir wollen jetzt die Hypothese testen, dass jedes Teilchen, un-
abhéngig davon, ob man misst oder nicht, beziiglich jeder Richtung
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e einen bestimmten Wert v(e) = £1 der mit 2 multiplizierten Kompo-
nente des Spins besitzt. Messen kénnen wir v(e) allerdings immer nur
fiir einen Wert von e. Die Werte von v fiir die anderen Richtungen sind
die verborgenen Variablen.

Der Mittelwert von E(e, f) bei N Versuchen ergibt sich dann zu

E(e,f) =
wenn v\ (e) der Wert von 2e - S; beim n-ten Versuch ist.

Bell hat nun entdeckt, dass aus dieser Hypothese die folgende Un-
gleichung folgt (Bellsche Ungleichung):

fiir alle Einheitsvektoren e, f, g, h. Denn fiir jedes n gilt
vV (e)(v@ (f) + v + oW (h) (v (f) — v = +£2
w (€) (v, () + v (8)) + vy, () (v, () — 0,7 (g)) :

da immer eine Klammer verschwindet und die andere den Wert +2 hat.
Mittelung iiber n ergibt dann die Bellsche Ungleichung.
In der Quantenmechanik ist diese Ungleichung verletzt. Man findet

[(E(e,f) + E(e,g) + E(h,f) — E(h, g))|
=le-(f+g)+h-(f—g)| <|f+g|+|f —g

:2(6085 + sin g) = Qﬂsin(g + %) < 2V2

mit cosp = |f - g|, ¢ € [0, 7). Fiir eine geeignete Wahl der Einheits-
vektoren (flg , e|lf + g, h|f —g) gilt in dieser Ungleichung sogar
das Gleichheitszeichen.

Experimentell konnte nachgewiesen werden, dass die Bellschen Un-
gleichungen verletzt sind und dass die quantenmechanischen Vorher-
sagen gelten. Die Hypothese, dass die Observablen quantenmechani-
scher Systeme sich auf objektive Eigenschaften der Systeme beziehen,
muss daher aufgegeben werden (ein wenig iiberzeugender Ausweg ist
die Postulierung nichtlokaler Wechselwirkungen zwischen den rdumlich
getrennten Teilchen). Es bleibt das Problem, in wie weit physikalische
Systeme unabhéngig vom Beobachter sind. Dieses Problem wird auch
75 Jahre nach der Entdeckung der Quantenmechanik noch heif disku-
tiert.



KAPITEL VIII

Storungstheorie

1. Zeitunabhingige Storungstheorie

Die Eigenwertgleichung
Hy = Ev

lasst sich nur in wenigen, zum Gliick physikalisch relevanten Féllen
explizit 16sen. Wir untersuchen jetzt den Fall, dass sich der hermitische
Operator H nur wenig (in einem zu prézisierenden Sinn) von einem
selbstadjungierten Operator Hy unterscheidet, fiir den eine Losung

Hoi/)o = EOwO

der Eigenwertgleichung bekannt ist. Eine approximative Losung ver-
sucht man dann in der folgenden Weise zu erhalten.

Man wihlt zundchst eine interpolierende 1-parametrige Familie H ()
von hermitischen Operatoren mit H(1) = H und H(0) = Hy, z. B.

H\) =XH+ (1—-X\H, . (93)
Man betrachtet dann die Eigenwertgleichungen
HA)$(A) = E(A)¢(A) (94)

mit ¥(0) = ¢ und E(0) = Ey. Wir suchen jetzt (unendlich oft) diffe-
renzierbare Funktionen ¢(\) und E(\), die die Gleichung (94) erfiillen.
Dabei setzen wir voraus, dass H(\) in einem geeigneten Sinne unend-
lich oft differenzierbar ist.

Bei der Wahl der Eigenvektoren ist ein Faktor unbestimmt. Wir
wiéhlen ihn so, dass die Normierungsbedingung

(Yo, (V) =1 (95)
fiir alle A gilt. Dies ist sicher moglich fiir A = 0 und dann wegen der
Stetigkeit von ¢(\) auf jeden Fall fiir geniigend kleine A. Aus (95) folgt,
dass alle Ableitungen ™ (0) von ()\) bei A = 0, n € N, orthogonal
zu Y sind.

Wir bilden zunéchst das Skalarprodukt beider Seiten der FEigen-
wertgleichung (94) mit )y und erhalten mit Hilfe der Normierungsbe-
dingung (95)

(o, HNY(N)) = E(N) . (96)
Die Ableitung bei A = 0 ergibt fiir die linke Seite

(%o, H'(0)yo + Hot'(0)) = (vo, H'(0)ho) = (H'(0))y,  (97)

101
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und wir erhalten in 1.0rdnung in A fiir den gestorten Eigenwert die
Formel

E(\) =~ Eq+ MNH'(0)) . (98)
Wir wéhlen jetzt einen Vektor ¢ im orthogonalen Komplement von
1o und bilden das Skalarprodukt beider Seiten der Eigenwertgleichung
(94) mit . Wir bestimmen wieder die Ableitung nach A bei A = 0 und
erhalten

(0, (H'(0) = E'(0)3ho) + (0, (Ho — Eo)¢'(0)) =0 . (99)
Wir nehmen jetzt zusétzlich an, dass der Eigenwert Ej nicht entartet
ist und vom iibrigen Spektrum von H, durch eine Liicke getrennt ist.
Dann besitzt Hy — Ey auf dem orthogonalen Komplement von 1 ein
beschrinktes Inverses, und wir finden

Y'(0) = —(Ho — Eo) ™ (H'(0) — E'(0))¢ . (100)
Hierbei nutzen wir aus, dass (H'(0) — E’(0))¢y nach der Formel fiir
E'(0) orthogonal zu 1)y ist.
In derselben Weise kénnen wir jetzt auch die hoheren Ordnungen
bestimmen. n-fache Differentiation der Gleichung (96) ergibt
- n!

EM — Z kl(—)(wo’ k)¢(n—k)> ) (101)

Die n-te Ableitung des Elgenwerts lésst sich also aus den ersten n — 1
Ableitungen des Eigenvektors berechnen.
Differenziert man die Eigenwertgleichung (94) n mal, so findet man

(Ho — Eo)p™) = Z i — EWM)ypt=h o (102)

Der Vektor auf der rechten Seite ist orthogonal zu v, daher kann die
Gleichung nach v, aufgelost werden, und wir erhalten

Y = —(Ho — o)~ mew E®)pnh - (103)

Als eine einfache Anwendung betrachten wir den harmonischen Os-
zillator mit einer dufleren Kraft. Der Hamiltonoperator sei

H\) =d"a+ ANa+a") . (104)

¥ sei der Grundzustandsvektor von H(0) = Hy, Ey = 0, ¢, = \/%?(a*)”wo
der n-te angeregte Zustand mit Eigenwert n. Wir berechnen:

E'(0) = (o, (a+a*)h) = 0
$(0) = —Hy'a*o =~y
E® =2(¢o, (a+a")y) = =2|n||* =
¢<2> = —Hy' (2(a + a* )W — E@yy) = fz/zz
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und erhalten als Taylorentwicklung bis zur 2.0rdnung in A

E(\) = -\

2
BN = o — Aty + %% |

In diesem Fall konnen wir die Ergebnisse der Stérungstheorie mit den
exakten Ergebnissen vergleichen. Denn sei b = a + . Dann gilt

b,b*] = 1 und H(A) = b*b — A2

Also besitzt b*b dieselben Eigenwerte wie a*a, und der unterste Ei-
genwert von H(A) ist F(\) = —\?, stimmt also mit dem Ausdruck
2.0rdnung der Stoérungstheorie iiberein. Der zugehérige Eigenvektor
erfiillt die Gleichung

0= b(\) = (a+ N
ist also ein kohérenter Zustand. Wir finden mit der Normierungsbedin-
gung (95)

n=0

Wir betrachten jetzt den Fall, dass der Eigenwert Fj entartet ist.

Typischer Weise wird die Entartung durch die Stérung aufgehoben. Ist
Ey n-fach entartet, so erwarten wir n Eigenwertgleichungen

HMNYr(N) = Ee(Nve(A) , k=1,...n (105)

mit Ey(0) = Ep und einer geeigneten Orthonormalbasis von Eigen-
vektoren {¢y,k = 1,...,n} von Hy. Das Problem bei diesem An-
satz ist, dass wir diese Orthonormalbasis nicht aus der Kenntnis von
Hy bestimmen koénnen. Wihlen wir aber irgendeine Orthonormalbasis

{¢r, k =1,...,n}, so erhalten wir eine Gleichung der Form
H\)er(\) = oiEw()) (106)
1=1

mit komplexen Koeffizienten Ej, (M), l.k=1,... n.
Wir definieren lineare Abbildungen V(A) : C* — $) durch

V(Ne = Z OkCk -
k=1

Die adjungierte Abbildung V/(A)* : $ — C" ist definiert durch
VO, = (p6:x)  k=1,...,n.

Die Koeffizienten FEj(\) fassen wir zu einer n X n-Matrix zusammen.
Die Gleichung (106) schreibt sich dann als

HO)WVO) = V)EQ) . (107)
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Als Normierungsbedingung fordern wir

((0), 91(N) = Ok - (108)
Ausgedriickt durch die Operatoren V() bedeutet das
V() V(A =1. (109)

Die Bestimmung der Ableitungen der Operatoren V' (\) und der Matri-
zen E(\) folgt jetzt demselben Schema wie die Bestimmung der ent-
sprechenden Groflen im nichtentarteten Fall. Wir finden (mit Vp =

V(0))

n - TL' * n—
) — vao H )y (n=F) (110)
— k! !
sowie
n - < n! n— n—
v — —(Hy — Ey)™! m (H(k)v( k) _y( k)E(k)) )

k=

[y

(111)
Im letzten Schritt bringen wir E()\) durch eine Ahnlichkeitstransfor-
mation S(A) auf Diagonalgestalt,

S(N)TTE(N)S(N) = diagonal(Ey(N), . .., E,(N)) .
Die gesuchten Eigenfunktionen sind dann
Ur(A) = V(A)S(Mex (112)

mit dem k-ten Einheitsvektor e; in C™.

Als ein Beispiel betrachten wir den Stark-Effekt. Damit bezeichnet
man die Verdnderung der Spektrallinien eines Atoms infolge eines von
auflen angelegten homogenen elektrischen Feldes E. Fiir das Wasser-
stoffatom ergibt sich als Storterm

H—H()EHl:eX‘E.

In einem Zustand, dessen Wellenfunktion ein Eigenzustand der Paritat
P ist,
(Pp)(x) = ¢(=x) ,

verschwindet der Erwartungswert von H;. Ein solcher Zustand hat kein
permanentes elektrisches Dipolmoment (= (—ex)). Alle Drehimpuls-
eigenzustiinde sind Eigenzustéinde der Paritdt (mit Paritéit (—1)!). Da
beim Wasserstoffatom aber die Energieniveaus zusétzlich entartet sind,
gibt es auch Energieeigenzusténde, die keine Eigenzustéande der Paritét
sind

Wir legen die z-Achse in Richtung des elektrischen Feldes und be-
rechnen fiir die Hauptquantenzahl n = 2 die Matrixelemente

(80200,Z§021m) , m=—1,0,1.
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Da z und L, vertauschen, kann nur das Matrixelement mit m = 0 von
Null verschieden sein. Es gilt (mit x = ay, a Bohrscher Radius) in
Polarkoordinaten fiir y

a00(r,0,0) = (87) 2 (1 — =)e 5 |

w210(1, 0, 0) = (327)7%7“6’% cosf .
Mit z = ar cos 0 folgt

-
(9020072@210) =(16m)"! /drr2r(1 — §)W€ﬂ~

[\]

X QW/dHSiDQCOSZQ

ro 2 2

= d 4 Ner. 2.2

a / r(r ) )e 63

1 1
=a-(4!— =5 —=—-3a.
a (=gl g =%

Die Eigenwerte des Stérterms H; auf dem Unterraum zur Hauptquan-
tenzahl n = 2 und zur magnetischen Quantenzahl m = 0 sind also

+3aeFE mit Eigenvektoren N (@a00 £ ©210)-

2. Rayleigh-Ritzsches Variationsverfahren

Ein einfaches, aber sehr effektives Verfahren zur Abschétzung der
Grundzustandsenergie E, beruht darauf, dass der Erwartungswert ei-
nes selbstadjungierten Operators H immer mindestens so grof} ist wie
der kleinste Spektralwert,

(0, HO) > Eol|®]* .

Man kann durch Variation von ® versuchen, diese Schranke zu verbes-
sern. Tatsdchlich gilt

THEOREM VIII.1.

inf (0, H®) = E,
PeD(H),||P||=1

Beweis: Da Fy ein verallgemeinerter Eigenwert von H ist, gibt es
eine Folge @, € ©®(H) mit ||®,]| =1 und (H — Ey)®, — 0. Daher gilt
(®n, HD,) = Eg + (Py, (H — Eg)®,,) — 0.

O
Wir wollen dieses Verfahren zur Abschiatzung der Grundzustands-
energie des Heliums anwenden. Der Einfachheit halber wird der Kern

als unendlich schwer angenommen. Der Hilbertraum der Zustandsvek-
toren ist (bei Vernachldssigung des Spins)

H=L*RYH={d: R*xR*— (C,/d2x1d3x2|<1>(x1,x2)\2 < oo} .
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Der Hamiltonoperator ist

A A 1

x| - 2| |x1 — Xo|

1
H = _%(Am + Am) + O./(—

mit der Elektronenmasse m, der Kernladungszahl Z (= 2 fiir Helium)

und der Feinstrukturkonstanten o ~ —i-. Es ist zweckméBig, dimensi-

137"
onslose Koordinaten
VA

Yi= —Xi
a

einzufiihren, mit dem Bohrschen Radius a = (ma)~!. Man findet

H =2RZ*(Hy + \H,)

mit der Rydbergkonstanten R = %mOz2 =13,6eV und \ = %,
1 1 1
Hy=—(Ay, +Ay,) — — — —
" 2( Y ) vil  [yel
und
1
H=———¥—".
ly1 — y2|

Die physikalisch realisierbaren Werte von A sind %, Z € N (H™, He,
Lit, Bett, ...).

Die Grundzustandswellenfunktion des ungestorten Hamiltonopera-
tors Hy ist das Produkt der Wellenfunktionen (199 des Grundzustands
der Einteilchen-Hamiltonoperatoren —%A — |?1\’
©100(y) = Ne™",r = |y|, N > 0 Normierungsfaktor

mit der Grundzustandsenergie —%, daher ist die Grundzustandsenergie
von H,

Ey=-1.

Das kontinuierliche Spektrum beginnt, wenn ein Teilchen im Grund-
zustand ist und das andere im Kontinuum, also bei —%. Fiir Helium
z.B. ist die Grundzustandsenergie —2 - R - 22 = —108,8eV und die
Ionisationsenergie —54, 4eV.

Wir bestimmen zunéchst die erste storungstheoretische Korrektur
zur Grundzustandsenergie. Dazu berechnen wir den Erwartungswert
von H; im Grundzustand

p_1

ly1 — y2
Dieses Integral ist symmetrisch unter Vertauschung der beiden Orts-
vektoren. Wir konnen es daher durch das Zweifache des Integrals iiber

den Bereich |ys| > |yi1| ersetzen. Fiir die yo-Integration fiithren wir
Kugelkoordinaten mit der z-Achse in Richtung von y; ein und setzen

(Hy) = (Vo, H1 W) = /d3}’1d3y§|90100(}"1)|2|<,0100(Y2)
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wie iiblich w = cosf. Das Ergebnis hangt nur noch von |y;| ab. Wir
erhalten

[ee] 00 +1
(Hy) = N4167r2/ drlrf/ dr2r§e_2(”+r2)/ dw(r24r2—2ryryw) Y2 .
0 [a1 —

1
Die Integration iiber w ergibt

+1 9
/ dw(r? + 72 — 2ryrow) V2 = =
-1 T2

Damit folgt
(Hy) = N4327T2/ drlrfe_%/ droree 22
0 T1

Es gilt

Einsetzen ergibt
co .3 2
(H)) = N*327° / dr(=+ —)e "
0 2 4
Mit -
/ drrke=?r = A=+ g
0

fir £ € Ny und A > 0 findet man den Normierungsfaktor N = 7~1/2
und damit

5
<H1>:3!~2’4+2!-2’3:§.

Also betragt die Korrektur erster Ordnung zur Grundzustandsenergie-
energie
25

87"
Fiir das Wasserstoff-Ion H™ liegt die berechnete Energie dann bereits im
Kontinuum; tatséchlich besitzt das Waaserstoff-Ion aber einen stabilen
Grundzustand mit einer Energie unterhalb der Ionisationsenergie. Beim
Helium findet man

E1:

5
Eo+ By = (1 - 15)(~108,8¢V) = ~74,8¢V

verglichen mit dem experimentellen Wert
Eoyp = —78,975eV .

Fiir Li* (Z = 3) und Be™™ (Z = 4) wird die Ubereinstimmung besser.

Wir wollen jetzt das Variationsverfahren anwenden. Als Versuchs-
funktion wihlen wir ein Produkt von Einteilchenwellenfunktionen, die
Grundzusténde des Einteilchenhamiltonoperators hy mit teilweise ab-
geschirmtem Coulombpotential sind,

1 A
hy= —=A— 2 Ae(0,1).
S e
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Die Grundzustandswellenfunktion von h, ist

QOA(Y) — )\3/27T—1/26—>\\y|

mit Eigenwert —%)\2. Die Versuchsfunktion ist daher

Ua(y1,y2) = oa(y1)ea(ye) -
Der Erwartungswert von H in diesem Zustand ist

A—1 1

1
,H —= 2 5 h + 2 , T + J— , )
(1 i) =2{pac npn) + 2(on rren) + 7 (00 =)

Es gilt

1 3_—1 21 —2Ar

(sz\a _90)\) =\’7 /dr47rr —€ =\ ,

‘Y‘ T

sowie

(¥a, v ‘%) A, ™ |1/)1) :

Im vorigen Abschnitt haben wir das Skalarprodukt auf der rechten Seite
Al g berechnet. Damit folgt

(Vr, HYy) = = X2+ 2(A — D)A + %)\g =\ —(2— %)A :
Das Minimum wird angenommen fiir A =1 — 16—Z und betrégt
inf (¢, Hn) = —(1 - 16%)2 =—-1+ 8% — 622 :
Fiir Helium ergibt sich
Ey < —4ma® (gg) = —T7,46eV .

Die Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert (-78.975 eV) ist
also wesentlich besser als bei der Stérungstheorie 1. Ordnung (-74,8
eV) bei vergleichbarem rechnerischen Aufwand. Beim H™-Ion findet
man Fy < —R*L. Dies liegt immer noch knapp oberhalb der Ionisie-

128°
rungsenergie —R.

3. Zeitabhingige Storungstheorie

Wir wollen in diesem Abschnitt die zeitliche Entwicklung von Zustdnden
approximativ berechnen. Hierbei sind wir vor allem an zeitabhéngigen
Hamiltonoperatoren interessiert.

Sei H(t) eine durch die Zeit ¢ parametrisierte Familie selbstadjun-
gierter Operatoren. Zur Losung der Schrodingergleichung

O 4y = Htyw (o)
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suchen wir eine Familie unitérer Operatoren U (t,t2) mit den Eigen-
schaften

U 1) = HOU (o)
Ul(ty, t2)U(te, t3) = Ulty, t3) ,
Ult,) =1 .

Dann ist
U(t) = U(t, to)tho
eine Losung der Schrodingergleichung mit der Anfangsbedingung
¥(to) = o -

Um U zu finden, formt man die Differentialgleichung fiir U in eine
Integralgleichung um (¢t > t),

t
Ultto) =1 — i / Aty H (4)U (b1, 1) |

to

und lost diese durch Iteration:

Ul(t,to) 1—2’/ dt, H /dtl/ dto H (t1) H (t5)

Die obige Reihe nennt man dle Dyson—Relhe, sie spielt in der Quanten-
feldtheorie eine grofle Rolle. Mit dem Begriff des zeitgeordneten Pro-
dukts lasst sie sich in eine iibersichtliche Form bringen:

DEFINITION VIIL1. Sei A(t) eine operatorwertige Funktion von t.
Dann definiert man das zeitgeordnete Produkt

TA(t)) - Alt,)

als die operatorwertige symmetrische Funktion der n reellen Variablen
ty,...,t, mit der Eigenschaft

TA(ty) - Atn) = A(tr) - - A(ty)
falls die Argumente zeitgeordnet sind, t1 >ty > -+ > t,.

Damit erhélt die Dyson-Reihe die Form

O SIC

n=0
. Te’iftto dt’H(t')

)

wobei der Ausdruck in der letzten Zeile, das ,zeitgeordnete Exponen-
tial“, durch die angegebene Reihe definiert wird.

Die Dyson-Reihe ist besonders dann niitzlich, wenn man die zeit-
liche Entwicklung fiir verschiedene Hamiltonoperatoren vergleicht. Sei
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Uo(t, to) die Familie der Zeitentwicklungsoperatoren zu den Hamilton-
operatoren Hy(t) und sei

Hi(t) = Ug(t, to) " (H(t) — Ho(t))Up(t, to) -

Wir betrachten die unitdren Operatoren

U(t to) = Te i M)
Dann gilt

U(t,to) = Uo(t, to)Ur(Z, to)
Als Anwendung berechnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeit zwi-
schen stationédren Zustdnden eines zeitunabhéngigen Hamiltonopera-
tors Hp unter dem Einfluss eines zeitabhéngigen Storterms H (t) — Hy.
Seien ®; und ®; normierte Eigenvektoren von H, mit Energeieigenwer-
ten F; # Ey. Zur Zeit ty sei das System im Anfangszustand ®;. Dann

ist die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit ¢t > ¢, im Zustand ®;
zu finden, gegeben durch

Wiﬂf@? tO) = |(q)f7 U(t> to)q)i) |2
= [(@y, Ui(t, to)®;)]* .
In unterster Ordnung in der Stérung findet man

2

t
Wi p(t,to) = |/ dt/(q)faH(t)q)i)ei(t'*to)(Ef*Ei)
to

Weicht H(t) nur in einem endlichen Zeitintervall von Hy ab, und ist
Wi_,f = lim I/Vi_,f(t,to) s

to——o00,t—00
so gilt
Wip = 27| himp(wip) |, himy(t) = (P, H(t)®;) ,wip = E; — Ef .

Sei z.B. H(t) = Hy + Af(t) + A* f(t) mit supp f kompakt. Dann ist
Wiy = 2| f(wip) (®5, ADy) + f(—wis) (Bf, A"f) >

Ist f(t) = ™ fiir t € [~T/2,T/2] und Null auBerhalb, so ist f(w;;) =
(27T)_1 2sin(w—w;§)T/2
wW—ws f

ein Resonanzverhalten,

. Die Ubergangswahrscheinlichkeit zeigt bei w ~ w; ¥

|24sin2(w —wip)T/2

Wiy = |(®y, AD;) ~ T (g, AD;) | .

In vielen Féllen, z.B. bei der Bestrahlung eines Atoms mit inkohéren-
tem Licht, kann f als eine Zufallsvariable angesehen werden, mit dem
statistischen Mittelwert der 2-Punkkorrelationen

FOF(E)) = / AT (1))
) =0 = (FOFD) -
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Ist die Quelle eine Zeit T' lang eingeschaltet, so gilt fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit im statistischen Mittel

.2

Wiy = [ ot (a7, A P e )T

o 4sin®(w + wiy)T/2

| (w4 wif)? )

Ist die Frequenzverteilung I konzentriert bei w;r, so kann der zweite

Term vernachléssigt werden. Setzen wir w’ = (w —w; )T, so ergibt sich
W' 4sin?w’/2

Wiy %T/dw’[(wif+T) N

Ist I stetig, so wichst die Ubergangswahrgcheinhchkeit linear an, und
man erhélt fiir die Ubergangsrate w;_.; (Ubergangswahrscheinlichkeit
pro Zeit) den Ausdruck

wi—p =211 (wiy)] (D, AD;)?

Hierbei haben wir die Formel

4sin® w/2
/ qot w2y
w

ausgenutzt.
Als eine Anwendung betrachten wir das Wasserstoffatom im elek-
tromagnetischen Feld . Wir beschreiben die Welle durch ein Vektorpo-

tential A(x,t), das die Wellengleichung

32
(5 — AKX =0
erfiillt und der Coulombeichbedingung
divA =0
geniigt. Der Hamiltonoperator ist
1 e? ge
Ht)=—(p—eA)P?—-——-"S.B
®) 2m (p—eA) Adr|x|  2m
mit dem Magnetfeld B = rot A. Wir setzen
1 e?
Hy=—|p|* -
0 2m|p| 47 |x|

und wie vorher

(&

Hy(t) :eiHot( p-A—£S~B+€—2|A|2)e—iH0t .
2m 2m

2m
Wir wollen voraussetzen, dass das magnetische Feld so klein ist, dass
der quadratische Term in A vernachléssigt werden kann. Nach der vor-
angegangenen Diskussion kommt der Hauptbeitrag fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von den Frequenzen, die nahe bei +w;; liegen. Die
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zugehorigen Wellenlédngen sind grof verglichen mit dem Bohrschen Ra-

dius
2T 2 2

)\ = ~ B = qQ—
wif  ma a
mit der Feinstrukturkonstante oo = % ~ 1/137. Wir konnen daher die

Ortsabhangigkeit von A (und damit B) vernachldssigen. Wir erhalten
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in 1. Ordnung

2
e A~
Wiy =21 —[A(wyy) - (27, %))

Nutzt man noch aus, dass wegen
(®f,x(t)P;) = e (Dy,x(0)D;)
gilt
(q)f,pq)i) = —iwifm(q)f,xq)i) ,
sowie dass das elektrische Feld E durch E = —%A gegeben ist (fiir

die Fouriertransformierten gilt also E(w) = iwA(w)), so findet man die
Formel
Wi = 2me?|E(wiy) - (f,xP;)[* .

Uberginge, bei denen dieser Term dominiert, nennt man elektrische
Dipoliibergéinge. Ubergiinge,bei denen das Matrixelelement (CID f,xfbi)
verschwindet, nennt man verboten. Tatséchlich konnen auch die ver-
botenen Ubergéinge auftreten, aber ihre Intensitit ist geringer. Man
findet als Auswahlregel fiir erlaubte Ubergiinge (falls das elektrische
Feld in z-Richtung zeigt) Am = 0, Al = £1, wie sich leicht aus den
Eigenschaften der Kugelfunktionen ergibt,

(Y}m,cos HY/m/) =0 fir m=#m oder | =U'| #1.

Ubergéinge mit E; > E; nennt man Absorption; das Atom ab-
sorbiert ein Quant der Grofle w = Ey — F; aus dem Strahlungsfeld;
Ubergéinge mit E; < E; nennt man induzierte Emission; das Atom
emittiert ein Quant der Grofle E; — E;. Dieser Prozess ist die Grund-
lage fiir den Laser.

Bei inkohérenter linear polarisierter Strahlung mit Polarisations-
richtung n findet man als Ubergangsrate

Wiy = me* I (wig)| (s, n - xD;)|?
wobei [(w)dw die Intensitdt der elektromagnetischen Welle im Fre-
quenzbereich [|w|, |w| + dw] ist.

Als nichstes betrachten wir die Ubergangswahrscheinlichkeit bei
einer konstanten Stérung. Dieser Fall ist besonders dann interessant,
wenn ein Eigenwert des ungestérten Hamiltonoperators nicht isoliert
liegt und daher bereits durch kleine Stérungen instabil wird.

Sei Fy ein Eigenwert des ungestorten Hamiltonoperators Hy mit
(normierter) Eigenfunktion W, und seien xz, & € Q C R" schwache
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Eigenvektoren von Hy mit Eigenwerten E(k), die eine verallgemeinerte
Orthonormalbasis des orthogonalen Komplements von ¥ bilden, d.h.
es gibt ein Mafl i auf €2, sodass gilt

(©.0) = [ dui) (@) (@) + (8, ) (V. @)

(Vollsténdigkeit) und sodass fiir alle ¢ € L*(2, ) ein ® € §, LY
existiert mit

(xk, @) = (k) .
Fiir die Zerfallswahrscheinlichkeit des Zustands ¥ zur Zeit ¢ nach Ein-
schalten einer zeitlich konstanten Stérung H;p gilt in 1. Ordnung

4sin*(E(k) — Eo)t/2
W(t) = [ du(k H V)
0= [ anl (o )P E =
Fiir grofle ¢ kommt der Hauptbeitrag von den schwachen Eigenvek-
toren mit Energie E(k) ~ E,. Wir nehmen an, dass

9(E) = / Apu(k) | (e ) PS(E(R) — B)

in der Ndhe von Ej eine stetige Funktion ist (¢(E£)dE ist auf jeden
Fall ein wohldefiniertes Maf}). Dann folgt wie vorher, dass die Wahr-
scheinlichkeit proportional zur Zeit anwéchst, und man findet fiir die
Zerfallsrate

w2 [ )] (xe, H0) POCER) — o) =T

(Fermis ,,Goldene Regel®).

Als eine Anwendung betrachten wir die spontane Emission. Die-
se ist im Rahmen der Quantenmechanik nicht ableitbar. Sie beruht
darauf, dass ein quantisiertes elektromagnetisches Feld nicht identisch
verschwinden kann, weil die Operatoren der elektrischen und magneti-
schen Feldstérke kanonische Vertauschungsrelationen besitzen und da-
her Unschérferelationen erfiillen.

Wir betrachten einen Hilbertraum, der ein Tensorprodukt des Hil-
bertraums des untersuchten atomaren System mit dem Hilbertraum der
Photonen ist. Anfangs ist das System im Zustand ®; ® |0), wobei |0)
den Vakuumzustand des elektromagnetischen Feldes bezeichnet. Das
gekoppelte System besitzt aber, wenn ®; nicht der Grundzustand ist,
kontinuierliches Spektrum nahe bei F;, namlich die schwachen Eigen-
vektoren &y ® |k, \) mit |k| ~ E; — E;. Hierbei bezeichnet |k, \) den
1-Photonzustand mit Impuls k und Polarisation A. Wir normieren die
uneigentlichen 1-Photonzustédnde mit scharfem Impuls durch

(k, A|K', V) = 2k|5(k — K')dry

(Diese Normierung hat den Vorteil, dass sie lorentzinvariant ist.) Um
Fermis goldene Regel anwenden zu kénnen, berechnen wir die Matrix-
elemente des Wechselwirkungsterms —eA - p/m. Hierbei ist A(x) ein
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Operator im Fockraum der Photonen, der aus dem Vakuum einen 1-
Photonzustand erzeugt. Es gilt

(k, \[A(x)|0) = (27)~3/2e~Txg,

Die Polarisationsvektoren ey, A = 1,2 sind dabei eine orthonormale
Basis des Orthogonalraums von k. Die Wellenlénge, die den atomaren
Ubergingen entspricht, ist sehr viel grofer als der Radius der Atome,
daher kann e~** bei der Berechnung der Matrixelemente zwischen ® ¢
und ®; gleich 1 gesetzt werden. Wir finden fiir die Zerfallsrate nach der
goldenen Regel

-t [ 22 52 0|~ ) (1 A0 - )

= QWeZwEfI(CIDf,XCI)i)\Q(ZW)3/dk§5(/{ - (.Uif)QTf/d@ sin (1 — cos®6)

= %aw?ﬂ (q)f, X(I)Z) ’2



