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KAPITEL 1

Einleitung

Die Gravitation ist die einzige Wehselwirkung, die bis heute niht mit den

Prinzipien der Quantenphysik vereinbar ist. F

�

ur alle anderen Wehselwirkungen

steht mit dem Rahmen der Quantenfeldtheorie ein im Prinzip konsistentes theo-

retishes Modell zur Verf

�

ugung, das experimentell gut getestet ist. Zwar gibt

es auh im Rahmen der Quantenfeldtheorie sehr ernste ungel

�

oste Grundlagen-

probleme, wie etwa das Problem der Existenz nihttrivialer Theorien, aber die

Probleme bei einer Quantenphysik der Gravitation sind deutlih shwerer. Man

kann 3 haupts

�

ahlihe Shwierigkeiten benennen:

� Quantene�ekte der Gravitation sind experimentell niht nahgewiesen wor-

den. Dies ist konsistent mit den Gr

�

o�enordnungen: Setzt man  = ~ = 1,

so ist die Gravitationskonstante

G = (1; 6 � 10

�33

m)

2

: (1.1)

Die kleinsten Abst

�

ande, die in der heutigen Elementarteilhenphysik gete-

stet werden, liegen in der Gr

�

o�enordnung von 10

�17

m. Bei diesen Abst

�

anden

ist die Gravitationswehselwirkung der bekannten Elementarteilhen unter-

einander praktish niht me�bar. Durhaus me�bar ist aber die Wirkung

eines

"

�

au�eren\ Gravitationsfeldes, d.h. die Wirkung des Gravitationsfeldes

eines makroskopishen K

�

orpers auf ein Elementarteilhen.

� Im Gegensatz zu allen anderen bekannten fundamentalen Wehselwirkun-

gen ist die Kopplungskonstante der Gravitation dimensionsbehaftet (nah-

dem  = ~ = 1 gesetzt worden ist). In der relativistishen Quantenfeldtheo-

rie mu� man neben den realen Prozessen auh alle sogenannten virtuellen

Prozesse mitber

�

uksihtigen. Bei diesen k

�

onnen beliebig kleine Abst

�

ande

auftreten. W

�

ahrend bei der Elektrodynamik die St

�

arke der Wehselwir-

kung nahezu unabh

�

angig von der Skala ist, wird die Gravitation bei kleinen

Abst

�

anden sehr stark, so dass eine konsistente

�

Ubertragung des

�

ublihen

quantenfeldtheoretishen Programms bis heute niht m

�

oglih war.

� Die Gravitation, in der Form der Allgemeinen Relativit

�

atstheorie, ist eine

Theorie der Raumzeit. Zu ihrer Interpretation werden klassishe Begri�e

verwandt, insbesondere Bahnkurven von Teilhen. In der Quantenfeldtheo-

rie, auf der anderen Seite, spielt die vorgegebene Raumzeit eine wesentlihe

Rolle sowohl in der Formulierung der Theorie als auh in ihrer Interpreta-

tion.
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6 1. EINLEITUNG

Seit einigen Jahren gibt es intensive Anstrengungen, zu einer Quantentheorie

der Gravitation zu gelangen. Am bekanntesten ist die Stringtheorie, eine Theo-

rie, bei der elementare F

�

aden miteinander wehselwirken und die im Niederener-

gielimes sowohl die

�

ublihe Quantenfeldtheorie als auh die Relativit

�

atstheorie

enthalten soll. Ein anderer Zugang beruht auf der kanonishen Quantisierung der

klassishen Gravitation. Hierbei kommt es auf die geshikte Wahl der kanoni-

shen Variablen an. Am aussihtsreihsten ersheinen die sogenannten Ashtekar-

variablen, in denen die Gravitation die Struktur einer Eihtheorie erh

�

alt, die den

erfolgreihen Eihtheorien f

�

ur die anderen Wehselwirkungen sehr

�

ahnlih ist.

In dieser Vorlesung will ih niht n

�

aher auf diese interessanten Ans

�

atze ein-

gehen. Stattdessen will ih mih auf die Approximation beshr

�

anken, da� die

Gravitation dadurh ber

�

uksihtigt wird, da� die Quantenfelder in einer vorgege-

benen gekr

�

ummten Raumzeit leben. Diese Approximation sollte f

�

ur den gr

�

o�ten

Teil der uns heute und in n

�

aherer Zukunft m

�

oglihen Experimente ausreihend

sein. Sie hat den gro�en Vorteil, da� man mit wohlverstandenen Konzepten ar-

beiten kann. Sie ist aber alles andere als trivial. Dabei stellt sih heraus, da� das

Hauptproblem die fehlende Translationsinvarianz ist. Die entwikelten Methoden

sollten daher auh in anderen Anwendungen der Quantenfeldtheorie, etwa in der

Festk

�

orperphysik, von Interesse sein.

Der Plan der Vorlesung ist wie folgt: zun

�

ahst sollen Grundlagen der Allge-

meinen Relativit

�

atstheorie besprohen werden. Insbesondere sollen di�erential-

geometrishe Begri�e wie Metrik, Paralleltransport und Kr

�

ummung eingef

�

uhrt

und an Beispielen aus der Relativit

�

atstheorie erl

�

autert werden. Danah sollen

Quantenfelder, die sih unter dem Einu� eines vorgegebenen Gravitationsfeldes

entwikeln, studiert werden. Hierbei treten interessante neue Ph

�

anomene auf.

Das prominenenteste Beispiel daf

�

ur ist die Hawking-Strahlung shwarzer L

�

oher.

An diesem Beispiel zeigt sih, da� es eine ausgezeihnete Klasse physikalisher

Zust

�

ande gibt, die sogenannten Hadamardzust

�

ande, die dadurh gekennzeihnet

sind, dass sie im kleinen wie das Vakuum aussehen. Vor einigen Jahren ist es Ma-

rek Radzikowski gelungen, diese Eigenshaft in einfaher Weise mathematish zu

formulieren,mit Hilfe der sogenannten Wellenfrontmengen. Dieser Begri� stammt

aus der mikrolokalen Analysis, mit deren Hilfe man erfolgreih eine qualitative

Theorie partieller Di�erentialgleihungen entwikelt hat. Ih werde eine kurze

Einf

�

uhrung in diese mathematishe Theorie geben.

Der zweite Teil der Vorlesung baut auf diesen Voraussetzungen auf. Es zeigt

sih, da� sih viele Methoden aus der Quantenfeldtheorie unter Verwendung der

mikrolokalen Analysis auf gekr

�

ummte Raumzeiten

�

ubertragen lassen. So konn-

ten damit erstmals andere als freie Felder auf gekr

�

ummten Raumzeiten betrah-

tet werden. Wir werden zun

�

ahst die sogenannten Wikpolynome freier Felder

konstruieren, danah weren wir die bei der Einf

�

uhrung wehselwirkender Felder

erforderlihe Renormierung besprehen. Am Ende steht die st

�

orungstheoretishe

Konstruktion wehselwirkender Felder.



1. EINLEITUNG 7

Die Vorlesung baut auf den Vorlesungen Elektrodynamik und Quantenme-

hanik I auf. Kenntnisse aus der Relativit

�

atstheorie und der Quantenfeldtheorie

werden niht vorausgesetzt. Tats

�

ahlih eignet sih der

�

ublihe Begri�sapparat

der Quantenfeldtheorie niht gut f

�

ur eine

�

Ubertragung auf gekr

�

ummte Raum-

zeiten, da der Formalismus sehr stark von der Translationsinvarianz Gebrauh

maht. Besser geeignet ist die algebraishe Formulierung der Quantenfeldtheorie,

wie man sie im Buh von Haag

"

Loal Quantum Physis\ �ndet. Zum Thema der

Vorlesung gibt es 3 Monographien: Birrell and Davies, Fulling, Wald. Insbesonde-

re das Buh von Wald stellt eine gute Referenz f

�

ur den ersten Teil der Vorlesung

dar. F

�

ur den zweiten Teil der Vorlesung mu� auf Originalliteratur verwiesen wer-

den, insbesondere auf die gerade ershienene Arbeit von R. Brunetti und mir,

"

Miroloal analysis and interating quantum �eld theories: renormalization on

physial bakgrounds\.
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KAPITEL 2

Die mathematishe Struktur der Raumzeit in der

Allgemeinen Relativit

�

atstheorie

Nah der klassishen Mehanik bewegt sih ein Massenpunkt unter dem Ein-

uss eines Gravitationspotentials V (x) so, dass die Wirkung

S =

Z

t

0

dt

0

�

1

2

j
_
xj

2

� V (x)

�

(2.1)

minimal wird, bei festgehaltenem Anfangspunkt x(0) und Endpunkt x(t) (Prin-

zip der kleinsten Wirkung). Charakteristish f

�

ur die Gravitation ist, dass die

Bewegung unabh

�

angig von der Masse des Teilhens ist (Gleihheit von tr

�

ager

und shwerer Masse). Nah Einstein l

�

a�t sih das Prinzip der kleinsten Wirkung

f

�

ur die Bewegung im Gravitationsfeld geometrish interpretieren. Dazu versieht

man die Raumzeit R�R

3

mit einer Metrik

ds

2

=

3

X

�;�=0

g

��

dx

�

dx

�

: (2.2)

In Abwesenheit von Gravitationsfeldern ist

g = � :=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

: (2.3)

Hierbei sind x

1

; x

2

; x

3

r

�

aumlihe kartesishe Koordinaten, und die Metrik g ist

auf den Hyper

�

ahen ftg �R

3

das Negative der euklidishen Metrik. Die Koor-

dinate x

0

beshreibt die Zeit. R

4

, als aÆner Raum, mit der Metrik g = � hei�t

Minkowskiraum (Notation M ).

Gravitationsfelder werden nah Einstein durh eine Metrik g 6= � beshrieben,

die ebenfalls die Signatur (+���) besitzt. Bahnen physikalisher Teilhen x(t)

haben einen Tangentenvektor _x(t), der zeit- oder lihtartig,

g( _x; _x) =

X

g

��

dx

�

dt

dx

�

dt

� 0 ; (2.4)

und zukunftsgerihtet ist

dx

0

dt

> 0 : (2.5)

9



10 2. DIE MATHEMATISCHE STRUKTUR DER RAUMZEIT IN DER ART

d� =

p

g( _x; _x)dt interpretiert man als die Eigenzeit des Teilhens.

Setzt man jetzt g

00

= 1 + 2V , wobei V so gew

�

ahlt wird, dass es bei 1 ver-

shwindet, w

�

ahrend alle anderen Komponenten von g ihre Minkowskiraumwerte

behalten, so ist die Bahn maximaler Eigenzeit von a nah b durh das Maximum

des Funktionals

� =

Z

b

0

a

0

dt

p

1 + 2V � j
_
xj

2

(2.6)

gegeben, wobei

�

uber alle Bahnen der Form x(t) = (t;x(t)) mit x(a

0

) = a, x(b

0

) =

b und j
_
xj

2

< 1 + 2V variert wird. F

�

ur kleine Geshwindigkeiten und Potentiale

gilt

p

1 + 2V � j
_
xj

2

� 1 + V �

1

2

j
_
xj

2

; (2.7)

die Bahnen maximaler Eigenzeit gehen in diesem Grenzfall also in die Bahnen

minimaler Wirkung

�

uber.

Nah der Allgemeinen Relativit

�

atstheorie ist ein rotationssymmetrishes Gra-

vitationsfeld ausserhalb der Massenverteilung durh die Shwarzshildmetrik

ds

2

=

�

1 �

2m

r

�

dt

2

�

�

1 �

2m

r

�

�1

dr

2

� r

2

(d�

2

+ sin

2

�d'

2

) (2.8)

gegeben, wobei m als die Gesamtmasse interpretiert wird. Ist der Radius der

Massenverteilung kleiner als der Shwarzshildradius 2m, so wird die Metrik bei

r = 2m als Funktion von r singul

�

ar. Betrahten wir nun die r

�

aumliheHyper

�

ahe

t = 0. Eine radiale Kurve vom Punkt r = R zum Punkt r = 2m hat die L

�

ange

s =

Z

R

2m

dr

 

r

1 �

2m

r

!

�1

=

p

R(R � 2m)+m ln

�

1

m

(R �m+

p

R(R � 2m))

�

:

(2.9)

Der Shwarzshildradius be�ndet sih also in endlihem r

�

aumlihen Abstand.

F

�

uhren wir eine neue Koordinate u =

p

r � 2m ein, so erhalten wir f

�

ur die Metrik

ds

2

=

u

2

u

2

+ 2m

dt

2

� (u

2

+ 2m)4du

2

� (u

2

+ 2m)

2

(d�

2

+ sin

2

�d'

2

) : (2.10)

Wenn wir jetzt auh noh u durh v = u

p

8m ersetzen, dann lassen sih die

Hyper

�

ahen t = onst mit der zu v > 0 geh

�

origen Teilmenge der folgenden

shlauhf

�

ormigen Hyper

�

ahe des euklidishen Raumes R

4

= R

3

�R identi�zie-

ren:

C = f(x; v);x 2 R

3

; jxj =

v

2

8m

+ 2mg : (2.11)

Der Shwarshildradius entspriht v = 0. Dort besitzt C seine d

�

unnste Stelle,

aber keine Singularit

�

at.
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0v
0x

0y

Abbildung 1. Die Hyper

�

ahen t = onst. Wir unterdr

�

uken die z-Kom-

ponente aus (2.11):

p

x

2

+ y

2

=

v

2

8m

+ 2m. Die d

�

unnste Stelle (v=0) misst den

Shwarzshildradius 2m.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass es vorkommen kann, dass Singularit

�

aten

von der Wahl eines Koordinatensystems abh

�

angen. Dieser Sahverhalt ist uns

nat

�

urlih bereits von den Kugelkoordinaten wohlvertraut (Singularit

�

aten bei r =

0 und bei � = 0).

Ein Grundprinzip der Allgemeinen Relativit

�

atstheorie ist die allgemeine Ko-

varianz, d.h. die Unabh

�

angigkeit physikalisher Aussagen von der Wahl eines

(zul

�

assigen) Koordinatensystems. Hierbei sind alle Koordinatensysteme zul

�

assig,

die keine k

�

unstlihen Singularit

�

aten erzeugen.

In modernen mathematishen Begri�en bedeutet das, dass die Raumzeit eine

di�erenzierbare Mannigfaltigkeit ist. In jedem gen

�

ugend kleinen Gebiet lassen

sih Koordinaten �nden, durh die die Punkte der Raumzeit mit Elementen von

R

4

identi�ziert werden. Die Wahl dieser Koordinaten ist aber in hohem Ma�e

willk

�

urlih.

Was ist eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit? Wir betrahten einen topolo-

gishen Raum M, d.h. eine Menge M, in der ein System von Teilmengen, das

System der o�enen Mengen, ausgezeihnet ist, das die folgenden Eigenshaften

besitzt:



12 2. DIE MATHEMATISCHE STRUKTUR DER RAUMZEIT IN DER ART

(i) M und ; sind o�en.

(ii) Die Vereinigung von o�enen Mengen ist o�en.

(iii) Der Durhshnitt endlih vieler o�ener Mengen ist o�en.

Eine Umgebung V eines Punktes p 2 M ist eine Teilmenge vonM, f

�

ur die es eine

o�ene Menge O gibt mit p 2 O � V. Wir setzen jetzt voraus, dass je zwei ver-

shiedene Punkte p; q 2 M disjunkte Umgebungen besitzen. Einen topologishen

Raum mit dieser Eigenshaft nennt man einen Hausdor�raum. Um Pathologien

auszushlie�en, wollen wir weiter annehmen, dass unser Raum parakompakt ist.

Damit ist das folgende gemeint. Sei V ein System o�ener Mengen, das M

�

uber-

dekt, d.h. jeder Punkt vonM liegt in mindestens einer Menge aus V. Dann gibt

es eine lokal endlihe Verfeinerung von V, d.h. ein System von o�enen Mengen

U, das M

�

uberdekt, so dass jeder Punkt nur in endlih vielen Mengen aus U

liegt und so dass jede Menge aus U in einer Menge aus V enthalten ist.

Ein auf einer o�enen Menge O erkl

�

artes Koordinatensystem (eine Karte) ist

eine hom

�

oomorphe (d.h. bijektive und zusammen mit der Umkehrabbildung ste-

tige) Abbildung ' von O auf eine o�ene Menge '(O) � R

d

. Zwei Karten '

i

auf

o�enen Mengen O

i

, i = 1; 2, heissen kompatibel, wenn '

1

Æ '

�1

2

�

'

2

(O

1

\O

2

)

nebst

seiner Umkehrabbildung unendlih oft di�erenzierbar ist. Eine

�

Uberdekung mit

paarweise kompatiblen Karten nennt man einen Atlas.

Damit k

�

onnen wir jetzt eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit de�nieren als

einen parakompakten Hausdor�raum mit einem Atlas. Die Struktur einer dif-

ferenzierbaren Mannigfaltigkeit ist vollst

�

andig enthalten in der Algebra der un-

endlih oft di�erenzierbaren Funktionen E(M). Hierbei heisst eine Funktion f

unendlih oft di�erenzierbar, wenn f

�

ur alle Karten (';O) die Funktionen f Æ'

�1

unendlih oft di�erenzierbar sind.

Eine glatte Kurve ist eine stetige Abbildung  eines Intervalls der reellen

Ahse in die Mannigfaltigkeit, so dass f Æ f

�

ur jede Funktion f 2 E(M) unendlih

oft di�erenzierbar ist . Der Tangentenvektor _ = X an eine Kurve  im Punkt

x = (t) kann mit dem Operator X : E(M) ! C , Xf =

d

dt

f Æ (t) identi�ziert

werden . Aufgrund der Produktregel besitzt X die Eigenshaft einer Derivation,

X(fg) = X(f)g(x) + f(x)X(g) : (2.12)

Umgekehrt l

�

asst sih zeigen, dass alle linearen Abbildungen X : E(M)! C , die

Gleihung (2.12) erf

�

ullen, als Tangentenvektoren von Kurven durh x auftreten.

Die Menge der Tangentenvektoren an einemPunkt x bildet einen Vektorraum,

den Tangentialraum T

x

M. Tangentialr

�

aume an vershiedenen Punkten lassen

sih in der Regel niht miteinander ident�zieren. Man bildet daher die disjunkte

Vereinigung aller Tangentialr

�

aume

TM =

[

x2M

fxg � T

x

M ; (2.13)

das sogenannte Tangentialb

�

undel. Die Tangentialr

�

aume nennt man die Fasern des

B

�

undels. Innerhalb einer Karte (';O) bilden die partiellen Ableitungen �

�

:=

�

�x

�
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nah den Koordinaten x

�

eine Basis des Tangentialraums, X = X

�

�

�

. Dadurh

erh

�

alt man eine bijektive Abbildung '

�

: TO ! '(O) �R

d

, die auf jeder Faser

ein Isomorphismus des Tangentialraums in den R

d

ist. Das System dieser Ab-

bildungen ist ein Atlas auf TM, so dass ein B

�

undel wieder eine di�erenzierbare

Mannigfaltigkeit ist.

Zu jedem Vektorraum V kann man den sogenannten Dualraum V

�

bilden,

das ist die Menge der linearen Funktionale k : V ! R mit der punktweisen Ad-

dition und Skalarmultiplikation. Im endlihdimensionalen Fall ist der Dualraum

isomorph zum urspr

�

unglihen Raum. Da es aber in der Regel keinen ausgezeih-

neten Isomorphismus gibt, maht es Sinn, beide R

�

aume zu untersheiden. Den

Dualraum des Tangentialraums nennt man den Kotangentialraum (Bezeihnung

T

�

x

M), die disjunkte Vereinigung nennt man das Kotangentialb

�

undel (Bezeih-

nung T

�

M). Beispiele f

�

ur Kotangentialvektoren sind die Di�erentiale von Funk-

tionen, df(X) := Xf . Innerhalb einer Karte (';O) sind die Koordinaten x

�

(die

Komponenten von ') C

1

-Funktionen. F

�

ur ihre Di�erentiale gilt:

dx

�

(X) = X

�

�

�x

�

(x

�

) = X

�

(2.14)

Daraus folgt

df(X) = X

�

�

�x

�

f =

�f

�x

�

dx

�

(X) (2.15)

d.h. f =

�

�x

�

fdx

�

. Die Di�erentiale der Koordinaten bilden also eine Basis des

Kotangentialraums.

Die besprohenen di�erentialgeometrishen Begri�e treten z. B. in der Theore-

tishen Mehanik auf. So ist der Kon�gurationsraum eine di�erenzierbare Man-

nigfaltigkeit, die durh verallgemeinerte Koordinaten q

i

beshrieben wird. Ge-

shwindigkeiten _q lassen sih als Tangentialvektoren interpretieren, und die La-

grangefunktion ist eine Funktion auf dem Tangentialb

�

undel. Der Phasenraum

wird mit dem Kotangentialb

�

undel identi�ziert, wobei die Abbildung TM !

T

�

M; (q; _q) 7! (q; p) durh

p(v) =

d

d"

L(q; _q + "v)j

"=0

(2.16)

mit v 2 T

q

M erkl

�

art wird.

Eine Metrik g auf einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit ist gegeben durh

eine niht entartete symmetrishe Bilinearform g

x

auf jedem Tangentialraum

T

x

(M), so dass g

x

bez

�

uglih x unendlih oft di�erenzierbar ist. Ist g

x

positiv

de�nit, so spriht man von einem Riemannshen Raum. In einem solhen Raum

kann man den Abstand zweier Punkte durh das In�mum der Kurvenl

�

angen

l =

Z

dt

p

g( _; _) (2.17)
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de�nieren, Dies gibt der Mannigfaltigkeit die Struktur eines metrishen Raums.

Die Euler-Lagrange-Gleihungen dieses Variationsproblems sind die sogenannten

Geod

�

atengleihungen.

Aufgabe 2.1. Bestimme die Geod

�

aten auf der Fl

�

ahe t

2

� x

2

� y

2

= 1 im

3-dimensionalen Minkowskiraum.

Sei  eine Geod

�

ate, d.h. eine Kurve minimaler L

�

ange zwishen hinreihend

nahe beieinander liegenden Punkten. Da die L

�

ange der Kurve unabh

�

angig von

der Parametrisierung ist, k

�

onnen wir die Wegl

�

ange als Parameter w

�

ahlen, so dass

p

g( _; _) = 1. Wir betrahten jetzt in einem Koordinatensystem die Kurven

x

h

(t) = x(t)+h(t) mit h(0) = h(l) = 0, wobei x(t) die gesuhte Geod

�

ate ist. Wir

erhalten die Euler-Lagrange-Gleihungen

�

�x

�

q

g

��

_

x

�

_

x

�

=

d

dt

�

_

x

�

q

g

��

_

x

�

_

x

�

(2.18)

Aufgrund der Annahme

�

uber die Parametrisierung vereinfahen sih diese Glei-

hungen zu

�

x

�

+ �

�

��

_

x

�

_

x

�

= 0 (2.19)

mit den Christo�elsymbolen

�

�

��

=

1

2

g

��

�

�

�x

�

g

��

+

�

�x

�

g

��

�

�

�x

�

g

��

�

(2.20)

Die Christo�elsymbole de�nieren einen sogenannten Zusammenhang (english

"

onnetion\) auf dem Tangentialb

�

undel, das heisst, sie liefern eine M

�

oglihkeit,

Tangentenvektoren an benahbarten Punkten miteinander zu vergleihen. Der

oben angegeben Zusammenhang heisst Levi-Civita-Zusammenhang.

Allgemein ist ein Zusammenhang auf demTangentialb

�

undel durh die Angabe

einer kovarianten Ableitung r festgelegt. Sei X ein glattes Vektorfeld, d.h. eine

unendlih oft di�erenzierbare Abbildung vonM in das Tangentialb

�

undel, so dass

X(x) 2 T

x

M f

�

ur alle x 2 M. Dann ist rX f

�

ur jedes x eine lineare Abbildung des

Tangentialraums am Punkt x. Es gilt die kovariante Produktregel mit f 2 E(M)

(rfX)(Y ) = df(Y )X + f(rX)(Y ) : (2.21)

Man shreibt oft rX(Y ) = r

Y

X.

Der Levi-Civita-Zusammenhang ist eindeutig harakterisiert durh die Forde-

rung, dass die Metrik kovariant konstant ist,

dg(X;Y )(Z) = g(rX(Z); Y ) + g(X;rY (Z)) (2.22)

und durh die Bedingung der Torsionsfreiheit,

rX(Y )�rY (X) + [X;Y ℄ = 0 : (2.23)

Hierbei ist der Kommutator [�; �℄ 2 T

x

M wie folgt de�niert:

[X;Y ℄ := [X

�

�

�

; Y

�

�

�

℄ = X

�

(�

�

Y

�

)�

�

� Y

�

(�

�

X

�

)�

�

: (2.24)
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Zum Beweis bilden wir die Kombination

Xg(Y;Z) + Y g(X;Z)� Zg(X;Y ) =

(2.22)

= g(r

X

Y;Z) + g(Y;r

X

Z + g(r

Y

X;Z) +

+ g(X;r

Y

Z)� g(r

Z

X;Y ) � g(X;r

Z

Y )

(2.23)

= 2g((r

X

Y;Z)� g([X;Y ℄; Z) + g(Y; [X;Z℄) + g(X; [Y;Z℄) :

Da Z beliebig und g niht entartet ist, ist r

X

Y eindeutig bestimmt. Dasselbe

gilt auh, wenn die Torsion niht vershwindet. In Koordinaten ist

r�

�

(�

�

) = �

�

��

�

�

: (2.25)

Torsionsfreiheit bedeutet Symmetrie der Christo�elsymbole in den beiden unteren

Indizes.

Mit Hilfe eines Zusammenhangs kann man erkl

�

aren, wie Tangentialvektoren

entlang einer Kurve parallel transportiert werden sollen. Sei  eine Kurve durh

x und X 2 T

x

M. Dann ist X((t)) der Paralleltransport von X entlang von ,

falls es eine L

�

osung der Di�erentialgleihung

r

_

X((t)) = 0 (2.26)

ist mit der Anfangsbedingung X(x) = X.

In der Raumzeit der Relativit

�

atstheorie ist die Metrik niht positiv de�nit,

sondern hat die Signatur (+ � ��). Solhe Mannigfaltigkeiten nennt man oft

Lorentzmannigfaltigkeiten. In ihnen gibt es zwar keinen Abstandsbegri�, aber

der Levi-Civita-Zusammenhang ist wohlde�niert, und Geod

�

aten sind durh die

Geod

�

atengleihung

r _( _) = 0 (2.27)

bestimmt.

zeitartig

lihtartig

raumartig

Abbildung 2. Zeit-, liht- und

raumartige Punkte, relativ zum Ur-

sprung.

Der Tangentialraum an jedem Punkt ist

isomorph zum Minkowskiraum, so dass Be-

gri�e wie zeitartig (g(X;X) > 0), lihtartig

(g(X;X) = 0) und raumartig (g(X;X) < 0)

eingef

�

uhrt werden k

�

onnen (s. Abbildung 2).

Die Menge der zeitartigen Vektoren zerf

�

allt in

zwei Zusammenhangskomponenten. Wenn es

ein Vektorfeld X gibt mit g(X;X) = 1 auf

ganz M, dann k

�

onnen wir die Zusammen-

hangskomponente von X(x) den Vorw

�

arts-

lihtkegel nennen. Lorentzmannigfaltigkeiten

mit dieser Eigenshaft nennt man zeitorien-

tierbar. Kurven, deren Tangentenvektor zeit-

oder lihtartig sind, nennt man kausal. Kau-

salen Kurven kann man eine wohlde�nierte
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L

�

ange zuordnen, die als Eigenzeit interpretiert wird. Zeitartige Geod

�

aten sind

kausale Kurven maximaler Eigenzeit innerhalb gen

�

ugend kleiner o�ener Mengen.

�

��

�

2

u

'

Abbildung 3. Die Liht-

strahlen (gestr. Linie) tre�en

niht die Cauhy

�

ahe ' = 0.

Ein wihtiger Begri� f

�

ur Lorentzmannigfaltig-

keiten ist der einer Cauhy

�

ahe. Darunter versteht

man eine Untermannigfaltigkeit, deren Tangenti-

alr

�

aume raumartig sind und die von jeder niht

verl

�

angerbaren kausalen Kurve genau einmal ge-

tro�en wird. Im Minkowskiraum sind die Hyper-

ebenen t = onst Beispiele f

�

ur Cauhy

�

ahen. Der

Hyperboloid x

2

= 1 aber ist zwar raumartig, doh

es gibt lihtartige Kurven, die ihn niht shneiden;

er ist also keine Cauhy

�

ahe. Lorentzmannigfal-

tigkeiten mit einer Cauhy

�

ahe nennt man glo-

bal hyperbolish. Sie sind di�eomorph zu R � �

mit Cauhy

�

ahen ftg��. Ein ber

�

uhmtes Beispiel

f

�

ur eine niht global hyperbolishe Raumzeit ist der

Anti-de-Sitter-Raum. Diesen Raum kann man dar-

stellen als die Hyper

�

ahe r

2

� �

2

= 1 im R

2

�R

3

mit der Metrik

ds

2

= dr

2

+ r

2

d'

2

�

�

d�

2

+ �

2

(d�

2

+ sin �

2

d 

2

)

�

; (2.28)

wobei wir im ersten Faktor Polarkoordinaten (r; ') und im zweiten Faktor Ku-

gelkoordinaten (�; �;  ) eingef

�

uhrt haben. Wir setzen � = tan u, u 2 (0;

�

2

) und

erhalten auf dem Anti-de-Sitter-Raum die Metrik

ds

2

= (1 + tan

2

u)(d'

2

� du

2

) � tan

2

u(d�

2

+ sin �

2

d 

2

) : (2.29)

Man erkennt, dass die Kurven ' � u = onst, �;  = onst, lihtartig sind, aber

niht alle die Fl

�

ahe ' = 0 shneiden. Problem: Zeige, dass es keine Cauhy-

Fl

�

ahe gibt.

–2

0

2

 x^1 

–2

0
 x^2 

0  x^0 

Abbildung 4. De-Sitter-

Raum in 3 kartesishen Koor-

dinaten

Eine andere wihtige Raumzeit ist der de-Sitter-

Raum. Er kann als die Hyper

�

ahe x

2

= �1 im 5-

dimensionalen Minkowskiraum dargestellt werden.

Die Metrik ist

ds

2

=

1

1 + t

2

dt

2

� (1 + t

2

)d


2

(2.30)

mit der Metrik d


2

der 3-dimensionalen Sph

�

are S

3

.

W

�

ahlt man als neue Zeitkoordinate � = artan t, so

ergibt sih

ds

2

= (1 + tan

2

� )(d�

2

� d


2

) (2.31)

Kurven der Form (�; (� )) mit einer Kurve  auf

S

3

mit j _j � 1 sind kausal. Man erkennt, dass alle

Hyper

�

ahen � = onst Cauhy

�

ahen sind.
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�

�

�

�

2

Winkelkoordinate aus S

3

�

2

Abbildung 5. Lihtkegel im de-Sitter-Raum. O�ensihtlih existieren Tei-

le des Universums, die niht entdekt werden k

�

onnen.

Aufgabe 2.2. Bestimme die zeitartigen Geod

�

aten im de-Sitterraum.

Wenn man versuht, eine o�ene Teilmenge der Mannigfaltigkeit isometrish

auf eine o�ene Teilmenge des R

d

mit konstanter Metrik abzubilden, gibt es

eine Obstruktion, die von Karten der Erdober

�

ahe her wohlbekannt ist: die

Kr

�

ummung. Sie wird durh den Riemannshen Kr

�

ummungstensor beshrieben.

Dieser gibt den Kommutator zweier partieller kovarianter Ableitungen an. Setzen

wir r

�

X := rX(�

�

), so ist R(�

�

; �

�

) = [r

�

;r

�

℄. R(�

�

; �

�

) ist f

�

ur jedes x eine

lineare Abbildung des Tangentialraums T

x

M. F

�

ur zwei beliebige Vektorfelder

X;Y gilt

R(X;Y ) = X

�

Y

�

R(�

�

; �

�

) = [r

X

;r

Y

℄�r

[X;Y ℄

: (2.32)

Bez

�

uglih der Metrik ist diese Abbildung antisymmetrish,

g(R(�

�

; �

�

)X;Y ) + g(X;R(�

�

; �

�

)Y ) = 0 ; (2.33)

geh

�

ort also zur Liealgebra der orthogonalen Gruppe zu g.

Wir wollen jetzt die Einsteinshe Idee, dass die Bewegung unter dem Ein-

uss eines Gravitationsfelds als Bewegung auf Geod

�

aten aufgefasst werden kann,

genauer untersuhen. Insbesondere interessiert uns der Zusammenhang zwishen

der Verteilung der Massen und der Metrik der Raumzeit.

Betrahten wir zun

�

ahst die Newtonshe Gravitation. Ein Massenpunkt am

Punkt x ist einer von seiner Masse unabh

�

angigen Gravitationsbeshleunigung

g(x) ausgesetzt. Das Gravitationsfeld g erf

�

ullt die Gleihung

div g = �4�� (2.34)

mit der Massendihte � (wir haben die Gravitationskonstante gleih 1 gesetzt).

Diese Gleihung l

�

asst sih geometrish interpretieren. Sei G ein Gebiet des R

3

.

Wir betrahten die Bewegung der Punkte von G unter der Di�erentialgleihung

�
x = g mit der Anfangsgeshwindigkeit Null. Wir erhalten x(t) = x+

1

2

gt

2

+O(t

3

).
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Abbildung 6. Parallelvershiebung eines Vektors l

�

angs Geod

�

aten auf der

Kugel. Wir starten am Nordpol, vershieben l

�

anges des 90'ten L

�

angengrades,

dann l

�

angs des

�

Aquators und l

�

angs des 0'ten L

�

angengrades zur

�

uk. Die Dre-

hung des Vektors ist eine Folge der Kr

�

ummung.

Das Volumen von G

�

andert sih unter dieser Transformation nah Vol(G

t

) =

Vol(G) �

1

2

t

2

R

G

4�� + O(t

3

). Wir vergleihen jetzt diese Volumen

�

anderung mit

derjenigen, die bei einer Bewegung auf Geod

�

aten auftritt. Sei 

x

0

eine Geod

�

ate

mit einem zukunftsgerihteten normierten Tangentenvektor V am Punkt x

0

. Die

Geod

�

aten am Punkt x

0

mit Tangentenvektoren Z, die senkreht zu V gerihtet

sind, spannen eine 3-dimensionale raumartige Fl

�

ahe G auf. Wir setzen V auf

dieser Fl

�

ahe durh Paralleltransport entlang dieser Geod

�

aten fort und betrah-

ten die Geod

�

aten 

x

, die durh den Punkt x gehen und dort den Tangenten-

vektor V (x) besitzen. Wir wollen jetzt das (3-dimensionale) Volumen der Menge



x

Z(t)

V

Z

x

0

x

V (x)



x

(t)



x

0

Abbildung 7. Z ist orthogonal zu V; V (x) Paralleltransport von V entlang

der Geod

�

aten durh x

0

mt Tangentenvektor Z. 

x

ist die Geod

�

ate durh x mit

Tangentenvektor V (x).

G

t

= f

x

(t); x 2 Gg untersuhen. Dazu betrahten wir eine in�nitesimale Um-

gebung von x

0

, die durh fZ 2 T

x

0

M; g(V;Z) = 0; jg(Z;Z)j < 1g beshrieben
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wird. Das in einer Umgebung von 

x

0

gegebene Vektorfeld V erzeugt eine 1-

Parametergruppe von Di�eomorphismen, dadurh wird Z zu einem Vektorfeld

auf 

x

0

. Es gilt r

Z

(V )(x

0

) = 0, [V;Z℄ = 0. Weiter gilt

r

2

V

Z = r

V

r

Z

V = [r

V

;r

Z

℄V = R(V;Z)V : (2.35)

Diese Gleihung nennt man die Jaobi-Gleihung oder die Gleihung der geod

�

ati-

shen Deviation. Sie beshreibt, wie sih der Abstand zweier urspr

�

unglih par-

alleler Geod

�

aten ver

�

andert. Das Volumen

�

andert sih dann um den Faktor 1 �

1

2

t

2

R

��

V

�

V

�

+O(t

3

) mit dem Riitensor

R

��

= hdx

�

; R(�

�

; �

�

)�

�

i : (2.36)

Vergleih mit dem Newtonshen Gravitationsgesetz ergibt

R

��

V

�

V

�

= 4�� ; (2.37)

wenn � die Energiedihte im Ruhsystem von  ist. Um zu einer Gleihung zu

gelangen, die unabh

�

angig vom Bezugssystem ist, bietet es sih an, � als die Kom-

ponente des Energieimpulstensors

T

��

= �V

�

V

�

(2.38)

in Rihtung von V anzusehen. Hierbei ist V das Geshwindigkeitsfeld, und es wir-

ken au�er der Gravitation keine Kr

�

afte zwishen den Massenpunkten (

"

Staub\).

Wegen

� = T

�

�

= T

��

V

�

V

�

(2.39)

legt Gleihung (2.37) die Beziehung zwishen Rii-Tensor und Energieimpuls-

Tensor noh niht fest. Doh der Energieimpulstensor ist kovariant erhalten,

r

�

T

��

= 0 ; (2.40)

w

�

ahrend der Riitensor die kovariante Divergenz

r

�

R

��

=

1

2

r

�

R (2.41)

besitzt, mit der skalaren Kr

�

ummung R = R

�

�

. Als einzige lineare Beziehung

bleibt daher die Einsteingleihung

R

��

= 8�(T

��

�

1

2

Tg

��

) (2.42)

mit T = T

�

�

. Man kann zur Einstein-Gleihung noh einen inhomogenen Term

�g

��

hinzuf

�

ugen. Dieser sogenannte kosmologishe Term ist von Einstein ein-

gef

�

uhrt worden, um die Stabilit

�

atseigenshaften seiner Gleihung zu verbessern.

Aktuelle Messungen ergeben f

�

ur � einen kleinen, aber von Null vershiedenen

Wert.
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Die einfahsten Raumzeiten sind diejenigen mit konstanter Kr

�

ummung. In

ihnen gilt

R(X;Y )Z =

1

12

R (g(Y;Z)X � g(X;Z)Y ) : (2.43)

Beispiele f

�

ur Raumzeiten mit konstanter Kr

�

ummung sind der Minkowskiraum

(R = 0), der Anti-de-Sitterraum (R > 0) und der de-Sitterraum (R < 0)). Der

Energieimpulstensor muss dort die Form haben

T

��

= �

1

32�

Rg

��

: (2.44)

F

�

ur eine ideale Fl

�

ussigkeit gilt

T

��

= (�+ p)V

�

V

�

� pg

��

(2.45)

mit der Energiedihte � und dem Druk p. Konstante Kr

�

ummung ist also nur

m

�

oglih, wenn �+ p = 0.

Relevanter f

�

ur die Kosmologie sind Raumzeiten, in denen die r

�

aumlihen

Shnitte konstante Kr

�

ummung haben. Sie sind von der Form M = R� � mit

einer Metrik

ds

2

= dt

2

� a(t)

2

h

ij

dx

i

dx

j

; (2.46)

wobei h eine Riemannshe (d.h. positiv de�nite) Metrik auf der 3-dimensionalen

Mannigfaltigkeit � ist, so dass die Kr

�

ummung von � konstant ist. Man spriht

von Robertson-Walker-Raumzeiten oder auh vom Friedmann-Universum. Bei-

spiele f

�

ur 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit konstanter Kr

�

ummung sind die

3-Sph

�

are S

3

(Kr

�

ummungsskalar k > 0), der euklidishe Raum R

3

(k = 0) und der

hyperbolishe Raum H

3

= fx 2 M ; x

2

= 1g (k < 0). In geeigneten Koordinaten

ist

h =

1

1 � kr

2

dr

2

+ r

2

(d�

2

+ sin

2

�d�

2

) : (2.47)

F

�

ur die Kr

�

ummung der Raumzeit �ndet man

R(�

i

; �

j

)X =

k + _a

2

a

2

(g(�

j

;X)�

i

� g(�

i

;X)�

j

)

R(�

0

; �

i

)X =

�a

a

(g(�

i

;X)�

0

� g(�

0

;X)�

i

) :

(2.48)

Daraus erh

�

alt man die Komponenten des Riitensors

R

00

=� 3

�a

a

R

0i

=0

R

ij

=

�

�a

a

+ 2

k + _a

2

a

2

�

h

ij

(2.49)
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und den Kr

�

ummungsskalar R = �6

�

�a

a

+

k+_a

2

a

2

�

. Die Einsteingleihungen lauten

(mit T

00

= �, T

0i

= 0, T

ij

= ph

ij

)

�3

�a

a

=4�(�+ 3p)

�a

a

+ 2

k + _a

2

a

2

=4�(�� p)

(2.50)

Aufgabe 2.3. L

�

ose die Einsteingleihungen im Friedmann-Universum f

�

ur

Staub (p = 0) und f

�

ur elektromagnetishe Strahlung (p =

1

3

�).
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KAPITEL 3

Freie Quantenfelder; der Hawkinge�ekt

Wir betrahten ein skalares Feld auf einer global hyperbolishen Raumzeit,

das die kovariante Klein-Gordon-Gleihung erf

�

ullt,

(�

g

+m

2

� �R)' = 0 ; (3.1)

mit dem kovarianten Wellenoperator

�

g

= jgj

�

1

2

�

�

g

��

jgj

1

2

�

�

; (3.2)

(jgj = jdet g

��

j). Auf einer global hyperbolishen Raumzeit ist das Cauhy-

Problem f

�

ur die Klein-Gordon-Gleihung eindeutig l

�

osbar. Insbesondere gibt es

zu jeder Testfunktion f 2 D(M) (D(M) ist der Raum der unendlih oft dif-

ferenzierbaren Funktionen auf M mit kompaktem Tr

�

ager) eindeutig bestimmte

retardierte und avanierte L

�

osungen E

ret

f und E

av

f der inhomogenen Gleihung.

E

ret=av

sind Operatoren von D(M) nah E(M), die die Gleihungen

DE

ret=av

= E

ret=av

D = id ; D := �

g

+m

2

� �R (3.3)

erf

�

ullen. Ihre Integralkerne sind Distributionen auf D(M)
D(M) = D(M�M)

mit Tr

�

ager in f(x; y); y 2 J

�

(x)g. Die Di�erenz ihrer Integralkerne E(x; y) ist

eine antisymmetrishe Distribution, die in x und in y eine L

�

osung der Klein-

Gordon-Gleihung ist (im Sinne von Distributionen). Einshr

�

ankungen von E

und seinen Ableitungen auf � � � f

�

ur eine Cauhy

�

ahe � haben wegen der

Tr

�

agereigenshaften von E Tr

�

ager auf der Diagonalen �(�) = f(x; x); x 2 �g.

Es gilt E �

�(�)

= 0, �

�;x

E = ��

�;y

E = �Æ

�

und �

�;x

�

�;y

E �

�(�)

= 0, wobei �

�

das zukunftsgerihtete Normalenvektorfeld auf � und Æ

�

den Integralkern des

Einheitsoperators auf D(�) bezeihnet, in Koordinaten �

�

= n

�

�

�

, Æ

�

(x; y) =

Æ(x� y)jhj

�

1

2

(y) mit der durh Einshr

�

ankung von g auf � erhaltenen Metrik h.

Die algebraishen Eigenshaften des zugeh

�

origen Quantenfeldes k

�

onnen jetzt

in einfaherWeise angegeben werden. Heuristish erwarten wir auf der Cauhy

�

ahe

� gleihzeitige Vertaushungsrelationen der Form

['(x); '(y)℄ = 0

['(x); �

�

'(y)℄ = iÆ

�

(x; y)

[�

�

'(x); �

�

'(y)℄ = 0

(3.4)

23



24 3. FREIE QUANTENFELDER; DER HAWKINGEFFEKT

Zusammenmit der Feldgleihung folgt daraus die Vertaushungsrelation aufM�

M

['(x); '(y)℄ = iE(x; y) : (3.5)

Um diese Relationen mit einem pr

�

azisen mathematishen Sinn zu versehen, fasst

man

�

ubliherweise das Quantenfeld als eine operatorwertige Distribution auf, d.h.

als eine lineare Abbildung des Testfunktionenraums D(M) in die Operatoren ei-

nes Hilbertraums, f

�

ur die noh geeignete Stetigkeitsbedingungen erf

�

ullt werden.

Auf gekr

�

ummten Raumzeiten erweist sih die Konstruktion dieses Hilbertraums

als in hohem Ma�e willk

�

urlih. Wir de�nieren daher die Quantenfelder zun

�

ahst

nur im Sinne abstrakter Algebren. Darstellungen dieser Algebren durh Opera-

toren von Hilbertr

�

aumen werden wir sp

�

ater diskutieren.

Wir suhen also eine lineare Abbildung ' von D(M) in eine (assoziative)

Algebra A mit Einselement und mit einer *-Operation

(A+ �B)

�

= A

�

+

�

�B

�

(AB)

�

= B

�

A

�

A

��

= A ;

(3.6)

so dass die folgenden Eigenshaften erf

�

ullt sind:

(i) A wird von den Elementen '(f), f 2 D(M) erzeugt.

(ii) ' erf

�

ullt die Feldgleihung (3.1) im Sinne von

Distributionen, d.h. '(Df) = 0, f 2 D(M).

1

(iii) ['(f); '(g)℄ = ihf;Egi

(iv) '(f)

�

= '(

�

f) .

Die Konstruktion der Algebra A ist einfah. Man betrahtet die Borhersalgebra

�

uber D(M), d.h. die Tensoralgebra mit der *-Operation f

�

:=

�

f , und dividiert

durh das Ideal, das von den Feldgleihungen und den Vertaushungsrelationen

erzeugt wird.

Aufgabe 3.1. Sei f 2 D(M) mit ['(f); '(g)℄ = 0 8 g 2 D(M). Zeige,

dass '(f) = 0. (Hinweis: In einer global hyperbolishen Mannigfaltigkeit M ist

J

+

(x) \ J

�

(y) f

�

ur alle Paare x; y 2 M kompakt.)

Niht so einfah zu entsheiden ist die Frage, ob es eine treue Darstellung von

A durh Hilbertraumoperatoren gibt.

�

Aquivalent dazu ist die Frage nah einer

gen

�

ugend gro�en Anzahl von Zust

�

anden (im Sinne von Erwartungswertfunktio-

nalen). Ein Zustand auf einer *-Algebra mit Einselement ist hierbei de�niert als

ein lineares Funktional ! auf A mit den Eigenshaften

!(A

�

A) � 0

!(1) = 1 :

(3.7)

1

Eigentlih m

�

usste hier der transponierte Operator D

t

stehen, doh bez

�

uglih des durh

die Metrik g ausgezeihneten Ma�es ist D formal selbstadjungiert.
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Ist A durh Hilbertraumoperatoren dargestellt, so liefert jeder Einheitsvektor �

durh !(A) := (�; A�) einen Zustand. Andere Beispiele von Zust

�

anden sind von

der Form !(A) =

P

(�

i

; A�

i

) mit

P

jj�

i

jj

2

= 1. Umgekehrt de�niert jeder Zu-

stand durh hA;Bi = !(A

�

B) eine positiv semide�nite Sesquilinearform auf A.

Der Nullraum dieser Form ist wegen der Cauhy-Shwartz-Gleihung ein Links-

ideal in A, daher wirkt A durh Linksmultiplikation auf den Quotientenraum.

Auf diesem ist das Skalarprodukt positiv de�nit, so dass wir damit eine Darstel-

lung von A auf einem dihten Unterraum eines Hilbertraums gefunden haben.

Die beshriebene Konstruktion nennt man die GNS-Konstruktion (nah Gelfand,

Neumark und Segal).

Ein Zustand ! auf A ist eindeutig bestimmt durh die sogenannten n-Punkt-

funktionen

!

n

(f

1

; : : : ; f

n

) = ! ('(f

1

) � � �'(f

n

)) : (3.8)

! ist ein multilineares Funktional auf D(M). Wir wollen nur solhe Zust

�

ande

betrahten, bei denen dieses Funktional in jedem Eintrag eine Distribution ist.

Wir erinnern daran, dass eine Distribution t ein lineares stetiges Funktional auf

dem Testfunktionenraum ist,

t(�

n

)! 0 wenn �

n

! 0 : (3.9)

Hierbei konvergiert eine Folge von Testfunktionen �

n

gegen 0, wenn alle �

n

Tr

�

ager in einer festen kompakten Menge haben und f

�

ur beliebige Vektorfelder

X

1

; : : : ;X

k

, k = 0; 1; : : : die Funktionen X

1

� � �X

k

�

n

gleihm

�

a�ig gegen 0 kon-

vergieren.

Wir nutzen jetzt das sogenannte Kerntheorem von Shwartz aus. Dieses Theo-

rem besagt, dass Multilinearformen auf D(M), die in jedem Eintrag stetig sind,

eine eindeutige Fortsetzung zu einer Distribution auf M

n

besitzen. Unsere n-

Punktfunktionen sind also wohlde�nierte Distributionen in nArgumenten ausM.

Sie sind in jedem Argument L

�

osungen der Klein-Gordon-Gleihung und erf

�

ullen

wegen der kanonishen Vertaushungsrelation die Bedingung

!

n+2

(x

1

; : : : ; x

i

; x

i+1

; : : : ; x

n+2

)� !

n+2

(x

1

; : : : ; x

i+1

; x

i

; : : : ) =

iE(x

i

; x

i+1

)!

n

(x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+2

; : : : ; x

n+2

) :

(3.10)

Komplizierter ist die Positivit

�

atsbedingung. F

�

ur die 2-Punktfunktion bedeu-

tet sie

Z

dxdy !

2

(x; y)f(x)f(y) � 0; f 2 D(M) : (3.11)

Es gibt eine wihtige Klasse von Zust

�

anden, die quasifreien Zust

�

ande, die durh

ihre 2-Punktfunktion festgelegt werden. Sei !

2

eine Distribution aufM�M, die

in jedem Argument eine L

�

osung der Klein-Gordon-Gleihung ist, deren antisym-

metrisher Anteil durh die Kommutatorfunktion E gegeben ist,

!

2

(x; y)� !

2

(y; x) = iE(x; y) ; (3.12)
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und die die Positivit

�

atsbedingung (3.11) erf

�

ullt. !

2

de�niert auf D(M) ein posi-

tiv semide�nites Skalarprodukt h�; �i. Man benutzt nun die 2-Punktfunktion, um

durh

Z

dx

1

: : :dx

n

dy

1

: : :dy

n

n

Y

i=1

!

2

(x

i

; y

i

)f(x

1

; : : : ; x

n

)g(y

1

; : : : ; y

n

) =: hf; gi (3.13)

ein Skalarprodukt auf D(M

n

) zu erkl

�

aren.

Aufgabe 3.2. Zeige, dass das Skalarprodukt (3.13) positiv semide�nit ist.

(Hinweis: Wegen der Stetigkeit der Distribution

Q

n

i=1

!

2

(x

i

; y

i

) reiht es aus, die

positive De�nitheit f

�

ur Testfunktionen der Form f(x

1

; : : : ; x

n

) =

P

i

f

i

1

(x

1

) � � � f

i

n

(x

n

)

mit f

i

k

2 D(M) zu zeigen. Dadurh wird das Problem auf ein Problem der linea-

ren Algebra zur

�

ukgef

�

uhrt.)

Wir betrahten jetzt den symmetrishen Fokraum F(D(M))

�

uber dem Test-

funktionenraum D(M). Dieser besteht aus endlihen Folgen F = (F

n

)

n�0

, mit

F

0

2 C und Testfunktionen F

n

2 D(M

n

), die unter Vertaushung ihrer Argumen-

te symmetrish sind. Addition und Skalarmultiplikation sind gliedweise erkl

�

art,

und durh

hF;Gi =

1

X

n=0

hF

n

; G

n

i (3.14)

wird ein positiv semide�nites Skalarprodukt auf dem Fokraum eingef

�

uhrt. Jeder

Testfunktion f 2 D(M) wird ein Operator '(f) = a(f) + a

�

(f) auf F(D(M))

zugeordnet mit

(a(f)F )

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =

p

n+ 1

Z

dxdy !

2

(x; y)f(x)F

n+1

(y; x

1

; : : : ; x

n

)

(a

�

(f)F )

n

(x

1

; : : :x

n

) =

(

0; n = 0

1

p

n

P

n

k=1

f(x

k

)F

n�1

(x

1

; : : : ; x

k�1

; x

k+1

; : : : ; x

n

); n 6= 0 :

(3.15)

Man veri�ziert, dass die Vertaushungsrelationen erf

�

ullt sind, ['(f); '(g)℄ = i(f;Eg)

und dass hF;'(f)Gi = h'(

�

f )F;Gi gilt. Hieraus folgt insbesondere, dass der Null-

raum des Skalarprodukts invariant unter Anwendung von '(f) ist. Weiter bildet

'(Df) mit dem Klein-Gordon-Operator D und f 2 D(M) den Fokraum auf den

Nullraumdes Skalarprodukts ab, weil !

2

eine L

�

osung der Klein-Gordon-Gleihung

in beiden Argumenten ist. Sei H der Pr

�

ahilbertraum, der durh Quotientenbil-

dung nah dem Nullraum entsteht. Dann erhalten wir eine Darstellung von A auf

H, und der Vektor 
, der der Klasse der Folge 1; 0; 0; : : : 2 F(D(M)) entspriht,

induziert

�

uber

!(A) = (
; A
) (3.16)
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einen Zustand mit 2-Punktfunktion !

2

. F

�

ur die n-Punktfunktionen �ndet man

!

n

= 0 f

�

ur ungerade n und

!

2n

(x

1

; : : : ; x

2n

) =

X

Paarungen

Y

Paare

!

2

(x

i

; x

j

) ; (3.17)

wobei alle Zerlegungen von f1; : : : ; 2ng in Paare (i; j) mit i < j auftreten.

Wir wollen einige Beispiele f

�

ur 2-Punktfunktionen besprehen. Sei unsere

Raumzeit zun

�

ahst der Minkowskiraum. Die Kommutatorfunktion ist

E(x; y) = �(x� y) = �(2�)

�3

Z

d

3

p

�(p)

sinh(�(p);p); x� yi : (3.18)

(�(p) =

p

jpj

2

+m

2

). Die 2-Punktfunktion des Vakuums ist der positive Fre-

quenzanteil von �,

!

2

(x; y) = �

+

(x� y) = (2�)

�3

Z

d

3

p

2�(p)

exp�ih(�(p);p); x� yi : (3.19)

Die Positivit

�

atseigenshaft l

�

a�t sih leiht veri�zieren,

Z

dxdyf(x)f(y)!

2

(x; y) = 2�

Z

d

3

p

2�(p)

j

~

f(�(p);p)j

2

� 0 : (3.20)

mit der Fouriertransformierten

~

f(p) = (2�)

�2

Z

d

4

xf(x)e

�ipx

(3.21)

Der durh !

2

bestimmte Hilbertraum kann explizit angegeben werden: der Null-

raum des Skalarprodukts (3.13) besteht aus denjenigen Testfunktionen f 2 D(M

n

),

deren Fouriertransformierten

~

f (p

1

; : : : ; p

n

) vershwinden, sobald einer der Impul-

se p

i

auf der Massenshale H

m

= fp 2 M

�

; p

2

= m

2

; p

0

> 0g liegt. Daher lassen

sih die Restklassen nah dem Nullraum mit den Restriktionen der Fouriertrans-

formierten auf die Massenshalen identi�zieren.Wir interpretieren diese Vektoren

als Impulsraumwellenfunktionen von n-Teilhenzust

�

anden.

Man kann in diesem Fall auh leiht den Hamiltonoperator angeben. Der

Hamiltonoperator ist de�niert als der Generator der Zeittranslationen. Die Zeit-

translationen im Minkowskiraum induzieren die Transformation f ! f

t

, f

t

(x) =

f(x

0

� t;x) im Testfunktionenraum. Durh �

t

('(f)) = '(f

t

) erh

�

alt man einen

Automorphismus der Observablenalgebra A. O�enbar sind !

2

und der zugeh

�

orige

quasifreie Zustand ! invariant unter Zeittranslationen. Dann wird durh

U(t)A
 = �

t

(A)
 (3.22)

eine 1-parametrige Gruppe von unit

�

aren Operatoren auf H erkl

�

art. Man veri�-

ziert, dass die Abbildung t! U(t) stark stetig ist,

lim

t!0

jjU(t)���jj = 0 8 � 2 H : (3.23)
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Dann folgt aus dem Satz von Stone, dass es einen dihten UnterraumD � H gibt,

so dass U(t)� f

�

ur � 2 D di�erenzierbar ist, und dass der auf D erkl

�

arte Operator

H =

1

i

d

dt

U(t)j

t=0

selbstadjungiert ist und die unit

�

are Gruppe U(t) erzeugt. Auf

den n-Teilhenwellenfunktionen ergibt sih

H�

n

(p

1

; : : : ;p

n

) =

n

X

i=1

�(p

i

)�

n

(p

1

; : : : ;p

n

) : (3.24)

Insbesondere ist der Hamiltonoperator also positiv. Tats

�

ahlih ist ! der einzige

zeittranslationsinvariante Zustand mit positivem Hamiltonoperator.

Andere m

�

oglihe 2-Punktfunktionen entsprehen Zust

�

anden endliher positi-

ver Temperatur T = �

�1

,

!

2

(x; y) = �

�

(x� y) =

(2�)

�3

Z

d

3

p

2�(p)

exp�ih(�(p);p); x� yi

1� e

���(p)

+

exp ih(�(p);p); x� yi

e

��(p)

� 1

:

(3.25)

Man beahte, dass die Positivit

�

atsbedingung (3.11) verletzt wird, wenn � negative

Werte annimmt.

Der obige Zustand kann niht durh eine Dihtematrix im Vakuumhilber-

traum beshrieben werden, da das Spektrum des Hamiltonoperators kontinuier-

lih ist. Stattdessen harakterisiert man Zust

�

ande endliher Temperatur durh

die sogenannte KMS-Bedingung. Ein Zustand ! erf

�

ullt die KMS-Bedingung zur

inversen Temperatur �, wenn er invariant unter Zeittranslationen ist, so dass

!(A�

t

(B)) f

�

ur alle A;B 2 A stetig in t ist, und wenn f

�

ur alle A 2 A gilt

(A
; e

��H

A
) = (A

�


; A

�


) (3.26)

mit dem wie oben konstruierten Hamiltonoperator H. Der Hamiltonoperator hat

hier niht die Bedeutung der Energie, wie man shon daran sieht, dass der Er-

wartungswert von H im Temperaturzustand nah Konstruktion vershwindet.

Aufgabe 3.3. Sei A = M

n

(C ), und sei �

t

(A) = e

iht

Ae

�iht

; h = h

�

2 M

n

(C ).

Zeige, dass der KMS-Zustand zur inversen Temperatur � das kanonishe Ensem-

ble ist, d.h.

!(A) =

TrAe

��h

Tre

��h

: (3.27)

Der GNS-Hilbertraum zu einem KMS-Zustand sieht anders aus, als der Va-

kuumhilbertraum. Denn der Nullraum des durh die 2-Punktfunktion induzier-

ten Skalarprodukts besteht aus den Testfunktionen, deren Fouriertransformierte

vershwindet, sobald einer der Impulse auf der positiven oder der negativen Mas-

senshale liegt. Entsprehend sind die n-Teilhen-Impulsraum-Wellenfunktionen

Funktionen auf beiden Massenshalen, und der Hamiltonoperator ergibt sih zu

H�

n

("

1

;p

1

; : : : ; "

n

;p

n

) =

n

X

i=1

"

i

�(p

i

)�

n

("

1

;p

1

; : : : ; "

n

;p

n

) (3.28)
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mit "

i

= �1.

Es ist illustrativ, den Erwartungswert der Energiedihte im KMS-Zustand zu

berehnen. In der klassishen Klein-Gordon-Theorie ist die Energiedihte gegeben

durh

H(x) =

1

2

�

_'(x)

2

+ j�'(x)j

2

+m

2

'(x)

2

�

: (3.29)

In der Quantenfeldtheorie ist diese Gr

�

o�e wegen der Singularit

�

at der Quanten-

felder niht wohlde�niert. Man kann aber durh das sogenannte point-splitting-

Verfahren der Di�erenz der Erwartungswerte der Energiedihte in vershiedenen

Zust

�

anden einen Sinn geben. Es gilt

�

�

(x� y)��

+

(x� y) =

Z

d

3

p

�(p)

os h(�(p);p; x � yi

e

��(p)�1

: (3.30)

O�enbar ist diese Di�erenz eine glatte Funktion. Ersetzen wir in der De�nition der

Energiedihte die Quadrate durh Produkte der Felder an vershiedenen Punkten

H(x; y) =

1

2

�

_'(x) _'(y) + �'(x) � �'(y) +m

2

'(x)'(y)

�

; (3.31)

berehnen die Di�erenz der Erwartungswerte im KMS-Zustand und im Vakuum

und f

�

uhren danah wieder den Limes y! x aus, so erhalten wir

hHi

�

=

Z

d

3

p

�(p)

e

��(p)

� 1

: (3.32)

Insbesondere erkennen wir, dass der Hamiltonoperator niht das r

�

aumlihe Inte-

gral der Energiedihte sein kann.

Die durh den KMS-Zustand induzierte Darstellung der Obsevablenalgebra ist

niht irreduzibel, d.h., es gibt invariante Unterr

�

aume, die niht diht sind. Man

erkennt dies an der Existenz von Operatoren, die mit allen Elementen von A

vertaushen (Shurshes Lemma). Zun

�

ahst folgt aus der KMS-Bedingung, dass

A keine Vernihtungsoperatoren, d.h. Operatoren A mit A
 = 0, enthalten kann.

Denn aus A
 = 0 folgt mit der KMS-Bedingung A

�


 = 0, das Linksideal der

Vernihtungsoperatoren ist also invariant unter der *-Operation und damit ein

beidseitiges Ideal. Also ist AB
 = 0 f

�

ur alle B 2 A, d.h. A ist der Nulloperator.

In unserem Fall ist die Algebra A einfah, so dass A auh als Element von A

vershwinden muss. Man sagt, dass 
 ein separierender Vektor f

�

ur A ist.

Operatoren, die mit allen Elementen von A vertaushen, erh

�

alt man jetzt

durh Rehtsmultiplikation,

r(A)B
 := BA
 ; A;B 2 A : (3.33)

Wegen der separierenden Eigenshaft von 
 ist r(A) wohlde�niert.Wir berehnen

sein Adjungiertes. Dazu studieren wir die Matrixelemente

(r(A)C
; B
) = (CA
; B
) = (B

�


; e

��H

A

�

C

�


) : (3.34)
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Wir nehmen jetzt an, dass t! �

t

(A) eine analytishe Funktion ist. Dann gilt

e

��H

A = �

i�

(A)e

��H

: (3.35)

Wir erhalten

(B

�


; e

��H

A

�

C

�


) = (B

�


; �

i�

(A

�

)e

��H

C

�


) =

(�

�i�

(A)B

�


; e

��H

C

�


) = (C
; B�

i�

(A

�

)
) ;

(3.36)

also r(A)

�

= r(�

i�

(A

�

)). Wir setzen

j(A) = r(�

i

�

2

(A

�

)) : (3.37)

j ist eine antilinearer *-Isomorphismus der Algebra in ihre Kommutante. Es gilt

(
; j(A)
) = !(A).

KMS-Zust

�

ande besitzen eine Reihe von Eigenshaften, die zeigen, dass sie zu

Reht als thermodynamishe Gleihgewihtszust

�

ande angesehen werden k

�

onnen.

Eine solhe Eigenshaft ist die sogenannte Passivit

�

at. Nah dem 2. Hauptsatz

der Thermodynamik gibt es kein Perpetuum Mobile der zweiten Art, d.h. keine

Methode, wie man einem Gleihgewihtszustand eines Systems Energie entneh-

men kann, ohne Ver

�

anderungen au�erhalb zu hinterlassen. In unserem Rahmen

k

�

onnen wir eine solhe Operation durh die Anwendung eines unit

�

aren Elements

U der Observablenalgebra auf den Zustand beshreiben. Die dabei im Mittel

aufgewandte Energie ist

E = (U
;HU
) : (3.38)

(Obwohl H niht mit der Energie identi�ziert werden kann, wird die Di�erenz

der Energien zwishen den durh U
 und 
 beshriebenen Zust

�

anden rihtig

durh diese Formel wiedergegeben.) Aus e

x

� 1 + x f

�

ur x 2 R folgt mit Hilfe der

KMS-Bedingung (3.26)

�E � (U
; 1 � e

��H

U
) = (U
; U
) � (U

�


; U

�


) = 0 : (3.39)
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Also erf

�

ullen KMS-Zust

�

ande f

�

ur positives � den 2.

Hauptsatz. Tats

�

ahlih gilt unter einer Zusatzannahme

an die Reinheit des Zustands auh die Umkehrung.

Die Passivit

�

at von KMS-Zust

�

anden erm

�

ogliht auh

eine direkte Absh

�

atzung des Wirkungsgrades bei Kopp-

lung zweier KMS-Zust

�

ande mit untershiedlihen Tem-

peraturen. Seien !

i

i = 1; 2 KMS-Zust

�

ande von Syste-

men mit Observablenalgebren A

i

und Zeitentwiklungen

�

i

t

mit positiven inversen Temperaturen �

i

> 0. Das ge-

koppelte System hat die Observablenalgebra A = A

1


A

2

und die Zeitentwiklung �

t

= �

1

t


 �

2

t

,

�

t

(A

1


A

2

) = �

1

t

(A

1

)
 �

2

t

(A

2

) : (3.40)
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Wir betrahten den Produktzustand ! = !

1


 !

2

,

!(A

1


A

2

) = !

1

(A

1

)!

2

(A

2

) : (3.41)

Dieser Zustand ist invariant unter �

t

, daher kann der Hamiltonoperator in der

zugeh

�

origen GNS-Darstellung (H; �;
) de�niert werden. Es gelten die Beziehun-

gen H = H

1


 H

2

, � = �

1


 �

2

, 
 = 


1


 


2

und H = H

1


 1 + 1 
 H

2

mit

den GNS-Darstellungen und Hamiltonoperatoren der Teilsysteme. Eine Opera-

tion im gekoppelten System wird durh Anwendung eines unit

�

aren Operators

U 2 A beshrieben, und die entnommene Energie ist im Mittel

�E = �(U
;HU
) = �E

1

� E

2

(3.42)

mit der den Teilsystemen im Mittel entnommenen Energien �E

1

= �(U
;H

1




1U
) und �E

2

= �(U
;1
H

2

U
). Wir nutzen jetzt aus, dass der Zustand !

die KMS-Bedingung zu � = 1 f

�

ur die reskalierte Zeitentwiklung �̂

t

:= �

1

�

1

t


�

2

�

2

t

erf

�

ullt. Aus der Passivit

�

at (3.39) folgt die Ungleihung

�

1

E

1

+ �

2

E

2

� 0 (3.43)

Sei das System 1 dasjenige mit der h

�

oheren Temperatur, �

1

< �

2

. Dann ist die

vom System 2 aufgenommene Energie E

2

�

�

1

�

2

(�E

1

), und die dem gekoppelten

System entnommene Energie erf

�

ullt die Absh

�

atzung

�E � (1�

�

1

�

2

)(�E

1

) =

T

1

� T

2

T

1

(�E

1

) (3.44)

(Carnotsher Wirkungsgrad).

Ganz

�

ahnlih zumMinkowskiraum lassen sih ultrastatishe RaumzeitenM =

R� � behandeln. Sie besitzen eine Metrik der Form

g = dt

2

� h (3.45)

mit einer zeitunabh

�

angigen Riemannshen Metrik h auf der 3-dimensionalen

Mannigfaltigkeit �. Der Wellenoperator ist

�

g

=

�

2

�t

2

��

h

(3.46)

mit dem zur Metrik h geh

�

orenden Laplae-Beltrami-Operator

�

h

= jhj

�

1

2

�

i

h

ij

jhj

1

2

�

j

: (3.47)

Kay hat gezeigt, dass M genau dann global hyperbolish ist, wenn � als metri-

sher Raum vollst

�

andig ist, oder, was bei Riemannshen R

�

aumen

�

aquivalent ist,

wenn � geod

�

atish vollst

�

andig ist, d.h. wenn keine Geod

�

ate in endliher Para-

meterzeit den Rand der Mannigfaltigkeit erreiht. In diesem Fall ist der Opera-

tor A = ��

h

+ �

2

auf D(M) wesentlih selbstadjungiert, sein Abshluss, den

wir mit demselben Symbol bezeihnen wollen, ein selbstadjungierter positiver

Operator auf dem Hilbertraum L

2

(�; jhj

1

2

d

3

x). Wir k

�

onnen daher mit Hilfe des
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Spektralsatzes Funktionen von A bilden. Auf diese Weise erhalten wir f

�

ur die

Kommutatorfunktion

E(t; x; s; y) = �

sin

p

A(t� s)

p

A

(x; y) : (3.48)

Die 2-Punktfunktion des Grundzustands ergibt sih zu

!

2

(t; x; s; y) =

exp�i

p

A(t� s)

2

p

A

(x; y) : (3.49)

F

�

ur Temperaturzust

�

ande ergibt sih entsprehend

!

2

(t; x; s; y) =

1

2

p

A

 

exp�i

p

A(t� s)

1� e

��

p

A

+

exp i

p

A(t� s)

e

�

p

A

� 1

!

(x; y) : (3.50)

Das Bild

�

andert sih nur unwesentlih, wenn man statishe Raumzeiten betrah-

tet, d.h. RaumzeitenM = R� � mit einer Metrik

g = a

2

dt

2

� h ; (3.51)

mit einer zeitunabh

�

angigen Metrik h auf � ist und einer glatten Funktion a auf

�.

Das einfahste Beispiel ist der sogenannte Rindler-Keil (

"

wedge\). Dies ist die

Teilmenge fx 2 M ; jx

0

j < x

1

g. Wir f

�

uhren Koordinaten �; �; y; z ein mit x

0

=

e

�

sinh �, x

1

= e

�

osh �, y = x

2

; z = x

3

. Die Metrik wird in diesen Koordinaten

g = e

2�

(d�

2

� d�

2

)� dy

2

� dz

2

: (3.52)

Der Rindler-Keil ist also statish, und man kann leiht zeigen, dass er auh

x

1

x

0

� = onst.

Rindler wedge

Abbildung 2. Der Rindler-Keil (grau) und Fl

�

ahen konstanter Zeit.

global hyperbolish ist, mit Cauhy

�

ahen � = onst. Im Minkowskiraum sind
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diese Fl

�

ahen raumartige Hyperebenen durh die yz-Ebene . Die Klein-Gordon-

Gleihung lautet

�

e

�2�

(�

2

�

� �

2

�

)� �

2

y

� �

2

z

+m

2

�

� = 0 (3.53)

Sei A der Operator

��

2

�

� e

2�

�

�

2

y

+ �

2

z

�m

2

�

(3.54)

auf dem Hilbertraum L

2

(R

3

). A kann interpretiert werden als Hamiltonoperator

f

�

ur Teilhen, die aus negativer �-Rihtung auf ein exponentiell wahsendes Po-

tential tre�en und davon reektiert werden. Insbesondere ist A auf D wesentlih

selbstadjungiert und positiv. Man kann daher die Kommutatorfunktion sowie die

Zweipunktfunktionen des Grundzustands und der KMS-Zust

�

ande zu positiven

Werten von � wie oben durh die Integralkerne der entsprehenden Funktionen

von A angeben. Man beahte, dass die Integralkerne sih auf das Lebesgue-Ma�

beziehen, niht auf das durh die r

�

aumlihe Metrik bestimmte Volumenma� auf

der Cauhy

�

ahe.

Einen weiteren Zustand auf demRindlerkeil �ndet man, indemman die Vaku-

umzweipunktfunktion des Minkowskiraums auf den Rindlerkeil einshr

�

ankt. Man

�ndet in den Koordinaten �; �; y; z

!

M

2

(�; �; y; z; �

0

; �

0

; y

0

z

0

) =

(2�)

�3

Z

d

3

p

2�(p)

e

�i�(p)(e

�

sinh ��e

�

0

sinh �

0

)+ip

1

(e

�

osh ��e

�

0

osh �

0

)+ip

2

(y�y

0

)+ip

3

(z�z

0

)

Translationen in der Variablen � sind eigentlihe Lorentztransformationen in der

1-Rihtung.

�

� x

0

x

1

b=

Abbildung 3. Translationen in � entsprehen Lorentztransformationen

mit dem Boostparameter �.

Da das Vakuum imMinkowskiraum lorentzinvariant ist, k

�

onnen wir um�

�+�

0

2

vershieben und erhalten

!

M

2

(�; �; y; z; �

0

; �

0

; y

0

z

0

) =
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(2�)

�3

Z

d

3

p

2�(p)

e

�i�(p)(e

�

+e

�

0

) sinh

���

0

2

+ip

1

(e

�

�e

�

0

) osh

���

0

2

+ip

2

(y�y

0

)+ip

3

(z�z

0

)

Man erkennt, dass die Zweipunktfunktion sih in �

0

analytish in den Streifen

0 < Im�

0

< 2� fortsetzen l

�

a�t. Ist der Imagin

�

arteil gleih 2�, so �ndet man die

urspr

�

unglihe Zweipunktfunktion wieder, wobei gestrihene und ungestrihene

Variablen ihren Platz getausht haben. Wir shlie�en, dass das Minkowskiva-

kuum f

�

ur die Rindlerzeit � ein KMS-Zustand mit Temperatur

1

2�

ist. Da der

KMS-Zustand eindeutig ist, muss er mit dem vorher angegebenen Zustand

�

uber-

einstimmen. Dies l

�

a�t sih durh explizite Rehnung veri�zieren.

Was ist die physikalishe Interpretation dieses mathematishen Sahverhalts?

Die Bahnen unter Translationen von � beshreiben gleihm

�

a�ig beshleunigte Be-

wegungen in 1-Rihtung, mit Eigenzeit d� = e

�

d� und Beshleunigung a = e

��

.

Ein beshleunigter Beobahter emp�ndet daher das Vakuum wie ein W

�

armebad

der Temperatur

a

2�

. F

�

ur Beshleunigungen makroskopisher K

�

orper ist dieser Ef-

fekt sehr klein (T = 10

�19

K f

�

ur a = 1ms

�1

).

Als n

�

ahstes Beispiel betrahten wir die Shwarzshildraumzeit. Au�erhalb

des Shwarzshildradius r

0

= 2m k

�

onnen wir die Koordinate r durh die soge-

nannte Shildkr

�

otenkoordinate

r

�

= r + r

0

ln(

r

r

0

� 1)

ersetzen. Die Metrik wird dann

g = (1�

r

0

r

)(dt

2

� dr

�2

)� r

2

(d�

2

+ sin

2

�d'

2

) (3.55)

Der Wellenoperator ergibt sih zu

(1�

r

0

r

)

�

�

2

�t

2

� r

�1

�

2

�r

�2

r

�

+

�

��

S

2

r

2

+

r

0

r

3

�

Aufgabe 3.4. Best

�

atige dieses Ergebnis durh Nahrehnen.

Wir betrahten jetzt den Operator

A = �r

�1

�

2

�r

�2

r + (1�

r

0

r

)

�

��

S

2

r

2

+

r

0

r

3

�

(3.56)

Bei gegebenem Eigenwert �l(l + 1) des Laplaeoperators der Sph

�

are S

2

be-

shreibt rAr

�1

die Bewegung eines quantenmehanishen Teilhens, unter dem

Einu� des Potentials

V

l

(r) = (1�

r

0

r

)

�

l(l + 1)

r

2

+

r

0

r

3

�

in der r

�

-Rihtung. Dieses Potential f

�

allt in Rihtung r

�

!�1 exponentiell ab,

hat ein Maximum bei r =? und f

�

allt f

�

ur r

�

!1 wie

1

r

�2

ab, s. Figur 4. Man zeigt

wie im Rindlerkeil, dass A auf den unendlih oft di�erenzierbaren Funktionen mit

kompaktem Tr

�

ager in L

2

(R
S

2

; r

2

sin �dr

�

d�d�) wesentlih selbstadjungiert ist,

und erh

�

alt wie vorher Grund- und Temperaturzust

�

ande.
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r

�

V

l

Abbildung 4. Skizze des e�ektiven Potentials V

l

(r

�

).

Die Analogie zum Rindlerfall legt nahe, dass der Zustand mit der Hawking-

Temperatur T =

1

4�r

0

physikalish besonders wihtig ist. Die Analogie zum Rind-

lerfall wird besonders deutlih durh die Einf

�

uhrung der sogenannten Kruskal-

Koordinaten

T = 2r

0

e

r

�

2r

0

sinh

t

2r

0

R = 2r

0

e

r

�

2r

0

osh

t

2r

0

:

(3.57)

In diesen Koordinaten shreibt sih die Shwarzshildmetrik als

g =

r

0

r

e

�

r

r

0

(dT

2

� dR

2

)� r

2

(d�

2

+ sin

2

�d�

2

) : (3.58)

WegenR

2

�T

2

= 4r

2

0

(

r

r

0

�1)e

r

r

0

ist r f

�

urR

2

�T

2

> �4r

2

0

eine Funktion vonR

2

�T

2

.

Wir k

�

onnen daher die Shwarzshildraumzeit in die sogenannte Kruskalraumzeit

K = f(T;R) 2 R

2

; R

2

� T

2

> �4r

2

0

g � S

2

(3.59)

einbetten, mit der obigen Metrik (3.58).

Wir betrahten jetzt den KMS-Zustand zu � = 4�r

0

auf der Shwarzshildraum-

zeit. In den Kruskalkoordinaten entspriht die Translation in t um 2�r

0

i gerade

der Relexion (T;R)! (�T;�R). Wir de�nieren daher f

�

ur R < 0, T

2

< R

2

, das

Feld am Punkt (T;R; �; �) in der GNS-Darstellung durh

'(T;R; �; ') = j('(�T;�R; �; ')) : (3.60)

Wir wollen untersuhen, weshalb dieser Zustand

"

besser\ ist als die Zust

�

ande mit

anderen Temperaturen. Dazu betrahten wir ein vereinfahtes System, in dem das

Potential V

l

vernahl

�

assigt wird. Die Zweipunktfunktion des KMS-Zustands wird
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Singularit

�

at: Weisses Loh

t = onst.

= Ereignishorizont r = r

0

r = onst.> r

0

T

R

Shwarzshild

Spiegelwelt

Singularit

�

at: Shwarzes Loh

r = 0

r = 0

Abbildung 5. Die Kruskalraumzeit: Wie im Minkowskiraum haben kau-

sale Kurven eine Steigung � 45

0

. Die Vergangenheits-Singularit

�

at bei r = 0

heisst Weisses Loh.

dann gegeben durh

!

�

2

(t; r

�

; t

0

; r

�

0

) =

(2�)

�1

Z

dpjpj

�1

 

e

�ijpj(t�t

0

)+ip(r

�

�r

�

0

)

1� e

��jpj

+

e

+ijpj(t�t

0

)+ip(r

�

�r

�

0

)

e

�jpj

� 1

!

:

(3.61)

Wegen der Singularit

�

at bei p = 0 ist dieser Ausdruk keine Distribution. Wir

di�erenzieren daher nah t und t

0

und erhalten an der Stelle t = t

0

= 0

�

t

�

t

0

!

�

2

(r

�

; r

�

0

) = (4�)

�1

Z

dp p oth

�

2

p e

ip(r

�

�r

�

0

)

: (3.62)
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Der Integrand ist meromorph mit Polen an den Stellen p =

2�

�

ni und f

�

allt in der

unteren Halbebene shnell ab. Wir berehnen mit Hilfe des Residuensatzes

�

t

�

t

0

!

�

2

(r

�

; r

�

0

) = (4�)

�1

1

X

n=1

2�i resj

p=�

2�

�

ni

�

p oth

�

2

p e

ip(r

�

�r

�

0

)

�

=

1

X

n=1

2�

�

2

ne

2�

�

(r

�

�r

�

0

)

=

�

2�

2

sinh

�2

�

�

(r

�

� r

�

0

) :

(3.63)

Insbesondere fallen die Korrelationen also wie e

�

2�

�

jr

�

�r

�

0

j

ab. Wir betrahten

jetzt die Korrelationen der Ableitungen nah der Kruskalzeit in der Umgebung

des Punktes T = R = 0. Es gilt

�

T

�

T

0

j

t=t

0

=0

= e

�

r

�

+r

�

0

2r

0

�

t

�

t

0

: (3.64)

Also sind nur im Fall von � = 4�r

0

die Korrelationen mit dem Punkt T = R = 0

endlih und von Null vershieden. Da dieser Punkt innerhalb der Kruskalraumzeit

lokal keine signi�kant anderen Eigenshaften hat, ist die Hawkingtemperatur die

physikalish ausgezeihnete Temperatur.

Man muss jetzt zeigen, dass die obigen Betrahtungen rihtig bleiben, wenn

das Potential V

l

ber

�

uksihtigt wird. Da V

l

beshr

�

ankt ist und f

�

ur r

�

!1 shnell

vershwindet, sollte dies mit niht allzu gro�em Aufwand m

�

oglih sein.

Das Problem der obigen Rehnungen wie auh analoger Rehnungen mit eu-

klidishemPfadintegral ist, dass sie die Zust

�

ande von Quantenfeldern im Gravita-

tionsfeld eines statishen shwarzen Lohs betre�en. Physikalish interessanter ist

aber die Situation im Gravitationsfeld eines kollabierenden Sterns, der shlie�lih

in einem shwarzen Loh endet. Tats

�

ahlih war Hawkings urspr

�

unglihes Resul-

tat, dass ein System, das sih vor dem Kollaps im Grundzustand be�ndet, nah

dem Kollaps in einen Zustand mit W

�

armestrahlung

�

ubergeht.

Lange Zeit war niht klar, wie Hawkings Argument mathematish pr

�

azisiert

werden kann. Eine L

�

osung wurde dann gegeben in dem Papier

"

On the Deri-

vation of Hawking Radiation Assoiated with the Formation of a Blak Hole\

von Rudolf Haag und mir (Commun. Math. Phys. 127, 273-284 (1990)). Man

betrahtet einen sph

�

arish symmetrishen Kollaps. Au�erhalb des Sterns ist das

Gravitationsfeld eine rotationssymmetrishe L

�

osung der Einsteingleihung mit

vershwindendem Energie-Impuls-Tensor. Nah dem Theorem von Birkho� ist

die Shwarzshildmetrik die einzige derartige L

�

osung; insbesondere ist die Metrik

au�erhalb des Sterns automatish statish. Wir wollen jetzt den Zustand eines

masselosen, skalaren, freien Quantenfeldes weit au�erhalb des Shwarzshildra-

dius r � r

0

im Limes t ! 1 bestimmen. Wegen der Wellengleihung sind die

n-Punktfunktionen des Zustands durh ihre Cauhydaten auf der Cauhy

�

ahe

t = 0 festgelegt. Sei h eine Testfunktion. Dann ist Eh eine L

�

osung der Wellenglei-

hung. Seien h

0

= Eh �

t=0

und h

1

=

�

�t

Eh �

t=0

die entspehenden Cauhydaten.
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Dann gilt

'(h) =

Z

dr

�

�

'(0; r

�

)h

1

(r

�

)�

�

�t

'(0; r

�

)h

0

(r

�

)

�

: (3.65)

Wir betrahten jetzt die in der Shwarzshildzeit t vershobenen Testfunktionen

h

T

(t; r

�

) = h(t � T; r

�

) und die zugeh

�

origen Cauhydaten h

T

0

und h

T

1

auf der

Cauhy

�

ahe zur Zeit t = 0. Diese bestehen im wesentlihen aus zwei Anteilen,

n

�

amlih einem, der bei r

�

= �T konzentriert ist, und einem bei r

�

= T . Bei einem

massiven Feld ist der letztere Term st

�

arker ausgedehnt. In das asymptotishe

Verhalten des Feldes gehen jetzt die folgenden Eigenshaften des Zustands zur

Zeit T = 0 ein:

� das Verhalten bei r

�

! �1, d.h. nahe am Horizont

� das Verhalten bei r

�

!1, also bei r !1

� die Korrelationen zwishen Horizont und r!1

F

�

ur eine gro�e Klasse von Zust

�

anden sind diese Eigenshaften identish. Die

erste Eigenshaft bezieht sih auf das Kurzabstandsverhalten. Wir werden im

n

�

ahsten Kapitel sehen, dass alle physikalish akzeptablen Zust

�

ande dasselbe

Kurzabstandsverhalten haben, und dass dieses unter der Zeitentwiklung in einer

glatten Raumzeitmetrik stabil ist. Es wird insbesondere niht durh den Kollaps

ver

�

andert. Das Verhalten bei r = 1 h

�

angt von den globalen Eigenshaften des

Zustands ab (Temperatur et.) und wird ebenfalls niht vom Kollaps beeinu�t.

Die Korrelationen shlie�lih sollten bei allen interessanten Zust

�

anden bei gro�en

Abst

�

anden gegen Null gehen.

Wir betrahten jetzt ein h, das bei der asymptotishen Zerlegung der Cauhy-

daten von Eh

T

nur den Anteil am Horizont besitzt. Man kann dann zeigen, dass

der Zustand, eingeshr

�

ankt auf solhe Felder, im Limes T !1 ein KMS-Zustand

bez

�

uglih der Shwarzshildzeit mit der Hawking-Temperatur ist. In diesem Sinn

strahlt ein shwarzes Loh also wie ein shwarzer K

�

orper. Allerdings gelangt we-

gen der Reexion am Potential V

l

nur ein Bruhteil der Strahlung nah au�en.

Dies wirkt sih dadurh aus, dass ein h, das weit entfernt vom Horizont lokalisiert

ist, notwendig auh einen Anteil besitzt, der zu fr

�

uhen Zeiten nah au�en strebt.

Man �ndet f

�

ur h =

P

h

lm

Y

lm

als Beitrag des Horizonts

lim

T!1

! ('(h

�

T

)'(h

T

))

Horizont

= onst

X

lm

Z

1

�1

dED

l

(E)

j

~

h

lm

(E;�E)j

2

E(1� e

�4�r

0

E

)

(3.66)

mit der Durhlasswahrsheinlihkeit D

l

(E) durh das Potential V

l

.

Bei der Berehnung des Massenverlusts eines shwarzen Lohs durh Hawkings-

trahlung mu� der Abshirme�ekt ber

�

uksihtigt werden. Eine auh nur grobe

Absh

�

atzung der Modi�kation dieses E�ekts durh Wehselwirkungen existiert

meines Wissens nah niht. Dies ershwert die Diskussion astrophysikalisher

Auswirkungen des Hawkinge�ekts.
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Ein weiteres ungel

�

ostes Problem ist die

�

Ubertragung der Argumente auf ein

rotierendes shwarzes Loh. Es ist sehr wahrsheinlih, dass in diesem Fall kein

thermodynamisher Gleihgewihtszustand existiert (siehe die Arbeit von B. Kay

und R. Wald: Theorems on the Uniqueness and Thermal Properties of Stationa-

ry, Nonsingular, Quasifree States on Spaetimes with a Bifurate Killing Hori-

zon, Physis Reports 207, 49-136 (1991)). Ein weiteres Problem ist, dass der

Kollaps in diesem Fall niht notwendig zu einem statishen Gravitationsfeld im

Au�enraum f

�

uhrt. Unter der Annahme, dass das Feld im Au�enraum durh die

Kerr-Metrik beshrieben wird, ist eine Analyse der entstehenden Strahlung von

Hermann He�ling in seiner Dissertation durhgef

�

uhrt worden.
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KAPITEL 4

Hadamard-Zust

�

ande und Wellenfrontmengen

Die Diskussion der m

�

oglihen Zust

�

ande des skalaren freien Feldes auf einer glo-

bal hyperbolishen Raumzeit hat gezeigt, dass man ein Kriterium daf

�

ur brauht,

welhe Zust

�

ande akzeptabel sind, in dem Sinne, dass sie lokal

�

ahnlihe Eigen-

shaften haben wie die Zust

�

ande im Vakuumsektor einer Minkowskiraumtheorie.

Das entsheidende Kriterium dort ist die Spektrumsbedingung, d.h. die Existenz

einer stark stetigen unit

�

aren Darstellung der Translationen mit Generatoren P

�

,

die die relativistishe Spektrumsbedingung erf

�

ullen,

spP

�

� V

+

: (4.1)

Hierzu gibt es zwei vershiedene Ans

�

atze. Der eine geht zur

�

uk auf Brehme

und de Witt und basiert auf einem rekursiven Verfahren zur Konstruktion ei-

ner L

�

osung der Klein-Gordon-Gleihung, das von Hadamard angegeben worden

ist. Im Minkowskiraum liefert es die Vakuumzweipunktfunktion (bis auf glatte

Anteile). Daher wurde vermutet, dass es auf gekr

�

ummtenRaumzeiten die rihtige

2-Punktfunktion liefert. Der andere Ansatz geht zur

�

uk auf Parker und geht aus

von der Beobahtung, dass in einer niht station

�

aren Raumzeit eine eindeutige

Teilheninterpretation niht m

�

oglih ist. W

�

ahlt man zu jedem Zeitpunkt t die

Teilheninterpretation einer statishen Raumzeit, die mit der gegebenen Raum-

zeit auf einer Cauhy

�

ahe ftg��

�

ubereinstimmt, so beobahtet man die Erzeu-

gung unendlih vieler Teilhen. Parker hat die sogenannten adiabatishen Vakua

eingef

�

uhrt, in denen die erw

�

ahnte Teilhenproduktion minimiert wird. Erst vor

kurzem ist es Wolfgang Junker gelungen, zu zeigen, dass die adiabatishen Vakua

in der Tat Beispiele f

�

ur Hadamardzust

�

ande sind.

Der entsheidende Durhbruh in dieser Frage ist Marek Radzikowski zu ver-

danken, der in seiner Dissertation gezeigt hat, dass man die Klasse der zul

�

assigen

Zweipunktfunktionen des freien Feldes durh eine lokale Version der Spektrums-

bedingung harakterisieren kann.

Im Minkowskiraum ist die Vakuumzweipunktsfunktion gerade der positive

Frequenzanteil der Kommutatorfunktion.Man erh

�

alt sie, indemman die Kommu-

tatorfunktion fouriertransformiert und dann auf positive Frequenzen beshr

�

ankt.

Auf einer gekr

�

ummten Raumzeit maht die Fouriertransformation keinen Sinn,

da sie von der Wahl einer Karte abh

�

angt. Um zu sehen, was lokal von der In-

formation

�

uber den Tr

�

ager der Fouriertransformierten sihtbar ist, multiplizieren

41
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wir die Funktion

�

+

(x) = (2�)

�3

Z

d

3

p

2�p)

e

�ipx

j

p

0

=�(p)

= (2�)

�3

Z

d

4

Æ(p

2

�m

2

)�(p

0

)e

�ipx

(4.2)

mit einer Testfunktion f mit kompaktem Tr

�

ager. Die Fouriertransformierte von

f�

+

ist eine unendlih oft di�erenzierbare Funktion, n

�

amlih gerade die Faltung

der Fouriertransformierten von f und �

+

,

℄

f�

+

=

~

f �

~

�

+

= (2�)

�2

Z

d

4

q

~

f(q)

~

�

+

(p� q) : (4.3)

H

�

atte

~

f kompakten Tr

�

ager, so w

�

urde gelten

supp

℄

f�

+

� supp

~

f +H

m

(4.4)

mit dem Massenhyperboloid H

m

. Tats

�

ahlih ist aber

~

f als Fouriertransformier-

te einer glatten Funktion mit kompaktem Tr

�

ager nur shnell abfallend, so dass

wir die Aussage erhalten, dass die Funktion

℄

f�

+

au�erhalb des Hyperboloids

H

m

shnell abf

�

allt. Die Lokalisierung im Ortsraum verwisht also die sharfe Lo-

kalisierung im Impulsraum, asymptotishe Aussagen aber bleiben erhalten. Wir

werden diese Begri�e im weiteren Verlauf der Vorlesung noh pr

�

azisieren.

Lokal sihtbar ist bei einer Distribution die Singularit

�

atsstruktur. Formal ist

diese de�niert als die Restklasse nah den unendlih oft di�erenzierbaren Funk-

tionen. Wir werden sp

�

ater sehen, wie diese mit dem asymptotishen Verhalten

im Impulsraum zusammen h

�

angt.

Wir wollen zun

�

ahst die Singularit

�

aten von �

+

bestimmen. Wegen der Inva-

rianz von �

+

unter eigentlihen orthohronen Lorentztransformationen kann f

�

ur

raumartige Argumente o.B.d.A. x = (0;x) gew

�

ahlt werden. Es gilt

�

+

(0;x) = S(0;x) (4.5)

mit der Shwinger-2-Punktfunktion

S(x) = (2�)

�4

Z

d

4

p

e

ipx

p

2

+m

2

: (4.6)

In dieser Formel werden x und p als Elemente des euklidishen Raums R

4

aufge-

fasst; insbesondere sind p

2

und px im Sinne des euklidishen Skalarprodukts zu

verstehen.

Die Shwinger-2-Punktfunktion S ist invariant unter den Rotationen im eu-

klidishen R

4

, also gilt

S(0;x) = S(jxj; 0) : (4.7)

Integrieren wir nun wieder

�

uber p

0

, so erhalten wir

�

+

(0;x) = (2�)

�3

Z

d

3

p

2�(p)

e

��(p)jxj

: (4.8)
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Man erkennt, dass die Zweipunktfunktion im Raumartigen exponentiell abf

�

allt.

Nah Integration

�

uber die Winkelkoordinaten und Einf

�

uhrung der Variablen � =

�(p)jxj ergibt sih

�

+

(0;x) = (2�)

�2

jxj

�2

Z

1

mjxj

d�

p

�

2

�m

2

jxj

2

e

��

(4.9)

Mit der Absh

�

atzung

p

1 � a > 1�

a

2

f

�

ur 0 < a < 1 folgt die Ungleihung

�

+

(0;x) > (2�)

�2

jxj

�2

Z

1

mjxj

d�(� �

m

2

jxj

2

2�

)e

��

(4.10)

Der erste Term im Integral ergibt

(1 +mjxj)e

�mjxj

= 1 +O(m

2

jxj

2

) (4.11)

der zweite Term

m

2

jxj

2

lnmjxj++O(m

2

jxj

2

) (4.12)

Durh eine verfeinerte Absh

�

atzung kann man zeigen, dass der singul

�

are Anteil

rihtig wiedergegeben wird. Auh f

�

ur zeitartige Argumente erh

�

alt man eine

�

ahn-

lihe Entwiklung. Ber

�

uksihtigt man noh die Singularit

�

at auf dem Lihtkegel,

so �ndet man die asymptotishe Darstellung

�

+

(x) = (2�)

�2

�1

x

2

+ i"x

0

+ (2�)

�2

m

2

2

ln (x

2

+ i"x

0

) + regul

�

are Terme : (4.13)

Auf gekr

�

ummten Raumzeiten kann man (x� y)

2

durh das Quadrat �(x; y) des

geod

�

atishen Abstands zwishen x und y ersetzen. Der Hadamardshe Ansatz f

�

ur

die Zweipunktfunktion ist

!

2

= �(2�)

�2

u

�

+ v ln� + w (4.14)

mit glatten Funktionen u; v; w und u(x; x) = 1.

Geht man mit diesem Ansatz in die Klein-Gordon-Gleihung, so �ndet man

zun

�

ahst eine Gleihung f

�

ur den KoeÆzienten u des singul

�

arsten Terms. Die

L

�

osung ist nur bis auf Vielfahe von � festgelegt. Man �ndet

u(x; y) =

1

4

jg(x)j

�

1

4

jg(y)j

�

1

4

�

�

�

�

det

�

�x

�

�

�y

�

�

�

�

�

�

1

2

: (4.15)

Die in dieser Formel auftretende Determinante hei�t van Vlek-Morette-Determinante.

Im n

�

ahsten Shritt bestimmt man v. Man setzt an v = v

n

�

n

und gewinnt die

KoeÆzienten v

n

durh Induktion (Induktionsanfang?). Zum Shluss muss man

noh eine inhomogene Klein-Gordon-Gleihung f

�

ur w l

�

osen.

Der antisymmetrishe Anteil der L

�

osung muss so gew

�

ahlt werden, dass er

mit der Kommutatorfunktion

�

ubereinstimmt. Der symmetrishe Anteil ist niht

eindeutig bestimmt. Doh zwei vershiedene Hadamard-L

�

osungen k

�

onnen sih

nur um eine glatte, symmetrishe L

�

osung der Klein-Gordon-Gleihung in beiden

Argumenten untersheiden.
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Es ist shwierig, den Hadamardshen Ansatz mathematish pr

�

azise zu formu-

lieren. Dies ist erst in der shon erw

�

ahnten Arbeit von Kay und Wald geshehen.

Aufgabe 4.1. Sei M = R�T

3

, mit T

3

dem 3-Torus [0; L℄

3

. Die Metrik auf

M sei g = dt

2

�

P

3

i=1

dx

2

i

. Sei weiterhin ' das freie Feld auf M mit Masse m > 0.

(i) Bestimme die Kommutatorfunktion E(t;x; s;y) = �

L

(t�s;x�y) und die

Zweipunktfunktion des Grundzustandes !

2

(t;x; s;y) = �

L

+

(t� s;x� y).

(ii) Zeige, dass f

�

ur jtj+ jxj <

L

2

gilt:

�

L

(t;x) = �(t;x);

�

L

+

(t;x) = �

+

(t;x) + f(t;x);

mit f 2 C

1

.

Als eine weitere Methode zur De�nition physikalisher Zust

�

ande wollen wir

die adiabatishen Vakua besprehen. Diese Methode ist anwendbar, wenn die

Raumzeit von der Form R�� ist mit einer Metrik g = dt

2

�a(t)

2

h, wobei h eine

Riemannnshe Metrik auf � ist. Beispiele sind die Robertson-Walker-Raumzeiten

oder Friedmann-Universen. Der Wellenoperator ist

�

g

=

�

�

�t

�

2

+ 3H

�

�t

� a

�2

�

h

(4.16)

mit dem Hubble-Parameter H =

_a

a

und dem Laplaeoperator �

h

auf (�; h). Wir

nehmen an, dass � vollst

�

andig ist. Dann ist der Laplaeoperator auf L

2

(�; jhj

1

2

d

3

x)

selbstadjungiert und positiv. Seien Y

k

Eigenfunktionen mit Eigenwert E

k

und den

Normierungs-und Vollst

�

andigkeitsrelationen

Z

Y

k

(x)Y

k

0

(x)jhj

1

2

d

3

x = Æ(k; k

0

)

Z

Y

k

(x)Y

k

(y)dk = Æ(x� y)jhj

�

1

2

(4.17)

L

�

osungen der Klein-Gordon-Gleihung �ndet man jetzt durh den Ansatz f =

T

k

(t)Y

k

(x); dabei muss T

k

die gew

�

ohnlihe Di�erentialgleihung

�

T

k

+ 3H

_

T

k

+ !

2

T

k

= 0 (4.18)

erf

�

ullen, mit ! =

p

a

�2

E

k

+m

2

. Die Gleihung (4.18) besitzt 2 linear unabh

�

angi-

ge L

�

osungen. Wir k

�

onnen diese so w

�

ahlen, dass sie komplex konjugiert zueinander

sind und so dass die Wronskideterminante W

k

,

W

k

=

_

T

k

T

k

� T

k

_

T

k

(4.19)

denWert ia

�3

hat. Mit Hilfe dieser L

�

osungen erh

�

alt man die Kommutatorfunktion

iE(t; x; s; y) =

Z

dk

�

T

k

(t)T

k

(s)� T

k

(s)T

k

(t)

�

Y

k

(x)Y

k

(y) (4.20)
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Eine damit vertr

�

aglihe Zweipunktfunktion ist

!

2

(t; x; s; y) =

Z

dkT

k

(t)T

k

(s)Y

k

(x)Y

k

(y) (4.21)

ImFall a = onst erh

�

alt man den Grundzustand durh dieWahl T

k

(t) = (2a

3

!)

�

1

2

e

�i!t

.

Nah Parker maht man im allgemeinen Fall den Ansatz

T

k

(t) = (2a

3


)

�

1

2

e

�i

R

t

t

0


(t

0

)dt

0

(4.22)

mit einer positiven Funktion 
. Einsetzen in die Gleihung (4.18) liefert eine

Di�erentialgleihung f

�

ur 
,




2

= !

2

�

3

4

�

_a

a

�

2

�

3

2

�a

a

+

3

4

 

_







!

2

�

1

2

�







� F (
) (4.23)

Man l

�

ost diese Gleihung approximativ durh Iteration,

(


(n+1)

)

2

= F (


(n)

) ; (4.24)

mit dem Startwert 


(0)

= !. Wenig ist

�

uber die Konvergenz dieser Iteration

bekannt. Man briht sie deshalb nah endlih vielen Shritten n ab, bestimmt

die Anfangswerte der Approximation in (4.22), w

�

ahlt T

k

als die entsprehende

L

�

osung von (4.18) und erh

�

alt mit (4.21) das sogenannte adiabatishe Vakuum

n-ter Ordnung. Wie zuerst von Junker gezeigt worden ist, ist bereits das adiaba-

tishe Vakuum 0-ter Ordnung (mit den Anfangsbedingungen T

k

(t

0

) = (2a

3

!)

�

1

2

und

_

T

k

(t

0

) = (2a

3

!)

�

1

2

�

�i! �

3

4

H �

1

2

_!

!

�

) ein Hadamard-Zustand; die h

�

oheren

Approximationen betre�en also nur den glatten Anteil der Zweipunktfunktion.

Wir kommen jetzt zu der Charakterisierung der Zweipunktfunktion durh

die mikrolokale Spektrumsbedingung. Zu ihrer Formulierung ben

�

otigen wir einige

mathematishe Hilfsmittel. Das wihtigste ist das Konzept der Wellenfrontmenge.

Sei t eine Distribution auf dem R

n

, die am Punkt x singul

�

ar ist. Sei f eine

Testfunktion mit kompaktemTr

�

ager, die an der Stelle x niht vershwindet. Dann

ist auh ft am Punkt x singul

�

ar. Als Distribution mit kompaktem Tr

�

ager besitzt

ft eine unendlih oft di�erenzierbare Fouriertransformierte

e

ft.

e

ft wird in einige

Rihtungen niht shnell abfallen (anderenfalls w

�

are ft am Punkt x unendlih oft

di�erenzierbar). Hierbei nennt man eine Funktion g in der Rihtung k 6= 0 shnell

abfallend, wenn es einen o�enen Kegel C mit k 2 C gibt mit sup

k

0

2C

jk

0

j

N

jg(k

0

)j <

1 f

�

ur alle N 2 N.

Definition 4.1. Die Wellenfrontmenge WF t einer Distribution t 2 D

0

(R

n

)

ist die Menge aller Paare (x; k) 2 R

n

�R

n

nf0g, so dass die Fouriertransformierte

e

ft f

�

ur keine Testfunktion f 2 D(R

n

), die bei x niht vershwindet, shnell in

Rihtung von k abf

�

allt.
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Zun Beispiel gilt f

�

ur die Deltafunktion

f

fÆ(k) = f(0), also ist WF(Æ) = f0g 


R

n

n f0g. F

�

ur die Distribution

1

x+i"

auf R gilt

g

f

x+ i"

(k) = �i

Z

k

�1

dk

0

~

f(k

0

) ; (4.25)

also ist die Wellenfrontmenge f0g 
R

+

.

Mit Hilfe der Wellenfrontmengen kann man eine wihtige Aussage

�

uber die

Ausbreitung von Singularit

�

aten von L

�

osungen partieller Di�erentialgleihungen

mit variablen Koe�zienten formulieren. Sei P =

P

m

n=0

p

n

(x; i�) ein Di�erential-

operator, mit homogenen Polynomen p

n

vom Grade n in den partiellen Ableitun-

gen und glatten KoeÆzienten. Das Polynom h

�

ohster Ordnung hei�t das Haupt-

symbol p

m

. Wir nehmen an, dass p

m

reellwertig ist. Man de�niert die Charakte-

ristik von P als die Menge der Nullstellen von p

m

,

har(P ) = f(x; k) 2 R

n

�R

n

jp

m

(x; k) = 0g : (4.26)

Wir fassen jetzt R

n

�R

n

als Phasenraum und p

m

als Hamiltonfunktion auf. Dann

gilt der folgende Satz von H

�

ormander:

Theorem 4.1. Sei P ein Di�erentialoperator mit reellem Hauptsymbol p

m

.

Sei t 2 D

0

(R

n

) eine L

�

osung der Di�erentialgleihung Pt = 0. Dann ist WF(t)

enthalten in der Charakteristik von P und invariant unter dem Hamiltonshen

Fluss, der von p

m

erzeugt wird.

Mit Hilfe dieses Theorems k

�

onnen wir sehr leiht die Wellenfrontmenge von

�

+

berehnen. Das Hauptsymbol des Klein-Gordon-Operators ist k

2

, daher ist die

Wellenfrontmenge enthalten in M
fk 2 M

�

; k

2

= 0g. Der HamiltonsheFluss hat

Trajektorien (x(t); k(t)) = (x

0

+ tk; k). O�enbar ist f0; kg f

�

ur einige lihtartige

k in der Wellenfrontmenge, anderenfalls w

�

are �

+

bei 0 regul

�

ar. Wir shlie�en

jetzt aus dem obigen Theorem, dass dann auh die Punkte (x; k) = (tk; k) in der

Wellenfrontmenge liegen. Da �

+

aber f

�

ur raumartige Argumente glatt ist, kann

(x; k) nur dann in der Wellenfrontmenge liegen, wenn k parallel zu x ist. Wegen

der Lorentzinvarianz von �

+

muss auh die Wellenfrontmenge lorentzinvariant

sein. Zu Anfang haben wir bereits gesehen, dass die Fouriertransformierten von

f�

+

au�erhalb des Vorw

�

artlihtkegels shnell abfallen. Damit erhalten wir das

Ergebnis

WF(�

+

) = f(x; k); x

2

= 0; k

2

= 0; xkk; k

0

> 0g : (4.27)

Da die Distribution � der antisymmetrishe Anteil von �

+

ist, ist ihre Wel-

lenfrontmenge

WF(�) = f(x; k); x

2

= 0; k

2

= 0; xkk; k 6= 0g : (4.28)

Die Kommutatorfunktion E(x; y) = �(x� y) hat also die Wellenfrontmenge

WF(E) = f(x; y; k; k

0

); (x� y)

2

= 0; k

2

= 0; x� ykk; k + k

0

= 0; k 6= 0g : (4.29)
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Wir wollen jetzt die Wellenfrontmenge der Kommutatorfunktion E auf einer

beliebigen global hyperbolishen Raumzeit berehnen. E(x; y) ist eine L

�

osung

der Klein-Gordon-Gleihung in x und y. Das Hauptsymbol des Klein-Gordon-

Operators ist p(x; k) = g

��

k

�

k

�

. Die Charakteristik besteht aus dem Lihtkegel

im Impulsraum,

har(�

g

+m

2

) = f(x; k) 2 T

�

M; k

2

= 0g : (4.30)

Die Hamiltonshen Gleihungen mit Hamiltonfunktion p sind

_x

�

= 2g

��

k

�

_

k

�

= �

�

g

��

k

�

k

�

;

(4.31)

die L

�

osungen sind (x(t); k(t)) mit einer lihtartigen Geod

�

aten x(t) mit Tangen-

tenvektor 2g

��

k

�

. k(t) ist der Paralleltransport von k entlang dieser Geod

�

ate. Wir

erkennen aus diesem Beispiel, dass die Information des Propagationssatzes rein

geometrish ist und niht von der Wahl der Koordinaten abh

�

angt. Tats

�

ahlih

ist bereits die Wellenfrontmenge als Teilmenge des Kotangentialb

�

undels T

�

M

koordinatenunabh

�

angig de�niert.

Nah dem Theorem 4.1 besteht die Wellenfrontmenge von E aus der Vereini-

gung von Mengen

f(x(t); x

0

(s); k(t); k

0

(s)) 2T

�

(M�M); (x(t); k(t); (x

0

(s); k

0

(s))

L

�

osungen von (4.31); t; s 2 Rg :

(4.32)

F

�

ur x in der Zukunft von x

0

stimmt E mit der retardierten Greenshen Funktion

�

uberein. Wegen der Tr

�

agereigenshaften der retardierten Funktion muss die Tra-

jektorie (x(t); x

0

; k(t); k

0

) au�erhalb der Zukunft des Punktes x

0

enden. Nah dem

Satz

�

uber die Propagation von Singularit

�

aten kann sie nur in einem Punkt der

Wellenfrontmenge der Deltafunktion enden. Also geht die Geod

�

ate x(t) durh x

0

und an dieser Stelle gilt k + k

0

= 0. Wir shlie�en, dass

WF(E) � f(x; x

0

; k; k

0

); (x; k) � (x

0

;�k

0

)g ; (4.33)

wobei die Relation � bedeutet, dass es eine lihtartige Geod

�

ate von x nah x

0

gibt, dass k und k

0

(ko)tangential zu dieser Geod

�

aten sind und dass der Parallel-

transport von k gerade �k

0

ergibt.

Tats

�

ahlih gilt sogar Gleihheit in (4.33). Sei � eine (raumartige) Cauhy

�

ahe.

Wir betrahten die Anfangswerte von E auf �. Es ist leiht zu sehen, dass dieWel-

lenfrontmenge unter Ableitungen niht anwahsen kann. Daher ist WF(�

�

E) �

WF(E). In diesem Fall stimmen die beiden Wellenfrontmengen sogar

�

uberein,

da die Trajektorien des Hauptsymbols von �

�

zeitartig sind. Wir m

�

ussen wissen,

wie die Wellenfrontmenge einer Distribution sih bei einer Restriktion auf eine

Untermannigfaltigkeit verh

�

alt. Es gilt

Theorem 4.2. Sei t 2 D

0

(M). Sei N eine Untermannigfaltigkeit von M.

Wenn aus k?T

x

N , k 2 T

�

x

M, x 2 N folgt, dass k 62WF(t), dann l

�

asst sih t auf
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N einshr

�

anken, und die Wellenfrontmenge von t

N

ergibt sih aus der Wellen-

frontmenge von t durh die Einshr

�

ankung der Kotangentialvektoren (im Sinne

von Linearformen) auf den Tangentialraum von N ,

WF(t

N

) � f(x; k �

T

x

N

); x 2 N ; (x; k) 2WF(t)g : (4.34)

Beweis: Wir wollen den Satz f

�

ur einen Spezialfall beweisen. Sei t 2 D

0

(R

2

) und sei

N = R� f0g. Durh Multiplikation von t mit einer C

1

-Zerlegung der 1 k

�

onnen

wir t als Summe von Distributionen mit beliebig kleinem Tr

�

ager darstellen. Wir

k

�

onnen daher o.B.d.A. annehmen, dass t einen kompakten Tr

�

ager in der Umge-

bung eines Punktes x 2 N besizt und dass die Fouriertransformierte von t in

einem Kegel um die Rihtung (0; 1) shnell abf

�

allt. Wir de�nieren jetzt t

N

mit

Hilfe der Fouriertransformierten

ht

N

; 'i =

Z

dk

1

dk

2

~

t(k

1

; k

2

) ~'(�k

1

) : (4.35)

Nah Voraussetzung f

�

allt

~

t in einem Kegel C um die k

2

-Rihtung shnell ab. Au-

�erhalb des Kegels ist

~

t als Fouriertransformierte einer Distribution durh ein

Polynom beshr

�

ankt. Der entsheidende Punkt ist jetzt, dass ~', das als Fourier-

transformierte einer Testfunktion auf R shnell abf

�

allt, auh als Funktion auf R

2

au�erhalb von C shnell abf

�

allt. Daher f

�

allt der Integrand in (4.35) shnell ab,

und das Integral existiert.

Das Resultat

�

uber die Wellenfrontmengen folgt aus der Betrahtung des asym-

ptotishen Verhaltens von

R

dk

2

~

t(k

1

; k

2

). �

Aus �

�

E �

���

= Æ

�

und WF(Æ

�

) = f(x; x;k;�k); x 2 �;k 2 T

�

�g folgt

shlie�lih, dass es zu jedem k 2 T

�

x

� ein k 2 T

�

x

M gibt mit k �

T

x

�

= k und

(x; x; k;�k) 2 WF(E). Es bleibt zu zeigen, dass beide lihtartige Kotangen-

tialvektoren k mit der Projektion k auftreten. Hierf

�

ur muss auf die Literatur

verwiesen werden.

Ein indirektes Argument, das die Gleihheit in (4.33) zeigt, beruht auf der

M

�

oglihkeit, die Raumzeit lokal so zu deformieren, dass sie in einem gewissen

Gebiet mit dem Minkowskiraum

�

ubereinstimmt. Dort muss dann die Kommua-

tatorfunktion mit derjenigen des Minkowskiraums

�

ubereinstimmen. Deren Wel-

lenfrontmenge ist aber bekannt. Die Wellenfrontmenge an anderen Punkten ergibt

sih dann wieder aus dem Propagationssatz.

Wir k

�

onnen jetzt die mikrolokale Spektrumsbedingung f

�

ur die Zweipunkt-

funktion formulieren.

Definition 4.2. Eine Zweipunktfunktion!

2

des freien skalaren Klein-Gordon-

Feldes erf

�

ullt die mikrolokale Spektrumsbedingung, wenn

WF(!

2

) = f(x; x

0

; k; k

0

) 2WF(E); k 2 V

+

g : (4.36)

O�enbar erf

�

ullt !

+

2

(x; y) = �

+

(x � y) die mikrolokale Spektrumsbedingung.

Da glatte Funktionen leere Wellenfrontmengen haben und da WF(t

1

+ t

2

) �
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WF(t

1

) [ WF(t

2

), erf

�

ullen dann auh die Zweipunktfunktionen !

�

2

der KMS-

Zust

�

ande die mikrolokale Spektrumsbedingung. Tats

�

ahlih �xiert die mikrolo-

kale Spektrumsbedingung die Zweipunktfunktion bereits bis auf einen glatten An-

teil. Denn da zwei beliebige Zweipunktfunktionen denselben antisymmetrishen

Anteil haben (3.12), ist ihre Di�erenz symmetrish in x und x

0

. Dann ist auh ihre

Wellenfrontmenge symmetrish unter Vertaushung von (x; k) mit (x

0

; k

0

). Doh

k 2 V

+

bedeutet k

0

2 V

�

. Symmetrie gilt also nur f

�

ur k = k

0

= 0. Da (k; k

0

) = 0

aber nah De�nition der Wellenfrontmenge ausgeshlossen ist, shlie�en wir, dass

die Wellenfrontmenge der Di�erenz leer ist. Das aber bedeutet, dass die Di�erenz

eine glatte Funktion ist.

Wir haben jetzt 3 Konzepte zur Charakterisierung physikalish akzeptabler

Zweipunktfunktionen kennen gelernt, die Hadamard-Bedingung, die adiabati-

shen Vakua und die mikrolokale Spektrumsbedingung. Es gilt das folgende Theo-

rem.

Theorem 4.3. (i) Die Hadamard-Bedingung ist

�

aquivalent zur mikrolo-

kalen Spektrumsbedingung.

(ii) Die adiabatishen Vakua n-ter Ordnung (n = 0; 1 : : : ) erf

�

ullen die mikro-

lokale Spektrumsbedingung.

(iii) Grund- und KMS-Zust

�

ande in ultrastatishen Raumzeiten erf

�

ullen die mi-

krolokale Spektrumsbedingung.

(iv) Es gibt h

�

ohstens einen station

�

aren Zustand auf der Shwarzshildraum-

zeit, der sih so auf die Kruskalraumzeit fortsetzen l

�

asst, dass die mikrolo-

kale Spektrumsbedingung erf

�

ullt ist.

Der erste Punkt wurde von Radzikowski und K

�

ohler bewiesen, der zweite

von Junker. Der dritte beruht auf eine Arbeit von Fulling, Narovih und Wald,

die gezeigt haben, dass diese Zust

�

ande die Hadamard-Bedingung erf

�

ullen. Der

vierte wurde zuerst von Kay und Wald bewiesen. Ein eleganter Beweis wurde

von Andronahe gefunden.
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KAPITEL 5

Wikpolynome, Renormierung und wehselwirkende

Felder

Wir wollen jetzt andere als freie Felder betrahten. Die einfahsten Beispiele

daf

�

ur sind die sogenannten Wikpolynome.Mit ihrer Hilfe werden wir sp

�

ater auh

die wehselwirkenden Felder konstruieren.

Bereits das freie Feld ist singul

�

ar und kann als operatorwertige Distribution

niht punktweisemit sih selbst multipliziertwerden. Der Vakuumerwartungswert

von '(x)

2

z.B. ist formal gegeben durh

�

+

(0) = (2�)

�3

Z

d

3

p(2�(p))

�1

=1 :

Man de�niert jetzt das Wik-Produkt durh :'(x)'(y) := '(x)'(y)��

+

(x� y).

Man sieht leiht, dass die Matrixelemente des Wik-Produkts auf die Diagonale

x = y eingeshr

�

ankt werden k

�

onnen. Tats

�

ahlih ist :'(x)

2

: sogar eine operator-

wertige Distribution. Dies wurde zuerst von Garding und Wightman bewiesen.

Die Grundidee des Beweises ist bereits bei der Berehnung der Zweipunktfunktion

zu sehen. Es gilt

!(:'(x)

2

::'(y)

2

:) = 2�

+

(x� y)

2

: (5.1)

�

2

+

kann als Distribution de�niert werden durh

�

2

+

(f) = (2�)

�4

Z

d

3

pd

3

q

4�(p)�(q)

~

f (�(p) + �(q);p+ q) ; (5.2)

da der Integrand in p und q shnell abf

�

allt. Wesentlih hierf

�

ur ist, dass der Tr

�

ager

der Fouiertransformierten von �

+

im abgeshlossenen Vorw

�

artslihtkegel liegt.

Multiplizierbarkeit von Distributionen h

�

angt nur von der lokalen Singula-

rit

�

atsstruktur ab. Daher kann sie durh eine Eigenshaft der Wellenfrontmengen

harakterisiert werden. Es gilt der folgende Satz:

Theorem 5.1. Seien t

1

und t

2

Distributionen, so dass aus (x; k

1

) 2WF(t

1

),

(x; k

2

) 2WF(t

2

) folgt: k

1

+ k

2

6= 0. Dann existiert das punktweise Produkt t

1

t

2

.

Es gilt WF(t

1

t

2

) �WF(t

1

) [WF(t

2

) [ (WF(t

1

) +WF(t

2

)).

Beweis: Wir de�nieren das Produkt als Distribution auf Testfunktionen mit

gen

�

ugend kleinem Tr

�

ager. Dann k

�

onnen wir o.B.d.A. annehmen, dass t

1

und

t

2

kompakten Tr

�

ager haben und dass die Funktion

~

t

1

(k

1

)

~

t

2

(k

2

) in einem o�enen

Kegel um die Rihtung (k

1

; k

2

= �k

1

) shnell abf

�

allt. Daher kann t

1

(x

1

)t

2

(x

2

) auf

51
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die Diagonale x

1

= x

2

eingeshr

�

ankt werden. Die Wellenfrontmenge von t

1


 t

2

besteht aus Punkten (x

1

; x

2

; k

1

; k

2

), so dass (x

1

; k

1

) 2 WF(t

1

) und k

2

= 0 oder

(x

2

; k

2

) 2WF(t

2

) und k

1

= 0 oder (x

1

; k

1

) 2WF(t

1

) und (x

2

; k

2

) 2WF(t

2

). Der

Tangentialraum der Diagonale besteht aus Punkten (x; x; �; �); � 2 T

x

M. Aus

h(k

1

; k

2

); (�; �)i = hk

1

+ k

2

; �i ergibt sih die Aussage

�

uber die Wellenfrontmenge.

�

Wir erkennen sofort, dass die mikrolokale Spektrumsbedingung garantiert,

dass !

2

mit sih selbst multipliziert werden kann. Man kann dann das Analogon

des Garding-Wightman-Theorems auh f

�

ur quasifreie Zust

�

ande auf gekr

�

ummten

Raumzeiten beweisen. Dies wurde in einer Arbeit von Brunetti, K

�

ohler und mir

getan. Man de�niert operatorwertige Distributionen :'(x

1

) � � �'(x

n

) : in der fol-

genden Weise. Man setzt : 1 := 1 und : '(x) := '(x). Das Produkt von n + 1

Faktoren wird dann durh

:'(x)

n

Y

i=1

'(x

i

) : = '(x) :

n

Y

i=1

'(x

i

) : �

n

X

k=1

!

2

(x; x

k

) :

Y

i2f1;:::;ng;i6=k

'(x

i

) : (5.3)

rekursiv bestimmt. Die so eingef

�

uhrten operatorwertigen Distributionen auf M

n

lassen sih jetzt auf die totale Diagonale x

1

= x

2

= � � � = x

n

einshr

�

anken:

Theorem 5.2. Sei ! ein quasifreier Zustand und sei (H;
; �) die GNS-Kon-

struktion zu !. Dann existieren die Wikprodukte : '(x)

n

: auf dem dihten

Unterraum �(A)
 als operatorwertige Distributionen.

Bei dieser De�nition entsteht allerdings dadurh ein Problem, dass es kei-

nen ausgezeihneten Zustand gibt, der dem Vakuum entspriht. Die Auswahl

des Zustands geht in zweifaher Hinsiht in die De�nition der Wikpolynome ein:

Zun

�

ahst direkt durh die Subtraktion. Verwendet man einen anderen Hadamard-

Zustand, so untersheiden sih dieWik-Polynome um endlihe Terme. Das zweite

Problem ist tehnisher Natur und kommt daher, dass die vershmierten Wik-

polynome unbeshr

�

ankte Operatoren sind, die auf einem dihten Unterraum des

jeweiligen GNS-Hilbertraums de�niert sind. Es ist Verh gelungen, zu zeigen, dass

die GNS-Darstellungen von Algebren zu kompakten Gebieten unit

�

ar

�

aquivalent

sind. Es ist aber niht anzunehmen, dass die Garding-Wightman-Dom

�

anen bei

dieser unit

�

aren Transformation ineinander abgebildet werden.

Dieses Problem kann durh eine verbesserte De�nition der Wikprodukte

gel

�

ost werden. Man nutzt dabei aus, dass die mit der Zweipunktfunktion !

2

de-

�nierten Wikprodukte durh die erzeugende Funktion

:e

i'(f)

: = e

1

2

!

2

(f
f)

e

i'(f)

(5.4)

harakterisiert werden k

�

onnen. Da

!(e

i'(f)

) = e

�

1

2

!

2

(f
f)

; (5.5)
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vershwinden die Erwartungswerte der Wikpolynome im Zustand !. Ist !

0

ein

anderer quasifreier Zustand, dessen Zweipunktfunktion die mikrolokale Spek-

trumsbedingung erf

�

ullt, dann gilt !

0

2

� !

2

= F mit einer C

1

-Funktion F . Es

folgt

!

0

(:'(x

1

) � � �'(x

2n

) :) =

X

Paarungen

Y

Paare

F (x

i

; x

j

) ; (5.6)

in Analogie zur Formel (3.17). Die Erwartungswerte von Wikpolynomen in qua-

sifreien Hadamardzust

�

anden sind also glatte Funktionen.

Das Produkt zweier Wikprodukte kann in eine Summe von Wikprodukten

entwikelt werden (Wikshes Theorem)

:

Y

i2I

'(x

i

) : :

Y

j2J

'(x

j

) :

=

X

I

0

�I

X

�:I

0

!J injektiv

Y

i2I

0

!

2

(x

i

; x

�(i)

) :

Y

i2(InI

0

)[(Jn�(I

0

))

'(x

i

) : :

(5.7)

Wir benutzen diese Formel zu einer algebraishen De�nition der Wikprodukte.

Wir betrahten den VektorraumW, der erzeugt wird von den Elementen

�


n

(t) =

Z

:'(x

1

) � � �'(x

n

) : t(x

1

; : : : ; x

n

)dx

1

� � �dx

n

: (5.8)

Hierbei lassen wir als Testfunktionen symmetrishe Distributionen mit kompak-

tem Tr

�

ager zu, deren Wellenfrontmenge keine Impulse in V

n

+

[ V

n

�

enthalten. Das

Produkt zweier Monome (5.8) ist erkl

�

art durh

�


n

(t)�


m

(s) =

min(n;m)

X

k=0

�


n+m�2k

(t


k

s) (5.9)

mit dem k-fah kontrahierten Tensorprodukt

(t


k

s)(x

1

; : : : ; x

n+m�2k

) = symmetrisher Anteil von

n!m!

k!(n� k)!(m� k)!

Z

dy

1

� � �dy

n

!

2

(y

1

; y

2

) � � �!

2

(y

2k�1

; y

2k

)

t(x

1

; : : : ; x

n�k

; y

1

; y

3

; : : : ; y

2k�1

)s(x

n�k+1

; : : : ; x

n+m�2k

; y

2

; y

4

: : : ; y

2k

)

(5.10)

Man

�

uberzeugt sih jetzt davon, dass das kontrahierte Tensorprodukt wieder eine

zul

�

assige Wellenfrontmenge besitzt. Damit erh

�

altW ein Produkt. Es ist assozia-

tiv, und die *-Operation wird erkl

�

art durh '


n

(t)

�

= '


n

(t). Jeder quasifreie

Hadamard-Zustand induziert

�

uber (5.6) einen Zustand auf W.

Wir wollen jetzt in einer gegebenen GNS-Darstellung zu einem quasifreien

Hadamardzustand ! den De�nitionsbereih der Wikpolynome bestimmen. Sei 


der Vektor imGNS-Hilbertraum, der den Zustand ! induziert.Wir betrahten die

vektorwertige Distribution 	(x) =:'(x

1

) � � �'(x

n

) : 
 auf M

n

. Die Wellenfront-

menge einer vektorwertigen Distribution ist durh das asymptotishe Verhalten
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der Normen der Vektoren 	(fe

ikx

) de�niert. Es gilt

jj	(fe

ikx

)jj

2

=

X

�2S

n

Z

dxdyf(x)f(y)e

�ik(x�y)

n

Y

i=1

!

2

(x

i

; y

�(i)

): (5.11)

Aus der mikrolokalen Spektrumsbedingung folgt, dass WF(	) = f(x; k) 2 T

�

M

n

;

k 2 (�V

�

)

n

; k 6= 0g. Wir betrahten jetzt den folgenden dihten Unterraum von

H. F

�

ur reelle Testfunktionen sind die Operatoren e

i'(f)

unit

�

ar und daher auf dem

ganzen Hilbertraum de�niert. Das Feld '(f) kann nah dem Satz von Stone als

Ableitung der einparametrigen unit

�

aren Gruppe e

it'(f)

bei t = 0 de�niert werden.

In Verallgemeinerung dieses Sahverhalts betrahten wir den Unterraum D

1

der

Vektoren 	, f

�

ur die die Funktionen e

i'(f)

	 unendlih oft di�erenzierbar sind, in

dem Sinne, dass es vektorwertige Distributionen 	

(n)

auf M

n

gibt, so dass f

�

ur

eine stetige Seminorm p auf dem Testfunktionenraum D(M) gilt

jje

i'(f)

	�

m

X

n=0

1

n!

	

(n)

(f


n

)jjp(f)

�m

! 0 ; p(f)! 0 : (5.12)

D

1

ist ein invarianter De�nitionsbereih der Felder. Im Untershied zu dem Be-

reih �(A)
 h

�

angt er niht von der Wahl eines Vektors im Darstellungsraum ab.

Auf D

1

k

�

onnen normalgeordnete Produkte als Distributionen 	(x) auf M

n

er-

kl

�

art werden. Sei jetzt D der Teilraum von D

1

, auf dem die Wellenfrontmengen

dieser Distributionen die Bedingung

WF(	) � f(x; k); k 2 V

�

n

g (5.13)

erf

�

ullen. Es gilt

Theorem 5.3. Seien 	

0

;	 2 D. Dann ist

(	

0

; :'(x

1

) � � �'(x

n

) : 	) (5.14)

unendlih oft di�erenzierbar.

Im n

�

ahsten Shritt wollen wir Wehselwirkungen einf

�

uhren. Wir betrahten

zun

�

ahst eine Theorie im Minkowskiraum und addieren zum Hamiltonoperator

H eines freien Feldes einen zeitabh

�

angigen Wehselwirkungsterm

H

I;t

=

Z

d

3

xA(0;x) g(t;x); g 2 D(R

3

) (5.15)

mit einemWikpolynomA. Der Zeitentwiklungsoperator U(t; s) imWehselwir-

kungsbild gen

�

ugt der Gleihung

i

d

dt

U(t; s) = H

I

(t)U(t; s) (5.16)

mit

H

I

(t) = e

iHt

H

I;t

e

�iHt

=

Z

d

3

xA(t;x) g(t;x); g 2 D(M ) (5.17)
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und der Anfangsbedingung U(s; s) = 1. Durh Integration �ndet man die Inte-

gralgleihung

U(t; s) = 1 � i

Z

t

s

dt

1

H

I

(t

1

)U(t

1

; s) : (5.18)

Iteration liefert die Dysonreihe

U(t; s) = Te

�i

R

t

s

dt

1

H

I

(t

1

)

(5.19)

mit dem zeitgeordneten Exponenential

Te

�i

R

t

s

dt

1

H

I

(t

1

)

=

1

X

n=0

1

n!

Z

[s;t℄

n

dt

1

� � �dt

n

T H

I

(t

1

) � � �H

I

(t

n

) : (5.20)

Hierbei ist das n-fahe zeitgeordnete Produkt einer operatorwertigen Funktion

C(t) de�niert als diejenige symmetrishe Funktion von t

1

; : : : ; t

n

, die f

�

ur t

1

�

t

2

� � � � � t

n

mit C(t

1

) � � �C(t

n

)

�

ubereinstimmt.

Die S-Matrix S ist de�niert als der Limes von U(t; s) f

�

ur t!1 und s! �1.

Da nah Voraussetzung H

I

au�erhalb eines endlihen Intervalls vershwindet, gilt

S = U(t; s) f

�

ur t;�s gen

�

ugend gro�. Formal ergibt sih

S = Te

�i

R

d

4

A(x)g(x)

=

1

X

n=0

(�i)

n

n!

Z

d

4

x

1

� � � d

4

x

n

TA(x

1

) � � �A(x

n

)g(x

1

) � � � g(x

n

):

(5.21)

Das wehselwirkende Feld wird de�niert durh

'

int

(x) = U(x

0

; s)

�1

'(x)U(x

0

; s): (5.22)

Man �ndet im Fall, dass das Wikpolynom A keine Zeitableitungen enth

�

alt,

(�+m

2

)'

int

(x) =� iU(x

0

; s)

�1

[H

I

(x

0

); _'(x)℄U(x

0

; s)

=U(x

0

; s)

�1

�A

�'

(x)U(x

0

; s):

(5.23)

Eine elegante De�nition des wehselwirkenden Feldes geht auf Bogoljubov zur

�

uk.

Seien h 2 D(M),K(t) =

R

d

3

x'

int

(t;x)h(t;x) und K

0

(t) =

R

d

3

x'(t;x)h(t;x).

Seien ferner V

�

(t; s) und U

�

(t; s) Zeitentwiklungsoperatoren zu den zeitabh

�

angi-

gen Hamiltonoperatoren �K(t) und bzw. �K

0

(t). Dann gilt

V

�

(t; s) = U(t; s)

�1

U

�

(t; s) (5.24)

Der Term 1. Ordnung in � ist

Z

t

s

dt

0

K(t

0

) = �i'

int

(h) (5.25)
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f

�

ur t;�s gen

�

ugend gro�. Ist S(g; h) die S-Matrix zur Wehselwirkungs-Lagrange-

dihte gA+ h', so folgt Bogoljubovs Formel

'

int

(x) =

Æ

iÆh(x)

S(g; 0)

�1

S(g; h) �

h=0

: (5.26)

Wir erkennen, dass wir zu einer st

�

orungstheoretishen Konstruktion der wehsel-

wirkenden Felder lediglih die zeitgeordneten Produkte von Wikpolynomen als

operatorwertige Distributionen kennen m

�

ussen. Die in der Herleitung benutzte

Einshr

�

ankung der Felder auf sharfe Zeiten (sie existiert in 4 Dimensionen nur

f

�

ur das freie Feld selbst) ist in der Bogoljubovshen Formel eliminiert worden.

F

�

ur lokale Felder A, d.h. f

�

ur Felder, die bei raumartigen Abst

�

anden kommu-

tieren, ist die Zeitordnungsvorshrift unabh

�

angig vom Lorentzsystem. Denn f

�

ur

Argumente, bei denen sih die Zeitordnung

�

andert, kommt es auf die Reihenfolge

niht an.

Die wehselwirkenden Felder zu einer festen Zeit sind unit

�

ar

�

aquivalent zum

freien Feld und vertaushen daher f

�

ur niht zusammenfallende Punkte. Wegen

der Unabh

�

angigkeit der De�nition vom Lorentzsystem vertaushen sie dann auh

f

�

ur beliebige raumartig getrennte Punkte. Dasselbe Argument gilt auh f

�

ur global

hyperbolishe Raumzeiten.

Als Beispiel betrahten wir das Feld ' selbst als Lagrangedihte. Es gilt

S(g) =:e

i'(g)

: e

i

2

!

F

(g
g)

(5.27)

mit dem Feynmanpropagator

i!

F

(x; y) = !

2

(x; y) + iE

av

(x; y) (5.28)

F

�

ur die zeitgeordneten Produkte erh

�

alt man

T'(x

1

) � � �'(x

n

) =

X

G

:

Y

j

'(x

j

) :

Y

l

i!

F

(x

s(l)

; x

r(l)

) : (5.29)

Hier wird

�

uber alle Graphen G mit Vertizes 1; : : : ; n summiert, bei denen an

jedem Vertex genau eine Linie ankommt, wobei auh

�

au�ere Linien zugelassen

sind, die nur einen Endpunkt haben. Das Produkt

�

uber j erstrekt sih

�

uber die

Vertizes an den

�

au�eren Linien. Das Produkt

�

uber l geht

�

uber die inneren Lini-

en des Graphen, mit Anfangspunkt s(l) (

"

soure\) und Endpunkt r(l) (

"

range\)

bez

�

uglih einer willk

�

urlihen Orientierung (der Feynmanpropagator ist symme-

trish).

F

�

ur Wikpolynome ist die kombinatorishe Formel f

�

ur die zeitgeordneten Pro-

dukte ganz

�

ahnlih. Man l

�

a�t in der obigen Summe einfah alle Graphen aus, bei

denen Vertizes innerhalb einer Normalordnung durh Linien verbunden werden.

Es gilt

T :'

n

1

(x

1

) ::'

n

k

(x

k

) :=

X

G

(G):'

l

1

(x

1

) � � �'

l

k

(x

k

) :

Y

i<j

!

F

(x

i

; x

j

)

l

ij

; (5.30)
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wobei

�

uber alle Graphen G mit Vertizes 1; : : : ; k summiert wird, in denen vom

Vertex i n

i

Linien ausgehen. l

i

ist die Zahl der

�

au�eren Linien am Vertex i, l

ij

ist

die Zahl der Linien zwishen den Vertizes i und j. Der kombinatorishe Faktor

(G) ist die Zahl der Graphen

~

G in (5.29) mit Vertizes (i; j

i

); j

i

= 1; : : : ; n

i

; i =

1; : : : ; k , die bei Vershmelzung der Vertizes (i; 1); : : : ; (i;n

i

) zum Vertex i,

i = 1; : : : k, den Graphen G ergeben. Es gibt

�

n

i

l

i

�

M

�

oglihkeiten, die l

i

Verti-

zes mit

�

au�eren Linien unter den n

i

Vertizes, die zum Vertex i vershmelzen,

auszuw

�

ahlen. Die verbleibenden n

i

� l

i

Vertizes lassen sih in

(n

i

�l

i

)!

l

i1

!���l

ik

!

vershiedene

Weisen in k Teilmengen zu je l

ij

Elementen unterteilen. Weiter gibt es f

�

ur die l

ij

Linien, die die Vertizes i; j verbinden, l

ij

! M

�

oglihkeiten. Es folgt

(G) =

Q

i

n

i

!

Q

i

l

i

!

Q

i<j

l

ij

!

: (5.31)

ImGegensatz zu den Produkten im Sinne von Operatoren sind aber die zeitge-

ordneten Produkte von Wikpolynomen zun

�

ahst niht wohlde�niert. Solange die

Argumente alle vershieden sind, kann das zeitgeordnete Produkt auf das gew

�

ohn-

lihe Produkt zur

�

ukgef

�

uhrt werden. Bei zusammenfallenden Punkten aber gibt

es Probleme. Diese sind die bekannten Ultraviolettproblemeder Quantenfeldtheo-

rie, die in einem naiven Zugang zu Divergenzen f

�

uhren.

Betrahten wir zun

�

ahst das zeitgeordnete Produkt zweier Felder

T ('(x)'(y)) =:'(x)'(y) : +i!

F

(x; y) : (5.32)

Der Feynmanpropagator im Minkowskiraum ist !

F

(x; y) = �

F

(x� y) mit

�

F

(x� y) = (2�)

�4

Z

d

4

p

e

�ipx

p

2

�m

2

+ i"

: (5.33)

Der Feynmanpropagator ist ebenso wie die retardierte Funktion eine L

�

osung der

inhomogenen Klein-Gordon-Gleihung (�

g

+m

2

)!

F

= �Æ und besitzt die Wel-

lenfrontmenge

WF(!

F

) =f(x; x

0

; k; k

0

) 2WF(E); k 2 V

�

if x 2 J

�

(x

0

)g

[ f(x; x; k;�k); k 6= 0g :

(5.34)

!

F

(x; y) kann nah unserem Theorem

�

uber die Multiplizierbarkeit von Distribu-

tionen f

�

ur x 6= y mit sih selbst multipliziert werden. Bei x = y aber k

�

onnen sih

Impulse zu 0 addieren; dort ist das punktweise Produkt zun

�

ahst unde�niert.

Im Minkowskiraum k

�

onnen wir den Feynmanpropagator durh seine Fourier-

transformierte beshreiben und dann versuhen, das entsprehende Faltungsinte-

gral im Impulsraum zu berehnen. Wir �nden z.B.

�

F

(x)

2

= (2�)

�8

Z

d

4

p e

�ipx

Z

d

4

q

1

(q

2

�m

2

+ i")((p� q)

2

�m

2

+ i")

: (5.35)

Der Integrand verh

�

alt sih f

�

ur gro�e q wie (q

2

)

�2

, daher wird das Integral in 4

Dimensionen logarithmish divergieren.
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Zur L

�

osung der Ultraviolettprobleme in der St

�

orungsreihe der Quantenfeld-

theorie sind im Laufe der letzten 50 Jahre eine Vielzahl von sharfsinnigen und

trikreihen Verfahren entwikelt worden, angefangen von den Arbeiten zur Re-

normierung von Feynman, Shwinger, Tomonaga und Dyson, die das Problem

f

�

ur die unteren Ordnungen l

�

osen konnten und die zeigen konnten, dass die so er-

haltenen Vorhersagen der QED mit den Experimenten phantastish genau

�

uber-

einstimmen. Der Beweis zu allen Ordnungen enthielt allerdings einen Fehler, der

erst in den 70er Jahren durh die Arbeiten von Bogoljubov, Parasiuk, Hepp, Zim-

mermann, Epstein und Glaser beseitigt werden konnte. Zur Verallgemeinerung

der Renormierung auf nihtabelshe Eihtheorien wurde von `t Hooft und Velt-

man die Methode der dimensionalen Renormierung entwikelt, die heute in der

Praxis meistens benutzt wird. In dieser Vorlesung kann auf die untershiedlihen

Verfahren niht eingegangen werden.

Ein besonders elegantes Verfahren ist von Epstein und Glaser auf der Grundla-

ge von Ideen von St

�

ukelberg und Bogoljubov entwikelt worden. Im Untershied

zu den meisten anderen Verfahren l

�

a�t es sih bequem im Ortsraum formulieren

und eignet sih daher besonders gut zur Renormierung auf gekr

�

ummten Raum-

zeiten. Ih werde es hier in einer modernisierten Form vorstellen.

Wir haben bereits gesehen, dass es ausreiht, die zeitgeordneten Produkte von

Wikpolynomen zu konstruieren. Wir formulieren die genauen Bedingungen und

folgen dabei der Doktorarbeit von F.-M. Boas. Die klassishen Felder, die sih aus

' durh Produkte und Ableitungen, ohne Ber

�

uksihtigung der Feldgleihungen,

gewinnen lassen, erzeugen einen linearen Raum L. Man suht jetzt eine Familie

von multilinearen Abbildungen T

n

von L

n

in die operatorwertigen Distributionen

auf M

n

mit Werten in W. Diese sollen die folgenden Eigenshaften besitzen:

(i) T

0

= 1

(ii) T

1

(A) =:A :

(iii) T

n

(A

1

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

) ist symmetrish unter Vertaushung der Indi-

zes.

(iv) Wenn keiner der Punkte x

1

; : : : ; x

k

in der Vergangenheit eines der Punkte

x

k+1

; : : : ; x

n

liegt, dann gilt die Faktorisierungsgleihung

T

n

(A

1

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

) =

T

k

(A

1

; : : : ; A

k

)(x

1

; : : : ; x

k

)T

n�k

(A

k+1

; : : : ; A

n

)(x

k+1

; : : : ; x

n

) :

(5.36)

Insbesondere vertaushen zeitgeordnete Produkte, wenn ihre Argumente

raumartig getrennt sind.

Wir k

�

onnen jetzt die S-Matrix f

�

ur dieWehselwirkungs-LagrangedihteL(x) =

P

A

i

g

i

(x) durh

S(L) =

1

X

n=0

i

n

n!

X

i

1

;::: ;i

n

T

n

(A

i

1

; : : : ; A

i

n

)(g

i

1


 � � � 
 g

i

n

) (5.37)
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de�nieren. Sie erf

�

ullt die folgende Funktionalgleihung

S(f + g + h) = S(f + g)S(g)

�1

S(g + h) : (5.38)

Hierbei sind f; g; h Testfunktionen mit Werten in L, und der Tr

�

ager von f hat

leeren Durhshnitt mit der Vergangenheit des Tr

�

agers von h. Das Inverse der

S-Matrix ist als formale Potenzreihe wohlde�niert:

S(g)

�1

=

1

X

n=0

(�i)

n

n!

X

i

1

;::: ;i

n

T

n

(A

i

1

; : : : ; A

i

n

)(g

i

1


 � � � 
 g

i

n

): (5.39)

mit den antizeitgeordneten Produkten T

n

. Die antizeitgeordneten Produkte er-

f

�

ullen analoge Bedingungen wie die zeitgeordneten Produkte, wobei bei der Fak-

torisierungsbedingung (5.36) Vergangenheit durh Zukunft ersetzt werden muss.

Sie sind explizit gegeben durh

T

n

(A

1

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

) =

X

P2P(f1;:::;ng)

(�1)

jP j+n

Y

I2P

T (I) (5.40)

mit der Menge der geordneten Partitionen P = (I

1

; : : : ; I

jP j

) 2 P und mit der

Abk

�

urzung T (I) = T

jIj

(A

i

1

; : : : ; A

i

jIj

)(x

i

1

; : : : ; x

i

jIj

), fi

1

; : : : ; i

jIj

g = I.

Zum Beweis von (5.38) betrahten wir die relativen S-Matrizen V (g; h) =

S(g)

�1

S(g+h). Ihre Potenzreihenentwiklung de�niert die retardierten Produkte

R

n;m

als multilineare Abbildungen von L

n+m

in operatorwertige Distributionen

auf M

n+m

. Mit den entsprehenden Abk

�

urzungen wie oben erh

�

alt man

R(X;Y ) =

X

I�X

(�1)

jIj

T (I)T (X n I [ Y ) : (5.41)

Hierbei sind X und Y disjunkte endlihe Indexmengen.

Die retardierten Produkte R(X;Y ) vershwinden, wenn einer der Punkte

x

i

; i 2 X; niht in der Vergangenheit wenigstens eines der Punkte y

j

; j 2 Y;

liegt. Denn sei I � X die Menge der Indizes mit dieser Eigenshaft. Dann liegt

x

j

; j 2 X n I; in der Vergangenheit eines Punktes y

k

; k 2 Y , also liegt x

i

; i 2 I;

auh niht in der Vergangenheit eines der Punkte x

j

; j 2 X n I. Aufgrund der

Faktorisierungseigenshaften der zeitgeordneten und antizeitgeordneten Produk-

te gilt

R(X;Y ) =

X

J�I;K�XnI

(�1)

jJj+jKj

T (K)T (J)T (I n J)T (X n (I [K) [ Y ) : (5.42)

Die Summe

�

uber J vershwindet identish f

�

ur nihtleeres I, da die zeitgeordneten

Produkte gerade die KoeÆzienten der inversen S-Matrix sind.

Also gilt V (g; h) = V (f + g; h), wenn supp f \ J

�

(supp h) = ;. Daraus folgt

die Funktionalgleihung (5.38).

Zur Konstruktion der zeitgeordneten Produkte geht man induktiv vor. Auf-

grund der Anfangsbedingungen und der Faktorisierungsgleihung ist T

2

('

n

; '

m

)
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auf M

2

nD mit der Diagonale D = f(x; x); x 2 Mg shon bekannt. Es gilt

T

2

('

n

; '

m

)(x; y) =

X

k

n!m!

k!(n� k)!(m� k)!

(i!

F

(x; y))

k

:'(x)

n�k

'(y)

m�k

: :

(5.43)

Wir untersuhen das Fortsetzungsproblem zun

�

ahst im Minkowskiraum. F

�

ur x 62

V

�

�nden wir

(i�

F

(x)

k

= �

+

(x))

k

=

Z

d

4

pe

�ipx

�

k

(M)�

+

(x;M) (5.44)

mit der Vakuumzweipunktfunktion �

+

(x;M) zur Masse M und dem Phasen-

raumvolumen �

k

(p) eines k-Teilhenzustands mit Gesamtimpuls p,

�

k

(p) =

Z

k

Y

i=1

d

3

p

i

(2�)

3

2�(p

i

)

Æ

(4)

(p �

X

p

i

)j

(p

i

)

0

=�(p

i

);i=1;::: ;n

: (5.45)

Wegen Lorentzkovarianz h

�

angt es niht von p

2

ab; es vershwindet au�erhalb

von V

+

. In V

+

verwenden wir als Koordinaten (M;p) 2 R

+

� R

3

mit p =

(

p

jpj

2

+M

2

;p) mit der Funktionaldeterminante

�

�

�

�

�p

�(M;p)

�

�

�

�

=

M

p

jpj

2

+M

2

(5.46)

Damit erh

�

alt man

�

+

(x)

k

= (2�)

3

Z

dM

2

�

k

(M)�

+

(x;M) : (5.47)

F

�

ur gro�e M verh

�

alt sih �

k

wie M

2k�4

. F

�

ur k = 2 �ndet man

�

2

(M) =

1

4(2�)

5

p

M

2

� 4m

2

M

: (5.48)

Eine entsprehende

�

Uberlegung gilt f

�

ur x 62 V

+

. Wir erhalten f

�

ur x 6= 0

(i�

F

)(x)

k

= (2�)

3

Z

dM

2

�

k

(M)i�

F

(x;M): (5.49)

Es ist jetzt niht m

�

oglih, die Fortsetzung unter dem Integralzeihen durh-

zuf

�

uhren und dann zu integrieren. Da �

F

(x;M) �

1

M

2

, w

�

urde das Integral diver-

gieren.

Stattdessen kann man ausnutzen, dass die Distributionen �

+

(x;M) L

�

osungen

der Klein-Gordon-Gleihung zur Masse M sind. Daher gilt f

�

ur l 2 N

�

+

(x)

k

= (��+ a

2

)

l

(2�)

3

Z

dM

2

�

k

(M)

(M

2

+ a

2

)

l

�

+

(x;M) : (5.50)
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F

�

ur l � k � 1 konvergiert dann die Darstellung

(i�

F

(x))

k

= (��+ a

2

)

l

(2�)

3

Z

dM

2

�

k

(M)

(M

2

+ a

2

)

l

i�

F

(x;M) (5.51)

und stellt eine gew

�

unshte Fortsetzung dar. Die Fortsetzung h

�

angt von l und a

2

ab. Zwei vershiedene Fortsetzungen untersheiden sih um eine Distribution mit

Tr

�

ager f0g, also um ein Vielfahes der Deltafunktion oder einer ihrer Ableitungen.

Z. B. gilt im Fall k = 2; l = 1 und m = 0

(i�

F

(x))

2

a

� (i�

F

(x))

2

b

= �

1

2�

ln

a

b

Æ(x) : (5.52)

Man kann jetzt das allgemeine Problem studieren, unter welhen Bedingungen

sih Distributionen auf D(R

n

nf0g) zu Distributionen auf D(R

n

) fortsetzen lassen

und wie sih die Fortsetzungen klassi�zieren lassen.

Als Beispiel betrahten wir die Funktion t

0

(x) =

1

jxj

auf R n f0g. Da t

0

bei

0 niht integrabel ist, de�niert es keine Distribution auf R. Die Divergenz bei 0

kann aber kompensiert werden, wenn die Testfunktion f bei 0 vershwindet. In

diesem Fall ist f von der Form xg mit einer anderen Testfunktion g, und wir

k

�

onnen setzen

t

0

(f) =

Z

dx

x

jxj

g(x) : (5.53)

Sei h eine festgew

�

ahlte Testfunktion mit h(0) = 1. Jede Testfunktion f l

�

a�t

sih shreiben als f = f(0)h + xg mit einer Testfunktion g. Dann bilden die

Distributionen

t(f) = f(0) + t

0

(xg): (5.54)

Fortsetzungen von t

0

auf alle Testfunktionen. Die Divergenz ist vershwunden;

geblieben ist eine unbestimmte Konstante. Eine explizite Formel f

�

ur t erh

�

alt man

aus der Beobahtung, dass t auf Testfunktionen, die bei Null vershwinden, mit

der Ableitung (im Sinne von Distributionen) von sign(x) ln jxj

�

ubereinstimmt.

Daher gilt

t(x) = (sign(x) ln jxj)

0

+ Æ(x) ; (5.55)

wobei die Konstante  durh den Wert von t auf einer Testfunktion, die bei

Null niht vershwindet, �xiert wird. Bemerkenswert ist, dass es keine homogene

Fortsetzung von

1

jxj

gibt. Dies ist der Prototyp der Anomalien in der Quanten-

feldtheorie.

Im allgemeinen Fall klassi�zieren wir nah Steinmann die Singularit

�

at einer

Distribution mit Hilfe des Skalengrads.

Definition 5.1. Sei t eine Distribution auf R

n

oder R

n

nf0g. Der Skalengrad

von t ist de�niert als

sd(t) = inffÆ 2 R; �

Æ

t(�x)! 0 f

�

ur �! 0g (5.56)
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Es gelten die beiden folgenden S

�

atze:

Theorem 5.4. Sei t

0

2 D

0

(R

d

n f0g) mit sd(t

0

) < d. Dann gibt es eine ein-

deutig bestimmte Distribution t 2 D

0

(R

d

) mit sd(t) = sd(t

0

) und t(f) = t

0

(f)

f

�

ur alle f 2 D(R

d

n f0g).

Theorem 5.5. Sei t

0

2 D

0

(R

d

n f0g) mit 1 > sd(t

0

) � d. Dann gibt es

Distributionen t 2 D

0

(R

d

) mit sd(t) = sd(t

0

) und t(f) = t

0

(f) f

�

ur alle f 2

D(R

d

nf0g). t ist eindeutig bis auf Addition eines Terms P (�)Æmit einemPolynom

P mit deg(P ) � sd(t

0

)� d.

Der Skalengrad eines Feynmangraphen l

�

a�t sih einfah abz

�

ahlen. Der Feyn-

manpropagator hat Skalengrad 2. Ein Graph mit n Vertizes und l inneren Linien

hat daher Skalengrad 2l. Im Minkowskiraum ist er wegen Translationsinvarianz

eine Distribution in 4(n�1) Variablen. Beim induktiven Vorgehen ist er f

�

ur x 6= 0

durh die unteren Ordnungen bestimmt. Im Fall 2l�4(n�1) < 0 ist der Feynman-

graph dann eine eindeutig bestimmte Distribution, im Fall 2l � 4(n � 1) � 0

muss die Mehrdeutigkeit durh sogenannte (Re-)Normierungsbedingungen besei-

tigt werden.

Auh auf gekr

�

ummten Raumzeiten sind den Feynmangraphen f

�

ur niht zu-

sammenfallende Punkte wohlde�nierte Distributionen zugeordnet, und beim in-

duktiven Vorgehen ergibt sih, dass ein Graph mit n Vertizes

�

uberall bis auf die

totale Diagonale D

n

= f(x; : : : ; x) 2 M

n

g wohlde�niert ist, falls alle Graphen

mit weniger als n Indizes bereits de�niert worden sind. Wegen der fehlenden

Translationsinvarianz kann dies aber niht direkt auf das Problem der Fortset-

zung auf einen Punkt zur

�

ukgef

�

uhrt werden. Stattdessen muss man sih mit dem

Problem besh

�

aftigen, wie Distributionen, die auf dem Komplement einer Unter-

mannigfaltigkeit N einer Mannigfaltigkeit M bekannt sind, auf ganz M fortge-

setzt werden k

�

onnen. Einen Ersatz f

�

ur die fehlende Translationsinvarianz stellt

die folgende Eigenshaft dar:

Definition 5.2. Eine Distribution t 2 D

0

(M) hei�t glatt entlang einer Un-

termannigfaltigkeit N , falls WF(t)?TN .

(x; �) 2 T

x

N � T

x

M

M

(x; k) 2 WF (t)

x

Abbildung 1. (x; k) 2

T

�

x

M! k(�) = 0:

Distributionen mit dieser Eigen-

shaft lassen sih auf zu N transversale

Mannigfaltigkeiten einshr

�

anken. Man

kann jetzt Koordinaten (x; y) in einer

Umgebung von N w

�

ahlen mit x 2 N

und y 2 R

d

mit d = odimN =

dimM� dimN . Dann ist t nah Ver-

shmierung mit einer Testfunktion auf

R

d

eine glatte Funktion auf N . Sei nun

t

0

2 D

0

(M n N ). Eine notwendige Be-

dingung f

�

ur die Fortsetzbarkeit von t

0
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zu einer entlang von N glatten Distribution t 2 D

0

(M) ist, dass WF(t

0

)?TN

(hier wird die Wellenfrontmenge von t

0

als Teilmenge von T

�

M aufgefasst). Man

w

�

ahlt jetzt eine Karte wie oben und de�niert mit ihrer Hilfe den Skalengrad sd

N

.

Die pr

�

azise De�nition ist komplizierter als im Fall des Skalengrads bez

�

uglih ei-

nes Punkts. Die Details �nden sih in der Arbeit von Brunetti und mir. Das

Hauptproblem ist, zu zeigen, dass die De�nition niht von der Wahl eines Koor-

dinatensystems abh

�

angt. Man �ndet den folgenden Satz:

Theorem 5.6. Sei N eine Untermannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit M,

und sei t

0

2 D

0

(MnN ).

(i) Im Fall sd

N

(t

0

) < odimN gibt es eine eindeutige Fortsetzung mit dem-

selben Skalengrad.

(ii) Im Fall odimN < sd

N

(t

0

) < 1 gibt es Fortsetzungen mit demselben

Skalengrad. Sie sind eindeutig bis auf einen additiven Term P (�)Æ

N

mit

einem Di�erentialoperator P (�) der Ordnung � sd

N

(t

0

) � odimN mit

glatten KoeÆzienten. Æ

N

ist eine auf N konzentrierte Deltafunktion, d.h.

Æ

N

(f) =

R

N

f�dx mit einer glatten nirgends vershwindenden Dihte �dx

auf N .

Nah diesen Vorbereitungen k

�

onnen wir die Konstruktion der zeitgeordneten

Produkte durhf

�

uhren. Die induktive Konstruktion beruht auf dem folgenden

Satz:

Theorem 5.7. Wenn die zeitgeordneten Produkte T

0

; : : : ; T

n�1

bekannt sind,

dann ist T

n

auf dem Komplement der totalen Diagonale wohlde�niert.

Beweis: Sei (x

1

; : : : ; x

n

) 2 M

n

n D

n

. Dann kann die Menge f1; : : : ; ng in zwei

nihtleere Teilmengen I; I



zerlegt werden, so dass fx

i

; i 2 Ig\J

�

(fx

j

; j 2 I



g) =

;. Dann gilt nah der Faktorisierungsgleihung

T (f1; : : : ; ng) = T (I)T (I



) : (5.57)

Es bleibt zu zeigen, dass T

n

niht von der Wahl von I abh

�

angt. Sei J eine andere

Indexmenge mit der obigen Eigenshaft. Dann kann I entsprehend in I \ J und

I n J zerlegt werden, und man erh

�

alt

T (f1; : : : ; ng) = T (I \ J)T (I n J)T (I



n J



)T (I



\ J



) : (5.58)

Die beiden Faktoren in der Mitte sind raumartig zueinander lokalisiert und las-

sen sih daher vertaushen. Erneute Anwendung der Faktorisierungsgleihungen

ergibt die Faktorisierung mit J statt I. �

Die Wahl der zeitgeordneten Produkte auf der Diagonalen l

�

asst sih jetzt durh

(Re-)Normierungsbedingungen einshr

�

anken.

N1. Kovarianz unter Isometrien g

�

g

(T (A

1

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

) = T (gA

1

; : : : ; gA

n

)(gx

1

; : : : ; gx

n

)

Da generishe Raumzeiten keine nihttrivialen Isometrien besitzen, ist diese

Bedingung im allgemeinen leer.



64 5. WICKPOLYNOME, RENORMIERUNG UND WECHSELWIRKENDE FELDER

N2. Unitarit

�

at

T (A

1

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

)

�

= T (A

1

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

)

(f

�

ur reelle Felder A

1

; : : : ; A

n

). Diese Bedingung garantiert die Unitarit

�

at

der S-Matrix und die Hermitizit

�

at der wehselwirkenden Felder.

N3.

['(x); T (A

1

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

)℄ =

n

X

k=1

X

�

i�

�

x

k

E(x; x

k

)T (A

1

; : : : ;

�A

k

�(�

�

')

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

) :

(5.59)

Nah dieser Bedingung sind die zeitgeordneten Produkte der Felder aus

L bis auf eine numerishe Distribution durh die zeitgeordneten Produkte

der Felder mit kleinerem Grad (als Polynome in ' und seinen Ableitun-

gen) bestimmt. Das Problem der Fortsetzung operatorwertiger Distribu-

tionen ist damit auf das bereits gel

�

oste Problem der Fortsetzung nume-

risher Distributionen zur

�

ukgef

�

uhrt worden. Zwekm

�

a�iger Weise nimmt

man hierf

�

ur die Erwartungswerte der zeitgeordneten Produkte im gew

�

ahl-

ten Hadamard-Zustand.

N4. Falls die Felder A

1

; : : : ; A

n

keine Ableitungen von ' enthalten, gilt

(�

x

g

+m

2

)T (A

1

; : : : ; A

n

; ')(x

1

; : : : ; x

n

; x) =

i

n

X

k=1

Æ(x; x

k

)T (A

1

; : : : ;

�A

k

�'

; : : : ; A

n

)(x

1

; : : : ; x

n

) :

(5.60)

Diese Bedingung impliziert, dass das wehselwirkende Feld die der klassi-

shen Feldgleihung entsprehende Gleihung erf

�

ullt. Eine Verallgemeine-

rung dieser Bedingung, die auh Ableitungen der Grundfelder zul

�

asst, ist

von F.-M. Boas in Eihtheorien mit Erfolg angewandt worden.

Das wehselwirkende Feld zur Lagrangedihte L(x) = g(x)'

4

ist jetzt gegeben

durh

'

L

(h) =

d

id�

V (L; '�h)j

�=0

(5.61)

Es gilt der folgende Satz

Theorem 5.8. (i) '

L

ist ein lokales Feld,

['

L

(x); '

L

(y)℄ = 0; falls x raumartig zu y liegt : (5.62)

(ii) '

L

erf

�

ullt die Feldgleihung

(�

g

+m

2

)'

L

(x) + 4g(x)'

3

L

(x) = 0

mit '

3

L

(h) =

d

id�

V (g; '

3

�h)j

�=0

.

(iii) '

L

ist hermitesh
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(iv) Wenn g und g

0

in einer Umgebung des kausal abgeshlossenen Gebiets O

�

ubereinstimmen, dann gibt es einen unit

�

aren Operator U mit der Eigen-

shaft

'

L

0

(h) = U'

L

(h)U

�1

f

�

ur alle h mit supp h � O (5.63)

mit L

0

(x) = g

0

(x)'

4

.

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus (5.38). (ii) folgt ausN4. (iii) ergibt sih aus N2.

(iv) ist ebenfalls eine Konsequenz aus (5.38). Denn da die Funktion L

0

�L in einer

Umgebung von O vershwindet, l

�

a�t sie sih zerlegen in a+bmit supp a\J

�

(O) =

; und supp b \ J

+

(O) = ;. Nah (5.38) gilt

S(L

0

+ 'h) = S(L+ a+ b)S(L+ b)

�1

S(L+ b+ 'h) ; (5.64)

also ist V (L

0

; 'h) = V (L+ b; 'h). Weiter folgt aus (5.38)

S(L + b+ 'h) = S(L+ 'h)S(L)

�1

S(L+ b) (5.65)

und damit

V (L+ b; 'h) = V (L; b)

�1

V (L; 'h)V (L; b) : (5.66)

Wir erhalten also die Behauptung mit U = V (L; b)

�1

. �

Zur Konstruktion (bis auf unit

�

are

�

Aquivalenz) der Algebra der wehselwir-

kenden Felder zur Lagrangedihte L = g'

4

mit g = onst: im Gebiet O reiht

es also aus, g in einer Umgebung von O konstant zu w

�

ahlen. Da O beliebig ist,

kann die Algebra aller lokalen Felder auf diese Weise konstruiert werden.
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KAPITEL 6

L

�

osungen der Aufgaben

L

�

osung von Aufgabe 2.1

Das Hyperboloid H = f(t; x; y) 2 R

3

; t

2

�x

2

� y

2

= 1g ist Untermannigfaltig-

keit des dreidimensionalenMinkowskiraumesmit der Metrik ds

2

= dt

2

�dx

2

�dy

2

.

Wir bestimmen die Metrik auf der Hyper

�

ahe in \Kugel"-Koordinaten �; '.

x = sinh � os' y = sinh � sin' t = osh � :

F

�

ur die Di�erentiale auf der Fl

�

ahe folgt:

dx = osh � os'd� � sinh � sin'd'

dy = osh � sin'd� + sinh � os'd'

dt = sinh �d� :

Damit ist die Metrik auf H:

ds

2

�

H

= �d�

2

� sinh

2

�d'

2

:

F

�

ur eine Kurve (t) = (�(t); '(t)) hat der Tangentenvektor die L

�

ange j _j =

q

_

�

2

+ sinh

2

� _'

2

und die L

�

ange von  ist, s. (2.17):

l() =

Z

T

0

dt

q

_

�

2

+ sinh

2

� _'

2

:

x

t

(0)

(t)

Abbildung 1. Da ' = 0,

be�ndet sih der Shnitt in

der y = 0 Ebene.

Das Variationsproblem ist analog zur klassishen

Mehanik mit j _j(�; ';

_

�; _') als Lagrangefunktion.

O�ensihtlih ist ' eine zyklishe Koordinate, so

dass der konjugierte Impuls / _' erhalten bleibt.

Jetzt ist aber H invariant unter den 3-dimensiona-

len Lorentztransformationen, so dass wir o.B.d.A.

'(0) = '(T ) = 0 setzen k

�

onnen. F

�

ur eine beliebige

Kurve folgt dann

l(�(t); '(t)) � l(�(t); 0) =

Z

�

0

dt

p

_

�

2

=

�

�

�

�

�

Z

�(T )

�(0)

d�

�

�

�

�

�

;

falls sgn(

_

�) = onst.
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Geometrish ergibt sih die Geod

�

ate somit als Shnittmenge des Paraboloides

mit der y = 0 Ebene. Jedes andere Koordinatensystem wird duh Lorentztransfor-

mationen erreiht. Diese drehen die Ebene um den Ursprung. Die Geod

�

aten sind

dann die entsprehende Shnittmenge. Dies ist v

�

ollig analog zur Kugel: Geod

�

aten

(= Gro�kreise) sind die Shnittmenge der Kugel mit Ebenen durh den Ursprung.

L

�

osung von Aufgabe 2.2

Der de-Sitter-Raum = fx 2 R

5

; (x

0

)

2

�

P

4

i=1

(x

i

)

2

= �1g hat die Symmetrie

des f

�

unf-dimensionalen Minkoswskiraumes. Alle Punkte, die durh eine f

�

unf-di-

mensionale Lorentztransformation ineinander transformiert werden k

�

onnen, k

�

onnen

in ihm identi�ziert werden.

Wir w

�

ahlen als Anfangspunkt unserer Geod

�

aten x

1

= (0; 0; 0; 0; 1) und als

Endpunkt x

2

= (t;x

2

; a). Mit x

2

2

= �1 (de-Sitter-Raum) und (x

2

� x

1

)

2

> 0 f

�

ur

eine zeitartige Geod

�

ate folgt:

x

2

2

= t

2

� jx

2

j

2

� a

2

= �1 und

(x

2

� x

1

)

2

= t

2

� jx

2

j

2

� (a� 1)

2

= 2(a� 1) > 0;

a

x

4

x

0

1

x

2

x

1

) a > 1. Auf zeitartigen Kurven k

�

onnen wir in

der 4-Rihtung nur nah au�en gehen. Wir sehen,

dass Teile des de-Sitter-Raumes niht erreiht wer-

den k

�

onnen. Der 4-dimensionale Minkowski Vektor

(t;x

2

) ist zeitartig und kann durh eine Lorentz-

transformation (die die letzte Koordinate invariant

l

�

asst) in (

p

t

2

� jx

2

j

2

;0) transformiert werden. Die

Geod

�

aten liegen somit in der (0,4)-Ebene.

In der Koordinatisierung durh � und 
 2

S

3

w

�

ahlen wir Anfangs- und Endpunkt gleih auf

S

3

;) 


1

= 


2

. Dann gilt

l() =

Z

dt

q

(1 + tan

2

� )( _�

2

�

_




2

)

=

Z

�

0

d�

0

v

u

u

t

(1 + tan

2

�

0

)

 

1 �

�

�

�

�

d


d�

0

�

�

�

�

2

!

�

Z

�

0

d�

0

p

1 + tan

2

�

0

= arsinh(tan � ):
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L

�

osung von Aufgabe 2.3

Einstetzen von p = 0 in die Einsteingleihungen (2.50) ergibt die Di�erenti-

algleihung:

2

�a

a

+

k + _a

2

a

2

= 0;

, 2a _a�a+ _a(k + _a

2

) =

d

dt

(ka+ a _a

2

) = 0:

Damit ist ka+ a _a

2

= C = onst. Au

�

osen nah _a f

�

uhrt auf das Integral

t =

Z

da

q

C

a

� k

+ t

0

;

wobei wir t

0

so w

�

ahlen, dass wir \Big Bang" Anfangsbedingungen erf

�

ullen, d.h.

a(0) = 0. Wir untersuhen die F

�

alle k = +1; k = 0; k = �1 naheinander.

(i) k = 1. Mit der Substitution a = u

2

wird

Z

da

q

C

a

� 1

= 2

Z

duu

2

p

C � u

2

= �u

p

C � u

2

+ C arsin

u

p

C

= �

p

Ca� a

2

+ C arsin

r

a

C

= t:

Diese Gleihung kann niht weiter nah t aufgel

�

ost werden. An der Stelle

a = C ist _a = 0, d.h. a hat dort ein lokales Maximum. Das Universum

dehnt sih bis dorthin aus, dann f

�

allt es wieder zusammen.

(ii) k = 0.

Z

da

q

C

a

=

2

3

p

C

a

3

2

= t;

ergibt a(t) =

�

9

4

Ct

�

1

3

. Das Universum dehnt sih unendlih aus. Das Modell

heisst Einstein-de-Sitter Modell.

(iii) k = �1. Mit derselben Substitution wie oben wird

Z

da

q

C

a

+ 1

=

p

Ca+ a

2

� C arsinh

r

a

C

= t:

Auh hier ist das Universum unendlih, da _a(t) > 0.

Wir skizzieren das Verhalten in Abbildung 2. Im strahlungsdominierten Univer-
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a

k = �1

t

a

k = 0

t

a

C

t

k = 1

Abbildung 2. Nur f

�

ur k = 1 (Einstein-de-Sitter) erhalten wir ein geshlos-

senes Universum.

sum ist � = 3p. Einsetzen in die Einsteingleihungen (2.50) ergibt die Di�erenti-

algleihung:

�a

a

+

k + _a

2

a

2

= 0;

, a�a+ (k + _a

2

) =

d

dt

(a _a+ kt) = 0:

Damit ist

a _a+ kt = C: (6.1)

Wir l

�

osen die homogene Gleihung

a _a =

1

2

d

dt

a

2

= C; (6.2)

) a(t) =

p

2Ct+K: (6.3)

Die L

�

osung von (6.1) folgt durh Variation der KonstantenK aus (6.3). Einsetzen

liefert die Gleihung

_

K

2

+ kt = 0; (6.4)

mit der L

�

osung K(t) = �kt

2

, wobei wir die Integrationskonstante an die \Big

Bang" Anfangswerte angepasst haben. Damit haben wir

a(t) =

p

2Ct� kt

2

: (6.5)

Die L

�

osungen verhalten sih qualitativ wie im Materie (Staub) dominierten Uni-

versum. Nur im Fall k = 1 ist das Universum endlih.

L

�

osung von Aufgabe 3.1

Sei f 2 D(M) und ['(f); '(g)℄ = 0; 8g 2 D(M); ' 2 A. Dann ist

['(f); '(g)℄ = ihf;Egi = �ihEf; gi = 0 :

) Ef = 0, da das Skalarprodukt niht entartet ist und g beliebig. Es folgt:

E

ret

f = E

av

f . F

�

ur den Tr

�

ager gilt:

suppE

ret

f = suppE

av

f � J

+

(supp f) \ J

�

(supp f)
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ist kompakt, d.h. E

ret

f 2 D(M). Mit DE

ret

= id folgt mit Punkt 2 auf Seite 24:

'(f) = '(DE

ret

f) = 0:

L

�

osung von Aufgabe 3.2

Wir zeigen, dass

Z

dx

1

: : :dx

n

dy

1

: : :dy

n

n

Y

i=1

!

2

(x

i

; y

i

)f(x

1

; : : : ; x

n

)f(y

1

; : : : ; y

n

) = hf; fi =� 0 :

Da sih jede Funktion von n Argumenten als Grenzwert einer Reihe von Produk-

ten n einzelner Funktionen shreiben l

�

asst, und die Distributionen stetig sind, ist

es ausreihend, den Fall

f(x

1

; : : : ; x

n

) =

m

X

i=1

f

(i)

1

(x

1

) : : : f

(i)

n

(x

n

)

zu betrahten. Einsetzen liefert:

m

X

i;j=1

Z

dx

1

dy

1

!

2

(x

1

; y

1

)f

(i)

1

(x

1

)f

(j)

1

(y

1

)� � �

Z

dx

n

dy

n

!

2

(x

n

; y

n

)f

(i)

n

(x

n

)f

(j)

n

(y

n

) =

=

m

X

i;j=1

hf

(i)

1

; f

(j)

1

i : : : hf

(i)

n

; f

(j)

n

i: (6.6)

De�niere die m�m Matrix A

ij

k

= hf

(i)

k

; f

(j)

k

i. A

k

ist positiv semide�nit, da

m

X

i;j=1

�

i

A

ij

k

�

j

=

*

m

X

i=1

�

i

f

(i)

k

;

m

X

j=1

�

j

f

(j)

k

+

� 0;

wegen (3.11). Somit hat A

k

paarweise orthogonale Eigenvektoren a

k;r

und niht-

negative Eigenwerte. Wir shreiben:

A

ij

k

=

m

X

r=1

a

i

k;r

a

j

k;r

:



74 6. L

�

OSUNGEN DER AUFGABEN

Dann ist

(6.6) =

m

X

i;j=1

n

Y

k=1

A

ij

k

=

m

X

i;j=1

m

X

l

1

;:::;l

n

=1

n

Y

k=1

a

i

k;l

k

a

j

k;l

k

=

m

X

l

1

;:::;l

n

=1

�

�

�

�

�

m

X

i=1

n

Y

k=1

a

i

k;l

k

�

�

�

�

�

2

� 0 :

L

�

osung von Aufgabe 3.3

Als erstes zeigen wir die

�

Aquivalenz der KMS-Bedingung im Skript zu

!(�

t

(A)B) = !(B�

t+i�

(A)) (6.7)

, !

�

A

�

e

��H

A

�

= !(AA

�

) (6.8)

Wir beweisen zuerst \)":

!

�

A

�

e

��H

A

�

=

�


; A

�

e

��H

A


�

=

�


; A

�

e

��H

Ae

�H




�

= (
; A

�

�

i�

(A)
)

(6.7)

= ! (AA

�

) :

F

�

ur \("zeigen wir erst:

! (A

�

�

i�

(A)) = (
; A

�

�

i�

(A)
)

=

�


; A

�

e

��H

Ae

�H




�

=

�


; A

�

e

��H

A


�

= !

�

A

�

e

��H

A

�

(6.8)

= ! (AA

�

) :

Ausgewertet f

�

ur A! A+B

�

folgt:

! ((A+B

�

) (A+B

�

)

�

) = ! (AA

�

) + ! (B

�

A

�

) + ! (AB) + ! (B

�

B)

= ! ((A+B

�

)

�

�

i�

(A+B

�

))

= ! (A

�

�

i�

(A)) + ! (B�

i�

(A)) +

+ ! (A

�

�

i�

(B)

�

) + ! (B�

i�

(B)

�

)

= ! (AA

�

) + ! (B�

i�

(A)) + ! (A

�

�

i�

(B)

�

) + ! (B

�

B)
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d.h.:

! (B

�

A

�

) + !(AB) = ! (B�

i�

(A)) + ! (A

�

�

i�

(B)

�

) : (6.9)

Wir setzen B ! iB und multiplizieren mit �i:

�! (B

�

A

�

) + !(AB) = ! (B�

i�

(A))� ! (A

�

�

i�

(B)

�

) : (6.10)

1

2

(6.9) +

1

2

(6.10):

!(AB) = ! (B�

i�

(A)) :

Damit gilt:

! (B�

i�+t

(A)) = ! (B�

i�

(�

t

(A))) = ! (�

t

(A)B) ;

da �

t

ein Automorphismus von A! A.

Jeder Zustand aufM

n

(C ) ist von der Form !(A) = Tr�A, mit � 2M

n

(C ); � =

�

�

;Tr� = 1; � � 0. Benutze die KMS-Bedingung (6.7) f

�

ur t = 0.

Tr�AB = Tr�Be

��h

Ae

�h

= TrBe

��h

Ae

�h

�

= TrB�A;

hieraus folgt

�A = e

��h

Ae

�h

�)

�

e

�h

�;A

�

= 0 8A 2 A:

Da die Algebra einfah ist, vertaushen nur Vielfahe der Eins mit allen Elemen-

ten:

e

�h

� = �1) � = �e

��h

:

L

�

osung von Aufgabe 3.4

Hier ist nur Di�erentiation gefordert. Es ist:

jgj

1

2

= jdet g

��

j

1

2

=

�

1�

r

0

r

�

r

2

sin �;

g

tt

=

�

1�

r

0

r

�

�1

= �g

r

�

r

�

;

g

��

= �

1

r

2

;

g

��

= �

1

r

2

sin

2

�

:
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Beahte: Die folgenden Gleihungen sind im Sinne von Operatoren zu verstehen,

d.h. z.B.: �

x

x = 1 + x�

x

. Damit folgt:

�

g

= jgj

�

1

2

�

�

g

��

jgj

1

2

�

�

=

�

1 �

r

0

r

�

�1

(r

2

sin �)

�1

�

�

t

�

1�

r

0

r

�

�1

�

1�

r

0

r

�

r

2

sin ��

t

+

� �

r

�

�

1 �

r

0

r

�

�1

�

1 �

r

0

r

�

r

2

sin ��

r

�

+

� �

�

r

�2

�

1 �

r

0

r

�

r

2

sin ��

�

+

� �

�

r

�2

sin

�2

�

�

1�

r

0

r

�

r

2

sin ��

�

�

=

�

1 �

r

0

r

�

�1

�

�

2

t

� r

�2

�

r

�

r

2

�

r

�

�

� r

�2

�

sin

�1

��

�

sin ��

�

+ sin

�2

��

2

�

�

;

wobei der letzte Ausdruk in ekigen Klammern gerade der 2-dimensionale La-

plae Operator in Kugelkoordinaten ist: [: : : ℄ = �

S

2
. Wir zerlegen die zweite

Zeile:

r

�2

�

r

�

r

2

�

r

�

= r

�1

�

r

�1

�

r

�

r

� �

r�

r

�

r

�1

�

r:

Mit

�r

�r

�

=

�

1 �

r

0

r

�

folgt:

r�

r

�

r

�1

= �

r

�

�

1

r

�

1�

r

0

r

�

;

r

�1

�

r

�

r = �

r

�

+

1

r

�

1�

r

0

r

�

:

Damit ist

�

r

�1

�

r

�

r

� �

r�

r

�

r

�1

�

= �

2

r

�

�

1

r

2

�

1 �

r

0

r

�

2

�

�

�

r

�

�

1

r

�

1�

r

0

r

�

��

= �

2

r

�

�

1

r

2

�

1 �

r

0

r

�

2

�

1

r

2

�

1�

r

0

r

��

2

r

0

r

� 1

�

= �

2

r

�

�

r

0

r

3

�

1 �

r

0

r

�

:

Einsetzen ergibt:

�

g

=

�

1 �

r

0

r

�

�1

�

�

2

t

� r

�1

�

2

r

�

r

�

+

�

�

�

S

2

r

2

+

r

0

r

3

�

:

L

�

osung von Aufgabe 4.1

Wir mahen den Ansatz

�

L

(t;x) =

X

n2Z

3

�(t;x+ nL): (6.11)
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O�ensihtlih l

�

ost �

L

die Klein-Gordon-Gleihung. Wir

�

uberpr

�

ufen die Randbe-

dingungen:

�

L

(0;x) = 0; da �(0;x) = 0;

�

�t

�

L

(0;x) = �

X

n2Z

3

Æ

3

(x+ nz):

t

x

Abbildung 3. Die Sum-

me in �

L

briht ab.

Der letzte Term ist die Æ-Funktion

auf T

3

. Wegen der Eindeutigkeit des

Cauhyproblems ist �

L

die Fundamen-

tall

�

osung. Was ist mit der Konvergenz

der Summe in unserem Ansatz? Wegen

der Tr

�

agereigenshaften von � ist die

Summe endlih, s. Figur 3.

Wir zeigen, dass diese L

�

osung auh

direkt aus der allgemeinen L

�

osung f

�

ur

ultrastatishe Raumzeiten folgt. Da

�

P

3

i=1

�

2

x

i

+ m

2

ein selbstadjungierter

positiver Operator ist, gilt f

�

ur die Fun-

damentall

�

osung nah (3.48)

E(t;x; s;y) = �

sin

p

A(t� s)

p

A

(x;y) : (6.12)

Hierf

�

ur brauhen wir die Spektraldarstellung von A: Die orthonormierten Ei-

genfunktionen sind: L

�

3

2

e

ikx

mit k =

2�

L

n;n 2 Z

3

und den Eigenwerten:

E

n

=

�

�

2�

L

n

�

�

2

+m

2

. Damit ist

�

sin

p

A(t� s)

p

A

(x;y) = �

X

n2Z

3

sin

p

E

n

(t� s)

p

E

n

L

�3

e

i

2�

L

n(x�y)

: (6.13)

Sind die beiden Ausdr

�

uke (6.11) und (6.13) gleih? Es gilt

X

n2Z

3

e

iknL

= (2�)

3

X

n2Z

3

Æ

3

(Lk� 2�n)

= (2�)

3

L

�3

X

n2Z

3

Æ

3

�

k�

2�

L

n

�

; (6.14)

was durh Fourierentwiklung bewiesen werden kann. Nah (3.18) ist die Kom-

mutatorfunktion

�(t;x) = �(2�)

�3

Z

d

3

p

�(p)

sinh(�(p);p); (t;x)i

= �(2�)

�3

Z

d

3

p

�(p)

sin(�(p)t)e

ipx

;
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mit �(p) =

p

jpj

2

+m

2

. Einsetzen in (6.11) und Integration mithilfe von (6.14)

zeigt die Gleihheit.

F

�

ur die Zweipunktfunktion mahen wir den entsprehenden Ansatz:

�

L

+

(t;x) =

X

n2Z

3

�

+

(t;x+ nL): (6.15)

Die Summe existiert wieder, da �

+

in raumartiger Rihtung exponentiell abf

�

allt.

Mit den obigen Argumenten kann die Gleihheit zu

�

+

(t;x) =

e

�i

p

At

2

p

A

(x) (6.16)

aus dem allgemeinen Ansatz f

�

ur ultrastatishe Raumzeiten nah (3.49) gezeigt

werden. Es ist

(�

L

+

��

+

)(t;x) =

X

n2Z

3

;n6=0

�

+

(t;x+ nL) 2 C

1

;

da (t;x+ nL) raumartig f

�

ur n 6= 0, siehe Figur 4.

L

L

2

L

2

x

t

Abbildung 4. F

�

ur jeden Vektor aus dem Doppelkegel jtj+ jxj <

L

2

ist der

um nL in x-Rihtung vershobene Vektor raumartig.


