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KAPITEL 1

Einleitung

Die Gravitation ist die einzige Wechselwirkung, die bis heute nicht mit den
Prinzipien der Quantenphysik vereinbar ist. Fiir alle anderen Wechselwirkungen
steht mit dem Rahmen der Quantenfeldtheorie ein im Prinzip konsistentes theo-
retisches Modell zur Verfiigung, das experimentell gut getestet ist. Zwar gibt
es auch im Rahmen der Quantenfeldtheorie sehr ernste ungeloste Grundlagen-
probleme, wie etwa das Problem der Existenz nichttrivialer Theorien, aber die
Probleme bei einer Quantenphysik der Gravitation sind deutlich schwerer. Man
kann 3 hauptsachliche Schwierigkeiten benennen:

o Quanteneffekte der Gravitation sind experimentell nicht nachgewiesen wor-
den. Dies ist konsistent mit den Gréfenordnungen: Setzt man ¢ = h = 1,
so ist die Gravitationskonstante

G =(1,6-10"%cm)® . (1.1)

Die kleinsten Abstande, die in der heutigen Elementarteilchenphysik gete-
stet werden, liegen in der GréBenordnung von 10~7cm. Bei diesen Absténden
ist die Gravitationswechselwirkung der bekannten Elementarteilchen unter-
einander praktisch nicht melbar. Durchaus mefibar ist aber die Wirkung
eines ,dufleren® Gravitationsfeldes, d.h. die Wirkung des Gravitationsfeldes
eines makroskopischen Korpers auf ein Elementarteilchen.

o Im Gegensatz zu allen anderen bekannten fundamentalen Wechselwirkun-
gen ist die Kopplungskonstante der Gravitation dimensionsbehaftet (nach-
dem ¢ = h = 1 gesetzt worden ist). In der relativistischen Quantenfeldtheo-
rie mufl man neben den realen Prozessen auch alle sogenannten virtuellen
Prozesse mitberiicksichtigen. Bei diesen kénnen beliebig kleine Abstande
auftreten. Wahrend bei der Elektrodynamik die Starke der Wechselwir-
kung nahezu unabhangig von der Skala ist, wird die Gravitation bei kleinen
Absténden sehr stark, so dass eine konsistente Ubertragung des iiblichen
quantenfeldtheoretischen Programms bis heute nicht moglich war.

e Die Gravitation, in der Form der Allgemeinen Relativitdtstheorie, ist eine
Theorie der Raumzeit. Zu ihrer Interpretation werden klassische Begriffe
verwandt, insbesondere Bahnkurven von Teilchen. In der Quantenfeldtheo-
rie, auf der anderen Seite, spielt die vorgegebene Raumzeit eine wesentliche
Rolle sowohl in der Formulierung der Theorie als auch in ihrer Interpreta-
tion.
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Seit einigen Jahren gibt es intensive Anstrengungen, zu einer Quantentheorie
der Gravitation zu gelangen. Am bekanntesten ist die Stringtheorie, eine Theo-
rie, bei der elementare Féaden miteinander wechselwirken und die im Niederener-
gielimes sowohl die iibliche Quantenfeldtheorie als auch die Relativitatstheorie
enthalten soll. Ein anderer Zugang beruht auf der kanonischen Quantisierung der
klassischen Gravitation. Hierbei kommt es auf die geschickte Wahl der kanoni-
schen Variablen an. Am aussichtsreichsten erscheinen die sogenannten Ashtekar-
variablen, in denen die Gravitation die Struktur einer Eichtheorie erhélt, die den
erfolgreichen Eichtheorien fiir die anderen Wechselwirkungen sehr &hnlich ist.

In dieser Vorlesung will ich nicht ndher auf diese interessanten Ansétze ein-
gehen. Stattdessen will ich mich auf die Approximation beschrinken, dafl die
Gravitation dadurch beriicksichtigt wird, dafl die Quantenfelder in einer vorgege-
benen gekriimmten Raumzeit leben. Diese Approximation sollte fiir den gréfiten
Teil der uns heute und in néherer Zukunft méglichen Experimente ausreichend
sein. Sie hat den groflen Vorteil, da man mit wohlverstandenen Konzepten ar-
beiten kann. Sie ist aber alles andere als trivial. Dabei stellt sich heraus, daf§ das
Hauptproblem die fehlende Translationsinvarianz ist. Die entwickelten Methoden
sollten daher auch in anderen Anwendungen der Quantenfeldtheorie, etwa in der
Festkorperphysik, von Interesse sein.

Der Plan der Vorlesung ist wie folgt: zundchst sollen Grundlagen der Allge-
meinen Relativitatstheorie besprochen werden. Insbesondere sollen differential-
geometrische Begriffe wie Metrik, Paralleltransport und Kriimmung eingefiihrt
und an Beispielen aus der Relativitdtstheorie erlautert werden. Danach sollen
Quantenfelder, die sich unter dem Einflufl eines vorgegebenen Gravitationsfeldes
entwickeln, studiert werden. Hierbei treten interessante neue Phédnomene auf.
Das prominenenteste Beispiel dafiir ist die Hawking-Strahlung schwarzer Locher.
An diesem Beispiel zeigt sich, dafl es eine ausgezeichnete Klasse physikalischer
Zustande gibt, die sogenannten Hadamardzustdnde, die dadurch gekennzeichnet
sind, dass sie im kleinen wie das Vakuum aussehen. Vor einigen Jahren ist es Ma-
rek Radzikowski gelungen, diese Eigenschaft in einfacher Weise mathematisch zu
formulieren, mit Hilfe der sogenannten Wellenfrontmengen. Dieser Begriff stammt
aus der mikrolokalen Analysis, mit deren Hilfe man erfolgreich eine qualitative
Theorie partieller Differentialgleichungen entwickelt hat. Ich werde eine kurze
Einfiihrung in diese mathematische Theorie geben.

Der zweite Teil der Vorlesung baut auf diesen Voraussetzungen auf. Es zeigt
sich, daf} sich viele Methoden aus der QQuantenfeldtheorie unter Verwendung der
mikrolokalen Analysis auf gekrimmte Raumzeiten tibertragen lassen. So konn-
ten damit erstmals andere als freie Felder auf gekriimmten Raumzeiten betrach-
tet werden. Wir werden zunachst die sogenannten Wickpolynome freier Felder
konstruieren, danach weren wir die bei der Finfithrung wechselwirkender Felder
erforderliche Renormierung besprechen. Am Ende steht die stérungstheoretische
Konstruktion wechselwirkender Felder.



1. EINLEITUNG 7

Die Vorlesung baut auf den Vorlesungen Elektrodynamik und Quantenme-
chanik I auf. Kenntnisse aus der Relativitatstheorie und der Quantenfeldtheorie
werden nicht vorausgesetzt. Tatsdchlich eignet sich der {ibliche Begriffsapparat
der Quantenfeldtheorie nicht gut fiir eine Ubertragung auf gekriimmte Raum-
zeiten, da der Formalismus sehr stark von der Translationsinvarianz Gebrauch
macht. Besser geeignet ist die algebraische Formulierung der Quantenfeldtheorie,
wie man sie im Buch von Haag ,,L.ocal Quantum Physics® findet. Zum Thema der
Vorlesung gibt es 3 Monographien: Birrell and Davies, Fulling, Wald. Insbesonde-
re das Buch von Wald stellt eine gute Referenz fiir den ersten Teil der Vorlesung
dar. Fiir den zweiten Teil der Vorlesung muf} auf Originalliteratur verwiesen wer-
den, insbesondere auf die gerade erschienene Arbeit von R. Brunetti und mir,
»Microlocal analysis and interacting quantum field theories: renormalization on
physical backgrounds®.



1. EINLEITUNG



KAPITEL 2

Die mathematische Struktur der Raumzeit in der
Allgemeinen Relativititstheorie

Nach der klassischen Mechanik bewegt sich ein Massenpunkt unter dem Ein-
fluss eines Gravitationspotentials V(x) so, dass die Wirkung

S = /Ot a <%|>'<|2 _ V(x)> (2.1)

minimal wird, bei festgehaltenem Anfangspunkt x(0) und Endpunkt x(¢) (Prin-
zip der kleinsten Wirkung). Charakteristisch fiir die Gravitation ist, dass die
Bewegung unabhéangig von der Masse des Teilchens ist (Gleichheit von trager
und schwerer Masse). Nach Einstein 1a8t sich das Prinzip der kleinsten Wirkung
fiir die Bewegung im Gravitationsfeld geometrisch interpretieren. Dazu versieht
man die Raumzeit R x R® mit einer Metrik

3
ds? = Z g datda” . (2.2)

w,v=0

In Abwesenheit von Gravitationsfeldern ist

1 0 0 0
0 -1 0 0

I=1=10 0o -1 0 (2:3)
0 0 0 -1

Hierbei sind z!, 22, z° raumliche kartesische Koordinaten, und die Metrik ¢ ist

auf den Hyperflichen {¢} x R? das Negative der euklidischen Metrik. Die Koor-
dinate 2% beschreibt die Zeit. R%, als affiner Raum, mit der Metrik g = 1 heifit
Minkowskiraum (Notation M).

Gravitationsfelder werden nach Einstein durch eine Metrik g # 1 beschrieben,

die ebenfalls die Signatur (+ — ——) besitzt. Bahnen physikalischer Teilchen x(t)
haben einen Tangentenvektor #(¢), der zeit- oder lichtartig,
da* da”
r,T) = y— > , 2.4

— >0 . (2.5)
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dr = +/g(&, &)dt interpretiert man als die Eigenzeit des Teilchens.

Setzt man jetzt goo = 1 + 2V, wobei V so gewédhlt wird, dass es bei oo ver-
schwindet, wahrend alle anderen Komponenten von ¢ ihre Minkowskiraumwerte
behalten, so ist die Bahn maximaler Eigenzeit von a nach b durch das Maximum
des Funktionals

bO
:/ dt/1+2V — %2 (2.6)

gegeben, wobei iiber alle Bahnen der Form z(t) = (¢,x()) mit x(a®) = a, x(b°) =
b und |x|* < 1 4 2V variert wird. Fiir kleine Geschwindigkeiten und Potentiale
gilt

1
\/1—|-2V—|>'<|2z1—|-\/—§|5<|2 : (2.7)

die Bahnen maximaler Eigenzeit gehen in diesem Grenzfall also in die Bahnen
minimaler Wirkung {iber.

Nach der Allgemeinen Relativitatstheorie ist ein rotationssymmetrisches Gra-
vitationsfeld ausserhalb der Massenverteilung durch die Schwarzschildmetrik

2 2m\
ds? = (1 _ —m> de? — (1 . —m> dr? — r2(d6? + sin? Ody?) (2.8)
T T

gegeben, wobei m als die Gesamtmasse interpretiert wird. Ist der Radius der
Massenverteilung kleiner als der Schwarzschildradius 2m, so wird die Metrik bei
r = 2m als Funktion von r singular. Betrachten wir nun die raumliche Hyperflache
t = 0. Eine radiale Kurve vom Punkt r = R zum Punkt r = 2m hat die Lénge

R o\
N

VvV R(R —2m)+mln (%(R —m+R(R— 2m))>

Der Schwarzschildradius befindet sich also in endlichem rdaumlichen Abstand.
Fithren wir eine neue Koordinate u = v/r — 2m ein, so erhalten wir fiir die Metrik
2

2 u 2 2 2 2 20902 1 i 2
ds® = mdt — (u® +2m)ddu® — (u” + 2m)*(do° + sin“ Ode”) . (2.10)
Wenn wir jetzt auch noch w durch v = wu\/8m ersetzen, dann lassen sich die

Hyperflachen ¢ = const mit der zu v > 0 gehérigen Teilmenge der folgenden
schlauchférmigen Hyperfliche des euklidischen Raumes R* = R? x R identifizie-

remn:
2

C={(x,v),x € R? [x| = ;—m +2m} . (2.11)

Der Schwarschildradius entspricht v = 0. Dort besitzt C seine diinnste Stelle,
aber keine Singularitét.
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ABBILDUNG 1. Die Hyperflichen ¢ = const. Wir unterdriicken die z-Kom-
ponente aus (2.11): /22 + y? = % + 2m. Die diinnste Stelle (v=0) misst den

Schwarzschildradius 2m.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass es vorkommen kann, dass Singularitdten
von der Wahl eines Koordinatensystems abhéngen. Dieser Sachverhalt ist uns
natiirlich bereits von den Kugelkoordinaten wohlvertraut (Singularitaten bei r =
0 und bei 6 = 0).

Ein Grundprinzip der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist die allgemeine Ko-
varianz, d.h. die Unabhéngigkeit physikalischer Aussagen von der Wahl eines
(zuléassigen) Koordinatensystems. Hierbei sind alle Koordinatensysteme zuléssig,
die keine kiinstlichen Singularititen erzeugen.

In modernen mathematischen Begriffen bedeutet das, dass die Raumzeit eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. In jedem geniigend kleinen Gebiet lassen
sich Koordinaten finden, durch die die Punkte der Raumzeit mit Elementen von
R* identifiziert werden. Die Wahl dieser Koordinaten ist aber in hohem Mafe
willkiirlich.

Was ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit? Wir betrachten einen topolo-
gischen Raum M, d.h. eine Menge M, in der ein System von Teilmengen, das
System der offenen Mengen, ausgezeichnet ist, das die folgenden Figenschaften
besitzt:
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(i) M und 0 sind offen.
(ii) Die Vereinigung von offenen Mengen ist offen.
(iii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Eine Umgebung V eines Punktes p € M ist eine Teilmenge von M, fiir die es eine
offene Menge O gibt mit p € O C V. Wir setzen jetzt voraus, dass je zwei ver-
schiedene Punkte p, g € M disjunkte Umgebungen besitzen. Einen topologischen
Raum mit dieser Eigenschaft nennt man einen Hausdorffraum. Um Pathologien
auszuschlielen, wollen wir weiter annehmen, dass unser Raum parakompakt ist.
Damit ist das folgende gemeint. Sei V ein System offener Mengen, das M iiber-
deckt, d.h. jeder Punkt von M liegt in mindestens einer Menge aus V. Dann gibt
es eine lokal endliche Verfeinerung von V, d.h. ein System von offenen Mengen
U, das M iiberdeckt, so dass jeder Punkt nur in endlich vielen Mengen aus U
liegt und so dass jede Menge aus U in einer Menge aus V enthalten ist.

Ein auf einer offenen Menge O erklartes Koordinatensystem (eine Karte) ist
eine homéomorphe (d.h. bijektive und zusammen mit der Umkehrabbildung ste-
tige) Abbildung ¢ von O auf eine offene Menge »(0O) C R% Zwei Karten ¢; auf
offenen Mengen O;, i = 1,2, heissen kompatibel, wenn ¢, o ¢;" [0 (01n0,) NEbst
seiner Umkehrabbildung unendlich oft differenzierbar ist. Eine Uberdeckung mit
paarweise kompatiblen Karten nennt man einen Atlas.

Damit kénnen wir jetzt eine differenzierbare Mannigfaltigkeit definieren als
einen parakompakten Hausdorffraum mit einem Atlas. Die Struktur einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit ist vollstdndig enthalten in der Algebra der un-
endlich oft differenzierbaren Funktionen £(M). Hierbei heisst eine Funktion f
unendlich oft differenzierbar, wenn fiir alle Karten (¢, Q) die Funktionen fo ™"
unendlich oft differenzierbar sind.

Eine glatte Kurve ist eine stetige Abbildung + eines Intervalls der reellen
Achse in die Mannigfaltigkeit, so dass fo~ fiir jede Funktion f € £(M) unendlich
oft differenzierbar ist . Der Tangentenvektor ¥ = X an eine Kurve v im Punkt
x = v(t) kann mit dem Operator X : EM) — C, X[ = % o v(t) identifiziert
werden . Aufgrund der Produktregel besitzt X die Eigenschaft einer Derivation,

X(fg) = X(Flg(e) + f(2)X(g) . (2.12)
Umgekehrt 1asst sich zeigen, dass alle linearen Abbildungen X : E(M) — C, die

Gleichung (2.12) erfiillen, als Tangentenvektoren von Kurven durch a auftreten.

Die Menge der Tangentenvektoren an einem Punkt x bildet einen Vektorraum,
den Tangentialraum T, M. TangentialrAume an verschiedenen Punkten lassen
sich in der Regel nicht miteinander identfizieren. Man bildet daher die disjunkte
Vereinigung aller Tangentialrdume

M= |J{z} xToM | (2.13)
rzeM
das sogenannte Tangentialbiindel. Die Tangentialriume nennt man die Fasern des

Biindels. Innerhalb einer Karte (¢, ©) bilden die partiellen Ableitungen 8, := =2

Azt
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nach den Koordinaten x* eine Basis des Tangentialraums, X = X*d,. Dadurch
erhilt man eine bijektive Abbildung ¢, : TO — »(O) x R?, die auf jeder Faser
ein Isomorphismus des Tangentialraums in den R? ist. Das System dieser Ab-
bildungen ist ein Atlas auf T'M, so dass ein Biindel wieder eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist.

Zu jedem Vektorraum V' kann man den sogenannten Dualraum V* bilden,
das ist die Menge der linearen Funktionale k£ : V' — R mit der punktweisen Ad-
dition und Skalarmultiplikation. Im endlichdimensionalen Fall ist der Dualraum
isomorph zum urspriinglichen Raum. Da es aber in der Regel keinen ausgezeich-
neten Isomorphismus gibt, macht es Sinn, beide Raume zu unterscheiden. Den
Dualraum des Tangentialraums nennt man den Kotangentialraum (Bezeichnung
T:M), die disjunkte Vereinigung nennt man das Kotangentialbiindel (Bezeich-
nung T*M). Beispiele fiir Kotangentialvektoren sind die Differentiale von Funk-
tionen, df(X) := X f. Innerhalb einer Karte (¢, O) sind die Koordinaten «* (die

Komponenten von ¢) C*-Funktionen. Fiir ihre Differentiale gilt:

0

2 — XV By — YK
da*(X) =X 8:1;”(x )=X (2.14)
Daraus folgt
0 of
— YK _ p
df(X)=X pyT 8x“d$ (X) (2.15)

d.h. f = a%fdx“. Die Differentiale der Koordinaten bilden also eine Basis des
Kotangentialraums.

Die besprochenen differentialgeometrischen Begriffe treten z. B. in der Theore-
tischen Mechanik auf. So ist der Konfigurationsraum eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit, die durch verallgemeinerte Koordinaten ¢; beschrieben wird. Ge-
schwindigkeiten ¢ lassen sich als Tangentialvektoren interpretieren, und die La-
grangefunktion ist eine Funktion auf dem Tangentialbiindel. Der Phasenraum
wird mit dem Kotangentialbiindel identifiziert, wobei die Abbildung TM —
"M, (q,9) = (g,p) durch

p(v) = d%L(q, G+ v)|e=0 (2.16)

mit v € T, M erklart wird.

Eine Metrik ¢ auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist gegeben durch
eine nicht entartete symmetrische Bilinearform ¢, auf jedem Tangentialraum
T.(M), so dass g, beziiglich x unendlich oft differenzierbar ist. Ist g, positiv
definit, so spricht man von einem Riemannschen Raum. In einem solchen Raum
kann man den Abstand zweier Punkte durch das Infimum der Kurvenlangen

1= [ aaiD) (2.17)
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definieren, Dies gibt der Mannigfaltigkeit die Struktur eines metrischen Raums.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen dieses Variationsproblems sind die sogenannten
Geodatengleichungen.

AUFGABE 2.1. Bestimme die Geodéten auf der Fliche ¢ — 2? — y* = 1 im
3-dimensionalen Minkowskiraum.

Sei v eine Geodate, d.h. eine Kurve minimaler Lange zwischen hinreichend
nahe beieinander liegenden Punkten. Da die Lange der Kurve unabhéngig von
der Parametrisierung ist, konnen wir die Weglédnge als Parameter wiahlen, so dass

9(%,%) = 1. Wir betrachten jetzt in einem Koordinatensystem die Kurven
xp(t) = 2(t) 4+ h(t) mit h(0) = h(l) = 0, wobei x(t) die gesuchte Geodéte ist. Wir
erhalten die Fuler-Lagrange-Gleichungen

) — d 0 -
G VT = G (2.18)

Aufgrund der Annahme iiber die Parametrisierung vereinfachen sich diese Glei-
chungen zu

b+ T, zver =0 (2.19)
mit den Christoffelsymbolen
1 0 0 0
I, =-¢" —— G — =G 2.20
0= 97 (6:){;”90A + 9ze I T 9and p) (220

Die Christoffelsymbole definieren einen sogenannten Zusammenhang (englisch
sconnection“) auf dem Tangentialbiindel, das heisst, sie liefern eine Moglichkeit,
Tangentenvektoren an benachbarten Punkten miteinander zu vergleichen. Der
oben angegeben Zusammenhang heisst Levi-Civita-Zusammenhang.

Allgemein ist ein Zusammenhang auf dem Tangentialbiindel durch die Angabe
einer kovarianten Ableitung V festgelegt. Sei X ein glattes Vektorfeld, d.h. eine
unendlich oft differenzierbare Abbildung von M in das Tangentialbiindel, so dass
X(x) € T,M fir alle x € M. Dann ist VX fiir jedes x eine lineare Abbildung des
Tangentialraums am Punkt x. Es gilt die kovariante Produktregel mit f € £(M)

(VIX)(Y) = dFV)X 1 FVX)(Y) (2.21)
Man schreibt oft VX (V) = Vy X.

Der Levi-Civita-Zusammenhang ist eindeutig charakterisiert durch die Forde-
rung, dass die Metrik kovariant konstant ist,

dg(X,Y)(Z) = g(VX(Z).Y) + (X, V¥ (7)) (2.22)
und durch die Bedingung der Torsionsfreiheit,
VXY)-VY(X)+[X,Y]=0 . (2.23)

Hierbei ist der Kommutator [-, -] € T, M wie folgt definiert:
[X,Y]:=[X"0,,Y"0,] = X"(0,Y")0, —Y"(0,X")D, . (2.24)
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7Zum Beweis bilden wir die Kombination

Xg(Yv Z) + Yg(Xv Z) - Zg(va) =
(VXY Z) + g(Y.VxZ + g(Vy X Z) 4
+ g(X7 VYZ) - g(VZX, Y) - g(X7 VZY)
(2.23)
= 29((VXY7 Z) - g([Xv Y]v Z) + g(Yv [Xv Z]) + g(Xv [Yv Z])
Da 7 beliebig und g nicht entartet ist, ist VxY eindeutig bestimmt. Dasselbe
gilt auch, wenn die Torsion nicht verschwindet. In Koordinaten ist

V9.(8,)=T,,0\ . (2.25)

Torsionsfreiheit bedeutet Symmetrie der Christoffelsymbole in den beiden unteren
Indizes.

Mit Hilfe eines Zusammenhangs kann man erkliaren, wie Tangentialvektoren
entlang einer Kurve parallel transportiert werden sollen. Sei v eine Kurve durch
zund X € T, M. Dann ist X(v(t)) der Paralleltransport von X entlang von 7,
falls es eine Losung der Differentialgleichung

VX (5(1) =0 (2.26)

ist mit der Anfangsbedingung X (z) = X.
In der Raumzeit der Relativitdtstheorie ist die Metrik nicht positiv definit,
sondern hat die Signatur (+ — ——). Solche Mannigfaltigkeiten nennt man oft
Lorentzmannigfaltigkeiten. In ihnen gibt es zwar keinen Abstandsbegriff, aber
der Levi-Civita-Zusammenhang ist wohldefiniert, und Geodaten sind durch die
Geodéatengleichung
Vy(#) =0 (2.27)
bestimmt.

Der Tangentialraum an jedem Punkt ist
isomorph zum Minkowskiraum, so dass Be-
griffe wie zeitartig (g(X,X) > 0), lichtartig
(9(X,X) = 0) und raumartig (¢(X,X) < 0)
eingefithrt werden kénnen (s. Abbildung 2).
Die Menge der zeitartigen Vektoren zerféllt in raumartig
zwel Zusammenhangskomponenten. Wenn es
ein Vektorfeld X gibt mit ¢g(X,X) = 1 auf
ganz M, dann kénnen wir die Zusammen-
hangskomponente von X(z) den Vorwérts-
lichtkegel nennen. Lorentzmannigfaltigkeiten
mit dieser Eigenschaft nennt man zeitorien-
tierbar. Kurven, deren Tangentenvektor zeit-
oder lichtartig sind, nennt man kausal. Kau-
salen Kurven kann man eine wohldefinierte

zeitartig

lichtartig

ABBILDUNG 2. Zeit-, licht- und
raumartige Punkte, relativ zum Ur-

sprung.
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Lénge zuordnen, die als Eigenzeit interpretiert wird. Zeitartige Geoddten sind

kausale Kurven maximaler Figenzeit innerhalb geniigend kleiner offener Mengen.

¥ .
A 4

|

[SIE]

—T

ABBILDUNG 3. Die Licht-
strahlen (gestr. Linie) treffen
nicht die Cauchyflache ¢ = 0.

Ein wichtiger Begriff fiir Lorentzmannigfaltig-
keiten ist der einer Cauchyfliche. Darunter versteht
man eine Untermannigfaltigkeit, deren Tangenti-
alriume raumartig sind und die von jeder nicht
verlangerbaren kausalen Kurve genau einmal ge-
troffen wird. Im Minkowskiraum sind die Hyper-
ebenen ¢ = const Beispiele fiir Cauchyflachen. Der
Hyperboloid 2% = 1 aber ist zwar raumartig, doch
es gibt lichtartige Kurven, die ihn nicht schneiden;
er ist also keine Cauchyfliche. Lorentzmannigfal-
tigkeiten mit einer Cauchyfliche nennt man glo-
bal hyperbolisch. Sie sind diffeomorph zu R x ¥
mit Cauchyflichen {t} x ¥. Ein beriihmtes Beispiel
fiir eine nicht global hyperbolische Raumzeit ist der
Anti-de-Sitter-Raum. Diesen Raum kann man dar-
stellen als die Hyperfliche r* — p? = 1 im R? x R?
mit der Metrik

ds? = dr? + r?de? — (dp2 + ,02((102 + sin 02d¢2)> , (2.28)

wobei wir im ersten Faktor Polarkoordinaten (r,¢) und im zweiten Faktor Ku-
gelkoordinaten (p,0,v) eingefithrt haben. Wir setzen p = tanu, u € (0, 7) und
erhalten auf dem Anti-de-Sitter-Raum die Metrik

ds? = (1+ tan? u)(dlc,o2 — duz) — tan? u(d02 + sin 02d¢2) ) (2.29)

Man erkennt, dass die Kurven ¢ + u = const, 8, = const, lichtartig sind, aber
nicht alle die Flache ¢ = 0 schneiden. Problem: Zeige, dass es keine Cauchy-

Flache gibt.

ABBILDUNG 4. De-Sitter-
Raum in 3 kartesischen Koor-

dinaten

ds?

Eine andere wichtige Raumzeit ist der de-Sitter-
Raum. Er kann als die Hyperfliche 22 = —1 im 5-
dimensionalen Minkowskiraum dargestellt werden.

Die Metrik ist
1

= de? — (1 4 ¢%)dQ? 2.30

e (1) (2.30)

mit der Metrik dQ? der 3-dimensionalen Sphire S°.

Wié&hlt man als neue Zeitkoordinate T = arctan?, so
ergibt sich

ds? = (1+ tan? T)(dT2 — dQQ) (2.31)

Kurven der Form (7,v(7)) mit einer Kurve v auf
5% mit |¥] < 1 sind kausal. Man erkennt, dass alle
Hyperflachen 7 = const Cauchyflachen sind.
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ABBILDUNG 5. Lichtkegel im de-Sitter-Raum. Offensichtlich existieren Tei-
le des Universums, die nicht entdeckt werden kénnen.

AUFGABE 2.2. Bestimme die zeitartigen Geodéten im de-Sitterraum.

Wenn man versucht, eine offene Teilmenge der Mannigfaltigkeit isometrisch
auf eine offene Teilmenge des R? mit konstanter Metrik abzubilden, gibt es
eine Obstruktion, die von Karten der FErdoberfliche her wohlbekannt ist: die
Kriitmmung. Sie wird durch den Riemannschen Kriimmungstensor beschrieben.
Dieser gibt den Kommutator zweier partieller kovarianter Ableitungen an. Setzen
wir V, X 1= VX(09,), so ist R(J,,0,) = [V, V,]. R(0,,0,) ist fiir jedes x eine
lineare Abbildung des Tangentialraums T, M. Fiir zwei beliebige Vektorfelder
X, Y gilt

R(X)Y)=X"Y"R(0,,0,) = [Vx,Vy] = Vixy] . (2.32)
Beziiglich der Metrik ist diese Abbildung antisymmetrisch,
g(R(0,,0,)X,Y)+ g(X,R(0,,0,)Y)=0 (2.33)

gehort also zur Liealgebra der orthogonalen Gruppe zu g.

Wir wollen jetzt die Einsteinsche Idee, dass die Bewegung unter dem Ein-
fluss eines Gravitationsfelds als Bewegung auf Geodaten aufgefasst werden kann,
genauer untersuchen. Insbesondere interessiert uns der Zusammenhang zwischen
der Verteilung der Massen und der Metrik der Raumzeit.

Betrachten wir zundchst die Newtonsche Gravitation. Ein Massenpunkt am
Punkt x ist einer von seiner Masse unabhingigen Gravitationsbeschleunigung
g(x) ausgesetzt. Das Gravitationsfeld g erfiillt die Gleichung

divg = —4mp (2.34)

mit der Massendichte p (wir haben die Gravitationskonstante gleich 1 gesetzt).
Diese Gleichung lésst sich geometrisch interpretieren. Sei G ein Gebiet des R?.
Wir betrachten die Bewegung der Punkte von GG unter der Differentialgleichung
% = g mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Wir erhalten x(¢) = x+1gt*>+O(¢%).
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ABBILDUNG 6. Parallelverschiebung eines Vektors lings Geoditen auf der
Kugel. Wir starten am Nordpol, verschieben ldnges des 90’ten Langengrades,
dann lings des Aquators und lings des 0’ten Lingengrades zuriick. Die Dre-
hung des Vektors ist eine Folge der Kriimmung.

Das Volumen von G &ndert sich unter dieser Transformation nach Vol(G;) =
Vol(G) — $t* [, 4mp 4+ O(t?). Wir vergleichen jetzt diese Volumen&nderung mit
derjenigen, die bei einer Bewegung auf Geodéten auftritt. Sei v,, eine Geodéte
mit einem zukunftsgerichteten normierten Tangentenvektor V' am Punkt z¢. Die
Geodaten am Punkt xp mit Tangentenvektoren 7, die senkrecht zu V' gerichtet
sind, spannen eine 3-dimensionale raumartige Flache GG auf. Wir setzen V' auf
dieser Fliache durch Paralleltransport entlang dieser Geodéaten fort und betrach-
ten die Geodéten #,, die durch den Punkt z gehen und dort den Tangenten-
vektor V() besitzen. Wir wollen jetzt das (3-dimensionale) Volumen der Menge

Ve
V(»%’)S

ABBILDUNG 7. Zist orthogonal zu V, V(z) Paralleltransport von V entlang
der Geodaten durch xy mt Tangentenvektor Z. ~, ist die Geodéte durch x mit
Tangentenvektor V(z).

Gy = {7:(t),x € G} untersuchen. Dazu betrachten wir eine infinitesimale Um-

gebung von xg, die durch {7 € T, , M,g(V,7Z) = 0,|9(Z, Z)| < 1} beschrieben
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wird. Das in einer Umgebung von ., gegebene Vektorfeld V erzeugt eine 1-
Parametergruppe von Diffeomorphismen, dadurch wird Z zu einem Vektorfeld

auf v,,. Es gilt Vz(V)(x0) =0, [V, Z] = 0. Weiter gilt

ViZ =VyVzV =[Vy, ViV = RV, Z)V . (2.35)
Diese Gleichung nennt man die Jacobi-Gleichung oder die Gleichung der geodati-
schen Deviation. Sie beschreibt, wie sich der Abstand zweier urspriinglich par-
alleler Geodéten verdndert. Das Volumen &ndert sich dann um den Faktor 1 —
%tQRWV“V” + O(¢*) mit dem Riccitensor

R,, = (dz*, R(0y,0,)0,) . (2.36)

Vergleich mit dem Newtonschen Gravitationsgesetz ergibt

R,V*VY =dmp | (2.37)

wenn p die Energiedichte im Ruhsystem von ~ ist. Um zu einer Gleichung zu
gelangen, die unabhéngig vom Bezugssystem ist, bietet es sich an, p als die Kom-
ponente des Energieimpulstensors

T, = pV,V, (2.38)

in Richtung von V' anzusehen. Hierbei ist V' das Geschwindigkeitsfeld, und es wir-
ken aufler der Gravitation keine Krafte zwischen den Massenpunkten (,,Staub).

Wegen
p="T/ =T, V"'V" (2.39)

legt Gleichung (2.37) die Beziehung zwischen Ricci-Tensor und Energieimpuls-
Tensor noch nicht fest. Doch der Energieimpulstensor ist kovariant erhalten,

v, =0 (2.40)
wahrend der Riccitensor die kovariante Divergenz
1
VvV, R"Y = §V”R (2.41)
besitzt, mit der skalaren Kriimmung R = R,*. Als einzige lineare Bezichung

bleibt daher die Finsteingleichung

1
R, =8n(T,, — §Tgm,) (2.42)
mit 7' = T,*. Man kann zur Einstein-Gleichung noch einen inhomogenen Term
Ag,, hinzufiigen. Dieser sogenannte kosmologische Term ist von Einstein ein-
gefithrt worden, um die Stabilitatseigenschaften seiner Gleichung zu verbessern.

Aktuelle Messungen ergeben fiir A einen kleinen, aber von Null verschiedenen

Wert.
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Die einfachsten Raumzeiten sind diejenigen mit konstanter Krimmung. In
ihnen gilt

R(X,Y)7Z = %R (Y, 2)X — g(X, 2)Y) . (2.43)

Beispiele fiir Raumzeiten mit konstanter Kriitmmung sind der Minkowskiraum
(R = 0), der Anti-de-Sitterraum (R > 0) und der de-Sitterraum (R < 0)). Der

Energieimpulstensor muss dort die Form haben

1
Tow = ——Rgp . 2.44
13 327T gp, ( )

Fiir eine ideale Fliissigkeit gilt
T = (p+P)ViVi = PGuo (2.45)

mit der Energiedichte p und dem Druck p. Konstante Kriitmmung ist also nur
moglich, wenn p + p = 0.

Relevanter fiir die Kosmologie sind Raumzeiten, in denen die rdumlichen
Schnitte konstante Kriimmung haben. Sie sind von der Form M = R x ¥ mit
einer Metrik

ds? = dt* — a(t)?hgde'da’ | (2.46)

wobei h eine Riemannsche (d.h. positiv definite) Metrik auf der 3-dimensionalen
Mannigfaltigkeit ¥ ist, so dass die Kriimmung von ¥ konstant ist. Man spricht
von Robertson-Walker-Raumzeiten oder auch vom Friedmann-Universum. Bei-
spiele fiir 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit konstanter Kriimmung sind die
3-Sphire S? (Kritmmungsskalar & > 0), der euklidische Raum R? (k£ = 0) und der
hyperbolische Raum H® = {z € M, 2? = 1} (k < 0). In geeigneten Koordinaten
ist
1

1 — k2

Fiir die Kriimmung der Raumzeit findet man

h

dr? + rz(d02 + sin? Gdgbz) ) (2.47)

k+ a?
R(0;,0;)X = —5—(9(9;, X)9; — g(9;, X)0;)
L@ (2.48)
a
R(aov aﬁ)X = E (g(aiv X)ao - g(aov X)al)
Daraus erhélt man die Komponenten des Riccitensors
Roo - — 3g
a

a k+a?
Rij = (5 + 272> hi]‘
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und den Krimmungsskalar R = —6 <% + ’fjf) Die Einsteingleichungen lauten
(mit Too = p, Toi = 0, T;; = phij)
p

—3— =dn(p + 3p)

a k+

— 2 =dn(p —p)

(2.50)

AUFGABE 2.3. Lose die Einsteingleichungen im Friedmann-Universum fiir
Staub (p = 0) und fiir elektromagnetische Strahlung (p = p).
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KAPITEL 3

Freie Quantenfelder; der Hawkingeffekt

Wir betrachten ein skalares Feld auf einer global hyperbolischen Raumzeit,
das die kovariante Klein-Gordon-Gleichung erfiillt,

(O, +m* —kR)p=0 |, (3.1)
mit dem kovarianten Wellenoperator
0, = |9l "20,9" 9|20, . (3.2)

(lg] = |detgu|). Auf einer global hyperbolischen Raumzeit ist das Cauchy-
Problem fiir die Klein-Gordon-Gleichung eindeutig l6sbar. Insbesondere gibt es
zu jeder Testfunktion f € D(M) (D(M) ist der Raum der unendlich oft dif-
ferenzierbaren Funktionen auf M mit kompaktem Trager) eindeutig bestimmte
retardierte und avancierte Losungen F,.;f und E,, f der inhomogenen Gleichung.

E,rct/av sind Operatoren von D(M) nach E(M), die die Gleichungen
DEret/av — Eret/avD =id ) D = Dg + m2 — &R (33)

erfiillen. Thre Integralkerne sind Distributionen auf D(M)@D(M) = D(M x M)
mit Trager in {(x,y),y € Ji(x)}. Die Differenz ihrer Integralkerne E(x,y) ist
eine antisymmetrische Distribution, die in # und in y eine Lésung der Klein-
Gordon-Gleichung ist (im Sinne von Distributionen). Einschrankungen von E
und seinen Ableitungen auf ¥ x ¥ fiir eine Cauchyfliche ¥ haben wegen der
Tragereigenschaften von F Trager auf der Diagonalen A(X) = {(z,z), 2 € ¥}.
Es gﬂt E rA(E): 0, 6271,E = —azyE = _52 und 827x627yE rA(E): 0, wobel 82
das zukunftsgerichtete Normalenvektorfeld auf ¥ und dy den Integralkern des
Einheitsoperators auf D(X) bezeichnet, in Koordinaten dx = n*d,, dx(x,y) =
oz — y)|h|_%(y) mit der durch Einschrankung von ¢ auf ¥ erhaltenen Metrik h.

Die algebraischen Figenschaften des zugehorigen Quantenfeldes kénnen jetzt
in einfacher Weise angegeben werden. Heuristisch erwarten wir auf der Cauchyflache
Y, gleichzeitige Vertauschungsrelationen der Form

[(e). ()] = 0
((2), Do ()] = ids(z.y) (3.4)
Dsp(a). dsply)] = 0

23
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Zusammen mit der Feldgleichung folgt daraus die Vertauschungsrelation auf M x

M
[p(x), o(y)] =iE(x,y) . (3.5)

Um diese Relationen mit einem prézisen mathematischen Sinn zu versehen, fasst
man iiblicherweise das QQuantenfeld als eine operatorwertige Distribution auf, d.h.
als eine lineare Abbildung des Testfunktionenraums D(M) in die Operatoren ei-
nes Hilbertraums, fiir die noch geeignete Stetigkeitsbedingungen erfiillt werden.
Auf gekriimmten Raumzeiten erweist sich die Konstruktion dieses Hilbertraums
als in hohem Mafle willkiirlich. Wir definieren daher die Quantenfelder zunéchst
nur im Sinne abstrakter Algebren. Darstellungen dieser Algebren durch Opera-
toren von Hilbertraumen werden wir spater diskutieren.

Wir suchen also eine lineare Abbildung ¢ von D(M) in eine (assoziative)
Algebra 2 mit Einselement und mit einer *-Operation

(A+AB)* = A* 4+ AB"
(AB)" = B*A* (3.6)
A** — A

so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) A wird von den Elementen ¢(f), f € D(M) erzeugt.
(ii) ¢ erfiillt die Feldgleichung (3.1) im Sinne von
Distributionen, d.h. o(Df) =0, f € D(M). !

(i) [ (f), w(g)] = i{f, Eg)

(iv) e(f)" =»(f) -
Die Konstruktion der Algebra 2l ist einfach. Man betrachtet die Borchersalgebra
iitber D(M), d.h. die Tensoralgebra mit der *-Operation f* := f, und dividiert
durch das Ideal, das von den Feldgleichungen und den Vertauschungsrelationen
erzeugt wird.

AUFGABE 3.1. Sei f € D(M) mit [o(f),¢(g9)] = 0V g € D(M). Zeige,
dass ¢(f) = 0. (Hinweis: In einer global hyperbolischen Mannigfaltigkeit M ist
Ji(z) N J_(y) fir alle Paare z,y € M kompakt.)

Nicht so einfach zu entscheiden ist die Frage, ob es eine treue Darstellung von
2 durch Hilbertraumoperatoren gibt. Aquivalent dazu ist die Frage nach einer
gentigend grofien Anzahl von Zustanden (im Sinne von Erwartungswertfunktio-
nalen). Ein Zustand auf einer *-Algebra mit Einselement ist hierbei definiert als
ein lineares Funktional w auf 21 mit den Eigenschaften

w(A"A) >0

w(l)y=1. (3.7)

!Eigentlich miisste hier der transponierte Operator D! stehen, doch beziiglich des durch
die Metrik ¢ ausgezeichneten Mafles ist D formal selbstadjungiert.
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Ist 2 durch Hilbertraumoperatoren dargestellt, so liefert jeder Einheitsvektor ®
durch w(A) := (&, A®) einen Zustand. Andere Beispiele von Zustanden sind von
der Form w(A) = > (9, A®;) mit Y ||9;]|> = 1. Umgekehrt definiert jeder Zu-
stand durch (A, B) = w(A*B) eine positiv semidefinite Sesquilinearform auf 2.
Der Nullraum dieser Form ist wegen der Cauchy-Schwartz-Gleichung ein Links-
ideal in A, daher wirkt 2 durch Linksmultiplikation auf den Quotientenraum.
Auf diesem ist das Skalarprodukt positiv definit, so dass wir damit eine Darstel-
lung von 2 auf einem dichten Unterraum eines Hilbertraums gefunden haben.
Die beschriebene Konstruktion nennt man die GNS-Konstruktion (nach Gelfand,
Neumark und Segal).

Ein Zustand w auf 2 ist eindeutig bestimmt durch die sogenannten n-Punkt-
funktionen

wn(fiyeos Ju) = wle(f) - 0(fn) (3.8)

w ist ein multilineares Funktional auf D(M). Wir wollen nur solche Zustande
betrachten, bei denen dieses Funktional in jedem Eintrag eine Distribution ist.
Wir erinnern daran, dass eine Distribution ¢ ein lineares stetiges Funktional auf
dem Testfunktionenraum ist,

tH(dn) = 0 wenn ¢, — 0 . (3.9)

Hierbei konvergiert eine Folge von Testfunktionen ¢, gegen 0, wenn alle ¢,
Trager in einer festen kompakten Menge haben und fiir beliebige Vektorfelder
Xiyooo, Xy, B =0,1,... die Funktionen X --- X;¢, gleichméafiig gegen 0 kon-
vergieren.

Wir nutzen jetzt das sogenannte Kerntheorem von Schwartz aus. Dieses Theo-
rem besagt, dass Multilinearformen auf D(M), die in jedem Eintrag stetig sind,
eine eindeutige Fortsetzung zu einer Distribution auf M™ besitzen. Unsere n-
Punktfunktionen sind also wohldefinierte Distributionen in n Argumenten aus M.
Sie sind in jedem Argument Losungen der Klein-Gordon-Gleichung und erfiillen

wegen der kanonischen Vertauschungsrelation die Bedingung
W2 (T1y e oo s Ty gty ooy Tpg2) — Wog2 (1, o, Tig1, Tiy o vt ) =
iE($i7$i+1)wn($1a--- s Lim1y Lig2,y - 751?n+2)

(3.10)

Komplizierter ist die Positivitdtsbedingung. Fiir die 2-Punktfunktion bedeu-
tet sie

/d:z; dywy(z,y) f(2)f(y) > 0,f € DIM) . (3.11)

Es gibt eine wichtige Klasse von Zustdanden, die quasifreien Zustédnde, die durch
ihre 2-Punktfunktion festgelegt werden. Sei wy eine Distribution auf M x M, die
in jedem Argument eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist, deren antisym-
metrischer Anteil durch die Kommutatorfunktion £ gegeben ist,

wala,y) — wely,z) = iE(x,y) (3.12)



26 3. FREIE QUANTENFELDER; DER HAWKINGEFFEKT

und die die Positivitatsbedingung (3.11) erfiillt. wy definiert auf D(M) ein posi-
tiv semidefinites Skalarprodukt (-,-). Man benutzt nun die 2-Punktfunktion, um
durch

/d:z;l...dxndyl...dynsz(xi,yi)f(xl,... c )Yy ey yn) = (frg) (3.13)

=1
ein Skalarprodukt auf D(M™) zu erklaren.

AUFGABE 3.2. Zeige, dass das Skalarprodukt (3.13) positiv semidefinit ist.
(Hinweis: Wegen der Stetigkeit der Distribution [['_, w2(w;, y;) reicht es aus, die
positive Definitheit fiir Testfunktionen der Form f(xy,... ,2,) = >, fi(z1) -+ fi(2,)
mit fi € D(M) zu zeigen. Dadurch wird das Problem auf ein Problem der linea-
ren Algebra zuriickgefiihrt.)

Wir betrachten jetzt den symmetrischen Fockraum F(D(M)) tiber dem Test-
funktionenraum D(M). Dieser besteht aus endlichen Folgen F' = (F),),>0, mit
Fy € Cund Testfunktionen F,, € D(M"), die unter Vertauschung ihrer Argumen-
te symmetrisch sind. Addition und Skalarmultiplikation sind gliedweise erklért,

und durch

o0

(F,G) =Y (F.,Gy) (3.14)

n=0

wird ein positiv semidefinites Skalarprodukt auf dem Fockraum eingefiihrt. Jeder
Testfunktion f € D(M) wird ein Operator ¢(f) = a(f) + «*(f) auf F(D(M))

zugeordnet mit

(a(f)F)n(x1, ..., 25) :\/n—l—l/dx dy wa(a, y) f(x) Foa(y, @1, oo, 24)

0 n =

ﬁ 2221 f(xk)Fn—l(xlv ey L1 L1,y 7xn)7 n 7£ 0
(3.15)

(G*(f)F)n(xh .. .Xn) = {

Man verifiziert, dass die Vertauschungsrelationen erfiillt sind, [¢(f), ©(g)] = i(f, Eg)
und dass (F, o(f)G) = (o(f)F, G) gilt. Hieraus folgt insbesondere, dass der Null-
raum des Skalarprodukts invariant unter Anwendung von ¢( f) ist. Weiter bildet
@(Df) mit dem Klein-Gordon-Operator D und f € D(M) den Fockraum auf den
Nullraum des Skalarprodukts ab, weil w; eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung
in beiden Argumenten ist. Sei $) der Préhilbertraum, der durch Quotientenbil-
dung nach dem Nullraum entsteht. Dann erhalten wir eine Darstellung von 2 auf

$, und der Vektor 2, der der Klasse der Folge 1,0,0,... € F(D(M)) entspricht,

induziert iiber

w(A) = (0, AQ) (3.16)
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einen Zustand mit 2-Punktfunktion w,. Fiir die n-Punktfunktionen findet man
wy, = 0 fiir ungerade n und

Wan (21, ...y 22,) = Z H wala, xj) (3.17)
Paarungen Paare

wobei alle Zerlegungen von {1,... ,2n} in Paare (¢,7) mit ¢ < j auftreten.
Wir wollen einige Beispiele fiir 2-Punktfunktionen besprechen. Sei unsere
Raumzeit zunachst der Minkowskiraum. Die Kommutatorfunktion ist

Ble.y) = Ae =y = () [ /f(; dn{(u(p)p)a—y) . (3.8)

(u(p) = /Ip]* + m?). Die 2-Punktfunktion des Vakuums ist der positive Fre-

quenzanteil von A,
d*p

) = Ayla =) = 2m [ S

Die Positivitatseigenschaft 1a8t sich leicht verifizieren,

[ @i renten =2 [ SR epEz0 L )

exp —i((u(p),p)sx —y) . (3.19)

mit der Fouriertransformierten
flo) = 2y [ dtegtye 321

Der durch ws bestimmte Hilbertraum kann explizit angegeben werden: der Null-
raum des Skalarprodukts (3.13) besteht aus denjenigen Testfunktionen f € D(M™),

deren Fouriertransformierten f(py,... ,p,) verschwinden, sobald einer der Impul-
se p; aul der Massenschale H,, = {p € M", p* = m? py > 0} liegt. Daher lassen
sich die Restklassen nach dem Nullraum mit den Restriktionen der Fouriertrans-
formierten auf die Massenschalen identifizieren. Wir interpretieren diese Vektoren
als Impulsraumwellenfunktionen von n-Teilchenzustédnden.

Man kann in diesem Fall auch leicht den Hamiltonoperator angeben. Der
Hamiltonoperator ist definiert als der Generator der Zeittranslationen. Die Zeit-
translationen im Minkowskiraum induzieren die Transformation f — fi, fi(x) =
flzo — t,x) im Testfunktionenraum. Durch ay(¢(f)) = @(fi) erhdlt man einen
Automorphismus der Observablenalgebra 2. Offenbar sind w, und der zugehorige
quasifreie Zustand w invariant unter Zeittranslationen. Dann wird durch

U(H)AQ = ar(A)Q (3.22)

eine l-parametrige Gruppe von unitdren Operatoren auf § erklart. Man verifi-
ziert, dass die Abbildung t — U(t) stark stetig ist,

lim ||U(1)® — 8[| =0V @ € 5 . (3.23)
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Dann folgt aus dem Satz von Stone, dass es einen dichten Unterraum » C $) gibt,
so dass U(t)® fiir & € © differenzierbar ist, und dass der auf © erklarte Operator
H = %%U(tﬂt:o selbstadjungiert ist und die unitédre Gruppe U(t) erzeugt. Auf
den n-Teilchenwellenfunktionen ergibt sich

H®,(py1.....py) = Z,,L(pi)cpn(pl, i Pn) (3.24)

Insbesondere ist der Hamiltonoperator also positiv. Tatsdchlich ist w der einzige
zeittranslationsinvariante Zustand mit positivem Hamiltonoperator.

Andere mogliche 2-Punktfunktionen entsprechen Zustédnden endlicher positi-
ver Temperatur 7' = 371,

wa(w,y) = Aplz —y) =

(%)_3/ jSl}))) exp —ii(ﬁ(f_);ﬁz’;x — y>+expi<(fﬁilzz; Ii)ix —y) (3.25)

Man beachte, dass die Positivitatsbedingung (3.11) verletzt wird, wenn (3 negative
Werte annimmt.

Der obige Zustand kann nicht durch eine Dichtematrix im Vakuumbhilber-
traum beschrieben werden, da das Spektrum des Hamiltonoperators kontinuier-
lich ist. Stattdessen charakterisiert man Zustdnde endlicher Temperatur durch
die sogenannte KMS-Bedingung. Ein Zustand w erfiillt die KMS-Bedingung zur
inversen Temperatur 3, wenn er invariant unter Zeittranslationen ist, so dass

w(Aay(B)) fiir alle A, B € U stetig in ¢ ist, und wenn fiir alle A € A gilt
(AQ, e PHAQ) = (A*Q, A*Q) (3.26)

mit dem wie oben konstruierten Hamiltonoperator H. Der Hamiltonoperator hat
hier nicht die Bedeutung der Energie, wie man schon daran sieht, dass der Er-
wartungswert von H im Temperaturzustand nach Konstruktion verschwindet.

AUFGABE 3.3. Sei 2l = M,(C), und sei a;(A) = ¢ Ae=™ L = h* € M,(C).
Zeige, dass der KMS-Zustand zur inversen Temperatur 3 das kanonische Ensem-

ble ist, d.h.

TrAe=Ph
w(4) = Tre=0h
Der GNS-Hilbertraum zu einem KMS-Zustand sieht anders aus, als der Va-
kuumhilbertraum. Denn der Nullraum des durch die 2-Punktfunktion induzier-
ten Skalarprodukts besteht aus den Testfunktionen, deren Fouriertransformierte
verschwindet, sobald einer der Impulse auf der positiven oder der negativen Mas-
senschale liegt. Entsprechend sind die n-Teilchen-Impulsraum-Wellenfunktionen
Funktionen auf beiden Massenschalen, und der Hamiltonoperator ergibt sich zu

(3.27)

H®,(c1,P1y -+ 1EnyPn) = Z&M(pi)q)n(@h Pis-e s En,Pn) (3.28)
=1



3. FREIE QUANTENFELDER; DER HAWKINGEFFEKT 29

mit &, = +1.
Es ist illustrativ, den Erwartungswert der Energiedichte im KMS-Zustand zu
berechnen. In der klassischen Klein-Gordon-Theorie ist die Energiedichte gegeben

durch

H(z) = 5 ((2)" + |00 (2)]” + m*e()’) . (3.29)

In der Quantenfeldtheorie ist diese Grofle wegen der Singularitdt der Quanten-
felder nicht wohldefiniert. Man kann aber durch das sogenannte point-splitting-
Verfahren der Differenz der Erwartungswerte der Energiedichte in verschiedenen
Zusténden einen Sinn geben. Es gilt

Ag(x —y) = Ap(z —y) = / ;5; = <(”€(£2;§)_’1x —9 (330)

Offenbar ist diese Differenz eine glatte Funktion. Ersetzen wir in der Definition der
Energiedichte die Quadrate durch Produkte der Felder an verschiedenen Punkten

Hir.y) =+ ($)3() + p(e) - dply) +mip(e)ely) . (331)

berechnen die Differenz der Erwartungswerte im KMS-Zustand und im Vakuum
und fithren danach wieder den Limes y — x aus, so erhalten wir

(H)p = /d?’pﬂ (3.32)

eﬁ#«(p) — 1 )

Insbesondere erkennen wir, dass der Hamiltonoperator nicht das raumliche Inte-
gral der Energiedichte sein kann.

Die durch den KMS-Zustand induzierte Darstellung der Obsevablenalgebra ist
nicht irreduzibel, d.h., es gibt invariante Unterrdume, die nicht dicht sind. Man
erkennt dies an der Existenz von Operatoren, die mit allen Elementen von 2(
vertauschen (Schursches Lemma). Zunachst folgt aus der KMS-Bedingung, dass
2 keine Vernichtungsoperatoren, d.h. Operatoren A mit ACQ) = 0, enthalten kann.
Denn aus AQ) = 0 folgt mit der KMS-Bedingung A*Q) = 0, das Linksideal der
Vernichtungsoperatoren ist also invariant unter der *-Operation und damit ein
beidseitiges Ideal. Also ist ABQ = 0 fiir alle B € 2, d.h. A ist der Nulloperator.
In unserem Fall ist die Algebra 2 einfach, so dass A auch als Element von 2
verschwinden muss. Man sagt, dass () ein separierender Vektor fiir 2 ist.

Operatoren, die mit allen Elementen von 2 vertauschen, erhédlt man jetzt
durch Rechtsmultiplikation,

r(A)BQ = BAQ, A,Be . (3.33)

Wegen der separierenden Eigenschaft von € ist r( A) wohldefiniert. Wir berechnen
sein Adjungiertes. Dazu studieren wir die Matrixelemente

(r(A)CQ, BQ) = (CAQ, BQ) = (B*Q, e PP A~C*Q) . (3.34)
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Wir nehmen jetzt an, dass ¢t — a;(A) eine analytische Funktion ist. Dann gilt
e A = ozw(A)e_ﬁH ) (3.35)
Wir erhalten
(B*Q, e PHA*C*Q) = (B*Q, aip(A")e Q) =
(a—ip(A)B*Q, e P1C*Q) = (CN, Bag(A")Q)
also r(A)* = r(a;s(A*)). Wir setzen
J(4) = rlas(47) (3.37)
J ist eine antilinearer *-Isomorphismus der Algebra in ihre Kommutante. Es gilt
(€2,5(A)) = w(A).

KMS-Zustande besitzen eine Reihe von Figenschaften, die zeigen, dass sie zu
Recht als thermodynamische Gleichgewichtszustande angesehen werden kénnen.
Eine solche Eigenschaft ist die sogenannte Passivitdt. Nach dem 2. Hauptsatz
der Thermodynamik gibt es kein Perpetuum Mobile der zweiten Art, d.h. keine

Methode, wie man einem Gleichgewichtszustand eines Systems Energie entneh-
men kann, ohne Verdnderungen auferhalb zu hinterlassen. In unserem Rahmen

(3.36)

kénnen wir eine solche Operation durch die Anwendung eines unitéren Elements
U der Observablenalgebra auf den Zustand beschreiben. Die dabei im Mittel
aufgewandte Energie ist

E=(UQ,HUS) . (3.38)

(Obwohl H nicht mit der Energie identifiziert werden kann, wird die Differenz
der Energien zwischen den durch U und € beschriebenen Zusténden richtig
durch diese Formel wiedergegeben.) Aus ¢” > 1 4 « fiir @ € R folgt mit Hilfe der
KMS-Bedingung (3.26)

A

BE > (UQ,1 — e PHUQ) = (UQ,UQ) — (U"Q,U*Q) =0 . (3.39)
Y / Also erfiillen KMS-Zustédnde fiir positives 3 den 2.
0.8] / Hauptsatz. Tatsachlich gilt unter einer Zusatzannahme
el yas an die Reinheit des Zustands auch die Umkehrung.
y / Die Passivitdt von KMS-Zustdnden erméglicht auch
>4 // eine direkte Abschétzung des Wirkungsgrades bei Kopp-
02] // lung zweier KMS-Zustdnde mit unterschiedlichen Tem-
g peraturen. Seien w; ¢ = 1,2 KMS-Zustdnde von Syste-
08 -06 04 -02 7 02 04 06 08 1 men mit Observablenalgebren 2; und Zeitentwicklungen
*/02 a! mit positiven inversen Temperaturen 3; > 0. Das ge-
Y/ koppelte System hat die Observablenalgebra 21 = 2; @2,
und die Zeitentwicklung oy = af @ a2,
" (A1 @ Ag) = a; (A1) @ aZ(Ay) . (3.40)

—-1-
ABBILDUNG 1.
l—efr <z
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Wir betrachten den Produktzustand w = w; ® w,,
W(Al & AQ) == wl(Al)wg(Ag) . (341)

Dieser Zustand ist invariant unter «;, daher kann der Hamiltonoperator in der
zugehorigen GNS-Darstellung (), 7, Q) definiert werden. Es gelten die Beziehun-
gen H =N DNy, T=m Q@m, D=4 0L und H = H ®1+13Q Hy mit
den GNS-Darstellungen und Hamiltonoperatoren der Teilsysteme. Fine Opera-
tion im gekoppelten System wird durch Anwendung eines unitédren Operators
U € 2 beschrieben, und die entnommene Energie ist im Mittel

—E=—(UQ,HUQ) = —F, — E, (3.42)

mit der den Teilsystemen im Mittel entnommenen Energien —F; = —(UQ, H; @
109Q) und —FEy = —(UQ,1 @ HUQ). Wir nutzen jetzt aus, dass der Zustand w
die KMS-Bedingung zu 3 = 1 fiir die reskalierte Zeitentwicklung é&; := ozélt ® oz%ﬁ
erfiillt. Aus der Passivitat (3.39) folgt die Ungleichung

BiEr+ BaFy >0 (3.43)

Sei das System 1 dasjenige mit der hoheren Temperatur, 5; < 3. Dann ist die
vom System 2 aufgenommene Energie Fy > g—;(—El), und die dem gekoppelten
System entnommene Energie erfiillt die Abschatzung

B =T
—FE<(1- E)(_El) R

(—E)) (3.44)

(Carnotscher Wirkungsgrad).
(Ganz ahnlich zum Minkowskiraum lassen sich ultrastatische Raumzeiten M =
R x X behandeln. Sie besitzen eine Metrik der Form

g=dt* —h (3.45)

mit einer zeitunabhéngigen Riemannschen Metrik A auf der 3-dimensionalen
Mannigfaltigkeit . Der Wellenoperator ist

PE
mit dem zur Metrik i gehérenden Laplace-Beltrami-Operator
Ay = |h|"20:hY |h|20; . (3.47)

Kay hat gezeigt, dass M genau dann global hyperbolisch ist, wenn ¥ als metri-
scher Raum vollstandig ist, oder, was bei Riemannschen Rdumen dquivalent ist,
wenn Y geoditisch vollsténdig ist, d.h. wenn keine Geodate in endlicher Para-
meterzeit den Rand der Mannigfaltigkeit erreicht. In diesem Fall ist der Opera-
tor A = —Ay, + p? auf D(M) wesentlich selbstadjungiert, sein Abschluss, den
wir mit demselben Symbol bezeichnen wollen, ein selbstadjungierter positiver
Operator auf dem Hilbertraum L2(3, |h|zd®z). Wir kénnen daher mit Hilfe des
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Spektralsatzes Funktionen von A bilden. Auf diese Weise erhalten wir fiir die
Kommutatorfunktion

sin \/Z(t —s)

Bt x;s,y)=— x, 3.48
(o) = =Ty (3.49
Die 2-Punktfunktion des Grundzustands ergibt sich zu
exp —ivVA(t — s
CUQ(t,J};S,y) = P ( )(l',y) : (349)

2V/A

Fiir Temperaturzustédnde ergibt sich entsprechend

Das Bild &ndert sich nur unwesentlich, wenn man statische Raumzeiten betrach-
tet, d.h. Raumzeiten M = R x ¥ mit einer Metrik

g=daddt* —h (3.51)

mit einer zeitunabhéngigen Metrik & auf ¥ ist und einer glatten Funktion a auf
3.

Das einfachste Beispiel ist der sogenannte Rindler-Keil (,,wedge“). Dies ist die
Teilmenge {x € M, |2°| < a'}. Wir fithren Koordinaten A,0,y,z ein mit 2% =
esinh 0, 2! = e cosh 0, y = 22, 2 = 2. Die Metrik wird in diesen Koordinaten

g = eMdO* — dN?) — dy? —d2? . (3.52)
Der Rindler-Keil ist also statisch, und man kann leicht zeigen, dass er auch

1,0

A

f = const.

Y
8

Rindler wedge

ABBILDUNG 2. Der Rindler-Keil (grau) und Flichen konstanter Zeit.

global hyperbolisch ist, mit Cauchyflichen § = const. Im Minkowskiraum sind
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diese Flachen raumartige Hyperebenen durch die yz-Ebene . Die Klein-Gordon-
Gleichung lautet

(M0 —07) =0, — 92+ m*) =0 (3.53)
Sei A der Operator
—0% — (92 + 02 —m?) (3.54)

auf dem Hilbertraum L?*(R?). A kann interpretiert werden als Hamiltonoperator
fiir Teilchen, die aus negativer A-Richtung auf ein exponentiell wachsendes Po-
tential treffen und davon reflektiert werden. Insbesondere ist A auf D wesentlich
selbstadjungiert und positiv. Man kann daher die Kommutatorfunktion sowie die
Zweipunktfunktionen des Grundzustands und der KMS-Zustédnde zu positiven
Werten von (3 wie oben durch die Integralkerne der entsprechenden Funktionen
von A angeben. Man beachte, dass die Integralkerne sich auf das Lebesgue-Maf}
beziehen, nicht auf das durch die rdumliche Metrik bestimmte Volumenmaf} auf
der Cauchyflache.

Einen weiteren Zustand auf dem Rindlerkeil findet man, indem man die Vaku-
umzweipunktfunktion des Minkowskiraums auf den Rindlerkeil einschrankt. Man
findet in den Koordinaten 0, A, y, =

W0, X, y, 20 N, y'2) =

3 ! !

(27’[’)_3/ d P e—iu(p)(ek sinh §—e* sinh §')4ipy (e cosh —e* cosh 0')4ips (y—y')+ips(2—2')
2u(p)

Translationen in der Variablen 6 sind eigentliche Lorentztransformationen in der

1-Richtung.

I

ABBILDUNG 3. Translationen in 6 entsprechen Lorentztransformationen
mit dem Boostparameter 6.

640’
2

Da das Vakuum im Minkowskiraum lorentzinvariant ist, kénnen wir um —
verschieben und erhalten

W0, X, y, 20 N, y'2) =
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(%)_3/ d°p —it(p) (A X ) sinh 6=6' 4ip) (e*—e') cosh £5E tipy (y—y! )+ipa (=)
2u(p)

Man erkennt, dass die Zweipunktfunktion sich in " analytisch in den Streifen
0 < Im#" < 27 fortsetzen 1aBt. Ist der Imaginérteil gleich 27, so findet man die
urspriingliche Zweipunktfunktion wieder, wobei gestrichene und ungestrichene
Variablen ihren Platz getauscht haben. Wir schlieflen, dass das Minkowskiva-
kuum fiir die Rindlerzeit § ein KMS-Zustand mit Temperatur % ist. Da der
KMS-Zustand eindeutig ist, muss er mit dem vorher angegebenen Zustand iiber-
einstimmen. Dies &8t sich durch explizite Rechnung verifizieren.

Was ist die physikalische Interpretation dieses mathematischen Sachverhalts?
Die Bahnen unter Translationen von # beschreiben gleichméfig beschleunigte Be-
wegungen in 1-Richtung, mit Eigenzeit dr = e*df und Beschleunigung a = ¢~
Ein beschleunigter Beobachter empfindet daher das Vakuum wie ein Warmebad
der Temperatur 5=. Fiir Beschleunigungen makroskopischer Korper ist dieser Ef-
fekt sehr klein (7' = 107K fiir a = Ims™!).

Als néchstes Beispiel betrachten wir die Schwarzschildraumzeit. Auflerhalb
des Schwarzschildradius o = 2m koénnen wir die Koordinate r durch die soge-
nannte Schildkrétenkoordinate

r :r—l—roln(i—l)

o
ersetzen. Die Metrik wird dann
g=(1- T—O)(dtQ — dr*?) — r?(d6* + sin® Ode?) (3.55)
r

Der Wellenoperator ergibt sich zu

To 62 1 82 —AS2 To
(1_7)<ﬁ_r o + r? +r_3

AUFGABE 3.4. Bestatige dieses Ergebnis durch Nachrechnen.

Wir betrachten jetzt den Operator

0? “Ag
A== o (1- 0y ( sLa. r—i) (3.56)

r r r

Bei gegebenem Eigenwert —{({ + 1) des Laplaceoperators der Sphire S? be-
schreibt rAr~! die Bewegung eines quantenmechanischen Teilchens, unter dem

Einflul des Potentials
r l+1 r
Vi) = (-2 (1 1)

r r

in der r*-Richtung. Dieses Potential féllt in Richtung r* — —oo exponentiell ab,
hat ein Maximum bei r =7 und fallt fiir r* — oo wie r12 ab, s. Figur 4. Man zeigt
wie im Rindlerkeil, dass A auf den unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Trager in L*(R @ S?, r?sin fdr*dfde) wesentlich selbstadjungiert ist,
und erhéalt wie vorher Grund- und Temperaturzustédnde.
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v
A

-

T,*

ABBILDUNG 4. Skizze des effektiven Potentials V;(r*).

Die Analogie zum Rindlerfall legt nahe, dass der Zustand mit der Hawking-
Temperatur T' = ﬁ physikalisch besonders wichtig ist. Die Analogie zum Rind-
lerfall wird besonders deutlich durch die Einfithrung der sogenannten Kruskal-
Koordinaten

T = 2T0€2TTO sinh i
. ' (3.57)
R = 2rge?o cosh — .
o
In diesen Koordinaten schreibt sich die Schwarzschildmetrik als
g= 277 (dT? — dR?) — r*(d6? + sin? 0d4?) . (3.58)
"

Wegen R*—T7? = 47“(2)(L—1)e% ist r fiir R*—T?* > —4r2 eine Funktion von R?*—T2.

0
Wir kénnen daher die Schwarzschildraumzeit in die sogenannte Kruskalraumzeit

K={(T,R)cR* R*—T?> —4r3} x S? (3.59)

einbetten, mit der obigen Metrik (3.58).

Wir betrachten jetzt den KMS-Zustand zu 3 = 4mwrg auf der Schwarzschildraum-
zeit. In den Kruskalkoordinaten entspricht die Translation in ¢ um 27rgt gerade
der Relexion (T, R) — (=T, —R). Wir definieren daher fiir R < 0, 7? < R?, das
Feld am Punkt (7T, R, 8, ¢) in der GNS-Darstellung durch

@(Tv 370799) :j(99(_T7_Rv(9799)) . (360)

Wir wollen untersuchen, weshalb dieser Zustand ,,besser® ist als die Zustdnde mit
anderen Temperaturen. Dazu betrachten wir ein vereinfachtes System, in dem das
Potential V; vernachlassigt wird. Die Zweipunktfunktion des KMS-Zustands wird
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T
A

= const.> rg

Schwarzschild

S v t = const.
Spiegelwelt N o

}R

= Ereignishorizont r = rg

ABBILDUNG 5. Die Kruskalraumzeit: Wie im Minkowskiraum haben kau-

sale Kurven eine Steigung > 45°. Die Vergangenheits-Singularitit bei r = 0
heisst Weisses Loch.

dann gegeben durch

wzﬁ(t,r*,t’,r*/) =

e=ilpl(t=t+ip(r*=r)  Hilpl(t=t)Hip(r*—r*) (3.61)
(27T)_1/dp|p|‘1 + .

1 — e—Blpl eBlel — 1

Wegen der Singularitét bei p = 0 ist dieser Ausdruck keine Distribution. Wir
differenzieren daher nach ¢ und ¢’ und erhalten an der Stelle t = ¢ =0

atat/wg(r*,r*/) = (4m)~! /dp p coth gp el =) (3.62)
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Der Integrand ist meromorph mit Polen an den Stellen p = 2Zn: und fillt in der

unteren Halbebene schnell ab. Wir berechnen mit Hilfe des Residuensatzes

!

6,5875,@5(7«*7 r*') = (4m)~! Z} 2me res|p:_z%rm» (p coth gp pin(re=r® ))
) "= (3.63)
= Z Mpedr = = T gnp? E(r* — ).

Inshesondere fallen die Korrelationen also wie e~ 2" "1 ab. Wir betrachten
jetzt die Korrelationen der Ableitungen nach der Kruskalzeit in der Umgebung

des Punktes T'= R = 0. Es gilt

_T*i'l‘*/
aTaT’|t:t’:0 =e 20 00y . (3.64)

Also sind nur im Fall von 8 = 47ry die Korrelationen mit dem Punkt "= R = 0
endlich und von Null verschieden. Da dieser Punkt innerhalb der Kruskalraumzeit
lokal keine signifikant anderen Eigenschaften hat, ist die Hawkingtemperatur die
physikalisch ausgezeichnete Temperatur.

Man muss jetzt zeigen, dass die obigen Betrachtungen richtig bleiben, wenn
das Potential V; beriicksichtigt wird. Da V; beschréankt ist und fiir r* — oo schnell
verschwindet, sollte dies mit nicht allzu grofem Aufwand méglich sein.

Das Problem der obigen Rechnungen wie auch analoger Rechnungen mit eu-
klidischem Pfadintegral ist, dass sie die Zustdnde von Quantenfeldern im Gravita-
tionsfeld eines statischen schwarzen Lochs betreffen. Physikalisch interessanter ist
aber die Situation im Gravitationsfeld eines kollabierenden Sterns, der schlieilich
in einem schwarzen Loch endet. Tatséchlich war Hawkings urspriingliches Resul-
tat, dass ein System, das sich vor dem Kollaps im Grundzustand befindet, nach
dem Kollaps in einen Zustand mit Warmestrahlung tibergeht.

Lange Zeit war nicht klar, wie Hawkings Argument mathematisch prazisiert
werden kann. Fine Losung wurde dann gegeben in dem Papier ,On the Deri-
vation of Hawking Radiation Associated with the Formation of a Black Hole®
von Rudolf Haag und mir (Commun. Math. Phys. 127, 273-284 (1990)). Man
betrachtet einen sphéarisch symmetrischen Kollaps. Auflerhalb des Sterns ist das
Gravitationsfeld eine rotationssymmetrische Losung der Einsteingleichung mit
verschwindendem Energie-Impuls-Tensor. Nach dem Theorem von Birckhoff ist
die Schwarzschildmetrik die einzige derartige Losung; insbesondere ist die Metrik
auflerhalb des Sterns automatisch statisch. Wir wollen jetzt den Zustand eines
masselosen, skalaren, freien Quantenfeldes weit aulerhalb des Schwarzschildra-
dius r > ro im Limes ¢ — oo bestimmen. Wegen der Wellengleichung sind die
n-Punktfunktionen des Zustands durch ihre Cauchydaten auf der Cauchyflache
t = 0 festgelegt. Sei h eine Testfunktion. Dann ist F'h eine Losung der Wellenglei-
chung. Seien hg = Fh ;-9 und hy = %Eh l+=o die entspechenden Cauchydaten.
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Dann gilt

w(h) = /dr* (c,o((),r*)hl(r*) — %@(O,T*)ho(r*)> ) (3.65)

Wir betrachten jetzt die in der Schwarzschildzeit ¢ verschobenen Testfunktionen
hr(t,r) = h(t — T,r*) und die zugehérigen Cauchydaten Al und Al auf der
Cauchyflache zur Zeit t = 0. Diese bestehen im wesentlichen aus zwei Anteilen,
namlich einem, der bei r* = —T" konzentriert ist, und einem bei r* = T'. Bei einem
massiven Feld ist der letztere Term stérker ausgedehnt. In das asymptotische
Verhalten des Feldes gehen jetzt die folgenden Figenschaften des Zustands zur
Zeit T'= 0 ein:

o das Verhalten bei r* —+ —o0, d.h. nahe am Horizont
e das Verhalten bei r* — oo, also bei r — oo
e die Korrelationen zwischen Horizont und r — oo

Fiir eine grofe Klasse von Zustédnden sind diese Eigenschaften identisch. Die
erste Eigenschaft bezieht sich auf das Kurzabstandsverhalten. Wir werden im
nachsten Kapitel sehen, dass alle physikalisch akzeptablen Zustdnde dasselbe
Kurzabstandsverhalten haben, und dass dieses unter der Zeitentwicklung in einer
glatten Raumzeitmetrik stabil ist. Es wird insbesondere nicht durch den Kollaps
verdndert. Das Verhalten bei r = oo hdngt von den globalen Eigenschaften des
Zustands ab (Temperatur etc.) und wird ebenfalls nicht vom Kollaps beeinflufit.
Die Korrelationen schliefflich sollten bei allen interessanten Zustdanden bei grofien
Abstédnden gegen Null gehen.

Wir betrachten jetzt ein &, das bei der asymptotischen Zerlegung der Cauchy-
daten von Ehr nur den Anteil am Horizont besitzt. Man kann dann zeigen, dass
der Zustand, eingeschréankt auf solche Felder, im Limes T' — oo ein KMS-Zustand
beziiglich der Schwarzschildzeit mit der Hawking-Temperatur ist. In diesem Sinn
strahlt ein schwarzes Loch also wie ein schwarzer Korper. Allerdings gelangt we-
gen der Reflexion am Potential V; nur ein Bruchteil der Strahlung nach aufen.
Dies wirkt sich dadurch aus, dass ein h, das weit entfernt vom Horizont lokalisiert
ist, notwendig auch einen Anteil besitzt, der zu frithen Zeiten nach auflen strebt.

Man findet fiir A = > by Vi als Beitrag des Horizonts

: ) . | (E, —E)|?
lim w (¢(h7)e(h1)) Horizont = const Z/ dlEDl(E)E(1 emimnoE) (3.66)
Im VT

T—o0

mit der Durchlasswahrscheinlichkeit D;(E) durch das Potential V].

Bei der Berechnung des Massenverlusts eines schwarzen Lochs durch Hawkings
trahlung mufl der Abschirmeffekt beriicksichtigt werden. Eine auch nur grobe
Abschétzung der Modifikation dieses Effekts durch Wechselwirkungen existiert
meines Wissens nach nicht. Dies erschwert die Diskussion astrophysikalischer
Auswirkungen des Hawkingeffekts.
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Ein weiteres ungeléstes Problem ist die Ubertragung der Argumente auf ein
rotierendes schwarzes Loch. Es ist sehr wahrscheinlich, dass in diesem Fall kein
thermodynamischer Gleichgewichtszustand existiert (siehe die Arbeit von B. Kay
und R. Wald: Theorems on the Uniqueness and Thermal Properties of Stationa-
ry, Nonsingular, Quasifree States on Spacetimes with a Bifurcate Killing Hori-
zon, Physics Reports 207, 49-136 (1991)). Ein weiteres Problem ist, dass der
Kollaps in diesem Fall nicht notwendig zu einem statischen Gravitationsfeld im
AufBlenraum fithrt. Unter der Annahme, dass das Feld im Auflenraum durch die
Kerr-Metrik beschrieben wird, ist eine Analyse der entstehenden Strahlung von
Hermann Hefling in seiner Dissertation durchgefithrt worden.
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KAPITEL 4

Hadamard-Zustidnde und Wellenfrontmengen

Die Diskussion der méglichen Zustande des skalaren freien Feldes auf einer glo-
bal hyperbolischen Raumzeit hat gezeigt, dass man ein Kriterium dafiir braucht,
welche Zustdnde akzeptabel sind, in dem Sinne, dass sie lokal &hnliche Eigen-
schaften haben wie die Zustande im Vakuumsektor einer Minkowskiraumtheorie.
Das entscheidende Kriterium dort ist die Spektrumsbedingung, d.h. die Existenz
einer stark stetigen unitédren Darstellung der Translationen mit Generatoren P,,
die die relativistische Spektrumsbedingung erfiillen,

spP, CVy . (4.1)

Hierzu gibt es zwei verschiedene Ansédtze. Der eine geht zuriick auf Brehme
und de Witt und basiert auf einem rekursiven Verfahren zur Konstruktion ei-
ner Losung der Klein-Gordon-Gleichung, das von Hadamard angegeben worden
ist. Im Minkowskiraum liefert es die Vakuumzweipunktfunktion (bis auf glatte
Anteile). Daher wurde vermutet, dass es auf gekriimmten Raumzeiten die richtige
2-Punktfunktion liefert. Der andere Ansatz geht zuriick auf Parker und geht aus
von der Beobachtung, dass in einer nicht stationdaren Raumzeit eine eindeutige
Teilcheninterpretation nicht moglich ist. Wahlt man zu jedem Zeitpunkt ¢ die
Teilcheninterpretation einer statischen Raumzeit, die mit der gegebenen Raum-
zeit auf einer Cauchyflache {t} x ¥ {ibereinstimmt, so beobachtet man die Erzeu-
gung unendlich vieler Teilchen. Parker hat die sogenannten adiabatischen Vakua
eingefiithrt, in denen die erwédhnte Teilchenproduktion minimiert wird. Erst vor
kurzem ist es Wolfgang Junker gelungen, zu zeigen, dass die adiabatischen Vakua
in der Tat Beispiele fiir Hadamardzustdnde sind.

Der entscheidende Durchbruch in dieser Frage ist Marek Radzikowski zu ver-
danken, der in seiner Dissertation gezeigt hat, dass man die Klasse der zulassigen
Zweipunktfunktionen des freien Feldes durch eine lokale Version der Spektrums-
bedingung charakterisieren kann.

Im Minkowskiraum ist die Vakuumzweipunktsfunktion gerade der positive
Frequenzanteil der Kommutatorfunktion. Man erhélt sie, indem man die Kommu-
tatorfunktion fouriertransformiert und dann auf positive Frequenzen beschrankt.
Auf einer gekrimmten Raumzeit macht die Fouriertransformation keinen Sinn,
da sie von der Wahl einer Karte abhéngt. Um zu sehen, was lokal von der In-
formation {iber den Tréger der Fouriertransformierten sichtbar ist, multiplizieren
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wir die Funktion
3

Agta) = 2m) [ S B = ) [ @02 w0 () (42

mit einer Testfunktion f mit kompaktem Tréger. Die Fouriertransformierte von
fA, ist eine unendlich oft differenzierbare Funktion, ndmlich gerade die Faltung
der Fouriertransformierten von f und A,

PR = Fe 8= a7 [ @S- a) (43)

Hitte f kompakten Trager, so wiirde gelten
supp fA4 C supp f + H,, (4.4)

mit dem Massenhyperboloid H,,. Tatséchlich ist aber f als Fouriertransformier-
te einer glatten Funktion mit kompaktem Trager nur schnell abfallend, so dass

wir die Aussage erhalten, dass die Funktion ]TA: aufBerhalb des Hyperboloids
H,, schnell abfillt. Die Lokalisierung im Ortsraum verwischt also die scharfe Lo-
kalisierung im Impulsraum, asymptotische Aussagen aber bleiben erhalten. Wir
werden diese Begriffe im weiteren Verlauf der Vorlesung noch prézisieren.

Lokal sichtbar ist bei einer Distribution die Singularitétsstruktur. Formal ist
diese definiert als die Restklasse nach den unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen. Wir werden spéater sehen, wie diese mit dem asymptotischen Verhalten
im Impulsraum zusammen héngt.

Wir wollen zunachst die Singularitdten von Ay bestimmen. Wegen der Inva-
rianz von A unter eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen kann fiir
raumartige Argumente 0.B.d.A. & = (0,x) gewdhlt werden. Es gilt

A-I—(va) = S(va) (45)
mit der Schwinger-2-Punktfunktion
€

S(x) = (2#)_4/d4pp2 el

In dieser Formel werden x und p als Elemente des euklidischen Raums R* aufge-
fasst; insbesondere sind p? und pr im Sinne des euklidischen Skalarprodukts zu
verstehen.

Die Schwinger-2-Punktfunktion .S ist invariant unter den Rotationen im eu-

klidischen R*, also gilt

ipT

(4.6)

5(0,x) = S(|x],0) . (4.7)

Integrieren wir nun wieder iiber pg, so erhalten wir

A0 =) [

—n(p)lx| _
21(p) (4.8)
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Man erkennt, dass die Zweipunktfunktion im Raumartigen exponentiell abfallt.
Nach Integration iiber die Winkelkoordinaten und Einfiihrung der Variablen A =
p(p)|x| ergibt sich

A (0,x) = (27r)—2|x|—2/ A/ A2 — m2|x|2 e (4.9)
m|x|
Mit der Abschétzung v/1 —a > 1 — £ fiir 0 < a <1 folgt die Ungleichung
[es) 2 2
AL(0,x) > (27r)—2|x|—2/ dA(A — m2|)\x| Je™? (4.10)
mx|
Der erste Term im Integral ergibt
(14 m|x|)e ™ =1 + O(m?x|?) (4.11)
der zweite Term
m?|x|* In m|x| + +0(m?*|x|?) (4.12)

Durch eine verfeinerte Abschitzung kann man zeigen, dass der singulidre Anteil
richtig wiedergegeben wird. Auch fiir zeitartige Argumente erhilt man eine dhn-
liche Entwicklung. Beriicksichtigt man noch die Singularitédt auf dem Lichtkegel,
so findet man die asymptotische Darstellung

2

Ai(x) = (2#)_2 + (2%)_2% In (:1;2 + iexo) + regulére Terme . (4.13)

%+ iea?
Auf gekriimmten Raumzeiten kann man (z — y)* durch das Quadrat o(x,y) des
geodatischen Abstands zwischen x und y ersetzen. Der Hadamardsche Ansatz fiir
die Zweipunktfunktion ist

wy = —(271')_2%—|-U1HO'—|-U) (4.14)

mit glatten Funktionen u,v,w und u(x,z) = 1.

Geht man mit diesem Ansatz in die Klein-Gordon-Gleichung, so findet man
zunachst eine Gleichung fiir den Koeffizienten u des singulérsten Terms. Die
Loésung ist nur bis auf Vielfache von o festgelegt. Man findet

0 0
det py ayl’a
Die in dieser Formel auftretende Determinante heifit van Vleck-Morette-Determinante.

Im néchsten Schritt bestimmt man v. Man setzt an v = v,,0™ und gewinnt die
Koeffizienten v, durch Induktion (Induktionsanfang?). Zum Schluss muss man
noch eine inhomogene Klein-Gordon-Gleichung fiir w 16sen.

Der antisymmetrische Anteil der Losung muss so gewahlt werden, dass er
mit der Kommutatorfunktion {ibereinstimmt. Der symmetrische Anteil ist nicht
eindeutig bestimmt. Doch zwei verschiedene Hadamard-Lésungen kénnen sich
nur um eine glatte, symmetrische Losung der Klein-Gordon-Gleichung in beiden
Argumenten unterscheiden.

2

_1
1

(4.15)

u(e.w) = Floe)| ol
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Es ist schwierig, den Hadamardschen Ansatz mathematisch prézise zu formu-
lieren. Dies ist erst in der schon erwdhnten Arbeit von Kay und Wald geschehen.

AUFGABE 4.1. Sei M = R x T? mit T? dem 3-Torus [0, L]*. Die Metrik auf
M sei g = dt* — 2?21 da?. Sei weiterhin ¢ das freie Feld auf M mit Masse m > 0.
(i) Bestimme die Kommutatorfunktion F(t,x;s,y) = Al(t —s;x—y) und die
Zweipunktfunktion des Grundzustandes wy(t,x;s,y) = AL(t —s;x —y).
(ii) Zeige, dass fiir [{| + |x| < L gilt:
AF(t,x) = A(t,x),
A-IL—(tvx) = A+(t,X) + f(t,X),
mit f e C>.
Als eine weitere Methode zur Definition physikalischer Zustdnde wollen wir
die adiabatischen Vakua besprechen. Diese Methode ist anwendbar, wenn die
Raumzeit von der Form R x X ist mit einer Metrik g = d¢* — a(t)*h, wobei h eine

Riemannnsche Metrik auf ¥ ist. Beispiele sind die Robertson-Walker-Raumzeiten
oder Friedmann-Universen. Der Wellenoperator ist

a\* a

mit dem Hubble-Parameter H = % und dem Laplaceoperator Ay, auf (X, k). Wir

nehmen an, dass ¥ vollstéandig ist. Dann ist der Laplaceoperator auf L*(%, |h|%d3:1;)
selbstadjungiert und positiv. Seien Y} Figenfunktionen mit Eigenwert Fj und den
Normierungs-und Vollstandigkeitsrelationen

[ Vit Vetahlbdte = s )
(4.17)

/Yﬁﬁn@wkzax—wmr%

Losungen der Klein-Gordon-Gleichung findet man jetzt durch den Ansatz f =
Ty(1)Yi(2); dabei muss T) die gewohnliche Differentialgleichung

T+ 3HT, + *T, = 0 (4.18)
erfiillen, mit w = Va=? ), + m?. Die Gleichung (4.18) besitzt 2 linear unabhangi-

ge Losungen. Wir kénnen diese so wéhlen, dass sie komplex konjugiert zueinander
sind und so dass die Wronskideterminante Wy,

W, =TTy, — Th T, (4.19)

den Wert 7a~2 hat. Mit Hilfe dieser Losungen erhélt man die Kommutatorfunktion

B(t, 2 8,y) = /dk <Tk(t)M—Tk(s)m> Yi(2)Yaly) (4.20)
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Eine damit vertrdgliche Zweipunktfunktion ist

walt, x5 8,y) = /dka(t)Tk(s)Yk(x)Yk(y) (4.21)

Im Fall ¢ = const erhdlt man den Grundzustand durch die Wahl Ty (¢) = (2a3w)_%e_m.
Nach Parker macht man im allgemeinen Fall den Ansatz

Ti(t) = (2a°Q)~ Fe Jio A (4.22)

mit einer positiven Funktion €. Einsetzen in die Gleichung (4.18) liefert eine
Differentialgleichung fiir €2,

. 2 .
3/a\° 3a 3(Q 10
Qz:““z(a) 75*1(5) T (4:23)

Man 16st diese Gleichung approximativ durch Iteration,
(Q0HD)2 = F(a) (1.24)

mit dem Startwert Q(°) = w. Wenig ist iiber die Konvergenz dieser Iteration
bekannt. Man bricht sie deshalb nach endlich vielen Schritten n ab, bestimmt
die Anfangswerte der Approximation in (4.22), wéahlt Ty als die entsprechende
Losung von (4.18) und erhidlt mit (4.21) das sogenannte adiabatische Vakuum
n-ter Ordnung. Wie zuerst von Junker gezeigt worden ist, ist bereits das adiaba-
tische Vakuum 0-ter Ordnung (mit den Anfangsbedingungen Tj(to) = (2a3w)_%
und Tk(to) = (2a3w)_% (—iw — %H — %%)) ein Hadamard-Zustand; die hoheren
Approximationen betreffen also nur den glatten Anteil der Zweipunktfunktion.

Wir kommen jetzt zu der Charakterisierung der Zweipunktfunktion durch
die mikrolokale Spektrumsbedingung. Zu ihrer Formulierung benétigen wir einige
mathematische Hilfsmittel. Das wichtigste ist das Konzept der Wellenfrontmenge.

Sei t eine Distribution auf dem R"™, die am Punkt x singuldr ist. Sei f eine
Testfunktion mit kompaktem Tréger, die an der Stelle & nicht verschwindet. Dann
ist auch ft am Punkt x singulér. Als Distribution mit kompaktem Tréger besitzt
ft eine unendlich oft differenzierbare Fouriertransformierte ft. ft wird in einige
Richtungen nicht schnell abfallen (anderenfalls ware ft am Punkt 2 unendlich oft
differenzierbar). Hierbei nennt man eine Funktion ¢ in der Richtung k # 0 schnell
abfallend, wenn es einen offenen Kegel C' mit k& € C gibt mit supg.co [/~ |g(K)] <
oo fiir alle N € N.

DEFINITION 4.1. Die Wellenfrontmenge WF ¢ einer Distribution ¢t € D'(R")
ist die Menge aller Paare (z, k) € R” x R™\ {0}, so dass die Fouriertransformierte
ft fiir keine Testfunktion f € D(R™), die bei x nicht verschwindet, schnell in
Richtung von £ abféllt.
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Zun Beispiel gilt fiir die Deltafunktion ﬁ(k) = f(0), also ist WF(§) = {0} @
R™\ {0}. Fiir die Distribution x-lij auf R gilt

/
z + e
also ist die Wellenfrontmenge {0} @ R .

Mit Hilfe der Wellenfrontmengen kann man eine wichtige Aussage iiber die
Ausbreitung von Singularitdten von Losungen partieller Differentialgleichungen
mit variablen Koefizienten formulieren. Sei P = >~ p,(x,10) ein Differential-
operator, mit homogenen Polynomen p, vom Grade n in den partiellen Ableitun-
gen und glatten Koeffizienten. Das Polynom hochster Ordnung heifit das Haupt-
symbol p,,. Wir nehmen an, dass p,, reellwertig ist. Man definiert die Charakte-
ristik von P als die Menge der Nullstellen von p,,,

char(P) = {(x,k) € R" x R"|pp(x, k) =0} . (4.26)

(k) = —@'/_ dk'f(E') | (4.25)

o0

Wir fassen jetzt R™ x R™ als Phasenraum und p,, als Hamiltonfunktion auf. Dann
gilt der folgende Satz von Hérmander:

THEOREM 4.1. Sei P ein Differentialoperator mit reellem Hauptsymbol p,,.
Sei t € D'(R™) eine Losung der Differentialgleichung Pt = 0. Dann ist WF(#)
enthalten in der Charakteristik von P und invariant unter dem Hamiltonschen
Fluss, der von p,, erzeugt wird.

Mit Hilfe dieses Theorems kénnen wir sehr leicht die Wellenfrontmenge von
A, berechnen. Das Hauptsymbol des Klein-Gordon-Operators ist &%, daher ist die
Wellenfrontmenge enthalten in M@ {k € M*, k* = 0}. Der Hamiltonsche Fluss hat
Trajektorien (x(t),k(t)) = (xo + tk, k). Offenbar ist {0, k} fiir einige lichtartige
k in der Wellenfrontmenge, anderenfalls ware Ay bei 0 reguldr. Wir schlieflen
jetzt aus dem obigen Theorem, dass dann auch die Punkte (x, k) = (tk, k) in der
Wellenfrontmenge liegen. Da A aber fiir raumartige Argumente glatt ist, kann
(x,k) nur dann in der Wellenfrontmenge liegen, wenn k parallel zu x ist. Wegen
der Lorentzinvarianz von A; muss auch die Wellenfrontmenge lorentzinvariant
sein. Zu Anfang haben wir bereits gesehen, dass die Fouriertransformierten von
fAL auBerhalb des Vorwirtlichtkegels schnell abfallen. Damit erhalten wir das
Ergebnis

WF(AL) = {(z,k),2* = 0,k* = 0, 2||k, ko > 0} . (4.27)

Da die Distribution A der antisymmetrische Anteil von A, ist, ist ihre Wel-
lenfrontmenge

WF(A) = {(x,k),2* = 0,k* = 0, 2|k, k £ 0} . (4.28)
Die Kommutatorfunktion F(x,y) = A(a — y) hat also die Wellenfrontmenge
WE(E) = {(r,y: k. K). (2 — )" = 0K = 0. — yllkk+ K = 0.k £ 0} . (4.20)
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Wir wollen jetzt die Wellenfrontmenge der Kommutatorfunktion £ auf einer
beliebigen global hyperbolischen Raumzeit berechnen. E(x,y) ist eine Losung
der Klein-Gordon-Gleichung in # und y. Das Hauptsymbol des Klein-Gordon-
Operators ist p(x, k) = ¢"k,k,. Die Charakteristik besteht aus dem Lichtkegel
im Impulsraum,

char(d, +m?) = {(z,k) € T"M,k* =0} . (4.30)
Die Hamiltonschen Gleichungen mit Hamiltonfunktion p sind
o =2¢""k,
(4.31)

key = 0,9k ke,

die Losungen sind (x(t), k(¢)) mit einer lichtartigen Geodaten x(¢) mit Tangen-
tenvektor 2g""k, . k(t) ist der Paralleltransport von k entlang dieser Geodéte. Wir
erkennen aus diesem Beispiel, dass die Information des Propagationssatzes rein
geometrisch ist und nicht von der Wahl der Koordinaten abhéngt. Tatsachlich
ist bereits die Wellenfrontmenge als Teilmenge des Kotangentialbiindels 7™M
koordinatenunabhéngig definiert.

Nach dem Theorem 4.1 besteht die Wellenfrontmenge von F aus der Vereini-
gung von Mengen

{(2(t), @ (s); k(2), K'(s)) €T7(M > M), (2(1), k(1) («'(s), K(s))

4.32
Losungen von (4.31),¢,s € R} . (4:32)

Fiir z in der Zukunft von 2’ stimmt £ mit der retardierten Greenschen Funktion
iiberein. Wegen der Tréagereigenschaften der retardierten Funktion muss die Tra-
jektorie (z(t),a’, k(t), k') auBerhalb der Zukunft des Punktes ' enden. Nach dem
Satz tiber die Propagation von Singularitédten kann sie nur in einem Punkt der
Wellenfrontmenge der Deltafunktion enden. Also geht die Geodate x(t) durch 2’
und an dieser Stelle gilt k& + &’ = 0. Wir schliefien, dass

WF(E) C {(z, 25k, K, (x, k) ~ (2, —K")} | (4.33)

wobei die Relation ~ bedeutet, dass es eine lichtartige Geodéte von = nach '
gibt, dass k und &' (ko)tangential zu dieser Geodéten sind und dass der Parallel-
transport von k gerade —k’ ergibt.

Tatsdchlich gilt sogar Gleichheit in (4.33). Sei ¥ eine (raumartige) Cauchyflache.
Wir betrachten die Anfangswerte von F auf X. Es ist leicht zu sehen, dass die Wel-
lenfrontmenge unter Ableitungen nicht anwachsen kann. Daher ist WF(0x ) C
WF(FE). In diesem Fall stimmen die beiden Wellenfrontmengen sogar iiberein,
da die Trajektorien des Hauptsymbols von Oy, zeitartig sind. Wir miissen wissen,
wie die Wellenfrontmenge einer Distribution sich bei einer Restriktion auf eine
Untermannigfaltigkeit verhalt. Es gilt

THEOREM 4.2. Sei t € D'(M). Sei N eine Untermannigfaltigkeit von M.
Wenn aus kLT, N, k€ T*M, x € N folgt, dass k ¢ WF(¢), dann ldsst sich ¢ auf



48 4. HADAMARD-ZUSTANDE UND WELLENFRONTMENGEN

N einschrianken, und die Wellenfrontmenge von ¢, ergibt sich aus der Wellen-
frontmenge von ¢ durch die Einschrankung der Kotangentialvektoren (im Sinne
von Linearformen) auf den Tangentialraum von N,

WE(ty) C {(2,k Ina),x €N, (z,k) € WF()} . (4.34)

Beweis: Wir wollen den Satz fiir einen Spezialfall beweisen. Sei ¢ € D'(R?) und sei
N =R x {0}. Durch Multiplikation von ¢ mit einer C**-Zerlegung der 1 kénnen
wir ¢ als Summe von Distributionen mit beliebig kleinem Tréger darstellen. Wir
kénnen daher o0.B.d.A. annehmen, dass ¢ einen kompakten Tréger in der Umge-
bung eines Punktes v € N besizt und dass die Fouriertransformierte von ¢ in
einem Kegel um die Richtung (0, 1) schnell abfallt. Wir definieren jetzt ¢y mit
Hilfe der Fouriertransformierten

(ty,p) = /dkldsz(kl,kz) S(—Fky) . (4.35)

Nach Voraussetzung fillt  in einem Kegel C' um die ky-Richtung schnell ab. Au-
Berhalb des Kegels ist ¢ als Fouriertransformierte einer Distribution durch ein
Polynom beschréankt. Der entscheidende Punkt ist jetzt, dass ¢, das als Fourier-
transformierte einer Testfunktion auf R schnell abfillt, auch als Funktion auf R?
auferhalb von C schnell abfallt. Daher fallt der Integrand in (4.35) schnell ab,
und das Integral existiert.

Das Resultat tiber die Wellenfrontmengen folgt aus der Betrachtung des asym-
ptotischen Verhaltens von [ dkot (K, ky). [ ]

Aus OgF Juxs= 6y und WF(dy) = {(x,2;k,—k),xz € ¥ k € T*X} folgt
schlielich, dass es zu jedem k € TrY ein k € TXM gibt mit k£ [7,5= k und
(x,x,k,—k) € WF(FE). Es bleibt zu zeigen, dass beide lichtartige Kotangen-
tialvektoren k& mit der Projektion k auftreten. Hierfiir muss auf die Literatur
verwiesen werden.

Ein indirektes Argument, das die Gleichheit in (4.33) zeigt, beruht auf der
Moglichkeit, die Raumzeit lokal so zu deformieren, dass sie in einem gewissen
Gebiet mit dem Minkowskiraum iibereinstimmt. Dort muss dann die Kommua-
tatorfunktion mit derjenigen des Minkowskiraums tibereinstimmen. Deren Wel-
lenfrontmenge ist aber bekannt. Die Wellenfrontmenge an anderen Punkten ergibt
sich dann wieder aus dem Propagationssatz.

Wir koénnen jetzt die mikrolokale Spektrumsbedingung fiir die Zweipunkt-
funktion formulieren.

DEFINITION 4.2. Eine Zweipunktfunktion w, des freien skalaren Klein-Gordon-
Feldes erfiillt die mikrolokale Spektrumsbedingung, wenn

WEF(wy) = {(x, 2k, k') € WF(E), k€ V,}. (4.36)

Offenbar erfiillt wy (z,y) = A, (x — y) die mikrolokale Spektrumsbedingung.
Da glatte Funktionen leere Wellenfrontmengen haben und da WF(¢; + t3) C
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WEF(t1) U WF(t,), erfiillen dann auch die Zweipunktfunktionen wg der KMS-
Zusténde die mikrolokale Spektrumsbedingung. Tatsachlich fixiert die mikrolo-
kale Spektrumsbedingung die Zweipunktfunktion bereits bis auf einen glatten An-
teil. Denn da zwei beliebige Zweipunktfunktionen denselben antisymmetrischen
Anteil haben (3.12), ist ihre Differenz symmetrisch in & und «’. Dann ist auch ihre
Wellenfrontmenge symmetrisch unter Vertauschung von (x, k) mit (2/, k). Doch
k € Vi bedeutet &' € V_. Symmetrie gilt also nur fiir k = k' = 0. Da (k, k') =0
aber nach Definition der Wellenfrontmenge ausgeschlossen ist, schlielen wir, dass
die Wellenfrontmenge der Differenz leer ist. Das aber bedeutet, dass die Differenz
eine glatte Funktion ist.

Wir haben jetzt 3 Konzepte zur Charakterisierung physikalisch akzeptabler
Zweipunktfunktionen kennen gelernt, die Hadamard-Bedingung, die adiabati-
schen Vakua und die mikrolokale Spektrumsbedingung. Es gilt das folgende Theo-
rem.

THEOREM 4.3. (i) Die Hadamard-Bedingung ist &dquivalent zur mikrolo-

kalen Spektrumsbedingung.

(ii) Die adiabatischen Vakua n-ter Ordnung (n = 0,1...) erfillen die mikro-
lokale Spektrumsbedingung.

(iii) Grund- und KMS-Zustande in ultrastatischen Raumzeiten erfiillen die mi-
krolokale Spektrumsbedingung.

(iv) Es gibt hochstens einen stationdren Zustand auf der Schwarzschildraum-
zeit, der sich so auf die Kruskalraumzeit fortsetzen lasst, dass die mikrolo-
kale Spektrumsbedingung erfiillt ist.

Der erste Punkt wurde von Radzikowski und Kohler bewiesen, der zweite
von Junker. Der dritte beruht auf eine Arbeit von Fulling, Narcovich und Wald,
die gezeigt haben, dass diese Zustdnde die Hadamard-Bedingung erfiillen. Der
vierte wurde zuerst von Kay und Wald bewiesen. Fin eleganter Beweis wurde
von Andronache gefunden.
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KAPITEL 5

Wickpolynome, Renormierung und wechselwirkende
Felder

Wir wollen jetzt andere als freie Felder betrachten. Die einfachsten Beispiele
dafiir sind die sogenannten Wickpolynome. Mit ihrer Hilfe werden wir spater auch
die wechselwirkenden Felder konstruieren.

Bereits das freie Feld ist singulédr und kann als operatorwertige Distribution
nicht punktweise mit sich selbst multipliziert werden. Der Vakuumerwartungswert
von p(z)? z.B. ist formal gegeben durch

8:(0) = (20 [ Epl2up) ! = oo

Man definiert jetzt das Wick-Produkt durch : p(2)e(y) = ¢(x)p(y) — Az —y).
Man sieht leicht, dass die Matrixelemente des Wick-Produkts auf die Diagonale
x = y eingeschriankt werden kénnen. Tatséachlich ist :o(z)*: sogar eine operator-
wertige Distribution. Dies wurde zuerst von Garding und Wightman bewiesen.
Die Grundidee des Beweises ist bereits bei der Berechnung der Zweipunktfunktion
zu sehen. Es gilt

wize(z)po(y)?:) = 2A4 (x — y)?. (5.1)
Aﬁ_ kann als Distribution definiert werden durch
2 —4 &’pd’q
A = (27 SR S .
L= en” [ e a5

da der Integrand in p und q schnell abféllt. Wesentlich hierfiir ist, dass der Trager
der Fouiertransformierten von Ay im abgeschlossenen Vorwartslichtkegel liegt.

Multiplizierbarkeit von Distributionen hangt nur von der lokalen Singula-
ritdtsstruktur ab. Daher kann sie durch eine Eigenschaft der Wellenfrontmengen
charakterisiert werden. Es gilt der folgende Satz:

THEOREM 5.1. Seien t; und ¢y Distributionen, so dass aus (x, k1) € WF(¢y),
(x,ke) € WF(ty) folgt: ky + k2 # 0. Dann existiert das punktweise Produkt #;¢,.

Beweis: Wir definieren das Produkt als Distribution auf Testfunktionen mit
geniigend kleinem Trager. Dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ¢; und
t, kompakten Tréiger haben und dass die Funktion #;(k;)f2(k2) in einem offenen
Kegel um die Richtung (ky, k2 = —ky) schnell abfallt. Daher kann ¢;(xq)t2(22) auf
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die Diagonale z; = x5 eingeschriankt werden. Die Wellenfrontmenge von ¢; @ £,
besteht aus Punkten (a1, x9; k1, k2), so dass (x1,k1) € WF(¢;) und k; = 0 oder
(x2,ke) € WF(t2) und ky = 0 oder (x1,k1) € WF(#1) und (a2, k2) € WE(¢2). Der
Tangentialraum der Diagonale besteht aus Punkten (z,;&,€),6 € T, M. Aus
((k1,k2), (€,8)) = (k1 + ko, &) ergibt sich die Aussage iiber die Wellenfrontmenge.
[
Wir erkennen sofort, dass die mikrolokale Spektrumsbedingung garantiert,
dass wy mit sich selbst multipliziert werden kann. Man kann dann das Analogon
des Garding-Wightman-Theorems auch fiir quasifreie Zusténde auf gekrimmten
Raumzeiten beweisen. Dies wurde in einer Arbeit von Brunetti, Kéhler und mir
getan. Man definiert operatorwertige Distributionen : ¢(x1) - - @(a,): in der fol-
genden Weise. Man setzt : 1 := 1 und : ¢(x) := ¢(x). Das Produkt von n + 1
Faktoren wird dann durch

n

:99(96)1_[99(%):: @(x)rHsO(xi)r—sz(%xk): II o) (53

k=1 i1, n}itk

rekursiv bestimmt. Die so eingefithrten operatorwertigen Distributionen auf M"
lassen sich jetzt auf die totale Diagonale 1y = x5 = --- = x,, einschridnken:

THEOREM 5.2. Sei w ein quasifreier Zustand und sei (9, Q, 7) die GNS-Kon-
struktion zu w. Dann existieren die Wickprodukte : ()"
Unterraum 7 (2A)$) als operatorwertige Distributionen.

: aul dem dichten

Bei dieser Definition entsteht allerdings dadurch ein Problem, dass es kei-
nen ausgezeichneten Zustand gibt, der dem Vakuum entspricht. Die Auswahl
des Zustands geht in zweifacher Hinsicht in die Definition der Wickpolynome ein:
Zunéchst direkt durch die Subtraktion. Verwendet man einen anderen Hadamard-
Zustand, so unterscheiden sich die Wick-Polynome um endliche Terme. Das zweite
Problem ist technischer Natur und kommt daher, dass die verschmierten Wick-
polynome unbeschréankte Operatoren sind, die auf einem dichten Unterraum des
jeweiligen GNS-Hilbertraums definiert sind. Es ist Verch gelungen, zu zeigen, dass
die GNS-Darstellungen von Algebren zu kompakten Gebieten unitar dquivalent
sind. Es ist aber nicht anzunehmen, dass die Garding-Wightman-Doméanen bei
dieser unitdren Transformation ineinander abgebildet werden.

Dieses Problem kann durch eine verbesserte Definition der Wickprodukte
gelost werden. Man nutzt dabei aus, dass die mit der Zweipunktfunktion w, de-
finierten Wickprodukte durch die erzeugende Funktion

Leie(f). = prwe(faf) gie(f) (5.4)

charakterisiert werden konnen. Da

w(ew(f)) _ e—%wz(f®f)7 (5.5)
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verschwinden die Erwartungswerte der Wickpolynome im Zustand w. Ist &’ ein
anderer quasifreier Zustand, dessen Zweipunktfunktion die mikrolokale Spek-
trumsbedingung erfiillt, dann gilt w) — wy = F mit einer C*°-Funktion F. Es

folgt
eplan)plez)) = Y ] Flana) (5.6)

Paarungen Paare
in Analogie zur Formel (3.17). Die Erwartungswerte von Wickpolynomen in qua-
sifreien Hadamardzustéanden sind also glatte Funktionen.
Das Produkt zweier Wickprodukte kann in eine Summe von Wickprodukten
entwickelt werden (Wicksches Theorem)

H plaq): H pla;):

- Z Z H(‘U?(xivxa(i)) : 99(1’2) .

IoCI a:lg—J injektiv €1y €(INIp)u(J\a(lo))

(5.7)

Wir benutzen diese Formel zu einer algebraischen Definition der Wickprodukte.
Wir betrachten den Vektorraum 20, der erzeugt wird von den Elementen

" (t) = / co(ar) ()t ..o ay)dey - - day,. (5.8)

Hierbei lassen wir als Testfunktionen symmetrische Distributionen mit kompak-
tem Trager zu, deren Wellenfrontmenge keine Impulse in V" U V enthalten. Das
Produkt zweier Monome (5.8) ist erklart durch

min(n,m)

GU () (s) = Y T () (5.9)

k=0

mit dem k-fach kontrahierten Tensorprodukt

(t @k $)(T1,. .., Tpym—2k) = symmetrischer Anteil von
nlm!
dy -+~ dy, - 5.10
El(n — E){(m — E)! / . Y (Y1, 2) -+ 2(yan—1, Yor) (5.10)
t($17... s Ln—kyY1,Y3, - - - 7y2k—1)8(xn—k-|—17"' s Tndm—2k Y2, Y4 - - - 7y2k)

Man tiberzeugt sich jetzt davon, dass das kontrahierte Tensorprodukt wieder eine
zuldssige Wellenfrontmenge besitzt. Damit erhélt 20 ein Produkt. Es ist assozia-
tiv, und die *-Operation wird erklart durch ¢®"(¢)* = ¢®"(1). Jeder quasifreie
Hadamard-Zustand induziert iiber (5.6) einen Zustand auf 20.

Wir wollen jetzt in einer gegebenen GNS-Darstellung zu einem quasifreien
Hadamardzustand w den Definitionsbereich der Wickpolynome bestimmen. Sei 2
der Vektor im GNS-Hilbertraum, der den Zustand w induziert. Wir betrachten die
vektorwertige Distribution W(x) =:¢(x1) - ¢(x,): Q auf M™. Die Wellenfront-
menge einer vektorwertigen Distribution ist durch das asymptotische Verhalten
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der Normen der Vektoren W(fe*) definiert. Es gilt

[0 = 3 [ dedyfT e sz voye) (5.11)
ocESy

Aus der mikrolokalen Spektrumsbedingung folgt, dass WF(¥) = {(«, k) € T*M",
€ (OV_)", k # 0}. Wir betrachten jetzt den folgenden dichten Unterraum von
9. Fiir reelle Testfunktionen sind die Operatoren ¢**/) unitir und daher auf dem
ganzen Hilbertraum definiert. Das Feld ¢(f) kann nach dem Satz von Stone als
Ableitung der einparametrigen unitiren Gruppe ¢“\) bei ¢ = 0 definiert werden.
In Verallgemeinerung dieses Sachverhalts betrachten wir den Unterraum ©; der
Vektoren W, fiir die die Funktionen (/)@ unendlich oft differenzierbar sind, in
dem Sinne, dass es vektorwertige Distributionen W auf M™ gibt, so dass fur

eine stetige Seminorm p auf dem Testfunktionenraum D(M) gilt

le¥ 0 — Z D)™™ =0, p(f) =0 (5.12)

%), ist ein invarianter Deﬁmtlonsberelch der Felder. Im Unterschied zu dem Be-
reich m(2A)$2 hdngt er nicht von der Wahl eines Vektors im Darstellungsraum ab.
Auf ©; konnen normalgeordnete Produkte als Distributionen W(x) auf M" er-
klart werden. Sei jetzt ® der Teilraum von ®1, auf dem die Wellenfrontmengen
dieser Distributionen die Bedingung

WEF (W) C {(z,k),k € V_"} (5.13)
erfiillen. Es gilt
THEOREM 5.3. Seien W/, U € ®. Dann ist
(Vi o(a) - p(an): W) (5.14)
unendlich oft differenzierbar.

Im néchsten Schritt wollen wir Wechselwirkungen einfithren. Wir betrachten
zunéchst eine Theorie im Minkowskiraum und addieren zum Hamiltonoperator
H eines freien Feldes einen zeitabhdngigen Wechselwirkungsterm

Hp; = /dSX A(0,%)g(t,x), g€ D(R?) (5.15)

mit einem Wickpolynom A. Der Zeitentwicklungsoperator U(t, s) im Wechselwir-
kungsbild geniigt der Gleichung

d
i=U(ts) = Hi(1)U (L) (5.16)

Hi(t) = e Hy o™ = /d3x A(t,x)g(t,x), g€ DM) (5.17)
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und der Anfangsbedingung U(s,s) = 1. Durch Integration findet man die Inte-
gralgleichung

t
Ult,s) =1 —i/ dt; Hi(t1)U(tq,8) . (5.18)

Iteration liefert die Dysonreihe
Ult,s) = Te *Js dtHt) (5.19)

mit dem zeitgeordneten Exponenential
—i [dt 1 1
Te—iJLdnH (h) Z — /[ N Aty - dt, T Hy(ty) - Hy(t,) . (5.20)
n=0 8

Hierbei ist das n-fache zeitgeordnete Produkt einer operatorwertigen Funktion
C(t) definiert als diejenige symmetrische Funktion von tq,... ,%,, die fir ¢; >
ty > - >1, mit C(ty)---C(t,) iibereinstimmt.

Die S-Matrix S ist definiert als der Limes von U (¢, s) fiir t — oo und s — —oc.
Da nach Voraussetzung H; auflerhalb eines endlichen Intervalls verschwindet, gilt
S =U(t,s) fir t,—s geniigend grofi. Formal ergibt sich

G = Te~ifdA(@)g(@)

= (=) (5.21)
= ( n’) /d4:1;1 e d4:1;nTA(:1;1) s Aln)g(xy) - gla,).
n=0 :
Das wechselwirkende Feld wird definiert durch
Yint(2) = U(:L'O, 5)_199(:1;)(](:1;0, s). (5.22)

Man findet im Fall, dass das Wickpolynom A keine Zeitableitungen enthalt,

(O +m*)pin(w) = —iU(2,5) " [Hi(2®), ¢(2)]U (2%, 5)
=U(a?, 3)_12—;3(:1;)(](:1;0, s).

Eine elegante Definition des wechselwirkenden Feldes geht auf Bogoljubov zuriick.
Seien h € D(M), K(t) = [ d®x it x) h(t,x) und Ko(t) = [ d*xo(t,x) h(t,%).
Seien ferner V)\(¢,s) und Uy(t, s) Zeitentwicklungsoperatoren zu den zeitabhangi-
gen Hamiltonoperatoren AK (¢) und bzw. AKy (). Dann gilt

Va(t,s) = U(t,s)'Ux(L, 5) (5.24)

(5.23)

Der Term 1. Ordnung in A ist

/ WK = —ipo(h) (5.25)
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fiir ¢, —s gentigend grofl. Ist S(g, h) die S-Matrix zur Wechselwirkungs-Lagrange-
dichte gA + he, so folgt Bogoljubovs Formel

Yint(x) = LS(g,())_lS(g,h) =0 . (5.26)

i0h(x)
Wir erkennen, dass wir zu einer stérungstheoretischen Konstruktion der wechsel-
wirkenden Felder lediglich die zeitgeordneten Produkte von Wickpolynomen als
operatorwertige Distributionen kennen miissen. Die in der Herleitung benutzte
Einschrankung der Felder auf scharfe Zeiten (sie existiert in 4 Dimensionen nur
fiir das freie Feld selbst) ist in der Bogoljubovschen Formel eliminiert worden.

Fiir lokale Felder A, d.h. fiir Felder, die bei raumartigen Abstanden kommu-
tieren, ist die Zeitordnungsvorschrift unabhangig vom Lorentzsystem. Denn fiir
Argumente, bei denen sich die Zeitordnung &ndert, kommt es auf die Reihenfolge
nicht an.

Die wechselwirkenden Felder zu einer festen Zeit sind unitar dquivalent zum
freien Feld und vertauschen daher fiir nicht zusammenfallende Punkte. Wegen
der Unabhéngigkeit der Definition vom Lorentzsystem vertauschen sie dann auch
fiir beliebige raumartig getrennte Punkte. Dasselbe Argument gilt auch fiir global
hyperbolische Raumzeiten.

Als Beispiel betrachten wir das Feld ¢ selbst als Lagrangedichte. Es gilt

S(g) —: etel); e5wr(999) (5.27)
mit dem Feynmanpropagator

wp(z,y) = wel(x,y) + i Ey(x,y) (5.28)

Fiir die zeitgeordneten Produkte erhédlt man
To(en) - p(xa) = Y [ [eles): [Liwr(eaw. w) - (5.29)
G !

Hier wird iiber alle Graphen ' mit Vertizes 1,...,n summiert, bei denen an
jedem Vertex genau eine Linie ankommt, wobei auch duflere Linien zugelassen
sind, die nur einen Endpunkt haben. Das Produkt iiber j erstreckt sich iiber die
Vertizes an den dufleren Linien. Das Produkt iiber [ geht {iber die inneren Lini-
en des Graphen, mit Anfangspunkt s(l) (,,source”) und Endpunkt r(l) (,,range“)
beziiglich einer willkiirlichen Orientierung (der Feynmanpropagator ist symme-
trisch).

Fiir Wickpolynome ist die kombinatorische Formel fiir die zeitgeordneten Pro-
dukte ganz dhnlich. Man 148t in der obigen Summe einfach alle Graphen aus, bei
denen Vertizes innerhalb einer Normalordnung durch Linien verbunden werden.

Es gilt
Trm(e)ne™ (o)=Y (G (@)@ (an): [ Jwr(en e, (5.30)

G <]
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wobei iiber alle Graphen G mit Vertizes 1,... k& summiert wird, in denen vom
Vertex ¢ n; Linien ausgehen. /; ist die Zahl der &uBeren Linien am Vertex ¢, [;; ist
die Zahl der Linien zwischen den Vertizes ¢ und j. Der kombinatorische Faktor
¢(G) ist die Zahl der Graphen G in (5.29) mit Vertizes (7, 5;),ji = 1,... ,ns,i =
l,...,k , die bei Verschmelzung der Vertizes (i,1),...,(¢;n;) zum Vertex i,

1t = 1,...k, den Graphen G ergeben. Es gibt (7’) Méglichkeiten, die [; Verti-
zes mit auBeren Linien unter den n; Vertizes, die zum Vertex ¢ verschmelzen,
(ni=1;)!

P verschiedene
Tl

auszuwahlen. Die verbleibenden n; — {; Vertizes lassen sich in
Weisen in k£ Teilmengen zu je [;; Elementen unterteilen. Weiter gibt es fiir die [;;
Linien, die die Vertizes 7, 5 verbinden, /;;! Moglichkeiten. Es folgt

o(G) = =" . 5.31
) I G T ! (5:31)
Im Gegensatz zu den Produkten im Sinne von Operatoren sind aber die zeitge-
ordneten Produkte von Wickpolynomen zunachst nicht wohldefiniert. Solange die
Argumente alle verschieden sind, kann das zeitgeordnete Produkt auf das gewohn-
liche Produkt zuriickgefithrt werden. Bei zusammenfallenden Punkten aber gibt
es Probleme. Diese sind die bekannten Ultraviolettprobleme der Quantenfeldtheo-
rie, die in einem naiven Zugang zu Divergenzen fithren.
Betrachten wir zunichst das zeitgeordnete Produkt zweier Felder

T(p(x)p(y)) =10(@)e(y): Hiwr(z,y) . (5.32)

Der Feynmanpropagator im Minkowskiraum ist wp(x,y) = Ap(x — y) mit

Arle—g) = Cn) [yt

Der Feynmanpropagator ist ebenso wie die retardierte Funktion eine Losung der
inhomogenen Klein-Gordon-Gleichung (O, + m?)wr = —§ und besitzt die Wel-
lenfrontmenge

WEF(wp) ={(z, 2"k, k') € WF(E), k € Vi if x € Ju(2)}
U{(z,2,k,—Fk),kE#0}.

wr(x,y) kann nach unserem Theorem tiber die Multiplizierbarkeit von Distribu-
tionen fiir  # y mit sich selbst multipliziert werden. Bei = y aber kénnen sich
Impulse zu 0 addieren; dort ist das punktweise Produkt zunéchst undefiniert.
Im Minkowskiraum kénnen wir den Feynmanpropagator durch seine Fourier-
transformierte beschreiben und dann versuchen, das entsprechende Faltungsinte-
gral im Impulsraum zu berechnen. Wir finden z.B.
1

Ar(2)" = (2m)7 / dpe / d4q(q2 —m? +ie)((p— q)* —m? +ic)

Der Integrand verhilt sich fiir grofe ¢ wie (¢*)~2, daher wird das Integral in 4
Dimensionen logarithmisch divergieren.

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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Zur Losung der Ultraviolettprobleme in der Stérungsreihe der Quantenfeld-
theorie sind im Laufe der letzten 50 Jahre eine Vielzahl von scharfsinnigen und
trickreichen Verfahren entwickelt worden, angefangen von den Arbeiten zur Re-
normierung von Feynman, Schwinger, Tomonaga und Dyson, die das Problem
fiir die unteren Ordnungen 16sen konnten und die zeigen konnten, dass die so er-
haltenen Vorhersagen der QED mit den Experimenten phantastisch genau iiber-
einstimmen. Der Beweis zu allen Ordnungen enthielt allerdings einen Fehler, der
erst in den 70er Jahren durch die Arbeiten von Bogoljubov, Parasiuk, Hepp, Zim-
mermann, Epstein und Glaser beseitigt werden konnte. Zur Verallgemeinerung
der Renormierung auf nichtabelsche Fichtheorien wurde von ‘t Hooft und Velt-
man die Methode der dimensionalen Renormierung entwickelt, die heute in der
Praxis meistens benutzt wird. In dieser Vorlesung kann auf die unterschiedlichen
Verfahren nicht eingegangen werden.

Ein besonders elegantes Verfahren ist von Epstein und Glaser auf der Grundla-
ge von Ideen von Stiickelberg und Bogoljubov entwickelt worden. Im Unterschied
zu den meisten anderen Verfahren a3t es sich bequem im Ortsraum formulieren
und eignet sich daher besonders gut zur Renormierung auf gekriimmten Raum-
zeiten. Ich werde es hier in einer modernisierten Form vorstellen.

Wir haben bereits gesehen, dass es ausreicht, die zeitgeordneten Produkte von
Wickpolynomen zu konstruieren. Wir formulieren die genauen Bedingungen und
folgen dabei der Doktorarbeit von F.-M. Boas. Die klassischen Felder, die sich aus
@ durch Produkte und Ableitungen, ohne Beriicksichtigung der Feldgleichungen,
gewinnen lassen, erzeugen einen linearen Raum L. Man sucht jetzt eine Familie
von multilinearen Abbildungen 7}, von L" in die operatorwertigen Distributionen
auf M” mit Werten in 20. Diese sollen die folgenden Eigenschaften besitzen:

(ii) Ti(A) =: A:

(iii) To(Aq, ..., Ap)(x1,. .. ,@,) ist symmetrisch unter Vertauschung der Indi-
zes.

(iv) Wenn keiner der Punkte xq,... , 2 in der Vergangenheit eines der Punkte
Tga1,- .-, &, liegt, dann gilt die Faktorisierungsgleichung

Tn(Al,... ,An)(l’l,... ,l’n) =

5.36
Tk(Al,... ,Ak)(l'l,... 7$k)Tn—k(Ak+17--- 7An)($k-|—17--- ,l’n) . ( )

Insbesondere vertauschen zeitgeordnete Produkte, wenn ihre Argumente
raumartig getrennt sind.

Wir kénnen jetzt die S-Matrix fiir die Wechselwirkungs-Lagrangedichte £(x) =
> Aigi(x) durch

S =D D TulAueee A9 © - ©gi,) (5.37)
n=0 i

Lyeessin
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definieren. Sie erfiillt die folgende Funktionalgleichung

S(f+g+h)=5(f+9)5(g)7"S(g+h) . (5.38)

Hierbei sind f, g, h Testfunktionen mit Werten in L, und der Tréger von f hat
leeren Durchschnitt mit der Vergangenheit des Trédgers von h. Das Inverse der
S-Matrix ist als formale Potenzreihe wohldefiniert:

S0 =32 S T A o). (539
n=0 Y e in

mit den antizeitgeordneten Produkten T',. Die antizeitgeordneten Produkte er-
fiillen analoge Bedingungen wie die zeitgeordneten Produkte, wobei bei der Fak-
torisierungsbedingung (5.36) Vergangenheit durch Zukunft ersetzt werden muss.
Sie sind explizit gegeben durch

To(Ar, o A (@) = Y (=) T (1) (5.40)

PeP({1,...,n}) IeP

mit der Menge der geordneten Partitionen P = ([1,...,/jp|) € P und mit der
Abkﬁrzung T([) = T|[|(AZ'1, e 7Ai|1|)($i17 e ’inII)’ {il, e ,Z|[|} =1.

Zum Beweis von (5.38) betrachten wir die relativen S-Matrizen V(g,h) =
S(g)~tS(g+h). Thre Potenzreihenentwicklung definiert die retardierten Produkte
R, als multilineare Abbildungen von L™ in operatorwertige Distributionen
auf M™*™_ Mit den entsprechenden Abkiirzungen wie oben erhélt man

RX;Y) =Y (-)IT(T(X\1UY). (5.41)

Hierbei sind X und Y disjunkte endliche Indexmengen.

Die retardierten Produkte R(X,Y") verschwinden, wenn einer der Punkte
x;,1 € X, nicht in der Vergangenheit wenigstens eines der Punkte y;,7 € Y,
liegt. Denn sei I C X die Menge der Indizes mit dieser Eigenschaft. Dann liegt
xj,7 € X \ I, in der Vergangenheit eines Punktes yz, k € Y, also liegt x;,1 € I,
auch nicht in der Vergangenheit eines der Punkte x;,5 € X \ . Aufgrund der
Faktorisierungseigenschaften der zeitgeordneten und antizeitgeordneten Produk-
te gilt

RX;Y)= Y (=D)YHRITO)T)TIN\ J)T(X\(TUK)UY) . (5.42)

JCI,KCX\I

Die Summe tiber J verschwindet identisch fiir nichtleeres I, da die zeitgeordneten
Produkte gerade die Koeffizienten der inversen S-Matrix sind.

Also gilt V(g,h) = V(f + g,h), wenn supp f N J_(supp h) = 0. Daraus folgt
die Funktionalgleichung (5.38).

Zur Konstruktion der zeitgeordneten Produkte geht man induktiv vor. Auf-
grund der Anfangsbedingungen und der Faktorisierungsgleichung ist T5(¢", ™)
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auf M?\ D mit der Diagonale D = {(z,z),z € M} schon bekannt. Es gilt

Ta(e", ™ Z i _n’m’ i Fliwr(z,y)" rp(e) Fo(y)

(m—k
(5.43)

Wir untersuchen das Fortsetzungsproblem zunéchst im Minkowskiraum. Fiir « ¢

V_ finden wir

(i8r(e)t = (@) = [ dtpepu ()24 e, 01 (5.44)

mit der Vakuumzweipunktfunktion Ay (z, M) zur Masse M und dem Phasen-
raumvolumen pi(p) eines k-Teilchenzustands mit Gesamtimpuls p,

d 7
/H I SQPM sz

Wegen Lorentzkovarianz héngt es nicht von p? ab; es verschwindet auferhalb
von V. In Vi verwenden wir als Koordinaten (M,p) € Ry x R® mit p =

(v/|p|* + M2, p) mit der Funktionaldeterminante
it~

IM,p)|  \/|p|? + M?

(pi)o=r(p:) : (5.45)

(5.46)

Damit erhalt man

Ap(x)fF = (2#)3/dM2pk(M)A+(:1;,M) : (5.47)

Fiir grofie M verhilt sich pj wie M=% Fiir k = 2 findet man

1 M2 — 4m?
p?(M) = 4(27’[’)5 M

(5.48)

Eine entsprechende Uberlegung gilt fiir = ¢ V.. Wir erhalten fiir 2 2 0
(iAp)(z)" = (zw)?’/dM?,ok(M)@AF(x,M). (5.49)

Es ist jetzt nicht moglich, die Fortsetzung unter dem Integralzeichen durch-
zufithren und dann zu integrieren. Da Ap(x, M) ~ wiirde das Integral diver-
gieren.

Stattdessen kann man ausnutzen, dass die Distributionen A (x, M) Losungen

der Klein-Gordon-Gleichung zur Masse M sind. Daher gilt fiir [ € N

L
M2

Ay(2)f = (-O4+a»)'(2r)? /dMQ%AJF(x,M) : (5.50)



5. WICKPOLYNOME, RENORMIERUNG UND WECHSELWIRKENDE FELDER 61

Fiir [ > k — 1 konvergiert dann die Darstellung

. E 21 3 2 Pk(M) .
und stellt eine gewiinschte Fortsetzung dar. Die Fortsetzung hingt von [ und a*
ab. Zwei verschiedene Fortsetzungen unterscheiden sich um eine Distribution mit
Trager {0}, also um ein Vielfaches der Deltafunktion oder einer ihrer Ableitungen.

Z.B.giltimFall k=2l=1und m =0

(iAp(2))? — (iAp(2))? = —%m %5(@ . (5.52)

Man kann jetzt das allgemeine Problem studieren, unter welchen Bedingungen
sich Distributionen auf D(R"™\ {0}) zu Distributionen auf D(R") fortsetzen lassen
und wie sich die Fortsetzungen klassifizieren lassen.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion #o(z) = |;—| auf R\ {0}. Da to bei
0 nicht integrabel ist, definiert es keine Distribution auf R. Die Divergenz bei 0
kann aber kompensiert werden, wenn die Testfunktion f bei 0 verschwindet. In
diesem Fall ist f von der Form x¢g mit einer anderen Testfunktion ¢, und wir
kénnen setzen

o(f) = /dx%g(m). (5.53)
Sei h eine festgewdhlte Testfunktion mit h(0) = 1. Jede Testfunktion f 148t
sich schreiben als f = f(0)h + xg mit einer Testfunktion g. Dann bilden die
Distributionen

t(f) =cf(0) + to(xyg). (5.54)
Fortsetzungen von ¢ auf alle Testfunktionen. Die Divergenz ist verschwunden;
geblieben ist eine unbestimmte Konstante. Eine explizite Formel fiir ¢ erhalt man
aus der Beobachtung, dass ¢ auf Testfunktionen, die bei Null verschwinden, mit
der Ableitung (im Sinne von Distributionen) von sign(x)In |z| {ibereinstimmt.

Daher gilt
t(x) = (sign(x)In|z])" + cd(=) , (5.55)
wobei die Konstante ¢ durch den Wert von ¢ auf einer Testfunktion, die bei
Null nicht verschwindet, fixiert wird. Bemerkenswert ist, dass es keine homogene
Fortsetzung von |;—| gibt. Dies ist der Prototyp der Anomalien in der Quanten-
feldtheorie.
Im allgemeinen Fall klassifizieren wir nach Steinmann die Singularitét einer
Distribution mit Hilfe des Skalengrads.

DEFINITION 5.1. Sei ¢ eine Distribution auf R™ oder R™\ {0}. Der Skalengrad
von t ist definiert als

sd(t) = inf{s € R, \t(\z) — 0 fiir A — 0} (5.56)
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Es gelten die beiden folgenden Satze:

THEOREM 5.4. Sei to € D'(R?\ {0}) mit sd(¢g) < d. Dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte Distribution ¢ € D'(R?) mit sd(¢) = sd(to) und #(f) = to(f)
fiir alle f € D(R?\ {0}).

THEOREM 5.5. Sei to € D'(R?\ {0}) mit oo > sd(#y) > d. Dann gibt es
Distributionen ¢ € D'(RY) mit sd(t) = sd(to) und ¢(f) = to(f) fiir alle f €
D(RN{0}). t ist eindeutig bis auf Addition eines Terms P(d)d mit einem Polynom
P mit deg(P) < sd(to) — d.

Der Skalengrad eines Feynmangraphen 1483t sich einfach abzdhlen. Der Feyn-
manpropagator hat Skalengrad 2. Ein Graph mit n Vertizes und [ inneren Linien
hat daher Skalengrad 2{. Im Minkowskiraum ist er wegen Translationsinvarianz
eine Distribution in 4(n—1) Variablen. Beim induktiven Vorgehen ist er fiir « # 0
durch die unteren Ordnungen bestimmt. Im Fall 2/ —4(n—1) < 0 ist der Feynman-
graph dann eine eindeutig bestimmte Distribution, im Fall 2/ —4(n — 1) > 0
muss die Mehrdeutigkeit durch sogenannte (Re-)Normierungsbedingungen besei-
tigt werden.

Auch auf gekriimmten Raumzeiten sind den Feynmangraphen fiir nicht zu-
sammenfallende Punkte wohldefinierte Distributionen zugeordnet, und beim in-
duktiven Vorgehen ergibt sich, dass ein Graph mit n Vertizes iiberall bis auf die
totale Diagonale D, = {(x,...,x) € M"} wohldefiniert ist, falls alle Graphen
mit weniger als n Indizes bereits definiert worden sind. Wegen der fehlenden
Translationsinvarianz kann dies aber nicht direkt auf das Problem der Fortset-
zung auf einen Punkt zurlickgefithrt werden. Stattdessen muss man sich mit dem
Problem beschéaftigen, wie Distributionen, die auf dem Komplement einer Unter-
mannigfaltigkeit V' einer Mannigfaltigkeit M bekannt sind, auf ganz M fortge-
setzt werden kénnen. Einen Ersatz fiir die fehlende Translationsinvarianz stellt
die folgende Eigenschaft dar:

DEFINITION 5.2. Eine Distribution ¢ € D'(M) heifit glatt entlang einer Un-
termannigfaltigkeit A, falls WF(¢) LT V.

Distributionen mit dieser Eigen-

(x,k) e WF(t) schaft lassen sich auf zu A transversale
Mannigfaltigkeiten einschrénken. Man

kann jetzt Koordinaten (x,y) in einer

Umgebung von N wihlen mit 2 € N

(x,8) e LN C T,.M und y € R? mit d = codimN =
dim M — dim A. Dann ist ¢ nach Ver-
schmierung mit einer Testfunktion auf
R? eine glatte Funktion auf A. Sei nun
to € D'(M \ N). Eine notwendige Be-

dingung fiir die Fortsetzbarkeit von

ABBILDUNG 1. (z,k) €
TEM — k(€) = 0.
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zu einer entlang von A glatten Distribution ¢ € D'(M) ist, dass WF(¢o) LTN
(hier wird die Wellenfrontmenge von g als Teilmenge von T*M aufgefasst). Man
wahlt jetzt eine Karte wie oben und definiert mit ihrer Hilfe den Skalengrad sd .
Die prézise Definition ist komplizierter als im Fall des Skalengrads beziiglich ei-
nes Punkts. Die Details finden sich in der Arbeit von Brunetti und mir. Das
Hauptproblem ist, zu zeigen, dass die Definition nicht von der Wahl eines Koor-
dinatensystems abhéngt. Man findet den folgenden Satz:

THEOREM 5.6. Sei A/ eine Untermannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit M,
und sei to € D'(M \ V).

(i) Im Fall sdr(tg) < codim N gibt es eine eindeutige Fortsetzung mit dem-
selben Skalengrad.

(ii) Im Fall codim N < sdy(to) < oo gibt es Fortsetzungen mit demselben
Skalengrad. Sie sind eindeutig bis auf einen additiven Term P(9)dy mit
einem Differentialoperator P(9) der Ordnung < sdy(tg) — codim N mit
glatten Koeffizienten. s ist eine auf A" konzentrierte Deltafunktion, d.h.
In(f) = fN fpdx mit einer glatten nirgends verschwindenden Dichte pdz
auf V.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Konstruktion der zeitgeordneten
Produkte durchfithren. Die induktive Konstruktion beruht auf dem folgenden
Satz:

THEOREM 5.7. Wenn die zeitgeordneten Produkte Ty, ... ,T,_; bekannt sind,
dann ist 7T}, auf dem Komplement der totalen Diagonale wohldefiniert.

Beweis: Sei (21,...,2,) € M"\ D,. Dann kann die Menge {1,... ,n} in zwei
nichtleere Teilmengen I, [° zerlegt werden, so dass {x;,1 € [}NT_({z;,7 € [°}) =
(). Dann gilt nach der Faktorisierungsgleichung

THL,...,n)y =TT . (5.57)

Es bleibt zu zeigen, dass T}, nicht von der Wahl von [ abhéngt. Sei J eine andere
Indexmenge mit der obigen Eigenschaft. Dann kann [ entsprechend in 7N .J und
I'\ J zerlegt werden, und man erhalt

T({1,...,n}) =TUN TN\ JYTUIN JNT (LN T . (5.58)

Die beiden Faktoren in der Mitte sind raumartig zueinander lokalisiert und las-
sen sich daher vertauschen. Erneute Anwendung der Faktorisierungsgleichungen
ergibt die Faktorisierung mit J statt I. |
Die Wahl der zeitgeordneten Produkte auf der Diagonalen lésst sich jetzt durch
(Re-)Normierungsbedingungen einschranken.

N1. Kovarianz unter Isometrien g

ag(T(Ag, ... A (21, yxn) =T(gAr, ..., gA) (921, ..., 92,)

Da generische Raumzeiten keine nichttrivialen Isometrien besitzen, ist diese
Bedingung im allgemeinen leer.
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N2. Unitaritét
T(Al, Ce ,An)(l'l, Ce ,l’n)* = T(Al, Ce ,An)(l'l, Ce ,l’n)

(fiir reelle Felder Ay,...,A,). Diese Bedingung garantiert die Unitaritat
der S-Matrix und die Hermitizitat der wechselwirkenden Felder.

N3.
[o(x), T(Ar, ..., A (21, ... ,2,)] =

SN0 0 A (5.59)
;;@axkE(x,xk)T(Al,... e AN (21, a)

Nach dieser Bedingung sind die zeitgeordneten Produkte der Felder aus
L bis auf eine numerische Distribution durch die zeitgeordneten Produkte
der Felder mit kleinerem Grad (als Polynome in ¢ und seinen Ableitun-
gen) bestimmt. Das Problem der Fortsetzung operatorwertiger Distribu-
tionen ist damit auf das bereits geléste Problem der Fortsetzung nume-
rischer Distributionen zuriickgefithrt worden. Zweckmafiger Weise nimmt
man hierfiir die Erwartungswerte der zeitgeordneten Produkte im gewé&hl-
ten Hadamard-Zustand.

N4. Falls die Felder Ay, ..., A, keine Ableitungen von ¢ enthalten, gilt
(0 + mT (A, .o A, @) (1, Ty ) =

~ DA (5.60)
iy S, an)T (A a—@k’ A @)
k=1

Diese Bedingung impliziert, dass das wechselwirkende Feld die der klassi-
schen Feldgleichung entsprechende Gleichung erfiillt. Eine Verallgemeine-
rung dieser Bedingung, die auch Ableitungen der Grundfelder zuldsst, ist
von F.-M. Boas in Eichtheorien mit Erfolg angewandt worden.

Das wechselwirkende Feld zur Lagrangedichte L(z) = g(x)¢* ist jetzt gegeben
durch

d
h) = — Ah)|a= .61
Es gilt der folgende Satz
THEOREM 5.8. (i) ¢, ist ein lokales Feld,
[pc(@), pe(y)] =0, falls x raumartig zu y liegt . (5.62)
(ii) ¢, erfilllt die Feldgleichung
(Oy +m*)pe(x) +4g(z)ez(z) =0
mit ¢z (h) = 55V (g, ©* M) h=o.
(iii) ¢, ist hermitesch
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(iv) Wenn ¢g und ¢’ in einer Umgebung des kausal abgeschlossenen Gebiets O
iibereinstimmen, dann gibt es einen unitaren Operator U mit der Figen-
schaft

we(h) = Upe(R)U fiir alle b mit supph C O (5.63)

mit £'(z) = ¢'(x)e*.
Beweis: (i) folgt unmittelbar aus (5.38). (ii) folgt aus N4. (iii) ergibt sich aus N2.
(iv) ist ebenfalls eine Konsequenz aus (5.38). Denn da die Funktion £'— L in einer

Umgebung von O verschwindet, 14t sie sich zerlegen in a+b mit supp aNJ-(O) =
0 und supp bN J4+(O) = ). Nach (5.38) gilt

S(L +ph)=S(L+a+b)S(L+b)"S(L+b+ph), (5.64)
also ist V(L',ph) = V(L + b, ph). Weiter folgt aus (5.38)
S(L+b+@h) = S(L+ ph)S(L)"S(L +b) (5.65)
und damit
V(L4 b,ph) = V(L,b)'V(L, ph)V(L,b) . (5.66)
Wir erhalten also die Behauptung mit U = V/(L, b)~t. [

Zur Konstruktion (bis auf unitére Aquivalenz) der Algebra der wechselwir-
kenden Felder zur Lagrangedichte £ = ge* mit ¢ = const. im Gebiet O reicht
es also aus, ¢g in einer Umgebung von O konstant zu wahlen. Da O beliebig ist,
kann die Algebra aller lokalen Felder auf diese Weise konstruiert werden.
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KAPITEL 6

Losungen der Aufgaben

Loésung von Aufgabe 2.1

Das Hyperboloid H = {(¢,z,y) € R* ¢* — 2? —y* = 1} ist Untermannigfaltig-
keit des dreidimensionalen Minkowskiraumes mit der Metrik ds? = d#?—dz?—dy?.
Wir bestimmen die Metrik auf der Hyperfliche in “Kugel”-Koordinaten 8, .

x =sinhfcosp y = sinh #sin ¢ t = cosh 6
Fiir die Differentiale auf der Flache folgt:

dx = cosh 6 cos ¢df — sinh 8 sin pdp
dy = cosh 8 sin ¢df + sinh 8 cos pdp
dt = sinh 6d6

Damit ist die Metrik auf H:

ds? [y= —df? — sinh? Od?
Fir eine Kurve y(t) = (0(f),(t)) hat der Tangentenvektor die Lange |¥| =
\/ 02 + sinh? #¢? und die Linge von v ist, s. (2.17):

T
I(v) = / dt4/ 0% + sinh? 02
0

Das Variationsproblem ist analog zur klassischen

Mechanik mit |¥|(8, ¢, 0,¢) als Lagrangefunktion. t
Offensichtlich ist ¢ eine zyklische Koordinate, so

dass der konjugierte Impuls o ¢ erhalten bleibt.

Jetzt ist aber H invariant unter den 3-dimensiona-

len Lorentztransformationen, so dass wir o0.B.d.A. ()
©(0) = ¢(T) = 0 setzen konnen. Fiir eine beliebige

Kurve folgt dann
6(T)
/ dé
6(0) ABBILDUNG 1. Da ¢ =0,

. befindet sich der Schnitt in
falls sgn(6) = const. der y = 0 Ebene.

69

7(0)

Y

10(8), (1)) = 1(6(1),0) = / i =
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Geometrisch ergibt sich die Geodate somit als Schnittmenge des Paraboloides
mit der y = 0 Ebene. Jedes andere Koordinatensystem wird duch Lorentztransfor-
mationen erreicht. Diese drehen die Ebene um den Ursprung. Die Geodéaten sind
dann die entsprechende Schnittmenge. Dies ist vollig analog zur Kugel: Geodéten
(= GroBikreise) sind die Schnittmenge der Kugel mit Ebenen durch den Ursprung.

Losung von Aufgabe 2.2

Der de-Sitter-Raum = {z € R® (2°)? — 37 (¢%)? = —1} hat die Symmetrie
des fiinf-dimensionalen Minkoswskiraumes. Alle Punkte, die durch eine fiinf-di-
mensionale Lorentztransformation ineinander transformiert werden kénnen, kénnen
in ihm identifiziert werden.

Wir wéhlen als Anfangspunkt unserer Geoddten x; = (0,0,0,0,1) und als
Endpunkt z3 = (¢,X2,a). Mit 22> = —1 (de-Sitter-Raum) und (zy — x4)* > 0 fiir
eine zeitartige Geodate folgt:

= a > 1. Auf zeitartigen Kurven kénnen wir in
der 4-Richtung nur nach auflen gehen. Wir sehen,
dass Teile des de-Sitter-Raumes nicht erreicht wer-
den koénnen. Der 4-dimensionale Minkowski Vektor
(t,x2) ist zeitartig und kann durch eine Lorentz-
transformation (die die letzte Koordinate invariant
lasst) in (1/t? — |x2/|%,0) transformiert werden. Die
Geodéten liegen somit in der (0,4)-Ebene.

In der Koordinatisierung durch 7 und £ €
53 wihlen wir Anfangs- und Endpunkt gleich auf
S3,= O = Q. Dann gilt

I(7) = /dt\/(l + tan? 7)(72 — 02)

/ dr’,| (1 4 tan®7') (1 —
0

/ dr’v/1 + tan? 7/
0

= arcsinh(tan 7).

dQ

dr!

)

IA
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Losung von Aufgabe 2.3

Einstetzen von p = 0 in die Einsteingleichungen (2.50) ergibt die Differenti-
algleichung:

d
& 2aad 4 a(k + d2) = E(ka + adz) = 0.

Damit ist ka + aa® = C = const. Auflésen nach @ fiithrt auf das Integral

/ da

t=[| —/——
VE -k
wobei wir ¢y so wéihlen, dass wir “Big Bang” Anfangsbedingungen erfiillen, d.h.

a(0) = 0. Wir untersuchen die Falle & = +1,k = 0,k = —1 nacheinander.
(i) k = 1. Mit der Substitution a = u* wird
du u?

da
0 o 2
/ /€ 1 VO — u?

u
= —uvV(C —u? + C arcsin —
VO

:—\/Ca—a2+0arcsin1/%:t.

—I_ t07

Diese Gleichung kann nicht weiter nach ¢ aufgelost werden. An der Stelle
a = Cist a = 0, d.h. ¢ hat dort ein lokales Maximum. Das Universum
dehnt sich bis dorthin aus, dann fallt es wieder zusammen.
da 2
c

(ii) k = 0.
J e e

ergibt a(t) = (%Ct)é. Das Universum dehnt sich unendlich aus. Das Modell
heisst Einstein-de-Sitter Modell.
(iii) k = —1. Mit derselben Substitution wie oben wird

d /
/ ¢ =+vV(Ca+ a? — C arcsinh %:t.

VE+1

Auch hier ist das Universum unendlich, da a(¢) > 0.

Wir skizzieren das Verhalten in Abbildung 2. Im strahlungsdominierten Univer-
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a — a a

C
t t t

ABBILDUNG 2. Nur fiir k£ = 1 (Einstein-de-Sitter) erhalten wir ein geschlos-
senes Universum.

sum ist p = 3p. Einsetzen in die Einsteingleichungen (2.50) ergibt die Differenti-
algleichung:

k+ a*
@ +2a — 0,
a a
. 9 d, .
& aq+ (k+a°) = E(aa—l—kt):().
Damit ist
aa+ kt = C. (6.1)
Wir 16sen die homogene Gleichung
1d
ai = ——a* = C, (6.2)

2dt
= a(t)=V20i+ K. (6.3)

Die Losung von (6.1) folgt durch Variation der Konstanten K aus (6.3). Einsetzen
liefert die Gleichung

[',7
% +kt =0, (6.4)
mit der Losung K(t) = —kt*, wobei wir die Integrationskonstante an die “Big

Bang” Anfangswerte angepasst haben. Damit haben wir
a(t) = V20T — ki2. (6.5)

Die Losungen verhalten sich qualitativ wie im Materie (Staub) dominierten Uni-
versum. Nur im Fall £ =1 ist das Universum endlich.

Loésung von Aufgabe 3.1
Sei f € D(M) und [¢(f),¢(g)] =0, Vg € D(M),p € A. Dann ist

[p(f) ()] = ilf, Eg) = —i(Ef,g) =0

= FKf = 0, da das Skalarprodukt nicht entartet ist und ¢ beliebig. Es folgt:
E.etf = Eu f. Fiir den Trager gilt:

SUpp Lhreef = supp Fav f C Jy(supp f) N J-(supp f)
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ist kompakt, d.h. Fi.f € D(M). Mit DFE,e = id folgt mit Punkt 2 auf Seite 24:

o(f) = (DB f) = 0.

Loésung von Aufgabe 3.2

Wir zeigen, dass

/dxldxndyldyn HWZ(xivyi)f(xlv'-' 7xn)f(y17"' 7yn) = <f7f> =

=1

Da sich jede Funktion von n Argumenten als Grenzwert einer Reihe von Produk-
ten n einzelner Funktionen schreiben lasst, und die Distributionen stetig sind, ist
es ausreichend, den Fall

Flat, ... ) = Zf{“(xl) ()

zu betrachten. Einsetzen liefert:

Z /dx1dy1wz 51?1,y1)f1 ($1)f1 (yl) /dxndynwg(:pn,yn)fy)(xn)féj)(yn) =

7,75=1
Z fl 7f1 fn)vf(])> (66)
Definiere die m x m Matrix Ag = <f,£i), f,gj)>. Ay ist positiv semidefinit, da
D RAYN = <Z AR Aff,if)> >0
iy=1 i=1 J=1

wegen (3.11). Somit hat Ay paarweise orthogonale Eigenvektoren ay, und nicht-
negative Eigenwerte. Wir schreiben:

m

g T
A = § :ak,rak,r

r=1
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Dann ist

-

7,7=1 k=1

m m n
— at o al
- k7lk k7lk

.5=1 11 ,eln=1 k=1

=Z
Iyedn=1
>0

n

m
E ak Jx

i=1 k=1

Loésung von Aufgabe 3.3
Als erstes zeigen wir die Aquivalenz der KMS-Bedingung im Skript zu

wl0a(A)B) = w(Bauyisl A)) (6.7)
& w(ATeA) = w(AAT) (6.8)
Wir beweisen zuerst “=":
w (A" e PTA) = (Q, A"e "7 AQ)
= (9, A% _ﬁHAeﬁH(D
= (2, Aaip(A)Q)
©n (AA%).

Fiir “<"zeigen wir erst:
w (ATaip(A)) = (2, A"aip(A)Q)
= (Q, A*e "M AT Q)
= (Q, A" AQ)
=w (A*e_ﬁHA>
(6.8) w(AA7).
Ausgewertet fir A — A 4 B* folgt:
w(A+B*)(A+ B")") =w(AA") 4+ w(B"A*) + w(AB) + w(B*B)
=w((A+ B") aig(A+ BY))
= w(Aaip(A)) +w (Baig(A)) +
+w (Aaig(B)") + w (Baig(B))
=w(AA") +w(Bag(A)) +w (A aip(B)") +w(B*B)
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d.h.:
w(B"A")+ w(AB) = w (Bais(A)) + w (A% a3(B)") . (6.9)
Wir setzen B — B und multiplizieren mit —:

—w(B"A") + w(AB) = w (Bajs(A)) —w (A%as(B)Y). (6.10)

w(AB) =w (Ba;z(A)).
Damit gilt:
w (Baigri(A)) = w (Baig (ar(A))) = w(er(A)B),

da oy ein Automorphismus von 24 — 2.
Jeder Zustand auf M, (C) ist von der Form w(A) = TrpA, mit p € M,,(C),p =
p*, Trp = 1,p > 0. Benutze die KMS-Bedingung (6.7) fiir ¢t = 0.

TrpAB = TrpBe "' Ae’?
= TrBe 7" Aefp
= TrBpA,
hieraus folgt
pA = e PP Ay = [eﬁh,o,A] =0 VAe

Da die Algebra einfach ist, vertauschen nur Vielfache der Eins mit allen Elemen-
ten:

o =21 = p= e

Loésung von Aufgabe 3.4

Hier ist nur Differentiation gefordert. Es ist:
1 1 o 2 .
|g|2 = |detgw|2 = <1 — 7) resinf,

T -1 * ok
gtt:<1__0> :_97’7’7
r

1
g = =

gt =
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Beachte: Die folgenden Gleichungen sind im Sinne von Operatoren zu verstehen,

d.h. z.B.: 9, = 1 + 20,.. Damit folgt:
Oy = 9[720.9" |9]7 0

= <1 — r_0>—1 (r*sin@)™" {at <1 — r_0>—1 <1 — r_0> r?sin 00, +

r r r

— O <1 — r_0>—1 <1 — r_0> 72 sin 00« +

r r

— Ogr™? <1 — r_0> 2 sin 00y +

7

_9 . _ T .
— Oyr 2sin72%0 <1 — 70> r?sin (984

= <1 - r_0> - (6,52 — 2 ,,*7“28,,*> — 2 [sim_1 00y sin 00y + sin 2 0835] ,
r

wobei der letzte Ausdruck in eckigen Klammern gerade der 2-dimensionale La-
place Operator in Kugelkoordinaten ist: [...] = Ag:. Wir zerlegen die zweite

Zeile:
r 20,120, = 771 (r_la,,*r> (r ,,*r_1> r.

or = (1 — 7’7()) folgt:

Mit 2

1
TT*T_lz r*——<1—r—0>,

r r
1

T_l ,,*r:&,*—l——<1—r—0>.
r

Damit ist

S22

Einsetzen ergibt:

0, = (1-2) " (@ =192 + <_ o Lg) |

r r

Loésung von Aufgabe 4.1

Wir machen den Ansatz

At x) = A(t,x+nl). (6.11)

nezs
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Offensichtlich 16st A die Klein-Gordon-Gleichung. Wir iiberpriifen die Randbe-

dingungen:

AF(0,x) =0, da A(0,x) = 0,

gAL 0,x) Z §*(x + nz)
nezZs
Der letzte Term ist die d-Funktion
auf T?. Wegen der Eindeutigkeit des At
Cauchyproblems ist A" die Fundamen-
tallosung. Was ist mit der Konvergenz — * *\¢ °* *

der Summe in unserem Ansatz? Wegen
der Trégereigenschaften von A ist die
Summe endlich, s. Figur 3. x
Wir zeigen, dass diese Losung auch
direkt aus der allgemeinen Loésung fiir
ultrastatische Raumzeiten folgt. Da
EZ L l, + m? ein selbstadjungierter
positiver Operator ist, gilt fiir die Fun- ABBILDUNG 3. Die Sum-
damentallésung nach (3.48) me in AL bricht ab.

sin \/Z(t —s)
T(X,y) . (6.12)

Hierfiir brauchen wir die Spektraldarstellung von A: Die orthonormierten Ei-

Y

E(t,x;s,y)=—

genfunktionen sind: L=3e® mit k = Zn,n € Z° und den Eigenwerten:

L
E, = ‘%n‘ + m?. Damit ist

sm\/_(t—s) B sin/En(t —s) i2In(x—y
—T(x,y)_—n%s NI L3 k), (6.13)

Sind die beiden Ausdriicke (6.11) und (6.13) gleich? Es gilt

Z knli — (9m)3 Z §*(Lk — 2mn)
nezs nezs
L=y & (k - —n> : (6.14)

neZ?

was durch Fourierentwicklung bewiesen werden kann. Nach (3.18) ist die Kom-
mutatorfunktion

)= o [ £
0 [

sin{(u(p), p), (¢, %))
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mit p(p) = /|p|?> + m?. Einsetzen in (6.11) und Integration mithilfe von (6.14)
zeigt die Gleichheit.
Fiir die Zweipunktfunktion machen wir den entsprechenden Ansatz:

AL(t,x) Z Ay(t,x+nl). (6.15)
nezs
Die Summe existiert wieder, da A4 in raumartiger Richtung exponentiell abfallt.
Mit den obigen Argumenten kann die Gleichheit zu

e~ VAL

X 6.16
Neats (6.16)
aus dem allgemeinen Ansatz fiir ultrastatische Raumzeiten nach (3.49) gezeigt
werden. Es ist

At x) =

(AY—A(tLx)= Y Ay(t,x+nlL)€C™,
neZ? n#£0
da (f,x 4+ nl) raumartig fiir n # 0, siehe Figur 4.

t

la)

Nl

ABBILDUNG 4. Fiir jeden Vektor aus dem Doppelkegel [t|+ |2 < £ ist der
um nL in z-Richtung verschobene Vektor raumartig.



