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KAPITEL 1

Elektrostatik

1. Coulombgesetz, das elektrische Feld

Elektrische und magnetische Phdnomene sind bereits seit langem
bekannt, jedoch gelangte man erst recht spdt zu quantitativen Aus-
sagen. Die erste derartige Aussage ist das Coulombsche Gesetz iiber
die Kréfte zwischen zwei ruhenden Ladungen. Seien e; und ey zwei
punktformig gedachte Ladungen an den Orten x; and x5, dann wirkt
auf die Ladung e; die Kraft

6162(X1 —Xz)
F=k—— - 1.1
P (1.1)

mit einer Konstanten k& > 0. Im SI-System ist k& = (47ep)~' mit

2
% . céN' Es gibt auch Mafisysteme, z.B. das Gaufische System, in
denen man k£ = 1 setzt und damit die Einheit der elektrischen Ladung
durch mechanische Einheiten ausdriickt. Fiir die Elementarteilchen-
physik wichtig ist die Beziehung von k zu anderen Naturkonstanten.

Es gilt:

€p =

he
€o
mit der Feinstrukturkonstanten a =~ % Wir werden im folgenden

€p = ¢ = 1 setzen. Dies bedeutet, dass, ausgehend von den Einheiten
Sekunde und Newton, Léngen in Lichtsekunden (1m = (2,9979250 -

10%)7's &~ 3-ns) und Stréme in Vielfachen von %A gemessen werden.

Das Coulombgesetz hat dieselbe Form wie das Newtonsche Gravi-
tationsgesetz, bis darauf, dass die Ladungen verschiedene Vorzeichen
haben koénnen, so dass gleichnamige Ladungen sich abstoflen, wiahrend
ungleichnamige sich anziehen. Dieser Sachverhalt ist fiir die Stabilitdt
der Materie von ganz entscheidender Bedeutung.

Wie das Gravitationsgesetz ist das Coulombgesetz ein Fernwirkungs-
gesetz: Ladung 1 wird davon beeinflusst, an welchem Ort sich Ladung
2 befindet. Die Einfithrung einer Fernwirkung ist schon zu Newtons
Zeiten als unbefriedigend empfunden worden. Sie lésst sich in der fol-
genden Weise vermeiden, die zunéchst rein formal erscheint.

Man definiert eine neue Grofle, das elektrische Feld am Punkt x, als
die Kraft, die eine Probeladung am Punkt x erfihrt, dividiert durch
deren Ladung. Dabei ist die Probeladung so klein, dass sie das System

5



6 I. ELEKTROSTATIK

nicht beeinflusst,
1
E(x) = hH(l) -F(x) . (1.3)
e—0 ¢

Man stellt sich jetzt vor, dass das Feld auch vorhanden ist, wenn es nicht
durch eine Probeladung getestet wird. Das Problem der Fernwirkung
ist damit in zwei Teile zerlegt worden: die Kraft auf das Probeteilchen
ist durch dessen Ladung und durch das elektrische Feld an seinem Ort
bestimmt, und es bleibt zu verstehen, wie ein elektrisches Feld von einer
Konfiguration von Ladungen erzeugt wird. Wie sich spéter herausstel-
len wird, ist das elektrische Feld tatsdchlich eine selbstdndige Grofle,
die auch unabhéngig von dem Vorhandensein von Ladungen einen Sinn
hat.

Aus den Gleichungen (1.1) und (1.3) ergibt sich das elektrische Feld
einer Punktladung e am Ort y zu

E(x) 1 x-y

_ = 1.4
i x —yP (1.4)

Elektrische Felder mehrerer Punktladungen addieren sich vektoriell,

1 XY
E(x)=— = - 1.5
) 4”236 x — yil? (15)
Oft ist es sinnvoll, ein System vieler kleiner Punktladungen durch eine
kontinuierliche Ladungsdichte p(y) zu beschreiben. Das elektrische Feld

erhdlt man dann als das Integral

E(x) 1(/f&pw»513! | (1.6)

A x -y
Wihrend das elektrische Feld einer Punktladung am Ort der Ladung
divergiert, ist das Feld einer unendlich oft differenzierbaren Ladungs-
dichte p selbst auch unendlich oft differenzierbar.

Neben kontinuierlichen und punktférmigen Ladungsverteilungen betrach-
tet man auch flichenhafte und linienférmige Verteilungen. Alle diese
Situationen kann man einheitlich durch den Begriff der Distribution be-
schreiben. So ist die Ladungsdichte einer Punktladung am Ort x durch
die dreidimensionale Diracsche Deltafunktion gegeben,

p(y) = ed(y —x) (1.7)
wahrend eine Fldachenladungsdichte o auf der Oberfliche einer Kugel
mit Radius R und Mittelpunkt a einer Ladungsdichte

p(y) =o(y)d(ly —al — R) (1.8)

entspricht. Ist eine Fliche durch x(u,v) parametrisiert, (u,v) € G C
R?, so fiihrt die Flichenladungsdichte o(x) auf dieser Fliche zu einer
Ladungsdichte

ply) = [ dudo |5 x
G

—_— X —

50 < o |y = x(wv) . (19)
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Ist die Ladung stattdessen auf einer durch x(s), s € I C R parame-
trisierten Kurve mit Linienladungsdichte A(y) konzentriert, so ist die

Ladungsdichte
py) = / ds

2. Das Gaufllsche Gesetz

dx

A3y =x(5) (1.10)

Das elektrische Feld einer Ladungsverteilung nimmt mit dem Qua-
drat des Abstandes ab. Man kann das Feld geometrisch in der folgen-
den Weise beschreiben: Von jeder Ladung gehen Feldlinien aus. Ihre
Richtung gibt die Richtung des elektrischen Feldes wieder, ihre Dichte
dessen Betrag. Die Zahl der Feldlinien, die aus einem Gebiet G her-
austreten, ist ein Maf} fiir die in diesem Gebiet enthaltene Ladung.
Quantitativ lasst sich dieser Zusammenhang durch das Gauflsche Ge-
setz beschreiben.

SATZ 2.1. Sei G ein beschrinktes Gebiet des R® mit glattem Rand
O0G. Dann gilt fiir das elektrische Feld E einer Ladungsverteilung p, die
auf OG nicht singuldr ist

/ E~d2x:/pd3x . (2.1)
ble e

Hierbei ist der Ausdruck auf der linken Seite der sogenannte elek-
trische Fluss durch die Flache 0G. Ist die Flache S durch

x(s,t), (s,t) € [a,b] x [e,d], (2.2)

parametrisiert, so wird der elektrische Fluss durch S durch

/ VB = / ( / aX )ds}dt (2.3)

definiert. Hierbei fassen wir den Integranden (den infinitesimalen elek-
trischen Fluss) als eine 2-Form auf,

«E =E - d*x = Eidz® A da® + Eyda® A da' + Fsda' A da?

also als eine Abbildung, die jedem Paar von Tangentenvektoren u,v
an einem Punkt x eine Zahl zuordnet. Diese Zahl soll linear von den
Tangentenvektoren abhéngen und bei Vertauschung benachbarter Ar-
gumente das Vorzeichen dndern. In unserem Fall ist

xFE(u,v)=E-(uxv).

Setzen wir fiir die Tangentenvektoren die Tangentenvektoren der Ko-
ordinatenlinien der Flache ein, so erhalten wir die obige Formel fiir den
elektrischen Fluss.

Beweis: Da E linear von p abhéngt, geniigt es, den Satz fiir den Fall
einer Punktladung der Stédrke 1 zu zeigen. Wir wéhlen den Ort der
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Punktladung als den Ursprung unseres Koordinatensystems. In Kugel-

koordinaten hat der infinitesimale elektrische Fluss die einfache Form
*F =

1 ( ox 0x ox 0x ox 0x

43

X (5 % 59 or 06 20 " 96

1
= —sinfdf N do
4

Er ist also proportional zum Raumwinkelelement d{2 = sin 8df A d¢.
Integration iiber OG liefert

/ E. Px — 1 falls 0 € G ‘ (2.4)
oG 0 anderenfalls

Daraus folgt die Behauptung. O

Wenn die Ladungsdichte p stetig ist, kann man das GauBlsche Gesetz
auch infinitesimal formulieren.

Hierzu benutzen wir den allgemeinen Stokeschen Satz. Dieser be-
sagt, dass das Integral einer k-Form w iiber den Rand OF einer k£ — 1-
dimensionalen Fldache F' gleich dem Integral des Differentials dw iiber

die Flache ist,
/ w = / dw .
OF F

Dieser Satz beinhaltet die folgenden Spezialfille:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

/ grad f - dx = f(x) — f(y)

v

mit einer 0-Form (einer Funktion) f, einem Weg « von y nach
x und der Formel df = grad f - dx.
Stokescher Satz:

/I‘OtC-dQX:/C-dX
S v

mit einem Vektorfeld C, der Randkurve « der 2-dimensionalen
Fliache S und der Formel

d(C - dx) = rot C - d’x . (2.5)
Gauflscher Satz:

/ div Cd®x = / C - d’x
G oG

mit einem Vektorfeld C, einem Gebiet G des 3-dimensionalen
Raumes mit Rand 0G und der Formel

d(C - d*x) = div Cd’x .

—)dr Ndf + X-(—x—)drAd¢+x~(—><—)d9/\d<;5>
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Die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes lautet also
divE =p. (2.6)

Fiir stetig differenzierbare elektrische Felder ist die differentielle
Form des Gaufischen Gesetzes dquivalent zur integralen Form. Fiir sin-
gulére Felder macht die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes
keinen direkten Sinn. In diesem Fall interpretiert man die Ableitungen
im Sinne von Distributionen. Sei f eine unendlich oft differenzierba-
re Funktion, die auflerhalb eines beschrinkten Gebiets verschwindet.
Dann wird div E als Distribution durch

/div E(x)f(x)d’x = —/E(x) -grad f(x)d’x (2.7)

definiert. Im Sinne dieser Definition gilt das Gaufische Gesetz auch fiir
distributionsartige Ladungsdichten und Felder. Fiir eine Punktladung
1 am Punkt 0 erhilt man die Formel

div = = 4783 (x) . (2.8)

Interessant ist die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes auch fiir
den Fall einer Flachenladung. Sei o eine glatte Flichenladungsdichte.
Wir betrachten die dosenférmigen Gebiete

G. ={x+ X nx),xe S|\ <e} (2.9)

fiir ein Teilstiick S der Flache mit Normalenvektorfeld n. Das Integral
des infinitesimalen elektrischen Flusses iiber den Rand von G. ergibt
Beitrage von Deckel und Boden der Dose

/ {E(x+en) -d*(x+en) —E(x—en)-d*(x—en)} , (2.10)
s

wobei das Minuszeichen von der entgegengesetzten Orientierung des
Bodens herriihrt, sowie Beitréige vom Mantel der Dose. Im Limes ¢ — 0
verschwinden die letzteren, da das elektrische Feld einer flichenartigen
Ladungsverteilung iiberall beschrénkt ist, und wir erhalten die Aussa-
ge, dass die Normalkomponente des elektrischen Feldes an einer gela-
denen Fliche einen Sprung von ¢ macht. Man nennt den Sprung der
Normalkomponenten an einer Flache die Flachendivergenz.

3. Potential

Verschiebt man die Ladung im elektrischen Feld E entlang eines
Weges 7, so leistet man die Arbeit

A:e/de. (3.1)

Die infinitesimale Arbeit pro Ladung nennt man die infinitesimale Span-
nung F = E-dx. Im elektrostatischen Feld gilt wie im Gravitationsfeld,
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dass die Arbeit wegunabhéngig ist. Es gilt also

/E~dx:0 (3.2)

fiir geschlossene Wege . Daher gibt es eine Funktion ¢, das elektro-
statische Potential, mit der Eigenschaft

/ E - dx = o(x) — p(y) (3.3)

wobei 4 ein Weg von x nach y ist. Aquivalent dazu ist die differentielle
Form

E=—grady |, (3.4)
oder, in der Sprache der Differentialformen
E=—dy. (3.5)

Die Wegunabhéngigkeit der Spannung formuliert man infinitesimal
in der folgenden Weise.
Nach dem Stokesschen Satz gilt die Beziehung

/BSE:/SdE (3.6)

fiir ein Flachenstiick S mit Rand 05. Damit erhélt man die Beziehung

dE =0 (3.7)
oder, dquivalent
rotE=0.
Allgemein gilt fiir das duflere Differential d> = 0, was die Spezialfiille
0=d*f =rotgrad f - d°x (3.8)
und
0 = d*(C - dx) = divrot Cd*x (3.9)
einschlieft.

Fiir distributionsartige Felder gilt dieselbe Beziehung, wenn die Ab-
leitungen im Sinne von Distributionen interpretiert werden. Interessant
ist wieder der Fall von Fldchenladungen. Wir betrachten eine glatte
Flachenladungsdichte o auf einer Flache S und bewegen eine Ladung
auf einem geschlossenen Weg v, der unmittelbar oberhalb der Fléache
verlduft (Teilstiick v;) und dann unter ihr zuriicklauft (Teilstiick ~,).
Im Limes verschwindenden Abstands von der Fliche erhdlt man fiir
Yo =77 " die Gleichung

/ lim(E(x+¢en) — E(x —¢en))-dx =0 (3.10)

E—

mit dem Normalenvektorfeld n, und damit fiir jeden Tangentialvektor
t an die Fldche im Punkt x

t- llir(l)(E(X +en) —E(x—en))=0 . (3.11)
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Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes an einer geladenen
Flache sind also (im Gegensatz zur Normalkomponente) stetig.
Die beiden Differentialgleichungen

divE=p , rotE=0 |, (3.12)

die das elektrostatische Feld erfiillt, sind die Grundgleichungen der
Elektrostatik. Wir stellen uns jetzt auf den Standpunkt, dass alle Losun-
gen dieser Gleichung physikalisch mogliche elektrische Felder sind. Um
die allgemeine Losung zu finden, nutzen wir zunéchst aus, dass die Glei-
chung rot E = 0 identisch erfiillt wird, wenn man E = —grad ¢ setzt,
fiir eine Funktion ¢, das bereits eingefiihrte elektrostatische Potential.
In einem beliebigen einfach zusammenhéngenden Gebiet des Raumes
gilt auch die Umkehrung, dass némlich jedes rotationsfreie Vektorfeld
der Gradient einer skalaren Funktion ist. ¢ ist durch E bis auf eine
additive Konstante eindeutig bestimmt. Einsetzen dieser Form von E
in die erste Gleichung ergibt

p=—divgradp =—-V - -Vp=—-Ap , (3.13)

wobei A der sogenannte Laplaceoperator ist. In kartesischen Koordi-
naten ist er gegeben durch

0? 0? 0?
A pu—
0x? * 03 + 3

315

heifit die Poissongleichung. Die Aufgabe der Elektrostatik ist es, diese
Gleichung zu 16sen.

Die Poissongleichung ist eine inhomogene lineare partielle Differential-
gleichung. Zwei Losungen 1, @2 unterscheiden sich daher um eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, der Laplacegleichung

Ap=0 , p=p1—ps . (3.16)

Die Losungen der Laplacegleichung nennt man harmonische Funktio-
nen. In zwei Dimensionen sind die harmonischen Funktionen gerade die
Real- und Imaginérteile holomorpher Funktionen. Auch in drei Dimen-
sionen sind harmonische Funktionen unendlich oft differenzierbar. Fiir
uns ist besonders wichtig, dass eine im ganzen Raum beschrinkte, har-
monische Funktion konstant ist. Eine Losung der Poissongleichung ist
daher eindeutig bestimmt, wenn man verlangt, dass sie im Unendlichen
verschwindet.

Wenn die Ladungsdichte p vorgegeben ist und auflerhalb eines be-
schrankten Gebietes verschwindet, so erhélt man als eine Losung der

Poissongleichung
1 / s, PY)
p(x &’y ——— . 3.17
(x) R (317)

(3.14)

Die Gleichung
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Wendet man diese Formel auf eine Punktladung im Ursprung an, so
findet man die bemerkenswerte Gleichung

AL ) (3.18)

x|

die natiirlich im Sinne von Distributionen zu verstehen ist.
Betrachten wir einige Beispiele.

(i)

p(y) = lim

Homogen geladene Kugel

Wir wéhlen den Ursprung des Koordinatensystems im Mittel-
punkt der Kugel, R sei der Radius und () sei die Ladung der
Kugel. Wir suchen eine Losung ¢, die nur von |x| abhéngt.
Dann ist E parallel zu x. Nach dem Gaufischen Gesetz gilt
fiir eine Kugelschale S mit dem Radius r um den Kugelmit-
telpunkt

/E-d2x:Q , r>R
S

3
r
/E-d2x: I r <R (3.19)
s
Mit [ E - d*x = 4nr?®|E| folgt
1 X
Ex)=—Q— >R
=005 . I
1 X
Fiir das Potential erhilt man
1 1
o) = Qg x> R
1 3 |x?
—Q(—= — —= R . 3.21

Dipol
Wir betrachten zwei Punktladungen (e,x) und (—e,0). Ihr
Potential ist

1 1 1

) 3.22
e ) (322)
Wir interessieren uns fiir den Grenzfall x — 0, e — 00, so
dass das Dipolmoment p = ex konstant bleibt. Dann gilt
(mit s = e~ 1)

1 1 1 1 1

— () =——p-V— . 3.23
s—047s " |y — sp| Iy\) 4 ly| (3.23)

Die zugehorige Ladungsdichte ist die Ableitung der d-Funktion,
p(x) = —p- V& (x) = —divps(x) . (3.24)
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(iii) Homogen geladene Ebene
Die Ebene z = 0 sei mit der homogenen Fldchenladungsdichte
o versehen. Wir suchen eine Losung ¢, die unabhéngig von x
und y ist. Die Poissongleichung wird dann zur gewohnlichen

Differentialgleichung
d2
2P = —0d(z) . (3.25)
Eine Losung dieser Gleichung ist
o

g

Das zugehorige elektrische Feld ist E(z,y, z) = gsign(2)e., e,
Einheitsvektor in z-Richtung.
(iv) Homogen geladene Gerade

Eine Gerade sei homogen geladen mit der Ladung pro Lénge,
A. Wir fithren Zylinderkoordinaten ein und legen die z-Achse
in Richtung der Zylinderachse. Wir suchen eine Losung ¢,
die nur von r abhingt. Dann weist das elektrische Feld ra-
dial nach auflen, und der elektrische Fluss pro Léngeneinheit
durch einen Zylindermantel Z mit dem Radius » um die z-

Achse ist
EX)2rr=X , (J/zi4+a3=r . (3.27)
Also ist E(x) = 3-e,, mit e, als Einheitsvektor in radialer
Richtung, und das Potential ergibt sich zu
o(x) = —%)\lnr : (3.28)
4. Leiter

Die Bestimmung des elektrischen Feldes und des elektrostatischen
Potentials bei vorgegebener Ladungsverteilung ist durch die im letzten
Abschnitt angegebenen Formeln auf Integrationen zuriickgefithrt wor-
den. In vielen Fillen ist jedoch die Ladungsverteilung zunéchst nicht
bekannt. Diese Situation liegt zum Beispiel bei elektrischen Leitern vor.
Solange im Innern der Leiter ein elektrisches Feld besteht, bewegen sich
die Ladungen; wenn sie ruhen, ist das elektrische Feld im Leiter Null.
Man muss daher das elektrostatische Potential so bestimmen, dass es
auBerhalb der Leiter die Poissongleichung erfiillt und innerhalb der
Leiter konstant ist. Die Ladung kann nur auf der Oberfliche der Leiter
sitzen. Auf den Leitern kann entweder das Potential vorgegeben werden
(z.B. durch ,,Erdung”) oder die Ladung (isolierte Leiter).

Betrachten wir nun einen Hohlraum V' im Inneren eines Leiters,
der das Gebiet G ausfiillt. Sei S eine geschlossene Flache im Inneren
des Leiters, die den Hohlraum V umschlieffit. Da das elektrische Feld
innerhalb des Leiters verschwindet, ist nach dem Gauflschen Gesetz
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die von S umschlossene Ladung Null. Wir betrachten jetzt den Fall,
dass sich keine Ladung im Innern des Hohlraums befindet. Dann ist
© = const eine Losung der Poissongleichung in Leiter und Hohlraum,
G U V. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass es die einzige
Losung ist. Das elektrostatische Feld in einem ladungsfreien Hohlraum
im Innern eines Leiters verschwindet also (Faradayscher Kiifig).

Als Beispiel betrachten wir eine geladene leitende Kugel mit Radius
R. Das Potential ist ¢ = %M fir |x| > R und % fur |x| < R.

Ein anderes Beispiel fiir Ladungsverteilungen, die nicht vorgege-
ben werden, sind die Dipoldichten, die bei Dielektrika in elektrischen
Feldern durch die Polarisierbarkeit der Materie auftreten. Man zer-
legt hierbei die Ladungsdichte in einen vorgegebenen Teil py und einen
durch die Polarisation (Dipolmoment pro Volumen) P hervorgerufenen
Anteil,

p=po—divP (4.1)
In vielen Fillen ist die Polarisation eine lineare Funktion des elektri-
schen Feldes,
P =yE (4.2)
mit der Suszeptibilitit y. Wir werden auf diese Situation spéter zuriick-
kommen.

5. Randwertprobleme; Greensche Funktionen

Die Poissongleichung bei Anwesenheit von Leitern fiihrt auf ein
sogenanntes Randwertproblem. Man sucht die Losung der Gleichung in
einem Gebiet V', dem Komplement der von den Leitern eingenommenen
Gebiete V;, unter der zusétzlichen Bedingung, dass das Potential am
Rand 0V des Gebietes, also an den Oberflachen 0V; der Leiter, gewissen
Einschrankungen unterworfen ist; entweder ist der Wert des Potentials
vorgegeben, oder das Potential ist konstant und die Ladung

ov;
auf dem i-ten Leiter ist vorgegeben. Hierbei ist 0,90 = n - grad ¢ mit
dem Normaleneinheitsvektor n auf 9V;, und dF ist das Fldchenelement
auf JV;.

Zunichst fragen wir nach der Eindeutigkeit der Losung. Seien ¢y
und s zwei Losungen. Dann ist die Differenz ¢ = ¢ — @9 eine Losung
der Laplace-Gleichung, also eine harmonische Funktion, mit den Eigen-
schaften

P(x) =0, x €9V (5.2)
falls das Potential auf V; festliegt, und
/ Dt =0 (%) = s = const , x € V; (5.3)
Vi

falls die Ladung auf V; vorgegeben ist.
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Im folgenden werden wir mehrfach die sogenannten Greenschen
Identitdten benutzen. Seien f und g zwei (geniigend glatte) Funktio-
nen. Aus der Produktregel der Differentiation folgt

div (fgrad g) = grad f - gradg + fAg . (5.4)

Integrieren wir beide Seiten iiber das Gebiet V' und benutzen auf der
linken Seite den Gauflschen Integralsatz, so ergibt sich

fOngdF = / grad f - grad gd3x+/ fAgd*x (5.5)
oV v v

mit dem Flachenelement dF' (1. Greensche Identitit). Wir vertauschen
jetzt die Rolle der Funktionen f und g und bilden die Differenz der aus
der 1. Greenschen Identitéit erhaltenen Ausdriicke,

/ (fOng — g fdF — / (fAg - gAf)dx (5.6)
ov 174

(2. Greensche Identitét).
Sei nun 1 eine harmonische Funktion mit dem oben angegebenen
Verhalten am Rand. Aus der 1. Greenschen Identitéat folgt

/¢A¢d3x: grad ¢d2x—/ |grad |*d*x . (5.7)
v ov v

Die linke Seite verschwindet wegen Aty = 0. Fiir den zweiten Term auf
der rechten Seite gilt

WOuUdF =, | 0.0, (53)
oV, oV,

da auf 0V entweder 1); oder das Integral {iber 0,1 verschwindet. Wir
schliefen also, dass gradiy = 0 gilt.

Zwei Losungen der Poissongleichung mit den angegebenen Randbe-
dingungen konnen sich also héchstens um eine Konstante unterschei-
den. Sowie der Wert des Potentials an einer Stelle festliegt, ist das
Potential eindeutig bestimmt.

Zur Konstruktion einer Losung verwenden wir die sogenannten Green-
schen Funktionen des Laplace-Operators. Eine Greensche Funktion G(x,y)
ist eine Funktion zweier Variablen, die fiir jeden Wert von x die Glei-
chung

_AYG(X7 y) = 63(X - y) , X,y € Vv (59)

erfiillt. (Der Index y am Laplace-Operator bedeutet, dass die Ableitun-
gen beziiglich der Variablen y zu nehmen sind.) Die Greensche Funk-
tion ist also als Funktion von y das Potential einer Punktladung der
Stéarke 1 am Punkt x. Ein Beispiel fiir eine Greensche Funktion ist das
Coulomb-Potential einer Punktladung, G(x,y) = ——~

o Amlx—yl”
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Sei p eine Losung der Poisson-Gleichung Ay = —p und sei G eine
Greensche Funktion. Dann folgt mittels der Greenschen Identitéaten

o(x) = /V Pyo(y)(x —y) = — / Py o(y) AyG(x, )

_ /V Pyp(y)Glx,y) + / Ou)Gx.) =~ p(¥)00, Glx.Y)AF(Y)
(5.10)

Wir sehen, dass ¢ durch seine Werte und die seiner Normalenableitung
auf dem Rand von V festgelegt ist. Allerdings konnen diese nicht be-
liebig vorgegeben werden. Wir wéhlen jetzt eine Greensche Funktion
Gp, die Dirchletsche Randbedingungen erfiillt,

Gp(x,y)=0,ye€dV xeV. (5.11)

Dann verschwindet in der obigen Darstellung von ¢ der Beitrag der
Normalenableitungen, und wir erhalten die folgende Darstellung der
Losung

() = /V p(¥)Gp(x, y)d% — /8 310, Gl Y)AF)

(5.12)
Insbesondere erkennt man, dass eine harmonische Funktion (d.h. p = 0)
durch ihre Randwerte eindeutig festgelegt wird.

Wir fragen jetzt umgekehrt danach, ob die Randwerte beliebig vor-
gegeben werden kénnen. Sei x eine stetige Funktion auf dem Rand und
sei

b(x) = — / X Goly) (5.13)

Wir sehen leicht, dass 1) eine harmonische Funktion ist. Dazu miissen
wir den Laplace-Operator beziiglich des ersten Arguments auf die Green-
sche Funktion Gp anwenden. Diese Funkton ist aber symmetrisch unter
Vertauschung der beiden Argumente, wie man mittels der 2. Green-
schen Identitdt erkennt,

Gp(x,y) — Gp(y,x)
= —/Vd3z(GD(X,z)AzGD(y,z) — Gply,2)A,Gp(x,2))
- /W dF(z)(Gp(x,2)0,.Gp(y,2) — Gp(y,2)0n.Gp(x,2)) .
(5.14)

Der Ausdruck in der letzten Zeile verschwindet wegen der Randbe-
dingung (5.11), die die Greensche Funktion Gp erfiillt. Aufgrund der
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Symmetrie von Gp gilt A Gp(x,y) = —0*(x — y). Einsetzen in Glei-
chung (5.13) ergibt fiir einen Punkt x im Inneren von V'

Ath(x) = / X)) (5.15)

Da die Ableitung der d-Funktion fiir von Null verschiedene Argumente
verschwindet, ist 1 im Inneren von V' harmonisch.

Statt die Werte von ¢ auf dem Rand vorzugeben, kann man auch
die Normalkomponente des Gradienten auf dem Rand vorschreiben
(Neumannsche Randbedingungen). Allerdings legt dies die Losung der
Laplacegleichung nur bis auf eine Konstante fest. Fiir die zugehorige
Greensche Funktion Gy muss gelten

/ Py A, Gu(x,y) = / Oy G (%, y)AF(y) . (5.16)
% oV
Um diese Bedingung nicht zu verletzen, fordert man neben
AyGx(x,y) = —5(x — ) (5.17)
als Randbedingung
1
OnyGN(X,Y) = ——5 5.18
Y N<X y) |8V’ ( )

wobei |0V| den Flidcheninhalt des Randes von V' bezeichnet. Zu beach-
ten ist, dass fiir eine harmonische Funktion ¢ die Normalableitungen
nicht frei vorgegeben werden koénnen, sondern wegen des Gaufischen
Integralsatzes die Bedingung

/ D, bdF(y) = 0 (5.19)
oV

erfiillen miissen. Die harmonische Funktion gewinnt man dann aus ih-
ren Normalableitungen durch

H(x) = /8 OY)GN Y X)) +o (5.20)

wobei die Konstante ¢ gerade der Mittelwert von ¢ iiber 9V ist.

In der Elektrostatik verwendet man iiberwiegend die Dirichletsche
Greensche Funktion Gp. Es ist im allgemeinen schwer, diese explizit
anzugeben. Es lassen sich aber einige qualitative Aussagen machen. Wir
betrachten zunéchst einen Spezialfall. Sei V' eine Kugel mit Radius R
um den Punkt x. Dann ist

1 1 1
G =— |5 . 5.21
Hieraus folgt mit (5.12) fiir eine beliebige harmonische Funktion

600 = o [ P (5.22)
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¥ (x) ist also gleich dem Mittelwert von ¢ (y) tiber die Oberflache einer
beliebigen Kugel mit Mittelpunkt x. Hieraus folgt der wichtige Satz:

SATZ 5.1. Eine in einem offenen, zusammenhdngenden Gebiet har-
monische Funktion nimmt ihr Supremum oder Infimum nur dann an,
wenn sie konstant ist.

Beweis: Sei ¢ harmonisch in dem offenen Gebiet V', und sei x € V
mit 1 (x) > ¢¥(y) Vy € V. Es gibt ein R > 0, so dass die Kugel um x
mit Radius R in V liegt. Wegen der Mittelwerteigenschaft muss dann
¥(y) = ¥(x) gelten fiir alle y mit |[x —y| < R. Die Menge der Punkte
y, an denen v sein Supremum annimmt, ist also offen, wegen der Ste-
tigkeit von ¢ aber auch abgeschlossen in V. Da V' zusammenhéngend
ist, stimmt sie mit V' {iberein. Falls das Infimum angenommen wird,
argumentiert man entsprechend. L.

Ist V' beschrinkt und v stetig auf dem Abschluss von V', so nimmt es
sein Maximum und Minimum notwendig auf dem Rand an. Man kann
sich diesen Sachverhalt in einem ganz anderen physikalischen Zusam-
menhang klarmachen. Wir betrachten die Temperaturverteilung 7'(x, t)
in einem Festkorper. Diese wird durch die Warmeleitungsgleichung

0T = AAT (5.23)

zusammen mit geeigneten Randbedingungen bestimmt. Wir betrach-
ten jetzt den Fall, dass die Temperaturverteilung an der Oberflache des
Korpers fest vorgegeben ist und fragen nach der stationédren Verteilung
T mit 0, = 0. Diese ist offenbar durch eine harmonische Funktion mit
den vorgegebenen Randbedingungen gegeben, und das Maximumsprin-
zip sagt aus, dass die Temperatur im Innern zwischen dem maximalem
und dem minimalen Wert auf dem Rand liegt.
Aus dem Satz folgt insbesondere, dass

mx(y) == —0nyGp(x,y) >0 (5.24)

fiir y € 0V gilt. Denn angenommen, es gébe einy € 9V mit my(y) < 0.
Es gidbe dann eine Umgebung U von y, in der my ebenfalls negativ wére
(wir setzen hier der Einfachheit halber voraus, dass my stetig ist, der
allgemeine Fall kann &hnlich behandelt werden). Wir wéhlen jetzt eine
Funktion y auf dem Rand, die {iberall nichtnegativ ist und auflerhalb
der Umgebung U verschwindet. Die zugehorige harmonische Funktion
1 ware dann negativ, obwohl ihr Minimum am Rand nichtnegativ ist,
im Widerspruch zum obigen Satz.

In der Mathematik nennt man mydF das harmonische Mafl von 0V
beziiglich des Punktes x € V. Physikalisch kann man die Positivitat
von my in der folgenden Weise verstehen. Gp(x,y) ist das Potential
einer Punktladung der Stiarke 1 am Ort x € V, in Gegenwart eines
geerdeten Leiters, der V' umschliet. Durch die Punktladung wird auf
der Oberfliche des Leiters eine Fliachenladungsdichte o induziert. Nach
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dem Satz iiber die Flachendivergenz springt die Normalkomponente des
elektrischen Feldes an der Leiteroberfliche von o auf 0. Beriicksichtigt
man, dass die Leiteroberfliche entgegengesetzt zu OV orientiert ist, so
folgt

o(y) = OnyGp(x,y) = —mx(y) - (5.25)

Die induzierte Flachenladung ist also immer negativ . Die insgesamt
induzierte Flachenladungsdichte ist

/ o(y)dF = —1 (5.26)
oV

da das MaBl my auf 1 normiert ist ( f My ist eine harmonische Funktion,
die auf dem Rand den Wert 1 hat und daher iiberall gleich 1 ist).

Wir betrachten jetzt die von der Losung ¢ (5.12) der Poissonglei-
chung beschriebene Flichenladungsdichte auf dem Rand von V. Die in
einem Punkt x € 0V induzierte Flachenladungsdichte ist

o(x) = /V P(3)0uxG (%, y)dy — / (¥)0n Oy G (%, ¥)AF(y)

av
(5.27)
Ist V beschrankt und verschwindet das Potential auf dem Rand von
V', so ist die insgesamt influenzierte Ladung

Q= —/Vpdg’x . (5.28)

Das Komplement des Gebietes V' besteht aus Zusammenhangskompo-
nenten Vj;, die wir uns durch Leiter ausgefiillt denken. Auf jedem Leiter
Vj sei jetzt das Potential ¢, vorgegeben. Dann wird auf 0V; zusétzlich
die Ladung

J
induziert mit den sogenannten Kapazitétskoeffizienten
Cy=— / dF (x) / AF(y)0nndnyGplxy) . (5.30)
av; av;

Die Matrix C' ist nach Definition symmetrisch. Weiter besitzt sie die
folgenden Eigenschaften:

(i) >2;Cij =0

(ii) C ist positiv semidefinit
Beweis: Sei p = 0in V und ¢; = 1 fiir alle j. Dann ist das Potential
¢ = 1in ganz V| da es als harmonische Funktion Maximum und Mini-
mum auf dem Rand von V' annimmt. Also verschwindet die induzierte

Flachenladungsdichte iiberall. Insbesondere ist die auf dem i-ten Leiter
induzierte Ladung @Q; = > i C;; = 0. Dass C positiv semidefinit ist,

folgt aus der folgenden Uberlegung: Sei wieder p = 0 in V, und sei ¢
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das durch die Vorgabe der Werte ¢; auf V; bestimmte Potential. Dann
gilt:

> 0iCijoi = 0iQi = Z/ SOiUdFZ/ 903n<PdF:/ |grad o|*d’x
- - — Jov, ov v

C' ist also positiv semidefinit, und ) ¢;Ci;¢; = 0 impliziert ¢; = ¢;
fiir alle 4, 7. L.

Als Beispiel betrachten wir eine Anordnung aus n konzentrischen
Kugelschalen mit Radien 0 < Ry < Ry < ... < R,, mit Potentialen
¢; und Ladungen Q; auf der i-ten Kugelschale mit >  @Q; = 0. Das
Potential hingt nur vom Radius |x| = r ab. Zwischen der i-ten und
der 7 + 1-ten Kugelschale gilt fiir das Potential
Z;‘:1 Qj Z;‘:l Qj

4dmr

=l 5.31
+ ¢ iR (5.31)

Die Stetigkeit des Potentials an i 4+ 1-ten Kugelschale fiihrt zu der
Gleichung

p(r) =

1 R Rz-i—l
il — P = i 5.32
Pi+1 — Pi = 47r R Rivt jle ( )

Wir erhalten

: RiRiy
Zl TR - R
Subtraktion der entsprechenden Gleichung fiir ¢ — 1 ergibt
Qi = Z Cijj (5.34)
J
mit den Kapazitatskoeffizienten
C peflim B (5.35)
i = 477 5 - PIRIEE - 3 .
o RiRiys
Cii = —Ciiy1 — Civy (5.36)

und
Cij = Cji ;Cij = 0 falls |Z —]| > 1, oder J,i=0n+1 (537)

Lasst man die duflere Kugelschale gegen unendlich gehen (R, — 00),
so findet man
Cpn =47R, 1 . (5.38)
Wir wollen jetzt die Greensche Funktion Gp in einigen Spezialfillen
berechnen. Eine wichtige Methode dabei ist die Methode der Spiegella-
dungen. Das einfachste Beispiel ist ein Halbraum, der durch eine Ebene
begrenzt wird. Die Greensche Funktion ergibt sich zu

Gobxy) = (- ey) 69

x—y|l [|Sx—y]
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wobei S die Spiegelung an der Ebene bezeichnet. Eine Punktladung
vor einer leitenden geerdeten Ebene induziert also eine Flachenladungs-
dichte auf der Ebene, deren elektrisches Feld im Halbraum mit dem ei-
ner entgegengesetzt geladenen Punktladung am gespiegelten Ort iiber-
einstimmt. Ist ein Gebiet W der Durchschnitt mehrerer Halbraume
mit der Eigenschaft, dass die Spiegelungen an den jeweiligen Begren-
zungsebenen eine endliche Gruppe G erzeugen (diese Gruppe ist dann
notwendig eine Untergruppe der O(3)), so macht man fiir die Greensche
Funktion den Ansatz

Gp(x,y) = — —_ (5.40)

Falls W N SW = () fiir S # 1 und fiir jedes y € OW ein S € G mit
Sy =y und det(S) = —1 existiert, so erfiillt der angegebene Ausdruck
die Bedingungen fiir Gp.

Ein etwas komplizierteres Problem, das sich mit der Methode der
Spiegelladungen 16sen lésst, ist das Problem einer leitenden Kugel. Sei
V' der Aulenraum einer Kugel mit Radius R um den Ursprung. Fiir
die Greensche Funktion machen wir den Ansatz

1 1 q
Gp(x,y) = (’X_y‘ |5x—yy) (5.41)

mit |[Sx| < R fiir |x| > R. Die Randbedingung fir Gp ist dquivalent
zu

|Sx—yl=qx-y| , ly[=R . (5.42)
Aus Symmetriegriinden ist Sx parallel zu x. Fiir y parallel zu x folgen
die Beziehungen
R+ |Sx| = q(|x| £ R)
Addition ergibt mit r = |x|

¢= (5.43)

und damit
Sx = ¢*x . (5.44)

Mit diesen Werten ist die obige Bedingung fiir die Greensche Funktion
erfiillt. Denn das Quadrat der linken Seite ist

g’ —2¢x -y + R*
das der rechten Seite
Pr? — 2°x - v+ R

Beide Seiten stimmen iiberein, wenn der Wert fiir ¢ eingesetzt wird.
Wir erhalten also als Greensche Funktion der Kugel

1 1 q R
= . 4
GD()(y :» ) 47T (| | |q2 |) ) q r (5 5)
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Fiir die auf der Kugeloberfliche durch eine Einheitsladung im Punkt x
influenzierte Flichenladung ergibt sich (Jy| = R)

y
o(y) = (=) -gradyGo(x,y) (5.46)
mit )
1 ([ x—y ¢xX—y
d,G = — —
A MxY)‘M(B—YP %fx—ﬂa
Wegen |¢*x — y| = g|x — y| vereinfacht sich die rechte Seite zu
Lo y
— (-1
Mit cosy = % erhdlt man
7”2 _ R2
oly) = . (5.47)

_47TR(7“2 — 2rRcosy + R?)?

Die insgesamt influenzierte Ladung ist

2 _ p2 1
/O'dF: _ I 27TR2/ dw 3
4R ~1 (r?2 = 2rRw + R?)?2

1 1
= —5 (" = B)R—(r* — 2rRw + R*) 2|,

1y 9 1 1
- QT(T R )<7“—R 1"+R)
1 R
— -+ R=(-R)=—T=—q

stimmt also mit der Spiegelladung iiberein.

Bei der Berechnung der Kapazitiatskoeffizienten ist zu beachten,
dass der Rand von V aus dem Rand der Kugel V; und aus dem Rand
bei oo besteht. Es gilt

om0 i
oy oVi

R 1
=— dF(x)0,(—) = 47R*~ = 47R . (5.48)
/|;<|:R |X| R
Wir wollen jetzt die Greensche Funktion der Kugel zur Losung ei-
niger elektrostatischer Probleme benutzen.

(i) Punktladung (e,x) vor geerdeter Kugel:

o(y) = eGp(y,x) . (5.49)
(ii) Punktladung (e, x) vor Kugel auf konstantem Potential ¢;:

o(¥) = eCp(y, %) — 1 / AF (2)0,,Cp(y.2) = eCp(y.x) + 901%
(5.50)
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Die influenzierte Ladung ist

R R
Q= —em + Cp1 = —em +@idnR . (5.51)

(iii) Punktladung (e, x) vor leitender isolierter Kugel mit Ladung

Q:
Das Potential auf der Kugel ist
1 /Q e
=— =+ — : 5.52
o= (34 (552)
Daraus ergibt sich ¢ wie oben. Ist insbesondere ) = 0, so ist
(a=1g)
1 1 1 1
o(y) = —e —q - — : 5.53
=5 (e~ = 1) 559

fiir groBe Werte von |x| verhélt sich die Ladungsverteilung
auf der Kugel also wie ein im Zentrum der Kugel befindlicher
Dipol mit dem Dipolmoment p = —e¢®x = —47R3E, wobei
E das von der Punktladung am Ort x im Zentrum der Kugel
erzeugte Feld ist.

(iv) Leitende Kugel (isoliert, ungeladen) im homogenen Feld:
Wir approximieren das homogene elektrische Feld E durch
das Feld einer weit entfernten Punktladung und erhalten wie
im vorherigen Beispiel ein induziertes Dipolfeld.

6. Entwicklung nach orthogonalen Funktionen;
Multipolentwicklung

Fiir Dirichletsche Randbedingungen hatten wir die Losung der Pois-
songleichung in einem offenen beschrankten Gebiet V' in der folgenden
Form gefunden,

4P(X):/Vdgyp(Y)GD(XaY)_/m/dF‘P(Y)amyGD(XaY) . (6.1)

Der zweite Term stellt eine harmonische Funktion mit vorgegebenen
Randwerten dar, der erste eine Losung der Poissongleichung mit ver-
schwindenden Randwerten. Wir interpretieren den ersten Term in der
folgenden Weise. Sei C*° (V') der Raum der unendlich oft differenzierba-
ren Funktionen in V. Der Laplaceoperator ist eine lineare Abbildung
auf diesem Raum. Wir schrianken sie ein auf den Unterraum D der
Funktionen, die auf dem Rand von V' verschwinden. Dann besitzt die
Gleichung

Ap=—p (6.2)

fiir ein p € C*°(V) mit kompaktem Triager genau eine Losung in D,

w@wiﬁfw%@ymwwi@mmw | (6.3)
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Sei C' C D der Unterraum der Funktionen, deren Tréger in V' liegt.
Die Greensche Funktion definiert dann einen Operator Gp : C — D,
der gerade das Inverse des Laplaceoperators mit Dirichletrandbedin-
gungen ist (bis auf den Faktor —1). In derselben Weise definiert die
Deltafunktion den Einheitsoperator,

W) = [ EvBx-ypy) =0 . (6)
v
Als Operatorgleichung erhalten wir

| 9

Die Losung der linearen Differentialgleichung kann also wie im Fall
linearer Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten auf die Inversion
einer linearen Abbildung zuriickgefiihrt werden.

Besonders leicht lasst sich das Inverse auf einem Eigenvektor berech-
nen. Sei0 # f € Dmit Af = —wf. Wegen [ d®xfAf = — [ d*x|grad f|?
ist w > 0. Dann gilt Gpf = %f Eine Methode zur Berechnung von
Gp ist daher, das Eigenwertproblem fiir A als lineare Abbildung von
D nach C*°(V) zu l6sen und dann eine beliebige Funktion als Super-
position von Eigenfunktionen zu schreiben.

Betrachten wir zunéchst den eindimensionalen Fall. Auf dem In-
tervall [0, 7] sind die Funktionen sinnx,n € N Eigenfunktionen des
eindimensionalen Laplaceoperators mit der Randbedingung f(0) =
f(m) = 0 und Eigenwert —n?. Gelingt es uns, eine beliebige (geniigend
glatte) Funktion f in der Form

[e.9]

flz) = ch sinnr , ¢, €R (6.6)

n=1
zu schreiben, so ist die Greensche Funktion mit
d2
da?

gegeben durch

GD(y, I) = _5(y - $> ) GD(y7 0) =0= GD(yvﬂ-) (67)

o

(Gof)a)=3" % sinnz (6.8)

n=1

Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten fiihrt man in den
betrachteten Funktionenrdumen ein Skalarprodukt ein, so dass die Ei-
genfunktionen des Laplaceoperators paarweise orthogonal zueinander
sind. In unserem Beispiel ist das Skalarprodukt

(f.9) = / " drf()glx) (6.9)

0
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Mit diesem Skalarprodukt gilt

s
(sinnz,sinmz) = /dmsinnxsinmac
0

o1
= /0 dxg[cos(n — m)x — cos(n + m)z]

7
= bumg - (6.10)

Wir definieren orthonormierte Funktionen

2
up(z) = \/jsinnx ,neN . (6.11)
T
Ist f =" cpuy, so ist der Entwicklungskoeffizient ¢, durch

cn = (un, f) (6.12)
gegeben, und es gilt die Parsevalsche Gleichung

Ya=1 - (6.13)

Man kann zeigen, dass das Funktionensystem {u, } vollstindig ist, d.h.,
dass jede quadratisch integrierbare Funktion f im quadratischen Mittel
durch endliche Linearkombinationen der Funktionen wu, approximiert
werden kann,

Tim (f = fu, f = ) =0, (6.14)

mit fy = Zivzl Cnly, etwa durch Riickfithrung auf die Entwicklung ei-
ner Funktion in ihre Fourierreihe. Die Konvergenz ist um so besser, je
glatter die Funktion ist, falls die Funktion an den Réndern verschwin-
det.

Sind die Eigenfunktionen u,, bekannt, so erhélt man die Greensche
Funktion als

Gp(x,y) =Y w; un(@)un(y) | (6.15)

wobei w,, der zu u, gehorige Eigenwert des Operators —A ist.
In unserem Beispiel ergibt sich

2 1 1
G T oL 1
D(l’>y) n2 S NI S ny ( ‘3;‘ y‘ +x+ y) ﬂ-a:y

T 2

(6.16)
Betrachten wir nun wieder 3-dimensionale Probleme. Ist V' ein Quader
mit den Kantenldngen aq, as, as, so erhilt man Eigenfunktionen von A
durch Produkte der (geeignet skalierten) Losungen des eindimensiona-
len Problems,

o0

—_

1 2 3 2 n% n% ”% 1 2 3
Auy, (1)U, (T2)uy, (v3) = —7 (9 + 2 + y)um (z1)uy, (z2)uy (23)
1 2 3

(6.17)
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mit vl (z) = \/az sin(™**). Fiir die Greensche Funktion erhélt man

Gp(x,¥) = Y wy'tn(X)tn(y) (6.18)

neNs3

mit wy, = 7T2<Z—§+Z—§+Z—§) und uy (x) = uy (v1)ul, (z2)ul, (x3). In diesem

Fall wie in vielen anderen Fillen kann man eine eindimensionale Sum-
mation explizit durchfithren. Nennen wir die kartesischen Koordinaten
x,y,z und die Kantenldngen a, b, ¢, so erhélt die Greensche Funktion
die Darstellung

Gp(.y, 2,2y, 2) = D g2’ (y)u, (25 (4 ) ()

n,m=1
(6.19)
wobei die Funktionen g, ,, die gewohnliche Differentialgleichung
d? n?  m?
@gmm(aﬁ, r') = 7T2(b—2 + ?)gn,m(x, ') —(x — ') (6.20)

mit den Randbedingungen g, .,(z,0) = gnm(z,a) = 0 erfiillen. Wir
16sen die Gleichung in dem Spezialfall, dass die erste Kante des Quaders
von —oo nach +oo reicht (unendlich langer Hohlleiter mit rechteckigem
Querschnitt). Fiir 2’ < z sind die Losungen, die bei oo verschwinden,

von der Form Aexp ks’ mit k = 7T2(Z—22 + %2), fir ' > z ergibt
sich Bexp(—kz') firr diejenigen Losungen, die bei +o0o verschwinden.

Fordert man als Anschlussbedingung
Aexpkx = Bexp(—kx) (6.21)
SO MUSS gy, offenbar die Form
Gnm(z,2") = Cexp(—klx — 2'|) (6.22)

haben. Die Konstante C' ergibt sich aus dem Vorfaktor der j-Funktion
zuC = i Wir erkennen aus diesem Resultat, dass das elektrostatische
Feld einer Punktladung in einem Hohlleiter exponentiell abfallt.
Besonders wichtig sind kugelsymmetrische Situationen. Zu ihrer Be-
handlung schreibt man den Laplaceoperator als eine Summe eines ra-
dialen Anteils und eines Winkelanteils,
10 5,0 1

— + — A 2
7"2(97’T 8r+r2 S (6.23)

mit dem Laplaceoperator der Einheitsphire S?, der in spirischen Ko-
ordinaten 6, ¢ die Form

Lo o 1P
2 = —sinfl—+ ———=—
T in000" " 90 " sin? 0042

(6.24)
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besitzt. Dieser Operator ist bis auf ein Vorzeichen gleich dem aus der
Quantenmechanik bekannten Operator des Quadrates des Drehimpul-
ses. Er hat demzufolge die Eigenwerte —[(I+1), [ € Ny, und als Eigen-
funktionen die Kugelflichenfunktionen Y;,,,, m = —I,—l+1,...,m.

Die Kugelflichenfunktionen sind homogene Polynome der Kompo-
nenten des Einheitsvektors n = * = (sinf cos ¢, sin #sin ¢, cos /) vom
Grad [. Thre Struktur versteht man am besten, wenn man die homoge-
nen harmonischen Polynome betrachtet. Sei p ein homogenes Polynom
der kartesischen Koordinaten mit Grad I,

Py 2)= D "y G €R (6.25)
ntm-+k=l
Dann ist
p(x) =Y (0, ¢) (6.26)
mit Y (0, ¢) = p(%). Wenn p harmonisch ist, dann ist
o:Ap:(%g%ﬂ%#>Y+#2Ayy, (6.27)

also ist Y eine Eigenfunktion von Ag> zum Eigenwert —{(I+1). Um die
harmonischen Polynome zu finden, reicht es aus, diejenigen homogenen
Polynome zu finden, die beziiglich des Skalarprodukts

(¢,p) = / . qpdF (6.28)

orthogonal zu allen Polynomen kleineren Grades sind.

SATZ 6.1. Ein homogenes Polynom p ist genau dann harmonisch,
wenn es im Sinne von (6.28) orthogonal zu allen Polynomen kleineren
Grades ist.

Beweis: Nach der 2. Greenschen Identitét gilt fiir Polynome p und ¢

/ (qAp — pAq)d*x = /| (qOnp — POLq)dF . (6.29)
|x|<1 x|=1

Auf der Einheitssphéire ergibt sich die Normalenableitung zu 0, =
x - grad . Damit stimmt sie iiberein mit der Ableitung nach einem Ska-
lierungsparameter,

d
x - grad p(x) = ﬁp()\x)hzl . (6.30)
Also ergibt sich fiir ein homogenes Polynom p vom Grad [
Onp =1Ip . (6.31)

Sind p und ¢ vom Grad [ bzw. m, so kann die rechte Seite von Gleichung
(6.29) durch (I — m)(q,p) ersetzt werden.
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Sei nun p homogen vom Grad [ mit (¢q,p) = 0 fiir alle homogenen
Polynome ¢ mit Grad m < [. Dann ist auch

1
/|| gpd>x :/ d?“rl+m(q,p) =0 (6.32)
x|<1 0

fiir alle homogenen Polynome ¢ mit Grad m < [. Da der Laplaceopera-
tor den Grad eines Polynoms um 2 erniedrigt, verschwindet das Integral
von pAgq auf der linken Seite der Gleichung (6.28). Da die rechte Seite
nach Voraussetzung verschwindet, schlieSen wir, dass auch das Integral
von gAp verschwindet. Setzen wir ¢ = Ap, so erkennen wir, dass gelten
muss

Ap=0, (6.33)

also ist p harmonisch.

Sei umgekehrt p harmonisch und homogen vom Grad [, und sei ¢
homogen vom Grad m < [. Auf der Einheitssphére lédsst sich g als eine
Summe

9= a (6.34)

k<m
darstellen, sodass ¢, homogen vom Grad k£ und orthogonal zu allen
Polynomen kleineren Grades ist. Nach Teil 1 des Beweises ist g har-
monisch. Also verschwindet die linke Seite von (6.28) mit ¢ anstelle
von ¢, und wir erhalten (I—k)(gg, p) = 0. Dak < m < [ folgt (qx,p) =0
und damit (¢, p) = 0. .

Um eine Orthonormalbasis harmonischer Polynome zu finden, nut-
zen wir aus, dass wir in 2 Dimensionen bereits eine Orthogonalbasis
kennen, ndmlich die Real- und Imaginérteile der Potenzen von x + 1y.
Es ist bequemer, direkt mit den komplexen Potenzen zu arbeiten, beim
Skalarprodukt muss dann im linken Faktor die komplex konjugierte
Funktion in das Integral eingesetzt werden. Wir setzen an

Pim(2,y, 2) = (2 + sign(m)iy)™ () , me€Z, 1>|m|  (6.35)

fiir (x,y, z) auf der Einheitssphére mit einem Polynom ¢, vom Grad
[ — |m|. Wir finden die Bedingung

1
(2", Q) m = / dzzF(1 = 22)™ g (2) =0 fiir k <1 —|m|. (6.36)
-1
Die Bestimmung der harmonischen Polynome ist damit auf das Pro-
blem zuriickgefiihrt worden, eine Folge von Polynomen gy,,,, 1 > |m| mit
Grad | — |m| zu finden, die beziiglich des Skalarprodukts (-, -),, ortho-
normiert sind. Fiir m = 0 findet man gerade die Legendrepolynome
(bis auf einen Normierungsfaktor)

20+1
2

Qo = b, (6.37)
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mit
1 d

(Formel von Rodrigues). Der Normierungsfaktor bei der Definition der
Legendrepolynome ist dabei so gew#hlt worden, dass Pj(1) = 1 ist.
Fiir m # 0 ergibt sich

Gim = (1 — 22)~'5 N, P (6.39)

mit den assozierten Legendrefunktionen F™ und dem Normie-

rungsfaktor
(204 1)(l —m)!
Ny, = 4
i \/ 2(1 +m)! (6.40)

Eine geschlossene Darstellung fiir die assoziierten Legendrefunktionen
ist

Py = SV s gy (6.41)
: 211! dztm ‘
fiir [ > m > 0. Fiir negative Werte von m ergibt sich
m le,—m —-m
Pt =(-1) mpz : (6.42)

Wir erhalten damit eine explizite Formel fiir die Kugelflichenfunk-
tionen,

2041 (1 —m)!
Yim (6, ¢) :\/ 4—; EZ+Z;!le(COSQ) expime . (6.43)

Der Vorfaktor wurde so gewéhlt, dass die folgende Orthonormierungs-
relation gilt,

(Yima Y’m’) = 511’5mm’ . (644)

Beispiele fiir harmonische Polynome und damit fiir Kugelflichen-
funktionen sind

Il =m = 0: pgo = 1, also mit dem richtigen Normierungsfaktor

1
Yoo = — .
00 e
l =1, m = £1: py 41 = v+iy; der Normierungsfaktor berechnet
sich aus
1
2 8

/ (2% + y*)dF = 27r/ (1-22)dz=2n(2—2) = = |
z2+y+22=1 _ 3 3

1

3 .
K,:I:l = — sin 6’6i1¢ .
V 87

also ist
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[ =1, m = 0: pjg = 2. Das Normierungsintegral ist

1
4

/ szF:27r/ zzdz:—ﬁ,

x2y?422=1 -1 3

und damit
/3
le(_) = — E cos 6 .

[ =2, m==42: py = (zr+iy)? mit dem Normierungsintegral

1 2 2 327
2 1—222dz=2n(2—-2-2+2) = —
7T/_1( 2%)dz ( 3+5) 5

und damit
/15 -
§27:|:2 = _327T sin2 0 eﬁ“j’

=2, m==l: py 11 = (z +iy)z, das Normierungsintegral ist

1 2 2 87
2 1—2922dz =27(= — 2) = —
w/_l( )2 de=2m( — 2) = o

/15 4
Yoi1=—4/— sin 0 cos €= .
8w

[ =2, m=0: py = (2> +y?—22?), das Normierungsintegral ist

und

1 2 2 167
2 1-322)2dz=27(2—-6-=+9-2) = —~
w/_l( 29) dz = 27 ( 3+ 5) 5

D e 2
Yoo = 167T(sm 0 —2cos”0) .

(Die Vorzeichen sind eine willkiirliche Konvention).

Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstéandiges System ortho-
normaler Funktionen auf der Einheitssphire S?. Hierbei folgt die Vollstindig-
keit aus der Tatsache, dass sich jede stetige Funktion auf einer kom-
pakten Menge im R? gleichmiifiig durch Polynome approximieren lisst.
Formal schreibt man die Vollstdandigkeitsrelation in der Form

S Vinl0, a0, = =60~ 06— &) . (645)

und

7

Summiert man nur iiber m, so erhélt man das interessante Additions-
theorem fiir Kugelflichenfunktionen,

S Vo0, 0)Tin 7. 9) = 2L Bcos) (6.46)

™

mit cosy = n(6,¢) - n(d,¢), n(d,¢) = (sinb cos ¢, sin fsin ¢ cos ).
Zum Beweis zeigt man zunéchst, dass die Summe auf der linken Seite
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sich nicht dndert, wenn beide Koordinatensysteme mit derselben Ro-
tation transformiert werden. Dann setzt man # = 0 und damit 0’ = ~
und setzt die expliziten Formeln fiir Y}, ein.

Als ein Beispiel wollen wir jetzt die Greensche Funktion Gp fiir ein
Gebiet zwischen zwei Kugelschalen mit Radien 0 < a < b finden. Wir
setzen an

Gp(x,X) = gim(r,7")Yim (0, 6)Yim (0, &) . (6.47)

Fiir den Radialteil gibt es die beiden Losungen 7! und 7—'~!. Die Lésung,
die bei r = a verschwindet, hat die Form (£)! — (£)~'~!, entsprechend
fiir b. Wir erhalten (mit ro = min(r,7’), r~ = max(r,r’))

r r r r
gin(r,7) = an (5 = () (7 = (D)) - (648)
wobei die Konstante ¢;,, durch die Gleichung
1d,d l(l+1) 1
——rf— - = —0(r—1r 4
(7"2 dr dr 72 ) Jim = 12 (r=77) (6.49)
bestimmt ist. Man findet
cm = (204 1) a7 — o pH 7 (6.50)
Im Grenzfall @ — 0, b — oo erhélt man das Coulombpotential,
S s BNV ) R (1)
drlx — x| L2l 1L T '

Ist p eine Ladungsdichte, die aulerhalb einer Kugel mit Radius R um
den Ursprung verschwindet, so ergibt sich fiir das Potential aulerhalb
dieser Kugel die sogenannte Multipolentwicklung,

1 1
mit den Multipolmomenten
Qi = / drdfder? sin 0p(r, 0, o)r' Yy, (0, 6) . (6.53)

7. Elektrostatische Energie

Die potentielle Energie eines Systems von Punktladungen (e;, x;)

ist .
€;€;
U=— — 7.1
8 Z |x; — %] (7.1)
i#£]
Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen ergibt sich
1
U=— / Py 2P (7.2)
81 Ix —y]
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Nach der Definition des elektrostatischen Potentials einer Ladungsver-
teilung p findet man

U= % / Pxp(x)p(x) . (7.3)

Nach der Poissongleichung ist p(x) = —Ap(x). Setzt man dies in die
obige Gleichung ein und benutzt die 1. Greensche Identitét, so folgt

U= %/d3x|E(x)|2 (7.4)
mit dem elektrischen Feld E = —grad ¢. U wird jetzt interpretiert als
die Energie des elektrostatischen Feldes E, u = %|E|2 als Energiedichte.
Insbesondere ist U > 0. Die Formel bleibt richtig fiir Flachenladun-
gen, fiir Punktladungen aber divergiert die sogenannte Selbstenergie.
Man muss dann die Energie ,,renormieren”, indem man die unendli-
chen Selbstenergien subtrahiert. Die Energie des elektrischen Feldes
einer Punktladung (e, x) im Auflenraum einer Kugel mit Radius R um
den Ort der Ladung ist

2
(&

Up = —/ dPy|E|? = . (7.5)
2 [x—y|>R 87TR

Sind Punktladungen (e;, x;) vorhanden, so ist die renormierte Energie

des Feldes

R—=0 |x—%;|>R

1 1
Upen = lim { = Px|E|? — 5 > el . (7.6)
™ -

Die renormierte Energie ist nicht mehr notwendig positiv. Divergen-
zen bei kurzen Abstdnden und ihre Beseitigung durch Renormierung
sind nicht auf die klassische Elektrodynamik beschrénkt, sondern tre-
ten auch in der Quantenelektrodynamik auf.

Die Positivitéit der elektrostatischen Energie in Abwesenheit von
Punktladungen fiihrt zu einer Charakterisierung von elektrostatischen
Feldern als Feldkonfigurationen mit minimaler Energie.

Satz: Sei ¢ eine Losung der Laplacegleichung in V' und sei ¢ eine
andere (geniigend glatte) Funktion, die auf OV mit ¢ dbereinstimmdt.
Dann gult

/d3x|gradz/1\2>/d3xlgrad<p|2 . (7.7)
v v

Beweis: Sei x =9 — ¢. Es gilt

/d3x|gradw|2:/d3x|gradg0|2+2/d3xgradgp-gradx+/ d*x|grad x|?
1% 1% 1% 1% (7.8)
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Anwendung der 1. Greenschen Identitédt auf den gemischten Term er-
gibt

/vd xgrad p-grad y = /av dF(x)(0n)Xx / x(Ap)x =0 . (7.9)

Daraus folgt die Behauptung.

Dieser Satz ermoglicht es, obere Schranken fiir die Matrix der Ka-
pazititskoeffizienten zu finden. Denn die Feldenergie ist gerade durch
% Zij ©iCi;p; gegeben, wenn ¢; das Potential auf dem ¢-ten Leiter ist.
Wir wihlen Funktionen v;, die auf dem i-ten Leiter den Wert 1 und
auf allen anderen den Wert 0 annehmen. Dann ist ¢ = Y. ¢;1; eine
Funktion, die auf dem Rand des Gebietes mit ¢ iibereinstimmt. Also

gilt
> 0iCip; <) 9iCie; (7.10)
ij ij

mit Cj; = [, d*xgradv; - grad¢;. Die Matrix C' ist also eine obere
Schranke fiir die Matrix C.

Eine &hnliche Aussage macht der Satz von Thomson. Nach diesem
Satz verteilen sich die Ladungen in einem Leiter gerade so, dass die
elektrostatische Energie minimal wird. Sei E das elektrostatische Feld
einer Anordnung von Leitern mit vorgegebenen Ladungen, und sei E’
ein anderes innerhalb von V' divergenzfreies Feld mit denselben Fliissen
durch die Leiteroberflichen,

/ E’-d2x:/ E-d*x Vi . (7.11)
V; ov;

/d3x\E’\2>/d3x]E\2 : (7.12)
\%4 \%

Dies folgt @hnlich wie oben aus dem Verschwinden des Terms

/d3xE Z/ -dF — /dgxgodiv (E'—E)
v v, v

(7.13)
Insbesondere sinkt die Feldenergie, wenn ein ungeladener Leiter in das
System eingefiihrt wird. Ein ungeladener Leiter wird also von einem
geladenen Leiter angezogen.

Dann gilt

8. Dielektrika

Im Gegensatz zu Leitern kénnen sich Ladungen in Isolatoren nicht
frei bewegen. Durch ein von auflen angelegtes Feld verschieben sich
die Ladungen etwas aus ihrer Ruhlage. Dadurch entstehen Dipole, die
man durch eine Dipoldichte (Polarisation) beschreiben kann. Um das
an einem Punkt induzierte Dipolmoment zu berechnen, muss man das
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elektrische Feld an diesem Ort kennen. Das elektrische Feld setzt sich
aus dem von auflen aufgreprgten Feld und dem Feld der anderen Dipole
im Isolator zusammen. Zur approximativen Berechnung benutzt man
die aus der statistischen Mechanik bekannte Molekularfeldndherung.
Dabei geht man davon aus, dass der Beitrag der anderen Dipole durch
ein mittleres Feld gegeben ist. In einem homogenen, isotropen Medium
denken wir uns eine kleine Kugel um den betrachteten Dipol herausge-
schnitten. Die Polarisation beschreibt dann eine Fldchenladung

oc=P-n (8.1)

am Rand der Kugel, wobei n den nach innengerichteten Normalenvek-
tor bezeichnet. Das elektrische Feld am Innenrand der Kugel ist also

E=E+ (P -nn, (8.2)

wobei E das Feld am Auflenrand der Kugel ist. Bei der Wechselwir-
kung mit dem Dipol im Mittelpunkt der Kugel wird dessen Beitrag
zum elektrischen Feld nicht beriicksichtigt, daher ist E’ im Inneren der
Kugel harmonisch und stimmt mit seinem Mittelwert iiber die Kuge-
loberflache iiberein. Der Mittelwert des Projektionsoperators |n)(n| ist
%1, also folgt
1

E =E+ §P : (8.3)

Sei p = f(E’) das durch das elektrische Feld E’ erzeugte Dipolmo-

ment, und sei np die Zahl der Dipole pro Volumen. Dann gilt fiir den
Zusammenhang zwischen Polarisation und elektrischem Feld

1
Nimmt man an, dass die Ladungen wie harmonische Oszillatoren ge-
bunden sind, dann ist die Auslenkung und damit das Dipolmoment

proportional zum elektrischen Feld,

p=aE (8.5)
mit der Beweglichkeit a. Aus
1
P =npa(E+ gP) (8.6)
folgt dann
(1-— %)P = npaE (8.7)
und damit
P=xE (8.8)
mit der Suszeptibilitét
npo
= . 8.9
X 1-— %nDa (8.9)

Es ist oft praktisch, die dielektrische Verschiebung
D=E+P (8.10)
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als weiteres Feld einzufithren. D erfiillt die Gleichung
divD = pgei (8.11)

wobei pge; den Beitrag der nicht gebundenen Ladungen zur Ladungs-
dichte bezeichnet. An Grenzflichen, an denen keine freien Ladungen
sitzen, ist die Normalkomponente von D stetig. Dagegen macht die
Tangentialkomponente einen Sprung.






KAPITEL II

Magnetostatik

1. Stationidre Strome

Magnetische Erscheinungen sind mindestens ebenso lange bekannt
wie elektrische. Ihre mathematische Beschreibung aber erwies sich lan-
ge Zeit als schwierig. Der Grund ist die Abwesenheit magnetischer La-
dungen.

Grundlegend fiir das Verstédndnis der Magnetostatik war die Beob-
achtung Oersteds (1819), dass ein stromdurchflossener Draht ein Ma-
gnetfeld erzeugt. Wir gehen daher von der Elektrostatik, in der alle
Ladungen ruhen, zu der Situation iiber, in der sich Ladungen bewegen.

Die Bewegung von Ladungen beschreibt man durch die elektrische
Stromdichte j. j ist ein Vektorfeld, das angibt, wieviele Ladungen pro
Zeiteinheit durch ein Flichenelement hindurchtreten,

dQ =j - d*xdt . (1.1)
Betrachtet man ein Gebiet V| so ist
d
| iax=-Zow) (1:2)
ov dt

wenn Q(V') die in V enthaltene Ladung ist. Diese Beziehung driickt die
Ladungserhaltung aus. Mit Hilfe der Ladungsdichte schreibt man

/ j~d2x+/ dBXQp(t,X) =0 . (1.3)
av y ot

Daraus erhélt man mittels des Gaulschen Satzes die sogenannte Kon-
tinuitédtsgleichung

0
vj+ —p= . 1.4
divj+ 5" 0 (1.4)

Man nennt einen Strom stationér, wenn p und j zeitunabhéngig sind.
Dann gilt
divij=0 |, (1.5)
oder fiir ein Gebiet V'
j-d’x=0 |, (1.6)
v
d.h., es flielen genauso viele Ladungen hinein wie hinaus.

Der elektrische Strom, der durch eine Fldche S hindurchtritt, ist
definiert als

](S):/Sj-d2x:/SdF(x)n-j : (1.7)

37
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wobei n das Normalenfeld auf S bezeichnet. Wir werden oft linienférmi-
ge Stromverteilungen betrachten. Dort fliefit der Strom I in geschlos-
senen Wegen v. Die Stromdichte ist dann

1 dy
i) = I/ ds—=0"(x = y(s)) (1.8)
o ds
fiir eine Parametrisierung [0,1] 3 s — y(s) von 7.

2. Krafte zwischen Stromen

Zwei stromdurchflossene Leiter iiben Kréafte aufeinander aus. Diese
Kréfte werden durch das Amperesche Gesetz beschrieben. Seien v; und
~vo zwei Leiterschleifen, in denen die Strome [; und I, flieen. Dann
wirkt auf die erste Schleife die Kraft

F— KL / (dx, - dg) X2
Y1 XY2 |)(1 - X2|
! ! dX1 ng X1 — X9
= —KILI d d . 2.1
1 2/0 51/0 82(d81 d82)|X1 —x2|3 ) ( )

mit Parametrisierungen [0,1] 5 s; — x;(s;) von v, ¢ = 1,2. k' > 0
ist hierbei eine Konstante. Das Verhéltnis k/k’ der Konstanten, die in
Coulombgesetz und Amperegesetz auftreten, hat die Dimension einer

Geschwindigkeit zum Quadrat. Messungen ergeben, dass \/g mit der

Lichtgeschwindigkeit c iibereinstimmt. Im SI-System definiert man als
die Einheit des Stroms das Ampere A, indem man setzt

N
K = 10—7ﬁ : (2.2)
Mit pg = 4nk!, eg = M(}CQ erhalt man dann
e EIL (2.3)
477'60 ’ Eolo ’ 47

Im Einklang mit unseren Konventionen aus der Elektrostatik setzen
WIr fig = oE = 1.

Das Auftreten einer Naturkonstanten mit der Dimension einer Geschwin-
digkeit in einem statischen Problem lasst zwei Deutungen zu:

e Die Gesetze der Elektrodynamik sind nicht in allen Inertial-
systemen
gleich.

e Die Vorstellungen der klassischen Mechanik iiber die Struktur
von
Raum und Zeit miissen revidiert werden.

Nachdem die erste Alternative durch Experimente ausgeschlossen war,
blieb nur die zweite Moglichkeit offen, die dann durch die spezielle
Relativitdtstheorie Einsteins ausgefiillt wurde.
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3. Magnetfeld(magnetische Induktion)

Ebenso wie in der Elektrostatik mochte man das Fernwirkungsge-
setz durch ein Nahwirkungsgesetz ersetzen. Als Ansatz fithrt man ein
Tensorfeld B;; ein, das mit der auf einen Teststromkreis wirkenden
Kraft iiber die Gleichung

Fp=1) / ;B (x) (3.1)

zusammenhéngt. Da in der Magnetostatik nur geschlossene Stromkreise
betrachtet werden, ist das Tensorfeld B;; durch diese Gleichung nur bis
auf einen Term der Form 8%1- f; bestimmt. Eine zusétzliche Information
liefert das auf den Stromkreis ausgeiibte Drehmoment. Wir setzen an

Nk = IZ/xidijjlgilk (32)
igl 77

mit dem total antisymmetrischem Tensor g;. Wir betrachten diese
Gleichung fiir einen sehr kleinen Stromkreis v, so dass Bj bei der
Integration iiber v als konstant angesehen werden kann. Sei m;; =
If7 x;dx;. my; /I ist der von der Projektion von ~ auf die (ij)-Ebene
eingeschlossene orientierte Fliacheninhalt. Es gilt daher m;; = —mj;,
und wir setzen

1
my = 5 Z 6ijkm1~j . (33)
ij

Man nennt den Vektor m das magnetische Moment des Stromkreises
(I,7). Einsetzen in (3.2) liefert (mit m;; = >, €ijumi)

N, = Z€Z‘jlml8jn€ink
ijln
= Z(éjnélk - 5jk51n)m18j”
jln

= ) (miBj; —m;By)

J
Man findet

By = | (dy =Y gy, B 3.4
j 4w/7/(y|x—y|3 yﬂ|x—y|3> (34

Der 2. Term ist von der Form % f; und tragt daher nicht zur Kraft auf

den Stromkreis (I,v) bei. Das Tensorfeld B ist antisymmetrisch, hat
also nur 3 unabhéngige Komponenten. Wir fiihren jetzt das Magnetfeld
B (auch magnetische Induktion genannt) ein durch

1
1]
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Wir erhalten
N=mxB (3.6)

mit

1 X—y
B(x)=—1I'[ d . .
R e (37

(Biot-Savartsches Gesetz). Der Zusammenhang mit dem Ampereschen
Gesetz ist

1 X—Yy
F:]/dxxB(x):—[]'/ dx x (dy X )=
. 4 X! Ix —y|?
1 X—Yy 1 X—y
L / (dx - \dy — 11" / (dx - dy) L (38)
4 X! Ix —y|? 4 e Ix —y|?

wobei der erste Term als Integral eines Gradienten iiber einen geschlos-
senen Weg verschwindet.

Wie in der Elektrostatik gilt auch in der Magnetostatik das Superposi-

tionsprinzip, dass Felder verschiedener Stromkreise sich ungestort iiber-
lagern. Wir beschreiben nun eine allgemeine stationére Stromverteilung
durch eine Stromdichte j mit divj = 0. Das erzeugte magnetische Feld
ist |
. X—y
B(x)=— [ & X —— 3.9
) = 3= [ Ay ity < 2= (39

— 1
= — —QOT n n X or =
pE g adx|x_y‘ und von a x grad f

—rot af fiir konstantes a, konnen wir auch schreiben
B(x) = rot A(x) (3.10)

Ax) = = / sy ) (3.11)

T ar x —y]
Ein Vektorfeld A mit der Eigenschaft rot A = B heifit ein zu B
gehorendes Vektorpotential. Wegen divrot = 0 folgt

divB = 0 (3.12)

Unter Benutzung von

mit

oder in integraler Form

/ B-d’x=0 (3.13)
ov

Diese Gleichung besagt, dass es keine magnetischen Ladungen gibt. Sie
entspricht der Gleichung rot E = 0 in der Elektrostatik.

Als néchstes berechnen wir rot B. Wir nutzen dabei aus, dass sich
der Laplaceoperator auf Vektorfeldern in der Form

A = grad div — rotrot (3.14)
schreiben l&sst. Setzen wir B = rot A mit dem oben angegebenen Vek-

torpotential A, so gilt wegen

1 1

. 1 , 1 ,
divA(x) = — / d’y j(y)-grad = dSY.](Y)'gradyH

47 x—y|  4r
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1

1
= — [ &y divj = 1
ol I 1VJ(Y)|X_y| 0 (3.15)
die Gleichung
rot B =rot rot A = —-AA=j . (3.16)

Diese Gleichung heifit Amperesches Durchflutungsgesetz und stellt in
Analogie zum GauBschen Gesetz den Zusammenhang zwischen Strom
und Magnetfeld her. Die integrale Form lautet

/ B.dx = I(S) . (3.17)

4. Vektorpotential und Eichtransformationen
Die beiden Gleichungen
divB=0 , rotB=j (4.1)

sind die Grundgleichungen der Magnetostatik. Wie in der Elektrosta-
tik wollen wir alle Losungen dieses Gleichungssystems als physikalisch
erlaubte Magnetfelder ansehen.

In zusammenziehbaren Gebieten ist die erste Gleichung dquivalent
zur Existenz eines Vektorpotentials A mit rot A = B (Poincarésches
Lemma). A ist durch B nicht eindeutig bestimmt. Sind A; und A,
zwei Losungen der Gleichung rot A = B, so gilt

rot (Al - AQ) =0 s (42)

d.h. es gibt eine skalare Funktion A mit grad A = A; — A,. Die Trans-
formation A — A + grad A dndert das Magnetfeld nicht und wird
Eichtransformation genannt.

Wir setzen jetzt B = rot A in das Amperesche Durchflutungsgesetz
ein und erhalten

rot tot A = —AA +grad divA=j . (4.3)

Wir nutzen die Eichfreiheit bei der Wahl von A aus, um div A beliebig
vorzugeben. Sei A’ ein Vektorfeld mit rot A’ = B. Wir suchen eine
Funktion A, so dass das eichtransformierte Vektorpotential A = A’ +
grad A die Bedingung

divA=f (4.4)
erfiillt. A erhédlt man dann als Losung der Poissongleichung
AN = f—divA’ (4.5)

Wéhlt man div A = 0 (Coulombeichung), so erfiillt A in jeder Kom-
ponente die Poissongleichung

AA =—j | (4.6)
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und als Losung, die (bei Stromverteilungen mit kompaktem Triager) im
Unendlichen verschwindet, erhélt man
1 iy)
Ax)=— [ Py—" 4.7
o) = 5= [ v (4.7

also die bereits angegebene Form des Vektorpotentials.

5. Das Vektorpotential einer lokalisierten
Stromverteilung

Sei j eine gegebene Stromverteilung, die ganz in dem Gebiet V =
{x € R3, |x| < R} lokalisiert ist. Wir interessieren uns fiir das Verhalten

des magnetischen Feldes bei groffen Absténden. In der Formel fiir das
x|

Vektorpotential konnen wir ﬁ nach Potenzen von 5 entwickeln,
1 1 x|, xy
=) =) Al ) - (5.1)
x =yl ; iyl yl” xlly

Fiir den Term der Ordnung [ = 0 ergibt sich

Ao(x) = — /fww>. (5.2)

Ar|x|

Dieser Term (der Monopolterm) verschwindet, da sich die Komponen-
ten des Integranden wegen div j = 0 als Divergenzen eines Vektorfeldes
mit kompaktem Trager schreiben lassen, j, = divy.j. Fiir den Dipol-
term (I = 1) ergibt sich

:jﬁﬁffwwa>. (5.3)

Wir kénnen diesen Ausdruck in der folgenden Weise umformen. Der
Tensor

A (x)

My = /dgyyijk(Y) (5.4)
ist antisymmetrisch. Denn
Mk, + Mgy = /d3}’(yijk + Yrji) = /d3ydiv (yiyd) =0 . (5.5)
Wir definieren daher m;, = %Zw €ijkM;j oder
m = %/d?’yy X j (5.6)

als das magnetische Moment der Stromverteilung. Fiir eine linienférmi-
ge Stromverteilung stimmt die oben angegebene Definition mit der bei
der Einfiihrung des magnetischen Feldes gegebenen Definition iiberein.
Denn sei j(x) = I [ dyé®(x — y). Dann ist

m:g/d?’xxx(/dyd?’(x—y)):g/yxdy G
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Fiir das Vektorpotential erhalten wir

 mxx
C 4rfx]3

A1 (X)

und das zugehorige Magnetfeld ergibt sich zu

1
Bi(x) =rot Ay(x) = EV X (m X %)
1 X 1 X

1

1
= md*(x) + —grad (m - grad ]

ppm ) (5.9)
Es unterscheidet sich also von dem entsprechenden elektrischen Feld
eines elektrischen Dipols durch ein Vielfaches der Deltafunktion. By ist
der fiir groe Absténde fithrende Anteil des magnetischen Feldes der
Stromverteilung j. Wir kénnen auch eine Stromverteilung angeben, fiir
die B; das exakte Magnetfeld ist, nimlich jo(x) = rot md3(x). Diese
Stromverteilung léasst sich als Grenzfall der skalierten Stromverteilun-
gen ja(y) = Mj(Ay) fiir A — oo verstehen, d.h. fiir jedes Testvektorfeld
f gilt

tim [ i) - £y) = merot£(0) (5.10)

Wir betrachten nun den Fall, dass der Strom aus geladenen Teilchen
der Masse M und der Ladung e besteht. Sei py die Teilchenzahldichte
und v das Geschwindigkeitsfeld. Dann ist die elektrische Stromdichte

(%) = epn(x)v(x) (5.11)
und die Massenstromdichte (Impulsdichte)
() = Mon(x)vi(x) = () (512)
Mit der Massenstromdichte verbunden ist der mechanische Drehimpuls
L= [dyyxiuly) = Zm (5.13)

Der Faktor 537, der magnetisches Moment und Drehimpuls verkniipft,
heiffit gyromagnetisches Verhéltnis.

Bei Elementarteilchen ist der Zusammenhang zwischen Eigendre-
himpuls (Spin) und magnetischem Moment komplizierter. Fiir das Elek-
tron ergibt sich

e
m =gz ML (5.14)
mit g = 2. Die Abweichung g — 2 lésst sich mit grofler Genauigkeit in

der QED berechnen.
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6. Dipol im Adufleren magnetostatischen Feld

Auf einen magnetischen Dipol m am Ort x wirkt im magnetischen
Feld B eine Kraft und ein Drehmoment. Dem Dipol entspricht die
Stromverteilung

j(y) =rot ymé&*(y —x) . (6.1)
Die auf den Dipol wirkende Kraft ist

F= /d3yj(Y) x B(y)
:i/fﬂvyxmﬁ@—XDXBW)

- /dBY(B(Y) - Vyd*(y —x))m — (B(y) - m)Vy6°(y — x)
= (—mdiv B(x) + grad (m - B(x))

=grad (m-B(x)) . (6.2)
Diese Kraft ist konservativ, das zugehorige Potential ist
V(x)=(—m-B(x)) . (6.3)

Wie wir spéter sehen werden, ist dieses Potential auf Grund des Induk-
tionsgesetzes nicht die Gesamtenergie des magnetischen Feldes. Fiir
atomare Systeme, in denen sich das magnetische Moment nicht stetig
dndern kann, beschreibt es aber die richtige Wechselwirkungsenergie
zweier Dipole

1 1
—E(II'MV)(IHQV)E 5

wenn X der Verbindungsvektor der beiden Dipole ist. Bis auf den Delta-
funktionsanteil stimmt dieser Ausdruck mit dem entsprechenden Aus-
druck fiir die Wechselwirkungsenergie zweier elektrischer Dipole iibe-
rein. In der Atomphysik wird der Deltafunktionsanteil z.B. in der Hy-
perfeinstruktur der s-Niveaus sichtbar (Wechselwirkung zwischen den
magnetischen Momenten von Kern und Elektron). Hierbei kommt es
auf den rotationsinvarianten Anteil der Wechselwirkungsenergie an.
Der rotationsinvariante Anteil von 0;0; ist %%A, also ergibt sich fiir
den rotationsinvarianten Anteil von V'
V=-m; my 6(x)§ . (6.5)

Beobachtet wird dieser Effekt in der astrophysikalischen 21cm-Linie.

Das auf eine Stromverteilung j im Magnetfeld B wirkende Drehmo-
ment beziiglich des Ursprungs ist

N — / dy(y x (i(y) x B(y)))

V = —m; - myd*(x)

(6.4)

1

:§/fﬂyXGXm—jXWXBH
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+l/d3y{yx(j><B)+j><(y><B)}

2
Der erste Term ergibt nach der Jakobiidentitét
1 .
5 [ vy <3 < Bly) (6.6
Im Limes punktformiger Stromverteilungen wird dieser Term zu
m x B(x) (6.7)

also dem Ausdruck, den wir bei der Einfiihrung des magnetischen Fel-
des bereits benutzt haben. Die i-Komponente des zweiten Terms ist

1 ) . 1 . .
5 Z /d3Y<yn]k+ykjn)Bl5klm€nmi == 5 Z /dgydlv (ynyk.])Blgk’lmgnmi

klmn klmn

1 .
T2 Z /dgy YnYrd - grad BiegimEnma (6.8)

klmn
Im Limes punktférmiger Stromverteilungen am Ursprung verschwindet
dieser Term. Sitzt das magnetische Moment am Punkt x, so ergibt sich
als Beitrag zum Drehmoment N = x x grad (m - B(x)).

7. Supraleiter

Oft ist die Stromverteilung nicht von vornherein bekannt, so dass
das Magnetfeld nicht einfach durch Integration bestimmt werden kann.
In magnetisierbaren Stoffen kann eine Magnetisierung M (magneti-
sches Moment pro Volumen) vorliegen, mit einer Stromdichte

Jm=r1otM . (7.1)

Man spaltet den Strom dann auf in einen vorgegebenen Anteil j, und
den Magnetisierungsstrom j,, und schreibt das Durchflutungsgesetz in
der Form

rot (B — M) = jo (7.2)
Mit H = B — M nimmt es dann die Form
rot H = jj (7.3)

an. Aus historischen Griinden wird H manchmal als Magnetfeld be-
zeichnet, eine Konvention, an die wir uns nicht halten wollen.

An Grenzflachen, an denen j, verschwindet, sind die Tangential-
komponenten von H und die Normalkomponente von B stetig. Zur
Losung der statischen Grundgleichungen bendétigt man zusétzliche In-
formationen iiber M.

Eine etwas andere Situation liegt beim Supraleiter vor. Supralei-
ter sind Stoffe (typischerweise Metalle, aber auch einige Keramiken bei
tiefen Temperaturen), die durch den Meifiner-Ochsenfeld-Effekt cha-
rakterisiert werden. Ein magnetisches Feld kann nur bis auf eine sehr
kurze Distanz (die Eindringtiefe A) in den Korper eindringen (typische
Werte von A liegen zwischen 100 und 200 Angstrom).
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Betrachten wir den idealisierten Fall, dass die Eindringtiefe ver-
schwindet. Dann verhalten sich Supraleiter bei magnetischen Feldern
dhnlich wie Leiter bei elektrischen Feldern.

Sei das Gebiet V' durch einen Supraleiter ausgefiillt. Dann gilt B =
0 innerhalb von V. Wegen

rot B =j (7.4)
ist j = 0 innerhalb von V. Auf dem Rand 0V gilt wegen divB = 0
n-B=0 (7.5)

mit dem Normaleneinheitsvektor von V. Aus rot B = j folgt, dass bei
nicht verschwindendem Magnetfeld aulerhalb an der Oberflache des
Supraleiters ein Oberflichenstrom fliefit. Es gilt

/B-dx:/j-d2x (7.6)
oS S

fiir ein Flachenstiick S. Wir wihlen jetzt einen Weg ~ auf 0V mit
Parametrisierung x(s), s € [0, 1], und betrachten die Fldchen

Se = {x(s) + un(x(s)), (u, s) € [—e,¢e] x [0,1]} . (7.7)

Der Strom j ist auf 0V konzentriert, er hingt daher mit der Flachenstrom-
dichte g in der folgenden Weise zusammen,

60 = [ dF@R®Px-y) (79
wobei g ein Vektorfeld auf OV ist, das tangential gerichtet ist. Es gilt
li_{r(l) j‘d2X:/7g~(n><dx):[(gxn)dx , (7.9)

also gilt auf 9V
B=gxn (7.10)

und wegen g -n =0
nxB=g . (7.11)

Wir betrachten als einfaches Beispiel eine Kugel aus supraleitendem
Material. AuBlerhalb der Kugel ist rot B = 0. Es gibt daher eine skalare
Funktion ¢, (das magnetische Potential) mit

B = —grad ¢,, (7.12)

auflerhalb der Kugel. Die Randbedingung auf der Kugel ist 0,4, = 0.
©m ist eine Losung der Laplacegleichung. Sie ist eindeutig bestimmt,
wenn ihr Verhalten bei co bekannt ist.

Ist B = 0 bei 00, so erfiillt ¢, = 0 alle Bedingungen, also ist B =0
iiberall und g = 0. Geht B — B, = const fiir |x| — 00, so findet man
eine Losung in der folgenden Weise:

o1 = —By - X = —Byrcosf (7.13)
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(Bso = |Bool, (1,0, ¢) Kugelkoordinaten mit z-Achse in Richtung B,)
ist eine Losung der Laplacegleichung mit den richtigen Randbedingun-
gen bei oco. Durch Spiegelung an der Sphére {|x| = R} erhélt man eine
Losung der Laplacegleichung fiir x # 0,

R
o = —Bg -x(m)?’ = — B R*r?cosf (7.14)

die bei oo verschwindet. Es gilt

0
Ontp1 = Egol = — B cosf (7.15)
und ,
0 R
= —y=2B | = 1
Onpr = -2 o (r) cosf (7.16)
daher erfiillt
1
Pm = P14 5P (7.17)

die geforderten Randbedingungen bei r = R. Das Magnetfeld ergibt

sich zu
3

R X
B(x)=B — B, —
(x) 0o T 5 grad (Boo ‘X’:a)

Das Zusatzfeld ist also dasjenige eines magnetischen Dipols mit dem
Moment

(7.18)

3
m= VB . (7.19)

wobei V' das Volumen der Kugel bezeichnet. (Man vergleiche dieses Re-
sultat mit dem elektrischen Dipolmoment, das ein asymptotisch kon-
stantes elektrisches Feld in einer leitenden ungeladenen Kugel induziert,
p = —3VE. (Abschnitt 1.6).)

Wir wollen nun die Flachenstromdichte berechnen. Es gilt

g = %(X X By) . (7.20)

Wir wollen dieses Ergebnis mit dem Feld einer Kugel vom Radius R
vergleichen, die mit der homogenen Flachenladungsdichte o geladen ist
und sich mit der Winkelgeschwindigkeit < dreht. Der Oberflachenstrom
ist dann

g=0Wd XX . (7.21)
Der Superstrom, der von B, induziert wird, besteht also in einer Ro-

tation der zugehorigen Ladungstriger um die Richtung von B.,. Der
damit verbundene Drehimpuls ist

L=—- 7.22
“m (722)

wobei M die Masse und e die Ladung der supraleitenden Ladungs-
trager sind. Da das duflere Magnetfeld aber keinen Drehimpuls auf
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die Kugel ausiibt, muss in einer drehbar aufgehédngten Kugel das Git-
ter der Metallionen in umgekehrter Richtung rotieren, damit der Ge-
samtdrehimpuls verschwindet. Dieser gyromagnetische Effekt konnte
tatsichlich nachgewiesen werden (Einstein-de Haas-Effekt).

Als néchstes Beispiel betrachten wir einen unendlich langen zylin-
drischen Supraleiter. Wieder gilt rot B = 0 auflerhalb des vom Supra-
leiter ausgefiillten Gebietes V. Das Komplement von V' ist aber nicht
einfach zusammenhéngend, so dass ein eindeutiges magnetisches Po-
tential nicht existiert.

Wir fithren Zylinderkoordinaten (7, ¢, z) ein. Der Zylinder sei gege-
ben durch

V=A{(r,¢,2)|r <R} (7.23)

Das Gebiet V' = {(r,¢,2)|r > R,0 < ¢ < 2w} ist einfach zusam-

menhéngend. Dort existiert daher ein magnetisches Potential mit den
Randbedingungen

0Pm

or

=0 ,r=R (7.24)
und

Om(1r,0,2) — pm(r,2m, 2) = / B-dx=1 |, (7.25)
a5
wobei S eine Fléche ist, die den Zylinder einmal schneidet, den Punkt
(r,0,z) am Rand enthédlt und in Richtung der z-Achse orientiert ist.
I ist der im Supraleiter in Richtung der z-Achse flielende Strom. For-
dert man jetzt zusétzlich, dass ¢, und seine Ableitungen fiir r — oo
geniigend schnell verschwinden, so ist das Randwertproblem fiir ¢,
eindeutig l6sbar.

Der Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten lautet

A 0? 10 1 02 0?

- or? * ror i r2 0¢? * 0z?

Als Losung mit den gewiinschten Randbedingungen findet man

me(n ¢7 Z) = _%]Qﬁ . (727)

Das Magnetfeld ergibt sich aus der infinitesimalen magnetischen Span-
nung

(7.26)

1
B dx = —dy,, = —Id 7.28
| x pm = 5 1do (7.28)
also B, = —1 Szlfrf, B, =1 C;:f’, B, = 0. Es hat also kreisformige Feldli-

nien um die Zylinderachse. Der Oberflichenstrom ist

g=nxB= (7.29)

27rReZ ’
e. Einheitsvektor in z-Richtung, er verteilt sich also, wie zu erwarten,
gleichméfBig iiber den Umfang des Zylinders.

Wir wollen jetzt versuchen, das Randwertproblem der Magnetosta-
tik im Prinzip zu l6sen, so wie es uns fiir die Magnetostatik bereits
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gelungen ist. Wir betrachten einen zusammenhéngenden Supraleiter,
der das Gebiet V' ausfiillt. Der Rand 0V von V ist homGomorph zum
Rand einer Kugel mit n Henkeln, wobei n+1 der Zusammenhangsgrad
von OV ist, n > 0. Wir kénnen n orientierte Flachenstiicke .S; im Kom-
plement von V finden, die die n Locher des Supraleiters schliefen, so
dass das Komplement V' von V U, S; einfach zusammenhéngend ist.
Weiter gibt es auf OV n geschlossene Kurven -y;, die jeweils eine der
Flachen S; einmal von unten nach oben schneiden, |y; N .S;| = J;;.
Wir betrachten jetzt die Groflen

I = / B dx (7.30)
3

k3

(den Strom durch den von ~; begrenzten Querschnitt von V') und

P, = / B - d*x (7.31)
S
(den magnetischen Fluss durch S;). Je nach experimenteller Anordnung
kann /; oder ®; vorgegeben werden.

Auf V' existiert jetzt ein magnetisches Potenial ¢, mit den Eigen-
schaften

(1) Onpm = 0 auf OV.
(ii) ¢ — ¢, = I; auf S; (bei vorgegebenen Stromen) oder
o — @, = const auf S; und — fSi OnpmdF = ®; (bei vorge-
gebenen Fliissen).
(iii) ., und grad ¢,, fallen im Unendlichen geniigend schnell ab.

Die Losung dieser Randwertprobleme ist eindeutig. Denn sei v die Dif-
ferenz zweier Losungen. 1) ist eine Losung der Laplacegleichung, die bei
unendlich verschwindet, deren Normalableitung auf 0V verschwindet
und die auf S; die Bedingungen erfiillt

V=T (7.32)
(bei vorgegebenen Stromen) oder
YT~ =const , / Ontp =0 (7.33)
Si

(bei vorgegebenen magnetischen Fliissen). Es gilt

_ _ 2 _ + _
0= [ wav== [ lgaave = [ vaw -3 [ @* v o

(7.34)
und daher grad ¢ = 0.
Man kann jetzt (analog zu den Kapazitatskoeffizienten in der Elek-

trostatik) die Induktivitatskoeffizienten definieren durch
O =Y Lyl . (7.35)
J



50 II. MAGNETOSTATIK

Auch die Matrix der Induktivitéitskoeffizienten ist positiv definit und
symmetrisch.

Wir wollen jetzt an einem Beispiel den von einem dufleren Strom in
einem Supraleiter induzierten Oberflachenstrom diskutieren. Der Halb-
raum {x > 0} sei von einem Supraleiter ausgefiillt. j sei eine stationire
Stromverteilung im Halbraum {z < 0}.

Wegen des Meifiner-Ochsenfeld-Effekts verschwindet das Magnet-
feld B fiir z > 0. Da die Normalkomponente —B, an der Oberflache
stetig ist, gilt B, = 0 fiir z = 0. Diese Bedingung ist automatisch
erfiillt, wenn das Vektorpotential A an der Oberfliche in x-Richtung
zeigt.

In Analogie zur Methode der Spiegelladungen in der Elektrostatik
machen wir den Ansatz, dass das von den Oberflichenstrémen erzeug-
te Vektorpotential im linken Halbraum durch einen Spiegelstrom im
rechten Halbraum erzeugt werden kann. Sei S die Spiegelung an der
Ebene z = 0. Dann setzen wir

1 /dgyj(Y) — Sj(Sy)

Alx) = —
&) 4 Ix —yl

L 1 >0 . (7.36)

A erfiillt die Gleichungen AA = —j und divA = 0 im Halbraum
1 < 0. Auf der Fliche z; = 0 gilt wegen Sx = x, dass SA = —A ist.
A zeigt daher in x-Richtung, und B, verschwindet. Das Magnetfeld an
der Oberfliache ist also wie gefordert tangential gerichtet. Man findet

Bx) = 1 [ @y -SiSy) 2 = = [Pyl <ty
(7.37)

wobei [a] die Projektion von a auf die y-z-Ebene bezeichnet. Der indu-
zierte Oberfléchenstrom ist

B9 = (—e. % B)) = 5 [ dy (i) + 1y (x ~¥))
(7.38)

Betrachten wir als Beispiel einen linienférmigen Strom I, der im
Abstand d von der Grenzfliche in die y-Richtung flieft. Dann flieit
auch g in die y-Richtung. Man erhéalt

Id [~ 3
g2(x) = ds(d* + 0% +s%)72 | (7.39)

5 .

wenn v d? + 02 der Abstand zwischen x und dem Stromfaden ist. Wir
setzen s = v d? + 0%y und finden

(%) = —Wip)/_@ du(l +u?)3 | (7.40)

[e.9]
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Das Integral berechnen wir mit der Substitution v = tan . Dann ist

du = Coi(zla und 1+ u? = (3051201' Folglich erhalten wir
/ dU(l + u2)_% = /2 dacoso = 2 , (741)
o _z
und damit
Id

g2(x) = D] (7.42)

Der insgesamt induzierte Strom ist

I ——Jlfoodai——ﬁ/gda——f (7.43)
ind — ) d2+(527 T x = y .

wobel wir § = d tan o substituiert haben. Der induzierte Strom ist also

dem erzeugenden Strom entgegengesetzt gleich. Insbesondere stoit ein
Supraleiter also einen anderen Stromkreis ab.






KAPITEL IIT

Maxwellgleichungen

1. Das Faradaysche Induktionsgesetz

1831 entdeckte Faraday das Induktionsgesetz: ein zeitlich verdnder-
liches magnetisches Feld erzeugt in einem geschlossenen Leiter einen
Strom. Ursache dieses Stroms ist ein elektrisches Feld. Ist v die Leiter-
schleife, so ergibt sich quantitativ

/E-dx:—k"i/Bwa : (1.1)
A it Jg

wenn v die Flache S im positiven Sine umrandet. Die im Induktions-
gesetz auftretende Konstante k" ldsst sich durch die bereits bekannten
Konstanten ausdriicken. Dies kann man in der folgenden Weise einse-
hen.

Wir betrachten ein Magnetfeld, dessen Zeitabhéngigkeit durch

B(x,t) = Bo(x + vt) (1.2)

gegeben ist, etwa indem sich die erzeugende Stromverteilung mit der
konstanten Geschwindigkeit —v bewegt. Dann gilt

4 B-d2X=/(V-V)B0-d2X . (1.3)
Mit (v-V)Bg = (V:-Bg)v—V x (v x Bg) und V- By = 0 folgt

d 2

— | B-dx=— [ (vxBg) -dx . (1.4)

dt Js os

v X By ist aber gerade die Kraft, die auf eine FEinheitsladung wirkt, die
sich im Magnetfeld By mit der Geschwindigkeit v bewegt. Nach den
Gesetzen der klassischen Mechanik bleibt die Kraft gleich, wenn man in
ein anderes Inertialsystem geht (Galilei-Invarianz). Im System, in dem
die Ladung ruht und das Magnetfeld sich mit der konstanten Geschwin-
digkeit —v bewegt, interpretieren wir die Kraft v x By als elektrisches
Feld E und erhalten daher einen Spezialfall des Induktionsgesetzes mit
k' =1.

Wir werden spéter sehen, dass die Galilei-Invarianz in der Elektro-
dynamik nicht gilt, so dass die obige Argumentation nicht ganz iiber-
zeugend ist. Die Galilei-Invarianz gilt aber im Limes kleiner Geschwin-
digkeiten; dies reicht aus, um die Konstante k” zu fixieren.
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Die differentielle Form des Induktionsgesetzes lautet
0
rotE+ —=B=0 . 1.5
o (1.5)
Man kann diese Gleichungen in &hnlicher Weise wie die statischen Glei-
chungen verstehen, indem man zu einer vierdimensionalen Beschrei-

bung iibergeht, in der die Zeit die vierte Dimension ist. Wir werden
spater darauf zuriickkommen.

2. Maxwellsche Erginzung

Aus dem Ampereschen Durchflutungsgesetz
rot B =j (2.1)

folgt divj = 0. Andererseits gilt wegen der Erhaltung der elektrischen
Ladung die Kontinuitatsgleichung

divj+%p=0 . (2.2)

Das Amperesche Durchflutungsgestz kann also bei zeitlich verdnderli-
cher Ladungsdichte nicht mehr richtig sein. Nach dem Gaufschen Ge-
setz ist

p=divE | (2.3)
also gilt
)
div(j+ =E)=0 . 2.4
V(i + o B) (2.4

Maxwell verdnderte daher das Amperesche Durchflutungsgesetz, indem
er auf der rechten Seite den sogenannten Verschiebungsstrom %E hin-
zufiigte (Maxwellsche Ergidnzung). Damit erhdlt man

0
tB——E=j . 2.
1o Py j (2.5)

Um uns eine Vorstellung von der Groflenordnung der Maxwellschen
Ergénzung machen zu konnen, betrachten wir die folgende Situation:
ein homogenes elektrisches Feld im Innern eines Zylinders mit Radius
r werde gleichméfig in der Zeit ¢t von 0 auf F gesteigert. Das dadurch
am Rand des Zylinders verursachte Magnetfeld hat die Stéarke

r
B = QtE . (2.6)
Auf eine Punktladung e, die sich mit der Geschwindgkeit v parallel zur
Zylinderachse bewegt, wirkt daher die Lorentzkraft mit der Stéarke
r
evB = eEth . (2.7)
Solange v und g; klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 sind, ist
diese Kraft klein gegen die elektrische Kraft eE. Ein direkter Nachweis
des Verschiebungsstroms ist daher schwierig. Wir werden aber sehen,
dass dieser Zusatzterm verantwortlich fiir das Auftreten elektromagne-
tischer Wellen ist.
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3. Maxwellgleichungen; die Wellengleichung

Wir haben jetzt das folgende Gleichungssystem fiir die Elektrody-
namik gefunden:

0
rotE+ —B =0

ot
(i)
divB =0
(iii)
divE =p

0
t B - _E — ]
ro ; J

Diese 4 Gleichungen nennt man die Maxwellgleichungen. Sie bilden die
Grundlage fiir die gesamte Elektrodynamik.

Einen ersten Eindruck iiber die Aussagekraft dieser Gleichungen ge-
winnt man, indem man die erste Gleichung nach der Zeit differenziert,

0 0?
0=ro0t —E+—B . 3.1
R TR T 8:1)
Einsetzen der vierten Gleichung ergibt

0? )
0 =rotrot B + @B —rotj . (3.2)

Mit A = graddiv — rotrot und div B = 0 folgt
OB = rotj (3.3)

mit dem d’Alembert-Operator [ = g—; — A. Diese Gleichung ist die
inhomogene Wellengleichung. Eine entsprechende Rechnung fiihrt fiir
das elektrische Feld auf die inhomogene Wellengleichung

0.
OE = —(grad p + Py )
Die zugehorigen homogenen Gleichungen besitzen nichttriviale Losun-
gen, die elektromagnetischen Wellen. Der Nachweis dieser Wellen durch
Hertz lieferte die entscheidende Bestéatigung fiir die Maxwellgleichun-

gen.

(3.4)

4. Potentiale und Eichtransformationen

Die Maxwellgleichungen stellen ein System von 8 gekoppelten li-
nearen partiellen Differentialgleichungen dar. Um sie bei vorgegebenen
Strom- und Ladungsdichte zu l6sen, kann man folgendermaflen vorge-
hen. Zunéchst betrachtet man die beiden homogenen Gleichungen. Aus
div B = 0 folgt die Existenz eines Vektorpotentials A mit

rotA=B . (4.1)
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Setzt man diesen Ausdruck fiir B in das Induktionsgesetz ein, so erhélt
man
0
rot (E + aA) =0 . (4.2)

Also gibt es wie im statischen Fall ein skalares Potential ¢ mit
0
—gradp = E + aA . (4.3)

Sind ¢ und A beliebig vorgegeben, so 16sen E = —grad ¢ — %A und
B = rot A die homogenen Maxwellgleichungen. Die vierkomponentige
GroBe (¢, A) nennt man das elektromagnetische Potential.

Wir setzen die gefundenen Ausdriicke fiir das elektromagnetische
Feld (E,B) in die beiden inhomogenen Maxwellgleichungen ein und
erhalten

—Ayp — %divA =p , (4.4)
und mit rotrot = graddiv — A
—AA+8—2A+ ad (di A+2 )=1] (4.5)
BYe gr iv 50 =3 - :

Die Wahl der Potentiale ist nicht eindeutig durch die elektromagneti-
schen Felder bestimmt. Ersetzt man A durch A + grad A und ¢ durch
©— %A mit einer skalaren Funktion A(t,x), so ergeben sich dieselben
Felder. Transformationen dieser Art nennt man Eichtransformationen.
Man kann die Eichfreiheit dazu benutzen, die Gleichungen fiir die
Potentiale zu vereinfachen. Eine beliebte Eichung ist die Lorentzei-
chung
div A A 0 4.6
ivA+ 57 = ) (4.6)
In diesem Fall erhélt man 4 entkoppelte inhomogene Wellengleichun-
gen,
OA =j (4.7)
und
Op=p . (4.8)
Man erreicht die Lorentzeichung in der folgenden Weise. Sei (¢, A) ein
beliebig vorgegebenes elektromagnetisches Potential. Gesucht wird eine
skalare Funktion A, so dass

0
(¢, A) = (p = 5-A A+ grad A) (4.9)

die Lorentzeichung erfiillt. Dies bedeutet, dass A die inhomogene Wellen-
gleichung

DA = divA + %go (4.10)

erfiillen muss.
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Eine weitere beliebte Eichung ist die bereits besprochene Coulom-
beichung (auch Strahlungseichung genannt),

divA =0 . (4.11)

Das skalare Potential ¢ erfiillt dann wie im statischen Fall die Poisson-
gleichung. Fiir eine im endlichen konzentrierte Ladungsverteilung p ist
die im Unendlichen verschwindende Losung

ot X) = / iy LY) (4.12)

o [x— |

Das Potential héngt also nur von der Ladungsverteilung zur selben
Zeit ab. Dies scheint im Widerspruch zu stehen zu der noch zu bespre-
chenden Kausalitéitseigenschaft der Elektrodynamik, dass sich namlich
Signale nur mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen. Die Auflésung
des Widerspruchs besteht darin, dass das Potential selbst keine beob-
achtbare Grofle ist. Wir werden sehen, dass fiir die daraus abgeleiteten
Felder die Kausalitédtsbedingung erfiillt ist.

Wir setzen jetzt die gefundene Losung fiir ¢ in die Gleichung fiir
A ein und erhalten mit %p = —div]j, graddiv = rotrot + A und
AL = —4m53 (x)

x|

DA = ji, (4.13)
wobei j;., der ,transversale Anteil des Stroms, definiert ist durch

1 i(t
junlt,x) = rotrot - [ j(t:y)
Am x—y|

Jjur hat wegen div j;, = 0 nur 2 unabhéingige Komponenten, die den
beiden physikalischen Freiheitsgraden einer elektromagnetischen Welle
mit vorgegebenem Wellenzahlvektor entsprechen. Im allgemeinen ist
Jj#r eine nichtlokale Funktion von j. Im Fall divj = 0 stimmt j; mit j
iiberein.

Eine weitere oft verwendete Eichung ist die temporale Eichung ¢ =

(4.14)

0.

5. Vierdimensionale Formulierung der
Maxwellgleichungen

Integriert man das Induktionsgesetz

d
/E-dx+—/B-d2x:0 (5.1)
5 dt Jg

iiber die Zeit von ¢; nach t,, so erhédlt man

to
/ dt/ dx -E + / B- dQX‘tth — / B- al2x‘t:t1 =0 . (5.2)
t as s s

Die linke Seite lasst sich als Integral des elektromagnetischen Feldes
iiber die geschlossene 2-dimensionale Fléache

S = [t1,ts] x DS U {t2} x SU{t,} x (=9) (5.3)
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im R* = RxR? interpretieren, wobei der erste Faktor R die Zeit und der
zweite Faktor R® den Raum beschreibt (—S ist S mit umgekehrter Ori-
entierung). Ist allgemein eine 2-dimensionale Fliche K im R* gegeben
mit der Parametrisierung z*(u,v), u = 0,1,2, 3, (u,v) € [a,b] X [¢,d],
so integriert man einen antisymmetrischen Tensor 2. Stufe C),, in der
folgenden Weise iiber K

1< b d 1 ozt ox¥ Ozt Ox¥
_ 1 L _ _
/K 2;:00“”“ e / du/c dv3 ;CW( o0 v v ou)
(5.4)

Wir definieren daher den elektromagnetischen Feldstédrketensor F),
durch

FOi:_ iOZEi ) 2217273 (55)
Fiy, = — Z&szz : (5.6)
!

Dann besagt das Induktionsgesetz

3

1
/ 3 E F,,dz"dx” =0 | (5.7)
ov

p,v=0

wobei V' die 3-dimensionale Hyperflache [tq, %] X S ist.

Ersetzen wir in dieser Gleichung die Hyperfliche durch V' = {t} x 1}
mit einem Gebiet Vi C R3, so ergibt sich das Gesetz iiber die Abwesen-
heit magnetischer Ladungen. Ist V' = U,c;, 1, {t} X S¢ mit einer glatten
Familie 2-dimensionaler Flichen im R?, deren Randpunkte sich lang-
sam (im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit) bewegen, so erhilt man
das allgemeine Induktionsgesetz (man beachte, dass das im Indukti-
onsgesetz auftretende elektrische Feld sich auf das Bezugssystem des
Leiters bezicht).

Differentiell ergibt sich

0F,, O0F,, 0F,,

gz " Bur ' B
Diese Gleichungen fassen die beiden homogenen Maxwellgleichungen
zusammen. Nach dem verallgemeinerten Satz von Stokes ist diese Glei-
chung dquivalent zum Verschwinden des Integrals des Feldstérketensors
iiber den Rand einer beliebigen 3-dimensionalen Hyperfliiche im R*.

In &dhnlicher Weise kann man auch die inhomogenen Maxwellglei-
chungen behandeln. Dies fithrt auf den sogenannten dualen Feldstéarke-
tensor, bei dem die Rollen von elektrischem und magnetischem Feld
vertauscht sind. Stattdessen driicken wir E und B in den inhomogenen
Maxwellgleichungen durch den Feldstirketensor F},, aus und erhalten

=0 , wv,p=0,...,3 . (5.8)

3
=1
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3
> 0iF—0For =Gk , k=123, (5.10)
i=1
mit 0, = 8%, iw=0,...3. Offenbar sind die 3 letzten Gleichungen von
dhnlicher Struktur wie die erste, bis auf das Vorzeichen beim Term mit
Index 0. Wir definieren einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe g,
durch goo = 1, g = —1,7 = 1,2,3 und g, = 0,0 # v. Der inverse
Tensor ist definiert durch

Y g’ =5 (5.11)

also ¢ =1, ¢ = —1,i = 1,2,3 und ¢* = 0,u # v. Wir fas-
sen Ladungsdichte und Stromdichte zu einem Viererstrom zusammen,
(7%, 41, 5%,7%) = (p,j). Wir unterscheiden GroéBen mit oberem Index
(kontravariant) (z.B. Koordinaten) von solchen mit unterem Index (ko-
variant)(z.B. Ableitungen nach den Koordinaten). Tauchen in einer
Formel untere und obere Indizes mit gleichem Namen auf, so soll iiber
diese Indizes summiert werden. Der Tensor g, (der metrische Tensor)
und sein Inverses ermdglichen es, Groflen mit oberem Index auf sol-
che mit unterem Index abzubilden. So ist j, = g¢u..J", also jo = p,
ji = —j% und O* = ¢"0,. Mit diesen Notationen schreiben sich die
inhomogenen Maxwellgleichungen als

O Fy = j, . (5.12)

Wir erkennen einen wichtigen Strukturunterschied zwischen den
homogenen und den inhomogenen Maxwellgleichungen. Wéhrend zur
Formulierung der homogenen Maxwellgleichungen kein Zusammenhang
zwischen Raum und Zeit benotigt wird, geht ein solcher iiber den metri-
schen Tensor in die inhomogenen Maxwellgleichungen ein. Die Raum-
zeit wird dadurch zu einem sogenannten pseudo-Riemannschen Raum,
dem Minkowskiraum. Wir werden im Kapitel {iber Relativitdtstheorie
darauf zuriickkommen.

6. Energie und Impuls des elektromagnetischen
Feldes

Wenn ein elektrisches Feld E in einem Leiter endlicher Leitfahigkeit
einen Strom j verursacht, so ist die pro Zeiteinheit im Gebiet V' erzeugte
Joulesche Wirme

P = /d3xj(x,t) ‘E(x,t) . (6.1)
Nach der 4. Maxwellschen Gleichung ist
j(x,t) =rot B(x,t) — %E(x, t), (6.2)

weiter gilt
div(ExB)=rotE-B—-E-rotB, (6.3)
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sowie nach der 1. Maxwellschen Gleichung

0
tE=——B A
1o o (6.4)
und damit y
P= ——/ d*xu(x,t) — / S - d’x (6.5)
dt Jy oV

(Poyntingscher Satz) mit der elektromagnetischen Energiedichte
1
u:§umﬁwmﬂ (6.6)
und der elektromagnetischen Energiestromdichte

S=ExB . (6.7)

Der Poyntingsche Satz driickt die Energieerhaltung des elektromagne-
tischen Feldes aus. Um den Impuls des elektromagnetischen Feldes zu
finden, betrachten wir die Kraft, die ein elektromagnetisches Feld auf
eine Ladungs- und Stromverteilung im Gebiet V' ausiibt. Es gilt

K= / d*xk(x) (6.8)
v
mit der Kraftdichte
k=pE+jxB. (6.9)

Die Kraftdichte kann zusammen mit der Leistungsdichte j - E zu einer
4-komponentigen Grofie zusammengefasst werden,

k* = F*H, 5" . (6.10)
Mit
gt =0,F"* (6.11)
folgt
k' = F",0,F" =0, (F",F*) — (0°F") F,, . (6.12)
Es gilt wegen der Antisymmetrie von F*
1
(OPFM) F,, = 5(8’3F‘“’—|—81’F"“) F,, . (6.13)
Einsetzen der homogenen Maxwellgleichungen (5.8) ergibt
1 1
—3 (O"F"P) Fp, = Z@“ (F"PF,,) . (6.14)

Damit erhalten wir
kt+0"T", =0 (6.15)
mit dem Energieimpulstensor
1
JWV:EWJWV—Z&QF%Fy. (6.16)
Der Energieimpulstensor ist symmetrisch

T =T, (6.17)
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und spurfrei

T, =0 . (6.18)
Es gilt Tog = u, T% = (E x B);,i = 1,2, 3. Die rdumlichen Kompo-
nenten (u,v # 0) des Energieimpulstensors bilden den Maxwellschen
Spannungstensor,

A 1 1

Aus ihm lassen sich Kréfte und Drehmomente auf Ladungs- und Strom-
verteilungen berechnen. So wirkt auf ein Stiick S der Grenzflédche eines
idealen Supraleiters im statischen Fall die Kraft

1
K=, / dF(o — g)n (6.20)
s
wenn o die Flachenladungsdichte, g die Flachenstromdichte und n den
nach auflen gerichteten Normalenvektor auf S bezeichnet.






KAPITEL IV

Elektromagnetische Wellen

1. Die homogene Wellengleichung
Die Gleichung

92

Ou=0 , O=0"0,=¢""0,0, = 22 A (1.1)

nennt man Wellengleichung. Spezielle Losungen dieser Gleichung sind
die ebenen Wellen

u(t,x) = f(t —n-x) (1.2)

mit einer glatten Funktion f und einem Einheitsvektor n. Diese Losun-
gen sind zu einer festen Zeit ¢ auf den Ebenen senkrecht zu n konstant.
Die Ebenen mit konstantem u bewegen sich mit der Geschwindigkeit
n. Ein Spezialfall ebener Wellen sind die monochromatischen ebenen
Wellen

u(t,x) = e~ iWi-kx) (1.3)

mit dem Wellenzahlvektor k und der Frequenz w. Die Wellengleichung
impliziert die Dispersionsrelation |k|? = w?.

Ahnlich wie in der Mechanik wollen wir jetzt das Anfangswertpro-
blem untersuchen. Da die Wellengleichung eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung in der Zeit ist, erwarten wir, dass die Losung be-
stimmt wird durch Angabe von u und seiner Zeitableitung zur Zeit
¢ = 0. Man nennt uy(x) := u(0,x) und vo(x) := 2u(0,x) die Cauchy-
daten von u und fragt, fiir welche vorgegebenen Cauchydaten eine zu-
gehorige Losung der Wellengleichung existiert und eindeutig bestimmt
ist (Cauchyproblem).

Betrachten wir zunéchst Losungen der Form

u(t,x) = f(t)e™>. (1.4)
f erfiillt dann die Differentialgleichung
"+ kPf=0 (1.5)
mit der allgemeinen Losung

'(0)
K|

f(t) = f(0) cos |k|t + sin k|t . (1.6)
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Durch Superposition dieser Losungen kénnen wir das Cauchyproblem
auch fiir Anfangsbedingungen der Form

w(0,%) = 1ug(x) = (27)~3 / Py (k) (1.7)

%U(O,X) = vp(x) = (271) 2 /d?’k%(k)eik'x : (1.8)

(Uberlagerung ebener monochromatischer Wellen) 1ésen. Es gilt

u(t,x) = (27’()_% /d3k (uNO(k) cos k|t + al)l({lr) sin |k|t) e*x (1.9)

Seien nun wug, vy beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen. Mit den
Fouriertransformierten

o(k) = (27)~3 / g (x)e x| (1.10)

vo(k) = (27T)g/d3xvo(x)eik'x : (1.11)

ergibt sich

i 1k ‘
u(t,x) = (27r)—3/d3kd3y (Uo(y) cos|k|t+vg(y)¥l‘{"t) otk (x—y)

— /d3y [%D(zﬁ, x —y)uo(y) + D(t,x — y)vo(y)] (1.12)

mit
D(t,x) = (27T)_3/d3k811|11‘(1|{|teik'x (1.13)
- 47T1|X| (Ot — [x|) = ot + |x[)) - (1.14)

Bei den obigen Rechnungen wurde benutzt, dass die Fouriertrans-
formierten der Cauchydaten existieren und durch die inverse Fourier-
transformation auf die urspriinglichen Daten abgebildet werden. Dies
ist sicherlich erfiillt fiir Funktionen aus dem sogenannten Schwartzraum
S(R3), dem Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die
zusammen mit ihren Ableitungen schneller als jede Potenz bei unend-
lich abfallen. Der Schwartzraum ist invariant unter der Fouriertransfor-
mation und eignet sich daher besonders gut fiir diese Diskussion. Bei
allgemeineren Cauchydaten ist es meist zweckmifBig, sie als Distribu-
tionen iiber dem Testfunktionenraum S(R?) zu betrachten (sogenann-
te temperierte Distributionen). Fiir jede integrable Funktion ¢ gilt die
Formel

/d3k t(k)p(k) == /d?’x t(x)p(x) (1.15)

¢ € S(R3). Fiir eine beliebige temperierte Distribution ¢ ist die Fou-
riertransformierte durch (1.15) erklért.
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Nennt man den Mittelwert einer Funktion A(x) iiber eine Kugel
vom Radius 7 um den Punkt x

(M) (x) = / WFh(x+y) . lyl=r . (1.16)

2

so lasst sich die Losung u durch die Anfangsbedingungen wug, vy in der
folgenden Form ausdriicken :

u(t,x) = % (tMjyuo) (x) + (EMgvo) (x) (1.17)

u(t,x) ist also unabhéngig von den Werten von uy und v, auflerhalb
der Oberflache der Kugel mit dem Radius [¢].

Wendet man die gefundenen Ausdriicke auf die Maxwellschen Glei-
chungen mit p,j = 0 an, so folgt

B(t.x) = [ ¢y | SD(x - ¥BO.Y) + Dltx - ) E0.y)].

ot
(1.18)
und entsprechend fiir B. Wegen der Maxwellgleichungen sind die An-
fangsbedingungen nicht frei wiahlbar, sondern miissen die Maxwellglei-
chungen

dvE=0 , divB=0 und rotE+B=0 , rotB-E=0
(1.19)
zur Zeit t = 0 erfiillen. Geben wir E und B zur Zeit ¢t = 0 divergenzfrei
vor, so sind E und B dadurch bereits festgelegt. Wir erhalten

@22) - ( —fét rgtt )/d3yD(t7X—y) (]E;Egi;) . (1.20)

2. Die inhomogene Wellengleichung;
retardierte Potentiale

Die allgemeine Losung der inhomogenen Wellengleichung
Ou =w (2.1)

erhdlt man, indem man eine spezielle Losung aufsucht und dann die
allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung dazu addiert. Wir
suchen (fiir suppw kompakt) eine Losung, die zu sehr frithen Zeiten ver-
schwindet. Eine solche Losung ist eindeutig bestimmt. Sie ist gegeben
durch

t

u(t,x) = / dsus(tx) | (2.2)

o0

wobei u4(t,x) die Losung der homogenen Wellengleichung ist mit den
Anfangsbedingungen

us(s,x) =0 ,Qus(s,x) =w(s,x) . (2.3)
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Tatséchlich gilt

Owu(t,x) = w(t,x) —i—/_ dsoyus(t,x) (2.4)
Otu(t,x) = Ouuy(t,x) +/t dsOPus(t, x) (2.5)
= w(t,x) + /t dsAus(t,x) (2.6)
= w(t,x)+ Au(t,x) . (2.7)

Wir schreiben
u(t,x) = /ds/d3me(t — s, X —y)w(s,y) (2.8)

mit der retardierten Greenschen Funktion

Dyalt, %) = fmm Sxl) (2.9)
Es gilt
Dyer(t,x) =0 (2.10)
fiir ¢ # |x| und
OD,e(t,x) = 6(t)5°(x) . (2.11)
Eine andere Greensche Funktion ist die avancierte Greensche Funktion
Dun(t,%) = Dyar(—t,—x) = —— 6t + ). (2.12)
Ar|x|
Die Differenz der beiden ist die schon behandelte Funktion
D=D,;— Dy . (2.13)

D ist eine Losung der homogenen Wellengleichung. Da eine Losung der
homogenen Wellengleichung durch ihre Anfangswerte zu einer beliebi-
gen Zeit festgelegt wird, ist D, die einzige Greensche Funktion, die
auflerhalb des Vorwiartskegels

Ve ={(t,;x)|lx| <t} (2.14)

verschwindet.

Wir kénnen jetzt sofort die sogenannten retardierten Potentiale an-
geben. Ist (p,j) eine Ladungs- und Stromverteilung, so gilt fiir die re-
tardierten Potentiale (in der Lorentzeichung)

Qpret(tax) - /dt/dgyDret(t_tlax_Y)p<t,7y) (215)
1 1
= — [ d'd® S((t—1)—|x— t'. y(R.16
1 [ APy (= 1) = =y o R16)
1 5 1

— t—|x — 2.17
. y|p( x—yly) (2.17)
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und

1 1 .
Aret<tax) - E/d3Y|X_y|J (t_ ’X_Y|7Y) . (218)

Als Beispiel betrachten wir einen zeitabhingigen, punktférmigen elek-
trischen Dipol p(¢) am Ort x = 0 (Hertzscher Dipol). Die zugehérige
Ladungsdichte ist

p(t,x) = —p(t) - grad 8°(x) (2.19)
der zugehorige Strom
i(t.x) =p(t)d°(x) . (2.20)
Damit erhélt man fiir das retardierte Vektorpotential
1 1 .
At = — [ & b (t— |x —y|)6° 2.21
o(t %) ym y’X_y‘p( x—y])o*(y) (2:21)
D ) = ) (222
= T —|X|) = —— re .
47r|x\p A PVt

mit der retardierten Zeit .., = t — |x|, und fiir das zugehorige magne-
tische Feld

B,et(t,x) = rot A, (t,x) (2.23)
1 /. n . n
- = (p(tm) X 5+ Bltr) X ;) (2.24)

mit 7 = |x| und n = %. Der erste Term ist das sogenannte Nahfeld, das
bei kleinen Absténden iiberwiegt. Den zweiten Term nennt man das
Fernfeld. Dies ist das eigentliche Strahlungsfeld. Es ist proportional
zu p und fallt nur wie % ab. Zur Bestimung des elektrischen Feldes

berechnen wir zunéchst das skalare Potential,

eraltx) =~ [Py = -] ad y)(229
L (pydiv, (PEZX=YDY g
= 47?/d yd y( —] )(5 (v) (2.26)
1 opt—Ix))
= —thvT (2.27)

1 X ) X

- £ (pe-w- R+ #0= ) 2 e
_ i(p<tr;t2)-n+p<tre;>-n) | (2.29)

Das elektrische Feld ergibt sich dann zu
Eret (ta X) = _grad Pret — A;"et

(2
_ i(3n(p£)—p+3n(p;ﬂn)—p_ﬁ—(n-ﬁgir,}?)l)
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Wieder gibt es einen Anteil Eg,,,, der nur wie % abfallt und daher bei
groBen Abstédnden dominiert. Fiir den Poyntingvektor gilt (fiir grofie
r)

1

S = Eern Bern:_—
Fern X OF 167212

(b — (P-n)n) x (p x n)(2.32)

= 152 (B-0)b—[Bfn — (B )b+ (b~ n)’n) (2.33)
1. )
= s (B~ ) (2.34)
1 .12 . 9 p -
Tz Pl simon - cos? =g (2:35)

Zur Bestimmung der abgestrahlten Leistung berechnen wir den Ener-
giefluss durch eine Kugelschale um den Ursprung mit Radius r, im
Grenzfall grofier r, so dass nur der Beitrag der Fernfelder beriicksich-
tigt werden muss.

P= S-d& :ﬂ/d I | Ju 2.36
| osex =R [ dwti—ut) - (2.36)
Wenn der Dipol mit der Frequenz w schwingt
p(t) = pocoswt (2.37)
dann ergibt sich
1
P(t) = 6—|p0|2w4 cos® Wty - (2.38)
T

3. Polarisation
Ebene monochromatische elektromagnetische Wellen haben die Form

E(t,x) = Re (eexpi(k-x —wt)) , B(t,x) = Re (bexpi(k -x — wt))

(3.1)
mit w? = |k|? und e,b € C* . Wegen der Maxwellgleichungen gelten
fiir e und b die Bedingungen

ke = k-b=0 (3.2)
kxe = wb , kxb=-we (3.3)

und damit e - b = 0 . Die Vektoren E, B und k bilden also ein ortho-
gonales, positiv orientiertes Dreibein. Die Energiedichte ist

1 1 1 ,
u= §|E|2 + §|B|2 = |E]* = 5 (le* + Re (e - e)ekx«b) (3.4)
Die Energiestromdichte ist

K K
S=ExB=_—|E?=—u . (3.5)
K| K|
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Die zeitliche Abhéngigkeit der Richtung des elektrischen Feldes wird
durch den komplexen Vektor e charakterisiert. Ist e ein Vielfaches ei-
nes reellen Vektors, so zeigt E immer in dieselbe Richtung; die Welle
heifit linear polarisiert. Sind Realteil und Imaginérteil von e senkrecht
zueinander und von gleichem Betrag, so beschreibt E(¢, x) fiir festes x
einen Kreis mit Radius \/LE le| (zirkular polarisiert). Im allgemeinen Fall

beschreibt E eine Ellipse. Wir wihlen a € R, so dass
e-ec >0 . (3.6)
Dann hat ey = e *“e die Eigenschaft
e-€ >0 . (3.7)
Sei eg = e +iey , e1,es € R3. Dann folgt e; Le,. Es gilt
E(t,x) = Reege'lxwite) (3.8)
= e cos(k-x—wt+a)—esinlk-x —wt+a) ,(3.9)

d.h. E beschreibt eine Ellipse in der Ebene senkrecht zu k mit den
Halbachsen e; und es. Ist e, = 0, so ist E linear polarisiert. Ist |ey| =
le1| , so hat man zirkular polarisiertes Licht (linkszirkular fiir (e; x
e) -k > 0). Man kann den Polarisationszustand einer Welle durch
die sogenannte Polarisationsmatrix charakterisieren. Sei k 0.B.d.A. ein
Vektor in positiver z-Richtung. Dann betrachtet man die Matrix

B L €€y €46y
PTHeR \ el el
mit e = (e, €,,0) .

Die Matrix p hat die Eigenschaften

Trp=1 , detp=0 , p=p° , (3.10)
sie kann parametrisiert werden durch
L 1+& & +i&
= - . , 3.11
p z(fl—zsg 1-& (3:11)

GeR, Y& =1. & =0 bedeutet lineare Polarisation, & = +1
zirkulare Polarisation. Zur Bestimmung der Koeffizienten &; misst man
die mittleren relativen Intensitédten der linear und zirkular polarisierten
Komponenten, etwa durch einen Linearpolarisator und ein \/4-Plitt-
chen. Steht der Linearpolarisator mit Winkel ¢ zur x-Achse, so hat das
durchgelassene elektrische Feld den Amplitudenvektor

e’ = Pe
mit dem Projektor auf die Richtung von ¢

P, — ( cos’¢  cos¢sing )

cos ¢ sin ¢ sin? ¢
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Die relative Intensitét I(¢) = lrellf ergibt sich dann zu
1
I(¢) = TrpPy = 5(1 + &3c082¢ + & sin2¢) . (3.12)

Die zirkular polarisierten Komponenten kann man mit dem folgenden
Verfahren herausprojizieren: Ein \/4-Pléattchen wird so in den Strahl
gebracht, dass die optische Weglange der y-Komponente des elektri-
schen Feldes sich gerade um A/4 (mit der Wellenléinge A = 27/|k|) von
derjenigen der x-Komponente unterscheidet. Danach tritt der Strahl
durch einen Linearpolarisator in Richtung ¢ = +7/4. Der jetzt line-
ar polarisierte Strahl wird durch ein gegeniiber dem ersten Pléttchen
um 7/2 verdrehten \/4-Pliattchen wieder zirkular polarisiert. Bis auf
eine fiir die mittlere Intensitédt irrelevante Phase ergibt sich fiir den
Amplitudenvektor des elektrischen Feldes hinter dem Projektor

e’ =U"Py.uUe (3.13)
mit der unitaren Matrix

10
v=(a1)

die die Wirkung des \/4-Plittchens beschreibt. Die relativen Inten-
sitdten der zirkular polarisierten Komponenten sind

1
[i = TI‘pU*Piﬂ-/ZLU = 5(1 + 52) . (314)

Ist eine Welle nicht strikt monochromatisch, so kann man sie ndherungs-
weise durch einen zeitabhédngigen Vektor e(t) beschreiben. Im Zeitmit-
tel erhélt man eine Polarisationsmatrix
T 2
t)e(t)|"dt
hm]}f@l(ﬂ . (3.15)
T=co [T |e(t)[2dt

p ist hermitesch mit Spur 1, aber i.a. ist detp # 0,

1 1+& & +i&
p 5(&—@ 1—53) (3.16)

mit Y & < 1 . Eine solche gemischte Polarisationsmatrix ldsst sich
immer als Mischung zweier reiner Polarisationsmatrizen ausdriicken.
Diese Zerlegung ist jedoch nicht eindeutig.

Beispiel: Wir betrachten die Uberlagerung zweier monochromatischer
ebener Wellen mit derselben Ausbreitungsrichtung, deren Frequenz sich
um 0 < w unterscheidet. Das elektrische Feld an einem bestimmten
Punkt kann dann durch einen zeitabhéingigen Amplitudenvektor der
Form e(t) = e + fe' beschrieben werden. In der zeitlich gemittel-
ten Polarisationsmatrix verschwinden die gemischten Terme, und wir
erhalten die konvexe Kombination

p = ape + Bps (3.17)

7



4. FREQUENZVERHALTEN DER SUSZEPTIBILITAT; KRAMERS-KRONIG-RELATIONEN
mit
el? f|2
i e
el + [f[2 le|? + |f[2

und den Polarisationsmatrizen pe, pr der beiden monochromatischen
Wellen.

(3.18)

4. Frequenzverhalten der Suszeptibilitit;
Kramers-Kronig-Relationen

Die Polarisation P in einem Dielektrikum, die durch ein zeitabhéngi-
ges Feld E(t) erzeugt wird, kann fiir nicht zu grofie Feldstérken in der
Form

P(t) - / dsf(t— s)E(s) (4.1)

angesetzt werden, wobei f(t) = 0 ist, wenn ¢ < 0 ist. (Eine eventu-
elle Ortsabhéngigkeit der Suszeptibilitat wird vernachlassigt.) Mit der
Polarisation verbunden ist der Polarisationsstrom

i=P (4.2)
so dass die abgegebene Energiedichte

/dtj ‘E= /dt/dsf(t—s)E(s)-E(t) (4.3)

betrigt. Aus Gesetzen der Thermodynamik folgt, dass die insgesamt
abgegebene Energie positiv sein muss. Also erfiillt f die Positivitats-
bedingung

/ dt / dsg(t) f(t — s)g(s) >0 (4.4)

fiir alle Funktionen ¢. Eine Funktion f mit dieser Eigenschaft heiBt
von positivem Typ. Wir betrachten jetzt elektromagnetische Felder mit
Frequenz w # 0,

(E,B)(t) = Re (E,,,B,)e ™" . (4.5)
Dann gilt fiir die Polarisation
P(t) = ReP e ™" (4.6)
mit
P, — / dsf(t — $)e“UE, = y(w)E., (47)

und der frequenzabhéngigen Suszeptibilitit x(w) = [ dtf(t)e™". x(w)
ist komplexwertig. Als Fouriertransformierte einer reellen Funktion be-
sitzt x die Eigenschaft

X(w) = x(=w) . (4.8)
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Die Positivititsbedingung an f bedeutet, dass wIm X(w) > 0. Zwischen
Real- und Imaginérteil von x gibt es einen interessanten Zusammen-
hang, ndmlich die Kramers-Kronig-Relationen. Diese folgen aus der
Tatsache, dass f(t) = 0 ist fiir ¢ < 0. Dann ist ndmlich die Funktion

(W) = / dte ! f (1) (4.9)

analytisch fiir Imw > 0. Wir wenden die Cauchysche Integralformel an

() = —— /C a2 (4.10)

2mi (W —w)

wobei Cr den Weg bezeichnet, der auf der reellen Achse von —R bis
R und dann auf einem Halbkreis in der oberen Halbebene zuriick nach
—R verlauft, und w ein Punkt in dem von Cx umschlossenen Gebiet
ist. Im Limes R — oo geht das Integral iiber den Halbkreis gegen Null
(wir nehmen an, dass f in der Klasse der Schwartzfunktionen ist) und
das Integral {iber die reelle Achse existiert. Also gilt fiir e > 0,w € R

X(w+ie) = = /+0° dw’ﬂ . (4.11)

271 w —w —1e

—00

Im Limes ¢ — 0 gilt

L . p (1) 4 imo(x) (4.12)

T — 1€ T

mit dem Cauchyschen Hauptwert P (i),

/ daP (%) P B O (4.13)

£—0 |x|>e Z

Also gilt

=L [Car( ) o aw

—00

Mit der Realitdtsbedingung (4.8) folgen die Kramers-Kronig-Relationen

2 [ W Imy (@)
=— dw' P——————= 4.1
Rex(w) == [ aw Pl (1.15)
2 [ wRe x ('

Der Realteil von y kann daher aus dem Absorptionsverhalten berechnet
werden. Wird z.B. nur bei der Frequenz wy absorbiert, wlm y(w) =
Ko(w — wp), so gilt fiir w # wy

2K 1

0
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(Man iiberzeuge sich davon, dass auch in diesem Fall der oben be-
schriebene Grenzwert im komplexen Kurvenintegral durchgefiithrt wer-
den kann.) Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die magnetische Suszep-
tibilitdt. Fiir Frequenzen im optischen Bereich kann die magnetische
Suszeptibilitéit i.a. vernachléssigt werden.

5. Reflexion und Brechung

In einem Medium mit frequenzabhéngiger Dielektrizitédtskonstanten
e(w) =1+ x(w) und g = 1 nehmen die Maxwellgleichungen fiir Felder
mit der Zeitabhiingigkeit e=*! die Form an (w # 0)

rotE =iwB |, rotB = —iwe(w)E . (5.1)

Die Gleichungen div E = 0 und div B = 0 sind eine Konsequenz. Lésun-
gen findet man durch den Ansatz

E =ee™™ mit k-k=c(w)uw? . (5.2)

Hierbei sind
ekeC® , e k=0 . (5.3)

Wir betrachten jetzt eine ebene Grenzfliche zwischen zwei Medien
mit den Dielektrizitdtskonstanten €; und 5. Wir suchen Losungen der
Maxwellgleichungen mit den Grenzbedingungen, dass die Tangential-
komponenten von E und B stetig sind. Wir geben w und die Tangenti-
alkomponente k, von k vor, k; - n = 0,k; € R3 n Normalenvektor der
Grenzflache (zeigt von 2 nach 1). Dann gilt fiir die Normalkomponente
kZL VOHk,kZL:k'l’l

ko= ew® — [k|* . (5.4)

Wir wollen annehmen, dass €1, €5 € R. Dann gilt fiir den Einfallswinkel
a?
e I P
k-k elww? ’
d.h. fiir die beiden méglichen Richtungen in den Gebieten 1 bzw. 2 ist
sin® o gleich (Reflexionssatz), und fiir die Richtungen in verschiedene
Gebiete gilt das Brechungsgesetz

sina;  ea(w)  nj

S, n=+e . (5.6)

sinfay,  e(w)  n?

(5.5)

In jedem der beiden Gebiete gibt es vier linear unabhéngige Losungen,
entsprechend den beiden Werten fiir £; und den beiden unabhingi-
gen Polarisationen. Wir betrachten den Fall, dass eine Welle aus dem
Gebiet 1 auf die Grenzflache trifft. Dann gibt es im Gebiet 2 nur die aus-
laufende Welle, die u.U. auch exponentiell geddmpft sein kann, k;, > 0
oder Imk; > 0. Um die Grenzbedingungen zu erfiillen, muss dann im
Gebiet 1 auch das andere Vorzeichen von k; auftreten, als reflektierte
Welle.
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Wie zerlegen unsere einlaufende Welle in den in der Einfallsebene
(aufgespannt von k; und n) linear polarisierten Anteil (p-polarisiert)
und den dazu senkrecht polarisierten Anteil (s-polarisiert). Fiir den
s-polarisierten Anteil gilt (n-e = 0)

€cin + €refl = €trans  (Stetigkeit von Ey) (5.7)
klein (eein - erefl) = kLtransetrans (Stetlgkelt von Bt) (58>

und damit
(kltrans + kLein) €refl = — (kLtrans - klein) €ein - (59)

Mit k| ein =n1cosay  , kitrans = Mo COS g folgt

€refl = T'1€ein - (510)

mit dem Reflexionskoeffizienten

71 COS (X1 — M9 COS (o
T = (5.11)
701 COS (1 + Mo COS (g

sinag cos ap — sinag cosay  sin(ag — )

== : =2 . (5.12)
sinap cos g + sinag cosay  sin(ag + )
Fiir den p-polarisierten Anteil erhélt man entsprechend
Tl COS (X1 — M1 COS (o
’I"|| = 0 (513)
2 COS (¥1 + M1 COS (v
_ sinajcosa; —sinagcosay  tan(og — az) (5.14)

sina; cosay +sinagcosay  tan(ag 4+ ap)
Ist ay + s = 7, so steht der reflektierte Strahl senkrecht auf dem

gebrochenen. In diesem Fall verschwindet r|; der reflektierte Strahl ist
daher s-polarisiert. Der zugehorige Winkel «; heifit Brewsterwinkel ap,

tanap = — . (5.15)

7 |> und |r||? sind die reflektierten Intensitéiten im Zeitmittel, relativ
zur einfallenden Intensitat.

Ist ng < mq, soist ap fiir oy > oy = arcsinZ—f imaginédr. Dann ist
auch ktrens imaginir, und die Welle fillt im Medium 2 exponentiell
ab. Es gilt | |* = |r||* = 1 (Totalreflexion).

6. Beugung

Der Einfluss von Randbedingungen auf die Ausbreitung elektroma-
gnetischer Wellen ist ziemlich kompliziert. Wir wollen dieses Problem
an einem einfachen Beispiel studieren.

Wir betrachten einen ideal leitenden Schirm, der die Halbebene

{(rcos¢o, —rsingo,z)| r >0, z€ R} | (6.1)
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0 < ¢9 < 7 ausfiillt, und lassen eine in z-Richtung linear polarisierte
elektromagnetische Welle der Frequenz w aus der Richtung der negati-
ven z-Achse auf den Schirm treffen. Nach der geometrischen Optik er-
warten wir eine durchlaufende Welle in z-Richtung fiir y > 0, z — oo
und eine reflektierte Welle, deren Richtung zur xz-Achse den Winkel
—2¢0 hat.

Zu 16sen ist das folgende Randwertproblem fiir die z-Komponente
des elektrischen Feldes F, =: u, u = u(z,y),

0*
(@ + 8_y2) u=—k*u (6.2)

mit den Randbedingungen u(z,y) = 0 auf dem Schirm und u(z,y) —
ekt -0, v —o00, y>0k=w.

Wir fithren Polarkoordinaten in der zy-Ebene ein und machen den
folgenden Ansatz (fiir —¢pg < ¢ < 27 — ¢y)

u(r,¢) =v(r,¢) —v(r,—¢ — 2¢y) . (6.3)

Hierbei ist v eine Losung der Gleichung
1 1
<83 + ;&« + ﬁ@i) V= —k’QU (64)

mit den Randbedingungen fiir r — oo v(r, ¢) — 7?0 < ¢ < 2,
v(r,¢) — 0, =21 < ¢ < 0. Insbesondere hat v die Periode 47 in ¢.

Um v zu finden, fassen wir \/Fexpig = £ +1n als komplexe Koor-
dinate auf R? auf. v kann dann als Funktion von ¢ und 7 angesehen
werden. v erfiillt die Gleichung

a—2+a—2+(§2+ )4k* v =0 (6.5)
o0& " o ! - '
mit der Randbedingung bei unendlich
f(&m) = e ™€) — 1, 9>0 (6.6)
f(&mn) — 0, n<0
Fiir f erhalten wir die Gleichung
o? o? 0 0
L gk — =0 . :
(5 + s + ikl —130) ) £ =0 67)

Da die Randbedingung fiir f nicht von ¢ abhéngt, setzen wir f als
Funktion allein von n an. Dann erfiillt f die gewohnliche Differential-
gleichung

f"—diknf' =0 . (6.8)
Also ist In f' = 2ikn? + const, und
n o V2kn ‘2
f(n) = const/ dre? ™ = const’/ dse'™ . (6.9)
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Die Randbedingung bei n — —oo ist dabei bereits erfiillt. Um die Rand-
bedingung bei 7 — 400 zu erfiillen, berechnen wir das (uneigentliche)

Integral
/ dse’™ = \/gu +i) . (6.10)

1=
V2T J_so

und erhalten als Losung fiir v in den urspriinglichen Polarkoordinaten

(r,¢)

Wir setzen

F(t) dse’” (6.11)

v(r, ¢) = e*7 % F(\/2kr sin g) : (6.12)

Trigt man die Werte von F' in der komplexen Ebene auf, so erhélt man
die sogenannte Cornusche Spirale.

Wir wollen jetzt die Intensitét fiir groe Werte von r an der Schat-
tengrenze ¢ = 0 untersuchen. Die an dem Schirm gespiegelte Welle
tragt zum asymptotischen Verhalten in diesem Bereich nichts bei, das
Magnetfeld zeigt dort in die negative y-Richtung und hat denselben
Betrag wie das elektrische Feld. Daher erhalten wir fiir die relative
mittlere Intensitét

I(r,¢) = |F(V2krsin g)ﬁ : (6.13)

Zur Auswertung dieser Formel berechnen wir F'(t) ndherungsweise in
den Bereichen t — —o0, t &~ 0 und t — oo.
Im Bereich ¢t ~ 0 entwickeln wir F' bis zur ersten Ordnung nach
Taylor und erhalten
1 1—1
F(t)~ -+ t . 6.14
()~ g+ (6:14)
Im Bereich t — —oo fithren wir im Integral, das F' definiert, zunéchst
die Variablentransformation s? = 2 durch und finden
11— [ 1
F(t) = drx~z2e" . 6.15
)= 75 ; (6.15)

Wir integrieren dann den Faktor ¢ partiell und bekommen

144 2 144 [
Flt)= ——L ¢ 270
Q 2/ 27|t| AN 27 Ji2

Das verbleibende Integral kann nach einer weiteren partiellen Integra-
tion durch const|t|™® abgeschitzt werden, so dass wir den Niherungs-
ausdruck

doa~2e . (6.16)

1+
F(t)"‘ +1 it2

~ e 6.17
2/2m|t| (6.17)
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erhalten. Im Bereich ¢ — oo schliefilich nutzen wir die Formeln F'(t) =

F(o0) — F(—t) und F(c0) =1 aus und finden
Lre e (6.18)

Ft)~1— e
() 2/ 2mlt|

Fiir die relativen Intensitdaten ergibt sich

= , 10
sin(t?—T

Ih~{ 1-222 0 (6.19)
14y Lt t~0
4 V2 ’






KAPITEL V

Spezielle Relativititstheorie

1. Galilei- und Lorentztransformationen

Die Gesetze der klassischen Mechanik sind in allen Inertialsystemen
gleich. Dies zeigt sich in der Invarianz der Bewegungsgleichungen unter
den sogenannten Galilei-Transformationen:

(t,x) — (¢, x") = (t,x +vt) . (1.1)
Die Maxwellgleichungen sind jedoch unter Galileitransformationen nicht
invariant. Betrachten wir z.B. eine ebene Welle
u(t,x) = e'kx=wb . w=lk| . (1.2)
Durch Galilei-Transformation erhalten wir
u(t',x') = ellkx—lw-kv)t) (1.3)

also eine Losung der Wellengleichung mit der geinderten Geschwindig-
keit

k v

K|
Sehr genaue Messungen zeigen aber, dass die Maxwellgleichungen auch
in gleichformig bewegten Bezugssystemen giiltig sind. Man sucht des-
halb nach Transformationen, die (im (¢, x)-Raum) Geraden in Geraden
iiberfithren,

v =1 (1.4)

r—a =AY+ a (1.5)
mit A*, € R, und die Maxwellgleichungen invariant lassen. Setzen wir
ko=w , k=-(k); |, (1.6)

dann soll
e~ hnr™ — omiku Aty (1.7)

eine Losung der Wellengleichung sein, d.h.
kAN kAN g7 =0 (1.8)

fir k,k,g" =0 (=w?— |k[*). Betrachten wir den transformierten
Tensor

g = AN g7 (1.9)
Nach (1.8) soll fiir alle k € R? gelten
k29" + 2(k);[k|g'" + (k);(k);9'7 =0 . (1.10)

79
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Subtrahiert man von dieser Gleichung die entsprechende fiir —k, so
erhilt man ¢’% = 0, addiert man sie, so ergibt sich

glii — _gIOO ) (111)
Es folgt
g" =Xg"™ mit AeR
Transformationen x — '’ = Az | (Az)* = A¥,2¥ | mit A =1, d.h.

AF N g7 = g (1.12)

nennt man Lorentztransformationen. Offenbar gehen skalare Losungen
der Wellengleichung unter Lorentztransformationen wieder in Losungen
iiber.

Fiir tensorielle GroBen wie den Feldstérketensor F},, und den Strom
Ju setzt man

Fl(z) = AN F,(Az) (1.13)
]L(Q;) = Aujp(Ax) (1.14)
Es folgt
9,F, + d,.F,+9,F,
= A" A0, F.5N, + AN 0, FopN7, + A AP0, F, 50\,
= A A0, F s\, + AP N7 00 Fp A% + NV A 05 Fo0 AP,
= AOCMABVAWP (avFaﬁ + 80<F[3v + aﬂFva) =0,

d.h. F” 16st die erste Gruppe der Maxwellgleichungen, falls F' es tut
und

aluF;;V - j:/ = ApuAUVguAaanaAa)\ - Aayja
= A%,g"0uFpe — N J0o
= Aaz/ (apra - ja) )
d.h. F', j" 16st die 2. Gruppe der Maxwellgleichungen, wenn F| j es tut.
Betrachten wir nun die Menge der Lorenztransformationen etwas

genauer. Sie kann identifiziert werden mit der Menge L der 4 x 4-
Matrixen A, die die Bedingung

1 0 0 0

T o -1 0o o0
AA =g 9= (o o 21 o (1.15)

0 0 0 —1

erfiillen. L ist eine Gruppe. Typische Elemente von L sind die Rotatio-
nen:

00 0
' RR" =13 (1.16)

o O O

R - ’
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sowie die Elemente

cosh~y sinhvy
sinh~y cosh~y
0 0
0 0

A= , vyeR . (1.17)

O = OO
_ o O O

Die lezteren erfiillen die Bedingung (1.15) wegen cosh? y — sinh®y = 1
und konnen als Rotationen mit imagindrem Winkel aufgefasst werden.

Zu ihrer Interpretation betrachten wir das Bild der Geraden z¢ =
0,7=1,2,3 unter A

t coshyt
0 | | sinh~yt

A 0o | = 0 , teR . (1.18)
0 0

Diese Gerade beschreibt also eine Bewegung mit der Geschwindigkeit
v = tanhye;. Wegen coshy = 1/4/1 — tanh® v gilt (mit v = tanh~)

1 v 0 0

A = V1i—v?2 V1-02 0 0 (119)
0 0 10
0 0 0 1

Ein Punkt (¢,x) der Raumzeit transfomiert sich unter A in der folgen-
den Weise

t+oxt 2!+t
t' x) = 2 3 1.20
) = (S (1.20)

ttv- t
_(Avex oy vt (1.21)
V1I=|v[2 V1—v?

mit x| = |v|7}(x-v)v und z; = x — x|. Gleichung (1.21) definiert fiir
alle Geschwindigkeiten v mit |v| < 1 eine Lorentztransformation A(v).
Sind die Geschwindigkeiten |v| und |x|/t klein gegen ¢ = 1, so erhilt
man ungefédhr die Galilei-Transformation (1.1). A(v) kann daher als
Verallgemeinerung der Galilei-Transformation aufgefasst werden. Man
bezeichnet die Lorentztransformationen (1.21) als eigentliche Lorentz-
transformationen, Lorentzbeschleunigungen oder Lorentz-Boosts.

Bemerkenswert ist, dass auch die Zeit transformiert wird. Dies be-
deutet, dass es keine absolute Zeit gibt. Die Gleichzeitigkeit zweier
Ereignisse kann wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Lichts nicht eindeutig festgestellt werden.

Offenbar kann jede Gerade x = vt, |v| < 1 durch eine Lorentz-
transformation in die Gerade x’ = 0 transformiert werden. Der Punkt
(t,vt) wird dabei auf den Punkt ¢ = t1/1 — |v|? transformiert. Man
nennt ¢’ die Eigenzeit eines sich mit der Geschwindigkeit v bewegenden
Beobachters.
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Betrachten wir einen Beobachter, der sich eine Zeit ¢ lang mit
der Geschwindigkeit v von 0 entfernt und dann mit der Geschwin-
digkeit —v zuriickkehrt. Wihrend fiir den bei 0 ruhenden Beobachter
die Zeit 2t vergangen ist, ist fiir den bewegten Beobachter die Zeit
2t' = 2ty/1 — |v|? vergangen (sogenanntes Zwillingsparadoxon).

Beschreibt man die Bahn eines Teilchens durch eine Bahnkurve x(¢)
mit |[%(t)| < 1, so definiert man

:/ 1—|>'<(t)|2dt:/(gwg‘;“gz”)l/?dt (1.22)

als die Eigenzeit des Teilchens. Die Bahnen mit konstanter Geschwin-
digkeit sind die Bahnen langster Eigenzeit zwischen 2 Punkten: Nach
der Variationsrechnung erfiillt die Bahn léingster Eigenzeit die Glei-
chung

d —x;
0=——=—4/1-— L 1.23
J

d.h. x = const.
Betrachten wir nun Bahnen x(¢) = vt mit |v| > 1. Dann gibt es
eine Lorentztransformation mit

Alt,vt) = (0, V2 — lt) , (1.24)

d.h. vom System A aus gesehen ist die Geschwindigkeit co. Auf so
einer Bahn macht es keinen Sinn, eine Zeitrichtung auszuzeichnen. Wir
konnen auch Bezugssysteme finden, in denen die Bahn riickwérts in
der Zeit lauft. Durch Kombination solcher Bahnen kénnte man die
eigene Vergangenheit beeinflussen, was Probleme mit der Kausalitat
bringt. Man zieht daraus den Schluss, dass solche Bahnen nicht zur
Signaliibertragung dienen koénnen.

Postulat: Die Lichtgeschwindigkeit ist die groffitmaogliche Geschwindig-
keit der Signaliibertragung.

Man erhélt das folgende Bild
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7 dleunft (lichtartig)

(zeitartig)

o
Tyt =0

L
xxt >0

20 >0

Tt <0
Gegenwart,
(raumartig)

20 <0

zxt >0

(zeitartig)
Vergangenheit

Im Fall z, 2" > 0 ist 7 = /2,27 die Zeitdifferenz zwischen 0 und
x fiir einen Beobachter, fiir den sich 0 und x am gleichen Ort befinden
(seine Weltlinie ist tz, t € R).

Im Fall z,2* < 0ist r = \/—x,2# der Abstand zwischen 0 und x
fiir einen Beobachter, fiir den 0 und x gleichzeitig stattfinden. Hierbei
ist Gleichzeitigkeit nach der folgenden Uhrensynchronisationsvorschrift
definiert:

Sei ty, t € R die Weltlinie eines gleichférmig bewegten Beobachters
(yy* > 0, yo = 1). Der Raumpunkt = = (2% x) wird als gleichzeitig
angesehen, wenn ein bei —y abgesandtes Lichtsignal bei = reflektiert
und bei y wieder eintrifft. = erfiillt also die Gleichungen

(" —y")zp—yu) = 0 (1.25)
(e +y")(zp+y,) = 0 (1.26)
Durch Subtraktion ergibt sich
zyt=0=2"-x"y (1.27)
und durch Addition
r 2t Yyt =0 . (1.28)

Also transformiert die Lorentztransformation, die y auf (,/y,y*, 0) trans-
formiert, = auf einen Punkt in der Zeit-O-Hyperebene, dessen Abstand
vom Ursprung r = +,/y*y, = \/—aFx, ist. Dies ist gerade die Hilfte
der Eigenzeit zwischen Absendung und Empfang des Signals.
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Zum Abschluss betrachten wir noch das relativistische Additions-
theorem fiir Geschwindigkeiten. In einem System 1, das sich mit der
Geschwindigkeit v; gegeniiber einem fest gewihlten System 0 bewegt,
misst man ein Teilchen mit der Geschwindigkeit v,. Seine Bahnkurve
ist also (V(t) = t(1,vy) im System 1. Im System 0 ergibt sich die
Bahnkurve

t
Ot) = tAV1)(1, v2) = ——s (14 V1 - va, Vi + Vo varv/T = Vi)
z V)L, V2 Vi Vg, Vi T Vg T Vo Vi
\/1—’V1|2
(1.29)

Die Geschwindigkeit im System 0 betrigt also

1 _ 2
vy = LT Vat Vary Vil (1.30)

1—|—V1'V2

2. Relativistische Mechanik

Die Gesetze der Mechanik miissen so modifiziert werden, dass sie
mit der Forderung der Lorentzinvarianz vertréglich sind. Dabei soll
der mit Hilfe des Energieimpulstensors des elektromagnetischen Feldes
formulierte Energie-Impuls-Satz giiltig bleiben.

Der mit der Bewegung eines Teilchen der Ladung e auf der Bahn
x(t) verbundene Viererstrom j* = (p, j) ist

pltx) = ed(x —x(t)) (2.1)
jt,x) = exd®(x—x(t)) . (2.2)
Die von einem elektromagnetischen Feld an das Teilchen abgegebene
Leistung und ausgeiibte Kraft ist (po = E,p; = —(p);)
dp dz” ;
d_tu = eF;w% s fﬂo = t, xr = (X)Z . (23)
Parametrisieren wir die Bahn des Teilchens durch die Eigenzeit, so
ergibt sich die lorentzinvariante Gleichung
dp, dx
EE e, —
dr U ar
Es bleibt der Zusammenhang zwischen p, und der auf die Eigenzeit
bezogene Vierergeschwindigkeit u, = (Zz_: zu finden. Es gilt

W= I %2, 0= e i =1,2,3 (2.5)

V1— %2’
Ist p, eine Funktion von v mit

pu(Au) = Mpfu) . (Au)y = A%, 2.6)
so ist p, invariant unter allen Drehungen im System, in dem (u,) =
(1,0,0,0) ist. Daher ist p, = mu,, mit einer Konstanten m, d.h.

(2.4)

D

, mat m
! und p° =

RV V- xP
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Die relativistische Verallgemeinerung der Beziehung zwischen Impuls
und Geschwindigkeit ist also

B mx
YT VIRP

Diese Beziehung ergibt sich auch, wenn man L = —m+/1 — |%|? als La-
grangefunktion des kréftefreien Teilchens verwendet. Das Prinzip der
kleinsten Wirkung wird dann zum Prinzip der lingsten Eigenzeit. Wei-
ter findet man, mit der {iblichen Formel fiir die Energie

(2.7)

E=p-x—L=p" . (2.8)

Die kinetische Energie ist

1 .2 |4
p—m=m|———-1] =—|x|"+0O(|x , 2.9
geht also fiir kleine Geschwindigkeiten in den nichtrelativistischen Aus-
druck iiber.

Die Bewegungsgleichung lautet also

m—- =eF,u" . (2.10)

Auf der rechten Seite kann man auch andere lorentzinvariante Krafte
schreiben,

m—=~ =K, . (2.11)

Da aus u,u* = 1 durch Differentiation u“iuu folgt, muss die lorentz-

dt
kovariante Kraft die Bedingung
uK, =0 (2.12)

erfiillen. Dies ist nichts anderes als die Bedingung, dass die Leistung
gleich Kraft mal Geschwindigkeit ist.

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines geladenen Teilchens
in einem konstanten elektrischen Feld in 1-Richtung. Wir erhalten die
Bewegungsgleichung

du®

e
— = —FEu 2.13
dr m Y ( )
dut e du’

— = —Eu =0,:1=2,3 . 2.14
dr m v dr b ’ ( )

Mit der Abkiirzung < FE = a schreibt sich die Losung als
u’(r) = u°(0)cosh(ar) + u'(0)sinh(ar)
u'(r) = u°(0)sinh(at) + u'(0) cosh(ar) (2.15)

u*(t) = comnst. , u’(r) = const. .
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D) = 290) + uO(O)SinhOEaT) ul(O)COSh((Z) -1 (2.16)
2r) = 21 (0) 4 u0(0) ) =1 ul(())% (2.17)
23(1) = 2%(0) +*(0)7 (2.18)
(1) = 2°(0) +u*(0)r . (2.19)

Die Beschleunigung, vom mitbewegten Beobachter aus gesehen, ist kon-
stant (= a). Die Geschwindigkeit, vom Ruhsystem aus gesehen, ist v! =
Lyl = ‘Z—””Tlfli—; = Z—é Fiir den Fall 2°(0) = 0 und «'(0) = 0, «°(0) = 1
ergibt sich

at

die Geschwindigkeit konvergiert also gegen die Lichtgeschwindigkeit
¢ = 1. Die Beschleunigung, vom Ruhsystem aus gesehen, ist

d at a

At irae  (1+at2)R

v! = tanh(at) = (2.20)

a'(t) = (2.21)

3. Strahlung beschleunigter Ladungen

Sei z(t) die Bahn eines Teilchens der Ladung e. Der zugehorige
Viererstrom ist

0 = W a) 00 =150 = @n)6)
_ . / deZ;f) 5 (x - 2(1))d(t - (7)) (3.2)

54(a—2(r))

mit einer beliebigen Parametrisierung von z#(7) mit % > 0. Im
folgenden sei 7 die Eigenzeit. Fiir das retardierte Potential in der Lor-
entzeichung ergibt sich

By _ ¢ Té(xO_ZO(T)_‘X_Z(T)DdiM
o 47T20(T\)/<x0 ’ |20 = 20(7)] dr (3.3)

A*(z) hingt also nur von z und g—j an der Stelle 7,..; ab, wobei 7.,
durch die Bedingungen

D(1re) <2° ) 2% = 22%Ther) = |X — 2(Trer)| (3.4)
bestimmt ist. Wir wéhlen ein Lorentzsystem, in dem z(7,..;) = 0 gilt.
Dann folgt

dzt
W)= e e ()
47T(ZL' -z (Tret)) 471—?(7—7‘615)('%1/ - Zl/<7—ret)) 47TUV<TT8t)(IV - ZV<T"”€t)>

(3.5)




3. STRAHLUNG BESCHLEUNIGTER LADUNGEN 87

Der letzte Ausdruck ist lorentzinvariant und gilt daher in allen Be-
zugssystemen. Die Potentiale A* nennt man die Liénard-Wiechertschen
Potentiale.

A* héngt von x sowohl explizit und als auch implizit iiber 7,..; ab.
Um die Ableitungen von 7,.; nach z* zu berechnen, differenzieren wir
die Bedingung

(@ — 2"(Tret))(@p — 2u(Trer)) = 0 (3.6)
nach z¥. Wir erhalten
0= (2, — 2u(Trer)) — (&% — 2"(Trer) ) U0y Trer (3.7)
und damit
OyTret = %’w = y_(}, . wo U= (2" —2"(Tet))u, . (3.8)
Weiter ist p
8MU = Uy + (EU> 8;/7'7«875 . (39)
Also gilt mit y* = z* — 2H(7)
e du,,
8“141, = W [E<a‘u7}et)U —u,,('?#U}
e du, d
= W [(EU — UVEU) aMTretTret — UVUM:|
e |du d d
= — |2y U~y U ?—U+u,U ' —
AU [ dr ol dr T dTy“}
e duy,
= ——r 3.10
drU dr U ( )
und
_ € iuyyu — UpYv _ € izug/u B 2uyu (3 11)
M 4nU dr U Amzay>dt  ZgyP ’ ‘

wobei t eine beliebige Parametrisierung der Bahn des Teilchens ist.
Unter Beachtung von

d d
gt = (M = M () = —3H 3.12
= (= (1) = 2 (3.12)
berechnet man
Fu = s [Eti®ys — 5%y + 29,255 — (v = )]
a 4W(zaya)3 g ' '

(3.13)
Um zu expliziteren Ausdriicken zu gelangen, parametrisieren wir den
Weg durch die Zeitkoordinate t fiir einen ruhenden Beobachter

(z#(1)) = (t, (1)) (3.14)
und schreiben
(y"(t)) = R(L,n) . (3.15)
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Dann folgt

E = (F'°, F%, %) e - —riE {—2(1 —n-z)+(n—2)(% n)
+<rwa2m—zq 510

und

B = (F®2 F'* F?) = Py - i {(z xn)(1—n-2)+ (zxn)(#-n)
v (an)g_ W)] —nxE . (3.17)

B steht also immer senkrecht zu E. Ist z = 0, so ergibt sich der einfa-
chere Ausdruck
e

.. .. €
E = R (—% —0—9 . z)n)/+47TR2n (3.18)
nx(nxz)
B i x (3.19)
= ZxXn . .
AT R
Der Poyntingvektor ergibt sich in diesem Fall zu
2 2
S = ExB:an(ixn)%—ﬁ((n-i)n—i)x(ixn)
e? z— (n-z)n 19
= Team ( 7 + |n x Z| n) : (3.20)

Die Integration iiber eine Kugeloberfliche mit dem Radius R zur Zeit
R ergibt den Energiefluss

i 622./d< 9) sin? 9 a2 = < |af? (3.21)
—_— = COS S11 VA = —\|Z . .
at " 162" 67
21
~

Dies nennt man die Larmorformel.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass der Impulsfluss (wie aus Sym-
metriegriinden zu erwarten) verschwindet. Weiter stimmt ¢ fiir z = 0
bis zur zweiten Ordnung mit der Eigenzeit 7 iiberein:

d*t

dt
o= (1—|z»)~% | T =2l - 1z|)72 . (3.22)
Daher ist
d?zr APt
dr?2  dt?
Also gilt
d o e dz, d*z, d?2”

= kB 2
dr " 6m dr dr? dr? (3.23)
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Da dieser Ausdruck lorentzinvariant ist, gilt er auch fiir 2 # 0. Die
Leistung ergibt sich dann zu

d d e? d?z, d?2°
P = —— P/l -z = —— 2 ) 3.24
dr ° dr ° 2 67 dr? dr? ( )
Mit
dzt . A2zt . e Cjoy —1/2
T TS =0 ey .y = (1)
(3.25)
erhélt man
d e? 6 .12 ) N N
LR = (P~ DIEP 20 8)? + (2 7))
2
e . . .
= G’y(s (\Z\Q — |z x z|2) ) (3.26)

(relativistische Larmorformel).

4. Strahlungsriickwirkung

Die Maxwellgleichungen stellen zusammen mit den Bewegungsglei-
chungen der relativistischen Mechanik ein gekoppeltes System von Differentialglei-
chungen dar. Da jedoch die mit der Bewegung geladener Massenpunkte
verbundenen Strome singulér sind, ist das elektromagnetische Feld am
Ort der Teilchen nicht definiert. Im Fall der relativistischen Mechanik
hatte man bei singuldren Kraftfeldern die Selbstriickwirkung wegge-
lassen. In der Elektrodynamik hat das Feld aber eine eigenstédndige
Bedeutung, die sich z.B. in der Ausstrahlung elektromagnetischer Wel-
len zeigt. Ein beschleunigtes Teilchen strahlt Energie ab; diese muss in
irgendeiner Form aufgebracht werden.

Die Schwierigkeiten liegen letztlich daran, dass die elektrostatische
Energie des Feldes einer Punktladung oo ist. Da diese Energie zur Mas-
se des Teilchens beitréigt, die Gesamtmasse aber endlich ist, miisste man
dem Teilchen ohne Feld eine unendlich grofie negative Masse zuordnen.
Die damit verbundenen Unbestimmtheiten verhindern eine konsistente
Theorie der Wechselwirkung zwischen elektromagnetischem Feld und
geladenen Teilchen.

Verldsst man das Konzept des Punktteilchens, so muss man zunéchst
feststellen, dass starre Korper eine Idealisierung sind, die dem Postu-
lat der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Wirkungen wider-
spricht. Man muss daher zu einer echten Kontinuumsmechanik iiberge-
hen, bei der auch die geladene Materie durch Felder beschrieben wird.
Will man dariiber hinaus die diskrete Struktur der Materie beriick-
sichtigen, so wird man auf die Quantenfeldtheorie gefiihrt. Die dort
auftretenden Divergenzen sind zwar nicht so schlimm wie bei einem
Punktteilchen in der klassischen Elektrodynamik, jedoch ist die mathe-
matisch saubere Konstruktion der Theorie noch immer nicht gelungen.
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Kehren wir zuriick zum Problem der Strahlungsriickwirkung. Sei
z(7) die mit der Eigenzeit T parametrisierte Bahnkurve des Teilchens.
Nach der Larmorformel (3.23) erwarten wir im Mittel eine Kraft

— el dz, d*2d?z,

K= 6m dr dr? dr? (4.1)
Diese verletzt allerdings die Bedingung (2.12) fiir eine relativistische
Kraft und kann daher nicht in die Bewegungsgleichung eingesetzt wer-
den. Es gilt

diu__ e_Z_dQZa dQZO‘ — _e_zﬁd?’za (4 2)
dr " 6m dr? dr?2  6x dr dr3 '
Daher erfiillt 2 [y o -
e 2z, d°z% d” 2, z
L= — o 5 5 ?’f (4.3)
6w | dr d7? dr dr

die Bedingung (2.12). Im zeitlichen Mittel ist K, = K,,, falls die Be-
schleunigung nur in einem endlichen Zeitraum von Null verschieden ist.
Die gesuchte Bewegungsgleichung ist

d?z, Ldzt o e? (dz, 2 APz, APz
— e = | =2z a [ 4.4
m dr? W odr 6 ( dr dr? dr2 dr3 ) (44)
Hierbei ist F lf;” das einlaufende elektromagnetische Feld

Fo(2) = Flu(2) = Fiil(2) (4.5)

Der 2. Term soll die Wirkung des erzeugten Feldes auf das Teilchen
beschreiben.

Betrachten wir diese Gleichung zunéchst in der nichtrelativistischen
Naherung |z| < 1. Dann folgt

2 ..
mz = e(E +2 x B) + g—z . (4.6)
m

Im Gegensatz zu der iiblichen Form der Newtonschen Bewegungsglei-

chung héngt hier die Kraft von der zeitlichen Anderung der Beschleuni-

gung ab. Dies fithrt zu der paradoxen Existenz von Lésungen, bei denen

sich das geladene Teilchen selbst beschleunigt (“run-away-solutions”).
Sei E =B = 0. Dann ist

62

z(t) =e/T2(0) , T=

r— (4.7)

eine Losung der Gleichung. Eine entsprechende Losung besitzt auch die
relativistische Gleichung:

¢ = (cosh(Tae™/T), sinh(Tae™/"), 0,0) , a€R beliebig . (4.8)



