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Abstract

We develop a general framework for the formulation of the action principle and the Noether
theorem for classical noncommutative field theories. We give a concrete example of an algebra
that fits into this framework. It describes a scalar field theory on noncommutative Minkowski
space. We develop a notion of locality for this algebra and investigate the locality properties
of localised interaction terms. This leads us to the definition of local functionals on the field
algebra. We propose a scheme for the quantisation of these functionals.

Zusammenfassung

Wir entwickeln eine allgemeinen Rahmen, der es erlaubt, das Wirkungsprinzip und das
Noether-Theorem für klassische nichtkommutative Feldtheorien zu formulieren. Als ein kon-
kretes Beispiel betrachten wir eine Algebra, die sich in diesem Rahmen einfügt, und die eine
skalare Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum beschreibt. Für diese Al-
gebra wird ein Lokalitätsbegriff entwickelt und untersucht, welche Wechselwirkungsterme in
diesem Sinne lokal sind. Das führt zur Definition von lokalen Funktionalen auf der Feldalgebra.
Es werden erste Schritte zur Quantisierung dieser Funktionale unternommen.
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Kapitel 1

Einführung

Obwohl nichtkommutative Feldtheorien erst in den letzten Jahren größere Popularität erlangt
haben, ist die zugrunde liegende Idee schon recht alt. Bereits 1947 hat Snyder ein Modell vor-
geschlagen, in dem die vier Koordinaten des Minkowski-Raums durch selbstadjungierte, nicht-
kommutierende Operatoren ersetzt werden [1]. Die von ihm angenommenen Vertauschungs-
relationen führen, analog zur Drehimpuls-Quantisierung in der Quantenmechanik, zu einem
diskreten Spektrum der räumlichen Koordinaten. Die zeitliche Koordinate hat ein kontinu-
ierliches Spektrum. Es bleibt aber die komplette Lorentzsymmetrie erhalten. In einer darauf
aufbauenden Arbeit [2] wurde die klassische Elektrodynamik auf dieser nichtkommutativen
Raumzeit entwickelt.

Snyders Motivation war die Hoffnung, dass durch die so eingeführte kleinste Längenein-
heit die in der Quantenfeldtheorie auftretenden Divergenzprobleme behoben werden könnten.
Durch die kurze Zeit später entwickelte Renormierungstheorie verlor diese Motivation ihre
Dringlichkeit, weshalb sein Modell keine große Popularität erreicht hat.

Vor einigen Jahren wurde aus einer anderen Motivation ein Modell einer nichtkommuta-
tiven Raumzeit vorgeschlagen [3]: Ein großes Hindernis bei der Vereinigung von Allgemeiner
Relativitätstheorie und Quantentheorie besteht darin, dass die Raumzeit in beiden Theorien
verschiedene Rollen spielt. Während sie in der Quantenfeldtheorie den Hintergrund darstellt,
vor dem sich die Dynamik der Materiefelder abspielt, ist sie in der Allgemeinen Relativitäts-
theorie eng mit der Materie verwoben, die Geometrie der Raumzeit und die Materie wechsel-
wirken miteinander. Das manifestiert sich zum Beispiel im folgenden Paradoxon: Nach dem
Formalismus der Quantenfeldtheorie lassen sich Punkte der Raumzeit (Ereignisse) beliebig
genau auflösen. Dazu muss nach der Heisenbergschen Unschärferelation in dem betreffenden
Raumzeitgebiet Energie der Größenordnung ǫ ∼ c~a−1 konzentriert werden, wobei a der mi-
nimale Durchmesser des Raumzeitgebietes ist. Die Allgemeine Relativitätstheorie setzt der
Auflösung hier aber eine Schranke. Denn wenn die Energiedichte im betreffenden Raumzeit-
gebiet zu groß wird, entsteht ein Horizont, zum Beispiel ein schwarzes Loch, und es können
keine Informationen aus dem Gebiet nach außen gelangen. Das Phänomen tritt auf, wenn a
kleiner als die Planck-Länge λP ≃ 1, 6× 10−35m wird. Die Quantenfeldtheorie beinhaltet also
in gewisser Weise zu viele Möglichkeiten, das heißt ihr Formalismus erlaubt Messungen, die
im Experiment prinzipiell nicht möglich sind.



2 Einführung

In [3] wurden die minimal möglichen Unschärfen folgendermaßen abgeschätzt:

∆x0
∑

i

∆xi ≥ λ2
P (1.1)

∑

i<j

∆xi∆xj ≥ λ2
P (1.2)

Um diese Unschärferelationen zu implementieren, wurde vorgeschlagen, die Koordinatenfunk-
tionen xµ durch nichtkommutierende, selbstadjungierte Operatoren qµ zu ersetzen, deren Ver-
tauschungsrelationen

[qµ, qν ] = iQµν (1.3)

die Raumzeit-Unschärferelationen implizieren, wie ja auch die kanonischen Vertauschungsre-
lationen in der Quantenmechanik zur Heisenbergschen Unschärferelation führen. Die Qµν sind
selbstadjungierte Operatoren, die sich unter Lorentztransformationen wie ein Tensor zweiter
Stufe verhalten. Somit haben beide Seiten von Gleichung (1.3) dasselbe Transformationsver-
halten, das Modell respektiert also die Lorentz-Symmetrie. Auch bei der Formulierung dieses
Modells wurde die Hoffnung geäußert, dass die Unschärfe oder Verschmierung der Raum-
zeit auf der Skala der Planck-Länge den singulären Charakter der Wechselwirkungen in der
Quantenfeldtheorie verwischen könnte.

Eine weitere Motivation für die Beschäftigung mit Quantenfeldtheorien auf nichtkommu-
tativen Raumzeiten kommt aus der Stringtheorie. In manchen Modellen beschreibt man dort
die Raumzeit als eine vierdimensionale Untermannigfaltigkeit, eine sogenannte D-Brane, ei-
nes höherdimensonalen Raumes. Die fundamentalen Objekte der Theorie, die Strings, sind
Fäden, deren Dynamik sich im höherdimensionalen Raum abspielt, deren Enden aber auf der
D-Brane liegen. Bei der Quantisierung des Systems in einem Hintergrundmagnetfeld werden
die Raumzeitkoordinaten der Endpunkte des Strings nichtkommutativ [4]:

[qµ, qν ] = iσµν . (1.4)

Das erinnert an das Auftreten nichtkommutativer Koordinaten bei der Quantisierung der Dy-
namik im unterstem Landau-Niveau eines zweidimensionalen Elektronensystems bei starkem
senkrechten Magnetfeld, zum Beispiel beim Quanten-Hall-Effekt [5]. In (1.4) ist σ eine feste,
antisymmetrische Matrix, deshalb ist hier die Lorentzinvarianz gebrochen. Im Limes niedriger
Energien spielt nur noch die Dynamik der Endpunkte des Strings eine Rolle, so dass man
effektiv eine vierdimensionale Raumzeit mit nichtkommutierenden Koordinaten erhält [6].

Der Zusammenhang mit der Stringtheorie hat eine intensive Beschäftigung mit nicht-
kommutativen Feldtheorien ausgelöst. Dabei wurde die Hoffnung auf eine Glättung der UV-
Divergenzen nicht erfüllt. Im Gegenteil, zu den üblichen Divergenzen [7] trat eine neue Art
von Divergenzen hinzu, die sogenannten gemischten UV/IR-Divergenzen [8], für deren Renor-
mierung es noch keine viel versprechenden Ansätze gibt. Sie stellen das Haupthindernis für
die Formulierung einer befriedigenden nichtkommutativen Quantenfeldtheorie dar. Es treten
jedoch auch einige andere, in der üblichen Quantenfeldtheorie unbekannte, Probleme auf. So
hatte man in Theorien mit Raum/Zeit-Nichtkommutativität (σ0i 6= 0), die für die Unschärfe-
relation (1.1) nötig ist, mit nicht unitären S-Matrizen zu kämpfen [9]. Dieses Problem wurde
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in [10] gelöst: Es stellte sich heraus, dass die bis dahin verwendeten Feynman-Regeln die Ursa-
che waren, da Hamilton- und Yang-Feldman-Formalismus zu unitären S-Matrizen führen. In
der üblichen Quantenfeldtheorie sind diese Zugänge äquivalent. Ein anderes Problem ist zum
Beispiel, dass in wechselwirkenden nichtkommutativen Theorien die Divergenz des Energie-
Impuls-Tensors im Allgemeinen nicht verschwindet [11].

In dieser Arbeit wollen wir uns mit klassischer nichtkommutativer Feldtheorie beschäfti-
gen. Auf den ersten Blick scheint das keine besonders sinnvolle Beschäftigung zu sein, da man
davon ausgeht, dass nichtkommutative Effekte erst in der Nähe der Planck-Skala auftreten, wo
man nicht erwarten kann, dass die klassische Feldtheorie eine sinnvolle Beschreibung liefert.
Andererseits deuten die diversen Probleme, mit denen man in der nichtkommutativen Quan-
tenfeldtheorie zu kämpfen hat, darauf hin, dass diese Theorien noch nicht wirklich verstanden
sind. Man kann also hoffen, über das Studium der klassischen Theorie ein besseres Verständ-
nis der Quantentheorie zu erreichen. Ganz konkret würde man die UV/IR-Divergenzen gerne,
wie bei IR-divergenten Quantenfeldtheorien üblich, durch eine Beschränkung der Wechsel-
wirkung auf ein endliches Gebiet der Raumzeit regularisieren, um dann einen adiabatischen
Limes durchzuführen. Es ist aber unklar, was in einer nichtkommutativen Raumzeit über-
haupt ein Gebiet ist. Hier könnte die Formulierung einer klassischen Feldtheorie samt einem
Wirkungsprinzip hilfreich sein. Denn in der kommutativen Feldtheorie beinhaltet bereits das
Wirkungsprinzip das Konzept des raumzeitlichen Beschränkens, so dass man so Hinweise auf
das nichtkommutative Analogon finden könnte.

Darüber hinaus kann man nichtkommutative Feldtheorien als Verallgemeinerung der übli-
chen kommutativen Feldtheorien ansehen. In diesem Sinne ist es interessant zu sehen, wie
der allgemeine Rahmen aussieht, in dem kommutative Theorien einen Spezialfall darstel-
len. So könnte das Studium der nichtkommutativen klassischen Feldtheorie zu einem tieferen
Verständnis der kommutativen Theorie beitragen.

Der Einfachheit halber beschränken wir uns in dieser Arbeit auf die skalare Feldtheorie.
Auf die interessanten Effekte, die in nichtkommutativen Eichtheorien auftreten, wird daher
nicht eingangen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:
In Kapitel 2 wird eine Einführung in die mathematische Beschreibung nichtkommutativer

Raumzeiten gegeben. Der Schwerpunkt liegt dabei auf dem in [3] eingeführten Modell des
nichtkommutativen Minkowski-Raumes. Auf mathematische Details wird nur in dem Maße
eingegangen, wie es für das Verständnis der Arbeit nötig ist.

Kapitel 3 dient der Darstellung der Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-
Raum. Insbesondere werden die drei Formalismen zur störungstheoretischen Behandlung der
nichtkommutativen Quantenfeldtheorie vorgestellt. Auch auf die bereits existierenden Ansätze
zur Formulierung nichtkommutativer klassischer Feldtheorien wird eingegangen.

In Kapitel 4 wird die algebraische Struktur des Wirkungsprinzips in der klassischen kom-
mutativen Feldtheorie untersucht und so verallgemeinert, dass sie auch auf nichtkommutative
Feldtheorien angewendet werden kann. Auch das Noether-Theorem wird in diesem Rahmen
formuliert. Es stellt sich heraus, dass die Algebra der Felder bestimmte Anforderungen erfüllen
muss, damit sich ein Wirkungsprinzip formulieren und Bewegungsgleichungen daraus ableiten
lassen. Wir geben auch explizit eine nichtkommutative Algebra M an, die diese Anforderun-
gen erfüllt, und die eine skalare Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum
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beschreibt.
In Kapitel 5 beschäftigen wir uns zunächst mit der Lösung der Bewegungsgleichung in M,

und zwar sowohl mit der Formulierung und Lösung des Cauchy-Problems für das freie Feld, als
auch mit der pertubativen Berechnung des wechselwirkenden Feldes mit dem Yang-Feldman-
Formalismus. Wir definieren einen Lokalitätsbegriff für die Felder aus M und untersuchen,
wann Störterme ein in diesem Sinne kausales Ausbreitungsverhalten haben. Dies führt zur De-
finition von lokalen Funktionalen. Es werden dann einige erste Schritte zur Untersuchung ihrer
Eigenschaften, auch im Hinblick auf die Quantisierung, unternommen. Insbesondere berechnen
wir mit Peierls Methode ihre Poisson-Klammer.

In Kapitel 6 werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick gegeben.
Eine wichtige Rolle spielen in dieser Arbeit Algebren mit lokal konvexer Topologie. In

Anhang A werden die wichtigsten Eigenschaften lokal konvexer Räume zusammengefasst und
die topologischen Eigenschaften der Algebra M untersucht.

Ein anderes wichtiges mathematisches Hilfsmittel in dieser Arbeit sind die so genannten
kohärenten Zustände und die mit ihrer Hilfe definierten normalgeordneten Symbole. Sie werden
in Anhang B eingeführt.



Kapitel 2

Der nichtkommutative

Minkowski-Raum

In diesem Kapitel soll die mathematische Beschreibung nichtkommutativer Raumzeiten, ins-
besondere des nichtkommutativen Minkowski-Raumes, besprochen werden.

Betrachten wir zunächst den kommutativen Fall, das heißt wir beschreiben die Raum-
zeit durch eine Mannigfaltigkeit M . Die Menge C0(M) der stetigen, im Unendlichen ver-
schwindenden, komplexwertigen Funktionen auf M bildet mit der punktweisen Multiplika-
tion und der komplexen Konjugation eine kommutative ∗-Algebra. Versehen mit der Norm
‖f‖ := supx∈M |f(x)| erhalten wir eine kommutative C∗-Algebra. Umgekehrt besagt der Satz
von Gelfand ([12], Theorem 2.1.11A), dass man jeder kommutativen C∗-Algebra A einen lo-
kal kompakten Hausdorff-Raum XA zuordnen kann, so dass A isomorph zu C0(XA) ist. In
Analogie dazu beschreiben wir eine nichtkommutative Raumzeit durch eine nichtkommutative
C∗-Algebra, deren Elemente man sich als die “Funktionen” auf der Raumzeit vorstellen kann.

Lokalisierungen von Experimenten lassen sich im kommutativen Fall durch ein Wahrschein-
lichkeitsmaß auf der Mannigfaltigkeit M beschreiben. Der für lokal kompakte Räume ange-
passte Maßbegriff ist der des Borelmaßes. Solch ein Maß µ induziert durch f 7→

∫
fdµ einen

Zustand, das heißt ein positives, normiertes Funktional, auf C0(M). Umgekehrt kann man über
den Darstellungssatz von Riesz ([13], Theorem 56.D) jedem Zustand auf C0(M) ein Borel-Maß
auf M zuordnen. In Analogie zum kommutativen Fall beschreiben wir somit Lokalisierungen
auf nichtkommutativen Raumzeiten durch Zustände auf der entsprechenden C∗-Algebra.

Im ersten Abschnitt wird die nichtkommutative C∗-Algebra E vorgestellt, auf der die in
der Einleitung genannten Unschärferelationen erfüllt sind. Eσ, eine Quotientenalgebra von E ,
beschreibt die durch die Stringtheorie motivierte nichtkommutative Raumzeit. Sie ist auch
deshalb von Interesse, weil sich in ihr die Dynamik der Felder abspielt, wenn man gravitative
Effekte außer Acht lässt. Eine daran angelehnte Algebra wird deshalb in den Kapiteln 4 und 5
zur Beschreibung der nichtkommutativen Feldtheorie verwendet. In Abschnitt 2.2 untersuchen
wir die Zustände auf Eσ und in Abschnitt 2.3 führen wir die Weyl-Symbole ein, eine in der
nichtkommutativen Feldtheorie häufig verwendete Darstellungsform für die Elemente von Eσ.
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2.1 Die Algebren E und Eσ
In diesem Abschnitt soll die von den Operatoren qµ, Qµν aus (1.3) erzeugte C∗-Algebra E
eingeführt werden. Die Darstellung ist dabei stark vereinfacht und zielt vor allem auf die im
weiteren Verlauf der Arbeit benötigten Strukturen. Für eine genaue Darstellung sei auf [14]
verwiesen.

Wir erinnern daran, dass die Qµν selbstadjungierte Operatoren sein sollen, deren Gesamt-
heit sich unter Lorentztransformationen wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert. Offen-
sichtlich ist der Tensor antisymmetrisch: Qµν = −Qνµ.

In [3] wurden die sogenannten Quantenbedingungen

QµνQ
µν = 0 (2.1)

(
1

2
(∗Q)µν Q

µν

)2

=

(
1

4
ǫµνρλQ

ρλQµν
)2

= 1 (2.2)

[qµ, Qνλ] = 0. (2.3)

an die qµ, Qµν gestellt. Mit Einheiten versehen steht auf der rechten Seite von (2.2) λ8
P . Diese

Bedingungen implizieren die Unschärferelationen (1.1) und (1.2) ([14], Theorem 3.1).

Eine wichtige Rolle spielt das gemeinsame Spektrum der Qµν . Um es zu bestimmen, zerlegt
man Qµν in den “elektrischen” und den “magnetischen” Anteil

Q =




0 −e1 −e2 −e3
e1 0 m3 −m2

e2 −m3 0 m1

e3 m2 −m1 0


 = (e,m).

Aus den Bedingungen (2.1) und (2.2) erhält man somit

e2 − m2 = 0; e ·m = ±1.

Für das gemeinsame Spektrum Σ ergibt sich also Σ = Σ+ ∪ Σ− mit

Σ± =
{
σ = (ẽ, m̃)|ẽ, m̃ ∈ R

3, ẽ2 = m̃2, ẽ · m̃ = ±1
}
.

Σ+ und Σ− sind zusammenhängende Mannigfaltigkeiten, auf denen die eigentliche orthochrone
Lorentzgruppe durch σµν 7→ ΛµλΛ

ν
ρσ

λρ transitiv wirkt. Man kann zeigen [14], dass Σ+ und Σ−
jeweils homöomorph zu TS2, dem Tangentialbündel der 2-Sphäre, sind. Eine besondere Rolle

spielen die σ ∈ Σ±, für die |ẽ| = 1 gilt. Sie bilden eine Untermannigfaltigkeit Σ
(1)
± ⊂ Σ±, die

der Untermannigfaltigkeit S2 ⊂ TS2 entspricht. Auf ihr sind die Zustände ω mit minimaler
Unschärfe lokalisiert, denn es gilt ([14], Proposition 3.4)

∑

µ

(∆ωq
µ)2 ≥

√
2

∫
dµω(σ)

√
1 + |ẽ|2.

Hier bezeichnet µω das Spektralmaß des Zustands ω.
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Wir wollen nun Funktionen der qµ, anschaulich ausgedrückt also Funktionen auf dem
nichtkommutativen Minkowski-Raum, konstruieren. Hier stellt sich das Problem, dass die
qµ, da sie die Rolle der Koordinatenfuntionen übernehmen sollen, unbeschränkte Operatoren
sind, so dass man die Vertauschungsrelation (1.3) nicht diskutieren kann, ohne sich Gedanken
über Definitionsbereiche zu machen (siehe zum Beispiel [15], Abschnitt VIII.5). Um diese
Schwierigkeiten zu umgehen, fordern wir, dass sie sich in die stärkere Weyl-Form

eikµqµ

eik
′
νq

ν

= e−
i
2
kµQµνk′νei(k+k

′)µqµ

(2.4)

integrieren lässt. Einen Faktor der Form e−
i
2
kQk′ nennen wir im Folgenden einen Twisting-

Faktor. Die eikq sind unitäre Operatoren, also von Norm Eins, so dass wir für f ∈ F(L1(R4)),
(hier bezeichnet F die Fouriertransformation)

f(q) := (2π)−2

∫
d4k f̌(k)eikµqµ

(2.5)

definieren können. Hier ist f̌(k) = (2π)−2
∫

d4x f(x)e−ikx die inverse Fouriertransformierte
von f . Aus (2.4) folgt dann für das Produkt zweier Funktionen

f(q)g(q) = (2π)−4

∫
d4kd4k′ f̌(k)ǧ(k′)eikµqµ

eik
′
νq

ν

= (2π)−2

∫
d4k

(
(2π)−2

∫
d4k′ f̌(k − k′)ǧ(k′)e−

i
2
kµQµνk′ν

)
eikµqµ

= ̂(f̌ × ǧ
)
(q).

(2.6)

Hier bezeichnet f̂ die Fouriertransformierte von f und × die von Q abhängige getwistete
Faltung

(f̌ × ǧ)(k) = (2π)−2

∫
d4k′ f̌(k − k′)ǧ(k′)e−

i
2
kµQµνk′ν .

Nun sollen Funktionen definiert werden, die auch von Q abhängig sind. Hier können wir
etwas sorgloser vorgehen, da nach der Quantenbedingung (2.3) die Qµν mit den qµ und somit
auch untereinander kommutieren. Nach dem Spektralsatz lassen sich Funktionen von selbst-
adjungierten Operatoren aus Funktionen auf ihrem Spektrum konstruieren. Sei also f eine
stetige Abbildung Σ → F(L1(R4)). Dann definieren wir

f(Q, q) := (2π)−2

∫
d4k f̌(Q, k)eikµqµ

. (2.7)

Hier bezieht sich die inverse Fouriertransformation auf den F(L1(R4))-Teil. Die Multiplikation
zweier solcher Funktionen ist dann punktweise in Σ, das heißt es gilt

f(Q, q)g(Q, q) = ̂(f̌ × ǧ
)
(Q, q) (2.8)

mit

(f × g)(Q, k) = (2π)−2

∫
d4k′ f(Q, k − k′)g(Q, k′)e−

i
2
kµQµνk′ν .
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Die Funktionen der Form (2.7), wobei f im Unendlichen (von Σ) verschwindet, bilden mit
der Multipliktion (2.8) und der Involution

f(Q, q)∗ = (2π)−2

∫
d4k f̌(Q, k)e−ikµqµ

= (2π)−2

∫
d4k f̌(Q,−k)eikµqµ

die ∗-Algebra E0. Sie besitzt einen C∗-Abschluss E ([14], Theorem 4.1), der die nichtkom-
mutative Minkowski-Raumzeit beschreibt. Sie ist das Analogon der C∗-Algebra C0(R

4) zur
Beschreibung der kommutativen Minkowski-Raumzeit. Wegen der in Σ punktweisen Multi-
plikation bildet die Menge Iσ := {f ∈ E|f(σ) = 0} ein abgeschlossenes, beidseitiges ∗-Ideal.
Nach ([12], Proposition 2.2.19.) ist dann die Quotientenalgebra Eσ := E/Iσ wiederum eine
C∗-Algebra. Offenbar ist Eσ die C∗-Algebra, die die aus der Stringtheorie motivierten Ver-
tauschungsrelationen (1.4) implementiert. Hier ist allerdings zu beachten, dass dort σ eine
beliebige antisymmetrische Matrix sein kann, während wir hier σ ∈ Σ fordern.

Wir wollen nun für eine konkrete Wahl von σ ∈ Σ
(1)
+ eine irreduzible Darstellung von Eσ

angeben. Wir wählen σ = (ẽ, m̃) mit ẽ = m̃ = (0, 1, 0), das heißt

σ =




0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0


 .

Dies ist offenbar die symplektische Matrix des vierdimensionalen Phasenraums, wir können
die qµ also durch die üblichen quantenmechanischen Orts- und Impulsoperatoren auf Hσ :=
L2(R2) darstellen:

q0 = P1; q1 = P2; q2 = Q1; q3 = Q2. (2.9)

Man erhält so eine treue, irreduzible Darstellung Eσ → K(Hσ) ([14], Theorem 4.1). Hier
bezeichnet K(Hσ) die C∗-Algebra der kompakten Operatoren auf Hσ.

Bemerkung 2.1. Es sei hier auf eine Doppelrolle der eikq hingewiesen. Zum einen spielen sie
in der Fourierentwicklung (2.5) die Rolle der ebenen Wellen. Zum anderen gilt wegen (1.3)

[qµ, eikνqν

] = −kλQµλeikνqν

Man sieht also, dass eikq der Operator der raumzeitlichen Verschiebung um −Qk ist. Wir
können also als Verschiebungsoperator

D(Q,x) := eiQ
−1
µν x

µqν

= eixQ
−1q

definieren. Hier ist Q−1 so definiert, dass Q−1
µνQ

νλ = QλνQ−1
νµ = δλµ gilt. Dann gilt

D(Q,x)∗qµD(Q,x) = qµ +D(Q,x)∗
[
qµ, eixQ

−1q
]

= qµ −QµνxλQ−1
λν = qµ + xµ (2.10)

wobei die Antisymmetrie von Q benutzt wurde. Wenn wir nur in Eσ arbeiten, so setzen wir

D(x) := D(σ, x). (2.11)

An der Doppelrolle der eikq sieht man, dass großen Impulsen Verschiebungen über große Di-
stanzen entsprechen, es besteht also ein tief liegender Zusammenhang zwischen dem UV-
(grosse Impulse) und dem IR- (grosse Distanzen) Regime.
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Für stetige Funktionen f : Σ → F(L1(R4)) definiert man die Wirkung der Poincaré-
Gruppe durch (

τ(a,Λ)f
)
(σ, x) := f(Λ−1σΛT

−1
,Λ−1(x− a)).

Analog wirkt die Poincaré-Gruppe auf E durch

(
τ(a,Λ)f

)
(Q, q) := f(Λ−1QΛT

−1
,Λ−1(q − a1)).

Dementsprechend definiert man die Ableitungen durch

∂µf(Q, q) =
d

dt
|t=0

(
τ(−teµ,1)f(Q, q)

)

=
d

dt
|t=0 (D(Q, teµ)∗f(Q, q)D(Q, teµ))

=
d

dt
|t=0f(Q, q + teµ).

(2.12)

Man rechnet leicht nach, dass die Definition konsistent ist in dem Sinne, dass ∂µf(Q, q) =
(∂µf) (Q, q) gilt. Hier ist zu beachten, dass die Ableitung eines Elementes von E im Allgemeinen
nicht wieder ein Element von E ist.

2.2 Die Zustände auf Eσ
Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel dargestellt, beschreiben wir die Lokalisation von
Experimenten durch Zustände auf E . Wir wollen uns im Folgenden auf Zustände beschränken,
die ihren Träger in Eσ haben, die also durch

ω(f) = ωσ(f(σ, ·))

gegeben sind. Hier ist ωσ ein Zustand auf Eσ. Das ist für unsere Betrachtung deshalb keine große
Einschränkung, weil wir uns vor allem für die Dynamik der Felder auf der nichtkommutativen
Raumzeit interessieren, die sich, solange man gravitative Effekte vernachlässigt, nicht in Σ
abspielt (vergleiche Kapitel 3). Wir betrachten also effektiv nur die Quotientenalgebra Eσ,
können also in allen Formeln Q durch σ ersetzen. Dadurch wird natürlich die Lorentz-Invarianz
gebrochen.

Auf einem dichten Teilraum von Eσ kann man das Analogon des Integrals über die gesamte
Raumzeit und über den räumlichen Teil bei festgehaltener Zeit definieren. Sei f ∈ L1(R4) ∩
F(L1(R4)). Dann setze

∫
d4q f(q) =

∫
d4x f(x) = (2π)2f̌(0) = Trf(q), (2.13)

∫

q0=t
d3q f(q) =

∫

x0=t
d3x f(x) = (2π)1

∫
dk0 f̌(k0,0)eik0t. (2.14)

Dies sind positive Abbildungen, die konsistent in dem Sinne sind, dass die t-Integration über
(2.14) gerade (2.13) ergibt [14].
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Eine besondere Klasse von Zuständen sind die reinen Zustände, das sind die Zustände, die
sich nicht durch konvexe Kombination anderer Zustände darstellen lassen. Für die C∗-Algebra
C0(R

4), die die kommutative Minkowski-Raumzeit beschreibt, sind dies die Funktionale

f 7→ δx(f) =

∫
d4y δx(y)f(y) = f(x).

Man kann also jedem Raumzeitpunkt einen reinen Zustand zuordnen. Diese haben verschwin-
dende Unschärfe. Darüber hinaus sind für x 6= y die Zustände δx und δy disjunkt, das heißt
die Träger der zugehörigen Maße auf R4 sind disjunkt. In diesem Sinne kann man im kommu-
tativen Fall von verschiedenen Raumzeitpunkten sprechen.

Wir wollen nun sehen, welches die reinen Zustände mit optimaler Lokalisierung auf Eσ
sind. In der durch (2.9) gegebenen treuen, irreduziblen Darstellung ergibt sich für die Summe
der quadratischen Varianzen der Koordinaten

∑

µ

(∆xµ)2 = (∆P1)
2 + (∆P2)

2 + (∆Q1)
2 + (∆Q2)

2.

Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dass das Minimum dieser Grösse 2 ist, und dass die-
ses Minimum erreicht wird für den Grundzustand |0〉 des harmonischen Oszillators in zwei
Dimensionen. Bei ihm sind alle Koordinatenunschärfen gleich,

∆xµ =
1√
2

∀µ,

und es gilt
〈0|xµ|0〉 = 0 ∀µ,

er ist also um den Nullpunkt lokalisiert. Mit den Verschiebungsoperatoren können wir ihn aber
an einen anderen Raumzeitpunkt bringen:

|x) := D(x)|0〉.

Wegen (2.10) gilt offensichtlich
(x| qµ |x) = xµ ∀µ

und die Unschärfen bleiben erhalten:

(x| (qµ)2 |x) − (x| qµ |x)2 = 〈0|D(x)∗[(qµ)2,D(x)]|0〉 + 〈0|(qµ)2|0〉 − (xµ)2

= xµ (x| qµ |x) + xµ〈0|qµ|0〉 + 〈0|(qµ)2|0〉 − (xµ)2

= 〈0|(qµ)2|0〉.

Wir können also jedem Raumzeitpunkt einen um ihn lokalisierten Zustand

ωx : f(q) 7→ (x| f(q) |x) (2.15)

mit minimaler Unschärfe zuordnen. Nach ([16], Korollar 10.2.5.) ist für eine irreduzible Dar-
stellung π : A → B(H) einer C∗-Algebra A und einen beliebigen Einheitsvektor x ∈ H der



2.3 Die Weyl-Symbole und das Moyal-Produkt 11

Zustand A 7→ 〈x|π(A)|x〉 auf A rein. Somit handelt es sich bei den Zuständen (2.15) um reine
Zustände.

Auch für Zustände auf C∗-Algebren ist der Begriff “disjunkt” definiert: Man nennt ω1 und
ω2 disjunkt, wenn die zugehörigen GNS-Darstellungen disjunkt sind, das heißt wenn sie keine
äquivalenten Unterdarstellungen besitzen. Auf einer kommutativen C∗-Algebra A sind zwei
Zustände genau dann disjunkt, wenn die (nach dem Darstellungssatz von Riesz) entsprechen-
den Borel-Maße auf XA disjunkt sind ([12], Abschnitt 4.2.2). Der Begriff der Disjunktheit von
Zuständen ist also eine Verallgemeinerung des Begriffs der Disjunktheit von Borel-Maßen. Aus
der Disjunktheit von ω1 und ω2 folgt unter anderem, dass der Normabstand maximal ist, das
heißt ‖ω1 − ω2‖ = 2 ([16], Korollar 10.3.6). Nun gilt ([16], 10.5.48):

‖ωx − ωy‖ = 2
√

1 − |(x|y)|.

In Anhang B wird das Skalarprodukt (x|y) berechnet (B.18): Es gibt keine x, y so dass es
verschwindet. Daraus folgt, dass die Zustände ωx und ωy nicht disjunkt sind. Insofern kann
man, anders als im kommutativen Fall, nicht von “Punkten” der nichtkommutativen Raumzeit
sprechen. Somit ist auch nicht klar, inwiefern man das Konzept der Lokalität, das in der
üblichen Feldtheorie eine wichtige Rolle spielt, auf nichtkommutative Raumzeiten übertragen
kann.

Man nennt die Zustände |x) auch kohärente Zustände. Wir werden in Kapitel 5 häufig
Gebrauch von ihnen machen. In Anhang B werden wir ihre Eigenschaften genauer untersucht.

2.3 Die Weyl-Symbole und das Moyal-Produkt

Im Prinzip kennen wir die Weyl-Symbole bereits. Sei f(q) durch (2.5) gegeben. Dann ist f das
Weyl-Symbol von f(q). Um auch anderen Elementen von Eσ ∼= K(Hσ) eine Funktion auf dem
R4 zuzuordnen, kehren wir die Abbildung (2.5) um. Wir definieren für Spurklasse-Operatoren
f ∈ K(Hσ):

f̌W (k) := (2π)−2Tr(fe−ikq).

Dann heißt

fW (x) = F(f̌W )(x)

das Weyl-Symbol von f . Die Zuordnung (2.5) hat die Eigenschaft, dass ein Polynom xα in den
Koordinatenfunktionen (hier ist α ein 4-Multiindex) auf den Operator {qα}sym, das symmetri-
sierte oder auch Weylgeordnete Produkt der zugehörigen Koordinatenoperatoren, abgebildet
wird. Formal gilt offenbar

∫
d4x fW (x) = (2π)−2f̌W (0) = Trf. (2.16)
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Man kann das Produkt (2.6) nun auch in Weyl-Symbole ausgedrücken:

(fW ∗ gW ) (x) : = ̂f̌W × ǧW (x)

= (2π)−4

∫
d4kd4k′ eikxf̌W (k − k′)ǧW (k′)e−

i
2
kσk′

= (2π)−8

∫
d4kd4k′d4yd4y′ eikxe−i(k−k

′)ye−ik
′y′e−

i
2
kσk′fW (y)gW (y′)

= (2π)−4

∫
d4yd4k fW (x− 1

2
σk)gW (x+ y)e−iky

(2.17)

Dies wird üblicherweise das Moyal- oder ∗-Produkt genannt. Da es nichts anderes ist als das
Operatorprodukt auf der Symbolebene ist es natürlich auch assoziativ, aber nicht kommutativ.
Man sieht diesem Produkt direkt an, dass es nichtlokal ist, das heißt zu fW ∗ gW (x) tragen
die die Werte von fW (y) und gW (z) auch für weit von x entfernte y und z bei. Man muss mit
solchen Aussagen allerdings vorsichtig sein, schließlich sind die Funktionale f 7→ fW (x) nicht
positiv, so dass die Interpretation von fW (x) als so etwas wie der “Funktionswert” von f an
der Stelle x problematisch ist.

Welche Klassen von Funktionen unter der Weyl-Abbildung mit welchen Klassen von Opera-
toren korrespondieren, ist nicht vollständig geklärt [17]. Auf jeden Fall entsprechen die Symbole
fW ∈ S(R4) den Operatoren auf L2(R2), deren Integralkern in S(R4) liegt. Diese Menge wird
in den Kapiteln 4 und 5 eine wichtige Rolle spielen, wir werden sie dort S2 nennen. Offenbar
sind für f ∈ S2 in Gleichung (2.16) sowohl die rechte als auch die linke Seite wohldefiniert.
Aus der Zyklizität der Spur folgt dann auch

∫
d4x f ∗ g(x) =

∫
d4x g ∗ f(x) ∀f, g ∈ S(R4). (2.18)

Für den Fall f, g ∈ S(R4) lässt sich auch eine andere häufig verwendete Identität herleiten:
∫

d4x (f ∗ g)(x) = (2π)−4

∫
d4xd4yd4k f(x− 1

2
σk)g(x+ y)e−iky

= (2π)−2

∫
d4xd4k f(x− 1

2
σk)ǧ(k)eikx

=

∫
d4k f̂(k)ǧ(k)e

i
2
kσk

=

∫
d4k f̂(k)ĝ(−k)

=

∫
d4x f(x)g(x).

(2.19)

Das erlaubt es zum Beispiel partiell zu integrieren:
∫

d4x ∂µf ∗ g(x) = −
∫

d4x f ∗ ∂µg(x) ∀f, g ∈ S(R4). (2.20)

Das Moyal-Produkt wird häufig auch in der Form

(f ⋆ g)(x) = e
i
2
∂
(y)
µ σµν∂

(z)
ν f(x+ y)g(x+ z)|y=z=0. (2.21)
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angegeben. Sie ist formal äquivalent zu (2.17). Echt gleich ist sie natürlich nur für analytische
f und g. In der nichtkommuativen Feldtheorie wird (2.21) meistens als formale Potenzreihe
in σ interpretiert. Auf dieser Basis funktioniert zum Beispiel die in der nichtkommutativen
Eichtheorie häufig benutzte Seiberg-Witten-Abbildung [6]. Es ist hier jedoch Vorsicht geboten,
da das Produkt dann für alle endlichen Ordnungen lokal ist.
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Kapitel 3

Feldtheorie auf dem

nichtkommutativen

Minkowski-Raum

Bereits in [3] wurde eine Quantenfeldteorie (QFT) auf dem nichtkommutativen Minkowski-
Raum definiert. In Analogie zur QFT auf dem kommutativen Minkowski-Raum und in An-
lehnung an (2.5) wurde

φ(q) := (2π)−2

∫
d4k φ̌(k) ⊗ eikq (3.1)

mit
φ̌(k) =

√
2π (θ(k0)a(k)∗ + θ(−k0)a(−k)) δ(k2 −m2) (3.2)

als freies, skalares Feld definiert. Das Tensorprodukt soll hier verdeutlichen, dass die Ope-
ratoren a, a∗ und q in verschiedenen Räumen wirken. Offensichtlich erfüllt dieses Feld die
Klein-Gordon-Gleichung (

✷ +m2
)
φ(q) = 0. (3.3)

Das Feld wurde hier so definiert, dass es nicht von σ abhängt. Das Produkt zweier Felder ist
zwar σ-abhängig (2.6) aber punktweise in Σ (2.8). Auch durch die Bewegungsgleichung (3.3)
kommt keine Dynamik in Σ zustande, da sie keine Ableitungen nach σ enthält. Das begründet
die in Abschnitt 2.2 vorgenommenen Beschränkung auf Eσ.

Zur störungstheoretischen Behandlung der nichtkommutativen Quantenfeldtheorie (NC-
QFT) wurden im wesentlichen drei verschiedene Formalismen vorgeschlagen, die wir im fol-
genden vorstellen wollen.

3.1 Die modifizierten Feynman-Regeln

Man geht hier aus von der Wirkung, das heißt der Spur über die Lagrangedichte, für das
Beispiel einer skalaren φ3-Theorie also

S[φ] = Tr

(
1

2
∂µφ(q)∂µφ(q) − m2

2
φ(q)φ(q) − λ

3!
φ(q)φ(q)φ(q)

)
.
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Man kann das natürlich auch durch Weyl-Symbole ausdrücken:

S[φ] =

∫
d4x

1

2
∂µφW (x)∂µφW (x) − m2

2
φW (x)φW (x) − λ

3!
φW ∗ φW ∗ φW (x).

Hier wurde Gleichung (2.19) benutzt. Man sieht, dass der freie Teil genau so aussieht wie im
kommutativen Fall, hier ändert sich somit nichts, insbesondere bleiben die Propagatoren die
gleichen. Für den Wechselwirkungsteil erhält man mit (2.4) und Tr(eikq) = (2π)2δ(k)

Tr (φ(q)φ(q)φ(q)) =

∫ 3∏

i=1

d4ki φ̌(k1)φ̌(k2)φ̌(k3)Tr
(
eik1qeik2qeik3q

)

=(2π)2
∫ 3∏

i=1

d4ki φ̌(k1)φ̌(k2)φ̌(k3)δ(k1 + k2 + k3)e
− i

2

∑
i<j kiσkj .

Es ist also nahe liegend, die üblichen Feynman-Regeln zu benutzen und für jeden Vertex

den Phasenfaktor e−
i
2

∑
i<j kiσkj zu multiplizieren. Das sind die sogenannten modifizierten

Feynman-Regeln, die zuerst in [7] formuliert wurden. Zu beachten ist dabei, dass der Phasen-
faktor von der Reihenfolge abhängt, in der die Impulse an den Vertizes ein- beziehungsweise
auslaufen. Der Phasenfaktor ist aber wegen der Zyklizität der Spur invariant unter zyklischen
Vertauschungen der Impulse.

Als Beispiel wollen wir die Selbstenergie in erster Schleifenordnung berechnen. Wir nennen
den einlaufenden Impuls p und den umlaufenden k. An den beiden Vertizes gilt offensichtlich
Impulserhaltung. Zunächst betrachten wir folgende Reihenfolge der auslaufenden Impulse:
k1 = −p, k2 = k, k3 = p − k am ersten und k1 = p, k2 = k − p, k3 = −k am zweiten Vertex.
Dies ist im Graphen in Abbildung 3.1 dargestellt. Dabei wird die Reihenfolge der auslaufenden
Impulse an den beiden Vertizes jeweils im Gegenuhrzeigersinn gezählt. Der Anfangspunkt der
Zählung ist dabei wegen der zyklischen Invarianz des Phasenfaktors egal.

p p

k

p−k

Abbildung 3.1: Ein planarer Graph

Man rechnet nun leicht nach, dass sich die Phasenfaktoren gerade wegheben. Man spricht
dann von einem planaren Graphen. Er entspricht genau dem aus der kommutativen Theorie
bekannten Graphen, weist also insbesondere die gleichen UV-Divergenzen auf [7].

Bei der Zuordnung k1 = −p, k2 = k, k3 = p−k am ersten und k1 = p, k2 = −k, k3 = k−p
am zweiten Vertex, dargestellt in Abbildung 3.2, bleibt jedoch ein Phasenfaktor

e−
i
2
(−pσk−pσ(p−k)+kσ(p−k))e−

i
2
(−pσk−pσ(p−k)+kσ(p−k)) = e−ikσp
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p p

k

p−k

Abbildung 3.2: Ein nichtplanarer Graph

übrig. Hier spricht man von einem nichtplanaren Graphen. Er liefert einen Beitrag proportional
zu

∫
d4k

1

k2 −m2 + iǫ

1

(p − k)2 −m2 + iǫ
e−ikσp =

(
∆̌F ×2 ∆̌F

)
(p). (3.4)

Hier bezeichnet ×2 die getwistete Faltung bezüglich 2σ. Der oszillierende Phasenfaktor macht
das Integral konvergent [8], es ist also keine Renormierung erforderlich. Das gilt jedoch nur
für endliche Impulse p. Im Limes p → 0 erhält man wieder die üblichen UV-Divergenzen. Es
besteht hier also in gewisser Weise eine Mischung des UV- und des IR-Bereichs. Für einen
einfachen Selbstenergie-Graphen stellt das kein Problem dar, da ein einlaufender Impuls p = 0
physikalisch keinen Sinn macht. Ist der nichtplanare Selbstenergie-Graph allerdings in einen
Graphen eingebettet, wie etwa in Abbildung 3.3 dargestellt, so wird über alle p integriert,
insbesondere auch über p = 0. Es gibt noch keine befriedigenden Ansätze zur Lösung dieses
sogenannten UV/IR-Mischungs-Problems.

Abbildung 3.3: Ein UV/IR-divergenter Untergraph

Ein noch schwerer wiegendes Problem der modifizierten Feynman-Regeln ist, dass sie für
Theorien mit Raum-Zeit-Nichtkommutativität (σ0i 6= 0), die für die Unschärferelation (1.1)
nötig ist, zu einer Verletzung der Unitarität führen. Denn für die nichtplanaren Graphen
ist das optische Theorem bereits in erster Schleifenordnung nicht mehr erfüllt [9]. In [10]
wurde jedoch gezeigt, dass dieses Problem in den beiden im Folgenden vorgestellten Ansätzen
nicht auftritt. Die modifizierten Feynman-Regeln sind also offenbar ein schlechter Ansatz zur
störungstheoretischen Definition einer QFT auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum.
Insbesondere lassen sie sich, anders als die Feynman-Regeln der kommutativen Feldtheorie,
nicht aus dem Hamilton-Ansatz herleiten, wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden.
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3.2 Der Hamiltonformalismus

Mit Hilfe des Zeit-t-Integrals (2.14) lässt sich ein Wechselwirkungs-Hamiltonoperator zum
Beispiel für die φ3-Theorie definieren:

HI(t) :=

∫

q0=t
d3q :φ3(q): .

Die S-Matrix ergibt sich wie üblich durch die Dyson-Reihe

S = Tei
∫

dt HI(t).

Die Unitarität folgt dann aus der formalen Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators. Zu
beachten ist hier, dass sich die Zeitordnung T nur auf die Wechselwirkungszeiten auswirkt. Wir
wollen auch in diesem Rahmen die Berechnung der φ3-Selbstenergie in erster Schleifenordnung
skizzieren. Das Weyl-Symbol des Wechselwirkungsterms ist durch

:φ3
W : (x) =

∫
d4k

3∏

i=1

d4ki e
ikx :φ̌(k1)φ̌(k2)φ̌(k3): Tr

(
e−ikqeik1qeik2qeik3q

)

=

∫ 3∏

i=1

d4ki e
i(k1+k2+k3)x :φ̌(k1)φ̌(k2)φ̌(k3): e

− i
2

∑
i<j kiσkj

gegeben. Aus der Definition (2.14) des Zeit-t-Integrals folgt
∫

q0=t
d3q :φ(q)3: =

∫

x0=t
d3x :φ3

W : (x)

und somit für das zeitgeordnete Produkt zweier Integrale

T

∫
dt HI(t)

∫
dt′ HI(t

′)

=

∫
d4xd4y

(
θ(x0 − y0) :φ3

W : (x) :φ3
W : (y) + θ(y0 − x0) :φ3

W : (y) :φ3
W : (x)

)
. (3.5)

Wir betrachten nun die zwei in Abbildung 3.4 dargestellten Kontraktionen des Produkts
:φ3
W : (x) :φ3

W : (y):

∫ 3∏

i=1

d4kid
4pi e

i(k1+k2+k3)xei(p1+p2+p3)ye−
i
2

∑
i<j(kiσkj+piσpj) (3.6)

· ∆̌+(k2)∆̌+(k3)δ(k2 + p2/1)δ(k3 + p1/2)φ̌(k1)φ̌(p3)

=

∫
d4p3

3∏

i=1

d4ki e
i(k1+k2+k3)xei(−k2−k3+p3)ye−

i
2
(k1+p3)σ(k2+k3)e−

i
2
k2σk3e±

i
2
k2σk3

· ∆̌+(k2)∆̌+(k3)φ̌(k1)φ̌(p3)

=

∫
d4k1d

4p3d
4k ei(k1+k)xei(p3−k)ye−

i
2
(k1+p3)σk

(
∆̌+ ×0/2 ∆̌+

)
(k) φ̌(k1)φ̌(p3).
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Abbildung 3.4: Die beiden in (3.6) betrachteten Kontraktionen

Hier bezeichnet ×0 die übliche Faltung. Durch sandwichen in 〈p| . . . |p〉 setzt man p3 = −k1 = p
und erhält ∫

d4k ei(k−p)(x−y)
(
∆̌+ ×0/2 ∆̌+

)
(k) = e−ip(x−y)

(
∆+ ∗0/2 ∆+

)
(x− y).

Hier bezeichnet ∗0 das punktweise Produkt und ∗2 das Moyal-Produkt bezüglich 2σ. Einsetzen
in (3.5) ergibt
∫

d4xd4y e−ip(x−y)
(
θ(x0 − y0)

(
∆+ ∗0/2 ∆+

)
(x− y) + θ(y0 − x0)

(
∆+ ∗0/2 ∆+

)
(y − x)

)
.

Man kann hier also wieder einen planaren (mit ∗0-Produkt) und einen nichtplanaren (mit
∗2-Produkt) Anteil unterscheiden. Beim planaren Term lässt sich die Heaviside-Funktion auf
die einzelnen ∆+-Funktionen ziehen, so dass man mit θ(x0)∆+(x)+θ(−x0)∆+(−x) = i∆F (x)
das punktweise Produkt zweier Feynman-Propagatoren erhält. Das ist wiederum der aus der
kommutativen Theorie bekannte Term. Im Fall des Moyal-Produkts kann man die Heaviside-
Funktion wegen der Nichtlokalität des Moyal-Produkts nicht auf die einzelnen Zwei-Punkt-
Funktionen ziehen. Der nichtplanare Graph ist in diesem Formalismus also nicht proportional
zu (3.4).

Natürlich treten auch noch andere Terme auf, bei der Kontraktion von k2 mit p2 und k3

mit p3 erhält man zum Beispiel einen Beitrag proportional zu
∫

d4xd4y
(
θ(x0 − y0)

(
e−i(x−y)· ×2 ∆̌+ ×2 ∆̌+

)
(p) + θ(y0 − x0)

(
ei(x−y)· ×2 ∆̌+ ×2 ∆̌+

)
(−p)

)
.

Ausführliche Rechnungen in diesem Formalismus finden sich in [18] und [19], wo er Wechsel-
wirkungspunktzeitgeordnete Störungstheorie genannt wird.

Ein Nachteil dieses Formalismus ist, dass sich das wechselwirkende Feld nicht wie üblich
durch die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen

φ̇(t,x) = i[H(t), φ(t,x)]

berechnen lässt. Denn zunächst ist nicht einmal klar, wie der Kommutator überhaupt definiert
ist, nur bezüglich des Feldes oder auch bezüglich des Ortsanteils? Ein weiteres Problem ist
die Nichtlokalität des Produktes, die es schwer macht, dem Konzept der Gleichzeitigkeit einen
Sinn zu geben. Man hat also nicht unter Kontrolle, wie sich das wechselwirkende Feld für
t → ∞ verhält, insbesondere, ob es dort frei wird. In nichtlokalen Theorien traten an dieser
Stelle in der Tat Probleme auf [20], so dass man diese Fragen sorgfältig untersuchen sollte.
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3.3 Der Yang-Feldman-Formalismus

In [10] wurden die wechselwirkenden Felder pertubativ mit dem Yang-Feldman-Ansatz [21]
bestimmt. Dies soll hier anhand der φ3-Theorie dargestellt werden, die Bewegungsgleichung
sei also durch

(✷ +m2)φ(q) = λφ(q)φ(q)

gegeben. Die Idee ist nun, das wechselwirkende Feld als formale Potenzreihe

φ(q) =
∞∑

n=0

λnφn(q)

in der Kopplungskonstenten λ zu berechnen. Offensichtlich löst φ0(q) die freie Wellengleichung,
man setzt es gleich dem einlaufenden Feld. Die höheren Ordnungen erfüllen dann

(✷ +m2)φn(q) =
n−1∑

k=0

φk(q)φn−1−k(q),

so dass sie sich rekursiv bestimmen lassen. Man erhält für die ersten beiden Ordnungen

φ1(q) =

∫
d4x ∆ret(x)φ0(q − x)φ0(q − x)

und

φ2(q) =

∫
d4xd4y ∆ret(x)∆ret(y)

· (φ0(q − y − x)φ0(q − y − x)φ0(q − x) + φ0(q − x)φ0(q − y − x)φ0(q − y − x)) .

Dies ist in Abbildung 3.5 durch Graphen dargestellt.

+q−x−y q−x−y

q

q−x

q

q−x

Abbildung 3.5: Die beiden Beiträge zu φ2 im Yang-Feldman-Formalismus

Die Selbstenergie in erster Schleifenordnung ergibt sich nun durch Berechnung von

∫
d4zd4z′ e−ikzeipz

′〈Ω|φ2(q − z)φ0(q − z′)|Ω〉.
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+

+

+

Abbildung 3.6: Die drei verschiedenen Kontraktionen für die φ3-Selbstenergie.

Bei der Berechnung des Vakuumerwartungswertes wird eines der φ0 aus φ2 mit dem ein-
laufenden φ0 kontrahiert, die beiden übrigen kontrahieren miteinander. Die drei Kontrakti-
onsmöglichkeiten sind in Abbildung 3.6 dargestellt. Die erste Kontraktionsmöglichkeit liefert
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einen Beitrag proportional zu

∫
d4xd4yd4zd4z′ ∆ret(x)∆ret(y)e

−ikzeipz
′

∫ 4∏

i=1

d3ki
2ω(ki)

(
e−i(q−x−y−z)k1e−i(q−x−y−z)k2ei(q−x−z)k3ei(q−z

′)k4 [a(k2), a(k3)
∗][a(k1), a(k4)

∗]

+e−i(q−x−z)k1ei(q−x−y−z)k2e−i(q−x−y−z)k3ei(q−z
′)k4 [a(k1), a(k2)

∗][a(k3), a(k4)
∗]
)

=

∫
d4xd4yd4zd4z′

d3k1

2ω(k1)

d3k2

2ω(k2)
∆ret(x)∆ret(y)e

−ikzeipz
′
e−ik1(z

′−x−y−z)
(
eik2y + e−ik2y

)

=

∫
d4xd4yd4zd4z′ ∆ret(x)∆ret(y)e

−ikzeipz
′
∆+(z′ − x− y − z) (∆−(y) + ∆+(y))

=δ(k − p)

∫
d4xd4yd4z′ ∆ret(x)∆ret(y)e

ipz′∆+(z′ − x− y) (∆−(y) + ∆+(y))

=δ(k − p)∆̂ret(p)∆̂+(p)

∫
d4y ∆ret(y) (∆−(y) + ∆+(y)) eipy

=δ(k − p)∆̂ret(p)∆̂+(p)
(

̂∆ret ∗0 ∆+(p) + ̂∆ret ∗0 ∆−(p)
)

Hier taucht, wie im Yang-Feldman-Formalismus üblich, das punktweise Produkt des retardier-
ten Propagators mit ∆+ + ∆− auf. Da kein Twisting-Faktor enthalten ist, nennen wir den
Graphen planar.

Bei der zweiten Kontraktion erhält man stattdessen

∫
d4xd4yd4zd4z′ ∆ret(x)∆ret(y)e

−ikzeipz
′

∫ 4∏

i=1

d3ki
2ω(ki)

(
e−i(q−x−y−z)k1e−i(q−x−y−z)k2ei(q−x−z)k3ei(q−z

′)k4 [a(k1), a(k3)
∗][a(k2), a(k4)

∗]

+e−i(q−x−z)k1e−i(q−x−y−z)k2ei(q−x−y−z)k3ei(q−z
′)k4 [a(k1), a(k3)

∗][a(k2), a(k4)
∗]
)

=

∫
d4xd4yd4zd4z′

d3k1

2ω(k1)

d3k2

2ω(k2)

∆ret(x)∆ret(y)e
−ikzeipz

′
e−ik2(z

′−x−y−z)eik2σk1
(
eik1y + e−ik1y

)

=

∫
d4xd4zd4z′d4k1d

4k2

∆̌−(k1)∆̂+(k2)∆ret(x)e
−ikzeipz

′
e−ik2(z

′−x−z)eik2σk1
(
∆̌ret(−k2 − k1) + ∆̌ret(−k2 + k1)

)

=

∫
d4xd4zd4z′d4k2

∆̂+(k2)∆ret(x)e
−ikzeipz

′
e−ik2(z

′−x−z) (∆̌ret ×2 ∆̌−(−k2) + ∆̌+ ×2 ∆̌ret(−k2)
)

=δ(k − p)∆̂ret(p)∆̂+(p)
(

̂∆ret ∗2 ∆−(p) + ̂∆+ ∗2 ∆ret(p)
)
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Hier wird nun das Moyal-Produkt bezüglich 2σ von retardiertem Propagator und ∆+ bezie-
hungsweise ∆− gebildet. Wir sprechen von einem nicht-planaren Graphen.

Die dritte mögliche Kontraktion entspricht einem tadpole-Graphen aus der üblichen Quan-
tenfeldtheorie. Ihren Beitrag eliminieren wir durch Renormierung.

Dass in der eben berechneten Ordnung die Unitarität erfüllt ist, wurde in [10] explizit
nachgerechnet.

Dieser Formalismus hat den Vorteil, dass das wechselwirkende Feld direkt aus der Be-
wegungsgleichung gewonnen wird. Außerdem ist er explizit kovariant. Aber auch in diesem
Formalismus taucht das UV/IR-Mischungsproblem auf, wenn auch in einer anderen Form. Es
manifestiert sich hier dadurch, dass bei der Renormierung der Theorie die Dispersionsrelation
bereits bei kleinen Energien sehr stark modifiziert wird. Nur für Massen in der Größenordnung
der Planck-Masse ergeben sich halbwegs normale Dispersionsrelationen [22]. Das ist physika-
lisch natürlich unbefriedigend.

3.4 Nichtkommutative klassische Feldtheorie

In [11] wurde eine klassische nichtkommutative skalare Feldtheorie über das Moyal-Produkt
definiert. Die Wirkung der wechselwirkenden φ4-Theorie ist so durch

S[φ] :=

∫
d4x

1

2
∂µφ ∗ ∂µφ(x) − m2

2
φ ∗ φ(x) − λ

4!
φ ∗ φ ∗ φ ∗ φ(x) (3.7)

gegeben. Die Bewegungsgleichungen sollen sich nun aus der Forderung der Invarianz unter
Transformationen φ→ φ+ δφ ergeben:

S[φ+ δφ] − S[φ] = −
∫

d4x δφ ∗
(

✷φ(x) +m2φ(x) +
λ

3!
φ ∗ φ ∗ φ(x)

)
.

Dabei wurde partiell integriert (2.20) und die Zyklizität der Spur (2.18) benutzt. Aus der
Beliebigkeit von δφ folgt dann die Bewegungsgleichung

✷φ(x) +m2φ(x) +
λ

3!
φ ∗ φ ∗ φ(x) = 0. (3.8)

Dieser Ansatz lässt jedoch viele Fragen offen. So wird nirgends präzisiert, welche Funk-
tionen eigentlich zugelassen sind. Die Definition (3.7) der Wirkung macht nur Sinn für Funk-
tionen, die im Unendlichen schnell abfallen. Lösungen der Feldgleichung (zum Beispiel ebene
Wellen als Lösung der freien Feldgleichung) tun dies im Allgemeinen aber nicht. Ein einfaches
Abschneiden durch punktweise Multiplikation des Integranden mit einer Testfunktion liefert
wegen der Nichtpositivität der Abbildung φ 7→ φW (x) kein positives Funktional.

Ebenfalls in [11] wurde das Noether-Theorem für nichtkommutative skalare Feldtheorien
diskutiert und gezeigt, dass die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors im Allgemeinen nicht
verschwindet. Die Herleitung ist jedoch zweifelhaft: Es wird angenommen, dass

S[φ+ ǫF [φ]] − S[φ] = −
∫

d4x Jµ[φ](x)∂µǫ(x) =

∫
d4x ∂µJ

µ[φ](x)ǫ(x) (3.9)
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gilt. Dabei ist F eine Transformation des Feldes. Normalerweise kann man aus der Möglichkeit,
ǫ beliebig wählen zu können, folgern, dass ∂µJ

µ[φ] = 0 gilt. Dies sei jedoch hier nicht der Fall,
da wegen der Zyklizität der Spur

∫
d4x f ∗ g(x) − g ∗ f(x) =

∫
d4x [f, g]∗ = 0

gilt. Deshalb würde man aus (3.9) lediglich

∂µJ
µ[φ](x) = [f [φ], g[φ]]∗(x)

folgern können. Mit dem selben Argument könnte man auch folgern, dass die Bewegungsglei-
chung um einen Term [f [φ], g[φ]] ergänzt werden muss. Oder man könnte ein beliebiges f [φ]
wählen, für das

∫
d4x f [φ](x) = 0 gilt. Das Argument ist also offenbar unsinnig.

Auch die in [23] gegebene Version des Noether-Theorems ist unbefriedigend. Dort wird die
Wirkung (3.7) auf der algebraischen Ebene geschrieben, das heißt das Integral wird durch die
Spur und das Moyal-Produkt wird durch das Algebraprodukt ersetzt. Dann wird der Energie-
Impuls-Tensor folgendermaßen konstruiert: Man betrachtet die Variation φ 7→ φ + ǫ∂µφ des
Feldes und berechnet die zugehörige Variation der Wirkung auf zwei Arten. Zunächst gilt
offenbar

δµS[φ] = Tr (∂µL[φ]) .

Unter Verwendung der Bewegungsgleichung (3.8) erhält man andererseits

δµS[φ] = Tr

(
∂ν (∂µφ∂

νφ) + ∂µφ

(
−✷φ+m2φ+

λ

3
φ3

))
= Tr (∂ν (∂µφ∂

νφ)) .

Aus der Forderung, dass die Differenz der beiden Variationen verschwindet, ergibt sich

Tr

(
∂ν

(
1

2
(∂µφ∂

νφ+ ∂νφ∂µφ) − δνµL[φ]

))
= Tr

(
∂νT

ν
µ

)
= 0. (3.10)

Problematisch an dieser Argumentation ist natürlich, dass man es in keinem Schritt mit wohl-
definierten Größen zu tun hat.

Die Divergenz des so definierten Energie-Impuls-Tensors lässt sich nun explizit ausrechnen:

∂µT
µν =

1

2
∂νφ

(
✷φ+m2φ

)
+

1

2

(
✷φ+m2φ

)
∂νφ

+
λ

4!

(
∂νφφ3 + φ∂νφφ2 + φ2∂νφφ+ φ3∂νφ

)
.

Den dritten Term auf der rechten Seite kann man wegen der Nichtkommutativität des Produkts
nun nicht in die Form

1

2

λ

3!
∂νφφ3 +

1

2

λ

3!
φ3∂νφ

bringen, um mit der Bewegungsgleichung (3.8) die Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors
zu erhalten. Explizit ergibt sich

∂µT
µν =

λ

4!

(
−∂νφφ3 + φ∂νφφ2 + φ2∂νφφ− φ3∂νφ

)
=
λ

4!
[[φ, ∂νφ], φ2]. (3.11)
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Diese Formel wurde das erste Mal in [11] in der ∗-Produkt-Form angegeben. In Abschnitt 4.3
werden wir eine allgemeine Formel herleiten, die zu jeder Symmetrietransformation die “Er-
haltungsgröße” und gegebenfalls den Quellterm liefert. Dann ist auch klar zu erkennen, welche
Symmetrietransformationen zu “Erhaltungsgrößen” mit Quellterm führen.

Dass die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors nicht verschwindet, ist ein Phänomen, das
bereits aus quantisierten nichtlokalen Feldtheorien bekannt ist [24]. Der Grund ist dort, dass
wegen der Nichtlokalität der Wechselwirkung die wechselwirkenden Felder nicht die kano-
nischen Vertauschungsrelationen erfüllen, was sich in der quantisierten Theorie ähnlich wie
in (3.11) bemerkbar macht.

In [25] wird der Term auf der rechten Seite von (3.11) als Divergenz geschrieben. Dort
wird mit Weyl-Symbolen und in der Ableitungsform (2.21) des ⋆-Produkts gearbeitet, in der
offenbar

[f, g]⋆(x) = sin

(
1

2
∂(y)
µ σµν∂(z)

ν

)
f(x+ y)g(x+ z)|y=z=0

gilt. Das lässt sich formal natürlich auch als

[f, g]⋆ =
sin
(

1
2∂

(y)
µ σµν∂

(z)
ν

)

1
2∂

(y)
µ σµν∂

(z)
ν

1

2
σµν∂µf(x+ y)∂νg(x+ z)|y=z=0 =:

1

2
σµν∂µf ⋆

′ ∂νg(x) (3.12)

schreiben. Wegen der Antisymmetrie von σ gilt dann

1

2
σµν∂µ

(
f ⋆′ ∂νg

)
=

1

2
σµν∂ν

(
∂µf ⋆

′ g
)

= [f, g]⋆.

Somit lässt sich die rechte Seite von (3.11) zum Beispiel auch folgendermaßen ausdrücken:

∂µt
µν := ∂µ

λ

4!

1

2
σµρ

(
[φ, ∂νφ]⋆ ⋆

′ ∂ρ(φ ⋆ φ)
)
. (3.13)

Man erhält so einen erhaltenen Energie-Impuls-Tensor

T ′µν = T µν − tµν . (3.14)

Nun ist es nicht weiter erstaunlich, dass es möglich ist, einen erhaltenen Energie-Impuls-Tensor
zu konstruieren. Man muss lediglich die rechte Seite von (3.11) auf geeignete Weise integrieren.
So scheint auch die eben vorgestellte Konstruktion zu funktionieren (man beachte die inverse
Ableitung in der Definition (3.12) des ⋆′-Produkts). Ähnlich wurde in nichtlokalen Theorien
vorgegangen (vergleiche (4.10) in [24]). Nun ist Integration eine nichtlokale Operation. Es stellt
sich also die Frage, ob der so konstruierte Energie-Impuls-Tensor noch eine lokale Funktion des
Feldes ist. In Kapitel 5 wird ein Lokalitätsbegriff für nichtkommutative Feldtheorien entwickelt,
so dass es im Prinzip möglich ist, diese Frage zu beantworten. Leider erweist sich die konkrete
Überprüfung der Lokalität in diesem Fall als recht kompliziert. Ich bin in dieser Frage zu
keiner abschließenden Antwort gelangt.
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3.5 Phänomenologie

In den letzten Abschnitten sollte deutlich geworden sein, dass nichtkommutative Feldtheorien
noch nicht wirklich verstanden sind. Dennoch wurden bereits viele Möglichkeiten diskutiert,
eine mögliche Nichtkommutativität der Raumzeit experimentell nachzuweisen oder auszu-
schließen. Meistens wird dabei, motiviert von der Stringtheorie, von Vertauschungsrelationen
der Form (1.4) mit σµν = λNCθ

µν ausgegangen und nach Effekten der Brechung der Lorent-
zinvarianz gesucht. Hier hat θ Einträge der Größenordnung 1 und λNC ist die Längenskala
der Nichtkommutativität. Nach der Motivation der Nichtkommutativität über die Raumzeit-
Unschärfen wäre zu erwarten, dass λNC von der Größenordnung der Plancklänge ist. Falls
die Nichtkommutativität jedoch durch die Stringtheorie induziert wird, könnte λNC auch viel
größer sein.

Ein möglicher Effekt der Brechung der Lorentz-Invarianz wären zum Beispiel Tag-Nacht-
Asymmetrien in Beschleunigerexperimenten. In e+e−-Experimenten sollten diese zu sehen
sein, wenn die Schwerpunktsenergie von der Größenordnung der Nichtkommutativitätsskala
ΛNC = λ−1

NC ist. So versucht man, untere Schranken für ΛNC zu finden. Die entsprechen-
den phänomenologischen Rechnungen wurden üblicherweise mit den modifizierten Feynman-
Regeln und nur in führender Ordnung durchgeführt. Man findet eine azimutale Abhängigkeit
des differentiellen Wirkungsquerschnitts. Der totale Wirkungsquerschnitt oszilliert leicht in
Abhängigkeit von der Schwerpunktsenergie

√
s, verhält sich aber im Wesentlichen wie üblich

proportional zu s−
1
2 . Einen Überblick über diese Arbeiten bietet zum Beispiel [27].

Wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, führt eine Nichtkommutativität der Raum-
zeit nicht zwangsläufig zu einer Brechung der Lorentzinvarianz. Es ist deshalb interessant,
nach Effekten der nichtkommutativen Feldtheorie zu suchen, die davon unabhängig sind. Das
auffälligste Phänomen ist hier die Modifizierung der Eichtheorien [28]. So wird etwa die nicht-
kommutative Elektrodynamik eine nichtabelsche, also selbstwechselwirkende, Theorie. Au-
ßerdem können dann auch neutrale Teilchen an das Photon koppeln. Somit sind Prozesse
möglich, die nach dem Standardmodell nicht erlaubt wären. Zum Beispiel könnte in einem
dichten Medium ein Photon in zwei Neutrinos zerfallen, was sich in der Energiebilanz von
Sternen bemerkbar machen sollte. Aus der Forderung, dass dieser Verlustmechanismus nicht
stärker ist als der Standard-Verlustmechanismus durch Neutrinos, wird in [29] eine untere
Schranke ΛNC > 81GeV hergeleitet.

Eine phänomenologische Rechnung, die nicht auf den modifizierten Feynman-Regeln, son-
dern auf dem Hamilton-Formalismus beruht, wurde in [30] vorgestellt. Es wurden e+e− →
µ+µ−,H+H−,H0H0- Wirkungsquerschnitte in unterster Ordnung berechnet. Die Ergebnis-
se weichen stark von denen ab, die man mit den modifizierten Feynman-Regeln erhält. So
steigt zum Beispiel der totale e+e− → µ+µ−-Wirkungsquerschnitt für Schwerpunktsenergien√
s ≥ ΛNC linear in

√
s an, statt, wie üblich, proportional zu s−

1
2 abzufallen.



Kapitel 4

Wirkungsprinzip für

nichtkommutative Feldtheorien

Die Möglichkeit, Bewegungsgleichungen aus einem Wirkungsprinzip abzuleiten, ist fundamen-
tal für die moderne Physik. Deshalb ist es wünschenswert, auch für nichtkommutative Feld-
theorien ein Wirkungsprinzip zu formulieren. Die größte Schwierigkeit besteht darin, dass
zur Formulierung des Wirkungsprinzips für kommutative Feldtheorien das Konzept von “Ab-
schneidefunktionen” mit kompaktem Träger eine wesentliche Rolle spielt. Es ist nicht klar, was
das nichtkommutative Analogon dazu sein soll. Eine naive Definition des Abschneidens über
die Weyl-Symbole führt zu einem Integral, das nicht positiv ist. Wir gehen deshalb in diesem
Kapitel so vor, dass wir das Konzept von Abschneidefunktionen algebraisch charakterisieren,
und zwar als ein Ideal der Feldalgebra, auf dem die Spur definiert ist. Wir erhalten Bedingun-
gen an die topologische Struktur der Feldalgebra und des Ideals der Abschneidefunktionen, die
hinreichend sind, um ein Wirkungsprinzip zu formulieren und daraus Bewegungsgleichungen
herzuleiten.

In Abschnitt 4.1 wird als Beispiel die Bewegungsgleichung für ein wechselwirkendes skala-
res Feld hergeleitet. In Abschnitt 4.2 wird untersucht, welche algebraischen und topologischen
Eigenschaften bei dieser Herleitung benutzt werden. Dies führt zu einer abstrakten Definiti-
on des Wirkungsprinzips. In Abschnitt 4.3 wird das Noether-Theorem in diesem abstrakten
Rahmen formuliert. Schließlich wird in Abschnitt 4.4 eine konkrete nichtkommutative Feldal-
gebra vorgestellt, die die in Abschnitt 4.2 formulierten Anforderungen erfüllt und eine skalare
Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum beschreibt.

In diesem Kapitel spielen Algebren mit lokal konvexer Topologie eine große Rolle. Eine Zu-
sammenfassung der wichtigsten Definitionen und Sätze aus der Theorie lokal konvexer Räume
findet sich in Anhang A.
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4.1 Herleitung der Bewegungsgleichungen für φ4-Theorie

Wir betrachten als Beispiel eine komplexe, skalare φ4-Theorie, das heißt die Lagrangedichte
sei gegeben durch

L[φ∗, φ](x) :=
1

2
∂µφ

∗∂µφ(x) − m2

2
φ∗φ(x) − λ

4!
(φ∗φ)2(x).

Die Wirkung ist das Integral über die Lagrangedichte. Da unsere Felder aber beliebige glatte
Funktionen sein können ist das Integral über die gesamte Raumzeit im Allgemeinen nicht
definiert. Wir verwenden deshalb eine glatte, reelle Funktion g mit kompaktem Träger (“Ab-
schneidefunktion”) und setzen

Sg[φ
∗, φ] :=

∫
dx g(x)L[φ∗, φ](x).

Ausserdem definieren wir die Funktionalableitung

〈δSg
δφ

[φ∗, φ], φ′〉 :=
d

dǫ
Sg[φ

∗, φ+ ǫφ′]|ǫ=0

für alle glatten φ′ mit kompaktem Träger. In unserem Fall ergibt sich

〈δSg
δφ

[φ∗, φ], φ′〉 =
1

2

∫
dx g(x)

(
∂µφ

∗∂µφ′(x) −m2φ∗φ′(x) − λ

3!
φ∗2φφ′(x)

)

= −1

2

∫
dx φ′(x)

(
∂µ(g∂µφ

∗)(x) +m2gφ∗(x) +
λ

2
gφ∗2φ(x)

)
.

Die bei der partiellen Integration auftretende Divergenz verschwindet, da das Integral über
die Ableitung einer glatten Funktion mit kompaktem Träger verschwindet.

Wir wählen nun eine Folge gn von glatten Funktionen mit kompaktem Träger, die, mitsamt
allen Ableitungen, auf jedem Kompaktum gleichmäßig gegen die Einsfunktion konvergiert. Da
φ′ kompakten Träger hat, gilt somit

lim
n→∞

〈δSgn

δφ
[φ∗, φ], φ′〉 = −1

2

∫
dx φ′(x)

(
✷φ∗(x) +m2φ∗(x) +

λ

3!
φ∗2φ(x)

)
. (4.1)

Für Lösungen der Bewegungsgleichung soll die Wirkung extremal sein. Präziser formuliert
soll sie stationär sein unter Feldvariationen φ′ mit kompaktem Träger. Wir fordern also, dass
(4.1) für alle φ′ verschwindet. Aus der Tatsache dass für glatte φ

(∫
dx φ(x)ψ(x) = 0 ∀ψ glatt, mit kompaktem Träger

)
⇒ φ = 0 (4.2)

gilt, folgt die Bewegungsgleichung

✷φ∗(x) +m2φ∗(x) +
λ

3!
φ∗2φ(x) = 0. (4.3)

Analog erhält man mit der Funktionalableitung nach φ∗ die Bewegungsgleichung für φ. Da
die Wirkung reell ist, ist sie gerade das konjugierte von (4.3).
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4.2 Abstrakte Formulierung des Wirkungsprinzips

In diesem Abschnitt soll anhand des Beispiels im vorigen Abschnitt versucht werden, die
wesentlichen Voraussetzungen zur Definition eines Wirkungsprinzips und der Ableitung der
Bewegungsgleichung möglichst abstrakt zu formulieren.

Eine wesentliche Voraussetzung ist natürlich, dass wir die Menge der Objekte der Theorie,
in unserem Fall die Felder, kennen. Es sollte sich dabei um eine Algebra A handeln, damit
man durch Multiplikation und Addition eine Lagrangedichte bilden kann. In unserem Beispiel
ist das die ∗-Algebra E(Rn) der glatten, komplexwertigen Funktionen auf der Raumzeit mit
punktweisem Produkt als Algebraprodukt. Sie trägt eine lokal konvexe Topologie, die der
gleichmäßigen Konvergenz aller Ableitungen auf allen Kompakta, und ist in dieser vollständig
(siehe Anhang A). Die Multiplikation ist in dieser Topologie stetig (Anhang A). Für unsere
Zwecke (in (4.1)) benötigen wir aber nur die separate Stetigkeit der Multiplikation. Wichtig
ist auch, dass E(Rn) die Einsfunktion enthält. Wir fordern also, dass die Felder eine unitale
∗-Algebra A mit lokal konvexer Topologie bilden, in der A vollständig und die Multiplikation
separat stetig ist.

In unserem Beispiel benötigten wir zur Definition der Wirkung das Integral. Dessen Ver-
allgemeinerung ist die Spur, das heißt ein positives, zyklisches Funktional auf der Algebra. In
unserem Fall ist die Spur nicht beschränkt, allerdings existiert ein ∗-Ideal I, in unserem Beispiel
der Raum D(Rn) der Testfunktionen, auf dem sie definiert ist. D(Rn) selbst trägt auch eine lo-
kal konvexe Topologie und ist in dieser vollständig. Das Integral ist stetig in der Topologie von
D(Rn). Darüber hinaus liegt D(Rn) dicht in E(Rn) und die Inklusion D(Rn) → E(Rn) ist stetig
(siehe Anhang A). Für festes g ∈ D(Rn) ist auch die Multiplikation E(Rn) ∋ φ 7→ φg ∈ D(Rn)
stetig. Wir fordern also die Existenz eines dichten Ideals I, auf dem die Spur als positives,
stetiges Funktional definiert ist. Aus der Dichtheit folgt die Existenz einer Folge von gn ∈ I,
die in A gegen die Eins konvergiert1. Ausserdem fordern wir, dass analog zu (4.2) für φ ∈ A

(Tr(φψ) = 0 ∀ψ ∈ I) ⇒ φ = 0 (4.4)

gilt. Wir fordern darüber hinaus die Existenz einer lokal konvexen Topologie auf I, in der I
vollständig und die Inklusion I → A und die Abbildung A ∋ φ 7→ φφ′ ∈ I für alle φ′ ∈ I
stetig sind. Der Sinn dieser Forderungen wird im Folgenden klar werden.

Wichtig für die Herleitung der Bewegungsgleichungen war ja auch, dass man partiell inte-
grieren kann und dabei die Randterme wegfallen. Das liegt daran, dass die Ableitungen über
die Ableitung der Translationen (τµ(s)φ)(x) := φ(x− seµ) definiert sind,

∂µφ :=
d

ds
τµ(−s)φ|s=0 = lim

s→0

τµ(−s)φ− φ

s
,

und die Translationen das Integral invariant lassen,
∫

dnx (τµ(s)φ)(x) =

∫
dnx φ(x) ∀φ ∈ D(Rn), s ∈ R

n

1Da wir es hier mit lokal konvexen Räumen zu tun haben, wäre es natürlicher, die Dichtheit lediglich
über die Existenz eines konvergenten Netzes zu definieren (vgl. Anhang A). Im konkreten Beispiel aus dem
vorangegangenen Abschnitt, und auch bei der in Abschnitt 4.4 eingeführten nichtkommutativen Feldalgebra,
liegt I aber sogar im Sinne der Folgenkonvergenz dicht in A.
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und
τµ(s)(φψ)(x) = ((τµ(s)φ)(τµ(s)ψ)) (x).

erfüllen. Wir fordern also die Existenz von Ein-Parameter-Gruppen τµ von Automorphismen
von A und I, das heißt

τµ(s) : A → A und τµ(s) : I → I

sind in der jeweiligen Topologie stetig für alle s. Sie sollen

Tr(τµ(s)φ) = Tr(φ) ∀φ ∈ I (4.5)

τµ(s)(φψ) = (τµ(s)φ)(τµ(s)ψ) ∀φ,ψ ∈ A (4.6)

τµ(s)(φ
∗) = (τµ(s)φ)∗ ∀φ ∈ A (4.7)

erfüllen. Ausserdem sollen sie differenzierbar sein, das heißt die Abbildung

φ 7→ ∂µφ :=
d

ds
τµ(−s)φ|s=0 = lim

s→0

τµ(−s)φ− φ

s
(4.8)

soll sowohl in A als auch in I definiert und stetig sein. Wegen der Vollständigkeit von I gilt
dann

∂µφ ∈ I ∀φ ∈ I.
Aus (4.5) – (4.7) folgt dann

Tr(∂µφ) = 0 ∀φ ∈ I (4.9)

∂µ(φψ) = ∂µφψ + φ∂µψ ∀φ,ψ ∈ A (4.10)

∂µ(φ
∗) = (∂µφ)∗ ∀φ ∈ A

Mit Hilfe der Leibniz-Regel (4.10) kann man nun partiell integrieren, und wenn φ oder ψ in I
liegt, verschwinden dabei wegen (4.9) die Randterme.

Schließlich stellen wir die Forderung, dass die Lagragedichte durch Polynome von φ, φ∗

und deren Ableitungen gegeben ist. Darüber hinaus soll sie reell sein, das heißt

L[ψ∗, φ]∗ = L[φ∗, ψ]

erfüllen.
Wenn wir nun A,I, {gn}, L wie gefordert gegeben haben, sagen wir, dass φ ∈ A die Bewe-

gungsgleichung erfüllt, wenn

lim
n
〈δSgn

δφ∗
[φ∗, φ], φ′∗〉 = 0 ∀φ′∗ ∈ I

gilt.
Dass man so die üblichen Bewegungsgleichungen erhält, wollen wir an einem konkreten

Beispiel überprüfen. Wir betrachten wiederum eine komplexe φ4-Theorie, das heißt es sei

L[φ∗, φ] :=
1

2
∂µφ

∗∂µφ− m2

2
φ∗φ− λ

4!
(φ∗φ)2. (4.11)
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Dann gilt

lim
n
〈δSgn

δφ∗
[φ∗, φ], φ′∗〉 = lim

n
Tr

(
gn

d

dǫ
L[φ∗ + ǫφ′∗, φ]

)

=
1

2
lim
n

Tr

{
gn

(
∂µφ

′∗∂µφ−m2φ′∗φ− 2λ

4!
(φ′∗φφ∗φ+ φ∗φφ′∗φ)

)}

(4.12)

= −1

2
lim
n

Tr

{
φ′∗
(
∂µ(∂

µφgn) +m2φgn +
2λ

4!
(φφ∗φgn + φgnφ

∗φ)

)}

(4.13)

= −1

2
Tr

{
φ′∗
(

✷φ+m2φ+
λ

3!
φφ∗φ

)}
. (4.14)

Dabei wurde von (4.12) auf (4.13) partiell integriert ((4.9) und (4.10)) und die Zyklizität der
Spur benutzt. Beim Schritt von (4.13) auf (4.14) wurde die separate Stetigkeit der Multipli-
kation in A, die Stetigkeit der Ableitung auf A, die Stetigkeit von A ∋ φ 7→ φ′φ ∈ I für alle
φ′ ∈ I und die Stetigkeit der Spur auf I benutzt. Mit (4.4) ergibt sich die Bewegungsgleichung

✷φ+m2φ+
λ

3!
φφ∗φ = 0.

Aufgrund der Hermitizität der Lagrangedichte gilt

〈δSgn

δφ∗
[φ∗, φ], φ′∗〉 = 〈δSgn

δφ
[φ∗, φ], φ′〉∗,

somit liefert die Variation von φ die konjugierte Bewegungsgleichung.
Wenn wir nun eine Algebra A mit den geforderten Eigenschaften gegeben haben, so kann

man die Frage stellen, ob sich auf ihr auch reelle nichtkommutative Feldtheorien definieren
lassen. Hier ist zunächst zu beachten, dass für nichtkommutative Algebren die Menge der
hermiteschen Elemente im Allgemeinen keine Unteralgebra bildet, denn für hermitesche φ,ψ
gilt

(φψ)∗ = ψ∗φ∗ = ψφ 6= φψ.

Auf der Menge der hermiteschen Elemente lassen sich aber problemlos hermitesche Lagrange-
dichten definieren, zum Beispiel

L[φ] :=
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φφ− λ

3!
φφφ. (4.15)

Das Wirkungsprinzip kann man nun ganz analog formulieren, man beschränkt sich nun natürlich
auf hermitesche Variationen φ′ ∈ I. Zu überprüfen ist dann, ob Bedingung (4.4) auch bei Be-
schränkung auf hermitesche ψ ∈ I gilt. Das ist der Fall, da sich jedes ψ ∈ I in Real- und
Imaginärteil zerlegen lässt, die beide hermitesch sind und in I liegen. Wenn wir also A,I, {gn}
wie gefordert gegeben haben, so lässt sich, analog zur eben durchgeführten Rechnung, aus der
Lagrangedichte (4.15) die Bewegungsgleichung

✷φ+m2φ+
λ

2
φ2 = 0

ableiten.
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4.3 Das Noether-Theorem

In dem im vorigen Abschnitt entwickelten Rahmen lässt sich auch das Noether-Theorem for-
mulieren.

Definition 4.1. Sei αs eine differenzierbare Ein-Parameter-Gruppe von Automorphismen
von A und I. Wir nennen α eine kontinuierliche Symmetrietransformation, wenn es eine
differenzierbare Ein-Parameter-Gruppe βs von Automorphismen von A und I gibt, die die
Eigenschaften (4.5 – 4.8) erfüllt, und für die

Sβs(g)[αs(φ)∗, αs(φ)] = Sg[φ
∗, φ] ∀g ∈ I, φ ∈ A, s ∈ R. (4.16)

gilt.

Satz 4.2. Sei αs eine kontinuierliche Symmetrietransformation und φ eine Lösung der Be-
wegungsgleichung. Dann ist auch αs(φ) für alle s ∈ R eine Lösung der Bewegungsgleichung.

Beweis. Aus (4.16) folgt

〈
δSβs(gn)

δφ∗
[αs(φ)∗, αs(φ)], αs(φ

′)∗〉 = 〈δSgn

δφ∗
[φ∗, φ], φ′∗〉.

Da β nach Voraussetzung (4.7) erfüllt, gilt βs(1) = 1, somit ist auch g′n := βs(gn) eine gegen
1 konvergente Folge. Somit gilt für eine Lösung φ der Bewegungsgleichung und für alle φ′ ∈ I

lim
n
〈δSg

′
n

δφ∗
[αs(φ)∗, αs(φ)], αs(φ

′)∗〉 = lim
n
〈δSgn

δφ∗
[φ∗, φ], φ′∗〉 = 0.

Nach Voraussetzung gilt αs(I) = I. Daraus folgt die Behauptung.

Nun wollen wir der Frage nachgehen, ob man, wie im kommutativen Fall, jeder kontinu-
ierlichen Symmetrietransformation eine Erhaltungsgrösse zuordnen kann (Noether-Theorem).
Sei also α eine kontinuierliche Symmetrietransformation, dann gilt

0 =
d

ds
Sβs(g)[αs(φ)∗, αs(φ)]|s=0 = Sβ̇(g)[φ

∗, φ] + 〈δSg
δφ∗

[φ∗, φ], α̇(φ)∗〉 + 〈δSg
δφ

[φ∗, φ], α̇(φ)〉.

Dabei wurde α̇(φ) := d
dsαs(φ)|s=0 gesetzt.
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Wir wählen als Beispiel wiederum die komplexe φ4-Theorie (4.11). Man erhält

0 =Tr
(
β̇(g)L[φ∗, φ]

)
+

1

2
Tr

(
g

(
∂µα̇(φ)∗∂µφ−m2α̇(φ)∗φ− 2λ

4!
(α̇(φ)∗φφ∗φ+ φ∗φα̇(φ)∗φ)

))

+
1

2
Tr

(
g

(
∂µφ

∗∂µα̇(φ) −m2φ∗α̇(φ) − 2λ

4!
(φ∗α̇(φ)φ∗φ+ φ∗φφ∗α̇(φ))

))

= − Tr
(
gβ̇(L[φ∗, φ])

)
− 1

2
Tr ((∂µg)(α̇(φ)∗∂µφ+ ∂µφ∗α̇(φ)))

− 1

2
Tr

(
gα̇(φ)∗

(
(✷ +m2)φ+

λ

3!
φφ∗φ

))
− λ

4!
Tr (g[φ∗φ, α̇(φ)∗φ])

− 1

2
Tr

(
g

(
(✷ +m2)φ∗ +

λ

3!
φ∗φφ∗

)
α̇(φ)

)
− λ

4!
Tr (g[φ∗α̇(φ), φ∗φ])

=Tr

(
g

(
−β̇(L[φ∗, φ]) +

1

2
∂µ(α̇(φ)∗∂µφ+ ∂µφ∗α̇(φ)) − 2λ

4!
ℜ[φ∗α̇(φ), φ∗φ]

))
. (4.17)

Hier wurde ausgenutzt, dass β̇ (4.9) und (4.10) erfüllt, und angenommen, dass φ eine Lösung
der Bewegungsgleichung ist. Die Gleichung soll für alle g ∈ I gelten, es folgt somit

−β̇(L[φ∗, φ]) +
1

2
∂µ(α̇(φ)∗∂µφ+ ∂µφ∗α̇(φ)) − 2λ

4!
ℜ[φ∗α̇(φ), φ∗φ] = 0.

Die ersten beiden Terme sind aus der kommutativen Feldtheorie bekannt. Der dritte Term
aber ist neu. Er tritt offenbar nur in wechelwirkenden Theorien auf und ist nur dann von Null
verschieden, wenn α̇(φ) kein Vielfaches von φ ist. Er ist auch nicht in der Form einer Divergenz
gegeben, so dass man ihn als Quellterm interpretieren würde. Man sieht also, dass in nichtkom-
mutativen Theorien einer kontinuierlichen Symmetrie im Allgemeinen keine Erhaltungsgröße
zugeordnet werden kann.

Nun ist auch klar, wo der Haken an der “Herleitung” des Noether-Theorems in [11] ist.
Bereits die Annahme (3.9) ist falsch, wie man durch Vergleich mit (4.17) sieht. Das g dort
entspricht dem ǫ in (3.9).

Wir wollen zwei konkrete Beispiele betrachten. Sei zunächst αs(φ) := eisφ. Dann ist für
βs = id die Bedingung (4.16) offenbar erfüllt. Es gilt α̇(φ) = iφ und β̇(φ) = 0. Wir erhalten
somit

1

2
∂µ(−iφ∗∂µφ+ i∂µφ∗φ) = 0,

also die übliche Stromerhaltung. Betrachten wir nun Raumzeittranslationen, das heißt αs :=
τν(s). Für βs := τν(s) ist Bedingung (4.16) erfüllt. Es gilt α̇(φ) = β̇(φ) = −∂νφ und man
erhält

∂µ

(
1

2
(∂νφ

∗∂µφ+ ∂µφ∗∂νφ) − δµνL[φ∗, φ]

)
=

2λ

4!
ℜ[φ∗∂νφ, φ

∗φ]. (4.18)

Auf der rechten Seite steht die Divergenz des üblichen Energie-Impuls-Tensors. Die linke Seite
verschwindet im Allgemeinen nicht.

Man kann natürlich auch Erhaltungsgrößen für reelle nichtkommutative Theorien betrach-
ten. Für die reelle φ4-Theorie ist die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors zum Beispiel durch
(3.11) gegeben.
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4.4 Die nichtkommutative Feldalgebra M
In diesem Abschnitt soll eine nichtkommutative Feldalgebra vorgestellt werden, die die in Ab-
schnitt 4.2 formulierten Bedingungen für die Formulierung einer skalaren nichtkommutativen
Feldtheorie erfüllt. Zunächst sieht man, dass die Algebra Eσ, die die Nichtkommutative Raum-
zeit beschreibt, nicht in Frage kommt, da sie nicht abgeschlossen unter Ableitungen ist und
kein Einselement enthält. Auch sind die einfachsten Lösungen der Feldgleichung, die ebenen
Wellen, nicht in Eσ enthalten. Das ist aber auch nicht weiter verwunderlich, da das bereits im
kommutativen Fall so ist. Die Algebra der stetigen, im Unendlichen verschwindenden Funktio-
nen auf dem R4, die den kommutativen Minkowski-Raum beschreibt, ist nicht abgeschlossen
unter Ableitungen und enthält weder die Eins noch die ebenen Wellen. Stattdessen wählt man
dort, wie in Abschnitt 4.2 besprochen, die Algebra E(R4) als Feldalgebra. In diesem Abschnitt
wollen wir ihr nichtkommutatives Analogon vorstellen.

Eσ ist isomorph zu K(L2(R2)). Wir betrachten nun stetige Operatoren auf einem dichten
Teilraum von L2(R2), nämlich dem Schwartzraum S1 := S(R2). Sie bilden die Algebra L(S1).
Wenn man S1 mit dem L2-Skalarprodukt versieht, gilt L(S1)

∗ ⊂ L(S ′
1). Hier bezeichnet S ′

1

den Raum der temperierten Distributionen auf R2. Wir setzen M := L(S1)∩L(S1)
∗, das heißt

M := {φ ∈ L(S1)|φ∗ ∈ L(S1)}.

M ist offensichtlich eine ∗-Algebra. L(S1) trägt eine natürliche, lokal konvexe Topologie, die
der gleichmäßigen Konvergenz auf beschränkten Teilmengen. In Anhang A wird gezeigt, dass
L(S1) in dieser Topologie vollständig und die Multiplikation hypostetig ist, das heißt stetig
bei Einschränkung eines der beiden Argumente auf eine beschränkte Teilmenge von L(S1).
Auf L(S1)

∗ wählen wir die Topologie so, dass ∗ : L(S1) → L(S1)
∗ ein Homöomorphismus ist.

Offensichtlich ist dann auch L(S1)
∗ vollständig mit hypostetiger Multiplikation. Die Topologie

auf M sei dann die schwächste Topologie, so dass die Inklusionen M → L(S1),L(S1)
∗ stetig

sind (projektive Topologie). Es handelt sich wiederum um eine lokal konvexe Topologie, in
der M vollständig und die Multiplikation hypostetig ist. Offensichtlich enthält M auch ein
Einselement.

Um das Ganze etwas anschaulicher zu machen, wollen wir die Koordinatenoperatoren qµ

wie in (2.9) wählen. Das geht, da die Orts- und Impulsoperatoren Q1,2 und P1,2 in M liegen.
Wie im kommutativen Fall liegen also auch die Koordinatenfunktionen und Polynome davon
in der Feldalgebra. Auch die ebenen Wellen eikq liegen in M.

In [17] wird eine Charakterisierung des Funktionenraums der Weyl-Symbole von M ver-
sucht, sie gelingt jedoch nicht vollständig.

Die Menge der Elemente von M, deren Integralkern in S(R4) liegt, nennen wir S2. Es
handelt sich um ein dichtes, beidseitiges ∗-Ideal (Bemerkung A.27). Wir versehen S2 mit
einer lokal konvexen Topologie, und zwar so, dass die Abbildung auf den Integralkern ein
Homöomorphismus S2 → S(R4) ist. In dieser Topologie ist S2 vollständig und die Inklusion
stetig. Auch die Abbildungen M ∋ φ 7→ gφ, φg ∈ S2 sind für alle g ∈ S2 stetig (Bemerkung
A.27).

Ein Beispiel für eine Folge von positiven Elementen von S2, die in M gegen die Eins
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konvergiert, sind die Projektoren

PN :=
N∑

|n|=0

|n〉〈n|.

Dabei ist n ein Doppelindex und |n〉 bezeichnet die Eigenzustände des harmonischen Oszilla-
tors. Die Möglichkeit, Abschneidefunktionen durch Integrale über Projektoren auf kohärente
Zustände zu definieren, wird im nächsten Kapitel behandelt.

Auf S2 ist eine Spur definiert durch

Trφ :=

∫
d2x Iφ(x, x).

Hier bezeichnet Iφ den Integralkern von φ. Sie erfüllt die Bedingung (4.4). Denn angenommen,
es existiert ein ψ 6= 0, für das Tr(ψφ) = 0 ∀φ ∈ S2 gilt. Da ψ 6= 0 ist, gibt es ein f ∈ S1 mit
ψ(f) = g 6= 0. Setzen wir nun φ := |f〉〈g| ∈ S2, so gilt Tr(ψφ) = ‖g‖2 6= 0, Widerspruch.

Interessant ist nun die Frage, ob sich kommutierende Translationen finden lassen, die die
Bedingungen (4.5 – 4.8) erfüllen. Aus der Zyklizität der Spur folgt, dass man für eine Ein-
Parametergruppe α von Elementen von M durch β(s)(φ) := α(s)φα(−s) Translationen erhält,
die die Bedingungen (4.5 – 4.8) erfüllen. Insbesondere können wir die Operatoren D(x) aus
(2.11) wählen. Die in (2.12) definierte Ableitung φ 7→ ∂µφ erfüllt also alle Anforderungen, die
wir an unsere Derivationen gestellt haben.

Bemerkung 4.3. In unserer konkreten Zuordnung der Koordinatenoperatoren gilt zum Beispiel

∂0φ = −i[Q1, φ].

Auch die anderen Ableitungen sind durch Kommutatoren mit den Orts- oder Impulsoperatoren
gegeben. Es handelt sich also um innere Derivationen. In Anhang A wird gezeigt, dass jede
stetige Derivation auf M eine innere Derivation ist, ein Ergebnis, das für Eichtheorien auf
nichtkommutativer Raumzeit interessant sein könnte.
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Kapitel 5

Das Lokalitätsprinzip

Im vorigen Kapitel wurde die Bewegungsgleichung für nichtkommutative Feldtheorien aus ei-
nem Wirkungsprinzip hergeleitet. Wir wollen uns in diesem Kapitel mit der Lösung der Bewe-
gungsgleichung beschäftigen. Unser Hauptaugenmerk liegt dabei auf raumzeitlich beschränk-
ten Wechselwirkungstermen. Wir werden sehen, dass eine naive, durch das Wirkungsprinzip
motivierte, Definition des raumzeitlichen Abschneidens zu nichtkausalem Ausbreitungsverhal-
ten führt. Das Problem läßt sich jedoch durch eine leichte Modifikation der Definition beheben.
Diese Modifikation ist nicht nur sehr natürlich, sie macht auch die Besonderheiten der nicht-
kommutativen Feldtheorie deutlich. Sie führt uns zur Definition von lokalen Funktionalen, die
einige interessante, in der kommutativen Feldtheorie unbekannte, Eigenschaften haben.

In diesem Kapitel werden wir sehr häufig von kohärenten Zuständen und normalgeordne-
ten Symbolen Gebrauch machen. Im ersten Abschnitt werden die dazu benötigten mathema-
tischen Hilfsmittel vorgestellt. In Abschnitt 5.2 besprechen wir die Lösung der Bewegungsglei-
chung über die Cauchy-Daten. In Abschnitt 5.3 wird ein Lokalitätsbegriff für unsere nicht-
kommutative Feldalgebra M eingeführt und seine Eigenschaften untersucht. In Abschnitt 5.4
beschäftigen wir uns mit der Frage, welche Wechselwirkungsterme ein in unserem Sinne kau-
sales Ausbreitungsverhalten haben. In Abschnitt 5.5 definieren wir lokale Funktionale und
untersuchen einige ihrer Eigenschaften. Insbesondere berechnen wir mit Peierls Methode ihre
Poisson-Klammer. Im letzten Abschnitt werden erste Schritte zur Quantisierung der lokalen
Funktionale von freien Feldern unternommen.

5.1 Mathematische Hilfsmittel

In diesem Abschnitt sollen die in diesem Kaptitel benötigten mathematischen Hilfsmittel vor-
gestellt werden. Eine Herleitung der entsprechenden Eigenschaften findet sich in Anhang B.

Eine wichtige Rolle spielen im Folgenden die breits in Abschnitt 2.2 eingeführten kohären-
ten Zustände |x). Für sie gilt

(x|y) = e−
i
2
〈x,σ−1y〉e−

1
4
|x−y|2,

sie bilden also kein Orthonormalsystem. Das Skalarprodukt fällt jedoch im euklidischen Ab-
stand |x−y| gaussförmig ab. Hier bezeichnet 〈·, ·〉 das euklidische Skalarprodukt. Die kohären-
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ten Zustände bilden aber ein übervollständiges System und lassen sich zu einer “Auflösung
der Eins” verwenden, das heißt es gilt

∫
d4x |x) (x| = (2π)21.

Das Integral konvergiert in der Topologie von M. Man kann somit auch die Spur als

Trφ = (2π)−2

∫
d4x (x|φ |x)

schreiben.
Die Größe (x|φ |x) hat eine Nahe liegende physikalische Interpretation, wir sprechen vom

Erwartungswert von φ an der Stelle x. Die Funktion

φN (x) := (x|φ |x)

heißt das normalgeordnete Symbol von φ. Es handelt sich um eine auf ganz C4 fortsetzbare
analytische Funktion. Man rechnet leicht nach, dass wie beim Weyl-Symbol Ableitung mit
Symbolbildung vertauscht:

(∂µφ)N (x) = ∂µφN (x).

Die normalgeordenten Symbole kann man auch durch Faltung mit einer Gaussfunktion aus
den Weylsymbolen erhalten:

φN (x) =

∫
d4y φW (y)e−|x−y|2 .

Mit den kohärenten Zuständen läßt sich die Halbnormfamilie {| · |k}k∈R auf S1 definieren:

|f |k = sup
x∈R4

{(
1 + |x|2

)k
2 |(x| |f〉|

}
.

Sie ist äquivalent zur Standard-Halbnormfamilie. Auf S2 definiert man für k, l,m, n ∈ R die
Halbnormen

|φ|kl = sup
x,y∈R4

{(
1 + |x|2

)k
2
(
1 + |y|2

) l
2 |(x|φ |y)|

}
(5.1)

‖φ‖2
mn =

∫
d4xd4y

(
1 + |x|2

)m (
1 + |y|2

)n |(x|φ |y)|2 .

Diese Halbnorm-Familien sind wiederum äquivalent zur Standard-Halbnormfamilie auf S2.
Offenbar gilt gN ∈ S(R4) für g ∈ S2.

Darüber hinaus kann man zeigen, dass φ genau dann in M liegt, wenn es zu jedem m ein
n und zu jedem n ein m gibt, so dass ‖φ‖mn <∞ gilt. Die ‖ · ‖mn-Norm kann man außerdem
auch mit dem normalgeordneten Symbol schreiben:

‖φ‖2
mn =

∫
d4xd4y

(
1 + |x+ y|2

)m (
1 + |x− y|2

)n
e−

1
4
|y|2 |φN (x+ iσy)|2 . (5.2)
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5.2 Die Feldgleichung und das Cauchy-Problem

Durch Bildung des Erwartungswertes wird aus der “algebraischen” freien Feldgleichung in M
die übliche freie Bewegungsgleichung auf dem R4:

✷φN (x) +m2φN (x) = 0.

Lösen kann man sie durch Vorgabe von Cauchy-Daten φN (0, ·) und ∂0φN (0, ·), das heißt durch
Festlegen der Erwartungswerte von φ und ∂0φ auf der Cauchy-Fläche x0 = 0. Es soll nun unter-
sucht werden, welche Cauchy-Daten man vorgeben kann, so dass die Lösung in der Feldalgebra
M liegt. Das ist dann der Fall, wenn φN eine analytische Fortsetzung auf C4 besitzt, und es
zu jedem m ein n und zu jedem n ein m gibt, so dass ‖φ‖mn <∞ gilt.

Wir entwickeln φN im Fourierraum:

φN (x) =

∫
d4k δ(k2 −m2) (θ(k0)a(k) + θ(−k0)a

∗(−k)) e−ikx =

∫
d4k φ̂N (k)e−ikx

oder auch

φN (x) =

∫
d3k

2ω(k)

(
a(k)e−i(ω(k)x0−k·x) + a∗(k)ei(ω(k)x0−k·x)

)
.

Die Funktionen a, a∗ und somit auch φ̂N lassen sich aus den Cauchy-Daten bestimmen:

a(k) =

∫
d3x (ω(k)φN (0,x) + i∂0φN (0,x)) e−ik·x

a∗(k) =

∫
d3x (ω(k)φN (0,x) − i∂0φN (0,x)) eik·x.

Nach dem Paley-Wiener-Theorem für temperierte Distributionen (Theorem IX.12 in [15])

hat φN eine analytische Fortsetzung auf ganz C4, wenn die temperierte Distribution φ̂N kom-
pakten Träger hat. Dann gibt es Konstanten C,N,R, so dass

|φN (z)| ≤ C(1 + |z|)NeR|ℑz| ∀z ∈ C

gilt. Setzen wir dies in die Halbnorm (5.2) ein, so erhalten wir

‖φ‖2
m,−n ≤ C

∫
d4xd4y

(
1 + |x+ y|2

)m (
1 + |x− y|2

)−n (
1 +

√
|x|2 + |y|2

)N
eR|y|e−

1
4
|y|2.

(5.3)
Wir benutzen nun ein Lemma aus [40].

Lemma 5.1. Es gilt

1 + |x+ y|2 ≤ 4

3

(
1 + |x|2

) (
1 + |y|2

)
∀x, y ∈ R

4, (5.4)

(
1 + |x+ y|2

)−1 ≤ 4

3

(
1 + |x|2

) (
1 + |y|2

)−1 ∀x, y ∈ R
4, (5.5)

1 + |x+ y|2 ≥ 3

4

(
1 + |x|2

)−1 (
1 + |y|2

)
∀x, y ∈ R

4. (5.6)
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Beweis. Ungleichung (5.6) folgt aus (5.5), (5.5) folgt aus (5.4) und (5.4) aus

4
(
1 + |x|2

) (
1 + |y|2

)
− 3

(
1 + |x+ y|2

)
= |x− y|2 + (2〈x, y〉 − 1)2 + 4

(
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

)
≥ 0.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seien m,n ≥ 0. Dann folgt aus (5.4) und (5.5)

‖φ‖2
m,−n ≤ C

(
4

3

)m+n ∫
d4xd4y

(
1 + |x|2

)m−n
(1 + |x| + |y|)N

(
1 + |y|2

)m+n
eR|y|e−

1
4
|y|2 .

Mit der Wahl n = m + 3 + N/2 ist dann offensichtlich ‖φ‖2
m,−n < ∞. Analog gehen wir für

vorgegebenes n vor. Es gibt also zu jedem m ein n und zu jedem n ein m, so dass ‖φ‖2
mn <∞

gilt. Somit haben wir gezeigt, dass für φ̂N mit kompaktem Träger φN in der Feldalgebra liegt.
Das Anfangswertproblem ist also sinnvoll gestellt, wenn wir die Anfangsdaten so wählen, dass
φ̂N dies erfüllt.

5.3 Lokalität

In den folgenden Abschnitten wollen wir die Lokalitätseigenschaften von Wechselwirkungs-
termen untersuchen. Dazu wollen wir in diesem Abschnitt definieren, was wir unter einem
lokalisierten Element der Feldalgebra M verstehen und die Eigenschaften dieses Lokalitätsbe-
griffs untersuchen.

Die Elemente von M sind stetige Operatoren auf dem Schwartzraum S1. Sei also φ ∈ M
und {pk} eine gerichtete Halbnormfamilie von S1, dann gibt es zu jedem k ein C und ein k′,
so dass

pk(φ(f)) ≤ Cpk′(f) ∀f ∈ S1

gilt. Wir wollen die Lokalität der Operatoren über die Anwendung auf “lokale” Testfunktionen
definieren. Die am besten um den Raumzeitpunkt x lokalisierte Testfunktion ist der kohären-
te Zustand |x). Darüber hinaus wissen wir, dass |(y|x)| = e−

1
4
|x−y|2 gilt. Das motiviert die

folgende

Definition 5.2. Sei g ∈ M und {pk}k∈I eine gerichtete Halbnormfamilie von S1. Wir nennen g
rechtslokalisiert im Gebiet G, wenn es zu jedem k ∈ I und jedem Multiindex α eine Konstante
C und ein k′ ∈ I gibt, so dass

pk ((∂αg) |x)) ≤ Cpk′(|x))e−
1
4
d(x,G)2 ∀x ∈ R

4 (5.7)

gilt. Dabei bezeichnet d(x,G) den euklidischen Abstand von x und G. Wir nennen g linkslo-
kalisiert in G, wenn g∗ rechtslokalisiert in G ist.

Bemerkung 5.3. Die Definition ist konsistent in dem Sinne, dass sie nicht von der Wahl der
gerichteten Halbnormfamilie abhängt. Denn sei {ql} eine äquivalente gerichtete Halbnormfa-
milie. Dann gibt es zu jedem l ein k und eine Konstante D, so dass ql(f) ≤ Dpk(f) ∀f ∈ S1

gilt, und zu jedem k′ ein l′ und eine Konstante E, so dass pk′(f) ≤ Eql′(f) ∀f ∈ S1 gilt. Sei
nun Bedingung (5.7) erfüllt. Dann gilt

ql ((∂
αg) |x)) ≤ Dpk ((∂αg) |x)) ≤ CDpk′(|x))e−

1
4
d(x,G)2 ≤ CDEql′(|x))e−

1
4
d(x,G)2 .
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Bei der Definition ist zu beachten, dass die Kenntnis von (∂αg) |x) für alle x nötig ist. Das
ist ein Unterschied zum kommutativen Fall, wo man, um zu entscheiden, ob x im Träger von f
liegt, f nur in einer Umgebung von x kennen muss. Es handelt sich also, salopp gesagt, um eine
nichtlokale Definition von Lokalität. Da wir es aber mit einem nichtlokalen Raum zu tun haben,
läßt sich dies wahrscheinlich nicht vermeiden, wir können sogar froh sein, wenn überhaupt eine
vernünftige Definition von Lokalität gelingt. Ein weiterer Haken an der Definition ist, dass die
Bedingung in nichttrivialen Beispielen schwer zu überprüfen ist, wie sich bei der Untersuchung
der Lokalität des modifizierten Energie-Impuls-Tensors gezeigt hat. Für den Moment erfüllt
sie jedoch ihren Zweck, da sie, wie wir im Folgenden sehen werden, ähnliche Eigenschaften hat
wie der Begriff des Trägers in der kommutativen Theorie.

Beispiel 5.4. Ein g̃ der Form

g̃ :=

∫
d4x g(x) |x) (x| g ∈ D(R4) (5.8)

ist sowohl rechts- als auch linkslokalisiert im Träger von g. Zunächst einmal gilt

∂µ(g̃) =
d

dt

∫
d4x g(x) |x− teµ) (x− teµ| =

∫
d4x

d

dt
g(x+ teµ) |x) (x| = ∂̃µg,

das heißt ∂µ(g̃) ist wieder von der Form (5.8) und der Träger wird dabei höchstens kleiner.
Nun gilt

|g̃ |x) |l = sup
y∈R4

{(
1 + |y|2

) l
2

∣∣∣∣
∫

d4zg(z) (y|z) (z|x)
∣∣∣∣
}

≤ Vol(suppg) sup
z

{|g(z)|} sup
y

{(
1 + |y|2

) l
2 e−

1
4
d(y,suppg)2

}
e−

1
4
d(x,suppg)2 ,

was die Rechtslokalisierung beweist. Linkslokalisierung folgt aus g̃∗ = ˜̄g.

Bemerkung 5.5. Sei G′ ⊃ G. Dann gilt d(x,G′) ≤ d(x,G) und somit e−
1
4
d(x,G)2 ≤ e−

1
4
d(x,G′)2 .

Ist also g rechts- (bzw links-) lokalisiert in G, so ist g auch rechts- (links-) lokalisiert in G′.

Bemerkung 5.6. Seien g, h rechts- (bzw. links-) lokalisiert in G,H. Dann gilt

|(g + h) |x)|k ≤ |g |x)|k + |h |x)|k ≤ Cg ||x)|k′ e−
1
4
d(x,G)2 + Ch ||x)|k′′ e−

1
4
d(x,H)2

≤ max{Cg, Ch} ||x)|max(k′,k′′) e
− 1

4
d(x,G∪H)2 .

Somit ist g + h in G ∪H rechts- (links-) lokalisiert.

Bemerkung 5.7. Aus der Definition folgt offensichtlich, dass wenn φ ∈ M und g rechtsloka-
lisiert in G ist, dann auch φg rechtslokalisiert in G ist. Die in G rechtslokalisierten Elemente
bilden also ein Linksideal. Analog bilden die linkslokalisierten ein Rechtsideal.

Bemerkung 5.8. Sei g rechtslokalisiert in G. Dann ist gD(x) offensichtlich rechtslokalisiert in
G−x. Mit der vorangegangenen Bemerkung folgt, dass für in Gr(l) rechts- (links-)lokalisiertes
g, gx := D(x)gD(−x) rechts- (links-) lokalisiert in Gr(l) + x ist.
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Bemerkung 5.9. Sei g rechts- (bzw. links-) lokalisiert in einem kompakten Gebiet G. Dann ist
g ∈ S2, denn für rechtslokalisiertes g gilt für alle k, l

sup
x,y∈R4

{(
1 + |x|2

)k
2
(
1 + |y|2

) l
2 |(x| g |y)|

}
≤ C sup

y∈R4

{(
1 + |y|2

) l
2 ||y)|k′ e−

1
4
d(y,G)2

}
.

Dies ist endlich, da ||y)|k′ polynomial beschränkt ist, siehe das nachfolgende Lemma. Für
linkslokalisiertes g folgt die Behauptung aus S∗

2 = S2.

Lemma 5.10. Zu jedem l ≥ 0 gibt es Konstanten C,D, so dass

C
(
1 + |x|2

) l
2 ≤ ||x)|l ≤ D

(
1 + |x|2

) l
2 ∀x ∈ R

4

gilt.

Beweis. Wegen (5.4) und (5.6) gilt

||x)|l = sup
y∈R4

{(
1 + |y|2

) l
2 e−

1
4
|x−y|2

}
≤
(

4

3

) l
2 (

1 + |x|2
) l

2 sup
y∈R4

{(
1 + |y|2

) l
2 e−

1
4
|y|2
}
,

||x)|l = sup
y∈R4

{(
1 + |y|2

) l
2 e−

1
4
|x−y|2

}
≥
(

3

4

) l
2 (

1 + |x|2
) l

2 sup
y∈R4

{(
1 + |y|2

)− l
2 e−

1
4
|y|2
}
.

Die in den vorangegangenen Bemerkungen genannten Eigenschaften hat unser Lokalitäts-
begriff mit dem des Trägers gemein. Es stellt sich aber die Frage, wie scharf der Begriff wirklich
ist, das heißt, wie wichtig die Angabe des Gebietes ist. Diese Frage ist noch nicht ganz ge-
klärt, man kann jedenfalls zeigen, dass Lokalität in G nicht Lokalität in einem beliebigen G′

impliziert. Dazu das folgende

Beispiel 5.11. Px := |x) (x| ist in {x} rechtslokalisiert. Zunächst gibt es zu jedem l ein C, so
dass

|Px |y)|k = Ce−
1
4
|x−y|2 ∀y ∈ R

4

gilt. Nach Bemerkung 4.3 sind die Ableitungen durch Kommutatoren mit Orts- oder Impuls-
operatoren gegeben. Zum Beispiel gilt

(∂0Px) = iQ1Px − iPxQ1.

Der erste Term ist nach Bemerkung 5.7 wieder in {x} rechtslokalisiert. Für den zweiten Term
berechnen wir mit Lemma 5.10

|PxQ1 |y)|k =
1

2
|y0 + iy2 + x0 − ix2|e− 1

4
|x−y|2 ||x)|k ≤ C ′ ||y)|1 e−

1
4
|x−y|2.

Dabei wurde benutzt, dass die kohärenten Zustände Eigenzustände des Vernichtungsoperators
sind (B.9). Die höheren Ableitungen behandelt man analog. Aus der Hermitizität von Px folgt
die Linkslokalisierung in x.
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Nun ist Px in keinem abgeschlossenen, konvexen Gebiet G lokalisiert, das x nicht enthält.
Denn angenommen, Px sei in einem solchen G lokalisiert. Dann gilt

|Px |y)|k = Ce−
1
4
|x−y|2 ≤ C ′ ||y)|k′ e−

1
4
d(y,G)2

beziehungsweise
|x− y|2 ≥ d(y,G)2 −D ln

(
1 + |y|2

)
−D′.

Sei z ∈ G so gewählt, dass |x − z| minimal wird (nach Voraussetzung ist |x − z| > 0). Wir
setzen y(t) := x+ t x−z|x−z| . Wegen der Konvexität von G gilt

d(y(t), G)2 = (|x− y(t)| + |x− z|)2 = t2 + 2t|x− z| + |x− z|2.

Aus der obigen Ungleichung wird somit

D′ +D ln
(
1 + |y(t)|2

)
− |x− z|2 ≥ 2t|x− z|.

Da |y(t)| als Funktion von t polynomial beschränkt ist, ist die Ungleichung offensichtlich nicht
für alle t erfüllt. Das beweist die Behauptung.

Nun wäre es natürlich schön, wenn man zeigen könnte, dass ein g, das in konvexen Gebieten
G,G′ lokalisiert ist, auch in G∩G′ lokalisiert ist, beziehungsweise für G∩G′ = ∅ die Null ist.
Ich vermute, dass das der Fall ist, da wegen g |x) =

∫
d4y g |y) (y|x) die Halbnormen in einem

geeigneten Mittel nicht schneller als e−
1
4
|x−y|2 abfallen können. Ein Beweis ist mir bis jetzt

aber nicht gelungen. Bereits die genannten Eigenschaften lassen die Definition aber sinnvoll
erscheinen.

Wir können nun definieren, was lokale Funktionen auf der Feldalgebra sind. Wir nennen
f : M → M lokal, wenn f(φ) die gleichen Lokalisationseigenschaften wie φ hat. Nach Be-
merkung 5.7 sind Potenzen und somit auch die reellen Lagrangedichten lokal. Für komplexe
Theorien muss man die Definition modifizieren, zum Beispiel in dem Sinne, dass die Rechtslo-
kalisation erhalten bleibt und sich auch auf die Linkslokalisation überträgt, wie zum Beispiel
bei φ 7→ φ∗φ. Die interessante Frage, ob der in Abschnitt 3.4 vorgestellte modifizierte Energie-
Impuls-Tensor in diesem Sinne lokal ist, ließ sich bis jetzt allerdings nicht beantworten. Das
Hauptproblem ist, dass das bei der Konstruktion des Zusatzterms verwendete ⋆′-Produkt auf
der Ebene der Weyl-Symbole definiert ist, während sich die Lokalität am besten auf der Ebene
der normalgeordneten Symbole überprüfen läßt.

5.4 Lokale Wechselwirkungsterme

In diesem Abschnitt sollen lokal begrenzte Wechselwirkungen in die Theorie eingeführt werden.
Wir werden sehen, dass eine naive Definition lokaler Wechselwirkungsterme gerade nicht zu
lokalisierten Wechselwirkungen führt. Wir werden dann eine Modifizierung vornehmen und
sehen, dass sie die gewünschten Lokalitätseigenschaften besitzt.

Beginnen wollen wir die Untersuchung mit der einfachsten nichttrivialen Modifizierung der
freien Wirkung S0, die Einführung eines Quellterms S1(φ) := λTrgφ. Hier ist g im Allgemei-
nen ein Element von S2, kann jedoch, wenn wir die Lokalitätseigenschaften untersuchen, als
lokalisiert in einem kompakten Gebiet G angenommen werden.
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Die modifizierte Wirkung führt zur Bewegungsgleichung

(✷ +m2)φ = λg.

Sei φ0 eine Lösung der freien Bewegungsgleichung. Wir suchen nun eine Lösung φ der
modifizierten Bewegungsgleichung, deren Erwartungwerte für x0 → −∞ mit denen von φ0

übereinstimmen. Mit anderen Worten, wir lösen die Wellengleichung

(✷ +m2)φN (x) = λgN (x)

mit der Randbedingung, dass φN (x) → (φ0)N (x) für x0 → −∞ gilt. Die Lösung ist

φN (x) = (φ0)N (x) + λ

∫
d4y ∆ret(x− y)gN (y)

= (φ0)N (x) + λ

∫
d4y ∆ret(y)gN (x− y)

= (φ0)N (x) + λ

∫
d4y ∆ret(y)(gy)N (x)

mit
gy = D(y)gD(−y).

Denn ∆ret ist eine temperierte Distribution mit Träger im Vorwärtslichtkegel, also gibt es nach
dem Bros-Epstein-Glaser-Lemma ([15], Theorem IX.15) eine polynomial beschränkte Funktion
F mit Träger im Vorwärtslichtkegel und einen Multiindex α, so dass ∆ret = ∂αF gilt. Und
da gN eine Schwartzfunktion auf dem R4 ist, ist es leicht zu zeigen, dass der Zusatzterm für
x0 → −∞ schneller als jede Potenz abfällt. Somit ergibt sich

φ = φ0 + λ

∫
d4x ∆ret(x)gx. (5.9)

Nun stellt sich die Frage, ob dies überhaupt wieder ein Element der Feldalgebra ist. Das
ist in der Tat der Fall, denn es gilt der folgende

Satz 5.12. Sei T ∈ S ′(R4), g ∈ S2. Dann ist φ =
∫

d4x T (x)gx ∈ M.

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass es zu jedem m ein n gibt, so dass

‖φ‖2
mn =

∫
d4xd4y

(
1 + |x|2

)m (
1 + |y|2

)n
∣∣∣∣
∫

d4z T (z) (x| gz |y)
∣∣∣∣
2

<∞

gilt. Da T eine temperierte Distribution ist, gibt es Zahlen C, l und einen Multiindex α, so
dass ∣∣∣∣

∫
d4z T (z) (x| gz |y)

∣∣∣∣ ≤ C sup
z∈R4

{(
1 + |z|2

)l |∂αz (x| gz |y)|
}

gilt. Wegen g ∈ S2 gibt es zu jedem p, q ein D, so dass

|∂αz (x| gz |y)| = |(x| (∂αg)z |y)| ≤ D
(
1 + |x− z|2

)−p (
1 + |y − z|2

)−q
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gilt (vergleiche (5.1)). Wir wählen p = m+ 3, q = p+ l und erhalten mit (5.5)

‖φ‖2
mn ≤ C ′

∫
d4xd4y

(
1 + |x|2

)m (
1 + |y|2

)n (
1 + |x|2

)−m−3 (
1 + |y|2

)m+3+l
.

Die x-Integration ist durchführbar, die y-Integration ist für n ≤ −(m+3+ l)−3 durchführbar.
Somit gibt es zu jedem m ein n so dass ‖φ‖mn < ∞ gilt. Ganz analog zeigt man, dass es zu
jedem n ein m gibt so dass ‖φ‖mn <∞ gilt. Also ist φ ∈ M.

In [17] wurde dieser Satz auf der Ebene der Weyl-Symbole bewiesen (Korollar zu Theo-
rem 4). Man kann ihn als Indiz dafür werten, dass die Wahl von M als Feldalgebra und S2

als Variationsideal vernünftig war.

Es stellt sich nun die Frage nach der Lokalisierung der Lösung. Wie oben sei F eine
polynomial beschränkte Funktion mit Träger im Vorwärtslichtkegel und α ein Multiindex, so
dass ∆ret = ∂αF gilt. Wir setzen φ :=

∫
d4x ∆ret(x)gx und nehmen an, dass g im Kompaktum

G rechtslokalisiert ist. Es gilt

|φ |y)|l = sup
z

{(
1 + |z|2

) l
2

∣∣∣∣
∫

d4x F (x) (z| (∂αg)x |y)
∣∣∣∣
}

≤ C sup
z

{(
1 + |z|2

) l
2

∫

V̄+

d4x
(
1 + |x|2

)n
2 |(z − x| ∂αg |y − x)|

}

≤ C

(
4

3

) l
2
∫

V̄+

d4x
(
1 + |x|2

)n+l
2 sup

z

{(
1 + |z|2

) l
2 |(z| ∂αg |y − x)|

}

≤ C ′
∫

V̄+

d4x
(
1 + |x|2

)n+l
2
(
1 + |y − x|2

)m
2 e−

1
4
d(G,y−x)2

≤ C ′
(

4

3

)m
2 (

1 + |y|2
)m

2

∫

V̄+

d4x
(
1 + |x|2

)m+n+l
2 e−

1
4
d(y−G,x)2 .

Hier wurde wieder (5.4) verwendet. Das Integral in der letzten Zeile versuchen wir nun weiter
abzuschätzen. Dazu wählen wir x′(y) ∈ V̄+ so, dass d(y − G,x′(y)) = d(y − G, V̄+) gilt.
z(x, y) ∈ y − G sei so gewählt, dass d(z(x, y), x) = d(y − G,x) gilt und x′′(x, y) ∈ V̄+ sei so
gewählt, dass d(z(x, y), x′′(x, y)) = d(z(x, y), V̄+) gilt (siehe Abbildung 5.1). Dann gilt wegen
der Konvexität von V̄+

d(y −G,x)2 ≥ d(x, x′′(x, y))2 + d(x′′(x, y), y −G)2 ≥ d(x, x′′(x, y))2 + d(V̄+, y −G)2.

Offensichtlich ist d(x′(y), x′′(x, y)) kleiner gleich dem Durchmesser |G| von G. Mit der Drei-
eicksungleichung ergibt sich somit

d(x, x′′(x, y))2 ≥ d(x, x′(y))2−2|G|d(x, x′′(x, y))−|G|2 ≥ d(x, x′(y))2−2|G|d(x, x′(y))−3|G|2.
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V
y−G

x

x’(y)

x’’(x,y)

z(x,y)

Abbildung 5.1: Konstruktion der Abschätzungen

Wir erhalten also

|φ |y)|l ≤ C ′′ (1 + |y|2
)m

2 e−
1
4
d(V̄+,y−G)2

∫

V̄+

d4x
(
1 + |x|2

)m+n+l
2 e−

1
4(|x−x′(y)|2−2|G||x−x′(y)|−3|G|2)

≤ C ′′′ (1 + |y|2
)m

2 e−
1
4
d(V̄+,y−G)2

∫

V̄+−x′(y)
d4x

(
1 + |x+ x′(y)|2

)m+n+l
2 e−

1
4(|x|2−2|G||x|)

≤ C ′′′′ (1 + |y|2
)m

2
(
1 + |x′(y)|2

)m+n+l
2 e−

1
4
d(V̄+,y−G)2

∫
d4x

(
1 + |x|2

)m+n+l
2 e−

1
4
|x|2+ |G|

2
|x|.

Offenbar gibt es eine Konstante D, so dass
(
1 + |x′(y)|2

)
≤ D

(
1 + |y|2

)
für alle y gilt. Wir

erhalten also

|φ |y)|l ≤
(
1 + |y|2

)m+ n+l
2 e−

1
4
d(G+V̄+,y)2 .

Somit haben wir bewiesen

Satz 5.13. Sei g rechts- (links-) lokalisiert im Kompaktum G. Dann ist φ :=
∫

d4x ∆ret(x)gx
rechts- (links-) lokalisiert in G+ V̄+.

Wenn also das g aus (5.9) im Kompaktum G rechts- (links-) lokalisiert ist, so ist φ − φ0,
das heißt, die durch den Quellterm verursachte Störung, in G+ V̄+ rechts- (links-) lokalisiert.
Es handelt sich also wirklich um einen, in unserem Sinne, lokalen Störterm.

Wenn wir nun eine lokalisierte φ3-Wechselwirkung einführen wollen, so wäre eine nahe
liegende, auch aus der Diskussion des Wirkungsprinzips motivierte Wahl

S1 := λTr
(
gφ3
)
. (5.10)

Als Bewegungsgleichung erhält man

(✷ +m2)φ = λ
(
φ2g + φgφ+ gφ2

)
.

Mit dem Yang-Feldman-Ansatz ergibt sich die Korrektur erster Ordnung in λ zur Lösung φ0

der freien Feldgleichung als einlaufendes Feld zu

φ1 =

∫
d4x ∆ret(x) ((φ0φ0g)x + (φ0gφ0)x + (gφ0φ0)x) .
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Hier lassen sich offensichtlich keine Aussagen über die Lokalisierung von φ1 machen. Wenn g
rechtslokalisiert in G ist, so gilt das offenbar auch für den ersten Term, für die beiden anderen
im Allgemeinen aber nicht. Der Wechselwirkungsterm (5.10) ist also in unserem Sinne nicht
lokal.

Eine Form des Wechselwirkungsterms, die diese Probleme vermeidet, ist

S1 := λTr
(
(gφ)3

)
. (5.11)

Das kommutative Analogon dazu wäre, die Felder erst abzuschneiden und dann in die Wirkung
einzusetzen. Im kommutativen Fall ist das allerdings das Gleiche, wie das Produkt der Felder
mit g3 abzuschneiden. Für unsere nichtkommutative Theorie macht es aber sehr wohl einen
Unterschied. Als Bewegungsgleichung erhält man nämlich

(✷ +m2)φ = 3λgφgφg,

die Korrektur erster Ordnung in λ zur freien Lösung ist also

φ1 =

∫
d4x ∆ret(x)(gφ0gφ0g)x.

Wenn g in Gr(l) rechts- (links-) lokalisiert ist, ist nach Bemerkung 5.7 auch gφ0gφ0g in Gr(l)
rechts- (links-) lokalisiert. Aus Satz 5.13 folgt dann, dass φ1 in Gr(l) + V̄+ rechts- (links-)
lokalisiert ist. Das gilt offensichtlich auch für die Korrekturen höherer Ordnung. Zum Beispiel
ergibt sich für die Korrektur zweiter Ordnung:

φ2 =

∫
d4xd4y ∆ret(x)∆ret(y) ((g(gφ0gφ0g)ygφ0g)x + (gφ0g(gφ0gφ0g)yg)x) . (5.12)

Der Wechselwirkungsterm (5.11) hat also die gewünschten Lokalisationseigenschaften.

Nun stellt sich natürlich die Frage, ob man mit einem Wechselwirkungsterm der Form (5.11)
einen adiabatischen Limes durchführen kann. Eine Vorraussetzung dafür ist, dass es ein Netz
{gn} von (möglicherweise lokalisierten) Elementen von S2 gibt, so dass

lim
n→∞

gnφgnφgn = φ2

gilt. Dies ist wegen der Hypostetigkeit der Multiplikation in M und Bemerkung A.16 dann
der Fall, wenn die Menge der gn beschränkt in M ist und das Netz {gn} gegen die Eins
konvergiert. Wir wissen bereits, dass es sogar gegen 1 konvergente Folgen von Elementen
von S2 gibt. Insbesondere kann man eine Folge {hn}, hi ∈ D(R4) wählen, die auf jedem
Kompaktum gleichmässig gegen (2π)−2 konvergiert. Dann ist {h̃n} (vergleiche (5.8)) eine
Folge von lokalisierten Elementen von S2, die nach Lemma B.2 in M gegen 1 konvergiert.
Als konvergente Folge ist sie natürlich auch beschränkt. Eine der Grundvorraussetzungen
für die Konstruktion eines adiabatischen Limes mit lokalisierten Wechselwirkungstermen der
Form (5.11) ist somit erfüllt.
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5.5 Die lokalen Funktionale und ihre Peierls-Klammer

Eine Verallgemeinerung von (5.11) wären Funktionale der Form

φ 7→ Tr(f1φf2φ . . . fnφ) =: ◦φ(f1)φ(f2) . . . φ(fn)◦, fi ∈ S2, (5.13)

die im Folgenden lokale Funktionale genannt werden. Die Betrachtung dieser Funktionale wird
nicht nur durch die im vorangegangenen Abschnitt vorgenommene Diskussion der Lokalisa-
tionseigenschaften von Wechselwirkungstermen nahe gelegt. Die lokalen Funktionale stellen
auch eine sehr natürliche Klasse von nichtlinearen Funktionalen auf der Feldalgebra dar. Sie
sind auch deshalb interessant, weil sie eine Besonderheit der nichtkommutativen Feldtheorie
sind. Natürlich sind die lokalen Funktionale der kommutativen Feldtheorie ein Spezialfall un-
serer lokalen Funktionale. Zum Beispiel könnte man in der kommutativen Theorie (5.13) auch
einfach als Tr (f1 · . . . · fnφn) schreiben. In der nichtkommutativen Feldtheorie sind das nicht
nur andere Ausdrücke, sie unterscheiden sich, wie wir im vorangegangenen Abschnitt gesehen
haben, auch in ihren physikalischen Eigenschaften.

In diesem Abschnitt werden wir, ohne dabei Anspruch auf Vollständigkeit zu erheben,
einige Eigenschaften der lokalen Funktionale untersuchen. Insbesondere werden wir mit Pei-
erls Methode ihre Poisson-Klammer berechnen. Schließlich wird auf lokale Funktionale, die
Ableitungen der Felder enthalten, eingegangen.

Aus der Zyklizität der Spur folgt offensichtlich, dass die lokalen Funktionale zyklisch sind,
das heißt, dass für zyklische Permutationen σ ∈ Zn

◦φ(f1) . . . φ(fn)◦ = ◦φ(fσ(1)) . . . φ(fσ(n))◦ (5.14)

gilt.

Betrachten wir nun die von den lokalen Funktionalen erzeugte Algebra. Eine interessante
Eigenschaft der lokalen Funktionale ist, dass sie in gewisser Weise faktorisieren, wenn man als
“Testfunktionen” Operatoren von Rang Eins, also in der Form fi = |ai〉〈bi| mit ai, bi ∈ S1,
wählt:

◦φ(f1) . . . φ(fn)◦ = Tr (|a1〉〈b1|φ . . . |an〉〈bn|φ) = φ(|a1〉〈bn|)φ(|a2〉〈b1|) . . . φ(|an〉〈bn−1|).
(5.15)

Hier wurde φ(f) := ◦φ(f)◦ gesetzt. Es handelt sich natürlich nicht wirklich um eine Faktori-
sierung, da die fi sozusagen verschoben zusammengesetzt werden.

In gewisser Weise läßt sich diese Faktorisierung auch umkehren. Denn sei {ψi} eine Or-
thonormalbasis von L2(R2). Dann läßt sich jedes f ∈ S2 in Matrixelemente entwickeln:
f =

∑
ij cij |ψi〉〈ψj |. Die Koeffizienten cij bilden dann eine schnell konvergente Reihe. Siehe

dazu auch Abschnitt A.3, wo diese Entwicklung mit den Eigenfunktionen des zweidimensio-
nalen harmonischen Oszillators durchgeführt wird. Sei nun g ∈ S2 durch g =

∑
ij dij |ψi〉〈ψj |
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gegeben. Dann gilt

φ(f)φ(g) =
∑

ijkl

cijdkl〈ψj |φ|ψi〉〈ψl|φ|ψk〉

=
∑

ijkl

cijdklTr (|ψk〉〈ψj |φ|ψi〉〈ψl|φ)

=
∑

ijkl

cijdkl ◦ φ(|ψk〉〈ψj |)φ(|ψi〉〈ψl|) ◦ .

Wir haben also das Produkt zweier lokaler Funktionale durch eine Summe von lokalen Funk-
tionalen ausgedrückt. Offenbar funktioniert das auch für lokale Funktionale mit beliebigen
Potenzen der Felder. Im kommutativen Fall ist so etwas nicht möglich. Das Produkt zweier
Integrale läßt sich im Allgemeinen nicht als Summe von Integralen schreiben:

∫
d4x f(x)φ(x)

∫
d4y g(y)φ(y) 6=

∑

n

∫
d4z hn(z)φ

2(x).

Natürlich bleiben hier viele Fragen offen. Zum Beispiel ist nicht klar, wie sich die posi-
tiven lokalen Funktionale charakterisieren lassen. Die lokalen Funktionale scheinen aber eine
interessante algebraische Struktur zu besitzen, die es Wert sein könnte, genauer untersucht zu
werden.

Nun soll mit Peierls Methode [31], [32] die Poisson-Klammer

{◦φ(f1) . . . φ(fm)◦, ◦φ(g1) . . . φ(gn)◦}

von lokalen Funktionalen des freien Feldes berechnen. Dazu addieren wir den Term

−λ ◦ φ(f1) . . . φ(fm)◦

zur freien Wirkung. Das Feld, dessen Erwartungswerte für x0 → ±∞ mit der Lösung φ
der freien Feldgleichung übereinstimmen, und das in erster Ordnung in λ die modifizierte
Feldgleichung löst, ist durch

φA/R = φ− λ

∫
dx ∆av/ret(x)

∑

σ∈Zn

(fσ(1)φfσ(2) . . . fσ(m−1)φfσ(m))x

gegeben. Dies wird nun im Funktional ◦φ(g1) . . . φ(gn)◦ ausgewertet und der Term erster Ord-
nung in λ bestimmt. Für die Peierls-Klammer erhält man so

{◦φ(f1) . . . φ(fm)◦, ◦φ(g1) . . . φ(gn)◦} = − d

dλ
|λ=0Tr (g1φR . . . gnφR − g1φA . . . gnφA)

= −
∫

dx ∆(x)
∑

σ∈Zm

∑

σ′∈Zn

Tr
(
gσ′(1)φ . . . φgσ′(n)

(
fσ(1)φ . . . φfσ(m)

)
x

)

=

∫
dx ∆(x)

∑

σ∈Zm

∑

σ′∈Zn

Tr
(
fσ(1)φ . . . φfσ(m)

(
gσ′(1)φ . . . φgσ′(n)

)
x

)
. (5.16)
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Hier wurde die Kommutatorfunktion ∆ = ∆ret − ∆av eingeführt, die Antisymmetrie von ∆
verwendet und Tr (fxg) = Tr (fg−x) benutzt.

Wir wollen nun sehen, ob diese Klammer die üblichen Eigenschaften der Poisson-Klammer
erfüllt. Da sie über die Ableitung definiert ist, gilt die Leibniz-Regel. Die Antisymmetrie folgt
aus der Antisymmetrie von ∆ und der Zyklizität der Spur: Tr (fxg) = Tr (fg−x). Man kann
auch die Jacobi-Identität nachprüfen:

{{◦φ(f1) . . . φ(fm)◦, ◦φ(g1) . . . φ(gn)◦}, ◦φ(h1) . . . φ(hk)◦} + zykl. Vert.

=

∫
d4xd4y ∆(x)∆(y)

∑

σσ′σ′′

Tr

[
m−1∑

i=1

f1φ . . . φfi (h1φ . . . φhk)y fi+1φ . . . φfm (g1φ . . . φgn)x (5.17)

+
n−1∑

i=1

f1φ . . . φfm

(
g1φ . . . φgi (h1φ . . . φhk)y gi+1φ . . . φgn

)
x

(5.18)

+
k−1∑

i=1

h1φ . . . φhi (g1φ . . . φgn)y hi+1φ . . . φhk (f1φ . . . φfm)x (5.19)

+
m−1∑

i=1

h1φ . . . φhk

(
f1φ . . . φfi (g1φ . . . φgn)y fi+1φ . . . φfm

)
x

(5.20)

+
n−1∑

i=1

g1φ . . . φgi (f1φ . . . φfm)y gi+1φ . . . φgn (h1φ . . . φhk)x (5.21)

+
k−1∑

i=1

g1φ . . . φgn

(
h1φ . . . φhi (f1φ . . . φfm)y hi+1φ . . . φhk

)
x

]
. (5.22)

Dabei steht fi für fσ(i), gi für gσ′(i) und hi für hσ′′(i). Den Term (5.17) kann man unter
Verwendung der Zyklizität der Spur umformen:

∑

σσ′σ′′

m−1∑

i=1

Tr
(
f1φ . . . φfi (h1φ . . . φhk)y fi+1φ . . . φfm (g1φ . . . φgn)x

)

=
∑

σσ′σ′′

m−1∑

i=1

Tr
(
h1φ . . . φhk (f1φ . . . φfi (g1φ . . . φgn)x fi+1φ . . . φfm)−y

)
.

Man sieht, dass er sich wegen der Antisymmetrie von ∆ mit dem Term (5.20) weghebt. Analog
zeigt man, dass sich die Terme (5.19) und (5.22) und (5.18) und (5.21) wegheben. Die Peierls-
Klammer von lokalen Funktionalen der freien Felder erfüllt also die üblichen Eigenschaften
der Poisson-Klammer.

Da wir das wechselwirkende Feld mit dem Yang-Feldman-Formalismus pertubativ als for-
male Potenzreihe in der Kopplungskonstanten aus dem einlaufenden freien Feld bestimmen,
können wir nun auch die Peierls-Klammer für das wechselwirkende Feld berechnen. Man erhält
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so wieder eine Potenzreihe in der Kopplungskonstanten. Dies ist äquivalent dazu, die Peierls-
Klammer direkt für das wechselwirkende Feld zu berechnen und es dann in der Kopplungskon-
stanten zu entwickeln1. Somit erfüllt auch die Peierls-Klammer des wechselwirkenden Feldes
die üblichen Eigenschaften der Poisson-Klammer.

Ein Spezialfall von (5.16) ist

{φ(f), φ(g)} =

∫
d4x ∆(x)Tr(fgx). (5.23)

Dies ist mit der Poisson-Klammer

{φ(f), φ(g)} =

∫
d4x ∆(x)

∫
dy f(y)g(y − x) (5.24)

der kommutativen Feldtheorie zu vergleichen. Vom algebraischen Standpunkt aus sind die bei-
den Ausdrücke identisch. Die y-Integration in (5.24) entspricht der Spur und g(· − x) ist die
um x verschobene Testfunktion gx. Wir haben es lediglich mit unterschiedlichen Algebren zu
tun. Insbesondere verschwindet im nichtkommutativen Fall, anders als im kommutativen, das
Produkt von in disjunkten Gebieten lokalisierten f, g nicht. Das macht es im nichtkommutati-
ven Fall schwer, anhand des Ausdrucks (5.23) die Kausalität der Theorie zu diskutieren. Wenn
man den Begriff der Kausalität jedoch nur auf das Ausbreitungsverhalten lokaler Störungen
bezieht, so ist die Theorie, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, kausal. Darüber
hinaus fällt die Peierls-Klammer (5.23) für zunehmende raumartige Trennung der Lokalisati-
onsgebiete sehr schnell ab. Sei zum Beispiel f in F rechtslokalisiert und g in G linkslokalisiert.
Dann ist

∫
d4x ∆(x)gx in G+ V̄ linkslokalisiert und es gilt

|{φ(f), φ(g)}| ≤
∫

d4yd4z |(z| f∗ |y)|
∣∣∣∣(z|

∫
d4x∆(x)gx |y)

∣∣∣∣

≤
∫

d4yd4z
(
1 + |z|2

)− k
2 |f∗ |y)|k

(
1 + |z|2

)− l
2

∣∣∣∣
∫

d4x∆(x)gx |y)
∣∣∣∣
l

≤ CfCg

∫
d4yd4z

(
1 + |z|2

)− k+l
2
(
1 + |y|2

) k′+l′

2 e−
1
4
d(y,F )2e−

1
4
d(y,G+V̄ )2 .

Die z-Integration kann man zum Beispiel mit der Wahl k = l = 3 durchführen. Das verbleiben-
de Integral über y geht dann für zunehmende raumartige Trennung von F und G sehr schnell
gegen Null. Analog kann man für linkslokalisiertes f und rechtslokalisiertes g argumentieren.

Die Peierls-Klammer (5.23) stimmt auch mit dem Kommutator (6.7) aus [14] überein. Für
zwei Zustände ω, ω′ auf E wurde dort

[φ(ω), φ(ω′)] = i

∫
d4x ∆(x)

∫
d4y ωW (y)ω′

W (y − x)

berechnet, mit den Weyl-Symbolen ωW (x) := (2π)−4
∫

d4k e−ikxω(eikq). Wegen (2.19) stimmt
das, bis auf den Faktor i, mit unserer Formel überein.

1Das ist die Aussage von Proposition 2 aus [32]. Der dort gegebene Beweis läßt sich aber wohl nicht direkt
auf den nichtkommutativen Fall übertragen. Es ist aber nicht schwer, die genannte Eigenschaft für Sint =
λTr (h1φ . . . hlφ) direkt zu überprüfen.



52 Das Lokalitätsprinzip

Es soll nun noch kurz auf lokale Funktionale mit Ableitungen eingegangen werden. Dazu
definieren wir

Tr (f1∂
α1φ . . . fm∂

αmφ) =: ◦∂α1φ(f1) . . . ∂
αmφ(fm) ◦ . (5.25)

Hier sind die αi Multiindizes. Offenbar gilt, wie im kommutativen Fall,

∂αφ(f) = (−1)|α|φ(∂αf).

In lokalen Funktionalen mit höheren Potenzen der Felder lassen sich die Ableitungen aber
offensichtlich nicht komplett auf die Testfunktionen ziehen.

Wir wollen nun die Peierls-Klammer dieser Funktionale ausrechnen und zeigen, dass auch
hier die üblichen Eigenschaften der Poisson-Klammer gelten. Addieren wir das λ-fache von (5.25)
zur freien Wirkung, so erhalten wir als Bewegungsgleichung

(✷ +m2)φ = λ
∑

σ∈Zm

(−1)ασ(m)∂ασ(m)
(
fσ(1)∂

ασ(2)φ . . . ∂ασ(m−1)φfσ(m)

)
.

Die Korrektur erster Ordnung in λ zum einlaufenden freien Feld φ0 ist somit durch

φ1 = λ

∫
d4x ∆ret(x)

∑

σ∈Zm

(−1)ασ(m)∂ασ(m)
(
fσ(1)∂

ασ(2)φ . . . ∂ασ(m−1)φfσ(m)

)
x

gegeben. Es ist hier (∂αφ)x = ∂α (φx) zu beachten. Hier sind auch wieder dieselben Lokalitäts-
eigenschaften wie bei lokalen Funktionalen ohne Ableitungen erfüllt. Für die Peierls-Klammer
erhält man nun

{◦∂α1φ(f1) . . . ∂
αmφ(fm)◦, ◦∂β1φ(g1) . . . ∂

βnφ(gn)◦} =

∫
d4x ∆(x)Tr

∑

σ∈Zm

∑

σ′∈Zn

·
(
∂βσ′(n)

(
fσ(1)∂

ασ(1)φ . . . ∂ασ(m−1)φfσ(m)

)
∂ασ(m)

(
gσ′(1)∂

βσ′(1)φ . . . ∂βσ′(n−1)φgσ′(n)

)
x

)
.

Dass Leibniz-Regel und Antisymmetrie erfüllt sind, sieht man wie im vorigen Abschnitt. Auch
die Jacobi-Identität ist erfüllt. Als Beispiel zeigen wir, dass sich die (5.17) und (5.20) entspre-
chenden Terme wegheben:

∑

σσ′σ′′i

Tr
(
∂βn

(
f1∂

α1φ . . . ∂αi−1φfi∂
αi+γk (h1∂

γ1φ . . . ∂γk−1φhk)y fi+1∂
αi+1φ . . . ∂αm−1φfm

)

·∂αm

(
g1∂

β1φ . . . ∂βn−1φgn

)
x

)
(−1)γk

=
∑

σσ′σ′′i

(−1)γk+βnTr
(
∂αi+γk (h1∂

γ1φ . . . ∂γk−1φhk)y f1∂
α1φ . . . ∂αi−1φfi

·∂αm+βn

(
g1∂

β1φ . . . ∂βn−1φgn

)
x
fi+1∂

αi+1φ . . . ∂αm−1φfm

)

=
∑

σσ′σ′′i

(−1)βnTr

(
∂αi (h1∂

γ1φ . . . ∂γk−1φhk)

· ∂γk

(
f1∂

α1φ . . . ∂αi−1φfi∂
αm+βn

(
g1∂

β1φ . . . ∂βn−1φgn

)
x
fi+1∂

αi+1φ . . . ∂αm−1φfm

)
−y

)

Dabei steht wiederum fi für fσ(i) und so weiter. Die erste Zeile entspricht dabei (5.17) und
die letzte, wegen der Antisymmetrie von ∆, gerade dem Negativen von (5.20).
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5.6 Quantisierung

In diesem Abschnitt sollen erste Schritte zu einer Quantisierung der im vorangegangenen
Abschnitt eingeführten lokalen Funktionale auf den freien Feldern unternommen werden. Auch
hier wird eine interessante Eigenschaft der lokalen Funktionale zutage treten.

Wir wollen nun aus dem lokalen Funktional (5.13), das man auch als ein Funktional

◦ . . . ◦ : M×S2
⊗n → C

auffassen kann, ein operatorwertiges Funktional

; . . . ; : S2
⊗n → L(D,H)

machen. Dabei ist D wie üblich ein dichter Teilraum des Hilbertraums H. Die Semikolons
sollen hier andeuten, dass es sich um ein Analogon zum normalgeordneten Produkt der kom-
mutativen Feldtheorie handelt. Ähnlich wie in (3.1) setzen wir

;φ(f1) . . . φ(fn);=

∫
d4k1 . . . d

4kn ; φ̌(k1) . . . φ̌(kn); Tr(f1e
ik1q . . . fne

iknq), (5.26)

wobei ; φ̌(k1) . . . φ̌(kn); den Operatoranteil trägt. Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob die
Ausdrücke ; φ̌(k1) . . . φ̌(kn); mit den üblichen normalgeordneten Produkten der kommutativen
Feldtheorie zusammenhängen.

Der Grund für das Auftreten der Normalordnung in der kommutativen QFT ist der folgen-
de: Die Felder φ(x) und somit auch die φ̌(k) sind operatorwertige temperierte Distributionen.
Nun treten Probleme bei Produkten von Feldern auf, denn das Produkt zweier Distributionen
ist im Allgemeinen nicht wohldefiniert. Man kann das auch folgendermaßen sehen:

∫
d4x φ(x)φ(x)f(x) =

∫
d4k1d

4k2 φ̌(k1)φ̌(k2)

∫
d4x f(x)ei(k1+k2)x

=

∫
d4k1d

4k2 φ̌(k1)φ̌(k2)f̂(k1 + k2).

Nun ist f̂(k1 +k2) aber keine Schwartzfunktion in k1 und k2, sodass der Ausdruck nicht wohl-
definiert ist. Man geht deshalb von φ(x)2 über zu :φ(x)2: , was wiederum eine operatorwertige
temperierte Distribution ist. Dass das im nichtkommutativen Fall gar nicht nötig ist, zeigt uns
das folgende

Lemma 5.14. Sei fi ∈ S2 ∀i. Dann ist die Abbildung

R
4n ∋ (k1, . . . , kn) 7→ Tr

(
f1e

ik1q . . . fne
iknq
)

=: T (k1, . . . , kn) (5.27)

eine Schwartzfunktion.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von R4 ∋ k 7→ eikq ∈ M, der Stetigkeit von M ∋ φ 7→ φf ∈ S2

für f ∈ S2 (Bemerkung A.27) und der Stetigkeit der Spur auf S2 ist die Abbildung stetig. Die
Ableitung nach (k1)µ ergibt zum Beispiel

∂

∂(k1)µ
T (k1, . . . , kn) = Tr

(
f1

(
iqµ − i

2
(k1σ)µ

)
eik1q . . . fne

iknq

)
,
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also wieder eine stetige Funktion. Offenbar sind auch alle anderen und höheren Ableitungen
stetig, somit ist T glatt. Außerdem gibt es zu jedem Multiindex β ein C, so dass

∣∣∣∣∣

(
∂

∂k1

)β
T (k1, . . . , kn)

∣∣∣∣∣ ≤ C
∑

α≤β

(
1 + |k1|2

) |β−α|
2

∣∣∣Tr
(
f1q

αeik1qf2e
ik2q . . . fne

iknq
)∣∣∣

gilt. Nach Voraussetzung gilt darüber hinaus

|(x| f |y)| ≤ |f |lm
(
1 + |x|2

)− l
2
(
1 + |y|2

)−m
2 ∀l,m ∈ R,∀x, y ∈ R

4,∀f ∈ S2

und somit mit D(x) |y) = e
i
2
〈x,σ−1y〉 |x+ y) (vergleiche (B.17)) und (5.5)

p′hβ(T ) = sup
ki∈R4

{
n∏

i=1

(
1 + |ki|2

)hi
2

∣∣∣∣∣

(
∂

∂ki

)βi

Tr
(
f1e

ik1q . . . fne
iknq
)∣∣∣∣∣

}

≤ C sup
ki∈R4





n∏

i=1

∑

αi≤βi

(
1 + |ki|2

)hi+|βi−αi|

2

∣∣∣Tr
(
f1q

α1eik1q . . . fnq
αneiknq

)∣∣∣





≤ C sup
ki∈R4





n∏

i=1

∑

αi≤βi

(
1 + |ki|2

)hi+|βi−αi|

2

·
∫ n∏

j=1

d4xj
∏

σ∈Zn

∣∣(xσ(1)

∣∣ fσ(1)q
ασ(1)

∣∣xσ(2) + σkσ(1)

)∣∣




≤ C ′∏

i

(
sup
αi≤βi

|fiqαi |limi

)
sup
ki∈R4

{
n∏

i=1

(
1 + |ki|2

)hi+|βi|−mi
2

}∫
d4xi

(
1 + |xi|2

)−li+mi
2 .

Hier ist p′ eine Variante der Halbnorm (A.1). h ist ein n-Multiindex, βi ein 4-Multiindex.
Offensichtlich kann man für alle h und β die Multiindizes l,m so wählen, dass der Ausdruck
endlich ist.

Der Ausdruck (5.26) ist also wohldefiniert, wenn ; φ̌(k1) . . . φ̌(kn); eine temperierte Distri-
bution in den ki ist, wovon man im Allgemeinen ausgehen kann. Bei der Quantisierung von
lokalen Funktionalen mit höheren Potenzen der Felder treten die üblichen Divergenzprobleme
also nicht auf. In gewisser Weise wurde mit dem IR-Cutoff durch die Multiplikation mit “Test-
funktionen” fi gleichzeitig ein UV-Cutoff durchgeführt. Dabei spielt eine wesentliche Rolle,
dass die eikq Verschiebungsoperatoren sind (Bemerkung 2.1) und immer zwischen zwei Test-
funktionen stehen. Dadurch werden im Ausdruck (5.27) die Testfunktionen fi gewissermaßen
gegeneinander verschoben was das Lemma 5.14 auch anschaulich plausibel macht.

Eine interessante Konsequenz von Lemma 5.14 ist, dass auch die normalerweise UV-
divergenten höheren Terme aus dem Yang-Feldman-Formalismus wohldefiniert sind. Als Bei-
spiel schauen wir uns den relevanten Teil des ersten Terms von φ2(f) an (vergleiche (5.12)):

Tr
(
fD(x)gD(y)geik1qgeik2qgD(−y)geik3qgD(−x)

)
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Die D(x) sind wie die eikq Verschiebungsoperatoren, so dass es sich nach Lemma 5.14 um eine
Schwartzfunktion in x, y, ki handelt. Somit sind die x− und y− Integrationen in (5.12) ausführ-
bar. Das geht auch in allen höheren Ordnungen, da zwischen zwei Verschiebungsoperatoren
immer ein Element von S2 steht.

Nachdem wir nun gesehen haben, dass eine Normalordnung für die ; φ̌(k1) . . . φ̌(kn); nicht
nötig ist, wollen wir im Folgenden einige ihrer Eigenschaften aus dem Korrespondenzprinzip
ableiten. Aus der Forderung, dass (5.14) auch für die quantisierten Funktionale gilt, erhält
man

; φ̌(k1) . . . φ̌(kn);=; φ̌(kσ(1)) . . . φ̌(kσ(n)); (5.28)

für zyklische Vertauschungen σ.

Nun setzen wir φ̌(k) :=; φ̌(k); und versuchen, [φ̌(k1), φ̌(k2)] aus der Forderung zu bestim-
men, dass [φ(f), φ(g)] bis auf einen Faktor i mit (5.23) übereinstimmt. Es gilt

[φ(f), φ(g)] =

∫
d4kd4k′ [φ̌(k), φ̌(k′)]Tr(feikq)Tr(geik

′q).

Wir nehmen [φ̌(k), φ̌(k′)] = δ(k+k′)ρ̌(k) an, und wollen ρ̌(k) bestimmen. Die hinteren Faktoren
sind gerade die Fouriertransformierten der Weyl-Symbole von f und g. Man erhält somit

[φ(f), φ(g)] =

∫
d4xd4k ρ(x)e−ikxTr(feikq)Tr(ge−ikq)

=

∫
d4xd4k ρ(x)Tr(feikq)Tr(g(e−ikq)−x)

=

∫
d4xd4k ρ(x)f̂W (k)(̂gx)W (−k)

=

∫
d4x ρ(x) ̂(fgx)W (0)

=

∫
d4x ρ(x)Tr(fgx).

Dabei wurde die Formel für die getwistete Faltung benutzt. Vergleich mit (5.23) ergibt ρ = ∆
beziehungsweise

[φ̌(k), φ̌(k′)] = δ(k + k′)
1

2ω(k)

(
δ(k0 − ω(k)) − δ(k0 + ω(k))

)
,

das heißt wir können φ̌(k) wie in (3.2) durch

φ̌(k) = (θ(k0)a(k)∗ + θ(−k0)a(−k)) δ(k2 −m2)

definieren, wobei a∗ und a die üblichen Vertauschungsrelationen für Erzeuger und Vernichter
erfüllen:

[a(k), a(k′)∗] = 2ω(k)δ(k − k′).
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Wenn man nun für die höheren Potenzen der Felder in erster Ordnung in ~ die Vertau-
schungsrelation

[; φ̌(k1) . . . φ̌(km); , ; φ̌(p1) . . . φ̌(pn); ] = ~
∑

σ∈Zm

∑

σ′∈Zn

δ(kσ(m) + pσ′(1))∆̌(kσ(m)) ·

; φ̌(kσ(1)) . . . φ̌(kσ(m−1))φ̌(pσ′(2)) . . . φ̌(pσ′(n));+O(~2) (5.29)

annimmt, so kann man die Peierls-Klammer (5.16) in erster Ordnung in ~ reproduzieren:

[;φ(f1) . . . φ(fm); , ;φ(g1) . . . φ(gn); ]

=~
∑

σσ′

∫ m∏

i=1

d4ki

n∏

j=1

d4pj δ
(4)(kσ(m) + pσ′(1))∆̌(kσ(m))

·; φ̌(kσ(1)) . . . φ̌(kσ(m−1))φ̌(pσ′(2)) . . . φ̌(pσ′(n));

· Tr
(
f1e

ik1q . . . fme
ikmq

)
Tr
(
g1e

ip1q . . . gne
ipnq
)

+ O(~2)

=~

∫ m∏

i=1

d4ki

n∏

j=1

d4pj δ
(4)(km + p1)∆̌(km); φ̌(k1) . . . φ̌(km−1)φ̌(p2) . . . φ̌(pn);

·
∑

σσ′

Tr
(
fσ(1)e

ik1q . . . fσ(m)e
ikmq

)
Tr
(
gσ′(1)e

ip1q . . . gσ′(n)e
ipnq
)

+ O(~2)

=~

∫
d4x∆(x)

∫ m−1∏

i=1

d4ki

n∏

j=2

d4pj ; φ̌(k1) . . . φ̌(km−1)φ̌(p2) . . . φ̌(pn);

·
∑

σσ′

Tr
(
fσ(1)e

ik1q . . . eikm−1qfσ(m)

(
gσ′(2)e

ip2q . . . eipnqgσ′(1)
)
x

)
+ O(~2).

Aufgrund der Tatsache, dass für die Wohldefiniertheit des Ausdrucks (5.26) keine Normal-
ordnung nötig ist, und wegen der Forderung (5.28) nach Zyklizität, wäre es nahe liegend, für
das ; ·;-geordnete Produkt

; φ̌(k1) . . . φ̌(kn); :=
1

n

∑

σ∈Zn

φ̌(kσ(1)) . . . φ̌(kσ(n)) (5.30)

zu setzen. Nun ist das Produkt zweier zyklischer Ausdrücke natürlich im Allgemeinen nicht
zyklisch. Man kann es aber zyklisieren. Denn für ein Produkt von Feldern gilt

φ1 . . . φn =;φ1 . . . φn; +
1

n
([φ1, φ2 . . . φn] + [φ1φ2, φ3 . . . φn] + · · · + [φ1 . . . φn−1, φn]) .

Die Kommutatoren ergeben Ausdrücke der Ordnung ~ mit Produkten von n−2 Feldern. Diese

lassen sich wieder zyklisieren, bis man in Ordnung ~[n
2 ] entweder Ausdrücke mit einem Feld (für

n ungerade) oder komplexe Zahlen (für n gerade) erhält. Diese sind natürlich per Definition
zyklisch. Auf diese Weise würde man eine Produktformel für die Ausdrücke (5.26) erhalten. Das
wäre dann eine Deformierung des kommutativen Produkts der klassischen Funktionalen (5.13).
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Eine Konsequenz der Ordnungsvorschrift (5.30) wäre, dass bei Verwendung von Operatoren
von Rang Eins als Testfunktionen auch eine Zyklisierung auftritt:

;φ(|a1〉〈b1|) . . . φ(|an〉〈bn|);=
1

n

∑

σ∈Zn

φ(|aσ(1)〉〈bσ(n)|) . . . φ(|aσ(n)〉〈bσ(n−1)|).

Dies ist mit der Gleichung (5.15) für die klassischen lokalen Funktionale zu vergleichen.
Es soll hier aber noch einmal betont werden, dass dies nur erste Schritte zu einer Quan-

tisierung der lokalen Funktionale der freien Felder sind. Die Erfahrungen, die bei der Quanti-
sierung von nichtlokalen Feldtheorien gemacht wurden, deuten darauf hin, dass man hier sehr
vorsichtig vorgehen sollte. So hatte man dort das Problem, dass in der klassischen Theorie das
einlaufende und das auslaufende Feld dieselbe Peierls-Klammer wie das freie Feld haben [33],
während das für den Kommutator in der quantisierten Theorie nicht mehr gilt [34].



58 Das Lokalitätsprinzip



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Motiviert durch die in der nichtkommutativen Quantenfeldtheorie auftretenden Probleme,
insbesondere die UV/IR-Divergenzen, wurden in dieser Arbeit klassische nichtkommutative
Feldtheorien untersucht. Zunächst wurde ein allgemeiner Rahmen entwickelt, in dem sich ein
Wirkungsprinzip für nichtkommutative Feldtheorien definieren, und die Bewegungsgleichung
daraus ableiten lässt. Dabei wurde das aus der kommutativen Feldtheorie bekannte Konzept
von “Abschneidefunktionen” algebraisch charakterisiert. Auch das Noether-Theorem wurde
in diesem Rahmen formuliert. Schließlich wurde die Algebra M vorgestellt, die sich in diesen
Rahmen einfügt, und die eine skalare Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-
Raum beschreibt.

Wir haben dann einen Lokalitätsbegriff für M entwickelt und untersucht, welche Wechsel-
wirkungsterme ein kausales Ausbreitungsverhalten haben. Das führte uns zur Definition von
lokalen Funktionalen, die auch einige interessante algebraische Eigenschaften haben. Auch
bei der Quantisierung dieser Funktionale trat ein interessantes Phänomen auf, und zwar ist
zur Definition von Produkten von Feldern keine Normalordnung mehr nötig. Es wurde ein
Vorschlag zur expliziten Konstruktion des deformierten (quantisierten) Produkts von lokalen
Funktionalen gemacht, jedoch nicht weiter verfolgt.

Auch einige andere Fragen sind offen geblieben. Es konnte nicht geklärt werden, ob die
in [25] angegebene Konstruktion eines divergenzfreien Energie-Impuls-Tensors für wechselwir-
kende Theorien in unserem Sinne lokal ist. Auch die Stärke des Lokalisationsbegriffs, also die
Eindeutigkeit des Lokalisationsgebietes, sollte noch untersucht werden.

Es wurden auch neue Fragen aufgeworfen: Sowohl die Wahl von M als Feldalgebra als
auch die Definition des Lokalitätsbegriffes schienen zwar durchaus vernünftig zu sein, waren
aber doch relativ ad hoc. Es wäre also interessant zu sehen, ob die Schlussfolgerungen, die wir
für die Form der lokalen Funktionale gezogen haben, von dieser Wahl abhängen, oder eine all-
gemeine Eigenschaft nichtkommutativer Feldtheorien sind. Auch eine genauere Untersuchung
der algebraischen Struktur der (quantisierten) lokalen Funktionale könnte interessant sein,
zum Beispiel im Hinblick auf die Charakterisierung von lokalen Gleichgewichtszuständen.

Ausgehend von abgeschnittenen Wechselwirkungstermen der Form (5.11) könnte man nun
auch das ins Auge fassen, was diese Diplomarbeit motiviert hat, die Durchführung des adiaba-
tischen Limes. Auch die Formulierung von Eichtheorien auf nichtkommutativen Raumzeiten,
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eventuell im hier vorgestellten Rahmen, wäre ein interessantes Thema. Schließlich bleibt als
Fernziel natürlich die Einbeziehung gravitativer Effekte.



Anhang A

Die Topologie der Feldalgebren

A.1 Lokal konvexe Räume

In diesem Abschnitt sollen einige Definitionen und Sätze aus der Theorie lokal konvexer Räume
wiedergegeben werden, die für die Diskussion der topologischen Eigenschaften der Feldalgebren
E(Rn) und M in den nächsten beiden Abschnitten wichtig sind. Wir orientieren uns dabei an
[15].

Definition A.1. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Halbnorm auf X ist eine Abbildung p : X →
R0

+ mit den folgenden Eigenschaften:

p(λx) = |λ|p(x) ∀λ ∈ K,x ∈ X; p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ X.

Eine Familie {pα}α∈A von Halbnormen heißt separierend, wenn

(pα(x) = 0 ∀α ∈ A) ⇒ x = 0

gilt.

Definition A.2. Ein lokal konvexer Raum ist ein K-Vektorraum X mit einer separierenden
Familie von Halbnormen. Seine Topologie ist die schwächste Topologie, so dass alle Halbnor-
men stetig sind.

Auf lokal konvexen Räumen ist auch der Begriff der Vollständigkeit definiert, allerdings
nicht über die Konvergenz von Cauchy-Folgen, sondern über die von Cauchy-Netzen. Wir
führen also den Begriff des Netzes ein:

Definition A.3. Eine Indexmenge I mit einer Ordnungsrelation ≺ heißt gerichtetes System,
wenn es zu allen α, β ∈ I ein γ ∈ I gibt, so dass α ≺ γ und β ≺ γ gilt, und ≺ eine
Partialordnung ist, das heißt eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation.

Definition A.4. Ein Netz auf einer Menge S ist eine Abbildung von einem gerichteten System
I nach S.

Beispiel A.5. Eine Folge ist offensichtlich ein Netz mit den natürlichen Zahlen als gerichtetem
System. Der Begriff des Netzes ist somit eine Verallgemeinerung des Folgenbegriffs.



62 Die Topologie der Feldalgebren

Definition A.6. Ein Netz {xα}α∈I auf einem lokal konvexen Raum X konvergiert gegen
x ∈ X, wenn es zu jeder Halbnorm p und zu jedem ǫ > 0 ein β gibt, so dass

p(xα − x) < ǫ ∀α ≻ β

gilt.

Definition A.7. Ein Netz {xα}α∈I auf einem lokal konvexen Raum X heißt Cauchy-Netz,
wenn es zu jeder Halbnorm p und zu jedem ǫ > 0 ein γ gibt, so dass

p(xα − xβ) < ǫ ∀α, β ≻ γ

gilt.

Definition A.8. Ein lokal konvexer Raum X heißt vollständig, wenn jedes Cauchy-Netz
konvergiert.

Definition A.9. Ein vollständiger, lokal konvexer Raum heißt Fréchet-Raum, wenn seine
Topologie durch eine abzählbare Halbnorm-Familie erzeugt wird.

Definition A.10. Zwei Halbnormfamilien pα, qβ auf X heissen äquivalent, wenn sie dieselbe
Topologie erzeugen.

Satz A.11. Die Halbnormfamilien {pα}α∈A und {qβ}β∈B auf X sind genau dann äquivalent,
wenn es zu jedem α ∈ A eine positive Konstante C und β1 . . . βm ∈ B gibt, so dass

pα(x) ≤ C (qβ1(x) + · · · + qβm
(x)) ∀x ∈ X

gilt, und zu jedem β ∈ B eine positive Konstante D und α1 . . . αn ∈ A, so dass

qβ(x) ≤ D (pα1(x) + · · · + pαn(x)) ∀x ∈ X

gilt.

Definition A.12. Eine Familie {pα}α∈A von Halbnormen heißt gerichtet, wenn es zu allen
α, β ∈ A ein γ ∈ A und eine Konstante C gibt, so dass

pα(x) + pβ(x) ≤ Cpγ(x) ∀x ∈ X

gilt.

Satz A.13. Jeder lokal konvexe Raum besitzt eine gerichtete Halbnormfamilie, die äquivalent
ist zur Halbnormfamilie, die die Topologie des Raumes definiert.

Satz A.14. Eine lineare Abbildung f : X → Y zwischen zwei lokal konvexen Räumen mit
Halbnormfamilien {pα}α∈A und {qβ}β∈B ist genau dann stetig, wenn es zu jedem β ∈ B eine
positive Konstante C und α1 . . . αm ∈ A gibt, so dass

qβ(f(x)) ≤ C (pα1(x) + · · · + pαm(x)) ∀x ∈ X

gilt. Wenn {rγ} eine gerichtete Halbnormfamilie von X ist, so ist f genau dann stetig, wenn
es zu jedem β ∈ B eine positive Konstante C und γ ∈ C gibt, so dass

qβ(f(x)) ≤ Crγ(x) ∀x ∈ X

gilt.
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Definition A.15. Eine Teilmenge Y ⊂ X eines lokal konvexen Raums X mit Halbnormen
{pα}α∈A heißt beschränkt, wenn es eine Funktion C : A→ R+ gibt, so dass

pα(y) ≤ C(α) ∀y ∈ Y, α ∈ A

gilt.

Bemerkung A.16. Aus der Definition und dem vorherigen Satz folgt, dass das Bild einer
beschränkten Menge unter einer stetigen, linearen Abbildung wieder beschränkt ist.

Definition A.17. Seien X,Y lokal konvexe Räume mit Halbnormen {pα}α∈A und {qβ}β∈B .
Dann wird die Produkttopologie auf X × Y durch die Halbnormen

rα,β(x, y) := max{pα(x), qβ(y)}

erzeugt.

A.2 Die Räume E(Rn) und D(Rn)

In diesem Abschnitt sollen die topologische Eigenschaften der in der klassischen kommutativen
Feldtheorie wichtigen Funktionenräume E(Rd) und D(Rd) besprochen werden. Wir orientieren
uns an [35].

E(Rd) ist der Raum der glatten, komplexwertigen Funktionen auf Rd. Die Topologie ist
die der gleichmäßigen Konvergenz jeder Ableitung auf kompakten Gebieten, das heißt sie wird
durch die Halbnormen

rα,C(f) := sup
x∈C

|∂αf(x)|

erzeugt. Hier ist α ein Multiindex und C ⊂ Rd ein Kompaktum. Es genügt offenbar, die
Kompakta aus der Menge der Bälle Bn mit Radius n ∈ N zu wählen. Da E(Rd) vollständig
ist ([35], tome I, ch. III, §7), ist es somit ein Fréchet-Raum. Unter Verwendung eines ǫ/3-
Arguments läßt sich zeigen, dass die punktweise Multiplikation E(Rd)×E(Rd) → E(Rd) stetig
ist. Dabei kann man wegen der Nichtlinearität der Multiplikation nicht den Satz A.14 benutzen,
sondern muss die durch die Halbnormen erzeugten Umgebungsbasen betrachten.

D(Rd) ist der Raum der glatten, komplexwertigen Funktionen mit kompaktem Träger.
Seine Topologie wird erzeugt durch die Halbnormen

s{m},{ǫ}(f) := sup
n

{
sup

|x|≥n,|α|≤mn

{ |∂αf(x)|
ǫn

}}
.

Hier ist {ǫ} eine monoton fallende, gegen Null konvergente Folge und {m} eine monoton
steigende, divergente Folge. In dieser Topologie ist D(Rd) vollständig, aber kein Fréchet-Raum.
Die Inklusion D(Rd) → E(Rd) ist stetig. Es ist auch nicht schwer zu zeigen, dass für festes
g ∈ D(Rd) die Multiplikation E(Rd) ∋ φ 7→ φg ∈ D(Rd) stetig ist. D(Rd) liegt auch dicht in
E(Rd). Denn sei f ∈ E(Rd). Wir wählen fn ∈ D(Rd) so, dass fn in Bn mit f übereinstimmt.
Dann gilt limn rα,C(f − fn) = 0. Algebraisch ist D(Rd) offensichtlich ein Ideal von E(Rd).
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A.3 Die Topologie von M
M ist definiert als ein Raum von stetigen Operatoren auf dem Schwartzraum S1 := S(Rd).
Wir betrachten also zunächst S1 und seine Topologie.

S(Rd) ist der Raum der glatten, komplexwertigen Funktionen in Rd, die schneller als jede
Potenz abfallen. Seine Topologie wird durch die Halbnormen

pα,β(f) := sup
x∈R4

|xα∂βf(x)| (A.1)

erzeugt. Hier sind α und β Multiindizes. Äquivalent dazu ist die Halbnormfamilie

qα,β(f) :=

∫
d4x |xα∂βf(x)|2. (A.2)

In dieser Topologie ist S(Rd) vollständig ([35] tome II, ch. VII, §3) und wegen der Abzählbar-
keit der Halbnormfamilien ein Fréchet-Raum.

In ([15], Appendix to V.3) wurde eine weitere äquivalente Halbnormfamilie {hm} durch

hm(f) := ‖(N + 1)mf‖L2(Rd) (A.3)

definiert. Dabei ist m ein d-Multiindex und Ni = a∗i ai der Niveauoperator des harmonischen
Oszillators. {hm} ist offensichtlich eine gerichtete Halbnormfamilie.

Schwartzfunktionen liegen in L2(Rd), lassen sich also in den Eigenfunktionen des harmo-
nischen Oszillators entwickeln: bn := 〈n|f〉. Hier ist n ein d-Multiindex. Auf dem Raum der
d-Multiindex-Folgen definiert man analog zu (A.3) die Halbnormen

gm(b)2 :=
∑

n

(n+ 1)2m|bn|2.

Der durch diese Halbnormen topologisierte Folgenraum ist dann unter der Abbildung {bn} 7→∑
n bn|n〉 homöomorph zu S1.

Wir betrachten nun L(S1), den Raum der stetigen Operatoren auf S1, in der Topologie
der gleichmäßigen Konvergenz auf beschränkten Teilmengen. Diese Topologie wird durch die
Halbnormen {rp,B} erzeugt, die durch

rp,B(φ) := sup
f∈B

{p(φ(f))}

definiert sind. Dabei ist p eine Halbnorm von S1 und B ⊂ S1 eine beschränkte Teilmenge.

Satz A.18. L(S1) ist vollständig.

Beweis. Nach ([36] Prop. 7) ist Lb(E,F ) (hier steht b für die Topologie der gleichmäßigen Kon-
vergenz auf beschränkten Teilmengen) vollständig, wenn E Fréchet-Raum und F vollständiger,
lokal konvexer Hausdorff-Raum ist. Diese Eigenschaften werden von S1 erfüllt.
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Allerdings ist L(S1) kein Fréchet-Raum [37].

Für φ ∈ L(S1) kann man die Matrixelemente

cmn := 〈m|φ|n〉. (A.4)

bilden. Umgekehrt kann man sich fragen, wann die Reihe

φ :=
∑

mn

cmn|m〉〈n| (A.5)

in L(S1) konvergiert. Es gilt der folgende

Satz A.19. Die Reihe (A.5) konvergiert genau dann in L(S1), wenn es zu jedem d-Multiindex
k einen d-Multiindex l gibt, so dass

gk,−l(c)
2 :=

∑

mn

(m+ 1)2k(n+ 1)−2l|cmn|2 <∞ (A.6)

gilt.

Beweis (im Wesentlichen aus [37]). Angenommen, (A.6) sei erfüllt. Sei f ∈ S1 durch f :=∑
n bn|n〉 gegeben. Dann gilt

hk(φ(f))2 =
∑

m

(m+ 1)2k

∣∣∣∣∣
∑

n

cmnbn

∣∣∣∣∣

2

≤
∑

m

(m+ 1)2k

(
∑

n

(n+ 1)−2l|cmn|2
)(

∑

n

(n+ 1)2l|bn|2
)

= gk,−l(c)
2hl(b)

2.

Hier wurde die Cauchy-Schwartzsche-Ungleichung benutzt. Somit ist φ ein stetiger Operator
auf S1.

Sei umgekehrt φ stetig, das heißt zu jedem k existieren C und l, so dass

hk(φ(f))2 ≤ Chl(f)2

gilt. Wir setzen f = |n〉. Dann gilt

hk(φ(f))2 =
∑

m

(m+ 1)2k|cmn|2 ≤ C(n+ 1)2l.

Wir setzen l′ = (l1 + 1, . . . , ld + 1). Es folgt

gk,−l′(c)
2 ≤ C

∑

n

d∏

i=1

(ni + 1)−2 = C

( ∞∑

ni=0

(ni + 1)−2

)d
<∞
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Bemerkung A.20. Wir können für jeden Operator φ ∈ L(S1) die Matrixelemente (A.4) bilden.
Nach dem zweiten Teil des obigen Beweises gibt es dann zu jedem d-Multiindex k einen d-
Multiindex l, so dass

hk,−l(φ) := gk,−l(c) <∞
gilt. Wegen 〈m|φ∗|n〉 = 〈n|φ|m〉 = cnm ist φ genau dann in L(S1)

∗, wenn es zu jedem l ein k
gibt, so dass h−k,l(φ) <∞ gilt.

Bemerkung A.21. Die Vervollständigung des Raumes der d-Multiindex-Doppelfolgen {cmn}
bezüglich der Norm gk,l nennen wir Gk,l. Somit haben wir eine Entsprechung von L(S1) und
GL := ∩k ∪l Gk,l. Auf GL kann man durch Bildung der induktiven und projektiven Topologie
(siehe zum Beispiel [38], II.5,6) eine Topologie definieren, das heißt eine Umgebungsbasis der
Null ist gegeben durch

Vk,C := {{cmn} ∈ GL|gk,l(c) ≤ C(l) für ein l} . (A.7)

Dabei ist sind k und l jeweils d-Multiindizes und C eine strikt positive Funktion. In [37] wird
gezeigt, dass in dieser Topologie die Zuordnung L(S1) ∋ φ 7→ {cmn} ∈ GL ein Homöomorphis-
mus ist.

Nun wollen wir die Stetigkeit der Multiplikation in L(S1) untersuchen. Offensichtlich ist
sie separat, das heißt bei Festhalten von einem der beiden Faktoren, stetig. Sie ist allerdings
nicht in beiden Argumenten stetig. Denn es gilt

rp,B(φψ) = sup
f∈B

{p(φ(ψ(f)))} = rp,ψ(B)(φ).

Wenn wir nun ψ aus ganz L(S1) wählen können, so ist {ψ(f)|ψ ∈ L(S1)} offensichtlich nicht
beschränkt, so dass wir die rechte Seite der obigen Gleichung nicht durch eine weitere Halb-
norm abschätzen können. Das ändert sich natürlich, wenn wir die Multiplikation im zweiten
Argument auf eine beschränkte Teilmenge B′ von L(S1) einschränken. Denn B′ ist genau dann
beschränkt, wenn

rp,B(ψ) ≤ C(p,B) ∀ψ ∈ B′,∀p,B
und somit

sup
g∈B′(B)

{p(g)} = sup
ψ∈B′

sup
f∈B

{p(ψ(f))} ≤ C(p,B) ∀p,B

gilt. Also ist B′(B) ⊂ S1 beschränkt, und somit die Abbildung L(S1) × B′ → L(S1) stetig.
Für diese Situation gibt es einen speziellen Stetigkeitsbegriff:

Definition A.22. Eine Abbildung f : X × Y → Z, wobei X,Y,Z lokal konvexe Räume
sind, heißt links- beziehungsweise rechts-hypostetig, wenn sie separat stetig ist, und bei Ein-
schränkung auf B1 × Y bzw. X × B2, wobei B1,2 beliebige beschränkte Teilmengen von X
bzw. Y sind, stetig ist. Sie heißt hypostetig, wenn sie sowohl rechts- als auch linkshypostetig
ist.

Wir haben somit bewiesen:

Satz A.23. Die Multiplikation auf L(S1) ist rechts-hypostetig.
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Man kann auch die volle Hypostetigkeit der Multiplikation auf L(S1) zeigen, dies ist für
unsere Zwecke aber nicht notwendig, da aus der Rechtshypostetigkeit auf L(S1) die Linkshy-
postetigkeit auf L(S1)

∗ und somit die volle Hypostetigkeit auf M := L(S1) ∩ L(S1)
∗ folgt.

Nun wollen wir S2 betrachten, die Menge der stetigen Operatoren auf S1 deren Integralkern
in S(R2d) liegt. Wir topologisieren S2 so, dass die Abbildung S2 ∋ φ 7→ Iφ ∈ S(R2d) auf den
Integralkern ein Homöomorphismus ist. Eine Halbnormfamilie von S2 ist also, analog zu (A.3)
durch

h′m1,m2
(φ) := ‖(N (1) + 1)m1(N (2) + 1)m2Iφ‖L2(R2d)

gegeben. Dabei wirken N (1) und N (2) auf die ersten beziehungsweise auf die zweiten d Koor-
dinaten. Offensichtlich gilt

h′m1,m2
(φ) = hm1,m2(φ).

Somit liegt φ also genau dann in S2, wenn

hk,l(φ) <∞ ∀k, l

gilt.

Bemerkung A.24. S2 liegt dicht in L(S1). Denn sei φ ∈ L(S1) und die {cmn} wie in (A.4)
gegeben. Dann setzen wir

φM :=
∑

|m|≤M

∑

|n|≤M
cmn|m〉〈n|.

Offensichtlich gilt φM ∈ S2 ∀M und nach Satz A.19 konvergiert die Reihe fürM → ∞ gegen φ.

Bemerkung A.25. Die Inklusion S2 → L(S1) ist stetig, denn es gilt für φ ∈ S2

rhk,B(φ) = sup
f∈B

hk(φ(f)) ≤ sup
f∈B

hk,−l(φ)hl(f) ≤ Clhk,−l(φ).

Bemerkung A.26. S2 ist ein linksseitiges Ideal von L(S1). Anschaulich ist das klar, der Beweis
ist auch nicht schwer. Sei φ ∈ L(S1) und g ∈ S2. Wir erhalten

hm,n(φg) ≤ hm,−l(φ)hl,n(g) <∞ (A.8)

wenn wir l so wählen, dass hm,−l(φ) <∞ gilt. Darüber hinaus ist die Abbildung

L(S1) ∋ φ 7→ φg ∈ S2

für alle g ∈ S2 stetig. Um dies zu zeigen, setzen wir

Wm,n,g,ǫ :=
{
φ ∈ L(S1)|hm,−l(φ) ≤ ǫhl,n(g)

−1 für ein l
}
.

Vergleich mit (A.7) zeigt, dass es sich um eine Nullumgebung handelt. Wegen (A.8) gilt
hm,n(Wm,n,g,ǫg) ≤ ǫ. Das beweist die Behauptung.

Bemerkung A.27. Wegen Iφ∗(x, y) = Īφ(y, x) gilt S∗
2 = S2. Daraus folgt mit den vorange-

gangenen Bemerkungen, dass S2 dicht in M liegt, die Inklusion S2 → M stetig ist, S2 ein
beidseitiges ∗-Ideal von M ist und die Abbildungen M ∋ φ 7→ φg, gφ ∈ S2 für alle g ∈ S2

stetig sind.
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Satz A.28. Alle stetigen Derivationen auf M sind innere Derivationen.

Beweis. Wir beschränken uns zunächst auf L(S1) und gehen vor wie beim Beweis derselben
Eigenschaft für Matrizen. Sei also X : L(S1) → L(S1) eine stetige Derivation. Wir definieren

Xpq
mn := 〈m|X (|p〉〈q|) |n〉.

Aus der Leibniz-Regel folgt somit

δqrX
ps
mn = 〈m|X (|p〉〈q||r〉〈s|) |n〉 = 〈m|X (|p〉〈q|) |r〉〈s|n〉 + 〈m|p〉〈q|X (|r〉〈s|) |n〉

= δsnX
pq
mr + δmpX

rs
qn. (A.9)

Wir wollen nun zu X ein ψ ∈ L(S1) finden, so dass

X(φ) = [ψ, φ] ∀φ ∈ L(S1)

gilt. Dazu schreiben wir

ψ =
∑

mn

cmn|m〉〈n|

und berechnen
Xpq
mn = 〈m| [ψ, |p〉〈q|] |n〉 = cmpδqn − cqnδmp.

Wenn wir nun
cmp := Xp0

m0

setzen, so kann man leicht nachrechnen, dass (A.9) erfüllt ist. Die Wahl ist hier natürlich nicht
eindeutig, man könnte statt 0 auch einen beliebigen anderen Multiindex wählen, damit würde
man jedoch nur die Diagonale verändern, das heißt ein Vielfaches der Eins addieren.

Es stellt sich nun die Frage, ob das so definierte ψ in L(S1) liegt. Da X stetig ist, gibt es
zu jedem (k,C) ein (k′, C ′), so dass X(Vk′,C′) ⊂ Vk,C gilt. Seien nun (k,C) und (k′, C ′) solche
Paare. Wir setzen für beliebige p, q, l′

φ := (p+ 1)−k
′
(q + 1)−l

′
C ′(l′)|p〉〈q| ∈ Vk′,C′ .

Dann gilt

hk,l(X(φ))2 =
∑

mn

(m+ 1)2k(n+ 1)2l(p+ 1)−2k′(q + 1)−2l′C ′(l′)2|Xpq
mn|2 ≤ C(l)2

und mit k′′ = (k′1 + 1, . . . , k′d + 1) und l′′ = (l′1 + 1, . . . , l′d + 1)

∑

mnpq

(m+ 1)2k(n+ 1)2l(p+ 1)−2k′′(q + 1)−2l′′ |Xpq
mn|2 ≤ C(l)2C ′(l′)−2

( ∞∑

r=0

(r + 1)−2

)2d

<∞.

Somit gilt

h2
k,−k′′(ψ) =

∑

mp

(m+ 1)2k(p+ 1)−2k′′ |Xp0
m0|2

≤
∑

mnpq

(m+ 1)2k(n+ 1)2l(p+ 1)−2k′′(q + 1)−2l′′ |Xpq
mn|2 <∞.
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Es existiert also zu jedem k ein k′, so dass hk,k′(ψ) <∞ gilt, somit ist ψ ∈ L(S1).
Analog zeigt man, dass sich jede Derivationen auf L(S1)

∗ als Kommutator mit einem Ele-
ment von L(S1)

∗ schreiben lässt. Die Menge der Derivation auf M ist grade die Schnittmenge
der Derivationen von L(S1) und L(S1)

∗, somit sind alle Derivationen auf M innere.
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Anhang B

Die normalgeordneten Symbole

Durch die Darstellung (2.9) ist ein Isomorphismus zwischen Eσ und der Algebra der kompakten
Operatoren auf dem Hilbertraum Hσ = L2(R2) gegeben. Die Feldalgebra M besteht aus
stetigen Operatoren auf dem dichten Teilraum S(R2) ⊂ L2(R2). Der Hilbertraum L2(R2) ist
aus der Quantenmechanik natürlich gut bekannt. Wir können also versuchen, mathematische
Methoden aus der Quantenmechanik auf unsere nichtkommutative Feldtheorie zu übertragen.
Dazu dient dieser Anhang.

In den ersten beiden Abschnitten geben wir einen kurzen Überblick über die Bargmann-
Fock-Darstellung und die kohärenten Zustände aus der Quantenmechanik. In Abschnitt B.3
werden die normalgeordneten Symbole eingeführt und im letzten Abschnitt in eine für die
Feldtheorie passende Form gebracht. In den ersten drei Abschnitten orientieren wir uns an [39].

B.1 Die Bargmann-Fock-Darstellung

Die Grundidee hinter der Bargmann-Fock-Darstellung ist folgende: Wenn man Erzeuger und
Vernichter durch

ak :=
Qk + iPk√

2
; a∗k :=

Qk − iPk√
2

definiert, so folgt aus den kanonischen Vertauschungsrelationen, dass

[ai, a
∗
j ] = δij

gilt. Eine mögliche Darstellung der ai, a
∗
i ist also, analog zur Darstellung der kanonischen

Vertauschungsrelationen auf L2(Rd), durch

ai =
d

dzi
; a∗i = zi (B.1)

auf einem noch zu bestimmenden Funktionenraum Fd gegeben. Nun soll Fd durch die Kon-
struktion eines Isomorphismus L2(Rd) → Fd genauer definiert werden. Da die Eigenfunktionen
des harmonischen Oszillators eine Basis des Hilbertraums L2(Rd) bilden, lässt sich jedes Ele-
ment des Hilbertraums wie folgt entwickeln:

f =
∑

n

cn|n〉 =
∑

n

cn√
n!

(a∗)n|0〉 (B.2)
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Dabei ist n ein d-Multiindex. Wir wollen |0〉 mit der Einsfunktion in Fd identifizieren. Also
wird f auf

f(z) :=
∑

n

cn√
n!
zn =

∑

n

cnun(z) (B.3)

abgebildet. Nach Vorrausetzung gilt

‖φ‖2 =
∑

n

|cn|2 = C2 <∞,

und somit ∑

n

|cn|zn√
n!

≤ C
∑

n

zn√
n!
.

Mit dem Quotientenkriterium zeigt man leicht, dass die Potenzreihe auf der rechten Seite und
somit auch (B.3) als Kovergenzradius ∞ hat, somit ist f analytisch.

Nun soll das Skalarprodukt in Fd bestimmt werden. Wegen (B.1) soll

∫
dµ(z) ρ(z)f̄(z)

d

dz
g(z) =

∫
dµ(z) ρ(z)z̄f̄(z)g(z). (B.4)

gelten. Hier ist dµ(z) = ddxddy, z = x + iy das übliche Integrationmaß auf der komplexen
Ebene. Partielle Integration der linken Seite von (B.4) ergibt wegen der Analytizität von f

−
∫

dµ(z)
d

dz
ρ(z)f̄ (z)g(z) =

∫
dµ(z) ρ(z)z̄f̄(z)g(z).

Die Gleichung d
dzρ = −z̄ρ mit der Randbedingung, dass ρ im Unendlichen verschwindet,

wird durch ρ(z) = Ce−z̄z gelöst. Die Normierungskonstante C ergibt sich aus der Forderung
‖|0〉‖2 = ‖1‖2 =

∫
dzρ(z) = 1 zu C = π−d.

Der Hilbertraum L2(Rd) übersetzt sich also in den Hilbertraum Fd von analytischen Funk-
tionen mit ‖f‖2 =

∫
dµ(z) |f(z)|2e−|z|2 < ∞. In L2(Rd) liegt aber der Schwartzraum S(Rd),

der für uns besonders interessant ist, da unsere Feldalgebra die der stetigen Operatoren auf
diesem Raum ist. Deshalb ist es interessant, wie sich die Topologie von S(Rd) auf Fd übersetzt,
in dem Sinne dass die Abbildung A : S(Rd) → A(S(Rd)) =: Ed ein Homöomorphismus ist. In
[40] wurde auf Ed das Skalarprodukt

(f, g)k :=

∫
dµ(z)

(
1 + |z|2

)k
e−|z|2 f̄(z)g(z)

eingeführt. Dabei kann k ∈ R beliebig gewählt werden. Die Vervollständigung bezüglich der
durch das Skalarprodukt gegebenen Norm ergibt die Hilberträume Fdρ. Es gilt dann

Ed = ∩kFdk,

beziehungsweise die Halbnormen ‖ · ‖k erzeugen die Topologie von Ed.
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Satz B.1. Der Operator φ ist genau dann in L(S(Rd)), wenn es zu jedem k ∈ R ein l ∈ R

gibt, so dass

‖φ‖2
k,l :=

∫
dµ(z)dµ(z′)

(
1 + |z|2

)k (
1 + |z′|2

)l
e−|z|2−|z′|2 ∣∣φ(z, z′)

∣∣2 <∞ (B.5)

gilt. Dabei ist φ(z, z′) =
∑

(m!n!)−
1
2 cmnz

mz̄′n mit cmn = 〈m|φ|n〉.

Beweis. Der Beweis erfolgt ganz analog zu dem von Satz A.19. Dabei wird ausgenutzt, dass
die durch (um, un)k = ηk|m|δmn gegebenen ηkn die Ungleichung (um, un)k = ηk|m|δmn erfüllen [40]

(die un sind die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators (B.3)).

Offensichtlich liegt φ genau dann in L(S(Rd))∗, wenn es zu jedem n ein m gibt, so dass
‖φ‖mn <∞ gilt.

Eine andere Familie von Halbnormen, die die Topologie von Ed erzeugt, ist durch

|f |k := sup
z∈Cd

{(
1 + |z|2

) k
2 e−

1
2
|z|2 |f(z)|

}
(B.6)

gegeben [40]. Eine wichtige Rolle spielt auch das Variationsideal S2, das heißt die Operatoren
auf S1 = S(Rd), deren Integralkern in S(R2d) liegt. Dessen Topologie wird offensichtlich durch
die Halbnormen ‖ · ‖kl oder

|φ|kl := sup
z,z′∈Cd

{(
1 + |z|2

) k
2
(
1 + |z′|2

) l
2 e−

1
2
(|z|2+|z′|2) ∣∣φ(z, z′)

∣∣
}

(B.7)

erzeugt.

Die | · |-Halbnormen entsprechen in gewisser Weise den p-Halbnormen (A.1), die ‖ · ‖-
Halbnormen entsprechen den q-Halbnormen (A.2) des Schwartzraums. Dass hier in den Halb-
normen keine Ableitungen auftreten, lässt sich folgendermaßen erklären: Nach (B.1) entspricht
die Multiplikation mit zi der Anwendung von a∗i , und somit der Anwendung von Qi und Pi.

Somit enthält
(
1 + |z|2

)k
alle Monome von Orts- und Impulsoperatoren bis zur Ordnung k.

B.2 Die kohärenten Zustände

Der Grundzustand des harmonischen Oszillators ist der am besten um den Ursprung des Pha-
senraums lokalisierte Zustand mit ∆p = ∆q. Die Verschiebung dieses Zustandes im Phasen-
raum ergibt die kohärenten Zustände. Zur Verschiebung um (q, p) benutzt man den Operator

ei(〈p,Q〉−〈q,P 〉) = e〈α,a
∗〉−〈ᾱ,a〉 =: d(α).

Hier bezeichnet 〈·, ·〉 das euklidische Skalarprodukt und es wurde αi := qi+ipi√
2

gesetzt. Wir

verschieben nun den Grundzustand und definieren

|α〉 := d(α)|0〉 = eαa
∗−ᾱa|0〉 = e

1
2
[αa∗,ᾱa]eαa

∗
e−ᾱa|0〉 = e−

1
2
|α|2eαa

∗ |0〉. (B.8)
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Wie man leicht sieht, sind die kohärenten Zustände Eigenvektoren des Vernichtungsope-
rators:

ai|α〉 = e−
1
2
|α|2aie

αa∗ |0〉 = e−
1
2
|α|2 [ai, e

αa∗ ]|0〉 = αi|α〉. (B.9)

Aus d(α)d(β) = eiℑ(αβ̄)d(α + β) folgt

d(α)|β〉 = eiℑ(αβ̄)|α+ β〉. (B.10)

Somit ergibt sich

〈α|β〉 = 〈0|d(−α)d(β)|0〉 = e−iℑ(αβ̄)〈0|d(β − α)|0〉 = e−
1
2
|α−β|2+iℑ(ᾱβ) = e−

1
2
(|α|2+|β|2)+ᾱβ.

(B.11)
Wegen d(α)∗ = d(−α) gilt

[
d(α),

∫
dβ |β〉〈β|

]
|f〉 =

∫
dβ

(
eiℑ(αβ̄)|α+ β〉〈β| − e−iℑ((−α)β̄)|β〉〈−α + β|

)
|f〉 = 0.

Die Standarddarstellung der Weyl-Gruppe auf L2(R) ist irreduzibel, mit Schurs Lemma folgt
daraus, dass

∫
dβ |β〉〈β| ein Vielfaches der Eins ist. Das Integral konvergiert dabei in der

starken Operatortopologie. Mit (B.11) findet man, dass es sich um das πd-fache der Eins
handelt. Die kohärenten Zustände bilden ein übervollständiges System von Einheitsvektoren.
Wir haben nun auch eine Darstellung der Spur in kohärenten Zuständen: Es gilt

Trφ = π−dTr

(
φ

∫
dα |α〉〈α|

)
= π−d

∫
dα 〈α|φ|α〉

für Spurklasse-Operatoren φ.
Nun wollen wir den Zusammenhang mit der Bargmann-Fock-Darstellung herstellen. Sei f

wie in (B.2) gegeben. Dann gilt

〈α|f〉 = e−
1
2
|α|2∑

nm

ᾱn

n!
〈0|āncm|m〉 = e−

1
2
|α|2 ∑

n

cn√
n!
ᾱn = e−

1
2
|α|2f(ᾱ). (B.12)

Die Halbnormen (B.5), (B.6) und (B.7) aus dem vorigen Abschnitt übersetzen sich also zu

‖φ‖2
mn =

∫
dµ(α)dµ(β)

(
1 + |α|2

)m (
1 + |β|2

)n |〈α|φ|β〉|2 ,

|f |l = sup
α∈Cd

{(
1 + |α|2

) l
2 |〈α|f〉|

}
,

|φ|kl = sup
α,β∈Cd

{(
1 + |α|2

)k
2
(
1 + |β|2

) l
2 |〈α|φ|β〉|

}
.

B.3 Die normalgeordneten Symbole

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass sich beliebige Vektoren aus L2(R) (und da-
mit aus S1) als analytische Funktionen darstellen lassen. Nun kann man die Frage stellen,
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wie es mit den Erwartungswerten 〈α|φ|β〉 von Operatoren φ als Funktion von α und β aus-
sieht. Wir wollen auch unbeschränkte Operatoren zulassen, stellen aber die Forderung, dass
es (möglicherweise negative) d-Multiindizes s, t gibt, so dass

∑

mn

|cmn|2(m+ 1)2s(n+ 1)2t = C2 <∞ (B.13)

gilt, wobei cmn die Matrixelemente cmn = 〈m|φ|n〉 des Operators bezüglich der Eigenzustände
des harmonischen Oszillators sind. Für die uns hauptsächlich interessierende Menge M von
Operatoren ist das erfüllt (vergleiche Abschnitt A.3). Das normalgeordnete Symbol von φ ist
nun durch

φN (ᾱ, β) :=
〈α|φ|β〉
〈α|β〉 =

∑

mn

cmn
〈α| a∗m

√
m!

|0〉〈0| an√
n!
|β〉

e−
1
2
(|α|2+|β|2)+ᾱβ =

∑

mn

cmne
−ᾱβ ᾱ

mβn√
m!n!

(B.14)

definiert. Wir setzen

φ′(ᾱ, β) :=
∑

mn

cmn
ᾱmβn√
m!n!

und untersuchen die Konvergenz der Potenzreihe. Aus (B.13) folgt |cmn| ≤ (m+1)−s(n+1)−tC.
Somit gilt

∑

mn

|cmn|
|α|m|β|n√
m!n!

≤ C
∑

m

(m+ 1)−s
|α|m√
m!

∑

n

(n+ 1)−t
|β|n√
n!
.

Mit dem Quotientenkriterium überzeugt man sich leicht von der Konvergenz der beiden Po-
tenzreihen für beliebige α und β. Somit ist φ′(ᾱ, β) und damit auch φN (ᾱ, β) eine analytische
Funktion von ᾱ und β. Daraus folgt, dass auch F (u, v) = φN (ᾱ, β) mit

(
u
v

)
= J

(
ᾱ
β

)
,

wobei J die unitäre Matrix

J :=
1√
2

(
1 1
i −i

)

ist, eine analytische Funktion ist. Also ist F auf ganz Cd bekannt, wenn die Funktionswerte
auf der reellen Achse bekannt sind. Aus ℑu = ℑv = 0 folgt aber α = β, somit stecken alle
Informationen bereits in der Diagonalen φN (ᾱ, α), das heißt in den Erwartungswerten 〈α|φ|α〉.

Wir nennen φN das normalgeordnete Symbol von φ. Diese Namensgebung rechtfertigt sich
wie folgt: Sei φ = a∗man, also ein normalgeordnetes Produkt von Erzeugern und Vernichtern.
Dann berechnet man

φN (ᾱ, β) =
〈α|a∗man|β〉

〈α|β〉 = ᾱmβn.

Das normalgeordnete Symbol eines normalgeordneten Produktes von Erzeugern und Vernich-
tern ist also ein Monom.
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Wir wollen nun den Zusammenhang zu den in der nichtkommutativen Feldtheorie häufig
verwendeten Weyl-Symbolen herstellen. Das Weyl-Symbol ist definiert durch

φW (α) :=

∫
dµ(η) Tr(φd(η))eαη̄−ᾱη.

Aus dem Symbol ergibt sich der ursprüngliche Operator durch

φ =

∫
dµ(α)dµ(η) φW (α)eαη̄−ᾱηd(η).

Man rechnet leicht nach, dass das Monom ᾱmαn hier dem symmetrisierten Produkt (a∗man)sym
der Erzeuger und Vernichter entspricht. Die beiden Symbole entsprechen also verschiedenen
Ordnungsvorschriften. Man rechnet sie folgendermaßen ineinander um:

φN (ᾱ, α) = 〈α|
∫

dµ(β)dµ(η) φW (β)eβη̄−β̄ηd(η)|α〉

=

∫
dµ(β) φW (β)

∫
dµ(η) eβη̄−β̄ηeηᾱ−η̄αe−

1
2
|η|2 (B.15)

=

∫
dµ(β) φW (β)e−2|β−α|2

Das normalgeordnete Symbol ergibt sich also aus dem Weyl-Symbol durch Verschmierung mit
einer Gaußfunktion.

B.4 Anwendung auf die Feldtheorie

In Abschnitt 2.2 hatten wir schon einmal Zustände betrachtet, die durch Verschiebung des
Grundzustands des harmonischen Oszillators entstanden. In diesem Abschnitt wollen wir die
Verbindung zu den kohärenten Zuständen aus Abschnitt B.2 herstellen und analog zum vorigen
Abschnitt normalgeordnete Symbole für die Elemente unserer Feldalgebra definieren.

Ein Vergleich des Verschiebungsoperators D(x) aus (2.11) in der Darstellung (2.9) mit dem
durch (B.10) gegebenen Verschiebungsoperator ergibt

D(x) = d(α(x)) (B.16)

mit

α1(x) :=
x0 + ix2

√
2

; α2(x) :=
x1 + ix3

√
2

.

Bereits aus (2.4) folgt

D(x)D(y) = eixσ
−1qeiyσ

−1q = e−
i
2
xµσ−1

µν σ
νλyρσ−1

ρλ ei(x+y)σ
−1q = e−

i
2
〈y,σ−1x〉D(x+ y). (B.17)

Mit (B.16) erhält man somit

(x|y) = 〈0|D(−x)D(y)|0〉 = e−
i
2
〈x,σ−1y〉〈0|d(α(y − x))|0〉 = e−

i
2
〈x,σ−1y〉e−

1
4
|x−y|2. (B.18)
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Nun soll das in Kapitel 5 verwendete normalgeordnete Symbol des Feldes definiert werden.
Analog zur Definition von F im vorigen Kapitel setzen wir

φN (z(x, y)) = φN (ᾱ(x), β(x)) =
(x|φ |y)
(x|y)

mit

z = J

(
ᾱ(x)
α(y)

)
=

1

2
(x+ y) +

i

2
σ(x− y).

Es handelt sich wiederum um eine analytische Funktion in C4. Reelles z entspricht x = y und
somit φN (z) = (z|φ |z) dem Erwartungswert von φ im am besten um z lokalisierten Zustand.
Das normalgeordnete Symbol hat also, anders als das Weyl-Symbol eine direkte physikalische
Interpretation.

Wie beim Weyl-Symbol vertauschen auch hier Ableitung und Symbolbildung:

(∂µφ)N (z) =
d

dt

(
(x+ teµ|φ |y + teµ)

(x+ teµ|y + teµ)
e

i
2
〈teµ,σ−1(y−x)〉 (x+ teµ|y + teµ)

(x|y)

)

=
d

dt
φN

(
x+ y

2
+ teµ +

i

2
σ(x− y)

)
= ∂µφN (z).

Die Normen (B.5), (B.7) und (B.6) übersetzen sich also folgendermassen in die neue
Schreibweise:

‖φ‖2
mn =

∫
d4xd4y

(
1 + |x+ y|2

)m (
1 + |x− y|2

)n
e−

1
4
|y|2 |φN (x+ iσy)|2 ,

|φ|kl = sup
x,y∈R4

{(
1 + |x|2

)k
2
(
1 + |y|2

) l
2 |(x|φ |y)|

}

|f |k = sup
x∈R4

{(
1 + |x|2

)k
2 |(x| |f〉|

}
.

Nach der Diskussion in Abschnitt B.2 ist klar, dass das Integral

∫
d4x |x) (x|

in der starken Operatortopologie gegen (2π)21 konvergiert. Nun soll untersucht werden, ob es
auch in der Topologie von M konvergiert. Das ist in der Tat der Fall, denn es gilt

Lemma B.2. Sei gn eine Folge von meßbaren Funktionen mit kompaktem Träger, 0 ≤ gn(x) ≤
1 ∀x, n, die auf jedem Kompaktum gleichmäßig gegen Eins konvergiert. Dann gilt

lim
n
g̃n = lim

n

∫
d4x gn(x) |x) (x| = (2π)21

in M.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass es zu jedem ǫ, l und jeder beschränkten Menge B ⊂ S1 ein N
gibt, so dass

rB,l((2π)21− g̃n) := sup
f∈B

∣∣((2π)21− g̃n
)
(f)
∣∣
l
≤ ǫ ∀n ≥ N (B.19)

gilt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wählen wir

B := {f ∈ S1| |f |l ≤ b(l) ∀l}

wobei b eine positive Funktion ist.
Nun gilt

∣∣((2π)21− g̃n
)
(f)
∣∣
l
= sup

x∈R4

{(
1 + |x|2

) l
2
∣∣(x|

(
(2π)21− g̃n

)
|f〉
∣∣
}

= sup
x∈R4

{(
1 + |x|2

) l
2

∫
d4y |1 − gn(y)| |(x|y)| |(y| |f〉|

}

≤ b(l + 6)

∫
d4y |1 − gn(y)|

(
1 + |y|2

)− l+6
2 sup

x∈R4

{(
1 + |x|2

) l
2 e−

1
4
|x−y|2

}
.

Nach Lemma 5.10 gibt es ein C, so dass

sup
x∈R4

{(
1 + |x|2

) l
2 e−

1
4
|x−y|2

}
= ||y)|l ≤ C

(
1 + |y|2

) l
2

gilt. Wir wählen das Kompaktum K ⊂ R4 so, dass

b(l + 6)C

∫

R4\K
d4y

(
1 + |y|2

)−3
<
ǫ

2

gilt. Nun müssen wir nur noch N so wählen, dass

sup
x∈K

{|1 − gn(x)|} ≤ ǫ

2

(
b(l + 6)C

∫

K
d4z

(
1 + |z|2

)−3
)−1

∀n ≥ N

gilt. Dann folgt (B.19).
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Erklärung gemäß
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