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Abstract

We develop a general framework for the formulation of the action principle and the Noether
theorem for classical noncommutative field theories. We give a concrete example of an algebra
that fits into this framework. It describes a scalar field theory on noncommutative Minkowski
space. We develop a notion of locality for this algebra and investigate the locality properties
of localised interaction terms. This leads us to the definition of local functionals on the field
algebra. We propose a scheme for the quantisation of these functionals.

Zusammenfassung

Wir entwickeln eine allgemeinen Rahmen, der es erlaubt, das Wirkungsprinzip und das
Noether-Theorem fiir klassische nichtkommutative Feldtheorien zu formulieren. Als ein kon-
kretes Beispiel betrachten wir eine Algebra, die sich in diesem Rahmen einfiigt, und die eine
skalare Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum beschreibt. Fiir diese Al-
gebra wird ein Lokalitéitsbegriff entwickelt und untersucht, welche Wechselwirkungsterme in
diesem Sinne lokal sind. Das fiihrt zur Definition von lokalen Funktionalen auf der Feldalgebra.
Es werden erste Schritte zur Quantisierung dieser Funktionale unternommen.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Obwohl nichtkommutative Feldtheorien erst in den letzten Jahren gréflere Popularitét erlangt
haben, ist die zugrunde liegende Idee schon recht alt. Bereits 1947 hat Snyder ein Modell vor-
geschlagen, in dem die vier Koordinaten des Minkowski-Raums durch selbstadjungierte, nicht-
kommutierende Operatoren ersetzt werden [1]. Die von ihm angenommenen Vertauschungs-
relationen fiihren, analog zur Drehimpuls-Quantisierung in der Quantenmechanik, zu einem
diskreten Spektrum der rdumlichen Koordinaten. Die zeitliche Koordinate hat ein kontinu-
ierliches Spektrum. Es bleibt aber die komplette Lorentzsymmetrie erhalten. In einer darauf
aufbauenden Arbeit [2] wurde die klassische Elektrodynamik auf dieser nichtkommutativen
Raumzeit entwickelt.

Snyders Motivation war die Hoffnung, dass durch die so eingefiihrte kleinste Léngenein-
heit die in der Quantenfeldtheorie auftretenden Divergenzprobleme behoben werden konnten.
Durch die kurze Zeit spéter entwickelte Renormierungstheorie verlor diese Motivation ihre
Dringlichkeit, weshalb sein Modell keine grofie Popularitit erreicht hat.

Vor einigen Jahren wurde aus einer anderen Motivation ein Modell einer nichtkommuta-
tiven Raumzeit vorgeschlagen [3]: Ein grofiles Hindernis bei der Vereinigung von Allgemeiner
Relativitatstheorie und Quantentheorie besteht darin, dass die Raumzeit in beiden Theorien
verschiedene Rollen spielt. Wiahrend sie in der Quantenfeldtheorie den Hintergrund darstellt,
vor dem sich die Dynamik der Materiefelder abspielt, ist sie in der Allgemeinen Relativitéts-
theorie eng mit der Materie verwoben, die Geometrie der Raumzeit und die Materie wechsel-
wirken miteinander. Das manifestiert sich zum Beispiel im folgenden Paradoxon: Nach dem
Formalismus der Quantenfeldtheorie lassen sich Punkte der Raumzeit (Ereignisse) beliebig
genau auflésen. Dazu muss nach der Heisenbergschen Unschérferelation in dem betreffenden
Raumzeitgebiet Energie der GréBenordnung e ~ cha~! konzentriert werden, wobei a der mi-
nimale Durchmesser des Raumzeitgebietes ist. Die Allgemeine Relativitdtstheorie setzt der
Auflésung hier aber eine Schranke. Denn wenn die Energiedichte im betreffenden Raumzeit-
gebiet zu grofl wird, entsteht ein Horizont, zum Beispiel ein schwarzes Loch, und es konnen
keine Informationen aus dem Gebiet nach auflen gelangen. Das Phinomen tritt auf, wenn a
kleiner als die Planck-Linge Ap ~ 1,6 x 1073°m wird. Die Quantenfeldtheorie beinhaltet also
in gewisser Weise zu viele Moglichkeiten, das heifit ihr Formalismus erlaubt Messungen, die
im Experiment prinzipiell nicht méglich sind.



2 Einfiihrung

In [3] wurden die minimal moglichen Unschérfen folgendermafien abgeschétzt:

Az " Az’ > A (1.1)
Azt Az > \? 1.2
P
1<j

Um diese Unschérferelationen zu implementieren, wurde vorgeschlagen, die Koordinatenfunk-
tionen z* durch nichtkommutierende, selbstadjungierte Operatoren ¢* zu ersetzen, deren Ver-
tauschungsrelationen

[¢",q"] = iQ"" (1.3)
die Raumzeit-Unschérferelationen implizieren, wie ja auch die kanonischen Vertauschungsre-
lationen in der Quantenmechanik zur Heisenbergschen Unschérferelation fithren. Die Q** sind
selbstadjungierte Operatoren, die sich unter Lorentztransformationen wie ein Tensor zweiter
Stufe verhalten. Somit haben beide Seiten von Gleichung (1.3) dasselbe Transformationsver-
halten, das Modell respektiert also die Lorentz-Symmetrie. Auch bei der Formulierung dieses
Modells wurde die Hoffnung geduflert, dass die Unschérfe oder Verschmierung der Raum-
zeit auf der Skala der Planck-Lénge den singuldren Charakter der Wechselwirkungen in der
Quantenfeldtheorie verwischen kénnte.

Eine weitere Motivation fiir die Beschéftigung mit Quantenfeldtheorien auf nichtkommu-
tativen Raumzeiten kommt aus der Stringtheorie. In manchen Modellen beschreibt man dort
die Raumzeit als eine vierdimensionale Untermannigfaltigkeit, eine sogenannte D-Brane, ei-
nes hoherdimensonalen Raumes. Die fundamentalen Objekte der Theorie, die Strings, sind
F#den, deren Dynamik sich im héherdimensionalen Raum abspielt, deren Enden aber auf der
D-Brane liegen. Bei der Quantisierung des Systems in einem Hintergrundmagnetfeld werden
die Raumzeitkoordinaten der Endpunkte des Strings nichtkommutativ [4]:

(¢, ¢"] = o™ (14)

Das erinnert an das Auftreten nichtkommutativer Koordinaten bei der Quantisierung der Dy-
namik im unterstem Landau-Niveau eines zweidimensionalen Elektronensystems bei starkem
senkrechten Magnetfeld, zum Beispiel beim Quanten-Hall-Effekt [5]. In (1.4) ist o eine feste,
antisymmetrische Matrix, deshalb ist hier die Lorentzinvarianz gebrochen. Im Limes niedriger
Energien spielt nur noch die Dynamik der Endpunkte des Strings eine Rolle, so dass man
effektiv eine vierdimensionale Raumzeit mit nichtkommutierenden Koordinaten erhélt [6].
Der Zusammenhang mit der Stringtheorie hat eine intensive Beschéftigung mit nicht-
kommutativen Feldtheorien ausgelost. Dabei wurde die Hoffnung auf eine Gléattung der UV-
Divergenzen nicht erfiillt. Im Gegenteil, zu den {iiblichen Divergenzen [7] trat eine neue Art
von Divergenzen hinzu, die sogenannten gemischten UV /IR-Divergenzen [8], fiir deren Renor-
mierung es noch keine viel versprechenden Ansétze gibt. Sie stellen das Haupthindernis fiir
die Formulierung einer befriedigenden nichtkommutativen Quantenfeldtheorie dar. Es treten
jedoch auch einige andere, in der iiblichen Quantenfeldtheorie unbekannte, Probleme auf. So
hatte man in Theorien mit Raum/Zeit-Nichtkommutativitit (o # 0), die fiir die Unschérfe-
relation (1.1) notig ist, mit nicht unitdren S-Matrizen zu kdmpfen [9]. Dieses Problem wurde



in [10] gelost: Es stellte sich heraus, dass die bis dahin verwendeten Feynman-Regeln die Ursa-
che waren, da Hamilton- und Yang-Feldman-Formalismus zu unitédren S-Matrizen fiihren. In
der iiblichen Quantenfeldtheorie sind diese Zugéinge dquivalent. Ein anderes Problem ist zum
Beispiel, dass in wechselwirkenden nichtkommutativen Theorien die Divergenz des Energie-
Impuls-Tensors im Allgemeinen nicht verschwindet [11].

In dieser Arbeit wollen wir uns mit klassischer nichtkommutativer Feldtheorie beschéfti-
gen. Auf den ersten Blick scheint das keine besonders sinnvolle Beschéftigung zu sein, da man
davon ausgeht, dass nichtkommutative Effekte erst in der Nihe der Planck-Skala auftreten, wo
man nicht erwarten kann, dass die klassische Feldtheorie eine sinnvolle Beschreibung liefert.
Andererseits deuten die diversen Probleme, mit denen man in der nichtkommutativen Quan-
tenfeldtheorie zu kimpfen hat, darauf hin, dass diese Theorien noch nicht wirklich verstanden
sind. Man kann also hoffen, iiber das Studium der klassischen Theorie ein besseres Versténd-
nis der Quantentheorie zu erreichen. Ganz konkret wiirde man die UV /IR-Divergenzen gerne,
wie bei IR-divergenten Quantenfeldtheorien iiblich, durch eine Beschrinkung der Wechsel-
wirkung auf ein endliches Gebiet der Raumzeit regularisieren, um dann einen adiabatischen
Limes durchzufiithren. Es ist aber unklar, was in einer nichtkommutativen Raumzeit {iber-
haupt ein Gebiet ist. Hier konnte die Formulierung einer klassischen Feldtheorie samt einem
Wirkungsprinzip hilfreich sein. Denn in der kommutativen Feldtheorie beinhaltet bereits das
Wirkungsprinzip das Konzept des raumzeitlichen Beschrinkens, so dass man so Hinweise auf
das nichtkommutative Analogon finden kénnte.

Dariiber hinaus kann man nichtkommutative Feldtheorien als Verallgemeinerung der iibli-
chen kommutativen Feldtheorien ansehen. In diesem Sinne ist es interessant zu sehen, wie
der allgemeine Rahmen aussieht, in dem kommutative Theorien einen Spezialfall darstel-
len. So kénnte das Studium der nichtkommutativen klassischen Feldtheorie zu einem tieferen
Versténdnis der kommutativen Theorie beitragen.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns in dieser Arbeit auf die skalare Feldtheorie.
Auf die interessanten Effekte, die in nichtkommutativen Eichtheorien auftreten, wird daher
nicht eingangen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 wird eine Einfiihrung in die mathematische Beschreibung nichtkommutativer
Raumzeiten gegeben. Der Schwerpunkt liegt dabei auf dem in [3] eingefiihrten Modell des
nichtkommutativen Minkowski-Raumes. Auf mathematische Details wird nur in dem Mafle
eingegangen, wie es fiir das Verstindnis der Arbeit notig ist.

Kapitel 3 dient der Darstellung der Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-
Raum. Insbesondere werden die drei Formalismen zur stérungstheoretischen Behandlung der
nichtkommutativen Quantenfeldtheorie vorgestellt. Auch auf die bereits existierenden Ansétze
zur Formulierung nichtkommutativer klassischer Feldtheorien wird eingegangen.

In Kapitel 4 wird die algebraische Struktur des Wirkungsprinzips in der klassischen kom-
mutativen Feldtheorie untersucht und so verallgemeinert, dass sie auch auf nichtkommutative
Feldtheorien angewendet werden kann. Auch das Noether-Theorem wird in diesem Rahmen
formuliert. Es stellt sich heraus, dass die Algebra der Felder bestimmte Anforderungen erfiillen
muss, damit sich ein Wirkungsprinzip formulieren und Bewegungsgleichungen daraus ableiten
lassen. Wir geben auch explizit eine nichtkommutative Algebra M an, die diese Anforderun-
gen erfiillt, und die eine skalare Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum



4 Einfiihrung

beschreibt.

In Kapitel 5 beschéftigen wir uns zunéchst mit der Losung der Bewegungsgleichung in M,
und zwar sowohl mit der Formulierung und Lésung des Cauchy-Problems fiir das freie Feld, als
auch mit der pertubativen Berechnung des wechselwirkenden Feldes mit dem Yang-Feldman-
Formalismus. Wir definieren einen Lokalitdtsbegriff fiir die Felder aus M und untersuchen,
wann Storterme ein in diesem Sinne kausales Ausbreitungsverhalten haben. Dies fithrt zur De-
finition von lokalen Funktionalen. Es werden dann einige erste Schritte zur Untersuchung ihrer
Eigenschaften, auch im Hinblick auf die Quantisierung, unternommen. Insbesondere berechnen
wir mit Peierls Methode ihre Poisson-Klammer.

In Kapitel 6 werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick gegeben.

Eine wichtige Rolle spielen in dieser Arbeit Algebren mit lokal konvexer Topologie. In
Anhang A werden die wichtigsten Eigenschaften lokal konvexer Rdume zusammengefasst und
die topologischen Eigenschaften der Algebra M untersucht.

Ein anderes wichtiges mathematisches Hilfsmittel in dieser Arbeit sind die so genannten
kohérenten Zustédnde und die mit ihrer Hilfe definierten normalgeordneten Symbole. Sie werden
in Anhang B eingefiihrt.



Kapitel 2

Der nichtkommutative
Minkowski-Raum

In diesem Kapitel soll die mathematische Beschreibung nichtkommutativer Raumzeiten, ins-
besondere des nichtkommutativen Minkowski-Raumes, besprochen werden.

Betrachten wir zunéchst den kommutativen Fall, das heifit wir beschreiben die Raum-
zeit durch eine Mannigfaltigkeit M. Die Menge Co(M) der stetigen, im Unendlichen ver-
schwindenden, komplexwertigen Funktionen auf M bildet mit der punktweisen Multiplika-
tion und der komplexen Konjugation eine kommutative #-Algebra. Versehen mit der Norm
Il £l := sup,ear | f(x)] erhalten wir eine kommutative C*-Algebra. Umgekehrt besagt der Satz
von Gelfand ([12], Theorem 2.1.11A), dass man jeder kommutativen C*-Algebra A einen lo-
kal kompakten Hausdorff-Raum X 4 zuordnen kann, so dass A isomorph zu Cy(X 4) ist. In
Analogie dazu beschreiben wir eine nichtkommutative Raumzeit durch eine nichtkommutative
C*-Algebra, deren Elemente man sich als die “Funktionen” auf der Raumzeit vorstellen kann.

Lokalisierungen von Experimenten lassen sich im kommutativen Fall durch ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf der Mannigfaltigkeit M beschreiben. Der fiir lokal kompakte Rdume ange-
passte MaBbegriff ist der des BorelmaBes. Solch ein MaB p induziert durch f — [ fdu einen
Zustand, das heifit ein positives, normiertes Funktional, auf Cp(M). Umgekehrt kann man iiber
den Darstellungssatz von Riesz ([13], Theorem 56.D) jedem Zustand auf Cyp(M) ein Borel-Maf
auf M zuordnen. In Analogie zum kommutativen Fall beschreiben wir somit Lokalisierungen
auf nichtkommutativen Raumzeiten durch Zusténde auf der entsprechenden C*-Algebra.

Im ersten Abschnitt wird die nichtkommutative C*-Algebra £ vorgestellt, auf der die in
der Einleitung genannten Unschérferelationen erfiillt sind. &, eine Quotientenalgebra von &,
beschreibt die durch die Stringtheorie motivierte nichtkommutative Raumzeit. Sie ist auch
deshalb von Interesse, weil sich in ihr die Dynamik der Felder abspielt, wenn man gravitative
Effekte aufler Acht lasst. Eine daran angelehnte Algebra wird deshalb in den Kapiteln 4 und 5
zur Beschreibung der nichtkommutativen Feldtheorie verwendet. In Abschnitt 2.2 untersuchen
wir die Zustinde auf &, und in Abschnitt 2.3 fithren wir die Weyl-Symbole ein, eine in der
nichtkommutativen Feldtheorie hiufig verwendete Darstellungsform fiir die Elemente von &,.
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2.1 Die Algebren £ und &,

In diesem Abschnitt soll die von den Operatoren ¢*, Q""" aus (1.3) erzeugte C*-Algebra &
eingefiihrt werden. Die Darstellung ist dabei stark vereinfacht und zielt vor allem auf die im
weiteren Verlauf der Arbeit bendtigten Strukturen. Fiir eine genaue Darstellung sei auf [14]
verwiesen.

Wir erinnern daran, dass die Q*¥ selbstadjungierte Operatoren sein sollen, deren Gesamt-
heit sich unter Lorentztransformationen wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert. Offen-
sichtlich ist der Tensor antisymmetrisch: Q*" = —Q"".

In [3] wurden die sogenannten Quantenbedingungen

Q/JJ/QMV =0 (2.1)

1 2 1 2
(5 (*Q)“y QHV> = <Z€uup>\Qp>\Qw/> =1 (2.2)
4", Q"] = 0. (2.3)

an die g, Q" gestellt. Mit Einheiten versehen steht auf der rechten Seite von (2.2) A%,. Diese
Bedingungen implizieren die Unschérferelationen (1.1) und (1.2) ([14], Theorem 3.1).

Fine wichtige Rolle spielt das gemeinsame Spektrum der Q#¥. Um es zu bestimmen, zerlegt
man Q" in den “elektrischen” und den “magnetischen” Anteil

0 —e! —e2 ¢
el 0 m3  —m?

Q= 2 _m3 0 ml = (e,m)
e m?2 —m! 0

Aus den Bedingungen (2.1) und (2.2) erhélt man somit

e2—m2:0; e -m=+1.

Fiir das gemeinsame Spektrum 3 ergibt sich also ¥ =3, U X _ mit
¥ = {o=(8,m)émeR’& =m’ & m==+1}.

>4 und ¥ _ sind zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten, auf denen die eigentliche orthochrone
Lorentzgruppe durch o#” — AKAZO’AP transitiv wirkt. Man kann zeigen [14], dass ¥4 und X_
jeweils homdomorph zu T'S?, dem Tangentialbiindel der 2-Sphire, sind. Eine besondere Rolle
spielen die o € ¥, fiir die |€] = 1 gilt. Sie bilden eine Untermannigfaltigkeit Zil) C Xg, die
der Untermannigfaltigkeit S? C T'S? entspricht. Auf ihr sind die Zustiinde w mit minimaler
Unschirfe lokalisiert, denn es gilt ([14], Proposition 3.4)

S (A 2 V2 [ o) y/1+

o

Hier bezeichnet u,, das Spektralmafl des Zustands w.
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Wir wollen nun Funktionen der ¢*, anschaulich ausgedriickt also Funktionen auf dem
nichtkommutativen Minkowski-Raum, konstruieren. Hier stellt sich das Problem, dass die
q", da sie die Rolle der Koordinatenfuntionen {ibernehmen sollen, unbeschriankte Operatoren
sind, so dass man die Vertauschungsrelation (1.3) nicht diskutieren kann, ohne sich Gedanken
iiber Definitionsbereiche zu machen (siche zum Beispiel [15], Abschnitt VIIL.5). Um diese
Schwierigkeiten zu umgehen, fordern wir, dass sie sich in die stirkere Weyl-Form

eik#qﬂeik;q” — e*%kuQuykiei(kJrk/)uq“ (24)

. . . . i LOK - : .
integrieren lisst. Einen Faktor der Form e~ 2*?¥ nennen wir im Folgenden einen Twisting-

Faktor. Die % sind unitéire Operatoren, also von Norm Eins, so dass wir fiir f € F(L'(R?)),
(hier bezeichnet F die Fouriertransformation)

fla) = (22 [ dt fpeter (2.5)

definieren kénnen. Hier ist f(k) = (2m)72 [d*z f(z)e™** die inverse Fouriertransformierte
von f. Aus (2.4) folgt dann fiir das Produkt zweier Funktionen

f@g(a) = (2m)™" / Rk f(R)g(R et ettt

_ (277)_2/d4k <(27T)_2/d4k’ f(k—k’)g(k’)e_%k“@”k'v) oikua" (2.6)

= (f % 9)(q).

Hier bezeichnet f die Fouriertransformierte von f und x die von () abhingige getwistete
Faltung

(F > a)(k) = (2m)2 [ atk’ flk = R)g(kye 32",

Nun sollen Funktionen definiert werden, die auch von () abhingig sind. Hier kénnen wir
etwas sorgloser vorgehen, da nach der Quantenbedingung (2.3) die Q" mit den ¢* und somit
auch untereinander kommutieren. Nach dem Spektralsatz lassen sich Funktionen von selbst-
adjungierten Operatoren aus Funktionen auf ihrem Spektrum konstruieren. Sei also f eine
stetige Abbildung ¥ — F(L'(R*)). Dann definieren wir

£(Q.q) = (2m)2 / d'k F(Q. k)e " (2.7)

Hier bezieht sich die inverse Fouriertransformation auf den F(L!(R*))-Teil. Die Multiplikation
zweier solcher Funktionen ist dann punktweise in X, das heifit es gilt

o —

F(Q,0)9(Q.q) = (f x 3)(Q,q) (2.8)

(F % Q) = ) ? [ AW (@ k— )g(QK)e "k



8 Der nichtkommutative Minkowski-Raum

Die Funktionen der Form (2.7), wobei f im Unendlichen (von ¥) verschwindet, bilden mit
der Multipliktion (2.8) und der Involution

£@.a) = 20 [k @B = ) [[alk FQ ~Rje

die *-Algebra &. Sie besitzt einen C*-Abschluss € ([14], Theorem 4.1), der die nichtkom-
mutative Minkowski-Raumzeit beschreibt. Sie ist das Analogon der C*-Algebra Co(R*) zur
Beschreibung der kommutativen Minkowski-Raumzeit. Wegen der in ¥ punktweisen Multi-
plikation bildet die Menge Z, := {f € &|f(0) = 0} ein abgeschlossenes, beidseitiges x-Ideal.
Nach ([12], Proposition 2.2.19.) ist dann die Quotientenalgebra &, = £/7, wiederum eine
C*-Algebra. Offenbar ist &, die C*-Algebra, die die aus der Stringtheorie motivierten Ver-
tauschungsrelationen (1.4) implementiert. Hier ist allerdings zu beachten, dass dort o eine
beliebige antisymmetrische Matrix sein kann, wihrend wir hier ¢ € ¥ fordern.

Wir wollen nun fiir eine konkrete Wahl von o € ES}’ eine irreduzible Darstellung von &,
angeben. Wir wihlen o = (€,m) mit € = m = (0,1,0), das heifit

00 -1 0
(o0 0o -1
110 0o o
01 0 0

Dies ist offenbar die symplektische Matrix des vierdimensionalen Phasenraums, wir kénnen
die ¢* also durch die iiblichen quantenmechanischen Orts- und Impulsoperatoren auf H, :=
L?(R?) darstellen:

¢"=P; ¢ =P; ¢=Q; ¢=0qQ (2.9)
Man erhilt so eine treue, irreduzible Darstellung &, — K(H,) ([14], Theorem 4.1). Hier
bezeichnet K(H,) die C*-Algebra der kompakten Operatoren auf H,,.

Bemerkung 2.1. Es sei hier auf eine Doppelrolle der ¢ hingewiesen. Zum einen spielen sie
in der Fourierentwicklung (2.5) die Rolle der ebenen Wellen. Zum anderen gilt wegen (1.3)

g, €M) = —kp @t

Man sieht also, dass e?*¢ der Operator der raumzeitlichen Verschiebung um —QFk ist. Wir
konnen also als Verschiebungsoperator

D(Q, x) := QT — Q7
definieren. Hier ist Q! so definiert, dass Q;,}Q”)‘ = Q)‘”Q;ﬁ = 52‘ gilt. Dann gilt
D(Q.2)'¢"D(Q.7) = ¢" + D(Q,2)" |¢", €701 = ¢" = QU2 Q3} = ¢* + 2" (210)
wobei die Antisymmetrie von @) benutzt wurde. Wenn wir nur in &, arbeiten, so setzen wir
D(x) := D(o,x). (2.11)

An der Doppelrolle der e?*? sieht man, dass grofien Impulsen Verschiebungen iiber grofie Di-
stanzen entsprechen, es besteht also ein tief liegender Zusammenhang zwischen dem UV-
(grosse Impulse) und dem IR~ (grosse Distanzen) Regime.
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Fiir stetige Funktionen f : ¥ — F(L!'(R*)) definiert man die Wirkung der Poincaré-
Gruppe durch

_ -1, _
(T f) (0,2) = fF(AT AT A7 (@ — a)).
Analog wirkt die Poincaré-Gruppe auf €& durch

_ -1, _
(T f) (Q,q) = F(A'QAT 7 A7 (g — al)).
Dementsprechend definiert man die Ableitungen durch

d

0uf(Q,q) = E’tzo (T(ten, 1) f(Q,9))
d

= S0 (D(Q,te)" [(@,0)D(@,te)) (212
= ol (Quq + 1),

Man rechnet leicht nach, dass die Definition konsistent ist in dem Sinne, dass 0,f(Q,q) =
(0uf) (Q, q) gilt. Hier ist zu beachten, dass die Ableitung eines Elementes von £ im Allgemeinen
nicht wieder ein Element von & ist.

2.2 Die Zustinde auf &,

Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel dargestellt, beschreiben wir die Lokalisation von
Experimenten durch Zusténde auf £. Wir wollen uns im Folgenden auf Zusténde beschrinken,
die ihren Trager in &, haben, die also durch

w(f) = Wa(f(a7 ))

gegeben sind. Hier ist w, ein Zustand auf &,. Das ist fiir unsere Betrachtung deshalb keine grofie
Einschrinkung, weil wir uns vor allem fiir die Dynamik der Felder auf der nichtkommutativen
Raumzeit interessieren, die sich, solange man gravitative Effekte vernachlissigt, nicht in 3
abspielt (vergleiche Kapitel 3). Wir betrachten also effektiv nur die Quotientenalgebra &,,
konnen also in allen Formeln @ durch o ersetzen. Dadurch wird natiirlich die Lorentz-Invarianz
gebrochen.

Auf einem dichten Teilraum von &, kann man das Analogon des Integrals iiber die gesamte
Raumzeit und iiber den rdumlichen Teil bei festgehaltener Zeit definieren. Sei f € L'(R*) N
F(L'(R*)). Dann setze

/ d'q f(g) = / dhr f(x) = (2m)? f(0) = Tr/(q), (2.13)
/ - d®q f(q) = / - 3z f(x) = (2n)} / dko f(ko,0)e*ot, (2.14)

Dies sind positive Abbildungen, die konsistent in dem Sinne sind, dass die ¢-Integration iiber
(2.14) gerade (2.13) ergibt [14].
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Eine besondere Klasse von Zustidnden sind die reinen Zusténde, das sind die Zustédnde, die
sich nicht durch konvexe Kombination anderer Zustédnde darstellen lassen. Fiir die C*-Algebra
Co(R%), die die kommutative Minkowski-Raumzeit beschreibt, sind dies die Funktionale

J e 8a(f) = / dy 5, (y) f(y) = [(x).

Man kann also jedem Raumzeitpunkt einen reinen Zustand zuordnen. Diese haben verschwin-
dende Unschérfe. Dariiber hinaus sind fiir x # y die Zusténde 6, und J, disjunkt, das heif3t
die Triger der zugehorigen MaBe auf R?* sind disjunkt. In diesem Sinne kann man im kommu-
tativen Fall von verschiedenen Raumzeitpunkten sprechen.

Wir wollen nun sehen, welches die reinen Zusténde mit optimaler Lokalisierung auf &,
sind. In der durch (2.9) gegebenen treuen, irreduziblen Darstellung ergibt sich fiir die Summe
der quadratischen Varianzen der Koordinaten

D (Axt)? = (AP)? + (AP)? + (AQ1)” + (AQ2)*.
I

Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dass das Minimum dieser Grosse 2 ist, und dass die-
ses Minimum erreicht wird fiir den Grundzustand |0) des harmonischen Oszillators in zwei
Dimensionen. Bei ihm sind alle Koordinatenunschérfen gleich,

Act =y,

V2

und es gilt
(0[z"]0) =0 Vg,

er ist also um den Nullpunkt lokalisiert. Mit den Verschiebungsoperatoren kénnen wir ihn aber
an einen anderen Raumzeitpunkt bringen:

[2) := D(2)[0).

Wegen (2.10) gilt offensichtlich
(@|¢"|z) =" Vu
und die Unschérfen bleiben erhalten:
(2] (¢")? ) = (] ¢ |2)* = (O] D(2)*[(¢")?, D(x)]|0) + (0l(¢")?[0) — (a*)”
= o (2] ¢ [2) + 2" (0]¢"|0) + (0](¢")?(0) — (2*)”
= (01(¢")?|0)-

Wir konnen also jedem Raumzeitpunkt einen um ihn lokalisierten Zustand

we : f(q) = (2| f(q) |z) (2.15)

mit minimaler Unschérfe zuordnen. Nach ([16], Korollar 10.2.5.) ist fiir eine irreduzible Dar-
stellung 7 : A — B(H) einer C*-Algebra A und einen beliebigen Einheitsvektor x € H der
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Zustand A — (z|m(A)|z) auf A rein. Somit handelt es sich bei den Zustidnden (2.15) um reine
Zusténde.

Auch fiir Zustéinde auf C*-Algebren ist der Begriff “disjunkt” definiert: Man nennt wy und
wy disjunkt, wenn die zugehorigen GNS-Darstellungen disjunkt sind, das heifit wenn sie keine
dquivalenten Unterdarstellungen besitzen. Auf einer kommutativen C*-Algebra A sind zwei
Zusténde genau dann disjunkt, wenn die (nach dem Darstellungssatz von Riesz) entsprechen-
den Borel-Mafle auf X 4 disjunkt sind ([12], Abschnitt 4.2.2). Der Begriff der Disjunktheit von
Zustanden ist also eine Verallgemeinerung des Begriffs der Disjunktheit von Borel-Maflen. Aus
der Disjunktheit von wq und ws folgt unter anderem, dass der Normabstand maximal ist, das
heiBt ||w; — wa|| = 2 ([16], Korollar 10.3.6). Nun gilt ([16], 10.5.48):

lwz — wyll = 2¢/1 = [(2]y)]-

In Anhang B wird das Skalarprodukt (z|y) berechnet (B.18): Es gibt keine z,y so dass es
verschwindet. Daraus folgt, dass die Zustdnde w, und w, nicht disjunkt sind. Insofern kann
man, anders als im kommutativen Fall, nicht von “Punkten” der nichtkommutativen Raumzeit
sprechen. Somit ist auch nicht klar, inwiefern man das Konzept der Lokalitdt, das in der
iiblichen Feldtheorie eine wichtige Rolle spielt, auf nichtkommutative Raumzeiten iibertragen
kann.

Man nennt die Zustédnde |z) auch kohdrente Zustinde. Wir werden in Kapitel 5 haufig
Gebrauch von ihnen machen. In Anhang B werden wir ihre Eigenschaften genauer untersucht.

2.3 Die Weyl-Symbole und das Moyal-Produkt

Im Prinzip kennen wir die Weyl-Symbole bereits. Sei f(q) durch (2.5) gegeben. Dann ist f das
Weyl-Symbol von f(g). Um auch anderen Elementen von &, = KC(H,,) eine Funktion auf dem
R* zuzuordnen, kehren wir die Abbildung (2.5) um. Wir definieren fiir Spurklasse-Operatoren
feK(Hy):

fw (k) == (2m) 2T (fe*9),
Dann heif3t

fw(z) = F(fw)(x)

das Weyl-Symbol von f. Die Zuordnung (2.5) hat die Eigenschaft, dass ein Polynom z® in den
Koordinatenfunktionen (hier ist « ein 4-Multiindex) auf den Operator {¢®}sym, das symmetri-
sierte oder auch Weylgeordnete Produkt der zugehorigen Koordinatenoperatoren, abgebildet
wird. Formal gilt offenbar

/d4x fw (@) = (27) 2 fiy (0) = Trf. (2.16)
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Man kann das Produkt (2.6) nun auch in Weyl-Symbole ausgedriicken:

(fw * gw) (z) : = fw x gw (@)
— (277)4/(14]{?(14]{)/ ezkaEW(k o k/)gw(k/)efékok’
_ —8 [ qapagsaa 4 g ks —i(k—k')y —ik'y —Lkok’ o (217)
= (2m) d*kd*k'd*yd*y e""e e e 2R fo () gw ()

_ 1 i
= 2y [ dd'h fiv(e = o a + g)e

Dies wird {iiblicherweise das Moyal- oder *-Produkt genannt. Da es nichts anderes ist als das
Operatorprodukt auf der Symbolebene ist es natiirlich auch assoziativ, aber nicht kommutativ.
Man sieht diesem Produkt direkt an, dass es nichtlokal ist, das heifit zu fy * gw(x) tragen
die die Werte von fy(y) und g (z) auch fiir weit von z entfernte y und z bei. Man muss mit
solchen Aussagen allerdings vorsichtig sein, schlielich sind die Funktionale f — fy/(z) nicht
positiv, so dass die Interpretation von fyy(z) als so etwas wie der “Funktionswert” von f an
der Stelle  problematisch ist.

Welche Klassen von Funktionen unter der Weyl-Abbildung mit welchen Klassen von Opera-
toren korrespondieren, ist nicht vollstéindig geklért [17]. Auf jeden Fall entsprechen die Symbole
fw € S(R*) den Operatoren auf L%(R?), deren Integralkern in S(R*) liegt. Diese Menge wird
in den Kapiteln 4 und 5 eine wichtige Rolle spielen, wir werden sie dort So nennen. Offenbar
sind fiir f € Sy in Gleichung (2.16) sowohl die rechte als auch die linke Seite wohldefiniert.
Aus der Zyklizitat der Spur folgt dann auch

/d4x fxglx) = /d4x g* f(x) Vf,g € S(RY). (2.18)
Fiir den Fall f,g € S(R*) ldsst sich auch eine andere hiufig verwendete Identitéit herleiten:
[t (£ g)w) = 20 [ dadtydth f(o - SoR)gla + e
= (2m) 72 / d*zd*k f(z— %ak)g(k)eik"”
= / d*k f(k)g(k)ezko* (2.19)
= [t fwac-r)
- [t @y
Das erlaubt es zum Beispiel partiell zu integrieren:
/d4x Ouf *g(x) = — /d4x f*0u9(x) Vf,g € S(RY). (2.20)
Das Moyal-Produkt wird héufig auch in der Form

(f % g) (@) = 3707 f (54 y)g(@ + 2) ymeco. (2.21)
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angegeben. Sie ist formal dquivalent zu (2.17). Echt gleich ist sie natiirlich nur fiir analytische
f und g¢. In der nichtkommuativen Feldtheorie wird (2.21) meistens als formale Potenzreihe
in o interpretiert. Auf dieser Basis funktioniert zum Beispiel die in der nichtkommutativen
Eichtheorie hiufig benutzte Seiberg-Witten-Abbildung [6]. Es ist hier jedoch Vorsicht geboten,
da das Produkt dann fiir alle endlichen Ordnungen lokal ist.
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Der nichtkommutative Minkowski-Raum




Kapitel 3

Feldtheorie auf dem
nichtkommutativen
Minkowski-Raum

Bereits in [3] wurde eine Quantenfeldteorie (QFT) auf dem nichtkommutativen Minkowski-
Raum definiert. In Analogie zur QFT auf dem kommutativen Minkowski-Raum und in An-
lehnung an (2.5) wurde

oa) = (22 [ dh () o ¢ (3.1)
mit
d(k) = V2r (0(ko)alk)* + 6(—ko)a(—=k)) (k> — m?) (3.2)

als freies, skalares Feld definiert. Das Tensorprodukt soll hier verdeutlichen, dass die Ope-
ratoren a,a” und ¢ in verschiedenen R&umen wirken. Offensichtlich erfiillt dieses Feld die
Klein-Gordon-Gleichung

(O+m?) ¢(q) = 0. (3.3)
Das Feld wurde hier so definiert, dass es nicht von ¢ abhéngt. Das Produkt zweier Felder ist
zwar o-abhingig (2.6) aber punktweise in ¥ (2.8). Auch durch die Bewegungsgleichung (3.3)
kommt keine Dynamik in ¥ zustande, da sie keine Ableitungen nach o enthélt. Das begriindet
die in Abschnitt 2.2 vorgenommenen Beschrankung auf &,.
Zur storungstheoretischen Behandlung der nichtkommutativen Quantenfeldtheorie (NC-
QFT) wurden im wesentlichen drei verschiedene Formalismen vorgeschlagen, die wir im fol-
genden vorstellen wollen.

3.1 Die modifizierten Feynman-Regeln

Man geht hier aus von der Wirkung, das heifit der Spur iiber die Lagrangedichte, fiir das
Beispiel einer skalaren ¢3-Theorie also

1 m? A
81 = Tr ( 30,000"0(a) - "5-6(0)0(a) - 6@o(a)oMa) ).
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Man kann das natiirlich auch durch Weyl-Symbole ausdriicken:

1 m? A
$161 = [ a' 300w (0" 6w (@) — "-ow (@)ow(@) — Sow o b (o).

Hier wurde Gleichung (2.19) benutzt. Man sieht, dass der freie Teil genau so aussieht wie im
kommutativen Fall, hier &ndert sich somit nichts, insbesondere bleiben die Propagatoren die
gleichen. Fiir den Wechselwirkungsteil erhilt man mit (2.4) und Tr(e?*7) = (27)25(k)

3
Tr (¢(Q)¢(Q)¢(Q)) :/Hd4kl gz;(k‘l)qvﬁ(ka)qg(kg)Tr <6ik1qeik2qeik3q>
=1

3 .
=(2)* /Hd4/<;,~ G(k1)dka)dks)d(ky + ko + kg)e™ 2 2i<i kioks
=1

Es ist also nahe liegend, die iiblichen Feynman-Regeln zu benutzen und fiir jeden Vertex
den Phasenfaktor e~z Zi<i Fioki 4 multiplizieren. Das sind die sogenannten modifizierten
Feynman-Regeln, die zuerst in [7] formuliert wurden. Zu beachten ist dabei, dass der Phasen-
faktor von der Reihenfolge abhéingt, in der die Impulse an den Vertizes ein- beziehungsweise
auslaufen. Der Phasenfaktor ist aber wegen der Zyklizitdt der Spur invariant unter zyklischen
Vertauschungen der Impulse.

Als Beispiel wollen wir die Selbstenergie in erster Schleifenordnung berechnen. Wir nennen
den einlaufenden Impuls p und den umlaufenden k. An den beiden Vertizes gilt offensichtlich
Impulserhaltung. Zunéchst betrachten wir folgende Reihenfolge der auslaufenden Impulse:
ki1 =—p, ko =k, k3 = p— k am ersten und ki = p, ks = k — p, k3 = —k am zweiten Vertex.
Dies ist im Graphen in Abbildung 3.1 dargestellt. Dabei wird die Reihenfolge der auslaufenden
Impulse an den beiden Vertizes jeweils im Gegenuhrzeigersinn gezihlt. Der Anfangspunkt der
Zahlung ist dabei wegen der zyklischen Invarianz des Phasenfaktors egal.

p—k

Abbildung 3.1: Ein planarer Graph

Man rechnet nun leicht nach, dass sich die Phasenfaktoren gerade wegheben. Man spricht
dann von einem planaren Graphen. Er entspricht genau dem aus der kommutativen Theorie
bekannten Graphen, weist also insbesondere die gleichen UV-Divergenzen auf [7].

Bei der Zuordnung k1 = —p, ko =k, ks =p—k am ersten und k1 =p, ke = —k, ks =k—p
am zweiten Vertex, dargestellt in Abbildung 3.2, bleibt jedoch ein Phasenfaktor

e~ % (7pokfpo(p7k:)+ko(p—k))e— % (—pok—po(p—k)+ko(p—k)) efikap
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p-k

Abbildung 3.2: Ein nichtplanarer Graph

iibrig. Hier spricht man von einem nichtplanaren Graphen. Er liefert einen Beitrag proportional
zu

1 1 ‘ 3 §
d4k —ikop __ A A ‘ 4
/ K2 —mZ+ic (p— k)2 —m? +ic (Ar x> Ar) (p) (3.4)

Hier bezeichnet xo die getwistete Faltung beziiglich 20. Der oszillierende Phasenfaktor macht
das Integral konvergent [8], es ist also keine Renormierung erforderlich. Das gilt jedoch nur
fiir endliche Impulse p. Im Limes p — 0 erhélt man wieder die {iblichen UV-Divergenzen. Es
besteht hier also in gewisser Weise eine Mischung des UV- und des IR-Bereichs. Fiir einen
einfachen Selbstenergie-Graphen stellt das kein Problem dar, da ein einlaufender Impuls p = 0
physikalisch keinen Sinn macht. Ist der nichtplanare Selbstenergie-Graph allerdings in einen
Graphen eingebettet, wie etwa in Abbildung 3.3 dargestellt, so wird iiber alle p integriert,
insbesondere auch iiber p = 0. Es gibt noch keine befriedigenden Ansétze zur Losung dieses
sogenannten UV /IR-Mischungs-Problems.

Abbildung 3.3: Ein UV /IR-divergenter Untergraph

Fin noch schwerer wiegendes Problem der modifizierten Feynman-Regeln ist, dass sie fiir
Theorien mit Raum-Zeit-Nichtkommutativitit (o% # 0), die fiir die Unschiirferelation (1.1)
notig ist, zu einer Verletzung der Unitaritdt fithren. Denn fiir die nichtplanaren Graphen
ist das optische Theorem bereits in erster Schleifenordnung nicht mehr erfiillt [9]. In [10]
wurde jedoch gezeigt, dass dieses Problem in den beiden im Folgenden vorgestellten Ansétzen
nicht auftritt. Die modifizierten Feynman-Regeln sind also offenbar ein schlechter Ansatz zur
storungstheoretischen Definition einer QFT auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum.
Insbesondere lassen sie sich, anders als die Feynman-Regeln der kommutativen Feldtheorie,
nicht aus dem Hamilton-Ansatz herleiten, wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden.
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3.2 Der Hamiltonformalismus

Mit Hilfe des Zeit-t-Integrals (2.14) ldsst sich ein Wechselwirkungs-Hamiltonoperator zum
Beispiel fiir die ¢3-Theorie definieren:

Hi(t) ::/ d3q :¢%(q): .
qO=t
Die S-Matrix ergibt sich wie iiblich durch die Dyson-Reihe
S = Teifdt Hi(t)

Die Unitaritédt folgt dann aus der formalen Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators. Zu
beachten ist hier, dass sich die Zeitordnung 7" nur auf die Wechselwirkungszeiten auswirkt. Wir
wollen auch in diesem Rahmen die Berechnung der ¢3-Selbstenergie in erster Schleifenordnung
skizzieren. Das Weyl-Symbol des Wechselwirkungsterms ist durch

3
iy (o) = / A4k T d*k: € : (k1) d(ks)d(ks): Tx <e—ikqeik1qez‘kzqez‘k3q)
i=1

3 .
:/Hd4ki ei(k1+k2+k3)“f1(5(141)(5(142)(5(/{3): o~ Licjkiok;

i=1

gegeben. Aus der Definition (2.14) des Zeit-t-Integrals folgt

/ d®q :p(q)*: :/ Pz 63 (2)
q=t 0=t
und somit fiir das zeitgeordnete Produkt zweier Integrale
T/dt Hl(t)/dt’ H(t)
=/d4xd4y (0(z° =)ol ()00 () +0(y° —a2°):diy: ()0 (2)) . (3.5)
Wir betrachten nun die zwei in Abbildung 3.4 dargestellten Kontraktionen des Produkts
1pyy (2): 0 (y):
3 .
/ H A4k dip; eilkrthatha)e gi(pr+petps)y =3 2ic; (kioki+piop;) (3.6)
i=1

- Ay (ko)A (ks3)d(ka + pay1)d(ks + prj2)d(k1)d(ps)
3
— / d4p3 H d4kjl ei(kl+k2+k3)1’ei(fk27k3+p3)yef%(k1+p3)0(k2+k3)ef%kgo’kg ei%kgo’kg

i=1

Ay (ko)A (k3)p(k1)d(ps)
:/d4k1d4p3d4k oi(k1+R)z oi(p3—k)y ,— 5 (k1 +ps)ok (A+ X0/9 A+) (k) ¢(k1)o(p3).
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O O O O @ O

Abbildung 3.4: Die beiden in (3.6) betrachteten Kontraktionen

Hier bezeichnet x die iibliche Faltung. Durch sandwichen in (p| ... |p) setzt man pg = —k; = p
und erhélt

/d4k ei(k—p)(m—y) (A+ X0/2 A+) (]C) = e_ip($_y) (A+ *0/2 A+) (,I — y)

Hier bezeichnet *g das punktweise Produkt und *o das Moyal-Produkt beziiglich 2¢0. Einsetzen
in (3.5) ergibt

/d496d4y e PE (0(20 — %) (Ay %02 Ay) (@ =) + 0" —2°) (Ay %02 A1) (y — ) -

Man kann hier also wieder einen planaren (mit *p-Produkt) und einen nichtplanaren (mit
kg-Produkt) Anteil unterscheiden. Beim planaren Term lésst sich die Heaviside-Funktion auf
die einzelnen A, -Funktionen ziehen, so dass man mit 8(x°)A  (z)+0(—2°) A (—2) = iAp(x)
das punktweise Produkt zweier Feynman-Propagatoren erhélt. Das ist wiederum der aus der
kommutativen Theorie bekannte Term. Im Fall des Moyal-Produkts kann man die Heaviside-
Funktion wegen der Nichtlokalitit des Moyal-Produkts nicht auf die einzelnen Zwei-Punkt-
Funktionen ziehen. Der nichtplanare Graph ist in diesem Formalismus also nicht proportional
zu (3.4).

Natiirlich treten auch noch andere Terme auf, bei der Kontraktion von ko mit ps und k3
mit p3 erhélt man zum Beispiel einen Beitrag proportional zu

/d4xd4y <9(x0 —y°) <€7i(x*y)' X9 Ay o AJr) (p) +6(y° —2°) (ei(xiy)- X2 Ay X A+) (_p)> '

Ausfiihrliche Rechnungen in diesem Formalismus finden sich in [18] und [19], wo er Wechsel-
wirkungspunktzeitgeordnete Stérungstheorie genannt wird.

Ein Nachteil dieses Formalismus ist, dass sich das wechselwirkende Feld nicht wie iiblich
durch die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen

¢(t,x) = i[H(t), ¢(t,%)]
berechnen lédsst. Denn zunéchst ist nicht einmal klar, wie der Kommutator iiberhaupt definiert
ist, nur beziiglich des Feldes oder auch beziiglich des Ortsanteils? Ein weiteres Problem ist
die Nichtlokalitéit des Produktes, die es schwer macht, dem Konzept der Gleichzeitigkeit einen
Sinn zu geben. Man hat also nicht unter Kontrolle, wie sich das wechselwirkende Feld fiir
t — oo verhélt, insbesondere, ob es dort frei wird. In nichtlokalen Theorien traten an dieser
Stelle in der Tat Probleme auf [20], so dass man diese Fragen sorgféltig untersuchen sollte.
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3.3 Der Yang-Feldman-Formalismus

In [10] wurden die wechselwirkenden Felder pertubativ mit dem Yang-Feldman-Ansatz [21]
bestimmt. Dies soll hier anhand der ¢3-Theorie dargestellt werden, die Bewegungsgleichung
sei also durch

(O +m?)d(q) = Ap(q)d(q)

gegeben. Die Idee ist nun, das wechselwirkende Feld als formale Potenzreihe
é(q) =D N'ul(q)
n=0

in der Kopplungskonstenten A zu berechnen. Offensichtlich 16st ¢g(q) die freie Wellengleichung,
man setzt es gleich dem einlaufenden Feld. Die héheren Ordnungen erfiillen dann

n—1
(O +m?)pn(a) = D Sr(@)bn-1-1(9):
k=0
so dass sie sich rekursiv bestimmen lassen. Man erhélt fiir die ersten beiden Ordnungen

61(q) = / a4 Aper(2)d0(q — )0 — @)

und

02(0) = [ dtadly Bru(z) ()
(¢o(g —y —x)po(q —y — x)po(q — =) + do(q — ¥)do(q — y — ¥)do(q —y — x)) .

Dies ist in Abbildung 3.5 durch Graphen dargestellt.

q q
q—x q—x
q—x-y + q—Xx-Yy

Abbildung 3.5: Die beiden Beitriige zu ¢9 im Yang-Feldman-Formalismus

Die Selbstenergie in erster Schleifenordnung ergibt sich nun durch Berechnung von

/d4zd4z' e~ hz i (Q¢2(q — 2z)po(q — 2')|).
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/é + &\
g F + 4 2
g\ + )\>

Abbildung 3.6: Die drei verschiedenen Kontraktionen fiir die ¢3-Selbstenergie.

Bei der Berechnung des Vakuumerwartungswertes wird eines der ¢g aus ¢o mit dem ein-
laufenden ¢g kontrahiert, die beiden iibrigen kontrahieren miteinander. Die drei Kontrakti-
onsmoglichkeiten sind in Abbildung 3.6 dargestellt. Die erste Kontraktionsmdoglichkeit liefert
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einen Beitrag proportional zu

d3k:

/d4xd4yd4zd4z/ Aret(x)Aret 7@]62 zpz /H
(<>k<>k<>k< >k4[a<k2>,a<k3>*1[a<k1>,a<k4>*1

e e ey ey = k), () fa(ks). (k) ])

3k A3k
2(4)(1(1 ) 2(4)(1(2)

- / d4xd4yd42d4zl Aret(x)Aret(y)e_ikzeipZ/AJr(Z, —z—y—2)(A-(y) + A+(y))

:/d4xd4yd4zd4z’ Aot () Ares (y)e~ 2P =ih1 (' —2—y=2) (eik2y+6—ik2y)

:5(k - p) d490d4yd4zl Aret(x)Aret(y)eileA-F(z/ —T—= y) (A—(y) + A+(y))

—

=30k = DB 0)B ) [ d'y Arasy) (B-(0) + B () e

:5(k - p)Aret(p)A-l—(p) <Aret *0 A—l—(p) + Aret *0 A—(ﬁ))
Hier taucht, wie im Yang-Feldman-Formalismus {iblich, das punktweise Produkt des retardier-
ten Propagators mit A, + A_ auf. Da kein Twisting-Faktor enthalten ist, nennen wir den

Graphen planar.
Bei der zweiten Kontraktion erhalt man stattdessen

3
/d4xd4yd4zd4z' Aret(x)Aret —zkz zpz /H d ]{7

(e—i(q—x—y—z)kle—i(q—x—y—z)kg ez(q—x—z)kg 6Z(q—z Vka [(I(k‘l), a(k‘g)*] [(I(k‘Q), a(kz4)*]

eIyl ey s e a (), alky) a(ka). a(ka)])
A3k A3k
2(4)(1(1) 2w(k2)

. . b . . .
Aret(x)Aret(y)e lkzezpze tko(2' —z—y z)elkgokl (ezk1y+e lkly)

d*zdtydtzdts

d*zd*zd* 2 A%k d* ks
Af(k‘l)AJr(/76‘2)Arezt(CU)Bﬂ'kZ@ipzl67”@(2/71%)GikQU/LCl (Aret(_kQ — k1) + Aver(—ko + k1))

d*zd*zd*2 d*k,

Il
\ — \

A+(k‘2)Aret( )e_ikzeipzle_ib(z/%_z) (Aret X9 Af(—kiz) + AL %o Aret(_kQ))
=00k = P)Area(P)A+ (0) (Arer 72 A (p) + AL 3 Ar(p)
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Hier wird nun das Moyal-Produkt beziiglich 20 von retardiertem Propagator und A, bezie-
hungsweise A_ gebildet. Wir sprechen von einem nicht-planaren Graphen.

Die dritte mogliche Kontraktion entspricht einem tadpole-Graphen aus der iiblichen Quan-
tenfeldtheorie. Thren Beitrag eliminieren wir durch Renormierung.

Dass in der eben berechneten Ordnung die Unitaritét erfiillt ist, wurde in [10] explizit
nachgerechnet.

Dieser Formalismus hat den Vorteil, dass das wechselwirkende Feld direkt aus der Be-
wegungsgleichung gewonnen wird. Auflerdem ist er explizit kovariant. Aber auch in diesem
Formalismus taucht das UV /IR-Mischungsproblem auf, wenn auch in einer anderen Form. Es
manifestiert sich hier dadurch, dass bei der Renormierung der Theorie die Dispersionsrelation
bereits bei kleinen Energien sehr stark modifiziert wird. Nur fiir Massen in der Gréflenordnung
der Planck-Masse ergeben sich halbwegs normale Dispersionsrelationen [22]. Das ist physika-
lisch natiirlich unbefriedigend.

3.4 Nichtkommutative klassische Feldtheorie

In [11] wurde eine klassische nichtkommutative skalare Feldtheorie iiber das Moyal-Produkt
definiert. Die Wirkung der wechselwirkenden ¢*-Theorie ist so durch

m2

1 A
Slo) = [ dte 50,6 0"0(a) ~ 6% 6la) — 10 66 % 6la) (3.7
gegeben. Die Bewegungsgleichungen sollen sich nun aus der Forderung der Invarianz unter
Transformationen ¢ — ¢ + d¢ ergeben:

S+ 00] = 8l6] = - [ ate o (06(0) + m0(e) + f0x 04 60) )

Dabei wurde partiell integriert (2.20) und die Zyklizitdt der Spur (2.18) benutzt. Aus der
Beliebigkeit von d¢ folgt dann die Bewegungsgleichung

C6(e) + m2(z) + 516 6 B(z) = 0. (33

Dieser Ansatz liasst jedoch viele Fragen offen. So wird nirgends prizisiert, welche Funk-
tionen eigentlich zugelassen sind. Die Definition (3.7) der Wirkung macht nur Sinn fiir Funk-
tionen, die im Unendlichen schnell abfallen. Losungen der Feldgleichung (zum Beispiel ebene
Wellen als Losung der freien Feldgleichung) tun dies im Allgemeinen aber nicht. Ein einfaches
Abschneiden durch punktweise Multiplikation des Integranden mit einer Testfunktion liefert
wegen der Nichtpositivitdt der Abbildung ¢ — ¢ (x) kein positives Funktional.

Ebenfalls in [11] wurde das Noether-Theorem fiir nichtkommutative skalare Feldtheorien
diskutiert und gezeigt, dass die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors im Allgemeinen nicht
verschwindet. Die Herleitung ist jedoch zweifelhaft: Es wird angenommen, dass

Slé + eFlg)] - Sl6] = — / d'z JM[](x),e(x) = / d'z 9,79 (w)e(@)  (3.9)
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gilt. Dabei ist F' eine Transformation des Feldes. Normalerweise kann man aus der Moglichkeit,
€ beliebig wihlen zu kénnen, folgern, dass 0, J#[¢] = 0 gilt. Dies sei jedoch hier nicht der Fall,
da wegen der Zyklizitat der Spur

[t sgw) g 1@) = [ate 7.9 =0
gilt. Deshalb wiirde man aus (3.9) lediglich
O " [9l(x) = [£[9], glo]]«(x)

folgern kénnen. Mit dem selben Argument kénnte man auch folgern, dass die Bewegungsglei-
chung um einen Term [f[¢], g[¢]] ergidnzt werden muss. Oder man konnte ein beliebiges f[¢]
wihlen, fiir das [ d%z f[¢](x) = 0 gilt. Das Argument ist also offenbar unsinnig.

Auch die in [23] gegebene Version des Noether-Theorems ist unbefriedigend. Dort wird die
Wirkung (3.7) auf der algebraischen Ebene geschrieben, das heiit das Integral wird durch die
Spur und das Moyal-Produkt wird durch das Algebraprodukt ersetzt. Dann wird der Energie-
Impuls-Tensor folgendermaflen konstruiert: Man betrachtet die Variation ¢ — ¢ + €9,¢ des
Feldes und berechnet die zugehorige Variation der Wirkung auf zwei Arten. Zunéchst gilt
offenbar

5MS[¢] =Tr (8ML[¢]) .

Unter Verwendung der Bewegungsgleichung (3.8) erhilt man andererseits

3,516 =T (0, (0,00°0) + 0,6 (04 m*o + 56 ) ) = Tr (0., (0,00°6)).

Aus der Forderung, dass die Differenz der beiden Variationen verschwindet, ergibt sich

Tr (ay (% (000" ¢ + 0 0, ¢) — 55L[¢]>> =Tr (8,T),) = 0. (3.10)

Problematisch an dieser Argumentation ist natiirlich, dass man es in keinem Schritt mit wohl-
definierten Gréflen zu tun hat.
Die Divergenz des so definierten Energie-Impuls-Tensors ldsst sich nun explizit ausrechnen:

0, T :%a% (O¢ + m?¢) + % (O¢ + m?¢) 8" ¢
20000 + 00" 00° + 520" 60 + 670 5) .

Den dritten Term auf der rechten Seite kann man wegen der Nichtkommutativitit des Produkts
nun nicht in die Form 1) 1)

—Zyv 3 - 361/

2 3! 09" + 2 3! 9709
bringen, um mit der Bewegungsgleichung (3.8) die Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors
zu erhalten. Explizit ergibt sich

A

pr _ 22
o, T =1

(066" + 60 66" + 00— °9°0) = 216,06, ¢). (31)
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Diese Formel wurde das erste Mal in [11] in der *-Produkt-Form angegeben. In Abschnitt 4.3
werden wir eine allgemeine Formel herleiten, die zu jeder Symmetrietransformation die “Er-
haltungsgrofie” und gegebenfalls den Quellterm liefert. Dann ist auch klar zu erkennen, welche
Symmetrietransformationen zu “Erhaltungsgrofien” mit Quellterm fithren.

Dass die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors nicht verschwindet, ist ein Phdnomen, das
bereits aus quantisierten nichtlokalen Feldtheorien bekannt ist [24]. Der Grund ist dort, dass
wegen der Nichtlokalitdt der Wechselwirkung die wechselwirkenden Felder nicht die kano-
nischen Vertauschungsrelationen erfiillen, was sich in der quantisierten Theorie &hnlich wie
in (3.11) bemerkbar macht.

In [25] wird der Term auf der rechten Seite von (3.11) als Divergenz geschrieben. Dort
wird mit Weyl-Symbolen und in der Ableitungsform (2.21) des *-Produkts gearbeitet, in der
offenbar

: 1 14 z
[f, g]«(z) = sin (58!89)0# ot )> flx+y)g(z + 2)|y=2=0
gilt. Das lésst sich formal natiirlich auch als

< (19w _uwa(z)
sm<28u o o >1 w _.1 w )
"o, f(x 4+ y)0vg(x + 2)|y=2=0 =: 20 Ouf * Opg(x) (3.12)

[f’ .g]* =
%a}(ty) UW&SZ) 2

schreiben. Wegen der Antisymmetrie von o gilt dann

1 1
5‘7“”3# (f+ dvg) = 5‘7“”8” (Ouf %' g) = [, 9]

Somit lasst sich die rechte Seite von (3.11) zum Beispiel auch folgendermafien ausdriicken:

Al

Outh” = 8MI§UM) ([¢, 0"l + Dp(dx @) . (3.13)

Man erhélt so einen erhaltenen Energie-Impuls-Tensor
TV = THY _ thv, (3.14)

Nun ist es nicht weiter erstaunlich, dass es moglich ist, einen erhaltenen Energie-Impuls-Tensor
zu konstruieren. Man muss lediglich die rechte Seite von (3.11) auf geeignete Weise integrieren.
So scheint auch die eben vorgestellte Konstruktion zu funktionieren (man beachte die inverse
Ableitung in der Definition (3.12) des %’-Produkts). Ahnlich wurde in nichtlokalen Theorien
vorgegangen (vergleiche (4.10) in [24]). Nun ist Integration eine nichtlokale Operation. Es stellt
sich also die Frage, ob der so konstruierte Energie-Impuls-Tensor noch eine lokale Funktion des
Feldes ist. In Kapitel 5 wird ein Lokalitatsbegriff fiir nichtkommutative Feldtheorien entwickelt,
so dass es im Prinzip moglich ist, diese Frage zu beantworten. Leider erweist sich die konkrete
Uberpriifung der Lokalitdt in diesem Fall als recht kompliziert. Ich bin in dieser Frage zu
keiner abschlieenden Antwort gelangt.
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3.5 Phinomenologie

In den letzten Abschnitten sollte deutlich geworden sein, dass nichtkommutative Feldtheorien
noch nicht wirklich verstanden sind. Dennoch wurden bereits viele Moglichkeiten diskutiert,
eine mogliche Nichtkommutativitdt der Raumzeit experimentell nachzuweisen oder auszu-
schlieflen. Meistens wird dabei, motiviert von der Stringtheorie, von Vertauschungsrelationen
der Form (1.4) mit 0" = Anc6" ausgegangen und nach Effekten der Brechung der Lorent-
zinvarianz gesucht. Hier hat 6§ Eintrdge der Groéflenordnung 1 und Ay¢ ist die Lidngenskala
der Nichtkommutativitdt. Nach der Motivation der Nichtkommutativitidt {iber die Raumzeit-
Unschérfen wire zu erwarten, dass Ayc von der Groflenordnung der Planckldnge ist. Falls
die Nichtkommutativitdt jedoch durch die Stringtheorie induziert wird, konnte Ay¢ auch viel
grofler sein.

Ein moglicher Effekt der Brechung der Lorentz-Invarianz wéren zum Beispiel Tag-Nacht-
Asymmetrien in Beschleunigerexperimenten. In ete -Experimenten sollten diese zu sehen
sein, wenn die Schwerpunktsenergie von der Gréflenordnung der Nichtkommutativititsskala
Anc = )‘]_VlC ist. So versucht man, untere Schranken fiir Ayc zu finden. Die entsprechen-
den phénomenologischen Rechnungen wurden iiblicherweise mit den modifizierten Feynman-
Regeln und nur in fithrender Ordnung durchgefiihrt. Man findet eine azimutale Abhéngigkeit
des differentiellen Wirkungsquerschnitts. Der totale Wirkungsquerschnitt oszilliert leicht in
Abhéngigkeit von der Schwerpunktsenergie /s, verhélt sich aber im Wesentlichen wie iiblich
proportional zu s~2. Einen Uberblick iiber diese Arbeiten bietet zum Beispiel [27].

Wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, fiithrt eine Nichtkommutativitdt der Raum-
zeit nicht zwangsldufig zu einer Brechung der Lorentzinvarianz. Es ist deshalb interessant,
nach Effekten der nichtkommutativen Feldtheorie zu suchen, die davon unabhéngig sind. Das
auffilligste Phénomen ist hier die Modifizierung der Eichtheorien [28]. So wird etwa die nicht-
kommutative Elektrodynamik eine nichtabelsche, also selbstwechselwirkende, Theorie. Au-
Berdem konnen dann auch neutrale Teilchen an das Photon koppeln. Somit sind Prozesse
moglich, die nach dem Standardmodell nicht erlaubt wéren. Zum Beispiel koénnte in einem
dichten Medium ein Photon in zwei Neutrinos zerfallen, was sich in der Energiebilanz von
Sternen bemerkbar machen sollte. Aus der Forderung, dass dieser Verlustmechanismus nicht
stiarker ist als der Standard-Verlustmechanismus durch Neutrinos, wird in [29] eine untere
Schranke Ayc > 81GeV hergeleitet.

Eine phinomenologische Rechnung, die nicht auf den modifizierten Feynman-Regeln, son-
dern auf dem Hamilton-Formalismus beruht, wurde in [30] vorgestellt. Es wurden ete™ —
php=, HH~, HYH°- Wirkungsquerschnitte in unterster Ordnung berechnet. Die Ergebnis-
se weichen stark von denen ab, die man mit den modifizierten Feynman-Regeln erhilt. So
steigt zum Beispiel der totale eTe™ — ptpu~-Wirkungsquerschnitt fiir Schwerpunktsenergien
Vs > Anc linear in +/s an, statt, wie iiblich, proportional zu 53 abgzufallen.



Kapitel 4

Wirkungsprinzip fiir
nichtkommutative Feldtheorien

Die Moglichkeit, Bewegungsgleichungen aus einem Wirkungsprinzip abzuleiten, ist fundamen-
tal fiir die moderne Physik. Deshalb ist es wiinschenswert, auch fiir nichtkommutative Feld-
theorien ein Wirkungsprinzip zu formulieren. Die grofite Schwierigkeit besteht darin, dass
zur Formulierung des Wirkungsprinzips fiir kommutative Feldtheorien das Konzept von “Ab-
schneidefunktionen” mit kompaktem Triger eine wesentliche Rolle spielt. Es ist nicht klar, was
das nichtkommutative Analogon dazu sein soll. Eine naive Definition des Abschneidens iiber
die Weyl-Symbole fiihrt zu einem Integral, das nicht positiv ist. Wir gehen deshalb in diesem
Kapitel so vor, dass wir das Konzept von Abschneidefunktionen algebraisch charakterisieren,
und zwar als ein Ideal der Feldalgebra, auf dem die Spur definiert ist. Wir erhalten Bedingun-
gen an die topologische Struktur der Feldalgebra und des Ideals der Abschneidefunktionen, die
hinreichend sind, um ein Wirkungsprinzip zu formulieren und daraus Bewegungsgleichungen
herzuleiten.

In Abschnitt 4.1 wird als Beispiel die Bewegungsgleichung fiir ein wechselwirkendes skala-
res Feld hergeleitet. In Abschnitt 4.2 wird untersucht, welche algebraischen und topologischen
Eigenschaften bei dieser Herleitung benutzt werden. Dies fiihrt zu einer abstrakten Definiti-
on des Wirkungsprinzips. In Abschnitt 4.3 wird das Noether-Theorem in diesem abstrakten
Rahmen formuliert. Schliefllich wird in Abschnitt 4.4 eine konkrete nichtkommutative Feldal-
gebra vorgestellt, die die in Abschnitt 4.2 formulierten Anforderungen erfiillt und eine skalare
Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-Raum beschreibt.

In diesem Kapitel spielen Algebren mit lokal konvexer Topologie eine grofie Rolle. Eine Zu-
sammenfassung der wichtigsten Definitionen und Sétze aus der Theorie lokal konvexer Rdume
findet sich in Anhang A.
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4.1 Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir ¢*-Theorie

Wir betrachten als Beispiel eine komplexe, skalare ¢*-Theorie, das heifit die Lagrangedichte
sei gegeben durch

m2
LI6", 6](a) 1= 50,80 9(a) — "5-6"0(a) — 11 (67 0)*(x).

Die Wirkung ist das Integral {iber die Lagrangedichte. Da unsere Felder aber beliebige glatte
Funktionen sein konnen ist das Integral {iber die gesamte Raumzeit im Allgemeinen nicht
definiert. Wir verwenden deshalb eine glatte, reelle Funktion g mit kompaktem Tréger (“Ab-
schneidefunktion”) und setzen

S,l6", 4] := / dz g(x)L[p", d)(x).

Ausserdem definieren wir die Funktionalableitung

05y x N /
<6—Qf[¢ ,¢]a¢> — desg[qS a¢+€¢]|6=0

fiir alle glatten ¢’ mit kompaktem Triger. In unserem Fall ergibt sich
35,

o

5016) = 5 [ 0 ) (0,006 0) — w7 0) — 50700/

— _% / dz ¢ (x) (3“(90M¢*)(96) +m’ge*(x) + %9¢*2¢(9€)> :

Die bei der partiellen Integration auftretende Divergenz verschwindet, da das Integral iiber
die Ableitung einer glatten Funktion mit kompaktem Trager verschwindet.

Wir wéhlen nun eine Folge g,, von glatten Funktionen mit kompaktem Tréger, die, mitsamt
allen Ableitungen, auf jedem Kompaktum gleichméflig gegen die Einsfunktion konvergiert. Da
¢' kompakten Triger hat, gilt somit

1)
lim ( 652”

1
2

606 =5 [ 4o 6@) (06 (@) 4o @) + oo ). (@)

Fiir Losungen der Bewegungsgleichung soll die Wirkung extremal sein. Préaziser formuliert
soll sie stationér sein unter Feldvariationen ¢’ mit kompaktem Triger. Wir fordern also, dass
(4.1) fiir alle ¢’ verschwindet. Aus der Tatsache dass fiir glatte ¢

</ dz ¢(x)(x) =0 Vi glatt, mit kompaktem Tréiger) =¢=0 (4.2)
gilt, folgt die Bewegungsgleichung

06" () + 26 (@) + 51676(2) =0, (4.3

Analog erhilt man mit der Funktionalableitung nach ¢* die Bewegungsgleichung fiir ¢. Da
die Wirkung reell ist, ist sie gerade das konjugierte von (4.3).
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4.2 Abstrakte Formulierung des Wirkungsprinzips

In diesem Abschnitt soll anhand des Beispiels im vorigen Abschnitt versucht werden, die
wesentlichen Voraussetzungen zur Definition eines Wirkungsprinzips und der Ableitung der
Bewegungsgleichung moglichst abstrakt zu formulieren.

Fine wesentliche Voraussetzung ist natiirlich, dass wir die Menge der Objekte der Theorie,
in unserem Fall die Felder, kennen. Es sollte sich dabei um eine Algebra A handeln, damit
man durch Multiplikation und Addition eine Lagrangedichte bilden kann. In unserem Beispiel
ist das die x-Algebra £(R") der glatten, komplexwertigen Funktionen auf der Raumzeit mit
punktweisem Produkt als Algebraprodukt. Sie trigt eine lokal konvexe Topologie, die der
gleichméfligen Konvergenz aller Ableitungen auf allen Kompakta, und ist in dieser vollstandig
(siche Anhang A). Die Multiplikation ist in dieser Topologie stetig (Anhang A). Fiir unsere
Zwecke (in (4.1)) benétigen wir aber nur die separate Stetigkeit der Multiplikation. Wichtig
ist auch, dass £(R"™) die Einsfunktion enthilt. Wir fordern also, dass die Felder eine unitale
x-Algebra A mit lokal konvexer Topologie bilden, in der A vollstindig und die Multiplikation
separat stetig ist.

In unserem Beispiel bendtigten wir zur Definition der Wirkung das Integral. Dessen Ver-
allgemeinerung ist die Spur, das heifit ein positives, zyklisches Funktional auf der Algebra. In
unserem Fall ist die Spur nicht beschrénkt, allerdings existiert ein *-Ideal Z, in unserem Beispiel
der Raum D(R") der Testfunktionen, auf dem sie definiert ist. D(R"™) selbst tréigt auch eine lo-
kal konvexe Topologie und ist in dieser vollstdndig. Das Integral ist stetig in der Topologie von
D(R™). Dartiber hinaus liegt D(R™) dicht in £(R") und die Inklusion D(R™) — £(R™) ist stetig
(siche Anhang A). Fiir festes g € D(R"™) ist auch die Multiplikation E(R™) 5 ¢ — ¢g € D(R™)
stetig. Wir fordern also die Existenz eines dichten Ideals Z, auf dem die Spur als positives,
stetiges Funktional definiert ist. Aus der Dichtheit folgt die Existenz einer Folge von g, € Z,
die in A gegen die Eins konvergiert!. Ausserdem fordern wir, dass analog zu (4.2) fiir ¢ € A

(Tr(¢) =0 VipeT)=¢=0 (4.4)

gilt. Wir fordern dariiber hinaus die Existenz einer lokal konvexen Topologie auf 7, in der 7
vollstéindig und die Inklusion Z — A und die Abbildung A > ¢ — ¢¢’ € T fiir alle ¢’ € T
stetig sind. Der Sinn dieser Forderungen wird im Folgenden klar werden.

Wichtig fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen war ja auch, dass man partiell inte-
grieren kann und dabei die Randterme wegfallen. Das liegt daran, dass die Ableitungen iiber
die Ableitung der Translationen (7,(s)¢)(x) := ¢(x — se*) definiert sind,

d Tu(=s)p — ¢

&TM(_S)QML@:O = llg(l] = S

Oug =

und die Translationen das Integral invariant lassen,

/d"w (Tu(s8)p)(x) = /d"w o(z) V¢ € D(R"),s € R"

!Da wir es hier mit lokal konvexen R#umen zu tun haben, wire es natiirlicher, die Dichtheit lediglich
iiber die Existenz eines konvergenten Netzes zu definieren (vgl. Anhang A). Im konkreten Beispiel aus dem
vorangegangenen Abschnitt, und auch bei der in Abschnitt 4.4 eingefithrten nichtkommutativen Feldalgebra,
liegt Z aber sogar im Sinne der Folgenkonvergenz dicht in A.
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und

Tu(8)(@Y)(@) = ((Tu(5)0) (Tu(5))) ().
erfiillen. Wir fordern also die Existenz von Ein-Parameter-Gruppen 7, von Automorphismen
von A und Z, das heif3t

Tu(s) : A— A und Tu(s): T =1

sind in der jeweiligen Topologie stetig fiir alle s. Sie sollen

Tr(ru(s)p) = Tr(¢)  VoeI (4.5)
Tu(s) (@) = (Tu(s))(Tul(s)h) Vo, € A .
Tu(s)(67) = (Tu(s)9)” Vo€ A (4.7)

erfiillen. Ausserdem sollen sie differenzierbar sein, das heifit die Abbildung

w

d
6 1= ol =5)dlom0 = limy (1)

soll sowohl in A als auch in Z definiert und stetig sein. Wegen der Vollsténdigkeit von 7 gilt
dann

oup el Vo € 1.
Aus (4.5) — (4.7) folgt dann

Tr(d,0) =0 VYoeI (4.9)
Ou(PY) = Budp + PO Vo, € A (4.10)
Ou(¢") = (Oup)" Vo€ A

Mit Hilfe der Leibniz-Regel (4.10) kann man nun partiell integrieren, und wenn ¢ oder ¢ in 7
liegt, verschwinden dabei wegen (4.9) die Randterme.

Schliellich stellen wir die Forderung, dass die Lagragedichte durch Polynome von ¢, ¢*
und deren Ableitungen gegeben ist. Dariiber hinaus soll sie reell sein, das heifit

LIy*, ¢I" = L[¢7, ¢]

erfiillen.

Wenn wir nun A,Z, {g,}, L wie gefordert gegeben haben, sagen wir, dass ¢ € A die Bewe-
gungsgleichung erfiillt, wenn

08
lim(—2%[¢*, #], ¢"*) = 0 Vot e T
n

gilt.

Dass man so die iiblichen Bewegungsgleichungen erhilt, wollen wir an einem konkreten
Beispiel iiberpriifen. Wir betrachten wiederum eine komplexe ¢*-Theorie, das heifit es sei

2
LI6", 6] 1= 50,0" 00— "6"0 — 2 (6°0)" (411)
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Dann gilt

lim( 5(;5;:,:

d
6010 =i T (g, 3Dl + 0

A
_ %IITILHTI' {gn <3Mq§'*3“¢—m2¢/*¢— %(¢/*¢¢*¢+¢*¢¢/*¢)>}
4.12)

A
— Ltim {w <6H(6“¢gn) g+ o (60" bgn + ¢gn¢*<z>>> }

(4.13)

1 1% 2 A *
- —§Tr{gz5 <D¢—i—m 6+ =60 ¢>} (4.14)
Dabei wurde von (4.12) auf (4.13) partiell integriert ((4.9) und (4.10)) und die Zyklizitét der
Spur benutzt. Beim Schritt von (4.13) auf (4.14) wurde die separate Stetigkeit der Multipli-
kation in A, die Stetigkeit der Ableitung auf A, die Stetigkeit von A > ¢ — ¢'¢ € T fiir alle
¢' € T und die Stetigkeit der Spur auf Z benutzt. Mit (4.4) ergibt sich die Bewegungsgleichung

O¢ + m¢ + %(b(ﬁ*qﬁ = 0.

Aufgrund der Hermitizitidt der Lagrangedichte gilt

6Sgn * /x\ 5Sgn * /\ *
somit liefert die Variation von ¢ die konjugierte Bewegungsgleichung.

Wenn wir nun eine Algebra .4 mit den geforderten Eigenschaften gegeben haben, so kann
man die Frage stellen, ob sich auf ihr auch reelle nichtkommutative Feldtheorien definieren
lassen. Hier ist zunichst zu beachten, dass fiir nichtkommutative Algebren die Menge der
hermiteschen Elemente im Allgemeinen keine Unteralgebra bildet, denn fiir hermitesche ¢, v
gilt

()" =9"¢" =g # dy.
Auf der Menge der hermiteschen Elemente lassen sich aber problemlos hermitesche Lagrange-
dichten definieren, zum Beispiel

2 A
LIg) = 50606 — 266 — S1600. (4.15)

Das Wirkungsprinzip kann man nun ganz analog formulieren, man beschréankt sich nun natiirlich
auf hermitesche Variationen ¢’ € Z. Zu iiberpriifen ist dann, ob Bedingung (4.4) auch bei Be-
schriankung auf hermitesche ¥ € 7 gilt. Das ist der Fall, da sich jedes ¢ € 7 in Real- und
Imaginirteil zerlegen lisst, die beide hermitesch sind und in Z liegen. Wenn wir also A,Z, {g, }
wie gefordert gegeben haben, so ldsst sich, analog zur eben durchgefiihrten Rechnung, aus der
Lagrangedichte (4.15) die Bewegungsgleichung

D¢+m2¢—|—%¢2:0

ableiten.
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4.3 Das Noether-Theorem

In dem im vorigen Abschnitt entwickelten Rahmen l&sst sich auch das Noether-Theorem for-
mulieren.

Definition 4.1. Sei «; eine differenzierbare Ein-Parameter-Gruppe von Automorphismen
von A und Z. Wir nennen « eine kontinuierliche Symmetrietransformation, wenn es eine
differenzierbare Ein-Parameter-Gruppe (s von Automorphismen von A und Z gibt, die die
Eigenschaften (4.5 — 4.8) erfiillt, und fiir die

Sp(g)las(@)" as(@)] = Sglo™, 0] VgeI, o€ AseR. (4.16)
gilt.

Satz 4.2. Sei ag eine kontinuierliche Symmetrietransformation und ¢ eine Ldésung der Be-
wegungsgleichung. Dann ist auch as(¢) fir alle s € R eine Losung der Bewegungsgleichung.

Beweis. Aus (4.16) folgt

055,

gn) * I\K\
<T¢*[a5(¢) sas(@)], as(@)) = (

0S8y,

5¢* [¢*’¢]7¢/*>

Da 8 nach Voraussetzung (4.7) erfiillt, gilt B5(1) = 1, somit ist auch g}, := Bs(gn) eine gegen
1 konvergente Folge. Somit gilt fiir eine Losung ¢ der Bewegungsgleichung und fiir alle ¢’ € 7

0Sg,

lm (2 [ (6)" (0] s ()") = lim (216" 0] ) = 0.
Nach Voraussetzung gilt a4(Z) = Z. Daraus folgt die Behauptung. U

Nun wollen wir der Frage nachgehen, ob man, wie im kommutativen Fall, jeder kontinu-
ierlichen Symmetrietransformation eine Erhaltungsgrosse zuordnen kann (Noether-Theorem).
Sei also a eine kontinuierliche Symmetrietransformation, dann gilt

55,
3"

95,
00

0= L85 los(6)", au(@)llsmo = Sy [67 8] + (o2[6", 6, 6l@)") + (26", ], 6(0)).

ds

Dabei wurde ¢(¢) := Ly (¢)]s=0 gesetzt.
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Wir wihlen als Beispiel wiederum die komplexe ¢*-Theorie (4.11). Man erhlt

2\

0:Tr< @216"01) + 5T (o (0u(0) 040 — m2aor 6 — 3 6(0) 0070 + 00 (0)0) )
+57r (3 (9u6046(0) ~ w?6a(0) - @ ator o+ 60s7ate) ) )

— T (481l 6]) - ATr <<aug><a<¢>*a“¢ 0 Fa(9)

=51 (g0 (@4 m20+ fo070) ) - 3Tl 0,600
ey (@ 4wt s !¢*¢¢*> 4(0)) - 1T (6l676(0),976)
=10 (5 (~BLI" 0D + 5060016 + 07 a(o) - FROa@L0]) ). (D

Hier wurde ausgenutzt, dass 3 (4.9) und (4.10) erfiillt, und angenommen, dass ¢ eine Losung
der Bewegungsgleichung ist. Die Gleichung soll fiir alle g € Z gelten, es folgt somit

LIS ) + 50u(6(6)" 0 + 9'670(6)) — R 6(0), 6"6] = 0.

Die ersten beiden Terme sind aus der kommutativen Feldtheorie bekannt. Der dritte Term
aber ist neu. Er tritt offenbar nur in wechelwirkenden Theorien auf und ist nur dann von Null
verschieden, wenn &(¢) kein Vielfaches von ¢ ist. Er ist auch nicht in der Form einer Divergenz
gegeben, so dass man ihn als Quellterm interpretieren wiirde. Man sieht also, dass in nichtkom-
mutativen Theorien einer kontinuierlichen Symmetrie im Allgemeinen keine Erhaltungsgrofie
zugeordnet werden kann.

Nun ist auch klar, wo der Haken an der “Herleitung” des Noether-Theorems in [11] ist.
Bereits die Annahme (3.9) ist falsch, wie man durch Vergleich mit (4.17) sieht. Das g dort
entspricht dem ¢ in (3.9).

Wir wollen zwei konkrete Beispiele betrachten. Sei zunichst as(¢) := €**¢. Dann ist fiir
B, = id die Bedingung (4.16) offenbar erfiillt. Es gilt ¢(¢) = i¢ und §(¢) = 0. Wir erhalten
somit

1 ik .
§3M(—z¢ Mo+ 10" p) =0,
also die iibliche Stromerhaltung. Betrachten wir nun Raumzeittranslationen, das heifit o, :=
7,(s). Fur fs := 7,(s) ist Bedingung (4.16) erfiillt. Es gilt &(¢) = B(¢) = —d,¢ und man
erhélt \
1 * * * 2 * *
o, (yrorowan - L d) = SReased. @

Auf der rechten Seite steht die Divergenz des iiblichen Energie-Impuls-Tensors. Die linke Seite
verschwindet im Allgemeinen nicht.

Man kann natiirlich auch Erhaltungsgrofien fiir reelle nichtkommutative Theorien betrach-
ten. Fiir die reelle ¢*-Theorie ist die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors zum Beispiel durch

(3.11) gegeben.
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4.4 Die nichtkommutative Feldalgebra M

In diesem Abschnitt soll eine nichtkommutative Feldalgebra vorgestellt werden, die die in Ab-
schnitt 4.2 formulierten Bedingungen fiir die Formulierung einer skalaren nichtkommutativen
Feldtheorie erfiillt. Zunéichst sieht man, dass die Algebra &, die die Nichtkommutative Raum-
zeit beschreibt, nicht in Frage kommt, da sie nicht abgeschlossen unter Ableitungen ist und
kein Einselement enthélt. Auch sind die einfachsten Losungen der Feldgleichung, die ebenen
Wellen, nicht in &, enthalten. Das ist aber auch nicht weiter verwunderlich, da das bereits im
kommutativen Fall so ist. Die Algebra der stetigen, im Unendlichen verschwindenden Funktio-
nen auf dem R?, die den kommutativen Minkowski-Raum beschreibt, ist nicht abgeschlossen
unter Ableitungen und enthilt weder die Eins noch die ebenen Wellen. Stattdessen wahlt man
dort, wie in Abschnitt 4.2 besprochen, die Algebra £(R*) als Feldalgebra. In diesem Abschnitt
wollen wir ihr nichtkommutatives Analogon vorstellen.

&, ist isomorph zu K(L?(R?)). Wir betrachten nun stetige Operatoren auf einem dichten
Teilraum von L?(R?), niimlich dem Schwartzraum S := S(R?). Sie bilden die Algebra £(S;).
Wenn man S; mit dem L2-Skalarprodukt versieht, gilt £(S1)* C £(S]). Hier bezeichnet S]
den Raum der temperierten Distributionen auf R?. Wir setzen M := £(S1)NL(S1)*, das heifit

M= {¢ € L(S1)|¢p" € L(S1)}.

M ist offensichtlich eine *-Algebra. £(S;) tréagt eine natiirliche, lokal konvexe Topologie, die
der gleichméfligen Konvergenz auf beschrankten Teilmengen. In Anhang A wird gezeigt, dass
L(S1) in dieser Topologie vollstiandig und die Multiplikation hypostetig ist, das heifit stetig
bei Einschréankung eines der beiden Argumente auf eine beschrinkte Teilmenge von L£(Sy).
Auf £(81)* wéhlen wir die Topologie so, dass * : £(S1) — £(S1)* ein Homéomorphismus ist.
Offensichtlich ist dann auch £(S;)* vollstéindig mit hypostetiger Multiplikation. Die Topologie
auf M sei dann die schwichste Topologie, so dass die Inklusionen M — L(S1), £(S1)* stetig
sind (projektive Topologie). Es handelt sich wiederum um eine lokal konvexe Topologie, in
der M vollstandig und die Multiplikation hypostetig ist. Offensichtlich enthélt M auch ein
Einselement.

Um das Ganze etwas anschaulicher zu machen, wollen wir die Koordinatenoperatoren g*
wie in (2.9) wiahlen. Das geht, da die Orts- und Impulsoperatoren @ 2 und P; 2 in M liegen.
Wie im kommutativen Fall liegen also auch die Koordinatenfunktionen und Polynome davon
in der Feldalgebra. Auch die ebenen Wellen €**7 liegen in M.

In [17] wird eine Charakterisierung des Funktionenraums der Weyl-Symbole von M ver-
sucht, sie gelingt jedoch nicht vollsténdig.

Die Menge der Elemente von M, deren Integralkern in S(R*) liegt, nennen wir Sp. Es
handelt sich um ein dichtes, beidseitiges *-Ideal (Bemerkung A.27). Wir versehen Sy mit
einer lokal konvexen Topologie, und zwar so, dass die Abbildung auf den Integralkern ein
Homoomorphismus Sy — S(R?) ist. In dieser Topologie ist Sy vollstéindig und die Inklusion
stetig. Auch die Abbildungen M > ¢ — g¢, pg € Sy sind fiir alle g € Sy stetig (Bemerkung
A.27).

Ein Beispiel fiir eine Folge von positiven Elementen von Ss, die in M gegen die Eins



4.4 Die nichtkommutative Feldalgebra M 35

konvergiert, sind die Projektoren

N
Py =) [n)(n].

[n|=0

Dabei ist n ein Doppelindex und |n) bezeichnet die Eigenzustéinde des harmonischen Oszilla-
tors. Die Moglichkeit, Abschneidefunktionen durch Integrale iiber Projektoren auf kohéirente
Zustinde zu definieren, wird im néichsten Kapitel behandelt.

Auf S, ist eine Spur definiert durch

Trg = /d2m Iy(x,x).

Hier bezeichnet I den Integralkern von ¢. Sie erfiillt die Bedingung (4.4). Denn angenommen,
es existiert ein ¢ # 0, fir das Tr(y¢) = 0 Vo € So gilt. Da ¢ # 0 ist, gibt es ein f € S mit
Y(f) = g # 0. Setzen wir nun ¢ = |f){(g| € Sz, so gilt Tr(»¢) = |g||* # 0, Widerspruch.

Interessant ist nun die Frage, ob sich kommutierende Translationen finden lassen, die die
Bedingungen (4.5 — 4.8) erfiillen. Aus der Zyklizitdt der Spur folgt, dass man fiir eine Ein-
Parametergruppe a von Elementen von M durch 5(s)(¢) := a(s)pa(—s) Translationen erhélt,
die die Bedingungen (4.5 — 4.8) erfiillen. Insbesondere kénnen wir die Operatoren D(z) aus
(2.11) wéhlen. Die in (2.12) definierte Ableitung ¢ — 0,,¢ erfiillt also alle Anforderungen, die
wir an unsere Derivationen gestellt haben.

Bemerkung 4.3. In unserer konkreten Zuordnung der Koordinatenoperatoren gilt zum Beispiel

Qo = —i[Q1, ¢].

Auch die anderen Ableitungen sind durch Kommutatoren mit den Orts- oder Impulsoperatoren
gegeben. Es handelt sich also um innere Derivationen. In Anhang A wird gezeigt, dass jede
stetige Derivation auf M eine innere Derivation ist, ein Ergebnis, das fiir Eichtheorien auf
nichtkommutativer Raumzeit interessant sein kdnnte.
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Kapitel 5

Das Lokalitatsprinzip

Im vorigen Kapitel wurde die Bewegungsgleichung fiir nichtkommutative Feldtheorien aus ei-
nem Wirkungsprinzip hergeleitet. Wir wollen uns in diesem Kapitel mit der Losung der Bewe-
gungsgleichung beschiftigen. Unser Hauptaugenmerk liegt dabei auf raumzeitlich beschriank-
ten Wechselwirkungstermen. Wir werden sehen, dass eine naive, durch das Wirkungsprinzip
motivierte, Definition des raumzeitlichen Abschneidens zu nichtkausalem Ausbreitungsverhal-
ten fiihrt. Das Problem 148t sich jedoch durch eine leichte Modifikation der Definition beheben.
Diese Modifikation ist nicht nur sehr natiirlich, sie macht auch die Besonderheiten der nicht-
kommutativen Feldtheorie deutlich. Sie fithrt uns zur Definition von lokalen Funktionalen, die
einige interessante, in der kommutativen Feldtheorie unbekannte, Eigenschaften haben.

In diesem Kapitel werden wir sehr hiufig von kohdrenten Zustéinden und normalgeordne-
ten Symbolen Gebrauch machen. Im ersten Abschnitt werden die dazu benétigten mathema-
tischen Hilfsmittel vorgestellt. In Abschnitt 5.2 besprechen wir die Lésung der Bewegungsglei-
chung iiber die Cauchy-Daten. In Abschnitt 5.3 wird ein Lokalitétsbegriff fiir unsere nicht-
kommutative Feldalgebra M eingefiihrt und seine Eigenschaften untersucht. In Abschnitt 5.4
beschéftigen wir uns mit der Frage, welche Wechselwirkungsterme ein in unserem Sinne kau-
sales Ausbreitungsverhalten haben. In Abschnitt 5.5 definieren wir lokale Funktionale und
untersuchen einige ihrer Eigenschaften. Insbesondere berechnen wir mit Peierls Methode ihre
Poisson-Klammer. Im letzten Abschnitt werden erste Schritte zur Quantisierung der lokalen
Funktionale von freien Feldern unternommen.

5.1 Mathematische Hilfsmittel

In diesem Abschnitt sollen die in diesem Kaptitel benétigten mathematischen Hilfsmittel vor-
gestellt werden. Eine Herleitung der entsprechenden Eigenschaften findet sich in Anhang B.

Eine wichtige Rolle spielen im Folgenden die breits in Abschnitt 2.2 eingefiihrten kohéaren-
ten Zusténde |z). Fiir sie gilt

(zly) = e~2@o W= gle—yl?

sie bilden also kein Orthonormalsystem. Das Skalarprodukt féllt jedoch im euklidischen Ab-
stand |z — y| gaussférmig ab. Hier bezeichnet (-, -) das euklidische Skalarprodukt. Die kohéren-
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ten Zustidnde bilden aber ein iibervollstdndiges System und lassen sich zu einer “Auflésung
der Eins” verwenden, das heifit es gilt

/d4x 1) (2] = (27)21.

Das Integral konvergiert in der Topologie von M. Man kann somit auch die Spur als

19 = (20) 2 [ e (a] o)

schreiben.
Die Grole (x| ¢ |x) hat eine Nahe liegende physikalische Interpretation, wir sprechen vom
Erwartungswert von ¢ an der Stelle x. Die Funktion

on(z) = (z[ ¢ |z)

heiBt das normalgeordnete Symbol von ¢. Es handelt sich um eine auf ganz C* fortsetzbare
analytische Funktion. Man rechnet leicht nach, dass wie beim Weyl-Symbol Ableitung mit
Symbolbildung vertauscht:

(Oud)n (2) = 0uon ().
Die normalgeordenten Symbole kann man auch durch Faltung mit einer Gaussfunktion aus
den Weylsymbolen erhalten:

o () = / dy duw (y)e v

Mit den kohédrenten Zustédnden l#8t sich die Halbnormfamilie {| - | }xer auf S; definieren:

[ME

1= sup {1+ 1) (el 11}

zeR
Sie ist dquivalent zur Standard-Halbnormfamilie. Auf Sy definiert man fiir k,1,m,n € R die
Halbnormen

k
2

6l = sup {(1+\er> (1+ry\2)5\<w\¢\y>r} (5.1)

z,ycR4
16]2, = / dladly (14 [22)™ (1 + )" (] 6 [y)[2

Diese Halbnorm-Familien sind wiederum &quivalent zur Standard-Halbnormfamilie auf S,.
Offenbar gilt gy € S(R?*) fiir g € S.

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass ¢ genau dann in M liegt, wenn es zu jedem m ein
n und zu jedem n ein m gibt, so dass ||¢||mn < oo gilt. Die || - ||;n-Norm kann man auflerdem
auch mit dem normalgeordneten Symbol schreiben:

9112, = /d4md4y (1+]z+ y\2)m (1+]z— y\Q)n e~ 1l lon(z + iay)]Q ) (5.2)
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5.2 Die Feldgleichung und das Cauchy-Problem

Durch Bildung des Erwartungswertes wird aus der “algebraischen” freien Feldgleichung in M
die iibliche freie Bewegungsgleichung auf dem R*:

Oén(z) + mipy(x) = 0.

Losen kann man sie durch Vorgabe von Cauchy-Daten ¢x (0, -) und 9y (0, -), das heifit durch
Festlegen der Erwartungswerte von ¢ und dy¢ auf der Cauchy-Fliche 2° = 0. Es soll nun unter-
sucht werden, welche Cauchy-Daten man vorgeben kann, so dass die Losung in der Feldalgebra
M liegt. Das ist dann der Fall, wenn ¢y eine analytische Fortsetzung auf C* besitzt, und es
zu jedem m ein n und zu jedem n ein m gibt, so dass ||@||mn, < 0o gilt.

Wir entwickeln ¢ im Fourierraum:

o (@) = / d'k §(K> — m?) (B(ko)a(k) + 6(—ko)a” (—k)) e 7 = / d'k o (k)e ™

oder auch

d3k —i(w(k)z®—k-x * i(w(k)z® —k-x
onte) = [ gy (e 9 1otk

Die Funktionen a,a* und somit auch gz/bj\v lassen sich aus den Cauchy-Daten bestimmen:
a@zz/&mwmm&w+%mmwn%*
19 = [ @ @O (0.5) — ithow(0.x)) €

Nach dem Paley-Wiener-Theorem fiir temperierte Distributionen (Theorem IX.12 in [15])
hat ¢ eine analytische Fortsetzung auf ganz C*, wenn die temperierte Distribution ¢y kom-
pakten Tréger hat. Dann gibt es Konstanten C, N, R, so dass

lon(2)| < C(1+ |2)NefI32 vzecC

gilt. Setzen wir dies in die Halbnorm (5.2) ein, so erhalten wir

— N
612, < C [ dladly (1+[o+yP)" (Lo o) " (L4 VEEFRE) e i

Wir benutzen nun ein Lemma aus [40]. o
Lemma 5.1. FEs gilt

1+ x4+ y|2 < % (1 + |:U|2) (1 + |y|2) Vz,y € R, (5.4)

(1+]z+yP?) ' < % (L+[2?) 1+]y?)""  Va,yeRY (5.5)

Lo P > 2 (04 o) (LEP) Ve e RE (5.6)
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Beweis. Ungleichung (5.6) folgt aus (5.5), (5.5) folgt aus (5.4) und (5.4) aus
4(1+[2f) (14 yP) =3 (1 + |z +y°) = |z — I + 2z,y) = D + 4 (Jl’lyf* — (z,9)*) > 0.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien m,n > 0. Dann folgt aus (5.4) und (5.5)

4 m—+n _ " 12
||¢H§n7,n §C<§> /d4xd4y (1+|x|2)m n(1+|$|+|y|)N (1_|_|y|2)m " Ryl o= 3ly*

Mit der Wahl n = m + 3 4+ N/2 ist dann offensichtlich [|¢||2, ,, < co. Analog gehen wir fiir
vorgegebenes n vor. Es gibt also zu jedem m ein n und zu jedem n ein m, so dass ||¢|2,, < oo
gilt. Somit haben wir gezeigt, dass fiir ¢ mit kompaktem Trager ¢ in der Feldalgebra liegt.

Das Anfangswertproblem ist also sinnvoll gestellt, wenn wir die Anfangsdaten so wiihlen, dass
¢n dies erfiillt.

5.3 Lokalitat

In den folgenden Abschnitten wollen wir die Lokalitdtseigenschaften von Wechselwirkungs-
termen untersuchen. Dazu wollen wir in diesem Abschnitt definieren, was wir unter einem
lokalisierten Element der Feldalgebra M verstehen und die Eigenschaften dieses Lokalitétsbe-
griffs untersuchen.

Die Elemente von M sind stetige Operatoren auf dem Schwartzraum Sy. Sei also ¢ € M
und {py} eine gerichtete Halbnormfamilie von &;, dann gibt es zu jedem k ein C' und ein £/,
so dass

pr(o(f) < Cpw(f) VfeES

gilt. Wir wollen die Lokalitdt der Operatoren iiber die Anwendung auf “lokale” Testfunktionen
definieren. Die am besten um den Raumzeitpunkt x lokalisierte Testfunktion ist der kohiren-
te Zustand |x). Dariiber hinaus wissen wir, dass |(y|x)| = etz gilt. Das motiviert die
folgende

Definition 5.2. Sei g € M und {py } ke eine gerichtete Halbnormfamilie von S;. Wir nennen g
rechtslokalisiert im Gebiet G, wenn es zu jedem k € I und jedem Multiindex « eine Konstante
C und ein k' € T gibt, so dass

i ((8%9) [2)) < Cpp(|a))e 145wz e RY (5.7)

gilt. Dabei bezeichnet d(x,G) den euklidischen Abstand von x und G. Wir nennen g linkslo-
kalisiert in GG, wenn g* rechtslokalisiert in G ist.

Bemerkung 5.3. Die Definition ist konsistent in dem Sinne, dass sie nicht von der Wahl der
gerichteten Halbnormfamilie abhéngt. Denn sei {¢;} eine dquivalente gerichtete Halbnormfa-
milie. Dann gibt es zu jedem [ ein k& und eine Konstante D, so dass q;(f) < Dpr(f) Vf € &1
gilt, und zu jedem k&’ ein I’ und eine Konstante F, so dass pi/(f) < Equ(f) Vf € &1 gilt. Sei
nun Bedingung (5.7) erfiillt. Dann gilt

a ((9%9) |2)) < Dpy ((9%9) |2)) < CDpy(|2))e~ 54 < CDEqy(|a))e” 19,
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Bei der Definition ist zu beachten, dass die Kenntnis von (0%¢) |z) fiir alle z notig ist. Das
ist ein Unterschied zum kommutativen Fall, wo man, um zu entscheiden, ob x im Trager von f
liegt, f nur in einer Umgebung von x kennen muss. Es handelt sich also, salopp gesagt, um eine
nichtlokale Definition von Lokalitit. Da wir es aber mit einem nichtlokalen Raum zu tun haben,
148t sich dies wahrscheinlich nicht vermeiden, wir kénnen sogar froh sein, wenn iiberhaupt eine
verniinftige Definition von Lokalitét gelingt. Ein weiterer Haken an der Definition ist, dass die
Bedingung in nichttrivialen Beispielen schwer zu iiberpriifen ist, wie sich bei der Untersuchung
der Lokalitdt des modifizierten Energie-Impuls-Tensors gezeigt hat. Fiir den Moment erfiillt
sie jedoch ihren Zweck, da sie, wie wir im Folgenden sehen werden, #hnliche Eigenschaften hat
wie der Begriff des Trigers in der kommutativen Theorie.

Beispiel 5.4. Ein g der Form

§i= / diz g(z)|z) (z] g€ DRY (5.8)

ist sowohl rechts- als auch linkslokalisiert im Triger von g. Zuné&chst einmal gilt

- d d
0,(0) = g [ Ao gl o — te) (o — te¥] = [ e Tgla +te)[2) (o] = By

das heifit 0,(g) ist wieder von der Form (5.8) und der Triger wird dabei hochstens kleiner.
Nun gilt

1
< Vol(suppg) sup {|g(z)|} sup { (1+|y)?)2 6_%d(y’suppg)2} ¢~ (@ suppg)?
z y

1
§]2) | = sup {(1 L)
yeER?

/ d'2g(2) (4]2) (2])

was die Rechtslokalisierung beweist. Linkslokalisierung folgt aus §* = g.

Bemerkung 5.5. Sei G’ D G. Dann gilt d(z,G’) < d(z,G) und somit e 1d@0) < o= 1d@C)?,
Ist also g rechts- (bzw links-) lokalisiert in G, so ist g auch rechts- (links-) lokalisiert in G’.
Bemerkung 5.6. Seien g, h rechts- (bzw. links-) lokalisiert in G, H. Dann gilt

_Li(z.3)2 1 q(x. H)2

(g + ) |2)]), < lg )|y + [h]2)]x < Cglle)|y e 9 4 Cp o) e 14D
(e 2

< ma‘X{Cg7Ch}Hx)’max(k/,k”)e 14w GUH) :

Somit ist g + h in G U H rechts- (links-) lokalisiert.

Bemerkung 5.7. Aus der Definition folgt offensichtlich, dass wenn ¢ € M und g rechtsloka-
lisiert in G ist, dann auch ¢g rechtslokalisiert in G ist. Die in G rechtslokalisierten Elemente
bilden also ein Linksideal. Analog bilden die linkslokalisierten ein Rechtsideal.

Bemerkung 5.8. Sei g rechtslokalisiert in G. Dann ist gD(z) offensichtlich rechtslokalisiert in
G — x. Mit der vorangegangenen Bemerkung folgt, dass fiir in G, ;) rechts- (links-)lokalisiertes
9> gz := D(x)gD(—x) rechts- (links-) lokalisiert in G, + = ist.
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Bemerkung 5.9. Sei g rechts- (bzw. links-) lokalisiert in einem kompakten Gebiet G. Dann ist
g € 83, denn fiir rechtslokalisiertes ¢ gilt fiir alle k, 1

E L L 1 9
sup {(1-+10) (1 1) * (el g )1} < € sup { (1415 Il e 409}
$7yeR4 y€R4

Dies ist endlich, da ||y)|,, polynomial beschrénkt ist, sieche das nachfolgende Lemma. Fiir
linkslokalisiertes g folgt die Behauptung aus S5 = So.

Lemma 5.10. Zu jedem | > 0 gibt es Konstanten C, D, so dass

N~

C(1+1e)? <|l),<D(1+[22)? VoeR

gilt.
Beweis. Wegen (5.4) und (5.6) gilt

l
] 4\ 2 L L
o = sup {0+ 1) e < (1) 1 o) sup {2y et}
yeR4 yeR4
1

i 3\ 2 i 1
o) = sup {1+ ) e e = (3)7 (0 g sup {0 ) et
4

yeR yER?
]

Die in den vorangegangenen Bemerkungen genannten Eigenschaften hat unser Lokalitéits-
begriff mit dem des Trégers gemein. Es stellt sich aber die Frage, wie scharf der Begriff wirklich
ist, das heifit, wie wichtig die Angabe des Gebietes ist. Diese Frage ist noch nicht ganz ge-
kldrt, man kann jedenfalls zeigen, dass Lokalitit in G nicht Lokalitéit in einem beliebigen G’
impliziert. Dazu das folgende

Beispiel 5.11. P, := |z) (x| ist in {x} rechtslokalisiert. Zunéchst gibt es zu jedem [ ein C, so
dass ) ,
1Py ly)l, = Cemal=9F vy e R

gilt. Nach Bemerkung 4.3 sind die Ableitungen durch Kommutatoren mit Orts- oder Impuls-
operatoren gegeben. Zum Beispiel gilt

(80P$) = Zlea: - ZP$Q1

Der erste Term ist nach Bemerkung 5.7 wieder in {x} rechtslokalisiert. Fiir den zweiten Term
berechnen wir mit Lemma 5.10

1 . . g _lip
Pe@ily)ly = 5ls” iy +a° — a3 o)), < O [y)ly el

Dabei wurde benutzt, dass die kohédrenten Zustéinde Eigenzustidnde des Vernichtungsoperators
sind (B.9). Die hoheren Ableitungen behandelt man analog. Aus der Hermitizitdt von P, folgt
die Linkslokalisierung in .
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Nun ist P, in keinem abgeschlossenen, konvexen Gebiet G lokalisiert, das = nicht enthélt.
Denn angenommen, P, sei in einem solchen G lokalisiert. Dann gilt

beziehungsweise
o —yl* > d(y,G)* = DIn (1 + [y[*) - D".
Sei z € G so gewihlt, dass |r — z| minimal wird (nach Voraussetzung ist |x — z| > 0). Wir

setzen y(t) := x + t===. Wegen der Konvexitit von G gilt

lz—z[*

dy().G)® = (lr = y(t)] + |z — 2)* = > + 2t|z — 2| + |z — 2.
Aus der obigen Ungleichung wird somit
D'+ Dln(1+ ly()?) — |z — 2|* > 2tz — 2|

Da |y(t)| als Funktion von ¢ polynomial beschrinkt ist, ist die Ungleichung offensichtlich nicht
fiir alle t erfiillt. Das beweist die Behauptung.

Nun wiére es natiirlich schén, wenn man zeigen kénnte, dass ein g, das in konvexen Gebieten
G, G’ lokalisiert ist, auch in G N G’ lokalisiert ist, beziehungsweise fiir G N G’ = () die Null ist.
Ich vermute, dass das der Fall ist, da wegen g |z) = [d*y g|y) (y|z) die Halbnormen in einem

geeigneten Mittel nicht schneller als e~117=¥* abfallen kénnen. Ein Beweis ist mir bis jetzt
aber nicht gelungen. Bereits die genannten Eigenschaften lassen die Definition aber sinnvoll
erscheinen.

Wir kénnen nun definieren, was lokale Funktionen auf der Feldalgebra sind. Wir nennen
f: M — M lokal, wenn f(¢) die gleichen Lokalisationseigenschaften wie ¢ hat. Nach Be-
merkung 5.7 sind Potenzen und somit auch die reellen Lagrangedichten lokal. Fiir komplexe
Theorien muss man die Definition modifizieren, zum Beispiel in dem Sinne, dass die Rechtslo-
kalisation erhalten bleibt und sich auch auf die Linkslokalisation iibertréigt, wie zum Beispiel
bei ¢ — ¢*¢p. Die interessante Frage, ob der in Abschnitt 3.4 vorgestellte modifizierte Energie-
Impuls-Tensor in diesem Sinne lokal ist, liefl sich bis jetzt allerdings nicht beantworten. Das
Hauptproblem ist, dass das bei der Konstruktion des Zusatzterms verwendete +-Produkt auf
der Ebene der Weyl-Symbole definiert ist, wiahrend sich die Lokalitit am besten auf der Ebene
der normalgeordneten Symbole iiberpriifen 148t.

5.4 Lokale Wechselwirkungsterme

In diesem Abschnitt sollen lokal begrenzte Wechselwirkungen in die Theorie eingefiihrt werden.
Wir werden sehen, dass eine naive Definition lokaler Wechselwirkungsterme gerade nicht zu
lokalisierten Wechselwirkungen fiihrt. Wir werden dann eine Modifizierung vornehmen und
sehen, dass sie die gewiinschten Lokalitdtseigenschaften besitzt.

Beginnen wollen wir die Untersuchung mit der einfachsten nichttrivialen Modifizierung der
freien Wirkung Sy, die Einfithrung eines Quellterms S1(¢) := ATrg¢. Hier ist g im Allgemei-
nen ein Element von Sy, kann jedoch, wenn wir die Lokalitdtseigenschaften untersuchen, als
lokalisiert in einem kompakten Gebiet G angenommen werden.
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Die modifizierte Wirkung fithrt zur Bewegungsgleichung
(O +m*)p = Ag.

Sei ¢g eine Losung der freien Bewegungsgleichung. Wir suchen nun eine Losung ¢ der
modifizierten Bewegungsgleichung, deren Erwartungwerte fiir 20 — —oo mit denen von ¢y
iibereinstimmen. Mit anderen Worten, wir 16sen die Wellengleichung

(O +m?)on(z) = Agn(2)

mit der Randbedingung, dass ¢n(z) — (¢o)n(z) fiir 2° — —oo gilt. Die Losung ist

o (@) = (o)w(@) + A [ d'y Ao = g ()
— @@ + A [ 4 Aralwon (@ - )
= (Go)l@) + 2 [ 'y B9 ()
mit
gy = D(y)gD(—y).

Denn A,.; ist eine temperierte Distribution mit Trager im Vorwirtslichtkegel, also gibt es nach
dem Bros-Epstein-Glaser-Lemma ([15], Theorem IX.15) eine polynomial beschrénkte Funktion
F mit Trager im Vorwértslichtkegel und einen Multiindex «, so dass Aye; = 0“F gilt. Und
da gy eine Schwartzfunktion auf dem R* ist, ist es leicht zu zeigen, dass der Zusatzterm fiir
2% — —oo schneller als jede Potenz abfillt. Somit ergibt sich

¢ = o+ A / d*z Aver(2)ge. (5.9)

Nun stellt sich die Frage, ob dies iiberhaupt wieder ein Element der Feldalgebra ist. Das
ist in der Tat der Fall, denn es gilt der folgende

Satz 5.12. Sei T € S'(R*), g € So. Dann ist ¢ = [ d*z T(x)g, € M.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass es zu jedem m ein n gibt, so dass

2
< 00

wmmzjh%&yu+uﬁmu+wﬂ"

/*zﬂ@@MAw

gilt. Da T eine temperierte Distribution ist, gibt es Zahlen C,l und einen Multiindex «, so
dass

[t TG alge )| < € sup {0+ 1)’ 108 (el ol

z€R4

gilt. Wegen g € Sy gibt es zu jedem p, q ein D, so dass

102 (2] g: ly)| = (2] (0%9): [y)| <D (1 + |z —2*) P (L+ |y —2*) "
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gilt (vergleiche (5.1)). Wir wihlen p = m + 3, ¢ = p + [ und erhalten mit (5.5)
m n -m—3 m+3+1
61,0 < O [ dtaaty (1 Jaf)™ (1 )" (14 2) 7 (14 2)™

Die x-Integration ist durchfiihrbar, die y-Integration ist fiir n < —(m+3+1) —3 durchfiihrbar.
Somit gibt es zu jedem m ein n so dass ||@||mn < 0o gilt. Ganz analog zeigt man, dass es zu
jedem n ein m gibt so dass ||@||mn < 0o gilt. Also ist ¢ € M. O

In [17] wurde dieser Satz auf der Ebene der Weyl-Symbole bewiesen (Korollar zu Theo-
rem 4). Man kann ihn als Indiz dafiir werten, dass die Wahl von M als Feldalgebra und S;
als Variationsideal verniinftig war.

Es stellt sich nun die Frage nach der Lokalisierung der Losung. Wie oben sei F' eine
polynomial beschrinkte Funktion mit Triager im Vorwiértslichtkegel und « ein Multiindex, so
dass A, = 0%F gilt. Wir setzen ¢ := [ d*z A,ei(7)g, und nehmen an, dass g im Kompaktum
G rechtslokalisiert ist. Es gilt

1l =sup { (14 1:7)

[dt B Gl @9 |y>\}
Sngp{(lﬂz\z)%/wdﬂ‘x (1+ o) (=~ ol 0% by — ) }

1

4\ 2 n+tl L

§C<§> /Vd4x (1+|x|2) 2 sup{(1+|z|2)2|(Z|aa9|y—33)|}
a z

<c / diz (14 |22)F # o~ hd(Gyap
Vi

2 (1+ ]y—m\z)

m+n+l

< <%> 2 (1+ ’y‘z)gl/ d'z (1+z) 2 e~ 1dy—G2)®
3 v,

Hier wurde wieder (5.4) verwendet. Das Integral in der letzten Zeile versuchen wir nun weiter
abzuschiitzen. Dazu wihlen wir 2/(y) € Vi so, dass d(y — G,2'(y)) = d(y — G, V) gilt.
z(x,y) € y — G sei so gewihlt, dass d(z(z,y),r) = d(y — G, ) gilt und 2" (z,y) € V, sei so
gewihlt, dass d(z(z,y), 2" (z,y)) = d(2(z,y), V}) gilt (sieche Abbildung 5.1). Dann gilt wegen
der Konvexitiit von V.

d(y - G’x)Q Z d(CC,CC/,(CC,y))Q + d(:ﬂ”(:ﬂ,y),y - G)2 2 d(x’x”(x,y))z + d(V+,y - G)2

Offensichtlich ist d(2'(y), 2" (x,y)) kleiner gleich dem Durchmesser |G| von G. Mit der Drei-
eicksungleichung ergibt sich somit

d(z,2"(,y))* > d(z,2'(y))* — 2| Gld(, 2" (x,y)) = |G]* > d(x, 2" (y))* — 2|Gd(x, 2" (y)) - 3|G|*.



46 Das Lokalitéitsprinzip

z(X.y)

Abbildung 5.1: Konstruktion der Abschiatzungen

Wir erhalten also

Bly)l, < C" (1+ lyf)

m m+n+l
2

e—iaV4y—Gﬁl/“ Qo (14 [e2) 7 et (e QP26 W)I-3iGP)
Vi

m+n—+l

o da (L et )P) " el

Vi—a'(y)
m+n—+l
2

< o (1 + |y|2)% eid(VJr,yG)Q/

m+n—+l

eid(V+,yG)2/d4x (1—{—|:C|2) 2 6*%‘5’3\2+‘%‘\5’3“

wl3

<o (1+P)E (1412 w)P)

Offenbar gibt es eine Konstante D, so dass (1 + \x’(y)P) <D (1 + ‘y’2) fiir alle y gilt. Wir
erhalten also . )
91y, < (1 + ’y‘z)m—f—T o 7 UG+ y)?

Somit haben wir bewiesen

Satz 5.13. Sei g rechts- (links-) lokalisiert im Kompaktum G. Dann ist ¢ := fd4x Avet(x)gs
rechts- (links-) lokalisiert in G + V.

Wenn also das g aus (5.9) im Kompaktum G rechts- (links-) lokalisiert ist, so ist ¢ — ¢,
das heifit, die durch den Quellterm verursachte Stérung, in G + V. rechts- (links-) lokalisiert.
Es handelt sich also wirklich um einen, in unserem Sinne, lokalen Storterm.

Wenn wir nun eine lokalisierte ¢-Wechselwirkung einfithren wollen, so wire eine nahe
liegende, auch aus der Diskussion des Wirkungsprinzips motivierte Wahl

Sy := ATr (g¢%) . (5.10)
Als Bewegungsgleichung erhilt man
(B +m?)d =X (¢%g + bgo + 9¢°) -

Mit dem Yang-Feldman-Ansatz ergibt sich die Korrektur erster Ordnung in A zur Losung ¢
der freien Feldgleichung als einlaufendes Feld zu

1 = /d49€ Aret(x) ((P0009)z + (P09%0)z + (9¢000)z) -
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Hier lassen sich offensichtlich keine Aussagen iiber die Lokalisierung von ¢; machen. Wenn g
rechtslokalisiert in G ist, so gilt das offenbar auch fiir den ersten Term, fiir die beiden anderen
im Allgemeinen aber nicht. Der Wechselwirkungsterm (5.10) ist also in unserem Sinne nicht
lokal.

FEine Form des Wechselwirkungsterms, die diese Probleme vermeidet, ist
S1 = ATr ((g9)*) . (5.11)

Das kommutative Analogon dazu wire, die Felder erst abzuschneiden und dann in die Wirkung
einzusetzen. Im kommutativen Fall ist das allerdings das Gleiche, wie das Produkt der Felder
mit g% abzuschneiden. Fiir unsere nichtkommutative Theorie macht es aber sehr wohl einen
Unterschied. Als Bewegungsgleichung erhélt man nédmlich

(O +m?)¢ = 3Agogdy,

die Korrektur erster Ordnung in A zur freien Losung ist also

1= / d'z Avet(2)(9009%09)a-

Wenn g in G, rechts- (links-) lokalisiert ist, ist nach Bemerkung 5.7 auclr_l gbogPog in G
rechts- (links-) lokalisiert. Aus Satz 5.13 folgt dann, dass ¢1 in G,y + V4 rechts- (links-)
lokalisiert ist. Das gilt offensichtlich auch fiir die Korrekturen héherer Ordnung. Zum Beispiel
ergibt sich fiir die Korrektur zweiter Ordnung:

d2 = / d*zdby Aver() Avet(y) (9(9009609)y9609)s + (9009(9609¢09)y9)x) - (5.12)

Der Wechselwirkungsterm (5.11) hat also die gewiinschten Lokalisationseigenschaften.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob man mit einem Wechselwirkungsterm der Form (5.11)
einen adiabatischen Limes durchfiihren kann. Eine Vorraussetzung dafiir ist, dass es ein Netz
{gn} von (moglicherweise lokalisierten) Elementen von Sy gibt, so dass

lim gn¢gn¢gn = ¢2
n—00

gilt. Dies ist wegen der Hypostetigkeit der Multiplikation in M und Bemerkung A.16 dann
der Fall, wenn die Menge der g, beschrinkt in M ist und das Netz {g,} gegen die Eins
konvergiert. Wir wissen bereits, dass es sogar gegen 1 konvergente Folgen von Elementen
von Sy gibt. Insbesondere kann man eine Folge {h,}, h; € D(R*) wihlen, die auf jedem
Kompaktum gleichmiissig gegen (27)~2 konvergiert. Dann ist {h,} (vergleiche (5.8)) eine
Folge von lokalisierten Elementen von Ss, die nach Lemma B.2 in M gegen 1 konvergiert.
Als konvergente Folge ist sie natiirlich auch beschrinkt. Eine der Grundvorraussetzungen
fiir die Konstruktion eines adiabatischen Limes mit lokalisierten Wechselwirkungstermen der
Form (5.11) ist somit erfiillt.



48 Das Lokalitéitsprinzip

5.5 Die lokalen Funktionale und ihre Peierls-Klammer

Eine Verallgemeinerung von (5.11) wéren Funktionale der Form

¢ = Tr(fidfad. .. fug) = 0d(f1)o(f2) ... d(fn)o,  fi € S, (5.13)

die im Folgenden lokale Funktionale genannt werden. Die Betrachtung dieser Funktionale wird
nicht nur durch die im vorangegangenen Abschnitt vorgenommene Diskussion der Lokalisa-
tionseigenschaften von Wechselwirkungstermen nahe gelegt. Die lokalen Funktionale stellen
auch eine sehr natiirliche Klasse von nichtlinearen Funktionalen auf der Feldalgebra dar. Sie
sind auch deshalb interessant, weil sie eine Besonderheit der nichtkommutativen Feldtheorie
sind. Natiirlich sind die lokalen Funktionale der kommutativen Feldtheorie ein Spezialfall un-
serer lokalen Funktionale. Zum Beispiel kénnte man in der kommutativen Theorie (5.13) auch
einfach als Tr (f; - ... fn¢") schreiben. In der nichtkommutativen Feldtheorie sind das nicht
nur andere Ausdriicke, sie unterscheiden sich, wie wir im vorangegangenen Abschnitt gesehen
haben, auch in ihren physikalischen Eigenschaften.

In diesem Abschnitt werden wir, ohne dabei Anspruch auf Vollstiandigkeit zu erheben,
einige Eigenschaften der lokalen Funktionale untersuchen. Insbesondere werden wir mit Pei-
erls Methode ihre Poisson-Klammer berechnen. Schliefilich wird auf lokale Funktionale, die
Ableitungen der Felder enthalten, eingegangen.

Aus der Zyklizitét der Spur folgt offensichtlich, dass die lokalen Funktionale zyklisch sind,
das heifit, dass fiir zyklische Permutationen o € Z,,

0 (f1) .- d(fn)o = 00d(fo1)) - - D(fo(n))o (5.14)

gilt.

Betrachten wir nun die von den lokalen Funktionalen erzeugte Algebra. Eine interessante
Eigenschaft der lokalen Funktionale ist, dass sie in gewisser Weise faktorisieren, wenn man als
“Testfunktionen” Operatoren von Rang Eins, also in der Form f; = |a;)(b;| mit a;,b; € Sy,
wahlt:

0¢(f1) .- d(fn)o = Tr(Jar)(br]@. . . |an)(bn|d) = d(|ar)(bnl)d(laz)(br]) . .. d(|an)(bn-1]).
(5.15)
Hier wurde ¢(f) := o¢(f)o gesetzt. Es handelt sich natiirlich nicht wirklich um eine Faktori-
sierung, da die f; sozusagen verschoben zusammengesetzt werden.

In gewisser Weise 148t sich diese Faktorisierung auch umkehren. Denn sei {1;} eine Or-
thonormalbasis von L?(R?). Dann lifit sich jedes f € S in Matrixelemente entwickeln:
f =22 ¢ijli)(1;]. Die Koeffizienten c¢;; bilden dann eine schnell konvergente Reihe. Siehe
dazu auch Abschnitt A.3, wo diese Entwicklung mit den Eigenfunktionen des zweidimensio-
nalen harmonischen Oszillators durchgefiihrt wird. Sei nun g € Sy durch g = >, dij[vi) (¢
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gegeben. Dann gilt

S()d(g) = cidia ;11w (W] @)
ikl
— Z i Tr (|Yr) (5| 0|vs) (W] @)
ikl
= cijdi 0 ¢k (Wi (1) (W) o
ikl

Wir haben also das Produkt zweier lokaler Funktionale durch eine Summe von lokalen Funk-
tionalen ausgedriickt. Offenbar funktioniert das auch fiir lokale Funktionale mit beliebigen
Potenzen der Felder. Im kommutativen Fall ist so etwas nicht moéglich. Das Produkt zweier
Integrale 1483t sich im Allgemeinen nicht als Summe von Integralen schreiben:

/ d f(x)(z) / aty gw)dy) £ / a4z hn ()62 (a).

Natiirlich bleiben hier viele Fragen offen. Zum Beispiel ist nicht klar, wie sich die posi-
tiven lokalen Funktionale charakterisieren lassen. Die lokalen Funktionale scheinen aber eine
interessante algebraische Struktur zu besitzen, die es Wert sein kénnte, genauer untersucht zu
werden.

Nun soll mit Peierls Methode [31], [32] die Poisson-Klammer

{o0(f1) -+ d(fm)o,00(g1) - - - P(gn)o}

von lokalen Funktionalen des freien Feldes berechnen. Dazu addieren wir den Term

X0 6(f1) - (fm)o

zur freien Wirkung. Das Feld, dessen Erwartungswerte fiir z° — +oo mit der Losung ¢
der freien Feldgleichung iibereinstimmen, und das in erster Ordnung in A die modifizierte
Feldgleichung 16st, ist durch

0

ba/p=¢— A/dx Agusret(@) D (foyBFo@) -+ Fotmo1)Foim))a

UGZn

gegeben. Dies wird nun im Funktional o¢(g1) ... ¢(gn)o ausgewertet und der Term erster Ord-
nung in A bestimmt. Fiir die Peierls-Klammer erh&lt man so

{od(f1) ... @(fm)o,0d(g1) - .- P(gn)o} = —d%\\xonf (10R - GnPR — G10A - - - Gnda)
= —/dﬁﬂ A(z) Z Z Tr (ga/(1)¢-~¢ga/(n) (fa(1)¢---¢fa(m))$>

0E€Lm o' €Ln

:/dﬂf A(z) Z Z Tr (fa(1)¢-~¢fa(m) (ga/(1)¢---¢90/(n))$>- (5.16)

0E€Lm o' €ln
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Hier wurde die Kommutatorfunktion A = A, — Ay, eingefiihrt, die Antisymmetrie von A
verwendet und Tr (f,g) = Tr (fg—.) benutzt.

Wir wollen nun sehen, ob diese Klammer die iiblichen Eigenschaften der Poisson-Klammer
erfiillt. Da sie iiber die Ableitung definiert ist, gilt die Leibniz-Regel. Die Antisymmetrie folgt
aus der Antisymmetrie von A und der Zyklizitét der Spur: Tr (f,g) = Tr(fg-.). Man kann
auch die Jacobi-Identitidt nachpriifen:

{{oo(f1) - - (fm)o;00(g1) - - - ¢(gn)o}, 0p(h1) ... p(hy)o} + zykl. Vert.
= /d4xd4y A(z)A(y) Z Tr

m—1
S hé. bfi(ho. . dhi), fis1d. .. Sfm (916 dgn), (5.17)
i=1
n—1
+3 S0 bfu (910 69: (6. Ohe), g6 . bg.) (5.18)
i=1
k-1
+> hid.. hi (910 bgn), hit1¢. . Sk (froh. .. D fm), (5.19)
1=1
m—1
+ > Mo dh (16 6 (91 b90), 16 Ofn) (5.20)
i=1
n—1
+Y 016 8Gi (f1- - fim)y Git16 .- bgn (... Shy), (5.21)
i=1
k-1
+> 910 bgn <h1¢- - Ohi (f1d. .. Ofm)y hiv10. .. ¢hk>m] : (5.22)
i=1

Dabei steht f; fir f,;), gi fir go;) und hy fiir hgry. Den Term (5.17) kann man unter
Verwendung der Zyklizitdt der Spur umformen:

m—1
S ST (A6 0fi (b dh), firrd . bf (916 b90), )

oo’o’” 1=1

m—1
= > > T (Mo O (166 (916 690), fi1d - 6fm) )

oo'o! =1

Man sieht, dass er sich wegen der Antisymmetrie von A mit dem Term (5.20) weghebt. Analog
zeigt man, dass sich die Terme (5.19) und (5.22) und (5.18) und (5.21) wegheben. Die Peierls-
Klammer von lokalen Funktionalen der freien Felder erfiillt also die iiblichen Eigenschaften
der Poisson-Klammer.

Da wir das wechselwirkende Feld mit dem Yang-Feldman-Formalismus pertubativ als for-
male Potenzreihe in der Kopplungskonstanten aus dem einlaufenden freien Feld bestimmen,
kénnen wir nun auch die Peierls-Klammer fiir das wechselwirkende Feld berechnen. Man erhélt
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so wieder eine Potenzreihe in der Kopplungskonstanten. Dies ist dquivalent dazu, die Peierls-
Klammer direkt fiir das wechselwirkende Feld zu berechnen und es dann in der Kopplungskon-
stanten zu entwickeln!. Somit erfiillt auch die Peierls-Klammer des wechselwirkenden Feldes
die {iblichen Eigenschaften der Poisson-Klammer.

Ein Spezialfall von (5.16) ist

(@), 00} = [ dte A T(g.). (5.23

Dies ist mit der Poisson-Klammer

@().60)} = [ d's ) [ ay 1wty - (5:21)

der kommutativen Feldtheorie zu vergleichen. Vom algebraischen Standpunkt aus sind die bei-
den Ausdriicke identisch. Die y-Integration in (5.24) entspricht der Spur und g(- — x) ist die
um z verschobene Testfunktion g,. Wir haben es lediglich mit unterschiedlichen Algebren zu
tun. Insbesondere verschwindet im nichtkommutativen Fall, anders als im kommutativen, das
Produkt von in disjunkten Gebieten lokalisierten f, g nicht. Das macht es im nichtkommutati-
ven Fall schwer, anhand des Ausdrucks (5.23) die Kausalitdt der Theorie zu diskutieren. Wenn
man den Begriff der Kausalitéit jedoch nur auf das Ausbreitungsverhalten lokaler Stérungen
bezieht, so ist die Theorie, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, kausal. Dariiber
hinaus féllt die Peierls-Klammer (5.23) fiir zunehmende raumartige Trennung der Lokalisati-
onsgebiete sehr schnell ab. Sei zum Beispiel f in F' rechtslokalisiert und ¢ in G linkslokalisiert.
Dann ist [d*z A(z)g, in G + V linkslokalisiert und es gilt

{6(F). (@)} < / dtyd*z |(2] 1 [y)|

Gl [ dea@. |y>1

_k _ 1
< / dlydtz (1+ 12272 £ )l (14 |22) 2

l

[ ates@aly)
= Cng/d4yd4z (1+ |Z|2)7% (1+ |y|2)% o1, F)? —Ld(y,G+V)?

Die z-Integration kann man zum Beispiel mit der Wahl k = [ = 3 durchfiihren. Das verbleiben-
de Integral iiber y geht dann fiir zunehmende raumartige Trennung von F' und G sehr schnell
gegen Null. Analog kann man fiir linkslokalisiertes f und rechtslokalisiertes g argumentieren.

Die Peierls-Klammer (5.23) stimmt auch mit dem Kommutator (6.7) aus [14] iiberein. Fiir
zwei Zustidnde w,w’ auf £ wurde dort

). 0] =1 [ dte ) [ty ow )ity - o)

berechnet, mit den Weyl-Symbolen wy (z) := (2r)~% [ d*k e=*%w(e*9). Wegen (2.19) stimmt
das, bis auf den Faktor ¢, mit unserer Formel {iberein.

'Das ist die Aussage von Proposition 2 aus [32]. Der dort gegebene Beweis it sich aber wohl nicht direkt
auf den nichtkommutativen Fall iibertragen. Es ist aber nicht schwer, die genannte Eigenschaft fiir Sin: =
ATr (h1¢. .. o) direkt zu iiberpriifen.
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Es soll nun noch kurz auf lokale Funktionale mit Ableitungen eingegangen werden. Dazu
definieren wir

Tr (f10%6 ... fnd®m ) =: 00 d(f1) ... 0% G(fm) o (5.25)

Hier sind die a; Multiindizes. Offenbar gilt, wie im kommutativen Fall,

0°¢(f) = (—1)*p(0f).

In lokalen Funktionalen mit héheren Potenzen der Felder lassen sich die Ableitungen aber
offensichtlich nicht komplett auf die Testfunktionen ziehen.

Wir wollen nun die Peierls-Klammer dieser Funktionale ausrechnen und zeigen, dass auch
hier die iiblichen Eigenschaften der Poisson-Klammer gelten. Addieren wir das A-fache von (5.25)
zur freien Wirkung, so erhalten wir als Bewegungsgleichung

O+m?)p =2 Y (—1)%m % (f,)0%@ ... 9%V f ).
0ELm

Die Korrektur erster Ordnung in A zum einlaufenden freien Feld ¢q ist somit durch

o1 =\ / Az Ara(@) 3 (~1) %m0 (f,0)0% D ... 8% foi)

O'EZm

gegeben. Es ist hier (0%¢), = 0” (¢5) zu beachten. Hier sind auch wieder dieselben Lokalitéts-
eigenschaften wie bei lokalen Funktionalen ohne Ableitungen erfiillt. Fiir die Peierls-Klammer
erhéilt man nun

{007 3(f1) ... 0§ fun)o, 00™ Blg1) - .. 0% Bgn)o} = / d'z AT Y S0

0E€ELm o' E€Ln
. (660/(@ (f0(1)3a0(1)¢ - 8av<m—1>¢f0(m)) g% m) (gg’(1)860/(1)¢ cee 860/(n_1)¢ga’(n)> > :

Dass Leibniz-Regel und Antisymmetrie erfiillt sind, sieht man wie im vorigen Abschnitt. Auch
die Jacobi-Identitét ist erfiillt. Als Beispiel zeigen wir, dass sich die (5.17) und (5.20) entspre-
chenden Terme wegheben:

>0 T (0% (1™ OGO (MO G O B, fi1 0% O bf)

oo'oi

0 (107...0716g,) ) (~1)™
= 3 (I (00 (10 O Bhy), 107G 9N

oo'oi

D (07 O hg,) find™ 606 )

=) (1) Tx (aai (M0 ... 0" =1 phy,)

oo'ai

O (£10% . 9N fi0 O (107607 g,) fiad 6.0 b ) _y)

Dabei steht wiederum f; fiir fo(;) und so weiter. Die erste Zeile entspricht dabei (5.17) und
die letzte, wegen der Antisymmetrie von A, gerade dem Negativen von (5.20).
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5.6 Quantisierung

In diesem Abschnitt sollen erste Schritte zu einer Quantisierung der im vorangegangenen
Abschnitt eingefiihrten lokalen Funktionale auf den freien Feldern unternommen werden. Auch
hier wird eine interessante Eigenschaft der lokalen Funktionale zutage treten.

Wir wollen nun aus dem lokalen Funktional (5.13), das man auch als ein Funktional

0...0: Mx8&®" = C
auffassen kann, ein operatorwertiges Funktional
o SO — L(D,H)

machen. Dabei ist D wie iiblich ein dichter Teilraum des Hilbertraums H. Die Semikolons
sollen hier andeuten, dass es sich um ein Analogon zum normalgeordneten Produkt der kom-
mutativen Feldtheorie handelt. Ahnlich wie in (3.1) setzen wir

(1) b(f): = /d4/<:1 A (R - GRn): Te(fre™9 . fethnd), (5.26)

wobei ; (k1) ... ¢(ky,); den Operatoranteil trigt. Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob die
Ausdriicke ; ¢(k1) ... ¢(k,); mit den iiblichen normalgeordneten Produkten der kommutativen
Feldtheorie zusammenhingen.

Der Grund fiir das Auftreten der Normalordnung in der kommutativen QFT ist der folgen-
de: Die Felder ¢(z) und somit auch die ¢(k) sind operatorwertige temperierte Distributionen.
Nun treten Probleme bei Produkten von Feldern auf, denn das Produkt zweier Distributionen
ist im Allgemeinen nicht wohldefiniert. Man kann das auch folgendermafien sehen:

/d4x o(z)p(x) f(x) = /d4/<:1d4k2 (5(]41)(5(k2)/d4x F(w)elatia)z
= [ @y )OS + o).

Nun ist f (k1 + ko) aber keine Schwartzfunktion in k7 und ks, sodass der Ausdruck nicht wohl-
definiert ist. Man geht deshalb von ¢(x)? iiber zu :¢(z)?: , was wiederum eine operatorwertige
temperierte Distribution ist. Dass das im nichtkommutativen Fall gar nicht nétig ist, zeigt uns
das folgende

Lemma 5.14. Sei f; € Sy Vi. Dann ist die Abbildung
R S (k... ky) — Tr <fleik1q . fneik”q) = T(k1,...,kn) (5.27)

eine Schwartzfunktion.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von R* > k — ¢4 € M, der Stetigkeit von M > ¢ — ¢f € Sy
fiir f € Sy (Bemerkung A.27) und der Stetigkeit der Spur auf Sy ist die Abbildung stetig. Die
Ableitung nach (k;), ergibt zum Beispiel

0
a(k'l)u

7

5 (kzla)“> etk fneik"q> ,

T(ky,... ky)="Tr <f1 <iq“
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also wieder eine stetige Funktion. Offenbar sind auch alle anderen und héheren Ableitungen
stetig, somit ist 1" glatt. Auflerdem gibt es zu jedem Multiindex 3 ein C, so dass

o B
() i

gilt. Nach Voraussetzung gilt dariiber hinaus

D <Y (1 kP) T [T (Rt et et

as<p

m
2

_ 1
(] 1) < | Flim (L+[21?) 72 (1 + [y]?) Vi,m e R, Vz,y e RLYf €Sy

und somit mit D(z) |y) = ez(@o™') |z +y) (vergleiche (B.17)) und (5.5)

(%)ﬁl Tr (fle““q . fneik"q) }

R a1 ik an ik
Tr (flq e fq%re "q)‘

< C sup HZ (1+ |k;|?) 2

. 4
ki€R =1 ;<p;

< C sup HZ 1—|—|k|

. 4
ki€R =1 a;<p;

J XLt T Vo = s = )

O0ELn,

, ) n hi+18i1=my 4 7lz+mz
<C H sup |fiq® li;m, sup H L+ |ki|*) " 2 /d zi (14 |zi]?) .
i=1

Phs(T) = sup {H(lﬂk\ )71

. 4
kiR L i=1

h ‘H/BZ ol

Hier ist p’ eine Variante der Halbnorm (A.1). h ist ein n-Multiindex, §; ein 4-Multiindex.
Offensichtlich kann man fiir alle h und 8 die Multiindizes [, m so wéhlen, dass der Ausdruck
endlich ist. O

Der Ausdruck (5.26) ist also wohldefiniert, wenn ; ¢(k;) ... (k,); eine temperierte Distri-
bution in den k; ist, wovon man im Allgemeinen ausgehen kann. Bei der Quantisierung von
lokalen Funktionalen mit héheren Potenzen der Felder treten die iiblichen Divergenzprobleme
also nicht auf. In gewisser Weise wurde mit dem IR-Cutoff durch die Multiplikation mit “Test-
funktionen” f; gleichzeitig ein UV-Cutoff durchgefiihrt. Dabei spielt eine wesentliche Rolle,
dass die €’* Verschiebungsoperatoren sind (Bemerkung 2.1) und immer zwischen zwei Test-
funktionen stehen. Dadurch werden im Ausdruck (5.27) die Testfunktionen f; gewissermafien
gegeneinander verschoben was das Lemma 5.14 auch anschaulich plausibel macht.

Fine interessante Konsequenz von Lemma 5.14 ist, dass auch die normalerweise UV-
divergenten hoheren Terme aus dem Yang-Feldman-Formalismus wohldefiniert sind. Als Bei-
spiel schauen wir uns den relevanten Teil des ersten Terms von ¢o(f) an (vergleiche (5.12)):

Tr (fD(:U)QD(y)ge”‘“"ge“”qu(—y)geike‘qu(—x))
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Die D(z) sind wie die e**? Verschiebungsoperatoren, so dass es sich nach Lemma 5.14 um eine
Schwartzfunktion in z, y, k; handelt. Somit sind die z— und y— Integrationen in (5.12) ausfiihr-
bar. Das geht auch in allen hoheren Ordnungen, da zwischen zwei Verschiebungsoperatoren
immer ein Element von Sy steht.

Nachdem wir nun gesehen haben, dass eine Normalordnung fiir die ; ¢(k1) ... ¢(k,); nicht
notig ist, wollen wir im Folgenden einige ihrer Eigenschaften aus dem Korrespondenzprinzip
ableiten. Aus der Forderung, dass (5.14) auch fiir die quantisierten Funktionale gilt, erhilt
man

s (K1) - D(kn); =3 O(kp1)) - - - D (Ko(m)); (5.28)

fiir zyklische Vertauschungen o.
Nun setzen wir ¢(k) :=; ¢(k); und versuchen, [p(k1), d(ky)] aus der Forderung zu bestim-
men, dass [¢(f), ¢(g)] bis auf einen Faktor ¢ mit (5 23) iibereinstimmt. Es gilt

6(F), 6(9)] = / A4k [(k), (K'Y Te( fea)Tr(ge™' ).

Wir nehmen [¢(k), ¢(k")] = §(k+k")p(k) an, und wollen (k) bestimmen. Die hinteren Faktoren
sind gerade die Fouriertransformierten der Weyl-Symbole von f und g. Man erhélt somit

6(f), 6(g)] = / d*zd'k p(z)e o Ta(fe* ) Tr(ge )
— / d*zd*k p(z)Tr(fe*)Tr(g(e ™) _,)
— [ atedtk plo)fir (6) g (5)
~ [ % po)(Falw o)
— [ % plo)e(fan).

Dabei wurde die Formel fiir die getwistete Faltung benutzt. Vergleich mit (5.23) ergibt p = A
beziehungsweise

1
2w (k)

[b(k), 6(K")] = 6(k + k') (6(K" — w(k)) = 0(k° + w(k))) ,

das heift wir kénnen ¢(k) wie in (3.2) durch

(k) = (8(ko)a(k)" + 6(—ko)a(~k)) §(k* — m?)

definieren, wobei a* und a die iiblichen Vertauschungsrelationen fiir Erzeuger und Vernichter
erfiillen:

[a(k),a(k")"] = 2w(k)d(k — K).
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Wenn man nun fiir die héheren Potenzen der Felder in erster Ordnung in & die Vertau-
schungsrelation

(k1) .- dkm)i: d(p1) - [=0> " " 6(kam) + Do 1) Alko(m)) -

€L, ' ELn,

$ (ko) - - - Oko(n-1))0Por(2) - - - D(Dor(n)); +O(B?)  (5.29)

annimmt, so kann man die Peierls-Klammer (5.16) in erster Ordnung in A reproduzieren:
[o(f1) - o(fm)isi dg1) - - (gn);]
_hZ/Hd4 H d*p; 6 (ky(my + Por (1)) A(Ko(m))
5 0(koy) - - é(ka(mq)w(pa/(z)) o B(Por(n));
-Tr (fleiqu .. fmeik'”q> Tr (glei”lq ... gneip"q) + O(h?)

‘h/ Hd4 Hd% 6@ (ki + pU)A ki) $(k1) ... Gkin—1)B(p2) .- Dpn):

. Z Tr <fo(1)e““q e fo(m)elkmq> Tr (gol(l)eiplq . gol(n)eip"q) + O(h?)

—h / d*zA(z / H d*k; Hd4p] co(k1) . dkm1)d(D2) . .. d(pn);
. Z Tr <f0(1)elk1q ces elkm_quo(m) (ga/@)eipzq ces 6ipnqga/(1))$> + O(h2)

Aufgrund der Tatsache, dass fiir die Wohldefiniertheit des Ausdrucks (5.26) keine Normal-
ordnung nétig ist, und wegen der Forderung (5.28) nach Zyklizitdt, wire es nahe liegend, fiir
das ; -;-geordnete Produkt

s (k1) .. Z¢ o) - - - Okio(ny) (5.30)

ann

zu setzen. Nun ist das Produkt zweier zyklischer Ausdriicke natiirlich im Allgemeinen nicht
zyklisch. Man kann es aber zyklisieren. Denn fiir ein Produkt von Feldern gilt

¢1...Pn :;(bl---¢n;+%([¢17¢2---¢n]+[¢1¢27¢3---¢n]+"'+[¢1---¢n—17¢n])-

Die Kommutatoren ergeben Ausdriicke der Ordnung A mit Produkten von n —2 Feldern. Diese
lassen sich wieder zyklisieren, bis man in Ordnung 1l5) entweder Ausdriicke mit einem Feld (fiir
n ungerade) oder komplexe Zahlen (fiir n gerade) erhélt. Diese sind natiirlich per Definition
zyklisch. Auf diese Weise wiirde man eine Produktformel fiir die Ausdriicke (5.26) erhalten. Das
wére dann eine Deformierung des kommutativen Produkts der klassischen Funktionalen (5.13).
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Eine Konsequenz der Ordnungsvorschrift (5.30) wire, dass bei Verwendung von Operatoren
von Rang Eins als Testfunktionen auch eine Zyklisierung auftritt:

¢(|a1><b1|) (|an b | Z QS |aa(1 J(n |) ¢(|aa(n)><ba(n—1)|)'

O'EZn

Dies ist mit der Gleichung (5.15) fiir die klassischen lokalen Funktionale zu vergleichen.

Es soll hier aber noch einmal betont werden, dass dies nur erste Schritte zu einer Quan-
tisierung der lokalen Funktionale der freien Felder sind. Die Erfahrungen, die bei der Quanti-
sierung von nichtlokalen Feldtheorien gemacht wurden, deuten darauf hin, dass man hier sehr
vorsichtig vorgehen sollte. So hatte man dort das Problem, dass in der klassischen Theorie das
einlaufende und das auslaufende Feld dieselbe Peierls-Klammer wie das freie Feld haben [33],
wéhrend das fiir den Kommutator in der quantisierten Theorie nicht mehr gilt [34].



58

Das Lokalitéitsprinzip




Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Motiviert durch die in der nichtkommutativen Quantenfeldtheorie auftretenden Probleme,
insbesondere die UV/IR-Divergenzen, wurden in dieser Arbeit klassische nichtkommutative
Feldtheorien untersucht. Zunéchst wurde ein allgemeiner Rahmen entwickelt, in dem sich ein
Wirkungsprinzip fiir nichtkommutative Feldtheorien definieren, und die Bewegungsgleichung
daraus ableiten lasst. Dabei wurde das aus der kommutativen Feldtheorie bekannte Konzept
von “Abschneidefunktionen” algebraisch charakterisiert. Auch das Noether-Theorem wurde
in diesem Rahmen formuliert. SchlieSlich wurde die Algebra M vorgestellt, die sich in diesen
Rahmen einfiigt, und die eine skalare Feldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowski-
Raum beschreibt.

Wir haben dann einen Lokalitétsbegriff fiir M entwickelt und untersucht, welche Wechsel-
wirkungsterme ein kausales Ausbreitungsverhalten haben. Das fiihrte uns zur Definition von
lokalen Funktionalen, die auch einige interessante algebraische Eigenschaften haben. Auch
bei der Quantisierung dieser Funktionale trat ein interessantes Phdnomen auf, und zwar ist
zur Definition von Produkten von Feldern keine Normalordnung mehr nétig. Es wurde ein
Vorschlag zur expliziten Konstruktion des deformierten (quantisierten) Produkts von lokalen
Funktionalen gemacht, jedoch nicht weiter verfolgt.

Auch einige andere Fragen sind offen geblieben. Es konnte nicht geklirt werden, ob die
in [25] angegebene Konstruktion eines divergenzfreien Energie-Impuls-Tensors fiir wechselwir-
kende Theorien in unserem Sinne lokal ist. Auch die Stérke des Lokalisationsbegriffs, also die
Eindeutigkeit des Lokalisationsgebietes, sollte noch untersucht werden.

Es wurden auch neue Fragen aufgeworfen: Sowohl die Wahl von M als Feldalgebra als
auch die Definition des Lokalitédtsbegriffes schienen zwar durchaus verniinftig zu sein, waren
aber doch relativ ad hoc. Es wére also interessant zu sehen, ob die Schlussfolgerungen, die wir
fiir die Form der lokalen Funktionale gezogen haben, von dieser Wahl abhéngen, oder eine all-
gemeine Eigenschaft nichtkommutativer Feldtheorien sind. Auch eine genauere Untersuchung
der algebraischen Struktur der (quantisierten) lokalen Funktionale konnte interessant sein,
zum Beispiel im Hinblick auf die Charakterisierung von lokalen Gleichgewichtszustéinden.

Ausgehend von abgeschnittenen Wechselwirkungstermen der Form (5.11) kénnte man nun
auch das ins Auge fassen, was diese Diplomarbeit motiviert hat, die Durchfiihrung des adiaba-
tischen Limes. Auch die Formulierung von Eichtheorien auf nichtkommutativen Raumzeiten,
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eventuell im hier vorgestellten Rahmen, wére ein interessantes Thema. Schlielich bleibt als
Fernziel natiirlich die Einbeziehung gravitativer Effekte.



Anhang A

Die Topologie der Feldalgebren

A.1 Lokal konvexe Riume

In diesem Abschnitt sollen einige Definitionen und Sétze aus der Theorie lokal konvexer Rdume
wiedergegeben werden, die fiir die Diskussion der topologischen Eigenschaften der Feldalgebren
E(R™) und M in den néchsten beiden Abschnitten wichtig sind. Wir orientieren uns dabei an

[15].

Definition A.1. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Halbnorm auf X ist eine Abbildung p : X —
]Rg_ mit den folgenden Eigenschaften:

p(Az) =[Ap(z) VAeK,xeX; ple+y) <plx)+ply) VryeX.
Eine Familie {p, }aca von Halbnormen heifit separierend, wenn
(pa(x) =0 Yae A)=x2=0
gilt.

Definition A.2. Ein lokal konvexer Raum ist ein K-Vektorraum X mit einer separierenden
Familie von Halbnormen. Seine Topologie ist die schwichste Topologie, so dass alle Halbnor-
men stetig sind.

Auf lokal konvexen Riumen ist auch der Begriff der Vollstéindigkeit definiert, allerdings
nicht iiber die Konvergenz von Cauchy-Folgen, sondern iiber die von Cauchy-Netzen. Wir
fithren also den Begriff des Netzes ein:

Definition A.3. Eine Indexmenge I mit einer Ordnungsrelation < heifit gerichtetes System,
wenn es zu allen o,3 € I ein v € I gibt, so dass o < v und B < v gilt, und < eine
Partialordnung ist, das heifit eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation.

Definition A.4. Ein Netz auf einer Menge S ist eine Abbildung von einem gerichteten System
I nach S.

Beispiel A.5. Eine Folge ist offensichtlich ein Netz mit den natiirlichen Zahlen als gerichtetem
System. Der Begriff des Netzes ist somit eine Verallgemeinerung des Folgenbegriffs.
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Definition A.6. Ein Netz {x,}.cs auf einem lokal konvexen Raum X konvergiert gegen
x € X, wenn es zu jeder Halbnorm p und zu jedem € > 0 ein § gibt, so dass

p(re —x) <€ Va - 8
gilt.

Definition A.7. Ein Netz {x,}qer auf einem lokal konvexen Raum X heifit Cauchy-Netz,
wenn es zu jeder Halbnorm p und zu jedem e > 0 ein  gibt, so dass

p(ra —xg) < € Va, 3 =y
gilt.

Definition A.8. Ein lokal konvexer Raum X heifit wvollstindig, wenn jedes Cauchy-Netz
konvergiert.

Definition A.9. Ein vollstdndiger, lokal konvexer Raum heifit Fréchet-Raum, wenn seine
Topologie durch eine abzéhlbare Halbnorm-Familie erzeugt wird.

Definition A.10. Zwei Halbnormfamilien p,, gg auf X heissen dquivalent, wenn sie dieselbe
Topologie erzeugen.

Satz A.11. Die Halbnormfamilien {ps}taca und {qs}sep auf X sind genau dann dquivalent,
wenn es zu jedem o € A eine positive Konstante C und By ... [Bn € B g¢ibt, so dass

Pa(z) < Clgp () + - +gp,(x)) VreX

gilt, und zu jedem (B € B eine positive Konstante D und oy ...ay, € A, so dass
45(2) < D (pay () + -+ + Pa, ()  VeeX

gilt.

Definition A.12. Eine Familie {p,}aca von Halbnormen heifit gerichtet, wenn es zu allen
a, 3 € Aein v € A und eine Konstante C' gibt, so dass

pa(z) +ps(x) < Cpy(z) VeeX
gilt.

Satz A.13. Jeder lokal konvexe Raum besitzt eine gerichtete Halbnormfamilie, die dquivalent
ist zur Halbnormfamilie, die die Topologie des Raumes definiert.

Satz A.14. FEine lineare Abbildung f : X — Y zwischen zwei lokal konveren Rdumen mit
Halbnormfamilien {p}aca und {qz}psep ist genau dann stetig, wenn es zu jedem (3 € B eine
positive Konstante C und oy ..., € A gibt, so dass

qa(f(z)) < C(pa, (@) + -+ + Do, (x)) Vo € X

gilt. Wenn {ry} eine gerichtete Halbnormfamilie von X ist, so ist f genau dann stetig, wenn
es zu jedem B € B eine positive Konstante C und v € C' ¢ibt, so dass

qs(f(z)) < Cry(z) VzeX
gilt.
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Definition A.15. Eine Teilmenge Y C X eines lokal konvexen Raums X mit Halbnormen
{Pa}aca heilit beschrinkt, wenn es eine Funktion C' : A — R* gibt, so dass

pa(y) <C(a) VyeY,acA
gilt.

Bemerkung A.16. Aus der Definition und dem vorherigen Satz folgt, dass das Bild einer
beschrankten Menge unter einer stetigen, linearen Abbildung wieder beschriankt ist.

Definition A.17. Seien X,Y lokal konvexe Réume mit Halbnormen {ps}aca und {gz}scp.
Dann wird die Produkttopologie auf X x Y durch die Halbnormen

Ta,5(2,y) = max{pa (), qs(y)}

erzeugt.

A.2 Die Riume £(R") und D(R")

In diesem Abschnitt sollen die topologische Eigenschaften der in der klassischen kommutativen
Feldtheorie wichtigen Funktionenriume £(R?) und D(R%) besprochen werden. Wir orientieren
uns an [35].

E(R?) ist der Raum der glatten, komplexwertigen Funktionen auf R?. Die Topologie ist
die der gleichméfligen Konvergenz jeder Ableitung auf kompakten Gebieten, das heifit sie wird
durch die Halbnormen

ra,c(f) = sup |0 f ()]
zeC

erzeugt. Hier ist o ein Multiindex und C C R? ein Kompaktum. Es geniigt offenbar, die
Kompakta aus der Menge der Bille B, mit Radius n € N zu wihlen. Da £(R?) vollstindig
ist ([35], tome I, ch. III, §7), ist es somit ein Fréchet-Raum. Unter Verwendung eines €/3-
Arguments 1i8t sich zeigen, dass die punktweise Multiplikation £(R%) x £(R%) — &£(R?) stetig
ist. Dabei kann man wegen der Nichtlinearitéit der Multiplikation nicht den Satz A.14 benutzen,
sondern muss die durch die Halbnormen erzeugten Umgebungsbasen betrachten.

D(RY) ist der Raum der glatten, komplexwertigen Funktionen mit kompaktem Triiger.
Seine Topologie wird erzeugt durch die Halbnormen

Stmyfer(f) = SUP{ sup {M}} :

n | Jzl>nlal<m, L €n

Hier ist {e} eine monoton fallende, gegen Null konvergente Folge und {m} eine monoton
steigende, divergente Folge. In dieser Topologie ist D(R?) vollstindig, aber kein Fréchet-Raum.
Die Inklusion D(RY) — £(R?) ist stetig. Es ist auch nicht schwer zu zeigen, dass fiir festes
g € D(R?) die Multiplikation £(R?) 3 ¢ +— ¢g € D(R?) stetig ist. D(R?) liegt auch dicht in
E(RY). Denn sei f € £(RY). Wir wihlen f,, € D(R?) so, dass f,, in B, mit f iibereinstimmt.
Dann gilt lim,, 7o, (f — fn) = 0. Algebraisch ist D(R?) offensichtlich ein Ideal von &(R?).
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A.3 Die Topologie von M

M ist definiert als ein Raum von stetigen Operatoren auf dem Schwartzraum S; := S(R9).
Wir betrachten also zunéchst &1 und seine Topologie.

S(RY) ist der Raum der glatten, komplexwertigen Funktionen in RY, die schneller als jede
Potenz abfallen. Seine Topologie wird durch die Halbnormen

Pa,s(f) = sup [°07 f(x)| (A1)
zcR4

erzeugt. Hier sind o und 8 Multiindizes. Aquivalent dazu ist die Halbnormfamilie
dnslf) = [l (220 f (@) (A2)

In dieser Topologie ist S(R?) vollsténdig ([35] tome II, ch. VII, §3) und wegen der Abzihlbar-
keit der Halbnormfamilien ein Fréchet-Raum.
In ([15], Appendix to V.3) wurde eine weitere dquivalente Halbnormfamilie {h,,} durch

hin(f) = |(N + D)™ fll 2 (may (A.3)

definiert. Dabei ist m ein d-Multiindex und N; = aa; der Niveauoperator des harmonischen
Oszillators. {hy,} ist offensichtlich eine gerichtete Halbnormfamilie.

Schwartzfunktionen liegen in L?(R%), lassen sich also in den Eigenfunktionen des harmo-
nischen Oszillators entwickeln: b, := (n|f). Hier ist n ein d-Multiindex. Auf dem Raum der
d-Multiindex-Folgen definiert man analog zu (A.3) die Halbnormen

gm(0)? = (n+1)"[b, [,

n

Der durch diese Halbnormen topologisierte Folgenraum ist dann unter der Abbildung {b,} —
>, bn|n) homomorph zu ;.

Wir betrachten nun £(S7), den Raum der stetigen Operatoren auf Sy, in der Topologie
der gleichméfigen Konvergenz auf beschrankten Teilmengen. Diese Topologie wird durch die
Halbnormen {r, g} erzeugt, die durch

p,8(¢) = sup{p(o(f))}

febB
definiert sind. Dabei ist p eine Halbnorm von &1 und B C &) eine beschriankte Teilmenge.
Satz A.18. L£(S;) ist vollstindig.

Beweis. Nach ([36] Prop. 7) ist L, (E, F') (hier steht b fiir die Topologie der gleichméfiigen Kon-
vergenz auf beschriankten Teilmengen) vollstéindig, wenn E Fréchet-Raum und F' vollsténdiger,
lokal konvexer Hausdorff-Raum ist. Diese Eigenschaften werden von S; erfiillt. O
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Allerdings ist £(S1) kein Fréchet-Raum [37].
Fiir ¢ € £(S1) kann man die Matrixelemente

Cmn = (m|p|n). (A4)

bilden. Umgekehrt kann man sich fragen, wann die Reihe
¢ =Y Cmn|m)(n] (A.5)
mn

in £(S1) konvergiert. Es gilt der folgende

Satz A.19. Die Reihe (A.5) konvergiert genau dann in L£(S1), wenn es zu jedem d-Multiindex
k einen d-Multiindex | gibt, so dass

Gr—1(c)? = Z(m + D%+ 1)"2epm|? < o (A.6)
gilt.

Beweis (im Wesentlichen aus [37]). Angenommen, (A.6) sei erfiillt. Sei f € S durch f :=
> bn|n) gegeben. Dann gilt

hi((£)? =D (m+1)%

m

< Z(m + 1)% (Z(n + 1)2l]cmn]2> <Z(n + 1)21’()”‘2) = gr._1(c)*hy(b)>.

n

Z Cmnbn

n

Hier wurde die Cauchy-Schwartzsche-Ungleichung benutzt. Somit ist ¢ ein stetiger Operator
auf Sj.
Sei umgekehrt ¢ stetig, das heifit zu jedem k existieren C' und [, so dass

he((f))? < Chi(f)?

gilt. Wir setzen f = |n). Dann gilt

hi(6(f)? =3 (m + 1) |eanl? < C(n + 1),

m

Wir setzen I = (I3 + 1,...,lg+ 1). Es folgt

d 00 d
ge—v(@®<CY J[ni+1)*=C (Z (n; + 1)—2> <0

n =1 n;=0
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Bemerkung A.20. Wir kénnen fiir jeden Operator ¢ € £(S;) die Matrixelemente (A.4) bilden.
Nach dem zweiten Teil des obigen Beweises gibt es dann zu jedem d-Multiindex k einen d-
Multiindex [, so dass

hi,—1(@) == gr,—i(c) < o0

gilt. Wegen (m|¢p*|n) = (n|¢|m) = Cnp, ist ¢ genau dann in £(S;1)*, wenn es zu jedem [ ein k
gibt, so dass h_j;(¢) < oo gilt.

Bemerkung A.21. Die Vervollstindigung des Raumes der d-Multiindex-Doppelfolgen {cyy }
beziiglich der Norm g ; nennen wir Gy ;. Somit haben wir eine Entsprechung von £(S;) und
Gr = N U; Gy ;. Auf G, kann man durch Bildung der induktiven und projektiven Topologie
(siehe zum Beispiel [38], 11.5,6) eine Topologie definieren, das heifit eine Umgebungsbasis der
Null ist gegeben durch

Vio = {{emn} € Grlgri(c) < C(1) fiir ein [} . (A7)

Dabei ist sind k und ! jeweils d-Multiindizes und C' eine strikt positive Funktion. In [37] wird
gezeigt, dass in dieser Topologie die Zuordnung £(S1) 3 ¢ — {cmn} € G ein Hombomorphis-
mus ist.

Nun wollen wir die Stetigkeit der Multiplikation in £(S;) untersuchen. Offensichtlich ist
sie separat, das heifit bei Festhalten von einem der beiden Faktoren, stetig. Sie ist allerdings
nicht in beiden Argumenten stetig. Denn es gilt

rp,B(Y) = ?ug{p(qﬁ(ib(f)))} = Tpu(B)(®)-
€
Wenn wir nun ¢ aus ganz £(S;) wihlen kénnen, so ist {¢(f)[¢) € £(S1)} offensichtlich nicht
beschriankt, so dass wir die rechte Seite der obigen Gleichung nicht durch eine weitere Halb-
norm abschétzen kénnen. Das &ndert sich natiirlich, wenn wir die Multiplikation im zweiten
Argument auf eine beschrinkte Teilmenge B’ von £(S1) einschrinken. Denn B’ ist genau dann

beschrénkt, wenn
Tp,B(¢) < C(pa B) v¢ € B/,Vp,B

und somit

sup {p(g9)} = sup sup{p(x(f))} <Cp,B) Vp,B
geB'(B) YeB’ feB

gilt. Also ist B’(B) C S; beschrinkt, und somit die Abbildung £(S1) x B" — L£(S1) stetig.

Fiir diese Situation gibt es einen speziellen Stetigkeitsbegriff:

Definition A.22. Eine Abbildung f : X x Y — Z, wobei X,Y,Z lokal konvexe Riume
sind, heifit links- beziehungsweise rechts-hypostetig, wenn sie separat stetig ist, und bei Ein-
schrénkung auf By x Y bzw. X x Bg, wobei B2 beliebige beschréinkte Teilmengen von X
bzw. Y sind, stetig ist. Sie heifit hypostetig, wenn sie sowohl rechts- als auch linkshypostetig
ist.

Wir haben somit bewiesen:

Satz A.23. Die Multiplikation auf L(Sy) ist rechts-hypostetig.
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Man kann auch die volle Hypostetigkeit der Multiplikation auf £(S1) zeigen, dies ist fiir
unsere Zwecke aber nicht notwendig, da aus der Rechtshypostetigkeit auf £(S;) die Linkshy-
postetigkeit auf £(S1)* und somit die volle Hypostetigkeit auf M := £(S1) N L(S1)* folgt.

Nun wollen wir S betrachten, die Menge der stetigen Operatoren auf S; deren Integralkern
in S(R??) liegt. Wir topologisieren Sy so, dass die Abbildung Sy 3 ¢ I, € S(R??) auf den
Integralkern ein Homdomorphismus ist. Eine Halbnormfamilie von S, ist also, analog zu (A.3)
durch

B g (8) 5= IOV 1) (N 4 1) Ly ]|y

gegeben. Dabei wirken N und N@ auf die ersten beziehungsweise auf die zweiten d Koor-
dinaten. Offensichtlich gilt

h;nl,mg ((ZS) = hml ;M2 (QS)

Somit liegt ¢ also genau dann in S, wenn
hii(9) <oo kI

gilt.
Bemerkung A.24. Sy liegt dicht in £(S;1). Denn sei ¢ € £(S;) und die {¢n,} wie in (A.4)

gegeben. Dann setzen wir
OM = Z Z Cmn|m){(n|.
Im|<M |n|<M

Offensichtlich gilt ¢pr € So VM und nach Satz A.19 konvergiert die Reihe fiir M — oo gegen ¢.
Bemerkung A.25. Die Inklusion Sy — £(S7) ist stetig, denn es gilt fiir ¢ € Sy

Thy,B(¢) = sup hy(¢(f)) < sup hi,—1(9)hi(f) < Crhg,—1().
feB feB

Bemerkung A.26. Ss ist ein linksseitiges Ideal von £(S7). Anschaulich ist das klar, der Beweis
ist auch nicht schwer. Sei ¢ € £(S1) und g € So. Wir erhalten

hmn(99) < hm,—1(d)hin(g) < 00 (A.8)
wenn wir [ so wéhlen, dass h,, _i(¢) < oo gilt. Dariiber hinaus ist die Abbildung
L(S1) 3 ¢ ¢g € Ss
fiir alle g € S5 stetig. Um dies zu zeigen, setzen wir

Winn,g.e = {(;5 € L(S1)|hm,—1(¢) < ehl,n(g)_1 fiir ein l} .

Vergleich mit (A.7) zeigt, dass es sich um eine Nullumgebung handelt. Wegen (A.8) gilt
hnn(Winn,g,e9) < €. Das beweist die Behauptung.

Bemerkung A.27. Wegen Iy« (z,y) = f¢(y,x) gilt §§ = Sy. Daraus folgt mit den vorange-
gangenen Bemerkungen, dass So dicht in M liegt, die Inklusion So — M stetig ist, So ein
beidseitiges *-Ideal von M ist und die Abbildungen M > ¢ — ¢g,g9¢ € Ss fiir alle g € So
stetig sind.
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Satz A.28. Alle stetigen Derivationen auf M sind innere Derivationen.

Beweis. Wir beschrénken uns zunéchst auf £(S;) und gehen vor wie beim Beweis derselben
Eigenschaft fiir Matrizen. Sei also X : £(S1) — £(S1) eine stetige Derivation. Wir definieren

X = (m|X (Ip){ql) [n).

Aus der Leibniz-Regel folgt somit

Oqr Xt = (m| X (Ip){al[r)(s]) [n) = (m|X (Ip){al) Ir)(s|n) + (mlp){q| X (Ir){s]) In)

— G XPL 4 5,p XI5 (AL9)

Wir wollen nun zu X ein ¢ € £(S;) finden, so dass
X(¢) =, 0]  VoeL(S)

gilt. Dazu schreiben wir

Y= Z Crmn M) (0

und berechnen
Xgmqn = <m’ [¢7 ’p> <QH ’n> = Cmp(sqn - an(smp-
Wenn wir nun
. yvpO
Cmp = X,

setzen, so kann man leicht nachrechnen, dass (A.9) erfiillt ist. Die Wahl ist hier natiirlich nicht
eindeutig, man koénnte statt 0 auch einen beliebigen anderen Multiindex wéhlen, damit wiirde
man jedoch nur die Diagonale verindern, das heifit ein Vielfaches der Eins addieren.

Es stellt sich nun die Frage, ob das so definierte ¢ in £(S;) liegt. Da X stetig ist, gibt es
zu jedem (k,C') ein (K, C"), so dass X (Vir.cr) C Vi ¢ gilt. Seien nun (k, C) und (k’, C’) solche
Paare. Wir setzen fiir beliebige p, ¢, I’

o=@+ 1) (a+ 1) CW)lp)al € Vir o
Dann gilt

hia (X (9)* =Y (m+ D)+ ) (p+ 1) (g + 1) O IXELIP < CW)°

mn

und mit £/ = (k] +1,...,k; + 1) und I" = (1, +1,...,0,+1)

00 2d
D (m 1P (4 )Xo+ 1) (g + 1) XL < O (Zo« - 1>2> <o,

mnpq r=0
Somit gilt
o 0
hi () =Y (m A+ 1) (p+ 1) | XD

mp

< m+D)*n+ 1) p+1)"H (g + 1) 72X < 0.
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Es existiert also zu jedem k ein £/, so dass hy /(1)) < oo gilt, somit ist ¢ € L(S1).

Analog zeigt man, dass sich jede Derivationen auf £(S;)* als Kommutator mit einem Ele-
ment von £(S7)* schreiben lisst. Die Menge der Derivation auf M ist grade die Schnittmenge
der Derivationen von £(S7) und £(S7)*, somit sind alle Derivationen auf M innere. O
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Anhang B

Die normalgeordneten Symbole

Durch die Darstellung (2.9) ist ein Isomorphismus zwischen &, und der Algebra der kompakten
Operatoren auf dem Hilbertraum H, = L?(R?) gegeben. Die Feldalgebra M besteht aus
stetigen Operatoren auf dem dichten Teilraum S(R?) C L?(R?). Der Hilbertraum L?(R?) ist
aus der Quantenmechanik natiirlich gut bekannt. Wir kénnen also versuchen, mathematische
Methoden aus der Quantenmechanik auf unsere nichtkommutative Feldtheorie zu iibertragen.
Dazu dient dieser Anhang.

In den ersten beiden Abschnitten geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Bargmann-
Fock-Darstellung und die kohdrenten Zustdnde aus der Quantenmechanik. In Abschnitt B.3
werden die normalgeordneten Symbole eingefiihrt und im letzten Abschnitt in eine fiir die
Feldtheorie passende Form gebracht. In den ersten drei Abschnitten orientieren wir uns an [39].

B.1 Die Bargmann-Fock-Darstellung

Die Grundidee hinter der Bargmann-Fock-Darstellung ist folgende: Wenn man Erzeuger und

Vernichter durch _ ‘
ap = Qu+il . Qu—il

definiert, so folgt aus den kanonischen Vertauschungsrelationen, dass
[a;, a}] = 4y

gilt. Eine mogliche Darstellung der a;,a; ist also, analog zur Darstellung der kanonischen
Vertauschungsrelationen auf L?(R%), durch

d *

a; = d_zl-; a; =z (B.1)
auf einem noch zu bestimmenden Funktionenraum §¢ gegeben. Nun soll ¢ durch die Kon-
struktion eines Isomorphismus L?(R%) — §? genauer definiert werden. Da die Eigenfunktionen
des harmonischen Oszillators eine Basis des Hilbertraums L?(R?) bilden, lisst sich jedes Ele-
ment des Hilbertraums wie folgt entwickeln:

F=Y ey =% %(a*)”\m (B.2)
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Dabei ist n ein d-Multiindex. Wir wollen |0) mit der Einsfunktion in §¢ identifizieren. Also

wird f auf
Cn
z) = —2" = Cnn (2 B.3
F&)= 3 5 = E o) (5.3
abgebildet. Nach Vorrausetzung gilt

181> =D leal* = C* < o0,
n

und somit

len|2™ 2"
<C —_—.
O ap
Mit dem Quotientenkriterium zeigt man leicht, dass die Potenzreihe auf der rechten Seite und

somit auch (B.3) als Kovergenzradius oo hat, somit ist f analytisch.
Nun soll das Skalarprodukt in §¢ bestimmt werden. Wegen (B.1) soll

[ ) pF)5 06 = [ dnta) sa)7 gl (B.4)

gelten. Hier ist du(z) = d%zd%y, z = x + iy das iibliche IntegrationmaB auf der komplexen
Ebene. Partielle Integration der linken Seite von (B.4) ergibt wegen der Analytizitidt von f

- [ @) $oo) 790 = [ dutz) 2T g),

Die Gleichung %p = —Zp mit der Randbedingung, dass p im Unendlichen verschwindet,
wird durch p(z) = Ce %% gelost. Die Normierungskonstante C' ergibt sich aus der Forderung
)12 = [11]]* = [ dzp(z) =1 zu C =7~

Der Hilbertraum L?(R?) iibersetzt sich also in den Hilbertraum ¢ von analytischen Funk-
tionen mit || f||? = [ du(z) 1£(2)|2e1” < co. In L2(RY) liegt aber der Schwartzraum S(R?),
der fiir uns besonders interessant ist, da unsere Feldalgebra die der stetigen Operatoren auf
diesem Raum ist. Deshalb ist es interessant, wie sich die Topologie von S(R?) auf §¢ iibersetazt,
in dem Sinne dass die Abbildung A : S(R?) — A(S(R%)) =: ¢ ein Homdomorphismus ist. In
[40] wurde auf ¢? das Skalarprodukt

(f: 9k iz/d#(Z) (1+12P)" e F(2)g(2)

eingefiihrt. Dabei kann k£ € R beliebig gewéhlt werden. Die Vervollstindigung beziiglich der
durch das Skalarprodukt gegebenen Norm ergibt die Hilbertraume 3%. Es gilt dann

Gd = mkgda

beziehungsweise die Halbnormen | - || erzeugen die Topologie von €.



B.2 Die kohdrenten Zustinde 73

Satz B.1. Der Operator ¢ ist genau dann in L(S(R?)), wenn es zu jedem k € R ein | € R
gibt, so dass

|7, == / dp(2)du(z') (1+ 122" (1 +127) e PP 62, 2) ) < o0 (B.5)

gilt. Dabei ist ¢(z,2') = Z(m!n!)_%cmnzmgln mit Cpn = (m|d[n).

Beweis. Der Beweis erfolgt ganz analog zu dem von Satz A.19. Dabei wird ausgenutzt, dass
die durch (up,, up)r = nﬁn |5mn gegebenen 7 die Ungleichung (u,, un)x = nﬁn |5mn erfiillen [40]
(die u, sind die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators (B.3)). O

Offensichtlich liegt ¢ genau dann in £(S(R%))*, wenn es zu jedem n ein m gibt, so dass

[[llmn < oo gilt.
Eine andere Familie von Halbnormen, die die Topologie von &¢ erzeugt, ist durch

E
= sup { (14 J2)F 27 1o | (B:6)
z€Cd
gegeben [40]. Eine wichtige Rolle spielt auch das Variationsideal Sy, das heifit die Operatoren
auf S; = S(RY), deren Integralkern in S(R??) liegt. Dessen Topologie wird offensichtlich durch
die Halbnormen || - ||5; oder

2% n2\E - L(l22+22) /
|l = S}le%d (1+ |z ) (1+ |2'] ) e 2 |¢(z,z )‘ (B.7)
2,2
erzeugt.
Die | - |-Halbnormen entsprechen in gewisser Weise den p-Halbnormen (A.1), die || - ||-

Halbnormen entsprechen den g-Halbnormen (A.2) des Schwartzraums. Dass hier in den Halb-
normen keine Ableitungen auftreten, ldsst sich folgendermaflen erkliren: Nach (B.1) entspricht
die Multiplikation mit z; der Anwendung von a, und somit der Anwendung von @); und F;.

Somit enthélt (1 + \z[2)k alle Monome von Orts- und Impulsoperatoren bis zur Ordnung k.

B.2 Die kohiarenten Zustiande

Der Grundzustand des harmonischen Ostzillators ist der am besten um den Ursprung des Pha-
senraums lokalisierte Zustand mit Ap = Agq. Die Verschiebung dieses Zustandes im Phasen-
raum ergibt die kohdrenten Zusténde. Zur Verschiebung um (g, p) benutzt man den Operator

PR (@P)) — glea®)=(@a) —. g(q).

qitip;
V2

Hier bezeichnet (-,-) das euklidische Skalarprodukt und es wurde «; := gesetzt. Wir

verschieben nun den Grundzustand und definieren

1

o) := d(a)|0) = e ~92|() = ezloa’aa] gaa” ;—aa|g) — o—3zlal®gaa” gy, (B.8)
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Wie man leicht sieht, sind die kohérenten Zustéinde Eigenvektoren des Vernichtungsope-

rators: - -
aila) = 7217 q,e2710) = 721 [a;, €29]|0) = a;]a). (B.9)

Aus d(a)d(8) = e’S@B)d(a + B) folgt
d(a)|3) = e D|a + ). (B.10)
Somit ergibt sich

(a]8) = (Old(~)d(8)[0) = e~ (0]d( — a)|0) = e 2l AFHNED) — (3l HE s,
(B.11)
Wegen d(a)* = d(—a) gilt

o

). [ 43 19)51] 11) = [ a5 (5 + 315 - e CII3) (- +5]) 1) = .

Die Standarddarstellung der Weyl-Gruppe auf L?(R) ist irreduzibel, mit Schurs Lemma folgt
daraus, dass [dg |B)(B| ein Vielfaches der Eins ist. Das Integral konvergiert dabei in der
starken Operatortopologie. Mit (B.11) findet man, dass es sich um das n?-fache der Eins
handelt. Die kohérenten Zusténde bilden ein iibervollstdndiges System von Einheitsvektoren.
Wir haben nun auch eine Darstellung der Spur in kohdrenten Zusténden: Es gilt

Trg = o 9Tr <¢/da |a>(a|> :wd/da (| p|ev)

fiir Spurklasse-Operatoren ¢.
Nun wollen wir den Zusammenhang mit der Bargmann-Fock-Darstellung herstellen. Sei f
wie in (B.2) gegeben. Dann gilt

(alf) = e Hol 30 S f0fae m) = et S0 S < e he ). (B.12)

nm n

Die Halbnormen (B.5), (B.6) und (B.7) aus dem vorigen Abschnitt iibersetzen sich also zu
612, = [ au(@)du(s) (1+ jal)" (1+ |3R)" [alol) .
L
1= sup { (14 1aP)* cal)}.

acCd

ol = sup { (15 Jo)* (1-+17) ¥ (ol }.

a,BeC

B.3 Die normalgeordneten Symbole

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass sich beliebige Vektoren aus L?(R) (und da-
mit aus S;) als analytische Funktionen darstellen lassen. Nun kann man die Frage stellen,
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wie es mit den Erwartungswerten («|¢|3) von Operatoren ¢ als Funktion von o und g aus-
sieht. Wir wollen auch unbeschrinkte Operatoren zulassen, stellen aber die Forderung, dass
es (moglicherweise negative) d-Multiindizes s,t gibt, so dass

> lemnl?(m+1)*(n+1)* = C* < o0 (B.13)

mn

gilt, wobei ¢, die Matrixelemente ¢, = (m|p|n) des Operators beziiglich der Eigenzusténde
des harmonischen Oszillators sind. Fiir die uns hauptséchlich interessierende Menge M von
Operatoren ist das erfiillt (vergleiche Abschnitt A.3). Das normalgeordnete Symbol von ¢ ist
nun durch

0 ~m qn
i ‘\/—W Zcmne as A0 (B.14)

o a\(b!ﬂ
on(a, B) = Z Cmn™" 2(\a|2+\ﬁ| )+as Vmln!

definiert. Wir setzen

7mﬁn
Z mn

und untersuchen die Konvergenz der Potenzreihe. Aus (B.13) folgt || < (m+1)"%(n+1)"!C.
Somit gilt
o™ ]B]" d 18"
lemn| —— < C m+1)" +1)”
S e L < s L
Mit dem Quotientenkriterium iiberzeugt man sich leicht von der Konvergenz der beiden Po-

tenzreihen fiir beliebige o und 3. Somit ist ¢’ (@, 3) und damit auch ¢y (@, 3) eine analytische
Funktion von @ und 3. Daraus folgt, dass auch F(u,v) = ¢n (@, F) mit

(v)=2(5);

wobel J die unitdre Matrix

ist, eine analytische Funktion ist. Also ist F' auf ganz C? bekannt, wenn die Funktionswerte
auf der reellen Achse bekannt sind. Aus Su = Qv = 0 folgt aber a = (3, somit stecken alle
Informationen bereits in der Diagonalen ¢ (&, «r), das heifit in den Erwartungswerten («|p|a).
Wir nennen ¢y das normalgeordnete Symbol von ¢. Diese Namensgebung rechtfertigt sich
wie folgt: Sei ¢ = a*™a'™, also ein normalgeordnetes Produkt von Erzeugern und Vernichtern.
Dann berechnet man
{ala™™a"|f3)

(alB)

Das normalgeordnete Symbol eines normalgeordneten Produktes von Erzeugern und Vernich-
tern ist also ein Monom.

on(a, ) = =a™p".
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Wir wollen nun den Zusammenhang zu den in der nichtkommutativen Feldtheorie héufig
verwendeten Weyl-Symbolen herstellen. Das Weyl-Symbol ist definiert durch

bw(a) = / dpa(iy) Tr(dd ()™ =5n,

Aus dem Symbol ergibt sich der urspriingliche Operator durch

o= / du(a)du(n) w(a)e™d(n).

Man rechnet leicht nach, dass das Monom & o™ hier dem symmetrisierten Produkt (a*™a™) sym

der Erzeuger und Vernichter entspricht. Die beiden Symbole entsprechen also verschiedenen
Ordnungsvorschriften. Man rechnet sie folgendermaflen ineinander um:

oxtaa) = (ol [ du(@)du(m) ow (e Pdn)la)
N / du(B) ¢w (5) / dp(y) 1= Pnena=ie= szl (B.15)
— [ au() ow (e

Das normalgeordnete Symbol ergibt sich also aus dem Weyl-Symbol durch Verschmierung mit
einer Gaufifunktion.

B.4 Anwendung auf die Feldtheorie

In Abschnitt 2.2 hatten wir schon einmal Zusténde betrachtet, die durch Verschiebung des
Grundzustands des harmonischen Oszillators entstanden. In diesem Abschnitt wollen wir die
Verbindung zu den kohérenten Zusténden aus Abschnitt B.2 herstellen und analog zum vorigen
Abschnitt normalgeordnete Symbole fiir die Elemente unserer Feldalgebra definieren.

Ein Vergleich des Verschiebungsoperators D(x) aus (2.11) in der Darstellung (2.9) mit dem
durch (B.10) gegebenen Verschiebungsoperator ergibt

D(z) = d(a(z)) (B.16)

mit

Bereits aus (2.4) folgt
D(2)D(y) = 0 eivo ' a = om5r oo o ile o a — o= 5o A Dy 1 y). (B.1T)
Mit (B.16) erhélt man somit

(zly) = (0|D(=2)D(y)|0) = =27V (0ld(aly — ))[0) = e~ 2@ Wemale=sl* (B.18)
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Nun soll das in Kapitel 5 verwendete normalgeordnete Symbol des Feldes definiert werden.
Analog zur Definition von F' im vorigen Kapitel setzen wir

on(2(z,9)) = on(a(z), B(z))

z=J (Zg;) = %(1‘ +y) + %O’(.%’ —y).
Es handelt sich wiederum um eine analytische Funktion in C*. Reelles z entspricht x = y und
somit ¢ (2) = (2| ¢ |z) dem Erwartungswert von ¢ im am besten um z lokalisierten Zustand.
Das normalgeordnete Symbol hat also, anders als das Weyl-Symbol eine direkte physikalische
Interpretation.

Wie beim Weyl-Symbol vertauschen auch hier Ableitung und Symbolbildung:

d [(z+teu| dly+ten) ige o-1(yan (T +teuly +tey)
9 _“ H B 5 (tey,0” (y—x)) H H
(Oud)n (2) dt< (@ + teuly +te,) © (z|y)
d T+y i
= 5o ( 5 Tieut 50(56 - y)> = 0udN(2).

Die Normen (B.5), (B.7) und (B.6) iibersetzen sich also folgendermassen in die neue
Schreibweise:

I6l1mn = /d4:vd4y (L] +yP)™ (1 + e = y?)" e i on(a +ioy) 2,

6l = sup {(1 Fla)E (14 D) |Gl wy)r}

z,yeR*
E
2

Fl = sup {(1 T laf?)

zeR4

(i}

Nach der Diskussion in Abschnitt B.2 ist klar, dass das Integral

/d4:n Iz) (2|

in der starken Operatortopologie gegen (27)?1 konvergiert. Nun soll untersucht werden, ob es
auch in der Topologie von M konvergiert. Das ist in der Tat der Fall, denn es gilt

Lemma B.2. Sei g, eine Folge von mefsbaren Funktionen mit kompaktem Triger, 0 < gp(z) <
1 Va,n, die auf jedem Kompaktum gleichmdf$ig gegen Fins konvergiert. Dann gilt

lim g, = lim/d4x gn(z) |2) (2| = (27)%1

m M.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass es zu jedem ¢,l und jeder beschriankten Menge B C S; ein NV
gibt, so dass

7GB,l((27T)2]1 - gn) = ]Sflellg |((27T)2]1 - gn) (f)‘l <e Vn >N (B.19)

gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wihlen wir
B:={f eSllfl; <o) vi}

wobei b eine positive Funktion ist.
Nun gilt

N~

(@)1 - 3) ()], = sup {(1 T Jaf?)

rER4

(o] (271 — ) |f>|}
- {(1 +1e)® [ ay 1= gl el 6 |f>|}

zeR4

_146 Loap o
Sb(l+6)/d4y 1= ga(y)l (1 +1y*)" 2 Suﬂ@{(l+|$|2)26 ale=yl }
TEe

Nach Lemma 5.10 gibt es ein C, so dass
Lo 1,2 L
sup { (1+ a0} = ), < 0 1+ )
r€R4

gilt. Wir wihlen das Kompaktum K C R?* so, dass

b(l + 6)C dy (1+ )" <<
R4\ K 2

gilt. Nun miissen wir nur noch N so wéhlen, dass
€ 3 -1
sup{|1 — gn(z)|} < = (b(l+6)C/ d*z (1+|z|2)> Vn > N
zeEK 2 K

gilt. Dann folgt (B.19). O
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