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1 Einleitung

Die Quantenfeldtheorie auf einer gekriimmten Raumzeit (QFT auf GRZ) be-
schiftigt sich mit der Beschreibung quantisierter Felder auf einer Mannigfal-
tigkeit, auf der eine Metrik mit Lorentz-Signatur definiert ist, die die kausale
Struktur der Raumzeit festlegt. Die Metrik wird dabei als klassisches Feld be-
handelt und nicht quantisiert. Die Situation ist also analog zur Behandlung eines
quantisierten Feldes in einem dufleren Potential auf dem Minkowski-Raum.

Seit Hawking’s Entdeckung [11], da schwarze Locher durch Teilchenerzeu-
gung Energie verlieren, hat es ein grofies Interesse an Quantenfeldtheorie auf ge-
kriitmmter Raumzeit gegeben, da dieses Phianomen im Rahmen der klassischen
allgemeinen Relativitétstheorie nicht erklért werden kann. Solange keine quan-
tisierte Theorie der Gravitation existiert, kann diese semiklassische Niaherung
dazu dienen, Hinweise auf die Wechselwirkungen der Gravitation mit quanti-
sierter Materie zu erhalten. Der Giiltigkeitsbereich der QFT auf GRZ erstreckt
sich bis zu Abstéinden der Planck-Linge 1033*cm, ab der Quanteneffekte der
Gravitation wichtig werden.

Die Beschreibung quantisierter Felder auf einer gekriimmten Raumzeit, ist je-
doch mit einigen technischen Schwierigkeiten behaftet und kann nicht ohne wei-
teres vom Minkowski-Raum {ibertragen werden. Aufgrund der unendlich vielen
Freiheitsgrade der Felder existieren infiquivalente Darstellungen der (Anti-)Ver-
tauschungsrelationen. Im Minkowski-Raum wéhlt man eine dieser Darstellungen
aus, indem man einen Hilbertraum konstruiert, der einen unter Translationen



invarianten Vektor Q besitzt. Die Fourier-Zerlegung der Losungen der klassi-
schen Feldgleichung in positiv und negativ frequente Anteile wird zur Definition
des Skalarproduktes benutzt. Observable werden dann durch selbstadjungierte
Operatoren auf diesem Hilbertraum dargestellt, und mefibare Gréflen entspre-
chen Erwartungswerten dieser Operatoren. Teilchen werden als Anregungen des
Vakuumvektors () betrachtet.

Auf einer generischen Raumzeit existiert i.A. keine Symmetriegruppe bzgl.
derer man den physikalischen Zustandsraum auswihlen kénnte. Auch steht ei-
nem die Fourier-Analyse nicht zur Verfiigung. Es bietet sich daher an, die alge-
braische Formulierung zu verwenden, bei der zunéchst die lokalen Observablen
angegeben werden. Zustinde werden dann als lineare Funktionale definiert, die
auf die Observablen wirken. Mit Hilfe der GNS-Konstruktion kann man die al-
gebraische Sichtweise und den gewohnlichen Hilbertraumzugang miteinander in
Verbindung bringen.

Es stellt sich dann die Frage nach der Charakterisierung physikalischer Zu-
stinde. Ausgehend von Eigenschaften physikalischer Zustéinde auf dem Min-
kowski-Raum haben Haag, Narnhofer und Stein [10] das Prinzip der lokalen De-
finitheit formuliert, welches Zustinde auf einer gekriimmten Raumzeit erfiillen
miissen, um als physikalisch angesehen werden zu kénnen. Eine wichtige Klasse
von Zustidnden die diesem Prinzip geniigen sind die sog. Hadamard-Zusténde,
die eine bestimmte Singularitidtenstruktur besitzen [5]. Das diese Zusténde in der
Tat das Prinzip der lokalen Definitheit erfiillen wurde fiir das Klein-Gordon-Feld
von Verch [25] gezeigt. Die Hadamard-Zustéinde wurden dann von Kohler [16]
benutzt, um den Energie-Impuls-Tensor zu renormieren. Fiir das Klein-Gordon-
Feld auf einer Robertson-Walker Raumzeit wurde von Junker [14] gezeigt, dafl
adiabatische Vakuumzustinde Hadamard-Zusténde sind.

In dieser Arbeit sollen nun physikalische Zusténde fiir das Dirac-Feld auf
einer GRZ konstruiert werden. Wir beschreiben dazu im ersten Teil der Ar-
beit die Quantisierung des Dirac-Feldes mit Hilfe des algebraischen Zugangs
zur Quantenfeldtheorie und betrachten anschliefend das Dirac-Feld auf einer
Robertson-Walker Raumzeit. In Analogie zum Klein-Gordon-Feld werden da-
nach adiabatische Vakuumzusténde des Dirac-Feldes definiert.

2 Dirac-Feld

In diesem Abschnitt wird das Dirac-Feld auf einer gekriimmten Raumzeit ein-
gefiihrt. Aulerdem wird die Quantisierungsprozedur mit Hilfe der selbstdualen
CAR-Algebra beschrieben. Wir halten uns in der Darstellung an die Dissertation
von Verch [24] sowie die Arbeit von Dimock [7].

2.1 Clifford-Algebra

Sei V ein reeller Vektorraum und s eine reelle, symmetrische, nicht-entartete
Bilinearform auf V. Die zu (V,s) assoziierte Clifford-Algebra C(V,s) ist die
reelle, assoziative Algebra mit Einselement 1, die von den Elementen {¢(v),v €
V'} erzeugt wird. Die ¢(v) sollen der folgenden Relation geniigen:

c(v)e(w) + e(w)e(v) = 2s(v,w)1,v,w €V (1)



Fiir das Dirac-Feld auf dem Minkowski-Raum ist der Fall V = R s = n =
(nap) = diag(l,—1,—1,—1) von besonderem Interesse. Sei {e,,a = 0,1,2,3}
eine Basis des R* mit n(ea,ep) = Nap. Gesucht werden nun treue Darstellungen
der komplexifizierten Clifford-Algebra C(R*,n)c = C(R*,n) @ iC(R*, ) durch
komplexe (4 x 4)-Matrizen:

p:C(RY,n)c = Mc(4),c(eq) = plc(eq))

Dies sind die sog. Dirac-Darstellungen und die Matrizen v, := p(c(eq)), a =
0,1,2,3 heien Dirac-Matrizen [9]. Sind p; und ps zwei Dirac-Darstellungen
von C(R*,1)c, so gibt es nach Pauli’s Theorem eine nichtsingulire Matrix M,
so daf fiir die entsprechenden S#tze von Dirac-Matrizen ! und 72, a = 0,1,2,3
gilt:

M'y;M_1 =’y§, a=0,1,2,3

Es existieren Darstellungen, in denen die Dirac-Matrizen die zusétzliche Eigen-
schaft besitzen:

752707 7]*:_’7]7.7:17273

Hierbei ist v} die Hermitesch konjugierte Matrix zu 7,, also v} = (%,)!. Ei-
ne solche Darstellung heifit Standarddarstellung. Eine Standarddarstellung mit
der weiteren Figenschaft 7, = —v,, a = 0,1, 2,3 heiit Majorana-Darstellung.
In dieser Darstellung ist die Dirac-Gleichung reell und die Ladungskonjuga-
tion erhilt eine einfache Form. Im folgenden wird davon ausgegangen, dafl eine
Majorana-Darstellung der Dirac-Matrizen vorliegt. Seien nun Dirac-Matrizen
{Ya, @ = 0,1,2,3} gegeben. Betrachte dann die Lie-Gruppe Spin(1,3), die aus
den Matrizen S besteht, die folgende Eigenschaften besitzen:

1) detS =1
2) 7,87t =yA%, A% €R

Zusammen mit den Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen ergibt sich
folgende Identitit fiir die A%, : 9,qA°. A% = 145, d.h. die Matrix (A%;) ist ein
Element der Lorentzgruppe £. ! Die Abbildung S — A(S) definiert durch 2) ist
ein surjektiver 2-1 Homomorphismus Spin(1,3) — £. Im folgenden beschrinken
wir uns auf Sping(1, 3), die Zusammenhangskomponente der Eins von Spin(1, 3).
Thr Bild El ist die Lie-Gruppe der eigentlichen orthochronen Lorentztransfor-
mationen. Sping(1,3) ist isomorph zu SL(2, C).

2.2 Spin-Strukturen

Sei nun (M, g) eine Raumzeit, wobei M eine 4-dimensionale C*°-Mannigfaltig-
keit bezeichnen soll und g eine Metrik mit Lorentzsignatur ist. (M, g) soll raum-
und zeitorientierbar sein und es seien solche Orientierungen gewé&hlt. Zum Tan-
gentialbiindel 7'M kann nun ein Vektorbiindel von Orthonormalbasen, ein sog.
Orthonormalrahmenbiindel? F (M, g) assoziiert werden. Die Konstruktion von

Isiehe Anhang A.1
2In der physikalischen Literatur sind hierfiir auch die Begriffe Vierbein oder Tetrad ge-
brauchlich; siehe Anhang A.3 fiir die Definition eines Vektorbiindels



F(M, g) geht folgendermaflen. Sei {9/0zH, u = 0,1,2, 3} eine Koordinatenbasis
von T, M bzgl. eines Koordinatensystems (U;, z#) um p € M. An jedem Punkt
p € M kann nun eine Orthonormalbasis definiert werden, vermdoge

i) e, = et,0/02"|p, a =0,1,2,3, wobei (e#,) € GL(4,R)
i) g(ea,en)lp = 1ab
iii) guv(p)etoe’o >0, €% >0

e = (ep,...,e3) heift dann auch Orthonormalrahmen am Punkt p. Die Pro-
jektion in F'(M,g) wird definiert durch np(e) = p. Die lokale Trivialisierung
¢i : Uy x GL(4,R) — 7" (U;) ist definiert durch

7' (e) = (p, (¢"4))

Der Wechsel von einem Orthonormalrahmen zum nichsten wird durch eine Lor-
entztransformation vermittelt.

(Rae)y = eaA%, A = (A%) € £] (2)

Umgekehrt existiert zu je zwei Orthonormalrahmen {e,} und {e’;} eine Matrix
aus Ll, so daf die Relation (2) erfiillt ist. Ry definiert eine freie, transitive

Rechtswirkung von Ll auf F'(M, g). Seien nun (U;, z"), (V;,y") zwei Koordina-
tensysteme um p € M. Fiir ¢ € U; N'V; gilt dann

€a = e“aa%LIq = e”’aaiyyb, mit (e#,), (e'”s) € GL(4,R)

Das Transformationsverhalten der Vierbeine bei Koordinatentransformationen

lautet also
ozt v
e, = <—> e,
oy? »

Damit sind die Ubergangsfunktionen ti;(p) gegeben durch

tij(p) = <gzj>p

und F(M,g) wird so zu einem LL—Hauptfaserbﬁndel.

Eine Spin-Struktur fiir (M, g) ist nun ein Paar (S(M,g), ) bestehend aus
einem Sping (1, 3)-Hauptfaserbiindel S(M, g) tiber M, sowie einem Biindelhomo-
morphismus ¢ : S(M, g) = F(M, g) fiir den gilt:

poRs =Ry op, S € Sping(1,3)

A(S) erfiillt Bedingung 2)(siehe S. 3). Dabei ist Rg die Rechtswirkung von
Sping(1,3) auf S(M,g). S(M,g) wird auch Spinrahmenbiindel genannt. Spin-
Strukturen sind nicht eindeutig durch die zugrundeliegende Raumzeit bestimmt,.
Zwei Spinstrukturen (S; (M, g), ¢1) und (S2(M, g), p2) heilen dquivalent, wenn
es einen Isomorphismus 7 : S1(M,g) — S2(M,g) gibt, der die Bezugspunkte
respektiert, so daB gilt ¢; = 3 o 7. Die Existenz einer Spinstruktur fiir eine



gegebene Raumzeit hingt allein von den topologischen Eigenschaften der Man-
nigfaltigkeit ab [19]. Im weiteren werden nur global hyperbolische Raumzeiten in
4 Dimensionen betrachtet, bei denen die Existenz von Spinstrukturen gesichert
ist [27].

Sei nun eine global hyperbolische Raumzeit (M,g) mit einer Spinstruk-
tur (S(M,g),p) gegeben. Weiter sei p eine Majorana-Darstellung der Clifford-
Algebra C(R*,n)c und p die von p induzierte Selbstdarstellung von Sping (1, 3).
Das Dirac-Biindel ist dann das assoziierte Vektorbiindel zum Sping (1, 3)-Haupt-
faserbiindel S(M, g), der Darstellung p, sowie dem Vektorraum C*:

D,(M,g) := (S(M,g) x, C*)/Sping(1,3)

Im weiteren sei D,(M,g) abkiirzend mit DM notiert. Ein Spinorfeld ist ein
glatter Schnitt im Dirac-Biindel DM . Die Menge der glatten Spinorfelder sei
mit C*°(DM) bezeichnet. Mit D* M sei das duale Spinorbiindel bezeichnet. Ein
Element v € D*M ist fiir ein p € M ein Element des Dualraumes der Fa-
ser iiber p. Die glatten Schnitte in D*M heiflen Co-Spinorfelder. Die Menge
aller glatten Co-Spinorfelder sei C>°(D*M). Fiir eine Untermannigfaltigkeit ¥
von M sei DMy das Vektorbiindel WB}VI(E) iiber ¥ mit Projektion mpysx 1=
7rDM|7rB}V[(E). Hierbei ist mpas die Projektion in DM. D* My ist analog defi-
niert. Im weitern wird noch folgende Notation verwendet. Fiir X = DM oder
D*M sei C§°(X) die Menge der glatten Schnitte in X mit kompaktem Triger.
Fiir ein offenes Gebiet O C M sei Cg° (X, O) der Raum der glatten Schnitte in X
mit kompaktem Tréiger in O. Fiir u € C*°(DM) und v € C>*°(D*M) bezeichnen
wir die kanonische duale Paarung von v mit u am Punkt p mit:

v(w)lp, p€ M

Jeder lokale Schnitt £ : U ¢ M — S(M,g) im Spinrahmenbiindel S(M, g)
induziert einen Rahmen (FEy,...,E3) in DM mittels: E4 := [(E,ba)], A =
0,1,2,3. Dabei ist [.] die Restklassenabbildung von S(M,g) x; C* nach DM
und by, ... ,bs eine Standardbasis in C*. E induziert dariiber hinaus einen Or-
thonormalrahmen in T'M, d.h. einen lokalen Schnitt e := (e4)q=0,...,3 := p o E
in F(M, g). Diese, durch lokale Schnitte induzierten Orthonormalrahmen (E4)
und (e, ), werden im folgenden induzierte mitbewegte Rahmen genannt. Die in-
duzierten mitbewegten Rahmen transformieren sich beim Ubergang zu einem
anderen lokalen Schnitt E' : U' — S(M,g), der mit E iiber die glatten Funk-
tionen (S4g5) =S : UNU' — Sping(1,3) durch E' = Rg-1 E verkniipft ist, wie
folgt:

E),=FEg(S™H)B, und ¢, =e,A(ST")°,
Fiir die Dualrahmen (E®) und (e’) die durch EP(E4) = 6% und e’(e,) = 8¢
definiert sind erhélt man:

E'” =S,PE* und ¢’ = A(S). e

Man kann nun beliebige gemischte Spinor-Tensorfelder erzeugen, d.h. Schnitte in
den fasernweisen Tensorprodukten von DM, D*M,TM,T*M. Durch Einfiihr-
ung von globalen mitbewegten Rahmen(E 4) und (e,) ist ein glatter Schnitt f in
(Q,TM)®(®,T*M) 2 (Q, DM) @ (Q, D* M) festgelegt durch Angabe der



Familie von glatten C-wertigen Funktionen fo-r, AveAr B B. auf M, so
daB

Aqi.. Ay .
F=mery, b, g e @ ®ea, ®..0EPr ®...0 EB
Von besonderem Interesse ist der Spinor-Tensor v, definiert als glatter Schnitt in
T*M®@ DM ®D*M, der in allen induzierten mitbewegten Rahmen die folgenden
Komponenten besitzt

)5 (3)

wobei 7v,, a = 0,...,3 die Dirac-Matrizen in Majorana-Darstellung sind. Die
Unabhénigkeit der Komponenten von v von dem gewéhlten mitbewegten Rah-
men ist eine Folge der Transformationsgleichungen sowie der Clifford-Algebra-
Relationen (1).

Ublicherweise benutzt man fiir die Kontraktion von gemischten Spinor-Ten-
sorfeldern die Schreibweise der Summation {iber Dualrahmenindizes, z.B. v(u)|,
=vqul fiirv = v B4 € C®(D*M) und u = uAE,4 € C°(DM). Falls k ein Vek-
torfeld ist, so bezeichnet £ die Kontraktion mit v: A4 5 := k%y,* 5. Fiir einen
Spinor u schreiben wir Au fiir %(u), d-h. fu ist ein Spinor mit Komponenten
Fu? = kA pu®. Fiir einen Co-Spinor v ist Av ein Co-Spinor mit Komponenten
fvp = /cA gUAa- Niitzlich ist zudem die Einfiihrung des adjungierten Spinors u™
eines Spinors u. Dies ist der Co-Spinor mit Komponenten (ut)p := u4ygap,
wobei ~ komplexe Konjugation bedeutet, und vy 4p sind die Matrixelemente von
7.% Die Adjunktion antivertauscht mit der komplexen Konjugation, da

Y5 = (Ya

uh =@yap = uToap = —uSy0an =~}
fiir Dirac-Matrizen in Majorana-Darstellung. Die Komponenten von u* ha-
ben das richtige Transformationsverhalten bei Wechsel des Spinrahmens E4
und deshalb ist 4t ein vom gewihlten Spinrahmen unabhéniger Spinor (sie-
he Dimock [7] S.136). Die Adjunktion ist eine antilineare Abbildung (.)"

C>®(DM) — C°°(D*M). Diese Abbildung ist bijektiv und ihr inverses (eben-

falls mit (.)* bezeichnet) ist gegeben durch: (vH)4 = —vgy 54, denn
(U+)E = U+A’YOAB
= 07§ Y Yoam = —ve  Moan = UO%CA%AB = Uctsg
= UB

(Dies gilt in Majorana-Darstellung der Dirac-Matrizen); v € C*(D*M).

Es ist nun moglich ein Skalarprodukt auf C§°(DM) einzufithren. Dazu sei
n ein zukunftsgerichtetes zeitartiges Vektorfeld auf (M, g),u1,us2 € CS°(DM).
Dann ist

(wwn=ﬁﬂﬂmmmwm (4)

ein Skalarprodukt auf C§°(DM) (siehe Dimock [7], Prop.1.1.). Dabei ist p das
durch ¢ induzierte Volumenelement. Fiir eine Untermannigfaltigkeit ¥ C M

3Man beachte die Abweichung von der sonst iiblichen Notation, bei der der Dirac-
Adjungierte Spinor mit & bezeichnet wird (siehe z.B. [23]).



definiert
(ur, )y = / ut (hus) (p)dus: (0) (5)
)

ein Skalarprodukt auf C5°(DMyx). Falls n mit dem Einheitsnormalenfeld von ¥
zusammenfillt sei (u1,u2), 5 mit (u1,us)s notiert.

Dariiber hinaus kann auf C*(D M) eine Ladungskonjugation eingefiihrt wer-
den, d.h. eine antilineare Abblidung T': C*°*(DM) — C®(DM),u” s (Tu)* :=
uA. Diese Definition ist unabhiinig von der Wahl des Spinrahmens. Nun gilt, fiir
alle zeitartigen Vektorfelder n und Spinoren uy,us € C*°(DM)

(Tur, Tuz)p = (u2,u1)n (6)
denn
(Tur) ™ (ATu2)(p) = " (Huz)(p)
= //11413’11_2(17)13,U_1+ () A
= 17,4 g (p) "1 (p) “Yoca

Andererseits ist

/LABul (p)BuQ+ (p)A

a B C
=n" gu1(p) “@(p)" Yoc A

us (fuur)(p)

' ist eine komplexe Konjugation auf den Préhilbertrdumen (C5°(DM), (., .)n)
sowie (C°(DMx), (., .)n,2)- Mit dem Spinor-Tensor v kann nun die Levi-Civit4-
Ableitung von g auf gemischte Spinor-Tensorfelder geliftet werden. Dies ge-
schieht folgendermaflen: V : C°(T M) — C°(T*M @ T M) ist zunéchst definiert
durch: (V&) := 9,k + T, k¢, k € C°(TM). Dabei ist 9,k := dk®(e,), wo-
bei dk das Differential der Funktion k® ist. Man definiert nun V : C>(DM) —
C®(T*M®DM) durch die Festlegung der Komponenten von V f, f € C*(DM),
bzgl. induzierter mitbewegter Rahmen (Eg) und (eq), als (Vf)a" = 0. f8 +
0.8 4 f4, wobei die Spin-Zusammenhangskomponenten o, Z 4 gegeben sind durch:
UaBA = _ircab'}/bBD’YCDA (7)
Man kann zeigen, daf3 dies eine kovariante Ableitung auf M definiert. Man
definiert V nun auf allen Spinorfeldern dadurch, dal man die Leibnitz-Regel

sowie die Kommutativitéit mit Kontraktionen verlangt. Es gilt Vv = 0 (siehe
Anhang A.2).

2.3 Dirac-Gleichung und klassische Lésungen

Der Dirac-Operator ist definiert als der Differentialoperator X auf Spinoren
oder Co-Spinoren, den man durch Anwendung von V und nachfolgender Kon-
traktion mit 7 erh&lt. In Komponenten bzgl. induzierter mitbewegter Rah-
men bedeutet dies: (Ku)? = 4*45V,uP fiir Spinoren u, sowie (Nv)p =
(Vav A)fyaA p fiir Co-Spinoren v. V,u® sind die Komponenten von Vu. Tensorin-
dizes werden durch Kontraktion mit 7 (1,;) angehoben(abgesenkt). Man be-
achte, dal die Anwendung des Dirac-Operators mit der Adjunktion vertauscht,



dh. (Fu)* = F(u), u€C(DM), denn (Fu)* = Fy0ap = Fu'joan =
X (u™). Die Dirac-Gleichung fiir Spinoren bzw. Co-Spinoren lautet nun

(=i F7 +m)u =0, u € C°(DM) 8)
(i K +m) =0, v e C®(D*M) (9)

Dabei ist m eine feste reelle Zahl. Fiihrt man den spinoriellen Wellenoperator
O mit Komponenten (Ou)? = n**V,V,u? ein, so erhilt man Lichnerowicz’
Identitét:

(=i X +m)(ix +m)u=(0- iR+m2)u, u € C®(DM) (10)

wobei R der Kriimmungsskalar der Metrik g ist. Ein Beweis dieser Formel be-
findet sich im Anhang A.2. Der Operator auf der rechten Seite wird spinorieller
Klein-Gordon-Operator genannt. Bei Anwesenheit von Kriimmung diagonali-
siert nur der Hauptteil von O, denn (Ou)? = n?d,0yu” + f*4 50,u” + h* gu®
in Komponenten bzgl. induzierter mitbewegter Rahmen (E4) und (e,). Dabei
sind f*4 5 und h g glatte Funktionen auf M. Die Dirac-Gleichung ist invariant
unter Ladungskonjugation ', denn der kovariante Ableitungsoperator ist reell
und kommutiert dementsprechend mit I'. Die nachfolgende Kontraktion mit
v bewirkt eine Antivertauschung von I' mit X (Dirac-Matrizen in Majorana-
Darstellung wechseln ihr Vorzeichen bei komplexer Konjugation). Durch den
Faktor 7 wird dies jedoch wieder kompensiert.

Als n#chstes sollen die klassischen Losungen der Dirac-Gleichung auf einer
global hyperbolischen Raumzeit betrachtet werden. Eine Raumzeit (M, g) mit
gegebenen Raum- und Zeitorientierungen sowie Spin-Struktur heiflt global hy-
perbolisch, wenn sie eine Cauchy-Fliche besitzt. Eine Cauchy-Fliche ist eine
raumartige Hyperfliche ¥ C M die von jeder kausalen Kurve ohne Endpunkte
in M genau einmal geschnitten wird. Jede Cauchy-Fliche ist automatisch eine
3-dimensionale C°-Hyperfliche. Dann hat M die Struktur R x ¥, d.h. M kann
in glatte (C>) Hyperflichen X; geblittert werden [28, 6].

Man kann nun Distributionen iiber den Rdumen C{°(DM) und C*(D*M)
erkldren, indem man eine Topologie bzgl. gewisser Sobolev-Normen auf ihnen
einfithrt[24]. Die kanonische duale Paarung v(u) fir v € C>®°(D*M) und u €
C5°(DM), aufgefaBt als Funktion von p, kann iiber M integriert werden und
man definiert:

(v, u)p = /M v(u)(p)dp(p), u € C5°(DM), v € C* (D" M) (11)

Auf diese Weise ist C°°(D* M) eingebettet in C§°(DM )" und ebenso ist C§° (D M)
ein Teilraum von C*°(D*M)'. Diese Betrachtung gilt analog auch fiir C§° (D Mx,)
und C*(D*My), fiir eine Cauchy-Fliche ¥. Dabei ist

(i fs = [ WO @ds o), £ € CRDMs)heC=(DMs)  (12)
b
Es gilt folgende Identitét fiir den Dirac-Operator

(Kh, fysr = —(h, N fm, Vf € Cg°(DM), h € C5°(D* M) (13)



Beweis: Fiir u € C*°(DM),v € C*(D*M) gilt die Formel (sieche Dimock [7],
Prop.1.2)

i / o ) (p)dpon (p) = / (=i 7+ m)u)(p) — (0} + m)o) () ()] dia(p)
aD D (14)

Fiir f € C§°(DM) und h € C§°(D* M), jeweils mit kompaktem Triger innerhalb
von D C M, verschwindet die linke Seite der Gleichung und die Behauptung
folgt fiir m = 0. Der Operator X kann damit stetig auf den Raum der Distribu-
tionen geliftet werden. Die Existenz von eindeutigen Fundamentallsungen fiir
die Dirac-Gleichung wird nun durch das folgende Theorem sichergestellt.

Theorem 1 (Dimock, 1982). Der Operator (—i X/ +m) auf C°(DM) besitzt
eindeutige retardierte bzw. avancierte Fundamentallésungen S* : C5°(DM) —
C>®(DM) mit

(=i K +m)S* = ST (=i X +m) = id auf C(DM) (15)

und supp(ST f) C J*(supp(f)).* Der Operator (i ¥ +m) auf C®(D*M) besitzt
eindeutige retardierte bzw. avancierte Fundamentallosungen Sy : C§°(D*M) —
C>(D*M) mit

(GX +m)Sy =SL(i N +m)=id auf C°(D*M) (16)

und supp(S+ f) C J=(supp(f)).

Die Differenz S zwischen retardierter (ST) und avancierter (S~ ) Fundamen-
tallssung heifit Dirac-Propagator fiir Spinoren: S = ST —S§~. S, =S, — S_
heifit Dirac-Propagator fiir Co-Spinoren. Die komplex konjugierten Operatoren
S+,S7 sind definiert durch

SEf =S, f € C(DM) (17)
Sih:=Sih, heCP(D*M) (18)
Die Operatoren S*, Sy sind reell, d.h. S* = §*, S, = S, denn
id=(—if +m)S*t = (—i ¥ +m)S*
id=(GX +m)Se = (i} +m)S+

Dies folgt aus der Eindeutigkeit der Fundamentallssungen S*. Die Propagatoren
erfiillen die Relationen:

a) (Sth, f)ne = (h, ST f)m, h € C5°(D*M), f € C5°(DM)
b) Syut = (Su)™, u € C(DM)

¢) TS* = §+T

d) TSy = S.T

4Dabei ist fiir N ¢ M J£(N) die Menge der Punkte in M, die mit N durch eine zukunfts-
gerichtete (4) bzw. vergangenheitsgerichtete (-) kausale Kurve verbunden werden kénnen



c¢) und d) folgen aus der Tatsache, dal S*, Sy reell sind. Fiir den Beweis von
a) beachte man, dal supp(S+h) N supp(STf) kompakt ist, da (M,g) global
hyperbolisch angenommen wird. Damit gilt

(Seh, fym = (Seh, (=i F +m)ST fisr = (i N +m)Sth, STf)m = (h, ST fum
Der Adjungierte Operator S’ zu S bzgl. (., .)a ist —Sj, denn

(Sthy foar = ((S+ = S)h, fiar = (h, (ST = ST) f)m
= ~(h,(S* =ST)f)mr = —~(h, SFHm

Es bleibt b) zu zeigen: seien u, f € C§°(DM)

(Su)™, foar = —(FSuyar = —(F ', Su)um
= (ST mwr = —(ut, (ST )
= _<’U’+7S?>M = _<’U’+7Sf>M
= <Sﬁu+7 >M

Dabei wurde benutzt, dafl gilt

— Dp—— =
(Sef )M = =(Sef et = —(Sef st
= (S$:fM)p " = (Sef“v0cm)5 "
= (SF0cry = SFO64
=GfA
Das Cauchy-Problem fiir die Dirac-Gleichung ist dann wohldefiniert:

Theorem 2 (Dimock, 1982). Sei uy € C5°(DMsx). Dann ezistiert ein ein-
deutig bestimmtes u € C*°(DM) mit

(—i X +m)u=0 wund ulx =ug (19)
Zusdtzlich gilt supp(u) C J* (supp(uo)) U J~ (supp(ug)).

Jede Losung u € C*°(DM) der Dirac-Gleichung erfiillt automatisch die spi-
norielle Klein-Gordon-Gleichung. Dies wurde von Dimock zur Konstruktion der
Fundamentallésungen benutzt.

2.4 Quantisierung

Wir fithren nun den Préhilbertraum K ein, der der Quantisierungsprozedur un-
terliegt. Sei S der Raum aller u € C*°(DM), die Losungen der Dirac-Gleichung
sind und zudem die Eigenschaft besitzen, daf} ihre Einschrinkung auf eine be-
liebige Cauchy-Fliche kompakten Triger hat. Fiir eine Cauchy-Fliche ¥ C M
kann man dann eine Sesquilinearform auf S definieren durch:

(Ul,UQ)S = (U1|E,U2|E)E, Uy, Us € S (20)

Es gilt das folgende Lemma
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Lemma 1. (.,.)s ist ein Skalarprodukt auf S und unabhdinig von der Wahl von
3.

Offensichtlich ist (., .)s ein Skalarprodukt, da schon (.,.)s. diese Eigenschaft
besitzt. Die Unabhiinigkeit von der Cauchyfliche ¥ wird bei Verch [24] gezeigt.

Die antilineare Abbildung T ist eine komplexe Konjugation (I? = 1) auf
(S,(.,.)s). Mit K bezeichnen wir im folgenden den Raum C5°(DM)/Ker(S).
[.]:C>®(DM) — K sei die zugehorige Quotientenabbildung. Auf K wird eine
Sesquilinearform wie folgt definiert:

(A1), [foDk = —ilfi", Sa)m (21)

Die Sesquilinearform (.,.)k ist nicht entartet, da wir modulo Ker(S) rechnen.
Dariiber hinaus gilt

Lemma 2. (.,.)k ist ein Skalarprodukt auf K.

Beweis: Folgende 3 Eigenschaften sind zu zeigen

1) ([f1], [f2Dx = ([f2], [f1Dk
2) ([fil,elfoDk = e((fil, [f2Dk, c€C
3) ([f1,[fDk >0, ([f], [fDk = 0, fiir [f] = [0]
zu 1):
(AL [k = =i, S faymr = i(Ss fi7, fadur
= —i(f (S I =—i(F " SFiym
=i(fs, Sfiym =i(fS, Sfi)m
= —i(f;, Sfiym = ([f2], [f1]Dk
zu 2):
(LA elf2D = ([f1), [efol)k = =ifi7, Sefo)u = —ie(fiF, S fa)mr = e([f1], [f2])k
zu 3):
(L IDk = =ilf*, S s = —i(i(Ssf |2, Sfls)s)
= ((8H) s, Sfle)s = (Sfls, Sfls)s

Dies ist positiv definit, da (.,.)s ein Skalarprodukt auf ¥ ist®.
Dann induziert T' eine komplexe Konjugation auf (K, (.,.)k) durch T'[f] :=
[T f]. Dies ist wegen Relation c¢) wohldefiniert, und es gilt:

~i(Cf;", ST ha)ar = ilfs" . SFi)ar, Vi, fo € C32(DM) (22)
Beweis:
(D, ST ho)ar = (F, SFar = (i SFa)ar
(S T =~ S
= —(fs" . Sfi)m

5Fiir das zweite Gleichheitszeichen beachte man Prop.2.2. von Dimock [7]
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Fiir das letzte Gleichheitszeichen beachte man den Beweis von Relation b),
(siehe Seite 10). Dann gilt fiir eine Cauchy-Fliche ¥ mit zukunftsgerichtetem
Einheitsnormalenfeld n

Satz 1 (Verch, 1996). Die Riume S, K und C§°(DMs) mit den zugehirigen
Skalarprodukten (.,.)s, (.,.)k sowie (.,.)n,» sind Prihilbertraume und die Ab-
bildungen

K:K=S, [f]loSf (23)

Py : S—)C(C))O(DME), u»—>u|E (24)
sind unitdr und respektieren die Wirkung von I' in diesen Rdumen.

Die Quantisierung des Dirac-Feldes auf einer global hyperbolischen Raumzeit
(M, g) mit Majorana-Dirac-Biindel DM geht nun wie folgt. Die Vervollstindi-

gung K von K zusammen mit der auf K ausgedehnten antiunitiren Involuti-

on I' machen (K, (.,.)k) zu einem komplexen Hilbertraum mit Involution T'.

Nach Araki gehort zu diesen Daten eine C*-Algebra F[K,I'], die von Elementen
{B(f) : f € K}% erzeugt wird. Fiir diese gelten folgende Relationen:

I) K> f+ B(f) € F[K,T] ist komplex linear
IT) B(f)* =B(Tf), f€K

III) B(9)B(f)* + B(f)*B(9) = (f,9), f,9 € K

III) ist die kanonische Antivertauschungsrelation (CAR). II) besagt, daf} die
Elemente von F[K, I'] selbstdual sind. F[K, '] heiit deswegen selbstduale CAR-
Algebra. Es gilt folgende Konsequenz der CAR-Relationen:

IBUDI < cllfllk, feK (25)

wobei ||.|| die C*-Norm in F[K,T] bezeichnet. Diese C*-Algebra ist bis auf
unitiire Aquivalenz eindeutig bestimmt, d.h. zu einem weiteren Hilbertraum K
mit komplexer Konjugation I'" sowie einer unitdren Abbildung U : K — K’ mit
UoTl = T"oU, existiert ein kanonischer Tsomorphismus ay : F[K,T] — F[K, TV,
so daB ay(B(f)) = Bz (Uf), f € K. Dabei sind Bz (Ug), g € K die Erzeuger
der CAR-Algebra F[K,T'] mit den analogen Relationen T)-TTT). Ein Netz von
Feldalgebren R — F(R) erhiilt man nun indem man jeder offenen relativ kom-
pakten Teilmenge R C M die C*-Unteralgebra F(R) von F[K,T] zuordnet, die
von Elementen {B(f): f € C§°(DM,R)} erzeugt wird. Das Netz von Observa-
blenalgebren R — A(R) ist dann definiert als der gerade Anteil von F(R), der
von Elementen {B(h)*B(f) : h,f € C§°(DM,R)} erzeugt wird. Die Algebren
A(R1) und A(R2) kommutieren, falls die Gebiete Ry und R» nicht durch eine
kausale Kurve miteinander verbunden werden kénnen. Dies folgt aus der Tat-
sache, daB (h, f)k verschwindet, falls die Triger von h und f kausal disjunkt
sind.

Damit im folgenden der Kontakt dieser algebraischen Sichtweise der QFT
zur gewohnlichen Beschreibung im Rahmen der Wightman-Felder hergestellt

6zur Vereinfachung der Notation schreiben wir f fiir ein Element [f] € K
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werden kann, soll nun eine dquivalente Darstellung der CAR-Algebra tiber ei-

nem reellen Hilbertraum erldutert werden. Definiere nun zunéchst Symbole
D(f), f € K durch

D(f)=2""*(B(f) + B(f)") (26)
D(f)* = D(f) (27)

Dann folgt aus den CAR-Relationen IIT)

{D(1), D(9)} = Re(f, 9)k (28)

Beweis:

P
S
=
S
S
=
I
S

f)D(g) + D(9)D(f)
(B(f) + B(f)")(B(g) + B(g9)")
B(g) + B(9)")(B(f) + B(f)"))

f)B(g) + B(f)B(9)" + B(f)*B(g) + B(f)*B(9)"
B(g)B(f) + B(9)B(f)" + B(9)"B(f) + B(9)"B(f)")
({B(f),B(9)"} +{B(9), B(f)"})

((gaf)K + (fag)K)

—~ =

—~
—~

~_

B

—~
—~

[=v I CY TS Y R O i Tl S S ) e

@ ~~
—
- o
) )
~— =
x =
+
~~
=
)
=
-~
N

Sei nun H der reelle Hilbertraum der Elemente f € K fiir die gilt

Lf=f (29)

mit Skalarprodukt (-, )u := (-, )k|uxn- Zu (H, (-, )n) gehort dann die CAR-
Algebra F[H]. Dies ist die von den Symbolen D(f) erzeugte, assoziative, unitale
C*-Algebra, fiir deren Elemente gilt

1) f — D(f) ist R-linear und F[H] wird von den Symbolen D(f) algebraisch
erzeugt

2) D(f) = D(f)
3) {D(f),D(9)} = (f,9)n1

3 Zustinde des Dirac-Feldes

Ein Zustand auf der Feldalgebra F[H] ist ein positives, normiertes, lineares Funk-
tional w, d.h. eine Abbildung w : F[H] = C mit

1) w(D(f)*D(f)) >0, f €H (Positivitit)

2) w(1) =1, 1 ist das Einselement in F[H] (Normierung)
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3.1 Quasifreie Zustinde und Fockraum

Die Menge der Zustinde ist sehr grofl und eine wesentliche Aufgabe der Quan-
tenfeldtheorie auf gekriimmter Raumzeit ist es, Eigenschaften zu finden, die phy-
sikalische Zustéinde erfiillen miissen. Ublicherweise beschriinkt man sich zunzichst
auf quasifreie Zustinde, d.h. auf solche die durch ihre Zweipunktfunktion voll-
stdndig bestimmt sind. Diese Einschrankung ist zunéchst nicht physikalisch
motiviert, jedoch hat es sich als bequem herausgestellt nur mit quasifreien
Zustinden zu rechnen. Die Klasse der quasifreien Zusténde ist immer noch sehr
groB, so sind z.B. gewohnliche Vakuumzustinde auf stationiren Raumzeiten
sowie Zusténde die durch Modenzerlegung der Feldoperatoren erhalten werden
darin enthalten. Dariiber hinaus wurde von Junker [14] gezeigt, daB} alle adiaba-
tischen Vakuumzustinde des Klein-Gordon-Feldes auf einer Robertson-Walker-
Raumzeit quasifreie Hadamard-Zustédnde sind. Die Hadamard-Bedingung wird
als Kriterium benutzt, um physikalische Zustéinde auszuzeichnen.

Nach Araki’s Definition heifit ein Zustand quasifrei, wenn gilt: w verschwin-
det auf allen ungeraden Monomen D(f1)...D(font1), » € No und auf den
geraden Monomen hat w die folgende Darstellung:

W(D(f1) ... D(fan)) = ()" DY "sgn(o H D(fs())D(fo(j4n)))s n €N

(30)
wobei die Summe iiber alle Permutationen o von {1,...,2n} liuft mit der
Bedingung o(1) < 0(2) < ... < o(n) und o(j) < o(j +n), j =1,... ,n. sgn(o)

ist +1(—1), falls o eine gerade(ungerade) Permutation von {1,...,2n} ist.
Wir betrachten nun folgende Menge von reell-linearen Operatoren auf H:

Q(H) = {A e B(H):[|4]| < 1,AT = -4}

Nach Balslev, Manuceau und Verbeure [2] besteht eine Bijektion zwischen Q(H)
und der Menge der quasifreien Zustéinde auf F[H], die durch folgende Zuordnung
gegeben ist:

A = WA
wA(D(f)D(g)) = (f:g)H _i(fa AQ)H, \V/f,g €H

In Q(H) sind die sog. komplexen Strukturen enthalten, d.h. die Operatoren
J € Q(H) fiir die zusétzlich gilt:

J?=-1

Mit Hilfe dieser komplexen Strukturen kann H zu einem komplexen Hilbertraum
gemacht werden, vermoge der Definitionen:

if==Jf feH
(fa )H _wJ(D(f)D(g))a Vf,gEH

Wir sind insbesondere an reinen quasifreien Zustinden auf F[H] interessiert.
Von Manuceau, Rocca, Testard wurde gezeigt, dafl der quasifreie Zustand w;

genau dann rein ist, wenn J € Q(H) ist und die Bedingung J? = —1 erfiillt.
Man kann nun Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren definieren durch
Dy (f) :=2""*(D(f) +iD(Jf)) (31)
Dy(9)* :=2""*(D(g) —iD(Jg)) (32)
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Diese erfiillen die Antivertauschungsrelationen

{Ds(f),Ds(9)"} = (£, 9 +i(f, Tg)n (33)

Also entspricht (f,g)n dem Realteil von (f,g)k und (f, Jg)u entspricht dem
Imaginérteil von (f,g)k. Die komplexe Struktur J auf H ist der Wahl einer

Basisprojektion P in K dquivalent [3]. Dies ist eine orthogonale Projektion auf
H C K mit der Eigenschaft

P+TPr =1 (34)

In der Quantenfeldtheorie nach Garding und Wightman sind Quantenfelder
operatorwertige Distributionen auf einem Hilbertraum 7, die den sogenannten
Wightman-Axiomen geniigen [29]. Ein Zustand wird charakterisiert durch die
Angabe einer Familie von Vakuumerwartungswerten bzgl. eines Referenzvektors
) € H. Wir wihlen nun einen reinen quasifreien Zustand w; auf F[H] und
erhalten mittels GNS-Konstruktion eine Darstellung (77, F_(H), Q) der CAR-
Algebra F[H] auf dem antisymmetrischen Fockhilbertraum F_(H). Qs ist der
Vakuumvektor in F_(H). Die Elemente der CAR-Algebra werden dargestellt
durch beschriinkte Operatoren auf dem Fockhilbertraum F_(H) gemif

mi(D(f)) =27 (as(f) + as(f)*), f €H

mit dem Vernichtungsoperator a;(f) = 7;(Ds(f)) und dem Erzeugungsopera-
tor ay(f)* =m;(Ds(f)*) auf F_(H).

3.2 Hadamard-Zustinde

Es sollen nun solche Zustédnde betrachtet werden, deren Zweipunktfunktion die
Hadamard-Singularitdtenstruktur aufweisen [5]. Dies sind die sog. Hadamard-
Zusténde. Zundchst werden Bi-Spinoren eingefiihrt. Sei NV eine offene Teilmenge
von M. Dann ist DN K D*N definiert als das duflere Tensorprodukt der Biindel
DN und D*N. Dies ist das Biindel iiber der Produktmannigfaltigkeit N x N.
Die Fasern am Punkt (p,p’) € N x N sind (DN), ® (D*N),y. m ist die Produkt-
Projektion, d.h. = ((p, ), (', f')) = (p,p"). Glatte Schnitte in DNXD*N heiflen
Bi-Spinoren. Durch die Wahl von induzierten mitbewegten Rahmen (E4) um p

und (E’B’) um p’, wird die Menge der Schnitte (¢,¢") — (EX E’)AB’ (q,q") ==
EA(q)®E’B (¢"), A,B' =0,...,3ein induzierter mitbewegter Rahmen in DNX
D*N um (p,p"). Schnitte v € C*(DN K D*N) werden ausgedriickt durch

v, ¢) = v 5 (0, ) ERENA" (4,4 (35)

mit C®°-Funktionen v 5.

Wir geben nun die Definition eines Hadamard-Zustandes fiir das Dirac-
Feld auf (M, g) an. Eine genaue Definition wurde zuerst von Kohler [16] bzw.
Verch [24] aufgestellt. Eine mathematisch strenge Definition der heuristischen
Version von DeWitt und Brehme eines Hadamard-Zustandes fiir das Klein-
Gordon-Feld auf einer gekriimmten Raumzeit geht auf Kay und Wald [15]
zuriick.

Eine offene Umgebung N einer Cauchy-Fliche ¥ in (M, g) heifit kausal nor-
male Umgebung fiir ¥, wenn ¥ eine Cauchy-Fliche fiir N ist und falls fiir jede
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Wahl von p,¢ € N mit p € J*(q) eine konvex normale Umgebung’R C M
existiert, so dal J~(p) N J*(¢) C R. Von Kay und Wald wurde gezeigt, daB jede
Cauchy-Fliche eine kausal normale Umgebung besitzt. Sei nun X die Menge der
Punkte (p,q) € M x M, die durch eine kausale Kurve verbunden werden kénnen
und fiir die J*(p) NJ~(q), falls ¢ € J*(p) oder J=(p) NJT(q), falls p € J*(q), in
einer konvex normalen Umgebung enthalten ist. Das Quadrat des geoditischen
Abstandes s(p, ¢) von p und ¢ ist dann wohldefiniert und glatt in X C M x M.

Sei nun N eine kausal normale Umgebung einer Cauchy-Fliche ¥. Dann
heifit eine glatte Funktion x auf N x IV eine N-Regularisierungsfunktion, wenn
sie folgende Eigenschaften besitzt: Es existiert eine offene Umgebung Y in N x N
der Menge der kausal zusammenhiingenden Punkte in N, so da Y C X und
x =1 auf Y und x = 0 aulerhalb von X. y ist dann wohldefiniert, denn Y und
das Komplement von X in N x N sind disjunkte abgeschlossene Teilmengen
von N x N. Es kann gezeigt werden, daf} eine solche N-Regularisierungsfunk-
tion stets existiert [22].

Die Quadratwurzel der bi-Spinor-wertigen VanVleck-Morette Determinante
sei mit U4 bezeichnet und ist definiert durch

Utp =A'"%(q,¢\T "B (36)

wobei AY2(q,q") = g(q)*/*det(a(q, q').ap)9(¢')*/? die skalare VanVleck-Morette-
Determinante ist und o(q,¢') = 1/2s(q, q"). Der Bi-Spinor des Paralleltranspor-
tes JA g ist definiert durch

1) o#T4p, =0
2) jAB’ (q7Q) = 1AB’

Vi A B> m € Np sei eine Folge von Bi-Spinoren die durch die Hadamard Re-
kursionsrelationen bestimmt sind [16]. U4 g/ und Vind g sind definiert auf X.
Dann definiert man fiir alle n € N

V(n)AB’ (q, ql) = Z VmAB’ (Qa q,)(s(qa ql))m, (q7 ql) € X (37)
m=0

Weiter sei 7' : M — R eine zukunftsgerichtete globale Zeitfunktion, d.h. ihr
Gradientenfeld ist iiberall von 0 verschieden, zeitartig und zukunftsgerichtet.
Schliefilich sei

ri(¢,4') = ~2ie(T(q) = T(¢")) = €%, ¢,4' € M, € >0 (38)

Mit der nun folgenden Definition wird die Singularitdtenstruktur einer Zwei-
punktfunktion fiirs Dirac-Feld charakterisiert, wobei die Hadamard-Form der
Singularititenstruktur zunichst fiir einen hyperbolischen Operator (im Sinne
von Leray) angegeben wird.

Definition 1. Sei A eine Sesquilinearform auf C§°(DM). A hat Hadamard-
Form (fiir den spinoriellen Klein-Gordon-Operator), falls folgende Daten exi-
stieren:

1) eine kausal normale Umgebung N einer Cauchy-Fliche ¥

"N C M heifit konvex normale Umgebung von p < es existiert eine eindeutige Geodite
zwischen p und ¢, Vg € N die vollstédndig in N liegt
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2) eine N-Regularisierungsfunktion y
3) eine glatte zukunftsgerichtete globale Zeitfunktion T auf M

4) eine Folge H™ € C"(DN R D*N), n € N, so daB fiir alle n € N und alle
f.h € C*(DM,N)

AR =T [ (AT (0, 0) £ (@0 (@) dn(a)du(g'), wobe

A .
(A 5(0,d) = x(a,d)(GE™) 5(a,d) + H™M pi(q,¢') mit

A 1 UAB’ (qaql) n
(C:Z-’7 ) B (q,q') = W(S(q,ql) —|—rT(q,q’) + V( )AB’ (qaql) ln(S(Q7ql)

+17(¢,)))
fiir (¢,¢') € X N (N x N); In ist der Hauptzweig des Logarithmus

Betrachtet man die Zweipunktfunktion w(D(f1)*D(f2)) als Hermitesche Form
fi, f2 = (f1,Qf2)n iiber H so sieht man, dafl sie in beiden Argumenten eine
Losung der Dirac-Gleichung ist, d.h.

(=i +m)fi,Qf2)n = (f1,Q(=i F +m)fo)n =0 (39)

Dies ist richtig, weil schon (., .)y diese Eigenschaft hat. Die folgende Definition
erkldrt nun was ein Hadamard-Zustand des Dirac-Feldes ist.

Definition 2. Ein quasifreier Zustand w auf F[H] heift Hadamard-Zustand des
Dirac-Feldes, wenn es eine Losung A der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung
von Hadamard-Form gibt, so daf} die Zweipunktfunktion von w folgende Gestalt
besitzt:

w(D(f1)"D(f2)) = M} +m) fr, f2), fr, fo €H (40)

A ist eine Losung der Dirac-Gleichung in beiden Argumenten, denn A 15st
die Dirac-Gleichung im ersten Argument wegen der Identitéit von Lichnerowicz
und im zweiten Argument wegen Hermitizitit. Der singuliire Anteil von A wird
ausschliefllich durch geometrische Groflen wie Metrik und Spinzusammenhang
fixiert und ist insbesondere unabhinig vom Zustand w. Ein Zustand wird also
festgelegt, indem der glatte Teil von A bestimmt wird.

3.3 Charakterisierung der Hadamard-Bedingung iiber Wel-
lenfrontenmengen

Die bisherige Charakterisierung von Hadamard-Zusténden beruhte ausschlie-
lich auf algebraischen Eigenschaften der zugehorigen n-Punktfunktionen. Seit
der Arbeit von Radzikowski wissen wir, dafl man diese Zustinde auch mit Hil-
fe der sog. Mikrolokalen Analysis beschreiben kann. Diese Methode besteht im
wesentlichen in einer Lokalisierung der Distributionen

fla--- 7fn = AZ(fla 7fn) = <Qwa\1’w(fl) ---\I’w(fn)QuJ)Hu (41)
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im Ortsraum um den singuldren Triger und einer anschliefenden Analyse der
Richtungen im Fourierraum, die diese Singularitédten verursachen. Dies fiihrt auf
das Konzept der Wellenfrontenmenge einer Distribution. Der Vorteil dieser Be-
schreibung von Hadamard-Zusténden ist es, dafl nur lokale Konzepte verwendet
werden. Im folgenden soll am Beispiel der Zweipunktfunktion des Dirac-Feldes
auf (M, g) diese Technik der Mikrolokalen Analysis erldutert werden. Sei dazu w
ein quasifreier Hadamard-Zustand auf F[H] mit zugehorigem GNS-Hilbertraum
‘H., dichtem invariantem Unterraum D, zyklischem Vektor , sowie Feldope-
ratoren ¥, und . Der Zustand w wird dann vollstéindig durch den Satz von
n-Punktfunktionen {A“} beschrieben, wobei A € ®" Cs°(DM)'.

Wellenfrontenmengen wurden Anfang der 70er Jahre von Hormander [12]
entwickelt, um damit partielle Differentialgleichungen zu untersuchen. Dariiber
hinaus liefern Wellenfrontenmengen ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
des Produktes zweier Distributionen. Duistermaat und Hérmander [8] fanden
1972 einen Zusammenhang zwischen ihrer Mikrolokalen Analysis und der QFT.
Fiir die QFT auf GRZ sind diese Methoden besonders deshalb von groflem
Nutzen, weil die Untersuchung der Singularititen vom Ortsraum in das Co-
Tangentialbiindel der unterliegenden Mannigfaltigkeit iibertragen werden kann.
Man erhélt auf diese Weise diffeomorphismeninvariante Aussagen iiber das sin-
guldre Verhalten der in der QFT auftretenden Distributionen.

Wellenfrontenmengen werden jetzt zundchst allgemein fiir Distributionen
iiber dem R™ eingefiihrt. Sei v € D'(R"™) eine Distribution und sei ¢ € C3°(V)
eine glatte Funktion mit kompaktem Triger in V' C R"™. Dann definiert

pu(€) = (u,e 9 g) (42)

eine glatte Funktion in £. Dies ist die sog. Fourier-Laplace-Transformierte von
u (siehe Hoérmander [13],Thm.7.1.14). (-,-) ist das iibliche Skalarprodukt in
R" : (2,8) = :1& + ... 2p&y. Fiir eine Distribution u € D'(R™) definiert
man den singuliren Triger singsupp(u) als die Menge der Punkte in R", die
keine offene Umgebung X besitzen, so dafl u|X € C3°(X) ist. Dabei bedeutet
u| X (¢) = u(e), ¢ € Cg°(X). Das Konzept der Wellenfrontenmenge liefert jetzt
nicht nur Informationen iiber die Lokalisation der Singularitdten, sondern macht
zusétzlich noch eine Aussage iiber die Fouriermoden, durch die diese entstehen.
Die Wellenfrontenmenge einer Distribution ist wie folgt definiert:

Definition 3. Seiu € D'(X), X eine offene Teilmenge des R"™. Die Wellenfron-
tenmenge WF(u) von u ist das Komplement in X x R"™ \ {0} der Menge der
Punkte (z0,&) € X x R™ \ {0}, so daB fiir eine offene Umgebung U von zg
und eine konische Umgebung ¥ von &, sowie jede Testfunktion ¢ € C3°(U) eine
ganze Zahl N > 0 und eine Konstante Cy n existieren mit

[(u, e )| < Con(1+1€)~N,VEES (43)

Dabei ist eine konische Umgebung ¥ von &, eine Umgebung von &, so daf}
mit (z,€) € X x ¥ auch (z,t§) € X x X, Vi > 0.
Bemerkungen:

1. Die Projektion der Wellenfrontenmenge WF(u) auf den ersten Faktor gibt
singsupp(u)

2. WF(u) ist eine abgeschlossene Menge in X x R™\ {0}, denn die Komplemente
von WF(u) sind offene Mengen.
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3. Fiir alle Testfunktionen ¢ mit kompaktem Triger gilt:

WF(pu) C WF(u)

4. Sei P ein Differentialoperator mit C°°-Koeffizienten, dann gilt:
WF(Pu) C WF(u),

d.h. die Anwendung eines linearen Differentialoperators auf u vergroflert
nicht die Wellenfrontenmenge von u

Beispiel:
1) Sei f € C*°(X) eine glatte Funktion. Dann ist WF(f) = 0

2) Sei § die Dirac’sche Deltadistribution auf R?. Dann erhilt man fiir die Wel-
lenfrontenmenge WF(d(x,y)) = {(z,k;y, k") € R> x R2\ {0}z = y, k =
_k’}

Fiir die Wellenfrontenmenge des Tensorproduktes von zwei Distributionen u, v €
D'(R") gilt die Formel (sieche Hérmander [13])

WF(u ®v) C WF(u) UWF(v)
U ((supp(u) x {0} x WF(v)) (44)
U (WF(u) x (supp(v) x {0})))

Als néichstes betrachten wir Distributionen auf einer n-dimensionalen C*°-Mannig-
faltigkeit M, die mit einer Metrik g mit Lorentz-Signatur versehen ist. Dazu ge-
ben wir zun#chst die Definition von C*°-Funktionen auf M. Eine Funktion f auf
M heifit glatt oder C*, falls fiir jedes Koordinatensystem (U, k) die Funktion
(k=) f, definiert, durch

(x7)f(z) = f(v7(2)), 2 € U CR"

aus C>°(U) ist. Eine Funktion f auf M kann man auch dadurch angeben, dafl

man eine Familie von Funktionen f, € C*®(U,), fiir alle x aus einem Atlas
{(Ug, k)}, vorgibt die das richtige Transformationsverhalten haben:

fo=feo(kok' ") in K (U.NUw)

Die Funktion ist dann eindeutig bestimmt. Diese Sichtweise von Funktionen
motiviert nun die Definition einer Distribution auf einer Mannigfaltigkeit M.

Sei {U;} eine offene Uberdeckung von M und sei (U;, k;) ein lokales Koor-
dinatensystem, d.h. &; ist ein Homdomorphismus einer offenen Menge U; C M
auf eine offene Teilmenge U; des R”. Falls nun zu jedem Koordinatensystem
(Ui, ki) in M eine Distribution u,, € D'(U;) gegeben ist, so daff bzgl. einer
Koordinatentransformation (U, k;) — (Uj, ;) gilt:

Uy, = (Kjo njfl)*um in k;(U;NT;)

dann heifit das System wu,, eine Distribution » in M. Die Menge aller Distribu-
tionen in M sei mit D'(M) bezeichnet. Wie im Fall von Funktionen benutzen wir
die Notation u, = u o k~!. Die auf diese Weise definierten Distributionen sind
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ein Spezialfall von sog. Distributionsdichten der Ordnung «, fiir die folgendes
Transformationsgesetz gilt:
Up; = |dete);|“ e, , Pij = Kio Hj_l in k;(U; N Uy)

Die Betrachtung von Distributionsdichten ist niitzlich auf Mannigfaltigkeiten
ohne Metrik. Dort existiert zunichst keine invariante Definition des Integrals
iiber eine Funktion f € C§°(M). Ist, wie in unserem Fall, M jedoch mit einer
Metrik g versehen so definiert du(z) = \/|g(z)|d2® ® ... ® dx® in natiirlicher
Weise ein invariantes Volumenelement auf M. Die Dichte /|g(x)| dient im fol-
genden zur Identifikation von Distributionen mit Distributionsdichten.

Eine intrinsische Definition der Wellenfrontenmenge einer Distribution u €
D'(M) kann nun wie folgt formuliert werden (siehe [4]).

Definition 4. Sei (M, g) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit zugehéri-
gem Cotangentialbiindel 7* M. Sei u € D'(M). Dann heifit ein Punkt (x0, ko) €
T*M \ {0} ein regulir gerichteter Punkt von u € D'(M) genau dann, wenn gilt:
Fiir alle Ay € R"™ und fiir jede Funktion ¢ € C*®(M x R, R) mit d,d(xo, \o) =
ko existiert eine Umgebung U von xg in M und eine Umgebung A von \g in
R", so daB fiir alle p € C*°(U) und alle N > 0 gleichméfig in A € A gilt:

|(u, pexp™ MY = o(rN)  fiir 7 — oo (45)

Die Wellenfrontenmenge WF(u) ist dann das Komplement in T*M \ {0} der
Menge der regulir gerichteten Punkte von wu.

Seien nun w,v € D'(M) mit jeweiligen Wellenfrontenmengen WF (u) bzw.
WF(v) derart, dafl (z,0) ¢ WF(u)®WF(v) := {(z,&+&) € T*M\{0}|(z,&) €
WF(u), (z,&2) € WF(v)} dann kann das punktweise Produkt von « und v auf
folgende Art und Weise definiert werden. Sei § : M — M x M, = — (z,x)
die Einschrinkungsabbildung auf die Diagonale in M x M. Das punktweise
Produkt von « und v ist dann das mit ¢ zuriickgezogene Tensorprodukt u ® v €
D'(M x M), dh.

(u-v)(9) =" (u®v)(g) = (u@v)(¢p0d7"), ¢ € (M) (46)
Fiir die Wellenfrontenmenge von u - v gilt nun

Theorem 3. Seien u,v € D'(M) mit Wellenfrontenmengen WF(u) bzw. WF(v)
und das punktweise Produkt sei wohldefiniert, d.h. (x,0) ¢ WF(u) ® WF(v).
Dann gilt

WF(u-v) C WF(u) @ WF(v) U WF(u) U WF(v) (47)

Den Beweis findet man in [13].

Mit Hilfe der Wellenfrontenmengen sollen nun die Hadamard-Zustinde des
Dirac-Feldes charakterisiert werden. Dazu betrachten wir zunéchst Hadamard-
Zustiande des Klein-Gordon-Feldes auf (M, g). Wie oben beschrieben erhélt man
die n-Punktfunktion des Dirac-Feldes aus denen des Klein-Gordon-Feldes durch
Anwendung des adjungierten Dirac-Operators:

A;Dirac(fla"' afn) = (Z)V-I'm)A:,KG(fla afn)a fla"' 7fn eH
(48)
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A} kg ist eine Losung der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung in allen Argu-
menten, also

1 1
(D_ ZR_'_mQ)A%KG(fla 7f'n) :AZ,KG(fla'-' 7(|:|_ ZR+m2)f]ﬂ 7f'n)
—0 Vj=1,...,n (49)

Aufgrund der Tatsache, dal die Anwendung eines linearen Differentialopera-
tors auf eine Distribution v € D'(M) die Wellenfrontenmenge von w mnicht
vergroflert, ist es hinreichend die n-Punktfunktion des Klein-Gordon-Feldes zu
untersuchen. Eine vollstindig lokale Beschreibung der Hadamard-Zusténde des
Klein-Gordon-Feldes wurde 1992 von Radzikowski [22] gegeben:

Theorem 4. Fin quasifreier Zustand des Klein-Gordon-Feldes auf einer global
hyperbolischen Raumzeit (M, g) ist genaw dann ein Hadamard-Zustand, wenn
er eine Zweipunktfunktion A3 o mit folgender Wellenfrontenmenge besitzt:

WF(AS gg) = {(21, 1502, =&) € T*M?\ {0}; (21, &1) ~ (22,&2), &) > 0}
(50)

Dabei bedeutet (z1,£1) ~ (x2,&), daB z; und z2 durch eine lichtartige
Geodiite y verbunden werden konnen, so daf £} tangential an v in z; ist und
&y ist & parallel transportiert nach z». Auf der Diagonalen z; = z» bedeutet
(z1,&1) ~ (22,&), daBB & = & und (51)2 = (. Zur weiteren Diskussion von
Hadamard-Zusténden des Klein-Gordon-Feldes siehe [14].

Ein Hadamard-Zustand des Dirac-Feldes ist nun definiert als Zustand w auf
F[H], dessen 2-Punktfunktion A% die Wellenfrontenmenge (50) besitzt. Die Wel-
lenfrontenmenge einer m-Punktfunktion findet man mit Hilfe von (44). Sei dazu
A¥ (21,...,2y) der Integralkern der m-Punktfunktion eines quasifreien Zustan-
des des Dirac-Feldes auf F[H]. Dann hat A%, die folgende Wellenfrontenmenge

WE(A (21, ,2m)) € é WF(ASY), n=m/2 (51)

wobei Ag(j ) die Zweipunktfunktion in den Variablen z,;), T,(j+n) bezeichnet,
aufgefafit als Distribution iiber M™ mit der Wellenfrontenmenge

WF(Ag(j)) = {(1‘1, 0; ce ;ac(,(j) 5 ka(j)§ ce ;l‘g(j+n),ka(j+n); e 5T, 0)|
(xo(j) ) ko(j) i To(j+n)) ka’(]'-i-n)) € WF(Ag(]) )} (52)

Das A%, diese Wellenfrontenmenge besitzt ist klar, weil sich A% als Summe tiber
Tensorprodukte von Zweipunktfunktionen schreiben list.

4 Das Dirac-Feld auf einer Robertson-Walker
Raumezeit

In diesem Abschnitt betrachten wir das Dirac-Feld auf einer Robertson-Walker
Raumzeit. Zunichst wird die explizite Form der Dirac-Gleichung in chrono-
metrischen Koordinaten (siche Anhang A.4) angegeben. Es werden explizite
Losungen dieser Gleichung konstruiert. Dabei benutzen wir die Methode der
Separation der Variablen wie bei Villalba und Percoco [26].
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4.1 Christoffelsymbole
Das Abstandsquadrat ist in den Koordinaten 7, x, 8, ¢ gegeben durch

ds? = e*Ddr? — dy® — €2(x)d2?) (53)
Dabei ist dQ2? gegeben durch
dQ? = df* + sin® fdp* (54)

und «(7) ist eine glatte reellwertige Funktion. Die Funktion £(x) ist je nach
Wahl des Parameters x bestimmt durch

siny falls k = +1

Ex) =< x falls k =0
sinhy falls k = —1

Die Metrik ist also durch folgenden Ausdruck gegeben

(gu) = ™ Mdiag(1, =1, =€*(x), =€ (x) sin” 0) (55)
Die Christoffelsymbole berechnen sich nach folgender Formel [27]
1 v OGpu _ Oguv
M, = —g' ) pu _ 9Yu
) {69:” T T B (56)

Die inverse Metrik lautet

(g") = e~ *Mdiag(1, —1, —€2(x), —€ 2(x) sin"26) (57)

Man berechnet nun leicht folgende Ableitungen der Metrik

aguu _ aguu . _

520 - o7 = QGuv, vu:’/_0717273
9goo _ dg11 -0

ox!  Or'

O0g22  Ogaa e 9€%(x)

ozt Oy Ox

0933 N 0933 a2 6520()
ot~ oy e%sin B—ax
9goo _ dg11 _ 0922 -0

oz Ox2  Ox2

0933 _ 0933 _ oa2 .

2~ 00 2e%&(x) sin 6 cos b
v _ Oguv _ _

92 = Oy =0, Vu,v=0,1,2,3

Die nichtverschwindenden Christoffelsymbole lauten bzgl. dieser Koordinaten-
basis

I, =1/2 X, = 1/24
7y = 1/26 X, = 1/2
7y = 1/20&> Xy = —£¢'

[7,, = 1/24¢%sin* 0 TX,, = —sin® f¢¢’
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I, =1/2a& %, =1/2d

I =¢61¢ [y =€
I, = 1/2& I, = cot §
Do =¢71¢ P9or =1/26
1"9W = —sinflcosf T¥,, =1

'Y ;9 = cot 6

4.2 Spinzusammenhang

Die Berechnung des Spinzusammenhanges wird in einer Nichtkoordinatenbasis
durchgefiihrt, so dal zunéichst die Christoffelsymbole in dieser neuen Basis an-
gegeben werden miissen. Der Zusammenhang zwischen beiden Basen kommt in
der folgenden Formel zum Ausdruck®

I = ebet (9uel + )T u0) (58)
Dabei sind die Vierbeine (e!,) € GL(4, R), definiert durch

eZelb/nab = Guv (59)
Es wird nun folgende Wahl der Vierbeine getroffen:

€2 = e¥/2(§96,0 + 08,1 + E(x)0% 02 + £(x) sin 598 ,43) (60)

o —
ey = e 2(608,0 + 6105 + (X)) 0hy + € H(x) sinT! 0673 8y3)
(61)

Zur Berechnung der Christoffelsymbole in Vierbeinbasis werden nun zuerst die
Ableitungen der Vierbeine nach den Koordinaten 7, , 6, ¢ bendtigt.

Ooel = —%de?
drel = e 2 (O™ (X)0"der + D167 (x) sin ™" 053 5.3)
= —e 272 (3)E' () (6%8ez + sin ! 06736,3)
el = e—a/Qg—l(X)a2 sin™! 057355
= —e*a/2§*1 sin"26 cos 05365

836” =0

c

Es wird nun der Term e#d,e’ berechnet:

1
eld,e” = e=/26, (—ideZ) e/, {—e_o‘ﬂf_?(x)f'(x) (5"2562 +sin”! 95"3563)]

+ 72671 (X)) b2 (—e_o‘/2£_1 (x) sin™2 8 cos 05”3663)
= e/ { %5a0aeg + a2 ()€ () (872002 + sin " 0605

+ 5a2e_“/2§_2 (x)sin™2 0 cos 05”353 }

8griechische Buchstaben p, v, p,0,... als Indizes beziehen sich auf eine Koordinatenbasis,
wohingegen lateinische Buchstaben a,b,c,d,... Indizes bzgl. einer Vierbeinbasis bezeichnen.
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Es folgt die Berechnung von e’ (e#9,e%):
v a —Q 1 AT a —Q 1 AT
ebeld, e’ = /20 (—e 2 bantie /2600) + eo/2401 (—e /2> 0ucee /2501)
—a2fle o _a/e— —a/2
+e/26(x)8" [—e [2{ 30a00e7 27 (0002 + dure ™™/ 2(x>f’(x>6c2}]
+ e¥/2¢(x) sin #5°° {—e“ﬂ { %&Lode*“ﬂf*l (x)sin™" 05,3
b2 H0€ (0 sin ! Bis + G620 s s 05}
—as2f L. o L. L. o 1y el (1) 552
= — o 22 50" bu00e0 + 560" Baoder + 560" 0a00ce + € (00E ()" 010
1
+ 560" 8000 + € (€ ()0 0ardes + € (x) €0t 06" 00205 |
Nun wird der Term e}I'”,,\ berechnet:
6;\1—“’“/\ = eia/25601—wu0 -+ efa/2§d]_—wul -+ eia/2€71(X)6621—w“2 —+ eia/Zfil(X) sin_l 95631_”/”3
= eia/2{6001—wu0 + 601]-—wul + fil(X)5c2]-—wu2 + fil(X) Sin_l 9563ryu3}
Es folgt der Term e (erT" 0 ):
elerT” \ = efa(sao{tscol—woo + 8101 + € ()82l 02 + €1 (x) sin ! 05631""03}
+ e_a(sal{tscolwm + 01T 11 + €7 ()02l 12 + €71 (x) sin ! 06031—”}13}

+e "¢ (X) a2 {5cor"2o + 01 Ta1 + €1 (X) 02T 22 + €1 (x) sin™! 05c3ry23}

+e % (x) sin T 00,3 {5c01—w30 + 0T 31 + €1 ()02 30 + €1 (x) sin ™ 06631""33}
SchlieBlich ist noch der Term e’ (e#e[",5) zu bestimmen:

epeherl” i\ = ea/25b0{e_a5a05c01—‘000 + e %1010
+ €7 ()d020:L 22 + €7 HE 2 (X) sin ™ a0l s |
+ /250 {67a5a05c1F101 + e *0a10:00 " 10
+e7 2 (X)0a200T 9o + €7 ¥E2 () sin 2 96a36631“133}
+e*/2€(x)0" {e_af_l (X)8a00e2T %02 + €767 (X) 80100212
+e "¢ ()da20c0l 20 + € "¢ (X)da20ea TPa1
+e7 % 2(x) sin 2 05(136631"233}
+ ea/Qf(X) sin §5%° {e_"‘f_1 (x) sin™" 00,00.3T303 + e~ (x) sin ™" 83,410,573 13
+e7 2 (x) sin 004203193 + e ¢ (x) sin ! 084360030
+e () sin ! 98,30 T g1 +e ¢ 2(x) sin™! 00,3021 |
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Nach dem Einsetzen der Christoffelsymbole erhilt man folgenden Ausdruck:

1 1
ebehe T\ = e_a/QébO{éaoécOEd + 631001~

l/aC 2

1 1
+ 020267 (X) &% (X) + Gadead ™ (x) sin~* O54&? (x) sin” 9}
1

Fema/2h {5(10561 S+ 5a1560%a
+ Ba20e2€ 200 (—E00E (V) + Baadeat 2(x) sin™ 2 6(sin BE()E' (X)) |
0255086+ 801806 (EROE ()
+ 6a26co%a + 60201 €2 (0E0OE () + Basdes€ ™' (x) sin~ B sin  cos6) }
+ /24 {6a06c3%d + 6416362 ()E)E (X) + ba26e3E " (x) cot 0
+ 5a35c0%d + 643612 ()EX)E (X) + Sa36e26 " (X) cot 0}

Dies kann noch zu folgendem Ausdruck vereinfacht werden

ehehATY 1y = %e*aﬂaaw{aaoaeo + 8arder + Baobes + Basies
+ *0/25“{ 8a00e16v + GarBooy

- zaﬂfsCZf € () — 2asbest T (0E ()}

*0/25”2{ Ba08un6t + 20018e2E "L (X)E' (X) + Ga2be0cy

+ 2603006 (0€/(X) — 20aadeaé () cot 0}

+ ie_a/25b3{5ao5c3d +26410e3E 7 ()€ (X) + 20a20e3¢ ™ (x) cot 6

+ Basdeott + 200301€ ()€ (X) + 20430261 (x) cot 6 ]

Fiir die Christoffelsymbole in Vierbeinbasis findet man nun
b 1 —a/2 ) » cb0
e = Ee &d |:5a15c1 + 0q20c2 + 6&3603]

+ 6" [6a1660d - 25a25c2§_1(X)€I(X) - 26&35c35_1(X)€I(X)]

0" [Bundends + 200206 (V€' (0) = LWasdea€ ' (W) ot 6] (62)

+ 6% [@3560@ + 262300167 ()€ (X) + 20a30e26 1 (x) cot 9] }

Die Spinzusammenhangskomponenten sind bzgl. mitbewegter Rahmen definiert
durch (siehe Abschnitt 1.2):

1 C
UaBA = _Zrcab'YbBD'Y DA (63)
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Dabei sind v, die Komponenten des Spinor-Tensors v bzgl. mitbewegter Rah-
men. Mit dem obigen Ausdruck fiir die Christoffelsymbole in Vierbeinbasis er-
gibt sich nun folgender Ausdruck fiir die Spinzusammenhangskomponenten

1 _ .
0a=—ge Q/Q{a[&n%’yl + 042707 + 5a37073]

+6a117°& = 20021177 E ()€ (X) — 20031 Y*E (X)E' (0)
+ 04272706 + 2002727 €1 E (X) — 20a3727°E " (X) cot 8 (64)

+ 6437374 + 26437376 (X)E (X) + 20a37377E " (x) cot 9}

Fiir die jeweilige Wahl des Parameters x erhélt man daraus folgendes Ergebnis
fiir die Spinzusammenhangskomponenten: 1)k = +1

1 o,
0a == 7€ /2{a[5a17071 + da2v07” + 5a37073]
_ 26a27172 cot Y — 26a3'yl’)/3 cot = 26a37273 Sin71 X cot, 0} (65)
2)k =0

1 _opf.
0a == 7€ /2{a[5a17071 + dazv07” + 5a37073]
(66)
= 2007’ X T = 20037 X T = 2003727 X Cow}

3k =-1
1 .
00 = — Zeaﬂ{a [5a1’70’71 + 022707 + da3 Y0y’
— 2645717 coth x — 20a3717° coth x — 2643757 sinh ™" x cot 9} o0

Dabei wurden die Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen benutzt.

4.3 Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung auf einer Robertson-Walker Raumzeit lautet

(—iv*Vo +m)¥(z) =0 (68)
Dabei ist die kovariante Ableitung auf dem Spinorbiindel DM definiert durch
Vi=0,+0, (69)

Es wird nun zuerst der Term %0, berechnet.
1 _ .
7'0a = ge Q/Q{a [717071 +7%7 + Y107 + V' 1 + e’ + 737370]
=217 0E () — 2T (0E () + 297y T (0E ()

=293 7 (x) cot 0 + 29° 3y ()€ (X) + 29 1577 E T (x) cot 9}

= ie"ﬂ{&mo +4ETH()E ()7 + 267 (x) cot 972}
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Der Ableitungsoperator nimmt folgende Gestalt an:
V00 = 7" 0u
= e7/2[100 + 401 + 3¢ ()0 + 7% () sin " 005
Insgesamt lautet der Dirac-Operator nun wie folgt:
(=i +m) = = ie™/2[10 (8 - gd) +9' (0 = € € W)

+72¢ (%) (82 - % cot 0) + 3¢ (x) sin ™! 983] + m(70)
Wir definieren nun einen neuen Spinor ® durch

B(z) = & H(x)sin~"/2 fe 3/ () (71)

Dann lautet die Dirac-Gleichung

{—ie“/2 [7080 + 910 + Y2 ()02 + 3¢ (x) sin ! 983] + m}@(m) =0
(72)

Dies ist sofort ersichtlich, wenn man folgendes beachtet:
B® =& 1 (x)sin"1 /2 ge 30/ (—gd + 30) v
O1® = e~ 45in ™12 ¢ () (=€ ()E(N) + 1) ¥
Or® = e*3“/4§*1(x) sin~1/2 9(—% sin" 6 cosf + 82)\1'
93® = £~ (x) sin /2 fe=3/ 19,0
Setzt man dies in (72) ein so erhilt man folgende Gleichung:
—je—/? {’yofl()() sin~1/2 ge—3/4 (—gd + 80) +
yle A sinT 2 07 () (=€ 00€ () + 01 )+
y2e3/4e=2 (y) sin /2 0(—% sin™! @ cosf + 82) +

Y32 (x) sin /2 9e‘3a/483] U +m¢ (x)sin™ /2 e/ = 0

Nach Multiplikation dieser Gleichung mit £(x) sin'/? gedo/4 ergibt sich der Dirac-
Operator (70).

4.4 Separation der Variablen

Im folgenden wird eine spezielle Losung der Dirac-Gleichung (G1.72) mittels
Separation der Variablen konstruiert. Diese Losungsmethode wird vollsténdig
im Ortsraum durchgefiihrt. Die allgemeine Losung ist dann eine Uberlagerung
der Fouriermoden dieser speziellen Losung. Die Vorgehensweise ist dhnlich wie
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bei [26]. Der Dirac-Operator in der obigen Form wird zunéchst in zwei kom-
mutierende Differentialoperatoren D*(6, ) und D?(r,) zerlegt. Danach wird
jeder dieser Operatoren separat behandelt. Wir benutzen nun folgende explizite
Darstellung der Dirac-Matrizen:

1, 0 ; 0 o
0 _ 2 J — . =
Y= <0 _12> Y= <_o.] 0) ) J 1a273

Dabei sind ¢/ die Pauli-Spinmatrizen

L (01 s (0 —i s (1 0
"‘(1 0) U_<i 0) 7=\ -1

Diese Matrizen erfiillen die folgende Relation
olot =ielMgl 4 5k (73)

Der Dirac-Operator (G1.72) 148t sich nun in zwei Differentialoperatoren D' (6, o)
und D?(r,x) zerlegen:

D'(0,¢) = —i [y?0> + 7 sin™" 095] v'+° (74)
D*(r, x) = —i&(x) {7080 + '8y + ime®/ 2] v'y° (75)

Man beachte, da8 der Operator D'(, ) unabhingig von der Wahl von & ist.
Die Dirac-Gleichung lautet dann

[D'(8,¢) + D*(7,x)] ®(z) =0 (76)
Dabei wurde & = 414°® gesetzt. Wir haben das folgende Lemma:

Lemma 3. Die Operatoren D' und D* auf C5°(DM) kommutieren miteinan-
der, d.h. es gilt:

[D'(8,¢), D*(r,x)] =0
Beweis: Wir berechnen das Produkt D' D?:

D'D? = — [y*4'4°35 + v*4'9sin™" 005]€(x) [1°00 + 7' 01 + ime®/?]y'4°
=— 4" [v?2 + v sin ' 005]€(x) [v°00 + ' 01 + ime“ﬂhlvo
=v'Y°%(x) [v° 80 + 701 — ime“/2] [v?02 + 7% sin™" 605]7*+°
= 7€) [1°00 — 7' 01 — ime®/?]7° [y20s + 7* sin ! 005]7'°
=— ) [Y" 00 + 101 + ime* 2]y [y20e + 4 sin ™! 093] 714"

— D2Dl

Aufgrund des Lemmas sollte es nun moglich sein, einen gemeinsamen Satz von
Eigenspinoren dieser beiden Operatoren zu finden. Wir machen deshalb den
folgenden Ansatz zur Lésung von Gl1.(76):

D1(9,<p)<i>(:n) = /\<i>(a:) = —D?*(r, X)i)(a:), AeC (77)
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Es soll nun zuerst der winkelabhiingige Anteil D' betrachtet werden.
D' (8,0)® = \® & —i{%ag + ~%sin~? 063}717% —A® =0 (78)
Sei nun U die folgende unitire Matrix:

U= (V7' +7 ++9'9° + 1) (79)

DN | =

Dann gilt:
UAOU L =20, Uy'U ™ =43, UnU " =AY, Uy =42
Die Anwendung von U auf Gl.(78) liefert:
—z’{U7282 + U~?sin~! 963}U’1U71U’1U70U*1U<i> AU =
—1{7182 +~%sin~! 083}73705 —AE2=0 (80)
Dabei ist

Ud =

[1]

(81)

In der obigen Darstellung der Dirac-Matrizen ergibt sich

io? 0 . —iot 0
Yyl = < 0 o) sowie yPyPyt={ 0

—10 10

Mit = = (g;) lautet die G1.(80) dann

o g = =
{ (l% _7(:)0_2> 82 + < 60 121> sin_l 963} <:1> — A <:1> =0
—2 —2 (82)

Ausgeschrieben bedeutet dies
(1020, — io" sin™" 605] =1 — iAZ) = 0
[i0%0: + 0" sin™" 005]Z5 — iAZ, = 0

Nach Einsetzen der Pauli-Matrizen ergibt sich

0 —i 0 1\ . _ —
|:<Z 01) 82 — <1 0) sin L 983 — )\:| = = 0

0 —i 0 1\ . _ -
Kz ol>a2_<1 0) Sin 1963“]:2:0

Die Variable ¢ tritt nur als Ableitungsoperator in diesen Gleichungen auf. Das
rechtfertigt den folgenden Ansatz fiir den Spinor Z:

- (Xl(o) _ <X3(0)
x2(0) x4(6)

=, S, = e
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Das fiihrt auf das folgende Gleichungssystem

—iW@ng — sin_l 9X283W — /\X1W =0
iWdax1 —sin L Ox10:sW — AxaW =0

. - (83)
—iWax4 — sin™~ Ox403W + AxsW =0
iWdyxs —sin™! Ox30:W + AxaW =0
Daraus folgt sofort
X1 =X3 X2= —X4
Es bleibt das folgende System von Differentialgleichungen zu l6sen:
—iW a2 — sin L Ox203W — A1 W =0 (84)

iWdax1 —sin L Ox10sW — AxaW =0
Dies ist gleichwertig zu

—i)(2_169X2 —gin~! 9W716¢W - A% =0
2

ixT ' Bx1 — sin L OW o, W — /\% -0

Das Gleichungssystem kann nun auf eine Form gebracht werden, bei der die
eine Seite nur von # und die andere Seite nur von ¢ abhingt. Also muf es eine
Konstante n geben, so daf} gilt:

—sinfx; ' Gpx2 + i singXL = = —iw='e,Ww

X2
sin@x7 ' Gpxa + i\ sin0§ =n=—iW'9,W
1
Daraus folgt die Lésung fiir W:
Wa(p) = exp(ing) (85)

Von dem Spinor ¥ wird verlangt, daf§ er bei einer Rotation um 27 in Richtung
© in sein negatives iibergeht, also

lI’(T7X505 900) = _lII(T7X707 ¥o + 27T)

Daraus folgt, da§ n die Werte n = 1,42, +2 ... annimmt. Es bleibt noch
folgendes System von Gleichungen fiir die #-abhingigen Funktionen y; und x»
zu losen:

n ~
(60 + ﬂ))@ —Ax1 =0 (86)

n ~
(60 - M))ﬁ +Ax2=0 (87)
Dabei wurde \ := i\ gesetzt. Als Ansatz fiir y; und y» wihlen wir nun

X1n(6) = sin™ 6 cos(6/2)g(6) (88)
X2n () = sin™ #sin(6/2) f(9) (89)
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Dabei sind f und g zunichst noch unbestimmte skalare Funktionen von 6. Die
Ableitung von Y1, nach 6 ergibt:

d;(;n _ (d% sin” 9) cos(6/2)g(f) + sin™ e(d% cos(9/2))g(0) + sin"™  cos(6/2)g' (0)
—sin" 19 {9(0) (n cosf cos(0/2) — % sin f sin(0/2)) +siné cos(g/g)gl(g)]

Setzt man dies in G1.(87) ein, so erhilt man:
1 1.
sin" " 6 [g(0) (n cosfcos(6/2) — 5 sin fsin(0/2) —n cos(0/2)) +
sin 6 cos(9/2)g'(0)] + Asin" #sin(/2) f(9) = 0
Dies kann man zu folgender Gleichung umformen:

cos(6/2) {ng(ﬂ) (cosﬂ - 1) — sin? 09(9)] +
T (90)
sin(6/2) [sino(A 7(6) - 59(9))] =0
Dabei wurde folgendes verwendet,

dg dcosf _

' _ . .
g0) = 72 1B0 = (0 sine (91)
G1.(90) wird nun noch etwas umgeformt:
-1 - 1
cot(8/2) [ng® 220 =Y _ g 050)] + A7 0) - Le(6) = 0
sin 0 2
Mit der Identitét
1+ cosf
ergibt sich
~ 1
—ng(0) — (14 cosB)g(6) + Af(6) — 5g(0) =0 (93)

Wir setzen nun cosf =: z und erhalten folgende Gleichung

(1+2)—— <%+n>G=;\F (94)

Dabei sind die Funktionen F,G definiert durch

F(z) = f(0) (95)
G(z) == g(0) (96)

Mit G1.(86) verfahren wir genauso:

d;(;n _ (d% sin” 6) sin(6/2) f () + sinng(d% sin(6/2))f(0) + sin” 0sin(8/2) £'(6)

—sin""19 [ 7(0) (n cosfsin(6/2) + %sinﬁ cos(9/2)) +sin@sin(8/2) f(6)
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Dies setzen wir wieder in G1.(86) ein und erhalten

sin"~' 9 [f(ﬂ) (n cosfsin(0/2) + % sinf cos(0/2) + nsin(0/2))+

sin § sin(9/2)f'(9)] — Asin™ @ cos(A/2)g(h) = 0
Mit Benutzung von f'() = —f(#) sin f ergibt sich analog wie oben

sin(6/2) [nf(ﬂ) (cos 0+ 1) — sin? 0f(0)] +

97)
I (
cos(8/2) [51n0(§f(0) - /\9(6))] ~0
Mit der Identitét (92) erhiilt man folgende Gleichung
. 1 ~
nf(6) — (1 - cos6)f(8) + 5 f(6) — Ag(6) = 0 (98)
Mit der Abkiirzung x = cos @ erhiilt man folgende Differentialgleichung
dF 1 ~
— 1) — — F =
(z )dx + (2 + n) AG (99)

Es sollen nun die beiden gekoppelten Differentialgleichungen (94),(99) fiir die
Funktionen F' und G gelst werden. Dazu setzen wir zunichst G1.(94) in (99)
ein und erhalten

(# — 1)X—1% [(1+2)G+ (% +n)G]+
(% n n)i—l [(1 +2)G + (% + n)G] —\G =
(z —1)A7! [G +(1+2)G+ (% + n)G]+
(% +n)f\—1 [(1 +2)G + (% +n)G] -\G =0
Dies kann man weiter vereinfachen zu

Gl —2?) +G[1 — 2z — 2nz] + G[X* — (1/24+n)*] =0
Diese Gleichung ist von dem Typ

(1=2)G+ (B =B — (B +Bo+2)2)G + 11+ B+ B+ 1)G =0
(100)

Dazu werden die folgenden Definitionen verwendet

1
ﬂ1:=|n|—§
1
B2 = n| + 5
~ 1
L= |\ = |n| - =
Al =Inl =5
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Die G1.(100) wird nun von den sog. Jacobi-Polynomen Pl(’81 ”32)(30) der Ordnung
[ gelost, siehe z.B. bei Abramowitz/Stegun [1] (G1.22.6.1). Die explizite Form
dieser Polynome lautet®:

l
P(/BL/BZ) =27 ! Z Cm ﬁ17ﬂ2 gm( )7 wobei

m=0
I+ I+
n (B, B2) = ( MR
m l—m
gm(@) = ( =) (@ + )"
Die Parameter 31, 32 unterliegen der folgenden Einschrinkung

ﬂl > _]-a 52 > -1

Also lautet die Losung fiir G:
Gi(z) = NPV () (101)

Dabei ist N eine Normierungskonstante. Die Separationskonstante |\|, die mit
der Ordnung der Jacobi-Polynome I sowie dem Parameter n iiber | = |\ —
In| — 1 zusammenhéingt muf ganzzahlig sein, da [ als Ordnung eines Polynoms
ganzzahhg ist und n die Werte +3 L j:3 j:5 .. annimmt. Die Funktion F' erhilt
man dann durch Einsetzen von Gnl in Gl ( 4). Das Ergebnis ist

Fulz) = NPI(BZ’Bl) (z)

Die Eigenfunktionen des winkelabhingigen Operators D' lauten also

- _(ChB,0)\ = _ [ Cul,9)
=00 = () =00 (o)

Die skalaren Funktionen C!,. C? iy sind dabei definiert durch:

nl»
C1,(8, ) = sin™ 0 cos(8/2)G i (cos )W, ()
Cri (B, ) = sin™ 0sin(8/2) Fi(cos )W ()

Die Jacobi-Polynome kann man mit den Kugelflichenfunktionen in Verbindung
bringen [26]. Diese bilden ein vollstéindiges, orthogonales Funktionensystem auf
L?(S'), den quadratintegrablen Funktionen auf dem Einheitskreis.

Wir betrachten nun den Differentialoperator D?(r,x). GL.(77) lautet

D*(1,x)® + \® =
[7060 +~'0; + ime®/? 0P + :\/f@ =0
Die Anwendung des Operators U (G1.(79)) auf diese Gleichung liefert dann

[—7380 —00) +437%ime’? + 3 /€]E =0 (103)

9zu den Jacobi-Polynomen siehe auch Anhang A.6
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Dabei wurde = = U ® gesetzt. Nach dem Einsetzen der Dirac-Matrizen erhiilt
man mit = = (;;) folgendes Gleichungssystem
3ime®/?Zy + V€2, =0

ime®/?Z; + X/€25 =0

3 — —
—0°0pZy — 0121 — 0

30 2 1—1 \ (104)
(o 80514-8152—0’

Wir machen nun den folgenden Ansatz fiir den Spinor =:

(P ()L (6, )
: (()bgm 2 0, >> (105)

_ [ as(T )%(X)Cl (0, )
o (—a4( )ba(x)C7, (6, )) (106)

Das Gleichungssystem (104) geht dann iiber in:

[1]

[1]

—b3C}t,0pas — a1 C),01by — imeo‘/QagbgC}Ll + X/falblC}ll =0
~b1C?00as — 202,01 by — ime®/*asbsC2) + N €asbs O, = 0

blc,ﬁ,aoal + agc;,albg - imeo‘/Qalbl }Ll + 5\/5&31)3 7111 =0
—bgCnlaoag — a4C’nl[‘)1b4 + ime®?asbsC nl /\/§a4b4 21 =0

Daraus folgt sofort
a; = as, by = by
az =as, b3=0bs
Dann bleibt noch folgendes System von Differentialgleichungen zu lésen:
b10oa1 + az01bs — ime™?a by + 5\/5&31)3 =0
—bsdoaz — a1 01 by — ime*/?azbs + :\/falbl =0
Diese Gleichungen kann man umformen zu
a;la(m + 6;16163 — ime®/? ajag Ty )\/fbgb_ =0
—ay ' Boas — by ' D1by — ime® 2azaTt + N/Ebiby " =

Wir haben in jeder der Gleichungen jeweils zwei Terme die nur von 7 bzw. nur
von x abhiingen. Also muss es zwei Konstanten z1,22 € C geben, so dafl das
System in zwei Paare von gekoppelten Differentialgleichungen zerfillt. Fiir die
Variable 7 erhalten wir:

(dir — imeo‘/Q)al (1) = z103(7) (107)
(& 4 ime®?)as(r) = 2001 (7) (108)

Fiir die Variable x erhalten wir

(% + 367100 ) ba(x) = —21b1(x) (109)
(3 =€ 00 )0 = =22ba(x) (10)



Die Gleichungen fiir die Funktionen b; und b3 kénnen fiir die drei verschiedenen
Werte von « durch Hypergeometrische Funktionen geltst werden. Setzen wir nun
Gleichung (110) in (109) ein, so erhilt man die folgende Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir die Funktion b;.

d Ye—1 1 {—1 d —
(27 0) - (0= ) +abg =0 a1
Diese Gleichung kann man umformen zu
b — by (X%—Q e+ z) -0 (112)
Die gestrichenen Grofien bedeuten Ableitungen nach x und z := zy22. Wir

betrachten nun den Fall k = 0. Die Gleichung (112) lautet dann
b — by (XQX—Q — A2 z) =0 (113)

Fiir z € R_ := {# € R|z < 0}'0 setzen wir nun —z = w > 0 und definieren
eine neue Variable y durch y := £/wx. Die Ableitung von b; nach y wird mit
by bezeichnet. Dann geht G1.(113) iiber in

v’ Bi(y) + Bi(y) A1 =) +4°] = 0 (114)

Dabei ist die Funktion B; definiert durch: By(y) := bi(x). Wird nun noch
A = —k = —k(n,l) gesetzt, so erhalten wir die Riccati-Besselsche Differential-
gleichung (siehe Abramowitz/Stegun [1] G1.10.3.1).

v’ Bi(y) + Bi(y)ly’ —k(k+1)] =0 (115)

Deren Losungen lassen sich durch sphirische Besselfunktionen 1. und 2. Art,
jk(y) und yg (y) ausdriicken. Die allgemeine Losung ist dann eine Linearkombi-
nation dieser beiden Losungen:

Biw(y) = Bk (diyjk(y) + dayyr(y)), k€ Z, dh. X €iZ, di,d2 €R
(116)

Dabei ist By, eine Normierungskonstante und die ji(y), yx(y) hingen wie folgt
mit den gewShnlichen Besselfunktionen rationaler Ordnung 1. und 2. Art Jj 4 /5(y)
und Y41 /2(y) zusammen:

. (- ™ _
) =30 @) ) =3 ) (17

Die Losung fiir bs,, erhiilt man, wenn man die Funktion by, in Gl. (110) einsetzt.
Das Ergebnis ist, ausgedriickt durch die Funktion Bs,,(y) := bs.,(X),

Bsw(y) = Bk\/gy_l/2 (didi—1/2(y) + d2Yi—1)2(y)) (118)

Wir fassen das Ergebnis der obigen Rechnung in dem folgenden Satz zusammen:

10 Aus physikalischen Griinden werden hier nur negative Werte von z betrachtet, denn es
ergibt sich aus der Behandlung der Differentialgleichungen fiir die Funktionen a1 und a3, daf
—z das Betragsquadrat des Wellenvektors k ist und deshalb positiv sein muf.

35



Satz 2. Die Lisung der Dirac-Gleichung (GL.(76)) hat die folgende explizite
Spinorstruktur:

Uyni(z) = =4y sin'/2 OME i (2) (119)

Dabei ist M die unitidre Matrix M = v9%9'U~! und Z,(x) ist durch die
G1.(105) und (106) gegeben. Wir suchen nun quadratintegrable Losungen der
Dirac-Gleichung ¥ € L?(DMy), der Vervollstindigung von C§°(DMs), d.h sol-
che fiir die gilt:

/ A | U i (1,0, 9 < 00 (120)
)

Dabei ist dus = x2sinfdxdfdy das Volumenelement der Cauchy-Fliche X.
Unter Beriicksichtigung der Unitaritdt von M muf} also das folgende Integral
berechnet werden:

oo s I 3
/ dXXQ/ de sin0/ dpx? sin 6 Z |Zwnt (X, 0, )2 (121)
0 0 —T A=0

Fiir den winkelabhéingigen Anteil ergibt sich:

m m 3 m m
/desin2e/ d@Z|Enz(9a<P)A|2=2/ desinze/ do(ICL,(6,0) +1C268.0))
1] —T A=0 1] —T

=d4r / df sin® 0 (sin®" @ cos® (9/2)G i (cos §)?
0
+ sin®" @sin®(0/2) F,(cos 6)?)
Setzt man nun cosf = z, so erhélt man folgendes Integral
+1 )
271'/ dr(l1 —2*)""2 (1 + 2)Gu()? + (1 — 2)Fu(z)?) (122)
—1

Man verlangt, dal dieses Integral positiv ist und erhilt eine Bedingung an die
Parameter n und [.!! Die Integration iiber die Radialkoordinate x fiihrt auf
Integrale der Form

/OOO dx X’ (Jjt1 2 (EVWX))? (123)

Wir kénnen nun die allgemeine Losung der Dirac-Gleichung folgendermafien
darstellen:

Satz 3. Fiir eine flache Robertson-Walker Raumzeit hat der rdumliche Anteil
der Losung der Dirac-Gleichung in den Koordinaten 7,x,0, die folgende Ge-
stalt:

I neiz\{0} (124)

U(F) = / h dwd > (an,(w)wwn,(f) + ak, (W)U (7)

0

I Achtung: fiir n < —% besitzt der Integrand Singularitdten an den Integrationsgrenzen.
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Dabei sind die Basisspinoren ¥,,,,; gegeben durch:

ot (7) = —xsin'/2 OMZ i (2)

wobei

=) = b2 00 (b

Auf Fragen der Konvergenz des Integrals sowie der Summen soll hier nicht weiter
eingegangen werden. Die Koeflizienten a,;(w) sowie a},;(w) sind spinorwertig.
Ein solcher Ansatz fiir die allgemeine Losung ist durch die Tatsache gerechtfer-
tigt, dafl sowohl die Jacobi-Polynome als auch die sphérischen Besselfunktionen
ein vollstdndiges Funktionensystem bilden. Bei den Jacobi-Polynomen tibertrigt
sich diese Eigenschaft von den Kugelfliichenfunktionen zu denen man beim Uber-
gang zur kartesischen Eichung der Spinoren und Dirac-Matrizen gelangt [26]. Die
sphirischen Besselfunktionen 1. und 2. Art sind linear unabhingig und stellen
als Linearkombination eine allgemeine Losung der Besselschen Differentialglei-
chung dar. Mit diesem Ausdruck fiir eine allgemeine Losung der Dirac-Gleichung
erhilt man nun den Feldoperator, wenn man die , Fourierkoeffizienten“ durch
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren ersetzt. Der Feldoperator lautet dann:

W2, ) = [ duw S [ (0) Tl W@ + 5 0) T () (@)
I,n (125)

Dabei ist T, (2°) ein Spinor mit den Komponenten bzgl. einer Vierbeinbasis E:

Tw(:EO)O — Tw(wO)l — e3a/4a1w(m0)

Tw(x0)2 — Tw(l‘O)S — eBa/4a3w(x0)

Die Operatoren @, (w) und &, (w) sind Vernichtungs- und Erzeugungsopera-
toren auf dem antisymmetrischen Fockraum iiber dem Einteilchenhilbertraum
L?(DMs).

4.5 Homogene, isotrope Zustinde des Dirac-Feldes

Wir betrachten in diesem Abschnitt homogene isotrope Raumzeiten, auf denen
spezielle quasifreie Zusténde des Dirac-Feldes ausgezeichnet werden sollen. Diese
sog. homogenen und isotropen Zusténde sind vertréglich mit der Isometriegrup-
pe dieser Raumzeiten, in einem Sinne der noch niher erliutert werden wird.
Wie im Fall des Klein-Gordon-Feldes [18] kann man auch hier die homogenen
isotropen Fockzustidnde des Dirac-Feldes mittels Modenzerlegung und unter Be-
nutzung von Separationslésungen der Dirac-Gleichung erhalten. Als Beispiel fiir
homogene isotrope Zustédnde betrachten wir dann adiabatische Vakuumzusténde
auf Robertson-Walker-Raumzeiten.
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Die homogenen und isotropen Raumzeiten sind von der Form M = R X
Y% wobei ¥* eine homogene riemannsche Mannigfaltigkeit bezeichnen soll. Die
Metrik nimmt die folgende Form an (sieche Anhang A.4):

dr*?

%2

ds® = di? — a(t)2 —_—
1—&r

+r*? (dt92 + sin® 0d<p2)

Der Parameter k kann die drei Werte +1,0, —1 annehmen. Dementsprechend
handelt es sich dann bei ¥* um einen Raum konstant positiver, verschwin-
dender bzw. konstant negativer Kriimmung. Zu diesen Rdumen gehoért dann
eine entsprechende Isometriegruppe G* des R*, in den die Rdume X* einge-
bettet werden kénnen. Im Falle von x = +1 ist dies die Rotationsgruppe in
4 Dimensionen SO(4). Bei verschwindender Kriimmung (k = 0) sind die 3-
dimensionalen Hyperflichen X° flache Riume, die bzgl. der euklidischen Gruppe
E(3) homogen sind. Ist x dagegen —1 dann ist El die Isometriegruppe von der
zugehorigen Raumzeit. Die Gruppe G* wirkt als Transformationsgruppe durch
g(t,z) = (t,92),9 € G* auf der Raumzeit M. Die unitire Darstellung U von
G" auf C§°(DM), definiert durch

(U(9)f)(x) = f(g~"x), g € G

kommutiert mit dem Dirac-Propagator fiir Spinoren S : C§°(DM) — C*°(DM).
Die Darsteller U(g) vertauschen zudem mit der antiunitdren Involution I' auf
K und bilden so eine Gruppe von Bogoliubov-Transformationen auf K. Durch
diese Transformationen werden Automorphismen a, der CAR-Algebra F[K, T,
sog. Bogoliubov-Automorphismen, erzeugt

ay(B(f)) = B(U(9)f), g € G

Diese Bogoliubov-Automorphismen werden nun zur Charakterisierung von ho-
mogenen, isotropen Zustéinden des Dirac-Feldes verwendet. Ein Zustand w auf

FIK,T] heifit homogen und isotrop, wenn er invariant unter allen Bogoliubov-
Automorphismen a ist, d.h. wenn gilt:

woay =w, Vg € G~

Die Beschrinkung auf quasifreie Zustinde ermdglicht nun eine dquivalente For-
mulierung dieser Bedingung an die Zweipunktfunktion

A(f1, f2) == w(B(f1)"B(f2))

Definition 5. Ein quasifreier Zustand w heifit homogen und isotrop, wenn fiir
seine Zweipunktfunktion folgendes gilt:

AU(9)f1,U(9) f2) = Af1, f2), f1,f2 €K, g € G”

Dabei ist U die unitiire Darstellung von G* auf K.

Die Robertson-Walker-Metrik beschreibt ein sich zeitlich verdnderndes iso-
tropes und homogenes Universum. Das Auftreten der zeitabhingigen Skalie-
rungsfunktion a(t) spiegelt den nichtstatischen Charakter der Metrik wieder.
Fiir a(t) = 1,Vt geht die Metrik jedoch in die Form einer ultrastatischen Metrik
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iiber. Im Fall verschwindender Kriimmung (x = 0) erhélt man die Minkowski-
Metrik und als Zustand des Dirac-Feldes wiirde man den iiblichen Vakuum-
zustand wihlen, der sich durch Invarianz unter Lorentz-Transformationen aus-
zeichnet. In einer Phase langsamer zeitlicher Anderung des Universums erwartet
man nun natiirlicherweise, dafl die physikalischen Zustinde der Quantenfelder
sich nur wenig von denen des statischen Falls unterscheiden. Fiir eine Robertson-
Walker-Raumzeit hat Parker 1969 [20, 21] als physikalische Bedingung an die
Zustinde gefordert, daf} die Teilchenproduktion durch das sich verindernde Uni-
versum minimiert werden soll. Er hat dies erreicht, indem er fiir den zeitlichen
Anteil der Losung der Klein-Gordon-Gleichung einen WKB-#hnlichen Ansatz
machte. Es wurde inzwischen von verschiedenen Autoren [14, 18] gezeigt, dafl
dieser Ansatz in der Tat auf physikalische Zustinde des Klein-Gordon-Feldes
filhrt. Dies motiviert eine analoge Vorgehensweise beim Dirac-Feld. Wir be-
trachten dazu die Gleichungen (107) und (108) fiir die Funktionen a; und as.
Setzt man GI1.(107) in G1.(108), so erhilt man folgende Differentialgleichung fiir
ay (T):

& N, /2 2 o
(F —igme +mZe )alw(T) = —wayy(T) (126)
Dabei war 2122 = z = —w < 0. Im Gegensatz zum Minkowski-Raum (a(7) = 0)

erhalten wir eine Differentialgleichung mit einem komplexen Zusatzterm. Dieser
ist dafiir verantwortlich , daf} es keine reine oszillierende Zeitabhéngigkeit mehr
gibt. Stattdessen ergibt sich eine Losung mit exponentieller Dampfung. Wir
machen nun folgenden Ansatz zur Lésung von Gl.(126):

a1(7) = 73/ (20,,(r) " exp {z / dT'Qw(T')] (127)
0
Dabei soll 2, eine komplexwertige glatte Funktion mit positivem Imaginérteil
sein. Die erste Ableitung von aj,, nach 7 lautet:

—thu = e 30/4 (20, (1)) /2 exp {z/ dTIQw(T,):|
-

0

{5 3 i)
= a5 - 32 i)

Fiir die zweite Ableitung findet man schlie3lich:

ayy, 9 5, 3.Qur) 3i. 1/ (1)\2
e a1 (T) {1—6a + ZQQM(T) - Eaﬂw(r) +1 (Qw(T))
3. 10u,(1) 1 Qu(r)
— QP2 =a-= z
O =18 3.0 T 2a, (07
Wird dieser Ansatz in die G1.(126) eingesetzt so ergibt sich die folgende Glei-

chung fiir Q,,(7):

9 ., 3. Qu() 3i. 1/Qu(1)\2 3.
2_ 9 .92, 9 _ 9 2 _2
Qu(r)” = 7607+ 300G ) ~ 28+ 4(Qw(7)) 1
1Qu(r) | 1Qu(m) i a5y, (128)
20,(r) T 20,(n7 " 2Mme e Y
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In einem sich nur langsam verdndernden Universum sind die Ableitungsterme
klein und man kann deshalb einen iterativen Ansatz zur Losung dieser Gleichung
versuchen:

(QSS) (7'))2 = w4+ m2e®
9., 3. 3 0@

1—6a — ZO[-}- Zagg)(T)

(1)) = w + mPe” — %dmec’/2 +

3i 10 (N2 10y 1 oy
_ldgg)(7)+_( (T)(T)) _ 1 (r)(T) 1 ()(7')2
2 4Ny () 20.0(r) 2 () (1))

Mit der obigen Form des Feldoperators gelangt man in der Tat zu homogenen
und isotropen Zusténden, denn die Separationslésungen sind bzgl. der homoge-
nen und isotropen Cauchy-Flichen ¥ konstruiert worden, und der zeitabhéngige
Anteil der Losung hiingt nur von w und nicht von den iibrigen Quantenzahlen
ab.

Analog wie beim Klein-Gordon-Feld besteht die einzige Freiheit bei der An-
gabe eines homogenen und isotropen Fockzustandes in der Wahl der Anfangs-
daten fiir die Funktionen aq,, und as,. Wir machen nun folgende Definition:

Definition 6. Ein adiabatischer Vakuumzustand des Dirac-Feldes der Ordnung
r auf einer Robertson-Walker-Raumzeit ist bestimmt durch Angabe der folgen-
den Anfangsdaten fiir die Funktion ay,, zur Zeit 7:

a1u(r) = Wi (7)
a1 (T) = W (1), wobei

W,S,”)(T) = g 30/t (QQEZ") (T))71/2 exp {z/ dT'QS]j) (T')]
0

Mit a1, ist dann auch as,, iiber GL.(107) fixiert. Sei nun f € S eine Losung der
Dirac-Gleichung. Dann lautet der rdumlich verschmierte Feldoperator ¥ :

B )= [ s [ w3 [ )Tl () + () (0T 0T )] 1(2)
L

_ / dw%{mam(m / dpis U oy (7) £(7)

T (") () () /E Ay Wt (@) (7)]

Wir treffen nun folgende Wahl der positiv und negativ frequenten Anteile:

Fol(@0) = Ty, (a0) /E dps Y i (7) f (7) (129)
forl@®) = Ty () /E dps ot () £ () (130)

Der Feldoperator schreibt sich dann als:

U, ) = [ S [ (@) S ) + (@) (0)£15))
i (131)
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Dafiir schreiben wir abkiirzend

B2, f) = a(FO @) + a* (FD (@) (132)
Die Zweipunktfunktion ws berechnet man nun zu
A(fi, fo) = (0)% ( > 4", £2)l0)
= (0 (a(f @t (17 @) @57 (9°) + (57 ) o)
= <0|a<ﬁ> <<”< °))lo)
= o{a(s! a* (57 ") }o)
/ iy ff;nl (x%fézil W)

\n

Dabei wurden die Antivertauschungsrelationen von @, (w) mit a,,(w) benutzt:

{anm(w), ayyp (W)} = 6w — w') S S (133)

Mit der Angabe der Zweipunktfunktion ist nun die Quantisierung des Dirac-
Feldes auf einer flachen Robertson-Walker-Raumzeit abgeschlossen. Die Behand-
lung der beiden iibrigen Félle (k = +1,—1) ist im Prinzip genauso moglich, da
auch dort die Separationslosungen der klassischen Gleichung konstruiert wer-
den konnen. Von den adiabatischen Vakuumzustinden ist bekannt, daf} sie fiir
das Klein-Gordon-Feld eine geeignete Klasse von physikalischen Zusténden bil-
den [14]. Ob dies auch fiir das Dirac-Feld richtig ist, bleibt als ungeldstes Pro-
blem bestehen. Die Untersuchung des Kurzabstandsverhaltens der Zweipunkt-
funktion wiirde eine Entscheidung dieser Frage liefern. Damit die oben definier-
ten adiabatischen Vakuumzustinde des Dirac-Feldes als physikalisch bezeich-
net werden kénnen, miifiten ihre Zweipunktfunktionen die Hadamard-Singula-
ritdtenstruktur aufweisen. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
ist es, dal die Zweipunktfunktion, aufgefafit als Distribution iiber C{°(DM) ®
C§°(DM), die Wellenfrontenmenge eines Hadamard-Zustandes (G1.(50)) besitzt.
Ein sehr direkter Weg die Singularitétenstruktur von wy zu untersuchen, besteht
darin, dal man den Integralkern A(z1,z2) von wy durch die Reihenentwicklun-
gen der Losungen der Dirac-Gleichung ausdriickt. Diese Losungen lassen sich,
wie wir oben gesehen haben, durch orthogonale Polynome und Besselfunktio-
nen ausdriicken, von denen die Reihenentwicklung fiir kleine Abstéinde bekannt
ist. Zumindest fiir die Besselfunktionen kann man sagen, dafl deren Entwick-
lung fiir kleine Abstinde mit der Hadamard-Form {ibereinstimmt. Dies ist aus
der Ortsraumdarstellung der Propagationsfunktionen im Minkowskiraum be-
kannt. Wir vermuten deswegen, dafl die adiabatischen Vakuumzustinde des
Dirac-Feldes auf einer flachen Robertson-Walker-Raumzeit ebenfalls Hadamard-
Zusténde sind. Eine andere Moglichkeit die Singularitdtenstruktur von ws zu
untersuchen, wire eine Vorgehensweise wie sie von Junker [14] im Fall des ska-
laren Klein-Gordon-Feldes durchgefiihrt wurde. Dazu wére es notwendig den
spinoriellen Klein-Gordon-Operator geschickt in ein Produkt von zwei Pseu-
dodifferentialoperatoren zu zerlegen und danach die Wellenfrontenmenge der
Zweipunktfunktion, ausgedriickt durch diese Zerlegung, zu berechnen.
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Anhang

A.1 Dirac-Matrizen

Die Standarddarstellung der Dirac-Matrizen ist definiert durch
Y% =
fYJ* = _fY]ﬂ .7 = 17273

Dies ist, dquivalent zu

¥ =
’Y_j:—’ﬁa .7:17273

Dirac-Matrizen in Majorana-Darstellung haben zusétzlich zur Standarddarstel-
lung die Eigenschaft

%: ~Ya, @ = 0717273
Unter Benutzung der obigen Eigenschaften gilt also

% =-

Als nichstes zeigen wir, daB8 die Matrizen (A%,), die in den Relationen der
Matrizen S € Spin(1, 3) auftreten, Elemente der Lorentzgruppe £ sind. Aus der
Relation

S’Yasil = 7bAba < Ya = Sil'YbAbaS
zusammen mit den Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen ergibt sich

{Yar W} = YoM + MYa
= (S7'7A%LS) (ST yaATS) + (ST yaA%S) (ST AL S)
= ST A% vaA NS + ST gAYy A, S
= ST'A AN {7y, 74} S
=25 A A neq14S
=20, Aynealy

Daraus folgt dann
AcaAdbncd = Nab
Damit ist die Behauptung bewiesen.

A.2 Lichnerowicz’ Identitit

Der Spinor-Tensor + ist konstant bzgl. der auf das Spinorbiindel DM gelifteten
kovarianten Ableitung V. Die Komponenten von v in induzierten mitbewegten
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Rahmen e,, E4 seien %AB_

(va):zAbB = 8OL'YbAB - Fcab'YcAB + O'aAO'YbOB - 'YbACUaCB
1

1
A
Ty pYa e B + <1 T % v s

A
= _Fcab"}/c B — 4 4

1
= T 5 — T (Y (=17d + 20a6) — W7 72)" 5

4
=T p — %Fdae(_nef Vv Ya + 247" — wY*va) "
= T 5 — irdae(—nef(—%ﬁf + 2045)Ya + 20067 — Yv) " 5
=T p — %Fdae(%vew — 26§ 7a + 207" — WY V) B
=T 7. + %FdamAB - %Fbae'YEAB
=T 7.5 + %FdamAB + %Feab'YeAB

=0

Wir zeigen nun die Identitéit von Lichnerowicz [17]:

(=i ¥ +m)@i ¥ +m)u= (D—%R+m2)u,u€DM

O ist spinorielle Wellenoperator und R der Kriimmungsskalar.
. . . . B
(=i F+m)(i X +m)u)* = (=iy* 5Va +m)(in"” Vs +m)u®
— (,YaABvanbc,YcBovb + m2)u0
= (1" 57" o Va Vi + m2)uC
Die letzte Gleichung gilt, weil vy kovariant konstant ist.
A B 1
Y ey Va Vi = S ({0 e+ A1 ) Va Vi
1
= (nabvavb + E[WG,Wb]VaVb)éUC
es bleibt zu zeigen das gilt:
a b 1
[V, IVaVe = =5 R
Aufgrund der Antisymmetrie des Kommutators gilt:
1
" e (VaV) p = 519" e[V Vil
Die Berechnung des Kommutators der kovarianten Ableitungen ergibt:
[vaa vb]OD = (aanCD) - (abUaCD) + UaCEUbED - UbOEUaED - cabCUcCD

Dabei sind ¢4;¢ die Strukturkonstanten der Lie-Algebra der Orthonormalbasis-
vektoren, gegeben durch die Formel:

[e(u eb] = cabcec = (Fcab - Fcba)ec
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Nach einiger Rechnung 148t sich der Kommutator auf folgende Form bringen:

1
[vaa vb] = _Z [(aardbe) - (abrdae) - 1—‘Cael—‘dbc + Fcberdac - cabcrdce] ('Ye'Yd)

Der Ausdruck in den eckigen Klammern stellt jedoch gerade die Komponenten
R?,,, des Riemann-Tensors bzgl. induzierter mitbewegter Rahmen dar. Somit
ergibt sich:

1 € 1 €
Vo, Vil p = — 1R ean(y 1) p = Yol aab (77
Es bleibt die Berechnung des folgenden Ausdrucks:

1
g B am (D, Yher)C p

Mit den Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen ergibt sich schliefflich:
1 1
R aan[Y" 71y = —SR
g a7V 1rey 5

A .3 Faserbiindel

Die Einfiihrung von Spinoren auf einer gekriimmten Raumzeit 148t sich in ele-
ganter Weise in der Sprache der Faserbiindel formulieren. Dieser Abschnitt stellt
die benstigten Begriffe bereit. Eine gute Einfiihrung in die Theorie der Fa-
serbiindel findet man z.B. bei Nakahara [19]. Ein Faserbiindel (E,n, M, F,G)
beteht aus den folgenden Daten:

a) FE ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (Mf), der Totalraum
b) M ist eine differenzierbare Mf, der Basisraum
c) F ist eine differenzierbare Mf, die Faser

d) 7 : E — M ist eine surjektive Abbildung, die Projektion. Das Urbild von
p € M unter 7, also 7 1(p) = F, = F heifit Faser iiber p.

e) G ist eine Lie-Gruppe, die Strukturgruppe, die von links auf die Faser F'
wirkt.

f) Sei {U;} eine offene Uberdeckung von M mit Diffeomorphismen ¢; : U; x
F — 7=Y(U;) C E, so daB 7¢;(p, f) = p. Die Abbildung ¢; heiit lokale
Trivialisierung, denn lokal sieht E wie das direkte Produkt U; x F' aus.

g) Fiir festes p € M sei ¢, : F — F), definiert durch ¢; ,(f) := ¢:i(p, f). Auf
U; N U; wird verlangt, daB t;;(p) = ¢;; ¢jp : F = F ein Element von G
ist. Die ¢;; heiflen Ubergangsfunktionen.

In den Anwendungen werden Faserbiindel abkiirzend mit E(M) notiert.

Ein Faserbiindel E(M), dessen Fasern K-Vektorrdume sind (K = R,C)
heifit Vektorbindel. Sei F' ein reeller Vektorraum und d = dim(F'), dann sind
die Ubergangsfunktionen aus GL(d, R).
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Ein Hauptfaserbiindel P(M,H) ist ein Faserbiindel P(M) auf dessen Fa-
sern eine freie, transitive Rechtswirkung einer Lie-Gruppe H definiert ist. Eine
Wirkung ist eine Abbildung

M x 7Y (p) > (p,u) = (p,uh), h € H

Die Wirkung ist transitiv, wenn gilt: zu je zwei Elementen ui,us € 7 '(p)
existiert ein h € H mit us = uih. Die Faser iiber p ist der Orbit von u unter
H, d.h. 771(p) = {uh|h € H}. Die Wirkung heifit frei, wenn nur das neutrale
Element von H einen Fixpunkt in 77! (p) besitzt.

Sei P(M, H) ein Hauptfaserbiindel und V' ein d-dimensionaler reeller oder
komplexer Vektorraum. Sei p eine Darstellung der Gruppe H auf V. Eine Wir-
kung der Gruppe auf P x V wird definiert durch:

(u,v) — (uh,p(h)"'v), he H

Das assoziierte Vektorbindel P x,V wird nun dadurch definiert, daf man die
Punkte (u,v) und (uh, p(h)~'v) identifiziert, d.h.

Px,V:=PxV/H

P x,V ist also die Menge der verschiedenen Orbits von P xV unter der Wirkung
von H. Die Projektion 7g in P x, V = E ist definiert durch: 7g(u,v) = m(u).
7 ist wohldefiniert, denn aus m(u) = w(uh) folgt:

7 (uh, p(h)~'v) = w(uh) = 7p(u,v)

Die lokale Trivialisierung ist durch ¢; : U; x V. — ng(Ui)._ gegeben. Die Uber-
gangsfunktionen von E sind p'(¢;;(p)), wobei ¢;;(p) die Ubergangsfunktionen
von P sind. p’ ist eine Darstellung der Strukturgruppe G auf V.

A.4 Die Robertson-Walker Raumzeit

In diesem Abschnitt wird die Robertson-Walker Raumzeit eingefiihrt und er-
klart wie die allgemeine Form des Linienelements der Metrik g, lautet. Die
grundlegende Erfahrungstatsache, da$ das beobachtbare Universum homogen
und isotrop erscheint wird als kosmologisches Prinzip bezeichnet. Diese An-
nahme impliziert, dafl die 3-dimensionalen raumartigen Hyperflichen ¥ Riume
konstanter Kriimmung sind. Fiir diese nimmt der Riemann-Tensor eine einfache
Form an [27]. Es gilt

(3)Rabcd = th[ahb]d

Dabei ist hgp die durch g,p induzierte Metrik auf 3. Die Kriimmung K ist ein
Skalar und kann positiv, negativ oder Null sein. Im Fall positiver Kriimmung
sind die Hyperflichen ¥ 3-Sphiren vom Radius R. Diese kénnen in den 4-
dimensionalen euklidischen Raum R* eingebettet werden, vermoge

2>+’ + 27 +w =R
In sphéirischen Koordinaten lautet die Metrik auf ¥ dann:

ds? = dy® +sin® (d02 + sin® 0d<p2)
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Bei verschwindender Kriimmung ist ¥ der gewohnliche 3-dimensionale flache
Raum mit Metrik

ds* = dx* + x* (df? + sin® 0dyp?)

Ist K hingegen negativ, so sind die Hyperflichen ¥ 3-dimensionale Hyperbo-
loide, eingebettet im 4-dimensionalen euklidischen Raum R*. Die definierende
Gleichung lautet

22— y? 2% =R?

In hyperbolischen Koordinaten lautet die Metrik des Einheitshyperboloids (R =

1):
ds? = dx? + sinh® y (dt92 + sin® 0d<p2)
Die Raumzeit-Metrik hat die allgemeine Form
ds® = dt* — a*(t) [dx® + €2 (x) (8 + sin® Bdp?)]

Dabei ist a(t) eine beliebige glatte positive Funktion, der sog. Skalenfaktor,
der die Skala der rdumlichen Geometrie vorgibt. Die Funktion () ist definiert
durch
siny falls K positiv
Ex)=14¢ x falls K =0
sinhy falls K negativ

Die Metrik eines Raumes konstanter Kriimmung kann auch noch in der folgen-
den Form dargestellt werden.

dr?

ds®> = ——
5 1-Kr?

+ 77 (d6” + sin® Odyp?)

Die Raumzeit-Metrik lautet dann

dr?

2 _ 2 32
ds® = dt b(t)[l_Kr2

+ 1% (d6” + sin” 0d¢2)}

Der Zusammenhang zwischen beiden Darstellungen ist mit der dimensionslosen
Koordinate r* = |K|'/?r gegeben durch

as? = g2 - 20 { ar”

*2 2 a2 2
K] T2 +r (d9 + sin” @dp )}

Dabei wurde kK = K/|K| gesetzt. Der Parameter x kann die Werte {+1,0,—1}
annehmen. Sei nun

_ [ b@®)/|K|'? falls K £0
alt) = { b(t) sonst

Dann lautet die Raumzeit-Metrik

dr*?

m + 7“*2 (d92 + SiIl2 0d</72)

ds®> = dt* — a(t)? {
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Der Ubergang zu der neuen Radialkoordinate Y, definiert durch r* = ¢ (x) fiihrt
dann auf die oben angegebene Metrik. Wir definieren nun noch eine neue Zeit-
koordinate 7 durch

dr = a(t)"tdt
Dann bekommt die Metrik die Form
ds® = a(r)? [dr® — dx® — &(x)? (d6” + sin® 0dp?) ]

Die Koordinaten T, , 6, ¢ heiflen chronometrische Koordinaten. Fiir die Funk-
tion a(7) wurde in Abschnitt 4.1 die Funktion exp(«(7)/2) gewihlt.

A.5 Die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung in chronome-
trischen Koordinaten

Die Hintereinanderausfithrung des Dirac-Operators sowie seines Adjungierten
auf einen Spinor ¥ fiihrt wegen der Identitdit von Lichnerowicz (siehe An-
hang A.2) auf die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung fiir ¥. Dieser Opera-
tor spielt eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der irreduziblen Darstellun-
gen der Isometriegruppe G* auf dem Hilbertraum L2(DM), der Vervollstindi-
gung von C3°(DM). Hier soll nun die explizite Form dieses Operators auf einer
Robertson-Walker-Raumzeit in den chronometrischen Koordinaten 7, x, 8, ¢ an-
gegeben werden. Die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung lautet

1 1
(O-— ZR +m?)¥(z) =0 = V.,V — ZR +mA)¥(z) =0

Dabei ist R der Kriimmungsskalar und V, ist die auf das Diracbiindel DM
geliftete kovariante Ableitung der Metrik g. Es gilt

NV V¥ =V, (0 + o) T
= nab [aa(ab + O'b) — Fcba(ac + Uc) + O'a(ab + Ub)]\I’
= nab [aaab + (aaO'b) + 030, — Fcba(ac + O'C) + 0,0y + Uaab]\I’

= {Dg + Uab [(aaab) + 20,0, —T“pe0c + Uaab] }\I’

= {Dg + 7 [2%85 —Ta0c + Uaab] }\If

Dabei ist O, der skalare Wellenoperator der Metrik g, und es wurde benutzt,
daB der Term n?®(d,04) verschwindet (siehe G1.64).
1) Berechnung des skalaren Wellenoperators:

O, = |91 7"/20,(19|' 29" 8,), g = det(gyu)

Die Komponenten g,,,, der Metrik g sind durch GL.(55) gegeben und man findet
nun leicht

9= H Gup = _e4a(r)f4(X) sin” 6
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Nach Berechnung der entsprechenden Ableitungen und Summation aller Terme
ergibt sich folgender Ausdruck fiir den skalaren Wellenoperator

Oy = e~ [@do + 05 — 267 ()€ ()01 — 0%
— 2 (x) cot 80, — € (x)05 — € *(x) sin~? 653 ]
2) Berechnung von n%o,0):
e, 0y = nabaae;ja
{ ~[av0y" + am7°] 01
% ) [ar07? = 2n e (0E (X) + @727° + 277 €7 (€ (X)] s
% ~ET () sinT 0o — 2m e (€ (X) — 292767 (x) cot 6
+a737° + 2937 €7 (€' (0) + 2737°€ 7 (x) cot ] 33}
= ie_“{d%wlal + (a707” = 27177 0E ()€ (0)0s
+ (@707 = 2m7°E7 (€ (X) — 297°€ 7 (x) cot B) €71 (x) sin ™! 033}

3) Berechnung von n®T¢p,0.:
W00 = % (€00 [~ 5o (@07 +6m7°)]
+e7 2 (0 () [—%e_m (dr07" + d7170)]
+e~267 1 (y) cot [—%e‘aﬂ (d707” — 2172 E ' ()€ (X)
+ a7 + 207167 (€ ()]
—_ ie—ag—l(x){zg'(x)aywl + cot 8 (dyoy* — 271725‘10()5'()())}

4) Berechnung von n®c,0:

a 1 —a . . 2
n"o.op = — 51 {(oww1 + am7°)
+ (69072 = 2172 (0E' (X) + @727 + 29716 ()€ (x)

+ (6707 = 2m Y€ ()€ () = 272726 (x) cot 8

+a737° + 2737 €T (0)E (x) + 29372€ 1 (%) cot 0)2}
1
=- 5 {4a Y07 07" + (267077 — 41 7%E ! (0€ ()
+ (2a707" = NV’ EH(0E (X) — 4’ EH(X) cot0)2}

Nach dem Ausmultiplizieren der Quadrate und dem Zusammenfassen aller Ter-
me ergibt sich folgender Ausdruck

n"o,0on = —1%63*’{3022 — 8¢ 2(x)€"%(x) — 4€2(x) cot? 9}
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Fiir den Kriimmungsskalar findet man mit Hilfe des Programms Maple V
den folgenden Ausdruck (siehe Anhang A.7):

R= %e_af‘Q(X) [6c€2(x) — 8E(x)E" (x) + 3a%€2(x) + 4 — 46 (¥)]

Werden nun alle Beitrige zusammengesammelt so lautet die spinorielle Klein-
Gordon-Gleichung:

@-Lrmiu = { [ — 07 — €202 — () sin 2033
+adh+ (gamn’ — 267 (0E N0
+ (%dﬁ’l(x)vov2 — £ )M — €2 (x) cot 0) By
+ %E’l(x) sin”* 9(027073 =267 (0€ (X)my” — 267 (x) cot 97273)83

+ 1f’l(x) (25'(X)d7071 + cot0(d%72 - 25’1(X)€’(X)7172))

4
+Zd—5_1(x)£”(x)+1%a + 5 *(x )+i£‘2(x)cot20]+m2}\ll

=0

A.6 Jacobi-Polynome

Die Jacobi-Polynome, die im winkelabhéingigen Anteil des Dirac-Spinors auftra-
ten, haben noch eine andere explizite Darstellung [1]:

@82y D(B+1+1) l<l>I‘(ﬂl+ﬂ2+l+m+1) Cm
f (x)_l!l"(ﬁ1+,62+l_|_1)mzz m 2mT(B1 +m + 1) (@=1)

Unter Benutzung von
= (m
@-m=om Y () v
q=0 a

gilt:

l m
(617ﬁ2 ( ) = Cl ﬂlaﬂ% Z C2 ﬂlaﬂ?alam) 203(m’ q)xq’ dabei ist
m=0 q=0

LB +1+1)
IT(B1 + B2 +1+1)
L(B1+ B2 +m+1)
2mI(By +m + 1)

c1(Bi, Ba,l) =

es(Br, By 1, m) = (_I)m@

estma) = (-1 (")
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Dieser Ausdruck fiir die Jacobi-Polynome 1488t sich in die normale Form eines
Polynoms der Ordnung ! bringen, wenn man die Doppelsumme ausschreibt und
nach Potenzen von x sortiert:

l
P () = ¢ (81, B2, 1) > bra’
r=0

Die Koeffizienten b, sind dabei gegeben durch:

l
br = 202(ﬁ1aﬁ2ala 8)03(S’T)

s§=r

A.7 Listing des Maple V-Programms zur Berechnung des
Ricci-Skalars

Wir berechnen in diesem Anhang den Kriimmungsskalar R der Robertson-
Walker Metrik mit dem Computerprogramm Maple V.

> with (tensor):

> coords :=[tau, chi, theta, phil:

> g:=array (symmetric, sparse, 1..4, 1..4):

> gl1,1] :=exp(alpha(tau)):

> gl[2,2] :=-exp(alpha(tau)):

> gl[3,3]:=—exp(alpha(tau))*xi(chi)"2:

> gl[4,4] :=-exp(alpha(tau))*xi(chi) “2*sin(theta) " 2:
>

metric:=create([-1,-1], eval(g));

metric := table([
index_char = [—1, —1]

e(7) 0 0 0
0 —ex™ 0 0
compts =
0 0 —e™() ¢(x)? 0
0 0 0 —e(7) £(x)? sin(6)?

> tensorsGR(coords,metric,contra_metric,det_met , C1, C2, Rm, Rc,
R, G, C);
> displayGR(Riemann,Rm) ;

The Riemann Tensor

non — zero components :
Ri212 = (6—211( ) e2(™)
— 252 T

R1818 = % (% o(7)) e* ™ £(x)?
Ri414 = 3 (25 a(r) e €0 sin(0)”
R2329 = ) 00 (25 €00) - 1 (= o) e €0
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2
R2{2f =) 600 50 (55 €00) ~ | (e ar))?

R33) =~ €007 sin(6) ~ ") (5L a(r))? €00 sin(6)? +°7 €007 sin(6)? (5 €0

character : [—1, =1, —1, —1]
> displayGR(Ricci,Rc);
The Ricci tensor
non — zero components :

3, 0?

£(x)
R33 = = (515 @) 0 +E00 (35 €00)— (3 alr)? €00°-1+(3- €00)?
R4 = =35m0 (515 0(0) €0 2600 (55 E00)+ (- a0 €00%+2-2 (5 €00)°)

character : [—1, —1]
> displayGR(Ricciscalar,R);
The Ricci Scalar
6 (L o)) €00 — BE() (2 €00) +3 (2 () £00% + 4 - 4 (2 £())*

1
=3 (M € (x)?
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