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1 Einleitung

Die Quantenfeldtheorie auf einer gekr

�

ummten Raumzeit (QFT auf GRZ) be-

sch

�

aftigt sich mit der Beschreibung quantisierter Felder auf einer Mannigfal-

tigkeit, auf der eine Metrik mit Lorentz-Signatur de�niert ist, die die kausale

Struktur der Raumzeit festlegt. Die Metrik wird dabei als klassisches Feld be-

handelt und nicht quantisiert. Die Situation ist also analog zur Behandlung eines

quantisierten Feldes in einem

�

au�eren Potential auf dem Minkowski-Raum.

Seit Hawking's Entdeckung [11], da� schwarze L

�

ocher durch Teilchenerzeu-

gung Energie verlieren, hat es ein gro�es Interesse an Quantenfeldtheorie auf ge-

kr

�

ummter Raumzeit gegeben, da dieses Ph

�

anomen im Rahmen der klassischen

allgemeinen Relativit

�

atstheorie nicht erkl

�

art werden kann. Solange keine quan-

tisierte Theorie der Gravitation existiert, kann diese semiklassische N

�

aherung

dazu dienen, Hinweise auf die Wechselwirkungen der Gravitation mit quanti-

sierter Materie zu erhalten. Der G

�

ultigkeitsbereich der QFT auf GRZ erstreckt

sich bis zu Abst

�

anden der Planck-L

�

ange 10

�33

cm, ab der Quantene�ekte der

Gravitation wichtig werden.

Die Beschreibung quantisierter Felder auf einer gekr

�

ummten Raumzeit ist je-

doch mit einigen technischen Schwierigkeiten behaftet und kann nicht ohne wei-

teres vom Minkowski-Raum

�

ubertragen werden. Aufgrund der unendlich vielen

Freiheitsgrade der Felder existieren in

�

aquivalente Darstellungen der (Anti-)Ver-

tauschungsrelationen. Im Minkowski-Raum w

�

ahlt man eine dieser Darstellungen

aus, indem man einen Hilbertraum konstruiert, der einen unter Translationen
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invarianten Vektor 
 besitzt. Die Fourier-Zerlegung der L

�

osungen der klassi-

schen Feldgleichung in positiv und negativ frequente Anteile wird zur De�nition

des Skalarproduktes benutzt. Observable werden dann durch selbstadjungierte

Operatoren auf diesem Hilbertraum dargestellt, und me�bare Gr

�

o�en entspre-

chen Erwartungswerten dieser Operatoren. Teilchen werden als Anregungen des

Vakuumvektors 
 betrachtet.

Auf einer generischen Raumzeit existiert i.A. keine Symmetriegruppe bzgl.

derer man den physikalischen Zustandsraum ausw

�

ahlen k

�

onnte. Auch steht ei-

nem die Fourier-Analyse nicht zur Verf

�

ugung. Es bietet sich daher an, die alge-

braische Formulierung zu verwenden, bei der zun

�

achst die lokalen Observablen

angegeben werden. Zust

�

ande werden dann als lineare Funktionale de�niert, die

auf die Observablen wirken. Mit Hilfe der GNS-Konstruktion kann man die al-

gebraische Sichtweise und den gew

�

ohnlichen Hilbertraumzugang miteinander in

Verbindung bringen.

Es stellt sich dann die Frage nach der Charakterisierung physikalischer Zu-

st

�

ande. Ausgehend von Eigenschaften physikalischer Zust

�

ande auf dem Min-

kowski-Raum haben Haag, Narnhofer und Stein [10] das Prinzip der lokalen De-

�nitheit formuliert, welches Zust

�

ande auf einer gekr

�

ummten Raumzeit erf

�

ullen

m

�

ussen, um als physikalisch angesehen werden zu k

�

onnen. Eine wichtige Klasse

von Zust

�

anden die diesem Prinzip gen

�

ugen sind die sog. Hadamard-Zust

�

ande,

die eine bestimmte Singularit

�

atenstruktur besitzen [5]. Das diese Zust

�

ande in der

Tat das Prinzip der lokalen De�nitheit erf

�

ullen wurde f

�

ur das Klein-Gordon-Feld

von Verch [25] gezeigt. Die Hadamard-Zust

�

ande wurden dann von K

�

ohler [16]

benutzt, um den Energie-Impuls-Tensor zu renormieren. F

�

ur das Klein-Gordon-

Feld auf einer Robertson-Walker Raumzeit wurde von Junker [14] gezeigt, da�

adiabatische Vakuumzust

�

ande Hadamard-Zust

�

ande sind.

In dieser Arbeit sollen nun physikalische Zust

�

ande f

�

ur das Dirac-Feld auf

einer GRZ konstruiert werden. Wir beschreiben dazu im ersten Teil der Ar-

beit die Quantisierung des Dirac-Feldes mit Hilfe des algebraischen Zugangs

zur Quantenfeldtheorie und betrachten anschlie�end das Dirac-Feld auf einer

Robertson-Walker Raumzeit. In Analogie zum Klein-Gordon-Feld werden da-

nach adiabatische Vakuumzust

�

ande des Dirac-Feldes de�niert.

2 Dirac-Feld

In diesem Abschnitt wird das Dirac-Feld auf einer gekr

�

ummten Raumzeit ein-

gef

�

uhrt. Au�erdem wird die Quantisierungsprozedur mit Hilfe der selbstdualen

CAR-Algebra beschrieben. Wir halten uns in der Darstellung an die Dissertation

von Verch [24] sowie die Arbeit von Dimock [7].

2.1 Cli�ord-Algebra

Sei V ein reeller Vektorraum und s eine reelle, symmetrische, nicht-entartete

Bilinearform auf V . Die zu (V; s) assoziierte Cli�ord-Algebra C(V; s) ist die

reelle, assoziative Algebra mit Einselement 1, die von den Elementen fc(v); v 2

V g erzeugt wird. Die c(v) sollen der folgenden Relation gen

�

ugen:

c(v)c(w) + c(w)c(v) = 2s(v; w)1; v; w 2 V (1)

2



F

�

ur das Dirac-Feld auf dem Minkowski-Raum ist der Fall V = R

4

; s = � =

(�

ab

) = diag(1;�1;�1;�1) von besonderem Interesse. Sei fe

a

; a = 0; 1; 2; 3g

eine Basis des R

4

mit �(e

a

; e

b

) = �

ab

. Gesucht werden nun treue Darstellungen

der komplexi�zierten Cli�ord-Algebra C(R

4

; �)

C

�

=

C(R

4

; �) � iC(R

4

; �) durch

komplexe (4� 4)-Matrizen:

� : C(R

4

; �)

C

!M

C

(4); c(e

a

) 7! �(c(e

a

))

Dies sind die sog. Dirac-Darstellungen und die Matrizen 

a

:= �(c(e

a

)); a =

0; 1; 2; 3 hei�en Dirac-Matrizen [9]. Sind �

1

und �

2

zwei Dirac-Darstellungen

von C(R

4

; �)

C

, so gibt es nach Pauli's Theorem eine nichtsingul

�

are Matrix M ,

so da� f

�

ur die entsprechenden S

�

atze von Dirac-Matrizen 

1

a

und 

2

a

; a = 0; 1; 2; 3

gilt:

M

1

a

M

�1

= 

2

a

; a = 0; 1; 2; 3

Es existieren Darstellungen, in denen die Dirac-Matrizen die zus

�

atzliche Eigen-

schaft besitzen:



�

0

= 

0

; 

�

j

= �

j

; j = 1; 2; 3

Hierbei ist 

�

a

die Hermitesch konjugierte Matrix zu 

a

, also 

�

a

= (

a

)

t

. Ei-

ne solche Darstellung hei�t Standarddarstellung. Eine Standarddarstellung mit

der weiteren Eigenschaft 

a

= �

a

; a = 0; 1; 2; 3 hei�t Majorana-Darstellung.

In dieser Darstellung ist die Dirac-Gleichung reell und die Ladungskonjuga-

tion erh

�

alt eine einfache Form. Im folgenden wird davon ausgegangen, da� eine

Majorana-Darstellung der Dirac-Matrizen vorliegt. Seien nun Dirac-Matrizen

f

a

; a = 0; 1; 2; 3g gegeben. Betrachte dann die Lie-Gruppe Spin(1; 3), die aus

den Matrizen S besteht, die folgende Eigenschaften besitzen:

1) detS = 1

2) S

a

S

�1

= 

b

�

b

a

;�

b

a

2 R

Zusammen mit den Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen ergibt sich

folgende Identit

�

at f

�

ur die �

b

a

: �

cd

�

c

a

�

d

b

= �

ab

, d.h. die Matrix (�

a

b

) ist ein

Element der Lorentzgruppe L.

1

Die Abbildung S ! �(S) de�niert durch 2) ist

ein surjektiver 2-1 Homomorphismus Spin(1; 3)! L. Im folgenden beschr

�

anken

wir uns auf Spin

0

(1; 3), die Zusammenhangskomponente der Eins von Spin(1; 3).

Ihr Bild L

"

+

ist die Lie-Gruppe der eigentlichen orthochronen Lorentztransfor-

mationen. Spin

0

(1; 3) ist isomorph zu SL(2;C).

2.2 Spin-Strukturen

Sei nun (M; g) eine Raumzeit, wobei M eine 4-dimensionale C

1

-Mannigfaltig-

keit bezeichnen soll und g eine Metrik mit Lorentzsignatur ist. (M; g) soll raum-

und zeitorientierbar sein und es seien solche Orientierungen gew

�

ahlt. Zum Tan-

gentialb

�

undel TM kann nun ein Vektorb

�

undel von Orthonormalbasen, ein sog.

Orthonormalrahmenb

�

undel

2

F (M; g) assoziiert werden. Die Konstruktion von

1

siehe Anhang A.1

2

In der physikalischen Literatur sind hierf

�

ur auch die Begri�e Vierbein oder Tetrad ge-

br

�

auchlich; siehe Anhang A.3 f

�

ur die De�nition eines Vektorb

�

undels
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F (M; g) geht folgenderma�en. Sei f@=@x

�

; � = 0; 1; 2; 3g eine Koordinatenbasis

von T

p

M bzgl. eines Koordinatensystems (U

i

; x

�

) um p 2M . An jedem Punkt

p 2M kann nun eine Orthonormalbasis de�niert werden, verm

�

oge

i) e

a

= e

�

a

@=@x

�

j

p

; a = 0; 1; 2; 3, wobei (e

�

a

) 2 GL(4;R)

ii) g(e

a

; e

b

)j

p

= �

ab

iii) g

��

(p)e

�

0

e

�

0

> 0; e

0

0

> 0

e = (e

0

; : : : ; e

3

) hei�t dann auch Orthonormalrahmen am Punkt p. Die Pro-

jektion in F (M; g) wird de�niert durch �

F

(e) = p. Die lokale Trivialisierung

�

i

: U

i

�GL(4;R)! �

�1

F

(U

i

) ist de�niert durch

�

�1

i

(e) = (p; (e

�

a

))

Der Wechsel von einem Orthonormalrahmen zum n

�

achsten wird durch eine Lor-

entztransformation vermittelt.

(R

�

e)

b

= e

a

�

a

b

;� = (�

a

b

) 2 L

"

+

(2)

Umgekehrt existiert zu je zwei Orthonormalrahmen fe

a

g und fe

0

b

g eine Matrix

aus L

"

+

, so da� die Relation (2) erf

�

ullt ist. R

�

de�niert eine freie, transitive

Rechtswirkung von L

"

+

auf F (M; g). Seien nun (U

i

; x

�

); (V

j

; y

�

) zwei Koordina-

tensysteme um p 2M . F

�

ur q 2 U

i

\ V

j

gilt dann

e

a

= e

�

a

@

@x

�

j

q

= e

0

�

a

@

@y

�

j

q

; mit (e

�

a

); (e

0

�

a

) 2 GL(4;R)

Das Transformationsverhalten der Vierbeine bei Koordinatentransformationen

lautet also

e

�

a

=

�

@x

�

@y

�

�

p

e

0

�

a

Damit sind die

�

Ubergangsfunktionen t

ij

(p) gegeben durch

t

ij

(p) =

�

@x

�

@y

�

�

p

und F (M; g) wird so zu einem L

"

+

-Hauptfaserb

�

undel.

Eine Spin-Struktur f

�

ur (M; g) ist nun ein Paar (S(M; g); ') bestehend aus

einem Spin

0

(1; 3)-Hauptfaserb

�

undel S(M; g)

�

uberM , sowie einem B

�

undelhomo-

morphismus ' : S(M; g)! F (M; g) f

�

ur den gilt:

' �R

S

= R

�(S)

� '; S 2 Spin

0

(1; 3)

�(S) erf

�

ullt Bedingung 2)(siehe S. 3). Dabei ist R

S

die Rechtswirkung von

Spin

0

(1; 3) auf S(M; g). S(M; g) wird auch Spinrahmenb

�

undel genannt. Spin-

Strukturen sind nicht eindeutig durch die zugrundeliegende Raumzeit bestimmt.

Zwei Spinstrukturen (S

1

(M; g); '

1

) und (S

2

(M; g); '

2

) hei�en

�

aquivalent, wenn

es einen Isomorphismus � : S

1

(M; g) ! S

2

(M; g) gibt, der die Bezugspunkte

respektiert, so da� gilt '

1

= '

2

� � . Die Existenz einer Spinstruktur f

�

ur eine

4



gegebene Raumzeit h

�

angt allein von den topologischen Eigenschaften der Man-

nigfaltigkeit ab [19]. Im weiteren werden nur global hyperbolische Raumzeiten in

4 Dimensionen betrachtet, bei denen die Existenz von Spinstrukturen gesichert

ist [27].

Sei nun eine global hyperbolische Raumzeit (M; g) mit einer Spinstruk-

tur (S(M; g); ') gegeben. Weiter sei � eine Majorana-Darstellung der Cli�ord-

Algebra C(R

4

; �)

C

und �̂ die von � induzierte Selbstdarstellung von Spin

0

(1; 3).

Das Dirac-B

�

undel ist dann das assoziierte Vektorb

�

undel zum Spin

0

(1; 3)-Haupt-

faserb

�

undel S(M; g), der Darstellung �̂, sowie dem Vektorraum C

4

:

D

�

(M; g) := (S(M; g)�

�̂

C

4

)=Spin

0

(1; 3)

Im weiteren sei D

�

(M; g) abk

�

urzend mit DM notiert. Ein Spinorfeld ist ein

glatter Schnitt im Dirac-B

�

undel DM . Die Menge der glatten Spinorfelder sei

mit C

1

(DM) bezeichnet. Mit D

�

M sei das duale Spinorb

�

undel bezeichnet. Ein

Element v 2 D

�

M ist f

�

ur ein p 2 M ein Element des Dualraumes der Fa-

ser

�

uber p. Die glatten Schnitte in D

�

M hei�en Co-Spinorfelder. Die Menge

aller glatten Co-Spinorfelder sei C

1

(D

�

M). F

�

ur eine Untermannigfaltigkeit �

von M sei DM

�

das Vektorb

�

undel �

�1

DM

(�)

�

uber � mit Projektion �

DM j�

:=

�

DM

j�

�1

DM

(�). Hierbei ist �

DM

die Projektion in DM . D

�

M

�

ist analog de�-

niert. Im weitern wird noch folgende Notation verwendet. F

�

ur X = DM oder

D

�

M sei C

1

0

(X) die Menge der glatten Schnitte in X mit kompaktem Tr

�

ager.

F

�

ur ein o�enes Gebiet O �M sei C

1

0

(X;O) der Raum der glatten Schnitte in X

mit kompaktem Tr

�

ager in O. F

�

ur u 2 C

1

(DM) und v 2 C

1

(D

�

M) bezeichnen

wir die kanonische duale Paarung von v mit u am Punkt p mit:

v(u)j

p

; p 2M

Jeder lokale Schnitt E : U � M ! S(M; g) im Spinrahmenb

�

undel S(M; g)

induziert einen Rahmen (E

0

; : : : ; E

3

) in DM mittels:E

A

:= [(E; b

A

)]; A =

0; 1; 2; 3. Dabei ist [ : ] die Restklassenabbildung von S(M; g) �

�̂

C

4

nach DM

und b

0

; : : : ; b

3

eine Standardbasis in C

4

. E induziert dar

�

uber hinaus einen Or-

thonormalrahmen in TM , d.h. einen lokalen Schnitt e := (e

a

)

a=0;::: ;3

:= ' � E

in F (M; g). Diese, durch lokale Schnitte induzierten Orthonormalrahmen (E

A

)

und (e

a

), werden im folgenden induzierte mitbewegte Rahmen genannt. Die in-

duzierten mitbewegten Rahmen transformieren sich beim

�

Ubergang zu einem

anderen lokalen Schnitt E

0

: U

0

! S(M; g), der mit E

�

uber die glatten Funk-

tionen (S

A

B

) = S : U \ U

0

! Spin

0

(1; 3) durch E

0

= R

S

�1
E verkn

�

upft ist, wie

folgt:

E

0

A

= E

B

(S

�1

)

B

A

und e

0

a

= e

b

�(S

�1

)

b

a

F

�

ur die Dualrahmen (E

B

) und (e

b

) die durch E

B

(E

A

) = �

B

A

und e

b

(e

a

) = �

b

a

de�niert sind erh

�

alt man:

E

0

B

= S

A

B

E

A

und e

0

b

= �(S)

a

b

e

a

Man kann nun beliebige gemischte Spinor-Tensorfelder erzeugen, d.h. Schnitte in

den fasernweisen Tensorprodukten von DM;D

�

M;TM;T

�

M . Durch Einf

�

uhr-

ung von globalen mitbewegten Rahmen(E

A

) und (e

a

) ist ein glatter Schnitt f in

(

N

p

TM)
 (

N

q

T

�

M)
 (

N

r

DM)
 (

N

s

D

�

M) festgelegt durch Angabe der

5



Familie von glatten C-wertigen Funktionen f

a

1

:::a

p

b

1

:::b

q

A

1

:::A

r

B

1

:::B

s

auf M , so

da�

f = (f

a

1

:::a

p

b

1

:::b

q

A

1

:::A

r

B

1

:::B

s

)e

a

1


 : : :
 e

a

p


 : : :
E

B

1


 : : :
E

B

s

Von besonderem Interesse ist der Spinor-Tensor , de�niert als glatter Schnitt in

T

�

M
DM
D

�

M , der in allen induzierten mitbewegten Rahmen die folgenden

Komponenten besitzt



a

A

B

= (

a

)

A

B

(3)

wobei 

a

; a = 0; : : : ; 3 die Dirac-Matrizen in Majorana-Darstellung sind. Die

Unabh

�

anigkeit der Komponenten von  von dem gew

�

ahlten mitbewegten Rah-

men ist eine Folge der Transformationsgleichungen sowie der Cli�ord-Algebra-

Relationen (1).

�

Ublicherweise benutzt man f

�

ur die Kontraktion von gemischten Spinor-Ten-

sorfeldern die Schreibweise der Summation

�

uber Dualrahmenindizes, z.B. v(u)j

p

= v

A

u

A

f

�

ur v = v

A

E

A

2 C

1

(D

�

M) und u = u

A

E

A

2 C

1

(DM). Falls k ein Vek-

torfeld ist, so bezeichnet 6 k die Kontraktion mit : 6 k

A

B

:= k

a



a

A

B

. F

�

ur einen

Spinor u schreiben wir 6 ku f

�

ur 6 k(u), d.h. 6 ku ist ein Spinor mit Komponenten

6 ku

A

= 6 k

A

B

u

B

. F

�

ur einen Co-Spinor v ist 6 kv ein Co-Spinor mit Komponenten

6 kv

B

= 6 k

A

B

v

A

. N

�

utzlich ist zudem die Einf

�

uhrung des adjungierten Spinors u

+

eines Spinors u. Dies ist der Co-Spinor mit Komponenten (u

+

)

B

:= u

A



0AB

,

wobei � komplexe Konjugation bedeutet, und 

0AB

sind die Matrixelemente von



0

.

3

Die Adjunktion antivertauscht mit der komplexen Konjugation, da

u

+

A

= u

B



0AB

= u

B



0

AB

= �u

B



0AB

= �u

+

A

f

�

ur Dirac-Matrizen in Majorana-Darstellung. Die Komponenten von u

+

ha-

ben das richtige Transformationsverhalten bei Wechsel des Spinrahmens E

A

und deshalb ist u

+

ein vom gew

�

ahlten Spinrahmen unabh

�

aniger Spinor (sie-

he Dimock [7] S.136). Die Adjunktion ist eine antilineare Abbildung (:)

+

:

C

1

(DM) ! C

1

(D

�

M). Diese Abbildung ist bijektiv und ihr inverses (eben-

falls mit (:)

+

bezeichnet) ist gegeben durch: (v

+

)

A

= �v

B



0

BA

, denn

(v

+

)

+

B

= v

+A



0AB

= �v

C



CA

0



0AB

= �v

C



0

CA



0AB

= v

C



CA

0



0AB

= v

C

�

C

B

= v

B

(Dies gilt in Majorana-Darstellung der Dirac-Matrizen); v 2 C

1

(D

�

M).

Es ist nun m

�

oglich ein Skalarprodukt auf C

1

0

(DM) einzuf

�

uhren. Dazu sei

n ein zukunftsgerichtetes zeitartiges Vektorfeld auf (M; g); u

1

; u

2

2 C

1

0

(DM).

Dann ist

(u

1

; u

2

)

n

:=

Z

M

u

+

1

(6 nu

2

)(p)d�(p) (4)

ein Skalarprodukt auf C

1

0

(DM) (siehe Dimock [7], Prop.1.1.). Dabei ist � das

durch g induzierte Volumenelement. F

�

ur eine Untermannigfaltigkeit � � M

3

Man beachte die Abweichung von der sonst

�

ublichen Notation, bei der der Dirac-

Adjungierte Spinor mit u bezeichnet wird (siehe z.B. [23]).
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de�niert

(u

1

; u

2

)

n;�

:=

Z

�

u

+

1

(6 nu

2

)(p)d�

�

(p) (5)

ein Skalarprodukt auf C

1

0

(DM

�

). Falls n mit dem Einheitsnormalenfeld von �

zusammenf

�

allt sei (u

1

; u

2

)

n;�

mit (u

1

; u

2

)

�

notiert.

Dar

�

uber hinaus kann auf C

1

(DM) eine Ladungskonjugation eingef

�

uhrt wer-

den, d.h. eine antilineare Abblidung � : C

1

(DM)! C

1

(DM); u

A

7! (�u)

A

:=

u

A

. Diese De�nition ist unabh

�

anig von der Wahl des Spinrahmens. Nun gilt f

�

ur

alle zeitartigen Vektorfelder n und Spinoren u

1

; u

2

2 C

1

(DM)

(�u

1

;�u

2

)

n

= (u

2

; u

1

)

n

(6)

denn

(�u

1

)

+

(6 n�u

2

)(p) = u

1

+

(6 nu

2

)(p)

= 6 n

A

B

u

2

(p)

B

u

1

+

(p)

A

= n

a



a

A

B

u

2

(p)

B

u

1

(p)

C



0CA

Andererseits ist

u

+

2

(6 nu

1

)(p) = 6 n

A

B

u

1

(p)

B

u

+

2

(p)

A

= n

a



a

A

B

u

1

(p)

B

u

2

(p)

C



0CA

� ist eine komplexe Konjugation auf den Pr

�

ahilbertr

�

aumen (C

1

0

(DM); (:; :)

n

)

sowie (C

1

0

(DM

�

); (:; :)

n;�

). Mit dem Spinor-Tensor  kann nun die Levi-Civit�a-

Ableitung von g auf gemischte Spinor-Tensorfelder geliftet werden. Dies ge-

schieht folgenderma�en: r : C

1

(TM)! C

1

(T

�

M
TM) ist zun

�

achst de�niert

durch: (rk)

b

a

:= @

a

k

b

+ �

b

ac

k

c

; k 2 C

1

(TM). Dabei ist @

a

k

b

:= dk

b

(e

a

), wo-

bei dk

b

das Di�erential der Funktion k

b

ist. Man de�niert nun r : C

1

(DM)!

C

1

(T

�

M
DM) durch die Festlegung der Komponenten vonrf; f 2 C

1

(DM),

bzgl. induzierter mitbewegter Rahmen (E

B

) und (e

a

), als (rf)

a

B

:= @

a

f

B

+

�

a

B

A

f

A

, wobei die Spin-Zusammenhangskomponenten �

a

B

A

gegeben sind durch:

�

a

B

A

:= �

1

4

�

ca

b



b

B

D



cD

A

(7)

Man kann zeigen, da� dies eine kovariante Ableitung auf M de�niert. Man

de�niert r nun auf allen Spinorfeldern dadurch, da� man die Leibnitz-Regel

sowie die Kommutativit

�

at mit Kontraktionen verlangt. Es gilt r = 0 (siehe

Anhang A.2).

2.3 Dirac-Gleichung und klassische L

�

osungen

Der Dirac-Operator ist de�niert als der Di�erentialoperator 6 r auf Spinoren

oder Co-Spinoren, den man durch Anwendung von r und nachfolgender Kon-

traktion mit  erh

�

alt. In Komponenten bzgl. induzierter mitbewegter Rah-

men bedeutet dies: (6 ru)

A

= 

aA

B

r

a

u

B

f

�

ur Spinoren u, sowie (6 rv)

B

=

(r

a

v

A

)

a

A

B

f

�

ur Co-Spinoren v.r

a

u

B

sind die Komponenten vonru. Tensorin-

dizes werden durch Kontraktion mit �

ab

(�

ab

) angehoben(abgesenkt). Man be-

achte, da� die Anwendung des Dirac-Operators mit der Adjunktion vertauscht,

7



d.h. (6 ru)

+

= 6 r(u

+

); u 2 C

1

(DM), denn (6 ru)

+

= 6 r

A



0AB

= 6 ru

A



0AB

=

6 r(u

+

). Die Dirac-Gleichung f

�

ur Spinoren bzw. Co-Spinoren lautet nun

(�i 6 r+m)u = 0; u 2 C

1

(DM) (8)

(i 6 r+m)v = 0; v 2 C

1

(D

�

M) (9)

Dabei ist m eine feste reelle Zahl. F

�

uhrt man den spinoriellen Wellenoperator

� mit Komponenten (�u)

A

= �

ab

r

a

r

b

u

A

ein, so erh

�

alt man Lichnerowicz'

Identit

�

at:

(�i 6 r+m)(i 6 r+m)u = (��

1

4

R+m

2

)u; u 2 C

1

(DM) (10)

wobei R der Kr

�

ummungsskalar der Metrik g ist. Ein Beweis dieser Formel be-

�ndet sich im Anhang A.2. Der Operator auf der rechten Seite wird spinorieller

Klein-Gordon-Operator genannt. Bei Anwesenheit von Kr

�

ummung diagonali-

siert nur der Hauptteil von �, denn (�u)

A

= �

ab

@

a

@

b

u

A

+ f

aA

B

@

a

u

B

+h

A

B

u

B

in Komponenten bzgl. induzierter mitbewegter Rahmen (E

A

) und (e

a

). Dabei

sind f

aA

B

und h

A

B

glatte Funktionen aufM . Die Dirac-Gleichung ist invariant

unter Ladungskonjugation �, denn der kovariante Ableitungsoperator ist reell

und kommutiert dementsprechend mit �. Die nachfolgende Kontraktion mit

 bewirkt eine Antivertauschung von � mit 6 r (Dirac-Matrizen in Majorana-

Darstellung wechseln ihr Vorzeichen bei komplexer Konjugation). Durch den

Faktor i wird dies jedoch wieder kompensiert.

Als n

�

achstes sollen die klassischen L

�

osungen der Dirac-Gleichung auf einer

global hyperbolischen Raumzeit betrachtet werden. Eine Raumzeit (M; g) mit

gegebenen Raum- und Zeitorientierungen sowie Spin-Struktur hei�t global hy-

perbolisch, wenn sie eine Cauchy-Fl

�

ache besitzt. Eine Cauchy-Fl

�

ache ist eine

raumartige Hyper

�

ache � � M die von jeder kausalen Kurve ohne Endpunkte

in M genau einmal geschnitten wird. Jede Cauchy-Fl

�

ache ist automatisch eine

3-dimensionale C

0

-Hyper

�

ache. Dann hat M die Struktur R� �, d.h. M kann

in glatte (C

1

) Hyper

�

achen �

t

gebl

�

attert werden [28, 6].

Man kann nun Distributionen

�

uber den R

�

aumen C

1

0

(DM) und C

1

(D

�

M)

erkl

�

aren, indem man eine Topologie bzgl. gewisser Sobolev-Normen auf ihnen

einf

�

uhrt[24]. Die kanonische duale Paarung v(u) f

�

ur v 2 C

1

(D

�

M) und u 2

C

1

0

(DM), aufgefa�t als Funktion von p, kann

�

uber M integriert werden und

man de�niert:

hv; ui

M

:=

Z

M

v(u)(p)d�(p); u 2 C

1

0

(DM); v 2 C

1

(D

�

M) (11)

Auf diese Weise ist C

1

(D

�

M) eingebettet in C

1

0

(DM)

0

und ebenso ist C

1

0

(DM)

ein Teilraum von C

1

(D

�

M)

0

. Diese Betrachtung gilt analog auch f

�

ur C

1

0

(DM

�

)

und C

1

(D

�

M

�

), f

�

ur eine Cauchy-Fl

�

ache �. Dabei ist

hh; fi

�

:=

Z

�

h(f)(p)d�

�

(p); f 2 C

1

0

(DM

�

); h 2 C

1

(D

�

M

�

) (12)

Es gilt folgende Identit

�

at f

�

ur den Dirac-Operator

h6 rh; fi

M

= �hh; 6 rfi

M

; 8f 2 C

1

0

(DM); h 2 C

1

0

(D

�

M) (13)

8



Beweis: F

�

ur u 2 C

1

(DM); v 2 C

1

(D

�

M) gilt die Formel (siehe Dimock [7],

Prop.1.2)

�i

Z

@D

v(6 nu)(p)d�

@D

(p) =

Z

D

[v((�i 6 r+m)u)(p)� ((i 6 r+m)v)(u)(p)] d�(p)

(14)

F

�

ur f 2 C

1

0

(DM) und h 2 C

1

0

(D

�

M), jeweils mit kompaktem Tr

�

ager innerhalb

von D � M , verschwindet die linke Seite der Gleichung und die Behauptung

folgt f

�

ur m = 0. Der Operator 6 r kann damit stetig auf den Raum der Distribu-

tionen geliftet werden. Die Existenz von eindeutigen Fundamentall

�

osungen f

�

ur

die Dirac-Gleichung wird nun durch das folgende Theorem sichergestellt.

Theorem 1 (Dimock, 1982). Der Operator (�i 6 r+m) auf C

1

(DM) besitzt

eindeutige retardierte bzw. avancierte Fundamentall

�

osungen S

�

: C

1

0

(DM) !

C

1

(DM) mit

(�i 6 r+m)S

�

= S

�

(�i 6 r+m) = id auf C

1

0

(DM) (15)

und supp(S

�

f) � J

�

(supp(f)).

4

Der Operator (i 6 r+m) auf C

1

(D

�

M) besitzt

eindeutige retardierte bzw. avancierte Fundamentall

�

osungen S

�

: C

1

0

(D

�

M)!

C

1

(D

�

M) mit

(i 6 r+m)S

�

= S

�

(i 6 r+m) = id auf C

1

0

(D

�

M) (16)

und supp(S

�

f) � J

�

(supp(f)).

Die Di�erenz S zwischen retardierter (S

+

) und avancierter (S

�

) Fundamen-

tall

�

osung hei�t Dirac-Propagator f

�

ur Spinoren: S = S

+

� S

�

. S

]

= S

+

� S

�

hei�t Dirac-Propagator f

�

ur Co-Spinoren. Die komplex konjugierten Operatoren

S

�

; S

�

sind de�niert durch

S

�

f := S

�

f; f 2 C

1

0

(DM) (17)

S

�

h := S

�

h; h 2 C

1

0

(D

�

M) (18)

Die Operatoren S

�

; S

�

sind reell, d.h. S

�

= S

�

; S

�

= S

�

, denn

id = (�i 6 r+m)S

�

= (�i 6 r+m)S

�

id = (i 6 r+m)S

�

= (i 6 r+m)S

�

Dies folgt aus der Eindeutigkeit der Fundamentall

�

osungen S

�

. Die Propagatoren

erf

�

ullen die Relationen:

a) hS

�

h; fi

M

= hh; S

�

fi

M

; h 2 C

1

0

(D

�

M); f 2 C

1

0

(DM)

b) S

]

u

+

= (Su)

+

; u 2 C

1

0

(DM)

c) �S

�

= S

�

�

d) �S

�

= S

�

�

4

Dabei ist f

�

ur N �M J

�

(N) die Menge der Punkte in M , die mit N durch eine zukunfts-

gerichtete (+) bzw. vergangenheitsgerichtete (-) kausale Kurve verbunden werden k

�

onnen

9



c) und d) folgen aus der Tatsache, da� S

�

; S

�

reell sind. F

�

ur den Beweis von

a) beachte man, da� supp(S

�

h) \ supp(S

�

f) kompakt ist, da (M; g) global

hyperbolisch angenommen wird. Damit gilt

hS

�

h; fi

M

= hS

�

h; (�i 6 r+m)S

�

fi

M

= h(i 6 r+m)S

�

h; S

�

fi

M

= hh; S

�

fi

M

Der Adjungierte Operator S

0

zu S bzgl. h : ; :i

M

ist �S

]

, denn

hS

]

h; fi

M

= h(S

+

� S

�

)h; fi

M

= hh; (S

�

� S

+

)fi

M

= �hh; (S

+

� S

�

)fi

M

= �hh; Sfi

M

Es bleibt b) zu zeigen: seien u; f 2 C

1

0

(DM)

h(Su)

+

; fi

M

= �hf

+

; Sui

M

= �hf

+

; Sui

M

= hS

]

f

+

; ui

M

= �hu

+

; (S

]

f

+

)

+

i

M

= �hu

+

; Sfi

M

= �hu

+

; Sfi

M

= hS

]

u

+

; fi

M

Dabei wurde benutzt, da� gilt

(S

]

f

+

)

+A

= �(S

]

f

+

)

B



BA

0

= �(S

]

f

+

)

B



BA

0

= (S

]

f

+

)

B



BA

0

= (S

]

f

C



0CB

)

BA

0

= (Sf

C

)

0CB



BA

0

= Sf

C

�

A

C

= Sf

A

Das Cauchy-Problem f

�

ur die Dirac-Gleichung ist dann wohlde�niert:

Theorem 2 (Dimock, 1982). Sei u

0

2 C

1

0

(DM

�

). Dann existiert ein ein-

deutig bestimmtes u 2 C

1

(DM) mit

(�i 6 r+m)u = 0 und uj

�

= u

0

(19)

Zus

�

atzlich gilt supp(u) � J

+

(supp(u

0

)) [ J

�

(supp(u

0

)).

Jede L

�

osung u 2 C

1

(DM) der Dirac-Gleichung erf

�

ullt automatisch die spi-

norielle Klein-Gordon-Gleichung. Dies wurde von Dimock zur Konstruktion der

Fundamentall

�

osungen benutzt.

2.4 Quantisierung

Wir f

�

uhren nun den Pr

�

ahilbertraum K ein, der der Quantisierungsprozedur un-

terliegt. Sei S der Raum aller u 2 C

1

(DM), die L

�

osungen der Dirac-Gleichung

sind und zudem die Eigenschaft besitzen, da� ihre Einschr

�

ankung auf eine be-

liebige Cauchy-Fl

�

ache kompakten Tr

�

ager hat. F

�

ur eine Cauchy-Fl

�

ache � � M

kann man dann eine Sesquilinearform auf S de�nieren durch:

(u

1

; u

2

)

S

:= (u

1

j�; u

2

j�)

�

; u

1

; u

2

2 S (20)

Es gilt das folgende Lemma
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Lemma 1. (: ; :)

S

ist ein Skalarprodukt auf S und unabh

�

anig von der Wahl von

�.

O�ensichtlich ist (: ; :)

S

ein Skalarprodukt, da schon (: ; :)

�

diese Eigenschaft

besitzt. Die Unabh

�

anigkeit von der Cauchy

�

ache � wird bei Verch [24] gezeigt.

Die antilineare Abbildung � ist eine komplexe Konjugation (�

2

= 1) auf

(S; (: ; :)

S

). Mit K bezeichnen wir im folgenden den Raum C

1

0

(DM)=Ker(S).

[ : ] : C

1

(DM) ! K sei die zugeh

�

orige Quotientenabbildung. Auf K wird eine

Sesquilinearform wie folgt de�niert:

([f

1

]; [f

2

])

K

:= �ihf

+

1

; Sf

2

i

M

(21)

Die Sesquilinearform (: ; :)

K

ist nicht entartet, da wir modulo Ker(S) rechnen.

Dar

�

uber hinaus gilt

Lemma 2. (: ; :)

K

ist ein Skalarprodukt auf K.

Beweis: Folgende 3 Eigenschaften sind zu zeigen

1) ([f

1

]; [f

2

])

K

= ([f

2

]; [f

1

])

K

2) ([f

1

]; c[f

2

])

K

= c([f

1

]; [f

2

])

K

; c 2 C

3) ([f ]; [f ])

K

> 0; ([f ]; [f ])

K

= 0; f

�

ur [f ] = [0]

zu 1):

([f

1

]; [f

2

])

K

= �ihf

+

1

; Sf

2

i

M

= ihS

]

f

+

1

; f

2

i

M

= �ihf

2

+

; (S

]

f

+

1

)

+

i

M

= �ihf

2

+

; Sf

1

i

M

= ihf

+

2

; Sf

1

i

M

= ihf

+

2

; Sf

1

i

M

= �ihf

+

2

; Sf

1

i

M

= ([f

2

]; [f

1

])

K

zu 2):

([f

1

]; c[f

2

])

K

= ([f

1

]; [cf

2

])

K

= �ihf

+

1

; Scf

2

i

M

= �ichf

+

1

; Sf

2

i

M

= c([f

1

]; [f

2

])

K

zu 3):

([f ]; [f ])

K

= �ihf

+

; Sfi

M

= �i(ihS

]

f

+

j

�

; Sf j

�

i

�

)

= h(Sf)

+

j

�

; Sf j

�

i

�

= (Sf j

�

; Sf j

�

)

�

Dies ist positiv de�nit, da ( : ; :)

�

ein Skalarprodukt auf � ist

5

.

Dann induziert � eine komplexe Konjugation auf (K; (:; :)

K

) durch �[f ] :=

[�f ]. Dies ist wegen Relation c) wohlde�niert, und es gilt:

�ih�f

+

1

; S�f

2

i

M

= ihf

+

2

; Sf

1

i

M

;8f

1

; f

2

2 C

1

0

(DM) (22)

Beweis:

h�f

+

1

; S�f

2

i

M

= hf

+

1

; Sf

2

i

M

= �hf

1

+

; Sf

2

i

M

= hS

]

f

1

+

; f

2

i

M

= �hf

+

2

; (S

]

f

1

+

)

+

i

M

= �hf

+

2

; Sf

1

i

M

5

F

�

ur das zweite Gleichheitszeichen beachte man Prop.2.2. von Dimock [7]

11



F

�

ur das letzte Gleichheitszeichen beachte man den Beweis von Relation b),

(siehe Seite 10). Dann gilt f

�

ur eine Cauchy-Fl

�

ache � mit zukunftsgerichtetem

Einheitsnormalenfeld n

Satz 1 (Verch, 1996). Die R

�

aume S; K und C

1

0

(DM

�

) mit den zugeh

�

origen

Skalarprodukten (: ; :)

S

; (: ; :)

K

sowie (: ; :)

n;�

sind Pr

�

ahilbertr

�

aume und die Ab-

bildungen

K : K! S; [f ] 7! Sf (23)

P

�

: S! C

1

0

(DM

�

); u 7! uj� (24)

sind unit

�

ar und respektieren die Wirkung von � in diesen R

�

aumen.

Die Quantisierung des Dirac-Feldes auf einer global hyperbolischen Raumzeit

(M; g) mit Majorana-Dirac-B

�

undel DM geht nun wie folgt. Die Vervollst

�

andi-

gung K von K zusammen mit der auf K ausgedehnten antiunit

�

aren Involuti-

on � machen (K; (:; :)

K

) zu einem komplexen Hilbertraum mit Involution �.

Nach Araki geh

�

ort zu diesen Daten eine C

�

-Algebra F [K;�], die von Elementen

fB(f) : f 2 Kg

6

erzeugt wird. F

�

ur diese gelten folgende Relationen:

I) K 3 f 7! B(f) 2 F [K;�] ist komplex linear

II) B(f)

�

= B(�f); f 2 K

III) B(g)B(f)

�

+B(f)

�

B(g) = (f; g)

K

; f; g 2 K

III) ist die kanonische Antivertauschungsrelation (CAR). II) besagt, da� die

Elemente von F [K;�] selbstdual sind. F [K;�] hei�t deswegen selbstduale CAR-

Algebra. Es gilt folgende Konsequenz der CAR-Relationen:

jjB(f)jj � cjjf jj

K

; f 2 K (25)

wobei jj : jj die C

�

-Norm in F [K;�] bezeichnet. Diese C

�

-Algebra ist bis auf

unit

�

are

�

Aquivalenz eindeutig bestimmt, d.h. zu einem weiteren Hilbertraum K

0

mit komplexer Konjugation �

0

sowie einer unit

�

aren Abbildung U : K ! K

0

mit

U �� = �

0

�U , existiert ein kanonischer Isomorphismus �

U

: F [K;�]! F [K

0

;�

0

],

so da� �

U

(B(f)) = B

K

0

(Uf); f 2 K. Dabei sind B

K

0

(Ug); g 2 K die Erzeuger

der CAR-Algebra F [K

0

;�

0

] mit den analogen Relationen I)-III). Ein Netz von

Feldalgebren R ! F(R) erh

�

alt man nun indem man jeder o�enen relativ kom-

pakten Teilmenge R �M die C

�

-Unteralgebra F(R) von F [K;�] zuordnet, die

von Elementen fB(f) : f 2 C

1

0

(DM;R)g erzeugt wird. Das Netz von Observa-

blenalgebren R ! A(R) ist dann de�niert als der gerade Anteil von F(R), der

von Elementen fB(h)

�

B(f) : h; f 2 C

1

0

(DM;R)g erzeugt wird. Die Algebren

A(R

1

) und A(R

2

) kommutieren, falls die Gebiete R

1

und R

2

nicht durch eine

kausale Kurve miteinander verbunden werden k

�

onnen. Dies folgt aus der Tat-

sache, da� (h; f)

K

verschwindet, falls die Tr

�

ager von h und f kausal disjunkt

sind.

Damit im folgenden der Kontakt dieser algebraischen Sichtweise der QFT

zur gew

�

ohnlichen Beschreibung im Rahmen der Wightman-Felder hergestellt

6

zur Vereinfachung der Notation schreiben wir f f

�

ur ein Element [f ] 2 K
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werden kann, soll nun eine

�

aquivalente Darstellung der CAR-Algebra

�

uber ei-

nem reellen Hilbertraum erl

�

autert werden. De�niere nun zun

�

achst Symbole

D(f); f 2 K durch

D(f) = 2

�1=2

(B(f) +B(f)

�

) (26)

D(f)

�

= D(f) (27)

Dann folgt aus den CAR-Relationen III)

fD(f); D(g)g = Re(f; g)

K

(28)

Beweis:

fD(f); D(g)g = D(f)D(g) +D(g)D(f)

=

1

2

((B(f) +B(f)

�

)(B(g) +B(g)

�

)

+ (B(g) +B(g)

�

)(B(f) +B(f)

�

))

=

1

2

(B(f)B(g) +B(f)B(g)

�

+B(f)

�

B(g) +B(f)

�

B(g)

�

+ B(g)B(f) +B(g)B(f)

�

+B(g)

�

B(f) +B(g)

�

B(f)

�

)

=

1

2

(fB(f); B(g)

�

g+ fB(g); B(f)

�

g)

=

1

2

((g; f)

K

+ (f; g)

K

)

=

1

2

((f; g)

K

+ (f; g)

K

)

= Re(f; g)

K

Sei nun H der reelle Hilbertraum der Elemente f 2 K f

�

ur die gilt

�f = f (29)

mit Skalarprodukt (� ; �)

H

:= (� ; �)

K

j

H�H

. Zu (H; (� ; �)

H

) geh

�

ort dann die CAR-

Algebra F [H]. Dies ist die von den Symbolen D(f) erzeugte, assoziative, unitale

C

�

-Algebra, f

�

ur deren Elemente gilt

1) f 7! D(f) ist R-linear und F [H] wird von den Symbolen D(f) algebraisch

erzeugt

2) D(f)

�

= D(f)

3) fD(f); D(g)g = (f; g)

H

1

3 Zust

�

ande des Dirac-Feldes

Ein Zustand auf der Feldalgebra F [H] ist ein positives, normiertes, lineares Funk-

tional !, d.h. eine Abbildung ! : F [H]! C mit

1) !(D(f)

�

D(f)) � 0; f 2 H (Positivit

�

at)

2) !(1) = 1; 1 ist das Einselement in F [H] (Normierung)

13



3.1 Quasifreie Zust

�

ande und Fockraum

Die Menge der Zust

�

ande ist sehr gro� und eine wesentliche Aufgabe der Quan-

tenfeldtheorie auf gekr

�

ummter Raumzeit ist es, Eigenschaften zu �nden, die phy-

sikalische Zust

�

ande erf

�

ullen m

�

ussen.

�

Ublicherweise beschr

�

ankt man sich zun

�

achst

auf quasifreie Zust

�

ande, d.h. auf solche die durch ihre Zweipunktfunktion voll-

st

�

andig bestimmt sind. Diese Einschr

�

ankung ist zun

�

achst nicht physikalisch

motiviert, jedoch hat es sich als bequem herausgestellt nur mit quasifreien

Zust

�

anden zu rechnen. Die Klasse der quasifreien Zust

�

ande ist immer noch sehr

gro�, so sind z.B. gew

�

ohnliche Vakuumzust

�

ande auf station

�

aren Raumzeiten

sowie Zust

�

ande die durch Modenzerlegung der Feldoperatoren erhalten werden

darin enthalten. Dar

�

uber hinaus wurde von Junker [14] gezeigt, da� alle adiaba-

tischen Vakuumzust

�

ande des Klein-Gordon-Feldes auf einer Robertson-Walker-

Raumzeit quasifreie Hadamard-Zust

�

ande sind. Die Hadamard-Bedingung wird

als Kriterium benutzt, um physikalische Zust

�

ande auszuzeichnen.

Nach Araki's De�nition hei�t ein Zustand quasifrei, wenn gilt: ! verschwin-

det auf allen ungeraden Monomen D(f

1

) : : : D(f

2n+1

); n 2 N

0

und auf den

geraden Monomen hat ! die folgende Darstellung:

!(D(f

1

) : : : D(f

2n

)) = (�1)

n(n�1)

X

sgn(�)

n

Y

j=1

!(D(f

�(j)

)D(f

�(j+n)

)); n 2 N

(30)

wobei die Summe

�

uber alle Permutationen � von f1; : : : ; 2ng l

�

auft mit der

Bedingung �(1) < �(2) < : : : < �(n) und �(j) < �(j + n); j = 1; : : : ; n. sgn(�)

ist +1(�1), falls � eine gerade(ungerade) Permutation von f1; : : : ; 2ng ist.

Wir betrachten nun folgende Menge von reell-linearen Operatoren auf H:

Q(H) := fA 2 B(H) : jjAjj � 1; A

y

= �Ag

Nach Balslev, Manuceau und Verbeure [2] besteht eine Bijektion zwischen Q(H)

und der Menge der quasifreien Zust

�

ande auf F [H], die durch folgende Zuordnung

gegeben ist:

A 7! !

A

!

A

(D(f)D(g)) := (f; g)

H

� i(f;Ag)

H

; 8f; g 2 H

In Q(H) sind die sog. komplexen Strukturen enthalten, d.h. die Operatoren

J 2 Q(H) f

�

ur die zus

�

atzlich gilt:

J

2

= �1

Mit Hilfe dieser komplexen Strukturen kann H zu einem komplexen Hilbertraum

gemacht werden, verm

�

oge der De�nitionen:

i f := Jf; f 2 H

(f; g)

J

H

:= !

J

(D(f)D(g)); 8f; g 2 H

Wir sind insbesondere an reinen quasifreien Zust

�

anden auf F [H] interessiert.

Von Manuceau, Rocca, Testard wurde gezeigt, da� der quasifreie Zustand !

J

genau dann rein ist, wenn J 2 Q(H) ist und die Bedingung J

2

= �1 erf

�

ullt.

Man kann nun Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren de�nieren durch

D

J

(f) := 2

�1=2

(D(f) + iD(Jf)) (31)

D

J

(g)

�

:= 2

�1=2

(D(g)� iD(Jg)) (32)
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Diese erf

�

ullen die Antivertauschungsrelationen

fD

J

(f); D

J

(g)

�

g = (f; g)

H

+ i(f; Jg)

H

(33)

Also entspricht (f; g)

H

dem Realteil von (f; g)

K

und (f; Jg)

H

entspricht dem

Imagin

�

arteil von (f; g)

K

. Die komplexe Struktur J auf H ist der Wahl einer

Basisprojektion P in K

�

aquivalent [3]. Dies ist eine orthogonale Projektion auf

H � K mit der Eigenschaft

P + �P� = 1 (34)

In der Quantenfeldtheorie nach G�arding und Wightman sind Quantenfelder

operatorwertige Distributionen auf einem Hilbertraum H, die den sogenannten

Wightman-Axiomen gen

�

ugen [29]. Ein Zustand wird charakterisiert durch die

Angabe einer Familie von Vakuumerwartungswerten bzgl. eines Referenzvektors


 2 H. Wir w

�

ahlen nun einen reinen quasifreien Zustand !

J

auf F [H] und

erhalten mittels GNS-Konstruktion eine Darstellung (�

J

;F

�

(H);


J

) der CAR-

Algebra F [H] auf dem antisymmetrischen Fockhilbertraum F

�

(H). 


J

ist der

Vakuumvektor in F

�

(H). Die Elemente der CAR-Algebra werden dargestellt

durch beschr

�

ankte Operatoren auf dem Fockhilbertraum F

�

(H) gem

�

a�

�

J

(D(f)) = 2

�1=2

(a

J

(f) + a

J

(f)

�

) ; f 2 H

mit dem Vernichtungsoperator a

J

(f) = �

J

(D

J

(f)) und dem Erzeugungsopera-

tor a

J

(f)

�

= �

J

(D

J

(f)

�

) auf F

�

(H).

3.2 Hadamard-Zust

�

ande

Es sollen nun solche Zust

�

ande betrachtet werden, deren Zweipunktfunktion die

Hadamard-Singularit

�

atenstruktur aufweisen [5]. Dies sind die sog. Hadamard-

Zust

�

ande. Zun

�

achst werden Bi-Spinoren eingef

�

uhrt. Sei N eine o�ene Teilmenge

vonM . Dann ist DN�D

�

N de�niert als das

�

au�ere Tensorprodukt der B

�

undel

DN und D

�

N . Dies ist das B

�

undel

�

uber der Produktmannigfaltigkeit N �N .

Die Fasern am Punkt (p; p

0

) 2 N�N sind (DN)

p


 (D

�

N)

p

0

. � ist die Produkt-

Projektion, d.h. �((p; f); (p

0

; f

0

)) = (p; p

0

). Glatte Schnitte in DN�D

�

N hei�en

Bi-Spinoren. Durch die Wahl von induzierten mitbewegten Rahmen (E

A

) um p

und (E

0

B

0

) um p

0

, wird die Menge der Schnitte (q; q

0

) 7! (E �E

0

)

A

B

0

(q; q

0

) :=

E

A

(q)
E

0

B

0

(q

0

); A;B

0

= 0; : : : ; 3 ein induzierter mitbewegter Rahmen inDN�

D

�

N um (p; p

0

). Schnitte v 2 C

1

(DN �D

�

N) werden ausgedr

�

uckt durch

v(q; q

0

) = v

A

B

0

(q; q

0

)(E �E

0

)

A

B

0

(q; q

0

) (35)

mit C

1

-Funktionen v

A

B

0

.

Wir geben nun die De�nition eines Hadamard-Zustandes f

�

ur das Dirac-

Feld auf (M; g) an. Eine genaue De�nition wurde zuerst von K

�

ohler [16] bzw.

Verch [24] aufgestellt. Eine mathematisch strenge De�nition der heuristischen

Version von DeWitt und Brehme eines Hadamard-Zustandes f

�

ur das Klein-

Gordon-Feld auf einer gekr

�

ummten Raumzeit geht auf Kay und Wald [15]

zur

�

uck.

Eine o�ene Umgebung N einer Cauchy-Fl

�

ache � in (M; g) hei�t kausal nor-

male Umgebung f

�

ur �, wenn � eine Cauchy-Fl

�

ache f

�

ur N ist und falls f

�

ur jede
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Wahl von p; q 2 N mit p 2 J

+

(q) eine konvex normale Umgebung

7

R � M

existiert, so da� J

�

(p)\J

+

(q) � R. Von Kay und Wald wurde gezeigt, da� jede

Cauchy-Fl

�

ache eine kausal normale Umgebung besitzt. Sei nun X die Menge der

Punkte (p; q) 2M�M , die durch eine kausale Kurve verbunden werden k

�

onnen

und f

�

ur die J

+

(p)\ J

�

(q), falls q 2 J

+

(p) oder J

�

(p)\ J

+

(q), falls p 2 J

+

(q), in

einer konvex normalen Umgebung enthalten ist. Das Quadrat des geod

�

atischen

Abstandes s(p; q) von p und q ist dann wohlde�niert und glatt in X �M �M .

Sei nun N eine kausal normale Umgebung einer Cauchy-Fl

�

ache �. Dann

hei�t eine glatte Funktion � auf N �N eine N -Regularisierungsfunktion, wenn

sie folgende Eigenschaften besitzt: Es existiert eine o�ene Umgebung Y in N�N

der Menge der kausal zusammenh

�

angenden Punkte in N , so da� Y � X und

� � 1 auf Y und � � 0 au�erhalb von X . � ist dann wohlde�niert, denn Y und

das Komplement von X in N � N sind disjunkte abgeschlossene Teilmengen

von N � N . Es kann gezeigt werden, da� eine solche N -Regularisierungsfunk-

tion stets existiert [22].

Die Quadratwurzel der bi-Spinor-wertigen VanVleck-Morette Determinante

sei mit U

A

B

0

bezeichnet und ist de�niert durch

U

A

B

0

= �

1=2

(q; q

0

)J

A

B

0

(36)

wobei �

1=2

(q; q

0

) = g(q)

1=2

det(�(q; q

0

)

;ab

)g(q

0

)

1=2

die skalare VanVleck-Morette-

Determinante ist und �(q; q

0

) = 1=2s(q; q

0

). Der Bi-Spinor des Paralleltranspor-

tes J

A

B

0

ist de�niert durch

1) �

;�

J

A

B

0

;�

= 0

2) J

A

B

0

(q; q) = 1

A

B

0

V

m

A

B

0 ; m 2 N

0

sei eine Folge von Bi-Spinoren die durch die Hadamard Re-

kursionsrelationen bestimmt sind [16]. U

A

B

0

und V

m

A

B

0 sind de�niert auf X .

Dann de�niert man f

�

ur alle n 2 N

V

(n)A

B

0

(q; q

0

) :=

n

X

m=0

V

m

A

B

0(q; q

0

)(s(q; q

0

))

m

; (q; q

0

) 2 X (37)

Weiter sei T : M ! R eine zukunftsgerichtete globale Zeitfunktion, d.h. ihr

Gradientenfeld ist

�

uberall von 0 verschieden, zeitartig und zukunftsgerichtet.

Schlie�lich sei

r

T

�

(q; q

0

) := �2i�(T (q)� T (q

0

))� �

2

; q; q

0

2M; � > 0 (38)

Mit der nun folgenden De�nition wird die Singularit

�

atenstruktur einer Zwei-

punktfunktion f

�

urs Dirac-Feld charakterisiert, wobei die Hadamard-Form der

Singularit

�

atenstruktur zun

�

achst f

�

ur einen hyperbolischen Operator (im Sinne

von Leray) angegeben wird.

De�nition 1. Sei � eine Sesquilinearform auf C

1

0

(DM). � hat Hadamard-

Form (f

�

ur den spinoriellen Klein-Gordon-Operator), falls folgende Daten exi-

stieren:

1) eine kausal normale Umgebung N einer Cauchy-Fl

�

ache �

7

N � M hei�t konvex normale Umgebung von p , es existiert eine eindeutige Geod

�

ate

zwischen p und q; 8q 2 N die vollst

�

andig in N liegt
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2) eine N -Regularisierungsfunktion �

3) eine glatte zukunftsgerichtete globale Zeitfunktion T auf M

4) eine Folge H

(n)

2 C

n

(DN �D

�

N); n 2 N, so da� f

�

ur alle n 2 N und alle

f; h 2 C

1

0

(DM;N)

�(f; h) = lim

�!0

Z

(�

T;n

�

)

A

B

0

(q; q

0

)f

+

A

(q)h

B

0

(q

0

)d�(q)d�(q

0

); wobei

(�

T;n

�

)

A

B

0

(q; q

0

) := �(q; q

0

)(G

T;n

�

)

A

B

0

(q; q

0

) +H

(n)A

B

0

(q; q

0

) mit

(G

T;n

�

)

A

B

0

(q; q

0

) :=

1

4�

2

�

U

A

B

0

(q; q

0

)

s(q; q

0

) + r

T

�

(q; q

0

)

+ V

(n)A

B

0

(q; q

0

) ln(s(q; q

0

)

+ r

T

�

(q; q

0

))

�

f

�

ur (q; q

0

) 2 X \ (N �N); ln ist der Hauptzweig des Logarithmus

Betrachtet man die Zweipunktfunktion !(D(f

1

)

�

D(f

2

)) als Hermitesche Form

f

1

; f

2

7! (f

1

; Qf

2

)

H

�

uber H so sieht man, da� sie in beiden Argumenten eine

L

�

osung der Dirac-Gleichung ist, d.h.

((�i 6 r+m)f

1

; Qf

2

)

H

= (f

1

; Q(�i 6 r+m)f

2

)

H

= 0 (39)

Dies ist richtig, weil schon ( : ; : )

H

diese Eigenschaft hat. Die folgende De�nition

erkl

�

art nun was ein Hadamard-Zustand des Dirac-Feldes ist.

De�nition 2. Ein quasifreier Zustand ! auf F [H] hei�t Hadamard-Zustand des

Dirac-Feldes, wenn es eine L

�

osung � der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung

von Hadamard-Form gibt, so da� die Zweipunktfunktion von ! folgende Gestalt

besitzt:

!(D(f

1

)

�

D(f

2

)) = �((i 6 r+m)f

1

; f

2

); f

1

; f

2

2 H (40)

� ist eine L

�

osung der Dirac-Gleichung in beiden Argumenten, denn � l

�

ost

die Dirac-Gleichung im ersten Argument wegen der Identit

�

at von Lichnerowicz

und im zweiten Argument wegen Hermitizit

�

at. Der singul

�

are Anteil von � wird

ausschlie�lich durch geometrische Gr

�

o�en wie Metrik und Spinzusammenhang

�xiert und ist insbesondere unabh

�

anig vom Zustand !. Ein Zustand wird also

festgelegt, indem der glatte Teil von � bestimmt wird.

3.3 Charakterisierung der Hadamard-Bedingung

�

uber Wel-

lenfrontenmengen

Die bisherige Charakterisierung von Hadamard-Zust

�

anden beruhte ausschlie�-

lich auf algebraischen Eigenschaften der zugeh

�

origen n-Punktfunktionen. Seit

der Arbeit von Radzikowski wissen wir, da� man diese Zust

�

ande auch mit Hil-

fe der sog. Mikrolokalen Analysis beschreiben kann. Diese Methode besteht im

wesentlichen in einer Lokalisierung der Distributionen

f

1

; : : : ; f

n

7! �

!

n

(f

1

; : : : ; f

n

) := h


!

;	

!

(f

1

) : : :	

!

(f

n

)


!

i

H

!

(41)
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im Ortsraum um den singul

�

aren Tr

�

ager und einer anschlie�enden Analyse der

Richtungen im Fourierraum, die diese Singularit

�

aten verursachen. Dies f

�

uhrt auf

das Konzept der Wellenfrontenmenge einer Distribution. Der Vorteil dieser Be-

schreibung von Hadamard-Zust

�

anden ist es, da� nur lokale Konzepte verwendet

werden. Im folgenden soll am Beispiel der Zweipunktfunktion des Dirac-Feldes

auf (M; g) diese Technik der Mikrolokalen Analysis erl

�

autert werden. Sei dazu !

ein quasifreier Hadamard-Zustand auf F [H] mit zugeh

�

origem GNS-Hilbertraum

H

!

, dichtem invariantem Unterraum D

!

, zyklischem Vektor 


!

sowie Feldope-

ratoren 	

!

und 	

+

!

. Der Zustand ! wird dann vollst

�

andig durch den Satz von

n-Punktfunktionen f�

!

n

g beschrieben, wobei �

!

n

2

N

n

C

1

0

(DM)

0

.

Wellenfrontenmengen wurden Anfang der 70er Jahre von H

�

ormander [12]

entwickelt, um damit partielle Di�erentialgleichungen zu untersuchen. Dar

�

uber

hinaus liefern Wellenfrontenmengen ein hinreichendes Kriterium f

�

ur die Existenz

des Produktes zweier Distributionen. Duistermaat und H

�

ormander [8] fanden

1972 einen Zusammenhang zwischen ihrer Mikrolokalen Analysis und der QFT.

F

�

ur die QFT auf GRZ sind diese Methoden besonders deshalb von gro�em

Nutzen, weil die Untersuchung der Singularit

�

aten vom Ortsraum in das Co-

Tangentialb

�

undel der unterliegenden Mannigfaltigkeit

�

ubertragen werden kann.

Man erh

�

alt auf diese Weise di�eomorphismeninvariante Aussagen

�

uber das sin-

gul

�

are Verhalten der in der QFT auftretenden Distributionen.

Wellenfrontenmengen werden jetzt zun

�

achst allgemein f

�

ur Distributionen

�

uber dem R

n

eingef

�

uhrt. Sei u 2 D

0

(R

n

) eine Distribution und sei � 2 C

1

0

(V )

eine glatte Funktion mit kompaktem Tr

�

ager in V � R

n

. Dann de�niert

c

�u(�) = hu; e

�i(�;�)

�i (42)

eine glatte Funktion in �. Dies ist die sog. Fourier-Laplace-Transformierte von

u (siehe H

�

ormander [13],Thm.7.1.14). (�; �) ist das

�

ubliche Skalarprodukt in

R

n

: (x; �) = x

1

�

1

+ : : : x

n

�

n

. F

�

ur eine Distribution u 2 D

0

(R

n

) de�niert

man den singul

�

aren Tr

�

ager singsupp(u) als die Menge der Punkte in R

n

, die

keine o�ene Umgebung X besitzen, so da� ujX 2 C

1

0

(X) ist. Dabei bedeutet

ujX(�) = u(�); � 2 C

1

0

(X). Das Konzept der Wellenfrontenmenge liefert jetzt

nicht nur Informationen

�

uber die Lokalisation der Singularit

�

aten, sondern macht

zus

�

atzlich noch eine Aussage

�

uber die Fouriermoden, durch die diese entstehen.

Die Wellenfrontenmenge einer Distribution ist wie folgt de�niert:

De�nition 3. Sei u 2 D

0

(X); X eine o�ene Teilmenge des R

n

. Die Wellenfron-

tenmenge WF(u) von u ist das Komplement in X � R

n

n f0g der Menge der

Punkte (x

0

; �

0

) 2 X � R

n

n f0g, so da� f

�

ur eine o�ene Umgebung U von x

0

und eine konische Umgebung � von �

0

sowie jede Testfunktion � 2 C

1

0

(U) eine

ganze Zahl N � 0 und eine Konstante C

�;N

existieren mit

jhu; e

�i(�;�)

�ij � C

�;N

(1 + j�j)

�N

;8� 2 � (43)

Dabei ist eine konische Umgebung � von �

0

eine Umgebung von �

0

, so da�

mit (x; �) 2 X � � auch (x; t�) 2 X � �; 8t > 0.

Bemerkungen:

1. Die Projektion der Wellenfrontenmenge WF(u) auf den ersten Faktor gibt

singsupp(u)

2. WF(u) ist eine abgeschlossene Menge in X�R

n

nf0g, denn die Komplemente

von WF(u) sind o�ene Mengen.
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3. F

�

ur alle Testfunktionen � mit kompaktem Tr

�

ager gilt:

WF(�u) �WF(u)

4. Sei P ein Di�erentialoperator mit C

1

-Koe�zienten, dann gilt:

WF(Pu) �WF(u);

d.h. die Anwendung eines linearen Di�erentialoperators auf u vergr

�

o�ert

nicht die Wellenfrontenmenge von u

Beispiel:

1) Sei f 2 C

1

(X) eine glatte Funktion. Dann ist WF(f) = ;

2) Sei � die Dirac'sche Deltadistribution auf R

2

. Dann erh

�

alt man f

�

ur die Wel-

lenfrontenmenge WF(�(x; y)) = f(x; k; y; k

0

) 2 R

2

�R

2

n f0gjx = y; k =

�k

0

g

F

�

ur die Wellenfrontenmenge des Tensorproduktes von zwei Distributionen u; v 2

D

0

(R

n

) gilt die Formel (siehe H

�

ormander [13])

WF(u
 v) � WF(u) [WF(v)

[ ((supp(u)� f0g �WF(v))

[ (WF(u)� (supp(v)� f0g)))

(44)

Als n

�

achstes betrachten wir Distributionen auf einer n-dimensionalen C

1

-Mannig-

faltigkeitM , die mit einer Metrik g mit Lorentz-Signatur versehen ist. Dazu ge-

ben wir zun

�

achst die De�nition von C

1

-Funktionen aufM . Eine Funktion f auf

M hei�t glatt oder C

1

, falls f

�

ur jedes Koordinatensystem (U; �) die Funktion

(�

�1

)

�

f , de�niert durch

(�

�1

)

�

f(x) = f(�

�1

(x)); x 2

~

U � R

n

aus C

1

(

~

U) ist. Eine Funktion f auf M kann man auch dadurch angeben, da�

man eine Familie von Funktionen f

�

2 C

1

(

~

U

�

), f

�

ur alle � aus einem Atlas

f(U

�

; �)g, vorgibt die das richtige Transformationsverhalten haben:

f

�

0

= f

�

� (� � �

0

�1

) in �

0

(U

�

\ U

�

0

)

Die Funktion ist dann eindeutig bestimmt. Diese Sichtweise von Funktionen

motiviert nun die De�nition einer Distribution auf einer Mannigfaltigkeit M .

Sei fU

i

g eine o�ene

�

Uberdeckung von M und sei (U

i

; �

i

) ein lokales Koor-

dinatensystem, d.h. �

i

ist ein Hom

�

oomorphismus einer o�enen Menge U

i

� M

auf eine o�ene Teilmenge

~

U

i

des R

n

. Falls nun zu jedem Koordinatensystem

(U

i

; �

i

) in M eine Distribution u

�

i

2 D

0

(

~

U

i

) gegeben ist, so da� bzgl. einer

Koordinatentransformation (U

i

; �

i

)! (U

j

; �

j

) gilt:

u

�

j

= (�

i

� �

�1

j

)

�

u

�

i

in �

j

(U

i

\ U

j

)

dann hei�t das System u

�

i

eine Distribution u in M . Die Menge aller Distribu-

tionen inM sei mitD

0

(M) bezeichnet. Wie im Fall von Funktionen benutzen wir

die Notation u

�

= u � �

�1

. Die auf diese Weise de�nierten Distributionen sind
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ein Spezialfall von sog. Distributionsdichten der Ordnung �, f

�

ur die folgendes

Transformationsgesetz gilt:

u

�

j

= jdet 

0

ij

j

�

 

�

ij

u

�

i

;  

ij

= �

i

� �

�1

j

in �

j

(U

i

\ U

j

)

Die Betrachtung von Distributionsdichten ist n

�

utzlich auf Mannigfaltigkeiten

ohne Metrik. Dort existiert zun

�

achst keine invariante De�nition des Integrals

�

uber eine Funktion f 2 C

1

0

(M). Ist, wie in unserem Fall, M jedoch mit einer

Metrik g versehen so de�niert d�(x) =

p

jg(x)jdx

0


 : : : 
 dx

3

in nat

�

urlicher

Weise ein invariantes Volumenelement auf M . Die Dichte

p

jg(x)j dient im fol-

genden zur Identi�kation von Distributionen mit Distributionsdichten.

Eine intrinsische De�nition der Wellenfrontenmenge einer Distribution u 2

D

0

(M) kann nun wie folgt formuliert werden (siehe [4]).

De�nition 4. Sei (M; g) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit zugeh

�

ori-

gem Cotangentialb

�

undel T

�

M . Sei u 2 D

0

(M). Dann hei�t ein Punkt (x

0

; k

0

) 2

T

�

M nf0g ein regul

�

ar gerichteter Punkt von u 2 D

0

(M) genau dann, wenn gilt:

F

�

ur alle �

0

2 R

n

und f

�

ur jede Funktion � 2 C

1

(M �R

n

;R) mit d

x

�(x

0

; �

0

) =

k

0

existiert eine Umgebung U von x

0

in M und eine Umgebung � von �

0

in

R

n

, so da� f

�

ur alle � 2 C

1

(U) und alle N � 0 gleichm

�

a�ig in � 2 � gilt:

jhu; � exp

�i��(�;�)

ij = o(�

�N

) f

�

ur � !1 (45)

Die Wellenfrontenmenge WF(u) ist dann das Komplement in T

�

M n f0g der

Menge der regul

�

ar gerichteten Punkte von u.

Seien nun u; v 2 D

0

(M) mit jeweiligen Wellenfrontenmengen WF(u) bzw.

WF(v) derart, da� (x; 0) =2WF(u)�WF(v) := f(x; �

1

+�

2

) 2 T

�

Mnf0gj(x; �

1

) 2

WF(u); (x; �

2

) 2 WF(v)g dann kann das punktweise Produkt von u und v auf

folgende Art und Weise de�niert werden. Sei � : M ! M �M; x 7! (x; x)

die Einschr

�

ankungsabbildung auf die Diagonale in M � M . Das punktweise

Produkt von u und v ist dann das mit � zur

�

uckgezogene Tensorprodukt u
 v 2

D

0

(M �M), d.h.

(u � v)(�) := �

�

(u
 v)(�) := (u
 v)(� � �

�1

); � 2 C

1

0

(M) (46)

F

�

ur die Wellenfrontenmenge von u � v gilt nun

Theorem 3. Seien u; v 2 D

0

(M) mit Wellenfrontenmengen WF(u) bzw. WF(v)

und das punktweise Produkt sei wohlde�niert, d.h. (x; 0) =2 WF(u) �WF(v).

Dann gilt

WF(u � v) �WF(u)�WF(v) [WF(u) [WF(v) (47)

Den Beweis �ndet man in [13].

Mit Hilfe der Wellenfrontenmengen sollen nun die Hadamard-Zust

�

ande des

Dirac-Feldes charakterisiert werden. Dazu betrachten wir zun

�

achst Hadamard-

Zust

�

ande des Klein-Gordon-Feldes auf (M; g). Wie oben beschrieben erh

�

alt man

die n-Punktfunktion des Dirac-Feldes aus denen des Klein-Gordon-Feldes durch

Anwendung des adjungierten Dirac-Operators:

�

!

n;Dirac

(f

1

; : : : ; f

n

) = (i 6 r+m)�

!

n;KG

(f

1

; : : : ; f

n

); f

1

; : : : ; f

n

2 H

(48)
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�

!

n;KG

ist eine L

�

osung der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung in allen Argu-

menten, also

(��

1

4

R+m

2

)�

!

nKG

(f

1

; : : : ; f

n

) = �

!

n;KG

(f

1

; : : : ; (��

1

4

R+m

2

)f

j

; : : : ; f

n

)

= 0 8j = 1; : : : ; n
(49)

Aufgrund der Tatsache, da� die Anwendung eines linearen Di�erentialopera-

tors auf eine Distribution u 2 D

0

(M) die Wellenfrontenmenge von u nicht

vergr

�

o�ert, ist es hinreichend die n-Punktfunktion des Klein-Gordon-Feldes zu

untersuchen. Eine vollst

�

andig lokale Beschreibung der Hadamard-Zust

�

ande des

Klein-Gordon-Feldes wurde 1992 von Radzikowski [22] gegeben:

Theorem 4. Ein quasifreier Zustand des Klein-Gordon-Feldes auf einer global

hyperbolischen Raumzeit (M; g) ist genau dann ein Hadamard-Zustand, wenn

er eine Zweipunktfunktion �

!

2;KG

mit folgender Wellenfrontenmenge besitzt:

WF(�

!

2;KG

) = f(x

1

; �

1

;x

2

;��

2

) 2 T

�

M

2

n f0g; (x

1

; �

1

) � (x

2

; �

2

); �

0

1

� 0g

(50)

Dabei bedeutet (x

1

; �

1

) � (x

2

; �

2

), da� x

1

und x

2

durch eine lichtartige

Geod

�

ate  verbunden werden k

�

onnen, so da� �

�

1

tangential an  in x

1

ist und

�

�

2

ist �

�

1

parallel transportiert nach x

2

. Auf der Diagonalen x

1

= x

2

bedeutet

(x

1

; �

1

) � (x

2

; �

2

), da� �

1

= �

2

und (�

1

)

2

= 0. Zur weiteren Diskussion von

Hadamard-Zust

�

anden des Klein-Gordon-Feldes siehe [14].

Ein Hadamard-Zustand des Dirac-Feldes ist nun de�niert als Zustand ! auf

F [H], dessen 2-Punktfunktion �

!

2

die Wellenfrontenmenge (50) besitzt. Die Wel-

lenfrontenmenge einer m-Punktfunktion �ndet man mit Hilfe von (44). Sei dazu

�

!

m

(x

1

; : : : ; x

m

) der Integralkern derm-Punktfunktion eines quasifreien Zustan-

des des Dirac-Feldes auf F [H]. Dann hat �

!

m

die folgende Wellenfrontenmenge

WF(�

!

m

(x

1

; : : : ; x

m

)) �

[

�

n

M

j=1

WF(�

�(j)

2

); n = m=2 (51)

wobei �

�(j)

2

die Zweipunktfunktion in den Variablen x

�(j)

; x

�(j+n)

bezeichnet,

aufgefa�t als Distribution

�

uber M

m

mit der Wellenfrontenmenge

WF(�

�(j)

2

) = f(x

1

; 0; : : : ;x

�(j)

; k

�(j)

; : : : ;x

�(j+n)

; k

�(j+n)

; : : : ;x

m

; 0)j

(x

�(j)

; k

�(j)

;x

�(j+n)

; k

�(j+n)

) 2WF(�

�(j)

2

)g

(52)

Das �

!

m

diese Wellenfrontenmenge besitzt ist klar, weil sich �

!

m

als Summe

�

uber

Tensorprodukte von Zweipunktfunktionen schreiben l

�

ast.

4 Das Dirac-Feld auf einer Robertson-Walker

Raumzeit

In diesem Abschnitt betrachten wir das Dirac-Feld auf einer Robertson-Walker

Raumzeit. Zun

�

achst wird die explizite Form der Dirac-Gleichung in chrono-

metrischen Koordinaten (siehe Anhang A.4) angegeben. Es werden explizite

L

�

osungen dieser Gleichung konstruiert. Dabei benutzen wir die Methode der

Separation der Variablen wie bei Villalba und Percoco [26].
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4.1 Christo�elsymbole

Das Abstandsquadrat ist in den Koordinaten �; �; �; ' gegeben durch

ds

2

= e

�(�)

[d�

2

� d�

2

� �

2

(�)d


2

] (53)

Dabei ist d


2

gegeben durch

d


2

= d�

2

+ sin

2

�d'

2

(54)

und �(�) ist eine glatte reellwertige Funktion. Die Funktion �(�) ist je nach

Wahl des Parameters � bestimmt durch

�(�) =

8

<

:

sin� falls � = +1

� falls � = 0

sinh� falls � = �1

Die Metrik ist also durch folgenden Ausdruck gegeben

(g

��

) = e

�(�)

diag(1;�1;��

2

(�);��

2

(�) sin

2

�) (55)

Die Christo�elsymbole berechnen sich nach folgender Formel [27]

�

�

��

=

1

2

g

��

�

@g

��

@x

�

+

@g

��

@x

�

�

@g

��

@x

�

�

(56)

Die inverse Metrik lautet

(g

��

) = e

��(�)

diag(1;�1;��

�2

(�);��

�2

(�) sin

�2

�) (57)

Man berechnet nun leicht folgende Ableitungen der Metrik

@g

��

@x

0

=

@g

��

@�

= _�g

��

; 8�; � = 0; 1; 2; 3

@g

00

@x

1

=

@g

11

@x

1

= 0

@g

22

@x

1

=

@g

22

@�

= �e

�

@�

2

(�)

@�

@g

33

@x

1

=

@g

33

@�

= �e

�

sin

2

�

@�

2

(�)

@�

@g

00

@x

2

=

@g

11

@x

2

=

@g

22

@x

2

= 0

@g

33

@x

2

=

@g

33

@�

= �2e

�

�

2

(�) sin � cos �

@g

��

@x

3

=

@g

��

@'

= 0; 8�; � = 0; 1; 2; 3

Die nichtverschwindenden Christo�elsymbole lauten bzgl. dieser Koordinaten-

basis

�

�

��

= 1=2 _� �

�

��

= 1=2 _�

�

�

��

= 1=2 _� �

�

��

= 1=2 _�

�

�

��

= 1=2 _��

2

�

�

��

= ���

0

�

�

''

= 1=2 _��

2

sin

2

� �

�

''

= � sin

2

���

0
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�

�

��

= 1=2 _� �

'

�'

= 1=2 _�

�

�

��

= �

�1

�

0

�

'

�'

= �

�1

�

0

�

�

��

= 1=2 _� �

'

�'

= cot �

�

�

��

= �

�1

�

0

�

'

'�

= 1=2 _�

�

�

''

= � sin � cos � �

'

'�

= �

�1

�

0

�

'

'�

= cot �

4.2 Spinzusammenhang

Die Berechnung des Spinzusammenhanges wird in einer Nichtkoordinatenbasis

durchgef

�

uhrt, so da� zun

�

achst die Christo�elsymbole in dieser neuen Basis an-

gegeben werden m

�

ussen. Der Zusammenhang zwischen beiden Basen kommt in

der folgenden Formel zum Ausdruck

8

�

b

ac

= e

b

�

e

�

a

�

@

�

e

�

c

+ e

�

c

�

�

��

�

(58)

Dabei sind die Vierbeine (e

b

�

) 2 GL(4;R), de�niert durch

e

a

�

e

b

�

�

ab

= g

��

(59)

Es wird nun folgende Wahl der Vierbeine getro�en:

e

a

�

= e

�=2

(�

a0

�

�0

+ �

a1

�

�1

+ �(�)�

a2

�

�2

+ �(�) sin ��

a3

�

�3

) (60)

e

�

b

= e

��=2

(�

�0

�

b0

+ �

�1

�

b1

+ �

�1

(�)�

�2

�

b2

+ �

�1

(�) sin

�1

��

�3

�

b3

)

(61)

Zur Berechnung der Christo�elsymbole in Vierbeinbasis werden nun zuerst die

Ableitungen der Vierbeine nach den Koordinaten �; �; �; ' ben

�

otigt.

@

0

e

�

c

= �

1

2

_�e

�

c

@

1

e

�
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griechische Buchstaben �; �; �; �; : : : als Indizes beziehen sich auf eine Koordinatenbasis,

wohingegen lateinische Buchstaben a; b; c; d; : : : Indizes bzgl. einer Vierbeinbasis bezeichnen.
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Nach dem Einsetzen der Christo�elsymbole erh
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alt man folgenden Ausdruck:
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Dies kann noch zu folgendem Ausdruck vereinfacht werden
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Die Spinzusammenhangskomponenten sind bzgl. mitbewegter Rahmen de�niert

durch (siehe Abschnitt 1.2):
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Dabei sind 

a

die Komponenten des Spinor-Tensors  bzgl. mitbewegter Rah-

men. Mit dem obigen Ausdruck f
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F
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ur die jeweilige Wahl des Parameters � erh
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alt man daraus folgendes Ergebnis
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Dabei wurden die Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen benutzt.

4.3 Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung auf einer Robertson-Walker Raumzeit lautet
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Es wird nun zuerst der Term 
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Der Ableitungsoperator nimmt folgende Gestalt an:



a

@

a

= 

a

e

�

a

@

�

= e

��=2

h



0

@

0

+ 

1

@

1

+ 

2

�

�1

(�)@

2

+ 

3

�

�1

(�) sin

�1

�@

3

i

Insgesamt lautet der Dirac-Operator nun wie folgt:
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Wir de�nieren nun einen neuen Spinor � durch
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Dann lautet die Dirac-Gleichung
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Dies ist sofort ersichtlich, wenn man folgendes beachtet:
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Setzt man dies in (72) ein so erh
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alt man folgende Gleichung:
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NachMultiplikation dieser Gleichung mit �(�) sin

1=2

�e

3�=4

ergibt sich der Dirac-

Operator (70).

4.4 Separation der Variablen

Im folgenden wird eine spezielle L

�

osung der Dirac-Gleichung (Gl.72) mittels

Separation der Variablen konstruiert. Diese L

�

osungsmethode wird vollst

�

andig

im Ortsraum durchgef

�

uhrt. Die allgemeine L

�

osung ist dann eine

�

Uberlagerung

der Fouriermoden dieser speziellen L

�

osung. Die Vorgehensweise ist

�

ahnlich wie
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bei [26]. Der Dirac-Operator in der obigen Form wird zun

�

achst in zwei kom-

mutierende Di�erentialoperatoren D

1

(�; ') und D

2

(�; �) zerlegt. Danach wird

jeder dieser Operatoren separat behandelt. Wir benutzen nun folgende explizite

Darstellung der Dirac-Matrizen:



0

=

�

1

2

0

0 �1

2

�



j

=

�

0 �

j

��

j

0

�

; j = 1; 2; 3

Dabei sind �

j

die Pauli-Spinmatrizen

�

1

=

�

0 1

1 0

�

�

2

=

�

0 �i

i 0

�

�

3

=

�

1 0

0 �1

�

Diese Matrizen erf

�

ullen die folgende Relation

�

j

�

k

= i�

jkl

�

l

+ �

jk

(73)

Der Dirac-Operator (Gl.72) l

�

a�t sich nun in zwei Di�erentialoperatorenD

1

(�; ')

und D

2

(�; �) zerlegen:

D

1

(�; ') = �i

�



2

@

2

+ 

3

sin

�1

�@

3

�



1



0

(74)

D

2

(�; �) = �i�(�)

h



0

@

0

+ 

1

@

1

+ ime

�=2

i



1



0

(75)

Man beachte, da� der Operator D

1

(�; ') unabh

�

angig von der Wahl von � ist.

Die Dirac-Gleichung lautet dann

�

D

1

(�; ') +D

2

(�; �)

�

~

�(x) = 0 (76)

Dabei wurde

~

� = 

1



0

� gesetzt. Wir haben das folgende Lemma:

Lemma 3. Die Operatoren D

1

und D

2

auf C

1

0

(DM) kommutieren miteinan-

der, d.h. es gilt:

[D

1

(�; '); D

2

(�; �)] = 0

Beweis: Wir berechnen das Produkt D

1

D

2

:

D

1

D

2

=�

�



2



1



0

@

2

+ 

3



1



0

sin

�1

�@

3

�

�(�)

�



0

@

0

+ 

1

@

1

+ ime

�=2

�



1



0

=� 

1



0

�



2

@

2

+ 

3

sin

�1

�@

3

�

�(�)

�



0

@

0

+ 

1

@

1

+ ime

�=2

�



1



0

= 

1



0

�(�)

�



0

@

0

+ 

1

@

1

� ime

�=2

��



2

@

2

+ 

3

sin

�1

�@

3

�



1



0

= 

1

�(�)

�



0

@

0

� 

1

@

1

� ime

�=2

�



0

�



2

@

2

+ 

3

sin

�1

�@

3

�



1



0

=� �(�)

�



0

@

0

+ 

1

@

1

+ ime

�=2

�



1



0

�



2

@

2

+ 

3

sin

�1

�@

3

�



1



0

= D

2

D

1

Aufgrund des Lemmas sollte es nun m

�

oglich sein, einen gemeinsamen Satz von

Eigenspinoren dieser beiden Operatoren zu �nden. Wir machen deshalb den

folgenden Ansatz zur L

�

osung von Gl.(76):

D

1

(�; ')

~

�(x) = �

~

�(x) = �D

2

(�; �)

~

�(x); � 2 C (77)

28



Es soll nun zuerst der winkelabh

�

angige Anteil D

1

betrachtet werden.

D

1

(�; ')

~

� = �

~

�, �i

n



2

@

2

+ 

3

sin

�1

�@

3

o



1



0

~

�� �

~

� = 0 (78)

Sei nun U die folgende unit

�

are Matrix:

U �

1

2

�



2



1

+ 

3



2

+ 

1



3

+ 1

4

�

(79)

Dann gilt:

U

0

U

�1

= 

0

; U

1

U

�1

= 

3

; U

2

U

�1

= 

1

; U

3

U

�1

= 

2

Die Anwendung von U auf Gl.(78) liefert:

�i

n

U

2

@

2

+ U

3

sin

�1

�@

3

o

U

�1

U

1

U

�1

U

0

U

�1

U

~

�� �U

~

� =

�i

n



1

@

2

+ 

2

sin

�1

�@

3

o



3



0

�� �� = 0

(80)

Dabei ist

U

~

� = � (81)

In der obigen Darstellung der Dirac-Matrizen ergibt sich



1



3



0

=

�

i�

2

0

0 �i�

2

�

sowie 

2



3



0

=

�

�i�

1

0

0 i�

1

�

Mit � =

�

�

1

�

2

�

lautet die Gl.(80) dann

��

i�

2

0

0 �i�

2

�

@

2

+

�

�i�

1

0

0 i�

1

�

sin

�1

�@

3

��

�

1

�

2

�

� i�

�

�

1

�

2

�

= 0

(82)

Ausgeschrieben bedeutet dies

h

i�

2

@

2

� i�

1

sin

�1

�@

3

i

�

1

� i��

1

= 0

h

�i�

2

@

2

+ i�

1

sin

�1

�@

3

i

�

2

� i��

2

= 0

Nach Einsetzen der Pauli-Matrizen ergibt sich

��

0 �i

i 0

�

@

2

�

�

0 1

1 0

�

sin

�1

�@

3

� �

�

�

1

= 0

��

0 �i

i 0

�

@

2

�

�

0 1

1 0

�

sin

�1

�@

3

+ �

�

�

2

= 0

Die Variable ' tritt nur als Ableitungsoperator in diesen Gleichungen auf. Das

rechtfertigt den folgenden Ansatz f

�

ur den Spinor �:

�

1

=

�

�

1

(�)

�

2

(�)

�

W ('); �

2

=

�

�

3

(�)

�

4

(�)

�

W (')
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Das f

�

uhrt auf das folgende Gleichungssystem

�iW@

2

�

2

� sin

�1

��

2

@

3

W � ��

1

W = 0

iW@

2

�

1

� sin

�1

��

1

@

3

W � ��

2

W = 0

�iW@

2

�

4

� sin

�1

��

4

@

3

W + ��

3

W = 0

iW@

2

�

3

� sin

�1

��

3

@

3

W + ��

4

W = 0

(83)

Daraus folgt sofort

�

1

= �

3

�

2

= ��

4

Es bleibt das folgende System von Di�erentialgleichungen zu l

�

osen:

�iW@

2

�

2

� sin

�1

��

2

@

3

W � ��

1

W = 0

iW@

2

�

1

� sin

�1

��

1

@

3

W � ��

2

W = 0

(84)

Dies ist gleichwertig zu

�i�

�1

2

@

�

�

2

� sin

�1

�W

�1

@

'

W � �

�

1

�

2

= 0

i�

�1

1

@

�

�

1

� sin

�1

�W

�1

@

'

W � �

�

2

�

1

= 0

Das Gleichungssystem kann nun auf eine Form gebracht werden, bei der die

eine Seite nur von � und die andere Seite nur von ' abh

�

angt. Also mu� es eine

Konstante n geben, so da� gilt:

� sin ��

�1

2

@

�

�

2

+ i� sin �

�

1

�

2

= n = �iW

�1

@

'

W

sin ��

�1

1

@

�

�

1

+ i� sin �

�

2

�

1

= n = �iW

�1

@

'

W

Daraus folgt die L

�

osung f

�

ur W :

W

n

(') = exp(in') (85)

Von dem Spinor 	 wird verlangt, da� er bei einer Rotation um 2� in Richtung

' in sein negatives

�

ubergeht, also

	(�; �; �; '

0

) = �	(�; �; �; '

0

+ 2�)

Daraus folgt, da� n die Werte n = �

1

2

;�

3

2

;�

5

2

; : : : annimmt. Es bleibt noch

folgendes System von Gleichungen f

�

ur die �-abh

�

angigen Funktionen �

1

und �

2

zu l

�

osen:

�

@

�

+

n

sin �

�

�

2

�

~

��

1

= 0 (86)

�

@

�

�

n

sin �

�

�

1

+

~

��

2

= 0 (87)

Dabei wurde

~

� := i� gesetzt. Als Ansatz f

�

ur �

1

und �

2

w

�

ahlen wir nun

�

1n

(�) = sin

n

� cos(�=2)g(�) (88)

�

2n

(�) = sin

n

� sin(�=2)f(�) (89)
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Dabei sind f und g zun

�

achst noch unbestimmte skalare Funktionen von �. Die

Ableitung von �

1n

nach � ergibt:

d�

1n

d�

=

�

d

d�

sin

n

�

�

cos(�=2)g(�) + sin

n

�

�

d

d�

cos(�=2)

�

g(�) + sin

n

� cos(�=2)g

0

(�)

= sin

n�1

�

h

g(�)

�

n cos � cos(�=2)�

1

2

sin � sin(�=2)

�

+ sin � cos(�=2)g

0

(�)

i

Setzt man dies in Gl.(87) ein, so erh

�

alt man:

sin

n�1

�

h

g(�)

�

n cos � cos(�=2)�

1

2

sin � sin(�=2)� n cos(�=2)

�

+

sin � cos(�=2)g

0

(�)

i

+

~

� sin

n

� sin(�=2)f(�) = 0

Dies kann man zu folgender Gleichung umformen:

cos(�=2)

h

ng(�)

�

cos � � 1

�

� sin

2

� _g(�)

i

+

sin(�=2)

h

sin �

�

~

�f(�)�

1

2

g(�)

�i

= 0

(90)

Dabei wurde folgendes verwendet

g

0

(�) =

dg

d cos �

d cos �

d�

� � _g(�) sin � (91)

Gl.(90) wird nun noch etwas umgeformt:

cot(�=2)

h

ng(�)

(cos � � 1)

sin �

� sin � _g(�)

i

+

~

�f(�)�

1

2

g(�) = 0

Mit der Identit

�

at

cot(�=2) =

1 + cos �

sin �

(92)

ergibt sich

�ng(�)� (1 + cos �) _g(�) +

~

�f(�)�

1

2

g(�) = 0 (93)

Wir setzen nun cos � =: x und erhalten folgende Gleichung

(1 + x)

dG

dx

+

�

1

2

+ n

�

G =

~

�F (94)

Dabei sind die Funktionen F;G de�niert durch

F (x) := f(�) (95)

G(x) := g(�) (96)

Mit Gl.(86) verfahren wir genauso:

d�

2n

d�

=

�

d

d�

sin

n

�

�

sin(�=2)f(�) + sin

n

�

�

d

d�

sin(�=2)

�

f(�) + sin

n

� sin(�=2)f

0

(�)

= sin

n�1

�

h

f(�)

�

n cos � sin(�=2) +

1

2

sin � cos(�=2)

�

+ sin � sin(�=2)f

0

(�)

i
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Dies setzen wir wieder in Gl.(86) ein und erhalten

sin

n�1

�

h

f(�)

�

n cos � sin(�=2) +

1

2

sin � cos(�=2) + n sin(�=2)

�

+

sin � sin(�=2)f

0

(�)

i

�

~

� sin

n

� cos(�=2)g(�) = 0

Mit Benutzung von f

0

(�) = �

_

f(�) sin � ergibt sich analog wie oben

sin(�=2)

h

nf(�)

�

cos � + 1

�

� sin

2

�

_

f(�)

i

+

cos(�=2)

h

sin �

�

1

2

f(�)�

~

�g(�)

�i

= 0

(97)

Mit der Identit

�

at (92) erh

�

alt man folgende Gleichung

nf(�)� (1� cos �)

_

f(�) +

1

2

f(�)�

~

�g(�) = 0 (98)

Mit der Abk

�

urzung x = cos � erh

�

alt man folgende Di�erentialgleichung

(x� 1)

dF

dx

+

�

1

2

+ n

�

F =

~

�G (99)

Es sollen nun die beiden gekoppelten Di�erentialgleichungen (94),(99) f

�

ur die

Funktionen F und G gel

�

ost werden. Dazu setzen wir zun

�

achst Gl.(94) in (99)

ein und erhalten

(x� 1)

~

�

�1

d

dx

h

(1 + x)

_

G+

�

1

2

+ n

�

G

i

+

�

1

2

+ n

�

~

�

�1

h

(1 + x)

_

G+

�

1

2

+ n

�

G

i

�

~

�G =

(x� 1)

~

�

�1

h

_

G+ (1 + x)

�

G+

�

1

2

+ n

�

_

G

i

+

�

1

2

+ n

�

~

�

�1

h

(1 + x)

_

G+

�

1

2

+ n

�

G

i

�

~

�G = 0

Dies kann man weiter vereinfachen zu

�

G(1� x

2

) +

_

G[1� 2x� 2nx] +G[

~

�

2

� (1=2 + n)

2

] = 0

Diese Gleichung ist von dem Typ

(1� x

2

)

�

G+ (�

2

� �

1

� (�

1

+ �

2

+ 2)x)

_

G+ l(l+ �

1

+ �

2

+ 1)G = 0

(100)

Dazu werden die folgenden De�nitionen verwendet

�

1

:= jnj �

1

2

�

2

:= jnj+

1

2

l := j

~

�j � jnj �

1

2
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Die Gl.(100) wird nun von den sog. Jacobi-Polynomen P

(�

1

;�

2

)

l

(x) der Ordnung

l gel

�

ost, siehe z.B. bei Abramowitz/Stegun [1] (Gl.22.6.1). Die explizite Form

dieser Polynome lautet

9

:

P

(�

1

;�

2

)

l

(x) = 2

�l

l

X

m=0

c

m

(�

1

; �

2

)g

m

(x); wobei

c

m

(�

1

; �

2

) =

�

l + �

1

m

��

l + �

2

l�m

�

g

m

(x) = (x� 1)

l�m

(x+ 1)

m

Die Parameter �

1

; �

2

unterliegen der folgenden Einschr

�

ankung

�

1

> �1; �

2

> �1

Also lautet die L

�

osung f

�

ur G:

G

nl

(x) = NP

(�

1

;�

2

)

l

(x) (101)

Dabei ist N eine Normierungskonstante. Die Separationskonstante j

~

�j, die mit

der Ordnung der Jacobi-Polynome l sowie dem Parameter n

�

uber l = j

~

�j �

jnj �

1

2

zusammenh

�

angt mu� ganzzahlig sein, da l als Ordnung eines Polynoms

ganzzahlig ist und n die Werte �

1

2

;�

3

2

;�

5

2

; : : : annimmt. Die Funktion F erh

�

alt

man dann durch Einsetzen von G

nl

in Gl. (94). Das Ergebnis ist

F

nl

(x) = NP

(�

2

;�

1

)

l

(x)

Die Eigenfunktionen des winkelabh

�

angigen Operators D

1

lauten also

�

1

(�; ') =

�

C

1

nl

(�; ')

C

2

nl

(�; ')

�

; �

2

(�; ') =

�

C

1

nl

(�; ')

�C

2

nl

(�; ')

�

(102)

Die skalaren Funktionen C

1

nl

; C

2

nl

sind dabei de�niert durch:

C

1

nl

(�; ') = sin

n

� cos(�=2)G

nl

(cos �)W

n

(')

C

2

nl

(�; ') = sin

n

� sin(�=2)F

nl

(cos �)W

n

(')

Die Jacobi-Polynome kann man mit den Kugel

�

achenfunktionen in Verbindung

bringen [26]. Diese bilden ein vollst

�

andiges, orthogonales Funktionensystem auf

L

2

(S

1

), den quadratintegrablen Funktionen auf dem Einheitskreis.

Wir betrachten nun den Di�erentialoperator D

2

(�; �). Gl.(77) lautet

D

2

(�; �)

~

� + �

~

� =

h



0

@

0

+ 

1

@

1

+ ime

�=2

i



1



0

~

� +

~

�=�

~

� = 0

Die Anwendung des Operators U (Gl.(79)) auf diese Gleichung liefert dann

h

�

3

@

0

� 

0

@

1

+ 

3



0

ime

�=2

+

~

�=�

i

� = 0 (103)

9

zu den Jacobi-Polynomen siehe auch Anhang A.6

33



Dabei wurde � = U

~

� gesetzt. Nach dem Einsetzen der Dirac-Matrizen erh

�

alt

man mit � =

�

�

1

�

2

�

folgendes Gleichungssystem

��

3

@

0

�

2

� @

1

�

1

� �

3

ime

�=2

�

2

+

~

�=��

1

= 0

�

3

@

0

�

1

+ @

1

�

2

� �

3

ime

�=2

�

1

+

~

�=��

2

= 0

(104)

Wir machen nun den folgenden Ansatz f

�

ur den Spinor �:

�

1

=

�

a

1

(�)b

1

(�)C

1

nl

(�; ')

a

2

(�)b

2

(�)C

2

nl

(�; ')

�

(105)

�

2

=

�

a

3

(�)b

3

(�)C

1

nl

(�; ')

�a

4

(�)b

4

(�)C

2

nl

(�; ')

�

(106)

Das Gleichungssystem (104) geht dann

�

uber in:

�b

3

C

1

nl

@

0

a

3

� a

1

C

1

nl

@

1

b

1

� ime

�=2

a

3

b

3

C

1

nl

+

~

�=�a

1

b

1

C

1

nl

= 0

�b

4

C

2

nl

@

0

a

4

� a

2

C

2

nl

@

1

b

2

� ime

�=2

a

4

b

4

C

2

nl

+

~

�=�a

2

b

2

C

2

nl

= 0

b

1

C

1

nl

@

0

a

1

+ a

3

C

1

nl

@

1

b

3

� ime

�=2

a

1

b

1

C

1

nl

+

~

�=�a

3

b

3

C

1

nl

= 0

�b

2

C

2

nl

@

0

a

2

� a

4

C

2

nl

@

1

b

4

+ ime

�=2

a

2

b

2

C

2

nl

�

~

�=�a

4

b

4

C

2

nl

= 0

Daraus folgt sofort

a

1

= a

2

; b

1

= b

2

a

3

= a

4

; b

3

= b

4

Dann bleibt noch folgendes System von Di�erentialgleichungen zu l

�

osen:

b

1

@

0

a

1

+ a

3

@

1

b

3

� ime

�=2

a

1

b

1

+

~

�=�a

3

b

3

= 0

�b

3

@

0

a

3

� a

1

@

1

b

1

� ime

�=2

a

3

b

3

+

~

�=�a

1

b

1

= 0

Diese Gleichungen kann man umformen zu

a

�1

3

@

0

a

1

+ b

�1

1

@

1

b

3

� ime

�=2

a

1

a

�1

3

+

~

�=�b

3

b

�1

1

= 0

�a

�1

1

@

0

a

3

� b

�1

3

@

1

b

1

� ime

�=2

a

3

a

�1

1

+

~

�=�b

1

b

�1

3

= 0

Wir haben in jeder der Gleichungen jeweils zwei Terme die nur von � bzw. nur

von � abh

�

angen. Also muss es zwei Konstanten z

1

; z

2

2 C geben, so da� das

System in zwei Paare von gekoppelten Di�erentialgleichungen zerf

�

allt. F

�

ur die

Variable � erhalten wir:

�

d

d�

� ime

�=2

�

a

1

(�) = z

1

a

3

(�) (107)

�

d

d�

+ ime

�=2

�

a

3

(�) = z

2

a

1

(�) (108)

F

�

ur die Variable � erhalten wir

�

d

d�

+

~

��

�1

(�)

�

b

3

(�) = �z

1

b

1

(�) (109)

�

d

d�

�

~

��

�1

(�)

�

b

1

(�) = �z

2

b

3

(�) (110)
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Die Gleichungen f

�

ur die Funktionen b

1

und b

3

k

�

onnen f

�

ur die drei verschiedenen

Werte von � durch Hypergeometrische Funktionen gel

�

ost werden. Setzen wir nun

Gleichung (110) in (109) ein, so erh

�

alt man die folgende Di�erentialgleichung

zweiter Ordnung f

�

ur die Funktion b

1

.

�

d

d�

+

~

��

�1

(�)

�

1

z

2

�

~

��

�1

(�)�

d

d�

�

b

1

(�) + z

1

b

1

(�) = 0 (111)

Diese Gleichung kann man umformen zu

b

00

1

� b

1

�

~

�

2

�

�2

�

~

��

�2

�

0

+ z

�

= 0 (112)

Die gestrichenen Gr

�

o�en bedeuten Ableitungen nach � und z := z

1

z

2

. Wir

betrachten nun den Fall � = 0. Die Gleichung (112) lautet dann

b

00

1

� b

1

�

~

�

2

�

�2

�

~

��

�2

+ z

�

= 0 (113)

F

�

ur z 2 R

�

:= fz 2 R j z < 0g

10

setzen wir nun �z = w > 0 und de�nieren

eine neue Variable y durch y := �

p

w�. Die Ableitung von b

1

nach y wird mit

_

b

1

bezeichnet. Dann geht Gl.(113)

�

uber in

y

2

�

B

1

(y) +B

1

(y)[

~

�(1�

~

�) + y

2

] = 0 (114)

Dabei ist die Funktion B

1

de�niert durch: B

1

(y) := b

1

(�). Wird nun noch

~

� = �k = �k(n; l) gesetzt, so erhalten wir die Riccati-Besselsche Di�erential-

gleichung (siehe Abramowitz/Stegun [1] Gl.10.3.1).

y

2

�

B

1

(y) +B

1

(y)[y

2

� k(k + 1)] = 0 (115)

Deren L

�

osungen lassen sich durch sph

�

arische Besselfunktionen 1. und 2. Art,

j

k

(y) und y

k

(y) ausdr

�

ucken. Die allgemeine L

�

osung ist dann eine Linearkombi-

nation dieser beiden L

�

osungen:

B

1w

(y) = B

k

(d

1

yj

k

(y) + d

2

yy

k

(y)) ; k 2 Z; d.h. � 2 iZ; d

1

; d

2

2 R

(116)

Dabei ist B

k

eine Normierungskonstante und die j

k

(y); y

k

(y) h

�

angen wie folgt

mit den gew

�

ohnlichen Besselfunktionen rationaler Ordnung 1. und 2. Art J

k+1=2

(y)

und Y

k+1=2

(y) zusammen:

j

k

(y) =

r

�

2

y

�1=2

J

k+1=2

(y); y

k

(y) =

r

�

2

y

�1=2

Y

k+1=2

(y) (117)

Die L

�

osung f

�

ur b

3w

erh

�

alt man, wenn man die Funktion b

1w

in Gl. (110) einsetzt.

Das Ergebnis ist, ausgedr

�

uckt durch die Funktion B

3w

(y) := b

3w

(�),

B

3w

(y) = B

k

r

�

2

y

�1=2

�

d

1

J

k�1=2

(y) + d

2

Y

k�1=2

(y)

�

(118)

Wir fassen das Ergebnis der obigen Rechnung in dem folgenden Satz zusammen:

10

Aus physikalischen Gr

�

unden werden hier nur negative Werte von z betrachtet, denn es

ergibt sich aus der Behandlung der Di�erentialgleichungen f

�

ur die Funktionen a

1

und a

3

, da�

�z das Betragsquadrat des Wellenvektors

~

k ist und deshalb positiv sein mu�.
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Satz 2. Die L

�

osung der Dirac-Gleichung (Gl.(76)) hat die folgende explizite

Spinorstruktur:

	

wnl

(x) = �e

3�=4

� sin

1=2

�M�

wnl

(x) (119)

Dabei ist M die unit

�

are Matrix M = 

0



1

U

�1

und �

wnl

(x) ist durch die

Gl.(105) und (106) gegeben. Wir suchen nun quadratintegrable L

�

osungen der

Dirac-Gleichung 	 2 L

2

(DM

�

), der Vervollst

�

andigung von C

1

0

(DM

�

), d.h sol-

che f

�

ur die gilt:

Z

�

d�

�

j	

wnl

(�; �; ')j

2

<1 (120)

Dabei ist d�

�

= �

2

sin �d�d�d' das Volumenelement der Cauchy-Fl

�

ache �.

Unter Ber

�

ucksichtigung der Unitarit

�

at von M mu� also das folgende Integral

berechnet werden:

Z

1

0

d��

2

Z

�

0

d� sin �

Z

�

��

d'�

2

sin �

3

X

A=0

j�

wnl

(�; �; ')

A

j

2

(121)

F

�

ur den winkelabh

�

angigen Anteil ergibt sich:

Z

�

0

d� sin

2

�

Z

�

��

d'

3

X

A=0

j�

nl

(�; ')

A

j

2

= 2

Z

�

0

d� sin

2

�

Z

�

��

d'

�

jC

1

nl

(�; ')j

2

+ jC

2

nl

(�; ')j

2

�

= 4�

Z

�

0

d� sin

2

�

�

sin

2n

� cos

2

(�=2)G

nl

(cos �)

2

+ sin

2n

� sin

2

(�=2)F

nl

(cos �)

2

�

Setzt man nun cos � = x, so erh

�

alt man folgendes Integral

2�

Z

+1

�1

dx(1� x

2

)

n+

1

2

�

(1 + x)G

nl

(x)

2

+ (1� x)F

nl

(x)

2

�

(122)

Man verlangt, da� dieses Integral positiv ist und erh

�

alt eine Bedingung an die

Parameter n und l.

11

Die Integration

�

uber die Radialkoordinate � f

�

uhrt auf

Integrale der Form

Z

1

0

d��

5

(J

k+1=2

(�

p

w�))

2

(123)

Wir k

�

onnen nun die allgemeine L

�

osung der Dirac-Gleichung folgenderma�en

darstellen:

Satz 3. F

�

ur eine ache Robertson-Walker Raumzeit hat der r

�

aumliche Anteil

der L

�

osung der Dirac-Gleichung in den Koordinaten �; �; �; ' die folgende Ge-

stalt:

	(~x) =

Z

1

0

dw

X

l

X

n2

1

2

Znf0g

�

a

nl

(w)	

wnl

(~x) + a

�

nl

(w)	

wnl

(~x)

�

(124)

11

Achtung: f

�

ur n � �

3

2

besitzt der Integrand Singularit

�

aten an den Integrationsgrenzen.
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Dabei sind die Basisspinoren 	

wnl

gegeben durch:

	

wnl

(~x) = �� sin

1=2

�M�

wnl

(~x)

mit

�

wnl

(~x) =

�

�

1wnl

(~x)

�

2wnl

(~x)

�

wobei

�

1wnl

(~x) = b

1w

(�)

�

C

1

nl

(�; ')

C

2

nl

(�; ')

�

�

2wnl

(~x) = b

3w

(�)

�

C

1

nl

(�; ')

�C

2

nl

(�; ')

�

Auf Fragen der Konvergenz des Integrals sowie der Summen soll hier nicht weiter

eingegangen werden. Die Koe�zienten a

nl

(w) sowie a

�

nl

(w) sind spinorwertig.

Ein solcher Ansatz f

�

ur die allgemeine L

�

osung ist durch die Tatsache gerechtfer-

tigt, da� sowohl die Jacobi-Polynome als auch die sph

�

arischen Besselfunktionen

ein vollst

�

andiges Funktionensystem bilden. Bei den Jacobi-Polynomen

�

ubertr

�

agt

sich diese Eigenschaft von den Kugel

�

achenfunktionen zu denen man beim

�

Uber-

gang zur kartesischen Eichung der Spinoren und Dirac-Matrizen gelangt [26]. Die

sph

�

arischen Besselfunktionen 1. und 2. Art sind linear unabh

�

angig und stellen

als Linearkombination eine allgemeine L

�

osung der Besselschen Di�erentialglei-

chung dar. Mit diesem Ausdruck f

�

ur eine allgemeine L

�

osung der Dirac-Gleichung

erh

�

alt man nun den Feldoperator, wenn man die

"

Fourierkoe�zienten\ durch

Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren ersetzt. Der Feldoperator lautet dann:

^

	(x

0

; ~x) =

Z

dw

X

l;n

h

â

nl

(w)T

w

(x

0

)	

wnl

(~x) + â

+

nl

(w)T

w

(x

0

)	

wnl

(~x)

i

(125)

Dabei ist T

w

(x

0

) ein Spinor mit den Komponenten bzgl. einer Vierbeinbasis E

A

:

T

w

(x

0

)

0

= T

w

(x

0

)

1

= e

3�=4

a

1w

(x

0

)

T

w

(x

0

)

2

= T

w

(x

0

)

3

= e

3�=4

a

3w

(x

0

)

Die Operatoren â

nl

(w) und â

+

nl

(w) sind Vernichtungs- und Erzeugungsopera-

toren auf dem antisymmetrischen Fockraum

�

uber dem Einteilchenhilbertraum

L

2

(DM

�

).

4.5 Homogene, isotrope Zust

�

ande des Dirac-Feldes

Wir betrachten in diesem Abschnitt homogene isotrope Raumzeiten, auf denen

spezielle quasifreie Zust

�

ande des Dirac-Feldes ausgezeichnet werden sollen. Diese

sog. homogenen und isotropen Zust

�

ande sind vertr

�

aglich mit der Isometriegrup-

pe dieser Raumzeiten, in einem Sinne der noch n

�

aher erl

�

autert werden wird.

Wie im Fall des Klein-Gordon-Feldes [18] kann man auch hier die homogenen

isotropen Fockzust

�

ande des Dirac-Feldes mittels Modenzerlegung und unter Be-

nutzung von Separationsl

�

osungen der Dirac-Gleichung erhalten. Als Beispiel f

�

ur

homogene isotrope Zust

�

ande betrachten wir dann adiabatische Vakuumzust

�

ande

auf Robertson-Walker-Raumzeiten.
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Die homogenen und isotropen Raumzeiten sind von der Form M = R �

�

�

, wobei �

�

eine homogene riemannsche Mannigfaltigkeit bezeichnen soll. Die

Metrik nimmt die folgende Form an (siehe Anhang A.4):

ds

2

= dt

2

� a(t)

2

�

dr

�

2

1� �r

�

2

+ r

�

2

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�

�

Der Parameter � kann die drei Werte +1; 0;�1 annehmen. Dementsprechend

handelt es sich dann bei �

�

um einen Raum konstant positiver, verschwin-

dender bzw. konstant negativer Kr

�

ummung. Zu diesen R

�

aumen geh

�

ort dann

eine entsprechende Isometriegruppe G

�

des R

4

, in den die R

�

aume �

�

einge-

bettet werden k

�

onnen. Im Falle von � = +1 ist dies die Rotationsgruppe in

4 Dimensionen SO(4). Bei verschwindender Kr

�

ummung (� = 0) sind die 3-

dimensionalen Hyper

�

achen �

0

ache R

�

aume, die bzgl. der euklidischen Gruppe

E(3) homogen sind. Ist � dagegen �1 dann ist L

"

+

die Isometriegruppe von der

zugeh

�

origen Raumzeit. Die Gruppe G

�

wirkt als Transformationsgruppe durch

g(t; x) = (t; gx); g 2 G

�

auf der Raumzeit M . Die unit

�

are Darstellung U von

G

�

auf C

1

0

(DM), de�niert durch

(U(g)f)(x) := f(g

�1

x); g 2 G

�

kommutiert mit dem Dirac-Propagator f

�

ur Spinoren S : C

1

0

(DM)! C

1

(DM).

Die Darsteller U(g) vertauschen zudem mit der antiunit

�

aren Involution � auf

K und bilden so eine Gruppe von Bogoliubov-Transformationen auf K. Durch

diese Transformationen werden Automorphismen �

g

der CAR-Algebra F [K;�],

sog. Bogoliubov-Automorphismen, erzeugt

�

g

(B(f)) = B(U(g)f); g 2 G

�

Diese Bogoliubov-Automorphismen werden nun zur Charakterisierung von ho-

mogenen, isotropen Zust

�

anden des Dirac-Feldes verwendet. Ein Zustand ! auf

F [K;�] hei�t homogen und isotrop, wenn er invariant unter allen Bogoliubov-

Automorphismen �

g

ist, d.h. wenn gilt:

! � �

g

= !; 8g 2 G

�

Die Beschr

�

ankung auf quasifreie Zust

�

ande erm

�

oglicht nun eine

�

aquivalente For-

mulierung dieser Bedingung an die Zweipunktfunktion

�(f

1

; f

2

) := !(B(f

1

)

�

B(f

2

))

De�nition 5. Ein quasifreier Zustand ! hei�t homogen und isotrop, wenn f

�

ur

seine Zweipunktfunktion folgendes gilt:

�(U(g)f

1

; U(g)f

2

) = �(f

1

; f

2

); f

1

; f

2

2 K; g 2 G

�

Dabei ist U die unit

�

are Darstellung von G

�

auf K.

Die Robertson-Walker-Metrik beschreibt ein sich zeitlich ver

�

anderndes iso-

tropes und homogenes Universum. Das Auftreten der zeitabh

�

angigen Skalie-

rungsfunktion a(t) spiegelt den nichtstatischen Charakter der Metrik wieder.

F

�

ur a(t) = 1;8t geht die Metrik jedoch in die Form einer ultrastatischen Metrik
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�

uber. Im Fall verschwindender Kr

�

ummung (� = 0) erh

�

alt man die Minkowski-

Metrik und als Zustand des Dirac-Feldes w

�

urde man den

�

ublichen Vakuum-

zustand w

�

ahlen, der sich durch Invarianz unter Lorentz-Transformationen aus-

zeichnet. In einer Phase langsamer zeitlicher

�

Anderung des Universums erwartet

man nun nat

�

urlicherweise, da� die physikalischen Zust

�

ande der Quantenfelder

sich nur wenig von denen des statischen Falls unterscheiden. F

�

ur eine Robertson-

Walker-Raumzeit hat Parker 1969 [20, 21] als physikalische Bedingung an die

Zust

�

ande gefordert, da� die Teilchenproduktion durch das sich ver

�

andernde Uni-

versum minimiert werden soll. Er hat dies erreicht, indem er f

�

ur den zeitlichen

Anteil der L

�

osung der Klein-Gordon-Gleichung einen WKB-

�

ahnlichen Ansatz

machte. Es wurde inzwischen von verschiedenen Autoren [14, 18] gezeigt, da�

dieser Ansatz in der Tat auf physikalische Zust

�

ande des Klein-Gordon-Feldes

f

�

uhrt. Dies motiviert eine analoge Vorgehensweise beim Dirac-Feld. Wir be-

trachten dazu die Gleichungen (107) und (108) f

�

ur die Funktionen a

1

und a

3

.

Setzt man Gl.(107) in Gl.(108), so erh

�

alt man folgende Di�erentialgleichung f

�

ur

a

1

(�):

�

d

2

d�

2

� i

_�

2

me

�=2

+m

2

e

�

�

a

1w

(�) = �wa

1w

(�) (126)

Dabei war z

1

z

2

= z = �w < 0. Im Gegensatz zum Minkowski-Raum (�(�) � 0)

erhalten wir eine Di�erentialgleichung mit einem komplexen Zusatzterm. Dieser

ist daf

�

ur verantwortlich , da� es keine reine oszillierende Zeitabh

�

angigkeit mehr

gibt. Stattdessen ergibt sich eine L

�

osung mit exponentieller D

�

ampfung. Wir

machen nun folgenden Ansatz zur L

�

osung von Gl.(126):

a

1w

(�) = e

�3�=4

(2


w

(�))

�1=2

exp

�

i

Z

�

0

d�

0




w

(�

0

)

�

(127)

Dabei soll 


w

eine komplexwertige glatte Funktion mit positivem Imagin

�

arteil

sein. Die erste Ableitung von a

1w

nach � lautet:

da

1w

d�

= e

�3�=4

�

2


w

(�)

�

�1=2

exp

�

i

Z

�

0

d�

0




w

(�

0

)

�

�

n

�

3 _�

4

�

1

2

_




w

(�)




w

(�)

+ i


w

(�)

o

= a

1w

(�)

n

�

3 _�

4

�

1

2

_




w

(�)




w

(�)

+ i


w

(�)

o

F

�

ur die zweite Ableitung �ndet man schlie�lich:

d

2

a

1w

d�

2

= a

1w

(�)

�

9

16

_�

2

+

3

4

_�

_




w

(�)




w

(�)

�

3i

2

_�


w

(�) +
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Wird dieser Ansatz in die Gl.(126) eingesetzt so ergibt sich die folgende Glei-

chung f

�

ur 


w
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In einem sich nur langsam ver

�

andernden Universum sind die Ableitungsterme

klein und man kann deshalb einen iterativen Ansatz zur L

�

osung dieser Gleichung

versuchen:

�
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w
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2
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2

e
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w

(�)

�
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Mit der obigen Form des Feldoperators gelangt man in der Tat zu homogenen

und isotropen Zust

�

anden, denn die Separationsl

�

osungen sind bzgl. der homoge-

nen und isotropen Cauchy-Fl

�

achen � konstruiert worden, und der zeitabh

�

angige

Anteil der L

�

osung h

�

angt nur von w und nicht von den

�

ubrigen Quantenzahlen

ab.

Analog wie beim Klein-Gordon-Feld besteht die einzige Freiheit bei der An-

gabe eines homogenen und isotropen Fockzustandes in der Wahl der Anfangs-

daten f

�

ur die Funktionen a

1w

und a

3w

. Wir machen nun folgende De�nition:

De�nition 6. Ein adiabatischer Vakuumzustand des Dirac-Feldes der Ordnung

r auf einer Robertson-Walker-Raumzeit ist bestimmt durch Angabe der folgen-

den Anfangsdaten f

�

ur die Funktion a

1w

zur Zeit � :

a

1w

(�) = W

(r)

w

(�)

_a

1w

(�) =

_

W

(r)

w

(�); wobei

W

(r)

w

(�) := e

�3�=4

�

2


(r)

w

(�)

�

�1=2
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�

i

Z

�

0

d�

0




(r)

w

(�

0

)

�

Mit a

1w

ist dann auch a

3w

�

uber Gl.(107) �xiert. Sei nun f 2 S eine L

�

osung der

Dirac-Gleichung. Dann lautet der r

�

aumlich verschmierte Feldoperator

^
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i

Wir tre�en nun folgende Wahl der positiv und negativ frequenten Anteile:

f
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w

(x

0

)

Z

�

d�
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f
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) := T

w

(x

0

)

Z
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wnl
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Der Feldoperator schreibt sich dann als:
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nl

)

+

(w)f

(+)

wnl

(x

0

)

i

(131)

40



Daf

�

ur schreiben wir abk

�

urzend

^
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; f) = â(f

(�)

(x

0

)) + â

+

(f

(+)

(x

0

)) (132)

Die Zweipunktfunktion !

2

berechnet man nun zu
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(+)
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Dabei wurden die Antivertauschungsrelationen von â

nl

(w) mit â

+

nl

(w) benutzt:

fâ

nl

(w) ; â

+

n

0

l

0

(w

0

)g = �(w � w

0

) �

nn

0

�

ll
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(133)

Mit der Angabe der Zweipunktfunktion ist nun die Quantisierung des Dirac-

Feldes auf einer achen Robertson-Walker-Raumzeit abgeschlossen. Die Behand-

lung der beiden

�

ubrigen F

�

alle (� = +1;�1) ist im Prinzip genauso m

�

oglich, da

auch dort die Separationsl

�

osungen der klassischen Gleichung konstruiert wer-

den k

�

onnen. Von den adiabatischen Vakuumzust

�

anden ist bekannt, da� sie f

�

ur

das Klein-Gordon-Feld eine geeignete Klasse von physikalischen Zust

�

anden bil-

den [14]. Ob dies auch f

�

ur das Dirac-Feld richtig ist, bleibt als ungel

�

ostes Pro-

blem bestehen. Die Untersuchung des Kurzabstandsverhaltens der Zweipunkt-

funktion w

�

urde eine Entscheidung dieser Frage liefern. Damit die oben de�nier-

ten adiabatischen Vakuumzust

�

ande des Dirac-Feldes als physikalisch bezeich-

net werden k

�

onnen, m

�

u�ten ihre Zweipunktfunktionen die Hadamard-Singula-

rit

�

atenstruktur aufweisen. Eine notwendige und hinreichende Bedingung daf

�

ur

ist es, da� die Zweipunktfunktion, aufgefa�t als Distribution

�

uber C

1

0

(DM) 


C

1

0

(DM), die Wellenfrontenmenge eines Hadamard-Zustandes (Gl.(50)) besitzt.

Ein sehr direkter Weg die Singularit

�

atenstruktur von !

2

zu untersuchen, besteht

darin, da� man den Integralkern �(x

1

; x

2

) von !

2

durch die Reihenentwicklun-

gen der L

�

osungen der Dirac-Gleichung ausdr

�

uckt. Diese L

�

osungen lassen sich,

wie wir oben gesehen haben, durch orthogonale Polynome und Besselfunktio-

nen ausdr

�

ucken, von denen die Reihenentwicklung f

�

ur kleine Abst

�

ande bekannt

ist. Zumindest f

�

ur die Besselfunktionen kann man sagen, da� deren Entwick-

lung f

�

ur kleine Abst

�

ande mit der Hadamard-Form

�

ubereinstimmt. Dies ist aus

der Ortsraumdarstellung der Propagationsfunktionen im Minkowskiraum be-

kannt. Wir vermuten deswegen, da� die adiabatischen Vakuumzust

�

ande des

Dirac-Feldes auf einer achen Robertson-Walker-Raumzeit ebenfalls Hadamard-

Zust

�

ande sind. Eine andere M

�

oglichkeit die Singularit

�

atenstruktur von !

2

zu

untersuchen, w

�

are eine Vorgehensweise wie sie von Junker [14] im Fall des ska-

laren Klein-Gordon-Feldes durchgef

�

uhrt wurde. Dazu w

�

are es notwendig den

spinoriellen Klein-Gordon-Operator geschickt in ein Produkt von zwei Pseu-

dodi�erentialoperatoren zu zerlegen und danach die Wellenfrontenmenge der

Zweipunktfunktion, ausgedr

�

uckt durch diese Zerlegung, zu berechnen.
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Anhang

A.1 Dirac-Matrizen

Die Standarddarstellung der Dirac-Matrizen ist de�niert durch



�

0

= 

0



�

j

= �

j

; j = 1; 2; 3

Dies ist

�

aquivalent zu



0

= 

t

0



j

= �

t

j

; j = 1; 2; 3

Dirac-Matrizen in Majorana-Darstellung haben zus

�

atzlich zur Standarddarstel-

lung die Eigenschaft



a

= �

a

; a = 0; 1; 2; 3

Unter Benutzung der obigen Eigenschaften gilt also



t

0

= �

0



t

j

= 

j

; j = 1; 2; 3

Als n

�

achstes zeigen wir, da� die Matrizen (�

b

a

), die in den Relationen der

Matrizen S 2 Spin(1; 3) auftreten, Elemente der Lorentzgruppe L sind. Aus der

Relation
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S

zusammen mit den Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen ergibt sich
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Daraus folgt dann

�

c

a

�

d

b

�

cd

= �

ab

Damit ist die Behauptung bewiesen.

A.2 Lichnerowicz' Identit

�

at

Der Spinor-Tensor  ist konstant bzgl. der auf das Spinorb

�

undel DM gelifteten

kovarianten Ableitung r. Die Komponenten von  in induzierten mitbewegten
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Wir zeigen nun die Identit

�

at von Lichnerowicz [17]:

(�i 6 r+m)(i 6 r+m)u = (��

1

4

R+m

2

)u; u 2 DM

� ist spinorielle Wellenoperator und R der Kr

�

ummungsskalar.
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Die letzte Gleichung gilt, weil  kovariant konstant ist.
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es bleibt zu zeigen das gilt:
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b
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a

r
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1
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Aufgrund der Antisymmetrie des Kommutators gilt:
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Die Berechnung des Kommutators der kovarianten Ableitungen ergibt:
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�
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Dabei sind c

ab

c

die Strukturkonstanten der Lie-Algebra der Orthonormalbasis-

vektoren, gegeben durch die Formel:
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c
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ab
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c

ba

)e

c

43



Nach einiger Rechnung l

�

a�t sich der Kommutator auf folgende Form bringen:

[r
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be

)� (@
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ce

�

(
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d

)

Der Ausdruck in den eckigen Klammern stellt jedoch gerade die Komponenten

R

d

eab

des Riemann-Tensors bzgl. induzierter mitbewegter Rahmen dar. Somit

ergibt sich:
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Es bleibt die Berechnung des folgenden Ausdrucks:
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e
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d
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C

D

Mit den Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen ergibt sich schlie�lich:
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e

dab
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]

e



d

= �

1

2

R

A.3 Faserb

�

undel

Die Einf

�

uhrung von Spinoren auf einer gekr

�

ummten Raumzeit l

�

a�t sich in ele-

ganter Weise in der Sprache der Faserb

�

undel formulieren. Dieser Abschnitt stellt

die ben

�

otigten Begri�e bereit. Eine gute Einf

�

uhrung in die Theorie der Fa-

serb

�

undel �ndet man z.B. bei Nakahara [19]. Ein Faserb

�

undel (E; �;M; F;G)

beteht aus den folgenden Daten:

a) E ist eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit (Mf), der Totalraum

b) M ist eine di�erenzierbare Mf, der Basisraum

c) F ist eine di�erenzierbare Mf, die Faser

d) � : E ! M ist eine surjektive Abbildung, die Projektion. Das Urbild von

p 2M unter �, also �

�1

(p) � F

p

�

=

F hei�t Faser

�

uber p.

e) G ist eine Lie-Gruppe, die Strukturgruppe, die von links auf die Faser F

wirkt.

f) Sei fU

i

g eine o�ene

�

Uberdeckung von M mit Di�eomorphismen �

i

: U

i

�

F ! �

�1

(U

i

) � E, so da� ��

i

(p; f) = p. Die Abbildung �

i

hei�t lokale

Trivialisierung, denn lokal sieht E wie das direkte Produkt U

i

� F aus.

g) F

�

ur festes p 2 M sei �

i;p

: F ! F

p

de�niert durch �

i;p

(f) := �

i

(p; f). Auf

U

i

\ U

j

wird verlangt, da� t

ij

(p)

�

=

�

�1

i;p

�

j;p

: F ! F ein Element von G

ist. Die t

ij

hei�en

�

Ubergangsfunktionen.

In den Anwendungen werden Faserb

�

undel abk

�

urzend mit E(M) notiert.

Ein Faserb

�

undel E(M), dessen Fasern K-Vektorr

�

aume sind (K = R;C)

hei�t Vektorb

�

undel. Sei F ein reeller Vektorraum und d = dim(F ), dann sind

die

�

Ubergangsfunktionen aus GL(d;R).
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Ein Hauptfaserb

�

undel P (M;H) ist ein Faserb

�

undel P (M) auf dessen Fa-

sern eine freie, transitive Rechtswirkung einer Lie-Gruppe H de�niert ist. Eine

Wirkung ist eine Abbildung

M � �

�1

(p) 3 (p; u) 7! (p; uh); h 2 H

Die Wirkung ist transitiv, wenn gilt: zu je zwei Elementen u

1

; u

2

2 �

�1

(p)

existiert ein h 2 H mit u

2

= u

1

h. Die Faser

�

uber p ist der Orbit von u unter

H , d.h. �

�1

(p) = fuhjh 2 Hg. Die Wirkung hei�t frei, wenn nur das neutrale

Element von H einen Fixpunkt in �

�1

(p) besitzt.

Sei P (M;H) ein Hauptfaserb

�

undel und V ein d-dimensionaler reeller oder

komplexer Vektorraum. Sei � eine Darstellung der Gruppe H auf V . Eine Wir-

kung der Gruppe auf P � V wird de�niert durch:

(u; v) 7! (uh; �(h)

�1

v); h 2 H

Das assoziierte Vektorb

�

undel P �

�

V wird nun dadurch de�niert, da� man die

Punkte (u; v) und (uh; �(h)

�1

v) identi�ziert, d.h.

P �

�

V := P � V=H

P�

�

V ist also die Menge der verschiedenen Orbits von P�V unter der Wirkung

von H . Die Projektion �

E

in P �

�

V � E ist de�niert durch: �

E

(u; v) = �(u).

�

E

ist wohlde�niert, denn aus �(u) = �(uh) folgt:

�

E

(uh; �(h)

�1

v) = �(uh) = �

E

(u; v)

Die lokale Trivialisierung ist durch  

i

: U

i

� V ! �

�1

E

(U

i

) gegeben. Die

�

Uber-

gangsfunktionen von E sind �

0

(t

ij

(p)), wobei t

ij

(p) die

�

Ubergangsfunktionen

von P sind. �

0

ist eine Darstellung der Strukturgruppe G auf V .

A.4 Die Robertson-Walker Raumzeit

In diesem Abschnitt wird die Robertson-Walker Raumzeit eingef

�

uhrt und er-

kl

�

art wie die allgemeine Form des Linienelements der Metrik g

ab

lautet. Die

grundlegende Erfahrungstatsache, da� das beobachtbare Universum homogen

und isotrop erscheint wird als kosmologisches Prinzip bezeichnet. Diese An-

nahme impliziert, da� die 3-dimensionalen raumartigen Hyper

�

achen � R

�

aume

konstanter Kr

�

ummung sind. F

�

ur diese nimmt der Riemann-Tensor eine einfache

Form an [27]. Es gilt

(3)

R

abcd

= Kh

c[a

h

b]d

Dabei ist h

ab

die durch g

ab

induzierte Metrik auf �. Die Kr

�

ummung K ist ein

Skalar und kann positiv, negativ oder Null sein. Im Fall positiver Kr

�

ummung

sind die Hyper

�

achen � 3-Sph

�

aren vom Radius R. Diese k

�

onnen in den 4-

dimensionalen euklidischen Raum R

4

eingebettet werden, verm

�

oge

x

2

+ y

2

+ z

2

+ w

2

= R

2

In sph

�

arischen Koordinaten lautet die Metrik auf � dann:

ds

2

= d�

2

+ sin

2

�

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�
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Bei verschwindender Kr

�

ummung ist � der gew

�

ohnliche 3-dimensionale ache

Raum mit Metrik

ds

2

= d�

2

+ �

2

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�

Ist K hingegen negativ, so sind die Hyper

�

achen � 3-dimensionale Hyperbo-

loide, eingebettet im 4-dimensionalen euklidischen Raum R

4

. Die de�nierende

Gleichung lautet

t

2

� x

2

� y

2

� z

2

= R

2

In hyperbolischen Koordinaten lautet die Metrik des Einheitshyperboloids (R =

1):

ds

2

= d�

2

+ sinh

2

�

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�

Die Raumzeit-Metrik hat die allgemeine Form

ds

2

= dt

2

� a

2

(t)

�

d�

2

+ �

2

(�)

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

��

Dabei ist a(t) eine beliebige glatte positive Funktion, der sog. Skalenfaktor,

der die Skala der r

�

aumlichen Geometrie vorgibt. Die Funktion �(�) ist de�niert

durch

�(�) =

8

<

:

sin� falls K positiv

� falls K = 0

sinh� falls K negativ

Die Metrik eines Raumes konstanter Kr

�

ummung kann auch noch in der folgen-

den Form dargestellt werden.

ds

2

=

dr

2

1�Kr

2

+ r

2

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�

Die Raumzeit-Metrik lautet dann

ds

2

= dt

2

� b

2

(t)

�

dr

2

1�Kr

2

+ r

2

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�

�

Der Zusammenhang zwischen beiden Darstellungen ist mit der dimensionslosen

Koordinate r

�

= jKj

1=2

r gegeben durch

ds

2

= dt

2

�

b(t)

2

jKj

�

dr

�

2

1� �r

�

2

+ r

�

2

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�

�

Dabei wurde � = K=jKj gesetzt. Der Parameter � kann die Werte f+1; 0;�1g

annehmen. Sei nun

a(t) =

�

b(t)=jKj

1=2

falls K 6= 0

b(t) sonst

Dann lautet die Raumzeit-Metrik

ds

2

= dt

2

� a(t)

2

�

dr

�

2

1� �r

�

2

+ r

�

2

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

�

�
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Der

�

Ubergang zu der neuen Radialkoordinate �, de�niert durch r

�

= �(�) f

�

uhrt

dann auf die oben angegebene Metrik. Wir de�nieren nun noch eine neue Zeit-

koordinate � durch

d� = a(t)

�1

dt

Dann bekommt die Metrik die Form

ds

2

= a(�)

2

�

d�

2

� d�

2

� �(�)

2

�

d�

2

+ sin

2

�d'

2

��

Die Koordinaten �; �; �; ' hei�en chronometrische Koordinaten. F

�

ur die Funk-

tion a(�) wurde in Abschnitt 4.1 die Funktion exp(�(�)=2) gew

�

ahlt.

A.5 Die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung in chronome-

trischen Koordinaten

Die Hintereinanderausf

�

uhrung des Dirac-Operators sowie seines Adjungierten

auf einen Spinor 	 f

�

uhrt wegen der Identit

�

at von Lichnerowicz (siehe An-

hang A.2) auf die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung f

�

ur 	. Dieser Opera-

tor spielt eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der irreduziblen Darstellun-

gen der Isometriegruppe G

�

auf dem Hilbertraum L

2

(DM), der Vervollst

�

andi-

gung von C

1

0

(DM). Hier soll nun die explizite Form dieses Operators auf einer

Robertson-Walker-Raumzeit in den chronometrischen Koordinaten �; �; �; ' an-

gegeben werden. Die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung lautet

(��

1

4

R+m

2

)	(x) = 0 :() (�

ab

r

a

r

b

�

1

4

R+m

2

)	(x) = 0

Dabei ist R der Kr

�

ummungsskalar und r

a

ist die auf das Diracb

�

undel DM

geliftete kovariante Ableitung der Metrik g. Es gilt

�

ab

r

a

r

b

	 = �

ab

r

a

(@

b

+ �

b

)	

= �

ab

�

@

a

(@

b

+ �

b

)� �

c

ba

(@

c

+ �

c

) + �

a

(@

b

+ �

b

)

�

	

= �

ab

�

@

a

@

b

+ (@

a

�

b

) + �

b

@

a

� �

c

ba

(@

c

+ �

c

) + �

a

@

b

+ �

a

�

b

�

	

=

n

�

g

+ �

ab

�

(@

a

�

b

) + 2�

a

@

b

� �

c

ba

�

c

+ �

a

�

b

�

o

	

=

n

�

g

+ �

ab

�

2�

a

@

b

� �

c

ba

�

c

+ �

a

�

b

�

o

	

Dabei ist �

g

der skalare Wellenoperator der Metrik g, und es wurde benutzt,

da� der Term �

ab

(@

a

�

b

) verschwindet (siehe Gl.64).

1) Berechnung des skalaren Wellenoperators :

�

g

= jgj

�1=2

@

�

(jgj

1=2

g

��

@

�

); g � det(g

��

)

Die Komponenten g

��

der Metrik g sind durch Gl.(55) gegeben und man �ndet

nun leicht

g =

3

Y

�=0

g

��

= �e

4�(�)

�

4

(�) sin

2

�
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Nach Berechnung der entsprechenden Ableitungen und Summation aller Terme

ergibt sich folgender Ausdruck f

�

ur den skalaren Wellenoperator

�

g

= e

��

�

_�@

0

+ @

2

0

� 2�

�1

(�)�

0

(�)@

1

� @

2

1

� �

�2

(�) cot �@

2

� �

�2

(�)@

2

2

� �

�2

(�) sin

�2

�@

2

3

�

2) Berechnung von �

ab

�

a

@

b

:

�

ab

�

a

@

b

= �

ab

�

a

e

�

b

@

�

=�

n

�

1

8

e

��

�

_�

0
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+ _�

1
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�
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�
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8

e
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� 2

1
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�
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0
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2
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(�)

�

@
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�

1

8

e
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�
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�

�
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3

� 2

1



3

�
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0
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2



3

�
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3
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3
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�
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(�) + 2

3



2

�
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�

@

3

o

=

1

4

e
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� 2
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3
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3) Berechnung von �

ab

�

c

ba

�

c

:

�

ab

�

c

ba

�

c

= e

��=2

�

�1

(�)�

0

(�)

h

�

1

8

e

��=2

�

_�

0



1

+ _�

1



0

�

i

+ e

��=2

�

�1
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0

(�)

h

�

1

8

e

��=2

�
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1
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1



0

�
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��=2

�
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�

1
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�
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�
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�
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0
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�
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2
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�
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0

(�)

�
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4) Berechnung von �

ab

�

a

�

b

:

�
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�

a

�

b
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1
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e
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�
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1



0

�
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+
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�
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�
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�
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�
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Nach dem Ausmultiplizieren der Quadrate und dem Zusammenfassen aller Ter-

me ergibt sich folgender Ausdruck

�

ab

�

a

�

b

= �

1

16

e

��

n

3 _�

2

� 8�

�2

(�)�

0

2

(�)� 4�

�2

(�) cot

2

�

o
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F

�

ur den Kr

�

ummungsskalar �ndet man mit Hilfe des Programms Maple V

den folgenden Ausdruck (siehe Anhang A.7):

R =

1

2

e

��

�

�2

(�)

�

6���

2

(�)� 8�(�)�

00

(�) + 3 _�

2

�

2

(�) + 4� 4�

0

2

(�)

�

Werden nun alle Beitr

�

age zusammengesammelt so lautet die spinorielle Klein-

Gordon-Gleichung:

(��

1

4

R+m

2

)	 =

�

e

��

h

@

2

0

� @

2

1

� �

�2

(�)@

2

2

� �

�2

(�) sin

�2

�@

2

3

+ _�@

0

+

�

1

2

_�

0



1

� 2�

�1

(�)�

0

(�)

�

@
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+

�

1
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_��
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(�)

0
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� �
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0

(�)

1
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(�) cot �

�

@
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�
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�

�
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0



3

� 2�
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(�)
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3

� 2�
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�

@
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+
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�
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�
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(�) _�
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�

_�

0



2

� 2�

�1

(�)�
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(�)
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2

�

�

+

3

4

��� �

�1

(�)�

00

(�) +

3

16

_�
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+

1

2

�

�2

(�) +

1

4

�

�2

(�) cot

2

�

i
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2

�

	

= 0

A.6 Jacobi-Polynome

Die Jacobi-Polynome, die im winkelabh

�

angigen Anteil des Dirac-Spinors auftra-

ten, haben noch eine andere explizite Darstellung [1]:

P

(�

1

;�

2

)

l

(x) =

�(�

1

+ l + 1)

l!�(�

1

+ �

2

+ l + 1)

l

X

m=0

�

l

m

�

�(�

1

+ �

2

+ l +m+ 1)

2

m

�(�

1

+m+ 1)

(x� 1)

m

Unter Benutzung von

(x� 1)

m

= (�1)

m

m

X

q=0

�

m

q

�

(�1)

q

x

q

gilt:

P

(�

1

;�

2

)

l

(x) = c

1

(�

1

; �

2

; l)

l

X

m=0

c

2

(�

1

; �

2

; l;m)

m

X

q=0

c

3

(m; q)x

q

; dabei ist

c

1

(�

1

; �

2

; l) =

�(�

1

+ l+ 1)

l!�(�

1

+ �

2

+ l + 1)

c

2

(�

1

; �

2

; l;m) = (�1)

m

�

l

m

�

�(�

1

+ �

2

+m+ 1)

2

m

�(�

1

+m+ 1)

c

3

(m; q) = (�1)

q

�

m

q

�
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Dieser Ausdruck f

�

ur die Jacobi-Polynome l

�

a�t sich in die normale Form eines

Polynoms der Ordnung l bringen, wenn man die Doppelsumme ausschreibt und

nach Potenzen von x sortiert:

P

(�

1

;�

2

)

l

(x) = c

1

(�

1

; �

2

; l)

l

X

r=0

b

r

x

r

Die Koe�zienten b

r

sind dabei gegeben durch:

b

r

=

l

X

s=r

c

2

(�

1

; �

2

; l; s)c

3

(s; r)

A.7 Listing des Maple V-Programms zur Berechnung des

Ricci-Skalars

Wir berechnen in diesem Anhang den Kr

�

ummungsskalar R der Robertson-

Walker Metrik mit dem Computerprogramm Maple V.

>

with (tensor):

>

coords :=[tau, chi, theta, phi]:

>

g:=array (symmetric, sparse, 1..4, 1..4):

>

g[1,1]:=exp(alpha(tau)):

>

g[2,2]:=-exp(alpha(tau)):

>

g[3,3]:=-exp(alpha(tau))*xi(chi)^2:

>

g[4,4]:=-exp(alpha(tau))*xi(chi)^2*sin(theta)^2:

>

metric:=create([-1,-1], eval(g));

metric := table([

index char = [�1; �1]

compts =

2

6

6

6

6

6

6

4

e

�(�)

0 0 0

0 �e

�(�)

0 0

0 0 �e

�(�)

�(�)

2

0

0 0 0 �e

�(�)

�(�)

2

sin(�)

2

3

7

7

7

7

7

7

5

])

>

tensorsGR(coords,metric,contra_metric,det_met , C1, C2, Rm, Rc,

R, G, C);

>

displayGR(Riemann,Rm);

The Riemann Tensor

non � zero components :

R1212 =

1

2

(

@

2

@�

2

�(�)) e

�(�)

R1313 =

1

2

(

@

2

@�

2

�(�)) e

�(�)

�(�)

2

R1414 =

1

2

(

@

2

@�

2

�(�)) e

�(�)

�(�)

2

sin(�)

2

R2323 = e

�(�)

�(�) (

@

2

@�

2

�(�))�

1

4

(

@

@�

�(�))

2

e

�(�)

�(�)

2
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R2424 = e

�(�)

�(�) sin(�)

2

(

@

2

@�

2

�(�))�

1

4

(

@

@�

�(�))

2

e

�(�)

�(�)

2

sin(�)

2

R3434 = �e

�(�)

�(�)

2

sin(�)

2

�

1

4

e

�(�)

(

@

@�

�(�))

2

�(�)

4

sin(�)

2

+e

�(�)

�(�)

2

sin(�)

2

(

@

@�

�(�))

2

character : [�1 ; �1 ; �1 ; �1 ]

>

displayGR(Ricci,Rc);

The Ricci tensor

non � zero components :

R11 =

3

2
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@

2

@�
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�(�))
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@
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@
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2
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@
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2

)

character : [�1 ; �1 ]

>

displayGR(Ricciscalar,R);

The Ricci Scalar

R =

1
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