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Abstract

In this diploma thesis we will extend the states of low energy. These states were
introduced by Olbermann in 2007 [26]. The extension is near to the maximum, so
that the mathematical methods, used by Olbermann, are still valid. We will extend
the states, from isotropic to non-isotropic states, the curves, from timelike geodesics to
abitrary timlike curves and the spacetimes. We will compute the states of low energy for
spacetimes with killing vectorfields and for spacetimes without symmetries seperately.
After we found out the state of the lowest energy, we will proof that it is a Hadamard
state.

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit werden die Zustande niedriger Energie, welche von 2007 von
Olbermann eingefithrt wurden [26], auf einen grofieren Giiltigkeitsbereich ausgeweitet.
Bei der Erweiterung werden die mathematischen Methoden, welche von Olberman be-
nutzt wurden, weitestgehend ausgeschopft. Es werden die Zustande, auf nicht-isotrope
Zustande, die Kurven, von der zeitartigen Geodéite auf beliebige zeitartige Kurven
und die Raumzeiten erweitert. Fiir Raumzeiten, welche Killingvektorfelder besitzen
und fir Raumzeiten, welche keine Symmetrien besitzen, werden die Zusténde getrennt
aufgestellt. Anschlieflend wird derren Hadamardeigenschaft bewiesen.
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1. Einleitung

Die Relativitéatstheorie, welche 1916 von Albert Einstein aufgestellt wurde, beschreibt
das Verhalten von Raum und Zeit. Sie ist im Wesentlichen eine Theorie der Gravita-
tion. Einstein stand dem zufélligen Eintreffen von Ereignissen, wie es von der Quan-
tentheorie beschrieben wird, sehr skeptisch gegeniiber und entwickelte eine Theorie, in
welcher jedes zukiinftige Ereignis (theoretisch) exakt vorhergesagt werden kann. Diese
Theorie findet im makroskopischen Bereich eine sehr gute experimentelle Bestétigung.
Im mikroskopischen Bereich ist jedoch die Quantenfeldtheorie eine experimentell her-
vorragend bestétigte Theorie. Sie besagt, dass simtliche Materie aus Quanten besteht,
deren Verhalten sich nicht eindeutig vorhersagen lasst. Fasst die gesamten, unserem
Bewusstsein zuganglichen, physikalischen Phénomene lassen sich mit einer der beiden
Theorien beschreiben und erkléren.

Eine Theorie, in welcher die Raumzeit durch die Relativitatstheorie beschrieben wird
und in welcher die Materie durch Quantenfelder beschrieben wird, erscheint in diesem
Licht extrem sinnvoll. Aus dem direkten Zusammenfiihren dieser beiden unterschiedli-
chen Theorien, entsteht die Quantenfeldtheorie in gekiimmter Raumzeit. Sie beschreibt
das Verhalten von Quantenfeldern, welche durch ein Gravitationsfeld propagieren. Die
beobachtbaren Ereignisse in der Theorie konnen nur, wie in der Quantentheorie, mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit vorhergesagt werden. Die Wahrscheinlichtkeit,
mit welcher ein stattgefundenes Ereignis ein anderes Ereignis in der Zukunft beein-
flussen kann, hingt stark von den geometrischen Eigenschaften der Raumzeit ab. Die
Information, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Ereignis beobachtet wird, ist in den
Zustanden enthalten.

In der Kosmologie wird die Raumzeit des Universums oft durch die Robertson-Walker
Raumzeiten beschrieben. Sie sind exakte Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen.
Die sich im Universum befindende Materie wird dabei als absolut gleichméf8ig ver-
teilt angenommen. Diese Raumzeiten eignen sich zur Modellierung der Geschichte des
Universums, zu welchen Zeiten es wie stark expandiert oder sich zusammenazieht. Die
Untersuchung von Quantenfeldern léasst sich auf einer solchen Raumzeit, aufgrund der
hohen Symmetrie, gut durchfithren. Werden fiir die Zusténde, die ein skalares Quanten-
feld annehmen kann, die Symmetrieeigenschaften dieser Raumzeit gefordert, so lassen
sich diese in expliziter Form angeben [25]. Mit der Kenntnis dieser Zustdnde lassen
sich dann weitere Eigenschaften, wie der Energie-Impuls Tensor des Quantenfeldes be-
rechnen. Im Allgemeinen ist iiber den Energie-Impuls Tensor von Quantenfeldern in
gekrimmter Raumzeit noch nicht viel bekannt. Es gibt jedoch plausible Methoden,
wie er aus einem gegebenen Zustand berechnet werden kann. Gesichert ist, dass fir
einen, nach dieser Methode berechneten, Energie-Impuls Tensor die Energiemenge,
welche auf einer zeitartigen Kurve, mit einer Gewichtung detektiert wird, nach un-



ten beschréinkt ist. Auf Robertson-Walker Raumzeiten wurde bereits, innerhalb der
in [25] konstruierten Klasse von Zusténden, der Zustand bestimmt, bei welchem die
verschmierte Energiedichte minimal ist, wenn sie entlang einer Geoddten gemessen
wird [26]. Die Zusténde bilden fiir die gegebene Situation eine Art Grundzustand und
konnten als Ersatz fiir den fehlenden Vakuumzustand dienen.

Auf extrem grofie Distanzen mogen die Robertson-Walker Raumzeiten eine annehm-
bare Aproximation sein, auf kleineren Langenskalen ergeben sich jedoch erhebliche
Abweichungen. So liefert z.B. der Virgo-Galaxienhaufen eine relativ grofe Ansamm-
lung an Energie und Materie, wiahrend iiber weite Strecken im Universum nur wenige
Atome pro Qubikmeter anzutreffen sind. Auch gibt es viele andere physikalische Si-
tuationen, welche besser durch eine andere Symmetrie, als die der Robertson-Walker
Raumzeiten, beschrieben werden koénnen. Es ist also sinnvoll das vorhandene Wissen,
iiber die Zustinde niedriger Energie, auf Raumzeiten auszuweiten, welche keine oder
andere Symmetrien besitzen. Mit der Erweiterung der Raumzeiten ist es auch sinnvoll
die entsprechenden Symmetrieeigenschaften der Zustdnde aufzuheben.

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist daher die Konstruktion von Zustanden niedriger Ener-
gie auf einer moglichst grofien Klasse von Raumzeiten und Zustédnden. Auch soll die
Einschrankung auf die Geodéate aufgehoben und auf beliebige zeitartige Kurven er-
weitert werden. Dazu wird als erstes eine Menge von Zustianden auf einer moglichst
goflen Menge von Raumzeiten konstruiert. Dabei wird die Methode aus [25] verwendet,
welche flir kompakte Cauchyflichen maximal erweitert wird. Die Einschrankung auf
kompakte Cauchyflachen geschieht deshalb, weil fiir diese viel liber die Eigenwerte und
Eigenfunktionen des zugehorigen Laplace-Beltrami Operators bekannt ist. Ein promi-
nentes Beispiel einer Raumzeit, fiir welche ein Zustand niedriger Energie konstruiert
werden kann, ist Einsteins statisches Universum von 1917. Weiterhin befinden sich
Bianchi-Raumzeiten unter den Raumzeiten, welche von den mathematischen Metho-
den zugelassen werden. Insgesamt haben die zugelassenen Raumzeiten jedoch noch eine
gewisse Ahnlichkeit mit der Struktur der Robertson-Walker Raumzeiten. Als néchs-
tes wird der Energie-Impuls Tensor fiir die konstruierten Zusténde ausgerechnet und
bestimmt, welche verschmierte Energiemenge auf einer beliebigen, zeitartigen Kurve
gemessen wird. Verschmiert wird dabei mit einer Testfunktion. Der Zustand zur nied-
rigsten Energie wird dadurch gefunden, dass die gesamte Menge der Zusténde geeignet
parametrisiert wird und dann nach dem Minimum der verschmierten Energie, analog
zu [26], gesucht wird. Der Zustand zur niedrigsten Energie wird fiir homogene Raum-
zeiten und fiir Raumzeiten, welche keine Symmetrien besitzen, getrennt angefertigt.
Dieses geschieht, weil der Energie-Impuls Tensor im ersteren Fall von den rdumlichen
Koordinaten unabhingig sein muss. Nachdem die Zustdnde bestimmt wurden, wird
die Hadamardeigenschaft dieser Zustdnde bewiesen. Dieses geschieht entsprechend in
zwei getrennten Beweisen.



2. Allgemeine Relativitatstheorie

2.1. Die mathematische Struktur der Raumzeit

Die allgemeine Relativitédtstheorie beschreibt wie sich Licht und materielle Kérper, in
einem Gravitationsfeld, durch Raum und Zeit bewegen. Jede Form von Energie ist
dquivalent zu Masse und nimmt Einfluss auf die geometrische Struktur der Raumzeit,
welche den Massen vorgiebt, wie sie sich zu bewegen haben.

Raum und Zeit werden zur Raumzeit zusammengefasst, welche durch eine zusam-
menhéngende, vierdimensionale, zeitorientierte, differenzierbare Mannigfaltigkeit (M, A)
modelliert wird. M ist hierbei ein parakompakter Hausdorffraum und A ein Atlas, also
eine Familie von Karten A = {(Uy, ®))|\ € A}, A # 0.V\ € A ist @y : Uy — R* bijek-
tiv und ordnet den Punkten der Raumzeit ihre Koordinaten zu. Diese Zuordnung ist in
hohem Mafle willkiirlich. Tatséchlig ist die Mannigfaltigkeit durch eine Aquivalenzklas—
se von Atlanten definiert, was eine mathematische Formulierung, der physikalischen
Forderung, der allgemeinen Kovarianz ist. Die Geometrie der Raumzeit ist durch die
Metrik gegeben, welche durch die Einsteinschen Feldgleichungen

1
Rab + §Rgab + Agab = HTab (21)

mit dem Energie-Impuls-Tensor verkniipft ist. Die Metrik g besitzt die Signatur (+
- - -). Viele wichtige GréBen werden mit Hilfe von Tensorfeldern beschrieben, welche
als Schnitte in Vektorbilindeln aufgefasst werden konnen. Daher ist es hilfreich Vek-
torbiidel Ty M = (U, {p} ¥ &, T, M zu konstruieren, bei denen die Basis die Menge
aller Raumzeitpunkte M und die Fasern r-fach kontravariante und s-fach kovariante
Tensorprodukte des Tangentialraumes 7, M sind. Tensorfelder sind € *°-Abbildungen
t: M — TrM mit [[ot = 1, wobei [] die Surjektion von T7 M nach M ist. Die
Menge der r,s-Tensorfelder sei mit I'"M bezeichnet. Wir werden T'JM spéter mit
& (M) bezeichnen. Von grofiem praktischem Nutzen ist auch die lokale Basisdarstel-

bildungen zwischen den Tensorfeldern. Die Tangentialrdume sind an jedem Punkt iso-
morph zum Minkowskiraum. Mit dem metrischen Tensorfeld g € T'9M lassen sich
ihre Elemente in zeitartige (gpu®u® > 0), lichtartige (gapu®u® = 0) und Raumarti-
ge (gapu®u® < 0) Vektoren aufteilen. Dadurch kann mit Hilfe eines zeitartigen, zu-
kunftsgerichteten Vektorfeldes Z € T{ M eine Kegelschar J* := {J;r lpe M }, wobei
Jf = {u e T,M|g(u, Z,) > 0, g(u,u) > 0}, ausgezeichnet werden. Analoges gilt fiir
die Vergangenheitslichtkegel. Mit der kovarianten Ableitung V lisst sich die Ande-
rung eines Tensorfeldes ¢ in eine bestimmte Richtung X ausrechnen. Es gilt V :



M x T"M — T"M,(X,t) — Vxt ist linear in X und ¢, sowie die Produktregel
Vx(ft) = (Vxf)t+f(Vxt), f € TYM. Eine Geodiite ist eine Kurve v : I — M, I C R,
deren Tangentialvektoren 4 an jedem Punkt v(7) € M, 7 € I, durch Paralleltransport,
V5% = 0, aus einem beliebigen Punkt der Kurve hervorgehen. Eine kausale Kurve ist
eine Kurve deren Tangentialvektoren alle in JT liegen. Ein Beobachter ist ein, mit No-
tizblock und Mefinstrumenten ausgestatteter Physiker, welcher sich auf einer kausalen,
zeitartigen Kurve bewegt. Die kausale Zukunft ¢ (U) von U C M ist die Menge aller
q € M, die durch eine kausale zukunftsgerichtete Kurve mit einem Punkt p € U ver-
bunden werden konnen. Die chronologische Zukunft % (U) von U C M ist die Menge
aller Punkte ¢ € M, welche durch eine zeitartige, zukunftsgerichtete Kurve mit Punk-
ten p € U verbunden werden konnen. Analoges gilt fiir die Vergangenheiten #~(U)
und £~ (U). Ein Punkt ¢ € M heiit Zukunftsendpunkt einer kausalen zukunftsge-
richteten Kurve ~, wenn fiir jede Umgebung U von ¢ ein ¢y existiert, sodass v(t) € U
fiir ¢ > t¢ gilt. Eine Kurve, welche keinen Zukunftsendpunkt besitzt, heifit nicht in die
Zukunft erweiterbar. Analoges gilt fiir die Vergangenheit. Eine kausale Kurve, die kei-
nen Zukunfts- und Vergangenheitsendpunkt besitzt, heifit nicht erweiterbare kausale
Kurve.

2.1.1. Global hyperbolische Raumzeiten

Eine Cauchyfliche > C M ist eine raumartige Hyperfliche, die von jeder nicht er-
weiterbaren kausalen Kurve genau einmal geschnitten wird. Eine Raumzeit (M, g), die
eine Cauchyfliache besitzt, heifit global hyperbolisch.

Satz 2.1.1 ([2],[31]) Wenn (M, g) global hyperbolisch ist, mit Cauchyflache Y, dann
ist M diffeomorph zu R x Y. Weiterhin kann M durch eine einparametrige Familie
von glatten Cauchyflichen ), aufgeblittert werden.

Beispiele fiir global hyperbolische Raumzeiten sind Robertson-Walker Raumzeiten.
Sie geniigen dem kosmologischen Prinzip [12]. Das kosmologische Prinzip besagt, dass
unser Universum homogen und isotrop ist. Auf riesigen Langenskalen ist dieses, fiir
den sichtbaren Bereich des Universums, eine annehmbare Approximation. Robertson-
Walker Raumzeiten sind Raumzeitmodelle mit maximal symmetrischen, dreidimensio-
nalen Untermannigfaltigkeiten, welche Cauchyflichen und riemannsche Mannigfaltig-
keiten sind. Sie sind Schnitte zu bestimmten Zeitpunkten und haben rdumlich kon-
stante Kriimmung. Das Linienelement der Robertson-Walker-Raumzeit ist

dr?

2 2 2

+r2do* + r2sin2(9)d¢2> (2.2)
Der Skalenparameter a(t) lasst sich so wihlen, dass der Kriimmungsskalar k die Werte
{1,0,—1} annehmen kann. k = 1 entspricht einem unbegrenzten, endlichen Univer-
sum, dessen Cauchyflachen sphérisch (positiv) gekriimmt sind. & = 0 entspricht einem
unendlichen, flachen Universum, also ohne rdumliche Krimmung und k¥ = —1 ent-
spricht einem raumlich unbegrenzten Universum, dessen Cauchyflichen hyperbolisch



(negativ) gekriimmt sind. Schreibt man die Metrik als
ds® = dt* — a(t)thjdxidxj, (2.3)
so ist die, auf den Cauhyflachen ZJr, 207 Zfl induzierte Metrik, durch

sfj = a(t)2hfj (2.4)

gegeben.

2.2. Das Cauchyproblem
Das Cauchyproblem fiir die Klein-Gordon-Gleichung
(Og +m*)¢p =0, (2.5)

mit O, = ¢?V,Vy, ist auf einer global hyperbolischen Raumzeit eindeutig 15sbar.
Wir bezeichnen den Raum aller glatten Losungen ¢ der Klein-Gordon-Gleichung mit
L C €>°(M). Den Raum aller Testfunktionen mit kompaktem Tréger bezeichnen wir
mit (M) = €5°(M). Jede Losung ¢ € £ der Klein-Gordon-Gleichung kann iiber
einen Operator

E:9(M)— %, f—Ef=¢ (2.6)

erzeugt werden. Falls Ef = 0 ist, gilt f = (0, + m?)g,g € 2(M). Der Operator E
ist die Differenz, E = ET — E~, zwischen avancierter Fundamentallosung E+ und
retadierter Fundamentallésung E~, welche Operatoren von 2(M) nach € (M) sind
[13]. Fir E,ET,E~ und f € 2(M) gelten die Eigenschaften [24]

EX@O, +m?)f=f= (0, +m*)Exf (2.7)
supp(E* f) C 7 (supp(f)) (2.8)

supp(E™ f) C # ™ (supp(f)) (2.9)
E@,+m?)f=0= (0, +m?)Ef (2.10)
supp(Ef) C (7 (supp(f) U 7~ (supp(f)) - (2.11)

Der Integralkern E(x,y) ist eine antisymmetrische Distribution auf (M) ® 2(M) =
D(MxM). Jedes ¢ € £ kann eindeutig auf seine Anfangsdaten auf einer Cauchyflache
abgebildet werden.

Satz 2.1.2 ([32]): Sei (M,g) eine global hyperbolische Raumzeit mit glatter, raum-
artiger Cauchyfliche Y . Dann gibt es zu jedem Paar ¢g,¢9 € D(>.) eine eindeutige
Lisung ¢ € £ won (1.5), die auf ganz M definiert ist. Dabei ist ¢o = ¢|s~ und

$o = nVd|s>, mit der Einheitsflichennormale n® auf ). Weiterhin variiert ¢ kon-
tinuierlich mit seinen Anfangsdaten.
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Es lassen sich zwei Operatoren pg, p1 definieren, mit denen die glatten Losungen auf
ihre Cauchydaten abgebildet werden konnen:

po: L — D(D R), ¢ po(d) = ¢y == o (2.12)
pL: L — _@(Z,R),d) = p1(¢) = n"Vao|s = bo (2.13)
Der Trager von ¢ liegt in der kausalen Zukunft und kausalen Vergangenheit der Trager

von ¢ und ¢o [24]:

supp(¢) C (U I+ (supp(¢o)) U (U 4 jE(SUPP((J%))) (2.14)
+ +

Der Raum der Cauchydaten wird mit L bezeichnet.

2.3. Phasenraume

Unter einem klassischen Phasenraum versteht man einen symplektischen Vektorraum
(¥, 0). Ein symplektischer Vektorraum ist ein Vektorraum ¥, auf welchem eine sym-
plektische Form o definiert ist. Eine symplektische Form ist eine schiefsymmetrische
Bilienearform, welche nichtentartet ist. Schiefsymmetrisch bedeutet

oy(f,9)=—ov(9,f), f.g€V (2.15)

und nichtentartet bedeutet
oy(f,g)=0 Vfe¥ =g=0. (2.16)

Der Raum der glatten Losungen . und der Raum der Cauchydaten L kdénnen zu
Phasenraumen ausgebaut werden. Die symplektische Form ¢ ist durch

02 (61,d2) = /Z B/ T (61Vabs — $oVadr), b1 b € L (2.17)

gegeben. Fiir die Integration ist es dabei egal, welche Cauchyflache > gewahlt wird.
Auf dem Raum der Cauchydaten L werden je zwei Elemente ¢g und ¢o zu einem
Element F = (¢, ¢pg) € L zusammengefasst. Die symplektische Form auf L ist durch

or(F1, Fy) := /E a2/ || (¢01¢02 — Poador) (2.18)

gegeben, wobei F; = (¢oi, ¢o;) € L ist. Die beiden Phasenriume (.2, o) und (L,or)
sind zueinander isomorph.
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3. Quantenfeldtheorie in gekrummter
Raumzeit

In der Quantenfeldtheorie in gekriimmter Raumzeit wird das Verhalten von Quan-
tenfeldern untersucht, welche in einem Gravitationsfeld propagieren, dass durch die
allgemeine Relativitatstheorie beschrieben wird.

3.1. Die Algebra der Observablen

Wegen der fehlenden Translationsinvarianz in gekriimmter Raumzeit, 14sst sich der
Weg, wie auf dem flachen Minkowskiraum, iiber die unitdren Darstellungen der Poincare-
Gruppe zur Konstruktion der Hilbertrdume, in denen sich die Zusténde befinden, nicht
nutzen. Es ist daher geeigneter den algebraischen Formalismus der Quantenfeldtheo-
rie zu benutzen [14], [17]. Hier sind die Zusténde keine Hilbertraumvektoren, sondern
positive, stetige, lineare Funktionale auf der Algebra der Observablen. An die Funk-
tionale werden Bedingungen gestellt, welche die Menge aller zur Verfiigung stehenden
Funktionale einschrankt. Auf global hyperbolischen Raumzeiten gibt es ein allgemei-
nes Verfahren, um die Algebra der Observalen zu konstruieren. Zunéichst werden wir
einige grundlegende Begriffe iiber Algebren einfiihren.

Eine Algebra & ist ein Vektorraum, in welchem noch eine weitere Abbildung &7 x &/ —
o (Multiplikation) mit den Eigenschaften (a; 4+a2)b = a1b+aqb, a(by +b2) = aby +abs,
a(bc) = (ab)e, (aa)b = a(ab) = aab, a,a;,b,b; € o o0 € C definiert ist. Eine *-Algebra
ist eine Algebra, in der eine Abbildung * : & — & mit den Eigenschaften(ab)* = b*a*,
(a+b)* =a* 4+ b*, (aa)* = a*a*, a™ = a definiert ist. ¢* nennt man das zu a adjun-
gierte Element. Eine C*-Algebra ist eine *-Algebra und auch ein Banachraum, wobei
die Norm die Bedingungen [lab|| < [|a[| [[b]l, [[a*|| = [|al], [laa*|| = [|al| ||| und [le]| = 1
erfillt. Mit e ist das Einselement gemeint.

Die Lésung ¢ von (1.5) wird in der Quantenfeldtheorie als operatorwertige Distribution
interpretiert, welche einer Testfunktion einen Operator auf einem Hilbertraum zuord-
net. Dieser Hilbertraum ist aber auf gekriimmten Raumzeiten nicht eindeutig fest-
gelegt, so dass eine hohe Zahl an verschiedenen Hilbertraumen gleichberechtigt sind.
Daher wird die Zielmenge der operatorwertigen Distributionen zunéchst noch eine ab-
strakte Algebra sein, fiir die spéter eine geeignete Darstellung, die GNS-Darstellung,
gefunden wird. Uns interessieren insbesondere drei C*-Algebren, welche mit den drei
Phasenrdumen assoziiert werden. Diese sind die Feldalgebra &7 und zwei Weylalgebren
W und #7. Die Feldalgebra o7, welche mit dem Raum der Testfunktionen assoziiert
wird, wird von den Elementen ¢(f), f € Z(M) erzeugt, wobei man noch durch das

12



Ideal, welches von den Feldgleichungen und den Vertauschungsrelationen erzeugt wird,
dividiert [13]. Die Elemente erfiillen die Bedingungen [24]

1. ¢(f) ist linear
2. ¢ erfiillt (1.5) im Sinne von Distributionen: ¢((0, + m?)f)) =0

3. [o(f), o(9)] = iE(f, 9)
4. o(f) = ().

Die Weylalgebra #. wird mit dem Raum der glatten Losungen assoziiert und ist die,
unter der C*-Norm vervollstiandigte Menge, welche durch die Elemente W(¢),6 € £
erzeugt wird. Die Elemente W (¢) € # geniigen den folgenden Bedingungen:

1L W()=1
2. W(g)* =W(-9)
3. W(p1)W (o) = e 572 @100 (¢ + o).

Die Elemente W(F) der Weylalgebra #7,, welche mit dem Raum der Cauchydaten
assoziiert wird, geniigen den selben Bedingungen wie oben, blofl dass 0 durch oy, zu
ersetzen ist. Diese beiden Algebren sind, wie die zugehdrigen Phasenrdume, isomorph.
Uber die Exponentialabbildung lisst sich auch ein Zusammenhang zur Feldalgebra
herstellen.

3.2. Zustande

Ein Zustand w ist ein lineares Funktional auf der Algebra der Observablen:

w:o — C. (3.1)
Es soll die Normierung
wle) =1 (32)
und die Positivitdatsbedingung
w(A*A) >0 (3.3)

gelten. Ein Zustand ist eindeutig bestimmt, wenn alle seine n-Punktfunktionen

w(@(f1).--0(f2)) = wn(f1, s fn) (3.4)

bekannt sind. Die n-Punktfunktionen sind wohldefinierte Distributionen in n Argu-
menten aus M und sind in jedem Argument Losungen der Klein-Gordon-Gleichung.
Sie erfiillen wegen der kanonischen Vertauschungsrelationen die Bedingung [13]

Wit 2 (1 ooy Ty T 1y ooy Trg2) — W2 (T1y ooy Tig 15 Ty o) (3.5)

= ZE(CE“ $i+1)wn($1, ey Li—1, Lj4-2, ...,.Tn+2). 3.6
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3.2.1. Die 2-Punktdistribution

Eine der wichtigsten Charakterisierungen der Zustdnde geschieht durch die 2-Punkt-
distribution. Aus ihr ldsst sich auch der Energie-Impuls Tensor eines Zustandes be-
stimmen. Sie ist durch

(1) B(g)) = / diad'swn(z, ') f(@)g(z') (3.7)

gegeben. ws(x, 2') ist eine Bilosung der Klein-Gordon-Gleichung (im Sinne von Distri-
butionen) und muss die Positivitatsbedingung erfiillen:

/d4xd4x’w2(x,x’)f(x)f(x') >0, feg(M) (3.8)

Der antisymmetrische Anteil einer jeden 2-Punktdistribution muss mit der Kommuta-
torfunktion iibereinstimmen.

wa(z,2") — wo(a',2) = %E(m,w’) (3.9)

Der symmetrische Anteil wird im weiteren Verlauf mit p bezeichnet, wodurch sich die
Zweipunktfunktion in

walf,9) = plf.9) + 5B(f.9) (310)

zerlegen lésst. Der symmetrische Anteil ldsst sich in einen singulédren und einen glatten
Anteil zerlegen. Der singulére, symmetrische Anteil muss gemeinsam mit der Kom-
mutatorfunktion die mikrolokale Spektrumsbedingung erfiillen, welche weiter unten
erklart wird. Eine 2-Punktdistribution, welche die mikrolokale Spektrumsbedingung
erfiillt, liefert einen Hadamardzustand. Der glatte Anteil ist nicht eindeutig bestimmt
und zwei Hadamardzustande konnen sich in ihren 2-Punktdistributionen nur um einen
glatten Anteil unterscheiden. Jede 2-Punktdistribution, welche zu einem Hadamard-
zustand gehort, ldsst sich in der allgemeinen Form

Al/2 o ol
H=— ( Zvjlz(]ﬂ 12 +Zw112j+1)> (3.11)

schreiben. Die Distributionen A'/2, 04, Vj, o9 und w; hangen dabei von den Variablen
(z,2") € M x M ab. Die Reihen v und w konvergieren im Allgemeinen nicht. o ist das
Quadrat des geodatischen Abstandes und fiir eine Funktion der Art F(o4) gilt

F(oy) = hm+ F(o.), oc(z,2) =0o(x,2')+ 2ie(t(z) — t(z')) + €. (3.12)
e—0

Die Funktion ¢ ist eine Zeitfunktion, was bedeutet, dass V¢ ein normiertes, zukunfts-
gerichtetes, zeitartiges Vektorfeld ist. A'/2 v; und w; sind glatte Funktionen und es
gilt AY?(z,z) =1 und

O o] . @1
—o(x, . :
oyb Y

1 - - 2
AV (a,y) = la(@) " g(y) T \det 5
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Die hier auftretende Determinante ist unter dem Namen van Vleck Morette Deter-
minante bekannt. Die Funktion v ist fiir alle Hadamardzustinde die selbe und die
vz, y) = Yom_om(x,y)o(z,y)™, v = lim, o sind durch die Hadamardschen Re-
kursionsformeln gegeben, welche z.B. in [11] zu finden sind. Die 2-Punktdistributionen
konnen sich also nur in

w(x,y) =Y w;i(x,y)o(z,y)’ (3.14)
7=0

unterscheiden. Wird wg vorgegeben, so ist die gesamte Reihe eindeutig festgelegt. Somit
lasst sich ein Zustand eindeutig identifizieren, wenn sein wqy bekannt ist. Die Funktion
wo muss daher so gewéhlt sein, dass ws eine Bilosung der Klein-Gordon-Gleichung ist,
welche die Positivitdtsbedingung erfiillt. Die explizite Angabe solcher Funktionen ist,
bis jetzt, im Allgemeinen nicht moglich.

3.2.2. Hadamardzustande

Wie oben bereits gesehen wurde, muss die Zweipunktdistribution eines Hadamardzu-
standes eine bestimmte Singularitdtsstruktur besitzen. Radzikowski hat gezeigt, dass
die Hadamardeigenschaft dquivalent und auf sehr schone Weise, in der Sprache der
mikrolokalen Analysis formuliert werden kann. Kay und Wald geben in [23] eine ge-
naue Definition eines Hadamardzustandes tiber die Singularitatsstruktur an, wobei sie
darauf Riicksicht nehmen, dass das Quadrat des geodétischen Abstandes, o, nur auf
normal konvexen Mengen sinnvoll definiert werden kann. Hier soll die Definition aus
[5] kurz wiedergegeben werden:

Lemma 2.1.1 Zu jeder Cauchyflache > einer global hyperbolischen Raumzeit (M, g)
existiert eine Umgebung .4 von Y, sodass fir zwei Punkte x1,20 € A mit a1 €
7 T (x2) eine normal konvexe Umgebung von _# ~(z1) N _#*(x2) existiert. .4 heifit
kausal normale Umgebung von Y .

Lemma 2.1.2 Sei ¥ C A4 x A4 die Menge der kausal verbundenen Punkte z, 2’ € M,
sodass fir _#ZT(z)N 7~ (2') und #(x1) N _Z T (x2) normal konvexe Umgebungen
existieren. Es gibt eine Umgebung O von ¥, auf der ¢ wohldefiniert ist. Sei W die
Menge der kausal verbundenen Punkte in M, in 4" x 4 existiert jetzt eine offene
Umgebung O’ von W N A x A, sodass O' CONAN x N,

Mit einer €>° (A4 x A4")-Funktion y, fiir die x(z,2') =1, (z,2’) € O" und x(z,2') = 0,
(xz,2") ¢ O gilt, lasst sich nun die Definition fiir einen Hadamardzustand angeben:
Definition 2.1.3 Ein Zustand w heiit Hadamardzustand, falls seine Zweipunktdis-

tribution we existiert, und falls fiir jedes n € N eine €™ (A4 x A")-Funktion w"(z,z")
existiert, sodass fiir f1, fo € Z2(A) gilt:

wa(fr, f2) = lim /JV x A dwd'a' A" (2,0) [i(2) () V=gV =g, (315)

mit
AT (g 2"y = (2, 2" )HE ™ (2, 2") + w™ (2, 2), (3.16)
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HI'™ ist wie in (2.11) gegeben, nur dass v durch v™ zu ersetzen und w nicht enthalten
ist.

Die Hadamardbedingung ist nach Radzikowski dquivalent zur mikrolokalen Spektrums-
bedingung [28]. Mit den Begriffen iiber Wellenfrontmengen aus dem Anhang sei hier
das Ergebnis angegeben:

Theorem 2.2.1 [28] Sei (M, g) eine vierdimensionale global hyperbolische Raumzeit,
W die Weylalgebra tber M und we € 2'(M x M) die Zweipunktdistribution eines
Zustandes auf # . Dann sind dquivalent:

o wy erfullt die Hadamardbedingung und ist Lésung der Klein-Gordon-Gleichung

o WE(ws2) = {((w1,k1), (22,k2)) € T*M \ O x T*M \ 0} |
(1, k1) = (T2, —k2), k1 >0

Die Notation (x1, k1) ~ (22, —k2) bedeutet, dass x; und x5 durch eine Nullgeodéte
verbunden sind, wobei k; tangential zur Geodéte bei 1 ist und —ks ist das negative
vom Paralleltransport von ki, entlings der Geodate, bei zo. k1 > 0 bedeutet, dass k;
im Vorwértslichtkegel von T; M liegt.

Mit Sobolev-Wellenfrontmengen lassen sich die Zweipunktdistributionen genauer un-
tersuchen [11]. Ist wy ein Hadamardzustand, dann gilt
WF5(wp) =CT s> -1/2, (3.17)
WFE(wy) =0 s<—1/2. (3.18)
Wird die 2-Punktdistribution wie in (2.11) dargestellt, so gilt fiir die einzelnen Be-
standteile

1

1
Fsl—)=Ct" s> 1
W (U+) C s> =3, (3.19)
1 1
WF<> =0 s<-—=, (3.20)
(oS 2
_ 1
WF*(o’In(o4)) CCT™ s> 3+t (3.21)
, 1
WF*(o?In(oy)) CO s< = +7. (3.22)

2

3.2.3. Quasifreie Zustande

Eine wichtige Klasse von Zusténden bilden die quasifreien Zusténde. Sie sind vollstandig
durch ihre 2-Punktfunktionen bestimmt. Bei einem quasifreien Zustand verschwinden
alle ungeraden n-Punktfunktionen und die geraden sind durch

wai(¢(f1)-0(f2)) = > [[wolfoti) Foiie) (3.23)

o =1
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gegeben, wobei die Summe iiber alle Permutationen o geht. Ein quasifreier Zustand
auf #¢ ist als das Funktional

wy: We —C (3.24)
wu(W(9)) =e 319 ez (3.25)

definiert.

3.3. Die Darstellung der Algebra durch Zustande

Ein Zustand liefert durch w(e/) = (Qn(27)Q?) eine Darstellung der Algebra durch
Operatoren in einem Hilbertraum. Die Abbildung m ordnet also jedem Quantenfeld,
welches zunédchst noch ein abstraktes Element einer C*-Algebra ist, einen Hilbertraum-
Operator m(A) € B(H°) zu. Gelfand, Neumark und Segal konstruierten die nach ihnen
benannte GNS-Darstellung:

Satz 2.3.1([32]) Sei w ein Zustand auf einer C*-Algebra <. Dann existiert ein Hil-
bertraum 2, eine Darstellung w : of — B(H) und ein Vektor Q € H, sodass

w(A) = (Q)r(A)Q) (3.26)

und A = 7(/)Q. Diese Darstellung ist bis auf unitire Aquivalenz eindeutig. (A, m, Q)
heifst GNS-Tripel zu w

Verschiedene Zustdnde miissen dabei nicht unitdr dquivalent sein. Eine ausfiihrliche
Darlegung des Themas ist in [3] zu finden. Wir verwenden als Darstellungsraum der
Algebra den symmetrischen Fockraum % ()% {iber einem Raum ¢, welcher als
Einteilchen-Hilbertraum bezeichnet wird. Fiir die Darstellung der Algebra muss je-
doch eine konkrete Bilinearform p gewihlt werden, allerdings gibt es auf gekriimmten
Raumzeiten, welche kein zeitartiges Killingvektorfeld besitzen, keine bevorzugte Wahl
von p. Da p aber zur Teilchendefinition benuzt wird, lasst sich keine eindeutige Teil-
cheninterpretation aufstellen. Wird ein p gewéhlt, so lasst sich mit dem folgenden
Theorem auch der Hilbertraum ¢ genauer spezifizieren.

Theorem 2.3.2([5]) Sei ¥ ein reeller Vektorraum, auf dem eine symplektische Form
oy und eine positive symmetrische Bilinearform u, welche die Positivitatsbedingung

erfillen, definiert sind. Dann kann man immer einen komplexen Hilbertraum € mit
einer Abbildung K : ¥V — J finden, sodass

1. K¥ + iKY ist dicht in 7
2. pu(p1,d2) = R(KP1|Kp2) 5 , V1,02, €V
=2

3. O'“V(QSMQSQ) R} <K¢1|K¢2>ﬂ 5V¢17¢2a € 7/

Der Realteil des Skalarproduktes auf 7 ist also durch p und der Imaginérteil durch
oy gegeben:

(Ko1K 2) 5 = p(d1, d2) + %UV(¢17 $2). (3.27)
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Weiterhin gibt es zu jedem Trippel (¥, 1, 0y ) ein Paar (7, K), welches bis auf unitéire
Aquivalenz eindeutig bestimmt ist. Es gibt immer ein p welches die Positivitdtsbedin-
gung erfiillt.

Der Fockraum .Z(#)% wird jetzt wie auf der flachen Raumzeit konstruiert. Man
bildet die orthogonale Summe von allen n-fach symmetrischen Tensorprodukten des
Einteilchen-Hilbertraumes

F(A) =P A, (3.28)
n=0
mit 1
H, = S, O = ~ > U(m)n ", (3.29)

wobei die Summe iiber alle Elemente aus der Permutationsgruppe geht und U(7),
ihre unitére Darstellung auf dem Hilbertraum ist. Die Elemente des Fockraumes sind
Folgen

de F(H)T, &= (Dg,®1,Ps,...) (3.30)

und das Skalarprodukt auf .7 ()" lautet

o0

(D|T) = (B, T). (3.31)

n=0

Die Elemente ¢( f) der Feldalgeba o/ werden auf eine Linearkombination von Erzeuger-
,a*(f), und Vernichteroperatoren, a(f), abgebildet:

7 — B(F(H)T) (3.32)
o(f) = m(o(f)) = ¢(f) (3.33)
o(f) = a(f) +a*(f) (3.34)

Fiir die Erzeuger- und Vernichteroperatoren auf dem Fockraum gilt [13]:

*

(@(1)8), (21,-v20) = Vi F T [ dadyon( ) (@ nia (o1, ) (335)

(@™ (f)®), (z1,....;zn) = % ’; f(@r)Pn—1(@1, s Thm1, Thp 15 o0y Tn) (3.36)
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4. Energie von skalaren
Quantenfeldern in gekrimmter
Raumzeit

In den Einsteinschen Feldgleichungen ist der Energie-Impuls Tensor der klassischen
Materie die Quelle des Gravitationsfeldes. In der Quantenfeldtheorie besteht jedoch
jegliche Art von Materie aus Quantenfeldern. Es ist also sinnvoll in der Quantenfeld-
theorie in gekriimmter Raumzeit, die klassische Quelle des Gravitationsfeldes durch ei-
ne Quelle aus Quantenfeldern zu ersetzen. Dieses geschieht durch den Erwartungswert
des Energie-Impuls Tensors, wodurch die semiklassischen Einsteingleichungen entste-
hen:

Gap = 87T<Tab>. (4.1)

4.1. Der Energie-lmpuls-Tensor

Die Methoden der Feldtheorie im Minkowskiraum, wo der klassische Energie-Impuls
Tensor iiber das Noethersche Theorem und raumzeitlichen Translationen der Lagrange-
Dichte gewonnen wird, sind in gekriimmter Raumzeit nicht anwendbar. In der klas-
sischen Feldtheorie in gekriimmter Raumzeit lasst sich Energie-Impuls-Tensor durch
die Variation der Wirkung nach der Metrik gewinnen. Die Lagrangedichte, welche die
Klein-Gordon-Gleichung (1.5) liefert, wenn sie nach dem Feld variiert wird, ist

& = % (9°°Vop Vi — m?¢?) . (4.2)

Der Energie-Impuls Tensor ist nun durch die Variation der Wirkung S = [ d*z\/=¢.%

nach der Metrik gegeben.
1 08

Top = — 4.3
“® V=g 8gab ( )

Bei dem entstehenden Ausdruck treten allerdings Produkte von Feldern auf
Tap = VadVed — 1/29a5(VhV et + m>¢), (4.4)

was bei der Quantisierung ein Problem ist, weil Produkte von Distributionen an den
selben Raumzeitpunkten nicht wohldefiniert sind. Dieses Problem wird durch die Point-
Splitting-Methode behoben, welches eine Regularisierung ist [32]. Hierbei betrachtet
man die Produkte der Distributionen an unterschiedlichen Raumzeitpunkten und be-
trachtet den entstehenden Ausdruck als Bidistribution, etwa nach der Art (¢(z)¢(z'))
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anstatt <[¢($)]2> Durch diese Point-Splitting-Prozedur ist eine wohldefinierte Distri-

bution auf 2(M x M) entstanden. Nun muss der entstandene Ausdruck noch renor-
miert werden. In flacher Raumzeit geschieht dieses durch die Subtraktion des Vakuu-
merwartungswertes.

(Tav(z,9)) — (Qntink [Tab(2, y)| Qasink) (4.5)

Dieses ist dquivalent zur Normalordnung. Der Ausdruck (3.5) besitzt einen endlichen
Limes. In gekriimmter Raumzeit gibt es jedoch keinen Vakuumzustand und es ist
zundchst nicht klar, was man statt dessen subtrahieren soll. Eine Renormierung lasst
sich jedoch trotzdem durchfithren, indem von der Zweipunktdistribution eine andere
Bidistribution subtrahiert wird. Man kénnte den Energie-Impuls Tensor so durch

<Tab(a:)>w = lim <VanFw(x,x') - %gab (V.Y + m?) F(x,z’)w> (4.6)

/' —x

F,(z,2') = we(w,2") — H(z,2") (4.7)

definieren. Die gestrichenen, vektoriellen Groflen sind Elemente aus dem Tangenti-
alraum am Punkt 2/, die ungestrichenen entsprechend aus dem Tangentialraum am
Punkt z. Bei der Limesbildung sind die gestrichenen Groflen entlangs der eindeuti-
gen Geodéte parallel zu transportieren. Damit dieser Ausdruck als Differenz zweier
Zustande mit Zweipunktdistributionen ws(x,2’) und H(x,z’) eine glatte Funktion lie-
fert, muss H(x,z'), fir 2’ — x, dieselbe Singularititsstruktur wie wy(z,x’) besitzen,
wodurch die Aquivalenzrelation

w4 ~wop Ve e M30 € U (x) (4.8)
wa Az, 2') —wa p(z,2") € €(0 x O) (4.9)

entsteht. % (z) ist die Menge aller hinreichend kleinen Umgebungen von z. Mit der
Vorgabe eines H(x,z'), wird eine Klasse von Zustdnden ausgezeichnet, fiir die der
Erwartungswert des Energie-Impuls Tensors wohldefiniert ist. Thre Zweipunktdistribu-
tionen liegen in der von H erzeugten Aquivalenzklasse

[H]. = {ws € Z'(M x M)|ws ~ H}. (4.10)

Da es keinen offensichtlichen Weg gibt um (T,;) zu definieren stellte Wald in den 70ern
4 Eigenschaften auf, welche (Ty;) erfiillen sollte und nimmt dadurch in [7] eine axioma-
tische Herangehensweise um (Ty;) zu definieren. Akzeptiert man diese Eigenschaften,
lasst sich auch H(z,2') genauer spezifizieren. Die 4 Eigenschaften sind:

1. Der wohldefinierte Ausdruck fiir die Differenz der Energie-Impuls-Tensoren zwei-
er Zusténde sollte richtig sein. Immer wenn (¢(z)¢(2’)); — (¢(x)o(z’)), eine
glatte Funktion ist, sollte (T,5); — (T4s), durch die oben genante Point-Splitting-
Prozedur gegeben sein.
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2. (T,p) sollte im folgenden Sinne lokal sein: Seien (M, g) und (M, ¢’) zwei global
hyperbolische Raumzeiten und O C M eine global hyperbolische, offene Umge-
bung von p € M, mit Cauchyflichen der Form ONY_, wobei . eine Cauchyflache
von M ist. Weiterhin sei O isometrisch zu einer global hyperbolischen, offenen
Umgebung O’ € M’ von p’ € M’, mit Cauchyflichen der Form O’ Ny, wo-
bei 3 eine Cauchyfliche von M’ ist. Mit der Isometrie i : O — O', i(p) = p/
kénnen wir die Weyl-Unteralgebra #p C # von M mit der Weyl-Unteralgebra
W4 C W' von M identifizieren. Betrachtet man jetzt zwei Zustdnde w auf %
und w’ auf #” fir die gilt, dass ihre Einschrankungen auf #o und #{, gleich
sind, dann soll, unter der Identifikation von O und O’ durch i, (Tg), an der
Stelle p gleich (T,p),,, an der Stelle p’ sein.

w

3. Fir alle Zusténde soll V* (T,;) = 0 sein.
4. In dem Minkowskiraum soll (0 |Ty,|0) = 0 gelten.

Die ersten beiden Punkte sind von groflerer Bedeutung, weil sie den Energie-Impuls
Tensor, bis auf einen lokalen Term, welcher nur von der Geometrie der Raumzeit

abhéngt, eindeutig festlegen. Sind namlich (Ty;) und <Tab> zwei auf unterschiedli-

che Arten gebildete Energie-Impuls-Tenoren, welche die ersten beiden Eigenschaften
besitzen, dann gilt fiir irgendwelche zwei Zusténde w4 und wp nach Eigenschaft 1

(Ta) o = {Tar) p = (Tan) | = (Tov) - (4.11)
Diese Gleichung bedeutet aber, dass

tar = (T}, = (T ) (4.12)
w

unabhangig vom Zustand w ist. Eigenschaft 2 impliziert nun, dass t,; nur von der

Raumzeitgeometrie einer beliebig kleinen offenen Umgebung von p abhangt. Damit

Eigenschaft 3 erfilllt ist, muss V%4, = 0 sein, und Eigenschaft 4 impliziert, dass fiir

den Minkowskiraum t,;, = 0 gilt. Man erhélt damit das folgende Eindeutigkeitstheo-

rem:

Theorem 3.1.1 ([32]) Seien (Tnp) und <Tab> zwei, durch unterschiedliche Vorschrif-

ten gebildete, Energie-Impuls-Tensoren, welche die oben genannten Eigenschaften 1-4

erfillen. Dann ist top = (Tap), = <Tab> ein erhaltener, lokaler Krimmungsterm,

also unabhdngig vom Zustand w, es gilt V&)tab = 0 und seine Werte hdangen, an jedem
Punkt p, nur von der Geometrie der Raumzeit in einer beliebig kleinen offenen Umge-
bung von p ab. Ist die Umgebung von p flach, so ist dort tq,(p) = 0.

Wenn nun fiir H(z,2’) aus (3.6) eine lokal konstruierte Bidistribution mit passen-
der singularer Struktur gewihlt wird, welche in z und 2’ die Wellengleichung erfiillt
und fiir den Minkowskiraum gleich (0]7,3|0) ist, dann sind alle von den vier oben
genannten Eigenschaften erfiillt. Die Singularitatsstruktur von H ist diejenige der Ha-
damardzustande.
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4.2. Quanten-Energie Ungleichungen

Die klassische Energiedichte in der allgemeinen Relativitatstheorie, die ein Beobachter
mit vierer-Geschwindigkeit ©®, am Punkt x der Raumzeit misst, ist durch

Top(z)u(x)ub(x) >0 (4.13)

gegeben. Diese Gleichung besagt, dass die Energiedichte an jedem Punkt der Raum-
zeit unabhéngig von der Art der (klassischen) Materie oder des (klassischen) Mediums,
welcher ihr Ursprung ist, positiv ist. Diese Bedingung an die Energie tragt den Na-
men schwache Energiebedingung. Im Gegensatz zur klassischen Feldtheorie wird die
schwache Energiebedingung in der Quantenfeldtheorie verletzt. Aus Gleichung (3.13)
folgt die klassische Energiedichte fiir einen Beobachter entlang einer glatten zeitartigen
Kurve v mit vierer-Geschwindigkeit u®

o(7) = Tap(y(7))u (7)u(7). (4.14)

Den Rest des Abschnittes folgen wir Fewster [10]. Durch die Wahl eines orthogonalen

Vierbeins vy, = 0,1,2,3, fiir welches g® = n*v%? gilt und dessen Einschriankung

nv
von v§ auf «y gleich der vierer-Geschwindigkeit u® ist, 14sst sich (3.14) als

3
o(r) = % <Z vZUZ) VadpVyo + %m%ﬁ (4.15)
pn=0

schreiben. Dieser Ausdruck ist die Einschrankung auf die Diagonale 7 = 7/ des Biska-
larfeldes

3
1 1
or, ') = 5 (Zvﬁ(v(ﬂ)vﬁw'))) Vad(1(M)Vad(1(r)) + 5m36(1(1) ().
pn=0
(4.16)
Die Parametrisierung der Weltlinie an zwei verschiedenen Weltpunkten ist durch den
Diffeomorphismus

C:R* = Mx M, (r,7) ((r,7) = (v(1),7() (4.17)

gegeben. Die quantisierte Version (T")  von o(r,7’), fiir einen Zustand w, dessen 2-
Punktdistribution die mikrolokale Spektrumsbedingung erfiillt, ist eine Distribution
auf R x R, welche durch den von ( induzierten Pullback gewonnen wird. (T')  ist
durch

3
1 , 1
), =53¢ ((vgva 20! vg)w) + 3mACws (4.18)
pn=0

definiert. ¢* ist der Pullback von M x M nach R xR. Das Ergebnis aus Fewsters Arbeit
in [10] ist das
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Theorem 3.2.1 ([10]) Seien w und wy globale Hadamardzustinde auf der Algebra
A (M,g) und (: T':),, =(T),—(T),, die bzgl. wo normalgeordnete Energiedichte. Dann

w w w

ist (: T ), glatt und die Quantenenergie- Ungleichung

-

Jartao? ez - [T L lgeam,)can @)

gilt fiir alle reellwertigen g € €5°(R).
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5. Skalare Quantenfelder in
Robertson-Walker Raumzeiten

5.1. Homogene, isotrope, quasifreie Zustande

Roberts und Liiders konstruierten in [25] eine spezielle Klasse von 2-Punktfunktionen
auf Robertson-Walker Raumzeiten, welche zu homogenen, isotropen, quasifreien Zustanden
fiihren. Diese Zustande besitzen bestimmte Symmetrieeigenschaften, welche durch die
Homogenitat und Isotropie dieser Raumzeiten motiviert ist. Robertson-Walker Raum-
zeiten haben die topologische Struktur M = R x Y., wobei € € +,0, — ein homogener
Raum ist und +,0,— wieder fiir konstante positive, keine und konstante negative
Kriimmung stehen. Die Cauchyfliichen lassen sich in den R* einbetten.

+ 3
Y o=zeRY @) +) =1 (5.1)
i=1
0
Z =reRYz"=0 (5.2)
- 3

Z:x€R4|(xO)2—Z:1,mO>0 (5.3)

i=1

Fiir jedes > ° gibt es eine isometrische Symmetriegruppe G¢. Fiir + ist es die SO(4),
fiir 0 die euklidische Gruppe E(3) und fiir — die eigentliche orthochrone Lorentz-
gruppe SO(1,3). Uber g(t,z) = (t,g9x),9 € G¢ ist die Abbildung auf M€ erklart und
mit gf(x) = f(¢g7 '), f € (M), g € G auf dem Phasenraum. Die Transformatio-
nen g kommutieren mit E, also [E, g] = 0 und G ist eine Gruppe von Bogoliubov-
Transformationen auf dem Phasenraum. Weiterhin wird ein Automorphismus a4 auf
der Algebra induziert.

ag(W(Ef)) =W(go Ef) (5.4)
ag(e(f)) =o(go f) (5.5)

Die homogenen und isotropen 2-Punktfunktion erfiillen die Bedingung

wo(Ef1, Ef2) =wa(go Efi,90 Ef2),g9 € G, f1, f2 € 2(M) (5.6)
und ein homogener und isotroper Zustand ist invariant unter oy

woay =w,g € G". (5.7)
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G hat auch eine Darstellung U & U in L?(})) @ L?(3), welche durch U(g)f = fog™!
gegeben ist. Die invarianten Unterriume von U in L?(}") sind die Eigenriume des
Laplaceoperators. Die Eigenfunktionen Y;: des Laplaceoperators bilden eine Orthonor-
malbasis. Es gelten die Vollstandigkeitsrelationen

/ PRY(D)Y () = 6(F — &), (5.8)
/ dPxYp(2)Y () = 6(k — k') (5.9)

und die Eigenwertgleichung
AY;(7) = —E(k) Yz (). (5.10)

Es lasst sich somit eine verallgemeinerte Fouriertransformation angeben.
FB)i= (Ve Py = [ @7 e(@)1(@) (5.11)

Ein Operator, welcher mit den Elementen aus der Darstellung von G vertauscht, ist
durch einen Multiplikationsoperator auf den fouriertransformierten Chauchydaten ge-
geben, welcher nur vom Betrag |E | abhéngt. Damit lasst sich die Zweipunktdistribution
eines homogenen und isotropen Zustandes durch

1
wa(F, H) = /d3k 3 <Fi(E),sij(k)Hj(E)> F,H e L. (5.12)
4,j=0
ausdriicken. Die Erfiillung der Kommutatorbedingung ist durch
So1(k) — S1o(k) =1 (5.13)

gewahrleistet und die Positivitatsbedingung ist durch die Forderung

So1(k) = Syo(k) (5.14)
Soo(k) =0 (5.15)
Soo(k)S11(k) > [Sor (k)|? (5.16)

erfiillt. Die Matrixeintrage von S lassen sich durch zwei Funktionen p und ¢ ausdriicken.

Su(k) = a®(to) la(k)[* , Soo (k) = Ip(k)|” (5.17)

So1(k) = Sio(k) = (to)a(k)p(k). (5.18)

p und ¢ sind hierbei wesentlich beschrankte messbare Funktionen auf i fir die

q(k)p(k) — q(k)p(k) =i (5.19)

gilt.
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Durch eine Umformung des Klein-Gordon Operators auf Robertson-Walker-Raumzeiten,

0? o Ay

2 _ 2
lésst sich durch einen Separationsansatz, ¢(z) = T} (t)Y;(Z), eine gewchnliche, lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten fiir Ty (¢) gewinnen.

Ek) o

Ty +3HT, + wiTi =0, wp=—5+m
a

(5.21)
Hier ist a(t) der Skalenparameter und H(t) = a(t)/a(t) der Hubbleparameter. Der

Laplaceoperator Ay ist mit der Riemanmetrik h auf )  zu bilden. Wahlt man die
Anfangsbedingungen

Ti(to) = q(k), Thi(to) = p(k)a™3(to), (5.22)

so gilt fiir die Wronskideterminate

T T (t) — Te(O)Th(t) =

=0 (5.23)

fiir alle Zeiten. Roberts und Liiders geben in [25] eine explizite Form des Feldoperators
an:

o(z) = / Er(Tp ()Y (D)a(k) + Ti(t)Y (F)a* () (5.24)
o) = [ @ [ @@y @a®se) + B Te@a G) 629

Die Kommutatorfunktion ist durch
Ett,7,7) = i/d3k(Tk(t)Tk(t’) — Te()Te(t) Y2 (2)Y 2(Z) (5.26)

gegeben. Die Zweipunktdistribution auf dem Testfunktionenraum, welche durch einen
homogenen, isotropen quasifreien Zustand erhalten wird ist durch

/ KT ()T ()Y (&)Y (@) (5.27)

gegeben. Die Berechnung, wie man zu dieser Form kommt, ist z.B. in dem Anhang von
Olberman [26] zu finden.

Die Eigenfunktionen Y7 des Laplaceoperators A seien hier kurz in ihrer expliziten
Form angegeben.

€ = 1: Hier hat die Cauchyflache ein endliches Volumen und die Funktionen Y} hiangen
von diskreten k-Werten ab.
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Die Indizes nehmen die Werte (k = 0,1,...;1 =0,1,..,k;m = =1, =1+ 1,...,1) an. Yy,
sind die Kugelflichenfunktionen auf der 2-sphére, H:l sind reelle Polynome in sin(y)
und cos(v) und Ay; sind reelle Normierungskonstanten.

€ = 0: Auf den Cauchyflachen ohne Kriimmung gilt

=k-k (5.29)

~—

- 1 ikz

Hier ist k € R3 und die Eigenwerte E(k) sind hier kontinuierlich. Es gelten die beiden
wichtigen Relationen Yz(#) =Y (%) und |YE(f)|2 L

k = @nE
e = —1: Fiir das offene Universum, in dem die Cauchyflichen negative Kriimmung
haben, gilt .
Y (i) = #(xo - ﬁ’)*l“k Ek)=Fk k+1 (5.30)
k (27)3/2 L ’ ) :

wobei 20 = /1 + 72.

Beispielrechnung: Der Energie-Impuls Tensor fiir die Robertson/Walker Raumzeiten
beschreibt das Verhalten einer klassischen idealen Fliissigkeit und ist durch

Tup = pugty + P(gap + waup) (5.31)

gegeben. P ist dabei der Druck und p die Dichte der Fliissigkeit. Es wird angenommen,
dass das frithe Universum strahlungsdominiert war [31], was fiir den Energie-Impuls
Tensor P = % p bedeutet. Fiir sehr kleine Zeiten wird der Skalenparameter in guter
Naherung unabhéngig von der kosmologischen Konstante und der raumlichen Geome-

trie (e = +,0,—) und ist durch
a(t) = /2Hot (5.32)

gegeben. Die Konstante vor dem ¢ nimmt dabei in der unterschiedlichen Literatur
die unterschiedlichsten Formen an. Wird dieser Skalenparameter in Gleichung (5.21)
eingestetzt, ergibt sich

E(k)
2 Hyt

.. 3.
Sk + o579k + ( +m?)S, = 0. (5.33)

Diese Gleichung lésst sich mit Mathematica leicht 16sen und ein Fundamentalsystem
ist durch

I
<

Sua(t) = 71, (2) (5.34)

und )
Sk1(t) = t_ZY%(z) (5.35)
gegeben. Das Argument z ist durch die Funktion
E(k)

= t 2¢2 5.36
z 5H, +m ( )
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gegeben und J 1 ist die Besselfunktion und Y% die von-Neumann Funktion zur Ordnung
}L. Ein komplexes Fundamentalsystem ist damit durch

77 (1 (2) + Y3 (2) = t-%H?(z) (5.37)

1
1

und
75 (1 (2) — Y (2)) = f%Hf?(z) (5.38)

gegeben. H (11) und H (f) sind die erste und zweite Hankelfunktion zur Ordnung }L.
4 4
Auf dem néchsten Bild ist der Realteil der Funktion ¢~ % H il)(z) zu sehen, wobei zur
4
Vereinfachung m = 1 und Hy = 1/2 gesetzt wurde. Die Parameter k und ¢ laufen
jeweils von 5 bis 10. Auf der Vertikalen Achse ist der Funktionswert abgebildet.

Abbildung 5.1.: Die Funktion t’%Ji( E(k)t +t2)

Auf der niichsten Abbildung ist der Imaginérteil der Funktion t~3 H (ll) (2) zu sehen.
4
Die sonstigen Einstellungen sind wie bei der oberen Funktion gewahlt.
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Abbildung 5.2.: Die Funktion t‘iYi( E(k)t +t?)

5.2. Zustande niedriger Energie

In vielen Systemen, in denen die Natur einen quantenhaften Charakter besitzt, gibt es
einen Zustand zur niedrigsten Energie. Mit den Resultaten von Fewster ([10], [11]) stellt

sich die Frage, in welchem Zustand w ein Beobachter die minimale Energie detektiert.
Es soll also der Ausdruck

/ dr (7™ (7(r)) £2(7) (5.39)

minimal sein. Innerhalb der Klasse der homogenen, isotropen, quasifreien Zustdnde
fand Olberman [26] diesen Zustand, fiir einen isotropen Beobachter in einer Robertson-
Walker Raumzeit und bewies dessen Hadamardeigenschaft. Ein isotroper Beobachter in
einer Robertson-Walker Raumzeit, ist ein Beobachter welcher sich auf einer Geodéaten
bewegt.

Bei der Berechnung von Energiedifferenzen zwischen zwei Hadamardzustidnden, sollten
nach Walds Axiomen die richtigen Werte herauskommen, daher ldsst sich die Frage
mathematisch durch die Gleichung

/ dr f2(7) {{T7),, (v(7)) = (T7"),,, (4(7)} = 0, (5.40)

Yw € [wy]. = {w € F|w ~ wo} (5.41)
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ausdriicken. Die Aquivalenzrelation ist hier die selbe wie in (3.10). Ausgeschrieben
ergibt sich flir den isotropen Beobachter

1
/d hm (VOV’OF(x, x') — igoo(vc(vl)c + mQ)F(:c,x')) |lz=r(r) 27 = (r7) = 0.

(5.42)
Hier ist F'(z,2') = wa(x,2’) — woo(x,z’). Die 2 als Index am w deutet an, dass es
sich um die Zweipunktdistribution im Zustand w handelt, und die 0 deutet an, dass
dieses der Zustand zur niedrigsten Energie ist. Es soll jetzt die 00-Komponente des
Energie Impuls-Tensors berechnet werden. Sie ist die einzige Komponente, von welcher
ein isotroper Beobachter Notiz nimmt, was an seiner vierer-Geschwindigkeit (1,0, 0,0)
liegt. Wird die Funktion

Pz, ') / KT ()Y (2) T / W0 (8)Yi o () Tho ()T o)
(5.43)

in die einzelnen Terme des Energie-Impuls-Differentialoperators eingesetzt, so werden
die Terme

lim F(e,a') = /d3k T (%) |* - /d3k |0 ()| (5.44)
lim VoViF(z,2') = /d3k ‘Tk(xo)‘z - /d3k ‘T’k,o(x'o)r (5.45)
lim az(ab 265 Ve WViF(z,2)) = % (/ PRE(K) | Ty (%)|* - /d3kE(k) |Tk¢0(9c'(05) Q)

erhalten. Dieses gilt unabhéngig davon, welche der drei Robertson-Walker-Raumzeiten
man gewéhlt hat. Die genaueren Rechnungen dazu sind bei Olberman [26] zu finden.
Damit erhalt man insgesamt das Ergebnis

/ dtf(t)2<<Too> o) ) [ [ar@? @ - ovon. 647

Die Energiedichten sind durch

= [tutof + (GG + ) e 649

gegeben.

Es sind jetzt Losungen T, o gesucht, welche den gesuchten Zustand wy liefern. Die Dif-
ferentialgleichung (4.21) besitzt einen reellen zweidimensionalen Losungsraum. Wird
das reelle Fundamentalsystem mit {Sg1, Sk2} bezeichnet, so l4sst sich durch die Linear-
kombination S = Sy1 4+ Sk und Sy = Si1 —iSk2, ein komplexes Fundamentalsystem,
welches einen komplexen Losungsraum der (reellen) Dimension vier aufspannt, gewin-
nen. Die allgemeinste Losung lésst sich mit zwei Parametern A und p darstellen.

Ty = ASk + uSk, \,u € C. (5.49)
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Die Wronskideterminante liefert eine Bedingung an die Parameter

_ ) . i
Tp()Ti(t) — T()Ti(t) = =
Wegen der Tatsache, dass exp(ia)Ty, o € R die Wronskideterminante und (4.48)
invariant lésst, darf der Parameter p reell gewdhlt werden. Um das Problem zu 16sen,

wird T 0 = ASk + 1S, gesetzt, und untersucht fiir welche Koeffizienten A\ und p der
Ausdruck

= MNP — | =1 (5.50)

/dtf(t)zgm(t) (5.51)

minimal wird. Ist fiir jedes k das Minimum und das entsprechende T} ¢ bestimmt, so
ist damit auch der Zustand wy gefunden. Man erhélt den Ausdruck

[ atr®2onott) = @1 + Der + 2R0c0) (5.52)

wobei ¢; € R und ¢y € C durch

q:%/ﬁﬁ@%&ﬁW+wﬂ&um (5.53)
und
=3 / dtf(£)*(Su (1) + wiSu(t)) (5.54)

gegeben sind. Der Ausdruck (4.52) ist fiir ein gegebenes p minimal, wenn R {Aco}
minimal ist. Schreibt man A und ¢; in Polarkoordinaten, erkennt man, dass Arg(\) =
—Arg(c2) + m sein muss. Das Minimum ergibt sich durch Differentiation der Funktion

[t 0Pono® = (20 + er - 2 /i F T (5.55)

nach u. Es werden 4 Losungen erhalten, wobei zwei wegen ¢1 > |ca| aussscheiden und
sich die anderen beiden nur durch ein Vorzeichen unterscheiden, wobei die mit dem
positiven Vorzeichen durch

1
§= a -5 (5.56)
2/ c2 — o)
gegeben ist. Damit ergibt sich fiir A
. C1 1
A =erplia) | ————+ . (5.57)

2¢/c? — |02\2

Das Ergebnis von Olberman [26] ist im néchsten Satz wiedergegeben.
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Satz 5.2.1 Sei W die Weylalgebra des freien Klein-Gordon-Feldes auf der Robertson-
Walker-Raumzeit (M, g) und f(t) € Z(R). In der Menge der homogenen, isotropen,
quasifreien Zustande auf W gibt es genau einen Zustand wy, fir den die verschmierte
Energiedichte

/ df(t)? (T, (1) (5.58)

minimal ist. Dieser Zustand ist durch die Zweipunktdistribution
calzyy) = [ EVTLOTGOYE@T (@ (5.59)

mit Ty (t) = ASk(t) + pSk(t) gegeben. Sy, ist eine beliebige Losung von (4.21), welche
die Bedingung (4.23) erfillt. p und A sind dabei durch (4.45) und (4.46) gegeben. Der
Zustand wo wird Zustand niedriger Energie zur Testfunktion f(t) genannt.

Beispielrechnung 2:
Fiir den Skalenparameter a(t) = ¢ wird Gleichung (4.21) zu
128, + 3tSk + (E(k) + t>m?)S), = 0, (5.60)

wobei mit ¢? multipliziert wurde, damit das nachstehende Losungsverfahren besser zu
handhaben ist. Diese Gleichung hat einen schwach singuldren Punkt an der Stelle t = 0
und lasst sich daher durch den Potenzreihenansatz

Soiey () = 703 " et (5.61)
16sen. Das Einsetzen der Potenzreihe in die Differentialgleichung liefert

¢r(k) Z r(r—1) + 2nr 4+ n(n — 1)]eat™ + 3t"0 Z r+nje,t” +  (5.62)
n=0 —

k)t Z cnt™ + m2r k) Z cnt™?  (5.63)

=t"[r(r—1)+3r+ E(k)|co + t"[r(r — 1) + 27’ +3(r+1)+ E(k)}cl +  (5.64)

t" Z([r(r — 1)+ 2nr +n(n—1)+3(r +n) + B(k)|c, +m?c,_2)t" =0 (5.65)
n=0

Damit diese Gleichung erfiillt ist, miissen die Bedingungen

[r(r—1)+3r+ E(k)co=0=r>+2r+E(k) =0 (5.66)
=r=—1++1-Ek) (5.67)
(rr—1D)+2r+3(r+ 1)+ Ek)ca=0=c¢=0 (5.68)
erfiillt sein. Aus einem Koeflizientenvergleich erhalten wir die Rekursionsrelation
2
Cn = — m oo, € {2,4,6,8, ...} . (5.69)

(£2\/1 — E(k) + n)n
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Damit erhalten wir die beiden linear unabhéngigen Losungen, welche den gesamten
Losungsraum von (2.45) aufspannen, durch

_ (—1+\/ 1—E(k)) = _ nm2n & 1 2n
Spi(t) =1+t n;( 1) ]1;[1 NS OESTT 2" (5.70)
_ (_1_m) = _ nm2n & 1 2n
Spi(t) =1+t 7;( 1) J];[l SN O ETTT 2" (5.71)
Die Linearkombination
Tr1(t) = Sk1(t) + iSka(t) (5.72)
Tro(t) = Sk1(t) — iSka() (5.73)

bildet eine Basis von komplexwertigen Funktionen. Um nun ein Fundamentalsystem zu
finden, welches der Wronskideterminante gentigt, suchen wir die Funktion T}, welche
die Anfangsbedingungen (4.22) erfiillt. Es soll also gelten

q(k) = aSk1(to) + iBSk2(to) (5.74)
a];((];?) = aSk1(to) + i8Sk (to) (5.75)

2

Wenn man p(k) = 2e’*” und q(k) = e*” setzt, geniigen diese Funktionen (4.19). Setzt
man zum Beispiel E(k) = 3/4 und ¢y = 1, so erhélt man mit diesen beiden Funktionen
die folgenden gendherten Koeffizienten:

o = 0.70815100842355157891 — ¢0.19991231803822011238 (5.76)
8 = —0.06533101007927317933 + ¢0.25687317837197827530. (5.77)

Um die Zahlen ¢; und ¢y zu bestimmen, wird noch eine geeignete Funktion f benétigt,
welche einen kompakten Triiger haben soll. Wenn man zum Beispiel f(t) = —(t—2)2+1
fir t € (1,3) und f(t) = 0 fir ¢ ¢ (1,3) wihlt, erhélt man

¢ = 0,440769 (5.78)
¢y = 0,067806 -+ 70, 0872097. (5.79)

Beispielrechnung 3:

In dieser Beispielrechnung werden explizit Singularitdten eines Hadamarzustandes aus-
gerechnet. Als Beispiel dient ein Zustand niedriger Energie, welcher von A. Degner
ausgerechnet wurde [8]. Das prinzipielle Vorgehen ist sogar allgemein, fiir Zusténde
der Form

/ P RT ()T (1) Vi (7) Vi (7) (5.80)
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auf der flachen Robertson-Walker Raumzeit, anwendbar. In [8] wurde der Skalenpara-

meter
a(t) = e’ (5.81)

verwendet. Eine Losung von (4.21), welches die Bedingung (4.22) erfiillt, ist mit
Si(t) = A(k)e " cos(e k) + B(k)e 'sin(e k) (5.82)

angegeben. Die Funktionen A und B sind durch

(2¢ + 1) sin(k) . cos(k)

A(k) = ok 5 (5.83)
e (21 + 1) cos(h) _ sin(k)
—(22+ 1) cos sin
B(k) = o7 5 (5.84)
gegeben. Ein Zustand niedriger Energie lasst sich wie folgt zerlegen:
/ KT (0T V(@) V(@) (5.85)
- / KNSR (E) T i9n (1)) (ASK(t') + S (1) Vi (2) Vi () (5.86)

= /d%(Sk(t)Sk(t’) + 2#2%(§k(t)5k(t,)) + 2/1%()\5}(25)5%(2&’)))Yk(f)yk(f,).
(5.87)

Dabei wurde die Bedingung |A|? — 12 = 1 ausgenutzt. In dem Ausdruck treten Singu-
laritaten auf, wenn {iber Funktionen integriert wird, welche nicht schnell abfallen. Der
erste Term aus der letzten Zeile ist ein solcher. Er lasst sich in eine symmetrische und
eine antisymmetrische Funktion zerlegen.

[ RSOl V() (5.89)
- / B (Sk1 (DS (1) + Sea (H)Spa (1) (5.89)
+ 1 (Sk1 (t) Ska(t) — Skg(t)Skl(t’)))YE(:E')YE(f’) (5.90)
Hier wurde eine Zerlegung von Sj in Real- und Imaginérteil vorgenommen.
R(Sk) := Sk1 (5.91)
S(Sk) = Sk2 (5.92)

Wir koénnen die antisymmetrische Funktion mit der Kommutatorfunktion identifizie-
ren. Fiir die Integration wahlen wir die flache Robertson-Walker Raumzeit. Auf ihr
haben die Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami Operators und der geodétische Ab-
stand auf einer Cauchyflache eine sehr einfache Form.

Yo (%) = We’” (5.93)
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o(t, @, t,&") = | — 2|2 (5.94)

Jetzt konnen wir ausnutzen, dass die Funktionen Sj nur von |l; | abhéngen, also in die-
sem Argument eine Rotationssymmetrie besitzen. Das erleichtert das Problem sehr,
da es fiir Fouriertransformationen von rotationssymmetrischen Funktionen eine Trans-
formationsformel gibt:

> d3k g (7!
/_ (27r)3/2f(|k|)e_m(x_$):F|:c—x'|/ dkkf(k)sin(k|T — &), (5.95)

Jetzt konnen wir die Losungen von Degner [8] einsetzen. Wenn wir b(t) = 1 —e™*

setzen, ergibt sich fiir den einen Teil der symmetrischen Distribution

00 3 L
| G d)’§/2 SR (t)e R (5.96)
™ — sin(|Z — &'| k) sin®
mm — / 1) sin? (b(t)) (5.97)
2 —2t . o,
= m <3m + i(sign(2b(t) + |7 — ') (5.98)
— sign(|% — ') + sign(—|% — &|) + sign(—2b(t) + |7 — 7)) (5.99)
— sign(2b(t) — |7 — &) — sign(—2b(t) — |7 — f’|))> (5.100)

Dabei wurde die Formel 3.721 aus dem Gradshteyn/Ryzhik [16] verwendet:

/OO de - Esign(a). (5.101)
0 5

X

Deutlich ldsst sich die fithrende Singularitét % aus der Hadamardform (2.11) erkennen.

5.3. Zustande niedriger Energie fiir beliebige Kurven

Es sei noch einmal die Zweipunktdistribution fiir einen homogenen, isotropen, quasi-
freien Zustand auf einer Robertson-Walker Raumzeit angegeben:

w@,f):/d?)k( (D) Tt )YE(:E’)_E(;E”)) ::/d%w%(x,x/). (5.102)

Durch die Zerlegung des Zustandes in Moden, ist der Limes fiir jede einzelne Mode

(Fur)en, = i, | (V074 = G0 (Vo7 = 02 ) TuOT )@@ (5109

x' —x

eine glatte Funktion. Der Zusammenhang zum gesamten Energie-Impuls Tensor ist
durch

(Tun(@)) = / (T () ) (5.104)
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gegeben, wobei dieser Ausdruck divergiert. Bei Olbermann lésst sich das Ergebnis

lim (ng,VCV& — m2>wk(x,x’) = (|T;€(1€)|2 — w,%|Tk(t)|2) Vi ()2, (5.105)
finden, welches fiir alle drei Robertson-Walker Raumzeiten giiltig ist. Damit ergibt sich
die allgemeine Form des Energie-Impuls Tensors zur Mode k

(Tab(2)), = lim Vo Viwnp(z,2') - % (|T'k<t)|2 - w£|Tk<t>|2> Ye(@).  (5.106)
Hier sollte die Funktion wsgj nicht mit w,% = Ea(f ) + m?2 verwechselt werden. Da es
bei homogenen isotropen Zustdnden keine Energie-Impuls-Strome geben darf, muss
der Energie-Impuls Tenor diagonal sein. Es ist auch mathematisch einsichtig, dass die
nichtdiagonalen Elemente verschwinden. So gilt z.B im flachem Fall

lim VoV, T () Tk (t')e ™) = —ik; Ty (1) Ti (1), (5.107)
' —x
lim V, VT3 () Ti ()™ ) = ik, Ty (8) T (1) (5.108)
und - L
Jim. ViViTe(t) Ti(¢)e™ =) = | Ty (t) *kiky, 4,5 =1,2,3. (5.109)

In den beiden ersten Fallen und im Letztere, fiir ¢ # j, ist jeweils eine gerade mit einer
ungeraden Funktion multipliziert. Nach der Integration iiber k£ verschwinden diese
Eintrége im Energie-Impuls Tensor. Fiir den flachen Fall ¢ = 0 gilt daher:

(Too(O)en, = 5 (TL()P +RITH()P), (5.110)

. a2 . 2
(T35 (t))war, = Q(t) (|Tk(t)| + <a22]zt) w§)|Tk(t)|2) (5.111)

Fiir den Fall negativer Kriimmung e = —1 gilt [25]

SN\ —Ltik N —1l—ik
(AL (7 — 1 O_xik " /o_ﬂ
Yi(2)Yr(Z') = ) (m . x k . (5.112)

Mit diesen Funktionen berechnen sich die einzelnen Komponenten des Energie-Impuls
Tensors zu

' T (t)]? ik, Tk 4
Jim ViVijwar(e, ) = S5 g (53" + kiky) (2" — =) (5.113)
Ty (t)|? | kik; . B
- |(§7(r))?! (S + ke VR @) V3 (@) (5.114)

Wegen den Symmetrieeigenschaften der Zustinde darf der Energie-Impuls Tensor
nicht von Z abhéngen. Mit den Techniken aus dem Anhang von Roberts und Liiders
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kénnen wir diesen Ausdruck von # unabhingig machen. Es sei h € 2(S) und hy(€) €
L?(S?%,dSY) durch

i (€) = / dTY, eh(7F) (5.115)

definiert, mit der 2-Sphiire S? und dem darauf induzierten Mas df, welches dadurch
entsteht, wenn S? als Untermannigfaltigkeit des R? aufgefasst wird. Auf L?(S?,dQ)
ist durch Uy (9)hx = (U(g)h) ;. eine irreduzible, unitdre Darstellung von G~ gegeben.
Mit der Lorentztransformation g, € G~, welche den Vektor z = (v/1 + #2,Z) in den
Vektor (1,0,0,0) tiberfiihrt, gilt

— —

[a@y@r = [a@eo = [w@e oot )

—

= /dQ(é?)((gmx) &)t = /dQ(f) =4n (5.117)
Bei dem zweiten Gleichheitszeichen wurde die Unitaritit von Uy (g) ausgenutzt. Jetzt

lasst sich der Energie-Impuls Tensor zur Mode k fiir den Fall der negativen Kriimmung
angeben, wobei der Faktor 47, wie bei Olbermann, mit in das Maf3 dk einbezogen wird.

(Too®)ens = 5 (T +RIT(1)) (5.118)

Button = SO (0P + (o (75 +42) k) im0F)  Gn9)

Die Komponenten der Energie-Impuls Tensoren sind also in beiden Fallen von der
Form

(Taa(2))wn, = a(t)[Te(t)]* + Ba(k, )| Th(t) (5.120)

Fiir den Energie-Impuls Differentialoperator (Q ® @Q)qs (ohne der Limesbildung) und
dem zeitartigen Vektorfeld 7 gilt die Gleichungskette

wap € CX(M x M) = 495" ((Q ® Q)ab/w%) € €= (M x M) (5.121)

= (f’y“"yb<Tab>w2k> e €X (M) = WF(HA Tap)w,) = 0. (5.122)
Der Pullback v* (494" (Tap) s, ), induziert durch die Abbildung v : R D> I — M, 7 —

~(T) € M, ist wegen )
W (53 (Tab)wn, ) N Ny, = 0. (5.123)

eindeutig, wohldefiniert und durch die gewohnliche Verkettung gegeben. Im Folgenden
ist v(I) ein Kurvenstiick einer Integralkurve von 4. Dadurch 14sst sich der Ausdruck

W = / A7 12(7) (7" (53 (T )) (7) (5.124)
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als der Beitrag der Mode k, des Zustandes w, fiir einen beliebig bewegten Beobachter
7, parametrisiert durch seine Eigenzeit 7, zu der, mit f € 2(I) verschmierten, Ener-
giedichte des nicht renormierten Energie-Impuls Tensors interpretieren. Die gesamte
Menge der Funktionen woy lédsst sich mit der Hilfe von zwei Parametern \,u € C
darstellen:

wok [\, ] (z, 2") = T, u] () T[N, p] () Y (2) Y5 (2, (5.125)

mit
T, p](8) = ASk(t) + k(1) (5.126)

und
Sk(t) = Sk1(t) + Ska(?)- (5.127)

Die Wronskideterminante des allgemeinen, parametrisierten Fundamentalsystems muss
dieselbe sein, wie die des alten Fundamentalsystems. Daraus folgt die Bedingung

AP =l =1 (5.128)

an die Koeffizienten A und p. Da €'*T},, ¢ € R, bzgl. der Bedingung (27) und der Funk-
tion Wy, eine Symmetrietransformation ist, darf der Parameter p reell gewahlt werden.
Durch die Parametriesierung des Fundamentalsystems ist automatisch auch die Funk-
tion W[\, ] parametrisiert. Dadurch wird jedem zuldssigem Fundamentalsystem ein
Energiewert zugeordnet.

Wi, u] = /deQ(T)(V*(W“’%b(Tab[/\,u]>w2k))(7) (5.129)

Ist das Fundamentalsystem bekannt, welches jedem Funktionswert von W} ein Mi-
nimum zuordnet, so ist der Zustand w bekannt, welcher fiir die Kurve v und die
Testfunktion f den niedrigsten Energiewert liefert. Mit Hilfe der Gleichung

IASk + uSk|? = (1 + 2u®)|Sk|* + 2uR(AS?) (5.130)

ist der allgemeinste Ausdruck fiir Wy [\, p] durch

Wil = 3 [arr2) (X 6 ) (5.131)
a=0
(0a(r) (1 + 22)| ()P + 2uROGE(7))) (5.3
0l 7) (14 26250+ 2RONSE)) (5.13)
gegeben. Diese Funktion lasst sich in die Form
Wi\, 1] = (14 2p2)er + 2uR(Ae2) (5.134)

bringen, wobei ¢; und cs durch

a = %/drfz'(f) (¢€(7)|Sk(t(7'))|2 + XZ(T)|Sk(t)|2>, (5.135)
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und
@;/mﬁv(wm&ﬁmﬁ+@vwmﬁ)eal (5.136)

gegeben sind. Die Funktionen ¢ und xj, hdngen von der gewahlten Robertson-Walker
Raumzeit ab und sind durch

3
ve(r) = (39 (r)as(r), (5.137)

a=0

sowie .
Xe(m) =3 (59 ()85 (k. 7) (5.138)

a=0

gegeben. Durch einen Vergleich mit den berechneten Energie-Impuls Tensoren ergibt
sich die explizite Form. Es gilt

ag(r) = Bo(k,7) =1 €e=0,-, (5.139)
af(r) =a*(r) i=1,23, (5.140)
57 (k,m) = 287 — a®(r)wi i=1,2,3, (5.141)
a; (1) = hya*(1) i=1,2,3 (5.142)
und
B (k,7) = K +k? — hya®(T)wi i=1,2,3. (5.143)

k2

Fiir eine Vierergeschwindigkeit 4* = (1,0,0,0) gehen die Koeflizienten ¢; und co of-
fensichtlich in die von Olberman iiber, so dass diese als Spezialfall enthalten sind. Fiir
ein gegebenes p > 0 wird W[\, g] minimal, wenn Arg(\) = —Arg(ca) + © = ¢ ist.
Das gesuchte Fundamentalsystem (Tj,T}) lisst sich jetzt, wie in [26] finden, indem
das Minimum der Funktion

W = (14 2u%)c1 — 2u/ 12 + 1ea), (5.144)
durch Differenzieren nach p aufgesucht wird. Analog erhélt man
C1 1
_ _Z 5.145
g \/2 f = e 2 (5:145)
und
C1 1
A=e? [ ———+ . 5.146
\/2 f —leaf? 2 ( )
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6. Skalare Quantenfelder in der
allgemeineren raumlich
geschlossenen Welt

6.1. Die Konstruktion von quasifreien Zustanden

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Klasse von Zweipunktdistributionen, fiir qua-
sifreie Zustdnde auf der Observablenalgebra &7 (M), tiber einer Raumzeit (M, g) der
Form (5.1) zu konstruieren. (M, g) ist eine global hyperbolische Raumzeit eines raum-
lich geschlossenen Universums, wobei der Fundamentaltensor g die allgemeine Form

1 0 0 0

_ |0 —@?®hii(@) —a*()har(F) —a®(t)hs1()

Gab 0 —a2 (t)hgl(f) —CL2 (t)hgg (f) —a2 (t)h32 (f)
0 —a?(t)h31(Z) —a?(t)h3o(T) —a(t)hs3(T)

hat. Die Funktion a ist der Skalenparameter und die Funktionen h;; beschreiben die
Geometrie einer beliebigen, aber kompakten, 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Ins-
besondere muss diese 3-dimensionale Mannigfaltigkeit keine Symmetrieeigenschaften
besitzen. Bei der Konstruktion folgen wir im Wesentlichen Roberts und Liiders [25],
wobei deren Ergebnisse entsprechend verallgemeinert werden.

(6.1)

Bei der Quantisierung der skalaren Feldtheorie stehen uns drei Phasenrédume zur
Verfiigung. Diese sind der Testfunktionenraum (¢, o ¢, p ), welcher hier, wegen der
Analogie zu [25], mit J# bezeichnet wird, der Raum der glatten Losungen (£, 0 ¢, )
und der Raum der Cauchydaten (L,oy, 1r,). Mit jedem Phasenraum wird je ein Hil-
bertraum €, ¢ und 57, Uber die Abbildung K : ¥ — J&, verkniipft. Fiir
¥ ist der entsprechende Vektorraum einzusetzen. Die Skalarprodukte auf den Hilber-
traumen sind mit den symplektischen und positiven symmetrischen Bilinearformen,
oy und py, durch

7
(Ky(v1), Ky (v2)) e, = py(v1,v2) + 501/(1)17@2), v, v2 €V (6.2)

verkniipft. Aufgrund der Abbildungen
E:K—-%, p,p2: L —1L (6.3)

zwischen den Vektorrdaumen, lassen sich die Skalarprodukte miteinander in Bezichung
setzen

(Ko (11), K (f2)) e = (K2 (Ef1), K2 (Ef2)) 2, (6.4)
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= (Kp(p1Ef1,p2Ef1), Kp(pr1Ef2, p2E f2)) 7 » (6.5)

wodurch auch ein Zusammenhang zwischen den symplektischen und positiven sym-
metrischen Bilinearformen, oy und py, besteht. Um den Energie-Impuls Tensor zu
bestimmen, werden die Zweipunktdistributionen ws, der quasifreien Zustéande auf der
Feldalgebra 7 (M) bendtigt. Sie hidngen mit dem Skalarprodukt auf .7 tiber

WP U)ol f2) = walfi, f2) = por (1, f2) + 5o (i, 2) (6.6)

zusammen. Auf dem Raum L ist, mit der riemannschen Metrik h, durch
(F.G) = /d% W(F.Gy + B2Ga), F=(FLF),G=(Gi,Ga),  (6.7)

wobei F;,G; € 9 ( Z) gilt, ein Skalarprodukt gegeben, wodurch dieser unter der ent-
sprechenden Norm zu einem Hilbertraum ausgebaut werden kann. Nach dem Kerntheo-
rem von Schwartz liefert die Zweipunktdistribution .S auf dem Raum der Cauchydaten
L eine Abbildung in seinen Dualraum L*:

S:L—L*, Fr—S(,F)eL" (6.8)

Mit dem Darstellungssatz von Riezs wissen wir aber, dass jedem stetigem, linearem
Funktional S(-, F') € L* genau ein Element S(F') € L zugeordnet werden kann, sodass

S(G,F) = (G,5(F)), VYGelL (6.9)

gilt. Die Funktionen F;,G; € () lassen sich nach den Eigenfunktionen Y} des
Laplace-Beltrami-Operators entwickeln,

F; = ZEkYm (6.10)
%

wobei die Koeffizienten Fj; durch
(Y, Fy) := Fy (6.11)
gegeben sind. Mit der letzten Gleichung wird eine verallgemeinerte Fouriertransforma-

tion definiert und es gilt

F: i* C. (6.12)

Die Menge i besteht dabei aus den Zahlen k, welche die Funktionen Y; parametri-
sieren. Es kann also sein, dass k ein Tupel von Zahlen ist. Mit den obigen Ergebnissen
lasst sich die Zweipunktdistribution S jetzt wie folgt ausdriicken:

—

S(F,G) = S (F(k),S(G)(k), (6.13)
k
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mit

—— —~—

_ 2

(F(k), S@)(k)) = 3 Fak)(S(G), (). (6.14)

In dieser Form lasst sich die Positivitats- und Kommutatorbedingung, welche die Zwei-
punktdistribution erfiillen muss, leicht angeben. Zuerst zerlegen wir die Zweipunktdis-
tribution in seinen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil

—_— —

SOER), S@ () = S(EH), SG), (1) + SUFR), 8(@)og(k). (6.15)
k

k k

Der antisymmetrische Anteil muss mit der symplektischen Form o, iibereinstimmen:

~ P

i [ da (Fu(@)Gal) - Fa(@)Gr (@) = S (D). 5@ (0). (6.10)

k

Mit den Normierungs- und Vollstandigkeitsbedingungen,
/dgl‘\/ﬁyk(f)yk/ (.f) = 5kk’ (6.17)

und -
> Vi(@Yi(@) = h26(F - 7, (6.18)
k

lasst sich herausfinden, dass der antisymmetrische Anteil des Operators S,s durch die
Multiplikation der Koeffizienten G mit der negativen Paulimatrix —ay% gegeben ist:

(50:(@)) (k) = ( % é > ( g;g:; > (6.19)

Die Positivitatsbedingung wird durch die Forderung

~ —_—

(F(k),S(F)(k)) >0 VFAK (6.20)

eingehalten. Ein Beispiel fiir einen derartigen Operator ist durch die Matrix

( Ip(k)[? —ag(to)Q(k)p(j) ) (6.21)

—a*(to)p(k)q(k)  a®(to)la(k)]

gegeben, welche in [25] angegeben ist. Hier sind p und ¢ polynominal beschrénkte,
messbare Funktionen auf ), welche der Bedingung

p(k)q(k) — q(k)p(k) =i (6.22)

gentigen. Eine solche Matrix léasst sich auch in der Form

S(k) ::<Soo<k> SR (k) ) +( 0

Sev(k)  Sii(k) i (6.23)

O
N—
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schreiben, wobei S eine reelle Funktion ist. Wird die erste Matrix mit S; bezeichnet
so lautet die Positivitatsbedingung jetzt det(S;) > %. Der Zustand ist rein, falls

1

det(Sl) = Z

(6.24)

Die Zweipunktdistribution fiir solche Zustéande ist durch

waz,2’) =Y (Tk(t)Tk(t’)Yk(f)Yk(f’)) (6.25)

k

gegeben. Die Rechnungen um auf diese Form zu kommen sind analog zu denen fiir die
Robertson-Walker-Raumzeiten.

6.2. Die Energiedichte entlang zeitartiger Kurven

Es soll jetzt, aus der im vorigen Abschnitt konstruierten Menge von Zustédnden, derje-
nige Zustand ausfindig gemacht werden, welcher auf einer solchen Raumzeit die nied-
rigste gemittelte Energiemenge liefert, wenn die Energiedichte auf einer beliebigen zeit-
artigen Kurve detektiert wird. Mathematisch 1asst sich diese Frage mit dem Auffinden
des Minimums des Funktionals

1) = [arfn) (7 (o) ) 0 (0.2

beantworten.

Eine weitere Verallgemeinerung dieses Problems ist die Mittelung iiber mehrere zeit-
artige Kurven. Diese Verallgemeinerung soll jetzt kurz besprochen werden, wegen der
besseren Ubersichtligkeit, aber blof seine Ergebnisse am Ende préasentiert werden.
vi + Ii = M, 7, — ~;(7;) € M seien u beliebige zeitartige Kurven in der Raumzeit
(M, g) und f; € 2(I;) u Testfunktionen. Die Paare (v;, fi), ¢ = 1,...,u, konnen mit
einem statistischen Gewicht n;(7;, f;) versehen werden, wobei > n; = N gelten soll.
Es kann der quasifreie Zustand wyp, aus der im vorigen Abschnitt konstruierten Klasse
von Zustanden bestimmt werden, welcher das Funktional

(o) =y o s (v Geateaznn) ) () (6.27)

minimiert. Die physikalische Bedeutung dieses Funktionals ist die folgende: Es wird die
Energiedichte des Zustandes w entlang der Kurven +; mit den Intensitatsverteilungen
fi gemessen, wobei auf der Kurve ~; n; mal gemessen wird.

Fiir den allgemeinen Ansatz fiir die Zweipunktdistribution nehmen wir

wo(z,2') = Z (Tk(t)Tk(t’)Yk(f)Yk(f’)) =: ngk(x,x’). (6.28)
k

k
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Die Funktionen 7}, sind Losungen der Differentialgleichung

.. a - 9 B 2 Ak 9
Tk + 35Tk + wka = 07 Wy = aT(t) +m s (629)
wobei )\, die Eigenwerte des Laplace-Beltrami Operators sind und mit den Eigenfunk-
tionen Yj durch
ARY = =AYy (6.30)

verkniipft sind. Die T}, sollen die Bedingung
1

TOT(t) - TOTHO) = 555

(6.31)

erfiillen. Durch die Zerlegung des Zustandes in Moden, ist der Limes fiir jede einzelne
Mode

(Gur(@one = i | (9254 = S (Vo7 = 2 )BT M@ | (632

eine glatte Funktion und kann ohne Probleme berechnet werden. Der Zusammenhang
zum nicht renormierten Energie-Impuls Tensor ist durch

(Tap (7)) = Z<Tab($)>mka (6.33)

k

gegeben. Es werden jetzt die einzelnen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors fiir
war berechnet, wobei ¢ und j die Werte 1,2, 3 durchlaufen:

hm (vovow%) x') = |Tk(t)|2|Yk(f)|2,
)

lim (Vov Wok

z/—x

(
1 (0) T (8) Y (2) (95 Y2) (7). (
Tim (ViViwar) (@ k(813 (1) (9:Y) () Vi (7). (
Jlim (Vivjw%)(%l“ ) = T (t)]* (0:Y2) () (9;Y2) (@), (
Tim (Vi Viwar) (@) = [Ti(8)]% (9:Ye) ()], (

(

lim (m?wa)(z,2') = [T ()| Yk (D).

' —x

In dem Ausdruck

ist iiber ¢ und j von eins bis drei zu summieren. Mit den Abkiirzungen
£i = (0iYa) Vs, (6.41)

& =Yie(0;Yh), (6.42)
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Eigri= (0:Y%) (0;Yk), (6.43)
€= |V, (6.44)
und N
hl] \/ 2 2
K= aﬁ(aiyk) (0;Yk) +m?|Y|?, (6.45)

wobei der Strich am j andeutet, dass nach der gestrichenen Variable abgeleitet wurde,
lasst sich der Energie-Impuls-Tensor zur Mode k iibersichtlicher schreiben. Werden
einige Terme eingesetzt, so erhalt man

(Fur(o))on, = Jim VuTioms(o ') — %2 (T0PE@) - @ITLOR ). (0.40)

2
Mit
¢ =Tk |6 — sl Ti|* (6.47)
und 2his
Sij 1= 5 (6.48)

ist der gesamte Tensor (Typ)w,, ist durch die Matrix

1T + 51702 T Tér T3 T T T
T, T&s Tk?611 4 s11C | Tl*€12r + 512C [ Th[*E130 + s13¢ (6.49)
T3, Tiéo Tel*€210 + 5216 [Thl*6a,2r 4 522C  [Th|*€2,30 + 523C
T TrEs |Ti|?€3,10 + s31C | Tu|*Es,20 + s32C [ Tk|?Es,3 + 533
gegeben.

Fiir den Energie-Impuls Differentialoperator (Q ® @Q)qs (ohne der Limesbildung) und
einem zeitartigen Vektorfeld ¥, gilt die Gleichungskette

wop € CC(M x M) = V‘Wb/ ((Q ® Q)ab1w2k> € (foo(M x M) (6.50)
N (W<Tab>w2k> € G (M) = WEES (T)r) = 0. (6.51)
= WE(*3" (Tub)wni) N Ny, = 0. (6.52)

Der Pullback 7* (494 (Tap) sy ), induziert durch die Abbildung v : R > I — M, 7 —
~(7) € M, ist dadurch eindeutig, wohldefiniert und durch die gew6hnliche Verkettung
gegeben. Der Ausdruck

Wicim [ dr ) (37 (5230 Tunhon)) () (6.53)
lasst sich als der Beitrag der Mode k, des Zustandes w, fiir einen beliebig bewegten

Beobachter v;, parametrisiert durch seine Eigenzeit 7, zu der, mit f € 2(I) verschmier-
ten, Energiedichte des nicht renormierten Energie-Impuls Tensors interpretieren.
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6.3. Der Zustand zur niedrigsten Energie

Die gesamte Menge der Funktionen wsy lasst sich mit der Hilfe von zwei Parametern
A, i € C darstellen:

wok [\, ] (z,2") = T, p] () T[N, p] () Y (2) Yz (2, (6.54)
mit
TR\, 1l(t) = ASk(t) + Sk (t). (6.55)

Die Wronskideterminante des allgemeinen, parametrisierten Fundamentalsystems muss
dieselbe sein, wie die des alten Fundamentalsystems.

Daraus folgt die Bedingung
A2 = | =1 (6.57)

an die Koeffizienten A und p. Die Transformation
Ty — €T, ¢€R (6.58)

ist bzgl. der Bedingung (5.58) und der Funktion W} eine Symmetrietransformation,
wodurch der Parameter u reell gewahlt werden darf. Durch die Parametriesierung
von woyy, ist automatisch auch die Funktion W) parametrisiert. Dadurch wird jedem
zulédssigem Fundamentalsystem ein Energiewert zugeordnet.

Wi\, ] = / a7 12(1) (7 A Tt ) (7) (6.59)

Sind die Werte A und p bekannt, welche jedem Funktionswert von W ein Minimum
zuordnen, so ist der Zustand w bekannt, welcher fiir die Kurve v und die Testfunktion
f, den niedrigsten Energiewert liefert.

Es soll jetzt das Funktional W}, explizit durch die Parameter A und p ausgedriickt
werden. Dazu werden die Gleichungen

Ty Ty = |ASk + uSk|?* = (1 42| Si|* + 2uR(ASR), (6.60)
Ty = [ASk + Sk f? = (1+20%)[Se|? + 2uR(ASR), (6.61)
Tka = §;€Sk + QMZ%(ngk) + Q/L?R()\Sksk) (6.62)
und — . — . — . .
Ty Ty = SkSk + 21°R(SkSk) + 2R (ASkSk) (6.63)
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in das Funktional W}, eingesetzt, wodurch sich der Ausdruck

Wi(w) s = [ drf2(r) (6.60)
(+)° .
5 E((1+ 24)|Sk]? + 2uR(AS})) (6.65)
+r((1+2%)|Sk]* 4+ 2uR(AS?)) (6.66)
—I—'y A fj (SkSk + 2/129?(51@5']@) + QM%(ASkSk)) (6.67)
+404°¢; (Sk Sk + 20 R(SkSk) + 2uR(ASkSk)) (6.68)
+5 v%i (14 20%)[Sk|* + 2uR(ASR)) (6.69)
+4i49 ”‘f((l +20%) |9k ? + 2uR(ASF)) (6.70)
2
—VWGT”C(O +20%)[Sk|? + 2uR(AS})) | 0 7(7) (6.71)
ergibt. Wird ausgenutzt, dass fiir eine Funktion f: R — C
Ff = frfr+i(frfr — frfr) + frfr (6.72)
und — . . . .
ff=frfr+i(=frfr+ frfr) + fif (6.73)

gilt, wobei fr und f; den Real- und Imaginérteil bezeichnen, so lasst sich Wy (u)gk) in
die Form

Wi, (war) [\, 1] = ¢+ 2u2er + 2uR(Aez) (6.74)
bringen, wobei die Konstanten ¢, ¢; und ¢y durch
0\ 2

c= /de2(¢) [(72) (€ + k) + 254" R(&SkSk) (6.75)

2h
(30710 Y 1+ 3 29 9R (€ yr) + 4147 o (— C+€)} (1), (6.76)

i£]
SN2

c1 = /deQ(T) {(VQ)(ESICIQ + 5|Sk[?) (6.77)
+23%5R(E)R(SkSk) + ((3°)10:Y 1 + D 2547 R (€,) ) 1Sk 2 (6.78)

ij

i ‘a2hij 2 512

HPGE (AP S o) (619)
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und

.02
Co = /deQ(T) {(’g) (fS,f + kSh) (6.80)
+2904 R (&) SkSk + ((1°) 1Y 2 + > 24757 R (& 51)) S (6.81)
i)
2p . .
R L R ] EETC NN

gegeben sind. Es lasst sich erkennen, dass die Funktionen ¢; und c¢e von Olberman
[26]als Spezialfall fiir 4 = (1,0,0,0) und der homogenen, isotropen Robertson-Walker
Raumzeit positiver Kriimmung enthalten sind, wenn {iber die Ortsabhéngigkeit, durch
Integration, gemittelt wird. Ahnlich wie in [26] ist fiir ein gegebenes p > 0 Wi (w) [\, 4]
minimal, wenn Arg(A) = —Arg(c2) + 7 = ¢ ist. Das gesuchte Fundamentalsystem
(T}, Ty,) lisst sich finden, indem das Minimum der Funktion

Wi = ¢+ 2u%cr — 2u/p2 + 1cal, (6.83)

durch Differenzieren nach p aufgesucht wird. Die entstehende Funktion vierten Grades
in p besitzt vier Nullstellen. Zwei kénnen wegen c¢; > |ca| ausgeschlossen werden
und die anderen beiden unterscheiden sich nur um ein Vorzeichen, wobei die positive

Nullstelle durch

C1 1
b=, —F———c (6.84)
\/2 f—leaf? 2
gegeben ist. Fiir A ergibt sich folglich
A=t [ 1 (6.85)
2\/c? —|ca2 2

Es sollen jetzt die entsprechenden Ergebnisse Prasentiert werden, wenn iiber v Kurven
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gemittelt wird. Die Funktion W, lautet dementsprechend

Wk (w2k)[)‘7ﬂ] = % Z nm/I dTmf?n(Tm)
m=1 m
[(vﬂf

2

(6004 221802 + 2u03D)

+r((1 4 21%)|Sk]* + 2uR(ASE))

+40 48,6 (S Sk + 21 R (SkSk) + 2uR(ASk Sk

i i (1 + 20%)|Skl* + 2uR(ASE
2

2

2
Lio.q @ 1,
~Hn L¢((1+ 26%) ISk + 2uR(ASD)) | 0 (7).

5049 €50 (SkSk + 217 R (SkSk ) + 2uR (ASk k)
)

)
)
)
)

3 R (14 202) 842 4 20m(AS2)

Auch hier lasst sich der Ausdruck in die Form
Wi (w2k) A ul=c+ 2%c; + 2uR(Aca)

bringen, wobei die Konstanten ¢, ¢; und ¢; in diesem Fall durch

1 hal ’yg’b 2 .y o
‘=N mz::l o /Im AT fr(Tn) {(2) (€ + &) + 29,9, R (€:5kS)

2
FERYIOY P 4 30 238, R (6w + T <+s)} 0 1(rm),

i#j

u . 2
C1=lzn / A7 f 3, (Tm) m(f\5k|2+ﬁ|5k|2)
N P m L mJm\Tm D)

2303 R(E)R(S1SK) + ((3%)*10:Y 2+ 24040, R(€15) ) 1Sk 2

i#j
a?

hij
+i5ih g (= (ISP + El5)] o v()

und

= N an/ d7'mf2 (7o) {( >2(§Sk+/£5k)

24035 R (&) SkSk + ((3%)710:Y 2 + 37 240,48, R (€i.57)) S
i#]
2h
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gegeben sind. Fiir A und p ergeben sich wieder die obigen Ausdriicke.

6.4. Zustande niedriger Energie fiir homogene Raume

In diesem Anschnitt werden Zustdnde niedriger Energie auf einer allgemeinen Klasse
von Raumzeiten konstruiert, dessen Linienelement von der Form

ds? = dt* — a*(t)hgijdz'da’ (6.103)

ist, wobei hg die Metrik eines 3-dimensionalen, kompakten und homogenen Raum-
es ist. Obwohl diese Raumzeiten in der Klasse von Raumzeiten, welche im vorange-
gangenen Abschnitt behandelt wurden, enthalten sind, wird ihnen ein Extra-Kapitel
gewidmet. Das geschieht, weil sich auf solchen Raumzeiten, wegen der Homogenitét
der Chauchyflachen, sinnvolle Zusténde konstuieren lassen, welche ebensolche Symme-
trieeigenschaften besitzen und resultierende der Energie-Impuls Tensor nicht vom Ort
abhangt. Die gewonnenen Zustande niedriger Energie eignen sich daher besonders gut
fiir nummerische Berechnungen. Auch steht iiber die Eigenfunktionen und Eigenwer-
te des Laplace-Beltrami Operators auf solchen Rdumen eine Vielfalt an Literatur zur
Verfiigung. Die mathematischen Grundlagen {iber die homogenen Rdume werden aus
dem Skript von H. Baum [1] entnommen.

Definition 6.4.1: Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Liesche Gruppe. Man sagt:
G wirkt von links auf M, falls eine glatte Abbildung 0: (g,2) € G XM — g-x € M
gegeben ist, fir die folgende Eigenschaften gelten:

1. Fir jedes g € G ist die Abbildung ly, : x € M +— g-x € M ein Diffeomorphismus.

2. x =e-x fir alle x € M, wobei e das 1-Element ist.

3. g-(a-x)=g(-a)- x firalex e M, g,a €G.

Eine solche Wirkung 6 von G auf M heifit transitiv, falls zu jedem Paar x,y € M
ein g € G existiert mit g - x = y.
Definition 6.4.2: Eine Mannigfaltigkeit M, auf der eine Liesche Gruppe G transitiv
wirkt, heiffit homogener Raum.

Ein homogener Raum ldsst sich als Faktorraum einer Lieschen Gruppe nach einer ihrer
abgeschlossenen Untergruppen darstellen. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe,
dann nennen wir zwei Elemente g1, g2 € G dquivalent (g1 ~g g2), falls es ein h € H mit
g1 = g2-h gibt. Die Aquivalenzklasse eines Elementes g € G sei mit 9] :={g-hlh € H}
bezeichnet. Der Faktorraum

G/H = | 1g] (6.104)

geaG

ist ein homogener Raum und besitzt eine Mannigfaltigkeitsstruktur. Ein Beispiel fiir
einen kompakten, homogenen Raum ist der 3-dimensionale Torus.

T3 =R3/73 (6.105)
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Die zugehorigen Eigenfunktionen sind von der Form
eme, (6.106)

Sie sind den Eigenfunktionen auf dem euklidischen R? sehr dhnlich, bloB dass die Ei-
genwerte diskret sind.

Es sollen jetzt die Zusténde zur niedrigsten Energie konstruiert werden. Weil diese
Zustande zur Verwendung nummerischer Zwecke gedacht sind, werden sie fiir belie-
bige zeitartige Kurven aufgestellt, wenn der Energie-Impuls Tensor diagonal ist. Der
oben aufgefiihrte Torus ist ein Beispiel dafiir und die Argumente, warum der Energie-
Impuls Tensor diagonal sein muss, sind mathematisch die selben wie beim R?. Wenn
der Energie-Impuls Tensor nicht diagonal ist, werden die Zustidnde fiir Kurven mit
Vierergeschwindigkeit 4 = (1,0, 0,0) aufgestellt, weil der entstehende Ausdruck sonst
schnell zu kompliziert wird, um nummerische Berechnungen ausfiihren zu kénnen.

Die in Abschnitt (5.1) konstruierten Zusténde bilden auf den oben genannten Raum-
zeiten eine Klasse von homogenen Zustanden. Es ist sinnvoll die Isotropie der Zustande
aufzuheben, da die zugrunde liegenden Raumzeiten i.a. nicht isotrop sind. Die entste-
hende Zweipunktdistribution ist ebenfalls durch

waw,2') = (Tk(t)Tk(t’)Yk(f)Yk(f’)> = zk:w%(x, ') (6.107)

k

gegeben, wobei hier die Y3, die Eigenfunktionen des Laplace-Operators Ay, sind. Es soll
jetzt der Energie-Impuls Tensor berechnet werden, welcher, wegen der Homogenitéat
der Zusténde, nicht vom Ort abhédngen darf. Wir erreichen dieses, indem wir, ahnlich
wie in [26], den Energie-Impuls Tensor iiber Z integrieren und durch das Volumen
Va/m des homogenen Raumes dividieren. Dadurch werden Funktionen in k erhalten,
welche mit

Viii = / d*z lim 7MViV§Yk(f)Yk(f’) (6.108)

o=z Vo

bezeichnet werden, wobei sich der Index i auf die Ableitung bezieht. Werden die
Eigenfunktionen nicht abgeleitet, so entsteht wegen der Orthogonalitétsrelation ein von
k unabhangiger Faktor, welcher mit V;; bezeichnet wird. Es werden jetzt die einzelnen
Komponenten des Energie-Impuls Tensors berechnet.

[ i DGO T @) = WT0F 6109
' —x G/H

Jho(T _ _
/ d*z lim ﬂvingk(t)Tk(t’)Yk(f)Yk(a?’) = Viis | Te (1) |2 (6.110)
v'—z VGg/H

Bei der nédchsten Rechnung wird im zweiten Schritt partiell integriert, wobei keine
Oberflachenterme entstehen, da die betrachteten homogenen Raume kompakt sind
und keinen Rand haben. Es wird ebenfalls ausgenutzt, dass Yj Eigenfunktionen des
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Laplace-Beltrami Operators zum Eigenwert — g sind.

/d% lim Y2 ha (@) hg (@) ViV () T () Y5 () Y (2) (6.111)
o—z Vgug a*(t)
p DD 1 oo @ e
Va/u a(t)
_ 3 hG(_’) 1 2 )12
= [ P i IO PAE) (6.13)
—V, if)w )2 (6.114)

Werden die Frequenzen mit w? = a2( ) +m? bezeichnet, so ergibt sich fiir den Energie-
Impuls Tensor zur Mode k&

X Vo o .
(Tooun = 5 (1Tl + WRITHI) (6.115)

a2hGn‘

(Tii)onr = Vieai|Tie|® + Vo(ITx|? — wi|Ti|?) (6.116)

Jetzt lasst sich die verschmierte Energiedichte fiir einen beliebigen Beobachter « an-
geben.

Wi = [ a0 (5 Tasbon) () (6.117)
:/d7f2(r)((f'y0)2‘;0(|Tk|2+w,%|Tk|2) (6.118)

+; (59 (Vi + SR (G - T ) ) or) (6119
= / drf(7) (((%)22’ - i (V)”%Gii vo> Tl (6.120)
+< QV‘) w2 ZZ 2 (Viii — QQZGMW,%)>|T;€|2> o~(r) (6.121)

Wie im obigen Fall lassen sich die Zustédnde wieder parametrisieren, sodass mit
NS + uSk|? = (1 +2u2)|Sk|* + 2uR(\SE) (6.122)

und
NSk + 1Sk |2 = (1 + 212)[ S5 ]? + 2uR(NS2) (6.123)
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fiir die Energiedichte

Wkp\,,u]:/deQ(T)(< 0)2Y% +i - hG“ 0> (6.124)

(1+2u )\Skl2+2u%( St) (6.125)
3 CL2 B
(6050t + X 60 0= D)) 0a20)
i=1
(14 242)|Sk|? + 2M§R(AS,3)> ov(T) (6.127)

gilt. Die Energiedichte lasst sich umschreiben zu

Wil 1] = (14 2p2)er + 2uR(Ae2) (6.128)
mit
3
q:/de?(T)(( 2V° +Z )*2 hG“ O>|S,€|2 (6.129)
3 2p
(6072t + 30 (59 (s~ o) )I5il ) 0200 (6.130)
i=1
und

cy = /deQ(T)(<("yO)2‘;O + zj: 6% )za “hais Vo> S+ (6.131)

3 2P
((ﬁo)ﬂ;“w% + 37 () (Vi — "ok w%))&%) °3(7). (6.132)

Wieder ldsst sich erkennen, dass die ¢; und cg, fir ¥ = (1,0,0,0) und G/H = ST,
in die von Olbermann iibergehen, wobei in dem Fall Vi = 1 zu setzen ist, da dieser
Faktor bei Olbermann in die Definition des Maf} mit einbezogen wurde.

In dem Fall, dass der Energie-Impuls Tensor nich diagonal ist, sind in ¢; und ¢y die
4% = 0 zu setzen und man erhiilt den Zustand zur niedrigsten Energie fiir die Kurve
mit Vierergeschwindigkeit ¥ = (1,0, 0, 0).

Damit der Beweis der Hadamardeigenschaft der eben gewonnenen Zusténde einheit-
licher und gemeinsam mit den Zustdnden aus Abschnitt 4.3 gefiithrt werden kann,
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schreiben wir die Funktionen ¢; und ¢s in einer dhnlichen Form:

=5 / drf*(r) (WT)lSk(t(r))Q + xz<r>|sk<t>2> (6.133)

C1

er= 5 [P0 ($ @S i 5u(0?) (6.154)

V() = (3°)*Vo + (3))*a®haiiVo (6.135)

Xi(T) = (Wo)zvowi + (11)2 (Vkii - GQhGiiW]2g>~ (6.136)

Das Symbol € bedeutet an dieser Stelle, dass sich die Funktionen fiir die unterschiedli-
chen kompakten und homogenen Raume unterscheiden. Es soll jetzt das Hauptergebnis
der Diplomarbeit in dem n—’achsten Satz wiedergegeben werden.

Fiir A und p ergeben sich wieder die selben Funktionen und die Zweipunktdistribution
wird auf die selbe Art erhalten.

Satz 6.4.3 Sei W die Weylalgebra des freien Klein-Gordon-Feldes auf einer Raumzeit
(M,g) der Form (6.1), v eine beliebige, zeitartige Kurve und f(t) € 2(R). In der
Menge der in Kapitel 6.1 konstruierten Zustinde auf # gibt es genau einen Zustand
wo, fir den die verschmierte Energiedichte

1) = [ ar ) (7 (4T ) ) ) (6.137)
minimal ist. Dieser Zustand ist durch die Zweipunktdistribution
cmnlyy) = [ @R TGON@T4(@) (6.138)

mit Ty (t) = ASk(t) + pSk(t) gegeben. Sy, ist eine beliebige Lsung von (5.21), welche
die Bedingung (5.23) erfillt. p und X\ sind dabei durch (6.84) und (6.85) gegeben.

6.5. Beweis der Hadamareigenschaft |

In diesem Abschnitt wird die Hadamardeigenschft fiir Zustdnde niedriger Energie be-
wiesen, bei welchen der Energie-Impuls Tensor nicht von den rdumlichen Koordinaten
abhéngt. Dieses sind Zusténde auf Raumzeiten, welche homogene Cauchyfliachen besit-
zen und in den Abschnitten 4.3 und 5.5 konstruiert wurden. In dem néchsten Abschnitt,
”Beweis der Hadamareigenschaft II”, werden die Zusténde analysiert, bei welchen der
Energie-Impuls Tensor ortsabhéngig ist.

Zunéchst werden einige wichtige Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenfunktionen
des Laplace-Beltrami Operators auf kompakten Riemann-Mannigfaltigkeiten unter-
sucht und einige wichtige Resultate von Roberts und Liiders und Olbermans Arbeiten
zusammengefasst. Diese Resultate werden anschliefend auf die allgemeineren Raum-
zeiten ausgeweitet. Der Beweis der Hadamard-Eigenschaft wird danach in zwei Schritte
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aufgeteilt. Im ersten Schritt wird das Verhalten der Funktionen A und p fiir £ — oo
analysiert. Im zweiten Schritt wird gezeigt, dass aus diesem Verhalten die Befriedigung
der mikrolokalen Spektrumsbedingung folgt.

Fiir eine kompakte, in den R™*P_ p > 1, eingebettete, zusammenhingende, m-dimensionale
riemannsche Mannigfaltigkeit (Z, h) wird mit

Spec(Ap) ={0=X <A1 < Ao <A < (6.139)

das Spektrum des zugehorigen Laplace-Beltrami Operators bezeichnet. Es ist wichtig
zu unterscheiden, dass sich der Buchstabe K auf den K-ten Eigenwert bezieht, wihrend
der Buchstabe k ein mdogliches Tupel von Zahlen beschreibt, welche die Eigenfunktio-
nen charakterisieren. Sind die Eigenwerte nicht entartet, gilt K = k. Es sei mit X der
Raum aller kompakten, eingebetteten, zusammenhéngenden, m-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten bezeichnet und mit

Tk: X — R, (Z,h) — A (6.140)
das Funktional, welches der Mannigfaltigkeit (>_,h) den K-ten Eigenwert Ak des

zugehorigen Laplace-Beltrami Operators zuordnet.

Definition 6.5.1 [7]:
Der Uberschneidungs-Indez U(Y") einer Mannigfaltigkeit (Y°,h) € X ist diber die

Gleichung
U =su NII 6.141
(D) =sw# ) (6.141)
definiert. 11 ist dabei eine p-Ebene, welche zu Y, diagonal verlduft, also so, dass der
Durchschnitt Y NIL aus einer endlichen Anzahl an Punkten besteht.

Fiir den Beweis der Hadamard-Eigenschaft werden fiir das Funktional T i die folgen-
den zwei Theoreme bendtigt:

Theorem 6.5.2 [7]:
Es sei (Z, h) € X und K eine positive ganze Zahl, dann gilt

2/m

<Zh> - TK<Z,h> =g < W}(W’”, (6.142)

wobei c(m) eine Konstante ist, die nur von der Dimension von Yy, abhdingt.

Theorem 6.5.3 [6]:

Es sei (Z, h) € X und K eine positive ganze Zahl, dann gibt es eine Konstante a(m),
welche nur von der Dimension von Y . abhdingt, und eine Konstante C, welche nur von
geometrischen Gréflen von Y abhdngt, so dass

<Zh) - TK(Z,h> =\g > C(%)z/mﬂ/m (6.143)
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gilt.
Die Spektralfunktionen eines selbstadjungierten, elliptischen Differentialoperators P
sind durch

e(z,y,A) = Y Vi(a)Vi(y) (6.144)
A<\

definiert, wobei A\j die Eigenwerte und Y} die Eigenfunktionen dieses Operators sind.
Hormander gibt in [21] den Beweis an, dass fiir die Spektralfunktionen eines selbst-
adjungierten, elliptischen Differentialoperators P, welcher erster Ordnung ist, und fiir
einen beliebigen Differentialoperator @), der Ordnung p, die Ungleichung

Qe(-, -, A)| < CoAm ™ (6.145)

gilt. Dabei ist m die Dimension der zugehorigen kompakten Mannigfaltigkeit, auf wel-
cher die Spektralfunktionen definiert sind. In [33] befindet sich eine Erweiterung auf
den Laplace-Beltrami Operator, welche durch

> 0Vi(E)]? = Con oA oA™Y > 0, (6.146)
Ap<A
gegeben ist. Wenn wir dieses Ergebnis mit dem Theorem kombinieren, erhalten wir
V()2 < D [0°V5(@) = Coma X+ 0O (6.147)
A <Ak
= |0°Yk| = oK' T3y, (6.148)
wobei die Dimension der Mannigfaltigkeit gleich drei gesetzt wurde.

Es seien jetzt die bereits bekannten Ergebnisse aus [25] und [26] zusammengefasst,
welche fiir die Robertson-Walker Raumzeiten giiltig sind. Bei den Abschitzungen wird
k den Betrag des Vektors k € R3, k = |k|, bezeichnen.

Definition 6.5.4:
Mit 2,(I) sei die Menge aller Funktionen f € €°°((kmin,0) X I), (k,t) — f(k,t)
bezeichnet, fir welche zu jedem m € N Konstanten c,, > 0 existieren, sodass die
Ungleichung

(O )k, t)] < emk™, t eI k> kmin (6.149)
gilt.
Parker entwickelte in [27] einen Ansatz fiir die Losungen von (5.121), welche vom
WKB-Typ sind. Sie sind durch

W) = (2630 (1) Zexp(i /t t dt/Q,@(t’)) (6.150)

gegeben. Die Funktionen ) miissen dafiir die Bedingung
3¢ 3a 307 1Qy

VW=wl-= -k 7 6.151
ETVRT g T e T a2 T 20, (6.151)
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erfiillen. Diese Gleichung ist iterativ zu losen:
QUt) = wi (6.152)

. 2 .
n+1\2 _ 27%7% 3(92) 71(92)
(Qk ) = wj, 12 + 4(92)2 20 . (6.153)

Die zugehorigen Zusténde sind unter dem Namen adiabatische Vacua bekannt. Un-
abhéngig von n gilt W] € 2_,,5(I) und |[W| € 2, /5(I). Es ldsst sich durch

SV (1) = ol (W (1) + 5 (W (1) (6.154)
ein Zusammenhang mit den exakten Losungen der Differentialgleichung
B Q- e )

herstellen. Fiir die Korrekturfaktoren gelten die Abschéitzungen

M) 1<+ k)72 L @M @1)] < Cp(1 + k)2 6.156
k k
B (O] < Cs(1+ k) 7271 B0 (1)] < Ca(1+ k)72, (6.157)

wobei die C; Konstanten sind. Die Funktion S}, erfullt
Al S = O(k~1/*), (6.158)

Bei Olbermann befinden sich die Rechnungen, dass

|S|? = |[aW + BW|? = |[W|* 4+ O(k~2"), (6.159)
SI2 = | (aw + 1|2 = W2 + 02, (6.160)
gilt, womit auch ) )
SS=WW + 0(k—") (6.161)
und . .
SS =WW + 0(k™*") (6.162)
gilt.

Diese Ergebnisse sollen jetzt auf die allgemeineren Raumzeiten ausgeweitet werden.
Dazu werden die obigen Ungleichungen fiir die Korrekturfaktoren durch die Eigenwerte
des Laplace-Beltrami Operatos ausgedriickt und mit dem Theorem (5.5.3) kombiniert.
Wird allgemein fiir die Korrekturfaktoren b; (k) geschrieben, so gilt fiir die Robertson-
Walker Raumzeiten o

1

b;(k) < TESv wE=E (6.163)
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Fiir die allgemeineren Raumzeiten gilt jetzt

1 Cz Cz
VAk > CK3s & < 6.164
C;
=bk) L —=7 T 6.165
(k) (1+CK#)>" (6.165)

wobei die Konstante aus dem obigen Theorem mit C abgekiirzt wurde. Aus [25] ent-
nehmen wir, dass sich die Funktionen |W|? und |Wj|? sicher nach unten beschriinken
lassen:

AQ+ k) < Wi <B(1+k), ABcR"\{0}AA<B, (6.166)
AA+E) IS WP<BO+k)™Y, A B eRT\{0}AA <B. (6.167)
Mit Hilfe der Theoreme 5.5.2 und 5.5.3 verallgemeinern wir wieder auf
C'K3 < /g < CK3, (6.168)
womit
Db+ K3) < |Wi>? < E(b+ K3), D,E€R'"\{0}AD<E,b>0, (6.169)

Db+ K3 < W2 < E(b+ K3, D E e RF\{0IAD < E',b>0 (6.170)
gilt. Fiir die Funktion S gilt

0 Sk = ﬁ((\/ﬂ)“z“) = ﬁ((K)1/6+j/3>. (6.171)

Jetzt sind wir in der Lage eine Abschétzung fiir die Funktionen ¢; und ¢o vorzunehmen.
Dazu werden die exakten Losungen durch die adiabatischen Vakua mit Korrekturfak-
toren ausgedriickt und in die Funktionen ¢; und cs eingesetzt. In allen hier behandelten
Fallen lassen sich die Funktionen durch

o= %/der(T) (¢E(T)|Sk(t(r))2 + XZ(T)|Sk(t)2> (6.172)
C2 = % / dr f*(7) (we(r)Sk(t(T))Q + X;(T)sk(t)2> (6.173)

ausdriicken. Es werden also noch Abschétzungen fiir die Funktionen v, (7) und x5 (7)
benotigt. Fiir die flache und negativ gekriimmte Robertson-Walker Raumzeit lasst sich
das Verhalten direkt ablesen. Fiir die flache Raumzeit (e = 0) gilt

3
¥ = ()" + ) (5')%a® = O(k°) (6.174)
3
XE=(3°)" + 30 (37 (2k2 — a?w}) = O(k?) (6.175)
=1
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und fir die negativ gekriimmte Raumzeit (¢ = —) gilt

3

Y= (70)2 + Z (’Vi)Qazhii = 0(k") (6.176)
3
+Z +’f2 hia®wi) = O(k). (6.177)

Fiir die Abschétzung der Funktlonen bei den homogenen Rdumen werden die Unglei-
chungen fiir die Eigenfunktionen benétigt. Mit Gleichung (6.148) erkennt man

Viii = / d3z lim 7Vh‘;(x)vivgyk(f)17k(f’) = O(K*/3). (6.178)
o'~z Vo/m

Mit

/d% lim AYk(f)Yk(f’) = 0(K") (6.179)
gilt die allgemeine (freundliche) Abschatzung

e = O\ (6.180)

und
X = O(\k). (6.181)

O0(\%) bedeutet, dass sich diese Funktion durch eine Konstante abschiitzen lisst. Wird
die Funktion ¢; durch die adiabatischen Vakua mit Korrekturfaktoren ausgedriickt, so
gilt

—5 [arfe ( Do (” W (0 + 57 OWO)F (6.182)

() W (1) + g (W) (t)|2) . (6.183)

Werden die Betragsquadrate ausmultipliziert, so ergibt sich mit den Gleichungen (5.161)
und (5.162)

— [arPOE @O OF i @OW @R+ 0057). (680
Es gilt also

Db+ +/Ak)<a<EOb++V)\k), D/Ec RT \{0O}AD<E, b>0. (6.185)
Fiir die Funktion co gilt

cr = [ar PO OW P X OW () + 00R) (6.186)
- / dr 2 () (0 (W ()P (6.187)
g ()W (T)IQ)exp<z‘ /t dt' ™ (t')) +OO). (6.188)
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Fiir die weitere Abschétzung ist das folgende Lemma sehr hilfreich:

Lemma 6.5.5 [26]:
Sei P € 2,,(I). Dann gibt es fiir jedes M € N ein Cpy > 0, sodass

‘ / dt f2(t)P(k;,t)exp(i /t f dt/Q,@(t’)) '2 < Car(14 k)= M+m (6.189)

gilt.
Wird dieses Lemma auf die Funktion P(k,t) = wE(T)\Wkn) (7)]? + x;(T)|W,5n)(T)|2

angewendet, so ergibt sich c; = O(AL").

Die Funktion ﬁ ist fiir |#| < 1 in eine Taylorreihe entwickelbar. Wird die Entwick-
lung auf den Term in der Wurzel von

1
= — -1 6.190
"= 1 _ L (6.190)
i
angewendet, so ergibt sich
1 Lol 1eaf*
—_——1l=———+ -—— 4+ ... 6.191
1 _ ez 2 3 4 + ( )

Es lésst sich jetzt erkennen, dass fiir die Bogoliubov-Transformation,
Ti(t) = AST™ (1) + uS (1), (6.192)
durch welche die S ,(Cn) in die T}, tUberfiithrt werden,
L=\ p=O0N2") (6.193)

gilt.

Fiir den zweiten Schritt seien zunéchst die, fiir die Beweiskette
L= M\p=O0N\2"T) = WF(w) =CT, (6.194)

wichtigen Gleichungen und Formeln aufgestellt.

Lemma 6.5.6 [22]: Sind woy und we, die Zweipunktdistributionen eines Hadamard-
zustandes und eines adiabatischen Vakuums n-ter Ordnung, so gilt

3
WEF*(wapg —wapn) =0, Vs<2n+ 3 (6.195)
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Mit der Benutzung der gewohnlichen Rechenregeln fiir Wellenfrontmengen und dem
Zusammenhang zwischen Sobolev-Wellenfrontmengen lésst sich die Gleichungsfolge

WF(LUQ) = WF(wg — wopy + CUQH) - WF(C{)Q — wzH) + WF(ng) (6196)
= WF(LUQ — WQH) + O+ Q WF(WQ — WQn) U WF(WQn — LUQH) + C+ (6197)

= | WPw-w)u |J WF(wm—w)+Ct (6.198)
seR\{xo0} seR\{xoo}

aufstellen. Falls gezeigt werden kann, dass
WF*(wg —wap) =0 Vs < f(n) (6.199)

gilt, wobei f eine monoton steigende Funktion ist, so gelten in der Gleichungskette die
Gleichheitszeichen und es folgt W F(ws) = CT. Mit der mikrolokalen Spektrumsbe-
dingung gilt, dass we ein Hadamardzustand ist. Fiir Distributionen w, aus den Sobo-
levraumen H} (M x M) gilt

loc

we € Hi, (M x M) & WF*(w,) = 0. (6.200)

Es geniigt also zu zeigen, dass wy — way, € Hl{)(cn)(M x M) gilt. Bei diesem Teilbeweis
ist die Formel )

E"(X)CHL.(X) Vs<m— §dz’m(X) (6.201)
vom groBlen Nutzen, denn mit ihr genligt es zu zeigen, dass wy — wa, € €™ (M x M)
fir die Hadamardeigenschaft ausreichend ist. Konvergiert das Integral

0 (w2 — wan) (2,0') = / k05 [(Tkak(t') - 5" (t)Si"’(t’))Y,;(f)Y,;(f’)} :
(6.202)

so gilt (wo — way,) € E1(M x M). Das Integral konvergiert absolut, falls sich der
Integrand durch &((v/Ax)~37?%), § > 0, abschiitzen lisst. Mit

918, = ﬁ((@)“”) (6.203)

und
0V ()] = o (X5 (6.204)
sowie dem Ergenbnis 1 — A\, = O(A\ "), gilt jetzt
02 | (T OT(t)) = SV (S (1)) V(@) k(f')} = OO (6.209)
Ein Vergleich mit dem Konvergenzkriterium liefert
3 7
3 13
=2n— 2o - =. 2
=d=2n 5 || 5 (6.207)
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Damit das Integral konvergiert muss also

4 26
gelten, woraus o
wy — way € CLETTI (M x M) (6.209)

folgt. Die Funktion z — |z| ist die GauBBklammer mit einer kleinen Modifikation:

= 21
2] = max (k), 2>0 (6.210)
lz] =0, z<0. (6.211)
Damit gilt auch
4,40
(wo — wan) € HE" o4 (01 x ). (6.212)

Da sich die Iterationsordnung des adiabatischen Vakuums beliebig hoch wéhlen lasst,
ist die mikrolokale Spektrumsbedingung erfiillt. O

6.6. Beweis der Hadamardeigenschaft |l

Jetzt soll der Beweis fiir die Zusténde niedriger Energie, dessen Energie-Impuls Tensor
ortsabhéngig ist, gefithrt werden. Die Schwierigkeit besteht darin, dass sich die Funk-
tion ¢; nicht mehr so einfach nach unten abschétzen lasst.

Die Menge aller Punkte p € >, auf welchen die Eigenfunktionen Null sind, wird mit

M= {pe)_|Yilp) =0} (6.213)

bezeichnet. Diese Mengen sind Untermannigfaltigkeiten und besitzen ein n-1 dimen-
sionales Volumen, welches die Bedingung

CVX<Vol" (M) < C'VX (6.214)

erfillt [9].
Werden die Ausdriicke (5.161), (5.162) und (5.166) in c¢; eingesetzt, so ergibt sich

.0\ 2
¢ = /deZ(T) {(72)(g|m'/|2 + k|W|?) (6.215)

2305 R(E)RWWR) + (1) %107 12 + S 2957 R (,50)) W2 (6.216)
i#]
2p .
+Wﬂ'%( — (W + §|Wk|2)} ox(1) + O(k~2+2) (6.217)
=c; = O0(K®). (6.218)
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Nutzt man die Gleichungen

W? = |W|261:p(2i/§2), (6.219)

W2 = |W|269cp(2i/9) (6.220)
und

WW = WWeaxp(2i / Q) (6.221)

aus, so ergibt sich fiir die Funktion ¢y

. 0 2
co = /d7f2(7) [((72)(5“4'42 + k|W|?) (6.222)
+29°5 R(E)R(WeWe) + (1) 10.Y P + 3 24" R(65)) WP (6.223)
i#j

. a’hs .

H“WQT”( — (W + §|Wk|2))exp(2i/9)} oy(T) 4+ O(k=2"2) (6.224)
Wird Lemma 5.5.5 auf ¢y angwendet, ergibt sich

lca| = O(k~2"F2) (6.225)

flir ein geeignetes M.

Das Verhalten der Funktion cy:

Besitzt die Funktion ¢; Nullstellen, so hat die Funktion C% Singularitaten, was die
1
Hadamardeigenschaft zerstoren kann. Ebenso ist ein, fiir die Funktion C%, in k schnell

abfallendes Verhalten fiir die Hadamardeigenschaft geféhrlich. Es ist also ein passendes
Verhalten der Funktion sicherzustellen.

Der Teil der Funktion ¢1, welcher nicht von der Ordnung &'(k~27%2) ist, lautet

0\ 2 .
/dez(T) {(72) (£|W|2 + "$|W|2) + 2’V07i%(fi)%(Wka) (6.226)
()Y P+ D27 R(& 1)) WP (6.227)
. ,a2h-- T#J
49 =5 (€W — n|W2)} o~(7). (6.228)

Der letzte nagative Term kann die positiven Terme wegen der Zeitartigkeit der Kurve
nicht aufheben.

W2

2

("70)2 2 ~i~ja2hij 2 ca:\ Il
kW = 55 W = (gai?3) T 20 (6.229)
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&
a2

k(@) Wi(0) = (

Der mittlere Term ist ebenfalls nie negativ.

(aiYk)(ﬁij.)+m2|Yk|2>(f)Wk(t)|220, Vk,x  (6.230)

((3°)*10:Y 2 + S 2 IR(& )W =T (0,Y)(0;Y) WP >0 Vkax o (6.231)
i#]

Falls aber Y}, o v(7) und deren Ableitungen auf der ganzen Kurve identisch Null sind,
besitzt die Funktion c¢; dort eine Nullstelle. Dazu muss die Projektion der Kurve auf
den rdumlichen Anteil der Raumzeit in der Nullmenge .4 der Eigenfunktion Y}, liegen:

v(r) € M. VT €EL (6.232)

Die Untermannigfaltigkeit ist jedoch 2 dimensional, so dass fiir ein passendes Koordi-
natensystem, und in dem Fall, in dem die Kurve durch ein endliches Gebiet von >
verlauft,

1

2
einen positiven, von Null verschiedenen Beitrag liefert. Die Richtung i liegt dabei
orthogonal auf der Hyperflache. Dieses Integral kann nur dann Null sein, wenn auf
der gesamten Kurve zusatzlich ein Extremum von Yj verlauft, was nur dann nicht
auszuschlielen ist, wenn die Menge

oy2 b
/dT(VO)zglf?iYkFIWkIz 07(7) (6.233)

AN, (6.234)

nur aus einem einzigen Punkt besteht. Es ist also nicht auszuschliefSen, dass der Fall

eintreten kann, dass die Funktion é Singularitaten besitzt. Es lasst sich jedoch er-
kennen, dass wenn c; bei k eine Nullstelle besitzt, dass dann auch die Funktion cg
dort eine Nullstelle besitzt, womit sich p(k) = % ergibt und p an diesen Stellen nicht
definiert ist. Sei jetzt u > 0. Die Funktion Y} kann in k nicht schnell abfallend sein,

weil die Funktion

w2<$,$/) = Z (Tk(t)Tk(t/)Yk(f>Yk(f/)) (6.235)
k

sonst keinen singularen Trager haben kann. Das kann offensichtlich nicht sein, da ja

schon der antisymmetrische Anteil durch die Kommutatorfunktion gegeben ist, welche

einen singuléren Tréger besitzt. Es deutet also alles darauf hin, dass die Funktion ¢, bis

auf mogliche Nullstellen, ein ahnliches Verhalten wie bei den homogenen Mannigfaltig-

keiten besitzt. Mit dieser Annahme sind die gefundenen Zustédnde Hadamardzustéande.
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7. Zusammenfassung

Motiviert durch das Resultat, dass die Quantenenergieungleichung von Fewester, fiir
beliebige global hyperbolische Raumzeiten, Hadamardzustande und zeitartige Kurven
gilt, sollte das Ergebnis von Olberman, die Zustéande niedriger Energie, maximal er-
weitert werden.

Ausgehend von der Methode zur Konstruktion von homogenen und isotropen quasi-
freien Zustdnden auf Robertson-Walker Raumzeiten, von Roberts und Liiders, wurde
zunachst eine moglichst umfassende Klasse von Zustdnden auf einer grofit moglichen
Klasse von Raumzeiten konstruiert. Fiir kompakte Cauchyflachen wurde diese Metho-
de maximal erweitert. Die Einschrankung an die Zusténde, welche von der Isotropie der
Robertson-Walker Raumzeiten kam, wurde ebenfalls aufgehoben. Als néchstes sollten
die Kurven erweitert werden. Von der zeitartigen Geodéten mit vierer-Geschwindigkeit
v® = (1,0,0,0) sollte auf beliebige zeitartige Kurven erweitert werden. Insbesondere
sind damit Kurven beschleunigter Beobachter zugelassen und die Einschrankung auf
Karten, in denen die vierer-Geschwindigkeit die obige Form hat, ist ebenfalls aufgeho-
ben. Fiir diesen Schritt musste der gesamte nicht renormierte Energie-Impuls Tensor
berechnet und in Moden zerlegt werden. Nach der Vergewisserung, dass der Pullback
dieses, mit v*v® verjiingten Tensorfeldes wohldefiniert ist, wurde die entsprechende
Energie, welche auf dieser Kurve detektiert wird, ausgerechnet. Es wurden alle kon-
struierten Zustédnde geeignet parametrisiert, wodurch ebenfalls die gemessenen Ener-
giewerte parametrisiert wurden. Der Zustand zur niedrigsten Energie wurde dadurch
erhalten, dass die Energie nach dem Parameter p abgeleitet wurde. Das u welches das
Minimum der Energie liefert, liefert ebenfalls den Zustand, welcher fiir diese Energie
verantwortlich ist. Nach dem Auffinden des gesuchten Zustandes wurde nachgewiesen,
dass es sich um einen Hadamardzustand handelt.

In dieser Diplomarbeit wurde also der Giiltigkeits- und Anwendungsbereich der Zusténde
niedriger Energie erweitert. Es wurde auch gezeigt, dass die Hadamardeigenschaft un-
abhangig von der gewahlten Kurve ist. Theoretisch lasst sich die Klasse der Zustande
noch weiter erweitern, indem Integraloperatoren auf den fouriertransformierten Cauchy-
daten eingefiihrt werden. Die sich ergebenden Ausdriicke werden aber so kompliziert,
dass eine weitere Verwendung kaum moglich scheint.

Eine Moglichkeit den Zustand zur niedrigsten Energie flir beliebige Raumzeiten und
beliebige Kurven innerhalb der gesamten Klasse von Hadamardzustdnden zu finden,
konnte mit Hilfe der Variationsrechnung geschehen. Variiert werden wiirde hierbei nach
dem glatten Anteil der Zweipunktdistribution, fiir welche ein Reihenansatz gemacht
werden konnte. Es lieflen sich somit Differentialgleichungen aufstellen, welche der glatte
Anteil der Zweipunktdistribution auf der Kurve erfiillen miisste. Die grofle Schwierig-
keit ist hierbei das Einbringen der Positivitdtsbedingung in das Variationsproblem, was
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mir nur fiir eine endliche Anzahl von reelwertigen Testfunktionen gegliickt ist. Auch
der Reihenansatz bereitet Schwierigkeiten, er liefert entweder nur eine Approximation
an den glatten Anteil oder ein unendliches Differentialgleichungssystem.
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A. Anhang

A.1. Mikrolokale Analysis

In der mikrolokalen Analysis geht es im Wesentlichen um die Untersuchung des sin-
guldren Verhaltens von Distributionen. Distributionen nehmen als Greensche Funk-
tionen, Propagatoren in der Quantenfeldtheorie und als Fundamentallésungen von
partiellen Differentialgleichungen eine wichtige Rolle in der Physik ein. Die singulére
Struktur einer Distributionen kann mit der Hilfe des Begriffes der Wellenfrontmenge
im Kotangentialbiindel ndher untersucht werden.

A.1.1. Grundlegende Operationen mit Distributionen

Eine Distribution u in einer offenen Teilmenge X des R™ ist ein stetiges lineares Funk-
tional auf einem Funktionenraum, wie z.B. €§°(X), sodass fiir jede kompakte Teil-
menge K C X eine Konstante C' und k existiert, mit denen |u(¢)| < >, <, sup [0%9)|
, @ € CP(X) gilt. Oft wird auch die dquivalente Formulierung benutzt, dass eine Line-
arform genau dann eine Distribution ist, wenn U(¢;) — 0 fiir jede Folge ¢; € €5°(X)
die mit j — oo gegen Null konvergiert, in dem Sinne, dass sup|0%¢;| — 0 fiir je-
des feste o und suppp; C K fiir alle j festes K. Die Menge aller Distributionen
in X wird mit 2°(X) bezeichnet. Zum Beispiel liefert jede in X stetige Funktion f
tiber 65°(X) 3 ¢ — [ fo¢dx eine Distribution, welche oft ebenfalls mit f bezeichnet
wird. Die Einschrénkung einer Distribution v € 2¢(X) auf eine Teilmenge ¥ C X
ist durch uy (¢) = u(¢), ¢ € €5°(Y) gegeben. Der Triger supp(u) einer Distribution
u ist die Menge der Punkte in X, die keine offene Umgebung haben, auf welcher die
Einschrankung von u 0 ist. Der singulire Trager singsupp(u) einer Distribution u ist
die Menge der Punkte in X, die keine offene Umgebung haben, auf welcher die Ein-
schrankung von u durch eine ¥°°-Funktion gegeben sein kann. Die Ableitung einer
Distribution ist immer mdglich und durch (Oxu)(¢) = —u(0r$) gegeben. Die Multi-
plikation einer Distribution mit einer Funktion ist hingegen nur fiir glatte Funktionen
f € €= iber (fu)(¢) = u(f¢) definiert. Die Faltung einer Distribution v € 2‘(R™)
mit einer Funktion ¢ € G5°(R™) ist iiber (ux¢)(x) = u(¢p(z—.)) € € definiert, wobei
die rechte Seite bedeutet, dass u auf ¢(x —y) als Funktion von y wirkt. Ist w durch eine
stetige Funktion gegeben, stimmt dieses mit der Faltung zweier Funktionen {iberein.
Die Faltung zweier Distributionen uy * us ist die einedeutige Distribution u, so dass
uy * (ug * @) = ux* @, ¢ € €5°(R™) gilt. Die Faltung ist kommutativ uy % us = ug * uy
und es gilt supp(uy * us) C supp(uy) + supp(uz). Das Produkt von zwei Distributio-
nen an selben Punkten zu definieren bereitet Schwierigkeiten. Es ist jedoch immer
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moglich das Produkt w1 ® us € Z(Xy x X5) zweler Distributionen u; € 2(X;) ,
X offen in R™, zu erkléren, wenn diese von unterschiedlichen Mengen von Variablen
abhéngen. Fiir die Distribution u = u; ® ug gilt u(¢1 ® ¢2) = [urrday [uagpedrs |
¢; € 65°(X;) und supp(u) = supp(uy) x supp(uz). Wenn die u; Funktionen sind gilt
X1 % X5 3 (x1,22) — ui(x1)uz(x2). Jede Funktion K € €(X; x X2) kann als Kern
eines Integraloperators £ : €p(X3) — € (X1) angesehen werden

(Hu)(x) = /K(xl,xg)u(xg)d;vQ (A1)

und es gilt das Kerntheorem von Schwartz:

Jedes K € 2(X; x X3) definiert durch (Z'¢,¢) = K ® ¢), ¥ € 65°(X1),¢ €
65°(X2) eine lineare Abbildung ¢ : 65°(X2) — 2¢(X1), welche in dem Sinne, dass
H9; — 0in 2(X4), wenn ¢; — 0 in 65°(X2), stetig ist. Weiterhin gibt es zu jeder
linearen Abbildung J# genau eine Distribution K und man nennt K den Kern von

.

Wesentlich fiir das Rechnen mit Distributionen auf Mannigfaltigkeiten ist auch der
Pullback von Distributionen. Sind X und Y zwei Mannigfaltigkeiten und ¢ : ¥ — X
glatt, dann lasst sich der Pullback ¢*¢ einer Distribution ¢ € 2’(X), als Distribution
auf Y erkléren, wenn WF(¢) N N, = (), mit

Ny = {(¢(y),€) € T (X)|de" ()¢ = 0} (A.2)

gilt. Falls ¢ glatt ist, ist der Pullback durch die gewdhnliche Verkettung (¢*¢)(y) =
¢(¢(y)) gegeben.

A.1.2. Fouriertransformation und Wellenfrontmenge

Die Fouriertransformierte ¢A> einer Distribution ¢ € &(X) ist durch die glatte Funktion

(&) = ule) (A.3)

gegeben. Wobei e, die glatte Funktion e¢(x) = ﬁe‘“fv@ ist. Jede Distribution u €
&*(X) mit kompaktem Triger ist auch in S‘(R™), dem Dualraum vom Schwartzraum.
Die Fourieretransformation ist hier eine lineare Abbildung F' : S‘(R"™) — S‘(R™) und
dhnlich wie fiir Funktionen gelten hier die wichtigen Gleichungen

Dgu(e) = (—ig)a(©), (A4)
u(€) = (—i0e) (). (A.5)

Eine Distribution u € &*(X) ist genau dann glatt, wenn es fiir jedes N eine Konstante
C gibt, so dass
a(€)| < Cn(1+ €)Y (A.6)

gilt. Wenn jetzt aber singsupp(u) # 0,u € &(X) gilt, kann es Richtungen geben,
in denen 4(£) nicht schnell abfillt. Es wird dafiir eine kegelformige Umgebung I' de-
finiert, tiber die Invarianz bei einer Multiplikation mit positiven reellen Zahlen, also

68



eine offene Umgebung der Art {Az|z € S, A € R, }, wobei S eine offene Teilmenge der
S7~1.Sphére ist. Fiir eine Distribution v € &*(X) mit kompaktem Triiger, nennt man
einen Punkt £ € R\ {0} regulér gerichtet, wenn es eine offene kegelférmige Umgebung
von ¢ gibt, mit supg.cp(1 4 €)Y |a(E)| > oo fiir jedes N € Np. Die Fouriertrans-
formierte fillt also in Richtung reguldr gerichteter Punke sehr schnell ab. Jetzt wird
> (u) als das Komplement der Menge aller reguldr gerichteter Punkte definiert, al-
so die Menge aller Punkte in deren Richtung die Fouriertransformierte nicht schnell
abfillt. Fiir jedes u € &’(X) und jedes f € 2(X) gilt > (fu) C > (u), wobei die Fou-

riertransformierte eines Produktes iiber die Faltung fu(&) = W Jgn W& —n) f(n)dn
gegeben ist. Jetzt kann fiir jedes v € 2'(X) und einen Punkt = € X die Schnittmenge
> (u) = >_(fu) von geschlossenen Teilmengen von R™ \ {0} definiert werden. Die
Schnittmenge wird tiber alle Funktionen f € Z(X), mit f(z) # 0 genommen. Jetzt
sind wir in der Lage den wichtigen Begriff der Wellenfrontmenge zu definieren:

WF(u) = {(x,g) e X xR\ {0} [¢ Z(u)} (A7)

Die Projektion der Wellenfrontmenge W F'(u) auf das erste Argument ist gleich dem
singuldren Tréger singsupp(u) von w.

Definition A.1 Ein Sobolevraum H*®(R™), s € R besteht aus der Menge

H*(R") = {u € S'(R")| /d”f(l +1EP)*la(€)]* < oo} (A.8)

Um den Begriff des Sobolevraumes auf Mannigfaltigkeiten auszuweiten, werden die
lokalen Sobolevraume benétigt, welche iiber die Menge

Hipo(R™) :={u € D'(R"))| /dnf(l + 1P [ Fu@ < oo, Vfe2RM}  (A9)

Zur Verallgemeinerung auf eine Mannigfaltikeit, soll dieses unabhéngig von der gewéhl-
ten Karte gelten. Es soll jetzt der Begriff der Sobolev-Wellenfrontmenge W F*® ein-
gefiihrt werden.

Definition A.2 Fir eine Distribution u € 2'(X), o € X, § € R"\ {0} und s € R
ist (zo, &) ¢ WEF*(u), falls es ein f € 2(X) mit f(zo) # 0 und eine offene koOnische
Umgebung T' von & € R™ \ {0} g¢ibt, sodass

/F E(1+ |22 Fule)? < oo (A.10)

Bei Sobolev-Wellenfrontmengen auf Mannigfaltigkeiten gilt dieses wieder unabhéangig
von der gewahlten Karte. Es gilt die Verbindung

we He (X) & WF(u). (A.11)
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A.2. Berechnung des Energie-Impuls Tensors aus einer
gegebenen Metrik

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Krimmungsgrofien und der Energie-Impuls
Tensor fiir eine Metrik der Form

1 0 0 0
_ 0 —a(t)hi1(z,y,2) 0 0
gab(ﬂf) - 0 0 —a(t)hQQ(x,y7Z) 0 (A12)
0 0 0 —a(t)hss(x,y, 2)

berechnet werden. Wir beschranken uns auf diese Teilmenge von Metriken, weil die
Metriken der allgemeineren Form 5.1 extrem lange und komplizierte Kriimmungsten-
soren hervorbringen. Diese diagonale Form scheint auch die wichtigste Untermenge zu
sein, fiir welche sich noch einigermaflen iiberschaubare Kriimmungsgroflen konstruie-
ren lassen.

Der Energie-Impuls Tensor ist mit der Metrik iiber den Einstein Tensor verkniipft,
welcher sich aus Kriimmungstensoren zusammensetzt,

1
Gab = _HTab; Gab = Rab - §Rgaba (A13)

wobei hier die kosmologische Konstante weggelassen wurde. Die Skalarkiimmung R
lasst sich aus dem Ricci Tensor R, erhalten.

R = ¢®Rgy (A.14)
Der Ricci Tensor lasst sich aus dem Riemann Tensor Rgbc berechnen.

Rap = RS, (A.15)
Der Riemann Tensor setzt sich aus den Christoffelsymbolen zusammen.

Re, =0, — 9.1 4119 —T°, 1, (A.16)

abc

Die Christoffelsymbole lassen sich wie folgt aus der Metrik berechnen:

1
be = 59“‘1 (Ovgdc + Ocgba — Oagne)- (A.17)

Zu der weiteren Berechnung wird also die inverse Metrik bendtigt, welche durch

1 0 0 0
0 ——— 0 0
g (x) = 0 i1 (my.7) -1 0 (A.18)
a(t)haz(z,y,z)
0 0 0 —L

a(t)hssz(z,y,z)
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gegeben ist. Der Energie-Impuls Tensor lasst sich jetzt direkt ausrechnen. Dazu muss
einfach nur die folgende symbolische Kette durchlaufen werden:

Gabr, 9 A TL A RY, +— RS, = Rap — g’ Ray = R (A.19)

1
Raba R) Gab MY _EGab = Tab- (AQO)

Der Pfeil ”~” soll dabei ”einsetzen” und der Pfeil 7+ soll "abbilden auf” bedeuten.
Fiir die konkreten Berechnungen sind Computerprogramme sehr hilfreich.

Im Folgenden werden die Koordinaten weggelassen und die partiellen Ableitungen
beziehen sich nur auf die Funktion, welche direkt als nachstes kommt. Fiir die Chri-
stoffelsymbole ergeben sich die folgenden Ausdriicke:

0 0 0 0
0 Lhiida 0 0
0o _ 2111t
To=10 "0 lhpoa o0 (A.21)
0 0 0 1hs30a
0 2= 0 0
Ota  Ozhiy Oyhi1 9. h11
1 a h hi1 h11
i, = 20 a?yhllll _26th2 20 (A.22)
8211}’1111 2h11 9, has
0 T 0 T 2hn
0 0 ga 0
0 _9yhi1 9zhas 0
To=| o ohs Gin  ouhw (A.23)
2a 2h22 2hh22 28}742}%
z y 33
0 0 2h2222 T 2hoo
0 0 0 2o
, 0 -%Zhu o  Zhu
ng = 0 0 . _ O:hao 311}?-?3 : (A24)
2h33 2hs3
Oia Oz has Oyhss 9, h33
2a 2h33 2h33 2h33
Fiir die Komponenten des Riemann Tensors ergibt sich
2 2
Rao = Roq = ( —3((8‘(1)4(1_22(1@ a)7 0, 0, 0 ) ) (A25)
1
B = g (hihgzhgs((ataf + 2007 a) + ahashgs (has ((Oyhnn)*  (A.26)
22133

+05h1105ha2) + hoa ((92h11)? + Oph110zhss) ) has  (A.27)
+ahi1 (h§3 (8yh116yh22 + (8$h22)2) — 2haohss (A.28)
(02h110-hos + Oy h110; hss + 2h33 (D7 hay + O2hao))  (A.29)

+h%2 (azhllazh?)?) + (89;h33)2 — h33 (a?hll + 6§h33)))), (A30)
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R21 = R12 =

1 <h336yh33893h22 +h335yh115xh33
4}7,%3 hgg hll

+0yh330,h330,haz — 2h330,0, h33) ;

Rs1 = Ri3 = + 0zhaz

1 [ ho20:h1105ha2
4h3, h11

hyaOuh
(@hm | h220ahss

—2 »
h33 ) h22 81, az h22) ’

Roy = (h% (h32h35((0a)® + 2007 a) + ahss ((9:ha2)?

+0yhas + Oyhss) + ahao (0:h220:hss + (9yhas)?
—2hss (63h22 + 65]133))) + ahosh3s ((ayhll)2
+8xh118xh22) - ah11h33( - h33( + Oyh110yhao
+(0zh22)?) + ho(0:h110:has + Oyhao0yhss

1
+2h3s (02 h11 + 83h22)))) dah3; hyyh3,’

1 h110yh33
R23 = R32 = M <Bzh11 (8yh11 + h,ijd

Thyy (azh??ayhll _ Qayazhn>)
h22

und

R33 = (hi (h32h3s((9a)? + 2007 a) + ahas ((9:h22)®
+0yhos + Oyhss) + ahgo (0:h220.hss + (9yhas)?
—2hss (8§h22 + 3§h33))) + ah%zhsi% ((azhll)2
+0;h110,h33) + ahi1hog ( — has(9yh110yhss
+azh2231h33) + hao (3zh113zh33 + (0zhs3)?

1
_ 9. 2 27, - -
2h3s (8Zh11 + (9Ih33)))) 4ah%1h%2h33 .
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(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

A.36
A.37
A.38
A.39

—~ o~~~
— ~—— ~— —

(A.40)

(A.41)

(A.42)



Die Skalarkriimmung ist durch
~1

da?hi hiyhis
+3yh225yh33) + hao (3zh223zh33 + (3yh22)2 ( )
—2h33(02has + has))) + haohas (has ((0yh11)? ( )
+axh118xh22> + h22((8zh11)2 + 5mh115mh33)) ( )
—h11( — h3s (8yh118yh22 + (8Ih22)2) (A.53)
(A.54)
(A.55)
(A.56)

R=g%Ry, = (afahfl (6h33h35 + has ((0shaz)? (A.49)

+2hahs3(02h110:haa + O h110yhas
+02h220:h3s + 2hs3 (02h11 + 02haz))

—h35(9-h1102hss + (Oyhs3)? A.56
—hss (65}7,11 + 8fh33)))> (A57)
(A.58)

gegeben. Es lasst sich erkennen, dass der Energie-Impuls Tensor von der Form

Too 0 0 0
Ti1 Rz Ris

0

T = A.59
b 0 Ri2 T2 Ros ( )

0  Riz Roz 133

ist, wobei Kk = —1 gesetzt wurde. Damit ergibt sich weiter
3 ((0ra)? — 2adia)
Too = 102 (A.60)
1

+m <8tzah§1 (6h32h§3 + h33 ((azh22)2 (A'61)
+3yh225yh33) + hao (azh228zh33 + (3yh22)2 (A.62)
—2h33(07has + has))) + haohas (has ((0yh11)? (A.63)
+02h1105ha2) + hoz ((9:h11)? + 9:h1105hs3)) (A.64)
—h11( — h§3 (8yh118yh22 + (83;h22)2) (A65)
+2hooh33(0.h110has + 3§h115yh33 (A.66)
+02h2205h3s + 2hs3 (02h11 + 2has)) (A.67)
—h35(9-h1102hs3 + (Oyhss3)? (A.68)
g (0hnn + aghgg)))> (4.69)
, (A.70)
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1

T = —o
" 4ah2,n2,

(hll (h§2h§3 ((8ta)2 — 4a8t2a) - ah33 ((82 h22)2
+8yh228yh33) - ahzg (82h2282h33 + (8yh33)2

—2h33(02has + Ohss))) + ah22h335zh225mh33),

T22 (h%lhgghgg)((ata)Q — 4a8752a) — ah22h33 ((8zh11)2

~ dahi; h3

+5mh1laxh33) + ah1y (h338yh115yh33 — hao (azhllathS

+(0zha3)? — 2hs3(02h1y + 357133)))),

T33 (h%1h§2h33 ((8,5&)2 — 4&8?&) - ah22h33 ((6yh11)2

 dah?} b3,

+0,h11 + Oghaz) + ahyy (= ks (9yh110yhas + (85ha2)?)

+haa (8:h1105hao + 2hss (3Zh11 + 92h2)) )>

und
Tij :Rij; l,j€{1,273}77,7éj
Wird die Konstante x berticksichtigt, so ist T, noch mit
A

- 8rG

(A.71)
(A.72)

(A.73)

(A.74)
(A.75)

(A.76)

(A.77)
(A.78)

(A.79)

(A.80)

(A.81)

zu multiplizieren. Wird eine Metrik gewahlt, dessen zugehoriger Energie-Impuls Tensor

die schwache Energiebedingung

(;Ya;beab) (l‘) =0

(A.82)

verletzt, so kann die Quelle Gravitationsfeldes nicht klassisch sein. Die Kurve v muss in
dieser Gleichung zeitartig sein. Im Prinzip besteht auch die Moglichkeit, dass einer der,
in Kapitel 5 konstruierten, Zustédnde niedriger Energie einen renormiertern Energie-
Impuls Tensor besitzt, welcher mit dem eben ausgerechneten Energie-Impuls Tensor
ibereinstimmt. In diesem Fall hétte man die semiklassischen Einstein Gleichungen

gelost.
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A.3.

Bianchi Raume

Tabelle A.1.: Bianchi Rdume. [30], [18]

Typ | Killing-Vektorfelder Linienelement ds?

I Oy, dx® + dy® + dz?
Oy,

9.

I1 Oz, da? + dy? + (1 + y*)dz® —
Oy, 2ydzdz
0z + Y0y

IV | 0, —ydy — (y+ 2)0., e(1 + y?)da? + dy* +
Oy, edz? — 2ye*dxdz
9.

\Y Oy — YOy — 20, e2Vda? + dy? + e*dz?

Dy,
9y

VI | 0, + (2 — Ay)9y, + (y — A2)0,, 2m=Dydz? 4+ dy> +
Dy, e(m+1)y 1.2
9.

VII | 0; + (2 — Ay)0y — (y + Az)0;, e?™dz? + dy? + e*™Vd2>
Oy,

0,

VIII | sech(y)cosh(z)0, + sinh(z)0, (1+2sinh?(y))dx® +dy? +
tanh(y)cosh(z)0;, dz? + 2sinh(y)dzdz
sech(y)sinh(z)0; + cosh(z)0y
tanh(y)sinh(z)0,,

9.

IX sec(y)cos(2)0; + sin(z)0, dz? + dy* + d2? -

tan(y)cos(z)0,, 2sin(y)dxdz

—sec(y)sin(z)0; + cos(z)0,
tan(y)sin(z)0,,
0

(0]




A.4. Variation nach der Kurve

Es soll hier eine kleine Rechnung angegeben werden, wie nach der Kurve variiert werden
kann, wenn ein fester Energie-Impuls Tensor vorgegeben ist.

Es sei
ToM > 4%°M = ) d@% (A.83)
Fg(¥,9)=1
die Menge aller Tensorfelder, welche durch das Tensorprodukt von zwei gleichen, zeit-
artigen und auf 1 normierten Vektorfeldern erhalten werden konnen. Die Menge aller
renormierten Energie-Impuls-Tensoren (T7¢"),, sei mit T"*" M C T9 M bezeichnet und
es gilt:
ARM AR5 : T "M — € (M) (A.84)
(7)o = 44Tt o (A.85)
Ist vy : I — M, I = [11,72] eine Kurve mit Tangentialvektor 4 so ist der Pullback
i (7“7b<T(;§")w) € € (1) wegen

FIANTIE™w € €(M) = WF (¥4 (Tas™)w) = 0, (A.86)

= WF 3Ty )w) N Ny, =0 (A.87)

mit der Normalenmenge N.,, = {(v1(7),k) € T*M|(y'(7))" = 0}, eindeutig, wohldefi-
niert und durch die Verkettung ("y“*'yb <Tg§”>w) o~r gegeben. Es ergibt sich fiir die mit
f e 2(I), auf v, im Zustand w, gemittelte Energie:

w— [ dff2(7)( S GG (T ow><r>) (A.88)

a,b=0
Diese Gleichung lasst sich als die Wirkung eines Funktionals Wy,
Wi : €CUI) x €I) x €I) x €)= R (A.89)

fir die Koordinatenfunktionen der Kurve v interpretieren. Man wéahlt jetzt auf der
Mannigfaltigkeit (M, g) eine Karte (U, x), mit

(T ()N 7~ (1)) C U, (A.90)

71 < To, wobei die Vierergeschwindigkeit auf der gesamten geodatischen Verbindung
zwischen v(71) und ~(72) durch (1,0,0,0) gegeben ist. Jetzt ldsst sich, mit z(y(7)) =
(2°(y(7)), 21 (v(7)), 22(7(7)), 23(7(7))), nach den Funktionen x¢, unter der Nebenbe-
dingung

Ha, 1) =g(&,2) — 1 (A.91)

fiir die Zeitartigkeit der Kurven, variieren. Fiir ein Minimum muss an der Stelle e = 0
d a a :sa -a -a .a

i(Wf’W(x +en®, i + en®, 1) + AW (& + e, 7)) =0 (A.92)
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gelten und die Funktionen 7 sollen an den Punkten v(71) und «(72) verschwinden.
Es wird jetzt angenommen, dass die Metrik diagonal, gog = 1 und der Energie-Impuls
Tensor, wie bei den homogenen Zustdnden auf den homogenen Raumzeiten von den
raumlichen Koordinaten unabhangig und diagonal ist. Werden die raumlichen Koor-
dinaten durch die Koordinatenzeit parametrisiert, so lautet das Funktional

3

/ “ e [P (@ e+ TEPEOmeE) 0

0
1

1— (&')?(2°)gii(2°) _
N e ) (494

Nach der Variation ergeben sich die Differentialgleichungen, welche die Kurve erfiillen
muss, um das Problem zu minimieren:

d OE  d L i ferren 91— (i")2(x)gsi ()
wan = o (O D ) 49

OB _ 91— (i')*(2")gii(2")

Oz’ 0x' |1 — (27)2(20)gsi (a0))]
Es muss hier beriicksichtigt werden, dass A in dieser Variationsrechnung keine Kon-
stante ist.

i=1,2,3. (A.96)
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