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Abstract

The subject of this diploma thesis is the development of a new approach to boundary conditions
in algebraic quantum field theory. In the framework of scalar field theory on nongloballyhy-
perbolic static spacetimes, due to the principle of locallity, we find a new construction scheme
for boundary conditions in quantum field theory in the sense of maximal *-ideals.

Zusammenfassung

Gegenstand dieser Diplomarbeit ist die Entwicklung eines neuen Ansatzes fiir Randbedin-
gungen in der algebraischen Quantenfeldtheorie. Im Rahmen einer skalaren Feldtheorie auf
nichtglobalhyperbolischen statischen Raumzeiten finden wir unter Verwendung des Lokalitéts-
prinzips nach [1] ein neues Konstruktionsschema, aus dem sich der Begriff der Randbedingung
iiber den Begriff des maximalen *-Ideals in die Quantenfeldtheorie {ibertragen lasst.
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Kapitel 1

Einleitung

In der Physik treten Randbedingungen in den verschiedensten Disziplinen auf. Besondere Bei-
spiele stellen in diesem Rahmen Betrachtungen von physikalischen Systemen an Grenzflachen
makroskopischer Objekte dar. Randbedingungen werden in diesem Zusammenhang dazu ver-
wendet, ein vereinfachtes Modell der Eigenschaften dieser Objekte in Bezug auf das System zu
beschreiben.

In der Thermodynamik findet man dieses Phénomen z.B. beim Prozess des Warmeaustausches
von einem Warmereservoir und seiner unmittelbaren Umgebung. Der Warmeleitungsgleichung,
die diesen Effekt zum grossten Teil beschreibt, wird dabei iiber Randbedingungen der Einfluss
der Umgebung und insbesondere deren Reaktion auf die Verhéltnisse des Systems mitgeteilt.
Analog findet man in der klassischen Elektrodynamik bzgl. der Maxwell-Gleichungen in An-
wendung auf umgebende leitende Materialien (z.B. Kondensatorplatten) sowie beim Ubergang
von verschiedenen elektrischen Medien fiir die Eigenschaften der Losungen an den Grenzflachen
iiber Randbedingungen eine geeignete Beschreibungsmoglichkeit. Wie sich nach den dargestell-
ten Beispielen vermuten lésst, treten Randbedingungen immer dann auf, wenn physikalische
Grofsen durch Losungen von Gleichungssystemen gewonnen werden und in Bezug auf ihre Um-
gebung definiert werden miissen.

Wie bereits erwéahnt, geben Randbedingungen in diesem Zusammenhang eine vereinfachte Be-
schreibungsmoglichkeit fiir die Eigenschaften einer Umgebung, die einen direkten Einfluss auf
die im System betrachteten Groéfsen besitzen.

Unser Augenmerk richtet sich in der vorliegenden Arbeit speziell auf Randbedingungen in der
Quantenfeldtheorie. Die Quantenfeldtheorie, die die Gesetze der Hochenergie- und Elementar-
teilchen-Physik beschreibt, bildet den theoretischen Rahmen unserer Diskussion. Auch in ihr
taucht das Konzept von Randbedingungen auf. Ein interessantes Beispiel bietet dabei der
Casimir-Effekt, benannt nach H.B.G. Casimir (1948), der darauf beruht, dass auf zwei unge-
ladene, leitende, parallel gegeniiberstehende Platten eine anziehende Kraft F'(a) = —%%S
wirkt, die beispielsweise im Falle einer Flichengrosse S = lem? und eines Abstands a = 1um
den Wert F(a) ~ 1.3 x 107"N betriigt (siehe [2]. Dieser quantenfeldtheoretische Effekt beruht
auf dem Konzept von Randbedingungen. Die nach der klassischen Theorie (Elektrodynamik)
kraftefreien Platten, erfahren aus Sicht der Quantenfeldtheorie eine Kraft aufgrund eines ma-
kroskopischen Quanteneffektes, der durch Vakuumfluktuationen des elektromagnetischen Fel-
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des erzeugt wird. Dieses Verhalten beruht auf der Annahme, dass die fluktuierenden Felder im
Vakuum durch die Leiterplatten abgeschirmt werden. Aufgrunddessen kommt es zu einer Ande-
rung der mittleren Feldenergie, die sich in der Wirkung einer Kraft auf die Leiterplatten dufsert.
Der Effekt der Abschirmung wird dabei durch Randbedingungen in den Bewegungsgleichungen
der Felder beriicksichtigt. Genauer wird dem elektrischen Feldanteil dabei abverlangt an der
Begrenzungsfliache zu verschwinden (Dirichlet-Randbedingung, sieche Abschnitt 3.4). Auch die
rdumliche Ableitung des magnetischen Feldanteils senkrecht zur Begrenzungsflache erfiillt diese
Forderung (von Neumann-Randbedingung 3.4). Betrachtet man allerdings den gemeinsamen
Kommutator vom elektrischen und magnetischen Feldanteil an der Begrenzungsfliche, dann
fiihrt dieser zu einem nichtverschwindenden Beitrag. Diese Erklarung macht aber aufgrund der
ersten Aussage! keinen Sinn.

Da es sich bei dem in der Quantenfeldtheorie verwendeten Feldbegriff um operatorwertige Dis-
tributionen [3] handelt, die nicht wie im klassischen Fall? jeden Raumpunkt ein mathematisch
wohldefiniertes Objekt zuordnen konnen, ergibt die Forderung, dass das Feld am Rand ver-
schwinden soll, auch in diesem Fall keinen direkten Sinn.

Dass es liberhaupt zu derartigen Problemen kommen konnte, liegt daran, dass in den bisherigen
Modellen der Quantenfeldtheorie der Begriff der Randbedingung aus seiner gegebenen Form in
der klassischen Theorie, direkt in die Quantenfeldtheorie tibertragen wurde. Es gibt allerdings
keinerlei Begriindung dafiir, warum Randbedingungen, die in den klassischen Theorien gelten,
ohne weiteres auf zugehorige quantenfeldtheoretische Systeme iibertragen werden kénnen.

In unserer Arbeit versuchen wir deshalb, einen mathematisch wohldefinierten Begriff zu finden,
der ein Analogon zu den Randbedingungen der klassischen Feldtheorien bildet. Ausgehend vom
algebraischen Formalismus der Quantenfeldtheorie, der uns einen mathematisch wohldefinier-
ten Rahmen liefert, gehen wir in unserer Betrachtung iiber Konzepte der Quantenfeldtheorie
auf gekriimmten Raumzeiten an dieses Problem heran. Dabei gehen wir speziell nach dem von
R. Brunetti, K. Fredenhagen und R.Verch in [1| entworfenen Begriff des allgemein kovarianten
Lokalitatsprinzips vor. Dieses Konzept, dass fiir globalhyperbolische Raumzeiten (siehe Ab-
schnitt 2.2) den Begriff einer Quantenfeldtheorie definiert, muss allerdings in unserem Rahmen
verallgemeinert werden.

Dariiber hinaus fiihren wir eine Diskussion iiber Quantenfeldtheorien auf nicht globalhyper-
bolischen Raumzeiten, die einen verallgemeinerten Rahmen zu diesem Problem bieten. Die
gewiinschten Raumzeitmodelle, die in ihrer Beschreibung von feldtheoretischen Grossen auf
statische Randbedingungen angewiesen sind, erhalten wir dabei iiber die nichtglobalhyperbo-
lischen statischen Raumzeiten. Selbst der Casimir-Effekt lasst sich iiber eine Konstruktion in
einer freien Quantenfeldtheorie auf einer derartigen Raumzeit wiederfinden.

Als zentrales Resultat dieser Arbeit finden wir mit dem mathematisch wohldefinierten Konzept
des maximalen *-Ideals einen Begriff, der in einer 1 : 1 Korrespondenz mit dem Begriff der
Randbedingungen aus der klassischen Feldtheorie verbunden werden kann.

Die Konstruktionen und Betrachtungen, die wir durchfiihren, sind auf dabei skalare Quanten-
feldtheorien im Sinne der Klein-Gordon-Feldgleichung beschrankt. Wir erwarten zwar keine

! Dirichlet-Randbedingungen des elektrischen Feldes.
?Klassisch lassen sich Felder durch Funktionen bzw. Tensorfelder ausgedriicken, die einem Raumpunkt eine
C-Zahl bzw. einen Tensor zuordnen.



allzu grofen konzeptionellen Verdinderungen fiir allgemeinere Quantenfeldtheorien®, die sich
nicht in diesem Rahmen beschreiben lassen, konnen dies aber nicht mit Gewissheit garantieren
und nur als Behauptung stehen lassen, in der Erwartung, dass in zukiinftigen Abhandlungen
dieses Problem geklart wird.

Die Arbeit gliedert sich in der folgenden Weise:

Im anschlieftenden Kapitel 2 werden Grundbegriffe der Differential- und Lorentzgeometrie ein-
gefiihrt, aus denen sich fiir die zu betrachtenden Raumzeitmodelle essentielle Eigenschaften
ableiten lassen. In Hinblick auf die Behandlung von Randbedingungen wird den statischen
Raumzeiten besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

In Kapitel 3 werden die Grundlagen der Klein-Gordon-Feldgleichung fiir verschiedene Klas-
sen von Raumzeiten behandelt. Diesen klassischen Feldtheorien wird dabei in Anwendung auf
statische nichtglobalhyperbolische Raumzeiten ein Begriff von Randbedingungen aus der Funk-
tionalanalysis zugeordnet, den wir an einigen Beispielen diskutieren.

Kapitel 4 behandelt die Grundbegriffe des algebraischen Formalimus der Quantentheorie, wel-
cher in Kapitel 5 auf das Konzept des allgemein kovarianten Lokalitdtsprinzips erweitert wird.
Unter diesen Voraussetzungen gehen wir mit besonderer Aufmerksamkeit an die quantenfeld-
theoretischen Repréasentanten der klassischen Klein-Gordon-Feldtheorie heran.

Ausgehend von den Ergebnissen des fiinften Kapitels wird in Kapitel 6 ein neuer Ansatz
zur Konstruktion von Observablen-Algebren auf nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten un-
tersucht. Dabei wird besonderes Interesse auf den Ubergang von der im Ansatz konstruierten
algebraischen Struktur zu einer Quantenfeldtheorie im Sinne der Klein-Gordon Gleichung ge-
legt. Mit den dabei erworbenen Erkenntnissen versuchen wir die ausgéngliche Frage zu beant-
worten.

In Kapitel 7 betrachten wir die Konstruktion einer Feldalgebra im Sinne von CCR-Algebren
auf dem Minkowsi-Halbraum, die mit Hilfe des Schwarzschen-Spiegelungsprinzips erzeugt wird
und vergleichen diesen Ansatz mit unseren Ergebnissen aus Kapitel 6.

Im Anhang wird eines neues Konzept der algebraischen Quantenfeltheorie diskutiert, das einer
Idee von K.Fredenhagen zugrunde liegt, und Quantenfeldtheorien duch kovariante Tensorfunk-
toren beschreibt.

37.B. Quantenfeldtheorien mit Spin bzw. Eichtheorien.
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Kapitel 2

Geometrische Aspekte von Raumzeiten

In diesem Kapitel befassen wir uns mit einigen Grundlagen aus der allgemeinen Relativitéts-
theorie und Lorentzgeometrie. Dabei folgen wir {iberwiegend den Darstellungen aus [4] und

[1].

2.1 Allgemeine Definition einer Raumzeit

Bei einer Raumzeit handelt es sich im Allgemeinen um eine Menge von Ereignispunkten, die sich
durch eine vierdimensionale Lorentzmannigfaltigkeit beschreiben ldsst. Damit werden Objekte
(M, g) bezeichnet, die sich aus einer glatten vierdimensionalen Mannigfaltigkeit M' und einer
Lorentzmetrik ¢ ((0,2)-Tensorfeld) ergeben. Die Eigenschaft der Lorentzmetrik besteht darin,
einem jeden Punkt p (“Ereignis”’) der Mannigfaltigkeit M eine nicht entartete symmetrische
Bilinearform

gp : LM x TyM — R

auf dem Tangentialraum 7, M der Mannigfaltigkeit mit einer Signatur (4, —, —, —) zuzuord-
nen. Sie lasst sich in lokalen Koordinaten durch den Term

3
9p = Z 9ij(z(p))dz* ® dz’

i,j=0
ausdriicken, wobei sich g;;(z(p)) := g(%, %)u(m durch Auswertung der Metrik auf den Ba-

sisvektoren im zugehodrigen Tangentialraum ergibt.
Uber die Lorentzmetrik kann man ein kovariantes? Volumenelement dy € D(A* T* M) definie-
ren, das sich in lokalen Koordinaten durch

dp(z) = \/—g(z)d'z

I Topologischer Raum mit abzéhlbarer Basis bzgl. der Topologie, hausdorff, und parakompakt sowie mit
einem maximalen C'°°-Atlas versehen.
?bzgl. Koordinatentransformationen (Diffeomorphismen) invariant.
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(g(z) := det(gij(x)) < 0) beschreiben lasst.

Einen Abstandsbegriff fiir Punkte p,q € M der Mannigfaltigkeit, wie ihn riemannsche Man-
nigfaltigkeiten besitzen, ist in diesem Fall nicht gegeben. Fiir Lorentzmannigfaltigkeiten ist
der, durch das Infimum aller Langen

= / dt/g(3,3)

von Verbindungskurven + : I — M zu Punkten p und ¢, definierte Abstandsbegriff mit + :
I — TM und I = [a,b] C R nicht sinnvoll. Dies folgt aus der Tatsache, dass sich fiir Elemente
v aus den Tangentialrdumen 7, M , die folgenden Unterteilungen ergeben.

e v bezeichnet man als zeitartig, wenn g,(v,v) > 0.
e v bezeichnet man als lichtartig, wenn g,(v,v) = 0.
e v bezeichnet man als raumartig, wenn g,(v,v) < 0.

In diesem Zusammenhang ldsst sich aber fiir Kurven mit stets zeitartigen Tangentenvektoren
4 (zeitartige Kurven) bzw. zeitartigen und lichtartigen Tangentenvektoren (kausale Kurven),
ein ahnlicher Begriff definieren (analog zu dieser Definition bezeichnet man Kurven, die an
jedem Punkt einen raumartigen Tangentenvektor besitzen als raumartige Kurven). Man ge-
winnt ndmlich iiber den Ausdruck [ := [ dt\/g(5,7) den Begriff, der Eigenzeit, der sich durch
das Supremum der Langen [ aller zeitartigen bzw. kausalen Kurven ~, die zwei Ereignisse
p und ¢ miteinander verbinden koénnen, ergibt. Mengen von Ereignispunkten, deren Punkte
sich stets tiber zeitartige bzw. kausale Kurven mit einem anderen Punkt der Menge verbinden
lassen, werden damit besondere Aufmerksamkeit geschenkt. Einen tieferen Einblick in diesen
Sachverhalt wollen wir nun im néchsten Abschnitt erértern.

2.2 Kausale Struktur und Lorentzgeometrie

Auf einer Lorentzmannigfaltigkeit 14sst sich eine kausale Struktur iiber die Zeit-Orientierbarkeit
implementieren. Die Zeit-Orientierbarkeit dufert sich durch die Existenz eines C'°°-Vektorfelds
v € T'(T'M), welches iiberall zeitartig (g(v,v) > 0) definiert ist. Dies fithrt dazu, dass sich
tiber das Vektorfeld v zukunftsgerichtete g(v,+) > 0 und vergangenheitsgerichtete g(v,5) < 0
kausale Kurven voneinander unterscheiden lassen, wodurch sich eine allgemeine Zeitrichtung
auf (M, g) festlegen lasst.

Diese Eigenschaft, die man bei Lorentzmannigfaltigkeiten finden kann, fithrt zu weiteren Struk-
turmerkmalen. Geméf [4] definieren wir:

Definition 2.1. Sei A eine beliebige Teilmenge von M, dann beschreibt die Menge
Ii(A)={peM|3ge A: ¢<p}
die chronologische Zukunft und

Ji(A):={peM|3gcA: q¢>p}
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die kausale Zukunft von A.3

Dabei beschreibt die Relation ¢ < p den Fall, dass zwischen ¢ und p eine zukunftsgerichtete
zeitartige Kurve existiert. ¢ > p dagegen fordert die Existenz einer zukunftsgerichteten kausa-
len Kurve von ¢ nach p.

Ein weitere Definition, erhélt man durch die Menge D(A) einer offenen Teilmenge A von M.
D(A) wird als kausales Abhéngigkeitsgebiet von A bezeichnet und wird durch die Menge der
Punkte p definiert, fiir die jede nichterweiterbare kausale Kurve, die durch p verlauft, die Menge
A schneidet. Betrachtet man speziell nur von p ausgehende zukunftsgerichtete bzw. vergan-
genheitsgerichtete Kurven so erhélt man die Mengen D_(A) bzw. Dy (A).

Teilmengen A und A von M, die miteinander durch keine kausale Kurve verbunden werden
konnen, bezeichnet man als raumartig getrennt. Damit verbunden folgt A c AL, wobei AL
das kausale Komplement von A darstellt, dass sich durch die Menge AL := M\J(A) definieren
lasst. Dieser Festlegung zugeordnet, ergibt sich die Definition einer achronalen Teilmenge.

Definition 2.2. Eine Teilmenge A von M heisst achronal, wenn es keine Punkte p und ¢ mit
p < q in A gibt. Dies hat zur Folge, dass jede zeitartige Kurve die Menge A hochstens einmal
schneidet.

Dieser Definition ldsst sich die Definition der Kante einer achronalen Menge iiber die Vorschrift

K(A) := {p € Alfiir jede offene Umgebung U von p existiert eine
zeitartige Kurve in U von I_(p,U) nach I+ (p,U), die A nicht trifft}

zuordnen. Damit verbunden, ergibt sich die folgende Aussage:

Lemma 2.3. Fir jede achronale Teilmenge A C M ist K(A) abgeschlossen und in dem Falle
das K(A) = @, beschreibt A eine abgeschlossene topologische Hyperfliche.

Einen Beweis dazu findet man in [4].
Eine wesentliche Definition, die die vorherige mit beinhaltet und mit dem vorausgehenden
Lemma zusammenhéngt, ist die der Cauchy-Flaiche.

Definition 2.4. Eine Cauchy-Fléche S einer zeitorientierten Lorentzmannigfaltigkeit ist eine
achronale, abgeschlossene topologische Hyperflaiche von M, die von jeder nichterweiterbaren
zeitartigen Kurve genau einmal geschnitten wird. Demzufolge ergibt sich damit fiir das kausale
Abhéngigkeitsgebiet einer Cauchyfliche D(S) die gesamte Mannigfaltig M.

Mit diesem Geriist kénnen wir uns jetzt mit etwas spezielleren Konstruktionen befassen.

Eine besondere Klasse von orientierbaren und Zeit-orientierbaren Raumzeiten (M, g), die vor-
allem fiir die Konzepte in Kapitel 5 von entscheidender Bedeutung sind, wird durch die glo-
balhyperbolischen Raumzeiten gegeben. Dabei handelt es sich um Raumzeiten, fiir die jedes
Punktepaar p und ¢,p > ¢ mit J(p)NJ~(q) eine kompakte Menge in M beschreibt und damit

3Beziiglich I_(A) und J_(A) erhilt man die Definition der chronologischen bzw. kausalen Vergangenheit.
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die starke Kausalitdtbedingung, die besagt, dass es keine geschlossenen bzw. beinahe geschlos-
senen zeitartigen Kurven in M geben darf, erfiillt.* In Aquivalenz zu diesen Eigenschaften
begriindet sich die Existenz einer Familie von Cauchy-Flachen S(t), die die folgende Aussage
erfiillt.

Satz 2.5. (Geroch 1970; Dieckmann 1988 ):
Sei (M, g) eine global hyperbolische Mannigfaltigkeit mit einer Cauchy-Fldiche S, dann besitzt
M eine Topologie wie R x S und kann damit aus einer 1-Parameter Familie S(t) von glatten
Cauchy-Flichen konstruiert werden. Die Cauchy-Flichen konnen dabei so gewdhlt werden, dass
sie Flachen mit konstanter Zeit entsprechen.

(Beweis nach [4])

Cauchy-Flachen sind niitzlich um konsistente Feldtheorien auf Raumzeiten zu formulieren. Sie
sorgen dafiir, dass das Cauchy-Problem (Anfangswert-Problem) stets wohldefiniert ist und man
eindeutige retardierte und avancierte Fundamentallésungen zu den Feldgleichungen findet.
Fine Einschrankung, die wir in unserem Fall an die zu betrachtenden globalhyperbolischen
Raumzeiten stellen miissen, ist die der Konvexitét. Diese ist nétig damit unsere Abbildungs-
trukturen, die wir im Anschluss diskutieren wollen, einen Erhalt der kausalen Struktur ga-
rantieren. Eine globalhyperbolische Raumzeit bezeichnet man als konvex, wenn zu je zwei
beliebigen Punkten der Mannigfaltigkeit alle kausalen Verbindungskurven in J*(p) N J~(q)
enthalten sind.

Fiir das allgemein kovariante Lokalitdtsprinzip aus Kapitel 5 und die nichtglobalhyperbolischen
Raumzeiten, mit den wir uns in dieser Arbeit beschéftigen wollen, ist diese Definition entschei-
dent. Im zweiten Fall betrachten wir ndmlich nur solche Lorentzmannigfaltigkeiten, die eine
Uberdeckung im Sinne der folgenden Definition besitzen.

Definition 2.6. (M, g) beschreibt die Menge aller relativ kompakten konvexen Teilmengen
O von M. Dabei wird fiir O € (M, g) die Metrik gp aus gaq durch Einschrénkung gewonnen.

Eine wichtige Klasse von Abbildungen zwischen Lorentzmannigfaltigkeiten und speziell global-
hyperbolischen Lorentzmannigfaltigkeiten bilden die isometrischen Einbettungen. Dabei han-
delt es sich um Abbildungen ¢ : (M, gy) — (M, g xq)» fir die ¢ einen Diffeomorphismus bzgl.
M — Im(y) = (M) C M darstellt und 1,gy = 9x(lpmy die Verkniipfung der Metriken
definiert. Die besondere Eigenschaft dieser Abbildungen ist dadurch gegeben, dass sie die kau-
salen Strukturen unveréndert ldsst. Dies erweist sich fiir uns in der spiteren Anwendung als
eine niitzliche Eigenschaft.

Fiir den Minkowskiraum als Beispiel einer global hyperbolischen Lorentzmannigfaltigkeit wer-
den die Isometrien 1 : (M, gp) — (M, gm) durch eine Darstellung der Elemente der orthoch-
ronen Poincaré - Gruppe PJTr gebildet.

In unseren spéteren Betrachtungen wollen wir uns allerdings hauptséchlich mit nichtglobal-
hyperbolischen Raumzeiten beschéftigen. Die Klasse der nichtglobalhyperbolischen Lorentz-
mannigfaltigkeiten ist allerdings sehr gross und beinhaltet viele Beispiele. Im Zentrum unseres
Interesses liegen allerdings, wie bereits in der Einleitung verdeutlicht, die statischen Raumzei-
ten dieser Klasse.

4beschrénktes diamantformiges Gebiet
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2.3 Statische Raumzeiten

Die Definitionen in diesem Abschnitt wurden zum grossten Teil aus [5] entnommen.

Definition 2.7. Eine Metrik bezeichnet man als statisch, wenn in gewéhlten Koordinaten die
Bedingungen

1. guv(x) ist unabhéingig von der Koordinate ¢
2. goj(xz)=0firj=1,...,3.

erfiillt sind (dabei haben wir 2° =t gesetzt). In koordinatenfreier Schreibweise bedeutet dies:
1. Es existiert ein zeitartiges Killingvektorfeld.

2. Es existiert eine Familie von raumartigen Hyperflachen (z.B. Cauchy-Flachen im global-
hyperbolischen Fall), die an jedem Punkt p der Mannigfaltigkeit M ortogonal zu dem
Killingvektor® v, stehen (Flichen zu (t = const)).

(Fordert man nur die erste Aussage, dann handelt es sich um eine stationdre Metrik.)

Bemerkung 2.8. Eine statische Metrik bezeichnet man als ultrastatisch, wenn
(] goo(.%') =1VreM

gegeben ist.

Unter Verwendung dieser Definition ergeben sich statische Raumzeiten nach:

Definition 2.9. Eine statische Raumzeit (M, g) = Stat(M, h,/goo,0) ist eine 4-dimensionale
Mannigfaltigkeit M = R x M mit einer statischen Lorentzmetrik g, die durch eine riemannsche
Metrik h auf der 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit M bestimmt ist, wobei M eine abgeschlosse-
ne Hyperfliche in M beschreibt. Dabei ist durch /goo eine Abstandsfunktion auf M definiert.
In lokalen Koordinaten ergibt sich damit die Beziehung

3

gp = goo(z(p))dt ® dt — Z hij(z(p))da’ @ da?.
ij=1

Bemerkung 2.10. Die optische Metrik von M erhélt man durch g&)lg. Dabei wird die Mannig-
faltigkeit mit der optischen Metrik durch

(M, g") = Stat(M,h' = gy3'h, 1,0)

dargestellt. In diesem Fall sind M und M’ {iber eine konforme Abbildung miteinander in
Beziehung gesetzt.%

®Bei einem Killingvektorfeld handelt es sich dabei um ein Vektorfeld v € T'(T'M) einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) mit L,g = 0 (Lie-Ableitung ), siehe [6].

Die Metriken unterscheiden sich nur bzgl. eines skalaren Faktors und haben damit dieselbe kausale Struktur
(Cauchy-Fliachen und Nullgeoditen bleiben erhalten).
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Ein Beispiel einer nichtglobalhyperbolischen statischen Raumzeit findet sich in der Betrachtung
des Minkowski-Halbraums, der sich durch H ~ H = {z € R, 23 > 0} mit g ~ gu| 7 ergibt.
Auch der Anti-de-Sitter-Raum, der sich als Uberlagerungsraum einer Hyperfliche 72 — p? = 1
in R? x R3 mit der Metrik

gags = dr @ dr + r*de ® dp — (dp ® dp + p*(df ® db + (sin 0)*dyp @ dv))

7 beschreiben lisst, stellt ein Beispiel aus dieser Klasse dar. Dabei handelt es sich um einen
geoditisch vollstindigen Raum 8, dessen Lichtkegel I, (p) U I_(p) (mit p € (Madgs,gads))
sich so stark ausdehnen, dass nach endlicher Zeit neue Informationen den Raum betreten
und alte Informationen ihn verlassen kénnen °. Durch eine konforme Abbildung lisst sich
die nichtglobalhyperbolische statische Raumzeit aus der Hyperfliche gewinnen, wobei sich die
transformierte Metrik mit

gags = (1 + cot? u)(de @ dp — du @ du) — cot? u(df @ df + (sin? 0)dip @ d))

™

fiir p = cotu, u € (0, %) ergibt.

"(r, ) bilden Polarkoordinaten und (p, 6, 1) Kugelkoordinaten.
8Es gibt keine Kanten wo die Geodiiten pltzlich aufhdren.
9Im Sinne von zeitartigen und kausalen Kurven



Kapitel 3

Die Klein-Gordon-Gleichung

Die Klein-Gordon-Gleichung (nach Oskar Klein und Walter Gordon, 1926) als hyperbolische
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung (00 + m?)) = 0,! die sich aus der einfachsten
Lorentzinvarianten Lagrangedichte £ = —1/2(9v)? —1/2m?y)? ableitet und damit die einfach-
ste relativistische Feldgleichung eines physikalischen Systems im Minkowsiraum beschreibt, war
der erste Versuch eine Wellengleichung zur Beschreibung einer relativistischen Quantenmecha-
nik aufzustellen. Sie beschreibt das Verhalten von freien skalaren Feldern (bzw. Teilchen mit
Spin 0 ohne Wechselwirkungen) und geht im nichtrelativistischen Limes in die Schrédinger-
Gleichung der nichtrelativistischen Quantenmechanik iiber. Man gewinnt die Klein-Gordon-
Gleichung aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung Py = \/|P|? + m? der speziellen
Relativititstheorie fiir freie Teilchen, indem man den quadrierten Ausdruck P? = |P|2 + m?
betrachtet. Bei diesem Term, der einen polynomialen Ausdruck beschreibt und damit beim
Ubergang (durch Fouriertransformation) in den Ortsraum einen Differentialoperator bildet,
handelt es sich um den gewiinschten Ausdruck, der auf die hyperbolische partielle Differenti-
algleichung zweiter Ordnung (O 4+ m?)y = 0 fiihrt.

3.1 Klein-Gordon-Gleichung fiir globalhyperbolische Raumzei-
ten

Fiir globalhyperbolische Raumzeiten ergeben sich geméf [7] und [8] fiir die Klein-Gordon-
Gleichung die folgenden Verhéltnisse.
Die Klein-Gordon-Gleichung ist durch den kovarianten Ausdruck

(O, +m?) f =0,
mit O, = |g|7%(3“g“”|g|7% L. f € C®(M),|g| = |det(g,w)| in lokalen Koordinaten, sowie m > 0

gegeben.?
Als eine Konsequenz der globalen Hyperbolizitat folgt dabei die Existenz von eindeutigen

Ly e ¢ (R*) und O = 8",
2Im Allgemeinen gelten unsere Aussagen fiir Gleichungen der Form O, f + (v, V4 f) +wf = 0.
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retardierten und avancierten Fundamentallésungen. Dabei handelt es sich um eindeutige Ope-
ratoren® E* : C§°(M) — C®(M), welche die Beziehung

(O, + m?)E* = EX(0, + m?) =1

erfiillen und die Triigereigenschaft supp(E* f) C J*(suppf), V.f € C§°(M) aufweisen. Die bei-
den Operatoren lassen sich desweiteren zum Operator E := ET — E~ zusammenfassen, der die
kausale Fundamentallssung® des Klein-Gordon-Operators beschreibt. Diese Form von Losung
erfiillt dabei die Eigenschaft (O, + m?)E = E(0, +m?) = 0 mit supp(Ef) C U, J=(suppf).

Fiir eine Cauchy-Fliache S der Raumzeit (M, gaq) lassen sich Operatoren

po : CF(M) — C(S) p1: CF(M) — C=(5)
[ fls [ (n"Vaf)ls

definieren. Dabei handelt es sich bei pg um den Restriktions-Operator, und p; beschreibt die
Restriktion der vorwértsgerichteten (zukunftsgerichteten) Normal-Ableitung. Diese Operatoren
verfiigen bzgl. des Skalarprodukts tiber adjungierte Elemente ,06, Py C°(S) — C®(M)" auf
den Raumen der Distributionen mit kompaktem Trager.

Indem man den adjungierten Operator E : C®°(M) — C§°(M)’ bzgl. E definiert und die
Bedingung C§°(X) € C*°(X)' fiir die Mannigfaltigkeiten X = M, S niitzt, lisst sich E zu
E = —F' erweitern, wodurch sich die Operatoren Epy, Ep) : C%(S)" — C5°(M)" auf stetige
Operatoren von C§°(S) nach C*°(M) einschrénken lassen. Aus dieser Eigenschaft gewinnt
man damit die folgende Aussage:

Satz 3.1. Sei S eine Cauchy-Fliche und ug,u; € C°(S), dann ezistiert eine eindeutige Losung
u € C®(M) der Klein-Gordon-Gleichung, d.h. (O +m?)u = 0, mit po(u) = ug, p1(u) = wy
und es gilt suppu C (|J; J* (suppu;) U J~ (suppy;)) (Cauchy-Problem).
Desweiteren gilt damit, dass

U= Epz)ul — Eplluo

die Losung des Cauchy-Problems mit den Anfangsdaten ug,uy beschreibt.

(Der Beweis dazu ergibt sich analog zum Beweis von 3.4 und ist detailiert in [8] ausgefiihrt
worden.)
Ausgehend von dieser Sachlage ergibt sich

Korollar 3.2. Auf C3°(S) gilt
pEpy=0  poEp; = -1
prEpy =1 ,p1Ep, =0.

In lokalen Koordinaten ergeben sich damit nach |7] die Relationen

E(t,x;t,y) =0 (1®@n*V,)E(t,x;t,y) = —0(x,y)
(n*Vo @ D)E(t,x;t,y) = d(x,y) (n*V,o @ Vo) E(t, x;t,y) = 0.

3Die retardierte und avancierte Greensfunktion bilden die Integralkerne dieser Operatoren.
“E lasst sich dabei durch (Ef)(z) = [ E(x,y)f(y)dy mit f € C§°(M) formulieren.
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Die Losungsraume der Klein-Gordon-Gleichung, die sich durch Vektorrdume R(M,g) :=
E(C§°(M)) ergeben, lassen sich in diesem Sinne als symplektische Rdume auffassen. Die zu-
gehorige symplektische Form?® lisst sich dabei iiber den Operator E gewinnen und durch
die Beziehung

om:RM,g) x R(M,9) — R
(B(f1),E(f2)) — om(Efi,Efa) = /M FES) dug

beschreiben.
Aus der Erkenntnis, dass sich fiir eine Cauchy-Flache S C M iiber dem Vektorraum C§°(S) &
C3°(S) ebenfalls eine symplektische Form nach der Formulierung

os((f 1), (9,9)) = [S (of — ') dS

mit (f, ), (g,9") € C§°(S) & C§°(S) gewinnen lasst, folgt aufgrund der eindeutigen Existenz
zweier Losungen E(f), E(g) € R(M,g) zu zwei Werten (f, f'), (g,9") aus C5°(S) & C§°(S)
nach Satz 3.1 die Beziehung

os((f, 1),(9:9) = —((poE(f);p1E(9))s — (mE(f), poE(9))s)
= ((f,(EpomE)g)m — (f, (EpipoE)g)m)
= (f,(Epop1E — EpipoE)g) m
= (f,Eg)m
= om(Ef, Eg),

die die Aquivalenz der beiden symplektischen Formen und damit die Aquivalenz der sym-
plektischen Rdume R(M,g) und C§°(S) & C5°(S) =: Mg begriindet, wobei letzterer den
klassischen Phasenraum reprisentiert. Diese Aquivalenz sorgt dafiir, dass bei globalhyperbo-
lischen Raumzeiten die Entwicklungen von Losungen der Klein-Gordon-Gleichung allein iiber
Cauchy-Flachen bestimmt werden konnen.

3.2 Klein-Gordon-Gleichung fiir nichtglobalhyperbolische Raum-
zeiten

Im Gegensatz zum globalhyperbolischen Fall ldsst sich im nichtglobalhyperbolischen die Exi-
stenz von retardierten und avancierten Fundamentallosung nicht ohne weiteres vorhersagen.
Selbst die Eindeutigkeit kann in diesen Fall nicht mehr garantiert werden.

Fiir nichtglobalhyperbolische Raumzeiten, die jedoch eine solche Losung besitzen, lassen sich
einige allgemeine und wesentliche Aussagen formulieren. Zunéchst sei aber noch einmal auf
das charakteristischste Merkmal einer retardierten und avancierten Fundamentallésung hinge-
wiesen.

®Dabei handelt es sich um eine nicht nicht entartete, antisymmetrische Bilinearform auf einem reellen Vek-
torraum.
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Definition 3.3. Seien Ej\[/( retardierte bzw. avancierte Fundamentallésungen der Klein-Gordon-
Gleichung auf der Raumzeit (M, gaq), dann gilt fiir alle f € C§°(M) stets

supp(Ej,f) C Jx(suppf).
Unter Verwendung dieser Definition kann man nun weitere Aussagen formulieren.

Lemma 3.4. Sei Eypq = EJ — E}, eine (kausale) Fundamentallsung von (Og + m?) auf
der Lorentzmannigfaltigkeit (M, gam) und sei fir (O, go) € K(M,gm) eine Cauchy-Fliche S
gegeben, dann gilt

Emf = Empofi — Emplfo
fir alle f € C*°(0) mit fo, f1 € C§°(95).
Beweis. © Fiir f € C§°(O) erhalten wir mit der Bedingung supp(Eamf) C Jy(suppf) U
J_(suppf) die Forderung, das die Funktionen p;(Erf) = fi, i € {0,1} kompakte Triger

auf der Cauchy-Flidche S besitzen; d.h fo, f1 € C§°(95).
Wir betrachten nun die Greensche Identitit die fiir den Klein-Gordon-Operator durch

/ (w(@y +m*)v — v, + m*)u)dV = / (w({g)v —v(0g)u) dV
G G

_ / (w(n®V ov) — v(n®V4u)) dF
oG

gegeben ist. n®V, beschreibt in diesem Fall die nach aufien gerichtete Normalableitung. Fiir
das Integrationsgebiet G withlen wir die Menge JO(S)\S = (J_(S)\S) N O.

Auf die Bedingung der starken Kausalitéit”, die in unserer Betrachtung aufgrund der Existenz
der Menge K(N, gnr) gegeben ist, folgt damit, dass Jy (suppf) N JO(S) eine kompakte Teil-
menge beschreibt.?

Waéhlen wir nun fiir v die Losung Enqf der Klein-Gordon-Gleichung und fiir v eine Funktion
g € C§°(M), dann ergibt sich:

=1

—_——~
/ ugdV = / u(dy+m*)Ef, gdV
JO(S\S JO(S\S

— / (w(@y + m2)E/tlg — E/tlg (04 + mz)u) dVv
JO(SHN\S T

— /J O(S)\S(U(DQELQ) — E{9(0Ogu)) dV

_ /5 (L (n"Va(E19)) — E{g(nVau)) dS
=Jo =f1

SDer Beweis ist zum grossten Teil aus [8] entnommen und musste nur geringfiigig abgeéndert werden, um
den Gesetzmassigkeiten auf nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten zu entsprechen.

"In M existieren keine geschlossenen kausalen Kurven.

8Diese Schnittmenge kann auch leer sein. In unserem Fall kénnen wir aber durch die Freiheit in der Wahl
der Cauchy-Flache diesen Fall vermeiden.
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Aus der Tragereigenschaft von Ej\r/( g folgt damit, dass der zu betrachtende Rand durch die
Cauchy-Fliache S von O gegeben ist. Die nach aufsen gerichtete Normal-Ableitung lasst sich in
diesem Fall durch n®V, = p; formulieren.

Fiir v = E,g und das Gebiet JO(S)\S erhiilt man durch eine analoge Rechnung

ugdV = —(/ u_(n"Vo(Ey9)) — Eyg(n*Veu)ds),
/Jf(S)\S S 2% :?1_/

wobei die nach auften gerichtete Normal-Ableitung in diesem Fall durch —n®V, = —p; auf S
gegeben ist. Aus diesen Bedingungen folgt damit

/ung = / ung+/ ugdV
O JO(S)\S I (S)\S

= ugdV
= [ unVu(Bra) = Erigln” o a5
= (fo,p1(Eamg))s — (f1, p0(EMmg))s
= (E\wpifo— Evipof1, 9)m
= (Bmppfr — Empifo, 9) m

- /M«Ewafl ~ Bl fo)g) dV.
]

Lokal ldsst sich damit die Losung der Klein-Gordon-Gleichung wie bisher aus den Cauchy-
Daten auf einer Cauchy-Fliache S gewinnen.

Ein damit verbundenes interessantes Merkmal ergibt sich fiir allgemeine Losungen der Klein-
Gordon-Gleichung zu nichtglobalhyperbolische Raumzeiten (M, gaq). Man findet nédmlich die
Eigenschaft, dass sich Losungen aus Anfangswerten zu endlich vielen Cauchy-Flachen global-
hyperbolischer Untermanningfaltigkeiten (O, gon) € K(M,gr) entwickeln lassen. Dies lasst
sich liber eine Zerlegung der Eins realisieren, die aufgrund der Parakompaktheit der Raumzeit
stets existiert.

Definition 3.5. Sei U = {O,|a € I} eine offene Uberdeckung von M, dann heit eine Menge
{Xa|o € T} von glatten Funktionen auf M eine der Uberdeckung U untergeordnete Zerlegung
der Eins, wenn

L. supp(xa) C Oq

2.0<xa <1
3. Vp € M existieren nur endlich viele o mit x4 (p) # 0

4 YperXalp) =1  VpeM.
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Dies begiinstigt uns zu jeder Uberdeckung U stets eine endliche Teiliiberdeckung fiir suppf
zu finden. In unserem Fall konstruieren wir ein endliche Uberdeckung von suppf iiber rela-
tivkompakte globalhyperbolische Teilmengen O; C M, ¢ € n, die wir mit einer zugeorned-
ten Zerlegung der Eins versehen. Damit erhalten wir f = Y | fx; mit f € C§°(M) und
supp(fxi) C O;, Vi € n, und daraus folgt wiederum

Emf = Em(Q_fxi) =Y Em(fx)

€N 1€n

= Z Empos,(fr.) — Empors, (fx:)

i€n

mit fy,, f)’(z € C§°(S;). Die Fundamentallosungen in diesem Ausdruck werden dabei immer
noch durch die Raumzeit (M, gaq) bestimmt. Fiir die einzelnen Summanden dieses Ausdrucks,
sowie zu Losungen, die sich {iber Funktionen f € C§°(M) mit suppf C O € K(M, gaq)bilden,
ldsst sich eine Lokalisierbarkeitseigenschaft formulieren. Diese Eigenschaft gewinnt man
aufgrund der symplektischen Raumstruktur der Losungsmengen. Es ergibt sich ndmlich:

Satz 3.6. F'ir eine isometrische Einbettung ¢ : (O, go) — (M, gm) und fiir alle f,g € C§°(O)
gilt die Beziehung

O M(EMmPif, Emig) = 0o(Eof, Eog)
fiir eine Fundamentallosung Eng der Klein-Gordon-Gleichung auf (M, gam).

Beweis. Wir betrachten mit Eé[ und E/j\[/I retardierte und avancierte Fundamentallésungen
zur Klein-Gordon-Gleichung auf (O, go) € K(M, gm) und (M, gaq). Dabei gilt mit (g, +
m2)E5f = f, Vf € C§°(O) bzgl. einer isometrischen Einbettung ¢ : O — M die Beziehung
Ul f) = %u((Hgo +m*) Eg f) € C32(M).

Aufgrund von
Yu((Ogo + mQ)g) = 0Ogp + m2)¢*(9)7 Vg € C5°(0)

ergibt sich damit
[otdiae = [ o(Coo +m2)Eo 1) ditso = [(Co+m?)9)Eo f di
= [0l + )9 D iy = [ 0O+ m2)0) (B ) dity
— [ (@ + 200 (B ) ditgrs = [ (9} + 2 (B ) it
= [0 0@ors + I ER (1) ity V.1 € CFF(O).

Aus dieser Beziehung folgt

/ $u(9) (Ogp+m) (W (Eg f)—E g (4 ()))) dpig,, = up((Ogy+m*)u(g)) = 0, Vg € C5°(0).
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Dabei beschreibt uy € D'(M,gaq) eine Distribution auf (M, gaq). Betrachtet man dazu die
Einschrankung wuy (), die wiederum eine Distribution auf ¢(0) im Sinne von

ugyp0)(h) = ug(h), Vh € C5°(4(0))

beschreibt, dann lisst sich (O, , +m?)u fab(0) = 0 setzen. Da der Tréager von uy (o) aufgrund
von Y. (Ey,(f)) und Ey (1«(f)) in J~ (suppf) enthalten ist und mit der Eigenschaft, dass fiir
alle p € suppuy () stets JT(p) N SUpPPU 40y C JT(p) N J~(suppf) gegeben ist, handelt es
sich bel suppuy ) um einen zukunftskompakien Triger?, der nach [9] up o) = 0 fordert.
Damit verbunden ergibt sich

[ 6@ B dtgrs = [0 Exgn£) ditgn V1.9 € CRO)

Dasselbe Verfahren lésst sich auch fiir E('g und Ej(/l anwenden, wobei sich aus dem vergangen-
heitskompakten Tréager der zugehorigen Distribution die Beziehung

/ GBS f) dpgy, = / (@) EL s () ditgn,, Vg € C(O)

bildet und
oM(Emtufy Emsg) = oo(Eo f, Eog)

gewihrt. O

Damit sind die symplektischen Rdume Ep(C§°(O)) und Epnq (14 (C5°(0O))) zueinander sym-
plektisch isomorph, d.h. dquivalent bzgl. der symplektischen Form.

Trotz all dieser Erkenntnisse bleibt die Behandlung der Klein-Gordon-Gleichung auf nichtglo-
balhyperbolischen Raumzeiten schwierig. Die Existenz von eindeutigen lokalen Fundamental-
l6sungen nach Lemma 3.4 und Satz 3.6 hat nicht unbedingt die Existenz globaler retardierter
und avancierter Fundamentallésungen zur Folge. Ebenfalls bietet deren eventuelle Nichtein-
deutigkeit eine gewisse Schwierigkeit, da die verschiedenen globalen Fundamentallésungen im
Allgemeinen nicht dquivalent zueinander sind.

FEine wesentlich leichter zu behandelte Klasse von nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten, wird
iiber die nichtglobalhyperbolischen statischen Raumzeiten gegeben. Dabei kristallisiert sich
ein wesentlich einfacheres Schema heraus, durch das man die Existenz und Nichteindeutigkeit
konkret beschreiben und klassifizieren kann. Mit diesen Strukturen wollen wir uns deshalb in
den néchsten Abschnitten beschéftigen.

9Sei G € M und p € G ein beliebiges Element, fiir das sich J*(z) N G stets als kompakte Menge erweist,
dann bezeichnet man die Menge G als zukunftskompakt.
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3.3 Klein-Gordon-Operator fiir statische Raumzeiten

Wir betrachten die statische Raumzeit (Mg, g) mit dem Klein-Gordon-Operator!?

P = O,+m?=g"V,V, +m?

ﬁ%( 9

der sich nach Def. 2.7 und Def. 2.9 durch den Ausdruck

’gl“/ay) + m27

1
P = —=d(/]9g"%) +

VIl

9%85 —

1 X
——0;(\/|glg"* 0r,) +m?
NI

1 ,
Taj(\/ lg[h7* ) + m?.
g

beschreiben lasst. Mit
0
= (%0 5, ) dettgm) = —qmdet() wnd Vgl = v/

folgt fiir die Klein-Gordon-Gleichung die Beziehung

1 .
————0;(v/900\/ |h|h7*Ok) + m*)u = 0
\/900\/|h| !

1 .
=  gooPu = (63 - \/QOOﬁaj(\/QOO\/ |h|hjkak) +m?goo)u =0

Pu = (9%0F -

|
= (B3 + (=900 VF (/900 Vi) +m2goo))u = 0,
)

wobei u € C®°(Mpg) eine Losung beschreibt.!!

Damit gilt fiir eine statische Raumzeit die Beziehung
0*u/ot* = — Au,
als Ausdruck der Klein-Gordon-Gleichung, und fiir eine ultrastatische Raumzeit erhalten wir
O*u/ot? = —(—Ap +m*)u (Wellengleichung).

Dabei lasst sich A durch einen positiven symmetrischen (hermiteschen) Operator auf dem
Hilbertraum L?(K, dug)'? mit dem Definitionsbereich C§°(K) C L*(K, dur) darstellen.

Was es damit auf sich hat und welche Bedingungen zu Losungen der Klein-Gordon-Gleichung
fiihren, wollen wir fiir die gewonnene Beziehung im Rahmen der Funktionalanalysis etwas
genauer betrachten.

0¥, beschreibt die kovariante Ableitung bzgl. der Metrik g und g** die inverse Matrix zur Matrix g,.,
bestehend aus den Metrikkoeffizienten in lokalen Koordinaten.

117, beschreibt die kovariante Ableitung auf K bzgl. der Metrik h.

125 gilt dabei dux = V9ood K.
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3.4 Selbstadjungierte Erweiterungen und Randbedingungen

Betrachtet man globalhyperbolische statische Raumzeiten (wie z.B. den Minkoskiraum), dann
erweist sich der Operator A (aus dem letzten Abschnitt) als ein wesentlich selbstadjungierter!'3
Operator in L?(K,dug ). Durch Anwendung des Spektraltheorems, das allein fiir selbstadjun-
gierte Operatoren definiert ist (siche [10]), lassen sich damit tiber den Abschluss von A die
Losungen der Klein-Gordon-Gleichung konstruieren.

Fiir nichtglobalhyperbolische statische Raumzeiten ist A allerdings nicht zwingend als wesent-
lich selbstadjungiert gegeben. Die damit verbundene Konstruktion von Losungen iiber das
Spektraltheorem in Anwendung auf A ist in diesem Fall nicht unbedingt méglich. Trotz allem
ldsst sich fiir dieses Problem ein Ausweg finden. Dieser realisiert sich iiber den Begriff der
selbstadjungierten Erweiterung, den wir in diesem Abschnitt ausfiihrlich diskutieren méchten.
Im Folgenden betrachten wir allerdings Erweiterungen von abgeschlossenen symmetrischen
Operatoren, was fiir sich keine Einschrédnkung der Allgemeinheit darstellt, da ein symmetri-
scher Operator und sein Abschluss dieselben abgeschlossenen Erweiterungen besitzen.

Sétze, Definitionen und Beweise wurden dabei aus [11] und [12]| entnommen.

Vorweg wollen wir allerdings den Beriff des symmetrischen Operators definieren

Definition 3.7. Einen auf einem Hilbertraum H dicht definierten Operator A bezeichnet man
als symmetrisch, wenn A C A* in dem Sinne, dass A = A* fiir alle f € D(A) C D(A*) gilt,
gegeben ist.

Fiir diese Operatoren erfiillen sich einige wichtige Aussagen und Definitionen, die wir fiir unsere
Betrachtungen nutzen méchten.

Lemma 3.8. Sei A ein dicht definierter Operator auf dem Hilbertraum H mit einem adjun-
giertem Operator A*, dann handelt es sich bei A* um einen abgeschlossenen Operator, dessen
Definitionsbereich D(A*) einen Hilbertraum bzgl. des Skalarprodukts

(f> f/)'D(A*) = (A*f> A*f,) + (f> f/)
beschreibt.

Bemerkung 3.9. Einen Unterraum von D(A*), der bzgl. (-, -)p(4~) abgeschlossen ist, bezeichnet
man demnach als A-abgeschlossen.

Definition 3.10. Fiir einen symmetrischen Operator A werden die Teilrdume D = Ker(A* —
i) und D_ = Ker(A* + i) als Defekt-Rédume bezeichnet. Diese Réume, die die Abweichung
des Operators A von der Selbstadjungiertheit beschreiben, erfiillen in dem Fall, dass A ein
wesentlich selbstadjungierter Operator ist, die Beziehung D, = D_ = 0. Die Dimensionen n
und n_ der Defektriume D, und D_ werden dabei als Defektindizes bezeichnet.!4

Bemerkung 3.11. Dabei stehen die Defekt-Raume bzgl. (-, -)p(4+) orthogonal zueinander (D4 LD_),
was man als A-orthogonal bezeichnet.

3Der Abschluss des Operators A ist ein selbstadjungierter Operator in L (K, dpx).
Mpy(A) = dim[D4], n—(A) = dim[D_]
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FEine wesentliche Rolle bei der Konstruktion von selbstadjungierten Erweiterungen eines sym-
metrischen Operators A wird dem Randwert eines Operators zugeordnet. Dieser ldsst sich in
Form eines linearen stetigen Funktionals auf D(A*) definieren. Dies geschieht iiber die anti-
symmetrische!® Bilinearform (Randform) B auf D(A*), die durch

B(Q? h) = (g7A*h) - (A*ga h)

formuliert wird. Betrachtet man die Randform fiir Elemente fi, fo € D(A), hy,hy € D4 und
91,92 € D_, dann ergibt sich fiir die Linearkombinationen f; + h; + g; mit ¢ = {1,2} die
Beziehung

B(fi+hi+ g1, f2+ ha + g2) = 2i((h1, h2) — (91, 92)),
die uns verdeutlicht, dass fiir die Randform B nur Elemente aus D(A*)\D(A) wesentlich beitra-
gen. Der Begriff der Randbedingung lasst sich dabei in diesem Konzept durch die Beziehung
B(g,h) =0

einfithren, wobei ¢ ein festes Element aus D, @ D_ beschreibt.

Bemerkung 3.12. Dabei bezeichnet man einen Unterraum von D(A*), dessen Elemente die
Forderung B(g, h) = 0 stets erfiillen, als A-symmetrisch.

Mit diesem Gertist lassen sich jetzt schon einige qualitative Aussagen iiber symmetrisch abge-
schlossene Erweiterungen finden.

Sei Af, eine abgeschlossene symmetrische Erweiterung, dann gilt fiir f € D(A},), dass (g, A5 f) =
(Agg, f) = (Ag, f) fir alle g € D(A). Desweiteren gilt f € D(A*), was auf A}, f = A*f und

ACAp C Ay C A"
schliefst. Damit ergibt sich die Aussage:
Lemma 3.13. Sei A ein symmetrischer Operator und Ag eine Erweiterung von A mit D(A) C
D(Ag) C D(A*), dann ist h in D(A};) genau dann enthalten, wenn h € D(A*) und B(g,h) =0
Vg € D(AE) 15t.

Beweis. (nach [11]) Mit D(A) C D(Ag) C D(A*) erhalten wir durch Adjungieren D(A) C
D(A3};) C D(A*). Dies hat zur Folge, dass mit h € D(A};)

Aph = A"h
gilt, was bedeutet, dass h nur dann ein Element aus D(A},) beschreibt, wenn (Agg,h) =

(9,A*h), Vg € D(Ag) ist. Dies wiederum folgt aus der Bezichung B(g,h) = (g,A*h) —
(A*g,h) =0 fiir alle g € D(AEg). O

P mit B(g7h) = _B(h7g)>‘<
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Dies zeigt uns, dass sich abgeschlossene symmetrische Erweiterungen von A allein durch Re-
striktionen von A* auf A-abgeschlossene, A-symmetrische Unterrdume von D(A*) und damit
allein durch Randbedingungen zum Operator A bestimmen lassen.

Um allerdings ein Konstruktionsschema fiir selbstadjungierte Erweiterungen zu finden, miissen
wir unsere Untersuchung noch ein wenig fortsetzen.

Lemma 3.14. Sei A ein abgeschlossener symmetrischer Operator, dann gilt

1. D(A), Dy und D_ sind A-abgeschlossene und gegenseitig A-orthogonale Unterrdume von
D(A*) und
D(A*) =D(A)®a Dy @4 D_

2. Es gibt eine 1 : 1 Korrespondenz zwischen den A-abgeschlossenen, A-symmetrischen
Unterrdgumen S wvon D(A*), welche D(A) enthalten, und den A-abgeschlossenen, A-
symmetrischen Unterraumen Sy von Dy &4 D_. Dabei ergibt sich S = D(A) ®4 Si.

Beweise zu diesen Foderungen findet man in [12].

Aus all diesen Kriterien gewinnt man nun die zentrale Aussage dieses Abschnitts, die wei-
tesgehend alle Merkmale zur Konstruktion einer abgeschlossenen symmetrischen Erweiterung
beinhaltet.

Satz 3.15. Fiir einen abgeschlossenen symmetrischen Operator A stehen die abgeschlossenen
symmetrischen Erweiterungen in 1 : 1 Korrespondenz mit der Menge der partiellen Isometrien
bzgl. (-,-) von Dy nach D_. Dabei ergibt sich zu einer solchen Isometrie U mit Definitionsbe-
reich I(U) C Dy, die abgeschlossene symmetrische Erweiterung Ag,, zu einem Definitionsbe-
reich

D(Apy) ={f+ [+ +Uf+|f € D(A), f+ € I(U)},
wobet
Apy(f+ f++Ufs) = Af +ify —iUfy
erfillt ist. Sei nun dimI(U) < oo, dann gilt fir die Defektindizes von Ap, die Beziehung
n+(Ag,) = nt(A) — dim[I(U)].
Der Beweis dieses Satzes wird in [12]| durchgefiihrt.

Korollar 3.16. Sei A ein abgeschlossener symmetrischer Operator mit Defektindizes ny und
n_, dann gilt

1. A ist genau dann selbstadjungiert, wenn ny =0 =mn_.

2. A besitzt genau dann eine selbstadjungierte Erweiterung, wenn ny = n_. Dabei gibt es
in diesem Fall eine 1 : 1 Korrespondenz zwischen selbstadjungierten Erweiterungen von
A und unitiren Abbildungen von D, nach D_.

3. Seiny =0 # n_ oder n. = 0 # ny, dann besitzt A keine nichttriviale symmetrische
Erweiterung.
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Die Punkte, die in diesem Korollar angesprochen werden stellen allerdings einige Schwierig-
keiten fiir die Bestimmung von selbstadjungierten Erweiterung dar. In vielen Féllen ist es
nicht einfach die Defektindizes zu bestimmen. Ein niitzliches Kriterium, das dieses Problem
fiir symmetrische Operatoren vereinfacht, wird durch den Satz nach von Neumann gegeben.

Satz 3.17. Sei A ein symmetrischer Operator und existiert eine Konjugation'® C : D(A) —
D(A) mit AC = CA, dann besitzt A gleich grofie Defektindizes und ist damit selbstadjungiert
erweiterbar.

Mit den erworbenen Erkenntnissen versuchen wir nun fiir einige konkrete Beispiele, selbstad-
jungierte Erweiterungen zu erstellen.

Beispiel 3.18. Fiir den Minkowski Halbraum H ~ H = {z € R* 23 > 0} mit gy ~ oMl g
ergibt sich mit X = {& € H|xzo = 0} eine abgeschlossene Hyperfliche, fiir die die Beziehung
0?u/0t? = —Au = (A — m?)u gilt. Damit verbunden, erhalten wir mit dem rdumlichen Anteil
des Klein-Gordon-Operators —A + m? = A einen positiven symmetrischen Operator auf dem
Hilbertraum L?(Xp, dus,, ) der 3.17 erfiillt (siehe [12]). Der Definitionsbereich von A ergibt sich
dabei durch C§°(X ) C L*(Xy, dus,, ). Ein Kriterium zur Bestimmung der selbstadjungierten
Erweiterungen bildet, wie bereits erwihnt, die Randform B(f, g) = (f, A*g) — (A*f, g). Damit
ergibt sich fiir unseren Fall der Ausdruck:

Blfo) = [ F-A+migdx— /2 (A +m?)fgdx

- /2 (F(~Ag) — (~Af)g) d*x

=~ [ (7a9) - (AP dx
— _/a ((f(gradg) — (gradf)g),n)d*z

- - / (F(Ory9) — Oy Dg)d(a1, 22).
[2)>

Um eine Erweiterung von A zu bilden, miissen nun zuerst die Defektrdume Dy und D_ be-
stimmt werden. Dabei gewinnt man die quadratintegrablen Losungen zum Operator A* 41 iiber
die Gleichungen (—A+m?)fy = Fifs mit f4 € L*(Zy,dus,, ). Als allgemeinen Losungsansatz
fir f+ findet man

f+= /dpldpr(pl,p2)ei(1’1$1+p2x2)+kx3.
Mit
(—A+ mQ)f:I: = /dpldpgf(pl,pQ)(_A + m2)ei(p1$1+p2x2)+kx3

= / dp1dpa f(p1,p2)(pT + p3 — k2 + m?)e!Provtpava)thes
= fifs
16 Antiunitire Abbildung C : H — H mit C(uf + Ag) = aCf + ACg und c?—1.
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gewinnt man die Beziehung p? + p3 — k? + m? = 44, die nach k umgeformt, den Ausdruck

k=4 [m?+pi+ps—(+i)
—_———
hER+

ergibt.
Durch arithmetische Umformungen erhélt man fiir k£ zwei mogliche Terme fiir +¢ und zwei fiir
—1.

h4+vh2+1 1 . h+vVh2+1 1

L — V2 amvie b — V2 NoN/ T
* Ve 1 ; - RN 1 ;
V2 V2Vt V241 V2 V2V h V241

Dabei werden die jeweiligen ersten Terme zu k4 und k_ von unseren weiteren Betrachtungen
ausgeschlossen, da sie zu divergenten Termen bei x3 — oo und damit zu nicht quadratintegra-
blen Losungen fithren.

Das die anderen Terme zu quadratintegrablen Loésungen fiihren, ergibt sich durch direktes
Nachrechnen.!”

I£1? = /Cl19(1,2>dq(1,2>f(phpz)f(ql,qz)/E dxelbr rpa)he (aa2)es il —p)a+{a—pe)ea)
H
= 27T/dp(172)dQ(1,2)f(p1,P2)f((h,Q2)/0 dagelh-Prr2)the(aa)Tss(g) — p1)s(gy — po)

= 27T/dp1dp2|f(p1,p2)|2/ dageRelht(p1p2)rs)
0
Mit 2Re(k (p1,p2)) = —27”]”\[ 2h2+1 erhalten wir nun

IFl? = 27T/dpldp2|f(p1,l72)|2/0 alxge_‘/i htvh?+1zs

£ 2
_ 27T/dp1dp2 ‘f(p17p2)’
V2Vh+ VR +1
= [+ < oo.

Moégliche unitdre Abbildungen U : Dy — D_ ergeben sich hierbei durch die Vorschrift f, —
vf- mit y € Cund |y| = 1.18 Mit f = f, +ePf_, € = und

f|1’3:0 = /dpldpr(pl’p2)(1 + eiﬁ)ei(plmlerQ:BQ)

(Ozs fles=0 = /dp1dp2f(p1,p2)(k+ + ek )elPrtpan)

"Die Rechnung zu f_ ist analog und ergibt dasselbe Ergebnis
BDabei sind dies bei weitem nicht alle.
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ergeben sich fiir mogliche Erweiterungen in der Randform die Ausdriicke

B(f,g9) = _/d$1d$2(/dpldPQf(plap2)(1+€Zﬂ)ei(pllerme)amgg(xlax%0)
- /dmdmf(mam)(k— +€iﬁk+)€i(pm”m)g(xlawmo))

— —/dpldpr(pl,pg)/dxldmg[(l—i—e_w)g’(xl,xg,O)

— bl 4+ e )g (o, ),
Dabei findet man fiir die Randbedingungen B(f, g) = 0 die hinreichende Beziehung
(L+eP)g (w1, 22,0) = [k[ (™" + =) g (a1, 29,0) = 0,

die sich tiber

(1+eP)g (901,332, 0) — |k|(e™ + e P+)g(21, 32,0)
& (T eI (y,20,0) — [k|(¢1T T 4 eI T (0 29, 0)
;8
& 5( ( > (z1,22,0) + k| cos <@—§>g($17x270)>
zu
B8
cos(p — &
g (1‘1,.%'2,0) = ’k‘ ( 3 2) g(xl,mg,O))
cos(5)
—_————

umformen ldsst. Dabei nimmt r alle mdglichen Werte aus R an, da ¢ # 0 ist. Die Randbe-
dingung, die sich fiir r = oo ergibt, wird dabei durch g(x1,x2,0)) = 0 dargestellt und als
Dirichlet-Randbedingung bezeichnet. Den fiir r = 0 bestimmten Ausdruck ¢'(z1,z2,0) = 0
bezeichet man als von Neumann-Randbedingung.

Die Konstruktion selbstadjungierter Erweiterungen fiir eine Anti-de-Sitter-Raumzeit ist ein
weitaus schwierigeres Unterfangen. Dies zeigt die Diskussion aus [13], die wir in unserer Arbeit
ausfiihrlich behandeln wollen.

Beispiel 3.19. Betrachtet man die Klein-Gordon-Gleichung bzgl. des AdS-Raumes mit der
Metrik

gaas = (14 cot?u)(dp @ dp — du @ du) — cot? u(df @ d + (sin” §)dip @ di)
1
= (dp @ dp — du @ du — cos® u (df @ df + (sin? 0)dy @ i),
sin?u

=
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dann ergibt sich der Operator A aus 88_22¢ = —A¢ durch

1 - 1
A= —— v’“( vk> m’—
sin sinu sin“ u
_ La(\/yh\ h*0y) + m? !
sinu || J sinu sin?u
0? 2 0 1 1 1
- _ 7 ~ _ o lma 2—.
ou? +sinucosu8u cos2 u V1 LV 7 O) A sin?u

=D™Dy,

Dieser Ausdruck lasst sich noch etwas vereinfachen, wenn man fiir Losungen den Ansatz

¢(‘P= u, 67 1/}) = 7“71 Z (bks (‘107 7G)Sks (‘97 w)
ks

wihlt, wobei r = Z=.

Sk erhdlt man aus dem auf 52 definierten Differentialoperator D™D,,. Da es sich bei S?
um eine kompakte Mannigfaltigkeit handelt, besitzt D™ D,,, der einen von unten beschrank-
ten,symmetrischen und elliptischen Differentialoperator auf L?(S?) beschreibt, eine eindeuti-
ge selbstadjungierte Erweiterung (siehe [13]). Damit verbunden beschreiben die Operatoren
e sP"Dm und D™D,,e”sP"Pm  die sich iiber das Spektraltheorem darstellen lassen (siehe
[10]), beschriinkte und selbstadjungierte Operatoren fiir s > 0. Da e~ *P"Pm ebenfalls eine
eine beschrinkte Abbildung von L?(S?) in den m-ten Sobolevraum H,, auf S? beschreibt
und damit als kompakte Abbildung charackterisiert werden kann, folgt damit die Tatsache,
dass e7*P"Pm einen kompakten Operator auf L?(S?) darstellt. Aufgrund des Hilbert-Schmidt
Theorems (siehe [10]) ldsst sich zu diesem Operator eine orthonormale Basis von Eigenvektoren
bestimmen, deren Eigenwerte als Folge gegen Null konvergieren. Damit verbunden ergibt sich
stets ein diskretes Spektrum fiir D™ D,,, dessen Eigenwerte endlichdimensionale Eigenrdume
besitzen. Da D™ D,,, invariant unter den Operationen der Drehgruppe SO(3) ist, folgt gleiches
auch fiir deren Eigenrdume. Wir erhalten so die Beziehungen

(D™ Dy + k%)Sks = 0 und
/SksSk’ = Okgkl-

Die Eigenwerte ergeben sich zu ks =1(l+1),1 € Np.
Mit diesen Hilfsmitteln gewinnen wir nun folgende Vereinfachung von A

Ad(p,u,0,0) = Ar~' Y Dy (p,7)Sk, (6, 1)

ks
0.0)(] - e o) +

I(1+1) m?

0 ()| )

cos?u  sinu

2 2
- - ZTlSkS(07w)<% - 2 +2Tn - l(l - 1))@1(5((,0,7”))-

sin“ u cos2u

2 0
sin u cos u Ou

I
N

7!
&

( _1(I>ks (907 ))
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Damit erhélt man die Beziehung

82 82 I/2—l 0.2_1
8—802(1) — ( - D) 4 - 4)@, (31)

ou?  sinu cos2 u

wobei 2 — 1 =24+ m? und 0% — 1 = [(I + 1) ergibt.

Unter Verwendung der bisher erreichten Aussagen versuchen wir nun die Defektrdume fiir
den Operator A zu bestimmen. Dabei betrachten wir, wie bereits erwidhnt, quadratintegrable
Losungen der Gleichung (A* Fi)®4 = 0. Aus der Tatsache, dass sich fiir kompakte Mannigfal-
tigkeiten die Defektraume eines symmetrisch elliptischen Operators stets als trivial erweisen,
(siehe [13] ) folgt das Kriterium der wesentlichen Selbstadjungiertheit fiir einen solchen Ope-
rator. Damit verbunden gewinnen wir die Einsicht, dass Elemente der Eigenrdume zu D™D,
nicht zu den Defektraumen beitragen und diese damit allein aus der Beziehung 3.1 gewonnen
werden.

Die Defektraume ergeben sich demnach iiber

62 V2 _ % 0.2 . %
- — b =+idy. 3.2
< 6u2+sin2u+cos2u> * * (3:2)
Wir wollen uns vorher allerdings mit Losungen zu allgemeineren Eigenwerten w? € C von 3.2
beschéftigen.
Unter der Variablentransformation z = cos® u mit
o -2 2 22 0
92 2(sin” u — cos u)m + 4 cos” usin um

0 0?
erhalten wir die Gleichung
# (1-290 5\ (P-bHat(@®-bHi-2)

hypergeometrische Differentialgleichung

mit den allgemeinen Loésungen

® = (sin u)”'% (cos u)_"+% (B1(cos u)QJF(C;fU, Cros 1403 cos? u)+Bo(F(() _yy () 20y 103 cos?u))),
(3.3)
die sich durch hypergeometrische Funktionen'® der Form
ab ala+1)bb+1) 4
z

Filabez) = 1+2
2Fifa,bieiz) TS 2lc(c+1)

(@) (b)y, 2"
Z()() 2"

n=0

9Lssungen der hypergeometrischen Differentialgleichung z(1 — 2)®” + [c — (a + b+ 1)2]®" — ab® = 0.
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entwickeln lassen.?? Dabei ist By, By € C und (oo G = viotliw,

Einschrankungen ergeben sich aus dem asymtotlschen Verhalten der Losungen fiir u — 3,
was dem Ursprung der sphérischen Koordinaten in der AdS-Raumzeit entspricht. Fiir o > 1
verlangt die Quadratintegrabilitit der Losungen, dass By = 0 ist.?! ¢ = % dagegen erlaubt
bei erster Betrachtung ein By # 0, ohne dass die Quadratintegrabilitdt dabei verletzt wére.
Dies liegt allerdings an der kiinstlichen Entfernung des Ursprungs bei Anwendung von Kugel-
koordinaten. Man erkennt, dass Bo # 0 zu nicht quadratintegrablen Losungen fiithrt, wenn der
Ursprung der Raumzeit wieder hinzugefiigt wird. Durch die Wiedereinfithrung von kartesischen
Koordinaten in den bekannten Ausdriicken ldsst sich das Verhalten am Ursprung studieren,
was in [13] explizit gezeigt wird.

Das Verhalten von ® nahe dem Rand der Raumzeit, der sich fiir u = 0 ergibt, weist auf weitere
Einschrankungen. Man findet dabei einen bequemeren Ausdruck, indem man das Argument

cos? u zu sin? u transformiert. Damit gewinnt man den Losungsausdruck

o = Bl(sinu)”+%(cosu)"+%F(C;”’U,C;;f,1+U;0082u)
B TA+T0) o e
— Ble(U)<—F(C5’J)F(CZZ—J) (C%)0rChos 1 —vssin” u)
b R P (G G 1+ i) )

mit G, (u) = (cos u)(’+%(sin u)_”+% und v # 0 sowie v ¢ N.
Fiir v € N erhélt man die Gleichung

(sin u)?*

B T(1+0)D(v) <= (%o k(CTE 0 )k
b= BlG”“”(r( %)P(@:),ﬁzo R — o)

(_1)VF(1+O') . o = (Cz‘zo)k(gy_,g)k . )

- sinu sin u)?*[log(sin® u
D(E, (2, S 2 g gr () feslsin®u)

Bk 1) — Okt v+ 1)+ 4 ;ia+k>+¢<<;,:+k>1),

die fiir v = 0 durch

o — BlGo( ) 1+0' Z COJ COU) (sinu)%
(COO’) COO’ k=0

Cyk+1) = P((oy +F) - ¢(Co 5 + k) — log(sin® u))

gegeben ist. Es gilt dabei (¢)x = % sowie ¥(z) = d% logT'(2).
Fiir v > 1 ergibt sich aus der Beziehung fiir v ¢ N und v € N nur dann eine quadratintegrable

Losung, wenn w € R in der Form w = F(2p + 14+ v 4+ o), | € Ny vorhanden ist. Dieses

Die Reihe konvergiert fiir ¢ € N und |z| < 1, sowie fiir |z| = 1 mit [c — a — b] > 0. Die Objekte (a)
bezeichnet man dabei als Pochhammer-Symbole.

2 (cos u)f‘”% kann fiir die Gleichung 3.3 nicht kompensiert werden.
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Verhalten ergibt sich durch G,(u). Da G, (u) mit v > 1 fiir u — 0 divergiert, kann im ersten
Term der Losung dieses Verhalten nur durch die divergierenden Terme der Gammafuntionen
im Nenner kompensiert werden. Dabei muss allerdings ¢/, oder ¢, ¢ aus Z\N sein, was auf die
obige Beziehung bzgl. w fithrt. Durch das damit verbundene Verschwinden der ersten Terme
in den Gleichungen zu v ¢ N und v € N erhélt man nun quadratintegrable Lésungen.

In unserem Fall war v durch v = 7V8+42mQ_1 > 1 gegeben. Da sich die Defekt-Raume aber nur
durch quadratintegrable Losungen fiir w? = +ai(a € R) ergeben, folgt damit die Existenz einer
eindeutigen selbstadjungierten Erweiterung. Die Dynamik des Klein-Gordon-Operators ist in
diesem Fall schon ohne Einfiihrung weiterer Randbedingungen wohldefiniert.

Fiir den abgewandelten Klein-Gordon-Operator ({, +m? —£R)¢ = 0 der die Skalarkriimmung
R beriicksichtigt, die fiir den AdS-Raum einen Betrag von R = —12 hat, gewinnen wir auch
Werte von v die kleiner als Eins sind. Betrachten wir fiir diesen Fall Losungen zu 0 < v < 1,
dann ergeben sich quadratintegrable Losungen fiir alle w € C und auch fiir den Fall v = 0 ist
dies gewdhrleistet. v < 0 bildet dabei einen Sonderfall, da fiir diese Werte die Positivitat des
Operators A nicht mehr gegeben ist (siehe [13]). Aufgrund der Verwendung in Abschnitt 3.5
wollen wir uns nur mit den vorherigen Fallen von v beschéftigen.

Da sich aus der Eigenwertgleichung mit w? = 42i nur exakt eine linearunabhiingige Losung
ergibt, die die Regularitatsbedingung am Ursprung erfiillt, gewinnen wir damit 1-dimensionale
Defektriume D, und D_( zum Operator 24)?? von und damit verbunden

Usdy = b0, pe(—m,7]

als einzig mogliche partielle Isometrien. Mit den Elementen ®5 = &, + eBd_, die sich fiir
0 <v <1 durch

D5 oc Gy (u){a, + by (sinu)® + ¢, (sinu)? + ...}

a, = -

2631 (1 + o)D(v)
)

ergeben, erhalten wir die ersten beiden Koeffizienten durch die Ausdriicke
G DG )2
2¢" fI’(l +o)'(—v

(40
b, = )
|

I e (- 9”> o

wobei C(Hl) = (uo (1+9)- + 1, Cl,o = (H_Z) + 1 und C,,U = (:S;i)* sowie sinfy, =

I+ (ErroR mit Hiu € (-3, 2] gegeben 1st.
Fiir v = 0 ergibt sich

® 5 o Go(u){ag log(sin® u) + by + co(sin? u) log(sin? u) + . ..

%2Der Gebrauch von £2i und 2A anstelle von #i und A fiihrt zu keinen wesentlichen verinderungen der
Ergebnisse und dient nur zur Bequemlichkeit.
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mit den ersten beiden Koeffizienten

" Qelgf(l—i-a) “in <B 9 >
G In (Gt \2
B
2¢"2T'(1 + o
by = — i ( —(13i) (2 cos? By cos <é — 00>
’C0,0’ HP( 0,0 )’2 2

+ +2{y + Re(¥( 0_7(51“))) + sin 6y cos Oy } sin (g — 90> ),

wobei « die Eulerzahl bezeichnet und sin 6y = zu Oy € [0, 5) bestimmt ist.

Vive?
Aus der Betrachtung von Z—‘;, wobei v und o fixiert bleiben, sieht man, dass dieser Faktor allein
von (8 abhéngig ist und durch Variation jeden Wert aus R sowie —oo und oo erreichen kann.
sin(§—9+y)
R durchlduft, wenn man 8 € (—m, 7] variiert. Da die selbstadjungierten Erweiterungen allein
und direkt durch die partiellen Isometrien bestimmt werden, lasst sich damit durch Fixierung
von (3 eine eindeutige Wahl einer selbstadjungierten Erweiterung treffen, wobei desgleichen
(aufgrund der Beziehung zwischen ( und Z_Z) auch fiir eine Fixierung von Z_Z erfiillt ist. Dies
1

Dies allein wird durch den Term verursacht, der durch 6., # 6_, jeden Wert von

sieht man besonders gut fiir den Fall v = 5, in dem
0Pg/0u bij2 cosu + 2¢y g sinucosu + . ..
®5 |- - a1/2—i—bl/gsinu—i—cl/g(sinzu)+... 0=0

b

Cap
ergibt.
Mit Zié Z = +o0o erhdlt man damit die bekannte Dirichlet-Randbedingung ®g|,—¢ = 0 und fiir
% = 0 die von Neumann-Randbedingung %‘bmuzo = 0. Die zu % € R\{0} gewonnen
Beziehungen werden als Robin-Randbedingungen bezeichnet.

Fiir den Fall v # % sind die Ausdriicke &ég_l/fju fiir w — 0 nicht langer wohldefiniert. Da fiir

0 < v < 1 allerdings bei u — 0, der Term G, 1®3 hauptsichlich durch a, und 9(G;, 1®3)/0u
haupséchlich durch b, dominiert wird, erhélt man fiir a, = 0 den Begriff der verallgemei-
nerten Dirichlet-Randbedingung sowie fiir b, = 0 den der verallgemeinerten von Neumann-
Randbedingung. Die restlichen Randbedingungen werden als verallgemeinerte Robin-
Randbedingungen bezeichnet.

Bei v = 0 ist allerdings das dominante Verhalten von Gy'®5 und 9(G; '®5)/0u fiir u — 0
allein durch ag gegeben, was bei ag = 0 zu simultanen verallgemeinerten Dirichlet- und von
Neumann-Randbedingungen fiihrt.

3.5 Das Cauchy-Problem fiir statische Raumzeiten

Nach [14] sowie Lemma 3.4 erhélt man fiir Cauchy-Daten (f, f) € C5°(K) @ C§°(K) stets eine
Losung u € C*°(Mp) der Differentialgleichung 0?u/0t* = — Au durch die Wahl einer positiven
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selbstadjungierten Erweiterung auf der nichtglobalhyperbolischen statischen Raumzeit. Fiir
Losungen dieser Art erhalten wir wie bisher po gu = u|x = f und p; gu = vV*Vaulg = f.
Da sich A iiber einen Operator auf L?(K,duy) darstellen lisst, gewinnt man nach [15] eine
analoge Beziehung zur Klein-Gordon-Gleichung iiber die Operatorgleichung d?u/dt? = —Au
in L?(K,dur). Die Losungen von d?u/dt? = —Au in L?(K,duy) lassen sich dabei iiber das
Spektraltheorem nach [10] konstruieren, das uns erlaubt stetige Funktionen (im Sinne von
Borelfunktionen) von selbstadjungierten Operatoren zu definieren. Es liefert uns damit speziell
fiir unseren Fall eine Losung iiber die Beziehung

u(t) = \f; = cos( AEt)f—i—(\/A_E)_lsin( Agt)f',

=PO,K U

die sich durch die selbstadjungierte Erweiterung des Operators A {iberhaupt erst formulieren
liisst.?3 Bei cos(v/Agt) sowie (v/Ag)~!sin(v/Agt) handelt es sich um beschrinkte Operatoren,
die {iber das Spektraltheorem definiert sind.?*

Bemerkung 3.20. Nicht in jedem Fall lasst sich eine “positive” selbstadjungierte Erweiterung
zum Operator A konstruieren, wie der Fall v < 0 fiir den AdS-Raum aus dem letzten Abschnitt
verdeutlicht hat. Mogliche Losungen konnen also in diesen Beispielen nicht {iber den hier
angewendeten Ansatz gefunden werden.

Speziell fiir diesen Fall von Losungen der Differentialgleichung d?u/dt?> = — Au, lisst sich die
symplektische Form analog zum globalhyperbolischen Fall durch

o (£ 1), (9.9)) = /K (0f — ¢ F)v/amdK

fur Cauchy-Daten (f, f'), (g,4¢") € C§°(K) @ C§°(K) ausdriicken. Dies beruht auf der Moglich-
keit, K als Cauchy-Fliche einer globalhyperbolischen Teilmenge von (Mg, ga, ) nach Satz 3.6
zu betrachten.?

In Analogie zum globalhyperbolischen Fall, lasst sich eine Losung u im nichtglobalhyperboli-
schen statischen Fall auch durch die Beziehung u = Eaq, f beschreiben (f € C$°(Mpg)). Dabei
sind diese Fundamentallosungen im Gegensatz zum globalhyperbolischen Fall, wie schon in der
Vorbetrachtung erwéhnt, im Allgemeinen nicht eindeutig definiert. Allerdings kann man bei
statischen Raumzeiten die Nichteindeutigkeit auf die Freiheit in der Wahl der selbstadjungier-
ten Erweiterung des Operators A zuriickfiihren, was wir im folgenden zeigen wollen.

Betrachten wir die Losung EMBf mit Cauchy-Daten (fs, f1) € C{°(Ks) & C{°(Ks), so er-

2 1 i, u ergibt sich analog durch f{ = f;, und K, ist durch {t} x K definiert.

24| (/Ag)~Lsin(v/Apt) < |t] und || cos(vAzt) = 1

Durch K+ € M ist in diesem Fall stets eine mogliche Wahl einer globalhyperbolischen Untermannigfal-
tigkeit gegeben.
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halten wir EMBf = EMBp,O,sfé _ EMBp,17sfsa26 und

posBpmsf = cos(v/Ap(t—s))fs+ (VAg) ' sin(v/Ap(t — 5))f]
= cos(v/Au(t — 5))po.sEmsf + (VA) ' sin(v/Ag(t — $))p1s Bty f
= (VAB) " sin(V/Ap(t — 5))p1s + cos(v/AB(t — 5))po.s) Eral-

Beschreibt man die Losung Eay,, f iiber den Integralkern von Eaq, mit

o~ o~

EMBf - / EMB(x7y)f(y)dM5
Mp=RxK
— /R</KEMB(t,x;s,y)f(s,y)m(y)dK>ds
= /</ pO,tEjj\/IBp{),sf(s)\/gﬁdf(>ds7
R K

dann erhélt man unter Verwendung von Korollar 3.2 die Beziehung

Puef = [ ( | (/A (VA=) praBissh
R K ~—_————

=1 nach Lemma 3.4

b cos(VAR(E—5) posErmerhe ) §(5) x/_goodK>d8
—_— ~
=0 nach Lemma 3.4 €C§°(K5s)

— [ ([ VAR sin/ e - 9)(5)Vamad ) as,

wodurch die Existenz begriindet ist. Der Integralkern, den wir nach [16] als Kommutator-
funktion bezeichnen, wird dabei durch den Ausdruck

Ens(t,x;8,y) = (VAp) ™ sin(vAp(t - 5))(x,¥)

wiedergegeben.

Die Nichteindeutigkeit der Fundamentallosung Eaq, ergibt sich demnach aus der Freiheit in
der Wahl der selbstadjungierten Erweiterung A g, die sich nach Lemma 3.13 allein durch Rand-
bedingungen fixieren lassen.

Der Ausdruck der Kommutatorfunktion léasst sich allerdings auf eine etwas bequemere Form
umgestalten. Dabei erweist sich sich die Definition von verallgemeinerten Orthonormalbasen
sowie die Darstellung des Spektraltheorems {iber projektionswertige Make als ein hilfreiches
Mittel.

Geméf [17] erhalten wir die Definition:

Definition 3.21. Sei D eine dichter Teilraum eines Hilbertraums H, dann ldsst sich iiber
dem Dualraum D’ von D, unter Verwendung der Beziehung D C H C D’ (Gelfandsches
Raumtripel), ein kontinuierliches (verallgemeinertes) Orthonormalsystem iiber eine Familie von
linearen Funktionalen ¢, € D', k € Q@ C R"™ und einem Mafy auf R™ mit suppy = £ und
du(k) = f(k)dk, (f ist integrierbar) definieren. Dabei miissen die Bedingungen

ZDiese Zerlegung von Eay ist nach 3.4 giiltig, da man Cauchy-Daten mit kompakten Triiger verwendet.
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o c(k) = (¢, ) ist stetig auf Q, Vo € D.

o (1, ) = [ dke(k)(dw, ), Yo € D.

e Sei c(k) stetig und [ dk|c|> < oo, dann folgt daraus, dass ein ¢ € D existiert mit

c(k) = (o, ¥).

erfiillt sein, die sich andererseits auch durch die Vollstandigkeitsrelationen [ dzgy(z)*gp (x) =
§(k — k') und [ dkoy(z)dr(a’)* = §(z — 2’) ausdriicken lassen.

Der Nutzen dieser Definition ergibt sich in der Konstruktion von orthogonalen Projektoren?’

P iiber verallgemeinerte Orthonormalsysteme (¢y) bzgl. (€2, i, D) im Sinne von

PGZ/GdM(k)¢k(¢k7')

mit G C € (messbare Menge ).

Betrachten wir namlich die schwachen Eigenvektoren eines Operators A mit dichtem Defi-
nitionsbereich D, die sich ebenfalls iiber Linearformen ¢ € D’ ergeben und die Bedingung
(¢, A*) = a(p,v), Yo € DND(A*), A*) € D erfiillen, wobei a € C gilt, dann erlangt man
im Falle von selbstadjungierten Operatoren A nach dem Spektraltheorem (siehe [10]) stets eine
verallgemeinerte Orthonormalbasis ((bk)(Q7M7D) von schwachen Eigenvektoren ¢ zu schwachen
Eigenwerten a(k).?® Diese Eigenschaft, verbunden mit der Darstellung des Spektraltheorems
iiber projektionswertige Mafe, erlaubt uns desweiteren fiir eine reellwertige Borelfunktion g
auf R™, den Operator g(A) durch die Form

g(A) = / _g(k)dby
— /ndu(k‘)g(k)%(%,')

auszudriicken.
Mit diesen Vorraussetzungen lasst sich nun der Integralkern von F a4, durch

/dl‘(k)w(k)1 sin(w (k) (t — 5))or(x)dr(y)*

mit w(k)? als schwachem Eigenwert zum schwachen Eigenvektor ¢ von Ag darstellen.?”
Als Beispiel wollen wir den Minkowski-Halbraum H mit seiner selbstadjungierten Erweiterung
von A = —A 4+ m? zu Dirichlet-Randbedingungen betrachten.

Bemerkung 3.22. Dies ist in diesem Fall moglich, da A einen positiven Operator beschreibt, de-
ren selbstadjungierte Erweiterung bzgl. Dirichlet-Randbedingungen der Friedrichserweiterung
entspricht (siehe [11]).

2TSelbstadjungierte Operatoren die auf ganz H definiert sind und P? = P erfiillen.
284 bildet dabei eine stetige reellwertige Funktion auf €.
2D wird in diesem Fall durch C§°(K) C L*(K,dux) gegeben.
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Beispiel 3.23. Die schwachen Eigenvektoren von Apg ergeben sich dabei durch die Losung
von (—A 4+ m?)¢p = w?¢ mit #(x)|zs—0 = 0. Durch Seperation der Variablen gewinnt man
mit ¢p(x) = (277)*%61'(1’111“’2“)\/isin(pgxg) einen allgemeinen Ausdruck der Losung, die die
Randbedingung erfiillt. Dabei ergeben sich die schwachen Eigenwerte durch w?(p) = p? 4+ m?,
und deren schwachen Eigenvektoren ¢, erfiillen die Vollsténdigkeitsrelation

/d3p¢p(x)¢p(Y)* = (277)3/6139 e!P1(@1=y1)4P2(22792)9 gin (p3a3 ) sin(psys)

= 0(x-y)

Mit dem MaR dpp = d3p lisst sich damit die Kommutatorfunktion durch

3
Pp(txisy) = = [ SEosinip)t = 5)opx)p()
3
- -/ % Sin(w(p)(t — 5))e™PL )1 25in(pyrs) sin(psys)
realisieren.

Im Folgenden versuchen wir nun weitere allgemeine Aussagen iiber Ej, zu finden.

Fiir eine Losung v der Differentialgleichung mit Cauchy-Daten (g, ¢’) € C§°(K) @ C5°(K) folgt
nach [15], dass auch v = % mit den Cauchy-Daten (¢ = ¢',§ = —Ag) € C§°(K) & C§°(K)
eine Losung beschreibt.

Damit erhdlt man einen wohldefinierten Ausdruck fiir die symplektische Form

o((f ), (8.) = /K Gf! — i) Tord K,
= /K(g’fHAgft)@th

= (f,0(Empd)) Ms-

Betrachten wir nun eine beliebige Losung u = Eaqy, (f) mit f € C3°(Mp), dann folgt {iiber
eine Zerlegung der Eins, wie in Abschnitt 3.2 eingefiihrt, die Formulierung:

Epmsf =) Ems(fxi) = ZEMBp/O,Kti(fi,) — Emuph k,, (fi)-

i€n €N

Fiir eine symplektische Form o4, erhélt man damit im Allgemeinen die Beziehung:

O-MB(EMBfaEMB?]) = (f>EMBg)MB

i€en jEM

= Z Z(in, EMBQXJ)MB'

i€n jEM
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Unter Verwendung der Zeittranslation 1, die als Fluss des zeitartigen Killing-Vektorfeldes
definiert ist und eine einparametrige Gruppe von isometrischen Abbildungen bildet, ergibt
sich eine Wirkung dieser Abbildungen fiir unsere Losungen durch

wt*(EMB (iL)) = EMmy (iL © 1/1{1)

Aufgrund der Zeittranslationsinvarianz der symplektischen Form nach [15], die sich durch

OMp (wt*(EMBf)’ T/Jt*(EMBQ)) = O0Mg (EMBfa EMBQ)

ausdriicken lédsst, ergibt sich als Resultat dieser Symmetrie das Vermogen, die einzelnen Sum-
manden bzgl. einer einzigen gewéhlten abgeschlossenen Hyperfliche K = K|y zu betrachten.
Fiir alle i € n und j € m ergeben sich fiir Eag(fxi) mit (fy,, ) € C°(Ky,) © C§°(Ky,)
und E g, (GX;) mit (g;(j,g;(j) € CF°(Ky;) © C§°(Ky;) mogliche Cauchy-Daten mit kompakten
Trager .

Daraus folgt

O-MB(EMBfa EMBQ) = Z Z(vaKtj EMB (fXZ)’ Pl,Ktj EMB (QX]))K%
1€n jEM

— (P1,KtjEM3(sz‘)7Po,KtjEMB(gij))Ktj
= D (o Ers((fxa) o),

i€n jem
— (L Ems((Fxi) 0 0=4), po.x Emis((9X5) 0 074k

= Y > (o Erms((fxi) 0 ve,), g5, i — (pr. Eaas (Fxi) © ¥r,), 95, )

i€En jEM

)L Eams (%) 024 )k

J

Die symplektische Form lisst sich demnach {iber die Analogie in L?(K,dux ) durch die Bezie-
hung

oas(Batef Erad) = S0 /K (cos(v/Ap(ti — ) s + (VAB) ' sin(v/Ap(t; — ;) fL,)9%,

i€En jEM

—(—VApsin(VAg(ti — t;)) i + cos(v/Ap(ti — 1)) fy, )95, v/Good K
- /K Z Z cos(\/Ap(ti — t) (9% — Fxi9%;)

1€n jEmM
+(VAp) " sin(VAp(ti — ) (fr. 0%, + (Apfy)9y)v/G00dK

ausdriicken, wobei f,,, f)’(z und g;(j,g;zj in dieser Darstellung allein aus C§°(K) gewonnen wer-
den konnen.

Damit erhalten wir einen expliziten Ausdruck der symplektischen Form fiir jegliche Losung
Epmyf, Vf € C°(Mp) iiber Cauchy-Daten aus C§°(K) ® C3°(K), was uns zeigt, dass sich fiir
statische Raumzeiten aufgrund der Zeittranslationsinvarianz der symplektischen Struktur die
gesamte Dynamik iiber eine abgeschlossene topologische Hyperfliche K aus Mpg entwickeln
lasst.



Kapitel 4

Algebraischer Zugang zur
Quantentheorie

In der {iblichen Formulierung der Quantentheorie geht man bei der Konstruktion von einem
ausgezeichneten Hilbertraum H aus. In diesem Raum kann man den Begriff des Zustands durch
normierte Vektoren bestimmen.! Messbare Gréssen (Observablen) lassen sich in diesem Zu-
sammenhang iiber Operatoren A : H — H definieren, die sich durch lineare Abbildungen auf
‘H ergeben und iiber die Zusténde lassen sich diese Operatoren durch Bildung des Erwartungs-
wertes (siehe [17]) komplexen Zahlen zuordnen.

Bei der algebraischen Formulierung der Quantentheorie geht man allerdings in umgekehrter
Reihenfolge vor. Bei diesem Ansatz betrachtet man im Vordergrund die Observablen, die sich
durch Elemente einer abstrakten Algebra A beschreiben lassen. Der Algebra zugehorig wird
dabei der Begriff des Zustands definiert. Diese Objekte werden durch ihre Wirkung, Elemente
der Algebra komplexe Zahlen zuordnen zu kénnen, charakterisiert.?

Der Vorteil des algebraischen Ansatzes liegt nun darin, das alle moglichen Zustdnde beachtet
werden konnen. Selbst Zustédnde zu unitér nicht dquivalenten Darstellungen (siehe [18]) der
Algebra werden in einem Rahmen behandelt. Dabei bleibt die algebraische Struktur bzgl. der
verschiedenen Darstellungen unveréndert.

Der algebraische Ansatz umfasst einen wesentlich grosseren Rahmen, als der urspriingliche und
verlangt, dass sich allein aus der Observablen-Algebra® und ihren Darstellungen alle physika-
lisch messbaren Informationen eines Systems gewinnen lassen.

4.1 (C*-Algebren

Die zentralen Objekte des algebraischen Formalismus stellen die Observablen-Algebren dar.
Deshalb wollen wir in diesem Abschnitt einige wesentliche Begriffe der algebraischen Quan-
tentheorie einfiithren. Die Definitionen wurden dabei zum grossten Teil aus [19],[20] und [21]

Werallgemeinerte Zusténde lassen sich auch als Dichtematrizen auf H auffassen.
?Dies entspricht der Bildung von Erwartungswerten.
3 Algebren der physikalisch messbaren Grossen.
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entnommen.

Definition 4.1. Bei einer assoziativen Algebra handelt es sich um einen (komplexen) Vektor-
raum A, auf dem ein Produkt (bilineare Abbildung) durch:

Ax A — A
(A,B) — AB VA,Be A

definiert ist. Das Produkt erfiillt dabei die Assoziativitat
(AB)C = A(BC) =: ABC VA,B,C € A.
Definition 4.2. Eine Algebra A mit einer Involution?

A — A
A — A

wird *-Algebra genannt. Hat diese Algebra A ein 1-Element 1, so bezeichnet man sie als unitale
*_Algebra.”

Eine fiir unsere Betrachtungen niitzliche Klasse von Algebren bilden die Banach *-Algebren.
Diese Algebra bildet sich iiber den Abschluss einer normierten® assoziativen *-Algebra A, die
die Ungleichung [|[AB| < ||A]||B|| VA, B € A erfiillt und die Beziehung ||A*|| = || 4| fiir alle
Elemente A des Abschlusses beinhaltet. Aus dieser algebraischen Struktur gewinnen wir die
Definition einer C*-Algebra.

Definition 4.3. Eine Banach*-Algebra mit der Bedingung ||AA*| = [|A|? fiir alle A € A
bezeichnet man als C*-Algebra

Bei der Algebra der beschriankten Operatoren B(H) auf einem Hilbertraum H handelt es sich
um eine solche C*-Algebra. Deswegen wollen wir uns im Wesentlichen mit diesen Objekten
beschéftigen.

Eine weitere wichtige Definition bzgl. einer *Algebra (C*-Algebra), die wir fiir unsere Be-
trachtungen bendtigen, ist durch die folgende gegeben.

Definition 4.4. Eine *-Unteralgebra’” B von A bezeichnet man als (beidseitiges) *-Ideal, wenn
AB,BAe€ BVYAe Aund B € B gilt.

Um nun von den abstrakten C*-Algebren zuriick zu den Operatoralgebren zu gelangen, die
in unserem Fall {iber B(H) gegeben sind, braucht man den Begriff der Darstellung einer C*-
Algebra. In der Vorbetrachtung muss man allerdings noch erwédhnen, was einen *-Algebrenhomomorphismus
definiert.
“Dabei gelten die Regeln: (AA + uB)* = AA* + iB*, (AB)* = B*A* und (A*)* = A fiir alle A, B € A und
ApeC
Sdabei gilt 1A=Al=AVAc A

Die Algebra besitzt eine Norm || - ||.
"Eine Unteralgebra mit der Bedingung: sei B € B, dann ist ebenfalls B* € B
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Definition 4.5. Eine Abbildung 7 : A — B zwischen zwei C*-Algebren bezeichnet man als
*-Algebrenhomomorphismus, wenn fiir 7 die Forderungen:

1. 7 ist linear und multiplikativ: 7(AA + uB) = An(A) + pn(B) und 7(AB) = w(A)n(B)
fiir alle A,B€ Aund \,u € C

2. Es gilt m(A*) =n(A)* fiir alle A € A

erfiillt sind.
Desweiteren folgen aus dieser Definition die Bedingungen:

1. m ist stetig, d.h. |7 (A)]| < ||A] fir alle A € A
2. 7 ist positiv, d.h. V A > 0 gilt 7(A4) > 0.

Aus der letzten Aussage folgt, dass das Bild 7(.A) eine C*-Unteralgebra von B ergibt und der
Kern Ker(m) = {A € A,m(A) = 0} ein *-Ideal von A beschreibt.

Aus dieser Konstruktion gewinnt man nun den Ubergang zu den Operatoralgebren.

Definition 4.6. Eine Darstellung einer C*-Algebra wird durch ein Paar (H, 7) gegeben, wobei
H einen (komplexen) Hilbertraum und 7 einen *-Algebrenhomomorphismus von A in die C*-

Algebra B(H) charakterisiert. Die Darstellung bezeichnet man dabei treu, wenn 7 einen *-

Algebrenisomorphismus auf sein Bild 7(.A) beschreibt, d.h. Ker(r) = {0}.

Die Algebren, die wir verwenden wollen, haben treue, irreduzible und zyklische Darstellungen
(H, 7). Der Begriff der Irreduzibilitét folgt dabei aus der Definition des invarianten Teilraums,
der einen abgeschlossenen Teilraum F C H von (H,7), den alle Darsteller m(A) mit A € A
auf sich abbilden, beschreibt.

Ist F ein invarianter Teilraum von (H, ), dann ist das Orthokomplement F ebenfalls ein
invarianter Teilraum, womit die Darstellung (H,7) sich als die direkte Summe der beiden
Teildarstellungen (F, w|z) und (F*, 7| zL) erzeugen lisst, d.h. die Darstellung ist reduzibel.
Daraus ergibt sich die Definition fiir die Irreduzibilitét:

Definition 4.7. Eine Darstellung (H, ) heisst irreduzibel, wenn die einzigen invarianten Teil-
raume {0} und H sind.

Definition 4.8. Ein Tripel (H, 7, Q) heisst zyklische Darstellung einer C*-Algebra A, wenn
(H, ) eine Darstellung beschreibt und {m(A)2, A € A} C H sich als eine dichte Teimenge von
H ergibt (m ist zyklisch).

Um Messwerte iiber die Operatoren der Observablen-Algebra zu erlangen, muss man diesen
reelle Zahlen zuordnen konnen. Dabei spielt der Begriff des Zustands eine wichtige Rolle.

4.2 Zustande und GNS-Konstruktion

Zusténde fasst man im Allgemeinen als lineare Funktionale einer C*-Algebra auf. Dabei geht
man vom topologischen Dualraum einer C*-Algebra aus, d.h. der Raum aller stetigen linearen
Funktionale w : A — C auf A mit der Norm [|wl| = sup) =1 |w(A)



38 Algebraischer Zugang zur Quantentheorie

Definition 4.9. Bei einem Zustand handelt es sich um ein positives lineares Funktional w :
A — C auf der C*-Algebra A, fiir das ||w|| = 1 ist. Dabei ergibt sich der Begriff der Positivitét
fiir einen Zustand iiber die beiden dquivalenten Aussagen:

1. w ist positiv, wenn w(AA*) >0 VA € A.
2. we A" und ||w|| = w(1).

Die Menge der Zusténde einer C*-Algebra bezeichnet man mit S(.A). Dabei handelt es sich
um eine konvexe® Teilmenge von A*.

Beispiel 4.10. Fiir die C*-Algebra B(H) der beschrankten Operatoren auf dem Hilbertraum
H, definiert jeder Spurklasse Operator p ein positives Funktional {iber

w,:BH) — C
A = wy(A) :=tr(pA),

wobei ||w,| = tr(p). Bei einem Zustand gilt dabei tr(p) = 1.7

Nutzen wir die Eigenschaft, dass (H,w) eine zyklische Darstellung der C*-Algebra A be-
schreibt, dann kann man Zustinde durch normierte Vektoren 2 € H definieren. Das ent-
sprechende Funktional ist dabei durch den Ausdruck wq(A) = (2, 7(A)Q2) gegeben. Nach der
GN S-Konstruktion kann man jeden Zustand durch diese Form ausdriicken.

Satz 4.11. Ist A eine C*-Algebra und w ein Zustand, dann existiert eine bis auf Unitdrdquiva-
lenz eindeutige zyklische Darstellung (H,,, 7., ). Eine solche Darstellung bezeichnet man als
GNS-Darstellung des Zustands w, wobei w(A) tber die Beziehung w(A) = (Qu, 7w (A)Q,) VA €
A gegeben ist.

(Siehe Beweis in [19])

Eine fir das néchste Kapitel wesentliche Definition fiir Zustandsmengen ist die des Foliums
einer Zustandsmenge S(A).

Definition 4.12. Ein Folium F ist eine normabgeschlossene Teilmenge einer Zustandsmenge
S(A), deren Zustinde w die Bedingung:

iw(A;‘Ai) =1 = A~ iw(AfAAi) eF

i=1 =1
erfiillen, wobei A; € A, Vi € n gilt.

Z.B. bei den Zustandsmengen S;(A) := {w € S(A)|Fp € B(Hz), p > 0, trp = 1mitw(A4) =
trpm(A) VA € A} die sich durch Dichtematrizen p € B(H,) definieren lassen, handelt es sich
um Folien (Die wir in unserem Fall mit S;(A) =: F(7) bezeichnen wollen'?).

8fiir w1, wa € S(A) gilt stets i + pws € S(A) wenn A\, € RT und X+ p = 1 ist.
%p bezeichnet man in diesem Sinne als Dichtematrix.
10Tm nichsten Kapitel verwenden wir namlich diese Notation um Verwechslungen zu vermeiden.



Kapitel 5

Das allgemein kovariante
Lokalitatsprinzip

Das allgemein kovariante Lokalitdtsprinzip behandelt ein verallgemeinertes Konzept zur Be-
schreibung von algebraischen Quantenfeld-Strukturen auf gobalhyperbolischen Raumzeiten.
Dabei gewinnt man durch lokale Betrachtung des Prinzips der allgemeinen Kovarianz aus der
allgemeinen Relativitédtstheorie einen Rahmen fiir eine lokale kovariante Quantenfeldtheorie.
Durch eine Einschrankung der Betrachtung allein auf den Minkowskiraum als globalhyperbo-
lische Raumzeit kann man dabei sogar die Haag-Kastler Axiome der lokalen Quantenphysik
zuriickgewinnen.

5.1 Quantenfeldtheorien als kovariante Funktoren

Der Aufbau dieses Abschnitts wird nach [1] durchgefithrt und durch Konzepte der Kategori-
entheorie, aus Anhang A unterstiitzt.

Das Prinzip der allgemeinen Kovarianz aus der allgemeinen Relativitdtstheorie, das besagt,
dass physikalische Grossen nicht einzelnen Raumzeitpunkten zugeordnet sind, sondern fiir die-
se nur im Zusammenhang mit einer lokalen Umgebung bestimmt werden koénnen, wird in
unserem Fall durch den kategorientheoretischen Ansatz wiedergegeben.! Man betrachtet da-
bei die Kategorie Man, die aus einer Klasse Obj(Man) von Objekten und der dazugehdrigen
Klasse von Morphismen Mor(9tan) zu diesen Objekten gegeben ist. Dabei handelt es sich bei
den Objekten um vierdimensionale, globalhyperbolische, orientierte und zeitorientierte Raum-
zeiten (M, g), die bereits im ersten Abschnitt eingehend behandelt wurden.

Fiir zwei Objekte (M1, g1), (Ma, g2) dieser Kategorie erhalten wir die Morphismen

¥ € homgnan((Mi, 1), (Ma, g2)) iiber isometrische Einbettungen, die die Orientierung und
Zeitorientierung erhalten und die Raumzeit (M, g1) nach (Mag, g2) abbilden. Eine weitere we-
sentliche Eigenschaft dieser Morphismen ergibt sich dabei durch die Forderung, dass fiir eine
beliebige kausale Kurve « : [a,b] — Mg mit vy(a),v(b) € (M) stets die gesamte Kurve in

'Es gibt keine ausgezeichneten Raumzeit Punkte. Physikalische Gréfien lassen sich immer nur in der relativen
Beziehung der Ereignispunkte zueinander bestimmen.
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der Bildmenge (M) enthalten sein muss.
Ebenfalls gilt das Kompositions-Gesetz bzgl. der Abbildungen, das wir im Anhang A definiert
haben.

Fiir die Beschreibung der Quantenfeldtheorie fithren wir desweiteren die Kategorie 2Alg ein,
deren Objekte Obj(2Alg) durch C*-Algebren bzw. *-Algebren mit Einheitselement gegeben
sind. Die Morphismen Mor(2lg) erhélt man dabei durch treue (injektive) einheitserhalten-
de *-Homomorphismen. Fiir zwei Objekte A; und Ay beschreibt o € homgg(A1, A2) eine
derartige Abbildung. Auch in diesem Fall gilt das Kompositions-Gesetz.

Die Struktur der allgemeinen Kovarianz lésst sich nun durch einen Funktor A zwischen den
Kategorien realisieren. Wir ibernehmen aus [1] die Definition:

Definition 5.1. Eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie ist ein kovarianter Funktor A zwi-
schen den Kategorien Man und Alg der die Beziehung

(M,g) —2— (Mg

al |

A(M7g) a—w> A(MI7 gl)

mit der Kovarianzbedingung bzgl. der Algebren
Qg O Qg = Qly)yl o)y und Qidrg = idA(M,g)

fiir alle Morphismen v € homgpan((M1, g1), (M2, 92)) und ¢ € homopan((Ma; g2), (M3, g3))
und allen (M, g) € Obj(Man) erfiillt. Dabei gelten die Beziehungen:

e Eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie, die durch einen kovarianten Funktor A be-
schrieben wird, ist kausal, wenn folgende Bedingung gilt:
Sind 1 (M) und 12 (Ms) bzgl. der Morphismen v; € homgnan((M;, gi), (M, g)),i = 1,2
kausal unabhéngig in (M, g), dann erhélt man

[y, (A(Ma, 1)), vy, (A( M2, 92))] = {0},
wobei [A,B] = {AB — BA: Ac A, B € B} mit A, B als C*-Algebren.

e Eine lokale kovariante Quantenfeldtheorie gegeben durch einen kovarianten Funktor A,
gehorcht dem Zeitschicht- Axiom wenn:

ay(A(M, g)) = AM', )

fir alle ¥ € homonan((M, g), (M, ¢")) gilt, deren Bildmenge (M) eine Cauchy-Flache
von (M’, ¢’) enthélt.
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Die oben erwdhnte Kausalitdt ist in dem Sinne erforderlich, da messbare Grossen, die auf
raumartig getrennten Teilgebieten lokalisiert sind, (die sich durch Darstellungen der Algebren-
elemente ergeben) unabhéngig voneinander agieren.

Das Zeitschicht-Axiom, was auch als starke Einstein Kausalitit bezeichnet wird, weist da-
gegen auf die Existenz eines kausalen dynamischen Gesetzes hin. Dies ergibt sich aus einer
algebraischen Formulierung des Anfangswertproblems, welches besagt, dass die Algebra der
Observablen einer globalhyperbolischen Raumzeit schon durch die Observablenalgebra einer
beliebig kleinen Umgebung einer Cauchy-Flache bestimmt ist. Diesbeziiglich ldsst sich eine
Abhéngigkeit der lokalisierten messbaren Grossen von ihrer kausalen Vergangenheit definieren.

Aus dieser Konstruktion lassen sich sogar die Regeln der algebraischen Quantenfeldtheorie
zuriickgewinnen.

Lemma 5.2. Sei A ein kovarianter Funktor mit den Eigenschaften nach Def.5.1, dann kann
man eine Abbildung K(M,g) 5 O — A(O) C A(M,g) definieren mit

A(O) == arm,0(A(0, go))

wobei ap,0 = Qg -
Desweiteren folgt:

e Die Abbildung erfillt die Isotonie-Bedingung
O, C Oy = A(Ol) C .A(OQ) VOl,OQ S IC(M,g)

o Existiert eine Gruppe G isometrischer Diffeomorphismen k : M — M mit kKxgm = g,
wobei Orientierung und Zeitorientierung beibehalten werden, dann gibt es eine Darstel-
lung der Gruppe G mit k — «,. Dabei handelt es sich bei o, um einen C*-Algebren
Automorphismus o, : A — A, wobei A die minimale C*-Algebra erzeugt durch die Men-

ge {A(O) : O € K(M,gm)} beschreibt (Siehe Def. 5.3), woraufhin

folgt.
e [ir die Theorie, die durch A gegeben ist, gilt
[A(O1), A(O2)] = {0}
VO1,09 € K(M,g), wenn O1 und Os kausal unabhdngig sind.

e Gehorcht A dem Zeitschicht Aziom und sei ¥ eine Cauchy-Fliche in (M,g), wobei
S C X eine offene und zusammenhdngende Teilmenge der Cauchy-Fliche ist, dann gilt

fir jedes O € K(M,g) mit S C O
A(0) D A(S*).

S+ steht fiir das kausale Komplement von S, welches in K(M, g) enthalten ist.
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Beweise zu den einzelnen Bedingungen findet man in [1].

Um einzelne Elemente der Algebren speziell auszuzeichnen, fiihren wir nun die Definition
von Quantenfeldern in diesem Zusammenhang ein, wofiir wir allerdings weitere Kategorien
definieren miissen.

Definition 5.3. Die Kategorie Test enhélt als Objekte Obj(Test) alle moglichen Testfunktio-
nenraume iiber Man, d.h. Die Objekte bestehen aus allen C§°(M) Raumen, wobei (M, g) in
Man liegt.

Die Morphismen Mor(%est) sind durch alle moglichen push-forwards 1, von isometrischen
Einbettungen v : (M1, g1) — (Ma, g2) gegeben und erfiillen die Bedingung

Pu(f) = foph € u(CP (M) Vf € CF°(My).

Da es sich um Rdume von Funktionen mit kompakten Trager handelt, besteht stets die Mog-
lichkeit, fiir deren isometrische Morphismen Umkehrabbildungen (durch Fortsetzen mit 0 auf
dem Komplement des Bildraumes) zu definieren.

Definition 5.4. Bei der Kategorie T2Alg handelt es bei den Objekten Obj(TAlg) um to-
pologische *-Algebren mit Einheitselement, wobei die Morphismen Mor(%2lg) durch stetige
*-Endomorphismen o € homayg(A1, A2) gegeben sind.

Dabei ist o : A7 — Ag ein einheitserhaltender injektiver *~-Homomorphismus.

Unsere lokale kovariante Quantenfeldtheorie A ist in diesem Sinne bzgl. 9tan und TAlg defi-
niert.

Bei D handelt es sich um einen kovarianten Funktor zwischen den Kategorien 9an und Test
und zwar wird dabei jedem (M, g) € Obj(Man) ein Testfunktionenraum C§°(M) und jeder
Abbildung ¢ € Man der dazugehorige push-forward D(1)) = 1), zugeordnet.

Um dies zu ermoglichen betrachtet man die Kategorien Test und TAlg als Unterkategorien der
Kategorie der topologischen Rdume Top.

Mit diesen Bedingungen kann man nun Quantenfelder definieren.

Definition 5.5. Eine lokales kovariantes Quantenfeld o ist eine natiirliche Transformati-
on zwischen den Funktoren D und A, die zu jedem Objekt (M,g) in Man ein Morphis-
mus p(u,g) 0 D(M,g) — A(M,g) in Top definiert, wodurch fiir jeden Morphismus 1 €
homsnan((M1,91), (M2, g2)) das Diagramm

D(M1, 1) A(M1,q1)

w{ law

DMz, g2) ———— A(Ma, g92)

P(Ma,92)

P(My,91)
—

kommutiert.
Die Kovarianz der Quantenfelder ist dabei iiber

Qe O P(My,g1) = P(Ma,g2) © (N
gegeben.
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Zum Abschluss wollen wir noch den Begriff des Zustands in diesem Formalismus einfiihren
um die Betrachtung abzurunden. Dabei gehen wir in dieses Gebiet nicht allzu detailiert vor.
Eine prézisere Behandlung findet man in [1|. In der Vorbetrachtung muss dabei eine weitere
Kategorie eingefiihrt werden

Definition 5.6. Bei Gts handelt es sich um die Kategorie der Zustandsmengen. Dabei be-
schreibt S € Obj(Gts) eine Zustandmenge auf einer C*-Algebra A. Die Morphismen zuziig-
lich dieser Kategorie zwischen S,S" € Obj(Sts) werden dabei durch positive Abbildungen
~* 1§ — S gegeben. In unserer Betrachtung ergibt sich 4* als duale Abbildung eines treuen
C*-Algebrenhomomorphismuses v : A — A’ mit:

7'W'(A) =w'(v(4))
fir o' € ', A € A. In diesem Sinne bezeichnet man die Kategorie Gts als dual zu lg.
Aus dieser Definition erhdlt man nun die darauffolgende fiir einen Zustandsraum (nach [1]).

Definition 5.7. Als Voraussetzung dient dabei der Funktor A, der eine lokal kovariante Quan-
tenfeldtheorie beschreibt.

Ein Zustandraum einer lokal kovarianten Quantenfeldtheorie A ist ein kontravarianter Funktor
S zwischen Man und Sts, der durch das Diagramm:

M, g) —— (M'g)

s |s
SM,g) «—— S(M',g")

Qy

beschrieben wird. Dabei ist S(M, g) als Menge von Zustdnden zu A(M, g) zugehérig und oy,
als die duale Abbildung zu «,; gegeben.
die Abbildungen erfiillen dabei die Kontravarianzbedingung:

und oy = idg(a,g)-
Als weitere Bedingungen ergeben sich dabei:

e Ein Zustandsraum S wird als lokal quasi-dquivalent bezeichnet, wenn fiir jedes Paar von
Zustinden w,o € S(M,g) (bzw. deren GNS-Darstellungen 7, 7) fiir alle O € K(M,g)
die Relation

F(moanmo) = F(7 o amo)

besteht.

e Einen Zustandsraum S bezeichnet man als lokal normal, wenn es einen lokal quasi-
dquivalenten Zustandsraum S gibt, sodass fiir jedem Zustand w € S(M, g) ein Zustand
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& € S(M,g) (mit jeweils zugeordneten GNS-Darstellungen 7, %) existiert und w lokal
normal zu @ ist, indem Sinne dass

woapmo € F(Toapmo)

fir alle O € K(M, g) gilt.

e Ein Zustandsraum S ist “intermediate factorial”, wenn jeder Zustand w € S(M,g) die
Bedingung der “intermediate factoriality” erfillt, d.h. fiir alle O € K(M,g) mit den
von Neumann Algebren N, (0) = 7,(apmo(A(O, g0)))” existiert zu jedem O eine Re-
gion O € K(M,g) und eine faktorielle von Neumann Algebra 91, die auf dem GNS-
Hilbertraum H,, agiert, sodass

NL(O) CNCTNL(Oy)

gilt (siehe [1]).

5.2 CCR- und Weyl-Algebren als Beispiele von Quantenfeld-
theorien

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit CCR- und Weyl-Algebren als spezielle Beispiele
von Quantenfeldtheorien. Dabei versuchen wir neben den einfiihrenden Definitionen eine Be-
ziehung zwischen den klassischen Losungsraumen R(M, o) der Klein-Gordon-Gleichung und
den algebraischen Strukturen herzustellen und die damit auftretenden Analogien zum allge-
mein kovarianten Lokalitétsprinzip auszuarbeiten.

Wie bereits erwihnt wollen wir uns allerdings vorerst mit den grundlegenden Definitionen
befassen.

Definition 5.8. Sei V ein reeller Vektorraum mit einer nichtentarteten reellen antisymmetri-
schen Bilinearform o : V x V — R,? dann bildet die unitale *-Algebra, die aus den Elementen
von V generiert wird und die Relationen

e [f,g] =io(f,9)1
o f*=f VfgeV

erfiillt, die *-Algebra der kanonischen Vertauschungsrelationen “CCR-Algebra”.

Bemerkung 5.9. Im weiteren Verlauf wollen wir die Aquivalenzklassen aus V bzgl. der Rela-
tionen mit ®(f), f € V bezeichnen.

Bei der CCR-Algebra handelt es sich allerdings um eine *-Algebra. Eine C*-Algebra, die sich
mit der algebraischen Struktur der CCR-Algebra vereinbaren lasst, gewinnt man dagegen durch
die Weyl-Algebra. Diese wiederum erhélt man iiber einen reellen symplektischen Vektorraum
(V,0) und dessen zugeordnetem Weyl-System.

Zsymplektische Form zum symplektischen Vektorraum V.
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Definition 5.10. Ein Weyl-System von einem symplektischen Raum (Vo) besteht aus einer
unitalen C*-Algebra A und einer Abbildung W : V' — A mit der Eigenschaft, dass fir alle
v,w € V die Relationen

o« W(0)=1

o W(—v) = W(v)*

o W)W (w)=eZ @)W (v+w)
erfiillt sind.

(Definition nach [9])
Die Weyl-Algebra ergibt sich dabei durch die C*-Algebra, die durch die Elemente W (v),v € V
generiert wird.
Betrachtet man nun die Kategorie Gym,? deren Objekte durch symplektische Riume (Vo)
gegeben werden, dann findet man einen funktoriellen Zusammenhang zwischen dieser Kategorie
und der Kategorie der C*-Algebren 2lg, indem man den symplektischen Raumen (V, o) Weyl-
Algebren W(V, o) zuordnet.

(Vo) —2 (Vo)

w| |w
W(V, o) W WV’ o)

Das gleiche gilt fiir CCR-Algebren. In diesem Fall ergibt sich der Funktor € zwischen der Ka-
tegorie Gym und der Kategorie 2Alg der unitalen *-Algebren.

Eine der wesentlichsten Eigenschaften von CCR-~ und Weyl-Algebren ist deren Einfachheit.
Diese besagt, dass sich keine weiteren nichttrivialen Ideale in einer CCR- bzw. Weyl-Algebra
finden lassen. Im Falle von Weyl-Algebren finden wir dazu einen Beweis in [20]. Fiir den Fall
von CCR-Algebren wollen wir dies selbst durchfiihren:

Beweis. Sei 2 eine CCR-Algebra mit dem Kommutator
B(f), (g)] = io(f,g)1, Vf.9 € (V,o),

dann ldsst sich ein beliebiges Element A € 21 durch

A= "a; [ @) +c1

i=1 =1

formulieren, wobei ¢,a; € Rund fj, € (V,o) Vj; € {1,...,n;}, i € {1,...,n}.
Sei 7 C A ein Ideal, dann gilt mit A € Z und B € ;

BA,ABe€TI = [B,Alc1.

3Die Morphismen zwischen den Objekten werden durch lineare Symplektomorphismen ¢ : (V,0) — (V’,0”)
gegeben.
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A € T lisst sich dabei ebenfalls stets iiber ein Polynom P(®(f;), i =1,...n) in ®(f;) nach der
obigen Definition konstruieren. Betrachtet man dabei die zum Polynom zugehorigen Elemente
fi € (V,0), dann gewinnt man bzgl. spang(f;)ic, einen Untervektorraum von (V, o), der sich
iiber weitere Elemente aus (V, o) zu einem symplektisch invarianten Teilraum V C (V,0)
fortsetzen lasst. Fiir V lasst sich aufgrund der Invarianz unter der symplektischen Form o eine
symplektische Basis

B = {pr,q € V|o(pk,q1) = k1, o(pr,ps) = 0und o (q;, ¢;) = 0, k,1,s,t € N}

bestimmen. Dadurch kann man das Polynom P auf eine Form bringen, die ein Element hoch-
ster Ordnung ®(p1)™ ... ®(pp)""P(®(q,), r = 1,...g) besitzt. Mit den Ordnungen n1,...,ny,
gewinnt man iiber die Vertauschungsrelationen von €(V, o) und

[@(qn), [+, [®(an), [®(an-1)[- -, [®(@1), P(p,@)] -+ ]| = P(®(qr), r =1,...9)

~~

np, fach

ein Polynom, das nur aus den Elementen ¢; gebildet wird. Dabei besitzt P(®(g.), r =1,...9)
ebenfalls ein Monom von hochster Ordnung, das iiber {iber die Vertauschungsrelation mit ®(p;)
analog zur vorherigen Konstruktion auf ein vielfaches der Eins gebracht werden kann.

Daraus zeigt sich, dass die Eins 1 im Ideal liegt (1 € f), was 7 = A zur Folge hat und auf die
Einfachheit der Algebra schlieft. U

Speziell in unserem Fall betrachten wir die Weyl-Algebren W(R(M,oq)), die sich {iber
u € R(M,on) ergeben. Da der symplektische Raum R(M, o) vollstéandig durch die Man-
nigfaltigkeit (M, gaq) bestimmt ist, gilt desgleichen auch fiir die Weyl-Algebra.

Durch A(M, gm) = W(R(M, o a)) erhilt man eine Moglichkeit fiir einen kovarianten Funktor
A, der alle Forderungen erfiillt, was in [1| explizit gezeigt wird.

Aus dieser Konstruktion kann man, was ebenfalls in [1] erlautert wird, lokal kovariante Quan-
tenfelder ¢ im Sinne einer natiirlichen Transformation, die die Klein-Gordon-Felder und damit
CCR-Algebren beschreiben, gewinnen, indem man iiber eine Hilbertraumdarstellung 7 der
C*-Algebra A(M, gr) die Feldoperatoren durch

ooy = L R(WER) [ e M)

ds|,_
darstellt.
D (M,g M)( f) ist dabei wesentlich selbstadjungiert auf einer dichten Teilmenge des Hilbertrau-
mes.

Die Einsicht dass sich CCR~Algebren fiir symplektische Rdume R(M, o) tiber Quantenfelder
nach Def. 5.5 ergeben, gewinnt man auch aus der folgenden Konstruktion nach [1]. Bei die-
sem Zugang betrachtet man am Anfang die Borchers-Uhlmann Algebra der Raumzeit. Dabei
handelt es sich um eine topologische *-Algebra B (M) die man jeder differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M zuordnen kann. Die Elemente dieser Algebra werden durch Folgen (f,), n € Ny
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und fy € C, f, € C§°(M™), mit einer iiblichen Addition und skalaren Multiplikation, sowie
mit dem Produkt

(F)lgn) = D filwr, .. 2)gi(@ig1, -y 2n), (21, 20) €M™

i+j=n

gebildet.

Die *-Operation erhélt man durch komplexe Konjugation der Folgeglieder und das FEins-
Element ist durch 1 = (1,0,0,...) gegeben.

Mit den Morphismen ¢ € homgnan((M1, g1), (M2, g2)) ergibt sich die Abbildung oy, : B(M;) —
B(Ms) durch

aw((fn)) = (dﬁfn%

wobei (Y2 f) (21, ..., Tn) = faltp™(@y), ..., (z,)) ist.
Damit erhalten wir einen kovarianten Funktor A, indem wir A(M, ga) = B(M) setzen. Mit
[ € C2(M) = D(M, gp) folst

wobei (fp) € AM,gpm) und f1 = f, fn =0, Vn # 1.
Das lineare skalare Klein-Gordon-Feld* erhilt man nun, durch herauskiirzen des beidseitigen
*-Ideals
P((Bgpy +m*)f) =0
J(M, = M
M0 ={. ot S Sl Lo By

mit (fy), (9n) aus der Feldkonstruktion.

Daraus gewinnt man einen neuen Funktor A zwischen 9tan und TAlg mit der Bedingung,
dass A(M,gr) = B(M)/J(M,gnr) ist. Dieser Funktor erfiillt alle weiteren Kriterien wie
Kausalitat und das Zeitschichtaxiom.

Desweiteren erhalten wir iiber ¢ € homopan((Mi1, g1), (M2, g2)) die Beziehung

A)([(fa)]) = ay([(fa)]) = (¥4 fn)]

und gewinnen damit das allgemein kovariante Klein-Gordon-Feld

Mg () = [(fa)]

als natiirliche Transformation mit f € D(M, guq) bzgl. des kovarianten Funktors A.

Die *-Algebra die diesem Quantenfeld zugrunde liegt und allein aus diesen Elementen erzeugt
wird, ist dabei durch die CCR-Algebra gegeben. Diese Konstruktion deutet damit auf die
Existenz einer linearen Abbildung von D(M, gaq) nach €(R(M, o)), die sich als natiirliche
Transformation beschreiben l&sst.

Fiir globalhyperbolische Raumzeiten (M, gaq) ergibt sich aus der vorherigen Konstruktion
eine prézisere Formulierung der Beziehung zwischen den Objekten R(M, o) aus Sym und

4Quantenfeld, das die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt.
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den zugehorigen CCR-Algebren aus T2lg. Betrachtet man nédmlich die Funktoren D und R,
so ergibt sich eine natiirliche Transformation £ : D — R nach dem Diagramm

DM, gm) —2— DM, ganr)

EMl lEM/

R(M,opm) E—w> R(M' o)

wobei 0y 0 Ep = Epp 0 1)

Beweis. Dabei miissen wir zeigen, dass es sich bei g, um einen linearen Symplektomorphismus
handelt.

OBdA:

Sei uEam(f)+AEAm(g) eine beliebige Linearkombination zweier Elemente aus R(M, o), dann
ergibt sich bzgl. der Abbildung oy:

oy (LEM(f) + AEM(9)) = oy(Em(pf + Ag))
= Envothu(uf +Ag) = Exe((nf +Ag) ov™)
= pBEsm(foy™) + AEMm(goy™)
= pop(Emf) + Aoy (Emg)

Betrachtet man nun zwei beliebige Elemente oy (Er(f)), 04 (Eam(9)) € 0y (R(M,0o0)), dann
ergibt sich bzgl der symplektischen Form o a:

o (ep(Em(f))s 00 (Em(9))) = oam(Eper (uf)s Epr (¥49))
= o (Emi(fo™), Exv(gov™)

Da es sich bei 1) um eine Isometrie bzgl. des Bildraumes handelt, bleibt das Integrationsmass
invariant unter der Transformation und nach Satz 3.6 gilt

o (e (Em(f))s 0y (Em(9))) = om(Em S, Ermg),

wodurch die Abbildung o einen linearen Symplektomorphismus darstellt. U

Mit P90 @ DM gm) — AM,gm) und Epg @ DM, gpm) — R(M,00) hat man nun
zwei Vektoraumhomomorphismen, die durch die Eigenschaft, dass Ker(Ea) C Ker(oiagg,,))
ist, eine bis auf Isomorphie eindeutige Abbildung @ ) erzeugen, wobei sich das folgende
kommutierende Diagramm ergibt:

Migm

D(M, gm) Pt AM, grm)
Eam o\ /P (Mogan)
R(Ma UM)

Ein interessanter Sachverhalt ergibt sich bzgl der Dynamik dieser Quantenfeldtheorien. Die
durch das Zeitschicht-Axiom gegebene Definition von Quantenfeldtheorien wird in diesem Rah-
men schon von den Symplektischen Rdumen allein erfiillt.
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Satz 5.11. Fir (M,g),(M',¢") € Obj(Man) mit ¢ € homepan((M, g), (M, ¢")) wobei (M)
eine Cauchy-Fliche von (M',¢") enthdlt gilt

Oy (R(M7 UM)) - R(M,7 UM’)
Beweis. Fiir globalhyperbolische Raumzeiten der Kategorie 9tan gilt nach Satz 3.1 stets dass
R(M,opnm) =~ Mg

fir (M, g) € Obj(9Man) mit einer Cauchy-Flache S C M erfiillt ist.

Sei nun ¢ € homsgpan((M, g), (M’,¢’")) und enthilt 1)(M) eine Cauchy-Fliche S” aus (M’ ¢'),
dann ist S" aufgrund der Abbildungsstruktur auch eine Cauchy-Fliche in (¢ (M), gy(m))- Aus
dieser Folgerung gewinnen wir die Beziehung Mg >~ R(Y(M, oy ) die aufgrund der Exi-
stenz eines linearen Symplektoisomorphismuses g : R(M,om) — R(P(M, ay0m))), gebildet

aus der Isometrie ¢ : (M, g) — (P (M), gy(r) ), auf
f)ﬁg/ =~ R(M, UM)
schliefit. O

Damit zeigt sich, dass die symplektischen Rdume schon die gesamte Dynamik des Systems in
sich enthalten und sich die Dynamik, definiert nach dem Zeitschicht-Axiom, eindeutig iiber
einen Funktor auf die Algebren iibertrigt.?

5.3 Konstruktion der Algebra einer globalhyperbolischen Raum-
zeit

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Konstruktionsschema fiir Algebren von globalhyperbo-
lischen Raumzeiten, das sich aus dem Lokalitdtsprinzip begriindet. Dabei weist dieses Prinzip
darauf hin, dass die Algebra einer globalhyperbolischen Raumzeit (M, gaq) sich allein aus der
Menge der Algebren aller globalhyperbolischen Teilmengen von (M, gaq) bilden lésst.

Eine Voraussetzung fiir die Anwendung dieses Verfahrens ist dabei die Existenz einer gerich-
teten Netz-Indexmenge®.

Definition 5.12. Bei einer Netz-Indexmenge Z handelt es sich um eine Menge, die die folgen-
den Axiome erfiillt:

1. 7 ist partiell geordnet, d.h. es existiert eine Relation auf der Menge 7, welche reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch ist.

2. Es existiert eine unendliche unbeschrénkte Folge (j,)5%; C Z, wobei es ein ji zu jedem
i € Z mit i < ji gibt. (“ < ” steht hierbei fiir die Relation )

®Bei der Existenz eines Symplektoisomorphismus g gibt es iiber den Funktor F, der in eine *- bzw C*-Algebra
fithrt, auch einen zugehdrigen *-Algebrenisomomorphismus «,.
Eine prizisere Erklirung findet man dabei nach [22].
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3. Jede endliche Teilmenge (j1,...,Jjn) C Z hat eine obere Schranke i € Z ( jp < i Vk €

1,....n)).

Fiir den Fall einer globalhyperbolischen Raumzeit ist eine solche Menge stets durch (M, gaq)
gegeben, wobei die partielle Ordnung durch die Inklusion bestimmt wird. Das heiftt das O <
O, wenn 01,0y € K(M, gap) und ip,0, (01) C Oy ist.

FEine weitere Definition, die sich die Vorherige zunutze macht, ist die folgende:

Definition 5.13. Ein System Az := {A;;I € T} bezeichnet man als Netz von *-Algebren”,
wenn:

1. jedes Element Aj eine unitale *-Algebra beschreibt (wobei 1; € A7 = 17 € Ay und
1;=1; VJ € I).

2. gilt I < J, dann folgt daraus A; C A (Isotonie)

Mit dieser Definition haben wir nun ein Geriist um die Observablen-Algebra A(M, gaq) einer
globalhyperbolischen Raumzeit (M, ga) aus dem Netz der *-Algebren bzw. C*-Algebren A7 =
{A4(0,90);0 € T =K(M,gm)} zu konstruieren.

Definition 5.14. Der C*-induktive Limes einer Familie von unitalen C*-Algebren A7 mit
Eins-Element 1 € A(Q), wobei Z eine gerichtete Netz-Indexmenge beschreibt, ist durch eine
unitale C*-Algebra A mit Eins-Element 1 gegeben, fiir das jedes O € 7 einen Monomorphismus

aop A(O’g(')) — A
mit ap(A(O,g0)) C A und ap(lp) = 1 besitzt (Inklusionsabbildung).

Fiir die Konstruktion muss dabei fiir Elemente der Indexmenge O1, Oy € Z und O; C O die
Existenz von Monomorphismen

aO,0, - A(Ol) — ./4(02)

gewdhrleistet sein, die die Bedingungen ap,0,(A(01)) C A(O2) und ap,0,(lo,) = lo,
erfiillen. Dabei gilt desweiteren die Kompositionseigenschaft ap,0, = ap;0, © €p,0, Wenn
01 C 02 C 03 eT.

Durch das allgemein kovariante Lokalitatsprinzip sind diese Anforderungen stets erfiillt und
man kann mit diesem System von Abbildungen nun die *-Algebraische Hiille A, {iber die Uni-
versalititseigenschaft definieren. Diese fordert, dass Monomorphismen ap : A(O, go) — Ax
existieren, fiir die:

O, © XO,0; = QO

mit O C O, gilt.

Desweiteren folgt, dass fiir jede Familie von Abbildungen o : A(O, go) — B, die die Kompati-
bilitdts-Bedingung (o, o ap,0, = fo, erfiillt, eine eindeutige Abbildung (3 : Ay — B exi-
stiert mit 5o ap = Go.

"Das Ganze kann auf C*-Algebren erweitert werden, wenn man zusétzlich fordert, dass die Normen von den
C*-Algebren A; und Ay fiir alle Ar, Ay € Az und I, J € T {ibereinstimmen.
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Ao lésst sich in diesem Sinne durch Elemente ap(A) mit A € A(O, go) generieren, und man
erhiilt aus der Forderung, dass K(M, gpr) eine gerichtete Menge beschreibt, die Formulierung
der *-algebraischen Hiille iiber die Vereinigung

A = | J a0(A(0,90))

ocz

Behandeln wir C* bzw. von Neumann-Algebren, dann erhalten wir mit der eindeutigen C*-
Norm von A und iiber den Abschluss des C*-induktiven Limes

A= U ao(A(0, g90))
ocr

Fiir das gerichtete Netz einer globalhyperbolischen Raumzeit beschreibt .4 damit die Observa-
blenalgebra A(M, gprq) aus dem allgemein kovarianten Lokalitétsprinzip.

FEine fiir unsere Betrachtungen wesentliche Figenschaft des C*-induktiven Limes besteht darin,
dass keine neuen durch das Verfahren induzierten Relationen auftreten kénnen. (Beweis nach

[18])

Beweis. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus vom C*-induktiven Limes A zur C*-Algebra
B (z.B. eine Darstellung der Algebra A) und sei A € A mit ¢(A) = 0, dann existiert eine
Folge O,, € K(M,gm), An € A(Op, g0, ) mit ||A, — A|| — 0. Daraus folgt, dass ||¢(4,)] =
(A, — A)|| — 0 ist (in diesem Fall haben wir die Stetigkeit und die Eigenschaft das 1 ein
Algebrenhomomorphismus ist, ausgenutzt).

Auf B lasst sich die Norm durch

1U(An) |l = inf{l[An — Bull, Bn € A(On, go,,), ¥(Bn) = 0}

definieren.

Durch diese Aussage folgt die Existenz einer Folge B, € A(O,,go,) mit (B,) = 0 und
|An — By|| — 0 (lasst sich iiber die Stetigkeit von 1) zeigen).

Damit erhélt man nun ||A — B,|| < ||4A — Ay| + || An — Byl — 0. O

Aus dieser Betrachtung ergibt sich die Erkenntnis, dass der Kern einer Abbildung v sich allein
durch den Abschluss der Vereinigung der Kerne der Einschriankungen der Abbildung | A(0,90)
ergibt. Betrachtet man z.B ein Familie von treuen Darstellungen (mit der Kompatibilitéts-
Bedingungen) mp bzgl. der Algebren A(O, gp), dann ergibt sich ebenfalls fiir die zugeordnete
Dartellung 7 von A eine treue Darstellung.

Eine mit der vorherigen Aussage verwandtes Kriterium besagt nun, dass wenn A(O, gp) ein-
fach fiir alle O € K(M, gr) ist, dann gilt dasselbe auch fiir den C*-induktiven Limes A.
Dieses Kriterium des C*-induktiven Limes versuchen wir im néchsten Abschnitt bzgl. einer
anderen Konstruktionsvorschrift ebenfalls zu beachten.
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Wollen wir diese Konstruktion des induktiven Limes fiir die Observablen-Algebra einer nicht-
globalhyperbolischen Raumzeit iibernehmen, so geraten wir in einige Schwierigkeiten.

Das Problem liegt darin, dass man kein gerichtetes Netz auf diesen Rdumen konstruieren kann,
welches eine Uberdeckung fiir den diesbeziiglichen Raum liefert. Deswegen verwenden wir einen
anderen Ansatz, um die Algebra einer nichtglobalhyperbolischen Raumzeit zu bestimmen.
Dies wollen wir im néchsten Kapitel explizit formulieren.



Kapitel 6

Algebren von
nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten

In diesem Kapitel wollen wir unter Verwendung des allgemein kovarianten Lokalitatsprinzips
ein Konstruktionsschema fiir Algebren von nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten entwickeln.
Dabei versuchen wir einerseits das Verfahren des induktiven Limes durch ein anderes Kon-
zept zu ersetzen und andererseits eine Analyse der Eigenschaften dieser Konstruktion durch-
zufithren. Prinzipien, die auf eine Beschreibung von Quantenfeldtheorien auf nichtglobalhy-
perbolischen Raumzeiten hinweisen, versuchen wir etwas genauer zu studieren. Anschliefsend
untersuchen wir am Beispiel von CCR- bzw. Weyl-Algebren, Observablen-Algebren von Quan-
tenfeldtheorien auf nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten und betrachten die Anforderungen,
die sie an unsere Konstruktion stellen. Dabei vertiefen wir diesen Sachverhalt speziell fiir den
Fall von nichtglobalhyperbolischen statischen Raumzeiten.

6.1 Allgemeines Konstruktionsschema der Observablen-Algebra

Speziell betrachten wir in diesem Ansatz die Kategorie Lot der 4-dimensionalen zusammen-
héngenden (orientierten und zeitorientierten) Lorentzmannigfaltigkeiten (N, gar) € Obj(Lov),
die eine offene Uberlagerung bzgl. der Menge K(N, gpr) besitzen.

Dabei werden fiir zwei Objekte (N7, g1) und (N2, g2) die Morphismen ¢ € hom g, (N1, 91), (N2, g2))

analog zu Abschnitt 5 durch isometrische Einbettungen gegeben.

In unserem Zugang gehen wir von der freien Algebra Axr aus, die man zu jedem Objekt N
in Lot konstruieren kann. Dabei handelt es sich um die durch die Menge Gy = {(B,0); B €
A0, go), O € K(N,gn)}! von Paaren (B, O) und bzgl. einer formal definierten Addition +,
Multiplikation - und Multiplikation mit einem Skalaren n erzeugte *-Algebra

+, Ay X Ay — Apn n:Cx Ay — An
(B,C) — (B + C),(BC) (\, B) — AB,

'Die Mengen A(O, go) werden nach dem allgemein kovarianten Lokalititsprinzip definiert.
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die ein gemeinsames Eins-Element 1 = (1, Q) fiir alle O € K(N, gnr) besitzt.

Handelt es sich bei den Mengen A(O, go) um C*-Algebren, dann lésst sich auf der zugehérigen
freien Algebra eine C*-Norm definieren. Dies gelingt uns {iber die Menge der Darstellungen 11 :=
{m|m: Ay — B(Hy)} der freien Algebra. Dabei erlangt man eine Norm iiber die Beziehung

|B|| = sup ||7(B)||
mell

fiir alle B € Ay Ist die Menge II allerdings leer, dann gibt es liber diesem Wege keine
Moglichkeit eine Norm zu definieren. Uber den Abschluss der Norm lisst sich damit die freie
Algebra als C*-Algebra .AM auszeichnen.

Bemerkung 6.1. Im folgenden Verlauf wollen wir anstelle von .Ay\'/” kurz Aps schreiben.

Die freie Algebra ist zum grossten Teil rein formal erklart und weist nur wenige Relationen
zwischen den Elementen auf.

Uber den Lokalit#tsbegriff aus der Arbeit [23] von B. S. Kay , der sich aus dem Lokalitétsprinzip
des algebraischen Formalimus der Quantenfeldtheorie begriindet, das besagt, dass physikali-
sche Systeme sich gegenseitig nur lokal beeinflussen kénnen, finden wir eine Forderung an unser
Konstruktionsschema. Aufgrund der Lokalitdt besitzen die Algebren der observablen Gréfen,
die nur in einem kausal abgeschlossenen relativkompakten Gebiet gemessen werden koénnen,
keine wesentlichen Information iiber die Topologie der Raumzeit selbst. Demzufolge muss eine
Observablen-Algebra der Raumzeit bei Einschrdnkung auf ein derartiges Gebiet unabhingig
von der globalen Topologie sein und damit iiber die {iblichen Beziehungen einer Quantenfeld-
theorie nach dem allgemein kovarianten Lokalitdtsprinzip beschreibbar sein.

Diese Eigenschaft ldsst sich in unserem Ansatz iiber die Konstruktion eines beidseitigen *-
Ideals, das durch die erzeugenden Elemente

(A,0) + (B,0) — (A+ B,0)
(A,0)(B,0) — (AB,0)
Ev = MA,0) — (M\A,0)
iy (4,01) = (00,0, (4), 02)
fir O C Oy und O,01,0, € IC(N,QN)

gebildet wird, einfiihren.

Bemerkung 6.2. Dabei gilt fiir das Ideal die Beziehung Ty = AyEnAn = {A € Ax|A =
2?21 BiEiCi7 Bi,CZ' S A/\/, € € 5/\[,71 S N} C A/\/

Die Quotienten-Algebra bezeichnen wir dabei durch den Ausdruck

AN, gn) = An /Iy

Beschreibt A eine globalhyperbolische Mannigfaltigkeit, dann erhalt man nach der Konstruk-
tion mit A(M, gpr) die bereits bekannte Observablen-Algebra aus dem funktoriellen Ansatz
zuriick. In diesem Fall ist AN, gpr) durch AN, gnr) gegeben.

Auf den Algebren A(N, gpr) der nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten (N, gnr) lassen sich in
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Analogie zum globalhyperbolischen Fall gewisse Abbildungen? den Morphismen aus der Kate-
gorie Lot zuordnen. Dabei fallen diese Abbildungen bei Einschréankung auf globalhyperbolische
Teilmengen von (N, gy ) mit den Algebrenhomomorphismen aus der funktoriellen Beziehung
zusammen. Die Konstruktion dieser Abbildungen lésst sich dabei im folgenden Sinne durch-
fiihren:

Sei N € Obj (Lot) eine 4-dimensionale konvexe Lorentzuntermannigfaltigkeit von N und sei
(0,90) € IC(N,QN), dann ist (O, go) auch in K(N,gy) enthalten. IC(N,QN) stellt damit
eine Teilmenge von K(N,gy) dar. Daraus ergibt sich fiir die Menge Gy = {(C,0); C €
A0, g0), O e KW, gx)} und die dadurch erzeugte freie Algebra Ay, dass €5 C En und
damit Ay C Ay

Mit dem Ideal Zy, das durch die Erzeugendenmenge £y C Ay, generiert wird, gewinnt man
nun die Quotienten-Algebra

AN, gx) = A /Ly
fiir V. Aus den vorangegangenen Aussagen, die darauf hinweisen, dass A v C Ay und Zy, C
Zys, erhdlt man einen kanonischen *-Algebrenhomomorphismus iiber die Beziehung

(A+Zy) — (A+Zy) VA€ Ay

Es ergibt sich dabei fiir alle J € T das Verhiltnis

apnxr([A+ ) = [A+ T = [Alw,

da J € Zy.

Bei & - handelt es sich allerdings im Allgemeinen um keine injektive Abbildung und damit um
keinen Morphismus, der in der Kategorie 2Alg definiert ist. Dies zeigt sich z.B in der folgenden
Untersuchung;:

Wir betrachten zwei Gebiete O, 0y € K(N, 9x) C KW, gn), fiir die es in N, gxr) keine
Umgebung O € KN, gxr) gibt, welche die Beziehung ioo, (O}, g0,)), Vj € {1,2} erfiillt. In
(N, gnr) soll allerdings eine solche Umgebung existieren. Unter der Annahme, das fiir zwei
Elemente (4, 01),(B,02) € Ay C Ay mit A, B # 0 und (A4,01), (B, 02) € Iy, in AN, gn)
die Beziehung

[[(c00, (A), O)|n, [(a0o, (B), O)lx] = [([eoo, (A), 0o, (B)], O)|ln =0
=0

erfiillt sei, gewinnt man tiber [(4, O1), (B, O2)] = C ein Element aus Ay, das nur im Falle, dass
A oder B der Null entspricht, zu Null wird. Bei einer Abbildung &, muss [C] € AN, 9x)
also im zugehorigen Kern enthalten sein. Aufgrund der Beziehung C' ¢ 7. ist damit die Injek-
tivitdt der Abbildung nicht gegeben.

Fiir Gebiete O € K(N, gn) werden allerdings mit énro injektive *-Algebrenhomomorphismus
beschrieben, die Inklusionsabbildungen von lokalen Algebren A(Q, go) nach A(N, gnr) definie-

1'61’1.3

Zinjektive Algebrenhomomorphismen
3A(0,90) C AN, gn) bzgl. Gno und die Abbildungen oy, lassen sich mit & fiir Gebiete O C O
identifizieren.
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Betrachtet man desweiteren fiir (N, gyn) die Gruppe Gy der isometrischen Diffeomorphis-
men (siehe Kapitel. 5) ¢ : N'— N, so ergibt sich die Beziehung, dass fiir Einschrankungen auf
Gebiete O € K(N, gnr) isometrische Einbettungen 9|0 : O — N und damit bzgl. des Bildrau-
mes (0) = O € K(N,gy) isometrische Diffeomorphismen o : @ — $(O) definiert sind.
Man findet 9| = INP(O) © Yo =1 o impo und es ergibt sich bzgl. der Kategorien 9tan und
g die Existenz der *-Algebrenisomorphismen a; = A(o) fiir alle O € K(N, gy). Damit
ergibt sich
anJO (A(Oa 9(9)) = A(T/)(O)a gi/)((’)))

und es lassen sich Abbildungen dy,, : A(O, go) — AW, gn)
Qo = ANH(0) © Oy

aus der Komposition der injektiven *-Algebrenhomomorphismen definieren.
Diese Abbildungen gehorchen dabei der Kompatibilitdts-Bedingung auf globalhyperbolischen
Gebieten der Raumzeit (N, gnr), denn betrachtet man dy,, o &4, dann ergibt sich

Qo 0Oy = Gy © Qpp = ANp(0) © A, © Qno
= GNY(0) © Vi, s = CNU(O) © Xy s

ANY(O) © Qy)p(O) © Qs = ANH(O) © Cy0)y(6) © ¥,

= de(@)OOzJJé :dwé

fiir Gebiete O c 0.4
Durch diese Bedingungen erfolgt der Satz:

Satz 6.3. Fiir die C*-Algebra AN, gnr) mit einer kompatiblen Familie von *-Algebrenhomomorphismen
{Gyp, : A(O,90) = AN, gn), O € K(N, gn)} existiert ein eindeutiger *-Algebrenisomorphismus
Gy AN, gn) = AN, gn),und das Diagramm

AN, gw) S AW, )
ano "\ /" G,
A0, g0)

welches fir alle O € K(N,gn) kommutiert. Damit gilt &y o Gyo = Gy, womit sich die
Beziehung Guy,, 1= Qupoip, Stets erfiillt.

Beweis. Wir betrachten die Menge Gar aus der man die freie Algebra Aas konstruiert und dazu
die kanonische Abbildung

cgy 1IN — An
(4,0) — (4,0),

4Der vorletzte Schritt ergibt sich dabei aufgrund der kanonischen Abbildungskonstruktion.
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deren Bildmenge ebenfalls die freie Algebra generiert. Mit einer weiteren Abbildung der Menge
G, die durch die Familie {éy, : A(O, g0) — AN, gn), O € K(N, gn)} konstruiert wird und
durch den Ausdruck
ey Oy — AWV, gn)
(4,0) = [(ag,(4),4(0))],

darstellen ldsst, ergibt sich aufgrund der universellen Eigenschaft (siche B.1), die Existenz
eines eindeutigen *-Algebrenhomomorphismus a%, fiir den das Diagramm

an N, An
Cy N /oy
AN, gn)

kommutiert.
Geméf des folgenden Satzes nach [24]

Satz 6.4. Seien A,B Algebren und T C A ein Ideal in A mit v : A — A/T (kanonische
Abb. ).

Ist ¢ : A — B ein Algebrenhomomorphismus, wobei der Kern von ¢ das Ideal T enthdlt, dann
gibt es einen eindeutigen Algebrenhomomorphismus ¢ mit

A B
N /¢
AT

erhalt man mit Zn C Ker(a%) die Forderung nach einem eindeutigen *-Algebrenhomomorphismus
Gy, und damit das kommutierende Diagramm

aw
L \ / dw
An/In
—_———
:A(N7g./\f)

Dieselbe Konstruktion lasst sich analog fiir é,-1 durchfiihren.
Fiir Elemente [(A, O)|x mit O € K(N, gnr) ergibt sich bzgl. der Komposition der Abbildungen
G und Q-1 stets:

Gy 0 ay([(A,0)y) = dy1(lag, (), (O)w)

(-1 (@07 (A), 0™ (WO
()1 © @ (4), Ol
(A, om,

«

wobel 1/;1;(10) = (1)) ™" entspricht.

Damit gilt dies Beziehung auch fiir eine dichte Teilmenge von A(N, gxr), was dazu fiithrt, dass
fiir alle C' € AN, gnr) stets duy—1 0 Gy = id 4w ,g,) besteht. Damit erfiillt sich die Bedingung
Q1 = 02;1 und fordert damit, dass &, ein *-Algebrenisomorphismus darstellt. O
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Desweiteren erhalten wir die Beziehung;:

ay( AO) ) = ayodno(A(0,g0))

= Gyoino (A(0, 90)) = dy(0) © oy, (A0, go))
= apny0)(AW(0), gy0)))
= A@(0))

Die Abbildung &, existiert damit als Morphismus in der Kategorie lg.

Eigenschaften wie die Kausalitdt zwischen den Algebren von globalhyperbolischen Unter-
mannigfaltigkeiten der Raumzeit (N, gpr) sind allerdings nur in einigen Fillen gewéhrleistet.
Betrachtet man némlich zwei relativkompakte globalhyperbolische Untermannigfaltigkeiten
01,045 in (N, gnr), dann ldsst sich nur im Falle einer weiteren globalhyperbolischen Raumzeit
O3 € KN, gn), die die Gebiete io,0,((0j,90,)), j € {1,2} in einem kausal unabhingigen
Zusammenhang enthélt, eine derartige Beziehung formulieren. Dabei gilt

[d/\f(’h (A(Ol, 9o, ))’ ANO, (A(OQa 9(92))] = [d/\f(’)s © X030, (A(Ola 90, ))’ AN O3 © O30, (A(OQa 9(92))]
= anos([aos0, (A(O1, 90,)), 2050, (A(O2, 90,))])

fiir den Kommutator von A(O1, go,) und A(O9,g0,) in AN, gy), der sich in diesem Falle
vollkommen durch den Kommutator in A(Os, go,) beschreiben lasst.

Um eine Quantenfeldtheorie fiir die erweiterte Klasse von Raumzeiten aus Lot zu definie-
ren, brauchen wir allerdings ein kausales dynamisches Gesetz, welches die Vergangenheit mit
der Zukunft der algebraischen Strukturen in Beziehung setzt. Fiir die globalhyperbolischen Un-
termannigfalten einer Raumzeit (N, gpr) ist dies durch das Zeitschicht-Axiom gegeben. Diese
Regel ist allerdings in ihrer bestehenden Form nicht auf nichtglobalhyperbolische Raumzeiten
iibertragbar, da diese keine Cauchy-Flachen beinhalten (Siehe Abschnitt 2.2). Fiir gewisse al-
gebraische Strukturen (im Sinne von *-bzw. C*-Algebren) ldsst sich allerdings ein Ersatz fiir
diese Forderung finden.

Dies gelingt uns durch Einfithrung weiterer Relationen. Dabei diirfen diese die bestehenden
Strukturen der lokalen Algebren A(O, go) nicht verdndern. Die Relationen lassen sich dabei,
in Analogie zur Konstruktion von A(N, gx), durch *-Ideale definieren.

Da die Observablenalgebren der bisher bekannten Quantenfeldtheorien stets durch einfache
Algebren gegeben sind, kénnen wir dieses Verhalten auch fiir unsere Konstruktion berticksich-
tigen. Damit verbunden ldsst sich das gesuchte *-Ideal als maximales *-Ideal auszeichnen
(siehe Anhang B.2). Diese Einschrankung an unsere Konstruktion hinterldsst allerdings immer
noch eine grosse Klasse an moglichen *-Ideal Konstellationen.

Auf Raumzeiten, die eine zugehorige Gruppe von isometrischen Diffeomorphismen besitzen,
lasst sich die Wahl moglicher maximaler Ideale noch etwas weiter einschrinken. Betrachten
wir ndmlich die aus der Gruppe der isometrischen Diffeomorphismen 1 € Gar der Raumzeit
(N, gn) gebildete zugehorige Gruppe der *-Algebrenisomorphismen

éyy € homag(AWN, gn), AN, gnr)), dann gilt:



6.2 CCR- und Weyl-Algebren auf nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten 59

Satz 6.5. Zu jedem *-Algebrenisomorphismen Gy, in AN, gn) gibt es einen eindeutigen zu-
gehorigen Isomorphismus oy, in der Quotienten-Algebra AN, gnr), wenn das mazimale *-Ideal
J(N) invariant unter éu, ist, d.h. es gilt

fir alle ¥ € Gyr.

Beweis. Mit J(N) = Keraz(yy und dy, ergibt sich das kommutierende Diagramm

AN, gv) 25 AW, gn)
dw N\ ST
AN, gy)

mit einem eindeutigen *-Algebrenhomomorphismus 7, der sich durch 7 = a z(nr) 0 -1 ergibt.
Dabei folgt aus der Eigenschaft Kerdy, = {0}, dass Kerr >~ Kera 7y ist.
Nach Satz 6.4 gilt nun, dass durch das kommutierende Diagramm

AN, gn) — AN, gn)
g N\ /g
AN, gn)

ein eindeutiger *-Algebrenhomomorphismus a,;,-1 definiert ist, wenn Kera 7y C Kerr.

Da Kerr ein maximales Ideal reprisentiert, gilt fiir den Fall das Kerr # Kera () stets, dass
Kera 7y € Kerr ist.

Daraus folgt Kera 7y = Kerr und damit du(J(N)) = T(N) O

Bemerkung 6.6. Aus der Isomorphie der Kerne von 7 und ag () folgt desweiteren, dass
Keray,—1 = {0} ist. Damit handelt es sich bei den Abbildungen ., um *-Algebrenisomorphismen.

Fiir maximale Ideale, die diese Bedingung nicht erfiillen, gibt es keinen direkten eindeutigen
Ubergang fiir die Gruppenstruktur Gxs. Von unseren Quantenfeldtheorien erwarten wir aller-
dings diese Eigenschaft.

6.2 CCR- und Weyl-Algebren auf nichtglobalhyperbolischen Raum-
zeiten

Fiir eine nichtglobalhyperbolische Raumzeit (N, gxr), die eine retardierte und avancierte Fun-
damentallosung der Klein-Gordon-Gleichung zulésst, ergeben sich {iber die zugehorigen sym-
plektischen Rdume R(N,on) = En(C{°(N)) und die Funktoren € bzw. W Quantenfeld-
theorien im Sinne von CCR-Algebren €(R(N, o)) bzw. Weyl-Algebren W(R(N, o). Diese
Quantenfeldtheorien, die sich auf nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten nicht allein nach dem
Konzept des allgemein kovarianten Lokalitatsprinzips beschreiben lassen, versuchen wir nun in
unseren neu entwickelten Zugang zu integrieren.
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Vorerst wollen wir allerdings die symplektischen Raume R(N, o) bzgl. (N, gr) etwas genau-
er betrachten. Aufgrund deren Konstruktion iiber die R&ume der Funktionen mit kompakten
Triger C5°(N) und dem Kriterium, dass sich jedes Element f aus C§°(N) stets iiber eine end-
liche Zerlegung der Eins als Summe von Funktionen f; := x;f mit suppf; € z'/\/oj((’)j), 0; ¢
K(N, gnr) schreiben lasst, erfolgt fiir Elemente Enr(f) € R(N, on) stets folgende Zerlegung.

Ex(f) = ExO_f)=>_Ex(f)
= =

= Y Ex(ivo;(f5))

J=1

n
= > ono,(Eo,(f)))

j=1
Dabei ergibt sich der letzte Schritt aufgrund von Satz 3.6 und der eindeutigen Beziehung von
fj € C§°(0) zu fj, gegeben durchf; = iN@j*(fj). Jedes Element von R(N,opr) ldsst sich
demnach lokal zerlegen und tiber symplektische Abbildungen aus den Radumen R(O, o) mit
(0,90) € K(N, gn) rekonstruieren (Zerlegungseigenschaft).
Diese Eigenschaft hilft uns insofern weiter, dass sich iiber die Abbildungen oxo und dem
Funktor €, die CCR-Algebren der globalhyperbolischen Raumzeiten (O, go) € K(N, gnr) tiber
*-Algebrenhomomorphismen ¢(gx o) nach €(R(N, o)) einbetten lassen, und sich jedes Ele-
ment @ (Ex(f)) aus €(R(N,on)) iiber eine endliche Linearkombination

n

(I)(N,gN)(EN(f)) = Z C(QNO]')((I)OJ',HOJ- (EO]' (f])))
j=1

bildet.
Fiir Weyl-Algebren fordert die Zerlegungseigenschaft der symplektischen Elemente, das sich
die Weylelemente W(Ex/(f)) stets nach

W(EN(f)) = ZEN (f7)) ZEN )W (Exe(fi))e /208 (2550 BN Bxc(£a)

- H (Enx f])He_i/ZON(EN(fi)vEN(fj))))

1<J

_ H(W(QNO]')(W(EO]' (f]))) H o~ /20N (envo; (Eo, (fi)),éwoj (EN(fj))))
j=1 1<j

= M Wlenvo,) (W (Eo,(f))))

mit A € C, |A| =1 umformen lassen.

Andererseits lasst sich aus den CCR-Algebren €(R(O,00)) die Algebra A(N, gy) nach der
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Konstruktionsvorschrift von Abschnitt 6.1 gewinnen. Diese algebraische Struktur in Verbin-
dung mit der Kompatibilitdtseigenschaft bzgl. globalhyperbolischer Teilmengen von (N, gar),
die sich iiber

C(QN(’)Q) Cap,0, = C(QNOQ) o C(Q(9201)
= clono, © 00,0,)
= C(QNOI)

fiir alle Oy, 02 € K(N, gn) mit ip,0, (O1) C O ergibt, folgt eine Beziehung zwischen A(N, gar)
und €(R(N,on)), die sich nach dem folgenden Satz formulieren ldsst.

Satz 6.7. Fir die Familie {c(on0) : A(O,g90) — €(RWN,on)), O € K(N,gn)} der *-
Algebrenhomomorphismen des Funktors € folgt die Existenz eines eindeutigen surjektiven *-

Algebrenhomomorphismus a,,, und das Diagramm

AN gx) TN RW,on))
ano ™\ /" clono)
A(O, go),

das fir alle O € K(N, gnr) kommutiert.

Beweis. ® Fiir die Algebren A(O,go) = €(R(0O,00)) ergibt sich iiber die zugehorige freie
Algebra A und den Abbildungen cg,, (siehe Satz 6.3) sowie

Gy 1 Gn — RN, on))
(B,0) + clovo)(B)

die Existenz eines eindeutigen *-Algebrenhomomorphismus O[Q.{v mit

ON o, An
Con N\ 7 04}/7\5\/
(RN, on))

aufgrund der universellen Eigenschaft.
Betrachtet man nun Elemente (A, O) € Ay, die sich im allgemeinen durch

A= Z)\i H (b(ojivgoji)(EOji sz) + Ao, fji S Cgo(oji)

i=1 =1

darstellen lassen, dann ergibt sich fiir (4, O1) — (ap,0,(A), O2) € Ax bzgl. a{,‘jfv die Beziechung

5Der Beweis zu Satz 6.7 hat dabei denselben Aufbau wie der Beweis von Satz 6.3.
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o/a\fv((A, O1) — (a0,0,(4),02)) = 0, da sich fiir die einzelnen Feldterme (¢ 4,)(Eof)

a{T\.[,\f(((I)(Ol,gOI)(E(Ql f)a Ol) - (a(92(91 (q)(Ol,gol)(E(’)l f))’ 02))
= a/o\i/((q)((’)l,gol)(Eolf)a 01)) - a/a\f\/(((b(OmgoQ)(E(% (iOQOl*f))7 02))
= C(QNOl)(((I)(O1,gol)(E(’)1 f), Ol))
_C(QNOQ)(((I)(OQ,QOQ)(EOQ (i02(91*f))’ 02))
= Qo) (EN (N0 f)) = v gp) (BN ((IN0gx © 10,0,4) f)) = 0.

INO*

ergibt. Elemente wie (A4,0) + (B,0) — (A+ B,0), (4,0)(B,0) — (AB,O) und A(A4,0) —
(AA,0) mit B = & 4,)(Fo(g)), g € C§°(O) werden demnach iiber a{,\i[ ebenfalls auf die
N

Null abgebildet. Aus dieser Eigenschaft von o). ergibt sich damit die Beziehung

In C Kera{,\f\[.

Dieses Kriterium erlaubt damit (analog zu Satz 6.3) {iber Satz 6.4 die Existenz eines eindeutigen
*-Algebrenhomomorphismus &, mit dem kommutierenden Diagramm

N

Av 25 RN, on),on)
AN S Gy,
AW, gv)

Die Surjektivitdt von dy,, folgt dabei aus der Surjektivitat von oz{,v , die sich wiederum aus der

Zerlegungseigenschaft von €(R(N, o)) bzgl. €(R(O,00)), (0, g90) € K(N, gn) ergibt. O

Damit verbunden ergibt sich ein *-Ideal in A(N,gy) aus den Algebrenhomomorphismus zu
C(R(N,opr) mit

T N) := Kerdy,, .
Dabei handelt es sich um ein maximales *-Ideal in A(N, gxr) (siehe Abschnitt B.2), dass sich
durch die Erzeugendenelemente

(@0 (Eof),O)lx, [(B5(Epg), O)lx] — ion(ovo(Eof), ops(Epg))L
VO, 0 € K(N, gn)

ausdriicken lasst. J(N') bezeichnet man in diesen Sinne als Kommutator-Ideal.

Dabei definieren wir den Quotientenraum AN, gnr)/J (N) durch (N, gyr), der auf das Dia-

gramim

AN, gw) i (RN, on), on)

agN) N\ S Qg
AN, gn).
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fiihrt.

Unter Anwendung des zum Ideal zugehorigen surjektiven kanonischen *- Algebrenhomomor-
phismus a7y gewinnt man mit den injektiven *-Algebrenhomomorphismen Gy o die Abbil-
dungen ayo : A0, go) — AN, gn) und das kommutierende Diagramm

*

AW, gx) et AN, gn7)
ano "\ /S ano
A0, g0).

Dabei ist axo = agz) o Gyo ein injektiver *-Algebrenhomomorphismus, da A(O, go) nach
Voraussetzung einfach ist.

Betrachtet man Weyl-Algebren anstelle von CRR-Algebren, so gewinnt iiber die Algebra
A(N, gn) eine Quantenfeldtheorie auf (N, gyr), indem man zu den symplektischen Raumen
R(N,on) = Ex(C§°(N)) die zugehorigen Weylalgebren betrachtet. Mit A(O, go) = W(R(O, 00))
fiir alle O € K(N, gnr) ergeben sich aufgrund der funktoriellen Beziehung zwischen Sym und
Alg, die Abbildungen

W(00) : W(R(O,00)) = W(R(N,0x)),

die wiederum injektive *-Algebrenhomomorphismen beschreiben. Fiir A(O, go) und AN, gnr)
erhélt man andererseits die Abbildungen dxo.
Uber die Abbildung

Ny oyt AN — WRIN, on)),

die sich analog zum Beweis von Satz 6.3 aufgrund der universellen Eigenschaft ergibt, erhélt
man mit W(R(N,onr),onr) eine Darstellung der freien C*-Algebra Ay, die dazu fiihrt, dass
die Konvergenz in W(R(N, o), 0nr) bzgl. der zugehorigen C*-Norm || - ||y auch in Apr erfiillt
ist.

Betrachten wir nun fiir die Abbildung O/(\lf\/,ajv) Elemente der Form (A, O1) — (ap,0,(A), O2),
(A,0)+(B,0)—(A+B,0), (A, 0)(B,0)—(AB, O) sowie A(A,0)— (AA, O), wobei A und B
durch Weylelemente W(Ep f) repréasentiert werden, dann ergibt sich nach einer analogen Be-
trachtung zum Beweis von Satz 6.7 die Erkenntnis, dass diese Elemente im Kern von o/(\lfvpm
enthalten sind. Damit gelten diese Relationen ebenfalls fiir alle A und B, die sich durch eine
endliche Linearkombination Y 7 4 A; [[7 [(W (sj, Eo,, (£5,)): Oj,)lx + Aol formen lassen. Da
die Menge der endlichen Linearkombination von Produkten der Weylelemente eine dichte Un-
teralgebra von Axs bildet, ldsst sich diese iiber a(NW,JN) aufgrund der Zerlegungseigenschaft
von W(R(N, o)) auf eine dicht liegende Unteralgebra in W(R(N, o)) abbilden. Aufgrund
der Konvergenzbeziehung von Ay und W(R(N, o)) lasst sich damit das *-Ideal Zy als eine
Teilmenge von Kera(NW,JN) ausdriicken, was analog zum Beweis von Satz 6.7 zu einem ein-
deutigen *-Algebrenhomomorphismus &y ) : AN, gn) — W(R(N, o)) fiihrt. Durch den
Kern der Abbildung &y o N),G der ein maximales *-Ideal auf A(N, gyr) darstellt, gewinnt man

S5Wir bezeichnen Kerdow,op) = J(N).
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eine Fortsetzung der algebraischen Struktur von den Algebren A(O,gn) mit O € K(N,gyr)
zur Algebra A(N, gyr) indem man die Quotienten-Algebra

AN, gn) == AN, gn) /T (N)

bildet.

Bei (N, gn) handelt es sich demnach um eine aus Elementen von A(N, gxnr) gebildete Weyl-
Algebra, die aufgrund von Satz 6.4 iiber die eindeutige Existenz eines *-Algebrenisomorphismus
(.o auf das kommutierende Diagramm

a(W,O‘N)

AN, gn) — W(R(N,on))
OZJ(N) \« / a(W,UN)
AN, gn)

fihrt.

Die Algebra A(N, gy), die auf globalhyperbolischen Unterraumzeiten O C K(N, gnr) einge-
schriankt Observablen-Algebren im Sinne des allgemein kovarianten Lokalitdtsprinzips liefert,
und in 1 : 1 Korrespondenz mit der im klassichen Bild erhobenen Ansicht steht, dass sich
Losungen der Klein-Gordon-Gleichung einer Raumzeit aus Lot stets lokal auf deren globalhy-
perbolischen Unterraumzeiten ergeben, lasst sich damit bei Existenz einer globalen Losung auf
eine freie Observablen-Algebra erweitern.

In unserem Zugang lassen sich damit Quantenfeldtheorien implementieren.

6.3 Charakterisierung der maximalen *-Ideale

Im vorherigen Abschnitt wurden explizit freie Quantenfeldtheorien im Sinne von Weyl- bzw.
CCR-Algebren auf nichtglobalhyperbolischen Raumzeit aufgestellt und mit dem Konstrukti-
onsschema aus Abschnitt 6.1 vereinbart. Dabei unterschieden sich die algebraischen Strukturen
von AN, gnr) und W(R(N, o)) sowie €(R(N, o)) nur bis auf eine endliche Menge von Re-
lationen, die sich in einem maximalen *-Ideal J(N) aus A(N, gnr) zusammenfassen lieken.

In diesem Abschnitt wollen wir nun aus den gewonnen Informationen weitere Eigenschaften ab-
leiten, die uns bei der Charakterisierung einer freien Quantenfeldtheorie auf nichtglobalhyper-
bolischen Raumzeiten behilflich sein kénnen. Dabei folgt aus der Aussage, dass die Observablen-
Algebra einer freien Theorie einer nichtglobalhyperbolischen Raumzeit stets durch Bestimmung
eines maximalen *-Ideals aus A(N, gnr) gewonnen werden kann, die Frage, ob dieses maximale
*-Ideal bis auf Isomorphie eindeutig einer klassischen Dynamik zugeordnet werden kann, so
dass allein aus der algebraischen Quantenstruktur die klassisch moglichen dynamischen Struk-
turen abgeleitet werden koénnen?

Fiir CCR- bzw. Weyl-Algebren lésst sich diese Frage durch die folgenden Aussagen beantwor-
ten.

Lemma 6.8. Sei ¢ € homgym((R,0),(R’,0")) und sei €(R,0) ~ &(R’,¢’) dann beschreibt o
einen Symplektoisomorphismus.
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Beweis. Fiir p gibt es iiber den Funktor € einen zugeordneten *-Algebrenhomomorphismus
c(p) aus Mor(lg), der sich durch die Beziehung ®x(f) — ®x/(o(f)) ausdriicken lasst. Auf-
grund der Injektivitdt von ¢(p) und der Isomorphie der CCR-Algebren beschreibt ¢(g) einen
*-Algebrenisomorphismus von €(R, o) nach €(R’, o).

Sei nun f € (R',0') und f # o(g), Vg € (R,0), dann gilt mit ¢(¢)~! und dem Kommutator
[P/ (f), Pre(h)] = io’(f, h)1

clo) (e ()2 (M) = [e(0)™ (Pr:(f)) c(@) ™ (Prr(a(s)))]
= [A, Or(s)] = io'(f, 0(s)1,

wobei h ein beliebiges Element aus (R, 0’) darstellt, das sich stets durch h = o(s), s € (R,0)
ausdriicken ldsst. Da die einzigsten Elemente aus €(R,o), die bzgl. des Kommutators mit
Dr(s), Vs € (R,o0) eine Vielfaches der Eins ergeben, durch ®z(g) selbst oder ®r(g) + A1
gegeben sind, folgt daraus zwingend, dass sich f durch g(g) mit g € (R, o) ausdriicken lasst. [

Fiir Weyl-Algebren lédsst sich dieses Verhalten ebenfalls zeigen, wobei man in diesem Falle von
der Erkenntnis ausgeht, dass W(R, o) = W(R, ) fiir einen Unterraum (R,4) C (R, o) genau
dann gilt, wenn die Gleichheit der symplektischen Rdume besteht (der Beweis dazu ist in [20]
gegeben). Wenn fiir einen linearen Symplektomorphismus ¢ € homeym((R,0),(R’,0’)) die
zugehorige Abbildung W(p) einen *-Algebrenisomorphismus ergibt, dann folgt mit der Eigen-
schaft das o einen Symplektoisomorhismus bzgl. seines Bildraumes o(R,0) C (R',¢’) bildet
und durch die Hilfe der obigen Aussage, dass (R,0) ~ (R’,0’) ist.

Speziell fiir die freien Quantenfeldtheorien von statischen nichtglobalhyperbolischen Raum-
zeiten, die {iber Weyl- und CCR-Algebren beschrieben werden, bietet unser Ansatz einen in-
terressanten Sachverhalt.

Fiir statische Raumzeiten aus Lot haben wir in Abschnitt 3.5 eine direkte Beziehung fiir die
globalen Losungen der Klein-Gordon-Gleichung gefunden. Unter Verwendung dieser Ergebnis-
se lieRen sich in diesem Falle symplektische Raume R%(N, o) konstruieren, deren bis auf
Isomorphie eindeutig zugehorigen CCR- und Weyl-Algebren Quantenfeldtheorien beschrieben.
Das charackteristische an diesen Konstruktionen war die Gewinnung der Fundamentalldsungen
iiber Randbedingungen a der Klein-Gordon-Gleichung, die wiederum die symplektische Struk-
tur, die sich daraus ergab, eindeutig charakterisierten.

Aufgrund dieses Tatbestands und dem Lemma 6.8, das die eindeutige Beziehung zwischen den
symplektischen Rdumen und den Algebren garantiert, findet man damit als Analogon zu den
Randbedingungen a der klassischen Theorie, die es erlauben lokal wohldefinierte Losungen zu
globalen Losungen fortzusetzen, die maximalen *-Ideale J%(N) im algebraischen Formalismus.
Dabei besteht aufgrund von Lemma 6.8 eine 1 : 1 Korrespondenz zwischen diesen Objekten.
Im CCR-Fall ergibt sich damit die Tatsache, dass die klassischen Randbedingungen allein in
den Kommutator der Felder eingehen und iiber diesen Weg auch auf die Quantenfeldtheorie
eindeutig tibertragen werden. Man muss damit nicht direkt auf den Feldern die Randbedin-
gungen einfiihren, (Was mathematisch auch keinen Sinn ergibt) sondern hat iiber die symplek-
tischen Formen einen geeigneten und mathematisch wohldefinierten Rahmen, der den Begriff
der Randbedingung in die Quantenfeldtheorie iibertragt.
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Kapitel 7

CCR-Halbraum-Algebra und
Spiegelungsprinzip

Als Beispiel einer Quantenfeldtheorie einer nichtglobalhyperbolischen Raumzeit dient in die-
sem Rahmen die *-Algebra eines skalaren massiven Klein-Gordon-Feldes fiir den Minkowski-
Halbraum. Dabei beschreibt der Halbraum eine ultrastatische Raumzeit, die aufgrund ihrer
Verwandtschaft zum Minkowskiraum! einen alternativen Ansatz zur Gewinnung der CCR-
Algebrenstruktur zuldsst. Im folgenden versuchen wir diese Konstruktion etwas genauer zu
untersuchen.

Die Grundlage des alternativen Ansatzes liefert uns das Schwarzsche-Spiegelungsprinzip
aus der Elektrodynamik?. Man gewinnt damit einen Ansatz fiir die Konstruktion der retardier-
ten und avancierten Greensfunktionen des Klein-Gordon-Operators bzgl. Randbedingungen.

7.1 Halbraum mit Dirichlet-Randbedingungen

Fiir den Halbraum gilt die Notation:
H Halbraum R* > H ~ H = {z € R*, 23 > 0}

Wie schon gezeigt, erhdlt man in diesem Falle die retardierten und avancierten Losungen des
Klein-Gordon-Operators (] 4+ m?), aus denen man die Fundamentallssung My gewinnt.
Die selbstadjungierte Erweiterung des Laplace-Operators A, die zu einer wohldefinierten Fun-
damentallsung fithrt, wird in diesem Fall durch Dirichlet-Randbedingungen gegeben. Diese
lassen sich auf die Fundamentallosung iibertragen, wobei sie sich durch die Bedingung

EP(f)| =0 VfeCyr(H)
€0 (H)

'Der Halbraum liisst sich aus dem Minkowskiraum konstruieren und erbt die meisten Symmetriestrukturen
(Isometrien).

2In der Elektrostatik benutzt man im Falle einer leitenden Platte die eine Ladung verdeckt, Spiegelladun-
gen als Ersatz fiir die induzierten Oberflichenladungen, die wiederum stark von den Randbedingungen des
zugehorigen Laplace-Operators abhéngig sind.
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aussern.

Einen Ansatz fiir die Kommutatorfunktion £ gewinnt man aus dem Schwarzschen-Spiegelungsprinzip
aus der Elektrodynamik. Dieser ergibt sich, indem man fiir den Integralkern (Kommutatorfunk-

tion) EP(x,y) der Fundamentallosung

EP(z,y) = Az —y) — A(Sz — y)

setzt. Fiir S € O(4); gilt

Zo Zo
x x
S 1 — 1
T2 T2
€3 —I3

mit det(S) = —1.
Dabei handelt es sich um eine Spiegelung an der z3-Achse. Dieser Ansatz erfiillt die Dirichlet-
Randbedingung, denn es folgt

EP f(x)

— / Uy () (A — y) — A(Sz — ))|rymo = 0

x3=0

EP(f)| = 0 VOF(H).

OH

Damit gilt
EP(@+m?)f) = / (O +mD) F ) (A — y) — A(Sz — )
- / iy ) (O +m?) A — ) — (O +m?)A(Sz —y)) =0

Bemerkung 7.1. Uber die 2-Punktfunktion AP (z,y) = A (z—y)— A4 (Sz—y) mit Ay (z—y) =

2m)=3 [ 2i3(g) e~P(#=Y) kann man ebenfalls die Kommutatorfunktion bestimmen, die sich aus

dem Imaginirteil dieser Funktion ergibt (EP (z,y) = A(z—y) — A(Sz—y) = 2Im(AP (z—y))).
Dabei gibt es allerdings bei den statischen Raumzeiten bzgl. der Randbedingungen schwerwie-
gende Probleme hinsichtlich der Konvergenz der Zweipunktfunktion (z.B beim Casimireffekt

[5])-

Die Kommutatorfunktion E”(z,y) erfiillt die Bedingungen:

EP(0,x) = 0, daE(0,x)=0
aBEP(0,x) = —(8°(x) = (S |ps x))

Mit der Kommutatorfunktion EP(z,y) = A(z — y) — A(Sx — y), die den Integralkern der
Fundamentallssung E” bildet, haben wir einen speziellen Ausdruck der Fundammentallosung
Ep,, aus dem Beispiel 3.23. Dies zeigt sich, wenn man den Audruck

d3

Biap (tx:5,5) = = [ SEsin(u(p)(t = ) &) 2in(paas)sin(pagn)




7.1 Halbraum mit Dirichlet-Randbedingungen 69

aus 3.23 etwas weiter zerlegt. Es ergibt sich ndmlich die Beziehung

Euptxisy) = — / P inw(p)(t — 5))eP- V)12 5in (pas) sin(psys)

lpSyS

N _2/ L. sin(w(p)(t — 5))e™- Y sin(pyy)
3

() 2
d —ipsys
= [ SR st = o) B sin)
Im ersten Integral ldsst sich allerdings bzgl. einer Transformation
T T
S : T2 — )
T3 —XI3
mit |det(S)| = 1 der Ausdruck zu
d*p e~ P3ys
Biap (tx:5,5) = =2 [ SR sinfulp)(t = )6 0% sin(paa)
w(p
umformen und damit ergibt sich
e—ngyg
Epp(t,x;s,y) = sin(w(p)(t — s))e™+OY)L sin(paay)

sin(w(p)(t — 5))ePLETY)L (eips(z3=ys) _ o=ips(T3tys)y

sin(w(p)(t — s))(ePxY) — P(SK)=y))

2[5

1
% <>
/

— A(Sz —vy).

Dieses Verhalten gibt uns die Aquivalenz dieser beiden Ausdriicke und gibt dem alternativen
Ansatz iiber das Spiegelungsprinzip das Recht einer legitimen Darstellung der Verhéltnisse von
Beispiel 3.23.

Aus diesen Definitionen kann man nun die Feldoperatoren fiir den Halbraum gewinnen.

Fiir das Klein-Gordon-Feld im Minkowski-Raum hatten wir nach [3] die Formulierung

plz) = (2m)72 / s (7" a(p) + P a*(p))
2w(p)

in der zugehorigen Fockraumkonstruktion.

Aufgrund des Spiegelungsprinzips kann man in diesem Fall die Felder des Halbraumes aus der

Fockraumkonstruktion des Minkowski-Raumes konstruieren. Dies lasst sich {iber die Kommu-

tatorrelation fiir das Feld ¢ im Halbraum bewerkstelligen. Dabei gilt

[3(f), 3(9)] =i(f,EPg) Vf, g€ C5(H).
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Durch diese Bedingung erhélt man einen Ansatz fiir die Felder mit

[p(2), e(y)] =

Der Ausdruck

flz) =

mit pSx =
= flz) =

en [ gy ) + e
(Sp)z

3 3 . . ;
m)F [ ol = alp) + (7

i(Ax —y) — A(Sz —y)) = [p(z), p(y)] — [p(S), p(y)]
)

bildet dabei unsere Grundlage. Wir setzen nun mit dem Feldansatz ¢(x) := cf(x),
unsere Betrachtung fort, indem wir den zugehorigen Kommutator formulieren.

[p(2), ¢(y)]

([

eI )a(p) + el -

7)o (p)

d3q —iqy _ ,~iSqy), ('Y — P8 ¥
/Qw(q)c(e a(q) + ¢( ) (Q)>

— e 5 W)a(g) + (€ — SW)a’ (q)

Mit den Vertauschungsrelationen fiir die Erzeuger und Vernichter ergibt sich

[p(x), 2(y)] =

( —ipr

_ d*p d’q
(2m) 362/ 2w(p) 2w(q)

(e — e )a*(p)a(q)
_ e_lsqy)(esz . ?zpr)a(q)a* (p)
e""P")a* (q)a(p))

—3 2 dgp dgq —ipr _
2m) e /Zw(p) 2w(q) (e

(eipm o eiSpm)(efiqy o efiqu)Qw(q)(s(p o Q)

_ eiSp:r)(efiqy _

_ eiqu)(e—im _

ISP (el — 5o p)a” (g)

ceC

efiSp:v)(eiqy _ eisqy)Zw(p)(S(p —q)

e~ P(52—y) 4 o—ipS(z—y) >

3

(271‘)_362/ ’p e—ip(x—y) _ e—ipS(Sa:—y) _
20(p) \ "y T

(¢P@Y) _ pS(Sz—y) _ pin(Sz—y) 4 ipS@—y)

3

N~

4
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Die Terme 2,3,6 und 7 im letzten Integral geben, da |det(S)| = 1 ist, den gleichen Beitrag zur
Integration bei wie 1,4,5 und 8. Daraus folgt:
dp
(@), ¢W)] = 2%‘33/—
[p(2),4(y)] (2m) 20(p)
= 23 (A(x —y) — A(Sz —y))
1
2

= & = =
2

(e—ip(w—y) _ e—ip(Sﬂﬁ—y)) _ (eip(w—y) _ eip(Sx—y))

Und damit gilt,

Njw

o) = omy # [ IR () 1 (= )

2w(p V2

fiir das skalare massive Feld im Halbraum mit Dirichlet-Randbedingungen.

Aufgrund der Aquivalenz der Kommutatorfunktionen von Beispiel 3.23 und der hier konstru-
ierten Form, ergibt sich auch eine Aquivalenz der zugehorigen symplektischen Réume, und
damit verbunden eine Isomorphie bzgl. der CCR-Algebra, konstruiert nach dem Verfahren in
Abschnitt6.7 und der hier erworbenen CCR-Algebra,erschaffen aus einer Fockraumkonstrukti-
on im Minkowskiraum.

7.2 Halbraum mit von Neumann-Randbedingungen

Die von Neumann-Randbedingungen sind bzgl. der Fundamentallésung folgendermafen defi-
niert.

Definition 7.2.
EX(0nf)lon =0 = E(03f) |y5=0
(wobei n den Normalenvektor am Punkt = auf OH beschreibt.)

Den Ansatz fir die Kommutatorfunktion erhélt man wie schon im vorherigen Dirichlet-Fall
iiber das Schwarzsche-Spiegelungsprinzip. Es ergibt sich

EN(z,y) = A(z —y) + A(Sz —y)

Damit gilt

EN (05, 1)(@) logeo = / Ay £ (4)0s 2 (Ax — ) + A(ST — 1) a0

3
b 0B =)+ A=) Lo = (20772 [ 5B (i cos(ipta — )

+ip3 cos(—ip(Sz — y)))) |zz=0=10

Analog zum Dirichlet-Randwertproblem erhalten wir mit der 2-Punktfunktion die Kommuta-
torfunktion durch den Imaginirteil. (AN (z,y) = A(z — y) + A(Sz — y) = 2Im(AY (z — y))).
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Mit den von Neumann-Randbedingungen erhalten wir ebenfalls die Felder ¢ iiber die Kommu-
tatorrelation [Q(f), p(g9)] = i(f, ENg) VYf,g € C§°(H). Mit dieser Bedingung fiir die Felder
lasst sich wieder ein Ansatz gewinnen. Daraus folgt nach einer analogen Rechnung zum vorhe-
rigen Dirichlet-Fall das Feld fiir den Halbraum mit von Neumann-Randbedingungen:

Die Klein-Gordon-Gleichung wird durch diesen Feldansatz erfiillt,da

W

p(x) = (2m)”

[ a1 @@ + e = ( [t @O+ mipte) + [ @O +mdpse )

[ dte! f(Sa')(Om2)p(a’)

ergibt, wobei o((0 +m?)f) = 0 ist.
Damit gilt
p(@+m)f)=0  VfeC5(H).
Analog zum Dirichlet-Fall lassen sich diese Ergebnisse mit dem Verfahren, dass wir in den

vorherigen Kapiteln verwendet haben, herleiten und der Vergleich zeigt eine Ubereinstimmung
der Resultate.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Der Begriff der Randbedingung, der in der klassischen Feldtheorie zur Implementierung von
FEigenschaften der Umgebung mit direktem Bezug zum System verwendet wird, liefert fiir eine
Vielzahl physikalischer Effekte (siehe Kapitel 1) verniinftige Erklarungsmodelle, die in guter
Ubereinstimmung mit den experimentellen Beobachtungen stehen.

Auch in der Quantenfeldtheorie fiihren theoretische Modelle von Effekten, wie z.B fiir den
Casimir-Effekt, unter Anwendung von Randbedingungen zu beobachtungstreuen Ergebnissen
(siehe [2]). Gerade dieser Sachverhalt zeigt uns, dass das Konzept von Randbedingungen auch
in der Quantenfeldtheorie von essentieller Bedeutung ist. Trotz allem ist die direkte Anwen-
dung der Methode aus der klassischen Theorie, wie wir es in Kapitel 1 verdeutlicht haben, kein
mathematisch wohldefinierter Ansatz.

Motiviert durch die Erforderlichkeit eines verniinftigen Ersatzes fiir das Konzept der Randbe-
dingungen in der Quantenfeldtheorie, um den Casimir-Effekt und andere Phinomene durch ein
solides theoretisches Gertlist zu stiitzen, haben wir innerhalb des mathematisch wohldefinierten
Rahmens der algebraischen Quantenfeldtheorie einen dquivalenten Begriff gefunden.
Ausgehend von der klassischen Klein-Gordon-Feldtheorie auf nichtglobalhyperbolischen Raum-
zeiten haben wir in diesem Rahmen unter Einschriankung der Betrachtung auf statische Raum-
zeiten, den Begriff der Randbedingung durch das Konzept der selbstadjungierten Erweiterung
aus der Funktionalanalysis wiedergefunden. Damit verbunden, liefen sich die Losungsraume
der Klein-Gordon-Feldgleichung unter Beriicksichtigung der Randbedingungen konstruieren.
Den Losungsraumen, die symplektische Rédume darstellen, konnte iiber einen funktoriellen Zu-
sammenhang eine freie Quantenfeldtheorie in Form von Weyl- und CCR-Algebren zugeordnet
werden. Aus einem von uns entwickelten Zugang, der auf der freien Algebra der lokalen Obser-
vablen Algebren beruht, konnte iiber Quotientenbildung mit einem *-Ideal eine Algebra fiir die
gesamte Raumzeit konstruiert werden, die lokal mit den Observablenalgebren iibereinstimmte.
Im Vergleich mit den Weyl- und CCR-Algebren der symplektischen Losungsraume, liefsen sich
weitere Relationen in Form eines *-Ideals fixieren, die aus der Konstruktion unseres Ansatzes
zu einer freien Quantenfeldtheorie auf nichtglobalhyperbolischen Raumzeiten fiihrten. Dem *-
Ideal konnte dabei die Fortsetzung der lokalen zu globalen Lésungen, welche im statischen Fall
der Bestimmung von Randbedingungen entsprach, in eindeutiger Weise zugeordnet werden.
Damit verbunden haben wir in unserer Arbeit eine Beschreibungmaoglichkeit gefunden, die uns
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erlaubt das Konzept der Randbedingungen in die Quantenfeldtheorie zu iibertragen.
Ausgehend von unserem Konzept konnten sich in Zukunft auch Betrachtungen zu komplexeren
Quantenfeldtheorien durchfiihren lassen. Wechselwirkende Theorien, Eichtheorien und Theo-
rien mit Spin wéren zum Beispiel geeignete Kandidaten. Auch eine Betrachtung im Rahmen
von dynamischen Randbedingungen wére eine Moglichkeit, die hier entwickelten Konzepte auf
allgemeinere Konstruktionen zu erweitern. Dabei konnte der Begriff des Zustands auf Raumzei-
ten mit Randbedingungen eine wesentliche Rolle spielen. Die Diskussion dieser Objekte wurde
schliefflich in unserer Arbeit vollkommen vernachlafigt. Um allerdings prézise Berechnungen
hinsichtlich des Casimir-Effekts durchzufiihren zu kénnen, muss eine derartige Diskussion auf-
genommen werden.



Anhang A

Kategorientheorie

In diesem Abschnitt der nach [24] und [25] aufgebaut ist, sollen einige Strukturen aus der
Kategorientheorie erlautert werden, die wir in der vorliegenden Arbeit verwenden wollen.

Definition A.1. Eine Kategorie 2 besteht aus einer Klasse von Objekten Obj(2(), wobei es
fiir je zwei Objekte A, B € Obj(2) eine Menge mor (A, B) gibt, die sich aus den Morphismen
(strukturerhaltende Abbildungen) von A nach B ergibt. Betrachtet man drei Objekte A, B,C €
Obj () sowie die Morphismen zwischen diesen Objekten, dann gilt das Kompositions-Gesetz

mor(B,C) x mor(A,B) — mor(A,C).
Desweiteren gelten fiir eine Kategorie die folgenden drei Axiome:
1. Die zwei Mengen mor(A, B) und mor(A’,B’) sind disjunkt, aufer A = A" und B =B’

2. Fiir jedes A € Obj(2) existiert ein Morphismus id4 € mor(A,.A), wobei dieser als links-
und rechts-Identitit fiir Elemente aus mor(A, B) und mor(B, A) fir alle B € Obj()
agiert.

3. Das Kompositions-Gesetz ist assoziativ, d.h. fir f € mor(A,B),g € mor(B,C) und
h € mor(C, D) gilt
(hog)o f=ho(gof)
fir alle A, B,C,D € Obj()
Die Klasse der Morphismen wird durch Mor(2() gegeben.

Eine weitere Aussage, die wir in unserem Fall verwenden konnen ist die folgende.

Definition A.2. Ein Objekt A einer Kategorie 2 bezeichnet man als universell, wenn fiir
jedes Objekt B der Kategorie ein eindeutiger Morphismus von B nach A besteht.

Fiir veschiedene Kategorien lassen sich Zusammenhénge finden, d.h. man kann die Kategorien
miteinander in Beziehung bringen. Dies kann z.B. iiber die folgende Struktur definiert werden.
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Definition A.3. Hat man zwei Kategorien 2l und 28, dann beschreibt ein kovarianter Funktor
F von 2 nach B eine Regel, die jedem Objekt A in 2 ein Objekt F(A) in B und jedem Mor-
phismus f : A — B einen Morphismus F(f) : F(A) — F(B) zuordnet. Damit erhalten wir:

e Fiir alle A € Obj(R) gilt F(id4) = idp(a)-
e Wenn f: A— Bund g: B — C zwei Morphismen von 2 sind, dann folgt damit

Flgo f)=F(g) o F(f).

Fiir einen kontravarianten Funktor F gilt bei denselben Voraussetzungen, dass F(f) :
F(B) — F(A) und F(go f) = F(f) o F(g) erfiillt ist.

Als Letztes wollen wir noch das Konzept einer natiirlichen Transformation erldutern.

Definition A.4. Haben wir zwei Kategorien 2 und 8, dann kénnen wir die Funktoren von
2l nach 9B als Objekte einer weiteren Kategorie betrachten, wobei dessen Morphismen so de-
finiert werden konnen, dass mit zwei (kovarianten) Funktoren F' und F dieser Kategorie, der
Morhismus ¢ : F — F genannt natirliche Transformation die Regel beschreibt, die jedem
Objekt A € Obj() einen Morphismus

Ca: F(A) — F(A)

zuordnet, so dass fiir Morphismen f : A — B das folgende Diagramm kommutiert.

F(A) =4 F(A)

F(f)l lﬁ(f)

F(B) - F(B)

A.1 Konstruktion einer Tensorkategorie
In diesem Abschnitt klaren wir zuerst einmal den Begriff eines Tensorprodukts fiir Kategorien.

Definition A.5. Fiir eine Kategorie 2 beschreibt ein Funktor ® : 2 x A — A ein Tensorpro-
dukt, wenn

e ¢s ein Objekt A ® B € Obj(2) fiir jedes Paar (A, B) von Objekten aus 2 gibt

e es einen Morphismus f ® g fiir jedes Paar (f, g) von Morphismen aus 2 gibt, wobei die
Bedingungen (f ® g)(A® B) = f(A) ® g(B), idagp = ida ®@idg und (f'®g')o(f®g) =
(f'of)® (g og) gelten miissen.

Mit dieser Konstruktion kénnen wir nun eine Tensorkategorie definieren.
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Definition A.6. Eine Tensorkategorie ist eine Kategorie 20 mit einem Funktor ( Tensorfunktor)
R :AXxA—-A

und einem Objekt 1, der Tensoreins. Dabei ist die Tensoroperation ® assoziativ in dem Sinne,
dass es einen natiirlichen Isomorphismus a4 5¢ : (AQB)®C — A®(B®C) gibt. Es folgt damit,
dass die Tensoreins 1 eine links- und rechts Identitdt darstellt, d.h. es existieren natiirliche
Isomorphismen [ : ®(1 x id) — id und r : ®(id x 1) — id, wodurch die Isomorphismen

f: 10 A— A bzw r4: AQ1— A

fiir jedes Objekt A definiert sind.
Aus diesen Bedingungen folgt, dass das Pentagon-Axiom

aa,B,c®idp
Paiacaiibtnt

(A® (B®C) D (A®B)®C)®D

l la.A®B,C,D

laA,mc,D (A®B)® (C®D)

l l‘lA,B,C@D

A® (BeC)® D) A® (B® (C®D))

idAQap,c,D
und das Dreiecks-Axiom
Aol eB 25 A (1w B)
rA®tdg "\ S idgA® B
AR B

erfiillt sind.
Zwischen diesen Kategorien kann man ebenfalls formerhaltende Abbildungen definieren.

Definition A.7. Seien 2l und B Tensorkategorien, dann ist ein Tensorfunktor von 2 nach %5
durch ein Tripel (F,ny,72) gegeben, wobei

F:A—8B

einen Funktor beschreibt.
1o behandelt einen Isomorphismus

o Iy — F(1g)
und 72 einen natiirlichen Isomorphismus von Funktoren von 2 x 26 — 9B und es gilt
772:®;BO(FXF)—>FO®Q[

und damit

n2(A,B) : F(A) @ F(B) — F(A®yB)
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A.2 Quantenfeldtheorie als kovarianter Tensorfunktor

Betrachten wir nun die Kategorie 2Man der globalhyperbolischen Mannigfaltigkeiten, dann
konnen wir diese zur Kategorie 9an® der Mannigfaltigkeiten mit globalhyperbolischen Zu-
sammenhangskomponenten erweitern und es lésst sich zeigen, dass es sich bei dieser Kategorie
um eine Tensorkategorie handelt.

Der Tensorfunktor ® ist in diesem Fall durch die disjunkte Vereinigung bzgl. der Objekte mit
M1 Q@ My = My U M,y fiir M, M5 € Obj(i)ﬁan@) gegeben.

Da es sich bei den Morphismen zwischen den Objekten um isometrische Einbettungen han-
delt (stetige Abbildungen), ist der Bildraum zweier disjunkter Vereinigungen zusammenhén-
gender Objekte My, Mo ebenfalls als disjunkte Vereinigung zweier Objekte (jeweils einzeln
zusammenhingende Gebiete) aus 9Man® charakterisierbar. D.h. die globalhyperbolischen Zu-
sammenhangskomponenten M; werden einzeln und unabhéngig voneinander {iber isometrische
Einbettungen aus Man C Man® auf globalhyperbolische Mannigfaltigkeiten N abgebildet, wo-
bei das Bild der gesamten Abbildung in der disjunkten Vereinigung der globalhyperbolischen
Mannigfaltigkeiten N; = ¥(M;) liegt. Der Morphismus einer disjunkten Vereinigung ldsst sich
also als ein Tensorprodukt der Morphismen der Zusammenhangskomponenten beschreiben:

= 1h1 @by : My UMy — NT LN,
mit ¢; : M; — N; Vi e {1,2}.

Die Tensoreins ist in diesem Modell durch die leere Menge & gegeben. Mit dieser und den
anderen Bedingungen erkennt man sehr leicht, dass die Einheitsregeln sowie die Axiome erfiillt
sind.

Fiir eine Kategorie von C*-Algebren (*-Algebren, von Neumann Algebren usw.) ldsst sich
ein Tensorfunktor iber das Tensorprodukt von Algebren definieren. Seien A; und As beliebige
Objekte (Algebren) aus der Kategorie 2lg, dann ist durch das algebraische Tensorprodukt ®
eine *-Algebra A; ® Ay gegeben, fir die das Produkt - : A1 ® Ay x A1 © Ay — A1 ® As durch

erklart ist.
Bzgl. des algebraischen Tensorprodukts erhélt man Algebrenhomomorphismen & iiber das Ten-
sorprodukt von Algebrenhomomorphismen der Algebren A;, d.h.

a=aOa: A O Ay — B © Ba,

wobei «; : A; — B; gilt.

Uber den Normabschluf erhilt man das Tensorprodukt A; @ As der C*-Algebren, was wieder-
um eine C*-Algebra darstellt und damit in der Kategorie enthalten ist.

Bei der Kategorie Alg handelt es sich also um eine Tensorkategorie.

Dabei ist die Tensoreins durch den Korper gegeben, was in unserem Fall den komplexen Zahlen
C entspricht.
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Fiir diese beiden Kategorien kann man einen Tensorfunktor A definieren, indem man fordert,
dass

. zzl(@) =C
o Fiir M; LI M3 erhilt man /Nl(/\/ll UMy) = A(Ml) Ralig A(MQ) = /Nl(/\/ll Qopan® M2)
e Fiir die Morphismen ergibt sich A(1)1 ®gpon0 ¥2) = A1) @aig A1)

Diese Bedingungen alleine reichen noch nicht aus um einen Tensorfunktor zu definieren, denn
haben wir zwei Raumzeiten (Mj,g;) € Obj(Man) (j € {1,2}) mit ¢; und ¢;(M;) C
N € Obj(Man), dann erhalten wir nur mit Abbildungen ¥ = t; ® 1 ,die die Bedingung
Y1 (My) C (2(Msg))* erfiillen einen Tensorfunktor zwischen den Kategorien. Nach dem
allgemein kovarianten Lokalitdtsprinzip, das in diesem Fall auf die Kommutatorbeziehung
[a1(A1), a2(A2)] = {0} fithrt (dabei wollen wir in diesem Abschnitt A; = A(M;,g;) und
aj = ay,; setzen), gilt ndmlich fiir die von den Unteralgebren ay(Ay) (k € {1,2}) in AN, gy)
erzeugte *-Algebra die Unteralgebra a;(A;) V az(Asz) von AN, gn) die Beziehung:

Lemma A.8. a;(A;)Vag(A2) = A1®As fir alle *-Algebren Ay, Ay C B (Inklusionsabbildung)
mit Ay C (./42)/ bzgl. B.

Beweis. Wir betrachten die *-Algebra A = a1 (A1) V aa(Az) mit

3 \_/

A={Adeai(A)Var(A)l A= N]]A; Aj € an(A)},

die durch endliche Summen von Produkten der beiden verschiedenen Teilalgebren (Produkt
aus B) gebildet wird.

Da Elemente aus a1 (A1) mit Elementen as(Az) kommutieren und sich jedes Element C' aus
a;(A;) durch C' = a;(C) (a; ist ein *-Algebrenisomorphismus) schreiben lisst, gilt

A = Z)\ HAJ—Z)\ HA HA

=1 ji=1 ri=1  si=1
wobei Ari € a1(A;) und Asi € ag(A2)
(mi +ki=mn; Yie {1 ,n})

= 121 = Z)\Oél HATZOQ ]‘_IAASZ

ri=1 s;=1
S—— N——
=A, €A =B;cAz

= > Nion(Ai)as(By)
=1

fiir alle A € A.
Man gelangt stets zu solch einer Zerlegung fiir beliebige Elemente aus A.
Daraus gewinnt man eine Abbildung

E:A—- AR As
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mit
£ Nar(Ai)aa(By) =Y NA; @ B;.
i=1 =1

Fiir alle Elemente oy (Ag) € A (k € {1,2}) gilt damit £(a1(A41)) = {(a1(A1)ae(l)) = A1 1
und &(a2(A2)) = &(a1(1)az(Az)) = 1 ® Ay. Daraus folgt

5(2 Aot (A)aa(B;) = Z Nid; ®@ B;)
i1 i1

=> MA@ D)1 ®B;) =Y Mig(a1(4)E(e2(By))
=1 i=1

Damit beschreibt £ einen *-Algebrenhomomorphismus.
Fiir den Kern von £ erhélt man nach Definition; Ker(§) = {4 € A,£{(A) = 0}.
Die Algebren ay(Ag) C A ergeben bzgl. £

Elan(Ar) =A@l = A
f(aa(A2)) = 1T® Ax = Ay

was uns zeigt, dass |q, (4,) ein *-Algebrenisomorphismus von ay(Ag) nach (o (Ay)) ist und
damit die ay(Ag) injektiv abgebildet werden. R
Fiir die Menge P = {C € A|C = AB, A€ a1(A1), B € ay(As)} gilt bzgl. £

wenn £(C)=0 = {(a1(4)&(a2(B)) =0
= A=0o0der B=0

= C =0,

d.h. die Menge P wird injektiv auf A; ® Ay abgebildet.

Alle Elemente von A lassen sich aufgrund der Zerlegung durch endliche Linearkombinationen
von Elementen aus P gewinnen (P bildet ein Erzeugendensystem von A).

Daraus folgt, dass Ker(¢) nur Elemente A= Yoy Aian (Ai)as(B;) enthalten kann, wobei min-
destens zwei Terme der Summe ungleich sind, d.h. fiir mindestens zwei Paare gilt (Ax, By) #
(Aj,Bj) mit ] 75 k.

A ldsst sich aufgrund der Vektorraumstruktur stets in eine Summe mit A; # BA; und
Bj # By, fir alle j,k € {1,...,n} mit j # k umformen.

Daraus folgt

£(A) =0
<~ NA; ®B; =0
i=1
1 n
= AL ® B, = — NA; ® B;
vOBe= 30D Nidie
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Da die Elemente A; ® B; Vje{l,...,n}in A ® A linear unabhéingig voneinander sind,
folgt damit ein Wiederspruch!

Bei ¢ handelt es sich also um einen injektiven *-Algebrenhomomorphismus, der bzgl. A =
A ® As einen *-Algebrenisomorphismus beschreibt. O

Fiir C*-Algebren ist diese Bedingung nicht unbedingt erfiillt, da die Wahl der Norm nicht
eindeutig ist.
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Anhang B

Algebraische Methoden

B.1 Universelle Eigenschaft

Die universelle Eigenschaft ist eine Methode in der abstrakten Algebra bzw. Kategorientheo-
rie, um sich eine gewiinschte Struktur ohne Angabe einer konkreten Konstruktion zu verschaf-
fen. Dies funktioniert so, dass fiir Elemente einer bestimmten Kategorie K eine Eigenschaft
festgelegt wird. Die Universalkonstruktion fordert nun die Existenz eines kleinsten (oder
grossten) Elements K der Kategorie &, welches die Eigenschaft erfiillt. Kleinstes zu sein be-
deutet dabei, dass zu jedem Element V' der Kategorie K, welches die Eigenschaft erfiillt, ein
eindeutiger Morphismus ¢ : K — V existiert, welcher mit der Eigenschaft vertraglich ist (Gras-
stes ist in diesem Sinne verbunden mit der Umkehrung der obigen Aussage: ¢ : V — K). Das
kleinste (bzw. grosstes)-Element muss dabei nicht eindeutig bestimmt sein, jedoch sind alle
kleinsten Elemente, sofern existent, isomorph.

B.2 Maximale Ideale

Die Kommutatorideale, die wir in Abschnitt 6.7 definiert haben, fithrten auf “einfache” Quotienten-
Algebren (N, gnr). Diese Schlussfolgerung weist auf eine spezielle Klasse von Idealen.

Definition B.1. Sei A eine unitale Algebra und Z ein Ideal (beidseitig) in A, dann ist genau
dann 7 maximal, wenn fiir alle Ideale J C A der Algebra, fiir die Z C J gilt, folgt das

J =7 oder J = A.
Nun zeigt man leicht, dass gilt:

Satz B.2. 7 ist genau dann ein maximales Ideal in A, wenn die Quotienten-Algebra A/T
einfach ist.

Beweis. “="

(OBdA)
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Sei £ C A/T ein Ideal in A/Z, dann gilt fiir

(a+I)elL (b+Z)e A/ITmita,bgT
=  (b+I)(a+I)=ba+bI+Za+T=(ba+T)eL
= 3JJCAmit(a+c)eJVeeIwenn (a+7)eLl

Da(ba+ZI)=0b+I)(a+Z)e L VY(b+TI)e A/T
gilt (b+d)(a+c)=(ba+bc+da+dc)eJ
—— —— ——
eJ cA =t
Ve,de Zund Vb € A

Mit der {ibertragenen Vektorraumstruktur von £ auf 7 folgt, dass J ein Ideal in der Algebra
A ist.
Da Z C J gilt nach Vorraussetzung
J=ZoderJ=A

= L= A/T oder L ={0}
(£<:77
(OBdA)
J ist ein Ideal in A mit Z C J, dann ist J/Z eine Algebra, und es gilt bzgl. der Inklusions-

abbildung
J/T C A/T (Unteralgebra)

Es gilt nun fir alle (a+Z) € J/Z und (b+7Z) € A/Z (mit b€ Aund a € J)

(a+I)b+1)= (\ai)_/—i-z') €eJ/T
eJ

Daraus folgt das J/Z ein Ideal in A/Z ist, wodurch
J/T =A/T oder J/I ={0}

— J=Aoder J =71
O

Die Kommutatorideale vom letzten Abschnitt, welche uns die Feldalgebren lieferten, gehoren
zu dieser Klasse von Idealen.
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