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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Moglichkeiten untersucht, um Zustande hinsichtlich ihrer Er-
wartungswerte in der algebraischen Quantenfeldtheorie zu charakterisieren. Als Modell
wird das zweidimensionale, skalare, masselose Klein-Gordon-Feld verwendet. Die Nicht-
existenz von translationsinvarianten Zustanden fiir dieses Modell wird gezeigt. Die Er-
wartungswerte von drei quadratischen Operatoren: dem Wickquadrat, dem Energieim-
pulstensor und der balancierten quadratischen Ableitung werden auf ihre Zustandsab-
héngigkeit und gegenseitige Abhéngigkeiten untersucht. Die Methode von Fewster [?],
um Quantenungleichungen aufzustellen, wird fiir das Wickquadrat und den Energieim-
pulstensor auf das Modell tibertragen. Eine Klasse von Zustdnden wird konstruiert und
deren Erwartungswerte berechnet. Die Diskussion der Erwartungswerte eines allgemei-
nen Zustandes ohne Beriicksichtigung der Positivitat ergibt, dass die Differenz zweier
Zweipunktfunktionen, wenn alle drei betrachteten Erwartungswerte identisch sind, in-
definit oder Null ist. Notwendige und hinreichende Bedingungen an positive, regulare,
reelle und symmetrische bilineare Distributionen werden bewiesen und zusammengefasst.
Unter anderem wird fiir solche Distributionen gezeigt, dass sich bilineare Positivitat ei-
ner Distribution im Sinne von K (f*, f) > 0 und Positivitét fiir alle Matrizen der Form
K (z;, z;) dquivalente Forderungen sind. Es werden mdégliche Wege zur Diskussion von ro-
tationssymmetrischen Zustanden in vierdimensionalen Quantenfeldtheorien aufgezeigt.



Abstract

In this work possibilities of characterisation of states in algebraic quantum field theory
with regard to their expectation values are investigated. The examined model is the two-
dimensional, scalar, massless Klein-Gordon field. The non-existence of translation inva-
riant states for this model is shown. The expectation values of three quadratic operators:
the Wick square, the energy momentum tensor and the quadratic balanced derivative
are examined for their state dependence and mutual dependencies. Fewster’s method [?]
to establish quantum inequalities is extended to the Wick square and the energy density
in this specific model. A class of states is constructed and the considered expectation
values are computed. Leaving aside the positivity condition of the states it is shown,
that the difference of two two-point functions are indefinite or zero, when all considered
three expectation values are identical. Necessary and sufficient conditions of positive,
regular, real and symmetric bilinear distributions are proven and summarised. For this
type of distributions it is proven, that the bilinear positivity condition in the sense of
K(f*, f) > 0 and the positivity condition for all matrices of the form K(z;, x;) are equi-
valent. Possible ways are discussed to extend the discussion to rotationally symmetric
states in four dimensional quantum field theories.
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1. Einleitung und Motivation

Ein zentrales Problem der Physik tritt an vielen Stellen auf: Vorausgesetzt es gibt eine
mathematisch vollstandige Beschreibung, wird versucht eine Beziehung zwischen Beob-
achtungen und den berechneten Observablen der Theorie herzustellen. Zumeist ist die
schiere Anzahl aller moglichen physikalischen Konfigurationen zu grofl, um diese in ef-
fizienter Form mit Messergebnissen zu vergleichen. Zur Reduktion dieser Menge fiihrt
man meist Experimente durch, bei denen man die Kontrolle iiber die Komplexitat der
physikalischen Konfigurationen hat. Als ein Beispiel sei ein Sendemast genannt. Das Feld
dieser Antenne hat eine gewisse Abstrahlungscharakteristik, die — fiir einen hinreichend
idealen Sendemast — nur von wenigen Parametern, wie Lange der Antenne und Leistung
des Senders, abhangt. Die Theorie hinter einer solchen Anordnung ist die Elektrodyna-
mik, welche bekanntermaflen fiir Antennen gute Vorhersagen treffen kann. Moglich ist
dies, da geniigend Erfahrungen vorhanden sind, welche physikalischen Systeme existie-
ren und wie sie miteinander wechselwirken. Probleme treten bei Theorien auf, bei denen
nicht bekannt ist, welche physikalischen Konfigurationen mit welchen Beobachtungen
in Verbindung zu bringen sind. In der algebraischen Quantenfeldtheorie gibt es dhnlich
gelagerte Probleme, auf die in dieser Arbeit eingegangen wird.

Mit der algebraischen Quantenfeldtheorie gelingt zweierlei. Einerseits ermoglicht sie
eine mathematisch rigorose Formulierung der Grundlagen jeder Quantentheorie und es
ist moglich viele grundlegende Postulate, wie zum Beispiel den Zusammenhang zwi-
schen Spin und Statistik und das PCT-Theorem, in sehr allgemeinen Zusammenhangen
beweisen zu konnen. Andererseits konnen Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raum-
zeiten beschrieben werden. Die zentralen Bestandteile dieser Theorie sind zum Einen eine
abstrakte Algebra der Observablen und zum Anderen die positiven, normierten Funk-
tionale (Zusténde) auf dieser Algebra. Die Zustdnde ordnen jeder Observablen einen
Erwartungswert zu. Die Algebra der Observablen enthalt dabei sdmtliche dynamische
Informationen der Theorie, dass heiit sie erfiillt (Anti-)Vertauschungsrelationen und
die Elemente sind Losungen einer Bewegungsgleichung[l] Die Zustinde entsprechen ei-
ner Konfiguration eines physikalischen Systems. Beispiele waren thermische Zustande
(KMS-Zusténde) und Vielteilchenzusténde. Es gibt unterschiedliche Methoden, die sich
im Wesentlichen durch technische Aspekte unterscheiden, die Observablenalgebra zu de-
finieren. In dieser Arbeit wurde die Borchers-Uhlmann Algebra (BU-Algebra) gewahlt.
Jeder Testfunktion f wird ein erzeugendes Element o(f) zugeordnet, welches die kovari-
ante Version der Vertauschungsrelationen erfiillt. Einige Observablen, wie beispielsweise

'In der Quantenmechanik wiirde man vom Heisenbergbild sprechen.



1. Einleitung und Motivation

der Energieimpulstensor oder das Quadrat des Feldes in einem Punkt, sind nicht in die-
ser Algebra enthalten. Man konstruiert diese Observablen aus den n-Punktfunktionen.
Darunter versteht man die Auswertung eines Zustandes iiber dem Produkt von n Fel-
dern.

w(p(fy) - o(f)) = / dry - / Qno(p(1) - () fo(r) - folin)

Die Intuition wiirde es nahe legen Potenzen der Felder zu definieren, in dem man die
Diagonalen der Distributionskerne der n-Punktfunktionen als Potenzen definiert. Aller-
dings besitzen diese Distributionen dort keinen glatten Trager. Beschrankt man sich auf
die physiklisch relevanten Zustande, so ist dieser divergente Anteil zustandsunabhangig
und kann in konsistenter Weise abgezogen werden - dies bezeichnet man als Normal-
ordnung. Beispielsweise wiirde man fiir die Normalordnung der Zweipunktfunktionen
immer die Zweipunktfunktion eines ausgewahlten Zustandes abziehen. Die physikalisch
relevanten Zustande auf flachen Raumzeiten sind diejenigen, deren Spektren der Impuls-
und Energieoperatoren in der GNS-Darstellung?| positiv sind. Jede so erweiterte Obser-
vablenalgebra hat nun eine passende Darstellung durch das GNS-Theorem beziiglich
des Zustandes mit dem man die Normalordnung durchfithrt. Auf flachen Raumzeiten
sind Zustiande vorhanden, die poincaréinvariant sind und eine Art Nullpunkt fiir den
Erwartungswert der Energie definieren. Deswegen werden diese Zustande als Vakuum
interpretiert, da dieses auf flachen Raumzeiten fiir alle Beobachter identisch sein sollte.
Fiir reine Zustéindeﬂ lasst sich zeigen, dass mit Hilfe des Real- und Imaginarteils der
Felder ¢(f) Auf- und Absteigeoperatoren definiert werden kénnen, welche einen Fock-
raum konstruieren [?]. In diesem Fockraum lassen sich nun Zustédnde konstruieren, die als
Vielteilchenzustande interpretierbar sind. Damit kann beispielsweise ein Zustand iden-
tifiziert werden, der der Situation in einem Teilchenkollisionsexperiment entspricht. Auf
allgemeinen gekriimmten Raumzeiten stehen nicht solche Methoden zur Verfiigung. es
lasst sich keine Erweiterung der Observablenalgebra im Sinne des flachen Falls konstru-
ieren. Es konnen jedoch lokal-kovariante Felder durch eine — auf flachen Raumzeiten
zur Normalordnung dquivalente — Methode konstruiert werden (Fredenhagen, Brunetti,
Verch [?]). Dafiir schréankt man die betrachteten Zustédnde auf Hadamardzustéande ein.
Diese verfiigen alle iiber einen identischen divergenten Anteil, welcher nur von der lokalen
Geometrie abhingt (die Hadamardparametrix). Da es auf einer allgemeinen Raumzeit
keine Poincarésymmetrie gibt, entfallt die Moglichkeit einen invarianten Zustand beziig-
lich dieser Gruppe zu finden. Somit wird die Interpretation hinsichtlich von Vielteil-
chenzustanden auf gekriimmten Raumzeiten schwierig. Es muss deswegen nach weiteren
Wegen gesucht werden, Zustéande in Bezug auf ihre Erwartungswerte zu charakterisieren.
Eine andere Frage ware, inwieweit ein Zustand durch die Vorgabe von Erwartungswer-

2Jeder Zustand einer xAlgebra induziert eine Hilbertraumdarstellung dieser Algebra (siehe GNS-

Theorem [2.1.1)).

3Ein Zustand ist rein, wenn er sich nicht als Summe zweier Zustinde schreiben lasst.
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ten der Observablen festgelegt wird. Diese Frage steht nicht im Fokus dieser Arbeit.
Ein Beispiel fiir die Charakterisierung von Zustédnden durch Erwartungswerte gibt es fiir
thermodynamische Nichtgleichgewichtszustdnde bei Buchholz, Ojima und Roos [?]. Die
Nichtgleichgewichtszustande werden so charakterisiert, dass sie lokal fiir eine bestimm-
te Menge von thermischen Observablen Erwartungswerte haben, die identisch mit KMS
Zustanden (Thermische Gleichgewichtszusténde) sind. Buchholz [?] zeigte dann, dass fiir
ein bestimmtes Modell die Temperatur an einem bestimmten Raumzeitpunkt singular
sein muss. Andere Einschrankungen an die Erwartungswerte wurden durch die Positi-
vitat der Zustédnde in mehreren Arbeiten unter anderem von Fewster [?] oder auch von
Ford [?] behandelt. Dabei handelt es sich um Quantenungleichungen fiir den Energieim-
pulstensor. In dieser Arbeit soll nach solchen oder anderen wechselseitigen Abhéangigkei-
ten zwischen den Erwartungswerten verschiedener Observablen und Zustédnden gesucht
werden. Der Rahmen dieser Diplomarbeit behandelt dabei zur besseren Handhabung
nur freie Quantenfeldtheorien und die betrachteten Observablen sind das Wickquadrat,
der Energieimpulstensor und die balancierte quadratische Ableitung. Die quadratische
balancierte Ableitung ist deswegen von Interesse, weil sie in thermischen Quantenfeld-
theorien die Rolle des thermischen Energieimpulstensors spielt und schon in der Arbeit
von BOR [?] auftaucht. Zur weiteren Vereinfachung wird ein masseloses, skalares Klein
Gordon Feld in zwei Dimensionen verwendet. Dazu gibt es zwei grundsatzliche Erwagun-
gen. Zum Einen vereinfacht die Form der Losungen der Bewegungsgleichung in diesem
Fall das Problem erheblich. Zum anderen wird oft behauptet, in diesem Rahmen wa-
re keine konsistente Quantenfeldtheorie moglich, da kein poincaréinvarianter Zustand
existiert, obwohl es sich um eine Minkowskiraumzeit handelt. Mit Hilfe der Konzepte
aus Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten ist dies, wie bereits erklart wurde,
kein Hindernis um eine Quantenfeldtheorie zu definieren. Dies wéare schon aus sich heraus
von Interesse. Es besteht zusatzlich die stille Hoffnung, dass sich eventuelle Ergebnisse,
die bereits in der Sprache von Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten formu-
liert sind, leichter verallgemeinern lassen.

Zunachst werden in Kapitel 1 die theoretischen Grundlagen zusammengefasst und er-
lautert. Die Konstruktion der Borchers-Uhlmann Algebra fiir skalare Felder wird be-
schrieben und Hadamardzustéinde werden definiert. Um die quadratischen Operatoren
zu definieren, wird dann die BU-Algebra erweitert. Das zweite Kapitel ist eine Zusam-
menfassung der Eigenschaften von Hadamardzustanden, welche aus ihrer Definition ab-
geleitet werden konnen. Ein Klasse von Zustanden mit punktweiser positiver Energie
wird beschrieben und ihre restlichen Erwartungswerte werden angegeben. Im dritten
Kapitel werden zunéchst Quantenungleichungen fiir den Energieimpulstensor und das
Wickquadrat nach der Methode von Fewster angegeben. Auflerdem wird gezeigt, dass
keine translationsinvarianten Zustande in dem hier betrachteten Modell existieren. Das
vierte Kapitel beschaftigt sich mit notwendigen Bedingungen an die Erwartungswer-
te. Aulerdem kann eine kleine Einschrankung an die Differenz von Zustédnden gegeben
werden, die in den hier betrachteten Observablen iibereinstimmen.
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In dieser Arbeit wird das skalare, masselose Klein-Gordon-Feld auf einer 1+1 dimensio-
nalen Minkowskiraumzeit betrachtet. Zunachst steht man vor dem Problem, dass auf
dieser Raumzeit kein Zustand existiert, der als ein Vakuumzustand interpretiert wer-
den kann [?, S. 14]. Normalerweise wére ein Vakuumzustand auf Minkowskiraumzeiten
dadurch festgelegt, dass er invariant unter der Wirkung der Poincarégruppe ist. Unter-
schiedliche Methoden wurden bereits angewendet, um dennoch eine Quantenfeldtheorie
zu erhalten. Zum Einen suchte man nach einem Zustand, der invariant ist unter einer
reduzierten Symmetriegruppe [?], zum Anderen untersuchte man Algebren auf einge-
schrankten Testfunktionenrdumen [?]. Auch bei Quantenfeldtheorien auf gekriimmten
Raumzeiten ist es nicht moglich einen Zustand anzugeben, der iiber diese Eigenschaften
verfiigt. Die Ursache dafiir ist, dass es im Allgemeinen auf gekriimmten Raumzeiten keine
globale Darstellung der Poincarégruppe gibt. Es existieren allerdings Hadamardzustan-
de. Die Zweipunktfunktionen dieser Zustande verfiigen alle tiber den gleichen divergenten
Anteil. Dieser divergente Anteil wird Hadamardparametrix genannt, ist zustandsunab-
hangig und entspricht auf Minkowskiraumzeiten der Zweipunktfunktion des Vakuums.
Die Normalordnung kann auf diese Weise auf gekriimmte Raumzeiten erweitert und al-
le, fiir Quantenfeldtheorien relevanten, Observablen kénnen konstruiert werden [?]. Eine
Hadamardparametrix und Hadamardzustande existieren idealerweise auch auf 141 di-
mensionalen Minkowskiraumzeiten (fiir masselose sowie massive Felder). Kurz gesagt
bedeutet das, dass die Quantenfeldtheorie auf gekriimmten Raumzeiten es ermoglicht
fiir den ,Grenzfall“ von zweidimensionalen Minkowskiraumzeiten mit einem skalaren,
masselosen Klein-Gordon-Feld eine Theorie zu formulieren, in soweit dies auch fiir ge-
kriimmte Raumzeiten moglich ist.

2.1. Die Borchers-Uhlmann Algebra und Zustande

Grundsatzlich soll die BU-Algebra so definiert sein, dass jedem kompaktem Raumzeit-
gebiet ein Element einer Algebra zugeordnet wird — oft wird dies umschrieben mit ¢( f)
mit f € D(R"). Diese Algebra wird als freie Algebra der Observablen oder als Feldal-
gebra bezeichnet. Produkte von Elementen werden dem entsprechenden Tensorprodukt
der beiden Testfunktionen zugeordnet. Die gesamte sich ergebende Algebra soll nun
schrittweise konstruiert werden und mit der Definition der Borchers-Uhlmann Algebra
A enden. Die BU-Algebra wird dann die kanonischen Vertauschungsrelationen (CCR)
erfiillen, wie man sie fiir skalare Felder gewohnlich fordert. Danach wird sie erweitert



2. Grundlagen und Modell

werden, um auch die fiir die Arbeit benotigten Observablen zu erhalten. Zuerst miissen
allerdings die Voraussetzungen dafiir geschaffen werden. Der Raum der kompakt ge-
tragenen Testfunktionen D(R") := C{°(R™) verfiigt iiber eine lokal konvexe Topologie.
Diese ist dadurch festgelegt, dass eine Folge f,, in D(R") gegen f konvergiert, wenn die
Trager von f,, und f in einer kompakten Teilmenge K liegen und alle Ableitungen von
fn gleichmaBig gegen die entsprechenden Ableitungen von f konvergieren. Das heift

lim sup |2 (f(x) - f<x>>] 0
n—xX rcK

oz

Man bildet zunachst aus dem Raum D eine Tensoralgebra. Dazu bildet man zuerst das
n-fache Tensorprodukt

T, = é D =: D®".
=0

Das Tensorprodukt V&V eines Vektorraums V' hat folgende Eigenschaften. Fiir f, g, h €
V und c € C gilt

e (f+9)@h=fR@h+g®h,
c fR@+h)=feg+fah,
e (cf)®g=c-(f@g)=f®(cg)

Jedes Element von T, ist somit eine Funktion von n Punkten des Minkowskiraumes. 7§
wird mit den komplexen Zahlen gleichgesetzt. Die Tensoralgebra Ay ist als Menge aller
direkten Summen aller dieser T}, definiertT]

oo
n=0

Ap hat die Eigenschaften einer Algebra. Jedes Element f lasst sich als eine endliche Sum-
me liber Funktionen f, darstellen, die jeweils nur von n Punkten des Minkowskiraums

abhangen
N

f = Z fo(x1, .y xp)
n=0
oder ebenso als ein Vektor von n Funktionen (fo, f1, ..., fx). Eine Addition ist auf diesem
Raum in naheliegender Weise durch simple Addition der einzelnen Komponenten erklart.
Fiir eine Algebra benotigt man jedoch auch eine Multiplikation. Diese ist gegeben durch
das bereits definierte Tensorprodukt ®, welches auf zwei allgemeine Elemente f, g € Ag
erweitert werden kann. Da die Multiplikation einer Algebra assoziativ und distributiv

!Ein Element soll immer Element eines Unterraums von Ay, welcher nur eine direkte Summe von
endlich vielen 7,, ist. Diese Anzahl kann jedoch beliebig hoch sein.

10



2. Grundlagen und Modell

sein soll, werden samtliche sich ergebende Tensorprodukte zwischen den Komponenten
des Einen mit denen des Anderen gebildet und wiederum nach Zahl ihrer Argumente der

entsprechenden Komponente zugeordnet. Die n-te Komponente des Tensorproduktes ist
daher

(f®g)n Z fil@r, oy @) Gni(Tig1s ooy )

Die lokal, konvexe Topologie auf den Testfunktionen D ermoglicht es diese Algebra
mit einer Topologie auszustatten. Die Konvergenz in Ag soll dann gegeben sein, wenn
alle Komponenten einer Folge in Ay einzeln in der Topologie auf D konvergieren und
die Anzahl der Komponenten fiir die gesamte Folge beschréankt ist. Auflerdem soll eine
Involution * auf der Algebra definiert sein, so das Ay zu einer *-Algebra wird. Eine
Involution ist ein antilinearer Automorphismus, dass heifit fiir a,b € Ay und ¢ € C ist
(ca+b)* = ¢a* +b* (antilinear), (a®b)* = b*®a*, 1* = 1 und a** = a. Diese Operation
wird daher so definiert, dass fiir f,g € A gilt

® (.f*)n(xb ceey :Un) = ?n(xna Tp—1y ey -Tl)a

« (f®g) =g ®f
Nun soll die Algebra der Observablen A bestimmte Vertauschungsrelationen erfiillen.
Auflerdem sollen die Elemente der Algebra Losungen eines Differentialoperators sein.
Fiir den hier betrachteten Fall ist dies natiirlich der Klein-Gordon Operator

P = 0", + m?,

Die Vertauschungsrelationen werden durch den sogenannten kausalen Propagator A(f, g)
mit f, g € D beschrieben. Dieser ist die Differenz der avancierten (G*) und retardierten
(G~) Fundamentallésung des Klein-Gordon Operators P. Fundamentallosungen sind
Abbildungen D : D — C*(R"), welche die Relation D(Pf) = f fiir alle Testfunk-
tion f erfiillen. Man kann diese in gewisser Weise als Inverse des Differentialoperators
auffassen. Die beiden Fundamentallosungen G* sind eindeutig bestimmt, wenn man Ste-
tigkeit der Abbildung und supp G*f C J*(supp f) fordert. J*(K) ist die Menge aller
Punkte, welche sich durch zukunfts- (4) oder vergangenheitsgerichtete (-) Kurven im
Minkowskiraum erreichen lassen. Diese Fundamentallosungen existieren fiir alle normal
hyperbolischen Differentialoperatoren. Beweise und tiefergehende Erlduterungen findet
man dazu bei Dimock [?]. Man will nun ein *-Ideal in der Algebra Ay erzeugen aus
Elementen der Form aj, := Ph und by, := —iA(f ® g) + f ® g — g ® f. Mit “erzeugen”
meint man an dieser Stelle, dass man folgende Menge definiert.

7 :=span {Ay ® ap, @ Ao, Ay @ by, @ Ag|Vf,g,h € D}

7 erfiillt die Bedingung, dass man fiir eine beliebige Rechts- oder Linksmultiplikati-
on wieder ein Element aus Z erhéalt. Die Abgeschlossenheit dieser Menge ist auch per
Konstruktion gegeben. Damit ist Z ein abgeschlossenes *-Ideal der Algebra Ay.

11



2. Grundlagen und Modell

Definition 2.1.1 (Borchers-Uhlmann Algebra). Die Borchers-Uhlmann Algebra A(R™)
7], [?] des Klein-Gordon Feldes ist

A(R™) i= Ao(R™)/1.

I ist dabei das abgeschlossene *-Ideal, welches durch die Elemente der Form P f und
—iIA(f®g)+ f®g—g® f erzeugt wird (f und g sind beliebige Testfunktionen). Die
*_Operation und die Topologie werden durch Ay induziert. Die Aquivalenzklasse, die zu
einem Représentanten einer Testfunktion f gehort, wird ¢(f) genannt.

Bemerkung 2.1.1. Die induzierte Topologie wird bestimmt, indem man die Projektion
7 : Ay — A betrachtet. Man bezeichnet alle Mengen U C A als offen fiir die 7~ !(U)
offen in Ay ist.

Nachdem die BU-Algebra definiert ist, sollen nun die Funktionale betrachtet werden,
die als Zustéande bezeichnet werden. Aus physikalischer Sicht kann der Zustand eines Sy-
stems dadurch festgelegt werden, in dem man alle relevanten Erwartungswerte ermittelt.
Dies macht sehr plausibel, warum ein Zustand wie folgt definiert wird.

Definition 2.1.2 (Zustand). Sei A eine unitale *-Algebra. Eine stetige Abbildung w :
A — C heifit Zustand, wenn sie linear, normiert, d.h. w(1) = 1 und postiv, d.h. w(a*a) >
0, Va € A ist. Die n-Punktfunktion eines Zustandes auf der BU-Algebra ist definiert

als wn(f1, -, fu) = w(@(f1)--0(fn)), fi € CG7(R™).

Auf Grund der Stetigkeit der Zustande ist auch die n-Punktfunktion ein stetiges
Funktional auf den einzelnen Testfunktionen.Uber das Kerntheorem von Schwartz [?]
folgt, dass die m-Punktfunktionen Distributionen aus D’'(R™™) entsprechen. Alle n-
Punktfunktionen eines Zustandes legen diesen eindeutig auf A fest, da alle Elemente
aus endlichen Linearkombinationen von ¢(f) bestehen. Neben den n-Punktfunktionen
definiert man auch die sogenannten trunkierten n-Punktfunktionen w?

wi (f) = wi(f),
Wy (fl, fo) = wa(f1, fo) —wi(fr)wi(fo),
) (fb f2, f3) = w3(f1, fo, f3) — wi(f1)wa(f2, f3)—
wi(fo)wa(f1, f3) — wi(fs)wa(f1, f2) + 201 (f)wi (f2)wi(f3)

Implizit definiert man diese Distributionen iiber

Wn(frs for oo fn) = Z Hwa(fr(l))fr@)a---afr(|r\)); (2.1)

Pel, reP

wobei P eine beliebige Partition von Z,, = {1,...,n} ist. r(i) sei das i-te Element der
Menge r € P

12



2. Grundlagen und Modell

Ein Zustand wird quasifrei genannt, wenn alle seine trunkierten n-Punktfunktionen
bis auf die Zweipunktfunktion verschwinden. Im Sinne der formalen Potenzreihe der
Exponentialfunktion ist dies aquivalent zu

Wi (9 D) = ¢=3u8 (1) (2.2)
Mit Gleichung (£2.1)) folgt sogleich, dass alle n-Punktfunktionen quasifreier Zustande
allein durch die trunkierte Zweipunktfunktion bestimmt sind. Jeder Zustand legt nun

eine Darstellung der Algebra als operatorwertige Distributionen auf einem Hilbertraum
fest. Dies besagt das folgende GNS-Theorem.

Theorem 2.1.1 (Gelfand - Naimark - Segal Theorem). Sei w ein Zustand auf einer
* Algebra A mit Eins. Dann existiert eine Darstellung 7 in einem Hilbertraum H, ein
Finheitsvektor Q € H und ein dichter Teilraum D C 'H, sodass fir alle a € A gilt
w(a) = (2, 7(a)Q) und D = {n(a)Qa € A} gilt. 7, H,D und Q sind bis auf unitdre
Equivalenz eindeutig bestimmit.

Das GNS-Theorem erméglicht es zu dem ,,gewohnten* Bild der Physik zuriickzukeh-
ren, in dem man Zusténde als Vektoren eines Hilbertraums auffasst.

2.2. Hadamardzustande und die erweiterte Algebra WV

Die Borchers-Uhlmann Algebra reicht nicht aus, um alle gewiinschten Observablen zu
definieren. Unter anderem gehoren dazu die Potenzen des Feldes und deren Ableitungen
in einem Punkt. Die Formulierung ,in einem Punkt®“ kann verstanden werden aus der
Vorstellung eines Distributionskerns ¢(z) mit dem die erzeugenden Elemente der BU-
Algebra definiert werden (o(f) = [dz f(z)e(z)). Aus einer solchen Grofe sollte etwas
ableitbar sein, was “p(x)?” entspricht. Dass dies nicht ohne weiteres moglich ist, sieht
man bereits, wenn man die Vertauschungsrelationen betrachtet.

(o), p(y)] = iA(x —y).

Naiv wiirde man erwarten, dass man den Operator (z)? durch einen Grenzprozess der
Art lim,_., ¢(z)p(y) erhalt. Dies wiirde allerdings implizieren, dass der Kommutator
des Feldes fiir diesen Grenzprozess auch fiir lichtartige Wege verschwindet, was aber
offensichtlich nicht der Fall ist. Auf Minkowskiraumzeiten fiihrt man deswegen - natiirlich
nicht im zweidimensionalen Fall — eine Normalordnung mit Hilfe des Vakuums wy durch.
Mit diesem wird beispielsweise das ,normalgeordnete“ Quadrat definiert

tp(x)?: = lim p(2)e(y) — Two(z,y)

y—z

Es soll nun eine Definition der Hadamardparametrix gegeben werden. Diese Definition
wird zunéchst so allgemein sein (also fiir global-hyperbolische Raumzeiten), dass we-
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2. Grundlagen und Modell

sentliche Vereinfachungen durch das in dieser Arbeit verwendete Modell noch nicht in
Erscheinung treten. Es wird jedoch auf den 2d dimensionalen Fall, das heifit auf eine
geradzahlige Dimensionsanzahl, beschrankt.

Definition 2.2.1 (Hadamardparametrix). Sei (M, g) eine global-hyperbolische (2d)-
dimensionale Mannigfaltigkeit M mit Metrik g. Sei o.(z,y) = o(x,y) — 2ie(T(x) —
T(y)) + €% und p eine beliebige reelle Zah]E] . Dann ist die Hadamardparametrix fiir alle
zo € M, mit € > 0 und mit n € N in einer Umgebung O(z¢) x O(zo) | gegeben durch

o(z,y)e
pro

F<d _ 1) U(I, y) + d 2172d

e;»O 21 o(x,y). (=1) F(d)ﬁvn(x’y)ln

(2.3)
V und U sind n-fach stetig differenzierbare, reelle bilineare Distributionen. V' lasst sich
durch eine Reihenentwicklung in o(z,y) darstellen (bis zur n-ten Ordnung). Die Reihen-
entwicklung von U hingt hingegen von der Dimension 2d. aH]

Die genaue Form von V und U der Hadamardparametrix wird durch die Hadamar-
drekursionsrelationen festgelegt. Diese ergeben sich aus den Bedingungen, welche man
an die Hadamardzustéande stellt. Dazu erfolgt zunéchst die Definition eines Hadamard-
zustandes.

Definition 2.2.2 (Hadamardzustand). Die Zweipunktfunktion ws eines quasifreien Zu-
standes erfiillt die Hadamardbedingung, wenn fiir alle n € INy eine Hadamardparametrix
H" gegeben ist, sodass die Distribution wy — H™ mit Hilfe einer n-fach differenzierbaren
Funktion W"(z,y) € C™ (U x U) dargestellt werden kann (U x U sei eine geodétisch
konvexe Umgebung der Diagonalen).

Aus den Eigenschaften von Zweipunktfunktionen folgt bereits, dass die Summe H" 4
W™ eine positive, bilineare Losung der Klein-Gordon Gleichung ist und der antisym-
metrische Teil dem halben Kommutator %A entspricht. Unter Benutzung der Reihen-
entwicklung in o ergeben sich durch diese Forderungen die Hadamardrekursionsrelatio-
nenf| fiir die Entwicklungskoeffizienten dieser beiden Distributionen. Auf analytischen
Raumzeiten kann auf das Abbrechen der Reihenentwicklung verzichtet werden und die
Definitionen im ,Limes“ n — oo verwendet werden. Fiir den in dieser Arbeit zu unter-
suchenden Fall wird also auf den Index n verzichtet werden. Diese Version der Hada-
mardzustande ist nur die lokale Version der Hadamardbedingung. Das heift, sie bezieht
sich immer nur auf eine Umgebung der Diagonalen. Allerdings wurde von Radzikow-
ski und Verch [?] gezeigt, dass diese lokale Version die globale Hadamardbedingung

20(x,y) = x'y” g, ist der geoditische Abstand zweier Punkte. T'(z) ist in die Zukunft monton wach-
send und entspricht der ,,Zeitfunktion,,.

3Die Umgebung O(z0) soll geodiitisch konvex sein, das heifit, dass alle Punkte durch eine Geodite
verbunden werden kénnen, die innerhalb der Umgebung verlauft.

4Bei Moretti [?] sind diese Reihenentwicklungen explizit angegeben.

°Eine explizite Angabe dieser Relationen findet sich bei Moretti [?]
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2. Grundlagen und Modell

von Kay und Wald [?] bereits impliziert. Dabei benutzte man eine zur Definition der
Hadamardzustande dquivalente Formulierung. Diese wurde auch von Radzikowski [?]
gefunden und besagt, dass die Wellenfrontenmenge (siehe der Zweipunktfunktion
eines quasifreien Zustandes in einer bestimmten Menge genau dann enthalten ist, wenn
er die Hadamardbedingung erfiillt. Mit Hilfe der Wellenfrontenmenge konnen dann auch
kovariante Ableitungen und zeitgeordnete Produkte der Felder definiert werden. Dies
wurde erstmals gezeigt bei Fredenhagen, Brunetti und Kéhler [7]. E] Im Folgenden soll
eine grobe Zusammenfassung der dort beschriebenen Normalordnung und Definition der
erweiterten Algebra W gegeben werden.

Definition 2.2.3 (Normalordnung). Die normalgeordneten n-Punktprodukte beziiglich
einer Hadamardparametrix H sind

ot = o
G OS) = AU p ) i = G (th)

t1=to=---=0

mit G(f) = ex(1Neie() und alle f; € D(R™).

Mit Hilfe der Wellenfrontmenge W F' (siche Anhang kann ein Produkt der nor-
malgeordneten n-Punktprodukte mit Distributionen, die kompakt getragen aber nicht
glatt sind, definiert werden. Somit kann man konkret angeben, wie die erweiterte Algebra
W aussieht.

Definition 2.2.4. Die Algebra W wird durch das Produkt von Elementen aus £ und
den normalgeordneten m-Punktfunktionen erzeugt.

&, = {t|lt € ®'((R")*") , symmetrisch, supp(t) kompakt und WF(t) ¢ V" UV™}

Die sich ergebende Algebra ist wohldefiniert und vollsténdig, wie bei Hollands und
Ruan [?] gezeigt wird. Um die quadratischen Operatoren zu konstruieren, die in dieser
Arbeit von Interersse sind, ist die folgende Klasse kompakt getragener Distributionen
entscheidend.

Definition 2.2.5. Die Wickmonome sind die Elemente aus A, die durch die Distribu-
tionen t(zy...x,) = f(21)d(x1;...; x,) erzeugt werden

COM(f) i = P (f(x1)0 (w15 ) o - (2.4)

Zu den Distributionen aus &£, gehéren auch Funktionen der Art

Op(f(x1, s Tn)0 (@15 5 ).

6 Auch Hollands und Ruan [?] bieten eine gute Ubersicht dazu an.
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2. Grundlagen und Modell
Die normalgeordneten Produkte von Ableitungen der Felder sind in dieser Menge mit
eingeschlossen.

Beispiel 2.2.1 (Energieimpulstensor auf Minkowskiraumzeiten@.

) (1) =% (8,8~ g0 (800 =) | 5@~ ) s

In der Notation soll in Zukunft T*” auch fiir die Ableitungsoperatoren in x und y stehen.
Dann wirkt dieser auf eine normalgeordnete Zweipunktfunktion W (x,y) im Sinne von
T W(x,y) — (T*W)(x).

Beispiel 2.2.2 (Die quadratische balancierte Ableitung). Dieses Produkt wird durch
den Ableitungsoperator 0" definiert, welcher auf die normalgeordnete Zweipunktfunk-

tion wirkt. ol uN o v
o =(0 -6 ) (0 -0)

Diese Notation wird genauer im Anhang [A] erldutert und eingefiihrt.

7 Auf gekriimmten Raumzeiten sollte dieser abgesindert werden, wenn man Spurfreiheit fiir konforme
Theorien fordert und erhalten méchte [7].
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3. Konstruktion von
Hadamardzustanden

Die Erwartungswerte von quadratischen Operatoren in einem Zustand ergeben sich aus
der jeweiligen normalgeordneten Zweipunktfunktion. Dieses Kapitel setzt sich zwei Zie-
le. Zum einen soll eine moglichst grofie Klasse von Hadamardzustanden angegeben wer-
den, fiir die eine explizite Angabe der normalgeordneten Zweipunktfunktion moglich ist.
Als Zweites sollen notwendige Eigenschaften, welche die normalgeordneten Zweipunkt-
funktionen erfiillen, gefunden werden. Die Betrachtung wird auf das zweidimensionale
masselose Klein-Gordon-Feld beschrankt. Auflerdem werden nur quasifreie Zustinde be-
handelt, weil dadurch bereits durch die Angabe einer Zweipunktfunktion ein Zustand
festgelegt ist.

3.1. Hadamardzustande und die Hadamardparametrix in
141 Dimensionen

In zwei und vier Dimensionen soll als erstes die Hadamardparametrix mit Hilfe der bei
Moretti [?] angegebenen Hadamardrekursionsrelationen berechnet werden. Bei Moretti
wird unter anderem gezeigt, dass die Parametrix auf gekriimmten Raumzeiten im Allge-
meinen nicht eine Bilosung der Klein-Gordon Gleichung (KGG) ist. Im masselosen Fall
in zwei und vier Dimensionen auf flachen Raumzeiten ist dies allerdings der Fall. Dies
war fiir den vier dimensionalen Fall natiirlich zu erwarten, da hier die Hadamardparame-
trix der Zweipunktfunktion des Vakuums entspricht. Die Integralkerne der Parametrix
in 2 und 4 Dimensionen sind

D=2:

1 o(z, ) v 1
Hla) = —5- 1 (Z52) 3 St ot o),

Hirw) = 5o (UO(W) P (2520 ﬁ(fkﬂ(x,y)ak(%y)) .

o(z,y). e

Die Hadamardrekursionsrelationen fir alle U;, sind dann nach Moretti
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

U1 (2, y) + 202" — y")0,Us(@, y) + 2kUs () = 0.

Sie sind bereits an den flachen, masselosen Fall angepasst. Als Anfangsbedingungen sind
gesetzt U_y; = 0 und Up(z,z) = 0. Fiir £ = 0 ist dann

2 (z" —y*) 0,Up(2",y")

0
d
t 7 Up(y” +ta”,y") =0, a" = (2" —y")und t € R

Fiir ¢ = 0 betrachtet man die Diagonale, welche bereits vorgegeben ist. Fiir ¢ # 0 ist
dann

d
= Uy(y” + ta” ") = 0.
pr oy + ta”,y")

Das bedeutet, dass Uy iiberall konstant ist. Es folgt, dass Uy(z,y) = 1. Fiir den Fall
k # 1 ist Uy immer Null auf der Diagonale. Zunéachst betrachtet man Uy .

(" = y")0, Ur(2",y") + Ui(2”,y") = 0
ta” é,, U(y” +ta”,y") + Ui(y” +ta”,y") =0, ta” = (2" — y")

d
t % Ul(yy —i—ta”,y”) + U1<yV —Ftay,yy) =0

Es gibt stetige von Null verschiedene Losungen fiir ¢ aus Intervallen, die nicht ,0“ enthal-
ten. Diese sind oc t71. Sie sind damit nicht stetig fortsetzbar auf ¢ = 0. Durch Induktion
zeigt man dies fiir alle k. Da Uj[t] in einer Umgebung der Null in ¢ stetig sein muss — wie
man es von Losungen einer Differentialgleichung fordert — folgt, dass es keine Losung
auBer Null gibt. Damit ergibt sich fiir die Parametrixen

D=2:

H(z,y) = ——1n (ff(xA_Qy)>

D=4:
1 1
2(m)?o(z,y)e

Dies sind fiir  # y Bilosungen der masselosen KGG. Als néchstes seien noch einige Er-
gebnisse zur Struktur von Zweipunktfunktionen im Allgemeinen gesammelt. Die Form

H(]J,y):—
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

einer Zweipunktfunktion unterliegt bereits entscheidenden Einschrankungen durch den
bekannten Kommutator zweier Felder der BU-Algebra. Dazu zerlegt man die Zweipunkt-
funktion in ihren symmetrischen und antisymmetrischen Anteil. Sei w ein Hadamardzu-
stand.

(w(w(felg)) +wlelg)e(f))) + % (W(e(Ne(g) —wle(g)e(f)))

(e P)pla)) + (o) (1) + 5iAf,9)

Durch Zerlegung von f und ¢ in Real- und Imaginérteil (9 = R, +il, und f = Ry +ily)
erhéalt man Folgendes fiir den symmetrischen Teil der Zweipunktfunktion.

(wWe(Ne(g) +wle(g)e(f) = wle(Rr)e(Ry)) +wlp(Rg)e(Ry))

N —

Der symmetrische Teil ist folglich reell.

Satz 3.1.1. Die Zweipunktfunktion eines Hadamardzustandes hat die Form

wp(1)e(9)) = S(f,9) + 5i(f. ).

S ist eine symmetrische und reelle Distribution.

Zur Konstruktion von Hadamardzustianden ist es also notwendig Distributionen S zu
finden, welche in der Summe mit dem Propagator eine positive Distribution ergeben.
Die Positivitatsbedingung stellt — wie gleich gezeigt wird — eine Bedingung an S. Sei
f € D(R") und seien die Real- und Imaginérteile R, J, so dass f = R+ iJ.

SAp(f*)ol) = S, )+ 5D, 1) 2 0

SU*, ) 2 ~iA )
S(R,R) + S(J,J) > A(R, J) (3.1)

S ist also bereits fiir sich selbst genommen positiv (setze R = 0). Fiihrt man sich vor
Augen, wie die Normalordnung (nach in diesem Fall definiert ist — w(: p(f)p(g):
) = wa(f,9) — H(f,g) — und bedenkt, dass der antisymmetrische Teil der Hadamard-
parametrix und der Zweipunktfunktion %A entspricht, so gilt folgender Satz fiir die
normalgeordnete Zweipunktfunktion eines Hadamardzustandes.

Satz 3.1.2. Die normalgeordnete Zweipunktfunktion W eines Hadamardzustandes w ist
die Differenz einer positiven bilinearen Distribution S und des symmetrischen Teils der
Hadamardparametriz

W(F.9) = S(7.9) — 5 (H(f.9) + H(g. f)). 32
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

S und W sind bilineare Losungen der KGG.

Beweis. Da der antisymmetrische Teil der Hadamardparametrix und der Zweipunkt-
funktion identisch sind, reduziert sich die Normalordnung auf die Differenz der sym-
metrischen Anteile. Es bleibt zu klaren, warum S und W Biloésungen der KGG sind.
Dies folgt daraus, dass alle Zweipunktfunktionen und die Hadamardparametrix (fiir das
betrachtete Modell) Bilosungen sind. O

Um zu klaren inwieweit und fiir welche Testfunktionen die Hadamardparametrix posi-
tiv ist, untersucht man nun die Impulsraumdarstellung der Hadamardparametrix. Damit
beschéftigt sich der nachste Abschnitt, um dann wieder zur Konstruktion von Zustédnden
zuriickzukehren.

3.2. Impulsraumdarstellung der Hadamardparametrix

Um die Impulsraumdarstellung der Hadamardparametrix zu finden, kann man folgenden
heuristischen Weg nehmen, welcher, wie gezeigt wird, zur gewiinschten Hadamardpara-
metrix fithrt. Die Zweipunktfunktion des Vakuumzustands auf Minkowskiraumzeiten in
vier Dimensionen sei der Ausgangspunkt. Man tibertrage diesen auf zwei Dimensionen.
Dann erhélt man den folgenden Ausdruck.

u(h) = [ do [ o 568 = 2O fo0. ) (33)
Man definiert dazu eine entsprechende bilineare Distribution im Ortsraum durch
Hyos(g,h) == u(F{g*h}). (3.4)

x ist die Korrelation[] der beiden Testfunktionen und F ist die Fouriertransformation
auf D(R?). Allerdings ist die Distribution u nur aus D'(R? \ {0}). Unter Erhaltung
des Skalengrades soll die Distribution nun auf D'(R?) fortgesetzt werden. Eine gute
Zusammenfassung zu diesem Thema findet man bei Keller [?], welcher den folgenden
Weg ausfiihrlich beschreibt. Der Divergenzgrad dieser Distribution ist Null. Somit gibt
es eine ganz Klasse von Erweiterungen u der Distribution u, welche klassifiziert werden
durch Funktionen w(pg,p;) € D(R?) mit w(0) = 1 (siehe [7]).

u(f) = u(f(po, p1) — f(0,0)w(po, p1)) + Cf(0,0), (3.5)

IFiir zwei Schwartzfunktionen f und g ist die Korrelation f x g := (Pf)* * g. x ist die Faltung zweier
Funktionen und P soll die Punktspiegelung am Nullpunkt einer Funktion sein.
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

C' ist eine beliebige komplexe Zahl. Es wird zunéchst gezeigt, dass der Teil u(f(po, p1) —
f(0,0)w(po, p1)) einer Regularisierung mit dem Cauchyschen Hauptwert entspricht.

f(Po,p1) — f(0,0)w(po,p1)) + C£(0,0)
/ dpo / dpr 65 — p)O(p0) (f (0. pr) — £(0,0)w(po. pr)) + CF(0,0)

/ dp|p|< (Ipl.p) — £(0.0)w(|p|, p)) + CF(0,0)

Sei nun supp w(|p|,p) € [—¢, ¢] und v(p) :== 1 — w(|p|, p)

:/ dpf(\pl,p>—f(0,0)+/ dpf(lp\,p)+
—¢,d] p| R\[—¢,d] |p|

Das zweite Integral ist endlich, da v im Nullpunkt Null ist. Damit konnen die letzten
beiden Terme effektiv durch eine neue Konstante C’ (im weiteren wieder C' genannt)
beschrieben werden, d.h. C’f(0,0).

:/ dpf(|p|7p>_f(070)+/ g plp) FAelp) o0, 09
[—c,d] P R\[—¢,d] Ip|
:/ dpf(p,p)—f(070)+/ dpf(p,p) N

0 p c D

+/° dpf(—p,p)—f(0,0)+/‘cdpf( Zp)+c,f( 0)

:/Cdpf(p,p)Jrf(p, —p)—2f(0,0)+/°° apd ®:2) + S =)
0 P . D

+
+ C'£(0,0)

f kann nun durch ihre Fouriertransformierte g = h dargestellt werden. Sobald man einen

Konvergenzterm e~ Pl einfiigt, ist nach dem Satz von Fubini die Vertauschung der In-
tegrationen iiber p und iiber den Ortsraum moglich.

o, 1) / dt / dz ¢ Ml ot=19) (g 4 h) 8, 2)
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

Die Ausdriicke sind von jetzt an implizit als Grenzwert ¢ — 0% zu verstehen. Die Ver-
tauschung der Integrationen kann ausgefithrt werden.

1 ¢ empegi(pt=pr) 4 o—peci(pttpz) _ 9
Hort(Qah) = % /dt/d$(g*h)(t,$) (/ dp » +
0

e —pe ,i(pt—pz) —pe ,i(pt+pr)
N / dpe e + e e N C”)

p
_ %/dt/da:(g*h)(tfc)

¢ gpliz——e) 4 plizi—e) _ 9 00 epliz——€) | cplizy—e)
/ dp* e + / dp= e +C’
0 p c b

(3.6)

Die Lichtkegelkoordinaten wurden wieder verwendet z_ :=t¢ — 2 und z, =t + z.

Satz 3.2.1. Die Distribution H,.(g,h) entspricht der Hadamardparametriz

~5r [[atsan) [ ateargteons.m (52

aus (3.1). Es gelte (t,x) = ¢ und (s,y) = y.

Beweis. Die Berechnung reduziert sich nun auf die Berechnung von

c —pz __ 1 o) —pz
I(2) ::/ dpe—~|—/ alp6 .
0 p c p

I(z) ist holomorph auf €\ R_. Als Nebenbedingung sei der Realteil von z groer als
Null. Der Integrationswegﬂ von 0 nach ¢ und schliellich von ¢ nach oo wird aufgeteilt auf
einen Weg durch die komplexe Ebene ohne die negative reelle Halbachse zu schneiden.

[0,1] = C\R- 5_[0,1] — C\R-
ot e b i)
[0.1] = C\R 5. 01 —C\R
ot = i1+ u(M-1)) Tt e yemitan/?)

Der Weg —f steht im Folgenden fiir den Weg in umgekehrter Richtung. [(z) wird

2Ich méchte an dieser Stelle ausdriicklich Jan Schlemmer danken, der mir diesen Integrationsweg zur
Losung des Problems vorschlug.
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

Im

© M/ |z

Mz

Abbildung 3.1.: Weg in der komplexen Ebene

-pz _ 1 -pz _ e~ P?
S [ [ s [0)
a p 8 p -8 p
Loet 1 ! 1 1 e Bt)z
[ L) ey [ (),
0 0 z) ;+t(c— Tit(e-1)
1 1 e—B(t)z 1 o 1-tM+t
— dt | c— — —+hm /dtM—l——l—
L) I Jo PTG
Substitution ‘t,’:l—i—t(M—l)

1 eiMefitArg(l/z)
+ / dt(—iArg(1 /z))—)
0

damit zu

t

1 oo —t 1
+/ €_+ lim dt(—iArg(1/z))
1

0 M—oco 0

boet—1 1 1
:/dte —1n<—+t(c——>)
0 t z z
e

1 e—t -1 00 6—t 1 1
:/o dt " +/1 7+ln (a) —1—]\}13(100 i dt(—iArg(1/z))

TV
7 Euler-Mascheroni Konstante

e—Mcos(—tArg(l/z))e—Mi sin(—tArg(1/z) ( 1 )
=v+In| —
t cz

,MRe[e—itArg(l/z)]e,i M[m[e—itArg(l/z)] 1
t
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

cos(—tArg(1/z)) ist grofer Null, da |t| < 1 und der Realteil von 1/z auch grofier Null
ist. Dadurch ist das letzte Integral im Limes M — oo Null. Mit diesem Ergebnis setzt
man die Berechnung von H,,; fort:

Hort(g7h) :%/dt/dx(g*h)(t,x) (I(—in + 6) + I(—i$+ + 6) + C/)
:% dt / dx(g=h)(t,x) ((—1) ln(CQ(—ix_ +e)(—izy +€)) + 2y + C/)

D (Y
6270

mit \? = 5

__%/dt/ilx (g*h)(t,x)ln<_(t+i\62)2—|—$2)
1

=5 [ ds.y) /d(t,x)g(t,x)h(s,w I (U();Y)E)

]

Betrachtet man die ,reine* Impulsraumdarstellung in Gleichung ({3.6]), kann man po-
sitive von nichtpositiven Anteilen der Distribution unterscheiden.

Satz 3.2.2. Ein Anteil der Impulsraumdarstellung der Hadamardparametriz ist

L ePT— | ePT+ — 2
Hoe(9, ) = 5 / i [t [ dstgs i) =2,

Hyeq ist eine reguldre Distribution und Bilosung der KGG. Auflerdem ist Hy., keine
positive Distribution.

Beweis. Dass diese Distribution nicht positiv ist, folgt nach dem Theorem von Bochner
und Schwartz [?, Th IX.10, S.14]. Da sich die bilineare Distribution in diesem Fall als
Distribution auf der Korrelation der beiden Argumente auffassen ldsst, miisste nach
diesem Theorem die fouriertransformierte Distribution ein positives Mafl mit maximal
polynomiellem Wachstum sein.

Um die Glattheit zu zeigen, vertauscht man die Reihenfolge der Integration. Dies ist
ohne die Einfiihrung eines Konvergenzterms moglich.

1 c ez’p:p_ + 6ipm+ -9
Hoolash) = 5= [ [dstgenea) [ ap™—=
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

Man wendet sich folgenden Teilausdriicken zu:

° 1
I(x :/ dp
(®) 0 p
_ /Cdpcos(px) -1 +Z,/Cdpsin(px)‘
0 p 0 p

Beide Integrale lassen sich beliebig oft nach z differenzieren, auflerdem héngt das Inte-
gral stetig von x ab. Die Stetigkeit ist erfiillt, da beide Integranden £' integrabel sind
und stetig in x sind. Die Ableitungen der Integranden sind alle Produkte aus einfachen

Monomen und trigonometrischen Funktionen, welche auf beschrankten Intevallen auch
integrabel sind. Diese Voraussetzungen fiihren zur Glattheit von I(z) [?]. Der positive
Anteil ist nun eine Losung der KGG, da er eine Summe von Funktionen ist, welche nicht
simultan von x_ und z, bzw. y_ und y, abhéngen (siehe .

Howgl9:1) = 5= [ dlt.a) [ dls.g)glt.alhis,) (o = o) + 1o = 32)

Im Weiteren soll I(z_ —y_) + I(z+ — y4) als Hyey(x, y) bezeichnet werden. O

Satz 3.2.3. Der positive Anteil der Impulsraumdarstellung ist die Distribution

Huslgh) = o [ do [t [[dstg st

H,os ist keine reguldre Distribution, allerdings Bilosung der KGG und positiv.

T — Ipx 4

e +e -

PE——
p

Beweis. Die Positivitat folgt nach dem Theorem von Bochner-Schwartz, da die fourier-
transformierte Distribution ein positives Mafl besitzt, welches polynomiell beschrankt
ist. Die Distribution ist auflerdem durch ihre Aufspaltung in separate Funktionen von
Lichtkegelkoordinaten automatisch eine KG Losung. Il

Bemerkung 3.2.1. Trennt man die Hadamardparametrix nun in positive und nichtpo-
sitive, sowie in symmetrische und antisymmetrische Teile, so ist die Zweipunktfunktion
eines Hadamardzustandes w.

Ldg(f, g) = W(f7 g) + HfLeg(-f’ g) + ngg(-f’ g) + Hgi)s(f? g) + Hgos(fa g)
= W(f.9) + Hyoy(£.9) + Hio(F9) + 5A(f.9)

W ist wie zuvor die normalgeordnete Zweipunktfunktion. Zur Konstruktion von Ha-
damardzustanden miisste man nun nach Distributionen suchen, welche in der Summe
mit der nichtpositiven Distribution H,,, eine positive bilineare Distribution ergeben.

Es lasst sich nun eine notwendige Bedingung zur Positivitat der normalgeordneten
Zweipunktfunktion gegeniiber des negativen Teils der Hadamardparametrix finden. Zur
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

Vereinfachung soll folgendes Funktional auf den Schwartzfunktionen definiert sein:

O(f)(p) = /dx (f* % f)(t,x) (€7 +ePm+) |

27T

Die Ausfithrung der Integration liefert Folgendes
1 * ipxT ipx
Z—/dx /dyf (x+y) fly) (% +eP™)

/dx /dy / po pl po n ) —ipo(t+s) o +ip1 (z+y)
27T b )

/d(meh) f(qO,ql) lqos —iq1y ( ipx— + eng,ur)

+ | f(p, —p))2

f(p,p)

~ ‘ 2

Satz 3.2.4. Seiw ein beliebiger quasifreter Hadamardzustand. Sei auflerdem eine Funk-
tion ¢ € C*([0,c]) gegeben. Zu dieser seien Funktionen p. € C*™([c,c + €]|) gegeben fiir
die Folgendes gilt.

e g = ¢+ pe ist glatt
e gc+e)=0

Sei nun f. eine Funktion fir die gilt g. = D (f.). Dann gilt fir jede Funktion ¢, dass
lim W2, f) + Hoeg(f7, 1) 2 0
Beweis. Aufgrund der Positivitit der Zweipunktfunktion gilt fiir alle f € D(R?)

W(f*af) +Hneg(f*7f> +Hpos(f*7f) > 0

Der positive Teil der Hadamardparametrix Hp,s hat seinen Trager im Impulsraum in
einem Intervall [c, 00). Da der Tréager von D (f.) eingeschrénkt werden soll, miissen die
Distributionen auf Schwartzfunktionen fortgesetzt werden, denn die Fouriertransforma-
tion bildet die kompakt getragenen Testfunktion auf schnellfallende Schwartzfunktionen
S ab. Allerdings gilt die Ungleichung bereits nach dem Theorem von Borchers und
Schwartz [?, Th IX.10, S.14] auch fiir Schwartzfunktionen. Es kann damit ein f. € S
gewahlt werden, fir das der Tréger von D (f,) auf dem Intervall [0, c+ €] liegt und somit
in die zwei Funktionen ¢+ p, zerlegt werden kann (wie im Satz gefordert). Aufgrund der
Triger von H,., und H,,s héngt fiir ein ¢ die Distribution Hp,s(f*, f) nur von p. ab.

W(fZ, fe) + Hueg (5, fo) + K(pe) 2 0
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

K(pe) ist Hpos(fZ, fe). Da € beliebig klein gewéhlt werden kann, ist auch K (p.) beliebig
klein. Es folgt fiir alle ¢ mit D(f.) = ¢ + pe

lim W (S7, £+ Hoeg(f7, £0) 2 0.

Satz 3.2.5. Sei f € D(R?) und 0,, = 0; + 0,,. Dann gilt
H(Op [5,0:.f) >0

Beweis. Unter Verwendung der Impulsraumdarstellung (3.6|) fiir die Hadamardparame-
trix ergibt sich Folgendes

eipt—pz) | oilpt+pz) _ 9

H(Opy [, 0, [) = %/dt/dx(axif**axif)(taw) (/0 dp »

©  mpegipt—pr) 4 o—pepilpttpa)
+ / dp )

p
= %/df/dw(f**f)(m) /Ooodpp errE

Der letzte Ausdruck ist positiv nach dem Satz von Bochner und Schwartz. Man sieht
dies dadurch, dass durch die Fouriertransformation von f sich das Folgende ergibt:

=4w@pvmiMR

]

Korollar 1. Da der antisymmetrische Teil der Hadamardparametrixz der halbe Kommu-
tator ist (wie auch bei Zweipunktfunktionen), folgt fiir solche Testfunktionen, dass

H(Op 700 ) + H(Ous [, 00 [7) 2 iA(O0s 7, On f)

3.3. Eine Klasse von Zustanden und ihre
Erwartungswerte

Satz 3.3.1. Seien f,g Testfunktionen, Hy der symmetrische Anteil der Hadamardpara-
metriz und P eine Projektion

Pr=f-v [t
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

mit [ =1. Dann ist

HPo PR)+ 5 [ [0+ 5000 + 586,

die Zweipunktfunktion eines quasifreien Hadamardzustandes (r € R).

Beweis. Die Positivitat wird als Erstes iiberpriift. Dabei wird Satz[3.2.5 verwendet. Dies
wird wichtig durch die Beobachtung, dass

/Pf—O

Das wiederum bedeutet, dass eine weitere kompakt getragene Testfunktion 7 existiert,
welche nach einer der beiden Lichtkegelkoordinaten abgeleitet P f ergibt. Dann gilt nach

Satz [3.2.5 dass
H.(P[*.Pf)+ SA(PS*, Pf) 2 0

ist. Man erhéalt Folgendes, wenn man den Kommutator mit Hilfe der Projektion P zerlegt
und ¢ := f* wahlt,

M) = 5APFPH + 580 ) [ 1+ 580w [ £
Sei nun definiert (a,b € C und 7 € R)
= rA®, f) bimr [ 1
Dann ergibt sich fiir den Kommutator
A, f) = %A(Pf*, Pf) +a*b + ab*.

Mit der Ungleichung r2|a|? + %[b|* > a*b+ ab* und der bereits gefundenen Ungleichung
ergibt sich

1
H (Pf*, Pf) +r*al* + ﬁ|b|2 > —A(Pf*,Pf)+a*b+ ab*.

N | .

Damit ist die Positivitat der Zweipunktfunktion gezeigt. Diese ist auflerdem eine bilineare
Losung. Es verbleibt zu zeigen, dass die Differenz mit der Hadamardparametrix eine
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3. Konstruktion von Hadamardzustanden

symmetrische reelle glatte Distribution ergibt.

H,(Pg. Pf) + //g+ LA )AG ) + 5A, )~ H(g,f)
= H,(Pg, Pf) + //g+ —SA(f,¥)A(g,¢) — Hy(g, f)

:H(¢,¢)/g/f—H5(¢,f)/g—H /f+ //g+ A ¥)Ag, )

Die sich ergebende Distribution ist symmetrisch und reell. Die Glattheit der Distribution
ist gesichert, da H(x,v) glatt ist. AuBerdem ist dies eine Losung der Klein-Gordon-
Gleichung, da H eine Bilosung ist. O

Da sich dieser Zustand aus einer Erweiterung der Hadamardparametrix von Testfunk-
tionen, welche Ableitungen von Testfunktionen sind, auf alle Testfunktionen darstellt,
soll dieser Zustand im Folgenden wy genannt werden. wy ergibt fiir das Wickquadrat

Folgendes
2

e )(x) = () — 2H,(06, %) + -+ LA, 0

Fiir den Energieimpulstensor ergibt sich folgendes Ergebnis. Es sei daran erinnert, dass
nur Terme beitragen konnen, die in beiden Argumenten der Zweipunktfunktion nicht
konstant sind. A(x, 1)) ist eine beliebige Losung der Klein-Gordon Gleichung mit kom-
pakt getragenen Anfangsbedingungen und es sei g(zy) + h(z_) = A(x, ).

w07 ) (x) = 5 (¢ (22)? + (~ 1) W (@ )?)

r2

Fiir balancierte quadratische Ableitungf|ergibt sich mit etwas schwer filliger Berechnung

wol: 3 ) (x) = —2H,(9"0", %) + % (A(x, 99" )A(x, 1) — A(x, 9)A(x, 84p))

Der konstruierte Zustand besitzt eine punktweise positive Energiedichte. Der Betrag
des Erwartungswertes der Energie kann durch den Parameter r beliebig klein gewahlt
werden.

3Fi{ir eine genaue Definition und weitergehende Untersuchung siche Anhang [A|und Kapitel
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4. Allgemeine Eigenschaften und
Abschatzungen der
Erwartungswerte

4.1. Quantenungleichungen fiir das Wickquadrat und
den Energieimpulstensor

Einige klassische Observablen, wie beispielsweise der EIT, konnen nur positive Werte
annehmen. Dies wird bekanntermaflen in Quantenfeldtheorien so stark verletzt, dass
die Energiedichte in einem Punkt beliebig negativ sein kann [?]. Jedoch kénnen die
verschmierten Groflen fiir solche klassisch positiven Groflen zustandsunabhangig nach
unten abgeschitzt werden. Neben anderen hat Fewster in [?] solche Quantenunglei-
chungen genannten Abschatzungen fiir die Energiedichte eines bewegten Beobachters
aufgestellt. Dabei wurde die Normalordnung durch einen beliebigen Hadamardzustand
definiert. Zustandsunabhangig heifit, dass die Abschatzung einer mit einer Testfunktion
f verschmierten Enerdiedichte nur von dieser Testfunktion und dem zur Normalordnung
verwendeten Hadamardzustand abhéngt. Der konforme zweidimensionale masselose Fall
wird in Fewsters Veroffentlichung jedoch nicht behandehﬂ Es soll hier gezeigt werden,
dass Fewsters Methode auch in diesem Fall zu einer Quantenungleichung fithrt. Einfach-
heitshalber wird hier nur die verschmierte Energiedichte im Ruhesystem eines Zustandes
abgeschatzt. Sei nun ein beliebiger Hadamardzustand w gegeben, welcher eine normal-
geordnete Zweipunktfunktion W besitzt. Desweiteren sei G(t, r)? eine Schwartzfunktion
mit der die Energiedichte verschmiert wird.

w(:T")(G?) = /dt/d:l: (T"W (X,y))|x:y G(t,x)%

17Zu ganz allgemeinen zweidimensionalen konformen Modellen gibt es auch Quantenungleichungen bei
Fewster und Hollands [?]
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte
Der Limes der Punktspaltung kann auch mit Hilfe der Fouriertransformierten von Del-
tafunktionen ausgedriickt werden. Da der Energieimpulstensor nur von den chiralen

Anteilen der Zweipunktfunktion abhéngt (siehe , benotigt man nur Deltafunktionen
die von der Differenz der Lichtkegelkoordinaten abhangen.

/ / dx / dy (9,_0, W (x,y) +

8x+ 8y+W (X, y)) G(X)G(y)em(x+_y+)eiﬁ(9€7 —y_)

Da die normalgeordnete Zweipunktfunktion symmetrisch ist, kann die Integration tiber
a und § auf Rt beschrankt werden. Auflerdem wird partiell integriert in x und y.

0
a 8 +8 8 )G( )G(y)eia(x+_y+)eiﬁ(w7—y,)

Sei nun @ reellwertig und F5(x) 1= 9,, G(x)e =%+~ H-

OOd o0
:/0 W_‘;‘/O 43 W(FL7 FL) + W(FL,' Fo,)

Durch die Positivitiat der Zweipunktfunktion folgt, dass W + H positiv istﬂ Somit gilt
folgende Ungleichung

OOd o0
/0 W—f/o dB W (FLS Fh) + W(F, Fup)
@ ot
_/O F/0 dB H(F} Fl) + H(Fy', Foy)

Im Folgenden wird die rechte Seite dieser Ungleichung berechnet. Die Impulsraumdar-
stellung der Hadamardparametrix aus Gleichung (3.6 wird eingesetzt und die partielle

2H ist die Hadamardparametrix
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte
Integration riickgangig gemacht.
“da [ R
— - dB H(F 5", Fs) + H(F 5" F )

— da/ ag /dx (G x @) (x)e'™+eihr-

27T3

(82 Lo ) {/C dpep(mi ) 4 eplizs—e) _ 9 N /00 dpep(iL*E) 4 eplizy—e) }
xTr— T4
0 c

D D

—1 - = iaxy iBx
_ﬁ/o da/o ag /d(x+,:r_ (G* Q) (wy,z_)elm+ello-

/ dp p (P59 4 pliz—))
0
-1 ] 00 00
Zp/ d@/ df / dp pe” P (FH (G G) (a, B+p) + F (G*G) (a +p,B))
0 0 0

Das Integral iiber 3 und p bzw. a und p ist endlich, da F~! (G x G) in der Richtung
a + p bzw. § + p schnell abfillt. Die Rechnung wird nun exemplarisch an dem ersten
Term fortgefiihrt.

-1 oo o] 00 .
p/o da/o dﬁ/o dpp F~H (G*G)(a,+p)
___1 00 oo B+p B .
i [0 [T [ GGy )

Da die Korrelation zweier Funktionen symmetrisch ist, konnen die Integrale auf die
gesamten reellen Zahlen erweitert werden - kompensiert mit einem Faktor %

47r2 dv/dwv]: (G*G) (w,v)

=3 dr_0?> (GxQ)(0,7_ )|x__0———/dx (0,_G(t,x))?

Fiir den zweiten Teil erfolgt die Berechnung in entsprechender Weise und man erhalt als
gesamte Abschatzung

w(:T")(G?) > — o dx{ (0, G(t,x))* + (&HG(t,x))Q}
> _% dx {(DG(t,2))? + (0.G(t,2))?}

Man fasst dies als einen Satz zusammen.

Satz 4.1.1. Sei w ein Hadamardzustand und f eine beliebige punktweise positive Test-
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte
funktion, dann gilt

W(ETO)(F2) > —% /dm{(@x_f(t, )2+ (0, f(t, 7))}

Die gleiche Methode lésst sich auf das Wickquadrat anwenden. Sei F,5(x) := G(x)
eiar+ =i7— oine Schwartzfunktion und sei w ein Hadamardzustand, dann gilt

1 o o
(0?1 (G?) :F/o da/o A3 W (g, Fag).

In Anlehnung an das Vorgehen fiir den Energieimpulstensor lasst sich der Integrand
durch die Hadamardparametrix nach unten abschatzen:

1
> _— da/ B H(F. 5, Fup)

2

=37 / do / dp / dx (G x G) (x)e' ™+ eiPr-
¢ epliv-—¢) | eplivi—e) _ o o opliz—) 4 oplizi—e)
dp + dp
p ¢ p

— /da/dﬁ

{ LHG*G) (,p+B) + FHG*G) (a+p,B) —2F (G *G) (a, B)
0 p
+/00 dp]—"‘l(G*G) (a,p—l—ﬁ);}"‘l(G*G) (a—i—p,ﬁ)}

Partielle Integration innerhalb des ,p* Integrals fiihrt zu

_-t Oooda/ooodﬁ{—Q}“_l (G *G) (a, B In(c) +

2

[ o) 03 (7Gx G (aup+9) 4 0.7 (G0 <a+m>)}

/da/ 43 F (G# ) (0, B) In (5)
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte

Der Integrand ist wieder in o und 3 symmetrisch und es ergibt sich.

_ 2_71T2 Zda/idﬁ FLG*G)(a,B) (m (%) +In (’Li’))

- 2_71r2/z dov /Z dB F~H (G G) (. 8) (In(|a]) +1n(|5]) - 21n(e))

Die Fouriertransformation soll nun wieder von der Korrelation auf den Logarithmus
verschoben werden. Um die Integrationen nach dem Satz von Fubini vertauschen zu
konnen, miissen die Konvergenzterme e=“® bzw. e~%° eingefiihrt werden.

B 1
o2

/_Oo i, /_OO do_ (G+G) (24,2 )V2r (5 )F (eI (]- |)) (z1)
o) F (D) () - 2/A (65 )

- (In(+e—iz)—In(etiz

Die Fouriertransformation von F (e “In(|-|)) (z) ist —i Varetio D damit ergibt

sich der nachfolgende Term:

:2_;2 de+/2dx_ (G @) (24, 2.) (5(1;_)

—i(In(d —iz_) —In(0 + iz_))
(x_ +19)

—i(In(e —izy) — In(e 4+ ixy))
(x4 + ie€)

— 47 1n(c)5(:c+)5(a:_))

+6(xy)

Der Grenzwert fiir den Term —i(In(e—ix ) —In(e+ixz,)) lasst sich bereits berechnen. Der
Realteil ist symmetrisch in x und fallt deswegen heraus. Ubrig bleibt nur die Differenz der
Imaginéranteile des Logarithmus. Es ergibt sich, dass lim._o —i(ln(e—iz) —In(e+iz)) =
—sgn(z)m

_ _% | dara-) (GxG) (av,a-) (5@—)%”(“)%>
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte

Der Term wird symmetrisiert und die Ableitung nach x_ resp. x, aus dem Integranden
herausgezogen.

1

= [/ dry (GxG)(24,0)0,, In(x? — )+
a7 1 Jo

/0 " (G*G)(0,2_)0, In(z* —52)] - %ln(c) / dx G(x)*
_ L U dzy (0., (G % G) (24,0)) In(|zs])+

o0

[ a0 @rar0 >>1n<\x\>]—31n<c> [ ax G

™

T or {/ d‘“/ dy+/ dy- (|74 — y4)0p, G(z4, y-)G (Y4, y-)+
/ da_ / dy+/ dy_ n(jz_ —y_)9s G(ys, )G(er’y_)]
——lﬂ( )/dx G(x)%.

™

Die Abschatzung fiir das Wickquadrat ist weitaus komplizierter als fiir den Energieim-
pulstensor. Die untere Schranke ist nicht strikt negativ auf Grund des ersten Terms,
dessen Integrand einen Logarithmus enthalt und somit nicht klar positiv oder negativ
ist.

Satz 4.1.2. Sei w ein Hadamardzustand und G eine beliebige punktweise positive Test-
funktion, dann gilt

6?6 2 5 | [ don [y mlle — 10, 6,160+
[ o [ay e - -po. Gy )Gl
e )/dazG(w)Q.

™

4.2. Nichtexistenz translationsinvarianter Zustande

Bereits im ersten Kapitel wurde erwahnt, dass es im zweidimensionalen konformen Fall
keinen poincaréinvarianten Vakuumvektor im Hilbertraum der GNS-Darstellung gibt.
Es soll hier gezeigt werden, dass bereits translationsinvariante Zustande nicht existieren
konnen.

Definition 4.2.1. Ein Hadamardzustand w ist translationsinvariant, wenn die 2-Punkt-
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte

funktion wy dargestellt werden kann unter Verwendung einer Distribution ws € D'(R™)

wa(f,9) = wa(f *g)
% ist die KorrelationP] zweier Funktionen.

Die Hadamardparametrix ist in diesem Sinne auch translationsinvariant. Damit ist
die normalgeordnete Zweipunktfunktion eines translationsinvarianten Zustandes auch
translationsinvariant.

Satz 4.2.1. Alle glatten bilinearen Losungen W der KGG, welche translationsinvariant
sind, sind gegeben durch zwei C*°(R) Funktionen g und h.

Wiz, y) = g(xy —ys) + iz —y-)

Beweis. Wie nachfolgend noch besprochen wird, muss W aus drei Funktionen f, fo und
f3 aus C(R)? bestehen{]

W(Xa y) = f1<w+ay+) + f2(l'_,y_> + f3(x—7y+) + fg(y_,$+)

Die Translationsinvarianz fordert nun fiir alle a € R?, dass

Wx+ay+a)=W(xy)
= [i(ry +ay,ys +ay) + folr- +a,y-+a) + falz- +a_,yy +aq)+
fa(y— ++a, 2y +ay) = fi(rg,y) + ooy ) + fa(z—,yy) + fa(y—, o)

Betrachtet man nun eine Ableitung nach z_ und y,, so erhilt man die Gleichung

0, 0, W(x+a,y+a)=
Oy f3(r— +ta_,yy tay)=
aaf(‘?a W(x+a,y+a)=0, 0y fs(x_,ys+)
Do 00, W(x, ) Ox_0y, f3(x_,yy)
=0,_ ay+f3< T, Yy)

( *aer)

f3 muss also konstant sein. f; und fo hingegen miissen gegeben sein durch Funktionen
(g und h), welche nur von der Differenz x —y abhéngen.

W(xy) =g(xy —ys) +hle_ —y-) O

Es soll nun gezeigt werden, dass translationsinvariante Bilosungen in der Summe mit
dem nicht positiven Anteil H,., keine positive Distribution ergeben konnen.

3Die Korrelation zweier Testfunktionen f, g ist definiert durch die Faltung *, in dem fxg := f*(—2) * g
4 siehe Diskussion in
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte

Satz 4.2.2. Set W eine translationsinvariante Bilosung der KGG. Es existiert ein ¢ €
C>([0,¢c]), sodass fiir alle € > 0 eine beliebiges p. € C*([c,c + €]) gewdhlt werden kann,
welches folgende Figenschaften erfillt

o ¢+ pe ist glatt,
e plc+e)=0.

Fiir alle Funktionen f. fir die gilt D(f.) = ¢ + pe gilt dann die folgende Ungleichung.
limg W (FZ £+ Ho (£ 1) < O

Beweis. W ist im Allgemeinen keine schnellabfallende Funktion. Es ist jedoch moglich
die Fouriertransformation im Sinne von Distributionen durchzufithren. Der Kern der
Distribution W kann somit unter Verwendung der Fouriertransformierten y4 angegeben
werden. Da W reell und symmetrisch ist, sind auch yi reell und symmetrisch.

1 .
VV(X7 y) /dp (X+( ) ip(x+—y+) + x_ (p>62p(m,—y7))

27

Es geniigt Testfunktionen f(t,z) = g(z4)h(x_) zu betrachten. g steht fiir die Fourier-
transformierte einer Funktion g. Fiir die einzelnen Beitrage der hier betrachteten Summe
erhalt man dann Folgendes.

ep(z——y- eP(@+—y+) _
Hyeo(f* f) = / dp/dX/dy " 2g(f6+) h(z-)"g(y4)h(y-)

:z/ (m>umnﬁumnm<n—mmn|<w)

W) = /IDQAMM@WW®W+X(MW@WMWW>

Da § und h die Fouriertransformierten von Schwartzfunktionen sind, kann man ¢ und
h so wéhlen, dass ihr Trager im Intervall [0, ¢ + €] liegt. Man wahlt nun fiir jedes € > 0
die zwei Funktionen § und A so, dass §(c + €) = 0 und h(c + €) = 0. Sei jetzt f. die
entsprechende Schwartzfunktion, sodass ®(f.) = gh ist.

(1) (1 +x+ ()p) — [5O)*) +
(1) 2 (1 + x—(0)p) = [R(O)) + K (e

1 /1
W0+ B2 £ RO [
oL o

085 [ v

5 f, ist eventuell eine Schwartzfunktion. Siehe dazu Satz m
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte

Im Limes € — 0 wird K (€) beliebig klein, somit ergibt sich fiir den Grenzwert.

iny W)+ o) =) [ (300 1+ x o)) = 30)F) +

5OF5 [ o (R 0+ x- o) - BO)F)

Man wéhle nun einmal § und & so, dass eine der Funktionen Null im Nullpunkt ist,
wéahrend die andere einen beliebig schmalen Tréger um ein p € (0, ¢) habe. Daraus folgt,
dass nur x4 noch ausgeschlossen werden miissen fiir die gilt

1
X+(p) = - oder 1+ px+(p) > 0.

Sei nun x(p) fiir ein p’ negativ, dann folgt fiir eine Umgebung I dieses Punktes, dass

1 —px+(p) >0

? in dem betreffendem Intervall I identisch 1 —py, (p) und auBerhalb des-
k

Sei dann |g(p) p
sen Null bzw. eine Funktion, deren Integral beliebig klein ist. |h(p)
von Null bei p = 0, dann erhélt man den Grenzwert.

sel dann verschieden

ing W(I™ 1)+ Hoeg 7 ) = IO [ o (1= o () (1 - () = 1)
1

—~[hO); [ dpr (v ) <0

Dies gilt entsprechend fiir xy_. Damit verbleiben nun noch Funktionen mit x4 (p) > 0.
Man wahle wieder fiir die beiden Testfunktionen die Ausdriicke
1 1

0 = e MO = o

Diese sind wohldefiniert und stets kleiner gleich eins, wegen der Positivitat beider y..
Man setzt diese konstruierten Funktionen ein und erhélt

1 (e 1 1
lim 6*75 Hp, 5*76 —_/d_(——1)+
2y WU ) e J) = AT

1/Cd1< 1 1)<0
— p_ —_— — .
4 Jo "p \1+x-(p)p

Wenn y+ verschieden von Null ist auf [0, ¢|, dann ist dieser Ausdruck kleiner als Null.
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4. Allgemeine Eigenschaften und Abschatzungen der Erwartungswerte

Fiir den Fall dass x4+ auf dem Intervall [0, ¢] Null ist, ist das Integral fiir jede auf dem
Intervall [0, ¢] monoton abfallende Funktion negativ. Es sind somit alle Falle abgedeckt.
Es gibt somit keine Wahl fiir y ., fiir die keine Folge von Testfunktion f. mit supp D (f.) C
[0, ¢ + €] gefunden werden kann, sodass die gewlinschte Ungleichung gilt.

lim W2, £) + Hoeg (7 1) < 0. =

Korollar 2. Da dies im Widerspruch zu Satz[3.2.4 steht, kann es keinen translations-
imvarianten Zustand geben.
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5. Notwendige Bedingungen fur die
Erwartungswerte

Die drei quadratischen Operatoren, die in der vorliegenden Arbeit behandelt werden, sol-
len in diesem Kapitel in vereinfachter Weise untersucht werden. Die normalgeordneten
2-Punktfunktionen werden dazu als eine glatte, bilineare Losung der KGG, beschrieben.
Das heifit die Positivitat der Zweipunktfunktion muss implizit gefordert werden. Der
Sinn dieser Betrachtung hat zwei Griinde. Erstens ist die Positivitat einer bilinearen
Distribution nicht konstruktiv gegeben und es gibt keine allgemeinen Aussagen iiber die
Art solcher Distributionen. Im Anhang unter [C.4] findet man einige allgemeine Aussa-
gen zu regularen positiven Bidistributionen. Zweitens konnen in dieser Weise beziiglich
der gegenseitigen Abhangigkeit der Erwartungswerte bestimmte Zusammenhénge aus-
geschlossen werden. Der Ausgangspunkt dieses Kapitels ist ein beliebiger Hadamard-
zustand w. Die zugehorige normalgeordnete Zweipunktfunktion ware mit Verweis auf
Gleichung (3.1.2)), durch die Funktion W gegeben. W ist symmetrisch und reell. Die
Aussage aus zu solchen glatten Bilosungen besagt nun, dass immer vier glatte Funk-
tion g, h, = und Z’ existieren, welche alle reelle Abbildungen aus C*°(RR?) sind.

W(x,y) =g(xs,ys) +hlz_,y-) + ZE(z_, y4) + Z'(y—, )

In diesem Abschnitt wird sehr stark von den sich ergebenden Eigenschaften der Funk-
tionen durch die Verwendung von Lichtkegelkoordinaten Gebrauch gemacht. Zur Erin-
nerung: Diese sind definiert als x. = ¢+ x. In dieser Arbeit ist immer dann die Rede von
Funktionen des Typs g, h und =, wenn Funktionen nur von den entsprechenden Argu-
menten abhangen. Diese Zerlegung ist auf keinen Fall eindeutig und es sollen nun einige
Konventionen festgelegt werden, mit denen diese Freiheit etwas eingeschrankt wird. Die
Symmetrie unter Vertauschung von x und y ermoglicht eine erste Vereinfachung. Fiir
jede symmetrische Funktion W (x,y) gilt, dass eine nichtsymmetrische Funktion W' exi-
stiert, sodass W(x,y) = W/(x,y) + W'(y, x). Somit hat W in der Darstellung durch g,
h, Z und =’ die Form

(11

(- ys) +E(y- 24 )+
(y—7 ZL’+) + E,(I'_, y-l—)

W(x,y) =g(r1,y4) + h(z_,y-) +
g(y-f—a "L‘-I—) + h(y—7 l‘_) +

[1]

Die Funktionen sind selbstverstandlich nicht identisch mit denen aus der vorangegange-
nen Gleichung. Somit kann die Zerlegung reduziert werden auf drei glatte Funktionen
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte

g, h und Z. g und h sind symmetrisch unter Vertauschung ihrer Argumente.

W, y) = g(ra,y) +hla_,yo) + 5 (e, us) + (- 2)) (5.1)
Nach der Sicherung der Symmetrie legt man fest, dass alle ersten Ableitungen von = Null
sein sollen. Damit gehoren Funktionen, die nur von einer Lichtkegelkoordinate abhangen
zu Funktionen des Typs g und h.

Die nachfolgenden Betrachtungen sind alle nach der gleichen Vorgehensweise aufge-
baut. Zunéchst wird fiir eine normalgeordnete Zweipunktfunktion W (nach (5.1))) das
entsprechende Feld berechnet. Dann stellen sich zwei Fragen. Einerseits soll eine Art
Umkehrung dieser Zuordnung von W zu einem Erwartungswert gefunden werden. Statt
der normalgeordneten Zweipunktfunktion einen Erwartungswert eines Operators zuzu-
ordnen, soll mindestens einem Erwartungswert eine normalgeordnete Zweipunktfunktion
zugeordnet werden. Anschliefend wird untersucht, inwieweit die normalgeordnete Zwei-
punktfunktion unter beibehaltenem Erwartungswert durch Addition eines Kerns erwei-
tert werden konnte. Als Kern soll hier eine glatte normalgeordnete Zweipunktfunktion
bezeichnet sein, die den Erwartungswert Null hat. Schliellich sollen auch Abhangigkei-
ten zwischen den quadratischen Operatoren gezeigt werden.

Bemerkung 5.0.1. An dieser Stelle soll noch eine technische Anmerkung gemacht wer-
den. Im Laufe dieses Kapitels werden gelegentlich glatte Funktionen fi,--- , f; verwen-
det. Diese Funktionen sind immer im Kontext des betreffenden Satzes zu betrachten und
bezeichnen nicht iiber das gesamte Kapitel hinweg die gleichen Funktionen.

5.1. Die quadratische balancierte Ableitung

Die quadratische balancierte Ableitung wird im Folgenden vereinfacht balancierte Ablei-
tung genannt. Eine Definition dieser Ableitung findet sich im Anhang Interessant
ist dieser Operator, da er auch als thermischer Energieimpulstensor aufgefasst werden
kann [7].

(0"W) (z) = }llirr(l) Moy g(xy +hy,xp —hy)+h(vo +h_,x_ —h_)+

1
5 (E('CE— + h_,$+ - h+) + E('CE— - h_,$+ + h+))

Fiir die Ubersichtlichkeit seien fiir f : R x R — R die partiellen Ableitungen 0™
(@, 9)|(wy) = (%0, Y0) abgekiirzt mit O (g, 90).
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte

@ W) (x) =g®N @y, zy) — 290D (4, 20) + g0 (0, 24+
DR (2 )+ (5.2)

(—1 )“+”h(2’0 (z_,z_) + 2(=1)P RO (2 a ) 4 (
(D ECN (@ zp) + (1) 4+ ()" HES (@, 2y) + 2O (2 2y

Die Ableitung von = konnen zu Ableitungen auf der Diagonalen von = zusammengefasst
werden. Mit Hilfe der Funktion =(z,t) := Z(z_, x4 ), gilt nun fiir die Ableitungen von =

(0= 0:)* S(t,2) =4 E* (2, 2y
(0 + 0,)° Et,x) = 4 E* (a, )
(07 — 02) 2t x) =4 20V (z_ xy)

Damit vereinfacht sich die balancierte Ableitung von =. Zur besseren Ubersicht notieren
wir die Gleichung mit 2 x 2 Matrizen. Das heifit 0**W ist eine Matrix, deren Darstellung

in den Komponenten ¢ = 0,1 und v = 0,1 ist

=) (x)
:i{( D) @-ars (T @-as (] ) @rarfEes
-1 {( ) ( 8) & + (Z 3) atax} 2(t,2)

ta:r =
(o5, )zt
Fiir die Ableitungen der Funktionen ¢ und & sei zur Ubersicht noch der Operator P

(5.3)

eingefiihrt
Pg(z) = ¢*V(z,2) = 29"V (2, 2) + g2 (2, 2)

Die balancierte Ableitung zerfallt dann in zwei Ausdriicke

vy, ) — 200 (wp, ay) + g0 (@p, ap)+

(5.4)

g0
4 (_1)u+uh(20 (l’ T )+2(—1)”+V+1h(1’1)(x,,x,) + (_1>u+uh02 (J: T )
_ (Pg(er) + Ph(z-) Pg(z) — Ph@))
Pg(zy) — Ph(z_) Pg(zy) + Ph(z_)
~ (5 ) aten+ Preen+ (7 0) Pate) - Phic)
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte

Die sich aus dem = Teil ergebende Matrix Hg ist die an der Querdiagonale gespiegelte
Hessematrix von = |I| Das Umkehrungsproblem zur Zuordnung eines Erwartungswertes
zu einer normalgeordneten Zweipunktfunktion soll so gelost werden, dass die von g und h
abhangigen Teile und der von = abhangige Teil separat vorgegeben werden. Diese konnen
natiirlich nicht rein willkiirlich gewéahlt werden. Der = Teil wird nun zuerst behandelt,
gefolgt von ¢ und h. Zunéchst hat man folgende Proposition fiir die Hessematrix einer
Funktion.

Satz 5.1.1 (Hessematrix). Sei g € C*(R?) und H, ihre zugehirige Hessematriz, dass
heifst H;; = 0;0;9(t,x). Sei nun eine Hessematriz vorgegeben durch drei Funktionen
fi =g, fo = 0,0,9 und f3 = 0?g. Als notwendiges Kriterium fiir diese drei Funktionen
sei angenommen, dass

a§f1<t,l‘) = a§f3(t>$) ; atfl(tvx) = axf2(t’x) ; axf?»(tw?:) = atf?(t>$)

(Hessematrizkriterium). Dann hat die Funktion n

n(t,x) /dt/ dx' fo(t', x") /dx/ dz" f1(¢ /dt/ dt” f5(t",
d da

genau die durch alle f; vorgegebene Hessematriz. 1, p,c;,d; sind beliebige reelle Kon-
stanten.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Ausrechnen und Ausnutzung der Vorausset-
zungen. [

Korollar 3. Man gebe fiir die balancierte Ableitung des =-Teils drei Funktionen vor,
welche das Hessematrizkriterium erfillen. = ist dann folgendermafien bestimmt

E(@-,ys) =1 :

2 2

Betrachten wir nun die Anteile durch g und h. Diese ,zerfallen“ chiral zu einer Li-
nearkombination von Funktionen die jeweils nur von x, oder x_ abhangen . Zur
Rekonstruktion von g und h benétigt man folglich zwei Funktionen a(z;) und b(z_).
Um den Konvergenzlimes bei der Bildung der quadratischen Ableitung umzukehren,
sucht man zuniichst die Funktionen a(z,,y4) und b(z_,y_), welche auf der Diagonale
X = y mit a und b iibereinstimmen. Dies ist immer moglich, da es sich um eine stetige
Fortsetzung von glatten Funktionen handelt. Gleichzeitig ist diese Art der Erweiterung
natiirlich hochgradig nicht eindeutig. Die gefundenen Ausdriicke fiir ¢ und h in Glei-
chung lassen sich durch die Symmetrien in den Lichtkegelkoordinaten umschreiben

1Eine an der Querdiagonale gespiegellte Matrix soll mit dem oberen Index @ bezeichnet sein.
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte
in
ny o 2
§) g($+;y+)|x:y = (8tx - aty) 9(ri,yy)

" ha_,y ),y = (0, —3,,)" hlz_,y-)

o=y (5.5)

Riickwiéirts lasst sich also aus a(z) und b(z_) die Zweipunktfunktion konstruieren.

T =Y+ &1
94, y4) :/ dfl/ dés a(xy +yr — &0, 24 +ysr + &)

“ - a2 (5.6)
T =Y &1 5
h<x_,y_>:/b d&/b A6 b (e +y. — vt +y +6)

Diese Funktionen konnen umgeschrieben werden in eine einfachere und tibersichtlichere
Form. Sie lassen sich ebenso durch die zwei Funktionen A(xy — y,,xy + y.) (resp.
B(z_ —y_,z_+y_)) ausdriicken, sodass AZ%(0,2y) = a(y) (resp. B und b). Man kann
diese Gleichung auffassen als einen Weg, das Urbild des Operators P zu erhalten. Diese
Erkenntnisse iiber die Form der balancierten Ableitung lassen sich nun zusammenfassen
in einem Satz.

Satz 5.1.2. Die balancierte Ableitung 0" W (t,x) ist eine Funktion, die zum Finen aus
einem chiralen Anteil a(xy) und b(z_) und zum Anderen dem = Anteil “besteht. Der =-
Anteil besteht aus drei Funktionen f1, fo und f3, welche das Hessematrizkriterium|5.1.1
erfillen. Die Funktionen A(xy —y,,xy +yy) und B(x_ —y_,x_+y_) sind Funktionen
fiir deren Ableitungen A®9(0,2z,) = a(zy) und B®9(0,2z_) = b(x_) gilt und sie
bestimmen den g und h Teil der balancierten quadratischen Ableitung.

(0 W) () =

02 f1(x) + AZ0(0,22,) + B29(0,22_) 0,0, fo(x) + AZ9(0,2x,) — BZ9(0,2x_)
;0 fo(x) + AR0(0,22,) — B20(0,22_)  92fs3(x) + AZ9(0,22,) + BZ9(0,22_)

= S

Die zu einer solchen balancierten Ableitung gehirigen Funktionen W (z,y) sind gegeben

durch
W(z,y) =A(ry —yp, 2 +yi) + Bla- —y_,o- +y-)+
1 Yy T2 Yy — T Ty +Y- Ty — Y-
2(”( > 2 )T T2 T

Welche Funktionen Kp(x,y) kann man zu einem beliebigen W (z, y) addieren, sodass
oMW (t,z) = (0" (W + Kp))(t,x), ist die zu beantwortende Frage.
@ W)(t, ) = ( ), g

Satz 5.1.3 (Kern der balancierten Ableitung). Der Kern Kg(x,y) der balancierten
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte

Ableitungen ist

Kp(z,y) = fi(rs =y, 24 +y4) + folo- —y-, 2 +y-)

mit f29(0,22.) = 0 und f22(0,22_) =0

Beweis. Die Teile einer balancierten Ableitung von g und h bzw. aus = konnen sich
nicht gegenseitig zu Null erganzen. Deswegen miissen beide Teile des Kerns Null werden.
Angenommen es gabe eine solche Funktion Kp im Kern, dann betrachtet man den =-
Teil K% dieser Funktion. Dazu beschrinkt man sich zunichst auf die Diagonale und
verwendet daher nur die Koordinaten (¢, x).

0,0, K5(t, ) = 0 es folgt K5(t,x) = a(t)x + b(t)
0,0, K5(t,x) = 0 es folgt a”(t) = 0 und b”(t) = 0
0,0, K5(t,z) = 0 es folgt K5(t,z) = dx + et + f

a(t) und b(t) sind beliebige glatte Funktionen von t. Die Parameter d, e, f sind reell.
Dies bedeutet, dass K5(z_,y;) = (4 +y4)3(d +¢e) + (z- +y_);(e — d) + f. Diese
Funktion ist eigentlich, da unsere Zerlegung von W (x,y) nicht eindeutig war, ein Teil
des g und h Anteils. Als néchstes bleibt zu tiberpriifen, ob der g und h Anteil auch einen
derartigen Kern besitzt. Dazu sieht man aus , dass die Gleichungen Pg = 0 und
Ph = 0 erfiillt sein miissen (fiir P siehe (5.4)). Aus der Rekonstruktion dieser beiden
Funktionen erkennt man, dass Funktionen f; ’0) (0, 2+ + y+) = 0 im Kern liegen. O]

Nachdem der Kern nun gefunden ist, verbleiben noch die Berechnungen der Auswir-
kungen auf die restlichen Erwartungswerte. Zunéachst erfolgt dies fiir das Wickquadrat.

Kp(x,x) = f1(0,2x_) + f2(0, 2z, ). (5.7)

Diese konnen beliebige Funktionen der beiden Lichtkegelkoordinaten sein. Um sich davon
zu tiberzeugen nehme man einfach Funktionen der Art G(z4 + yy ). Fiir den Energieim-
pulstensor erhalt man

(T Kp)(t, ) = £*7(0,20) + £1°2(0, 22). (5.8)

Der Energieimpulstensor des Kerns ist also die zweimalige Ableitung des Wickquadrates
nach den Lichtkegelkoordinaten. Damit kann der Energieimpulstensor nicht mit beliebi-
gen Klein-Gordon-Losungen verandert werden.

Satz 5.1.4 (Uber die balancierte Ableitung und das Wickquadrat). Gegeben seien zwei
Hadamardzustinde wi und wo, deren balancierte Ableitungen identisch sind. Die Diffe-
renz der beiden Wickquadrate ist eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung.

Beweis. Wenn die balancierten quadratischen Ableitungen identisch sind, heifit das, dass
sich die normalgeordneten Zweipunktfunktionen maximal um eine Funktion aus dem
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Kern der balancierten Ableitung unterscheiden. Dieser ist, wie gezeigt wurde, eine Lo-
sung der KGG. ]

Satz 5.1.5 (Uber die balancierte Ableitung und den Energieimpulstensor II). Gegeben
seien zwei Hadamardzustande wy und we mit den normalgeordneten Zweipunktfunktionen
W1 und Wy, deren balancierte Ableitungen identisch sind. Die Differenz der Energieim-
pulstensoren ist

TWy =T Wy = f"(21) + (=1)""g"(z-).

mit f, g € C°(R).

Korollar 4. Seien zwei Hadamardzustinde (wi, we) gegeben, deren EIT und BQA iden-
tisch sind. Die Differenz ihrer Wickquadrate ist eine Funktion cit + cax + c3 (¢; sind
beliebige Konstanten).

5.2. Der Energieimpulstensor

Es wird der Energieimpulstensor aus (A.0.1)) verwendet. Der sich aus dem = Teil erge-
bende Teil des Energieimpulstensors ist Null, daher ist

Tyl

. 1,2 y —
(W) =l (89 = 500 91) (o) 4 blomo) + o)

(5.9)
= g(l,l) (er? er) + h(Ll) (QZ,, x*)(_l)lﬂru'

Der Energieimpulstensor ist nach eine Losung der Wellengleichung. Es soll eine
Matrix von glatten Funktionen Energieimpulstensor genannt werden, sobald die Matrix
eine Losung der Wellengleichung in dieser Form ist. Man rekonstruiert eine zugehorige
Funktion W (x,y), indem zwei Funktionen a(zy) = (7% + T%) und b(z_) = (T™ —
T%) vorgegeben werden. Mit diesen verfihrt man wie fiir die g- und h-Teile in und

erhalt somit folgenden Satz.

Satz 5.2.1. Fiir alle a(xy) und b(z_) existiert eine normalgeordnete Zweipunktfunktion
W (z, yfF sodass (THW)(z) = a(zy) + (1) b(z_). W ist gegeben durch

Wiz, y) = filry —ys, 24 +ys) + folom —y_, o +y_ ) +G(z_,y4) + Gly—, z4) (5.10)

FOP(0,224) — £29(0,221) = a(zy) und £72(0,22-) — f29(0,22_) = b(x_). G ist
eine beliebige glatte Funktion. Alle Funktionen sind symmetrisch unter Vertauschung von
x und y.

Beweis. Da man eine Funktion f(z,y) auch stets als eine Funktion f(z — y,z + ) :=
f(z,y) betrachten kann, sind die genannten Bedingungen an f; und f; einfache Umfor-
mulierungen des Energieimpulstensors in Gleichung (5.9)). G kann im Rahmen der allge-
meinen Voraussetzungen an W beliebig gewahlt werden, da dieser Anteil verschwindet.

2unter Vernachlissigung der Positivitit
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte

Als Beispiel fiir eine solche Konstruktion kann man angeben

1 Ty +y
filze —yp, 00 +yp) = —= (24 —y4)’a (;) )

2 2
Palr— —y— o +y-) = —%(fc——y—)Qb (—x_;y‘). O

Der Kern des Energieimpulsoperators K.;; lasst sich durch diesen Satz leicht finden.
Er besteht nun aus solchen oben erwahnten Funktion f; und f5 fiir die a bzw. b Null
sind. Betrachtet man zunachst das quadrierte Feld,

Keit(x7 X) = f1(07 2I+) + f2(07 21’_) + E(.Z‘_,.T+),

stellt sich die Frage, ob dies beliebige Funktionen von x sind. Dazu betrachtet man
Funktionen der Form g(xy,yy) + h(z—,y-) = ¥1(xy) + ¢d2(y4) + Y1(2-) + ¢2(y-). Die-
se erfiillen die Bedingungen fiir den Kern. Thr quadriertes Feld ist 2y (zy) + 2¢(x_).
Z(z_,z,) ist eine ginzlich allgemeine Funktion von x deren Ableitung nach den Licht-
kegelkoordinaten nicht verschwindet. Fiir die balancierte Ableitung des Kerns K.;;, greift
man auf die naheliegende Form zuriick, die durch die Bedingungen ¢V (zy,zy) = 0
und WY (z_,2_) = 0 charakterisiert wird. Der Ausdruck der balancierten Ableitung
schreibt sich dann:

(8" Keir)(t, @) =(0"E)(t,2) + g0 (@4, 21) + ¢ (g, 24)+
+ (=) (RO (2 ) + O (2 z_))

Aufgrund der Kernbedingung (¢%V(z4,2,) = 0 und A0Y(z_, x_) = 0) gilt fiir diesen
Ausdruck, dass

= ¢ 2) + g (e, 2) + (D)MW (2 2) + KO (a_ x))

=0 (glons) o)) = (o5 O ) 0losm) o).

Wenn man nun die Form des = Teils aus ({5.3]) beriicksichtigt wird klar, dass sich die
Anderung fiir die balancierte Ableitung durch g und h aus dem Kern des Energieimpul-
stensors beispielsweise auch durch Folgendes = erreichen lassen.

Egh(x—7y+) = h(l’_, LL'_) + g(y+7y+) + E($_7y+). (511)

Weiterhin bestétigt sich hier auch, die bereits in [A.3] getroffene Beobachtung, dass sich
balancierte Ableitungen und Energieimpulstensoren direkt beeinflussen. Fiir ein beliebi-
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ges W(x,y) gilt fiir die Summe

(2T"W) () + (@W)(x) = (D) (a—x,) + g (s, w4
g0 @y ) + (DR (o) + hO ()

Mit Hilfe von Zg, ist dies
= 0" (Zgn) (¢, 2).

Zum Ende dieses Abschnittes sollen diese Abhéingigkeiten zusammengefasst werden.

Satz 5.2.2 (Die balancierte Ableitung und der Energieimpulstensor). Seien wy und wy
Hadamardzustinde und deren normalgeordnete Zweipunktfunktionen Wi und Wy. Sei
auferdem die Differenz TH W, —T" W,y = 0. Die Differenz der balancierten Ableitungen
ist damit eine Hessematriz. [

Beweis. Der Kern des Energieimpulstensor kann vollstandig durch Funktionen des Typs
= beschrieben werden. Die balancierte Ableitung einer solchen Funktion ist eine Hesse-
matrix. O

Satz 5.2.3 (["Jber den Energieimpulstensors und das Wickquadrat). Seien w und o’
Hadamardzustande und die zugehorigen normalgeordneten Zweipunktfunktionen W, und
W Ist TFW,=T*W,,, so ist die Differenz der Wickquadrate W, (x, €) — W, (x, x)
eine beliebige glatte Funktion von x.

5.3. Das Wickquadrat

Das Wickquadrat der normalgeordneten Zweipunktfunktion W (x,y) ist
W(l’,{[‘) :g(l'+7f[7+)+h($_,$_)+5<$_,l'+). (512)

Zunachst ist dies eine beliebige glatte Funktion in x. Die Umkehrung dieser Zuordnung
ist immer moglich und fordert von g, h und = nichts aufler, dass die Diagonale die
geforderte Funktion ist. Da der Kern alle Zweipunktfunktionen enthéalt, welche Null auf
ihrer Diagonale sind, ergibt sich folgender Satz.

Satz 5.3.1 (Kern des Wickquadrates). Der Kern des Wickquadrates ist auf der Diago-
nalen eine Funktion vom Typ g oder h.

3gespiegelt an der Querdiagonale
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte

Beweis. Sei K¢g im Kern des Wickquadrates. Dann ist die Diagonale Null.

Ko(z,z) =0
0=g(xy,xy) +h(zx_,z_)+=Z(v_,z4)

= E(l’_,l‘+) = _g(‘r-‘mx-l-) - h(,I_,l‘_)

Da Funktionen vom Typ = nicht vom Typ g oder h seien konnen, es sei denn sie sind
konstant, folgt dass = Null ist. O]

Die Darstellung des Kerns lasst sich insofern in die iibersichtliche Form

Ko(x,y) = g(z+,y4) — g(@y,24) + bz, y-) — h(z_,z_) (5.13)

bringen. Der Energieimpulstensor ist also frei beeinflussbar, da g(zy,z;) und h(x_,z_)
nicht dazu beitragen. Fiir die balancierte Ableitung ergibt sich hingegen

(5#1/_;(@)(157@ = _49(171)<I+7 JI+) - (_1)/1_‘_”4]7’(1’1) (.I_,[L’_).

Dadurch ergibt sich wiederum folgende Relation zwischen dem Energieimpulstensor und
der balancierten Ableitung des Kerns K¢

(0" Ko)(t,z) = —4(T" Ko)(t, x).

Satz 5.3.2 (Uber den Kern des Wickquadrates). Zu einem vorgegebenen Wickquadrat
Q(x) kann man einen beliebigen Energieimpulstensor wdhlen.

5.4. Zur Vorgabe von Erwartungswerten

Mit Vorgabe von Erwartungswerten ist Folgendes gemeint. Man nehme an, dass es einen
Zustand gabe, dessen Erwartungswerte fiir bestimmte Observablen bereits vorgegeben
seien. Gibt es nun andere Zustdnde mit den selben Erwartungswerten und inwieweit
unterscheiden sie sich? Diese Frage lasst sich nur begrenzt diskutieren, da die Positivitat
in diesem Kapitel nicht vollstandig beriicksichtigt wurde. Es lassen sich jedoch einige
Aussagen ableiten.

Satz 5.4.1. Sind fir zwer Hadamardzustande das Wickquadrat und der Energieimpul-
stensor (resp. BQA) identisch, so ist auch der Erwartungswert der BQA (resp. des
Energieimpulstensors) identisch.

Beweis. Der Kern des Wickquadrates ist bis auf konstante Vorfaktoren identisch fiir den
EIT und BQA. Daraus folgt die Behauptung prompt. O

Es stellt sich weiter die Frage inwieweit sich zwei normalgeordnete Zweipunktfunktio-
nen unterscheiden konnen, wenn alle drei Erwartungswerte iibereinstimmen. Dazu be-
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5. Notwendige Bedingungen fiir die Erwartungswerte

trachtet man den Kern des Wickquadrates. Die Differenz der Zweipunktfunktion kann
also hochstens aus zwei Funktionen des Typs g und h mit den Eigenschaften

e g(xy,zy)=0und h(z_,z_) =0,
o gV (2y, 24) =0und RO (z_,z_) = 0.

bestehen. Nach Satz [C.4.6 kann keine dieser Funktionen eine positive Distribution sein
(aufler sie sind Null), da die Diagonalen immer Null sind. Dadurch lésst sich folgender
Satz formulieren.

Satz 5.4.2. Seien w und ' Hadamardzustinde deren Erwartungswerte der quadrati-
schen Operatoren tbereinstimmen. Ist die Differenz ihrer normalgeordneten Zweipunkt-
funktionen nicht Null, so erhdlt man eine indefinite bilineare Distribution.

Beweis. Der bereits in Gleichung (5.13)) angegebene Kern des Wickquadrates enthélt
alle Differenzen von Zweipunktfunktionen. Diese konnen weder positiv noch negativ sein

nach Satz [C.4.6] O]
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6. Fazit & Ausblick

In dieser Arbeit wurden die Moglichkeiten zur Charakterisierung der Zustande einer alge-
braischen Quantenfeldtheorie hinsichtlich ihrer Erwartungswerte untersucht. Auf Grund
der Tatsache, dass es zum Einen zu diesem Thema relativ wenig bekannte Resultate
gibt. Zum Anderen, wegen der Komplexitat der Problemstellung keine einfachen Resul-
tate zu erwarten, waren wurde die einfachste Quantenfeldtheorie — ein skalares, masse-
loses Klein-Gordon-Feld auf der zweidimensionalen Minkowskiraumzeit — gewahlt. Um
diese Theorie zu verwenden, wurden zuerst die Bedenken ausgeraumt, dass eine Sol-
che keine konsistente Quantenfeldtheorie ergeben wiirde. Durch die Formulierung von
Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten ist es klar geworden, dass es keines-
wegs eines poincaréinvarianten Grundzustandes und damit verbundenen Teilchenbildes
bedarf, um eine kovariante Quantentheorie zu konstruieren. Von diesem Standpunkt aus
sind Theorien auf dem Minkowskiraum mit einem Vakuumszustand ein Spezialfall, der
eine Teilcheninterpretation erlaubt.

Ein Versuch, um Zustande zu konstruieren, bestand darin, die explizite Darstellung der
Hadamardparametrix im Impulsraum auszunutzen. Es war moglich, diese Darstellung in
einen indefiniten und einen positiven Teil zu zerlegen. Damit konnte die Nichtexistenz
translationsinvarianter Zustande bewiesen werden.

Ein weiterer Ansatz war die Konstruktion von Zustdnden ausgehend von dem Vakuum
der Stromalgebra. Es war moglich, fiir jede Testfunktion einen quasifreien Zustand zu
konstruieren, der iiber eine strikt positive Energiedichte verfiigt. Allgemeine Aussagen
iiber Erwartungswerte sind hier begrenzt moglich. Allerdings ist bereits die Tatsache
bemerkenswert, dass die Existenz eines Zustandes die vorherrschende Ansicht, das mas-
selose Klein-Gordon-Feld in zwei Dimensionen existiere nicht als Quantenfeldtheorie,
widerlegt. Anschliefend wurden die sich durch die Positivitat der Zweipunktfunktion
ergehende Einschrankungen an die Erwartungswerte ausgewéhlter quadratischer Ob-
servablen untersucht. Die Methode von Fewster [?] konnte auf den hier untersuchten
Fall erweitert werden, insbesondere konnten Quantenungleichungen fiir den Energieim-
pulstensor und das Wickquadrat aufgestellt werden. Fiir die balancierte quadratische
Ableitung war dies nicht moglich, da sie keine symmetrische Ableitung ist. Weitere der-
artige Ergebnisse konnten nicht gefunden werden. Der Vorteil des betrachteten Modells
ist, dass sich alle Losungen der Feldgleichung als Funktionen von Lichtkegelkoordinaten
schreiben lassen [C.2.1] Diese einfache Struktur lief vermuten, dass bei Vernachléssi-
gung der Positivitat der Zustande eventuell Relationen zwischen den Erwartungswerten
gefunden werden konnten. Ein wesentliches Ergebnis ist, dass die Differenz von zwei
Zweipunktfunktionen — mit identischem Erwartungswert des Wickquadrates und des
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6. Fazit & Ausblick

Energieimpulstensors — eine indefinite Distribution ist. Dies ist in soweit interessant,
als man erwarten konnte, dass eine solche Differenz im Allgemeinen auch positiv oder
negativ sein konnte.

Bei Betrachtung der Resultate aus der Vogelperspektive scheint das fundamentale
Problem zu sein, dass es im Grunde keine Klassifizierung von positiven bilinearen Dis-
tributionen gibt. Selbst fiir glatte positive bilineare Distributionen existiert eine solche
nicht, aufler fiir den Spezialfall einer translationsinvarianten Distribution. Da eine solche
Klassifikation hilfreich fiir die Klassifikation von Zustdnden wére, ist im Anhang [C.4]
eine Sammlung von Satzen iiber solche Distributionen aufgefiihrt. Insbesondere wird
gezeigt, dass die Positivitdtsbedingung D(f*, f) > 0 dquivalent zur Forderung ist, dass
alle Matrizen des Distributionskerns D(x;, x;) positiv sind. Dieser Beweis existierte nach
Meinung des Autors in dieser Form bisher nicht.

Die bisherige Analyse 1afit sich vermutlich auf rotationssymmetrische Zustande in ho-
heren Dimensionen erweitern. Auch hier ergibt sich eine einfache Struktur der Losungen,
wie im Anhang gezeigt wurde. Dagegen scheint es dem Autor nicht erfolgverspre-
chend, die Betrachtung der Erwartungswerte unter Vernachlassigung der Positivitat zu
vertiefen. Vermutlich werden die entscheidenden Einschrankungen an Erwartungswerte
durch die Positivitat bedingt. Dartiber hinaus ware es interessant zu untersuchen, ob
eine Zweipunktfunktion genau dann positiv ist, wenn eine gewisse Klasse von Erwar-
tungswerten eine Quantenungleichung erfillt.
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A. Balancierte Ableitung

Die folgende Betrachtung fiihrt einige grundlegende Eigenschaften balancierter Ablei-
tungen vor und beschreibt, wie sich diese in natiirlicher Weise durch die Betrachtungen
von Polynomen aus Ableitungsoperatoren ergeben. Die nachfolgende Definition und Be-
weisfithrung entstammt einem Artikel von Diitsch und Fredenhagen [?].

Definition A.0.1 (Darstellung fiir ein beliebiges Polynom von Funktionen und deren
Ableitungen). Sei f € Cg°(R*) und P alle Polynome von f und deren Ableitungen 9, f,
dann 143t sich jedes A € P eindeutig darstellen als

N

A2) = 3 pal@ e D) F (@)oo f ()i

n=0

Die griechischen Indizes stehen fiir alle vier moglichen Ableitungen nach Raum und Zeit.
Der obere Index von 1 bis n gibt an, auf welche Koordinate die Ableitung wirkt. p,, ist
ein beliebiges Polynom (Diese Menge sei mit P, bezeichnet).

Da die Ableitungen miteinander vertauschen, ergibt sich, dass alle p, symmetrisch
unter Vertauschung der oberen Indizes seien miissen.

Satz A.0.3. Seien mit P die Polynome der Ableitungen 0, =Y, _, 8/’j mit p=0,...,4
bezeichnet. P! seien die Polynome der relativen Ableitungen (‘3}7 = (9; — (%, 1 <1<
J < n, welche symmetrisch unter beliebigen Vertauschungen der Indizes sind, dass heifst:
Vo € S, mit o(07) = 0770 yund ¥ p € P gilt p({c(97)}) = p({97/}). Dann ist P,
isomorph zu P ® Pre.

Beweis. Sei P,’;el die Menge aller Polynome der relativen Ableitungen 8;”, 1=1,..,n—1

Die Menge P’ 148t sich durch die Identitit 0% = 9" — 3" als Teilmenge von P’
identifizieren. Damit ist P* ® P eine Teilmenge von P @ Pre. Offenbar ist

psp ® p;;el — pn
@90, ®1 Hdeaﬁ
10dr = J, -

ein Algebraisomorphismus zwischen den betrachteten Rdumen (P" sind die Polynome
aller Ableitungen 8;), welcher durch die Abbildungsvorschrift auf den erzeugenden Ele-

menten J, ® 1 und 1 ® 8/3” der Algebra P*? ® IST’L’@Z definiert ist. Die Umkehrung erfolgt
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A. Balancierte Ableitung

durch die Identitét 9] = 19, — £ 7" | (9™ — @"). Dadurch sieht man explizit, dass P"
auch durch 8}[‘, Vi < n und 0, erzeugt werden kann.

Sowohl auf P} existiert eine lineare Darstellung der S, durch (i) = aptm — ggtmn
als auch auf P". Die Abbildung « ist der “Intertwiner” fiir diese beiden Darstellungen,
dass heifit sie “vertauschen” mit a.

Man nehme aus den beiden isomorphen Mengen alle Elemente auf denen S, trivial, das
heiBt o(x) = x, wirkt. Sei also A der maximale trivial invariante Teilraum zu P @ P7¢
und B zu P", dann

Vee ANVYoeS,:0(x)=1
— o(a(z)) = alo(z)) = a(z)
— a(A) C B, in gleicher Weise gilt dies fiir o™ — a(A) = B

Die trivial invarianten maximalen Unterriume von P @ Pr¢ und P" sind P @ Pre
und P, [l

Definition A.0.2. Der Vektorraum der balancierten Ableitungen einer Funktion f €
Cs°(R*) wird definiert als

Pbal = {pn({a”})f(xl)f(xn)|x1::xn |pn S P;;elan € N}

Man kann somit den Isomorphismus P = PP ® Py, ableiten.

Definition A.0.3 (Balancierte Ableitung fiir ein quadratisches klassisches Klein-Gor-
don-Feld). Sei ¢ € C°(R*) und Lésung der Gleichung (O + m?)¢ = 0, dann soll die
klassische Variante der balancierte Ableitungen nach [?] des Quadrats von ¢ definiert
sein als

Op*(z) = lim O} p(x + h)p(x — h)
wobei g ein Multiindex der Art g = (juy, fto...) ist und 9F = Ohyy, Onyy -+

Korollar 5. Die in Definition beschriebene Ableitung ist ein balanciertes Feld
nach Definition[A.0.3,

8u%(x) = OV P() () emy = 291D o (2)0(y) oy

Desweiteren definiert man zur Behandlung allgemeiner Ableitungen die Ableitung
nach dem Schwerpunkt 9, = 3(9% 4 9Y)
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A. Balancierte Ableitung
rel rel
Definition A.0.4. Der balancierte Wellenoperator sei 0] = GO0 =g,, 4 0,0,
Satz A.0.4. Das Quadrat von ¢ erfillt nun folgende Gleichung

(O+2m* + 0+ 2m?) ¢* =0 (A1)

Beweis.

O?(x) = lim g, 0,07 p(x + h)p(x — h)
= lim g (5 p(x + 1) ol — )+
+ (Opp(x + h)) (OFp(x — h)) +
+ (Ohe(x + h)) (O p(x — h)) +
+ oz +h) (0,0, p(x — 1))
, da Oy o(xz £ h) = £0%p(x £ h)
= hm L G (k07 p(x+ h))p(x —h)—
( p(x+h)) (Op(x —h)) —
+ Oz + h)) (F5p(x —h)) +
+ ¢z + h) (970, o(x — h))
- (D +4- m2) ©* ()
und damit folgt
(O+2m*+0+2m?) ¢* =0
0

Beispiel A.0.1 (Energieimpulstensor). Fiir ein freies Klein-Gordon Feld ist der kano-
nische Energieimpulstensor

1
— g (00 — m*?) . (A.2)

T, = 0,00, — 5

In der Darstellung im Koinzidenzlimes bekommt man
s s s s W rel rel
T,LLI/ = {(a,uau - guua#’a - a#au) @(x)(tp(y)} (A?))
a=y

Auf Basis dieser Darstellung kann man nach anderen kovarianten erhaltenen zwei-
stufigen Tensoren suchen. Da einfache Ableitungen nach den Relativkoordinaten immer
verschwinden, begrenzt sich die Zahl der Moglichkeiten auf zweifache Ableitungen in den
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten. Man erhalt, wenn man konstante Vorfaktoren
betrachtet.

1
K" = A(0,0,9) ¢ + BO,yd,p + §C’g,w (aAgo@Ago — m*y?) (A4)
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mit A+B+C=0
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B. Liegruppen

Das Ziel dieses Abschnittes soll es sein, das Haarsche Maf§ auf Liegruppen zu definieren.
Dazu werden zuerst einige Definitionen gegeben um ein wenig Orientierung zu schaffen.
MafBtheorie und Liegruppen werden ausfithrlich bei Elstrodt [?] und Hall [?] behandelt.
Den Anfang macht die Definition einer Liegruppe.

Definition B.0.5 (Liegruppe). Eine Liegruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit, die dariiber hinaus eine Gruppe ist, sodass die Abbildung GxG — G, (g, h) — gh™*
ein C*°-Diffeomorphismus ist.

Im Wesentlichen beschaftigt man sich in der Physik nur mit kompakten Liegruppen.
Deswegen sollen nur diese im Folgenden behandelt werden auch wenn nicht explizit
darauthin gewiesen wird.

Definition B.0.6 (Kompakte Liegruppe). Eine Liegruppe ist kompakt, wenn sie eine
kompakte Mannigfaltigkeit ist.

Da die Liegruppe von Interesse die SO(3) ist, bietet sich eine weitere Spezialisierung
auf wegzusammenhangende Liegruppen an.

Definition B.0.7 (Wegzusammenhéngende Liegruppe). Eine Liegruppe G ist weg-
zusammenhéangend, wenn es fiir zwei beliebige Elemente g und h einen stetigen Weg
v : |a,b] — G gibt mit y(a) = g und ~(b) = h.

B.1. Integration auf Liegruppen

Liegruppen sind topologische Hausdorffraume. Die Mafitheorie eroffnet die Moglichkeit
auf topologischen Hausdorffraiumen Integrale zu definieren. Dazu wird zunéachst eine
o-Algebra definiert, welche die Menge aller Teilmengen ist, welchen ein Volumen zuge-
ordnet werden soll.

Definition B.1.1 (o-Algebra). Sei Q2 eine Menge und 2% ihre Potenzmenge (Menge aller
Teilmengen). Eine o-Algebra A iiber eine Menge € ist eine Teilmenge von 29, welche
folgende Eigenschaften erfiillt

e Qe A

e« BeA=0O\Be A |
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B. Liegruppen

e By, By,...€¢ A=,y Bn € A

Auf dieser Algebra wird ein Funktional definiert. Im Falle des R? ist dies aquivalent
mit der Zuordnung eines raumlichen moglicherweise gewichteten Volumens.

Definition B.1.2 (MaB). Sei ¥ eine o-Algebra iiber einer Menge 2. Eine Funktional
i X — R U oo heifit MaB, falls

« Positivitat fiir alle B € 3 gilt u(B) >0
« Leere Menge ;(@) =0

o Additivitat u(UiE] Bi> = Y icr M(B;), fiir alle abzahlbaren Familien {B;};c;, mit
paarweise disjunkten B;

Das Tripel (2, %, 1) heifit Mafiraum. Enthélt eine 3 bereits alle offenen Mengen von €
so heiflt sie borelsche o-Algebra.

Ein spezielles Maf§ ist das Radonma8f.

Definition B.1.3 (Radonma8). In einem Mafiraum (u, X, §2) sei  ein lokal-kompakter
Hausdorffraum und > eine borelsche o-Algebra. Das Maf§ i1 sei von innen regular, dass
heifit alle Elemente aus 3 sind von innen regular. Ein Element A aus X heifit von innen
regulér, falls fiir alle A € ¥ gilt pu(A) = sup{u(K)|K C A, K kompakt}. In diesem Fall
ist 1 ein Radonmaf.

Wendet man sich dem Fall der Liegruppe SO(3) zu, so kann man sich die Eigenschaft
zu Nutze machen, dass diese lokal-kompakt ist. Der Darstellungssatz von Riesz [?, Seite
335] gibt zu positiven linearen Funktionalen auf stetigen und kompakt getragenen Funk-
tionen auf lokal-kompakten Hausdorffraumen genau ein Radonmaf. Auf SO(3) sucht
man demnach zunachst ein solches positiv lineares und stetiges Funktional, in dem man
die 3-Formen betrachtet. Seien {z;},— 123 ein lokales Koordinatensystem. Eine 3-Form
w hat dann die Form

w = f(x1, T2, x3)dx A\ dro A dxs.

dx; sind die kanonischen 1-Formen, welche durch die Bedingung dx; (8zj) = 0;; auf den
Vektorfeldern 0,; bestimmt werden. Die Positivitat folgt dabei unmittelbar daraus, dass
SO(3) eine orientierbare Mannigfaltigkeit ist.

/ hw:= /h(ml,xg,xg)f(xl,xg,xg)dxld:cgdxg, h € C5° (SO(3))
X X

Dies ist, wie bereits erwdhnt, auflerdem ein Radonmafl. SO(3) ist jedoch auch eine Grup-
pe. Auf diesen existiert nach dem Haarschen Theorem ein eindeutiges Radonmaf, welches
linksinvariant ist.
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Definition B.1.4 (Haarsches MafB). Fiir jede lokal-kompakte Gruppe G existiert ein
Borelmafiraum (i, ¥, G) mit einem linksinvarianten Radonmaf} 11, das bis auf eine posi-

tive multiplikative Konstante eindeutig bestimmt ist. Ein Maf ist linksinvariant, wenn
u(A) = p(gA) fir alle A € ¥ und g € G gilt [?, Seite 362 Theorem 3.12].

Unter den zur Konstruktion von Radonmaflen oben benutzten 3-Formen bilden die
linksinvarianten 3-Formen jenes Haarsche Mafl. Die linksinvarianten Formen auf Man-
nigfaltigkeiten sind wie folgt definiert.

Definition B.1.5 (Linksinvariante k-Form). Fiir alle 7 € G sei ein Diffeomorphismus
l; : g € G — 7g gegeben. Das Differential sei dr : T,G — T,,G. Damit ist es moglich
mit dem ,Pullback® zu definieren.

k k

0T : /\ (T:PG> - /\ (T;:G) 7W<X17' .. 7Xk) = Cd(dTXl, Ce ,dTXk) .
Eine n-Form ist linksinvariant, falls 07 w = w ist.

Eine linksinvariante n-Form konstruiert man iiber das Dachprodukt “A” aus linksinva-
rianten 1-Formen. Seien nun {w!};cn die duale Basis des Kotangentialraums (w}(9,,) =
d;j) des Einselementes e der Liegruppe G. Dann ist

w: X [pw (X,) = w! (dPy-1 (X,))]
eine linksinvariante 1-Form. Dies sieht man leicht durch Anwendung des Pullbacks 7.

5¢T (wip) (XP) = ‘f‘p (d¢7' ( ))
w, (dor, do,X,)
We (d¢p lXp) = ;(Xp)

Seien nun {dz;};cn die duale Basis der 1-Formen, dass heifit dz;(X) = X;, dann erhalt
man fiir w’

W'(X) = we(Xp(f 0 Bp1)

o (zx,zi (fo¢p1))

0
5 (()%)

o9t oP! 4

j J

Mit diesem Ergebnis konstruiert man eine linksinvariante n-Form p. Dazu bilden wir
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das antisymmetrische Tensorprodukt (Dachprodukt “A“) der w

a 171 an
pzz % . ot drzy N - Ndxy,

l’il ZT;

i1...0n n

0! _ 1
=det (bp ' dxy N - Ndz,, = —ad:pl/\---/\dmn
Lj det( %)

Tj

Das antisymmetrische Tensorprodukt fithrt dazu, dass sich als Vorfaktor einfach die
Determinante der Jacobimatrix der Transformation ®,-1 ergibt.

B.1.1. Haarsches MaB fiir SO(3)

Zur Anwendung auf die SO(3) muss im Wesentlichen nur die Determinante det %
J
berechnet werden. Dazu wéhlen wir eine Parametrisierung der SO(3) wie folgt

R(A 0, 0) = R(A) Ry (0) Ra(p) =
cos(N) cos()  cos(p) sin(A) — cos(A) sin(¥?) sin(y)
—cos(¥) sin(\) cos(\) cos(p) + sin(A) sin(J) sin(p)
—sin(?) — cos(V) sin(yp)
cos(A) cos(p) sin() + sin(\) sin(yp)
cos(A) sin(p) — cos(¢) sin(\) sin(?9)
cos(1) cos(p)

R,, R, und R, stehen fiir Rotationen um die entsprechenden Achsen, wenn man
sich die SO(3) als Rotationen im R? definiert. Die Definitionsbereiche der Winkel sind

A€ (—m,m), Y € (=F,%) und ¢ € (—m, 7). Das Einselement e hat somit die Koordinaten
(0,0,0). Die inverse Abbildung dieser Karte ist

Rm)
A = — arctan [ —
<R11

Y = — arcsin (Rs;)

(p = — arctan <@>
Ry

Der Arkustangens soll hier in dem Sinne verstanden werden, als dass er auch beriick-
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sichtigt welche Vorzeichen die beiden Argumente haben, das heifit

arccos —== fir y > 0,
z2+y2
arctan (= ) = B .
x arccos ——— — 27 fir y < 0;
x2+y2

Die Jacobimatrix der Linkstranslation ¢, (p = (y1, y2, y3) ist damit

Jij <%) (e) = {i (41, Y2, y3) R(21, 22, 23)

7
x] ax] e:|

Fiir ein beliebiges h aus G ist [h]" die i-te Koordinate.

cos(p) sec(d) sec(?)sin(p) 0
J = —sin(yp) cos(¢p) 0
cos(p) tan()) sin(p) tan(d) 1
Die Determinante ist det(.J) = sec(?). Eine linksinvariante 3-Form auf SO(3) ist damit

p=cos(V) dp ANd9 Ady. (B.1)
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C. Distributionen

C.1. Aligemeines

Definition C.1.1 (Distribution). Eine Distribution u ist eine Linearform iiber den
Testfunktionen mit kompaktem Tréger auf einer offenen Teilemenge X C R (bzw.

D(R™)) nach C (oder R)
u:CE(X)—C, (C.1)

fiir die fiir alle kompakten Teilmengen K C X die Konstanten C' und k existieren, sodass

[u(p)] < C Y sup |Dap(z)]. (C.2)

la| <k zeK

Die Menge der Distributionen bezeichnet man mit D'(X) [7].

Satz C.1.1 (Verschwinden der ersten Ableitung). Sei u € D'(Y x I), wobei Y C R"!
offen und I C R offen. Wenn 0,u =0, dann ist

u(p) = i ( / e :cn)dxn> wobei it € DY)

Beweis. Seien (2/,z,) € R"' x Rund g € C°(Y x I). Fiir y € R sei ein Funktional
Jy gegeben (Jy9)(z',y) :== [Y_dx, g(¢',z,) Das Funktional J, bildet alle Testfunktio-
nen g € Cg°(Y x I) in C*°(Y x R) ab. Da g kompakt getragen ist in I C R, gibt es
ein yp fir das Jyg mit y < yo Null ist. Existiert dariiber hinaus ein y; mit J,g = 0,
falls y > y; gilt, dann ist (Jyg)(2',y) = f(2',y) € C(Y x I). Schliefllich ist damit
0yf = g. Die Bedingung beziiglich y, ist fiir alle kompakt getragenen Testfunktionen
g erfiillt. Aquivalent zur zweiten Bedingung fiir kompakt getragene Testfunktionen ist
Jg := Jwg = 0. Nun konstruiert man eine Funktion, die genau diese Bedingung erfiillt
und den Beweis zum Ziel fithrt. Zuerst wahlt man ein Uy € C5°(1) mit [ Wodr = 1.
Damit wird a(x[2']) := u(x(2")¥o(z,)) € D'(Y) definiert, wobei x(z') € C§°(Y) ist.
Dann ist J (p(2', z,) — (Jo)(2')¥o(x,)) = 0 mit ¢ € C(Y x I) und es folgt, dass

u(e) = u((Jo) (&) Wo(xn)) = [ drni(p(z’, zn))
O

Satz C.1.2 (Allgemeine Form von Distributionen). Nach [?, Seite 37 (2.1.1)°] gilt fir
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jede Distribution u € D'(R™)), dass Borelmafle dv,, existieren, so dass

u) =3 [ dvala) 0°ta)

a ist ein beliebiger Multiindex.

C.2. Die Wellengleichung in zwei Dimensionen

Theorem C.2.1 (2D Wellengleichung fiir Distributionen). Sei w € ©'(R?) und erfiille
fur den zweidimensionalen Wellenoperator O die Gleichung Ow = 0. Dann zerfdllt die
Distribution in

w(g) =wa, (/ de_ g(oy +ao_ 24 — q;)) 4

W (/ dry g(vy + 2,04 — x_)>

t—x t+x
r_ = ry =
2 T 2

Beweis. Man fithrt zunéchst eine Koordinatentransformation von (z,t) zu den Lichtke-

gelkoordinaten (2, z_) = (2%, 5%) durch. Der Raum der Testfunktionen ist invariant

unter dieser Transformation. Die homogene Wellengleichung wird dann zu

0y, 0, w=0

Uz

Unter Benutzung von Proposition

0, w(f) = (8 ) (xp(:m /dx;ﬂx,x;)) | mit U(z) € C2° und /\p dr = 1
=0, (w (f(:c',x+) W) /dx;f(x,x;)» — 0
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Unter Benutzung von Proposition

w(f) = w( () / dr f(a_,2,)) + (@) / dr_flo,z.))-
(D)D) / dey do_f(z_,z,))

mit ®(z) € C§° und /CD dr =1

[
Korollar 6. Sei f(z_,zy) = g(zi)h(z_) und [g= [ f =1 dann ist w(f) = wyi(g) +
w_(h); wy € D'(R).

Es wird nun deutlich, dass die Distributionen auf x4 keinen Einschrankungen unter-
liegen miissen, damit sie eine Losung der zweidimensionalen Wellengleichung bilden. Um
das nachfolgende Ergebnis tibersichtlicher zu machen, definiert man Projektionen auf den
Testfunktionen. Dazu seien nun die Koordinaten von R™ bezeichnet mit x = (1, ..., x,).
Dazu wéahle man n Testfunktionen ¥; : R — C mit f W, = 1. Fir eine Testfunktion
f € D(R™) gilt nun.

(Pf)(x) = Wy(z,) / ds (21, ) Tin, 8 Tistse - )

Diese Projektionen benutzt man nun fiir Distributionen im folgenden Sinne. Sei w €
D'(R™).

Eine bilineare Distribution G € D'(X x Y), mit X,Y C R? soll die homogene Wellen-
gleichung sowohl in X als auch in Y erfiillen.

O¢e)G = 0O, nG =0, (t,,y) €Y, (ts,z) € X (C.3)
Es kann wiederum durch mehrmaliges Verwenden von Theorem gezeigt werden,

dass diese bilineare Distribution in ahnlicher Weise zerfallt, wie die einfachen Losungen
der KGG.

G = foyf + Gx7y+ + Gx+y7 + G$+y+ - G$+y+y7 - Gﬂnyerf - Gy*x+z* - Gy+1‘+x7 (C4)
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C.3. Die Wellengleichung in vier Dimensionen

Definition C.3.1. Sei G € D'(R?) und ¢ € CY. Ist fiir alle R € SO(3)
G(p) = G(Ryp),

so ist G radialsymmetrisch. Wobei R(¢(-)) = ¢(R(+)) ist.

Satz C.3.1. Ist G eine radialsymmetrische Distribution und G(Og) = 0, so ist

Q
1. G e D'(R x R*") im Sinne von G(p) =G (/Z— o(t,r, Q)>
m

1 /0% 02
) Oyp) = = - =
2 609 =6 (| (%))
Q ist der Raumwinkel bestehend aus 9 und .

Beweis. Nach gibt es ein Maf} du(R) auf der SO(3) welches, da die Gruppe kom-
pakt ist — dass heifit sie ist eine kompakte Mannigfaltigkeit — der gesamten SO(3) ein
endliches Volumen zuordnet u(SO(3)) = 872. Es folgt fiir eine rotationssymmetrische
Distribution u mit Testfunktion ¢

() = o gu(Ry)
L 0 ) = [ aut) uig
1
o) = gz [ o) u()

Mit Hilfe von Satz gilt nun, dass Mafle dv,, existieren, so dass

1
u(yp) = 2 /80(3) du(R) u(Ry)
1 o X
2 [ 8 3 [ o0 o () 0

T 82

Da (R¢p) (z) sowohl stetig in R als auch in z ist und auerdem die MaBe dy und dy,
Borelmafe sind, folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini (Vertauschbarkeit der Integration
[7, Seite 175]), dass

)= =S v 0 [ du(R) (Re) (x)
8T = n S

0(3)

. (L /S » du(R) (Ry) (x)) = u(@)

872
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Setzt man nun die in benutzte Parametrisierung von SO(3) ein, so erhdlt man

1

. 1

p(x) = —2/ du(R) (Ry) (%) = o= / de di) dX cos(9)p (R (P) Ry (V) Rz (A)x)
81 Jso3) 81 Jso(s)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen x sei in Richtung der x-
Achse, das heifit die Parametrisierung der SO(3) wird so gewéhlt, dass die Rotation um
die x-Achse immer in Richtung des Arguments von ¢ zeigt. Damit haben alle Drehungen

R, keinerlei Wirkung.

B(ri) =1 / dé / 49 cos(®)p (r R.(®)R,(9)3)

™

N

r cos() cos(P)
:—/ d(b/w dv cos(V —r cos(ﬁ)(sil)l(q)) (C.5)
2 —r sin(v

47T dQ p(x)

Damit ist 1. bewiesen. Es wird zu Kugelkoordinaten in den drei raumlichen Dimensionen
gewechselt (¢,7,0, ®). Der Wellenoperator in Kugelkordinaten hat die Form

02 r20r or 2 cos ¥ O oV 2 cos? ) O¢?
Die Ableitungen nach dp und &9 verschwinden aufgrund von - dass heifit
92 190 0
O = — —
G@ o) = G ([ - ()| #00)
02 20 0?
~(|5 o~ o) o)

o215 -&]m)

O

Es werden nun, wie schon im zweidimensionalen Fall, Lichtkegelkoordinaten einge-
fiihrt.

ryi=t+r

r_=t—r

Zur Unterscheidung mit den Lichtkegelkoordinaten in zwei Dimensionen, heiflen sie im
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weiteren Verlauf Radiallichtkegelkoordinaten.

Satz C.3.2. Ist eine Distribution G € D'(R*) radialsymmetrisch und G(Of) = 0, dann
18t

G(f) =G (%&(m) Jart [aa g f(rw-,m) ¥

G (%fg(r_)/dr'_ /dQ Tl*;“ f(r;,r_,Q))

&1(ry) und &(r—) sind Testfunktionen auf den Radiallichtkegelkoordinaten

Beweis. Es wird zunichst die Distribution G(g) := G (Le(r,t)) betrachtet, wobei G e
D'(R x Ry) und ¢ € D,. Alle ¢ kénnen mit Hilfe einer Testfunktion f € C§°(R?) als
@(r,t) =71 [dQ - f(x) dargestellt werden. Nach [C.3.1] folgt damit die Wohldefiniertheit
von G. G erfiillt dann Gleichung (nach [C.3.1

~ 02 0?2
G({a—z‘a—z}*”):“

Mit folgt die Behauptung. O

C.3.1. Bilineare Distributionen

Gegeben sei eine bilineare Distribution u € D' (R*) ® D’ (R*), die in ,beiden Argumen-
ten“ Losung der Wellengleichung ist, das heifit

e u(f®0g) =uwf ®g) =0 fir alle f,g € D(R?)

« Es gibt eine eindeutige Distribution @ € D' (R*@® R*) nach dem Kernsatz von
Schwartz [?, Seite 128, Th. 5.2.1] mit @ (f ® g) = u (f ® g) fiir alle f,g € D (R?).

Unter Benutzung der Ergebnisse fiir nicht bilineare Distributionen erhélt man sogleich
1 ™ 5 ™
u(f) =u <§ [ o [ dveoss [ irp(Ruo)B, @) RO0x Rz<¢>Ry<me<A>y)>
-7 -3 —m

Die ausintegrierte Funktion f wird nun weiter betrachtet, in dem wiederum ihre Argu-
mente x und y parametrisiert werden.

sin 0,
x = ||x||2 y = Iyl | cosby cos ¢,
cos 0, sin ¢,
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Die Parametrisierung der SO(3) wird so gewéhlt, dass die x-Achse (Rotationen R,)
parallel zu z ist

F(B() By () R (V% Be(9) By (D) (V)
sin 0,
= | R-(0) Ry (V)x, R(¢) By (V) Ra(M)[|y|] | cos by cos ¢,
cos 0, sin ¢,
sin 0,
=/ | R(0)Ry(V)x, ||yl B:(¢) Ry (V) | cos by cos(dy — A)
cos O sin(p, — A)

Mit der Integration folgt

= — d(b/ dﬁ‘cosﬁ/ d\
sin 6,

f | B=(@) Ry (D)%, [|y[|R=(¢) By (9) | cos by cos(dy — A)

cos 0, sin(¢, — A)
:—/ qu/ dﬁcosﬁ/ d\
sin 0,

f | R:(0)Ry(D)x, ||y||R:(p)Ry(9) | cosb, cos(N)
— cos 0, sin(\)

Die ausintegrierte Funktion ist nur noch eine Funktion von ||x||, ||y|| und 6,

= f(IIxIl, llyll, 6,)

C.4. Glatte, symmetrische, positive bilineare
Distributionen

Betrachten wir zunachst einige allgemeine Satze iiber bilineare Distributionen, welche
symmetrisch, positiv und glatt sind. Zunéchst fassen wir einige allgemeine Erkenntnisse
iiber solche Distributionen zusammen.

Satz C.4.1 (Diagonale). Sei K € D'(R™ @ R™) symmetrisch, reell, positiv und glatt.
Dann muss ihre Diagonale K (x,z) positiv sein.

Beweis. Man nehme an es existiere ein Punkt P = (a,a) fir den gilt K(a,a) < 0. Es
folgt auf Grund der Stetigkeit von K, dass es eine Umgebung Up von P geben muss, auf
der K auch negativ ist. Es existiert weiterhin eine iiberall positive Testfunktion f mit
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dem Tréger supp f, fiir welchen gilt supp f x supp f C Up. Damit ist K(f, f) < 0, was
ein Widerspruch ist. Il

Diesen Satz kann man erweitern auf alle symmetrischen Ableitungen von einem sol-
chen K. Das wird im kommenden Satz genauer geklart.

Satz C.4.2 (Ableitungen der Diagonale). Sei K € D'(R™ & R") symmetrisch, reell,
positiv und glatt. Sei A eine positive, symmetrische n X n Matriz vom Rang n. Dann ist

z y
die Distribution, welche definiert ist durch den Integralkern A;;0,0;K (z,y), positiv. Die
Summation tber i und j ist implizit angenommen. Die partiellen Ableitungen sind als
die entsprechenden Ableitungen auf R™ zu verstehen.

Beweis. Sei f € C§°(R™). Betrachtet man den Ausdruck Aijéiéjf(x)f(y), so nutzt
man zunachst, dass A symmetrisch und positiv ist. Damit lasst sich A mit Hilfe einer

orthogonalen Matrix O diagonalisieren, dass heifit es gibt eine Diagonalmatrix D, sodass
A= 0OTDO. Damit ist

Da A eine positive Matrix ist, sind alle D;; = 0;;D; groBer gleich Null. Setzt man nun
alles in die bilineare Distribution K ein, erhalt man

[ [ va, (0d,5) )s@ ) = [ do [ dyayk w.pddisiw

= Dij/dx/dyK(Iay>Oikékf(x) szézf(y)
= D;K(Ox0kf,OjwOr f) >0

Damit ist die Positivitat gezeigt.

Korollar 7. Dieser Satz gilt auch fir Distributionen die nicht tiberall requldr sind.

Man kann diesen Satz auch auf mehrfache Ableitungen erweitern, die jeweils mit posi-
tiven Matrizen kontrahiert sind. Die orthogonalen (2 x 2) Matrizen haben eine einfache

Struktur
sinaw cosa
—cosa sin«

Dadurch ergibt sich fiir die nach positiven Ableitungen einer positiven symmetri-
schen reellen Distribution K(x,y)

sina  sina O, a 0 sina  sina O, K(x.y)
—Ccosa  COSQ Oy 0 b —CcosQ COSo Oy Y

= (asina 0y, 0y, +bcosa ax_ay_) K(x,y)
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Das bedeutet jegliche Linearkombinationen mit positiven Vorfaktoren sind wiederum
positive Distributionen im zweidimensionalen Fall. Man sei hier schon verwiesen auf den
Energieimpulstensor [5.9}

Satz C.4.3. Die Distributionen h(x)h(y) definieren symmetrische, reelle, positive und
glatte K € D'(C*(R") ® C*(R")).

Beweis. Sei f € C§°(R™). Es folgt sofort aus h(f)h(f) > 0. O

Satz C.4.4 (Notwendige Bedingungen positiver Distributionen). Es sei K(x, y) positiv
im Sinne einer bilinearen Distribution. Weiterhin sei K glatt und symmtrisch. Dann gilt
fur K

VE(z,z) K(y,y) > K(, y)
fur alle x, y.

Beweis. Zunachst wird eine spezielle Testfunktion f gewahlt, welche besondere Trage-
reigenschaften hat. Der positive Teil f, habe einen Tréger U.(a) um einen Punkt a.
Der negative Teil f_ habe einen Triager Us(b) um einen beliebigen Punkt b. Weiterhin
sei durch € > 0 und 0 > 0 der Durchmesser dieser Umgebungen beschrankt. Fiir eine
Distribution K bedeutet das, dass

K(f,f) = @A /edmﬂﬁXWﬂ X (y t@ A;dmw¥xwf(ﬁbd
—g&@[@wwm&wuwﬁw.

Der Mittelwertsatz besagt, dass fiir stetige Funktionen g und h auf einem Intervall [a, b]
gilt, dass ein Punkt £ € [a, b] existiert, sodass f[a 0 drg(z)h(z) = g(&) f[a . dzh(zx). Dies
benutzt man nun in Bezug auf K. Dabei soll gelten a¢ € U.(a)

ZKWﬂjAw/MﬁMWM@h@H%%Uﬂ

/zf5<b)/[]6(b)dXdyf_(X)f( ) — 2K (b /Ué(b / dxdy f— (%) f+(y)

Die Integrale iiber die positiven und negativen Anteile werden auf die Konstanten ¢ und
d fixiert: [ fy = cund [ f- = d. Dies kann unabhéngig von der Wahl von € und §
erfolgen.

= K(a,a)c* + K(0°,0°)d® — 2cdK (V°, a®)

70



C. Distributionen

Da gelten soll, dass K(f, f) > 0 ist, kann man nun den Grenzwert von ¢ und § gegen
Null betrachten. Da K (f, f) fir alle € und § grofer Null ist, konvergiert dieser Limes
auch auf dem Intervall [0,00) oder er divergiert. Da K glatt ist kommt es zu keiner
Divergenz, das heifit auch der Grenzwert ist > 0.

= K(a,a)c® + K(b,b)d* — 2cdK (b,a) > 0

c und d konnen alle positiven Werte annehmen. Im Weiteren betrachten wir nun das
Minimum dieses Ausdrucks in Abhangigkeit von diesen Parametern. Das Problem wird
vereinfacht durch Einfiihrung von e := £
1
K(a,a)e + K(b,b)— — 2K (b,a) >0
e

Fir den Fall, dass K(a,a) oder K (b,b) Null ist, folgt sofort, dass alle anderen Werte
hierbei auch Null sind. Ansonsten kann die Ungleichung nicht fiir alle positiven e erfiillt
sein. Schlieft man diesen Fall zunéachst aus, so erhalt man fiir das Minimum folgenden
Ausdruck

VK(a,a)K(b,b) — K(b,a) >0

Dies erlaubt Aussagen iiber Ableitungen positiver Distributionen.

Satz C.4.5. Fur eine positive glatte bilineare Distribution K gilt

Beweis. Auf [C.4.4) verweisend geht man zunéchst den gleichen Weg und wéhlt eine

spezielle Testfunktion. In diesem Fall sollen die Trager die Selben sein, jedoch sollen die
Funktionen iiberall positiv sein, dass heifit die Testfunktion f wird zerlegt in: f(x) :=

f1(x) + fao(x) mit supp f1 C Uc(a) und supp fo C Us(b)
dxd X 1 1 dxd X,y)/J2 2
K(f.f) = /5@/6@ YK (x,y) fi(x) iy /U /U YE(%,¥) () f2(y)
+2/U§w / )dxdyK(X, y) f2(x) f1(y)

Dies fiihrt zu einer leicht verdanderten Ungleichung fiir K

VK (a,a)K(b,b) + K(b,a) >0
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Es lassen sich nun Schlussfolgerungen beziiglich Tréager und Extrema treffen.

Satz C.4.6. Sei K eine glatte bilineare positive Distribution. Sei weiterhin M der Trager
der Diagonale D(x) := K(x, @), dann gilt supp K C M x M. Auflerdem gilt sup K <
sup D

Beweis. Die beiden vorhergehenden Sétze [C.4.4] und [C.4.5| erlauben eine entsprechende
Abschatzung. m

Man kann noch beliebige andere Beschrankungen fiir solche Distributionen finden,
indem man die in den vorangegangenen Satzen benutzte Methode erweitert und man
Testfunktionen betrachtet, deren Trager die Vereinigung n zusammenhangender kom-
pakter Mengen ist.

Satz C.4.7. Fine bilineare glatte Distribution K € D'(R"™) @ D'(R"™) sei positiv genau
dann, wenn alle Matrizen K(a;,a;) € Myxy positiv sind. {a;}ien sei eine beliebige
endliche Folge aus R".

Beweis. 1. Sei K positiv. Man betrachte Testfunktionen f(x) := Z;V:O f;(x) mit
supp f;(x) N supp fi(x) = 0. Desweiteren sei supp f;(x) C U, (a;) mit ¢, > 0 und
| supp U, (a;)| < €. Jede einzelne Funktion sei entweder punktweise positiv oder
punktweise negativ.

0<K(f.f)
< / dx / dy K (x, y) f:(%)f;(y)

Per Mittelwertsatz kann fiir jeden Summanden ein Punkt (ag, a$) mit af € U, (a;)

gefunden werden, sodass

< ZZ]V:K(GEGE)/dX/dyfi(X)fj(Y)

N
< ZK(CL:-,CL;) C;i Cj
g
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Da alle ¢; beliebig klein gewahlt werden kénnen, wahrend alle ¢; konstant bleiben,
wird durch eine geeignete Wahl der einzelnen f; sicher gestellt, dass fiir den Limes
dieses Grenzprozesses weiterhin die Ungleichung gilt.

N
0 S ZK(CLZ',CL]') C; Cj

7:7‘7.

Da die Konstanten ¢; grundsatzlich beliebig wahlbar sind, sind damit alle Matrizen
K (a;, a;j) positiv.

2. Seien nun fir alle {a;},en die Matrizen K(a;,a;) positiv. Man betrachtet nun
K(f, f) fir eine beliebige Testfunktion. Die Integrale iiber z und y sollen nun
durch einen Limes von Integralen iiber Folgen von Treppenfunktionen w, und v,
dargestellt werden. Dabei werden als Stiitzpunkte fiir jedes n beliebige Folgen
{al'}ien gewdhlt. Jedem Folgenglied wird eine charakteristische Funktion x?" zu-
geordnet, sodass diese disjunkte Trager besitzen. Vereinigt sollen diese Trager den
Trager von f ergeben. Im Grenzprozess n — oo kann somit eine entsprechende
konvergente Folge von Treppenfunktionen gefunden werden.

K(1.0) = [dx [ ay Kixy)fes(y)
= lim 3 [ ax fG0K (el f ()

= Jim Y uOG) flaf) K (e af) flaf)n(xi)

= lim K, ,

n,Mm— 00

wu(x?) ist das MaB3 der charakteristischen Funktion x?. Da nun fiir alle (n, m) nach
der Voraussetzung K, ,, > 0 gilt, gilt dies Auch fiir den Grenzwert lim,, ,,— 00 Kppm =

K(f,f)>0
O

C.5. Wellenfrontenmenge

Die Wellenfrontenmenge einer Distribution gibt neben dem singularen Trager an, wel-
cher Art diese Singularitaten sind. Dies soll im Folgenden erlautert und erklart werden.
Bei Hormander [?] findet man eine mathematisch vollsténdige Abhandlung zu diesem
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Thema. Sei die Fouriertransformierte einer Testfunktion f

r 1 n —i<p,x>
f(p)zw/mdiff(x)e :

< p,x > ist die entsprechende (Halb-)Norm auf R"™. Wenn f eine kompakte Testfunktion
ist, dann erfiillt ihre Fouriertransformierte folgendes Abfallverhalten. Es existiert eine
Konstante C fiir alle N € N, so dass

~ C

[0 Ep——
‘ (1 +[p)™
Diese Implikation gilt auch umgekehrt. Die Fouriertransformierte % einer Distribution u
ist

u(f) = u(f)

Unter einer regularen Distribution versteht man eine Distribution deren Distributions-
kern sich als glatte Funktion darstellen lasst, wenn man den Trager der Testfunktionen
auf eine beliebige offene Menge einschréankt. Fiir nicht regulare Distributionen definiert
man den singularen Trager singsupp u

singsuppu = C{z € R*|Vf € D(R"),supp f > 2 : u € C*}
u lasst sich also in einer Umgebung dieser Punkte nicht als glatte Funktion darstellen.

Satz C.5.1. Die Fouriertransformierte einer Distribution mit kompakten Trager hat
keinen singuldaren Trager.

Beweis.

=u (W /Rn d"p f(p) 6_i<”">)

Auf Grund der Darstellung von Distributionen mit Hilfe von Borelmaflen 1a8t sich das
gleiche Argument wie in [C.3.1] zur Vertauschung der Integrale anfiihren, da die Konver-
genz iiber x durch den kompakten Trager gesichert ist.

:Eﬁméﬂ%ﬂmwﬁqﬂ

u (e7"<P+>) ist damit die Fouriertransformierte und glatt in p, auf Grund eines Theorems
bei Hormander [?, S. 34, Th. 2.1.3], da Distributionen mit kompakten Trager auch auf
Testfunktionen ohne kompakten Trager wohldefiniert sind. [
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Ist der singulare Trager einer kompakt getragenen Distribution u nicht Null, so muss
es p € R" geben, sodass gilt

_ C
o) > A

Daher nennt man die Menge aller dieser p € R"™ gewdhnlich I'(u). Fiir das singulére
Verhalten von Distributionen ohne kompakten Trager ergibt sich daher die Menge I", (u).

Cy(u) = ﬂ T(fu)

rEsupp f

Diese Menge ist nicht leer, wenn z ein Element des singuldren Tréagers ist. Diese Infor-
mationen kann man bequem in der Wellenfrontenmenge zusammenfassen.

Definition C.5.1 (Wellenfrontenmenge). Die Wellenfrontenmenge W F'(u) einer Distri-
bution u € D'(R™) sei

WF(u) := {(:c,p) c R" x (R”\O)‘p c Fm(u)}
Die Wellenfrontenmenge hat einige handhabbare Eigenschaften.
Satz C.5.2. Seiu € D'(R") dann gelten die Relationen
e WF(pu) C WF(u)
e WF(0,u) C WF(u)

Dartiberhinaus kann tiber die Wellenfrontenmengen zweier Distributionen ein eindeu-
tiges Kriterium angegeben werden, ob ihr Produkt wohldefiniert ist. Es wird nun das
Theorem hierfiir aus dem Buch von Hérmander zitiert [7, Th. 8.2.10]

Theorem C.5.3. Das Produkt zweier Distributionen uy,us € D'(R™) ist definiert tiber

die Diagonale des Tensorproduktes uy ® uq, wenn es kein Element (x, k) € W F(uy) gibt,
fiir das gilt (x,—k) € WF(us).
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