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Einleitung

Der Formalismus der Deformationsquantisierung hat sich als sehr effizient in der stérungstheore-
tischen Behandlung der algebraischen Quantenfeldtheorie herausgestellt.

Im Rahmen dieses Formalismus wird ein nichtkommutatives Sternprodukt zwischen Funktionalen
von Feldern mit Hilfe von Funktionalableitungen definiert. Wahrend sich dieses Produkt immer
mit Hilfe formaler Potenzreihen ausdriicken ldsst, ist iiber deren Konvergenzverhalten bisher nur
wenig bekannt.

Lediglich von der Menge der Exponentialfunktionen linearer Funktionale wissen wir bereits, dass
diese eine unter dem Sternprodukt abgeschlossene Algebra definieren. Zur Beschreibung Wechsel-
wirkender Theorien wére es allerdings notwendig, auch das punktweise Produkt von Feldern in
die Algebra einzubinden. Dies wiirde bedeuten, dass wir als Integralkerne der Funktionale unserer
Algebra nicht langer nur Testfunktionen zulassen, sondern zu Distributionen iibergehen. Es ist
allerdings bekannt, dass bereits das Sternprodukt zwischen solchen punktweisen Produkten nur
unter bestimmten Bedingungen an die Wellenfrontmenge der verwendeten Distributionen existiert
[4], so dass sich hiermit vermutlich keine unter dem Sternprodukt abgeschlossene Algebra angeben
l&sst.

Wir verfolgen daher einen etwas anderen Ansatz zur Vergroferung der durch die Exponential-
funktionen linearer Funktionale erzeugten Algebra, der Weylalgebra: Wir untersuchen, inwiefern
es moglich ist, die Exponentiale quadratischer Funktionale in die bestehende Algebra einzubinden.
In einem ersten Schritt wenden wir uns dafiir zunéichst der bestehenden Weylalgebra zu, die wir
im Rahmen der Deformationsquantisierung realisieren. Uns beschéftigt hier die Frage, ob es sich
dabei um eine Cx-Algebra handelt.

Wir diskutieren dann die GNS-Konstruktion dieser Algebra, die uns zur Fockraumdarstellung
fiihrt.

Die nachfolgenden Kapitel bilden den Hauptteil der Arbeit und behandeln die Konvergenzeigen-
schaften von Exponentialfunktionen quadratischer Funktionale sowie von deren Produkten.

Zum Abschluss diskutieren wir einen Ansatz, der es uns erlaubt im Rahmen einer verallgemei-
nerten GNS-Konstruktion ein Verstandnis fiir die Wirkung der eingefiihrten Exponentiale quadra-
tischer Operatoren auf dem Fockraum zu erhalten.

Wir diskutieren als mogliche Anwendung der aufgefundenen Strukturen noch kurz die von Sum-
mers in [11] behandelten quadratischen Transformationen.



Kapitel 1

Die C*-Algebrastruktur der
Weylalgebra

Es soll in diesem Abschnitt zunéichst um die C*-Algebrastruktur der Weylalgebra W gehen. Dass
es sich bei der Weylalgebra um eine C*-Algebra handelt ist wohlbekannt [1]. Unsere konkrete
Realisierung der Weylalgebra, mit der wir uns im folgenden beschéftigen wollen, unterscheidet
sich jedoch in einem nicht unwesentlichen Detail von der bekannten Struktur: in unserem Fall ist
die verwendete symplektische Form entartet.

Der Fall einer Weylalgebra mit entarteter symplektischer Form wurde bereits von Manuceau
[2] untersucht. Dieser verwendet dabei im wesentlichen ein Standardverfahren zur Konstruktion
von Cx-Normen aus [3]. Wir stellen in diesem Kapitel die Resultate dieser Verdffentlichung vor.
Allerdings gehen wir dabei auf unseren Fall ein, in dem die Weylalgebra nicht abstrakt definiert
wird, sondern konkret durch Funktionale realisiert ist. Daher erbringen wir einen eigenen Beweis
der linearen Unabhéngigkeit dieser Funktionale.

1.1 Mathematische Voraussetzungen

Als erstes definieren wir eine symplektische Gruppe (H, o). Diese besteht aus einer abelschen
Gruppe H, zusammen mit einer moglicherweise entarteten symplektischen Form o.

Unter der Form o verstehen wir die folgende Abbildung von H x H nach R:
U(.l?,y) = —U(y,ﬂf), V%yEHa (11)

o(z,y+2) =o(x,y) +o(r,2), VayzeH (1.2)

Aus (1.1) und (1.2) folgt:

2-0(x,0)=0(x,0) 4+ o(z,0) = o(x,0 + 0) = o(x,0)

= o(z,0)=0 (1.3)
und
o, y) + (e, —y) = olw,y — y) = o(2,0) = 0
= o(z,—y) = —o(z,y) (1.4)
o(x,—y) = —o(z,y) =o(y,z) = —o(y,—z) = o(—,y) (1.5)
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Wir verwenden im weiteren fiir H die abelsche Gruppe der Testfunktionen D(M) mit der Ad-
dition als Gruppenoperation auf einer Mannigfaltigkeit M.
Weiterhin sei M im Folgenden die vierdimensionale Minkowskiraumzeit.

Wir betrachten ab sofort die folgende spezielle symplektische Form o:

Sei
1 d3 ; 2 2
Ai() = 5 / eVt (L6)
(2m) 24/p? +m?
die Fundamentallsung positiver Energie der Klein-Gordon Gleichung.
Sei
A@) = Ay (@) — Ay (—2) (1.7)
die zugehorige Kommutatorfunktion.
Dann definieren wir o durch:
o(.9) = [ dedyf(@)Ax 1) g(w) (18)

wobei jeweils iiber den vierdimensionalen Minkowskiraum integriert wird.

Bemerkung 1.1.1. Der Testfunktionenraum D(M) besitzt neben der Addition auch eine Skalar-
multiplikation, und unsere symplektische Form o ist unter dieser Skalarmultiplikation in beiden
Argumenten linear.

Wir bezeichnen mit Hy die Untergruppe von H, fiir die gilt:
Hy={zxe€e H|Vyec H, expio(z,y))=1} (1.9)

Aufgrund von Bemerkung 1.1.1 sehen wir sofort, dass Hy in unserem Fall gerade mit dem Entar-
tungsraum der symplektischen Form {ibereinstimmt:

Hy={x€ H|Vye H o(z,y) =0} (1.10)

Wir fiihren jetzt eine Algebra von Funktionalen ein, die durch die Elemente aus H erzeugt wird.

Wir definieren dafiir fiir jedes Element f € H ein Funktional auf dem Raum der glatten Feldkon-
figurationen auf unserer Minkowskiraumzeit durch:

W(f) :eifdﬂﬁ%’(f)f(ﬂf)7 (pECOO(M) (1.11)

Auf den endlichen Linearkombinationen dieser Form definieren wir mit Hilfe unserer symplekti-
schen Form o ein Algebraprodukt durch:

W(f)«W(g) =e "D W(f+g) (1.12)

Wir erhalten eine involutive Algebra mit Einselement W (0), wenn wir die Involution * wie folgt
definieren:

W) =w(=f) VfeH (1.13)
Die so definierte Algebra bezeichnen wir mit A(H, o).

Wir sehen, dass die so definierten Elemente W (f) unitar sind:
(W) * W) = W(=])xW(f) = e IDW(f = f) = W(0) (1.14)
Wir bendétigen im Folgenden die lineare Unabhingigkeit der Elemente {W(f)|f € H}:
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Proposition 1.1.2. Die Elemente der Form {W(f)|f € H} sind linear unabhdangig.

Beweis: Sollte eine endliche Linearkombination sich zu Null addieren, so wire dies dquivalent zum
Verschwinden der Vandermonde Determinante folgender Matrix:

1 ete(f1) ete(f2) e et (fn)
1 e2ie(f1) e2ie(f2) - e2ie(fn)

M= . _ _ (1.15)
1 entDio(h)  ontDig(fa) ... oln+Die(fn)

Denn wenn die Linearkombination aus e?(/1) .. ¢#?(/») yerschwinden soll, so muss dieses fiir jedes
¢ gelten. Haben wir ein beliebiges ¢ ausgewdhlt, so muss die Gleichung also ebenfalls fiir n - ¢
erfiillt sein.

Der Wert der Determinante der Matrix M lautet nach der bekannten Vandermondschen Determi-
nantenformel: ' '
det (M) = H (e'?) _ gielfi))y (1.16)

1<i<j<n

Wir sehen also, dass die lineare Unabhéngigkeit der Elemente {e“"(fl), e ei*”(f")} dquivalent dazu
ist, dass sich ein ¢ finden lisst, so dass die e*?(/i)’s paarweise verschieden sind.

Um die Existenz eines solchen ¢’s nachzuweisen, beweisen wir die folgende Aussage durch In-
duktion {iber n: Seien f1,..., f,, € H gegeben, so dass f; # f; gilt fiir ¢ # j, dann existiert ein ¢,

so dass gilt: ¢(f;) # ¢(f;) fiir i # j sowie —m < ¢(fi) <7 Vie{l,..,n}.
Zum Beweis:

Zum Induktionsanfang:
Sei f1 € H gegeben. Fiir fi = 0 ist nichts zu zeigen. Seil also f1 nicht konstant 0. Es existiert dann
ein ¢’ so dass ¢'(f1) # 0. Gilt nun ¢'(f1) € (—m,7), so wahlen wir ¢ := ¢’. Ansonsten wihlen wir

o 1 /
=P

Zur Induktionsvoraussetzung:
Wir nehmen an, dass fiir ein gebenes n € N fiir alle Teilmengen {f1, -+, fn—1} C H ein y existiert,
so dass die o(f;) paarweise verschieden sind.

Zum Induktionsschritt:

Seien f1,---, fn € H gegeben mit f; # f; fiir + # j, dann existiert nach Induktionsvoraussetzung

ein ¢’, so dass ¢'(fi) # ¢'(f;) fiir i # j und 4,5 < n — 1 gilt. Wir berechnen dann den Ausdruck

O (fn). Wenn ¢'(f,) & (—m,m) ist, so definieren wir ¢”(f,) = map’, denn das gemeinsame res-

kalieren aller ¢'(f;) dndert nichts daran dass diese sich paarweise unterscheiden. Auferdem liegen

dann immer noch alle ¢”(f;) im vorgegebenen Intervall, da der Betrag von ¢'(f,,) dann grofer als

eins ist und das Intervall (—m, 7) symmetrisch ist.

Damit erfiillt " ( f,,) schon einmal die Bedingung ¢”(f,,) € (=, 7). Gilt nun ¢ (f,) # ¢ (fi) Vi €

{1,..,m — 1} so wihlen wir ¢ = ¢’ und sind fertig.

Ansonsten existiert ein ig € {1,...,n — 1} mit ¢"(fn) = ¢”(fi,). Da aber f,, # fi, ist, findet sich

ein @, so dass 3(f) # o(fi,) ist.

Wir definieren dann:

dp:=  min _ {¢"(fi) —¢"(f;)|} und 2 = max |@(f;)|. Wir verkleinern gegebenen-
1,7€{1,...,n—1}, i#j i€{1,...,n}

falls noch §; so weit, dass es kleiner ist als der minimale Abstand der Rénder des Intervalls (—, )

zu den " (f;)’s. Schlieklich definieren wir dann ¢ als:

16,
= —2 1.1
pi=¢l g5 @ (1.17)

Dieses erfiillt beide geforderten Bedingungen. |
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Die lineare Unabhéngigkeit der Elemente der Form {W (f)|f € H} erlaubt es uns, eine eindeu-
tige Norm || - ||y auf A(H, o) einzufiihren:

H Z OQ fz Hl = Z ‘041‘ (118)

Wir rechnen nach, dass es sich bei || - || um eine mit der Involution vertrigliche Algebranorm

handelt:
la™[[x = II( Z a; W(fi))*llh = || Z aW(=fi)lh = Z || = [|allx (1.19)

AuRerdem gilt:

M N
laxbli = [ aiW(fi))*Y_ 8;W(g)l (1.20)
i=1 j=1
M N _
= 10 il MBI Wi+ )l (1.21)
i=1 j=1
M N M N
< DO Bl =D el 1841 (1.22)
i=1 j=1 i=1 j=1
M N
= > sl Y 1851 =lalls - bl (1.23)
i=1 j=1
Wenn wir den Abschluss von A(H, o) beziiglich der Norm || - ||; bilden, so erhalten wir eine abge-

schlossene x—Banachalgebra mit Eins, die wir mit A(H, o) bezeichnen wollen.

Es ist zuerst jedoch nicht klar, ob die Elemente der Form {W(f;)|f; € H} eine Schauderbasis

bilden, d.h. ob eine Darstellung eines Elementes aus A(H,o) mit einer abzihlbar unendlichen
Reihe von Koeffizienten # 0 eindeutig ist.

Aquivalent dazu ist offensichtlich die Frage, ob eine abzihlbar unendliche Linearkombination ge-
gen das Nullelement konvergieren kann.

Um diese Frage beantworten zu kénnen, fithren wir zunéchst einen Zustand wy auf A(H, o) ein

—
und zeigen, dass wir diesen auf A(H, o) fortsetzen konnen:

Definition 1.1.3. Sei wq der Zustand auf A(H, o), der fir W(f), f € H definiert ist durch:
wo(W(f)) =0, wennfecHundf#0 (1.24)

Wir beweisen hierzu nun den folgenden Satz, der auch von unabhingigem Interesse ist:

Satz 1.1.4. Jede positive Linearform auf A(H,o) ldsst sich zu einer positiven Linearform auf
—
A(H,o) fortsetzen.

Beweis: Sei p eine positive Linearform. Wir verwenden die Cauchy-Schwartz Ungleichung um
p(W(f)), f€ H durch p(W(0)) abzuschiitzen:

(W (0 + f))|* = |p(W(0) x W(f))[* (1.25)
< p(W(0)" x W(0)) p(W(f)" x

=
=
\
=
o
I
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Damit ergibt sich dann aber fiir jede endliche Linearkombination der Form a = Z L o W(f):

N
Ip(a)|=|Z p(W(fi))l < Zlat\—p (0)) [lallx (1.28)

Dass p durch ein Vielfaches der Norm | - ||; dominiert wird zeigt, dass wir p stetig auf den

Abschluss fortsetzen kénnen und dass diese Fortsetzung eindeutig ist. ]

Wir sehen also, dass unser zuvor definierter Zustand wy eine stetige Fortsetzung auf den Ab-
schluss besitzt.

Fiir ein Element a € A(H, 0)1 liefert wo(a* x a) also gerade die L? Norm der Koeffizienten von a.
Dies zeigt, dass
la: =0 < a=0 (1.29)

Ein Charakter der abelschen Gruppe H ist eine Abbildung x : H — C, so dass |x(f)|=1Vf € H
und x(f)x(g) = x(f + 9)-

Fiir einen beliebigen Charakter der Gruppe H definieren wir jetzt einen *-Automorphismus ,
von A(H, o) durch:

(W (f)) =x(f)W(f) (1.30)
Dann ist 7, offensichtlich isometrisch und besitzt damit eine stetige Fortsetzung auf den Abschluss
——1
A(H, o) .

Wir koénnen jetzt die Untergruppe von Charakteren der Form

Xg(f) =exp(2io(g, f)), VfeH (1.31)

betrachten. Wir bezeichnen die Menge {x4|g € H} mit K, wir versehen die Gruppe H mit der
diskreten Topologie und bezeichnen den Abschluss von K in dessen dualer Gruppe H mit K.

Wir zeigen, dass fiir x, € K der zugehorige *-Automorphismus ein innerer Automorphismus
ist. Sei a =Y .2 a; W(f;), dann gilt:

W(g)*a*W(fg) = Zal *W fz)*W( )
= Y e D W(g) WS- g)

— Z a; e219(9:fi) W(f:)

i=1

= Zang fz 2)
= Tx_q(a) Vaec A(H, o) (1.32)

Spéter werden wir die Menge aller Zustinde bendtigen, momentan spezialisieren wir uns aber
auf eine spezielle Klasse von Zustéinden, die sogenannten zentralen Zustéinde.

Dieses sind Zustéinde, fir die gilt:
w(axb) =w(bxa)

Einen speziellen zentralen Zustand stellt der bereits eingefithrte Zustand wq dar.
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Wir stellen jetzt noch eine andere Definition der zentralen Zustidnde und von wgy vor und zei-
gen, dass diese zu den gegebenen Aquivalent sind:

Korollar 1.1.5. Die zentralen Zustinde sind genau die Zustinde, die invariant unter den *-
Automorphismen aus K sind.

Beweis: Wir rechnen die Aussage fiir endliche Linearkombinationen von Elementen W (f) fe€ H
unter x-Automorphismen 7,, x € K nach. Wegen Satz 1.1.4 bleibt sie auf dem Abschluss erhalten.

13 <: “
Sei also w invariant unter 7, Vx € K.

= w(W()*xW(g) = wlr, (W()xW(g)))

= w(W(g)» (W(f)xW(g)) x W(=9))
= wW(g)xW(f)) (1.33)
€y ow
Sein nun f € H und es gelte w(W(f) * W(g)) = w(W(g) x W(f)) Vg€ H. Dann gilt:
w(ry, (W(f))) = wW(g)xW(f)*W(=9g))
= w(W(g)xW(=g)xW(f))
= w(W(f) (1.34)
O

Korollar 1.1.6. Der Zustand wq ist dadurch eindeutig festgelegt, dass er tnvariant unter allen
*-Automorphismen T, ist:

Beweis:

w(r(W() =w(W(f)) VfeH, x
& X(HwW(f)) =w(W(f))
& x()=1¥x Vv wW(f)=0
& f=0 Vv wW(f)=0 (1.35)
O

1.2 Die minimale regulare Norm

—
Wir verwenden eine Standardprozedur aus [3], um auf der Banachalgebra A(H, o) eine C*-Norm
einzufiihren. Hierzu zunichst ein paar allgemeine S&tze und Definitionen:

Definition 1.2.1. Sei Q eine beliebige Menge und sei x — ©()(z) fiir w € Q eine Menge von
Darstellungen von einer involutiven Banachalgebra in Riume H“). Wir miissen voraussetzen,
dass gilt:

7 (@) < Ca (1.36)

wobei C,, unabhdngig von w ist. Unter der direkten Summe der Riume H'“) verstehen wir dann
den Raum H, der die Menge aller Elemente der Form & = {£,|w € Q} enthdlt, so dass

> lwl? < (1.37)

weN



1.2. DIE MINIMALE REGULARE NORM 11

Wir kénnen dann auf H einen Operator definieren durch

m(2)¢ = {7 ()&} (1.38)

Wegen (1.36) ist w(x) ein beschrinkter Operator auf H und die Abbildung x — w(x) ist eine
Darstellung auf H. Wir bezeichnen dann © — w(z) als die direkte Summe der Darstellungen
zr — 7@ (x).

Definition 1.2.2. Sei A eine involutive Algebra mit Identitit e und Norm || - ||. Die Norm || - ||
auf A heifit requldr, wenn jede positive Linearform p auf A die Bedingung (1.28) erfiillt.

Bemerkung 1.2.3. Normalerweise heifst eine Norm auf einer Algebra requldr, wenn sich jede
positive Linearform eindeutig auf den Abschluss der Algebra fortsetzen ldsst. Man kann jedoch
zeigen, dass diese Definition zu der obigen dquivalent ist.

Proposition 1.2.4. Jede Darstellung w einer involutiven Banachalgebra A mit Identitit e und
reguldrer Norm ist stetig, und es gilt
m(z) < ||

Beweis: Sei 7 eine Darstellung auf H, &, ein beliebiger Vektor aus H. Dann definiert p(x) =
(m(x) &o,&o) ein positives Funktional auf der Banachalgebra. Damit ist p insbesondere ein Funk-
tional und aus der Regularitdt der Norm auf der Banachalgebra folgt:

|(7(x) Lo, €0)| = |p(2)| < ple) [|z]] = [|z]] (o, €0) (1.39)
Wir ersetzen in (1.39) x durch z* z und erhalten
(m(z* 2) &, &) < ll2* 2| (0, €0) < [|z]|* (o, o) (1.40)
d.h.
() &f* < [l=* |l (1.41)

wobei | - | die Norm auf H bezeichnet.

Da & € 'H beliebig war, folgt aus der letzten Ungleichung, dass
()] < ll=]], (1.42)

wobel ||7(x)| die Operatornorm auf B(H) bezeichnet. a

Bemerkung 1.2.5. Auf einer involutiven Banachalgebra A mit 1 gilt allgemein fiir jedes positive
Funktional auf A, dass |w(x)| < w(e)||z||. Um hier den Beweis dafir einzusparen, wurde fir
Propostition 1.2.4 die Regularitat der Norm vorausgesetzt, da dies in unserem Fall gegeben ist.

Definition 1.2.6. Sei A eine Bachanachalgebra, sei Q die Menge der Zustinde auf A. A heifit
reduziert, wenn aus w(z*x) =0 VYw € Q folgt, dass x = 0.

Wir kommen jetzt zu der Hauptaussage dieses Kapitels:

Satz 1.2.7. Wenn eine reguldre Norm auf einer reduzierten Algebra A existiert, dann hat A
eine minimale requldre Norm. Die Vervollstindigung von A unter der minimalen Norm ist eine
C*-Algebra.

Beweis: Sei || - ||1 eine reguldre Norm auf der Algebra A und sei A; die Vervollstdndigung von A
unter dieser Norm. Die Regularitit der Norm stellt sicher, dass jeder Zustand auf der Algebra A
auch ein Zustand auf A; ist, ihm entspricht eine GNS Darstellung der Algebra A;.
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Wir bezeichnen diese Darstellung auf H“) mit  — 7(“)(x). Weiterhin sei x — 7(x) die direkte
Summe aller dieser Darstellungen. Proposition 1.2.4 sagt uns jetzt, dass

()| < [zl (1.43)

gilt, wobei ||7(z)|| die Operatornorm auf H bezeichnet.

Wir zeigen, dass die Darstellung  — 7(x) treu ist:

Angenommen es gilt 7(zr) = 0, dann gilt auch n(z*z) = 7w(z*)w(x) = 0. Also folgt, dass
7@ (z*z) = 0 VYw. Also gilt (7)¢,n) =0 V& n € HW. Wir wissen, dass wir in der GNS
Konstruktion zu w einen Vektor & auf H() haben, so dass gilt:

w(z) = (7(x)&0, o) (1.44)
Wir setzen also & = n = &. Wir erhalten dann w(z*x) = 0 und da w beliebig war folgt da A

reduziert ist, folgt dass x = 0.

Damit ist  — m(x) ein Isomorphismus der Algebra A. Wir kdnnen jetzt auf A eine Norm einfithren
durch
]| = [l ()] (1.45)

also durch die Operatornorm auf B(H). Damit ist A mit der Norm || - || isometrisch isomorph zu
einer Algebra beschrénkter Operatoren eines Hilbertraums und damit ist A eine C*-Algebra.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die so definierte Norm || - || auch regulér ist:
Sei w ein Zustand auf A, dann gilt fiir ein beliebiges Element x € A:
jw(@)] = (7)) () &0, &0)| < I7 ) (@) 1ol = l|z]| w(e) = || (1.46)

|

Wir beweisen jetzt einen Satz, der es uns erlaubt die abstrakt eingefilhrte minimale regulére
Norm konkret zu berechnen:

Satz 1.2.8. Sei || - || die minimale regulire Norm aus Satz 1.2.7 und Q die Menge aller Zustinde
auf A, dann gilt:
|zl =, [supw(z*x) Vze A (1.47)
weN

Beweis: Sei 9 € A, w € Q und sei ¢ ein Vektor aus dem Hilbertraum H“) der GNS-Darstellung
zu w. Dann gilt:

@) = sup 7@l = s w(etwgon) (1.48)
l€l=1 reEA:
w@*z)=1

Wir setzen dann w,(y) = w(z*yx), dann ist w(x) offensichtlich ein positives Funktional auf A. Da
wyz(e) = w(z*z) = 1 gilt, definiert w, einen Zustand auf A. Also definiert die Menge Q¢ = {ws|z €
A :w(xz*z) =1} eine Teilmenge aller Zustinde 2 und es gilt:

sup w(x*xiror) = sup wz (T5To)
reA: reA:
wx*z)=1 wx*z)=1
= sup w(zjxo)
weR
< supw(zizo) (1.49)
weN

Aus den Abschitzungen (1.48) und (1.49) folgt also, dass gilt:

|7 ()12 < sup w(zdzo) (1.50)
we
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damit ergibt sich fiir die direkte Summe der Darstellungen:

I?

lzol? = llm(2o)* = sup I (o) |* < Sggw(%%) (1.51)

Nun sein &, der zyklische Vektor zur GNS Darstellung von w, so dass gilt: w(z) = (7w(x)&, &o)-
Dann gilt wegen w(e) = 1, dass ||£o]] = 1 und es folgt:

w(x'z) = (m(z"z)&o, &) = (7 () 7 ()8, o) (1.52)
= [I7“ (@)l < [I7“) (@) )1? 1€l (1.53)
I7 @) ? < Im(@)])? = ||z (1.54)

Aus den Abschitzungen (1.51) und (1.54) ergibt sich dann
sup w(xgwo) = ||zoll® (1.55)
wen

O

Korollar 1.2.9. Wir wissen von (1.29), dass wo(a*xa) =0 & a=0Vac A(H7J)1, also ist
A(H, 0)1 reduziert.

Wir wissen aus (1.28), dass die Norm || - |1 reguldr ist.

—
Also sagt uns Satz 1.2.7, dass wir auf A(H,o) die minimale regulire Norm einfithren kinnen,
die nach Satz 1.2.8 durch

|al| = sup V/w(a* xa) Vae A(H, o) (1.56)
weN

bestimmt ist. Wegen (1.43) gilt dann
lall < llallx (1.57)

Wir bezeichnen mit A(H, o) den Abschluss von A(H, o) oder wahlweise von A(H, 0)1 unter || - ||.

Gleichung (1.57) stellt dann in Verbindung mit (1.28) sicher, dass sich die linearen positiven

Funktionale von A(H, o) eindeutig auf A(H, o) fortsetzen lassen.

Die niichste Proposition charakterisiert die Darstellungen von A(H,c). Dies wird ben6tigt um
andere C*-Normen auf A(H, o) zu beschreiben.

Proposition 1.2.10. Sei U ein Weyl-System, d.h. sei U eine unitdre Abbildung von H in die
Gruppe von unitiren Operatoren eines Hilbertraums H, so dass:

U(f)U(g) = exp(=iho(f,9))U(f +9) (1.58)

dann gilt:
N N
(3 W (f) =3 aiU(fi) (1.59)

setzt sich zu einer Darstellung von A(H, o) fort.
Beweis: Sei a = Zf;l a;W(f;) € A(H,o0), dann gilt:

[m(@)] = sup (¥|m(a*a)¥)
veH
[P =1

< sup Vw(a*a) = ||a|| (1.60)
wenN
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a

Wir sind jetzt in der Lage zu beweisen, dass die Norm || - || maximal ist, oder priziser, dass
gilt:

Korollar 1.2.11. Sei || - ||o eine C*-Norm auf A(H, o), dann gilt fir jedes Element a € A(H,0):

lallo < [la].-

Beweis: Sei A(H, 0)0 der Abschluss von A(H, o) unter || - ||o. Da die Norm auf einer C*-Algebra
eindeutig bestimmt ist, wissen wir bereits dass | - ||o auf dem Abschluss nur eine Halbnorm sein
kann. Sei N = {a € A(H, U)O| llallo = 0}, dann ist N ein abgeschlossenes, beidseitiges Ideal in
A(H, O')O. Der Quotient A(H, O')O/N ist dann eine C*-Algebra. Als C*-Algebra besitzt A(H, O')O/N
eine isometrische Darstellung 7 von Operatoren auf einem Hilbertraum. Damit ist aber fiir f € H
die Abbildung f — 7(W(f)) ein Weylsystem.

Wir erhalten:
(5.31)
lallo=lIr(@)[ < [al
O

Wir beweisen jetzt ein Lemma, das es uns erlaubt, die C*-Normen auf A(H, ¢) mit den Idealen
in A(H, o) in Verbindung zu bringen. Hierzu zuerst eine Definition:

Definition 1.2.12. Sei A eine C*-Algebra und N (A) die Menge aller Seminormen auf A. Mit
Z(A) bezeichnen wir die Menge der abgeschlossenen beidseitigen Ideal von A. Sei I € T und x € A,
dann definieren wir Ny(x) als die Norm des kanonischen Bildes von x in A/I.

Lemma 1.2.13. Fiir eine C*-Algebra A ist die Abbildung ¢ : I — Ny eine bijektive Abbildung
von Z(A) nach N(A).

Beweis:
(i) ¢ is injektiv:

Durch Widerspruch: Angenommen, es gilt N;, = Ny, fiir Iy # I2, dann existiert ein Element
x € A, das nur in einem der beiden Ideale enthalten ist. Sei also O.B.d.A. z € I; und z ¢ I, dann
gilt aber Ny, (x) = 0 und Ny, (z) # 0.

Widerspruch!

(ii) ¢ is surjektiv:

Sei N € N(A) eine Seminorm. Wir miissen ein geeignetes Ideal I € Z(A) finden, so dass Ny = N
gilt.

Dafiir definieren wir I = {x € A|N(x) = 0} und wir bilden den Quotientenraum A/I. Auf diesem
ist IV eine C*-Algebranorm, ebenso wie N;. Damit miissen also beide Normen auf dem Quotienten
iibereinstimmen, da die Norm einer C*-Algebra eindeutig bestimmt ist. Da wir aus A jedoch nur
den Nullraum herausgeteilt haben, stimmt die Norm N auf A/I mit der Halbnorm auf A iiberein.
Daraus folgt N = Ny, und wir haben das entsprechende Ideal aus Z(A) gefunden. O

Damit ergibt sich jetzt:

Korollar 1.2.14. Sei || - ||o eine C*-Algebranorm auf A(H,o), dann existiert ein Ideal I in

A(H, o), so dass gilt:

A(H,0) = AH,0)/I
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Beweis: Der Beweis ergibt sich sofort aus Lemma (1.2.13), denn wenn || - ||o eine Norm auf A(H, o)
ist, so muss ||-||o entweder auf A(H, o) eine Halbnorm sein, die auf einigen Elementen im Abschluss
verschwindet, oder aber mit || - || ibereinstimmen. Also existiert ein eindeutig bestimmtes Ideal I,
so dass || - ||o mit der Quotientennorm auf A(H, o) libereinstimmt. a

Das néchste Ergebnis wird spédter von Interesse sein:

Proposition 1.2.15. Jeder x-Automorphismus von A(H, o) setzt sich zu einem x-Automorphismus

von A(H, o) fort.

Beweis: Sei p ein *-Automorphismus auf A(H, o). Wir wissen, dass |W(f)|| =1 Vf € H gilt, da
die Elemente der Form W (f) unitdr sind. Wir verwenden, dass || - || eine C*-Norm ist:

oW NP = lo(W()**p(W ()
= |lo(W ()" *W(H)
= [lp(W(0))[ =1 (1.61)

Also ist jeder *-Automorphismus p aul A(H, o) eine Isometrie und setzt sich stetig auf den Ab-
schluss fort. a

A(H, o) ist die C* Algebra der Weylgruppe mit der diskreten Toplogie, es gibt keinen Zusam-
menhang zwischen der Topologie von A(H, o) und der von H.
Darauf geht der folgende Satz ein:

Satz 1.2.16. Sei H' eine echte Untergruppe von H, dann gilt:

A(H',0) € A(H,o0) (1.62)
praziser gilt, dass:
IW(f)—al >1,  VaeA(H,0) (1.63)
wenn f € H, [f¢&H'.
Beweis: Fiir alle a € A(H, o) gilt:
la =W () = wolla—W(f))" *(a=W(f)) (1.64)
wobei wy der kanonische zentrale Zustand aus Definition 1.1.3 ist. Dann gilt wp(a* xa) > 0. Da
f & H', gilt auRerdem wy(a* * W (f)) = wo(W(—f)*a) = 0. Damit gilt dann also [[a— W (f)|* > 1
und die Aussage folgt aus der Stetigkeit der Abbildung a — |Ja — W(f)]. m



Kapitel 2

Der Fockraum

Zunichst wenden wir uns der iiblichen Fockraumkonstruktion zu. Diese ist mit Hilfe der GNS-
Darstellung von W unter einem sogenannten quasifreien Zustand definiert.

In der Arbeit [10] findet sich eine mathematisch besonders prézise Einfithrung zur Fockraum-
konstruktion, die wir hier wiedergeben.

In den vorherigen Kapiteln haben wir uns mit den Exponentialen quadratischer Operatoren und
deren Produkt mit Elementen aus W beschiiftigt. In diesem Kapitel fiihren wir nun quadratische
Operatoren auf dem Fockraum F ein und untersuchen die Konvergenz- und Produkteigenschaften
auf F. Dazu verwenden wir eine Reihe von Abschiatzungen fiir quadratische Operatoren auf dem
Fockraum und deren Exponentialfunktionen, die wir aus [11] zitieren.

2.1 Darstellung von W auf dem Fockraum

Der folgende Satz beschreibt die Klasse der quasifreien Zustiande:

Satz 2.1.1. Sei (H,o0) ein symplektischer Raum und « : H x H — R eine symmelrische positive
Bilinearform, so dass gilt:

o(f.9) <a(f.f)elg.g) f.geH (2.1)

Dann existiert ein Zustand ¢ auf W, so dass gilt:

walW(f)) = exp(—50(f, f)) feH (22)

Beweis: Vorerst ohne Beweis a

Zusténde der Form (2.2) bezeichnen wir als quasifreie Zustéinde. Wir bezeichnen den obigen
Zustand mit w,, um zu verdeutlichen, dass er von der konkreten Wahl von « abhéngt.

Wir fiihren nun eine mit unserer symplektischen Form (1.8) vertrégliche Bilinearform ein, so dass
die Ungleichung (2.1) erfiillt ist.

Definition 2.1.2. Wir wédhlen als geeignete positive Bilinearform o fir die folgenden Betrach-
tungen den symmetrisierten Anteil von A, :

a(f.g) = / dedy f(2) (D (2 — y) + Ay — 2))g(y) (2.3)

Wir verwenden jetzt den quasifreien Zustand der Form (2.2), der durch die konkrete Wahl
(2.3) unserer Bilinearform « eindeutig festgelegt ist, um mit diesem eine GNS-Konstruktion von
W durchzufithren und untersuchen die Struktur der erhalten Operatoralgebra.

16
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Als ersten Schritt teilen wir W durch den Entartungsraum der schiefsymmetrischen Bilinear-
form (1.8). Hierdurch erhalten wir eine Algebra W iiber einem symplektischen Raum H, dessen
symplektische Form o nicht entartet ist.

Dies tun wir, indem wir folgende Aquivalenzrelation auf W einfiihren:
W(f)~W(g):=oh,f—g)=0YheDM) (2.4)
und schlieRlich T als Quotientenalgebra definieren:
Wi=W/ ~ (2.5)

Dies ist dquivalent dazu, die entsprechenden Funktionen auf dem symplektischen Raum (H,0) zu
identifizieren. Dadurch erhalte wir einen symplektischen Raum (H,o) mit einer nichtentarteten
symplektischen Form o. Wir erhalten dann W, indem wir die Weylalgebra tiber (H, o) bilden.

Wir zitieren nun einen Satz aus [10], der uns erlaubt bei festgelegter symmetrischer Bilinear-
form « einen komplexen Hilbertraum zu konstruieren:

Proposition 2.1.3. Sei H ein reeller Vektorraum, auf dem sowohl eine bilineare symplektische
Form o, als auch eine positive symmetrische Bilinearform « definiert sind. Dabei muss a so
gewdahlt sein, dass die Ungleichung (2.1) erfallt ist. Dann lasst sich ein komplezer Hilbertraum H
zusammen mit einer reell-linearen Abbildung K : H — H finden, so dass gilt:

o das komplexifizierte Bild von H unter K, also die Menge KH + i KH, ist dicht in H

e o(f,g) = Re(Kf, Kg)y VfgeH

e o(f.g) =2Im(Kf,Kg)n VfgeH
Auferdem ist das Paar (K,H) bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt, wobei wir sagen, dass
(K',H') zu (K, H) dquivalent ist, wenn ein Isomorphismus U : H — H’ ezistiert, so dass UK = K’

18t.

Sei im Folgenden F(H) der symmetrische Fockraum {iber H und a'(f) sowie a(g) die iiblichen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf H: [a(f),a'(g)] =< f,g >x sowie a(f)Q7 =0, wo-
bei Q7 das iibliche Fockvakuum ist.

Wir definieren dann die folgende Darstellung von W auf F(H):

pulW(f)] = exp{—[a¥(K ) — a(K )]}, (2.6)

wobei der Uberstrich den Abschluss des obigen Operators bezeichnet. Wir rechnen dann nach:

< Q7 p (WA >=w.(W(f)) (2.7)
Das folgende Lemma aus [10] erlaubt es uns nun, die GNS-Darstellung von W unter dem Zustand

(2.2) mit der in Gleichung (2.6) definierten Darstellung auf dem Fockraum zu identifizieren:

Lemma 2.1.4. Sei (H, o) ein symplektischer Rauwm und W die Weylalgebra iber (H, o). Seiw,, ein
quasifreier Zustand dber W und (K, ’H) die nach Proposition 2.1.3 gegebene Hilbertraumstruktur.
Schlieflich sei noch p,, die Darstellung von W auf dem Fockraum F(H), die durch (2.6) gegeben ist.

Dann gilt:
o p, WO st dicht in F(H) (d.h. Q(F) ist zyklisch)

o p, ist genau dann irreduzibel, wenn KH dicht in 'H ist.



Kapitel 3

Das Sternprodukt

Bisher haben wir das Produkt zwischen Elementen der Weylalgebra der Form (1.11) nur abstrakt
durch die Formel (1.12) definiert. Wir stellen im Folgenden ein nichtkommutatives Sternprodukt
zwischen Funktionalen vor, das zum Beispiel in [4] erwihnt wird.

Das Produkt wird zuniichst ganz allgemein fiir Funktionale mit Hilfe von Funktionalableitungen
definiert. Wir rechnen dann nach, dass es im Falle von Exponentialfunktionen linearer Funktio-
nale die Weylrelationen reproduziert, so dass es einen geeigneten Rahmen zur Vergréfserung der
Weylalgebra bildet.

3.1 Definition des Sternprodukts

Sei M die vierdimensionale Minkowskiraumzeit. Wir betrachten Funktionale von Feldern ¢ € C*
der Form

F::t/inu/wdmyndmn j;:jg(xl,“,xn)-¢(x1).“.-¢(xny (3.1)

bei fo (1, .. tn) € D(M x ... x M) gilt.
wobei f, (21, ..., 2a) € DY ) gi

n—mal

Wir betrachten erneut die in (1.7) angegebene Kommutatorfunktion und verwenden diese, um
ein Produkt zwischen Exponentialen der Form (1.11) zu definieren.

Wir definieren dann ein Sternprodukt von Funktionalen durch:

in, 1 "F, "G, | T
F+«G = ;(5) o / dx dy G (z)w(y)g Az — yi) (3.2)

Wir machen dann zunéchst folgende Beobachtungen:
Sei nun Fy ein lineares Funktional mit Integralkern in D(M), das heifit F; hat die Form:

Fi= [ def()e(o) (3.3)
Dann gilt:

Fl*Fl

/dx f(x)e(x) */ dy f(y)e(y)

FioFiy [ dedy f@)a - )f)

=0, da A(—z)=—A(x)
- F-F, (3.4)

18
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Das Sternprodukt und das punktweise Produkt stimmen also fiir das Produkt zweier linearer
Funktionale tiberein. Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich nun induktiv, dass auch héhere Potenzen
des Sternprodeuktes mit dem punktweisen Produkt iibereinstimmen:

EF - E s Fy = [ S @ae - s0)

n(F)" / dady f(2)A(x — y) F(y)

=0

= 0 (3.5)

Daraus folgt aber auch direkt die Existenz des Sternexponentials linearer Funktionale und wir
haben: exp, (i F(¢)) = exp(i F(p)).

3.2 Die Weylrelationen

Wir wollen nun das Sternprodukt von Elementen der Weylalgebra W berechnen, also das Stern-
produkt von den (Stern-)Exponentialen linearer Funktionale. Seien also F' = F(¢) und G = G(yp)
zwel lineare Funktionale mit Integralkernen in D(M). Um das Sternprodukt zu bestimmen be-
rechnen wir zunéchst die n-te Funktionalableitung von exp(iF). Mit der Kettenregel erhalten wir
zunéchst:

d exp(iF) . L OF
T(I) = dexp(il) %(x)
= iexp(iF) f(z) (3.6)

Und damit fiir die n-te Funktionalableitung:

0" exp(iF)

Son (1y ey xpn) =4" f(x1)...f(xn) exp(iF) (3.7

Und damit erhalten wir dann fiir das Sternprodukt von zwei Exponentialen exp(¢F') und exp(iG):

exp(iF) x exp(iG) = Z(%)"%/H i*"dasdy; f(2:)g(yi) Az — y3) exp(iF) - exp(iG)
Rt

n=0
= S (i [ ey f@)A -y e ((F + G)

2
n=0

=o(f,9)
= ep(- 2 o(f,9)) expli(F +G)) (3.8)



Kapitel 4

Das Sternexponential quadratischer
Funktionale

Wie wir gesehen haben, wird die Weylalgebra von den Exponentialen linearer Funktionale erzeugt.

Die Motivation fiir die Rechnungen der nachfolgenden Kapitel liegt in dem Versuch begriindet
die Weyl-Algebra durch das Hinzufligen neuer Elemente zu vergofern. Da sich die Weylalgebra
mit, Hilfe von Exponentialfunktionen linearer Funktionale realisieren l&sst, sind die naheliegenden
Kandidaten daftir die Exponentiale quadratischer Funktionale. Wie wir in (3.4) gezeigt haben,
stimmt das punktweise Exponential linearer Funktionale mit dem des Sternexponentials {iberein.
Bei quadratischen Funktionalen ist dies jedoch nicht mehr der Fall. Prézise:

Sei Fy € F5, dann verstehen wir unter dem Sternexponential von Fo den Ausdruck:

o0 .k
exp, (iFs) =Y % Fox Fox ... % Fy (4.1)
k=0

k-mal

Dieses unterscheidet sich zwar von dem punktweisen Exponential, wir entwickeln aber in diesem
Kapitel Formeln, die es uns ermoglichen, das Sternexponential in das punktweise Exponential um-
zurechnen und gleichzeitig Konvergenzaussagen fiir das Sternexponential zu treffen.

Das Sternexponential ist in unseren Betrachtungen von besonderem Interesse, da wir in den nach-
folgenden Kapiteln Produkte zwischen den Exponentialen quadratischer Funktionale mit Elemen-
ten der Weylalgebra W, sowie auch Produkte zwischen den quadratischen Exponentialen unter-
einander bilden wollen. Dabei kénnen wir im Fall des Sternexponentials auf die Baker-Campbell-
Hausdorff Formel zuriickgreifen.

Ahnliche Berechnungen des Sternexponentials existieren bereits fiir den quantenmechanischen Fall.
Diese wurden bereits 1982 von Bayen und Maillard in [5] publiziert. Allerdings stellt unsere Be-
rechnung eine Verallgemeinerung fiir den feldtheoretischen Kontext dar.

Wir definieren zunéchst:

Definition 4.0.1. Wir betrachten eine C*° Funktion auf M x M mit kompaktem Trager: f(x,y) €
D(M x M). Diese verwenden wir, um zu definieren was wir unter einem quadratischen Funktional
Fo wverstehen:
F:C®(M) — R
o [ [ty s )eeew) (42)

Die Menge aller quadratischen Funktionale bezeichnen wir mit Fs.

20
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Klar ist zunéchst, dass sich das Sternexponential als formale Potenzreihe angeben lisst. Im
folgenden werden wir zuniichst das Sternexponential exp, (iF3) auf Konvergenz untersuchen. Wir
werden auch eine Abbildung

a:Fs — RpF
a(f) = (a(f),ea(f)) aeRaek (4.3)

angeben, die es uns erlaubt, dem Integralkern f des quadratischen Funktionals Fo eine Funktion
aus F» und eine reelle Konstante zuzuordnen, so dass gilt:

exp, (iF2) = exp(ai(f)) - exp(az(f)) (4.4)

Einige weitere Definitionen werden zum Verstdndnis der zentralen Aussage dieses Abschnitts
bendtigt:

Definition 4.0.2. Wir definieren Funktionen P} fir n € N durch:
Py = fla,y) firn—1 (4.5)

sowee

(Pf)n = / dfﬂldy1 i 'dd?n—ldyn—l f(% -Tl)A(Il - yl) s f(yn—2, Jvn—l)A(In—l - yn,_1)f(yn_1, y)
(4.6)

Wir kénnen (Py)" € D(M x M) als Integralkern eines quadratischen Funktionals auffassen.
Das zugehdrige quadratische Funktional schreiben wir dann kurz als:

e(Py)"p € Fo (4.7)
Dariiberhinaus werden wir noch die folgende Abbildung benétigen:
Definition 4.0.3. Wir definieren Tra durch:
Tra : DM xM)—R
faw) — [ dady Ao = )fe,y) (48)

Wir beweisen dann im Folgenden:

Satz 4.0.4. Das Sternexponential exp, (i Fy) eines quadratischen Funktionals hat die Form:

exp, (i Fy) = exp(c) - exp(i Mz2) (4.9)

mit
My = h~! tanh(APy) (4.10)
e(t) = —%TrA(ln(Cosh(t hPf))) (4.11)

Dabei wird der Tangens von Py durch das Einsetzen von Py in die Potenzrethenentwicklung des
Tangens gebildet.
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4.1 Zur Berechnung des Sternexponentials
Die direkte Berechnung des k-fachen Produktes hat sich als kompliziert herausgestellt. Einfacher
ist es, eine Differentialgleichung fiir den Ausdruck exp, (it - F2) aufzustellen, diese zu 16sen und

dann die Losung an der Stelle t=1 auszuwerten.

Wir machen dafiir den Ansatz:

exp, (it - Fa) = exp(i Aa(t)) (4.12)
und erhalten
O exp,(t-iFg) = iFyxexp,(t-iFs)
= iFyxexp(iAa(t)) (4.13)
Wir bezeichnen fiir Funktionale M mit M(") die n-te Funktionalableitung von M:
MM = ‘;f(zl,@, e Tn) (4.14)
Damit folgt:
1 Faxexp(i Aa(t))

= [ exp(ha() + (5 <FY,AGAL) > -explida(n)

i ho, 1
+(%)2 5 < FO A2 AD 4 AD @i AD) > - exp(ila(t))] (4.15)
= i9,(A)(t) - exp(ila(t)) (4.16)
Also erhalten wir die Differentialgleichung:
h K2
Or(Aa(t) =F2 — 5 FWL ALY — = FP A®2 AP 4 i AD @i AD)) (4.17)

Bilden wir das Sternprodukt zwischen zwei quadratischen Funktionalen, so erhalten wir erneut ein
quadratisches Funktional sowie eine zusétzliche Konstante. Das Sternprodukt einer Konstanten
mit einem quadratischen Funktional stimmt mit dem punktweisen Produkt iiberein, ergibt also
erneut ein quadratisches Funktional. Es liegt daher nahe zu vermuten, dass es sich bei As(t) um
ein quadratisches Funktional und eine zusétzliche additive Konstante handeln wird.

Wir machen daher den Ansatz:
Ao (t) = —ice(t) + Ma(2) (4.18)
Einsetzen des Ansatzes in (4.17) ergibt:
O¢(—ic(t) + Ma(?))
h h? )
= Fo— o (B AM(0)™M)) — - (B, A% (M () — Mo ()Y @ My (1)) (4.19)

Wir kénnen nun (4.19) umsortieren in Ausdriicke die Konstanten ergeben sowie in solche, durch
die wir erneut ein quadratisches Funktional bekommen.

Wir erhalten dadurch zwei getrennte Differentialgleichungen fiir ¢(t) und Ms(¢):

Fiir My(¢) erhalten wir die DGL:

D (Ma(t)) = Fs — g (FO, A (M (D)) + % (FSD, A% 2 (Mo (1) @ My(t) ™)) (4.20)

und fiir ¢(¢):
Dielt) =~ (P, A% 20(0)®)) (121
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4.1.1 Die Berechnung von M,

Da es sich hierbei um eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in t handelt, kénnen
wir einen Potenzreihenansatz machen und die Koeffizienten mit Hilfe von (4.20) rekursiv bestim-
men.

[n]
Wir bezeichnen die n-te Ableitung von My(¢) in t mit Mo (¢).

Wir berechnen die ersten Koeffizienten der Potenzreihe. Zunéchst gilt A2(0) = 0. Wir erhalten
also aus (4.20):

[1]
M2 (0) =F2 =Py (4.22)

[1]
Differenzieren beider Seiten von (4.20) ergibt die zweite Zeitableitung in ¢. Der Term (F 51)7 A (M,

(0)M)) = <Fgl), A Fg”) verschwindet aufgrund der Antisymmetrie des A, ebenso verschwindet der
Ausdruck 9;((F®), A®2(My (1)) @ My(t)M)))|;=0, hier aufgrund der Produktregel.

Analog werden die nichsthoheren Terme berechnet und wir erhalten:

M2 (0) = 0

(3] 9 3
M2 (0) = —2R°(Py)
(4]

M2 (0) = 0

[°] 4(p.\5
M) = 16mi(Py)
(6]

M- (0) =0

Setzen wir diese Resultate in die Potenzreihenentwicklung von Ms(t) ein, so erhalten wir:
L oo 3, 2 554 5 7
Mg(t):tPf—gt R (Py) +Bt h* (Py)” +o(t") (4.23)

Der Anfang der Potenzreihenentwicklung von My stimmt also mit der des Tangens Hyperbolicus
iiberein. Daher liegt es nahe, als Losungsansatz die entsprechende Potenzreihenentwicklung des
Tangens Hyperbolicus zu verwenden.

Wir wenden uns daher als néchstes dem Beweis von Aussage 4.0.4 zu:
Beweis: Wir nehmen also an, dass
o0

My (t) = h™" tanh(thPy) = Y (=1)" ', 2" 1h2" 2 (Py) > (4.24)

n=1
gilt und zeigen, dass dieses die Gleichung (4.20) 16st.

Wir beginnen damit, die auf der rechten Seite von Gleichung (4.20) auftretenden Ausdriicke zu
berechnen:

<F(1)7A(1\12(t)(1))> _ Z ant2n—1h2n—2 (Pf)2n
n—1 ~—
=0, da A(—z)=—A(z)
- 0 (4.25)
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Wir wenden uns dem nichsten Ausdruck zu:

(F®, A% (My(t)) @ Ma()D))

= (Pr AR ()™ lan BB PP o)W @ (Y (1) ay AP (Py) W)
m=1 n=1
= 4 ()" ran BTN (1) an B (P ARE (PP o) © ((Pr) )
m=1 n=1
- _4 Z (_1)m—1am h2m—2 P?cm, Z(_l)n—lan hQn—Q (ppfcnfl(p (426)
m=1 n=1

An dieser Stelle verwenden wir die folgende Cauchy-Produktformel zum Umsortieren der Reihen:

oo o0 oo n

Y am)O ba) =D cn mitcy= > an_mirbm (4.27)
m=1 n=1 n=1 m=1
Wir erhalten:
o n
<F(2)7 A® 2(M2 (t)(l) ® M2 (t)(l))> = —4 Z Z On—m+1 h2n72m P(an_Q’erQam h2m72 P?m_l

n=1 m=1

o0 n
= —4 Z B2 P?"'H Z Qp—mt1 Oy

n=1 m=1
0o n—1

= 4> PPN anomam (4.28)
n=2 m=1

An dieser Stelle verwenden wir die Identitat

n—1
Z ap_ro = 2n - 1)a, (4.29)
k=1
und erhalten damit den Ausdruck:
(FPAD2(My (1)) @ Ma(H)))) = =4 Y~ (2n — 1)a,, B4 PP (4.30)
n=2

Verwenden wir nun den fiir (F®), A®2(M, (1)) @ My(t))) berechneten Ausdruck, so lautet die
rechte Seite von (4.20):

(2n—1) Y ap 2R 2Pyt (4.31)

n=1

Dies entspricht tatséchlich gerade der Zeitableitung des Ausdruckes (4.24), womit gezeigt ist dass
dieser die Differentialgleichung (4.20) 15st. O

4.1.2 Die Berechnung von c

Die Losung der Gleichung (4.21) gestaltet sich einfach. Die rechte Seite der Gleichung stellt eine
Funktion in ¢t dar. Da diese Seite der Gleichung kein ¢(t) oder dessen Ableitungen enthilt, handelt
es sich bei der Losung um die Stammfunktion dieser Funktion. Wir berechnen also zunéchst die
rechte Seite von (4.21):
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et = — (O, A2y (1) @)

- _ <F(2), A®2((§: (_1)n—1an p2n—1p2n—2 (QDPfQD)2n_1)(2))>

> (=1 o TR Tra ((Py)*") (4.32)

Zusammen mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 0 erhalten wir damit als Potenzreihe fiir ¢(t) den
Ausdruck:

1 1 n— n#2n n
ot) = —5 3 5 (C1)" a2 Tea (P
n=1
_ 1 - 1 n—1 2n £2n 2n
= S Ta(Y 5 (1) e 2 (P (4.33)

n=1

Bei der Reihe Y_°7 | 2L (—=1)""1q,, ?® handelt es sich um die Reihenentwicklung der Stammfunk-

n=1 2n
tion von tanh(t), also um die Potenzreihenentwicklung der Funktion In(cosh(¢)).

Damit erhalten wir als Losung von c(t):
1
c(t) = —iTrA(ln(cosh(t IiP¢))) (4.34)

Schliefilich definieren wir dann ¢ := ¢(1).

4.2 Konvergenz des Sternexponentials quadratischer Funk-
tionale

4.2.1 Zur Konvergenzuntersuchung von M,

Wir wollen untersuchen, unter welcher Bedingung My := Mj(1) beziiglich der sup-Norm konver-
giert. Wir betrachte dazu (Pf)?" 1. Es handelt sich dabei um den Integralkern eines quadratischen
Funktionals, also um eine Funktion aus D(M x M).

Wir beweisen nun zunéchst eine Abschétzung fiir dessen sup-Norm:
Korollar 4.2.1. Fir eine geignet gewdhlte Konstante Cy, die von der Wahl von [ abhdngt, gilt:
IPF oo < (C)*™ - [I£llo0 (4.35)

Beweis:
Wir wissen, dass f € D(M x M) und A € D'(M) gilt. Das Faltungsintegral

<ﬂa»*Amn=/ﬁmfmwﬁAuu—m (4.36)

ist also wohldefiniert und es gilt (f(x,-) * A)(y) € C>®(M x M). Wir wéhlen K als kompakte
Menge, so dass gilt: suppf C Ky x Ky.

Es ist nicht klar, dass (4.36) weiterhin einen kompakten Tréiger hat. Jedoch macht es in der
Definition von P keinen Unterschied, ob wir jeweils iiber den gesamten Minkowskiraum integrie-
ren oder nur iiber den Bereich Ky. Wir wéhlen daher eine Abschneidefunktion A\, € D(M), fiir
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die A(z) = 1 gilt fiir € Ky und die auferhalb von K schnell gegen Null strebt.

Wir definieren dann f durch: R
f=2, () (f(z,) *A)(y) (4.37)

Es ist klar, dass dann f € D(M x M) gilt und damit auch die sup-Norm von f endlich ist.
Sei u(Ky) das Mafl von Kjy.

Wir defnieren jetzt Cy als:
Cr = nKy) - [[flloo; (4.38)
gy P2l
dann gilt fiir PZ""
P e = II/ / A2y - oo dzn dys - ... - dyon f(z21) A1 — 91) f (Y1, 22) -
12 - y2 yanB) A(-'3271 - an)f(anay)Hoo

||/ /dy1 - dyan () fyr,p2) -

'f(y271/3)--- : f(y2n715y2n) f(anay)Hoc

dys - o dyn 1ol llaa oo« o= 1 Flloo 1 loo
< /K /K g e Ay || Flsoll lflll 1 lloe £
= P (1 l1)® N1 fllso = (C12 - [ Flloe (4.39)

|

Damit wire dann aber auch die Frage der Konvergenz von My geklirt, denn nach Satz 6.6 gilt:

Satz 4.2.2. Sei f € D(M x M) und Cy definiert wie in (4.38), dann konvergiert My beziglich
der sup-Norm gegen ein quadratisches Funktional, wenn fir C; gilt:

™

C
F<9h

(4.40)

Beweis:
Zunichst einmal wissen wir, dass My die folgende Form hat:

oo
=3 Py
n=1
Wir bezeichnen nun den Integralkern des quadratischen Funktionals Ms mit m(x,y), dann gilt:
=3 () e R P ), (1.41)
n=1

und wir kénnen mit Hilfe von Korollar 4.2.1 eine Abschitzung fiir die sup-Norm von m,, gewinnen:

o0
Il < D an B2 |IPF |

IN

Z an B2 (CJ”)QTL_2 oo

1 00
— . o n h2n71 2n—1
Gy Ml 2 ek (C)

{ ﬁ tan(h-Cy) < oo firh-Cy <

4.42

INIERNTE]
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4.2.2 Zur Konvergenz von c

Wir haben in Abschnitt 4.1.2 die Funktion c(¢) berechnet und daraus ¢ = ¢(1) definiert. Diese
bildet sich durch Aufsummation der Konstanten Tra ((Pf)%").

Wir verwenden die Definition von f aus Abschnitt 4.2.1:

Tra((P))?") = /dxdydzl'--dy,,,A(a:—wf(x,xl)A(xl—yl)---f(yzn_l,w

= */dfdydxl cedyn (f(2, ) * A) () (f (yr, ) * A)(y2) - -+ (f (Y2n—1,") * A)(x)

— / dzdyday - dyn f(@,910) f(y1,92) - f(Yn-1,7)) (4.43)

Daher kénnen wir analog zu obigen Betrachtungen eine Abschétzung fiir |Tra ((Pf)*")| gewinnen:
Tra((Pp)*™)] < (Cp)™" (4.44)

Daher erhalten wir als Konvergenzbedingung fiir die Reihenentwicklung von c¢ erneut:

™

C
F<9%

(4.45)

4.3 Verallgemeinertes Sternexponential

Bisher haben wir das Sternexponential quadratischer Funktionale explizit berechnet. Nun wenden
wir uns dem allgemeineren Problem zu, Sternexponentiale der folgenden Form zu berechnen:

exp, (i(F2 + J1)) (4.46)

Dabei ist Fo € F5 und J; ein lineares Funktional in ¢ € C*°.
Wir machen dazu einen Ansatz bei dem wir das bereits berechnete As(t) verwenden, welches die
Gleichung exp, (it - Fa) = exp(i Aa(t)) 16st:

exp, (it (Fa + J1)) = exp(i (A2(t) + k1 (¢) + ¢(t))), (4.47)
wobei ¢ € R und k1 € W ist.

Im Folgenden schreiben wir die Zeitabhangigkeit von As, k1, ¢ in der Variablen t nicht mehr immer
explizit aus, um das Formelbild zu vereinfachen.

Durch das Differenzieren beider Seiten der DGL (4.47) erhalten wir daher die Gleichung:
(F2 + Jl) * exp(i (AQ + K1+ 5)) = 8t(A2 + K1+ 5) exp(i (A2 + K1+ 5)) (448)

Zunichst berechnen wir den Ausdruck (Fg + J1) x exp(i (A2 + 1)), wir erhalten:

(Fo + J1) -exp(i (A2 + k1 +¢)) + (%)«Fz +J)W, A (Mg + k1)) exp(i(As + 51 +€)) +

ih. 51
2L 3@, 252 (A + (1)) - explilhy + 51 +2) +
ih 51
<%)2§<(F2 +JD)@ A% (A + k)Y @i (Mg + k1)) exp(i(Ag + k1 + 7)) (4.49)
Wir teilen jetzt zunéchst beide Seiten der Gleichung (4.48) durch exp(i(Az + k1 + €)) und beriick-
sichtigen, dass die zweiten Funktionalableitungen linearer Funktionale verschwinden.
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Dadurch erhalten wir:

3tA2 + 8t/{1 + 8t(6)

= = PED, AR (1), A + R D))

2
h2
+§<F§2),A®2(A2 +5) D @ (Ag + k1) D) +

h h?
+Fy — 5 {(F2) D, ANY) (= (B, AT AY) - (FLYA®2AL) @ ALY)

=0y A2 nach (4.17)

Subtrahieren der nach (4.17) identischen Terme auf beiden Seiten liefert folgende DGL:

h h
O(rk1) +0,(6) = Jp— 5<(FQ,AK§1>> - §<(J1)(1>,A(A2 + 1) D)
hQ
+(*)<F52), A®2(A2 + fﬂ)(l) ® (Aa + Hl)(1)>

8

Bilden wir die Kontraktion zweier Funktionalableitungen linearer Funktionale mit A, so erhalten
wir eine Konstante. Die Kontraktion eines linearen Funktionals mit einem quadratischen ergibt
erneut ein lineares Funktional. Wir beriicksichtigen dies, um getrennte Differentialgleichungen fiir
k1(t) und ¢&(t) aufstellen zu kénnen.

Als DGL fiir x1(t) erhalten wir:

h h K2
Ok = Jy— §<Fél),Am§1)) o §<(J1)(1)aAAgl)> n (§)<F§2),A®2Aél) ®H§1)> +
h2
G HES, A%k @ ALY) (4.50)

Die letzten beiden Terme in der obigen DGL stimmen {iberein, da die zweite Funktionalableitung
von Fo symmetrisch in beiden Variablen ist. Damit erhalten wir:

R h h?
O = T = S(F, AR = 200, A0 + (ES, AR @A) (451)
Schliefilich erhalten wir noch als DGL fiir é(¢):
08 = _Pigym Ay P pe ez, 0 o 0
(€)= _§<(J1) AR + §<F2 AP R @K (4.52)

4.3.1 Form und Konvergenz von k;

Wir wenden uns nun der Losung der Gleichung (4.51) zu. Da exp(0) = exp,(0) = 1 ist, gilt
£1(0) = 0. Wir konnen aus (4.51) direkt d¢x1(0) ablesen. Wenn wir beriicksichtigen dass x1(0) =0
und A3(0) = 0 gilt, und dass damit auch deren Funktionalableitungen verschwinden, so erhalten
wir:

Bykr (0) = Jy (4.53)

Wir bestimmen zundchst noch die zweite Zeitableitung in ¢. Der Term (Fg), A@’%gl) ® AS)) wird
nach der Produktregel berechnet und liefert ebenfalls keinen Beitrag, J; entfillt, da es konstant ist.

Wir erhalten:

g 0) = —§<(F§”,A H(l) 0)) — g<(J1)(1)7Aa[1]A2(1)(0)>
= —Z (FD, ATD)D©0)) + (31)D, AFDY) (4.54)
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Wir erinnern uns an die Antisymmetrie von A. Diese fiihrt dazu, dass sich die beiden obigen Terme
gegenseitig wegheben.

Es gilt also:

2

2oy =0 (4.55)
In den Sternprodukten die hier betrachtet werden treten nun auch Kontraktionen quadratischer

Funktionale mit linearen Funktionalen auf. Um dies in unserem Formalismus ber{icksichtigen zu
kénnen, fithren wir die folgenden zusétzlichen Definitionen ein:

Definition 4.3.1. Sei j € D(M), f € D(M x M). Sein € N und (P;)" definiert wie in 4.0.2.
Wir definieren R;(Ps)™ € D(M) durch:

R;(Py)"(x) = / dzydys ji(z1) Alzr —y1)(Pr)" (31, ) (4.56)
Desweiteren definieren wir noch R;(P;)"R; € R durch:
R;(Ps)"R; = / dzidzadyidys j(z1) A1 — y1)(Pr)" (Y1, 22) Alz2 — y2)i(y2) (4.57)

Die iterative Berechnung weiterer Terme ergibt erneut die Koeffizienten des Tangens in der
Reihenentwicklung und lésst uns den folgenden Ansatz fiir k; machen:

m(t)zz/dw(*1)"’1%tz”’lﬁ%*?(Rj)(Pf)Q"’Q(w) p(x) (4.58)

Wir wollen nachrechnen, dass das obige k1 tatséchlich die DGL (4.51) 16st.

Dazu berechnen wir zunéchst den folgendenden Ausdruck aus (4.51):

<(F2)(1),A"ng)> = / dodridy; 2 f(z, 21)A(z1 — Y1) i(_l)nflan IR (R) (P )2 (1)
n=1
= 2> [ @y e ) ) @) ple) (459)
n=1
Wir wenden uns dem néchsten Ausdruck aus (4.51) zu:
(1)@, 805" = / dz daydys (1) Az — 1) 2 i<71>”*1ant2"*1h2"*2<Pf>2”*1<y1,x) p(2)
n=1
= 23 [y R R @) o) (1.60)
n=1

Wir sehen also, dass (4.59)=-(4.60) ist, womit sich die beiden Ausdriicke in (4.51) wegheben.

Damit miissen wir nur noch nachrechnen, inwiefern unser x; aus (4.58) die folgende Differen-
tialgleichung 16st:
52

Opry = Iy + (Z)<F§2), A®2D @ ALy (4.61)
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Um dies zu zeigen, berechnen wir zunéchst den Ausdruck %2 (Fg), A®2&§1) ® Aél)>:

h2
(IE, A% (5D @ A5Y))

_ +h2<Pf, A®2(Z a, t2n71h2n72(Rj)(Pf)2nf2) ® (Z Qg t2k71h2k72(Pf)2k71g0)>
k=1

n=1

_ _'_hQ Z ant27171h12n72 Z akt2k71h2k72<Pf7 A®2Rijcn_2 ® (P?k_ltp»
n=1 k=1

%) %)
— —h2 Z an, t2n—1h2n—2 Z akt2k—2R‘jP§n+2k¢72§0

n=1 k=1
o0 o0

— _hQ Z Oznth_lh2"_2RjP?n72 Z athk—l th_QPkaQO
n=1 k=1

Wir verwenden die Cauchy-Produktformel (4.27), um die obige Reihe umzusortieren.

Wir erhalten:

hQ 2 1 1
2 e, a5 6 A0

oo n

— h2 Z Z anik+1t2n—2k+1h?n—?lejP?nfmcathk—lh2k:—2P?cks0
n=1k=1

= h2 ZtQ"h% RjP?c"go Zan_kHak

n=1 k=1
-1
_ 52 i t2n—252n—2 R .P2n—2 S 4.62
= ity @ Zan—kak (4.62)
n=2 k=1

In der obigen Reihe wiirde der n = 0 Term gerade den Beitrag J; ergeben, somit erhalten wir fiir
die Rechte Seite von (4.61) gerade den Ausdruck:

0o n—1

R TERTERP 0 Y g gy (4.63)
n=1 k=1

Wir verwenden nun die Identitét (4.29), und damit lautet die DGL (4.61):

oo

Oik1 = Z (2n — 1)/ dz a, " 2R*"2(R;) (Pf)?" % () p(w) (4.64)

n=1

Diese entspricht in der Tat gerade der Ableitung von (4.58) nach ¢, womit wir sehen dass (4.58)
die korrekte Losung der DGL (4.51) ist.

4.3.2 Form und Konvergenz von ¢
Wir wenden uns jetzt der Losung der Gleichung (4.65) zu. Aus der Antisymmetrie des A und der

Struktur der Losung (4.58) fiir «; folgt direkt das Verschwinden des Terms “((J;)(M), A /#)).

Damit lautet unsere DGL fiir ¢ also:
R o) ae2 (1) o (1)
at 6 = 7@ <F( ), A® K’l X K:l > (465)

Analog zur Gleichung (4.21) taucht auf der rechten Seite kein ¢ auf, daher handelt es sich bei der
Losung erneut einfach um die Stammfunktion in ¢.
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Bemerkung 4.3.2. Der wesentliche Unterschied zu Gleichung (4.21) ist sicherlich der, dass
(4.65) reell ist. Daher handelt es sich bei dem Beitrag von exp(ic) lediglich um eine komplexe
Phase vom Betrag 1. Dies wird in Kapitel 7 noch von Bedeutung sein.

Wir berechnen also die rechte Seite von (4.65):

0, ¢

o0

hQ - m— m— m— m— n— n— n— n—
= g (FLATE Y (), 2T R R (PP @ D (<) £ R (R (Py)P )

n=1

- _ (_l)mflam t2m71 h2m72 Z (—1)”710(” t2n71h12n72(Rj>(Pf)2m+2n73 (R])

m=1 n=1

Mit Hilfe von (4.27) folgt nun:

Oy C
-~ 1 1 22— m— n—1p2n— n—
= _g Z (_1) Qo t? 'h? 2 2 2 Z an t2 'h? Q(RJ)(Pf)Q 1(Rj)
m=1
_ % Z Z it t2m72n+1h2m72n(Rj)(Pf)me?n) )
m=1n=
(1) T 12 (P o0 ()

- 1 421 3 2rr— m—
= =T (TR R (PP Za —nt10m

Z (—1)m—12m=2p2m=2(R )(p)2m=3) Z Clyry O, (4.67)

%,_/
=(2m—1)a,

und wir erhalten zusammen mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 0 als Losung fiir (4.65):
1 - m— m— m— m—
3 22 (=)™ ot T R (Ry) (Pr) 0 (Ry) (4.68)
Definition 4.3.3. Wie wir gesehen haben, hingt die Konvergenz des Sternexponentials quadrati-
scher Funktional von der Gréfle der in (4.38) definierten Konstanten Cy ab. Wir definieren daher
die Umgebung U, durch:

U, = {FQ c f2| Cf < C} (469)

Dann konvergiert also das Sternexponential fir alle F2 € U C F.

4.4 Zur Konvergenz des Sternexponentials in D(M)

Wie wir im obigen Abschnitt gezeigt haben gibt es einen geschlossenen Ausdruck fiir das Stern-
exponential eines quadratischen Funktionals. Der Integralkern dieses Ausdrucks wird durch eine
Funktion dargestellt, die sich aus einer Aufsummation von Testfunktionen ergibt. Es wurde die
Konvergenz dieser Reihe beziiglich der sup-Norm gezeigt. Zu kléren ist dann noch die Frage, ob
die Reihe auch beziiglich der Topologie von D(M) konvergiert.

Wir gehen daher zunédchst auf die Eigenschaften der Topologie von D(M) ein:
Wir versehen die Testfunktionen D(M) mit der induktiven Limestopologie 7 (Zur Def. siehe z.B.
[7], S.152, 6.3). Wir missen die Konvergenz der Partialsummenfolge beziiglich dieser Topologie

iiberpriifen.

Wir haben die folgende Proposition iiber die Konvergenz von Folgen in D(M):
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Proposition 4.4.1. Sei {¢;} eine Folge in D(M) und es gebe ein K C M, so dass suppe; C
K Yi. Dann konvergiert {¢;} in D(M), wenn {@;} beziglich der Supremumsnorm auf K in allen
Ableitungen konvergiert.

Beweis: Der Raum C* (M) ist ein Fréchetraum. Die Einschrinkung auf den Raum Dg von Funk-
tionen mit Tréiger in K ist ein abgeschlossener Unteraum und damit ebenfalls ein Fréchetraum [7],
S.34, 1.46. Die Konvergenz von {;} in allen Ableitungen bedeutet gerade die Konvergenz beziig-
lich aller Halbnormen py auf Dy . Dies fiihrt zur Konvergenz beziiglich der durch die Halbnormen
definierten Metrik [7], S.28, 1.38. Die Topologie auf Dg wird durch diese Metrik erzeugt. Also
konvergiert {y;} beziiglich der Topologie von D

Sei nun 7 die Topologie von D(M ), dann stimmt die Topologie 7x von D mit der von D(M) auf
Dk induzierten Relativtopologie tiberein [7], S.153, 6.5.
Hieraus folgt die Konvergenz von {¢;} beziiglich der Topologie von D(M). O

Wir werden also zeigen miissen, dass die Tréger aller Elemente der zur Reihe (6.6) gehbrenden
Partialsummenfolgen in einem Kompaktum K enthalten sind, und dass die Partialsummenfolge
beziiglich der Supremumsnorm auf K in allen Ableitungen konvergiert. Wir wollen hier gleich ein
etwas allgemeineres Resultat beweisen, da wir es in dieser Form noch fiir weitere Konvergenzbe-
trachtungen bendtigen werden.

Proposition 4.4.2. Seien {fi(:"),...,fﬂi(:)}(n) € N eine Familie von Testfunktionen mit f;, €
D(M x M) und supp(f;;) C K fiir ein Kompaktum K.
Wir betrachten dann die Reihe

o0

h(z,y) = ma(z,y), (4.70)

n=1

wobei die Funktionen m,(x,y) € D(M x M) die folgende Form haben:

in

ma(z,9) = / / dwy - dyn 7 (@, 20) Ay — 1) - - Alwn =) [T (ynry)  (4.71)

Wir missen jedoch zusdtzlich noch fordern, dass ein ng € N existiert, so dass fi(:L) = fi(l”H) und
n n+1
f( ) f( +

T Jinga

i ) gilt fir alle n > ng.

Die wesentliche Verallgemeinerung liegt hier in der Tatsache, dass sich die Testfunktionen von-
einander unterscheiden kinnen. Wir definieren eine auf diesen Fall verallgemeinerte Konstante
Cfm durch:

Crom = 1A @, ) % D)Wk 0w oo - 1K ) (4.72)
v i i+1 o

n)
+1
Dabei bezeichnet “x” hier die Faltung zwischen der Testfunktion f und der Distribution A.

Diese Definition stimmt fir den Faoll dass fi(") = fi(ﬂ fiir alle n € N gilt, offensichtlich mit der

Definition aus (4.38) dberein. Im allgemeinen Fall hingt diese jedoch zusdtzlich noch von Cf(n,) ab.
i+l

Wir kénnen damit also m,, durch o, = C,n) - ... C . ||fi(:)||oo abschdtzen. Wir setzen dann

o £l
die Konvergenz von Y ., o, nach dem Quotientenkriterium voraus.

In diesem Fall konvergiert h(x,y) auch in allen Ableitungen beziiglich der sup-Norm, und damit
ist die Konvergenz in D'(M x M) gegeben.

Beweis: Die Ableitungen in z und y wirken in jedem Term m,, der Reihe h jeweils nur auf die Funk-
tionen fi(:L) und fi(:). Damit bleiben alle Konstanten des Produktes in «,, bis auf die erste und die
letzte unverindert. Im Grenzwert n — oo des Quotienten % kiirzen sich diese beiden Konstan-
ten aber heraus, da die entsprechenden Funktionen in «,, und apt1 fiir n > ng iibereinstimmen.

|
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4.5

Weitere Konvergenziiberlegungen

Mit Hilfe der in (1.8) definierten symplektischen Form o lassen sich noch weitere Konvergenziiber-
legungen anstellen. Wir betrachten dazu zunéichst eine symmetrische Funktion aus D(M)® D(M)
der Form:

f(@,y) = [i(@) © f2(y) + fo(x) © f1(y) (4.73)

Dann gilt auch f(x,y) € D(M x M).

Wir wollen nun den Ausdruck P, der nach (4.6) definiert ist, fiir ein f der Form (4.73) berechnen,
dabei kiirzen wir Ausdriicke der Form [ dzidy; f(x, z1)A(z1 — y1)g(y1,y) mit fAg ab:

3
Py =

FAFAS

(i®fot+ 2@ L) A1 fot f2® [1)A1® fo+ f2® f1)

[(f1 @ f2)o(fas f1) + (f1 @ f1) o(f2, f2) +(f2 @ f2) o(f1, f1) +(f2 @ f1)o(fr, 2)]A(fr @ f2 + f2® f1)
— —

o(fo, [1)([1 ® fa = f2® f1))A(f1 ® fo+ fo ® f1)

o(fo, f1)(f1 ® fao(fo, f1) — fo® fro(fi, f2))

o(f1, f2)* L@ fa=o(f1, f2)* f (4.74)

und damit erhalten wir:

P = o(f1, f2)*" f (4.75)

Wir kénnen dies verwenden, um die entsprechende Reihe (4.24) umzuformulieren:

Mg(t) — i(_l)nflan t2n71h2n72 (Pf)anl
n=1
_ i(il)nflan t2n71h2n72 (U(fl,fQ))2n72f
n=1
= (ha(fl,fg))fltanh(tﬁa(fl,fg)) . f (476)

Damit lautet eine entsprechende Konvergenzbedingung fiir Ms(1):

o(fi, f2) < (4.77)

T
2h

Die entsprechenden Uberlegungen fiir ¢(t) funktionieren analog.

4.6 Quadratische Operatoren auf dem Fockraum

Wir gehen nun zur Betrachtung der Situation auf dem Fockraum iiber und iibernehmen dazu eini-
ge Uberlegungen von Summers et. al., die diese in der Arbeit [11] zur Diskussion der sogenannten
quadratischen kanonischen Transformaitonen entwickelt haben. Wir definieren dazu Zweiteilchen-
operatoren auf dem Fockraum. Unter dem Raum H ® H verstehen wir den Raum der endlichen
Linearkombinationen von Elementen f; ® g; mit f;,g; € H. Mit H ® H bezeichnen wir dann den
Abschluss von H ® H. Sei F € H® H von der Form F =" | o;(f; ® g;) mit o; € R, fi, 9, € H
und n € N. Wir definieren einen Operator ¥(F) der auf dem Definitionsbereich Fy C Fy(H)
wirkt, durch:

V(R =00 ailfi @)=Y ai 1 ¢(f:)dlgi) 1, ¥ € Fo, (4.78)
i=1 i=1
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wobei die Wickordnung unter Beriicksichtigung des Fockvakuums ¢ genommen wird, d.h.:
~ N 1 P 1 7
0(£)elg) = ¢s(f)ds(9) =5 < F.9>n 1 =0(f)glg) — 5 < frg>1—go(f,9)1.  (4.79)

Wie man leicht zeigen kann ist die Definition unabhéngig von der speziellen Wahl der linearen
Darstellung fiir F.

Lemma 4.6.1. Fir jedes ) € Fy ist die Abbildung F — U (F)V von HOH nach Fy (H) beschrinkt
mit

1 ()] §2\/5\/(%+2)(nw+1)llFllIIwII, (4.80)

fiir jedes ¢ € Fo. Wir kinnen die Abbildung also eindeutig fortsetzen zu einer stetigen linearen
Abbildung von H ® H (= H?) nach Fy(H). Folglich existiert fiir jedes F € H? ein linearer Ope-
rator mit Definitionsbereich Fy, welchen wir ebenfalls mit U(F) bezeichnen und welcher dieselbe
Normabschdatzung erfillt.

Eine offensichtliche Konsequenz dieses Lemmas ist es, dass wenn {F,} C H? gegen F € H?>
konvergiert, der Operator ¥ (F},) stark gegen W(F') auf Fy konvergiert. Dieses wére nicht gegeben,
wenn in der Definition des Zweiteilchenoperators keine Normalordnung verwendet worden wére.

Es gibt ein anderes wichtiges technisches Detail, das durch das obige Lemma impliziert wird:

Korollar 4.6.2. Fiir jedes F € H? ist W(F) ein symmetrischer Operator, der die Gleichung
U(F)=U(PyF)+ U (P_F)=Y(P.F) erfillt.

Satz 4.6.3. Fiir jedes F € H? ist der Operator V(F) auf Fo wesentlich selbstadjungiert. Deswei-
teren ist jedes ¢ € Fo ein analytischer Vektor fir U(F).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass ¢ € Fy ein analytischer Vektor fiir U(F') ist. Sei dazu ¢ ein
Vektor endlicher Teilchenzahl, d.h. ¥ = (\If(”));'f:o, (" e PLH™ und ¢ = 0 fiir alle n > N

Wir wissen dass ¥(F') jeden Vektor endlicher Teilchenzahl erneut nach F; abbildet, daher gilt:
b€ C®(U(F)) = ML, D(Y(F)") (4.81)

Dariiberhinaus gilt nach Lemma 4.6.1:

1 ()] S2\@\/(nw+2)(nw+1)l\FHle\ (4.82)

Nun kann ein quadratischer Operator auf dem Fockraum die Teilchenzahl maximal um zwei erh6-
hen, damit folgt aus (4.82):

IU(E) Il < V221|F||[(ng +2(n = 1) + 1)(ny +2(n — 1) + 2)]'/2 JU(F)" 19|
< 222 |FIN" [(ng + 1) (ng + 2)...(ny + 20)] /2 [[9]
2%/2 2||F|))"™ \/ (1 + 20)! |9 (4.83)

IN

Wir kénnen nun das Quotientenkriterium verwenden, um die Konvergenz der Reihe Y~ % [T (F)" || t™

zu {iberpriifen, denn nach Gleichung (4.83) wird die Reihe durch $°°° = L.27/2(2||F||)" t"/(ny + 20)!||2]|

n=0 n!
dominiert.

Das Quotientenkriterium liefert als Konvergenzbedingung:
(272 /nt) (2] F|)" ¢" /(g + 20)!
=072/ (n = DY FI) =Dt =D/ (ng + 2(n — 1))!

- g IF|[ /(s + 20 — 1) + 20)

V2

~Z||F||t (ny +2n) n — oo 2V2||F||t < 1 (4.84)
n

IN
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Damit haben wir die Konvergenz der Reihe Y0 o || W (F)"p|[t" fiir ¢ <

n=0 nl bewiesen, also
ist ¢ ein analytischer Vektor fiir U(F).

1
2v2|F|

Nun sind also alle ¢ € Fy analytische Vektoren fiir W(F'). Da Fy dicht im Fockraum ist und
von U(F) invariant gelassen wird, folgt die wesentliche Selbstadjungiertheit von ¥(F) aus dem
Satz von Nelson, da U(F') aukerdem symmetrisch ist.

O

Bemerkung 4.6.4. e Der Beweis kann nicht fiir N-Teilchenoperatoren W(N) (F) mit F € HN
und N > 2 gefihrt werden.

o Aufgrund der wesentlich Selbstadjungiertheit von U(F) und der bewiesenen Stetigkeit konnen
wir aus Standardsitzen schliefen, dass wenn {F,} C H? gegen F € H? konvergiert, die
Operatoren U (F,) im Sinne starker Resolventen gegen W (F') konvergieren, und dass ¥(F)
der starke Graphengrenzwert von {U(F,)} ist.

Es gilt:

Satz 4.6.5. Sei F' € H?. Die Reihe .00, LU (F)" ) konvergiert als Vektor im Fockraum fiir

n=0 n!
[|F|| < %\/ﬁ und fir alle v € Fy.

Beweis: Der Beweis folgt direkt aus dem Beweis zu Satz 4.6.3. a

Bemerkung 4.6.6. Wdhrend der Operator V(F') den Raum endlicher Teilchenzahl Fy auf sich
selbst abbildet ist dies fir exp(it W(F)) nicht mehr garantiert, da die Anzahl der Erzeugungsope-
ratoren in der Exponentialreihe nicht beschrdnkt ist.

4.7 Vergleich der Resultate

Wirklich zum Fockraum vegleichbare Konvergenzresultate erhalten wir im Sternexponentialforma-
lismus nur fiir quadratische Funktionale f € D(M x M) der Form f = f; ® fo. Hier konnten wir
in Abschnitt 4.5 die Konvergenz fiir den Fall [o(f1, f2)| < 55 zeigen.

Nach (2.1) gilt: o(f,9)% < a(f, f) a(g, g)- Nun stimmt a(f, f) a(g,g) aber nach 2.1.3 gerade mit
der Norm ||F|| von F = K f; ® K f liberein, wobei K die in 2.1.3 definierte lineare Abbbildung
bezeichnet.

Die Konvergenzresultate fiir das Sternexponential sind fiir den einfachen Fall eines quadratischen
Funktionals mit einem Integralkern, der sich als Produkt zweier Testfunktionen schreiben 14sst, al-
so durchaus vergleichbar mit denen auf dem Fockraum. Wir erhalten im Fall des Sternexponentials
sogar etwas grofiziigigere Konvergenzbedingungen.



Kapitel 5

Die Multiplikation von
Sternexponentialen

Wir haben im letzten Abschnitt eine Bedingung fiir den Integralkern quadratischer Funktionale
gefunden, welche die Konvergenz von dessen Sternexponentialen garantiert. Sei nun Fy € F; ein
Funktional das diese Bedingung erfiillt, das also in der in Definition 4.3.3 eingefiihrten Menge U =
liegt..

In diesem Abschnitt wollen wir uns nun mit der Frage beschiiftigen, ob und unter welchen Be-
dingungen es mdoglich ist, Sternprodukte zwischen den Exponentialen linearer und quadratischer
Funktionale, sowie auch zwischen den Exponentialen zweier quadratischer Funktionale zu bilden.

Fiir den Fall, dass wir Sternexponentiale miteinander sternmultiplizieren bietet sich die Verwen-
dung der Baker-Campbell-Hausdorff Formel an.

Diese erlaubt es, das Produkt zweier Exponentialfunktionen exp(iF), exp(¢G) erneut in Form einer
Exponentialfunktion exp(iH) darzustellen, wobei der Ausdruck fiir H wie folgt lautet:

(—1)”71 (ZZL: (Ti-FSi))_l ST (e ) ey ST T £ (N S RS
H:Z Y Z rl!-sil---rn!-snllzlﬁ( ) [FTGoFT2G2 L iR G,
n>0
ri+s; >0
1<i:<n
(5.1)
Wir verwenden dabei die Notation:

[iF" G iF 2iG™ . iF iG], = [iF, [iF, ...[iF, [iG, [iG, ...[iG, ... [iF, [iF, ..[iF, [iG, [iG, ...iG]]...]].

’ ' (5.2)
Zuerst untersuchen wir die Frage, unter welchen Bedingungen das Sternprodukt exp, (i F2) mit
Elementen der Weylalgebra exp, (i G1) € W existiert.

5.1 Das Produkt von linearen Funktionalen mit quadrati-
schen

5.1.1 Berechnung des Sternproduktes

Zunichst verwenden wir die Baker-Campbell-Hausdorf Formel, um einen Ausdruck fiir das Stern-
produkt zu gewinnen. Im néichsten Abschnitt gehen wir dann auf die Konvergenzeigenschaften
dieses Ausdruckes ein.

Wir beweisen in diesem Abschnitt die folgende Aussage:

36
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Satz 5.1.1. Wenn wir das Produkt des Sternexponentials eines quadratischen Funktionals mit dem
Ezxponential eines linearen Funktionals bilden, so erhalten wir ein Ergebnis folgender Form:

exp, (1 Fa) x exp(i G1) = exp, (i H) (5.3)
wobei Fo € Fy ist, exp(i G1) € W und fiir H gilt:
H=F;+Gi+Ji1+e¢ (54)

mit einem linearen Funktional J1, dessen Integralkern einen kompakten Triger hat, sowie einer
reellen Konstante c.

Beweis:

Sei Fo = [ dady f(z,y)e(x)e(y) mit f € D(M x M) ein quadratisches Funktional und G(p) =
J dzg(x)p(z) ein lineares Funktional. Dann lautet das Sternprodukt beider Funktionale nach (3.2):

iFyxiGy = —Fo - Gy — %2 / dzdzidy; f(z,z1)A(x1 —y1)g9(y1)e(z) (5.5)
Damit erhalten wir dann fiir den Sternkommutator beider Funktionale den Ausdruck:
[iF2,iG1], = —2ih /dx doydy; f(z, 21) Az — y1)9(y1)e(z), (5.6)
oder mit m(x) := [ daidys f(x, z1)A(z1 — y1)g(y1):
[iF2,iG1]s = 721‘71/ dzm(z)p(x) (5.7)

und es gilt m € D(M). Wir erhalten also fiir den Sternkommutator zwischen einem quadratischen
und einem linearen Funktional als Ergebnis ein lineares Funktional mit Integralkern in D(M).

Auf dem Weg fiir einen Ansatz zur Berechnung des Sternexponentials machen wir zunfchst die
folgenden Beobachtungen:

Der Sternkommutator eines quadratischen Funktionals mit einem linearen Funktional ergibt ein
lineares Funktional. Der Sternkommutator zweier linearer Funktionale erzeugt eine Konstante.
Konstanten kommutieren mit allen Funktionalen. Also enthalten die Kommutatorterme der BCH-
Formel lediglich lineare Funktionale und Konstanten.

Seien nun r;,s; € Z*, fiir i = 1...n.
Fiir den Fall, dass es sich bei einem Kommutatorterm um ein lineares Funktional handelt, bezeich-
nen wir den Integralkern des Kommutatorterms [Fo'GI*F52Gi? -+ - Fo* Gi" ], mit Rpysirgsge sy -

Handelt es sich beim obigen Ausdruck um eine Konstante, so bezeichnen wir diese mit ¢, s,rys55-r, 5, -

Aus den obigen Uberlegungen folgt zunichst, dass die Kommutatorterme verschwinden, sobald
sie mehr als zwei lineare Funktionale beinhalten:

> si>2= [FRGPFRGE - FGir], =0 (5.8)
i=1
Aus der Antisymmetrie des Kommutators folgt dass [F5'G]'F52Gi?---F5"Gi*], = 0 fir s, =
0,7, > 1 gilt. In der BCH-Reihe sind also lediglich Terme der folgenden Form ungleich null:
Ry 072075001y COLrg0-ry 10r1 G1, und Fo (5.9)

Wir bekommen als Sternprodukt also einen Ausdruck exp, (i H). Dabei gilt

H:F2+G1 +J1+C. (510)
O
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5.1.2 Konvergenzuntersuchung des Sternprodukts
Satz 5.1.2. Sei f definiert wie im Beweis von Korollar 4.2.1. Dann konvergiert das Sternprodukt
exp, (1 Fa) x w (5.11)

fiir alle Elemente w € W, so lange f die folgende Bedingung erfillt:

C; < lg(h) (5.12)

Beweis:
Wir verwenden die in Kapitel 4 eingefiihrten Definitionen fiir f, Cy, (P;)™, Rj(P;)" und R;(P;)"R,.

Offensichtlich gilt fiir m(x) nach (5.7):
[iFa,iG1]. = —2ilim(z) = ih R, Py (5.13)

Berechnen wir héhere Kommutatorterme welche Beitrige zum linearen Funktional liefern, so er-

halten wir:
hr10T20T30~-m1 =—1 (_h)ziz1 " Rg(Pf)Zi:1 " (5~14)

Analog dazu erhalten wir Kommutatorterme fiir co1ry0...r,_,0r,1:

COra0r10m1 = § ()51 7 Ry (P )i ™ (5.15)

Vernachlissigen wir nun also alle verschwindenden Terme in der BCH-Reihe, so erhalten wir
als Beitrage zum Integralkern von Ji:

(n 1) T-L, 7,1_’_2 -1
Jo= /d Z (uim ) P 072071071 (2) (@)
n>0

Pl
r; >0
1<i<n
(== i (ri +2) 7!

— d i=1) 0 5.16
[ay Yo et (5.16)

n>0 Ti>0

1<i<n

sowie folgende Beitrige zur Konstanten c:

—1)(n-1) o -1
¢ = ZL Z (2ima(ri +2)) CO1r0-+-rr_10rp 1 (5.17)

n rleeery!
n>0 r; >0
1<i<n
1)n=b (i +2)7t no
-y By (Z;ffﬁ(. . H,) (W)= 7Ry (Py)= 7 (5.18)
n>0 r; >0
1<i<n

Wir untersuchen zunichst die Konvergenz von c¢. Wir verwenden hierbei die zuvor gefundenen
Abschétzungen fiir pRy(P )" Rgep:

)OS Qima i 2 2)7 g5z, v

oo
>0 re > 0 r1: Tn-:
1<1<n
n . —1 ~
Loy ELea DT o g)Ehet g
n rlergleory,! 9 f
n>0 r; >0

1<i<n

¢R,(Py) ==t "Ry
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Damit gilt:
L 0o 1 o 00 (C )TQ o ‘ (Zn_ (Ti 4 2))71
< 1 2 - 1 f L T i=1
|C| — (Cf) (Cg) n; nzl(hcf) TZ:1 7,2! rz_l(cf)oo Tll 'T2!"'Tn!
~ 1 & (RCp)™ X (RCr)™ = (hCy)™
< 1 2 L f f
(Cf) (Cq) ; n2 TZ:1 71! TZ:1 To! TZ:1 !
_ . (exp(hCy) — 1)™
= (C)HCY* Y] (exp( n];) ) (5.20)
n=1
Als Konvergenzbedingung liefert das Quotientenkriterium dann:
. (exp(hCy) — 1)(n+1) n? !
1 4 = —-1<1 21
b (n+1)? (oo, —1yr ~ ol ~1< (5:21)
Wir erhalten also als Bedingung an Cjy:
! In(2)
.22
Cr<<53 (5.22)

Als néchstes untersuchen wir das lineare Funktional auf Konvergenz, welches sich durch Aufsum-
mation von Testfunktionen der Form hy,0r50..r,, _;0r,1(x) ergibt. Wir machen hierfiir Abschétzun-
gen, die uns Aussagen iiber das Konvergenzverhalten unter der sup-Norm liefern:

11030 0m 1 ()]s < || = (=R) 2= T Ry (P ) =174 (2) || oo
Cy - (Cp)iziT (5.23)

IN

Analog zur obigen Rechnung erhalten wir die folgende Abschatzung fiir die sup-Norm des Inte-
gralkerns j(z) des linearen Funktionals F;:

exp(hCy) — 1
()] oo < Z (G 1" (5.24)

und damit erneut als Konvergenzbedingung an f:

! In(2
C
NN
Definition 5.1.3. Oﬁenszchtlzch gilt fir die in Definition 4.3.3 eingefiihrten Mengen U., dass
Umm CUx CFy, da ln(2) < 5 ist. Wir definieren daher als Umgebung, auf der die Sternexpo-

nentzale ebenso wie das Produkt aus Sternzponential und Weylalgebra definiert sind und konver-
gieren:

\/

(5.25)

U = U (5.26)

5.2 Multiplikation quadratischer Funktionale

5.2.1 Berechnung des Produktes

Wir wollen nun zwei Sternexponentiale exp, (i F2) und exp, (¢ G2) unter Verwendung des Sternpro-
duktes miteinander multiplizieren (Im folgenden schreiben wir der Einfachheit halber oft F und
G, lassen also den Index 2 weg, wenn klar ist dass es sich um quadratische Funktionale handelt).
Unser Ziel ist es, erneut einen Ausdruck der Form exp, (i H) mit einem quadratischen Funktional
H zu gewinnen und verwenden dazu die BCH-Formel (5.1).

Zunichst einmal verschwinden offensichtlich alle Kommutatorterme in (5.1) mit s, > 1 oder
$p, =0und r, > 1.
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Fiir zwei quadratische Funktionale ¢F und ¢G mit Integralkernen f,g € D(M x M) lautet de-
ren Sternprodukt:

iFxiG = —F~G—(%MF(U,AG(U)—%(%)2<F(2)7A®2G(2)>
ih h?
= —¢Pro- R — (5)¢PrRep + () Tra(PrPy) (5.27)

Hierbei ist das punktweise Produkt symmetrisch unter Vertauschung von F und G. Aus der Anti-
symmetrie von A folgt, dass (F(), A GM) antisymmetrisch unter Vertauschung ist, (F(2), A®2G(2))
dann wiederum symmetrisch. Fiir den Sternkommutator folgt damit:

[F,Gl, = —ih(F® AGWH) (5.28)
= —4ihpPsPgp (5.29)

Der Sternkommutator ergibt also erneut ein quadratisches Funktional. Also ist auch der Ausdruck
(5.2) ein quadratisches Funktional.

5.2.2 Eine Konvergenzbedingung
Seien nun f,g € D(M x M) die Integralkerne der quadratischen Funktionale F und G.

Wir wollen die sup-Norm des Integralkerns 4iAP¢R, des Kommutators [F,G] abschitzen. Wir
definieren dazu zusdtzlich zu der in Kapitel 4 eingefiihrten Konstanten C; noch C¢ wie folgt:

Cr = u(K) |(f(2,) * D) )|k, xk, |l (5.30)

Dann folgt zunéchst aus dhnlichen Uberlegungen wie im Beweis von Korollar 4.6.1:
|46 P P, lloc < 45C 9]l (5.31)
Aufliegt der Tréger von PsP, in Ky x K.
Wir bezeichnen im Folgenden den Integralkern des quadratischen Funktionals [F"* G*1F"2G*®2 .. . F™ G*"],
mlt le,Sl7...,T‘n,Sn .
Wir erhalten dann iterativ fiir diesen Integralkern den Ausdruck:

Frvssr o = 2(~2 RS0 P papraps:_prpy: (532

Dann folgt aus (5.31) falls r; > 1:

||fr1751 ,,,,, rn,anoc < th ’ ||fmfl-,51 ,,,,, Tn,anoo (5'33)
bzw., falls r; = 1:
1 f1s51,rnssnlloo < AC - ([ fo,o1 1,50l loo (5.34)
und falls r; = 0:
||f07317~--77‘n75n”°0 < hcg : ||f0751_17--~,rn-,5n‘|00 (5'35)

Desweiteren definieren wir €,,e5; € N als die jeweilige Anzahl von Elementen der Indexmengen
{ri}, {s:} die ungleich Null sind.

Indem wir nun die obigen Abschitzungen iterativ anwenden erhalten wir:

1 frissisermsnlloo < (2RC )21 U= (20C p) (2RCy) =11 0= (2hC,) = lglloc (5.36)
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falls s, > 0, bzw.

[ frssnrmolloe < (2RCp)Zi= D7 (2RC ) (2RCy) i1 070 (20C,)

fllos (5:37)
falls s,, = 0.

Wir definieren daher noch ky 4(s) durch:

Kfg(s) = 550@;1|‘f||oo +(1- 580)6_«;_1”9”00 (5.38)

Wir kénnen damit dann (5.36) und (5.37) zusammenfassen:

(2hC )i () =er (QRC ) (2RC,)=i=1D = (2hC)S K o (ln — M) (5.39)

||f7"1,517~--77‘n78n”00 S

Wir kénnen jetzt die sup-Norm des quadratischen Funktionals abschéitzen, das sich aus der Summe
(5.1) ergibt.
Sei dazu im Folgenden h der zu H gehorende Integralkern, dann gilt:

1 (Z (rﬂrs))
||h||00 S Z E Z | ' o '. Hfrlﬁla 7Tna3n||00
n>0 ri+s; >0
1<i<n

Iy Loy Bl o i any

n ril-s1leoorpl syt
n>0 ri+5; >0

IN

1<i<n
((2hCy) i1 507 (2RCY ) - kg g ()
1 R - 1 ne .
= > - o> NP e " - (2RC ) Xm0 T (2RC ) B S
n>0 s1+ri=1 sn,1+rn,1:1
n—1 2 A o] kn n 1 _
Croi s rl + 5i) 4+ (1)t m
((ij:)l 5 Z Z T (2RCF™) (2RC,)!n ™ -
j=1 =1 mn=0 n/
Cf 1=8mp 0 Cg 1-48; 0
S mn, _—J n—mn, ln _ n
An dieser Stelle definieren wir der Einfachheit halber p1y und p4 durch:
i C, Cyl[1loo
= =2 A\p,= L= 5.40
PO T T Gl .

Wir erhalten damit:

||g||oo - 1 —
hllos < Z Z > T T - (2RC ) TS T (2RC, ) D 5

n>0 s14ri=1 Spn—14+rn_1=1
S 1 1 Cf 1-46 C 1-6
: =@t TTE) T (F2) 00 -
lnzzl (0 (s + 80) + 1) D! ]1;[1 Cy Cy

:“f Hg Z (mn)cmn Cln ) —Hf 'Ng(Céfn + C_f;") + (/\f,g:“fclfn + /lgchn)]

my,=0

=(Cs+Cy)n
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(Cr+Co)r — (C'} + C) + pg 'C 4 py ' Clr

||g|\oo (py - Hg ! 9 f g
< S Ul 5 “
n=1

l1=1

IN

oo (C +Cy)lm = (CF +Cl) + Apoug 'Cp + 7 'Clr 1
|

‘ 12:1 (2ﬁ)l" Z‘ Z?:1 (ZZ)

(Cr+Cg)" = (C} +CY) + 11y ' C +417'Cp

||9Hoo (py - /‘9 I\ 9 f g

I1=1
= (Cf+c )"_(le""‘cl )"'/\ngglcl7L+Mflcl

> en : ™

=1

||gHoo Z Nf :LLQ 2h(C_f+Cg) _ e2hCy _ 2RC, +14 M;l(eﬂicf B 1) + M;l(e2hcg B 1)}(7171) .
n=1

.[e2h(Cf+Cg) _ eQFLCf _ thCg 4 1 4 Af,g‘u;l(e?h(jf _ 1) 4 ‘LLJTl(GQHC_q _ 1)] (541)
Wir verwenden an dieser Stelle das Quotientenkriterium, um eine Konvergenzbedingung an die
Reihe (5.41) stellen zu konnen. Der Grenzwert des Quotienten der obigen Reihe lautet:
!
[if .Mg[egrl(Cf"ng) _ eQﬁCf _ thCg +1 —I—/Jg_l(egh’cf _ 1) + ’u;l(GQl‘LCg _ 1)] <1 (542)

Bei dem obigen Ausdruck, der kleiner 1 werden soll, handelt es sich um eine streng monoton
wachsende Funktion in den Variablen Cy,Cg4, Cy, C4. Wir entwickeln fiir kleine Cy, Cy:

//Lf . Iug[QQh(Cf+Cg) _ e2th 2th + 1 +‘LL ( 2th 1) +M;1(e2hcg _ 1)]
= 2h*C;C, + 2hCy + h2CyCy + 2hC, + K2C,Cy + O(C3, C2)

Ganz offensichtlich geht der obige Ausdruck (5.43) gegen Null, wenn C; und C, gegen Null gehen.

Wollen wir etwas {iberschaubarere Konvergenzbedingungen erhalten, so miissen wir noch weiter
abschéitzen: Der Ausdruck auf der linken Seite der Ungleichung (5. 42) ist monoton wachsend in
C,, Cf, C, und Cy. Wir definieren daher C; := max{Cy,C;} und C, := max{C,, C,}. Damit sind
dann aber die Konstanten p und g in (5.42) gleich 1 und wir erhalten als Konvergezbedingung:

In(2)
2h

MCHC) 21 o 04 C, (5.43)

|

5.3 Produkte quadratischer Operatoren auf dem Fockraum

Wir gehen nun wieder zur Betrachtung der Situation auf dem Fockraum {iber und orientieren uns
dabei erneut an den Rechnungen aus [11].

Wir fiihre dazu nun eine symplektische Form auf H? ein:
Definition 5.3.1. Fiir F,G € H? sei o(F,G) =< (J® 1)F,G >
Die Abbildung ¢ : H? x H? + R ist bilinear und alternierend, da J ® 1 unitér ist, und es gilt:

o(F,G) = <(UL)(JDF,(J®1)G >
= <(-1®1)F,(Jo1)G>=-< (J®1)G,F >=—-0(G,F) (5.44)

Zusitzlich ist diese Form auch nicht entartet, da fiir o(F,G) = 0 fiir alle F' € H? folgt, dass:

0=0(-(J®1)G,G) = — < (J®1)2G,G >=< G,G >=||G|%, (5.45)
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was besagt dass G = 0 ist. Wir bemerken, dass fiir einfache Tensorprodukte fi ® fo, g1 ® go € H?
folgt, dass:

o(f1® fo,01 ®g2) =< (Jf1) ® f2, 91 ® g2 >=<Jf1,91 >< fa, 92 >=0(f1,91) < f2,92 >, (5.46)

wobei das endgiiltige o natiirlicherweise eine symplektische Form auf H ist.

Wir wollen nun das Produkt der Exponentiale zweier quadratischer Fockraumoperatoren bilden,
d.h. fir F,G € H? den Ausdruck exp(i ¥(F)) exp(i ¥(G))p. Wir wissen von Satz 4.6.5, dass
@ € Fo ein analytischer Vektor fiir exp(i ¥(G)) ist solange ||F|| < ﬁ gilt, und dass die Ex-

ponentialreihe >~ %‘I’(G)"(p dann absolut konvergiert. Allerdings miissen wir aufgrund der

Bemerkung 4.6.6 zunichst noch iiberpriifen, inwiefern exp(i ¥(G))y ein analytischer Vektor fiir
exp(i U(F)) ist.

Satz 5.3.2. Der Vektor exp(i U(G))yp ist fir den Operator exp(i U(F)).

Desweiteren existiert das Produkt der Operatoren exp(i ¥(F)) und exp(i ¥(G)), wenn fir F,G
gilt, dass:

1
F|, G| < —= 5.47
11 NG < 5 7 (5.47)

Beweis: Zunéchst einmal sei )
Fl| <
IFll < =5
Nach Satz 4.6.5 gilt dann die Darstellung;:
. i -

exp(i W(F))p =) — U(F)"p (5.48)

m=0
Aus (4.83) wissen wir bereits, dass gilt:
1) ell < 22 2+ |IFI)" [(ng + 1)(ny +2)...(ny + 20))] /2 [ (5.49)
Damit folgt dann fur || ¥ (F)" U(G)"¢||:
[U(F)" W(G)™pl| < 272 (2 [[FID™ [(ng + 2m + 1)...(ny + 2m + 20)]'/2 || W (G) "]

< 222 |F|)" 22 (2 |GIN™ [(ng + 1)...(ng +2m) -
(ng +2m + 1)...(ny + 2m + 2n)]Y2 ||¢||
< 202 R (2 |GI)™ \/ (ng + 2m + 20)! |||
< 2(n+m)/2) 2-[IFI)" (2 [|GI)™ (ng + 4n)1"* (ny, + 4m)1 ||| (5.50)
Wobei die letzte Ungleichung aus der Abschétzung (n+m)! < 4/(2n)!(2m!) folgt. Wir kénnen die
Reihe Y ° o = |[W(F)"¥(G)™¢|| also nach oben durch
e3¢} 277,/2 " '1/4 0 2771/2 m '1/4
O 2 @ NFI p + a4 2 @G g+ Am gl (55)
n=0 m=0

Wir kénnen nun das Quotientenkriterium verwenden, um die Konvergenz der obigen Reihen zu
iiberpriifen. Fiir die rechte Reihe erhalten wir als Konvergenzbedingung:

om/2

- (2-]IG])™ (ny + 4m)1H/*

2eit 2 [|GINI 1 (g, + dm — 4)11/4

ENCPY ||G\|%[(n¢ +dm — 3)...(n, + 4m)] /4

IN

1 N 1
\/52-||G\|E(n¢+4m)m—>oo4\/§2-HG||<1 (5.52)
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Wir bendtigen also fiir die Konvergenz der Reihen in (5.51), dass

1
FI,|IG]] < —= 5.53
IFIL 6 < o (5.59)
gilt. Damit haben wir dann die absolute Konvergenz der Reihe
0 jntm
ZO W)U (G) e (5.54)

bewiesen, sofern die obige Bedingung an die Normen von F, G € H? erfiillt sind. Damit haben wir
die Existenz des Produktes der Operatoren expiW(F') und expi¥(G) bewiesen, sowie dass ¢ ein
analytischer Vektor flir das Produkt ist fiir alle ¢ € Fy. O

In Satz 6.2 wurde die absolute Konvergenz der Exponentialreihen des Produktes exp i¥ (F') exp iU G
auf Fy bewiesen. Da die Reihen absolut konvergieren kénnen wir die Baker-Campbell-Hausdorff
Formel verwenden, um die Reihen umzusortieren und so einen geschlossenen Ausdruck fiir das
Produkt in Form eines Exponentials zu erhalten. Dafiir bendtigen wir zunéchst die auftretenden
Kommutatorrelationen.

Hierfiir definieren wir zuniichst zwei Abbildungen b: H x H? +— H sowie B : H> x H? — H?,
die bei der Berechnung der in der BCH-Formel auftretenden Kommutatorrelationen eine Rolle
spielen werden.

Definition 5.3.3. Fiir jedes f € H and F € H? sei b(f, F) das Element von H so dass:
<b(f, F),g>=0(f®g,F) (5.55)

gilt fiir alle g € H

Lemma 5.3.4. b ist eine wohldefinierte Abbildung von H x H? nach H
Fir die Norm von b(f, F) gilt die Abschatzung

oS, )L < {IAHIET (5.56)

Fir F = f1 ® fa gilt:
b(f, fr1® f2) = o(f, f1)f2 (5.57)

Definition 5.3.5. Fiir F,G € H? sei B(F,G) das Element von H?, fiir das b(h, B(F,G)) =
b(b(h, F),Q) fir alle h € H gilt.

Lemma 5.3.6. B ist eine wohldefinierte beschrinkte Abbildung von H? x H? nach H?
Die Norm von B(F,G) erfillt die Abschdtzung:

IB(E, G| < [IFI[IG]| (5.58)

Wir benétigen nun die Kommutatorrelationen zwischen zwei quadratischen Operatoren sowie
die zwischen einem linearen und einem quadratischen Operator:

Lemma 5.3.7. Fiir alle f € H, F,G € PLH? und ¢ € Fy gilt:
[W(f): V(G = 2ip(b(f,G))p (5.59)
[U(F),¥(GQ)]e = 4iV(P.B(F,G))¢+2ic(F,G)p (5.60)

Seien nun F,G € H? so gewiihlt, dass die Konvergenzbedingung (5.53) erfiillt ist. Aufgrund
der absoluten Konvergenz der im Produkt der Exponentiale auftretenden Reihen kénnen wir dann
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fiir ¢ € Fy die in den Reihen auftretenden Potenzen umsortieren und erhalten nach der Baker-
Campbell-Hausdorff Formel den Ausdruck:

V() gi¥(G) , — (IP(F.G) (5.61)

wobel P(F,G) einen Operator auf dem Fockraum bezeichnet, fiir den gilt:

(_1)71—1 (ZZL: (T‘Z‘—’_Si))il T YS1 T2 T T s
P(F,Q) :ZT > Tl'sll' oy FGTERGTL TG (5.62)
n>0 r; +8;, >0 e
1<1<n

unter Verwendung der Notation:

[FIG L FroG] = [(U(F),[iO(F),..[i0(F)], [i¥(G), [i¥(G)...[i¥(G),
JU(F), [(U(F), . [iU(F), [(U(G), [¥(G), .i¥(G)]]..] (5.63)

Satz 5.3.8. Fiir den Operator P(F,G) aus Formel (5.61) gilt:
P(F,G) = A(F,G) + a(F,Q), (5.64)

wobei es sich bei A(F,G) um einen quadratischen Operator auf dem Fockraum handelt und bei
a(F, Q) um eine Konstante.

Beweis: Wir wissen aus (5.60), dass der Kommutator zweier quadratischer Fockraumoperatoren
mit Definitionsbereich Fy erneut einen quadratischen Operator mit demselben Definitionsbereich
sowie eine zusétzliche additive Konstante ergibt:

[(U(F),iV(G)] =i(—4¥(P+B(F,G)) — 20(F,G)1) (5.65)
Wir wenden diese Formel iterativ auf den Kommutator
[F"G*.. . F™ G

aus (5.63) an. Die Konstante des innersten Kommutatorterms entfillt im nichsthéheren Kom-
mutator. Wir erhalten also als Ausdruck fiir den obigen Kommutatorterm einen quadratischen
Operator, sowie eine zusiitzliche Kostante. Aufsummation aller dieser in der Baker-Campbell-
Hausdorff Formel auftretenden Kommutatortermerme ergibt die Behauptung. a



Kapitel 6

Automorphismen der Weylalgebra

In diesem Kapitel stellen wir kurz eine Beobachtung vor, die fiir den restlichen Teil der Arbeit
nicht relevant, dafiir aber von eigenstindigem Interesse ist.

Wir zeigen, dass sich mit Hilfe eines quadratischen Funktionals Fo ein Automorphismus ap, der
Weylalgebra definieren l&sst.

Wir erhalten also eine Abbildung:

Fy — aut(W)
Fy — ap, (6.1)

Wir betrachten dazu ein quadratisches Funktional Fy € F5 sowie ein lineares Funktional G; € W
auf Feldern ¢ € C>*(M).

Wir wollen zunéchst das folgende Produkt zwischen diesen Funktionalen berechnen:

eXP, (7 Fg) * G1 * €XP, (—Z FQ) (62)

Wenn das obige Produkt existiert, so ist es durch

i —1 - i"
e Fz(tp)*Gl * € Fa(0) = Z E[F27...,[F2,G1]...]* (63)

n=0

n-facher Kommutator

bestimmt.

Wir verwenden fiir das lineare Funktional Gy in (1.2) zunéchst den Ausdruck o(f) = [ dz f(z)p(x),
denn der einfache Kommutator zwischen dem quadratischen Funktional F5 und dem linearen Funk-
tional G; ergibt erneut ein lineares Funktional, dem wir eine entsprechende Testfunktion zuordnen
kénnen, und wir erhalten den Ausdruck:

[Fa,0(f)] = (A f) (6.4)

Es ergibt sich nach Gleichung (6.3) als Ausdruck fiir das Produkt:
e i

eiF2(p) G1(y) x e iF2(p) _ 99(2 o A" f) (6.5)
n=0 ’

Um die Existenz des Produkts (6.2) nachzupriifen, reicht es also aus, die Konvergenz der Reihe

oo

> gA" f (6.6)

n=0
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in D(M) zu zeigen.

Zuerst wollen wir dazu A berechnen:
Fiir den Kommutator benétigen wir die Funktionalableitungen:

%(x) = 2 [as@net) (6.7)
5Gy _
L) = g (6.8)

Wir verwenden dies, um die Sternprodukte zu berechnen:

FaxGr = FaGi+ 52 [ [ [ dedyds fo) o) Ay - 2)9(2) (69)
Giebs = GiFat+ 2 [ [ [ dedydgo) e - ) f(z) o(2)
= Gt 52 [ [ [ degde s e@aG-ng)  (610)

Wir erhalten fiir den Kommutator:
Fa i) =2in [ [ [ dedydefo. ) Az = )0 (6.11)

und wir haben damit A bestimmt:

(Ao)@) = 2in [ [ayd fe.2) A=) g0)
= 721‘71//dydzf(a:,z)A(y—z)g(y) (6.12)
= 2 [ () + D)W (6.13)

Hierbei bezeichnet (f(x,-) * A)(y) die Faltung von f € D(M) mit A € D/(M). Wir definieren
a(x,y) durch:

a(w,y) = —2ih(f(x,)  A)(y) (6.14)

Und kénnen damit A durch einen Integralkern ausdriicken:

(Ag)(x) = / dya(z,y) g(y) (6.15)

Es gilt dann, dass (f(z,-) * A)(y) als Funktion in y eine C*°-Funktion ist [6], S.20,(0.33).
Es ist a(x,y) offensichtlich auch C* in x und es folgt:

al-,-) € C(M x M) (6.16)

Nun hat f(x,y) einen kompakten Trager in M x M, also supp f C K x K fir K kompakt. Damit
gilt dann aber auch suppa C K x M.

Da g € D(M), hat g kompakten Tréger: suppg C K,;. Wir kénnen also den Tréger von a(z,y) in
y auf den Triger von g einschrinken, ohne den Wert des Integrals (6.15) zu verdndern.

= suppa C K x K, (6.17)

Wenn nun aber a(z,y) kompakten Tréger hat, so kbnnen wir die Supremumsnorm bilden, die aber
iiber den Triger von unserer konkreten Wahl von g abhingt:

HCL(', )”oo = Cg < o0 (618)
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Wir kénnen jetzt die sup-Norm von Ag durch die von g abschitzen:

lAgle = | / dya(@,9) 9) oo
< ||/dy||axy ) loor
= ) 0, 9) 95 oo loowe
< u(Ky) lal, Moo 195 1oe = C lgloos (6.19)
—_—
=u(Kgy) Cyg=:C},

wobei allerdings C;, vom Triiger von g abhiingt.

Ist nun jedoch h € D(M), so sehen wir aus Gleichung (6.15) sofort, dass der Tréger von (A h)(zx)
nicht mehr von h abhingt, denn wenn erneut supp f C K x K, so folgt:

suppAh C K (6.20)

Sei also C die sup-Norm von a(-,-) auf K x K, C' = u(K)C, so folgt aus den obigen Uberle-
gungen:
IA" gllss < Cq - ()" lgloes (6.21)

und damit die Konvergenz der Reihe (6.6) beziiglich der Supremumsnorm.

Die Konvergenz der Ableitungen beziiglich der Supremumsnorm folgt dann direkt aus (6.15) durch
Differenzieren unter dem Integral und der Tatsache, dass g(x) und a(z,y) C*°-Funktionen sind.

Damit ist die Konvergenz der Reihe (6.6) und damit auch die Existenz des Produktes (6.2) bewie-
sen.

Bemerkung 6.0.9. Es ist Bemerkenswert, dass die Konvergenzresultate dieses Kapitels nicht
von der Grofle des Integralkerns von Fo abhdngen, dass also die Reihe (6.3) fiir alle quadratischen
Funktionale mit Integralkern in D(M x M) existiert.



Kapitel 7

GNS Darstellung von Quasi
x-Algebren

7.1 Quasi *-Algebren

Sicherlich lésst sich eine Menge angeben, die durch Cy, Cg, C f,Cg charakterisiert wird, und auf
der die Reihe (5.41), die aus dem Produkt zweier Exponentiale gebildet wird, immer konvergiert.
Wir miissen jedoch auch noch beriicksichtigen, dass die Abschéitzung der sup-Norm von h ebenfalls
explizit von ||g||oc und || f||c abhéngt. Damit ist zu erwarten, dass diese auch zur Konstanten Cj,
beitragen, die fiir die Konvergenz des Sternexponentials des sich aus (5.41) ergebenden Integral-
kerns verantwortlich ist.

Ein einfaches Argument zeigt bereits, dass es nicht mdglich ist, eine unter mehrfacher Sternmulti-
plikation abgeschlossene Nullumgebung zu finden: Ware die Algebra nun unter Sternmultiplikation
abgeschlossen, so kénnte F beliebig oft mit sich selbst multipliziert werden. Da der Sternkommu-
tator von F mit sich selbst verschwindet erhalten wir nach der BCH-Regel:

exp, (F) x exp, (F) x ... xexp, (F) = exp,(n - F) (7.1)

n mal

und wir erhalten als Integralkern des n-fachen Sternproduktes n - f. Damit gilt aber fiir die zuge-
horige Konstante:

Cpg=n-Cy (7.2)

und die Konvergenzbedingung wire fiir hinreichend grofses n verletzt.

Wir verfolgen daher hier einen etwas anderen Ansatz, und zwar verwenden wir die in Definiti-
on 5.1.3 eingefiihrte Menge U.

Wir verwenden die Tatsache dass sich Elemente aus ¢/ mit Elementen aus W multiplizieren las-
sen, und dass deren Sternprodukt in Form eines Sternexponentials der Form exp, (i(F2 + J; + ¢))
existiert. Wir definieren dann A wie folgt:

A = {exp, (i(Fy + J1 + ¢))|F2 € U, J; hat Integralkern mit Tréiger in D(M), c € R}  (7.3)

Dann definiert A zunéchst ein Bimodul tiber W (Dies wird im folgenden Kapitel durch den Begriff
der Quasi *-Algebren noch weiter prizisiert werden).

Wenn wir nun zwei Elemente z1, 22 aus A von der Form z; = exp, (i(F2 + J1 + ¢)) und z4 =
exp, (i(Gz + J1 + d)) betrachten, so ist die Frage ob deren Sternprodukt existiert dquivalent dazu,
ob die zu Fy und Gs gehorige Reihe (5.41) konvergiert. Um die entsprechenden Produkte beriick-

sichtigen zu konnen weisen wir jedem x € U mit z = exp, (i(F2+J1 +¢)) die folgende Menge M (x)

49
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zZu:

M(z) == {exp, (i(Ga+J1+d))|G2 € U : ||g]|oe, Cy, C, sind klein genug, so dass (5.41) konvergiert}
(7.4)
Desweiteren definieren wir fiir eine Teilmenge C C A die Menge M (C) wie folgt:

M(C) = NyecM(2) (7.5)

Bemerkung 7.1.1. Offensichtlich gilt M(A) =W

Wir betrachten zunéichst nur das Produkt zwischen den Sternexponentialen der Funktionale
aus U mit Elementen der Weylalgebra W.

Wir haben in 5.1.2 gesehen, dass die Frage der Konvergenz von Sternexponentialen der Form
exp, (¢(F¢ + J1)) nicht von J; abhéngt. Daher ist es naheliegend, den Raum A zu betrachten, der
von Elementen der Form exp, (i(Fo + J1 + ¢)) erzeugt wird, wobei Fy € F3 liegt, J; ein lineares
Funktinal mit Integralkern in D(M) ist und ¢ € R gilt.

Wir fiihren dazu jetzt den Begriff der Quasi *-Algebra ein und folgen dabei [9]:

7.2 Die Quasi x-Algebra

Sei A ein komplexer Vektorraum und sei Ay eine x-Algebra die in A enthalten ist. Zur Definition
der Quasi *-Algebra:

Definition 7.2.1. Wir sagen dass A eine Quasi x-Algebra iber Ag ist, wenn gilt:

e die Linksmultiplikation ax und die Rechtsmultiplikation xa zwischen einem Element a von A
und einem Element x von Ay setzen die Multiplikation von Ag fort und sind immer definiert
und bilinear.

o es gilt x1(x2a) = (v122)a und x1(axs) = (v1a)xs fir alle r1,22 € Ag und a € A

o ¢s gibt eine Involution x auf A, die die Involution von Ay fortsetzt mit der Eigenschaft, dass
(ax)* = x*a* und (za)* = a*z* fir alle v € Ay und a € A.

Wir bezeichnen dann die Quasi x-Algebra iblicherweise mit (A, Ap)

Wir wihlen A4y = W und verwenden die Definition von A wie in (7.3). Damit bildet (A, Ag)
zusammen mit der Sternmultiplikation und der iiblichen Involution eine Quasi *-Algebra.

7.3 Zum Begriff der partiellen Algebra

Wie wir im vorigen Kapitel gezeigt haben, kénnen wir unter geeigneten Bedingungen nicht nur
Elemente aus der obigen Algebra A mit Elementen aus Ay = W sternmultiplizieren, sondern auch
zwei Elemente aus A € W untereinander. In diesem Fall héingt es jedoch vom jeweiligen Element
aus A € W ab, mit welchen anderen Elementen aus A € W sich dieses multiplizieren l&sst.

Dies fiihrt uns zum Konzept der partiellen Algebra, die eine Verallgemeinerung der Quasi *-
Algebren darstellt:

Definition 7.3.1. Fine partielle Algebra ist ein Tripel (A,T,0) bestehend aus einem komplezen
linearen Vektorraum A, einer Relation T' C A x A auf A und einer partiellen Multiplikation o, so
dass gilt:

o (r,y) el zoyec A
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o (z,2) €T und (y,z) € T impliziert (ax + By, z) €T und (ax + fy)oz=a(roz)+ (yo 2)
fir alle o, B € C

Wir wihlen hier erneut als Multiplikation die Sternmultiplikation: o = x. Den komplexen
Vektorraum A wahlen wir erneut entsprechend der Definition (7.3). T' setzt sich dann zusammen
gemiéfs:

['=Usea({z} x M(z)) (7.6)

7.4 Darstellungstheorie von Quasi *-Algebren

Sei D ein dichter Unterraum eines Hilbertraums H. Wir bezeichnen mit £T(D, H) die Menge aller
(abschliefbaren) linearen Operatoren auf X fiir die D(X) =D, D(X*) 2 D

Die Menge L£T(D,H) ist dann eine partielle x-Algebra unter den folgenden Operationen: der iib-
lichen Summe X; + X5, der Skalarmultiplikation A X, der Involution X +— XT = X*|p und der
(schwachen) partiellen Multiplikation X,0X, = (X[)* X5, die immer dann definiert ist, wenn X,
ein schwacher Rechtsmultiplikator von X7 ist (wir schreiben Xo € RW(X;) oder X; € LW (X5)).

Dies ist gegeben wenn XD C D(XI*) und X{D C D(X3).

Sei nun LT(D) der Unterraum von L£(D,H) der aus allen Elementen besteht, die zusammen
mit ihrer jeweiligen Adjungierten den Unterraum D invariant lassen. Dann ist £7(D) in Bezug auf
die {iblichen Operationen eine x-Algebra.

Sei (A, Ag) eine Quasi #-Algebra mit Identitit e und D, ein dichter Definitionsbereich in ei-
nem geeigneten Hilbertraum H.. Ferner sei 7 eine lineare Abbildung von A nach £7(D,, H,) fiir
die gilt:

o n(a*) = n(a)l

o wenn a € A,z € Ay, dann ist 7(a)(z) wohldefiniert und 7(ax) = w(a)(z)
so nennen wir 7 eine x-Darstellung von A. Wenn dariiberhinaus noch gilt, dass:

o m(Ay) C LT(Dy),
so nennen wir 7 eine *-Darstellung der Quasi *—Algebra (A, Ap).

Wenn 7 eine s-Darstellung von (A, Ap) ist, so definieren wir den Abschluss 7 von 7 fiir jedes
x € A als die Einschrinkung von 7(z) auf den Bereich D, der die Vervollstindigung von D, unter
der Graphentopologie bezeichnet, die durch die Seminormen ¢ € D, — ||7(a)(||, a € A definiert

ist. Wenn 7w = 7 ist, so bezeichnen wir die Darstellung als abgeschlossen.

Die Adjungierte einer x-Darstellung = von einer Quasi x-Algebra (A, A) ist wie folgt definiert:
Dr+ = NgeaD(m(x)*) und 7*(z) = 7(z*)*|p.., xz€ A (7.7)

Die Darstellung 7 nennen wir selbstadjungiert, wenn 7 = 7*.

Die Darstellung 7 nennen wir ultrazyklisch, wenn ein {y € D, exisitiert, so dass D, = m(Ag)Co,
wihrend wir sie als zyklisch bezeichnen, wenn ein (y € D, existiert, fiir das w(Ap)¢y dicht in D,
ist in Bezug auf ¢,.

Definition 7.4.1. Sei 7 eine x-Darstellung von A. Fin Unterraum M C D, heifit Quasiinvariant
fiir m wenn 7(Ag)M C M und 7(A)M C M, wobei M den Abschluss von M in der Hilbertraum-
norm von H, bezeichnet.

Wenn dariberhinaus fir den Quasiinverianten Unterraum M noch ein (o € M existiert so dass
M = 7w(Ap)¢o gilt, so nennen wir M ultrazyklisch. Wir nennen M zyklisch, wenn ein (; € M
existiert, so dass w(Ag)Co dicht in M in Bezug auf t, ist.

Wir zitieren das folgende Resultat aus [9], das den Rahmen fiir eine Art von GNS-Konstruktion
unserer Quasi *-Algebra liefert:
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Proposition 7.4.2. Sei w ein lineares Funktional auf A das die folgenden Bedingung efillt:
1. w(a*a) >0 fir alle a € Aop;
2. w(b*z*a) = wla*zb), VYa,be Ay, © € A;
3. Yx € A existiert ein v, > 0, so dass: |w(z*a)| < v, w(a*a)/?
Dann existiert ein Tripel 7, A\, Ho, so dass gilt:

o 7, ist eine ultra-zyklische x-Darstellung von A mit ultrazyklischem Vektor (,;

o )\, ist eine lineare Abbildung von A nach H,, mit A,(Ag) = Dr,, Cw = Au(e) und m,(x) A, (a) =
Mo (za), fir jedes x € A, a € Ag;

o w(z) = (mu(2)Cw|Cw), fiir jedes z € A.

Beweis: Wir definieren N, = {a € A : w(a*a) = 0}, dann ist N,, ein Linksideal von 4y und der
Quotient A /N, ist ein Pra-Hilbertraum mit dem inneren Produkt:

Aw(a), A (b)) :=w(b®a), a,be Ay (7.8)

Hier bezeichnet A\, (a), fir a € Ay die Nebenklasse, die a enthilt. Sei dann H,, die Vervollstin-
digung von A, (Ap).
Wenn x € A ist, so stzen wir:

¥ (Aw(a)) = w(z*a) (7.9)

Dann gilt nach Voraussetzung 3., dass z* ein wohldefiniertes lineares Funktional auf A\, (Ap) ist,
und dass:

|2 (Ao (@))] = lw(z"a)] < ew(a*a)/? = 7, [[Au(a)ll, Va € Ao (7.10)

Damit ist % aber beschrénkt und es existiert nach dem Lemma von Riesz ein eindeutig bestimmter
Vektor x,,(z) € H,,, so dass:

*(Ao(a)) = Dw(a)|xw(z)), Va € Ap. (7.11)
Nun definieren wir:
Tw(®) A (a) = xw(za), a€ Ag (7.12)
Da
Ao (b), mo(x)Au(a)) = (Au(b), xw(za)) = (za)” (A (b)) (7.13)
= w(a"z*b) = w(b*za), Vbe Ay, (7.14)

gilt folgt aus Voraussetzung 3., dass m,(x) wohldefiniert ist und die Menge A, (Ap) nach H,
abbildet.
Auf dhnliche Weise lisst sich folgende Indentitéit beweisen:
(T () A0 (b), Ay (a)) = w(b*xa), a,be Ay (7.15)
ebenso erhalten wir fiir € A und a € A( die Gleichung
(T (xa) Ao (b), Ap(c)) = (mu(a) Ao (), (™) A (c)). Vb, c € Ay. (7.16)
Dies impliziert, dass 7, (), (a) wohldefiniert ist, und dass gilt:
mw(za) = m,(x)u(a), Vx e A ae Ay (7.17)

d
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7.5 GNS-Darstellung unserer Quasi *-Algebra

7.5.1 Zur Wahl des Zustands

Wir haben bereits in Kapitel 7.1 die Definition der Quasi *-Algebren vorgestellt, welches die von
uns gefundene Struktur passend beschreibt. Den Konzepten in [9] folgend, wollen wir nun eine ver-
allgemeinerte GNS-Konstruktion einfiihren die es uns erlaubt, Darstellungen der Quasi *-Algebra
Struktur zu finden.

Zunéchst beschiftigen wir uns dafiir mit der Frage wie eine mogliche Verallgemeinerung des in
Satz 2.2 eingefiihrten quasifreien Zustands aussehen kann.

Wir machen dazu zunéchst folgende Beobachtung:

Proposition 7.5.1. Sei F ein beliebiges Funktional in ¢ € C™. Wir definieren (A, %) durch
die Wirkung auf solche Funktionale durch:

52
0p?

2

6°F
@ ggllomif = [ dodyAite )53 @ )l (7.18)

Dann gilt:
2
ST (f) = wa (W(F) (7.19)
wobei wy den in (2.2) definierten Zustand bezeichnet.

Beweis:
Sei W(f) =exp(iFy) e W.

Dann gilt:

<A+5L(p2>exp(ipl)|¢,zo — 2i/dxdyA+(£L’*y)f(I)f(y)

= ialf.f) (7.20)

Exponenzieren liefert die Behauptung. O

Wir machen daher folgenden Ansatz fiir eine Erweiterung von w,:

82
Sei Fy € Uy, so berechnen wir: !5 exp, (1 F2)|p=0.

Dazu erinnern wir zunéchst daran, dass wir das Sternexponential exp, (¢ F2) mit Hilfe eines qua-
dratischen Funktionals My € Fy mit Integralkern m(z,y) € D(M x M) und einer Konstanten
¢ € R ausdriicken koénnen durch:

exp, (i Fa) = exp(ic) exp(i M) (7.21)
Berechnen wir nun die Funktionalableitungen % von exp(i My), so gilt:

O exp(iMy)(z.y) = (2 ( / Ay m(z, ) o)) / Ay m(y, 2)p(x2))+2 im(z, y)) exp(i Ma) (2, y)

o
(7.22)
Somit erhalten wir:
62 21
(A, W}bzo exp, (1 Mz) = 22'/ dedy Ay(x —y)m(z,y) = i Tra(tan P ) (7.23)

Wir wollen nun nachrechnen, dass der auf diese Weise auf M verallgemeinerte Zustand die in
(7.4.2) geforderten Bedingungen erfiillt, womit wir dann unsere Quasi *-Algebra als O Algebra
darstellen kdnnen:



54 KAPITEL 7. GNS DARSTELLUNG VON QUASI «-ALGEBREN

Proposition 7.5.2. Der Zustand &, erfillt die in Prop. (7.4.2) geforderten Bedingungen (1)-(3)

Beweis: Fiir Bedingung (3) muss gelten, dass fiir jedes F € M ein ~p existiert, so dass die Unglei-
chung
|@a(F* W (g))| < yr @(W(g)" » W(g)) (7.24)

fiir alle W(g) € W erfiillt ist.

Wir nehmen zunéchst an, dass es sich bei F = exp(iF2) um das Sternexponential eines rein
quadratischen Funktionals handelt.
Nach Satz (5.1.1) existiert das Sternprodukt zwischen F* und W(g). Wir erhalten ein Resultat
der Form:

exp, (—iFa) xexp(i G1) = exp, (—iF2 +i Gy +iJ1 +ic) (7.25)

hierbei héngen offensichtlich J und ¢ explizit von G; ab. Wir definieren:
J(p) =G+ J; (7.26)
und erhalten fiir das Sternexponential nach Satz 4.47 das Resultat:
exp, (—i F2) x exp(i G1) = exp(c) exp(i¢) exp(i (M + k1)) (7.27)

Dabei sind nun aber M; und ¢ unabhiingig von J und damit auch unabhiingig von G;. Die Kon-
stante ¢ hiangt explizit von G; ab, ergibt aber nur eine komplexe Phase vom Betrag 1.
Desweiteren hingt aber auch x; noch von G; ab.

Wir berechnen nun das entsprechende Funktional zum Ausdruck (7.27). Sei dazu m der Inte-
gralkern von M; und k der Integralkern von k;.

Dann gilt:

2
(B 5g) exp.(iF2) xexp(iGa) = exp, (~iFa) xexp(i G) exp(e) exp(ic) exp(i (M + )

— —exp(e) exp(ic) [ dody Ao~ g)m(e,y) + a(KEB
Durch exponentieren des Audrucks erhalten wir:
@ (exp, (i F2) = xp(i Ga) = — exp(e) exp(io) exp(~ [ Aslo = hmlay) = alk, k) (7.29)

Nun héngen in diesem Ausdruck é und k als Integralkern von x; explizit von G; ab. Wir kénnen
nun verwenden, dass « eine positive Bilinearform ist und erhalten fiir den Betrag die Abschitzung:

Go(exp, (—iF2) xexp(iCr))] = |exp(c) exp(— / A4 (@ - y)m(z,y)| |exp(~alk, )
< |exp(c) exp(— / Az — yymiz )] (7.30)

Damit haben wir ein geeignetes g gefunden, das die geforderte Bedingung erfiillt.

7.6 Betrachtung der partiellen Algebra auf dem Fockraum

Mit Hilfe der in (1.8) definierten reellen symmetrischen Form p(f, f) hatten wir in Kapitel 2 den
Fockraum aus der GNS-Konstruktion der Weylalgebra W erhalten. Wir diskutieren hier einen al-
ternativen Ansatz, der es uns erlaubt die Fockraumrelationen zu beweisen. Dieser hat den Vorteil,
erste mogliche Aussagen iiber die Figenschaften der Fockraumdarstellung von Sternexponentialen
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quadratischer Operatoren zu ermdéglichen.

Jedoch sind die Aussagen dieses Abschnitts nicht mathematisch exakt ausformuliert, da die Dar-
stellung des Sternexponentials eines quadratischen Funktionals einen unbeschriinkten Operator
ergibt und wir damit keine stark stetige einparametrige Gruppe haben.

Sei w wie zuvor definiert durch w(W(f)) = e2#(5/). Sei H der Hilbertraum der mit w assozi-
ierten GNS-Konstruktion. Sei €0, das entsprechende GNS-Vakuum.

Wir schreiben dann
m(W(tf)) = exp(i ®(f)), (7.31)

wobei der Feldoperator ®(f) die infinitesimale Erzeugende der Abbildung ¢ — W (t f) ist. Wir
definieren weiterhin die Operatoren (a,a’) durch:

(@(f) —1®(if))
(@(f) +1®(if)) (7.32)

Sl =Sl

Wir beweisen zunéchst:
Lemma 7.6.1. Fir den Operator a(f) gilt: a(f)Q, =0

Beweis: Wir wissen, dass das GNS-Vakuum ein zyklischer Vektor der GNS-Darstellung von W ist.
Es reicht also aus zu zeigen, dass das Skalaprodukt von a(f)), mit jedem W(—g) € W verschwin-
det.

Wir verwenden dazu die Identitéat

a(f) = (i\}i(—ie“@(f) + eitq>(if))|t:0
- ;%(_iw(t f)+ Wit f))le=o (7.33)
Es folgt:
QW (=g),a(f))
= i\}i@wW(Q)(—iW(t £) + W (it £))2%)] =0
- (?t\}§<9w7 —ie! 3 IIW (g4 tf) + & FTODW (g + it f) Q)i
= %%(—iet =to(9)e=snlgtthotts) | et B98N bulgrithgtithy|,
-0 (7.34)
wobei wir verwendet haben, dass die beiden Formen ¢ und p C-linear sind.
O

Also vernichtet der Operator a(f) das Vakuum. Mit analogen Rechnungen lisst sich unter
anderem die Kommutatorrelation

[a"(f),a(g)] = u(f,g) —io(f,g) (7.35)

verifizieren.
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Sei nun Fy € F5. Wir wollen zunéchst einfach voraussetzen, dass ein infinitesimaler Generator
U(f) der Abbildung ¢ — m(exp, (iF2)) existiert und wollen zuerst dessen Vakuumerwartungswert
mit dem des in (4.78) definierten Operators ¥U(f ® g) auf dem Fockraum vergleichen.

Wir kennen den Vakuumerwartungswert (€, m(exp, (itF2))),), dieser ist durch (7.29) gegeben,
wenn wir My durch M (¢) und ¢ durch ¢(t) ersetzen (siehe (4.18)).

Entsprechend kénnen wir dann den Vakuumerwartungswert von Uy(f) durch Differentieren von
(Qu, m(exp, (itF2))Q,,) an der Stelle ¢t = 0 bestimmen.
Wir erhalten:

- d

{00, V() = 3 (R0 o
= %exp(c(t)) exp(%TrA(tanh(hPf))h:O
= iTra(Py) =iTra(f) =1 /dxdy Ap(z—y)f(z,y) (7.36)

|



Kapitel 8

Kanonische quadratische
Transformationen

Summers, Reents und Proksch fiihren in ihrem Paper [11] die quadratischen Operatoren auf
dem Fockraum ein, um mit deren Hilfe sogenannte kanonische Transformationen auf dem Fock-
raum durchzufithren. Die Menge der dicht definierten quadratischen Operatoren A der Form
A : H — P,H? werden mit £ bezeichnet. Deren Definitionsbereich sei D(A). Zur Defintion
der quadratischen kanonischen Transformationen werden zuerst allgemeine Feldtransformationen
fiir A € £ von der Form

(f) = @a(f) == @(f) + V(ASf), [fe D) (8.1)

eingefiihrt.

Dabei bezeichnet ®(f) + U(Af) den Normabschluss von ®(f) + U(Af) auf Fy.

Dann heifit die Feldtransformation (8.1) quadratische kanonische Transformation, wenn sie die
kanonischen Vertauschungsrelationen erfiillt, das heifst, wenn gilt:

[@A(f), Palg)] =io(f,9)1 (8.2)
wenn f,g € D(A).

In [11] wird weiterhin gezeigt, dass fiir die in 5.3.3 und 5.3.5 eingefiihrten Operatoren b(f, F')
und B(F,G) gilt:

Proposition 8.0.2. Sei A € L. Die Transformation ®(f) — ®x(f), f € D(A), ist genau dann
kanonisch, wenn fir alle f,g € D(A) gilt:

b(f,Ag) = b(g,Af) (8.3)

und
P,B(Af,Ag)=0 (8.4)

Bemerkung 8.0.3. Wir interessieren uns nun fir die dquivalenten Transformationen auf der
Ebene der Weylalgebra. In [11], s. 800, wird bereits angemerkt dass sich die quadratischen kano-
nischen Transformationen nicht auf der Ebene der Weylalgebra realisieren lassen. Mit Hilfe der
in Kapitel 4 eingefihrten Exponentialfunktionen quadratischer Funktionale lassen sich aber sehr
wohl dquivalente Transformationen im verallgemeinerten Kontext der quasi x-Algebren angeben.
Dafiir definieren wir zunichst £ als die Menge der Abbildungen A : Fq — A(Fg) € Fs.

Als quadratische kanonische Transformationen definieren wir dann definieren wir dann:

Definition 8.0.4. Sei Fy ein lineares Funktional mit Integralkern f € D(M), sei W(f) =
exp, (1F1) € W. Wir definieren dann die kanonischen quadratischen Transformationen fir lineare
Funktionale durch: R

57
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Wir wollen dann, dass die kanonischen Vertauschungsrelationen erhalten bleiben, d.h. wir de-
finieren Loor C L als die Menge derjenigen Operatoren A, fir die gilt:

[Fz, Gils = [F1,Gulw = iho(f, 9) (8.6)
Die Bedingung ist ganz offensichtlich erfiillt, wenn sowohl:
[A(F1),A(G1)l, =0 VFy,G (8.7)

als auch:

[A(F1),G1] =0 VFyi,Gy (8.8)

Da uns im Rahmen der Deformationsquantisierung der Begriff der wesentlichen Selbstadjun-

giertheit von Operatoren fehlt und damit auch die daraus folgenden Resultate, konnen wir die

kanonischen Transformationen der Form 8.0.4 nur dann exponenzieren, wenn die in Kapitel 4 her-

geleiteten Konvergenzkriterien erfiillt sind, das heifst, wenn [~\(F1) fiir alle linearen Funktionale die
entsprechenden Konvergenzbedingungen erfiillt.

In diesem Fall erhalten wir Transformationen, die die Weylalgebra W nicht auf sich selbst sondern
nach A abbilden, jedoch die Weylrelationen invariant lassen:

W(f) = Wi(f) = exp,(i(F1 + A(F1))). (8.9)



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Zunéchst konnten wir bestitigen, dass es sich auch bei einer konkreten Realisierung der Weylal-
gebra mit Hilfe von Funktionalen im Formalismus der Deformationsquantisierung noch um eine
C*-Algebra handelt.

Es ist uns gelungen, das Sternexponential quadratischer Funktionale und die in (4.46) definierten
verallgemeinerten Sternexoponentiale fiir den feldtheoretischen Fall zu berechnen und deren Kon-
vergenz fiir geeignete Bedingungen zu Beweisen.

Hier sind wir jedoch bereits den ersten und letztendlich entscheidenden Schwierigkeiten begeg-
net, die sich bei dem Versuch die C*-Algebra der Weyloperatoren zu vergtsern gezeigt haben: die
Konvergenz ist nur fiir hinreichend kleine Integralkerne der quadratischen Funktionale garantiert.

Vergleiche mit bereits bekannten Resultaten fiir konkrete Darstellungen der Weylalgebra auf dem
Fockraum haben gezeigt, dass die gemachten Beobachtungen plausibel sind und zu etwas grofzii-
gigeren Konvergenzbedingungen fiihren.

Es existieren neben dem von uns betrachteten Moyal-Sternprodukt noch andere Sternproduk-
te, die zu diesem formal Aquivalent sind (siche [4]).

Es wire interessant, die durchgefiihrten Konvergenzuntersuchungen diese Sternprodukte zu ver-
allgemeinern.

Es hat sich herausgestellt, das keine unter der Sternmultplikation abgeschlossenen Unteralgebren
existieren, die Exponentialfunktionen quadratischer Funktionale beinhalten. Wir konnten jedoch
zeigen, dass das Sternprodukt von zwei Exponentialen quadratischer Funktionale unter bestimm-
ten Bedingungen existiert. Die gemachten Beobachtungen sind hier erneut dhnlich zu denen auf
dem Fockraum.

In Kapitel 6 ist es uns gelungen, jedem quadratischen Funktional einen Automorphismus der
Weylalgebra zuzuweisen. Hier ergibt sich eine Perspektive, die von uns zwar angedacht, im Rah-
men dieser Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt wurde:

Gelingt es eine geeignete Gruppenstruktur mit Komposition ® auf den quadratischen Funktio-
nalen zu definieren, so dass ap, o ag, = ar,0q, gilt, so haben wir ein C*-dynamisches System
definiert, das auf W wirkt. Diese erlaubt es uns dann, das gekreuzte Produkt der C*-Algebra W
mit der entsprechenden Automorphismengruppe zu bilden, und dadurch eine neue C*-Algebra zu
definieren. Von dieser waren dann Struktur und Darstellungen zu untersuchen.

In Kapitel 7. konnten wir zeigen, dass unsere gefundene Struktur der einer quasi *-Algebra ent-
spricht, und dass sich eine verallgemeinerte GNS-Konstruktion durchfiihren ldsst, die zu mogli-
cherweise neuen Operatoren auf dem Fockraum fiithrt. Es wire zu untersuchen, inwiefern diese
Aquivalent zu den von Summers in [11] behandelten quadratischen Operatoren sind. Desweiteren
ware der Definitionsbereich der zunichst unbeschrinkten Operatoren zu untersuchen, die sich aus
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der Darstellung der Exponentiale quadratischer Funktionale ergeben.

In Kapitel 8. haben wir noch kurz angedacht, die quadratischen kanonischen Transformationen
auf die Ebene der Weylalgebra in ihrer abstrakten Realisierung durch Funktionale zu {ibertragen.
Die von Summers in [11] verwendeten Methoden zur Untersuchung der quadratischen Funktio-
nale machen jedoch starken Gebrauch von der Hilbertraumstruktur des Fockraums. Es wire zu
untersuchen, inwiefern sich vergleichbare Aussagen auch auf der Ebene der Funktionale treffen
lassen.
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