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Einleitung

Alle uns heutzutage bekannten Naturprozesse werden durch vier elementare
Wechselwirkungen beschrieben. Dies sind die Gravitation, die elektromagneti-
sche, die schwache sowie die starke Kraft. Fine Betrachtung auf mikroskopi-
schem Niveau erfordert die Quantisierung der zu diesen Kréften gehérenden
Feldtheorien. Dabei werden die letzten drei im sogenannten Standardmodell
zusammengefafit. Die Quantisierung der Gravitation ist bis heute noch nicht
gelungen. Obwohl die Wechselwirkungen im Standardmodell komplexer Natur
sind, lassen sich alle wesentlichen Eigenschaften quantisierter Felder auch an
einfacheren selbstwechselwirkenden Theorien studieren.

Tatsdchlich ist noch keine dieser Theorien in 4 Raumzeitdimensionen ge-
schlossen geldst worden. Trotzdem verfiigt man durch die Stérungstheorie iiber
ein Hilfsmittel zur Berechnung von Observablen. Diese stellt einen allerdings vor
zwei schwerwiegende Probleme. Zum ersten ist die Stérungsreihe keine konver-
gente Reihe. Dennoch kann ihr Einsatz durch die hervorragende Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Daten gerechtfertigt werden. Zum zweiten di-
vergieren bei naiver Berechnung fast alle Ubergangswahrscheinlichkeiten ab der
zweiten Ordnung. Das Verfahren, welches aus den unendlichen Gréfen die endli-
chen mefkbaren extrahiert, trigt den Namen Renormierung und ist die Grundla-
ge fiir die {iberraschenden Effekte in Quantenfeldtheorien. Die sogenannte run-
ning coupling constant sowie auch die running mass sind wohl die wichtigsten
unter diesen und so zu verstehen, dak die in der Theorie angenommenen Kon-
stanten nach der Renormierung als Funktionen einer dufseren Skala erscheinen.
Das heifst zum Beispiel, dak das elektromagnetische Feld des Elektrons umso
starker wird, je dichter man an es herankommt.

Obwohl die ersten Ideen zur Renormierung schon aus den Zeiten kurz nach
der Formulierung der Stérungstheorie kamen, ist der zugrunde liegende Me-
chanismus erst in den siebziger Jahren verstanden worden. Die wohl elegante-
ste Formulierung der Renormierungstheorie im korrekten funktionalanalytischen
Rahmen ist 1973 von EPSTEIN und GLASER gegeben worden [EGT73]. Sie tragt
den Namen Kausale Stérungstheorie.

Meine Arbeit befakt sich mit der Anwendung dieses Verfahrens auf die ska-
lare ¢*-Theorie. Der Schwerpunkt liegt hierbei auf der Erzeugung von Inte-
gralkerndarstellungen der nach Epstein-Glaser renormierten Funktionale. Dabei
kann ich den Zusammenhang zur Differentiellen Renormierung [FJL92, SZ93|
aufzeigen und mit diesen Ergebnissen die Renormierungsgruppe betrachten.

Da die Gravitation um viele Gréfenordnungen kleiner ist als die anderen
Krifte, ist es ein sinnvoller Ansatz, Gravitation als klassischen Hintergrund zu



Einleitung

betrachten, vor dem die anderen Krifte quantenfeldtheoretisch beschrieben wer-
den. Dieses Konzept ist unter dem Namen Quantenfeldtheorie auf gekriimmter
Raumzeit bekannt. Wihrend es viele Untersuchungen zu freien Quantenfeldern
auf gekriimmter Raumzeit gibt (s. z.B. [Ful89] fiir einen Uberblick), ist eine
vollstindige storungstheoretische Behandlung von wechselwirkenden (skalaren)
Feldern erstmals in [BF97] vorgenommen worden. Sie basiert auf dem Epstein-
Glaser-Verfahren.

In Anlehnung an diese Formulierung werde ich mit den Ergebnissen des er-
sten Teils Integralkerndarstellungen fiir die wichtigen Beitrige zur Stérungstheo-
rie zweiter Ordnung herleiten und die Renormierung der Kopplungskonstanten
mithilfe der Renormierungsgruppe durchfiihren.



Kapitel 1

Grundlagen der Renormierung

Das fundamentale Objekt in der Quantenfeldtherie (QFT) ist das Feld ¢.! Um
aus ¢ einen Triger physikalischer Information im Sinne der Quantentheorie und
der speziellen Relativitdtstheorie zu machen, verlangt man die Erfiillung von
Vertauschungsrelationen. Diese machen aus ¢ nicht eine operatorwertige Funk-
tion, sondern ein operatorwertiges Funktional, weshalb der richtige Rahmen zur
Behandlung von QFT die Funktionalanlysis bzw. Distributionentheorie ist. Der
Raum der Distributionen ist per Definition linear, so dafl die Addition sowie die
Multiplikation mit komplexen Zahlen a priori definiert sind. In der QFT treten
allerdings auch punktweise Produkte? von operatorwertigen Distributionen auf.
Diese sind a priori nicht erkliart und miissen definiert werden. Fiir Produkte von
Feldoperatoren wird dies durch die sog. Wick- oder Normalordnung gemacht.
In der Stérungstheorie treten allerdings noch weitere Produkte auf. Von diesen
kann man zeigen, dafk sie wohldefinierte Distributionen fiir nicht zusammenfal-
lende Argumente sind. Somit kann das Problem der Definition des Produktes
auf die Lésung eines Fortsetzungsproblems reduziert werden.

In diesem Kapitel mochte ich zuerst das Fortsetzungsproblem diskutieren.
Die Grundlagen der Distributionentheorie, wie sie zum Verstindnis dieses Kapi-
tels notwendig sind, findet man z.B. in dem Buch von REED und Simon [RS80]
oder in [H6r90]. Eine meiner Meinung nach gute Darstellung findet sich auch
in den beiden Biichern von FuLLING [Ful89] und FRIEDLANDER [Fri75]. Diese
bilden ohnehin eine gut lesbare Grundlage fiir die Konzepte von Quantenfeld-
theorien auf gekriimmten Raumzeiten. Die Sdtze in diesem Abschnitt stammen
aus [Fre].

In dem Abschnitt tber Quantenfeldtheorie werde ich nur sehr kurz die
Grundlagen wiederholen, die zum Verstdndnis der kausalen Storungstheorie
nach EPSTEIN und GLASER nétig sind.

'Obwohl ¢ immer das skalare ungeladene Feld symbolisieren soll, ist die folgende Betrach-
tung fiir alle Felder, die nach endlichdimensionalen Darstellungen der Lorentzgruppe trans-
formieren, richtig.

?Im folgenden ist mit dem Ausdruck Produkt immer das punktweise Produkt gemeint.
Das Tensorprodukt von Distributionen ist unproblematisch. Das mathematische Werkzeug,
mit welchem sich die Produktbildung von Distributionen allgemein untersuchen 1aft, ist die
mikrolokale Analysis. Diese findet im weiteren keine Verwendung.



Grundlagen der Renormierung

1.1 Die Fortsetzung von Distributionen

Zuerst mochte ich die Notation erkldren, die nicht nur in diesem Kapitel, sondern
in der gesamten Arbeit Verwendung finden wird. Unser Testfunktionenraum sei
D(R™), der Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf R” mit
kompaktem Triger. Der zugehérige Dualraum, also der Raum der Distributio-
nen, sei D’'(R"). Sei I eine Indexmenge, d.h. I C N: Dann ist o = {ay,...,a,} €
I"™ ein Multiindex und |a| = Y, «;. Entsprechend gilt a! = oq!---a,,!. Be-
zeichne
N olel

b= Jx 7t -+ - 0u, (1)
einen partiellen Differentialoperator der Ordnung |a|. Sei 7" € D'(R™) und ¢ €
D(R"™). Dann gilt:

(DT (¢) : = (=)"T(D), (1.2)
/d”x TAz)p(z): =T (), (1.3)

mit ¢M(z) = A 7"p(A\7'2),A € R. Wenn Ausdriicke in der Form der linken
Seiten der Gleichungen (1.2) und (1.3) auftreten, so sind sie immer durch die
entsprechenden rechten Seiten erklart. Um auf diesen Umstand hinzuweisen,
benutze ich gelegentlich die Redewendung ,,im Sinne von Distributionen®. In
einer Darstellung 7'(¢) der Form

1(9) = [ deTie)els) (1.4)

bezeichnet T'(z) den Integralkern von 7.

In diesem Abschnitt geht es darum folgendes Problem zu 16sen: Angenom-
men, wir kennen eine Distribution auf allen Testfunktionen, die in einer Um-
gebung des Ursprungs verschwinden. Wie ladfst sich eine Fortsetzung auf alle
Testfunktionen konstruieren??® 4 Dafiir benutzen wir folgende Schreibweise: Sei

DR™\ {0}) = {¢ € D(R")|0 & supp()} (1.5)

dieser Testfunktionenraum und D'(R”\ {0}) der zugehorige Dualraum. Dann
beginnen wir mit der

Definition 1 (s.a. [Ste71]). Eine Distribution 7" € D'(R"”\ {0}) oder T" €
D'(R") hat am Punkt 2 = 0 den Skalengrad ¢, wenn

§ = inf{§ € RINT(\x) 2290 im Sinne von Distributionen}. (1.6)
Bezeichne scal deg(T) = 4. Die singulire Ordnung w von T ist:®
w =[] —n. (1.7)
Bezeichne singord(7T') = w.

*Die Existenz einer Fortsetzung ist durch das HauN-BanacH-Theorem garantiert.

*Eine Behandlung dieses Themas fiir homogene Distributionen findet man in [H6r90][Chap.
I11.2]

5Sei [6] die grofte ganze Zahl, die kleiner gleich ¢ ist.
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Beispiel 1. Fiir § € D'(R") gilt: §(Az) = |A|7"0(2). Damit ist der Skalengrad
von ¢ gleich n, die singuldre Ordnung gleich Null.

Beispiel 2. Sei ﬁ € D'(R*\ {0}) die dritte Potenz des Feynmanpropagators
in der skalaren masselosen euklidischen Feldtheorie. Hier ist der Skalengrad 6
und die singuldre Ordnung 2.

Desweiteren benétigen wir noch das Prinzip der gleichmifigen Beschrinkt-
heit (Satz von Banach-Steinhaus, [RS80][Theorem I11.9]) in der Anwendung auf
Distributionen.

Prinzip der gleichméfligen Beschréanktheit (Banach-Steinhaus).
Sei (T,) € D'(R") ein Folge von Distributionen mitlim,,_,~, T,, € D'(R™). Dann
existiert fir jedes kompakte Gebiet K C R™ ein Polynom P, so daff

Ta ()] < jgglp(a)w(w)l =:[lellp (1.8)

fiir alle ¢ € D(R™) mit supp e C K.

Die Berechnung des Skalengrades fiir verschiedene einfache Sonderfélle sei
in folgender Proposition zusammengefalst:

Proposition 1. Se: T € D'(R") oder D'(R™ \ {0}), scaldeg(T) = & und
Multundex. Dann gilt:

I scaldeg(2°T) =6 —|3|.

I1. scaldeg(DPT) =64 |0].

11, scaldeg(w) < 0,scaldeg(wT’) < §,w € D(R").

IV. scaldeg(Ty @ Tz) = 61 + 03, wenn scaldeg(T}) =46;, i=1,2.

Beweis. Sei ¢ € D(R”) oder D(R™\ {0}), ¢’ € R. Zu I und II:

/\5//d”$ T (Aa)aP APlp(2) = /\5/+|5|/d”x TA\x)z"p(x)

A—=0

=50, falls &' > 6 —|g].

/\SI/d”x(DﬁT)(/\x)cp(x):/\5/_”/d”x(DﬁT)(x)cp(/\_lx)
_ (—)lﬁw’—n/d%T(x)A—lﬁl(D%)(A—lx)
= (I [ @ 0w %) o)
A—=0

=0, falls &' > 6+ |3].

Zu I1I: Die Behauptung folgt aus der einfachen Beobachtung, dak w(Az) eine
konvergente Folge von Distributionen mit Grenzwert w(0) ist. Aus dem Prinzip
der gleichmé&figen Beschrinktheit folgt die Behauptung. Fine Verkleinerung des
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Skalengrades ist méglich, wenn w = z%v,v € D(R™). Zu IV: Sei ¢ € D(R*)
oder D(R?"\ {0}):

AéiAéé/dn$1/dn$2T1(A$1)T2(A$2)QO($17$2)

= A51+55/dn$1/dn$2 (T1®T2)(A$17A$2)99($17$2)

2290, falls & > 8; A8, > 6.

Beispiel 3. Der Skalengrad von §(®) € D/(R") ist || 4 n.
Beispiel 4. Die singulire Ordnung von 0% € D'(R?) ist 0.

Bemerkung 1. Bei der punktweisen Multiplikation von Distributionen erwartet
man auch, dak die Skalengrade sich wie im Fall des Tensorproduktes addie-
ren. Dies 1dft sich nicht aus der Definition des Skalengrades ableiten, sondern
benétigt die verfeinerte Version des mikrolokalen Skalengrades [BF97].

Fiir die Losung des Fortsetzungsproblems betrachten wir als erstes den Fall,

daf der Skalengrad kleiner als die Raumdimension ist. Hier kénnen wir folgenden
Satz formulieren:

Satz 1. Sei 9T € D'(R"™\ {0}) mit Skalengrad § < n, dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes T € D'(R™) mat Skalengrad § und T'(¢) = °T(¢) fiir alle ¢ € D(R™\

{0})-
Beweis. Seien T und 15 zwei Fortsetzungen. Dann gilt: (T3 — 73) () = 0, falls
0 & supp(p). = supp(Ty —12) = {0}. = 11 — T3 = Z|a|<m0a5(a). Aus
scal deg(6(®)) = n + |a| folgt die Eindeutigkeit.

Sei § € D(R") mit § = 1Vz in einer Umgebung des Nullpunkts. Wir setzen
T (2) := 0T (2)(1 — §(2™x)) € D'(R™). Sei » € D(R™). Es gilt:

(70— ) ()| = \ [ @@ et - bera)et)

— Q—mn

/d”x T2 ™) (0(22) — 0(x)) (27 ™x)
" 27 =) iy § < 8 <,

da 0(2z) — 6(z) € D(R™\ {0}) und der Faktor ¢(27™z) fiir die Abschitzung
keine Rolle spielt, gemik Proposition 1111. Somit gilt fiir [ < m:

2—l(n—5') _ 2—m(n—5')
1—2-(n=9)

m—1
(IO =T ()] < Y [T =T ()| < e
k=1

= T () ist eine Cauchyfolge. = Es existiert®

T:= lim T = lim °T(z)(1 - 6(2"2)) € D'(R"). (1.9)

m—00 m—00

®Siehe z.B. Theorem 2.1.8 in [H6r90]



1.1 Die Fortsetzung von Distributionen

Zur Bestimmung des Skalengrades von T betrachten wir
/\5//d”$ T(Az)p(z) = A" /d”x T(x)p(A " z)

= lim AS’—n/d%OT(x)u—0(2%))¢(A—1x).

m—00

Seien R > R, ¢ > 0 so gewihlt, dak supp(¢) C {z € R",|z| < R} und #(z) =1
fir |z] < e. Dann ist (1 — 0(2™z))p(A"1z) = 0, falls 27™¢ > AR. Sei m) € N
mit 27" > AR > 2= ("¢ dann gilt:

/\Sl/dnw T(Az)p(z)
— io: AS'—n

TM=T1 )

_ io: AS'—nQ—mn

TM=T1 )

/d”x T(z)(0(2™x) — 02" T a))p(Aa)

/d”x T2 2)(0(x) — 8(22)) (X127 ™2)

9

wenn &' > 8" > 4,

< >0 AT [(6(2) — 0(22)) (A2 ) |

TM=T1 )
, 2—m>\(n—5”)
< /A(g —-n
~C 1 — 9—(n—5")
n—_8"
< (ﬁ) C//Aél—n—l—n—(g”
€
=00,

mit Konstanten ¢, ¢, ¢”. Damit ist der Skalengrad von T gleich ¢, und der Satz
ist bewiesen. O

Wenn der Skalengrad grofer oder gleich der Raumdimension ist, d.h. die sin-
guldre Ordnung w ist groker oder gleich Null, 1a8t sich mit (1.9) immer noch
eine Fortsetzung konstruieren, wenn die Testfunktionen bis zum Grade w bei 0
verschwinden. Eine Fortsetzung im allgemeinen Fall bekommt man, indem man
eine Projektion in diesen Unterraum vorschaltet und anschliefend (1.9) anwen-
det. Die naive Idee, diese Projektion durch Subtraktion der ersten w Taylorterme
bei Null zu erhalten, muf etwas abgewandelt werden, da man durch die Addi-
tion eines Polynoms den Raum D verlift. Wir formulieren eine entsprechende
Projektion in

Definition 2 (Die W-Operation). Sei D“(R") der Raum aller Testfunktio-
nen, die bis zum Grade w bei 0 verschwinden. Ein Operator, der Testfunktionen
aus D(R") auf den Unterraum D*(R") abbildet, ist durch W, gegeben:

W(‘W“’) : D(Rn) — D~ (Rn)v P — I/V(w;w)g‘Q
(W) (2) = ¢le) —w(z) 3 = (D*2) (0) (1.10)
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Hierbei ist w € D(R") beliebig, mit w(0) # 0.

Dak W,..,)p € D¥(R") ist, sieht man durch Ausklammern von w in (1.10).
Der Taylorrest von ¢/w geht dann gerade wie 27, |3| = w + 1, bei Null. Da
Wiwmw)p € C™, existieren ¢ € D(R") mit

Wiy ) (2) = D a’pp(a). (1.11)
|Bl=art1

Die W-Operation hat die schone Figenschaft:
Wiwmwywe = wW,.q)yp. (1.12)

Mit (D¥z7)(0) = 162 gilt fiir |y| < w:

Wiamwe? = wWiune” = w(z) [ = Y % (D7) (0) | =0.  (1.13)
lo<w

Jetzt sind alle Vorbereitungen getroffen, um auch die Fortsetzung im anderen
Fall zu konstruieren. Diese beschreiben wir im folgenden

Satz 2. Se: °T € D'(R™\ {0}) mit Skalengrad § > n. Sei w € D(R") mit
w(0) # 0, und seien C* € C, a Multuindez, |a| < w gegeben. Dann gibt es
genau eine Distribution T’ € D'(R™) mit Skalengrad § und den Figenschaften:

LA(T", ) ={"T,¢) Ve e DR"\{0}),
IL (T, waz®) = C°.
FEs ist:

<T/7 99> = <T7 W(w;w)@> + Z % (Daf) (0). (1.14)

|| <w

Hierbei ist T' durch (1.9), Wi,y durch (1.10) gegeben und w die singulire Ord-
nung von °T.

Beweis. Seien die beiden Summanden in (1.14) mit 7] und T bezeichnet. Zu I:
Fiir ¢ € D(R™\ {0}) ist die W-Operation die Identitat und es gilt:

(I ¢) = (11, 0) = (T, W) = (To0) = ("T, ).,

da T} gleich Null.

Zu 1I: Die Behauptung folgt direkt aus (1.13).

Zur Bestimmung des Skalengrades: Wir betrachten den Fall, dak w = 1
in einer Umgebung des Ursprungs. Der allgemeine Fall unterscheidet sich nur
durch einen Term P(0)d, wobei P ein Polynom mit Grad P < w ist, d.h. dieser
Term hat héchstens Skalengrad §. Dann ist 135 = Zlalﬁw g—j‘é@v) mit Skalengrad
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kleiner gleich §. Wir bestimmen den Skalengrad von T}. Sei ¢ := A™"p(A™'z).
Dann folgt:

(115 = ().

Nach Einsetzen von (1.15) betrachten wir den ersten Term. Mit (1.11) folgt

WL (W) ) =Xt S [ Ta)alesn 1)
|l=t 1

A—0
— 0,

falls 8 > &, da T'z” eindeutige Fortsetzung von %7z” mit Skalengrad § —w—1 =
d—[0]+n—1 < nist. Zur Abschidtzung des Skalenverhaltens des zweiten Terms
benutzen wir

1

w(z) —w(Az) = / dt %w(tx)

A

= A dt 2#(0,w)(tz) € D(R™\ {0}).

Dann gilt:

‘/d”xOT(/\x) /:dt (Bw) (tz) 2 a®

= A7kl / Cdeer / d"a 0T (At~ ) (M~ 2) "+ (9, w) (x)
A

1 —&'+14]a]
o)
3 t

_ - {M, falls 6’ — n — |a| > 0,

< ikl , falls & > 6

8 —n—|o|

|In Al falls 6’ — n — o] > 0.
= Der Skalengrad des zweiten Terms ist 9. O

Wenn wir im folgenden die Konvention benutzen, dak W_,,.) = id, fir m € N,
dann kénnen wir die Unterscheidung von 77 und T aus Satz 2 vernachlissigen.
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Beispiel 5 (Die Fortsetzung von Ar"). Die n-te Potenz des Feynmanpro-
pagators (iAp)"(z) = 8(2°)A "(2) + 8(—2®)A,"(—2) ist Distribution auf
R*\ {0}. Wir bestimmen den Skalengrad von A,".

d*pi -
Ayt (hx) = (2m)” / H Pi i1 (—iwp Aa4ipidx)

=\ (27)~ /H 5 d? pZ = q (—in/(Am)24pi2a®+ip.x)

= ATAL (2, Am)
/\—>0A QnD ( )

Der Skalengrad ist 2n. Die Fortsetzung ergibt sich durch Anwendung der W-
Operation mit w = 2n — 4.

Beispiel 6 (Die Selbstenergie des Elektrons). In der Elektrostatik ist das
elektrische Potential eines Elektrons am Ursprung durch die Greensche Funktion
der Laplace-Gleichung in 3 Dimensionen gegeben:

Ap=—4drp =4med
= ¢= —E € D'(R).
Das elektrische Feld ist

E= Vo= —:;2 € D'(R?).

Da sing supp(E) = {0}, gilt:

E? = i—4 e D'(R3\ {0Y).

Die singuldre Ordnung ist 1. = Mit der W-Operation existiert eine Fortsetzung
auf alle Testfunktionen, und die Energiedichte U/ = E? kann definiert werden.

(U, ) = (E?, W(l;w)cp> . (1.16)

Fiir ein ruhendes Elektron ist die Selbstenergie I = 1/(4w) (U, 1). Wegen hin-
reichender Infrarotkonvergenz ist die Wahl von ¢ =1 und auch w =1 in (1.16)
moglich. Es gilt

1
E — E <Uv7 W(1;1)1> —|— CO — CO.

Die Konstante C° kann aus der Forderung bestimmt werden, daf die Masse des
Elektrons rein elektromagnetischer Natur ist, d.h.

E = mdc*.
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1.2 Freie Skalare Quantenfeldtheorie

Im folgenden betrachten wir das freie skalare massive Feld ¢, das die Klein-
Gordon-Gleichung erfiillt.

O+m*)ep=0 (1.17)

Eine Lésung der Gleichung im ganzen Raum ist durch ihre Cauchydaten ein-
deutig bestimmt. Sei

(b(o, X) = (ba(x)v (80¢) (07 X) = (bb(x)v (1'18)
auf der Cauchyfliche t = 0, dann ist ¢ gegeben durch:

bt %) = - / Py (DA% — ¥)oa(y) + Al x - Y)on(x)].  (1.19)

Hierbei ist A, die Kommutatorfunktion, eine Lésung der Klein-Gordon-Glei-
chung mit der Randbedingung

A0,x) =0, (oA)(0,x) = —3(x). (1.20)

Die Klein-Gordon-Gleichung ist Bewegungsgleichung zu folgender Lagrangedich-
te:

1 u m? 9
Lola) = 50" 6()0,0(x) — 267 (0) (1.21)
Die zu den Feldern kanonisch konjugierten Impulse berechnen sich wie folgt:
B CO R (1.22)
99(x)

Bis hierhin ist das Vorgehen klassisch.

1.2.1 Quantisierung

Um die Theorie kanonisch zu quantisieren, verlangen wir folgende gleichzeitige
Vertauschungsrelationen:

(1.23)
(1.24)
[0(t,x), ¢, y)] = id(x — y) (1.25)

Gleichung (1.25) erfordert, daf ¢ eine Distribution ist. Alle Gleichungen sind
somit im Sinne von Distributionen zu verstehen. Der Kommutator [¢(z), ¢(y)]
muk fiir beliebige Zeiten die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen. Da er auf der
Cauchyflache t = const. durch (1.23) und (1.25) festgelegt ist, gilt daher:

[p(x), ()] = iA(z —y),  Va,yeR™ (1.26)

Die Distribution A hat folgende Triigereigenschaften: supp(A) =V, UV _.
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1.2.2 Die Zweipunktfunktion

Die Zweipunktfunktion Ay ist wie folgt definiert:
Az = y) = wr(e,y) = (@, 6(2)6(5)9) (1.27)
Mit der Kommutatorfunktion A besteht folgender Zusammenhang;:
—iA(z) = Ay (z) — Ay (—2) (1.28)

Mit der Zweipunktfunktion lassen sich die Wickprodukte wie folgt definieren:

1 1
(@) = o), (1.29)
) oY) 1p(z1) - plan): +

=D Ay — i) () ol o blan):

Das Wick’sche Theorem ist die rekursive Anwendung von (1.29) auf ein Produkt
von Feldoperatoren:

dxr) - -dlan) = 1p(x1) -+ Ppay): +

+ A+($Z’—$]‘)---A+($k—$1) (1.30)
Paare(7,7)--+(k,l)

Eine weitere wichtige Distribution, die man aus wy konstruieren kann, ist die
zeitgeordnete Zweipunktfunktion oder auch Feynmanpropagator:

iAp(z —y) = 0(2” = y°)Ar (2 —y) +0(y° — 2°) Ay (y — @) (1.31)

Der Feynmanpropagator ist eine Fundamentallésung der Klein-Gordon-Glei-
chung. Es ist nicht a priori klar, daf das punktweise Produkt der beiden Distri-
butionen in (1.31) wohldefiniert ist. Dies lift sich aber beweisen.”

1.2.3 Der Fockraum

Die durch die Relationen

[¢(f); o(9)] = i(A * g)(f)

"In [RS75] findet man einen Beweis mithilfe der mikrolokalen Analysis. Als Fortsetzungs-

problem von Distributionen kann dies aber auch viel leichter gezeigt werden, siehe Beispiel 5,
Seite 13.
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bestimmte *-Algebra A besitzt eine treue Darstellung im Fockraum

iy
n=0

Hierbei ist

H, = {an HXn symi. (C H¢nH2 /H

d>p;
ZH¢n plv--wpn)Hz < OO}

der bosonische n-Teilchen Hilbertraum. Die Symmetrie bezieht sich auf die Ver-
tauschung der Argumente in 1, und

Hy, = {pe R47p2 = m27P0 > 0}

ist die Massenschale. Die Nullkomponente auf der Massenschale ist hier und im
folgenden mit

wp = v/ p?+m? (1.36)

bezeichnet.
Es existiert eine unitire Darstellung der Poincaré-Gruppe auf H.
(U($>¢)n (Ph .. 7pn) = ei EZ:O pkwlﬁn(ph .. '7pn)7 (137)
(UA)D), (p1y+- s pn) = %(A‘lpl, .. .,A_lpn). (1.38)

Als nédchstes definieren wir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Der
Vernichter ist

a(f): %n—l—l — My, (1.39)

(@(f)P)n(p1,- - ) =V +1

¢n+1(p7p17"'7pn)' (140)

Der Erzeuger a* ist der adjungierte Operator zZu a:

a*(f): Hpo1 — Han, (1.41)
* o 07 n = 07
((Z (f)¢)n(p17 .. 7pn) - {\/Lﬁ Zzzl f(pk)¢n—1(p17 B ‘7%7 B -7pn)7 n Z 1.
(1.42)

Mit dieser Definition gelten die Vertauschungsrelationen:

[a(f), a(g)] = [a"(f),a"(9)] = 0, [a(f), a*(9)] = (£, 9)- (1.43)
Die Algebra A wird auf dem Fockraum H durch die Zerlegung

o(f) = a(f-) +a"(f+), (1.44)
f-0) = (r)F [ dte flaye, (1.45)

F1lo) = m)F [ dte faye (1.46)
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dargestellt. Hierbei ist p € H,,. Das Einsetzen von (1.44) verifiziert die alge-
braischen Relationen (1.32) bis (1.35). Der Vakuumvektor

QeH, Qo =1, Q,=0,Vn >0, (1.47)
ist invariant unter den unitiren Operationen der Poincaré-Gruppe:
U(z)Q = Q, UN)Q2= Q. (1.48)

Das Vakuum wird vom Vernichter vernichtet, der Erzeuger a*(f) erzeugt ein
Teilchen mit Wellenfunktion f € H:

a(/)Q =0, o ()= T. (1.49)

Der Kommutator (1.43) wird auch in der Form

[a(p), a*(q)] = 2wpd(p — q)

geschrieben, mit Erzeugern «*(p) und Vernichtern a(p) zu scharfem Impuls p.
Tatsdchlich hat der Operator a(p) gar kein Adjungiertes auf 7. Diese Ausdriicke
sind immer im Sinne von Distributionen zu verstehen.



Kapitel 2

Die Methode von Epstein und
Glaser

In diesem Kapitel soll die kausale Stérungstheorie erliutert werden. Die Idee, daf
die S-Matrix im wesentlichen durch Kausalitdt bestimmt ist, geht auf BoGoLI-
uBOV zuriick und stammt schon aus den fiinfziger Jahren [BS76]. Die komplette
storungstheoretische Konstruktion ist erstmals 1973 in der Arbeit von EPSTEIN
und GLASER [EGT73| durchgefithrt worden (s.a. [Sch95]). Die Methode beruht
auf einem rekursiven Verfahren, welches aus wenigen Axiomen hervorgeht. Im
folgenden werde ich eine Weiterentwicklung dieses Verfahrens vorstellen, welches
von STORA und FREDENHAGEN stammt [Sto93, SP, Fre|.

2.1 Woher stammen die UV-Divergenzen in der QFT?

In der Quantenfeldtheorie spielen die sogenannten zeitgeordneten Produkte eine
wesentliche Rolle. Dabei wird der Zeitordnungsoperator T" wie folgt definiert:

TA(2)A(y) == 0(2° — y°) A(2) A(y) + 0(y° — 2°) A(y) A(2) (2.1)

Diese Definition ist sicherlich sinnvoll, solange A eine Funktion ist. In der her-
kémmlichen Formulierung der QFT, wie sie in praktisch allen Lehrbiichern zu
finden ist,! wird sie auch kommentarlos auf den Fall iibertragen, wenn A eine
Distribution ist. Solange die singuldren Trager von zwei Distributionen disjunkt
sind, ist das punktweise Produkt aber immer noch wohldefiniert.? Normalerwei-
se wird die S-Matrix dann so definiert:

S = Te—ifd490£int(90)

=1+ Z % /d4x1 . -/d4wnTﬁint(x1) o Ling(x4)
n=1

(2.2)

Hierbei ist das T-Produkt gerade die Verallgemeinerung von Definition (2.1) auf
n Faktoren. Da Liyi(z) ein Wickpolynom ist, hat Lin(21) ... Lint(z,) gerade

'Eine Ausnahme bildet das Buch von ScHARF [Sch95]. Dort wird QED mit dem Verfahren
von EPSTEIN und GLASER gerechnet.
?Theorem 1X.42 in [RS75]
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dort singuldren Triger, wo mindestens zwei Punkte zusammenfallen. Dies ist
aber auch der singuldre Trager der #-Funktionen im T-Produkt. In diesem Fall
ist (2.2) nicht wohldefiniert und fithrt auf die bekannten Ultraviolettdivergenzen
in der QFT.

Fiir nicht zusammenfallende Punkte ist (2.1) allerdings ein wohldefinierter
Ausdruck. Es ist daher zu erwarten, dak die richtige Fortsetzung auf zusammen-
fallende Punkte eine wohldefinierte S-Matrix ergibt. Dies leistet die induktive
Konstruktion von EPSTEIN- und GLASER.

2.2 Die induktive Konstruktion

Um fiir die wechselwirkende Theorie Ubergangswahrscheinlichkeiten ausrech-
nen zu kdénnen, gehen wir davon aus, daf die Wechselwirkung adiabatisch an
und abgeschaltet wird, so daf das Feld in sehr frither und sehr spéter Zeit der
freien Klein-Gordon-Gleichung geniigt. Dann 146t sich die S-Matrix als formale
Potenzreihe schreiben.

S(g) = 1—|—Z%/d4$1---/d4$nTn(ac1,...,xn)g(x1)---g(acn) (2.3)

Sie ist eine operatorwertige Distribution aus D'(R*). Die Testfunktion g € D(R?)
spielt die Rolle der Kopplungs, konstanten. Die T, heifen zeitgeordnete n-
Punkt-Funktionen.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es niitzlich ein paar vereinfachende
Schreibweisen einzufiithren. Sei N = {1,...,n}, I C N, und I° das Komple-
ment von [ in N.

Tul°=N Inr=9g (2.4)

Dann bezeichne T (1) = Tip(zi,i € I). Weiterhin sei V(1) = U;c; Vi (2i),
und entsprechend V _ (I). Fiir die kausalen Beziehungen der Punkte z; benutzen
wir folgende Abkiirzungen:

r2yea g V_(y) I12Je2,dV_(J) (2.5)
r<ye g Vily) I<Je2d Vi) (2.6)
s~y 2yne<ye (z—-y)?<0 (2.7)
I~nJeI>2JnI<Te (z—y)? <0 Vie I CN,¥jeJCN.
(2.8)

Mit der Konvention T'(#) = 1 lassen sich die Axiome formulieren, aus denen die
T,, rekursiv bestimmbar sind.

2.2.1 Die Axiome
Die T, sind operatorwertige Distributionen im Fockraum.

I. Induktionsanfang

Ti(2) = Line(2).
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II. Symmetrie
Tn(xw(l),...,xw(n)) :Tn(xl,...,xn), Vr e S,.

ITI. Kausalitat
Tn(N) = Tm(]) T|Ic|(IC)7 falls I z Ic.

IV. Translationskovarianz

U(a) T (21, ..oy 2,) U Na) = Ty 4+ a, ...y x, + a).

V. Lorentzkovarianz

UMNT, (1, -y 20) U A) = T (Azy, ..oy Ay).

VI. Unitaritat
5*(g) = S~ (g)-

Aus der Kausalitét 111 ergibt sich folgende Konsequenz. Angenommen die Punk-
te in [ und I°¢ liegen raumartig zueinander. Dann folgt wegen (2.8):

[Ty (1), T (I9)] = 0, T~ I.. (2.9)

Fiir n = 2 folgt aus (2.9) insbesondere, daf Lipcaus der Borchersklasse des freien
Feldes sein muf. Weiterhin gilt es zu priifen, ob III eine konsistente Forderung
ist. Annahme: IZs existiert eine andere Aufteilung der Punkte: N = J U J¢ mit
J 2 J¢. Dann gilt:

To(N) =Tip(I) Tipe(I°)
IQJ) T|InJc|(ImJC) T|Ian|(ICﬂJ) T|Icr~|Jc|(Ichc)
= Ti1ag)(I O T) Tireag (15 NVT) Tipage (IO JTC) Tipeqge (15N J¢)

=T1y(J) Tigey(J).
Zeile (2.12) folgt direkt aus (I N.J¢) ~ (I°N.J) und (2.9).
Obwohl die S-Matrix fiir jede Wechselwirkung aus der Borchersklasse des

freien Feldes konstruiert werden kann, nehme ich der Einfachheit halber eine
monomiale Selbstwechselwirkung an. Die Wechselwirkungs-Lagrangedichte sei

Line(z) =:0"(2): . (2.14)

= T\1n]

AA\_/

Die induktive Konstruktion beginnt mit dem folgenden

Satz 3 (Theorem 0 bei Epstein und Glaser). Seit, € D'(R*") eine trans-
lationsinvariante numerische Distribution, dann sind die punktweisen Produkte

t(xr, . xn) 1M () - ()

operatorwertige Distributionen auf dem wnvarianten Definitionsbereich

z/n

[<oo

L)@ (1) - a* (P2, 1 € SR .
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Beweis. Durch Einsetzen von

o (z) = / d'y, - / A1 () D(y1) - Slynr)8 (e — 1) - -3(2 — vy

kann o.b.d.A. ky = ky = -+ - = k,, = 1 gesetzt werden. Betrachten wir zuerst die
Wirkung auf das Vakuum:

V= /d4x1 . -/d4wng(ac1, cen Tt (@1, xg) t(2) - p(2,) Q0 (2.15)
:c/d4x1---/d4xng(x1,...,wn)t(wl,...,xn) X
/H & Pi S (mip, @ +i0i) 4% (b 1) 0¥ (p,) Q (2.16)

d3p2 - * *
H gt (Wpys P15 - - -5 Wpy, Pr) @™ (P1) - @™ (Pr) (2.17)

Da gt eine Distribution mit kompaktem Trager ist, ist gAt(k) = <gt,e_“”’> =
<t,ge_“”’> € C°, polynomial in k& beschrinkt. Dabei ist bei festgehaltenem
Tréger von g der Grad des Polynoms unabhingig von g.

Als néchstes gilt es zu zeigen, daf gt im Vorwértslichtkegel schnell abfillt.
Nach dem vorher gesagten ist |gt(k)| < e(g)(14 |k|)N. Im Vorwirtslichtkegel ist
k% > |k;|, und es gilt:

—

‘(Zk ) gi(k ‘ gL (k)| < Co (1 4 KN

mit ¢ (zy, .. 2,) = (00, 09 g(x1,. .., %,), da t translationsinvariant
ist, und daher die Summe iiber die Ableitung nach allen Koordinaten verschwin-
det. Somit folgt: gt(k) fillt in Vi schneller ab als jede Potenz von k.
= gt(Wp,, P1; - -} Wpys Pn) € S(R?) = b € D.

Der allgemelne Fall:

d3 * *
/H AP ) ()" (P2 € D)
mit ¢; € S(R¥), symmetrisch. Dann gilt:

¢::/d4$1"'/d4$ng($17'--vxn)t(xlv--'vxn) (b($1)(b($n)g@
min{|n—I|,l} n—I—l 2k

ql * *
= X / (@1) @ (@nsr20) k(a1 - o Qs 2b)

mit

AT T, /H P ().

q—= (wa y Q1 .- 3 Wq,, g qn—k)
(]/ = (qn—k-l—h R qn-l—l—2k)7
P=(—Wp,, —P1;---; —Wp,, —Pk)-
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Es gilt:
n+l—2k m m d3p m n—k k ;
(3 ) s =Y [TIEE(7) (X o+ o0e) ~
i=1 7=0 i=1 pi \J i=1 i=1
n+l—2k k
-~ 0 o\ '
<gtlg.p)( Y. @’ =>_p°) Tald.p). (218
i=n—k+1 =1

Mit der entsprechenden Abschétzung wq > |q| und der gleichen Argumentation
wie oben, ist auch die rechte Seite von (2.18) polynomial beschréankt, und es
folgt:

n+{—2k

( Z qu‘)mfk(%(]/)‘ SCm(l_|_|qi|)N7

=1

= & € S(R3H=20) = o € D. O

2.2.2 Annahme

Fiir alle n’ < n existieren die zeitgeordeneten Produkte T,(z1,...,2,/) und
haben die Form:

Iyl _ 1,
Tn’(xlw-wxn’) = Z tnl/ " ($17---7$n’) :¢k ll(wl) Qbk bn ($n/)§ (219)

L1i<k

Hierbei ist t,, € D'(R*") eine symmetrische, translations- und lorentzinvariante

. c . . Iyl . !
numerische Distribution. Der Skalengrad von ¢, sei >, I;.

2.2.3 Induktionsschritt

Im Indunktionsschritt zeigen wir als erstes, dak 7, vollstindig bestimmt ist,
wenn wenigstens zwei Argumente von T, unterschiedlich sind. Als zweites folgt
dann die Fortsetzung auf zusammenfallende Punkte.

Fiir alle n < n’ sei T, bekannt und erfiille die unter 2.2.2 gestellten Be-
dingungen. Seien z1,...,z, € R* und z; # =, fiir mindestens ein Paar i # j.
Dann existiert eine raumartige Ebene F, die keinen Punkt zj enthilt, so dak
z; in der Zukunft und z; in der Vergangenheit dieser Ebene liegt, fiir alle

ke N=A{1l,...,n}. Sei
I:={k € N|ay liegt in der Zukunft von E} (2.20)
Nach der Kausalitdt 111 gilt:
Ty, ooan) = Tin(1) Tipe (I°). (2.21)

Falls eine andere raumartige Ebene E’ eine andere Zerlegung der Menge N =
J U J¢ mit J 2 J¢ bewirkt, ist T}, durch (2.13) gegeben.
= T, ist wohldefiniert auf R*"\ D,,, D,, = {(z,...,2) € R*"}.



24 Die Methode von Epstein und Glaser

Die Anwendung des Wick’schen Theorems auf (2.21) ergibt:

OTn(xh ) $n) = Z Otlemln (xlv ) xn) :¢k_ll ($1) o '¢k_ln (xn) 5 (222)

11i<k

mit translationsinvariantem numerischen ° ll e D'(R*\ D,,):

Ii-ln l zeI vgele, .
O 1 (2 ZC (e )T Av(@i—a), (2.23)
€l
JeJ
L+ lj=1, i€l (2.24)
jele
l;—l—Zl” =1;, jel (225)
el

C'(l;;) = kombinatorischer Faktor.

Es existiert ein %7, € D'(R*~*\ {0}) mit

1]
To(T1 — 22, .., ey — @) = Otnl 21y, 20).

Die Fortsetzung von °7,, auf den Ursprung ist mit der W-Operation 16sbar. Zur
Bestimmung des Skalengrades von °7,, setzen wir 0.B.d.A. I = {1,...,m}. Mit

den Differenzvariablen y; = z; — 2,41 folgt:

! A
Tn(ylv-"7yn 1 ZC 2] y17" y Ym— 1) nm-IT-ri (ym+17---7yn—1)><

j—

- m“@hJ

te{l,...m} r=t
jE{m+1,....n—1}

(2.26)
Sei f € D(R?), dann gilt:

F(yh ceos Ym—1sYm+1, - - -vyn—l)

= /d4ym f(ym) 11 Ayl (§ y) (2.27)

te{l,...m}
jE{m+1,....n—1}

= [t ) [ TR e BB (S

- 2Wp,

d°p, s .
/HQI; Zpa) St v (Sacar, va) 0
Pa=Wpa

mit o = (¢,5,v), te€{l,...,m}, je{m+1,...,n—1}, v=0,...,1;
und M, ={a,i<s<j}.

0 —
Pa=Wpa

: (2.28)
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Da f € D= F € S(R*™%), und (2.26) ist eine wohldefinierte Distribution. Fiir
die Skalierung von F' wird in (2.27) A4 (y) durch Ay (Ay) ersetzt. Das ergibt:

F/\(yh ey Ym—1sYm+1s - - '7yn—1)

d3p, — .
= [T AT Bom Sl
Pa=Wpqa
= \" QEZU/H d Po (Zpa) e_izs¢mys<za€Msp°‘)

24/A2 4+ p2 ”

(2.29)

Das Integral in (2.30) konvergiert gegen eine C'*°-Funktion fiir A — 0. Es gilt:

l/
/Hd‘*ylrm (1 o M) 72 O, At

j—1
| AJU(AZw)f(ym)g(yl,...,ym_1>h<ym+1,...,yn_1>
te{l,...m} r=t

jE{m+1,....n—1}

P . Il Lg1ln
— )\ 2Elu/Hd4leﬂ§ "(AYLy - A=) T Aty - Aln—1) X
l;zm

X N1y Yme1s Umtts - oo Yne1) G (Y15 - o oy Y1) P(Umt1, -+ o3 YUn1)-
(2.31)

Da in (2.31) nur Distributionen mit verschiedenen Argumenten multipliziert
werden, hat man es mit einem Tensorprodukt zu tun. Die Skalengrade addieren
sich hier einfach. Nach Voraussetzung gilt:

scal deg(rfé"'l;") = Z Il (2.32)
=1
scal deg (7, m+1 ;l): Z k. (2.33)
i=m+1

Mit (2.24) und (2.25) folgt:

scal deg(°,,) Zl' Z 20;; = zn:li. (2.34)
=1

i=1,....,m
7=m+1,...,n—1

= Es existiert eine Fortsetzung von U7, € D(R*"~*\{0}) zu 7, € D(R*"™4) mit
Skalengrad )" ; {;. Dann ist th l"(xl, cen ) = T2 — Ty Tpm1 — Ty),
und schlieklich:

Ty, .ywn) = > 7@y, wn) 105 (@) 0T (). (2.35)
1<k

Damit ist die induktive Konstruktion fertig. Wir haben gezeigt, daf T, die
richtige Form und den richtigen Skalengrad hat.
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2.3 Renormierbarkeit von ¢*-Theorien

Im letzten Abschnitt haben wir die stérungstheoretische Konstruktion von mo-
nomial selbstwechselwirkenden skalaren Feldern durchgefiihrt. In jedem Schritt
tritt bei der Losung des Fortsetzungsproblems eine Unbestimmtheit in einem
Polynom von ¢-Distributionen auf, dessen Grad r durch die singuldre Ordnung
von %7, € D(R™\ {0}) gegeben ist. Diese Unbestimmtheit muf durch phy-
sikalische Bedingungen fixiert werden. Da man nicht in jeder neuen Ordnung
Storungstheorie mehr physikalische Bedingungen stellen mochte, unterscheidet
man zwischen drei verschiedenen Arten von Theorien:

e renormierbar: Der Singularititsgrad ist in jeder Ordnung beschrinkt.

o superrenormierbar: Der Singularitdtsgrad ist nur fiir endlich viele Ordnun-
gen groker gleich Null, d.h. nur endlich viele Parameter sind unbestimmt.

e nicht renormierbar: Der Singularitdtsgrad wichst mit der Ordnung unbe-
schrinkt an.

Dies erlaubt die Charakterisierung von ¢*-Theorien. Mit (2.34) folgt:
r§Zli—4(n—1) < nk —4n+4,
=1
da l; < k. Daher gilt:
e ¢*-Theorie ist renormierbar,
o ¢>-Theorie ist superrenormierbar,
e ¢"-Theorie ist nicht renormierbar, fiir k > 5.

Auch fiir eine allgemeine Form der Wechselwirkung aus der ganzen Borchers-
klasse ist die Berechnung der Renormierbarkeit an diesem Punkt mit Hilfe der
Skalengradanalyse leicht durchfiihrbar. Die Wechselwirkung ist renormierbar,
solange scal deg(Lin¢) < 4.



Kapitel 3

Renormierte Distributionen als
Integralkerne

Im vorherigen Kapitel ist die S-Matrix stérungstheoretisch konstruiert worden.
Alle Terme sind hierbei endlich. Das Vorgehen ist eindeutig bis zu dem Punkt,
an dem die Fortsetzung der zeitgeordneten Funktionen auf zusammenfallende
Punkte erfolgt. Tatséchlich entspricht die an diesem Punkt durchgefiihrte W-
Operation genau der in herkémmlicher Formulierung auftretenden Renormie-
rung. Dies kann man sehen, indem man die numerischen zeitgeordneten Funk-
tionen, die Distributionen sind, als Grenzwert von C°°-Funktionen schreibt:!
t = lim,, oo t™,t™ € C*°. Dann gilt:

(W) = (") = > Ca (80, )
a<w
mit C, = (—)*/a! ™, wz®). Im Limes m — oo ergeben sich hier die unendli-
chen nicht renormierten Distributionen minus den unendlichen Countertermen,
die die Differenz gerade wieder endlich machen. Dieses ist dem Vorgehen in
herkémmlicher Renormierungstheorie dquivalent.

Im folgenden méchte ich die Fortsetzung auch wieder als Renormierung
bezeichnen.? Sie ist durch die W-Operation auf den Testfunktionen gegeben.
Allerdings hat sich in der Physik beim Rechnen mit Distributionen die Inte-
gralkerndarstellung durchgesetzt. Jede Distribution hat unendlich viele solcher
Darstellungen, z.B. als Randwert analytischer Funktionen, als Grenzwert von
Testfunktionen oder als Ableitung stetiger Funktionen. Der Vorteil einer sol-
chen Darstellung ist, dafs man bei Rechnungen nicht immer die Testfunktionen
,mitschleppen® mufk.

'EpsTrIN und GLASER fithren dies explizit durch, indem sie das Maf in A}, welches durch
8(p°)8(p* — m?) gegeben ist, durch ein C®-MaR ersetzen. Dies wird z.B. durch die Pauri-
ViLLAR-Regularisierung erreicht. Das naive zeitgeordnete Produkt kann dann zur Berechnung
der zeitgeordneten Funktionen benutzt werden, da es nur auf C*°-Funktionen wirkt. Wenn das
Maf bei Null identisch verschwindet, kann man die Fortsetzung so fixieren, daf alle ersten w
Ableitungen der fortgesetzten Distribution bei Impuls Null verschwinden. Lafit man das C*°-
Maf gegen das richtige Maft konvergieren, so sieht man, daff die zeitgeordneten Funktionen
genau gegen die nicht renormierten plus Counterterme im BPHZ-Verfahren ,konvergieren®.

?Diese Bezeichnung habe ich auch schon in der mathematischen Literatur gefunden, siche

z.B. [RS80][Kap V, Beispiel 9].
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Ich werde in diesem Kapitel eine niitzliche Integralkerndarstellung fiir die
fortgesetzten Distributionen herleiten, um mit dieser die Renormierung in der
QFT durchzufiihren. Hierfiir werde ich die durch (1.9) definierte Projektion von
D(R™\ {0}) nach D(R") in dem Sinne unterschlagen, dak ich die Distribution
vor und nach dieser Projektion mit dem gleichen Symbol bezeichnen werde.?

3.1 Die Integralkerndarstellung

Um die Abhéngigkeit der Fortsetzung von der Funktion w sowie von der Zahl
w zu verdeutlichen, benutze ich die folgende Schreibweise:

Definition 3. Sei 7' € D¥'(R™) eine Distribution mit singulirer Ordnung w.
Dann bestimmt sich die renormierte Distribution mit C'* = 0 aus Satz 2 geméif:

<TR(w;w)7 99> = <T7 W(w;w)g‘o> . (31)

Sei T} eine Familie von Distributionen, die stetig von einem reellen Parameter
t abhiingt, d.h.t — Ty(¢) € C°(R), Veo. Wenn dp ein beschriinktes MaR ist, dann
existiert [ du(t) T;() als Riemann’sches Integral und wir formulieren die

Definition 4 ( [Ful89][S.83] ).

([anwn) = [aun o, (3.2

Hieraus folgt die

Proposition 2. Fir die Integralkerndarstellung von TR(ww)w gult:
Bt (1-tv sz x
(et L ( L l
(o) (o) = (1) Yo D7 [arlier (T ().
|B|=w+1
(3.3)
Beweis. Die Taylorreihe von ¢ um den Ursprung lautet:
% z” o xﬁ ! w 5]
o) = 3. DO+t 3 T [ aa-0 0, ()
~ ol ~ 8t Jo
|or|=0 |B|=w+1
somit ist (W(,.1)9)(z) das Taylor’sche Restglied der Ordnung w + 1. Mit
du(t) = dt, (3.5)
il (1—1t)~ gl x
(Tr(wwyw), (@) = (=) (w + D ot >. D ET (;) w (;) , (3.6)

|Bl=w+1

"Diese Projektion ist eindeutig, und daher diirfte der Verzicht auf die Unterscheidung
keine Verwirrung auslosen. Dieses Vorgehen entspricht in etwa der Methode, die Funktion
f(z) :=2z,x € R\ {0} stetig bei Null fortzusetzen, und die Fortsetzung nicht durch

fla) = {x z € R\ {0},

0 =0,

sondern einfach durch f(z) = z,z € R zu bezeichnen.
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folgt:
(Trery), () = (@ + DS [are ||Z 21 (D) e (D) 0%
Bl=w+1
WAt /d” >o ST @e@D) ).
181= w+1

Einsetzen in Definition 4 ergibt:
[ ) Trayo) ()
:(w—l—l)/dtl—t /d” Z w(z) (D) (tz)

i1 P
Pt
-/ e Tiopoiaos ) |Z - / dt (1 - 1)*(DPp) (ta)
Bl=w+1
= <T7 wW(w;l)SO> )

und nach Gleichung (1.12):

= <T7 W(w;w)wg‘o>
= <TR(w;w)7 wc,o>
= <TR(w;w)w7 9‘9> .

O

Der Differentialoperator in Gleichung (3.3) ist als schwache Ableitung zu ver-
stehen.

Offensichtlich ist durch die Renormierung folgendes passiert: Wir haben die
Distribution T'w durch Herausziehen eines Differentialoperators der Ordnung
w + 1 in die Form " DPT? gebracht, wobei 77 gerade die singulire Ordnung
—1 hat, und damit eine Distribution auf dem uneingeschrinkten Testfunktio-
nenraum ist.

Um diese Darstellung fiir die ganze Distribution zu bekommen, nehme ich
jetzt eine Einschrinkung fiir die Funktion w an.* Sei w(0) = 1 und (D%w)(0) =
0, fiir || < w. Dann verschwindet (1 — w) bis zur Ordnung w bei 0. Folglich
gilt:

W(W;w)(l —w)p = (1—w)ep, (3.7)

*EpsTEIN und GLASER sowie SCHARF verwenden nur diese eingeschrankte Klasse von Funk-

tionen. Die W-Operation hat dann wieder die einfachere Form:

(Wiwr#) (1) = ola) — (@) 3 2 (D) (0).

la|<w
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und damit
<TR(w;w)7 (1 - w)c,o> = <T7 (1 - w)cp> . (38)
In diesem Fall gilt

Lemma 1. Set w € D(R"), w(0) =1 und (Dw)(0) = 0 fir |a| < w. Dann hat
die renormierte Distribution T, folgende Darstellung als Integralkern:

Irgale) = (P01 3 DTG - [l (5) e () +

61=o
+/1 dt(;;}i)lT(;) (1 w) (%)] (3.9)

Beweis. Der erste Summand in (3.9) ist mit (3.3) gleich (Tr(u;uw) (z). Mit
Gleichung (3.8) geniigt es zu zeigen, dak der zweite Summand gleich T'(1 — w)
ist. Ausschmieren mit ¢ ergibt nach Definition 4

(1 -t~ " x x z
e [Call Lo () - (%) m;l %) e).
Dies ist nach (1.3) und Vertauschen der Integrationen
A
— /d”x T(z)(1—w)(z)(w+1) Z ﬁ/l dt (1 — ) (D7) (tz)

|l=wt1

1 o0

=— | dt(a-0¥ (i)w+1¢(tw)7

w! Jq

und nach w-facher partieller Integration,

o q
= dt—(t
/1 dt@( z)

= —p(@).
O

In den physikalischen Anwendungen ist die Dimension n ein Vielfaches von 4.
Dann kénnen wir den Operator Z|ﬁ|:w+1 Dﬁ%—f in Lemma 1 durch kovarian-
te Ableitungen und kontravariante Koordinaten ausdriicken. Sei n = 4m und
P(0, z) ein Polynom in Differentialoperatoren und Koordinaten, dann bezeich-
e 1P(0, z)f das gleiche Polynom, bei dem alle Differentialoperatoren links von
allen Koodinaten stehen. Es gilt:
k

B
T
KDY Dﬁﬁ' =4[ Y DP | h=4(0u 2" + -+ 2™, (3.10)
|3]=F 181=1
w“’l
mit z = : € R*™.

w“’m
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3.1.1 Eine Wahl von w

Fiir einige Betrachtungen wird sich die Bedingung w € D(R") als eine zu
starke Einschrdnkung erweisen. Sei w,, € D(R") eine Folge mit Grenzwert
limy,—yeo Wy, € D'(R™). Die W-Operation wird auch dann eine renormierte
Distribution erzeugen, wenn wir fordern, dak der limmﬁoo(TR(w;wm)cp) e C
existiert V¢ € D(R™). Ich mochte hierzu folgendes Beispiel betrachten: Sei
T € D¥(R™) mit singuldrer Ordung w, und singsupp(7’) = {0}. Dann ist die
Wahl w(z) = 0(1/M — |¢|) =: 6<(2),M € R,M > 0, in der W-Operation
moglich. Da sing supp(7’) N singsupp(#<) = § und < kompakten Triger hat,
existiert das punktweise Produkt <7 € £+'(R"™) C D*'(R").% Die Distribution
kann als

O

/|$|<1/Md”xT(x) (@(m)— > S )(0)) +/|I|ZI/MC1%T($)¢($)

o <w
(3.11)

geschrieben werden. Mit Lemma 1 146t sich die Integralkerndarstellung berech-
nen. Unter Berficksichtigung von

/ab e (2)0la =) = 00— ) o(e—a) | s oo ) [ e )

) a2

folgt fiir die Integrale in (3.9):

/Odt(;;wi)lT( ) o1/n - |gc|/t):0(1/M—|ac|)/1 dt%@?ﬁ(%)v

M|
(3.13)
und
(1—t)~ Mlel (1 —t)v
/1 At T () 0llal /1 = 1/M) = 8(]a] = 1/M) e T (5)-
(3.14)
Damit ergibt sich die renormierte Distribution:
M|z (1 _ t)w T
TR(W§€<)(x) = w + 1 Z Dﬁ / d n+w+1 T (_)
|8|=wt1 ! ! ! (3.15)
= TN (2).

Durch Manipulation des Parameters M lassen sich aus (3.15) zwei wichtige Spe-
zialfille herleiten: Fiir M — 0 folgt < — 1, und im Falle der Existenz fiir M —
oo folgt Tr(u9<y) — P(T), wobei P den Hauptwert bezeichnet [H6r90][S.73].

5Siehe Theorem 1X.42 in [RS75]. £=C*°, £ ist der Raum der Distributionen mit kompaktem
Trager.
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3.1.2 Die Abhéngigkeit von der Skala

Fiir jede ganze Zahl, die grofer ist als die singulire Ordnung liefert die W-
Operation eine Renormierung. Bei festgehaltener Funktion w(Mz) kann sich
diese von der Renormierung mit der singuldren Ordnung (minimale Renormie-
rung) nur durch ein Polynom in Ableitungen von § unterscheiden. Mit der Ver-
allgemeinerung von W,y auf negative w ist Tp(_,, .,y = T fiir m € N.

Bemerkung 2. Sei singord(T) = w und 7 > w, 7 € Z. Es gilt:

lim (TR(T;w(Mac)) - TR(w;w(Mac))) = 0. (316)

M—oo

Beweis.

<TR(T;w(Mx)) - TR(w;w(Mac))? 9‘9> = <T7 (W(T,w(Mac)) - W(w,w(Ml’)))S‘o>

:_<T,w(Mx) > Z—T(D“@)(O)>

w<|al<T

= ¥ ca<5<a>7¢>7
w<|al<T
(-)pt

mit ' = (T, w(Mz)z®).

al
Die Skalengradabschitzung liefert
(T, w(Ma)a®) = M~ /d”xT(M‘lx)(M_lx)aw(ac) =

da |a| > w. O

Wir nennen den Parameter M Skala. Fiir ,groke Skalen“ erhalten wir die mini-
male Renormierung (MR). Als nichstes untersuchen wir die Abhéngigkeit der
Counterterme von der Skala. Eine &hnliche Rechnung ergibt:

d o o
<o
(et
mit BY = o (T, Ma"(0,w)(Mz)z®) . (3.18)

Fiir w = < ergibt sich insbesondere

B® = (_03!|a| <T, 5 (% - r) xa> : (3.19)
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3.2 Die Impulsraumdarstellung und BPHZ-Renormie-
rung

Die Fouriertransformation, abgekiirzt mit ™, ist eine Abbildung D — S.6 Die
Fouriertransformation einer Distribution T ist erklart als

T(¢) =T(3). (3.20)

Daher fordern wir in diesem Abschnitt: T' € &’ C D’. Um die Impulsraumdar-
stellung herzuleiten, definieren wir zuerst die Momente

K () := /d”x (), e SRY). (3.21)
Sei
Sw(R") :={$ € SR"), K*(¥) = 0, o] < v},

dann gilt: 1 € D¥ = ¢ € S,,. Wihlen wir die Funktion w wie in Lemma 1, so
folgt:

K(%) = 0 fiir 0 < |o| < w, K@) = (27)". (3.22)
Eine einfache Rechnung ergibt:
KY(D®%) = (—)Mly167 270)", v <« (3.23)

Wir berechnen die Fouriertransformierte von W:

Aleal
(Weany®)* () = 8(0) — o 32 @iy (o) (56, 0) (3.24)

2 o)
2o

o(p) — (2717)7% > Ka(‘ )(D“A)(—p). (3.25)

|| <w

Unter Verwendung von (3.23) ergibt sich:

K7 (Wespe) ) =0, il <, (3.26)

d.h. W(w;w)v ist tatsdchlich die Projektion von & — &,,. Mit

<T;<w;\w>v 99> = <f (W<w;w>99)v> (3.27)
folgt die Integralkerndarstellung
o Y. oke N
TR (k Z — (@ Tw)(0). (3.28)

6Sei § der Raum der C*-Funktionen, die schneller abfallen als jede Potenz und S’ der
zugehérige Dualraum. S heift auch Schwartzraum und die Elemente von S’ heifien temperierte
Distributionen.
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Diese Darstellung ist im Sinne von Distributionen zu verstehen, d.h. die Sub-
traktion auf den Testfunktionen mufs vor der Verschmierung durchgefiihrt wer-
den. Da diese Subtraktion fast so aussieht, wie die Renormierung im BPHZ-
Verfahren, bei dem die ersten Taylorterme um den Entwicklungspunkt ¢ abge-
zogen werden, stellt sich die Frage, ob es ein w € S(R") gibt, welches auf diese
Impulsraumrenormierung fithrt. Bezeichne

Th(k) =Tk zw: DaT)( ) (3.29)

die BPHZ-renormierte Distribution im Impulsraum. Nach Einsetzen des Tay-
lor’schen Restgliedes und Fouriertransformation ergibt sich:

| N _ -
Th(z) = (-)* w4+ e Y DI /dt(tln+wt+)lT(—) ¢, (3.30)

! t
|Bl=w+1 &
und durch Vergleich mit (3.3),
- TR(W;eiqm). (3-31)

Wir sehen, dak die Renormierung im BPHZ- und im Epstein-Glaser-Verfah-
ren dquivalent sind. Uber die Zusammenhinge oder Differenzen hinsichtlich der
Kombinatorik kann ich hier keine Aussage machen. Weiterhin sieht man, dafs
die Wahl von w(z) = 1 dem Subtraktionspunkt ¢ = 0 entspricht. Offensichtlich
9% auch keine Testfunktion. Daher scheint es sinnvoll, eine grokere Klasse
von Funktionen fiir w zuzulassen.

ist %



Kapitel 4

Anwendungen

4.1 Einige Beispiele aus zweiter Ordnung Storungs-
theorie

Wir betrachten das selbstwechselwirkende skalare Feld. Die Lagrangedichte sei

L(a) = % 0,6(2)0"6(): " :6%(r): —% G a): (4.1)

Durch den Wechselwirkungsterm ist der Induktionsanfang fiir die kausale Kon-
struktion gegeben.

A,
Ty(z) = T 19t (2) . (4.2)
Aus dem Kausalitéitsaxiom ergibt sich 97’y fiir nicht zusammenfallende Punkte.

0T2($17 $2) = 0($1 — $2)T1($1)T1($2) + 0($2 — $1)T1($2)T1($1)
/\2

= W[e(% — 22) 1 (21) gt (22) : HO(22 — 1) 1% (22) ¢t (21) 1],

und nach Anwendung des Wick’schen Theorems

- (jw[:qf(xl)qf*(xz) = (43)
+ 16Ap(2y — x3) :¢°(21)8° (22) : + (4.4)
+ 72 (iAF)* (x1 — x2) 1% (21) P (22) : + (4.5)
4+ 96 (iAF)* (21 — 29) 1 (1) p(22): + (4.6)
+ 24 (1AR) (zy — 22)]. (4.7)

Die zu den einzelnen Termen entsprechenden Feynmangraphen sind in Abbil-
dung 4.1 dargestellt.

Im folgenden werde ich die Feynmanpropagatoren im euklidischen betrach-
ten. Diese haben singuldren Trédger bei Null und kénnen daher mit (3.15) renor-
miert werden.
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T T2

Abbildung 4.1: Die Graphen sind der Reihe nach: Der unzusammenhéngende
Graph (4.3), der Tree-Graph (4.4), der Ein-Loop-Beitrag zur 4-Punkt- und der
Zwei-Loop-Beitrag zur Zwei-Punkt-Vertexfunktion. Der Graph (4.7) heift Va-
kuumpolarisation.

4.1.1 Die masselose Theorie
Der Propagator der euklidischen Wellengleichung (o.a. Laplacegleichung) ist:

1 1

Dp(a) = 5. (4.8)

Er hat die singuldre Ordnung —2. Wir bestimmen die Beitrige zur Vierpunkt-
und Zweipunkt-Vertexfunktion.
Der Ein-Loop-Graph

Der Graph wird wegen seines Aussehens auch Fisch-Graph genannt. Hier ist
sing ord(Dp?) = 0.

DFQ‘R (z) = (QT)48M“($2)2/1 dt;

11 In(M?2?)
-
(2m)* 20y

(4.9)

Die Fouriertransformierte von DFQ‘]\; kann leicht berechnet werden (siehe
Anhang A.1.1).
11?”(1;):L i (4.10)
R 1672 M? '

Hierbei ist M = % Da sich alle verschiedenen Lésungen nur um Vielfache der

d-Funktion unterscheiden, muf M% DFQ‘]\; ein reiner Counterterm sein.
J M 1 1
M—— Dy? = dat 4.11
oM ‘R () (2r)* wt (22)2 (4-11)
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Da die singuldre Ordnung von % negativ ist, kénnen wir nach Satz 1 eindeutig

¥ 1 1
— _ M
=3 (4.12)
schreiben. Daher folgt:
xt 1_1
8M$MW = _§Dﬁ = 2772(S($)7 (413)
J o M 1

Dies Ergebnis folgt auch durch Einsetzen in (3.19). Offensichtlich 188t sich mit
geigneter Wahl von M jeder mogliche reelle Koeffizient vor § erzeugen. Dieser
muk durch die Renormierungsbedingungen festgelegt werden.

Der Zwei-Loop-Graph

Dieser Graph wird auch Setting-Sun-Graph genannt. Hier ist sing ord(Dp?) = 2.

11 1 MYE )2
D (@) = ——5 50,0, 05a"a"a” /1 pAC)

(27) (22)3 t
11 1 g2 MV
= ——-0,0,0,x"z"z° In(t) — 2t + —
a2 e o [ *2]1
= ﬁ%aﬁy&x“x”xg (9;)3 {ln(MQxQ) + M?2?% — 4M\/96_2—|— 3.

(4.15)

Term zwei, drei und vier in (4.15) haben jeweils die singuldre Ordnung 0, 1 und 2.
Da sie aukerhalb des Ursprungs identisch Null sind, miissen sie proportional zu
d, bzw. der ersten und zweiten Ableitung von § sein. Der dritte Term muf Null
sein, da er paritatsinvariant ist, jedoch 9¢ negative Paritdt hat. Wir berechnen
die Counterterme mit Gleichung (3.19). Sei r := V22,

BY = <i6,r5 (%—r)> =272 M3, (4.16)
r

B2:0.00 _ . _ p0002 _ %(Bz,o,o,o 4ot Bo,o,o,z) (4.17)
1/1 5.(1 72
Daher folgt
g 1 M g2
—— | = —08(x) 4+ 27 M2 (), (4.19)
oM (962)3 R 4

und aus (4.15)

2
:%auayagx“x”xg( L M —2M\/x_2). (4.20)

(22)? © (2?)?
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Der Vergleich liefert

s

aﬂayagwuwngw = 755($>7 (421)

aﬂay&,x“xl’wgﬁ = 4728(z), (4.22)

8,0,0, " x" x° ! =0. 4.23
n

4.1.2 Die massive Theorie

Der Propagator der massiven Theorie ist:!

1 miy (m\/x_z)
@rf Var

Da K;(z) < 1/ fiir z — 0, gilt auch hier: w(Apr) = —2. Fiir die folgenden

Rechnungen macht man in (3.15) die Substitution:

Va? Va?
dt = —m

t 52

Ap(z) = (4.24)

ds. (4.25)

Das ergibt:

1 1 173 w
TH (@) = (0" P | ds (s mva?) s (),

mit s = mva?.
Der Ein-Loop-Graph
Hier ist sing ord(Ap?) = 0. Mit (4.26) folgt:

2y | M _ 1 1 & -2
F )‘R (x) = - 167748“ at B /m\/x_z)dsslﬁl (s)

(22
32774 Mw“{m—z K,? m\/x_z) - Ky (m\/x_z) Ky (m\/x_Q)} +
1

2

i [0 ) 10 () e (57)]

Fiir w(z) = 1 folgt M — 0, und der zweite Summand verschwindet. Fiir diese
Lésung soll noch einmal das Verhalten fiir grofe Skala untersucht werden. Sei

(4.27)

'Die wichtigsten Eigenschaften der modifizierten Besselfunktionen sind im Anhang A.3
zusammengefasst.
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r:= Va2 dann folgt fiir grokes M:

[ () - 0 () s (5]

1 m? 1

und entsprechend fiir kleine Abstinde,

2 ) — Ko(mr) Ka(mr)] = E (1 +1n (mirz) + 27) + 0(%)-

2 ” 2
(4.29)
Daher gilt
m2K 2 (mr) M1 In (M%r?) 1 1 1 1
77‘2 n = §8u$ 7‘4 + —8M$M (O(T‘_z) TTO(W)) (430)
1M 2[, 2 v
= | (R D) (4.31)
g r ) 5
1M miK*(mr) 1 1

Schreiben wir als Reihe, so wird bei grofer Skala nur der Term mit
nicht negativer singuldrer Ordnung renormiert, die weiteren Terme bleiben un-
verdndert.

m2 K2 (mr)
B

Der Zwei-Loop-Graph
Formel (4.26) fithrt hier auf ein Integral der Form

/ds (s — const)* K,°(s),

welches ich leider nicht l6sen konnte. Allerdings kann auch hier die minimale
Renormierung durchgefiihrt werden.

oKy () o s (m (mzﬂ) +in(y?) - 1) LR(Y (4.33)

ro 44

Die einzelnen Summanden werden mit ihrer singuliren Ordnung renormiert.
Diese ist 2,0 und —2. Mit

In (mixZ)) " 13M$M1n (%) In(M?%2?)

=7 4.34
(22)? 4 (22)? (4.34)
R
nach Gleichung (3.15) und den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.1 folgt
(AFS)‘M (z) = 0,00 L [In(MZ%2?) + M*2* + 3] +
MR (277)6 4 Rt add ($2)3

N 3177;2 d,z (;)2 [m (1”2\9;) +2In(y%) — 2] In(M?%2?) + R(ﬁ)}. (4.35)
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4.1.3 Vergleich mit Ergebnissen der Differentiellen Renormie-
rung

Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind teilweise unter dem Namen Differentielle
Renormierung bekannt. So verwenden die Autoren in [FJL92| Ausdriicke der
Form

1 1 _In(M?%2?)

| =TI (4.36)

Diese Ausdriicke lassen sich zwar nicht mit Formel (3.9) erzeugen, liefern aber
eine Losung des Fortsetzungsproblems, welche sich nur durch einen Counterterm
von (4.9) unterscheidet (durch Umformungen wie in (4.12)). Im massiven Fall
gilt Entsprechendes fiir [HL92| und (4.27) bzw. (A.21).

In [SZ93] finden sich die gleichen Ergebnisse fiir die masselose Theorie wie
hier. Fiir die Renormierung der massiven Theorie wird in [Smi95, Smi96| al-
lerdings ein anderes Verfahren gew#hlt. In [Smi96] wird die Differentielle Re-
normierung auch im Minkowskiraum benutzt. Alle anderen hier angegebenen
Quellen beschrianken sich auf euklidische Feldtheorien.

Im Vergleich hat das hier vorgestellte Verfahren zwei Vorteile:

e Die differentiell renormierten Distributionen sind die Fortsetzungen der
zeitgeordneten Funktionen auf zusammenfallende Punkte in der kausalen
Storungstheorie. Dies gilt in jeder Ordnung. Ein entsprechender Beweis
existiert in der Differentiellen Renormierung noch nicht [LMVC94].

e Die renormierten Distributionen miissen in der Differentiellen Renormie-
rung als Losungen entsprechender Differentialgleichungen gefunden wer-
den. Hier sind die Ausdriicke explizit durch Formel (3.15) bzw. (3.9) ge-
geben.

4.2 Die Renormierungsbedingungen im Ortsraum

Um die Freiheit in den renormierten zeitgeordneten Funktionen zu fixieren, stellt
man Forderungen an die Vertexfunktionen [',,. Diese ergeben sich als Summe
aller zeitgeordneten Funktion nach Aufintegration iiber die inneren Vertices zu
Ein-Teilchen-Irreduziblen Graphen. Dabei kennzeichnet n die Anzahl der ein-
bzw. auslaufenden Felder [nk—3_; ., l; = n in Gleichung (2.22)]. Die Integration
entspricht der Wahl ¢ = 1 in (2.3). Es ist a priori nicht evident, daf dieser
adiabatische Limes allgemein existiert. Da bis zur zweiten Ordnung keine solchen
Integrationen auftreten, ist dieses Vorgehen hier jedoch unproblematisch.
Zuerst mochte ich die Renormierungsbedingungen im Impulsraum wiederho-
len. Ich beschridnke mich hier auf die euklidische Theorie [Ram89]. Die entspre-
chenden Gleichungen im Minkowskiraum findet man z.B. in [IB80|[Kapitel 7].
Rotationsinvarianz, sowie die Tatsache, dak keine unzusammenhingenden Gra-
phen vorkommen, beschrinkt die Anzahl der freien Konstanten in ¢*-Theorie
auf drei. Die Renormierung wird in jeder Ordnung durch drei Forderungen an
I'5 und T fixiert. Fiir einen bestimmten Wert von p? = u? sollen alle Beitrige
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verschwinden, die hoher als erster Ordnung in der Kopplungskonstanten sind.
Der Punkt p wird als Renormierungsskala bezeichnet. Da man fiir drei Parame-
ter noch eine dritte Bedingung braucht, stellt man eine zusitzliche Forderung
an die Ableitung von fz. Die beiden Vertexfunktionen haben die Form:

Dy = (27)'8(p + p2) [p1” + m + 52 (0 p1")] (4.37)
Ty = (27)"8(p1 + p2 + p3 + pa) [ A+ Ta(X, 5,1, u)]. (4.38)
Hierbei sind die Mandelstamvariablen s = (p; + p2)?, t = (p1 + p3)?, und v =
(p1 + p4)?. Die Renormierungsbedingungen lauten:

?2(/\7 :uz) =0, (439)
0 .
8—])272(/\,])2) . =0, (4.40)
pP=pu
?4(A7:u27,u27:u2) = 0. (441)

Der Renormierungspunkt in (4.41) wird als der symmetrische Punkt bezeichnet.
Die Wahl von p;p; = p2(8;; — 1/4) fiihrt auf s =t = u = p?.
Die Vertexfunktionen haben im Ortsraum die Form:

F2($17 $2) = — |:|(S($1 — $2) —|— m25(ac1 — $2) —|— 72(A7 Ty — $2)7 (442)
Ly(@1, 29, 23, 24) = — Ao(21 — 22)0(x1 — 23)6(21 — 24) +
+74(A7$1—$27$1—$37$1—$4). (443)

Die Renormierung wird eindeutig fixiert, wenn wir verlangen, daf alle in 3 und
74 beitragenden numerischen Distributionen mit derselben Funktion w(Mx)
renormiert werden, d.h. alle Konstanten C'* in Satz 2 sind Null. Dann ist M die
Renormierungsskala.

In der masselosen Theorie miissen wir die Forderung fiir die Konstanten C'°
dahingehend abédndern, daf die Ableitung %'yg keinen Counterterm erzeugt,
der proportional § ist, so dak die masselose Theorie nach der Renormierung
masselos bleibt (s. néchsten Abschnitt). In zweiter Ordnung Stérungstheorie
ist der einzige Beitrag zu 7, durch die Setting-sun (4.15) gegeben. Die obige
Forderung ergibt:

Y2 (A, z) @L@y@gx“xl’wgﬁ [In(M?z?) +3]. (4.44)

4.2.1 Minimale Subtraktion

In der dimensionalen Renormierung gibt es ein weiteres Schema zur Fixierung
der freien Konstanten, die Minimale Subtraktion (MS) [Ram89, ZJ96]. Die unre-
normierten zeitgeordneten Produkte sind hier meromorphe Funktionen von der
Dimension der Theorie, wenn diese ins Komplexe fortgesetzt wird. Die Renor-
mierung besteht daraus, nur die Pole bei vier von diesen Funktionen abzuziehen.

Um eine Minimale Subtraktion auch hier definieren zu kénnen, benutzen wir
das Verhalten der zeitgeordneten Funktionen fiir grofe Skalen. Sei

(AR = (A + (M8, (4.45)
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Wir definieren

(A a5 = (AP — Jm (f(M, M') - 161772 In (ZZZ—Z)) 5. (4.46)

Die Konstante vor dem Logarithmus ergibt sich durch Vergleich mit (4.32). Mit
den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.2 folgt:

F) s () = %ﬁ@ﬂ{?—j {Klz (m\/ac_Q) - Ky (m\/x_z) K, (m x2)}-|-
- (;)2 [1+ln (mjfz) —I—Q'y] } (4.47)

Dies Ergebnis ist identisch mit (4.32) abziiglich dem O(7z)-Term. Entsprechend
verfahren wir mit der dritten Potenz des Feynmanpropagators. Es ist

M M’ 1 (1 M? 9

M
3m? m? 2 M?
Mit
ARy = (AN + g(M, MO8 + F(M, M) (4.49)
definieren wir:
3y | M L 3\ | M . 1 M2
(AF ) MS = (AF )‘R _]\41’1£>noo (g(]w7 M’) — 5127‘_4 In (M/Q)) s +
_ 2 agqr2
Jv}flinoo{f( M) = i [M M™
3m M?
i (m (4MM,) in(y?) — 1) In (W)] }5
(4.50)

4.3 Die Renormierungsgruppen-Gleichungen

Die n-Punkt-Vertexfunktionen, die prinzipiell mit physikalisch mefbaren Obser-
vablen korreliert sind, diirfen nicht von der willkiirlichen Wahl der Renormie-
rungsskala abhiingen. Eine Anderung der Skala wird daher in einer Anderung
der physikalisch nicht beobachtbaren Paramater der Lagrangedichte absorbiert.?
Dies wird durch die Renormierungsgruppen-Gleichungen (RG-Gleichungen) aus-
gedriickt:

8iM+ﬁ( )8 + mYm (g )%—n'y(g) Up(z1,. . 2,) = 0. (4.51)

“Hierbei betrachtet man nicht das Feld ¢, sondern einen dimensionslosen Parameter Z, so
dafl eine Multiplikation der Lagrangedichte mit dem Faktor Z dieselbe Bewegungsgleichung
ergibt. Dies kann als Transformation ¢ — vZ¢, A — Z 7'\ aufgefakt werden.
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Hierin sind

_ 99 _ n
Blg,m, M) = M -2 = ;ﬂng ) (4.52)
( M)—anm—f: n (4.53)
PVm g,m, - 8M - ~ 7m,ng ’ .
MonzZ <,

wenn man die Gréken in eine Reihe um die irrationalisierte® Kopplungskon-
stante ¢ = A/(1672) entwickelt.

4.3.1 Im masselosen Fall

Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.1 méchte ich die Renormierungsgrup-
pen-Gleichungen bis zur Ordnung ¢? 18sen. Mit (4.9) folgt fiir die 4-Punkt-
Vertexfunktion:

La(z1, 22,23, 24) = —1677295(961 — 23)6(x1 — x3)0(xy — xa) +
In (M2($1 — x3)2) N
(w1 — @3)?

+ 2Perm.| + O(g%). (4.55)

+ 4g° §(xy — a2)d(as — m)@i(x‘f — )

Der erste Term aus (4.51) ist

J 1 In(M?2?) 1 9
— [ S ——— —_— =
EYYi 2@@ @) )7 2r%6(x). (4.56)

Einsetzen in (4.51) mit n = 4, bis zur zweiten Ordnung in g ergibt:
[487%g% — 167°g° B2 6(21 — 22)8 (21 — 23)8(21 — 24) + O(¢°) = 0. (4.57)
Somit folgt® 32 = 3. Fiir die 2-Punkt-Vertexfunktion folgt mit (4.44):

M = J,zt

F2($17$2) = —|:|(S($1 — $2) +
In(M?(zy — 22)%) + 3

2
g v v g g
- @%Q}a}r(ﬁ — ) (x] — 25) (2] — x3) (01— 72)? + 0(g°).
(4.58)
Mit
0 g* v po L g*
Ma—MF2(x) = —ﬁﬁuﬁy@,x“x €T ($2)3 = —FD(S(@ (459)
ergibt das Einsetzen in (4.51) bis zur Ordnung g*:
2
—%D(S(xl — @3) + 2792008 (21 — x2) + O(g”) = 0, (4.60)
und damit: v = %

?Die Bestimmung von £ ist auch ohne eine explizite Integralkerndarstellung moglich, s.
Anhang A.2.
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4.3.2 Im massiven Fall

Fiir n = 4 tragen in (4.51) bis zur Ordnung ¢? nur dieselben Terme bei wie im
masselosen Fall. Mit (4.27) und

M
9 [ m*K*(mVa?) )
folgt, dafk
m? L, m
P2 = 3 Ky? (M) ; (4.62)

und damit G, — 3, fiir M — oo. Fiir groke Skalen und fiir die Minimale Sub-
traktion ergibt sich fiir die g-Funktion das Ergebnis der masselosen Theorie.

Die Renormierung des Zwei-Loop-Graphen mit Minimaler Subtraktion (4.35)
ergibt die Werte:

1
= — 4'
Y2 127 ( 63)
2M? 1 m? 5
Tm2 =g Tt (4M2) () - 33 (4:64)

Die Ergebnisse fiir 33 und v, stimmen mit denen der dimensionalen Renormie-
rung im MS-Schema iiberein, nicht jedoch v, [Ram89]. Um hier Ubereinstim-
mung zu erreichen, miifte Definition (4.50) verdndert werden.

4.4 Ein Beispiel im Minkowskiraum

Im Minkowskiraum haben wir die Schwierigkeit, daf es keine lorentzinvariante
Testfunktion gibt, so daf bei der Renormierung nach Gleichung (3.9), die Lor-
entzinvarianz zerstort wire. Dieses Problem kann im Nachhinein behoben wer-
den, da alle Fortsetzungen sich nur um ein Polynom in §-Funktionen unterschei-
den. Der Raum der Lésungen ist somit ein endlichdimensionaler Vektorraum,
und man sucht die Vektoren, die unter Lorentztransformationen invariant blei-
ben. Es kann gezeigt werden, dak solche immer existieren [SP], [Sch95|[Kapitel
4.5], [Fre].

Da das Rechnen mit nicht lorentzinvarianten Objekten sehr uniibersichtlich
wird, und es dariiber hinaus duferst schwierig ist, eine Testfunktion zu finden,
mit der die Integrale in (3.9) noch 16sbar wéren, werde ich diesen Weg hier nicht
weiter verfolgen. Statt dessen mache ich Gebrauch von der Méglichkeit, in der
massiven Theorie w = 1 zu setzen. Die Existenz dieser Fortsetzung ist durch
die BPHZ-Renormierung garantiert, und die Lorentzinvarianz bleibt erhalten.
Die renormierten masselosen Distributionen erhilt man durch Anpassung der
Counterterme und Limesbildung m — 0.

Formel (3.9) liefert:

P ) x
Tren(@) = () w+1) Y Dﬁ—!/ dt(;wi)lT(;). (4.65)
|5l=w+1 0
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Mit

Ap(z) = TSR (4.66)

folgt fiir den Fisch:

m2 ., 14y K2 (%\/—xz + ietQ)

_ dt 4.67
1674 wt 0 3 —x2 4 get? ( )

AFQ‘R(O,I)

Nach Definition 4 kann der Faktor ¢* vor dem i¢ jeweils weggelassen werden.
Eine Substitution wie (4.25) ergibt

1 m2 ) .
= — g g | K (/= i) +

— Ky (m\/ —z? 4 ie) K, (m\/ —z? 4+ ze)} .

(4.68)

Der stetige Ubergang zum masselosen Ausdruck erfordert die Addition des
Counterterms

321774 Out” MQ(—ZZ: ic)? 5 (57) = Ko (57) %2 (57)] (4.69)

zu (4.68). Im Limes m — 0 erhalten wir den renormierten masselosen Propaga-
tor zum Quadrat:

1 7
(2m)* (=22 + i¢)?

M _ 1 48M96“1n<M2(2_$2.+;€)>
R 327 (—22 + i¢)

DY () =

(4.70)

4.5 Gekruimmte Raumzeiten

In diesem Abschnitt méchte ich zeigen, wie die Methoden der differentiellen
Renormierung in der kausalen Stérungstheorie auf skalare Quantenfeldtheori-
en auf gekriimmten Raumzeiten angewandt werden kénnen. Tatsdchlich kann
die gesamte kausale Stérungstheorie in streng mathematischer Weise implemen-
tiert werden. Dies wurde in [BF97] durchgefiihrt. Die Konstruktion ben&tigt
allerdings Methoden der mikrolokalen Analysis. Ich werde hier das Ergebnis be-
nutzen, dak auf global hyperbolischen Raumzeiten die induktive Konstruktion
genau wie im Minkowskiraum durchgefiihrt werden kann.

Fiir die Renormierung ben&tigt man nur die Singularitdtenstruktur der ent-
sprechenden Distributionen. Diese sind in diversen Arbeiten untersucht worden
(|Rad92, K6h95, Jun95]). Damit ist es moglich, die Renormierung ohne spezielle
Kenntnis der Metrik auf allen global hyperbolischen Raumzeiten durchzufiihren.
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4.5.1 Grundlagen

Das Paar (M, g) bezeichne eine Mannigfaltigkeit M mit zugehoriger Metrik
gap € C°°. Die Mannigfaltigkeit wird als global hyperbolisch angenommen. Sei
y(7) € M ein Weg mit y(0) = z und y(1) = 2’. Dann ist die Bogenldnge dieses
Weges durch

) = [ dryfastutr) i) i) (471)

gegeben. Wenn y(7) eine Geodite zwischen den Punkten 2 und 2’ ist, wird die
Bogenldnge extremal. In diesem Fall wird der Integrand in (4.71) unabhéngig
von 7. In einer kausal normalen Umgebung sind jeweils zwei Punkte durch genau
eine Geodite verbunden, die ganz in dieser Umgebung liegt. Dann ist o(z, 2') =
1s?(x,2') eindeutig definiert.?

Ein Bitensor T, brebrbyb
Punkt  und ein Tensor vom Typ (m,[) am Punkt 2’.> Zum Beispiel ist o(z, 2')
ein Biskalar. Die Reihenfolge der ungestrichenen mit den gestrichenen Indices
kann beliebig vertauscht werden.

/ z, ') ist ein Tensor vom Typ (n, k) am

ceapal al,

Sei T' ein Tensor, dann bezeichne T, die kovariante Ableitung V,T'. Eine
Ausnahme bildet o. Hier werde ich das Semikolon weglassen, da jegliche Ver-
wechslung mit anderen Tensoren ausgeschlossen ist. Diese Notation hat sich in
der Literatur etabliert. Es gilt:

0,0% = 20. (4.72)

Der Vektor ¢® € T M, ist der Tangentenvektor an die Geodite von x nach 2.
Er hat die Lange s und zeigt in die Richtung 2’ — 2. Entsprechendes gilt fiir den
Vektor 0. Wiederholte kovariante Differentiation von (4.72) ergibt Beziehun-
gen zwischen Kontraktionen von héheren Ableitungen von o, nach einmaliger
Anwendung z.B.:

0,00 = 0o, 0% = ol (4.73)

Sei g = det(gqp). Die Van-Vleck-Morette Determinante

A, a') = —Wdet(—aab/(x, ) (4.74)

ist ein Biskalar. Sie erfiillt die Differentialgleichung:

Va(Ao?) = 4A. (4.75)

*Da o per Definition positiv ist, geben einige Autoren o(x,z') ein Vorzeichen in Abhin-
gigkeit davon, ob die Punkte # und ' raum- oder zeitartig getrennt sind (s. z.B. [Jun95]). Ich
halte mich hier an [Fri75].

5Siche hierfiir den Artikel von DEWITT und BREHME iiber Elektrodynamik auf gekriimm-
ter Raumzeit [DB60]. Dieser ist meines Wissens nach die erste Abhandlung iiber Feldtheorien
auf gekrimmter Raumzeit und beinhaltet viele fundamentale Konzepte. Die im folgenden
benutzten Gleichungen fiir ¢ und Verwandte werden dort hergeleitet.
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Die §(z, 2)-Funktion ist eine biskalare Dichte vom Gewicht —% an beiden
Punkten. Seien y,y’ € R* lokale Koordinaten der Punkte z, 2’ € M, dann ist

* 1 _1
Sz, 2"y =g 3 (y) g7 (v) Sy — ). (4.76)
Hierbei bedeutet der Stern * {iber dem Gleichheitszeichen das Auswerten einer
Groke auf der Mannigfaltigkeit in lokalen Koordinaten.

4.5.2 Das freie skalare Feld

Auf einer global hyperbolischen Raumzeit (M, g) ist die freie Klein-Gordon-
Gleichung

(@, +m?) ¢ = 0. (4.77)
Hierin ist O, der kovariante d’Alembert-Operator
O, = VOV, = ¢**V,V, = g720,(g2g"d,). (4.78)

Jede Losung der Gleichung ist eindeutig durch ihre Cauchydaten bestimmt.
Da man auf gekriimmten Raumzeiten wegen fehlender Lorentz- und Transla-
tionsinvarianz kein eindeutiges Kriterium fiir die Auswahl eines Vakuumzustan-
des hat, charakterisiert man den Grundzustand € iiber die Zweipunktfunktion
wy. Dafs die Kenntnis von lokalen Gréfsen ausreicht, um auf die Singularitdten-
struktur der Zweipunktfunktion auf der ganzen Mannigfaltigkeit zu schliefen, ist
von RapzikowskI mithilfe der mikrolokalen Analysis entdeckt worden [Rad92].
Ich werde im folgenden ausschlieflich mit dieser Struktur arbeiten. Sie hat die
sogenannte Hadamard-Form. Auf einer global hyperbolischen Raumzeit existiert
eine glatte globale streng monoton wachsende Zeitfunktion T': M — R, so daf
kausal korrelierte Ereignisse eindeutig in frither und spiter geordnet werden

konnen. In einer kausal normalen Umbebung von z und 2’ hat die Zweipunkt-
funktion folgende Gestalt [KWO91]:

L( A%(x,x’)
42\ 20 (x, 2") + ie(T(z) — T(2"))

+v(z,2') In[20(z,2) +ie(T(z) — T(2"))] + w(z, w’)) (4.79)

_I_

wy(w, ') =

Hierin sind v, w, o und A glatte biskalare Funktionen auf der Mannigfaltigkeit.
Entwickelt man die Funktionen v und w in Potenzreihen nach o,

o0

v(z,2") = Z vp(z,2’) o™ (z, 2’), (4.80)

n=0

w(z,2’) = Z wy,(z, ") o (z, 2", (4.81)

so kann man aus der Forderung, dah wy die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt,
Rekursionsrelationen fiir die v, und w, angeben. Wihrend v somit eindeutig
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bestimmt ist, kann w nur bis auf wg bestimmmt werden. Der Feynmanpropaga-
tor

1
1 A2 !
Ap(z,2') = ywe (% +v(z,2') In(20(z, 2") + i€) + w(a, w’))
(4.82)
ist die zeitgeordnete Zweipunktfunktion. Es gilt
O,Ap(z,2") = =6(z, 2'). (4.83)
4.5.3 Renormierung der selbstwechselwirkenden Theorie
Auch auf gekriimmter Raumzeit betrachten wir die Wechselwirkung
A
Ling(z) = 0 Y (2): = Ty (). (4.84)

In [BFK96] ist die Existenz von Wickprodukten des freien Feldes als operator-
wertige Distribution gezeigt worden. Damit kann der Induktionsschritt genau
wie im Minkowskiraum durchgefiihrt werden. Unter Benutzung der Zeitfunkti-
on T kann T5 fiir nicht zusammenfallende Punkte konstruiert werden. Es ergibt
sich derselbe Ausdruck wie in (4.3) — (4.7). Die numerischen Distributionen
haben denselben Skalengrad wie im Minkowskiraum [BF97].

/\2
()

Ty (2, 2') =

5 :pt(x) o (2!) 161 Ap(z, 2’) 1 (2) ¢°(2'): +
+ 72 (iAp)* (2, 2') :
+ 96 (iAp)3(z,2') :
+ 24 (iAp)H(z, 2" (4.85)
Um die Renormierung durchzufiihren, méchte ich zunichst die Analogien zum
Minkowskiraum erldutern.

Fassen wir den Minkowskiraum als Mannigfaltigkeit auf, so gilt fiir zwei
Punkte z, z’ hieraus:

Vaf(z, 2"y = 0,f(y,y),

wenn ¥,y die entsprechenden Koordinaten sind und f eine differenzierbare
Funktion. Eine biskalare Funktion auf einer Mannigfaltigkeit kann man in eine
kovariante Taylorreihe entwickeln [Ful89]:

f(xv xl) = f(wlv wl) + 0 (xv xl) (Vaf) (xlv xl) +

Lot (@, a') o (@, 2) (Va Vs f) (&' 2) + o (4.90)

‘|‘§U
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Wir erwarten daher, da die Rolle des Operators 9, (y* — y'*) durch V0% iiber-
nommen wird. Die durch die W-Operation erzeugten Potenzen von ¢ produzie-
ren dann eine Testfunktion, die mit entsprechender Ordnung auf der Diagonale
verschwindet. Sei f € C"(R*Y), dann gilt:

100,y")" 8 (%) = 0y (L+ 0uy”) - - (n = L+ 0,y") [ (y*)
= (44 y"0u) - (n +3+y°9,) f(y*)

d d
_ 2 v 2_ Y 2
= (44 2y 8y2) (n+3+2y 8yz)f(y)

) (4.91)
Die folgenden Gleichungen sind im Sinne von Operatoren zu verstehen. Mit
V,Vyolo? = V0% + V,0°Vyod = V.o (1+ Vbab) (4.92)

folgt entsprechend:
1(Vao™) ™ = Vao™(1+ Viya®) - (n — 14 V.0°). (4.93)
Mit Gleichung (4.75) gilt:
Vao"A=A(4d+0"V,). (4.94)
Dabher folgt mit (4.72):
(Va5 S (20) = Ag(20), (4.95)

mit ¢ aus (4.91). Wenn die zu renormierende Distribution vom Typ der rechten
Seite von (4.95) ist, kénnen wir die Renormierung durch die Ersetzungen (4.86)
bis (4.89) in der entsprechenden Distribution des Minkowskiraums bestimmen.
Diese 16st dann das Fortsetzungsproblem.

Fiir die Renormierung betrachte ich hier wieder nur die Distributionen mit
entsprechender euklidischer Signatur. Das ve entfillt wie im Minkowskiraum, da
o nur fiir zusammenfallende Punkte Null werden kann. Desweiteren betrachte
ich nur die minimale Renormierung.

Der Ein-Loop-Graph
Hier ist

M
AFQ‘MR
_ L (A
- 167t \ (20)2

Offensichtlich hat nur der erste Term die singulire Ordnung Null® und muf
daher renormiert werden. Dieser hat aber gerade die Form der rechten Seite in
(4.95) und daher gilt mit (4.9):

A M o1_  An(2M?0)

W = -V,o 7(20)2 . (4.97)

M 1 1
+2A2vln(20) + 2A2w + 2vwlin(20) + v21n2(20) —|—w2) .
R 20 20

(4.96)

r 2

5Die singulare Ordnung kann leicht in Normalkoordinaten bestimmt werden, s. Seite 51.
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Der Zwei-Loop-Graph

_.-e-._ Um die Terme mit nicht negativer singuldrer Ordnung aus AF® zu extrahieren,
muf man fiir v und w die Entwicklungen (4.80) und (4.81) einsetzen. Dann gilt:

3
3 M 1 Az AvpIn(20) M Awy | Avin(20)
AR R= ool o3 — 5 | *3 —— *
vn = e\ @op |, TP T e |y TPl TP e
1 1 1
Aw A3v?1n?(20) Azvwln(20) Az w?
+3-—+3 +6 +3 +
20 20 20 20

+ 0v? In®(20) + 3v*wIn?(20) + 2vw?In (o) + w?’) . (4.98)

Hierbei sind

I¢ n
U= 5;_0 Vpt10", (4.99)
1 n
w = 5;_0 W10, (4.100)

Da der erste Term in (4.98) nicht mit der rechten Seite von (4.95) {ibereinstimmt,
berechnen wir den Ausdruck

In(2M%0)
o)

Die Differenz zu A% (20)73, die von der Differentiation des Faktors Az herriihrt,
muk bei der Renormierung entsprechend beriicksichtigt werden. Es gilt:

1
Zvavbch%aaabac

INE
2
3
(20)7|
. In(2M?
_ Z(VaVchA% _ 3vavbA%;c + SVGA%;bC — A%;abc)(jao‘bgc%
(4.101)

Entsprechend behandeln wir auch den zweiten und dritten Term in (4.98):
M

Avgln (20 1 aAln(QMZU) In (2_0)
(OQT(Q) = 1 (Vavo = vo4)o 30)? M2 (4.102)
R
Awe M1 JAIn(2M?%0)
(20_)2 - = §(Vaw0 — wo;a)a W (4103)

Die Renormierungsgruppengleichungen

In zweiter Ordnung kann man die RG-Gleichungen fiir die 4-Punkt-Vertexfunk-
tionen l6sen, ohne die Abhéngigkeit des Feynman-Propagators (also der Funk-
tionen v und w) von der Masse zu kennen. Ich werde zunichst zeigen, dak

13} 9| M 1 Ac*
‘Rzl

M—— A VYV,
om —F 671 " (20)2
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ein lokaler Counterterm ist. Hierfiir werde ich Normalkoordinaten am Punkt z

benutzen.”
. y o "
1
O_£§(y_y/)2 O_aéya_y/a
V., =0,

Damit folgt:

Ac® 1 Ac®
Va (20_)2 = W&l v g(x)w (4104)

_ 1 o*det(oqp)

S V@ o 4109
* 1 ya _ y/a

v a, T (4.106)
_ 5y — o) (4.107)

9(y')

= 2727 (y)g T (y)o(y — ) (4.108)
Z 2725 (x, 2) (4.109)

Die 4-Punkt-Vertexfunktion ist

La(z1, 22,23, 24) = —1677295(361, x2) 6(x1, 23) 8(21, 24) +

M
+ 1287%¢? O(z1,x2) 0(xs, 4) AFQ‘MS (z1,23) +
+ 2Perm.| + O(g®). (4.110)

Das Einsetzen in die RG-Gleichung (4.51) ergibt 82 = 3. Dieses Ergebnis stimmt
mit der Berechnung von LUSCHER iiberein, der dimensionale Renormierung und
Minimale Subtraktion verwendet hat |Liis82].

Eine weitere Auswertung der Renormierungsgruppengleichungen fiir I'y wird
eine Ersetzung m? — m? + &R in (4.77) erfordern. Diese erzeugt eine weitere
B-Funktion fiir die Kopplungskonstante & [BOS89].

"Eine gute Referenz zum Thema Normalkoordinaten ist das Buch von FRIEDLAN-
DER [Fri75]. Fir die hier berechneten Grofien siehe auch [Par79].



Zusammenfassung und Ausblick

Die kausale Stérungstheorie ist eine elegante Methode, um die Renormierbarkeit
einer Theorie zu untersuchen. Im Gegensatz zu anderen Formulierungen hat sie
zwei wesentliche Vorteile:

e In jedem Induktionsschritt mufs die Renormierung nur an einem Punkt
durchgefiihrt werden. Dies vereinfacht nicht nur den Beweis der Renor-
mierbarkeit, sondern hat auch in der Anwendung Vorteile: In der her-
kémmlichen Formulierung muf man zu jedem Graphen, den man aus den
Feynmanregeln konstruiert hat, die divergenten Untergraphen bestimmen
und renormieren. Dies hat man im Epstein-Glaser-Verfahren in gleicher
Ordnung aber bereits getan, da die zeitgeordneten Funktionen niederer
Ordnung schon renormiert sind.

e Die Konstruktion ist vollstindig lokal. Sie benétigt insbesondere nicht
den Impulsraum und l&kt sich daher auch auf gekriimmte Raumzeiten
iibertragen.

Ublicherweise werden Rechnungen in der Quantenfeldtheorie mit den Intergral-
kernen von Distributionen im Impulsraum durchgefiihrt. Obwohl die Verfahren
dort hochentwickelt sind, ist es dennoch teilweise recht schwierig, analytische
Ausdriicke fiir die renormierten Gréfsen zu bekommen. Mit dem hier entwickel-
ten Verfahren zur Erzeugung von Integralkerndarstellungen scheinen diese im
Ortsraum einfacher auszurechnen zu sein, zumindest bis zur hier betrachteten
Ordnung. Dariiberhinaus liefert das Verfahren Aufschluf iiber die Grundlagen
der Differentiellen Renormierung. Damit war es mir méglich, auch auf gekriimm-
ter Raumzeit die Renormierung des Ein- und Zwei-Loop-Graphen durchzufiih-
ren.

Aufbauend auf dieser Untersuchung scheinen mir die néchsten Fragen, die im
Zusammenhang mit der Differentiellen Renormierung stehen, die folgenden zu
sein: L&kt sich fiir die Renormierung der Form (4.36) eine Formel der Art (3.9)
herleiten? Ergeben sich mit der hier benutzten Methode in nédchster Ordnung
dieselben Ergebnisse wie in [SZ93|? Desweiteren wire eine Formel wie (3.9) auf
gekriimmter Raumzeit wiinschenswert, die unabhéngig von der Analogie zum
Minkowskiraum eine Fortsetzung fiir Distributionen auf einer Mannigfaltigkeit
liefert. Dariiberhinaus ist sicherlich die systematische Behandlung der Renor-
mierungsgruppe im Rahmen der kausalen Stérungstheorie ein wichtiger Aspekt.



Anhang A

A.1 Fouriertransformationen der in 4.1 auftretenden
Distributionen

Hier werden die Fouriertransformierten von Distributionen, die im Abschnitt 4.1
behandelt wurden, berechnet. Alle Transformationen finden im euklidischen R*
statt. Ich verwende folgende fiir die Quantenfeldtheorie iibliche Konventionen:

fip) = / diz f(z)e, (A1)
a) = oy [ @0 Fpe (A2

Es gelten die folgenden Beziehungen:

;;f = _iaﬂj‘: 8/;][‘ = _ipuf7 (A?))

@ut f) = —p0f,  (1(0.2)0f) " = (=) 8(p*0,) "], (A4)
— 1 ~

fg= —(%)41‘ *g. (A.5)

Hierbei bezeichnet die durch f-- -4 gekennzeichnete Ordnung gerade die umge-
kehrte von f - - -, d.h. die Differentialoperatoren stehen rechts von allen (Impuls-
) Koordinaten. Die Fouriertransformierte von 1/2? sei als bekannt vorausgesetzt:

1 Ar?
—) = R (A.6)
Hieraus folgt insbesondere schon
5; 2 .pﬂ /$M\ 1 /T 2 ,p“
F(P) =8m Zp_4’ (x2)2(p) = —53“P(p) =27 2p—2. (A7)

Wenn die Funktion (Distribution) nur von r := v/z? abhingt, so wird aus der

vierdimensionalen Fouriertransformation eine eindimensionale Hankeltransfor-
mation, die nur von p := 4/p?, abhingt. Diese sind z.B. bei ERDELYT [EMOT54]
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tabelliert.
) 0 2T ™ ™ )
/d4x f(r)e”””:/ r3drf(r)/ dc,o/ Cosﬁdﬁ/ sin? y dy e?" ©osx
0 0 0 0
(A.8)
:477/ drrSf(r)/ dy sin? x pr e'Preosx (A.9)
0 0
4 2 0
= et aer) f(r) (A.10)
P Jo
4w? 9 [
=—— drrJo(pr)f(r). A1l
Y A (A1)

Das Integral in (A.9) findet man in [GR80, 3.915, Nr.5, S.482]. Bei der Fourier-
transformation treten zwei Integrale auf, die ich mithilfe des Computeralgebra-
programms Maple V [HHR96]| gelost habe.

i sin? y w1 1
I:= d = —| =6(k - —0(p—k A12
/0 Xk2+p2—2pkcosx 2 (k2 ( p)+p2 (p )) ( )
4 sin? y (p — kcos x) 10 7
I := d =———I=—40(p-—Fk A13
! /0 X(k2+p2—2pkcosx)2 2 0p 2p3 (p=F) ( )

4 sin? y cos 2(p — k cos x)?
L= dxkz 2 L=
0 + p? — 2pkcos y k? + p? — 2pkcos x

=T (G- 1+ Bot- ) (A.14)

A.1.1 Der masselose Ein-Loop-Graph

Zur Berechnung der Fouriertransformierten von (4.27) sei die Fouriertransfor-
mierte

e

vorausgesetzt.! Hierbei ist M = M/(27) und v die Euler’sche Konstante. Dann
gilt:

(GM“M)A@) = —ip, (%M)A

(962)2 22
2 & k2
—_9 d%M] -

/ -kt (M)

'Eine sehr trickreiche Herleitung fiir die Fouriertransformationen von (In(M?Z2%))" /2 fin-

det man bei [FJ1.92]
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Integration iiber @ und ¢:
_ g /Oodkkl k? /Wd sin? x (p — kcos x)
I \az) Jy N P = 2pkcos y)?
0 2
= -8 dkkln| = | I
o [ ki (3 1
2 P

A.1.2 Der masselose Zwei-Loop-Graph

Erl

Zuerst berechnen wir

ZHzV 272 pHpY

Dann gilt fiir die Transformation des Setting-sun-Graphen:

(Ouayé?gx“x”x“ %) A(p)

e

. 27 In(M222)  zha?
= (_Z)Spﬂpl/pa'( ($2 ) * ($2)2) p)

= nanre | e (12 (5) ) (o0 -2 )
= —47p? /OOO dk (1 —In (L—Z)) I
= 72 L%/Opdkk (1 —1In (L—Z)) (2k* — p*) +
R )
_ ”221’2 (m (AZ_Z) - %) . (A.18)

A.1.3 Der massive Ein-Loop-Graph

Fiir die Fouriertransformation des massiven Fisch-Graphen bedienen wir uns
wieder des Tricks, die vektorwertige Distribution als * A(r) mit einer skalaren
Distribution A(r) zu schreiben. Mit

Ky (m\/x_z) Ky (m\/x_z)
mv/z?

A(z) := Ko (m\/ac_z) — K* (m x2) + (A.19)
folgt:

9" A(z) = i—z (K12 (mva?) - Ko (mVa?) K, (m\/ac_Q)) (A.20)
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Dann gilt:

M
m2 K2 (m\/ﬁ)

(27)* x?
R
m2 L L - Ky mva? K,y mva?
= 2(%)45{30 (m\/yc_z) ~ K (m\/x_) + ( m)\/x_Q( ) 4

e () - () () v

Man vergleiche diesen Ausdruck mit der entsprechenden Gleichung in [HL92].
Durch Umschreiben von

2\mam " 20m?

Ar) = — - ( Lo 18—2) Ko? (mr) + 2Ko* (mr), (A.22)

kann man die entsprechenden Integrale bei ERDELYI finden. Mit

e

Ko (mr 4r2 [ }
—o r(2 )(p) = 7/0 dr Ko (mr) Jy(pr) (A.23)
_Am (L 3 Y P A
—p2 22 1 9277797 2 y A= p27 .
nach [EMOT54][8.13 (28)] und
1 131 1 I3 Srk+3)rE+1n 1
— 5 F -, 17 - — = — 2 2 A25
n(5E) S rpn - Taay EE O
— 1 1
=> A.26)
2k+1 (
— (2k+1)z
= arccoth(z), (A.27)
folgt also:
I(/Q\ 4 2
W(p) = plz arccoth?(z). (A.28)
Der zweite Term berechnet sich mit (A.11) folgendermafken:
T Az 9 [~ - 2
Ko*(mr)(p) = R drrJo(pr)Ko*(mr) (A.29)
0
472 2
= _%aﬁppTz arccoth(z), (A.30)
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nach [EMOT54][8.3 (32)], mit z wie in (A.24). Daher folgt mit

2

OA(r
m2p? [1 /1 0 1 92 , 19 1
T 2(2n) [17 (Ea_m + §am2) arccoth”(z) + P arccoth(z)

1 [ 4m? [ 4m?
=33 ( 1+ p—Qarccoth ( 1+ p—z) — 1) (A.31)

der bekannte Impulsraum-Ausdruck (s. z.B. [Ram89]).

A.2 Die masselose RG-Gleichung fiir allgemeines w

Wihlen wir w(Maz) € D(R?), so gilt:

0
8—Mw(Mx) Maz"(0,w)(Mz) = 2”0, w(Mz). (A.32)
Als Funktional folgt fiir I'4:

Lalp™h) = 107’ [ do (o) +

1
24 2 d4 d4 2 2
219t [t [dte, o] e,
mit 1 — 21 + 22,
= —16x g/d4xc,o
M
rotg? [ty [ates L [P+ o) o) - e

Mit (A.32) ergibt sich:

M@?Mr (%Y = —2492/d4$2 @4($2)/d4x1 (x12)2ﬁ8“w(M$1)

= 4877292/d496 ot(z). (A.34)
Einsetzen in die RG-Gleichungen (4.51) bis zur zweiten Ordnung in ¢ ergibt:
(157297 — 160°52) [ dte (o) + Ol = 0. (A.35)

und damit B = 3.
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Anhang

A.3 Modifizierte Besselfunktionen

Ich habe hier die Eigenschaften der modifizierten Besselfunktionen zusammen-
gestellt, die fiir die Rechnungen in Kapitel 4 benétigt werden. Sie sind [AS84]
entnommen.
I, und K, sind Lésungen der Differentialgleichung
d2f df 2, o
- =0.
) e dz (Z+v0)]
Sie sind holomorphe Funktionen auf C*\ R™. Wenn n € N,v = 4+n € Z, ist I,
ganz. Es gilt:

I, =1,, K_,=K,.

Mit 14(2) = & ist

/ (Z) l Z (1 2)k
Y (52 <RI (v + &+ 1)

Kale) = 20397 Y AT a2 +
k=0
) (L) Y (k1) +¢(n+k+1))ﬂ
(37 k:o El(n+ k)
Ko(2) = — (In(3 +7) Io(2) + (1”,2) +(1+%)((Z;)l +(1+%+§)((Z;!))2 +...

Mit den Ableitungen I = I und K} = —K; gelten die folgenden Rekursions-
beziehungen:

wobei ', entweder I, oder €™ K, bezeichnet. Mit u = 4v% und |z| — oo gilt
die asymptotische Entwicklung

: T p—1l  (p=D@=9 (=1 —9)(k—25)
K”(Z)N\/ge (1+ T (P R 31(82)3 +)
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