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Einleitung

Alle uns heutzutage bekannten Naturprozesse werden durch vier elementare

Wechselwirkungen beschrieben. Dies sind die Gravitation, die elektromagneti-

sche, die schwache sowie die starke Kraft. Eine Betrachtung auf mikroskopi-

schem Niveau erfordert die Quantisierung der zu diesen Kräften gehörenden

Feldtheorien. Dabei werden die letzten drei im sogenannten Standardmodell

zusammengefaÿt. Die Quantisierung der Gravitation ist bis heute noch nicht

gelungen. Obwohl die Wechselwirkungen im Standardmodell komplexer Natur

sind, lassen sich alle wesentlichen Eigenschaften quantisierter Felder auch an

einfacheren selbstwechselwirkenden Theorien studieren.

Tatsächlich ist noch keine dieser Theorien in 4 Raumzeitdimensionen ge-

schlossen gelöst worden. Trotzdem verfügt man durch die Störungstheorie über

ein Hilfsmittel zur Berechnung von Observablen. Diese stellt einen allerdings vor

zwei schwerwiegende Probleme. Zum ersten ist die Störungsreihe keine konver-

gente Reihe. Dennoch kann ihr Einsatz durch die hervorragende Übereinstim-

mung mit den experimentellen Daten gerechtfertigt werden. Zum zweiten di-

vergieren bei naiver Berechnung fast alle Übergangswahrscheinlichkeiten ab der

zweiten Ordnung. Das Verfahren, welches aus den unendlichen Gröÿen die endli-

chen meÿbaren extrahiert, trägt den Namen Renormierung und ist die Grundla-

ge für die überraschenden E�ekte in Quantenfeldtheorien. Die sogenannte run-

ning coupling constant sowie auch die running mass sind wohl die wichtigsten

unter diesen und so zu verstehen, daÿ die in der Theorie angenommenen Kon-

stanten nach der Renormierung als Funktionen einer äuÿeren Skala erscheinen.

Das heiÿt zum Beispiel, daÿ das elektromagnetische Feld des Elektrons umso

stärker wird, je dichter man an es herankommt.

Obwohl die ersten Ideen zur Renormierung schon aus den Zeiten kurz nach

der Formulierung der Störungstheorie kamen, ist der zugrunde liegende Me-

chanismus erst in den siebziger Jahren verstanden worden. Die wohl elegante-

ste Formulierung der Renormierungstheorie im korrekten funktionalanalytischen

Rahmen ist 1973 von Epstein und Glaser gegeben worden [EG73]. Sie trägt

den Namen Kausale Störungstheorie.

Meine Arbeit befaÿt sich mit der Anwendung dieses Verfahrens auf die ska-

lare �

4

-Theorie. Der Schwerpunkt liegt hierbei auf der Erzeugung von Inte-

gralkerndarstellungen der nach Epstein-Glaser renormierten Funktionale. Dabei

kann ich den Zusammenhang zur Di�erentiellen Renormierung [FJL92, SZ93]

aufzeigen und mit diesen Ergebnissen die Renormierungsgruppe betrachten.

Da die Gravitation um viele Gröÿenordnungen kleiner ist als die anderen

Kräfte, ist es ein sinnvoller Ansatz, Gravitation als klassischen Hintergrund zu
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betrachten, vor dem die anderen Kräfte quantenfeldtheoretisch beschrieben wer-

den. Dieses Konzept ist unter dem Namen Quantenfeldtheorie auf gekrümmter

Raumzeit bekannt. Während es viele Untersuchungen zu freien Quantenfeldern

auf gekrümmter Raumzeit gibt (s. z.B. [Ful89] für einen Überblick), ist eine

vollständige störungstheoretische Behandlung von wechselwirkenden (skalaren)

Feldern erstmals in [BF97] vorgenommen worden. Sie basiert auf dem Epstein-

Glaser-Verfahren.

In Anlehnung an diese Formulierung werde ich mit den Ergebnissen des er-

sten Teils Integralkerndarstellungen für die wichtigen Beiträge zur Störungstheo-

rie zweiter Ordnung herleiten und die Renormierung der Kopplungskonstanten

mithilfe der Renormierungsgruppe durchführen.



Kapitel 1

Grundlagen der Renormierung

Das fundamentale Objekt in der Quantenfeldtherie (QFT) ist das Feld �.

1

Um

aus � einen Träger physikalischer Information im Sinne der Quantentheorie und

der speziellen Relativitätstheorie zu machen, verlangt man die Erfüllung von

Vertauschungsrelationen. Diese machen aus � nicht eine operatorwertige Funk-

tion, sondern ein operatorwertiges Funktional, weshalb der richtige Rahmen zur

Behandlung von QFT die Funktionalanlysis bzw. Distributionentheorie ist. Der

Raum der Distributionen ist per De�nition linear, so daÿ die Addition sowie die

Multiplikation mit komplexen Zahlen a priori de�niert sind. In der QFT treten

allerdings auch punktweise Produkte

2

von operatorwertigen Distributionen auf.

Diese sind a priori nicht erklärt und müssen de�niert werden. Für Produkte von

Feldoperatoren wird dies durch die sog. Wick- oder Normalordnung gemacht.

In der Störungstheorie treten allerdings noch weitere Produkte auf. Von diesen

kann man zeigen, daÿ sie wohlde�nierte Distributionen für nicht zusammenfal-

lende Argumente sind. Somit kann das Problem der De�nition des Produktes

auf die Lösung eines Fortsetzungsproblems reduziert werden.

In diesem Kapitel möchte ich zuerst das Fortsetzungsproblem diskutieren.

Die Grundlagen der Distributionentheorie, wie sie zum Verständnis dieses Kapi-

tels notwendig sind, �ndet man z.B. in dem Buch von Reed und Simon [RS80]

oder in [Hör90]. Eine meiner Meinung nach gute Darstellung �ndet sich auch

in den beiden Büchern von Fulling [Ful89] und Friedlander [Fri75]. Diese

bilden ohnehin eine gut lesbare Grundlage für die Konzepte von Quantenfeld-

theorien auf gekrümmten Raumzeiten. Die Sätze in diesem Abschnitt stammen

aus [Fre].

In dem Abschnitt über Quantenfeldtheorie werde ich nur sehr kurz die

Grundlagen wiederholen, die zum Verständnis der kausalen Störungstheorie

nach Epstein und Glaser nötig sind.

1

Obwohl � immer das skalare ungeladene Feld symbolisieren soll, ist die folgende Betrach-

tung für alle Felder, die nach endlichdimensionalen Darstellungen der Lorentzgruppe trans-

formieren, richtig.

2

Im folgenden ist mit dem Ausdruck Produkt immer das punktweise Produkt gemeint.

Das Tensorprodukt von Distributionen ist unproblematisch. Das mathematische Werkzeug,

mit welchem sich die Produktbildung von Distributionen allgemein untersuchen läÿt, ist die

mikrolokale Analysis. Diese �ndet im weiteren keine Verwendung.
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1.1 Die Fortsetzung von Distributionen

Zuerst möchte ich die Notation erklären, die nicht nur in diesem Kapitel, sondern

in der gesamten Arbeit Verwendung �nden wird. Unser Testfunktionenraum sei

D(R

n

), der Raum aller unendlich oft di�erenzierbaren Funktionen auf R

n

mit

kompaktem Träger. Der zugehörige Dualraum, also der Raum der Distributio-

nen, sei D

0

(R

n

). Sei I eine Indexmenge, d.h. I � N: Dann ist � = f�

1

; : : : ; �

n

g 2

I

n

ein Multiindex und j�j =

P

n

i=0

�

i

. Entsprechend gilt �! = �

1

! � � ��

n

!. Be-

zeichne

D

�

=

@

j�j

@x

1

�

1

� � �@x

n

�

n

(1.1)

einen partiellen Di�erentialoperator der Ordnung j�j. Sei T 2 D

0

(R

n

) und ' 2

D(R

n

). Dann gilt:

(D

�

T ) (') : = (�)

�

T (D

�

'); (1.2)

Z

d

n

x T (�x)'(x) : = T ('

�

); (1.3)

mit '

�

(x) = �

�n

'(�

�1

x); � 2 R. Wenn Ausdrücke in der Form der linken

Seiten der Gleichungen (1.2) und (1.3) auftreten, so sind sie immer durch die

entsprechenden rechten Seiten erklärt. Um auf diesen Umstand hinzuweisen,

benutze ich gelegentlich die Redewendung �im Sinne von Distributionen� . In

einer Darstellung T (') der Form

T (') =

Z

d

n

x T (x)'(x) (1.4)

bezeichnet T (x) den Integralkern von T .

In diesem Abschnitt geht es darum folgendes Problem zu lösen: Angenom-

men, wir kennen eine Distribution auf allen Testfunktionen, die in einer Um-

gebung des Ursprungs verschwinden. Wie läÿt sich eine Fortsetzung auf alle

Testfunktionen konstruieren?

3 4

Dafür benutzen wir folgende Schreibweise: Sei

D(R

n

n f0g) = f' 2 D(R

n

)j0 62 supp(')g (1.5)

dieser Testfunktionenraum und D

0

(R

n

n f0g) der zugehörige Dualraum. Dann

beginnen wir mit der

De�nition 1 (s.a. [Ste71]). Eine Distribution T 2 D

0

(R

n

n f0g) oder T 2

D

0

(R

n

) hat am Punkt x = 0 den Skalengrad �, wenn

� = inff�

0

2 Rj�

�

0

T (�x)

�!0

�! 0 im Sinne von Distributioneng: (1.6)

Bezeichne scal deg(T ) = �. Die singuläre Ordnung ! von T ist:

5

! = [�]� n: (1.7)

Bezeichne singord(T ) = !.

3

Die Existenz einer Fortsetzung ist durch das Hahn-Banach-Theorem garantiert.

4

Eine Behandlung dieses Themas für homogene Distributionen �ndet man in [Hör90][Chap.

III.2]

5

Sei [�] die gröÿte ganze Zahl, die kleiner gleich � ist.
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Beispiel 1. Für � 2 D

0

(R

n

) gilt: �(�x) = j�j

�n

�(x). Damit ist der Skalengrad

von � gleich n, die singuläre Ordnung gleich Null.

Beispiel 2. Sei

1

(x

2

)

3

2 D

0

(R

4

nf0g) die dritte Potenz des Feynmanpropagators

in der skalaren masselosen euklidischen Feldtheorie. Hier ist der Skalengrad 6

und die singuläre Ordnung 2.

Desweiteren benötigen wir noch das Prinzip der gleichmäÿigen Beschränkt-

heit (Satz von Banach-Steinhaus, [RS80][Theorem III.9]) in der Anwendung auf

Distributionen.

Prinzip der gleichmäÿigen Beschränktheit (Banach-Steinhaus).

Sei (T

n

) 2 D

0

(R

n

) ein Folge von Distributionen mit lim

n!1

T

n

2 D

0

(R

n

). Dann

existiert für jedes kompakte Gebiet K � R

n

ein Polynom P , so daÿ

jT

n

(')j < sup

x2K

jP (@)'(x)j =: k'k

P

(1.8)

für alle ' 2 D(R

n

) mit supp' � K.

Die Berechnung des Skalengrades für verschiedene einfache Sonderfälle sei

in folgender Proposition zusammengefaÿt:

Proposition 1. Sei T 2 D

0

(R

n

) oder D

0

(R

n

n f0g), scal deg(T ) = � und �

Multiindex. Dann gilt:

I. scal deg(x

�

T ) = � � j�j.

II. scal deg(D

�

T ) = � + j�j.

III. scal deg(w) � 0; scal deg(wT ) � �; w 2 D(R

n

).

IV. scal deg(T

1


 T

2

) = �

1

+ �

2

; wenn scal deg(T

i

) = �

i

; i = 1; 2.

Beweis. Sei ' 2 D(R

n

) oder D(R

n

n f0g), �

0

2 R. Zu I und II:

�

�

0

Z

d

n

x T (�x)x

�

�

j�j

'(x) = �

�

0

+j�j

Z

d

n

x T (�x)x

�

'(x)

�!0

�! 0; falls �

0

> � � j�j:

�

�

0

Z

d

n

x (D

�

T )(�x)'(x) = �

�

0

�n

Z

d

n

x (D

�

T )(x)'(�

�1

x)

= (�)

j�j

�

�

0

�n

Z

d

n

x T (x)�

�j�j

(D

�

')(�

�1

x)

= (�)

j�j

�

�

0

�j�j

Z

d

n

x T (�x)(D

�

')(x)

�!0

�! 0; falls �

0

> � + j�j:

Zu III: Die Behauptung folgt aus der einfachen Beobachtung, daÿ w(�x) eine

konvergente Folge von Distributionen mit Grenzwert w(0) ist. Aus dem Prinzip

der gleichmäÿigen Beschränktheit folgt die Behauptung. Eine Verkleinerung des
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Skalengrades ist möglich, wenn w = x

�

v; v 2 D(R

n

). Zu IV: Sei ' 2 D(R

2n

)

oder D(R

2n

n f0g):

�

�

0

1

�

�

0

2

Z

d

n

x

1

Z

d

n

x

2

T

1

(�x

1

)T

2

(�x

2

)'(x

1

; x

2

)

= �

�

0

1

+�

0

2

Z

d

n

x

1

Z

d

n

x

2

(T

1


 T

2

)(�x

1

; �x

2

)'(x

1

; x

2

)

�!0

�! 0; falls �

0

1

> �

1

^ �

0

2

> �

2

:

Beispiel 3. Der Skalengrad von �

(�)

2 D

0

(R

n

) ist j�j+ n.

Beispiel 4. Die singuläre Ordnung von �

1

x

2

2 D

0

(R

4

) ist 0.

Bemerkung 1. Bei der punktweisen Multiplikation von Distributionen erwartet

man auch, daÿ die Skalengrade sich wie im Fall des Tensorproduktes addie-

ren. Dies läÿt sich nicht aus der De�nition des Skalengrades ableiten, sondern

benötigt die verfeinerte Version des mikrolokalen Skalengrades [BF97].

Für die Lösung des Fortsetzungsproblems betrachten wir als erstes den Fall,

daÿ der Skalengrad kleiner als die Raumdimension ist. Hier können wir folgenden

Satz formulieren:

Satz 1. Sei

0

T 2 D

0

(R

n

nf0g) mit Skalengrad � < n, dann gibt es ein eindeutig

bestimmtes T 2 D

0

(R

n

) mit Skalengrad � und T (') =

0

T (') für alle ' 2 D(R

n

n

f0g).

Beweis. Seien T

1

und T

2

zwei Fortsetzungen. Dann gilt: (T

1

� T

2

)(') = 0, falls

0 62 supp('): ) supp(T

1

� T

2

) = f0g: ) T

1

� T

2

=

P

j�j<1

C

�

�

(�)

. Aus

scal deg(�

(�)

) = n+ j�j folgt die Eindeutigkeit.

Sei � 2 D(R

n

) mit � � 18x in einer Umgebung des Nullpunkts. Wir setzen

T

(m)

(x) :=

0

T (x)(1� �(2

m

x)) 2 D

0

(R

n

). Sei ' 2 D(R

n

). Es gilt:

�

�

(T

(m)

� T

(m+1)

)(')

�

�

=

�

�

�

�

Z

d

n

x

0

T (x)(�(2

m+1

x)� �(2

m

x))'(x)

�

�

�

�

= 2

�mn

�

�

�

�

Z

d

n

x

0

T (2

�m

x)(�(2x)� �(x))'(2

�m

x)

�

�

�

�

m!1

< c 2

�m(n��

0

)

; für � < �

0

< n;

da �(2x) � �(x) 2 D(R

n

n f0g) und der Faktor '(2

�m

x) für die Abschätzung

keine Rolle spielt, gemäÿ Proposition 1III. Somit gilt für l < m:

�

�

(T

(l)

� T

(m)

)(')

�

�

�

m�1

X

k=l

�

�

(T

(k)

� T

(k+1)

)(')

�

�

� c

2

�l(n��

0

)

� 2

�m(n��

0

)

1� 2

�(n��

0

)

:

) T

(m)

(') ist eine Cauchyfolge.) Es existiert

6

T := lim

m!1

T

(m)

= lim

m!1

0

T(x)(1� �(2

m

x)) 2 D

0

(R

n

): (1.9)

6

Siehe z.B. Theorem 2.1.8 in [Hör90]
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Zur Bestimmung des Skalengrades von T betrachten wir

�

�

0

Z

d

n

x T (�x)'(x) = �

�

0

�n

Z

d

n

x T (x)'(�

�1

x)

= lim

m!1

�

�

0

�n

Z

d

n

x

0

T (x)(1� �(2

m

x))'(�

�1

x):

Seien R3 R; � > 0 so gewählt, daÿ supp(') � fx 2 R

n

; jxj < Rg und �(x) = 1

für jxj < �. Dann ist (1 � �(2

m

x))'(�

�1

x) � 0, falls 2

�m

� > �R. Sei m

�

2 N

mit 2

�m

�

� > �R > 2

�(m

�

+1)

�, dann gilt:

�

�

�

�

�

�

0

Z

d

n

x T (�x)'(x)

�

�

�

�

=

1

X

m=m

�

�

�

0

�n

�

�

�

�

Z

d

n

x

0

T(x)(�(2

m

x)� �(2

m+1

x))'(�

�1

x)

�

�

�

�

=

1

X

m=m

�

�

�

0

�n

2

�mn

�

�

�

�

Z

d

n

x

0

T (2

�m

x)(�(x)� �(2x))'(�

�1

2

�m

x)

�

�

�

�

;

wenn �

0

> �

00

> �,

�

1

X

m=m

�

�

�

0

�n

2

�mn

c2

�m�

00







(�(x)� �(2x))'(�

�1

2

�m

x)







P

� c

0

�

�

0

�n

2

�m

�

(n��

00

)

1� 2

�(n��

00

)

�

�

2R

�

�

n��

00

c

00

�

�

0

�n+n��

00

�!0

�! 0;

mit Konstanten c; c

0

; c

00

. Damit ist der Skalengrad von T gleich �, und der Satz

ist bewiesen.

Wenn der Skalengrad gröÿer oder gleich der Raumdimension ist, d.h. die sin-

guläre Ordnung ! ist gröÿer oder gleich Null, läÿt sich mit (1.9) immer noch

eine Fortsetzung konstruieren, wenn die Testfunktionen bis zum Grade ! bei 0

verschwinden. Eine Fortsetzung im allgemeinen Fall bekommt man, indem man

eine Projektion in diesen Unterraum vorschaltet und anschlieÿend (1.9) anwen-

det. Die naive Idee, diese Projektion durch Subtraktion der ersten ! Taylorterme

bei Null zu erhalten, muÿ etwas abgewandelt werden, da man durch die Addi-

tion eines Polynoms den Raum D verläÿt. Wir formulieren eine entsprechende

Projektion in

De�nition 2 (Die W -Operation). Sei D

!

(R

n

) der Raum aller Testfunktio-

nen, die bis zum Grade ! bei 0 verschwinden. Ein Operator, der Testfunktionen

aus D(R

n

) auf den Unterraum D

!

(R

n

) abbildet, ist durch W

(!;w)

gegeben:

W

(!;w)

: D(R

n

)! D

!

(R

n

); '! W

(!;w)

'

�

W

(!;w)

'

�

(x) = '(x)� w(x)

X

j�j�!

x

�

�!

�

D

�

'

w

�

(0) (1.10)
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Hierbei ist w 2 D(R

n

) beliebig, mit w(0) 6= 0.

Daÿ W

(!;w)

' 2 D

!

(R

n

) ist, sieht man durch Ausklammern von w in (1.10).

Der Taylorrest von '=w geht dann gerade wie x

�

; j�j = ! + 1, bei Null. Da

W

(!;w)

' 2 C

1

, existieren '

�

2 D(R

n

) mit

�

W

(!;w)

'

�

(x) =

X

j�j=!+1

x

�

'

�

(x): (1.11)

Die W-Operation hat die schöne Eigenschaft:

W

(!;w)

w' = wW

(!;1)

': (1.12)

Mit (D

�

x




)(0) = 
!�




�

gilt für j
j � !:

W

(!;w)

wx




= wW

(!;1)

x




= w(x)

0

@

x




�

X

j�j�!

x

�

�!

(D

�

x




) (0)

1

A

� 0: (1.13)

Jetzt sind alle Vorbereitungen getro�en, um auch die Fortsetzung im anderen

Fall zu konstruieren. Diese beschreiben wir im folgenden

Satz 2. Sei

0

T 2 D

0

(R

n

n f0g) mit Skalengrad � � n. Sei w 2 D(R

n

) mit

w(0) 6= 0, und seien C

�

2 C , � Multiindex, j�j � ! gegeben. Dann gibt es

genau eine Distribution T

0

2 D

0

(R

n

) mit Skalengrad � und den Eigenschaften:

I. hT

0

; 'i =




0

T; '

�

8' 2 D(R

n

n f0g),

II. hT

0

; wx

�

i = C

�

.

Es ist:




T

0

; '

�

=




T;W

(!;w)

'

�

+

X

j�j�!

C

�

�!

�

D

�

'

w

�

(0): (1.14)

Hierbei ist T durch (1.9), W

(!;w)

durch (1.10) gegeben und ! die singuläre Ord-

nung von

0

T .

Beweis. Seien die beiden Summanden in (1.14) mit T

0

1

und T

0

2

bezeichnet. Zu I:

Für ' 2 D(R

n

n f0g) ist die W-Operation die Identität und es gilt:




T

0

; '

�

=




T

0

1

; '

�

=




T;W

(!;w)

'

�

= hT; 'i=




0

T; '

�

;

da T

0

2

gleich Null.

Zu II: Die Behauptung folgt direkt aus (1.13).

Zur Bestimmung des Skalengrades: Wir betrachten den Fall, daÿ w � 1

in einer Umgebung des Ursprungs. Der allgemeine Fall unterscheidet sich nur

durch einen Term P (@)�, wobei P ein Polynom mit Grad P � ! ist, d.h. dieser

Term hat höchstens Skalengrad �. Dann ist T

0

2

=

P

j�j�!

C

�

�!

�

(�)

mit Skalengrad
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kleiner gleich �. Wir bestimmen den Skalengrad von T

0

1

. Sei '

�

:= �

�n

'(�

�1

x).

Dann folgt:

�

W

(!;w)

'

�

�

(x) = �

�n

0

@

'(�

�1

x)� w(x)

X

j�j�!

(�

�1

x)

�

�!

(D

�

') (0)

1

A

=

�

W

(!;w)

'

�

�

(x) + �

�n

�

w(�

�1

x)� w(x)

�

X

j�j�!

(�

�1

x)

�

�!

(D

�

') (0): (1.15)

Es gilt:

D

T

0

1

; '

�

E

=

D

T;W

(!;w)

'

�

E

:

Nach Einsetzen von (1.15) betrachten wir den ersten Term. Mit (1.11) folgt

�

�

0

D

T;

�

W

(!;w)

'

�

�

E

= �

�

0

�n�!�1

X

j�j=!+1

Z

d

n

x T (x)x

�

'

�

(�

�1

x)

�!0

�! 0;

falls �

0

> �, da Tx

�

eindeutige Fortsetzung von

0

Tx

�

mit Skalengrad ��!�1 =

�� [�]+n�1 < n ist. Zur Abschätzung des Skalenverhaltens des zweiten Terms

benutzen wir

w(x)� w(�x) =

Z

1

�

dt

d

dt

w(tx)

=

Z

1

�

dt x

�

(@

�

w)(tx) 2 D(R

n

n f0g):

Dann gilt:

�

�

�

�

Z

d

n

x

0

T (�x)

Z

1

�

dt (@

�

w)(tx)x

�

x

�

�

�

�

�

= �

�1�j�j

�

�

�

�

Z

1

�

dt t

�n

Z

d

n

x

0

T (�t

�1

x)(�t

�1

x)

�+�

(@

�

w)(x)

�

�

�

�

� c �

�1�j�j

�

�

�

�

�

Z

1

�

dt t

�n

�

�

t

�

��

0

+1+j�j

�

�

�

�

�

; falls �

0

> �

= c �

��

0

(

1��

�

0

�n�j�j

�

0

�n�j�j

; falls �

0

� n� j�j > 0;

j ln�j; falls �

0

� n� j�j > 0:

) Der Skalengrad des zweiten Terms ist �.

Wenn wir im folgenden die Konvention benutzen, daÿ W

(�m;�)

= id, für m 2 N,

dann können wir die Unterscheidung von T

0

und T aus Satz 2 vernachlässigen.
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Beispiel 5 (Die Fortsetzung von �

F

n

). Die n-te Potenz des Feynmanpro-

pagators (i�

F

)

n

(x) = �(x

0

)�

+

n

(x) + �(�x

0

)�

+

n

(�x) ist Distribution auf

R

4

n f0g. Wir bestimmen den Skalengrad von �

+

n

.

�

+

n

(�x) = (2�)

�3n

Z

n

Y

i=1

d

3

p

i

2!

p

i

e

P

n

i=1

(�i!

p

i

�x

0

+ip

i

�x)

= �

�2n

(2�)

�3n

Z

n

Y

i=1

d

3

p

i

2

p

(�m)

2

+ p

i

2

e

P

n

i=1

(�i

p

(�m)

2

+p

i

2

x

0

+ip

i

x)

= �

�2n

�

+

n

(x; �m)

�!0

�! �

�2n

D

+

n

(x):

Der Skalengrad ist 2n. Die Fortsetzung ergibt sich durch Anwendung der W -

Operation mit ! = 2n� 4.

Beispiel 6 (Die Selbstenergie des Elektrons). In der Elektrostatik ist das

elektrische Potential eines Elektrons am Ursprung durch die Greensche Funktion

der Laplace-Gleichung in 3 Dimensionen gegeben:

�� = �4�� = 4�e�

) � = �

e

r

2 D

0

(R

3

):

Das elektrische Feld ist

E = �r� = �

e

r

2

2 D

0

(R

3

):

Da sing supp(E) = f0g, gilt:

E

2

=

e

2

r

4

2 D

0

(R

3

n f0g):

Die singuläre Ordnung ist 1.) Mit der W -Operation existiert eine Fortsetzung

auf alle Testfunktionen, und die Energiedichte U = E

2

kann de�niert werden.

hU; 'i :=




E

2

;W

(1;w)

'

�

: (1.16)

Für ein ruhendes Elektron ist die Selbstenergie E = 1=(4�) hU; 1i. Wegen hin-

reichender Infrarotkonvergenz ist die Wahl von ' � 1 und auch w � 1 in (1.16)

möglich. Es gilt

E =

1

4�




U;W

(1;1)

1

�

+ C

0

= C

0

:

Die Konstante C

0

kann aus der Forderung bestimmt werden, daÿ die Masse des

Elektrons rein elektromagnetischer Natur ist, d.h.

E = mc

2

:
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1.2 Freie Skalare Quantenfeldtheorie

Im folgenden betrachten wir das freie skalare massive Feld �, das die Klein-

Gordon-Gleichung erfüllt.

(�+m

2

)� = 0 (1.17)

Eine Lösung der Gleichung im ganzen Raum ist durch ihre Cauchydaten ein-

deutig bestimmt. Sei

�(0;x) = �

a

(x); (@

0

�)(0;x) = �

b

(x); (1.18)

auf der Cauchy�äche t = 0, dann ist � gegeben durch:

�(t;x) = �

Z

d

3

y [(@

0

�)(t;x� y)�

a

(y) + �(t;x� y)�

b

(y)] : (1.19)

Hierbei ist �, die Kommutatorfunktion, eine Lösung der Klein-Gordon-Glei-

chung mit der Randbedingung

�(0;x) = 0; (@

0

�)(0;x) = ��(x): (1.20)

Die Klein-Gordon-Gleichung ist Bewegungsgleichung zu folgender Lagrangedich-

te:

L

0

(x) =

1

2

@

�

�(x)@

�

�(x)�

m

2

2

�

2

(x) (1.21)

Die zu den Feldern kanonisch konjugierten Impulse berechnen sich wie folgt:

�(x) =

@L

0

(x)

@

_

�(x)

=

_

�(x) (1.22)

Bis hierhin ist das Vorgehen klassisch.

1.2.1 Quantisierung

Um die Theorie kanonisch zu quantisieren, verlangen wir folgende gleichzeitige

Vertauschungsrelationen:

[�(t;x); �(t;y)] = 0 (1.23)

[

_

�(t;x);

_

�(t;y)] = 0 (1.24)

[�(t;x);

_

�(t;y)] = i�(x� y) (1.25)

Gleichung (1.25) erfordert, daÿ � eine Distribution ist. Alle Gleichungen sind

somit im Sinne von Distributionen zu verstehen. Der Kommutator [�(x); �(y)]

muÿ für beliebige Zeiten die Klein-Gordon-Gleichung erfüllen. Da er auf der

Cauchy�äche t = const : durch (1.23) und (1.25) festgelegt ist, gilt daher:

[�(x); �(y)] = i�(x� y); 8x; y 2 R

4

: (1.26)

Die Distribution � hat folgende Trägereigenschaften: supp(�) = V

+

[ V

�

.
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1.2.2 Die Zweipunktfunktion

Die Zweipunktfunktion �

+

ist wie folgt de�niert:

�

+

(x� y) := !

2

(x; y) = (
; �(x)�(y)
) (1.27)

Mit der Kommutatorfunktion � besteht folgender Zusammenhang:

�i�(x) = �

+

(x)��

+

(�x) (1.28)

Mit der Zweipunktfunktion lassen sich die Wickprodukte wie folgt de�nieren:

:1 : = 1;

:�(x) : = �(x); (1.29)

:�(y)�(x

1

) � � ��(x

n

) : = �(y) :�(x

1

) � � ��(x

n

) : +

�

n

X

i=1

�

+

(y � x

i

) :�(x

1

) � � ���(x

i

) � � ��(x

n

) : :

Das Wick'sche Theorem ist die rekursive Anwendung von (1.29) auf ein Produkt

von Feldoperatoren:

�(x

1

) � � ��(x

n

) = :�(x

1

) � � ��(x

n

) : +

+

X

Paare(i;j)

�

+

(x

i

� x

j

) :�(x

1

) � � ���(x

i

) � � ���(x

j

) � � ��(x

n

) : +

.

.

.

+

X

Paare(i;j)���(k;l)

�

+

(x

i

� x

j

) � � ��

+

(x

k

� x

l

) (1.30)

Eine weitere wichtige Distribution, die man aus !

2

konstruieren kann, ist die

zeitgeordnete Zweipunktfunktion oder auch Feynmanpropagator:

i�

F

(x� y) = �(x

0

� y

0

)�

+

(x� y) + �(y

0

� x

0

)�

+

(y � x) (1.31)

Der Feynmanpropagator ist eine Fundamentallösung der Klein-Gordon-Glei-

chung. Es ist nicht a priori klar, daÿ das punktweise Produkt der beiden Distri-

butionen in (1.31) wohlde�niert ist. Dies läÿt sich aber beweisen.

7

1.2.3 Der Fockraum

Die durch die Relationen

f ! �(f); (1.32)

�

�

(f) = �(

�

f); (1.33)

�

�

(�+m

2

)f

�

= 0; (1.34)

[�(f); �(g)] = i(� � g)(f) (1.35)

7

In [RS75] �ndet man einen Beweis mithilfe der mikrolokalen Analysis. Als Fortsetzungs-

problem von Distributionen kann dies aber auch viel leichter gezeigt werden, siehe Beispiel 5,

Seite 13.
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bestimmte �-Algebra A besitzt eine treue Darstellung im Fockraum

H =

1

M

n=0

H

n

:

Hierbei ist

H

n

=

(

 

n

: H

�n

m

symm:

�! C ; k 

n

k

2

=

Z

n

Y

i=0

d

3

p

i

2!

p

i

k 

n

(p

1

; : : : ; p

n

)k

2

<1

)

der bosonische n-Teilchen Hilbertraum. Die Symmetrie bezieht sich auf die Ver-

tauschung der Argumente in  

n

, und

H

m

=

�

p 2 R

4

; p

2

= m

2

; p

0

> 0

	

ist die Massenschale. Die Nullkomponente auf der Massenschale ist hier und im

folgenden mit

!

p

=

p

p

2

+m

2

(1.36)

bezeichnet.

Es existiert eine unitäre Darstellung der Poincaré-Gruppe auf H.

(U(x) )

n

(p

1

; : : : ; p

n

) = e

i

P

n

k=0

p

k

x

 

n

(p

1

; : : : ; p

n

); (1.37)

(U(�) )

n

(p

1

; : : : ; p

n

) =  

n

(�

�1

p

1

; : : : ;�

�1

p

n

): (1.38)

Als nächstes de�nieren wir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Der

Vernichter ist

a(f) : H

n+1

! H

n

; (1.39)

(a(f) )

n

(p

1

; : : : ; p

n

) =

p

n+ 1

Z

n

Y

i=0

d

3

p

i

2!

p

i

�

f (p) 

n+1

(p; p

1

; : : : ; p

n

): (1.40)

Der Erzeuger a

�

ist der adjungierte Operator zu a:

a

�

(f) : H

n�1

! H

n

; (1.41)

(a

�

(f) )

n

(p

1

; : : : ; p

n

) =

(

0; n = 0;

1

p

n

P

n

k=1

f(p

k

) 

n�1

(p

1

; : : : ;�p

k

; : : : ; p

n

); n � 1:

(1.42)

Mit dieser De�nition gelten die Vertauschungsrelationen:

[a(f); a(g)] = [a

�

(f); a

�

(g)] = 0; [a(f); a

�

(g)] = (f; g): (1.43)

Die Algebra A wird auf dem Fockraum H durch die Zerlegung

�(f) = a(f

�

) + a

�

(f

+

); (1.44)

f

�

(p) = (2�)

�

3

2

Z

d

4

x

�

f(x)e

ipx

; (1.45)

f

+

(p) = (2�)

�

3

2

Z

d

4

x f(x)e

ipx

(1.46)
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dargestellt. Hierbei ist p 2 H

m

. Das Einsetzen von (1.44) veri�ziert die alge-

braischen Relationen (1.32) bis (1.35). Der Vakuumvektor


 2 H; 


0

= 1; 


n

= 0; 8n > 0; (1.47)

ist invariant unter den unitären Operationen der Poincaré-Gruppe:

U(x)
 = 
; U(�)
 = 
: (1.48)

Das Vakuum wird vom Vernichter vernichtet, der Erzeuger a

�

(f) erzeugt ein

Teilchen mit Wellenfunktion f 2 H

1

:

a(f)
 = 0; a

�

(f)
 = f: (1.49)

Der Kommutator (1.43) wird auch in der Form

[a(p); a

�

(q)] = 2!

p

�(p� q)

geschrieben, mit Erzeugern a

�

(p) und Vernichtern a(p) zu scharfem Impuls p.

Tatsächlich hat der Operator a(p) gar kein Adjungiertes aufH. Diese Ausdrücke

sind immer im Sinne von Distributionen zu verstehen.



Kapitel 2

Die Methode von Epstein und

Glaser

In diesem Kapitel soll die kausale Störungstheorie erläutert werden. Die Idee, daÿ

die S-Matrix im wesentlichen durch Kausalität bestimmt ist, geht auf Bogoli-

ubov zurück und stammt schon aus den fünfziger Jahren [BS76]. Die komplette

störungstheoretische Konstruktion ist erstmals 1973 in der Arbeit von Epstein

und Glaser [EG73] durchgeführt worden (s.a. [Sch95]). Die Methode beruht

auf einem rekursiven Verfahren, welches aus wenigen Axiomen hervorgeht. Im

folgenden werde ich eine Weiterentwicklung dieses Verfahrens vorstellen, welches

von Stora und Fredenhagen stammt [Sto93, SP, Fre].

2.1 Woher stammen die UV-Divergenzen in der QFT?

In der Quantenfeldtheorie spielen die sogenannten zeitgeordneten Produkte eine

wesentliche Rolle. Dabei wird der Zeitordnungsoperator T wie folgt de�niert:

TA(x)A(y) := �(x

0

� y

0

)A(x)A(y) + �(y

0

� x

0

)A(y)A(x) (2.1)

Diese De�nition ist sicherlich sinnvoll, solange A eine Funktion ist. In der her-

kömmlichen Formulierung der QFT, wie sie in praktisch allen Lehrbüchern zu

�nden ist,

1

wird sie auch kommentarlos auf den Fall übertragen, wenn A eine

Distribution ist. Solange die singulären Träger von zwei Distributionen disjunkt

sind, ist das punktweise Produkt aber immer noch wohlde�niert.

2

Normalerwei-

se wird die S-Matrix dann so de�niert:

S = Te

�i

R

d

4

xL

int

(x)

= 1 +

1

X

n=1

(�i)

n

n!

Z

d

4

x

1

� � �

Z

d

4

x

n

TL

int

(x

1

) : : :L

int

(x

n

)

(2.2)

Hierbei ist das T -Produkt gerade die Verallgemeinerung von De�nition (2.1) auf

n Faktoren. Da L

int

(x) ein Wickpolynom ist, hat L

int

(x

1

) : : :L

int

(x

n

) gerade

1

Eine Ausnahme bildet das Buch von Scharf [Sch95]. Dort wird QED mit dem Verfahren

von Epstein und Glaser gerechnet.

2

Theorem IX.42 in [RS75]
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dort singulären Träger, wo mindestens zwei Punkte zusammenfallen. Dies ist

aber auch der singuläre Träger der �-Funktionen im T -Produkt. In diesem Fall

ist (2.2) nicht wohlde�niert und führt auf die bekannten Ultraviolettdivergenzen

in der QFT.

Für nicht zusammenfallende Punkte ist (2.1) allerdings ein wohlde�nierter

Ausdruck. Es ist daher zu erwarten, daÿ die richtige Fortsetzung auf zusammen-

fallende Punkte eine wohlde�nierte S-Matrix ergibt. Dies leistet die induktive

Konstruktion von Epstein- und Glaser.

2.2 Die induktive Konstruktion

Um für die wechselwirkende Theorie Übergangswahrscheinlichkeiten ausrech-

nen zu können, gehen wir davon aus, daÿ die Wechselwirkung adiabatisch an

und abgeschaltet wird, so daÿ das Feld in sehr früher und sehr später Zeit der

freien Klein-Gordon-Gleichung genügt. Dann läÿt sich die S-Matrix als formale

Potenzreihe schreiben.

S(g) = 1 +

1

X

n=1

(�i)

n

n!

Z

d

4

x

1

� � �

Z

d

4

x

n

T

n

(x

1

; : : : ; x

n

)g(x

1

) � � �g(x

n

) (2.3)

Sie ist eine operatorwertigeDistribution ausD

0

(R

4

). Die Testfunktion g 2 D(R

4

)

spielt die Rolle der Kopplungs�konstanten� . Die T

n

heiÿen zeitgeordnete n-

Punkt-Funktionen.

Für die folgenden Betrachtungen ist es nützlich ein paar vereinfachende

Schreibweisen einzuführen. Sei N = f1; : : : ; ng, I � N , und I

c

das Komple-

ment von I in N .

I [ I

c

= N I \ I

c

= ; (2.4)

Dann bezeichne T

jIj

(I) = T

jIj

(x

i

; i 2 I). Weiterhin sei V

+

(I) =

S

i2I

V

+

(x

i

),

und entsprechend V

�

(I). Für die kausalen Beziehungen der Punkte x

i

benutzen

wir folgende Abkürzungen:

x & y , x 62 V

�

(y) I & J , x

i

62 V

�

(J) (2.5)

x . y , x 62 V

+

(y) I . J , x

i

62 V

+

(J) (2.6)

x � y , x & y \ x . y , (x� y)

2

< 0 (2.7)

I � J , I & J \ I . J , (x

i

� y

j

)

2

< 0 8i 2 I � N; 8j 2 J � N:

(2.8)

Mit der Konvention T (;) = 1 lassen sich die Axiome formulieren, aus denen die

T

n

rekursiv bestimmbar sind.

2.2.1 Die Axiome

Die T

n

sind operatorwertige Distributionen im Fockraum.

I. Induktionsanfang

T

1

(x) = L

int

(x).
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II. Symmetrie

T

n

(x

�(1)

; : : : ; x

�(n)

) = T

n

(x

1

; : : : ; x

n

); 8� 2 S

n

.

III. Kausalität

T

n

(N) = T

jIj

(I)T

jI

c

j

(I

c

), falls I & I

c

.

IV. Translationskovarianz

U(a)T

n

(x

1

; : : : ; x

n

)U

�1

(a) = T

n

(x

1

+ a; : : : ; x

n

+ a).

V. Lorentzkovarianz

U(�)T

n

(x

1

; : : : ; x

n

)U

�1

(�) = T

n

(�x

1

; : : : ;�x

n

).

VI. Unitarität

S

�

(g) = S

�1

(g).

Aus der Kausalität III ergibt sich folgende Konsequenz. Angenommen die Punk-

te in I und I

c

liegen raumartig zueinander. Dann folgt wegen (2.8):

[T

jIj

(I); T

jI

c

j

(I

c

)] = 0; I � I

c

: (2.9)

Für n = 2 folgt aus (2.9) insbesondere, daÿ L

int

aus der Borchersklasse des freien

Feldes sein muÿ. Weiterhin gilt es zu prüfen, ob III eine konsistente Forderung

ist. Annahme: Es existiert eine andere Aufteilung der Punkte: N = J [ J

c

mit

J & J

c

. Dann gilt:

T

n

(N) = T

jIj

(I) T

jI

c

j

(I

c

) (2.10)

= T

jI\J j

(I \ J) T

jI\J

c

j

(I \ J

c

) T

jI

c

\J j

(I

c

\ J) T

jI

c

\J

c

j

(I

c

\ J

c

) (2.11)

= T

jI\J j

(I \ J) T

jI

c

\J j

(I

c

\ J) T

jI\J

c

j

(I \ J

c

) T

jI

c

\J

c

j

(I

c

\ J

c

) (2.12)

= T

jJ j

(J) T

jJ

c

j

(J

c

): (2.13)

Zeile (2.12) folgt direkt aus (I \ J

c

) � (I

c

\ J) und (2.9).

Obwohl die S-Matrix für jede Wechselwirkung aus der Borchersklasse des

freien Feldes konstruiert werden kann, nehme ich der Einfachheit halber eine

monomiale Selbstwechselwirkung an. Die Wechselwirkungs-Lagrangedichte sei

L

int

(x) =:�

k

(x) : : (2.14)

Die induktive Konstruktion beginnt mit dem folgenden

Satz 3 (Theorem 0 bei Epstein und Glaser). Sei t

n

2 D

0

(R

4n

) eine trans-

lationsinvariante numerische Distribution, dann sind die punktweisen Produkte

t(x

1

; : : : ; x

n

) :�

k

1

(x

1

) � � ��

k

n

(x

n

) :

operatorwertige Distributionen auf dem invarianten De�nitionsbereich

D =

n

X

l<1

Z

l

Y

i=1

d

3

p

i

2!

p

i

'

l

(p

1

; : : : ;p

l

)a

�

(p

1

) � � �a

�

(p

l

)
; '

l

2 S(R

3l

)

o

:
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Beweis. Durch Einsetzen von

�

k

(x) =

Z

d

4

y

1

� � �

Z

d

4

y

k�1

�(x)�(y

1

) � � ��(y

k�1

)�(x� y

1

) � � ��(x� y

k�1

)

kann o.b.d.A. k

1

= k

2

= � � �= k

n

= 1 gesetzt werden. Betrachten wir zuerst die

Wirkung auf das Vakuum:

 : =

Z

d

4

x

1

� � �

Z

d

4

x

n

g(x

1

; : : : ; x

n

)t(x

1

; : : : ; x

n

) :�(x

1

) � � ��(x

n

) : 
 (2.15)

= c

Z

d

4

x

1

� � �

Z

d

4

x

n

g(x

1

; : : : ; x

n

)t(x

1

; : : : ; x

n

)�

�

Z

n

Y

i=1

d

3

p

i

2!

p

i

e

P

n

i=1

(�i!

p

i

x

i

0

+ip

i

x

i

)

a

�

(p

1

) � � �a

�

(p

n

)
 (2.16)

=

Z

n

Y

i=1

d

3

p

i

2!

p

i

b

gt(!

p

1

;p

1

; : : : ;!

p

n

;p

n

)a

�

(p

1

) � � �a

�

(p

n

)
: (2.17)

Da gt eine Distribution mit kompaktem Träger ist, ist

b

gt(k) =




gt; e

�ikx

�

=




t; ge

�ikx

�

2 C

1

, polynomial in k beschränkt. Dabei ist bei festgehaltenem

Träger von g der Grad des Polynoms unabhängig von g.

Als nächstes gilt es zu zeigen, daÿ

b

gt im Vorwärtslichtkegel schnell abfällt.

Nach dem vorher gesagten ist j

b

gt(k)j � c(g)(1+ jkj)

N

. Im Vorwärtslichtkegel ist

k

i

0

> jk

i

j, und es gilt:

�

�

�

�

�

n

X

i=1

k

i

0

�

m

b

gt(k)

�

�

�

�

= j

[

g

(m)

t(k)j � C

m

(1 + jkj)

N

;

mit g

(m)

(x

1

; : : : ; x

n

) = i

m

(

P

n

i=1

@

i

0

)

m

g(x

1

; : : : ; x

n

), da t translationsinvariant

ist, und daher die Summe über die Ableitung nach allen Koordinaten verschwin-

det. Somit folgt:

b

gt(k) fällt in V

n

+

schneller ab als jede Potenz von k.

)

b

gt(!

p

1

;p

1

; : : : ;!

p

n

;p

n

) 2 S(R

3n

))  2 D:

Der allgemeine Fall:

' =

Z

l

Y

i=1

d

3

p

i

2!

p

i

'

l

(p

1

; : : : ;p

l

)a

�

(p

1

) � � �a

�

(p

l

)
 2 D;

mit '

l

2 S(R

3l

), symmetrisch. Dann gilt:

 : =

Z

d

4

x

1

� � �

Z

d

4

x

n

g(x

1

; : : : ; x

n

)t(x

1

; : : : ; x

n

) :�(x

1

) � � ��(x

n

) : '

=

minfjn�lj;lg

X

k=0

c

k

Z

n+l�2k

Y

i=1

d

3

q

i

2!

q

i

a

�

(q

1

) � � �a

�

(q

n+l�2k

)�

k

(q

1

; : : : ;q

n+l�2k

)
;

mit

�

k

(q

1

; : : : ;q

n+l�2k

) : =

Z

k

Y

i=1

d

3

p

i

2!

p

i

b

gt(q; p)'

l

(q

0

; p);

q = (!

q

1

;q

1

; : : : ;!

q

n�k

;q

n�k

)

q

0

= (q

n�k+1

; : : : ;q

n+l�2k

);

p = (�!

p

1

;�p

1

; : : : ;�!

p

k

;�p

k

):
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Es gilt:

�

n+l�2k

X

i=1

!

q

i

�

m

�

k

(q; q

0

) =

m

X

j=0

Z

k

Y

i=1

d

3

p

i

2!

p

i

�

m

j

�

�

n�k

X

i=1

q

i

0

+

k

X

i=1

p

i

0

�

j

�

�

b

gt(q; p)

�

n+l�2k

X

i=n�k+1

q

i

0

�

k

X

i=1

p

i

0

�

m�j

'

l

(q

0

; p): (2.18)

Mit der entsprechenden Abschätzung !

q

� jqj und der gleichen Argumentation

wie oben, ist auch die rechte Seite von (2.18) polynomial beschränkt, und es

folgt:

�

�

�

�

�

n+l�2k

X

i=1

!

q

i

�

m

�

k

(q; q

0

)

�

�

�

�

� C

m

(1 + jq

i

j)

N

;

) �

k

2 S(R

3(n+l�2k)

))  2 D.

2.2.2 Annahme

Für alle n

0

< n existieren die zeitgeordeneten Produkte T

n

0

(x

1

; : : : ; x

n

0

) und

haben die Form:

T

n

0
(x

1

; : : : ; x

n

0
) =

X

l;l

i

�k

t

l

1

���l

n

0

n

0

(x

1

; : : : ; x

n

0
) :�

k�l

1

(x

1

) � � ��

k�l

n

0

(x

n

0
) : (2.19)

Hierbei ist t

n

0

2 D

0

(R

4n

0

) eine symmetrische, translations- und lorentzinvariante

numerische Distribution. Der Skalengrad von t

l

1

���l

n

0

n

0

sei

P

n

0

i=1

l

i

.

2.2.3 Induktionsschritt

Im Indunktionsschritt zeigen wir als erstes, daÿ T

n

vollständig bestimmt ist,

wenn wenigstens zwei Argumente von T

n

unterschiedlich sind. Als zweites folgt

dann die Fortsetzung auf zusammenfallende Punkte.

Für alle n < n

0

sei T

n

0

bekannt und erfülle die unter 2.2.2 gestellten Be-

dingungen. Seien x

1

; : : : ; x

n

2 R

4

und x

i

6= x

j

für mindestens ein Paar i 6= j.

Dann existiert eine raumartige Ebene E, die keinen Punkt x

k

enthält, so daÿ

x

i

in der Zukunft und x

j

in der Vergangenheit dieser Ebene liegt, für alle

k 2 N = f1; : : : ; ng. Sei

I :=

�

k 2 N jx

k

liegt in der Zukunft von E

	

(2.20)

Nach der Kausalität III gilt:

T

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = T

jIj

(I) T

jI

c

j

(I

c

): (2.21)

Falls eine andere raumartige Ebene E' eine andere Zerlegung der Menge N =

J [ J

c

mit J & J

c

bewirkt, ist T

n

durch (2.13) gegeben.

) T

n

ist wohlde�niert auf R

4n

nD

n

; D

n

= f(x; : : :; x) 2 R

4n

g.
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Die Anwendung des Wick'schen Theorems auf (2.21) ergibt:

0

T

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =

X

l;l

i

�k

0

t

l

1

���l

n

n

(x

1

; : : : ; x

n

) :�

k�l

1

(x

1

) � � ��

k�l

n

(x

n

) :; (2.22)

mit translationsinvariantem numerischen

0

t

l

1

���l

n

n

2 D

0

(R

4n

nD

n

):

0

t

l

1

���l

n

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =

X

l

ij

C(l

ij

)t

l

0

i

;i2I

jIj

(I) t

l

0

j

;j2I

c

jI

c

j

(I

c

)

Y

i2I

j2J

�

+

(x

i

� x

j

)

l

ij

; (2.23)

l

0

i

+

X

j2I

c

l

ij

= l

i

; i 2 I; (2.24)

l

0

j

+

X

i2I

l

ij

= l

j

; j 2 I

c

; (2.25)

C(l

ij

) = kombinatorischer Faktor.

Es existiert ein

0

�

n

2 D

0

(R

4n�4

n f0g) mit

0

�

n

(x

1

� x

2

; : : : ; x

n�1

� x

n

) =

0

t

l

1

���l

n

n

(x

1

; : : : ; x

n

):

Die Fortsetzung von

0

�

n

auf den Ursprung ist mit der W-Operation lösbar. Zur

Bestimmung des Skalengrades von

0

�

n

setzen wir o.B.d.A. I = f1; : : : ; mg. Mit

den Di�erenzvariablen y

i

= x

i

� x

i+1

folgt:

0

�

n

(y

1

; : : : ; y

n�1

) =

X

l

ij

C(l

ij

)�

l

0

1

���l

0

m

m

(y

1

; : : : ; y

m�1

)�

l

0

m+1

���l

0

n

n�m

(y

m+1

; : : : ; y

n�1

)�

�

Y

i2f1;:::;mg

j2fm+1;:::;n�1g

�

+

l

ij

�

j�1

X

r=i

y

r

�

:

(2.26)

Sei f 2 D(R

4

), dann gilt:

F (y

1

; : : : ; y

m�1

; y

m+1

; : : : ; y

n�1

)

=

Z

d

4

y

m

f(y

m

)

Y

i2f1;:::;mg

j2fm+1;:::;n�1g

�

+

l

ij

�

j�1

X

r=i

y

r

�

(2.27)

=

Z

d

4

y

m

f(y

m

)

Z

Y

�

d

3

p

�

2!

p

�

e

�iy

m

P

�

p

�

�i

P

s6=m

y

s

�

P

�2M

s

p

�

�

�

�

�

�

p

0

�

=!

p

�

=

Z

Y

�

d

3

p

�

2!

p

�

b

f

�

X

�

p

�

�

e

�i

P

s6=m

y

s

�

P

�2M

s

p

�

�

�

�

�

�

�

p

0

�

=!

p

�

; (2.28)

mit � = (i; j; v); i 2 f1; : : : ; mg; j 2 fm+ 1; : : : ; n� 1g; v = 0; : : : ; l

ij

und M

s

= f�; i < s < jg:
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Da f 2 D ) F 2 S(R

4n�4

), und (2.26) ist eine wohlde�nierte Distribution. Für

die Skalierung von F wird in (2.27) �

+

(y) durch �

+

(�y) ersetzt. Das ergibt:

F

�

(y

1

; : : : ; y

m�1

; y

m+1

; : : : ; y

n�1

)

=

Z

Y

�

d

3

p

�

2!

p

�

b

f

�

�

X

�

p

�

�

e

�i

P

s6=m

y

s

�

�

P

�2M

s

p

�

�

�

�

�

�

�

p

0

�

=!

p

�

(2.29)

= �

�2

P

l

ij

Z

Y

�

d

3

p

�

2

p

�

2

+ p

2

�

b

f

�

X

�

p

�

�

e

�i

P

s6=m

y

s

�

P

�2M

s

p

�

�

�

�

�

�

p

0

�

=

p

�

2

+p

2

�

:

(2.30)

Das Integral in (2.30) konvergiert gegen eine C

1

-Funktion für �! 0. Es gilt:

�

�

0

Z

n

Y

l=1

d

4

y

l

�

l

0

1

���l

0

m

m

(�y

1

; : : : ; �y

m�1

)�

l

0

m+1

���l

0

n

n�m

(�y

m+1

; : : : ; �y

n�1

)�

�

Y

i2f1;:::;mg

j2fm+1;:::;n�1g

�

+

l
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�

�

j�1

X

r=i

y

r

�

f(y

m

)g(y

1

; : : : ; y

m�1

)h(y

m+1

; : : : ; y

n�1

)

= �

�

0

�2

P

l

ij

Z

n

Y

l=1

l6=m

d

4

y

l

�

l

0

1

���l

0

m

m

(�y

1

; : : : ; �y

m�1

)�

l

0

m+1

���l

0

n

n�m

(�y

m+1

; : : : ; �y

n�1

)�

� F

�

(y

1

; : : : ; y

m�1

; y

m+1

; : : : ; y

n�1

)g(y

1

; : : : ; y

m�1

)h(y

m+1

; : : : ; y

n�1

):

(2.31)

Da in (2.31) nur Distributionen mit verschiedenen Argumenten multipliziert

werden, hat man es mit einem Tensorprodukt zu tun. Die Skalengrade addieren

sich hier einfach. Nach Voraussetzung gilt:

scal deg(�

l

0

1

���l

0

m

m

) =

m

X

i=1

l

0

i

; (2.32)

scal deg(�

l

0

m+1

���l

0

n

n�m

) =

n

X

i=m+1

l

0

i

: (2.33)

Mit (2.24) und (2.25) folgt:

scal deg(

0

�

n

) =

n

X

i=1

l

0

i

+

X

i=1;:::;m

j=m+1;:::;n�1

2l

ij

=

n

X

i=1

l

i

: (2.34)

) Es existiert eine Fortsetzung von

0

�

n

2 D(R

4n�4

nf0g) zu �

n

2 D(R

4n�4

) mit

Skalengrad

P

n

i=1

l

i

. Dann ist t

l

1

���l

n

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = �

n

(x

1

� x

2

; : : : ; x

n�1

� x

n

),

und schlieÿlich:

T

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =

X

l;l

i

�k

t

l

1

���l

n

n

(x

1

; : : : ; x

n

) :�

k�l

1

(x

1

) � � ��

k�l

n

(x

n

) : : (2.35)

Damit ist die induktive Konstruktion fertig. Wir haben gezeigt, daÿ T

n

die

richtige Form und den richtigen Skalengrad hat.
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2.3 Renormierbarkeit von �

k

-Theorien

Im letzten Abschnitt haben wir die störungstheoretische Konstruktion von mo-

nomial selbstwechselwirkenden skalaren Feldern durchgeführt. In jedem Schritt

tritt bei der Lösung des Fortsetzungsproblems eine Unbestimmtheit in einem

Polynom von �-Distributionen auf, dessen Grad r durch die singuläre Ordnung

von

0

�

n

2 D(R

n

n f0g) gegeben ist. Diese Unbestimmtheit muÿ durch phy-

sikalische Bedingungen �xiert werden. Da man nicht in jeder neuen Ordnung

Störungstheorie mehr physikalische Bedingungen stellen möchte, unterscheidet

man zwischen drei verschiedenen Arten von Theorien:

� renormierbar : Der Singularitätsgrad ist in jeder Ordnung beschränkt.

� superrenormierbar : Der Singularitätsgrad ist nur für endlich viele Ordnun-

gen gröÿer gleich Null, d.h. nur endlich viele Parameter sind unbestimmt.

� nicht renormierbar : Der Singularitätsgrad wächst mit der Ordnung unbe-

schränkt an.

Dies erlaubt die Charakterisierung von �

k

-Theorien. Mit (2.34) folgt:

r �

n

X

i=1

l

i

� 4(n� 1) � nk � 4n+ 4;

da l

i

� k. Daher gilt:

� �

4

-Theorie ist renormierbar,

� �

3

-Theorie ist superrenormierbar,

� �

k

-Theorie ist nicht renormierbar, für k � 5.

Auch für eine allgemeine Form der Wechselwirkung aus der ganzen Borchers-

klasse ist die Berechnung der Renormierbarkeit an diesem Punkt mit Hilfe der

Skalengradanalyse leicht durchführbar. Die Wechselwirkung ist renormierbar,

solange scal deg(L

int

) � 4.



Kapitel 3

Renormierte Distributionen als

Integralkerne

Im vorherigen Kapitel ist die S-Matrix störungstheoretisch konstruiert worden.

Alle Terme sind hierbei endlich. Das Vorgehen ist eindeutig bis zu dem Punkt,

an dem die Fortsetzung der zeitgeordneten Funktionen auf zusammenfallende

Punkte erfolgt. Tatsächlich entspricht die an diesem Punkt durchgeführte W -

Operation genau der in herkömmlicher Formulierung auftretenden Renormie-

rung. Dies kann man sehen, indem man die numerischen zeitgeordneten Funk-

tionen, die Distributionen sind, als Grenzwert von C

1

-Funktionen schreibt:

1

t = lim

m!1

t

m

; t

m

2 C

1

. Dann gilt:

ht

m

;W'i = ht

m

; 'i �

X

��!

C

�

D

�

(�)

; '

E

;

mit C

�

= (�)

�

=�! ht

m

; wx

�

i. Im Limes m ! 1 ergeben sich hier die unendli-

chen nicht renormierten Distributionen minus den unendlichen Countertermen,

die die Di�erenz gerade wieder endlich machen. Dieses ist dem Vorgehen in

herkömmlicher Renormierungstheorie äquivalent.

Im folgenden möchte ich die Fortsetzung auch wieder als Renormierung

bezeichnen.

2

Sie ist durch die W-Operation auf den Testfunktionen gegeben.

Allerdings hat sich in der Physik beim Rechnen mit Distributionen die Inte-

gralkerndarstellung durchgesetzt. Jede Distribution hat unendlich viele solcher

Darstellungen, z.B. als Randwert analytischer Funktionen, als Grenzwert von

Testfunktionen oder als Ableitung stetiger Funktionen. Der Vorteil einer sol-

chen Darstellung ist, daÿ man bei Rechnungen nicht immer die Testfunktionen

�mitschleppen� muÿ.

1

Epstein und Glaser führen dies explizit durch, indem sie das Maÿ in �

+

, welches durch

�(p

0

)�(p

2

� m

2

) gegeben ist, durch ein C

1

-Maÿ ersetzen. Dies wird z.B. durch die Pauli-

Villar-Regularisierung erreicht. Das naive zeitgeordnete Produkt kann dann zur Berechnung

der zeitgeordneten Funktionen benutzt werden, da es nur auf C

1

-Funktionen wirkt. Wenn das

Maÿ bei Null identisch verschwindet, kann man die Fortsetzung so �xieren, daÿ alle ersten !

Ableitungen der fortgesetzten Distribution bei Impuls Null verschwinden. Läÿt man das C

1

-

Maÿ gegen das richtige Maÿ konvergieren, so sieht man, daÿ die zeitgeordneten Funktionen

genau gegen die nicht renormierten plus Counterterme im BPHZ-Verfahren �konvergieren� .

2

Diese Bezeichnung habe ich auch schon in der mathematischen Literatur gefunden, siehe

z.B. [RS80][Kap V, Beispiel 9].
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Ich werde in diesem Kapitel eine nützliche Integralkerndarstellung für die

fortgesetzten Distributionen herleiten, um mit dieser die Renormierung in der

QFT durchzuführen. Hierfür werde ich die durch (1.9) de�nierte Projektion von

D(R

n

n f0g) nach D(R

n

) in dem Sinne unterschlagen, daÿ ich die Distribution

vor und nach dieser Projektion mit dem gleichen Symbol bezeichnen werde.

3

3.1 Die Integralkerndarstellung

Um die Abhängigkeit der Fortsetzung von der Funktion w sowie von der Zahl

! zu verdeutlichen, benutze ich die folgende Schreibweise:

De�nition 3. Sei T 2 D

!

0

(R

n

) eine Distribution mit singulärer Ordnung !.

Dann bestimmt sich die renormierte Distribution mit C

�

= 0 aus Satz 2 gemäÿ:




T

R(!;w)

; '

�

:=




T;W

(!;w)

'

�

: (3.1)

Sei T

t

eine Familie von Distributionen, die stetig von einem reellen Parameter

t abhängt, d.h. t! T

t

(') 2 C

0

(R); 8'. Wenn d� ein beschränktes Maÿ ist, dann

existiert

R

d�(t)T

t

(') als Riemann'sches Integral und wir formulieren die

De�nition 4 ( [Ful89][S.83] ).

�

Z

d�(t)T

t

�

(') :=

Z

d�(t)T

t

('): (3.2)

Hieraus folgt die

Proposition 2. Für die Integralkerndarstellung von T

R(!;w)

w gilt:

�

T

R(!;w)

w

�

(x) = (�)

!+1

(! + 1)

X

j�j=!+1

D

�

x

�

�!

Z

1

0

dt

(1� t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

w

�

x

t

�

:

(3.3)

Beweis. Die Taylorreihe von ' um den Ursprung lautet:

'(x) =

!

X

j�j=0

x

�

�!

(D

�

')(0) + (! + 1)

X

j�j=!+1

x

�

�!

Z

1

0

dt(1� t)

!

(D

�

')(tx); (3.4)

somit ist (W

(!;1)

')(x) das Taylor'sche Restglied der Ordnung ! + 1. Mit

d�(t) = dt; (3.5)

�

T

R(!;w)

w

�

t

(x) = (�)

!+1

(! + 1)

(1� t)

!

t

n+!+1

X

j�j=!+1

D

�

x

�

�!

T

�

x

t

�

w

�

x

t

�

; (3.6)

3

Diese Projektion ist eindeutig, und daher dürfte der Verzicht auf die Unterscheidung

keine Verwirrung auslösen. Dieses Vorgehen entspricht in etwa der Methode, die Funktion

f(x) := x; x 2 Rn f0g stetig bei Null fortzusetzen, und die Fortsetzung nicht durch

f(x) =

(

x x 2Rn f0g;

0 x = 0;

sondern einfach durch f(x) = x;x 2R zu bezeichnen.
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folgt:

�

T

R(!;w)

w

�

t

(') = (! + 1)

(1� t)

!

t

n+!+1

Z

d

n

x

X

j�j=!+1

x

�

�!

T

�

x

t

�

w

�

x

t

�

(D

�

')(x)

= (! + 1)(1� t)

!

Z

d

n

x

X

j�j=!+1

x

�

�!

T (x)w(x)(D

�

')(tx):

Einsetzen in De�nition 4 ergibt:

Z

d�(t)

�

T

R(!;w)

w

�

t

(')

= (! + 1)

Z

1

0

dt (1� t)

!

Z

d

n

x

X

j�j=!+1

x

�

�!

T (x)w(x)(D

�

')(tx)

=

Z

d

n

x T (x)w(x)(!+ 1)

X

j�j=!+1

x

�

�!

Z

1

0

dt (1� t)

!

(D

�

')(tx)

=




T; wW

(!;1)

'

�

;

und nach Gleichung (1.12):

=




T;W

(!;w)

w'

�

=




T

R(!;w)

; w'

�

=




T

R(!;w)

w; '

�

:

Der Di�erentialoperator in Gleichung (3.3) ist als schwache Ableitung zu ver-

stehen.

O�ensichtlich ist durch die Renormierung folgendes passiert: Wir haben die

Distribution Tw durch Herausziehen eines Di�erentialoperators der Ordnung

! + 1 in die Form

P

D

�

T

�

gebracht, wobei T

�

gerade die singuläre Ordnung

�1 hat, und damit eine Distribution auf dem uneingeschränkten Testfunktio-

nenraum ist.

Um diese Darstellung für die ganze Distribution zu bekommen, nehme ich

jetzt eine Einschränkung für die Funktion w an.

4

Sei w(0) = 1 und (D

�

w)(0) =

0, für j�j � !. Dann verschwindet (1 � w) bis zur Ordnung ! bei 0. Folglich

gilt:

W

(!;w)

(1� w)' = (1� w)'; (3.7)

4

Epstein und Glaser sowie Scharf verwenden nur diese eingeschränkte Klasse von Funk-

tionen. Die W -Operation hat dann wieder die einfachere Form:

�

W

(!;w)

'

�

(x) = '(x)�w(x)

X

j�j�!

x

�

�!

(D

�

') (0):
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und damit




T

R(!;w)

; (1� w)'

�

= hT; (1� w)'i : (3.8)

In diesem Fall gilt

Lemma 1. Sei w 2 D(R

n

), w(0) = 1 und (D

�

w)(0) = 0 für j�j � !. Dann hat

die renormierte Distribution T

R(!;w)

folgende Darstellung als Integralkern:

T

R(!;w)

(x) = (�)

!

(! + 1)

X

j�j=!+1

D

�

x

�

�!

�

�

Z

1

0

dt

(1� t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

w

�

x

t

�

+

+

Z

1

1

dt

(1� t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

(1� w)

�

x

t

�

�

: (3.9)

Beweis. Der erste Summand in (3.9) ist mit (3.3) gleich

�

T

R(!;w)

w

�

(x). Mit

Gleichung (3.8) genügt es zu zeigen, daÿ der zweite Summand gleich T (1� w)

ist. Ausschmieren mit ' ergibt nach De�nition 4

�(! + 1)

Z

1

1

dt

(1 � t)

!

t

n+!+1

Z

d

n

x T

�

x

t

�

(1� w)

�

x

t

�

X

j�j=!+1

x

�

�!

(D

�

')(x):

Dies ist nach (1.3) und Vertauschen der Integrationen

= �

Z

d

n

x T (x)(1� w)(x) (! + 1)

X

j�j=!+1

x

�

�!

Z

1

1

dt (1� t)

!

(D

�

')(tx)

| {z }

=

1

!!

Z

1

1

dt (1� t)

!

�

d

dt

�

!+1

'(tx);

und nach !-facher partieller Integration,

=

Z

1

1

dt

d

dt

'(tx)

= �'(x):

In den physikalischen Anwendungen ist die Dimension n ein Vielfaches von 4.

Dann können wir den Operator

P

j�j=!+1

D

�
x

�

�!

in Lemma 1 durch kovarian-

te Ableitungen und kontravariante Koordinaten ausdrücken. Sei n = 4m und

P (@; x) ein Polynom in Di�erentialoperatoren und Koordinaten, dann bezeich-

ne \P (@; x)\ das gleiche Polynom, bei dem alle Di�erentialoperatoren links von

allen Koodinaten stehen. Es gilt:

k!

X

j�j=k

D

�

x

�

�!

= \

0

@

X

j�j=1

D

�

x

�

1

A

k

\ = \(@

�

1

x

�

1

+ � � �+ @

�

m

x

�

m

)

k

\; (3.10)

mit x =

0

B

@

x

�

1

.

.

.

x

�

m

1

C

A

2 R

4m

:
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3.1.1 Eine Wahl von w

Für einige Betrachtungen wird sich die Bedingung w 2 D(R

n

) als eine zu

starke Einschränkung erweisen. Sei w

m

2 D(R

n

) eine Folge mit Grenzwert

lim

m!1

w

m

2 D

0

(R

n

). Die W -Operation wird auch dann eine renormierte

Distribution erzeugen, wenn wir fordern, daÿ der lim

m!1

(T

R(!;w

m

)

') 2 C

existiert 8' 2 D(R

n

). Ich möchte hierzu folgendes Beispiel betrachten: Sei

T 2 D

!
0

(R

n

) mit singulärer Ordung !, und sing supp(T ) = f0g. Dann ist die

Wahl w(x) = �(1=M � jxj) =: �

<

(x);M 2 R;M > 0; in der W -Operation

möglich. Da sing supp(T ) \ sing supp(�

<

) = ; und �

<

kompakten Träger hat,

existiert das punktweise Produkt �

<

T 2 E

!
0

(R

n

) � D

!
0

(R

n

).

5

Die Distribution

kann als

Z

jxj<1=M

d

n

x T (x)

�

'(x)�

X

j�j�!

x

�

�!

(D

�

') (0)

�

+

Z

jxj�1=M

d

n

x T (x)'(x)

(3.11)

geschrieben werden. Mit Lemma 1 läÿt sich die Integralkerndarstellung berech-

nen. Unter Berücksichtigung von

Z

b

a

dxf(x)�(x� c) = �(b� c)

�

�(c� a)

Z

b

c

dxf(x) + �(a� c)

Z

b

a

dxf(x)

�

(3.12)

folgt für die Integrale in (3.9):

Z

1

0

dt

(1� t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

�(1=M � jxj=t) = �(1=M � jxj)

Z

1

M jxj

dt

(1� t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

;

(3.13)

und

Z

1

1

dt

(1� t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

�(jxj=t� 1=M) = �(jxj � 1=M)

Z

M jxj

1

dt

(1 � t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

:

(3.14)

Damit ergibt sich die renormierte Distribution:

T

R(!;�

<

)

(x) = (�)

!

(! + 1)

X

j�j=!+1

D

�

x

�

�!

Z

M jxj

1

dt

(1� t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

=: T

M

R

(x):

(3.15)

Durch Manipulation des ParametersM lassen sich aus (3.15) zwei wichtige Spe-

zialfälle herleiten: FürM ! 0 folgt �

<

! 1, und im Falle der Existenz fürM !

1 folgt T

R(!;�

<

)

! P (T ), wobei P den Hauptwert bezeichnet [Hör90][S.73].

5

Siehe Theorem IX.42 in [RS75]. E=C

1

, E' ist der Raum der Distributionen mit kompaktem

Träger.
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3.1.2 Die Abhängigkeit von der Skala

Für jede ganze Zahl, die gröÿer ist als die singuläre Ordnung liefert die W -

Operation eine Renormierung. Bei festgehaltener Funktion w(Mx) kann sich

diese von der Renormierung mit der singulären Ordnung (minimale Renormie-

rung) nur durch ein Polynom in Ableitungen von � unterscheiden. Mit der Ver-

allgemeinerung von W

(!;w)

auf negative ! ist T

R(�m;w)

= T für m 2 N.

Bemerkung 2. Sei sing ord(T ) = ! und � > !; � 2Z. Es gilt:

lim

M!1

�

T

R(� ;w(Mx))

� T

R(!;w(Mx))

�

= 0: (3.16)

Beweis.




T

R(� ;w(Mx))

� T

R(!;w(Mx))

; '

�

=




T; (W

(� ;w(Mx))

�W

(!;w(Mx))

)'

�

= �

*

T; w(Mx)

X

!<j�j��

x

�

�!

(D

�

')(0)

+

=

X

!<j�j��

C

�

D

�

(�)

; '

E

;

mit C

�

=

(�)

j�j+1

�!

hT; w(Mx)x

�

i :

Die Skalengradabschätzung liefert

hT; w(Mx)x

�

i =M

�n

Z

d

n

x T (M

�1

x)(M

�1

x)

�

w(x)

M!1

�! 0;

da j�j > !.

Wir nennen den ParameterM Skala. Für �groÿe Skalen� erhalten wir die mini-

male Renormierung (MR). Als nächstes untersuchen wir die Abhängigkeit der

Counterterme von der Skala. Eine ähnliche Rechnung ergibt:

M

@

@M




T

R(!;w(Mx))

; '

�

=

X

j�j�!

B

�

D

�

(�)

; '

E

; (3.17)

mit B

�

=

(�)

j�j+1

�!

hT;Mx

�

(@

�

w)(Mx)x

�

i : (3.18)

Für w = �

<

ergibt sich insbesondere

B

�

=

(�)

j�j

�!

�

T; �

�

1

M

� r

�

x

�

�

: (3.19)
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3.2 Die Impulsraumdarstellung und BPHZ-Renormie-

rung

Die Fouriertransformation, abgekürzt mitb , ist eine Abbildung D ! S.

6

Die

Fouriertransformation einer Distribution T ist erklärt als

b

T (') := T (b'): (3.20)

Daher fordern wir in diesem Abschnitt: T 2 S

0

� D

0

. Um die Impulsraumdar-

stellung herzuleiten, de�nieren wir zuerst die Momente

K

�

( ) :=

Z

d

n

x x

�

 (x);  2 S(R

n

): (3.21)

Sei

S

!

(R

n

) := f 2 S(R

n

); K

�

( ) = 0; j�j � !g ;

dann gilt:  2 D

!

)

�

 2 S

!

. Wählen wir die Funktion w wie in Lemma 1, so

folgt:

K

�

( bw) = 0 für 0 < j�j � !; K

0

( bw) = (2�)

n

: (3.22)

Eine einfache Rechnung ergibt:

K




(D

�

bw) = (�)

j
j


! �




�

(2�)

n

; 
 � �: (3.23)

Wir berechnen die Fouriertransformierte von W':

�

W

(!;w)

'

�

_

(p) = �'(p)�

1

(2�)

n

X

j�j�!

(�)

j�j

�!

(

d

wx

�

)(�p)

D

�

(�)

; '

E

(3.24)

= �'(p)�

1

(2�)

n

X

j�j�!

K

a

( �')

�!

(D

�

bw)(�p): (3.25)

Unter Verwendung von (3.23) ergibt sich:

K




�

�

W

(!;w)

'

�

_

�

= 0; j
j � !; (3.26)

d.h. W

(!;w)

_

ist tatsächlich die Projektion von S ! S

!

. Mit

D

\

T

R(!;w)

; �'

E

=

D

b

T;

�

W

(!;w)

'

�

_

E

(3.27)

folgt die Integralkerndarstellung

\

T

R(!;w)

(k) =

b

T (k)�

!

X

j�j=0

k

�

�!

(D

�

d

Tw)(0): (3.28)

6

Sei S der Raum der C

1

-Funktionen, die schneller abfallen als jede Potenz und S

0

der

zugehörige Dualraum. S heiÿt auch Schwartzraum und die Elemente von S

0

heiÿen temperierte

Distributionen.
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Diese Darstellung ist im Sinne von Distributionen zu verstehen, d.h. die Sub-

traktion auf den Testfunktionen muÿ vor der Verschmierung durchgeführt wer-

den. Da diese Subtraktion fast so aussieht, wie die Renormierung im BPHZ-

Verfahren, bei dem die ersten Taylorterme um den Entwicklungspunkt q abge-

zogen werden, stellt sich die Frage, ob es ein w 2 S(R

n

) gibt, welches auf diese

Impulsraumrenormierung führt. Bezeichne

c

T

q

R

(k) :=

b

T (k)�

!

X

j�j=0

(k � q)

�

�!

(D

�

b

T )(q) (3.29)

die BPHZ-renormierte Distribution im Impulsraum. Nach Einsetzen des Tay-

lor'schen Restgliedes und Fouriertransformation ergibt sich:

T

q

R

(x) = (�)

!+1

(! + 1)e

�iqx

X

j�j=!+1

D

�

x

�

�!

Z

1

0

dt

(1 � t)

!

t

n+!+1

T

�

x

t

�

e

i

qx

t

; (3.30)

und durch Vergleich mit (3.3),

= T

R(!;e

iqx

)

: (3.31)

Wir sehen, daÿ die Renormierung im BPHZ- und im Epstein-Glaser-Verfah-

ren äquivalent sind. Über die Zusammenhänge oder Di�erenzen hinsichtlich der

Kombinatorik kann ich hier keine Aussage machen. Weiterhin sieht man, daÿ

die Wahl von w(x) � 1 dem Subtraktionspunkt q = 0 entspricht. O�ensichtlich

ist e

iqx

auch keine Testfunktion. Daher scheint es sinnvoll, eine gröÿere Klasse

von Funktionen für w zuzulassen.



Kapitel 4

Anwendungen

4.1 Einige Beispiele aus zweiter Ordnung Störungs-

theorie

Wir betrachten das selbstwechselwirkende skalare Feld. Die Lagrangedichte sei

L(x) =

1

2

:@

�

�(x)@

�

�(x) : �

m

2

2

:�

2

(x) : �

�

4

4!

:�

4

(x) : : (4.1)

Durch den Wechselwirkungsterm ist der Induktionsanfang für die kausale Kon-

struktion gegeben.

T

1

(x) = �

�

4

4!

:�

4

(x) : : (4.2)

Aus dem Kausalitätsaxiom ergibt sich

0

T

2

für nicht zusammenfallende Punkte.

0

T
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(x

1

; x

2

) = �(x
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� x
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=
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) ::�
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(x

2

) : +�(x

2

� x

1

) :�

4

(x

2

) ::�

4

(x

1

) :

�

;

und nach Anwendung des Wick'schen Theorems

=

�

2

(4!)

2

h
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4
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)�

4
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2

) : + (4.3)

+ 16�
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) : + (4.4)
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1
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2

) :�
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) : + (4.5)

+ 96 (i�

F

)
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1
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2

) :�(x

1

)�(x

2

) : + (4.6)

+ 24 (i�

F

)

4

(x

1

� x

2

)

i

: (4.7)

Die zu den einzelnen Termen entsprechenden Feynmangraphen sind in Abbil-

dung 4.1 dargestellt.

Im folgenden werde ich die Feynmanpropagatoren im euklidischen betrach-

ten. Diese haben singulären Träger bei Null und können daher mit (3.15) renor-

miert werden.
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Abbildung 4.1: Die Graphen sind der Reihe nach: Der unzusammenhängende

Graph (4.3), der Tree-Graph (4.4), der Ein-Loop-Beitrag zur 4-Punkt- und der

Zwei-Loop-Beitrag zur Zwei-Punkt-Vertexfunktion. Der Graph (4.7) heiÿt Va-

kuumpolarisation.

4.1.1 Die masselose Theorie

Der Propagator der euklidischen Wellengleichung (o.a. Laplacegleichung) ist:

D

F

(x) =

1

4�

2

1

x

2

: (4.8)

Er hat die singuläre Ordnung �2. Wir bestimmen die Beiträge zur Vierpunkt-

und Zweipunkt-Vertexfunktion.

Der Ein-Loop-Graph

Der Graph wird wegen seines Aussehens auch Fisch-Graph genannt. Hier ist�

sing ord(D

F

2

) = 0.

D

F

2

�

�

M

R

(x) =

1

(2�)

4

@

�

x

�

1
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2
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M
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1
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=
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(2�)

4
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@
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x

�

ln(M

2

x

2

)

(x

2

)

2

: (4.9)

Die Fouriertransformierte von D

F

2

�

�

M

R

kann leicht berechnet werden (siehe

Anhang A.1.1).

\

D

F

2

�

�

M

R

(p) =

1

16�

2

�

1� ln

p

2

�

M

2

�

(4.10)

Hierbei ist

�

M =

M

2


. Da sich alle verschiedenen Lösungen nur um Vielfache der

�-Funktion unterscheiden, muÿ M

@

@M

D

F

2

�

�

M

R

ein reiner Counterterm sein.

M

@

@M

D

F

2

�

�

M

R

(x) =

1

(2�)

4

@

�

x

�

1
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)

2

: (4.11)
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Da die singuläre Ordnung von

x

�

(x

2

)

2

negativ ist, können wir nach Satz 1 eindeutig

x

�

(x

2

)

2

= �

1

2

@

�

1

x

2

(4.12)

schreiben. Daher folgt:

@

�

x

�

x

�

(x

2

)

2

= �

1

2

�

1

x

2

= 2�
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�(x); (4.13)
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M

R

(x) =

1

8�

2

�(x): (4.14)

Dies Ergebnis folgt auch durch Einsetzen in (3.19). O�ensichtlich läÿt sich mit

geigneter Wahl von M jeder mögliche reelle Koe�zient vor � erzeugen. Dieser

muÿ durch die Renormierungsbedingungen festgelegt werden.

Der Zwei-Loop-Graph

Dieser Graph wird auch Setting-Sun-Graph genannt. Hier ist sing ord(D

F

3

) = 2.�

D

F
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:

(4.15)

Term zwei, drei und vier in (4.15) haben jeweils die singuläre Ordnung 0, 1 und 2.

Da sie auÿerhalb des Ursprungs identisch Null sind, müssen sie proportional zu

�, bzw. der ersten und zweiten Ableitung von � sein. Der dritte Term muÿ Null

sein, da er paritätsinvariant ist, jedoch @� negative Parität hat. Wir berechnen

die Counterterme mit Gleichung (3.19). Sei r :=

p

x

2

.

B

0

=

�

1

r

6

; r�

�

1

M

� r

��

= 2�
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; (4.16)
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Daher folgt
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und aus (4.15)
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Der Vergleich liefert
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4.1.2 Die massive Theorie

Der Propagator der massiven Theorie ist:
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(x) =

1

(2�)
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m
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x
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: (4.24)

Da K

1

(x) / 1=x für x ! 0, gilt auch hier: !(�

F

) = �2. Für die folgenden

Rechnungen macht man in (3.15) die Substitution:

s = m

p

x

2

t

; dt = �m

p

x

2

s

2

ds: (4.25)

Das ergibt:
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(4.26)

mit s = m

p

x

2

.

Der Ein-Loop-Graph

Hier ist sing ord(�

F

2

) = 0. Mit (4.26) folgt:�
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(4.27)

Für w(x) � 1 folgt M ! 0, und der zweite Summand verschwindet. Für diese

Lösung soll noch einmal das Verhalten für groÿe Skala untersucht werden. Sei

1

Die wichtigsten Eigenschaften der modi�zierten Besselfunktionen sind im Anhang A.3

zusammengefasst.
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r :=
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2

dann folgt für groÿes M :
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und entsprechend für kleine Abstände,
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Daher gilt
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Schreiben wir

m

2

K

1

2

(mr)

r

2

als Reihe, so wird bei groÿer Skala nur der Term mit

nicht negativer singulärer Ordnung renormiert, die weiteren Terme bleiben un-

verändert.

Der Zwei-Loop-Graph

Formel (4.26) führt hier auf ein Integral der Form �

Z

ds (s � const)

2

K

1

3

(s);

welches ich leider nicht lösen konnte. Allerdings kann auch hier die minimale

Renormierung durchgeführt werden.
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Die einzelnen Summanden werden mit ihrer singulären Ordnung renormiert.

Diese ist 2; 0 und �2. Mit
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(4.34)

nach Gleichung (3.15) und den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.1 folgt
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4.1.3 Vergleich mit Ergebnissen der Di�erentiellen Renormie-

rung

Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind teilweise unter dem Namen Di�erentielle

Renormierung bekannt. So verwenden die Autoren in [FJL92] Ausdrücke der

Form

1

(x

2

)

2

�

�

�

�

R
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1

4

�

ln(M

2

x

2

)

x

2

: (4.36)

Diese Ausdrücke lassen sich zwar nicht mit Formel (3.9) erzeugen, liefern aber

eine Lösung des Fortsetzungsproblems, welche sich nur durch einen Counterterm

von (4.9) unterscheidet (durch Umformungen wie in (4.12)). Im massiven Fall

gilt Entsprechendes für [HL92] und (4.27) bzw. (A.21).

In [SZ93] �nden sich die gleichen Ergebnisse für die masselose Theorie wie

hier. Für die Renormierung der massiven Theorie wird in [Smi95, Smi96] al-

lerdings ein anderes Verfahren gewählt. In [Smi96] wird die Di�erentielle Re-

normierung auch im Minkowskiraum benutzt. Alle anderen hier angegebenen

Quellen beschränken sich auf euklidische Feldtheorien.

Im Vergleich hat das hier vorgestellte Verfahren zwei Vorteile:

� Die di�erentiell renormierten Distributionen sind die Fortsetzungen der

zeitgeordneten Funktionen auf zusammenfallende Punkte in der kausalen

Störungstheorie. Dies gilt in jeder Ordnung. Ein entsprechender Beweis

existiert in der Di�erentiellen Renormierung noch nicht [LMVC94].

� Die renormierten Distributionen müssen in der Di�erentiellen Renormie-

rung als Lösungen entsprechender Di�erentialgleichungen gefunden wer-

den. Hier sind die Ausdrücke explizit durch Formel (3.15) bzw. (3.9) ge-

geben.

4.2 Die Renormierungsbedingungen im Ortsraum

Um die Freiheit in den renormierten zeitgeordneten Funktionen zu �xieren, stellt

man Forderungen an die Vertexfunktionen �

n

. Diese ergeben sich als Summe

aller zeitgeordneten Funktion nach Au�ntegration über die inneren Vertices zu

Ein-Teilchen-Irreduziblen Graphen. Dabei kennzeichnet n die Anzahl der ein-

bzw. auslaufenden Felder [nk�

P

l

i

�k

l

i

= n in Gleichung (2.22)]. Die Integration

entspricht der Wahl g � 1 in (2.3). Es ist a priori nicht evident, daÿ dieser

adiabatische Limes allgemein existiert. Da bis zur zweiten Ordnung keine solchen

Integrationen auftreten, ist dieses Vorgehen hier jedoch unproblematisch.

Zuerst möchte ich die Renormierungsbedingungen im Impulsraum wiederho-

len. Ich beschränke mich hier auf die euklidische Theorie [Ram89]. Die entspre-

chenden Gleichungen im Minkowskiraum �ndet man z.B. in [IB80][Kapitel 7].

Rotationsinvarianz, sowie die Tatsache, daÿ keine unzusammenhängenden Gra-

phen vorkommen, beschränkt die Anzahl der freien Konstanten in �

4

-Theorie

auf drei. Die Renormierung wird in jeder Ordnung durch drei Forderungen an

b

�

2

und

b

�

4

�xiert. Für einen bestimmten Wert von p

2

= �

2

sollen alle Beiträge
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verschwinden, die höher als erster Ordnung in der Kopplungskonstanten sind.

Der Punkt � wird als Renormierungsskala bezeichnet. Da man für drei Parame-

ter noch eine dritte Bedingung braucht, stellt man eine zusätzliche Forderung

an die Ableitung von

b

�

2

. Die beiden Vertexfunktionen haben die Form:

b

�

2

= (2�)

4

�(p

1

+ p

2

)

�

p

1

2

+m

2

+ b


2

(�; p

1

2

)

�

; (4.37)

b

�

4

= (2�)

4

�(p

1

+ p

2

+ p

3

+ p

4

)

�

��+ b


4

(�; s; t; u)

�

: (4.38)

Hierbei sind die Mandelstamvariablen s = (p

1

+ p

2

)

2

, t = (p

1

+ p

3

)

2

, und u =

(p

1

+ p

4

)

2

. Die Renormierungsbedingungen lauten:

b


2

(�; �

2

) = 0; (4.39)

@

@p

2

b


2

(�; p

2

)

�

�

�

�

p

2

=�

2

= 0; (4.40)

b


4

(�; �

2

; �

2

; �

2

) = 0: (4.41)

Der Renormierungspunkt in (4.41) wird als der symmetrische Punkt bezeichnet.

Die Wahl von p

i

p

j

= �

2

(�

ij

� 1=4) führt auf s = t = u = �

2

.

Die Vertexfunktionen haben im Ortsraum die Form:

�

2

(x

1

; x

2

) =� ��(x

1

� x

2

) +m

2

�(x

1

� x

2

) + 


2

(�; x

1

� x

2

); (4.42)

�

4

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) =� ��(x

1

� x

2

)�(x

1

� x

3

)�(x

1

� x

4

) +

+ 


4

(�; x

1

� x

2

; x

1

� x

3

; x

1

� x

4

): (4.43)

Die Renormierung wird eindeutig �xiert, wenn wir verlangen, daÿ alle in 


2

und




4

beitragenden numerischen Distributionen mit derselben Funktion w(Mx)

renormiert werden, d.h. alle Konstanten C

�

in Satz 2 sind Null. Dann istM die

Renormierungsskala.

In der masselosen Theorie müssen wir die Forderung für die Konstanten C

0

dahingehend abändern, daÿ die Ableitung

@

@M




2

keinen Counterterm erzeugt,

der proportional � ist, so daÿ die masselose Theorie nach der Renormierung

masselos bleibt (s. nächsten Abschnitt). In zweiter Ordnung Störungstheorie

ist der einzige Beitrag zu 


2

durch die Setting-sun (4.15) gegeben. Die obige

Forderung ergibt:




2

(�; x)/ @

�

@

�

@

�

x

�

x

�

x

�

1

(x

2

)

3

�

ln(M

2

x

2

) + 3

�

: (4.44)

4.2.1 Minimale Subtraktion

In der dimensionalen Renormierung gibt es ein weiteres Schema zur Fixierung

der freien Konstanten, die Minimale Subtraktion (MS) [Ram89, ZJ96]. Die unre-

normierten zeitgeordneten Produkte sind hier meromorphe Funktionen von der

Dimension der Theorie, wenn diese ins Komplexe fortgesetzt wird. Die Renor-

mierung besteht daraus, nur die Pole bei vier von diesen Funktionen abzuziehen.

Um eine Minimale Subtraktion auch hier de�nieren zu können, benutzen wir

das Verhalten der zeitgeordneten Funktionen für groÿe Skalen. Sei

(�

F

2

)

�

�

M

R

= (�

F

2

)

�

�

M

0

R

+ f(M;M

0

)�: (4.45)
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Wir de�nieren

(�

F

2

)

�

�

M

MS

:= (�
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� lim
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!1
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16�
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0

2

��

�: (4.46)

Die Konstante vor dem Logarithmus ergibt sich durch Vergleich mit (4.32). Mit

den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.2 folgt:
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: (4.47)

Dies Ergebnis ist identisch mit (4.32) abzüglich demO(

1

M

2

)-Term. Entsprechend

verfahren wir mit der dritten Potenz des Feynmanpropagators. Es ist

(�
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� (�
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: (4.48)

Mit

(�
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M
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)� (4.49)

de�nieren wir:
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(4.50)

4.3 Die Renormierungsgruppen-Gleichungen

Die n-Punkt-Vertexfunktionen, die prinzipiell mit physikalisch meÿbaren Obser-

vablen korreliert sind, dürfen nicht von der willkürlichen Wahl der Renormie-

rungsskala abhängen. Eine Änderung der Skala wird daher in einer Änderung

der physikalisch nicht beobachtbaren Paramater der Lagrangedichte absorbiert.

2

Dies wird durch die Renormierungsgruppen-Gleichungen (RG-Gleichungen) aus-

gedrückt:

�

M

@

@M

+ �(g)

@

@g

+m


m

(g)

@

@m

� n
(g)

�

�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = 0: (4.51)

2

Hierbei betrachtet man nicht das Feld �, sondern einen dimensionslosen Parameter Z, so

daÿ eine Multiplikation der Lagrangedichte mit dem Faktor Z dieselbe Bewegungsgleichung

ergibt. Dies kann als Transformation �!

p

Z�; �! Z

�1

� aufgefaÿt werden.
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Hierin sind

�(g;m;M) =M

@g

@M

=

1

X

n=2

�

n

g

n

; (4.52)




m

(g;m;M) =M

@ lnm

@M

=

1

X

n=2




m;n

g

n

; (4.53)


(g;m;M) =

M

2

@ lnZ

@M

=

1

X

n=2




n

g

n

; (4.54)

wenn man die Gröÿen in eine Reihe um die �irrationalisierte� Kopplungskon-

stante g = �=(16�

2

) entwickelt.

4.3.1 Im masselosen Fall

Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.1 möchte ich die Renormierungsgrup-

pen-Gleichungen bis zur Ordnung g

2

lösen. Mit (4.9) folgt für die 4-Punkt-

Vertexfunktion:
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): (4.55)

Der erste Term aus (4.51) ist

M
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�(x): (4.56)

Einsetzen in (4.51) mit n = 4, bis zur zweiten Ordnung in g ergibt:
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Somit folgt

3

�

2

= 3. Für die 2-Punkt-Vertexfunktion folgt mit (4.44):
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(4.58)

Mit
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ergibt das Einsetzen in (4.51) bis zur Ordnung g

2

:

�
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2

6

��(x

1

� x

2

) + 2


2

g

2

��(x

1

� x

2

) +O(g

3

) = 0; (4.60)

und damit: 


2

=

1

12

.

3

Die Bestimmung von �

2

ist auch ohne eine explizite Integralkerndarstellung möglich, s.

Anhang A.2.
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4.3.2 Im massiven Fall

Für n = 4 tragen in (4.51) bis zur Ordnung g

2

nur dieselben Terme bei wie im

masselosen Fall. Mit (4.27) und

M

@

@M
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folgt, daÿ

�

2

= 3

m

2

M
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m

M

�

; (4.62)

und damit �

2

! 3, für M ! 1. Für groÿe Skalen und für die Minimale Sub-

traktion ergibt sich für die �-Funktion das Ergebnis der masselosen Theorie.

Die Renormierung des Zwei-Loop-Graphen mit Minimaler Subtraktion (4.35)

ergibt die Werte:
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; (4.63)
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+
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+ ln(
)�
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: (4.64)

Die Ergebnisse für �

2

und 


2

stimmen mit denen der dimensionalen Renormie-

rung im MS-Schema überein, nicht jedoch 


2

[Ram89]. Um hier Übereinstim-

mung zu erreichen, müÿte De�nition (4.50) verändert werden.

4.4 Ein Beispiel im Minkowskiraum

Im Minkowskiraum haben wir die Schwierigkeit, daÿ es keine lorentzinvariante

Testfunktion gibt, so daÿ bei der Renormierung nach Gleichung (3.9), die Lor-

entzinvarianz zerstört wäre. Dieses Problem kann im Nachhinein behoben wer-

den, da alle Fortsetzungen sich nur um ein Polynom in �-Funktionen unterschei-

den. Der Raum der Lösungen ist somit ein endlichdimensionaler Vektorraum,

und man sucht die Vektoren, die unter Lorentztransformationen invariant blei-

ben. Es kann gezeigt werden, daÿ solche immer existieren [SP], [Sch95][Kapitel

4.5], [Fre].

Da das Rechnen mit nicht lorentzinvarianten Objekten sehr unübersichtlich

wird, und es darüber hinaus äuÿerst schwierig ist, eine Testfunktion zu �nden,

mit der die Integrale in (3.9) noch lösbar wären, werde ich diesen Weg hier nicht

weiter verfolgen. Statt dessen mache ich Gebrauch von der Möglichkeit, in der

massiven Theorie w � 1 zu setzen. Die Existenz dieser Fortsetzung ist durch

die BPHZ-Renormierung garantiert, und die Lorentzinvarianz bleibt erhalten.

Die renormierten masselosen Distributionen erhält man durch Anpassung der

Counterterme und Limesbildung m! 0.

Formel (3.9) liefert:

T
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: (4.65)
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Mit
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folgt für den Fisch:

�

F

2

�

�

R(0;1)

=

m

2

16�

4

@

�

x

�

Z

1

0

dt

t

3

K

1

2

�

m

t

p

�x

2

+ i�t

2

�

�x

2

+ i�t

2

: (4.67)

Nach De�nition 4 kann der Faktor t

2

vor dem i� jeweils weggelassen werden.

Eine Substitution wie (4.25) ergibt
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(4.68)

Der stetige Übergang zum masselosen Ausdruck erfordert die Addition des

Counterterms
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zu (4.68). Im Limes m! 0 erhalten wir den renormierten masselosen Propaga-

tor zum Quadrat:
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4.5 Gekrümmte Raumzeiten

In diesem Abschnitt möchte ich zeigen, wie die Methoden der di�erentiellen

Renormierung in der kausalen Störungstheorie auf skalare Quantenfeldtheori-

en auf gekrümmten Raumzeiten angewandt werden können. Tatsächlich kann

die gesamte kausale Störungstheorie in streng mathematischer Weise implemen-

tiert werden. Dies wurde in [BF97] durchgeführt. Die Konstruktion benötigt

allerdings Methoden der mikrolokalen Analysis. Ich werde hier das Ergebnis be-

nutzen, daÿ auf global hyperbolischen Raumzeiten die induktive Konstruktion

genau wie im Minkowskiraum durchgeführt werden kann.

Für die Renormierung benötigt man nur die Singularitätenstruktur der ent-

sprechenden Distributionen. Diese sind in diversen Arbeiten untersucht worden

([Rad92, Köh95, Jun95]). Damit ist es möglich, die Renormierung ohne spezielle

Kenntnis der Metrik auf allen global hyperbolischen Raumzeiten durchzuführen.
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4.5.1 Grundlagen

Das Paar (M; g) bezeichne eine Mannigfaltigkeit M mit zugehöriger Metrik

g

ab

2 C

1

. Die Mannigfaltigkeit wird als global hyperbolisch angenommen. Sei

y(�) 2 M ein Weg mit y(0) = x und y(1) = x

0

. Dann ist die Bogenlänge dieses

Weges durch

s(y) =
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(y(�)) _y

a

(�) _y

b

(�) (4.71)

gegeben. Wenn y(�) eine Geodäte zwischen den Punkten x und x

0

ist, wird die

Bogenlänge extremal. In diesem Fall wird der Integrand in (4.71) unabhängig

von � . In einer kausal normalen Umgebung sind jeweils zwei Punkte durch genau

eine Geodäte verbunden, die ganz in dieser Umgebung liegt. Dann ist �(x; x

0

) =

1

2

s

2

(x; x

0

) eindeutig de�niert.
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(x; x
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) ist ein Tensor vom Typ (n; k) am

Punkt x und ein Tensor vom Typ (m; l) am Punkt x

0

.

5

Zum Beispiel ist �(x; x

0

)

ein Biskalar. Die Reihenfolge der ungestrichenen mit den gestrichenen Indices

kann beliebig vertauscht werden.

Sei T ein Tensor, dann bezeichne T

;a

die kovariante Ableitung r

a

T . Eine

Ausnahme bildet �. Hier werde ich das Semikolon weglassen, da jegliche Ver-

wechslung mit anderen Tensoren ausgeschlossen ist. Diese Notation hat sich in

der Literatur etabliert. Es gilt:

�

a

�

a

= 2�: (4.72)

Der Vektor �

a

2 TM

x

ist der Tangentenvektor an die Geodäte von x nach x

0

.

Er hat die Länge s und zeigt in die Richtung x

0

! x. Entsprechendes gilt für den

Vektor �

a

0

. Wiederholte kovariante Di�erentiation von (4.72) ergibt Beziehun-

gen zwischen Kontraktionen von höheren Ableitungen von �, nach einmaliger

Anwendung z.B.:
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Sei g = det(g

ab

). Die Van-Vleck-Morette Determinante
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ist ein Biskalar. Sie erfüllt die Di�erentialgleichung:

r

a

(� �

a

) = 4�: (4.75)

4

Da � per De�nition positiv ist, geben einige Autoren �(x; x

0

) ein Vorzeichen in Abhän-

gigkeit davon, ob die Punkte x und x

0

raum- oder zeitartig getrennt sind (s. z.B. [Jun95]). Ich

halte mich hier an [Fri75].

5

Siehe hierfür den Artikel von DeWitt und Brehme über Elektrodynamik auf gekrümm-

ter Raumzeit [DB60]. Dieser ist meines Wissens nach die erste Abhandlung über Feldtheorien

auf gekrümmter Raumzeit und beinhaltet viele fundamentale Konzepte. Die im folgenden

benutzten Gleichungen für �

a

und Verwandte werden dort hergeleitet.
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Die �(x; x

0

)-Funktion ist eine biskalare Dichte vom Gewicht �

1

2

an beiden

Punkten. Seien y; y

0

2 R

4

lokale Koordinaten der Punkte x; x

0

2 M, dann ist

�(x; x

0

)

�

= g

�

1

4

(y) g

�

1

4

(y

0

) �(y � y

0

): (4.76)

Hierbei bedeutet der Stern � über dem Gleichheitszeichen das Auswerten einer

Gröÿe auf der Mannigfaltigkeit in lokalen Koordinaten.

4.5.2 Das freie skalare Feld

Auf einer global hyperbolischen Raumzeit (M; g) ist die freie Klein-Gordon-

Gleichung

�

�

g

+m

2

�

� = 0: (4.77)

Hierin ist �

g

der kovariante d'Alembert-Operator

�

g

= r

a

r

a

= g

ab

r

a

r

b

= g

�

1

2

@

a

(g

1

2

g

ab

@

b

): (4.78)

Jede Lösung der Gleichung ist eindeutig durch ihre Cauchydaten bestimmt.

Da man auf gekrümmten Raumzeiten wegen fehlender Lorentz- und Transla-

tionsinvarianz kein eindeutiges Kriterium für die Auswahl eines Vakuumzustan-

des hat, charakterisiert man den Grundzustand 
 über die Zweipunktfunktion

!

2

. Daÿ die Kenntnis von lokalen Gröÿen ausreicht, um auf die Singularitäten-

struktur der Zweipunktfunktion auf der ganzen Mannigfaltigkeit zu schlieÿen, ist

von Radzikowski mithilfe der mikrolokalen Analysis entdeckt worden [Rad92].

Ich werde im folgenden ausschlieÿlich mit dieser Struktur arbeiten. Sie hat die

sogenannte Hadamard-Form. Auf einer global hyperbolischen Raumzeit existiert

eine glatte globale streng monoton wachsende Zeitfunktion T :M! R, so daÿ

kausal korrelierte Ereignisse eindeutig in früher und später geordnet werden

können. In einer kausal normalen Umbebung von x und x

0

hat die Zweipunkt-

funktion folgende Gestalt [KW91]:

!

2

(x; x

0

) =

1

4�

2

�

�

1

2

(x; x

0

)

2�(x; x

0

) + i�
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T (x)� T (x
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+
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0

) ln
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2�(x; x
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) + i�

�

T (x)� T (x

0

)

��

+ w(x; x

0

)

�

: (4.79)

Hierin sind v; w; � und � glatte biskalare Funktionen auf der Mannigfaltigkeit.

Entwickelt man die Funktionen v und w in Potenzreihen nach �,

v(x; x

0

) =

1

X

n=0

v

n

(x; x

0

) �

n

(x; x

0

); (4.80)

w(x; x

0

) =

1

X

n=0

w

n

(x; x

0

) �

n

(x; x

0

); (4.81)

so kann man aus der Forderung, daÿ !

2

die Klein-Gordon-Gleichung erfüllt,

Rekursionsrelationen für die v

n

und w

n

angeben. Während v somit eindeutig
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bestimmt ist, kann w nur bis auf w

0

bestimmmt werden. Der Feynmanpropaga-

tor

�

F

(x; x

0

) =

1

4�

2

�

�

1

2

(x; x

0

)

2�(x; x

0

) + i�

+ v(x; x

0

) ln

�

2�(x; x
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) + i�
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+ w(x; x

0

)

�

(4.82)

ist die zeitgeordnete Zweipunktfunktion. Es gilt

�

g

�

F

(x; x

0

) = ��(x; x

0

): (4.83)

4.5.3 Renormierung der selbstwechselwirkenden Theorie

Auch auf gekrümmter Raumzeit betrachten wir die Wechselwirkung

L

int

(x) = �

�

4!

:�

4

(x) : =: T

1

(x): (4.84)

In [BFK96] ist die Existenz von Wickprodukten des freien Feldes als operator-

wertige Distribution gezeigt worden. Damit kann der Induktionsschritt genau

wie im Minkowskiraum durchgeführt werden. Unter Benutzung der Zeitfunkti-

on T kann T

2

für nicht zusammenfallende Punkte konstruiert werden. Es ergibt

sich derselbe Ausdruck wie in (4.3) � (4.7). Die numerischen Distributionen

haben denselben Skalengrad wie im Minkowskiraum [BF97].
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(4.85)

Um die Renormierung durchzuführen, möchte ich zunächst die Analogien zum

Minkowskiraum erläutern.

Fassen wir den Minkowskiraum als Mannigfaltigkeit auf, so gilt für zwei

Punkte x; x

0

hieraus:

�(x; x

0

)

�

=

1

2

(y � y

0

)

2

; (4.86)

�

a

(x; x

0

)

�

= y

a

� y

0

a

; (4.87)

�(x; x

0

)

�

= 1; (4.88)

r

a

f(x; x

0

)

�

= @

a

f(y; y

0

); (4.89)

wenn y; y

0

die entsprechenden Koordinaten sind und f eine di�erenzierbare

Funktion. Eine biskalare Funktion auf einer Mannigfaltigkeit kann man in eine

kovariante Taylorreihe entwickeln [Ful89]:
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; x
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0

)(r

a

r

b

f)(x

0

; x

0

) + : : : (4.90)
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Wir erwarten daher, daÿ die Rolle des Operators @

�

(y

�

�y

0

�

) durch r

a

�

a

über-

nommen wird. Die durch die W -Operation erzeugten Potenzen von �

a

produzie-

ren dann eine Testfunktion, die mit entsprechender Ordnung auf der Diagonale

verschwindet. Sei f 2 C

n

(R

4

), dann gilt:
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Die folgenden Gleichungen sind im Sinne von Operatoren zu verstehen. Mit

r

a
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b

�
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folgt entsprechend:

\(r

a

�

a

)

n

\ = r

a

�

a

(1 +r

b

�

b

) � � �(n� 1 +r

c

�

c

): (4.93)

Mit Gleichung (4.75) gilt:

r

a

�

a

� = �(4 + �

a

r

a

): (4.94)

Daher folgt mit (4.72):

\(r

a

�

a

)

n

\�f(2�) = �g(2�); (4.95)

mit g aus (4.91). Wenn die zu renormierende Distribution vom Typ der rechten

Seite von (4.95) ist, können wir die Renormierung durch die Ersetzungen (4.86)

bis (4.89) in der entsprechenden Distribution des Minkowskiraums bestimmen.

Diese löst dann das Fortsetzungsproblem.

Für die Renormierung betrachte ich hier wieder nur die Distributionen mit

entsprechender euklidischer Signatur. Das i� entfällt wie im Minkowskiraum, da

� nur für zusammenfallende Punkte Null werden kann. Desweiteren betrachte

ich nur die minimale Renormierung.

Der Ein-Loop-Graph
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(4.96)

O�ensichtlich hat nur der erste Term die singuläre Ordnung Null

6

und muÿ

daher renormiert werden. Dieser hat aber gerade die Form der rechten Seite in

(4.95) und daher gilt mit (4.9):

�

(2�)
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�

�

�

M
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2

r

a

�

a

� ln(2M

2

�)

(2�)
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: (4.97)

6

Die singuläre Ordnung kann leicht in Normalkoordinaten bestimmt werden, s. Seite 51.
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Der Zwei-Loop-Graph

Um die Terme mit nicht negativer singulärer Ordnung aus �

F

3

zu extrahieren,

muÿ man für v und w die Entwicklungen (4.80) und (4.81) einsetzen. Dann gilt:
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Hierbei sind
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: (4.100)

Da der erste Term in (4.98) nicht mit der rechten Seite von (4.95) übereinstimmt,

berechnen wir den Ausdruck
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Entsprechend behandeln wir auch den zweiten und dritten Term in (4.98):
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Die Renormierungsgruppengleichungen

In zweiter Ordnung kann man die RG-Gleichungen für die 4-Punkt-Vertexfunk-

tionen lösen, ohne die Abhängigkeit des Feynman-Propagators (also der Funk-

tionen v und w) von der Masse zu kennen. Ich werde zunächst zeigen, daÿ
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ein lokaler Counterterm ist. Hierfür werde ich Normalkoordinaten am Punkt x

benutzen.
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Die 4-Punkt-Vertexfunktion ist
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Das Einsetzen in die RG-Gleichung (4.51) ergibt �

2

= 3. Dieses Ergebnis stimmt

mit der Berechnung von Lüscher überein, der dimensionale Renormierung und

Minimale Subtraktion verwendet hat [Lüs82].

Eine weitere Auswertung der Renormierungsgruppengleichungen für �

2

wird

eine Ersetzung m

2

! m

2

+ �R in (4.77) erfordern. Diese erzeugt eine weitere

�-Funktion für die Kopplungskonstante � [BOS89].

7

Eine gute Referenz zum Thema Normalkoordinaten ist das Buch von Friedlan-

der [Fri75]. Für die hier berechneten Gröÿen siehe auch [Par79].



Zusammenfassung und Ausblick

Die kausale Störungstheorie ist eine elegante Methode, um die Renormierbarkeit

einer Theorie zu untersuchen. Im Gegensatz zu anderen Formulierungen hat sie

zwei wesentliche Vorteile:

� In jedem Induktionsschritt muÿ die Renormierung nur an einem Punkt

durchgeführt werden. Dies vereinfacht nicht nur den Beweis der Renor-

mierbarkeit, sondern hat auch in der Anwendung Vorteile: In der her-

kömmlichen Formulierung muÿ man zu jedem Graphen, den man aus den

Feynmanregeln konstruiert hat, die divergenten Untergraphen bestimmen

und renormieren. Dies hat man im Epstein-Glaser-Verfahren in gleicher

Ordnung aber bereits getan, da die zeitgeordneten Funktionen niederer

Ordnung schon renormiert sind.

� Die Konstruktion ist vollständig lokal. Sie benötigt insbesondere nicht

den Impulsraum und läÿt sich daher auch auf gekrümmte Raumzeiten

übertragen.

Üblicherweise werden Rechnungen in der Quantenfeldtheorie mit den Intergral-

kernen von Distributionen im Impulsraum durchgeführt. Obwohl die Verfahren

dort hochentwickelt sind, ist es dennoch teilweise recht schwierig, analytische

Ausdrücke für die renormierten Gröÿen zu bekommen. Mit dem hier entwickel-

ten Verfahren zur Erzeugung von Integralkerndarstellungen scheinen diese im

Ortsraum einfacher auszurechnen zu sein, zumindest bis zur hier betrachteten

Ordnung. Darüberhinaus liefert das Verfahren Aufschluÿ über die Grundlagen

der Di�erentiellen Renormierung. Damit war es mir möglich, auch auf gekrümm-

ter Raumzeit die Renormierung des Ein- und Zwei-Loop-Graphen durchzufüh-

ren.

Aufbauend auf dieser Untersuchung scheinen mir die nächsten Fragen, die im

Zusammenhang mit der Di�erentiellen Renormierung stehen, die folgenden zu

sein: Läÿt sich für die Renormierung der Form (4.36) eine Formel der Art (3.9)

herleiten? Ergeben sich mit der hier benutzten Methode in nächster Ordnung

dieselben Ergebnisse wie in [SZ93]? Desweiteren wäre eine Formel wie (3.9) auf

gekrümmter Raumzeit wünschenswert, die unabhängig von der Analogie zum

Minkowskiraum eine Fortsetzung für Distributionen auf einer Mannigfaltigkeit

liefert. Darüberhinaus ist sicherlich die systematische Behandlung der Renor-

mierungsgruppe im Rahmen der kausalen Störungstheorie ein wichtiger Aspekt.



Anhang A

A.1 Fouriertransformationen der in 4.1 auftretenden

Distributionen

Hier werden die Fouriertransformierten von Distributionen, die im Abschnitt 4.1

behandelt wurden, berechnet. Alle Transformationen �nden im euklidischen R

4

statt. Ich verwende folgende für die Quantenfeldtheorie übliche Konventionen:
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Es gelten die folgenden Beziehungen:
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Hierbei bezeichnet die durch ] � � �] gekennzeichnete Ordnung gerade die umge-

kehrte von \ � � �\, d.h. die Di�erentialoperatoren stehen rechts von allen (Impuls-

) Koordinaten. Die Fouriertransformierte von 1=x

2

sei als bekannt vorausgesetzt:
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Hieraus folgt insbesondere schon
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Wenn die Funktion (Distribution) nur von r :=

p

x

2

abhängt, so wird aus der

vierdimensionalen Fouriertransformation eine eindimensionale Hankeltransfor-

mation, die nur von p :=

p

p

2

, abhängt. Diese sind z.B. bei Erdélyi [EMOT54]
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tabelliert.
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Das Integral in (A.9) �ndet man in [GR80, 3.915, Nr.5, S.482]. Bei der Fourier-

transformation treten zwei Integrale auf, die ich mithilfe des Computeralgebra-

programms Maple V [HHR96] gelöst habe.
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A.1.1 Der masselose Ein-Loop-Graph

Zur Berechnung der Fouriertransformierten von (4.27) sei die Fouriertransfor-

mierte
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vorausgesetzt.
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Hierbei ist
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 die Euler'sche Konstante. Dann
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det man bei [FJL92]
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A.1.2 Der masselose Zwei-Loop-Graph

Zuerst berechnen wir
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Dann gilt für die Transformation des Setting-sun-Graphen:
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A.1.3 Der massive Ein-Loop-Graph

Für die Fouriertransformation des massiven Fisch-Graphen bedienen wir uns

wieder des Tricks, die vektorwertige Distribution als @
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A(r) mit einer skalaren

Distribution A(r) zu schreiben. Mit
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folgt:
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Dann gilt:
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Man vergleiche diesen Ausdruck mit der entsprechenden Gleichung in [HL92].

Durch Umschreiben von
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kann man die entsprechenden Integrale bei Erdélyi �nden. Mit
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nach [EMOT54][8.13 (28)] und
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folgt also:
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Der zweite Term berechnet sich mit (A.11) folgendermaÿen:
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nach [EMOT54][8.3 (32)], mit z wie in (A.24). Daher folgt mit
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der bekannte Impulsraum-Ausdruck (s. z.B. [Ram89]).

A.2 Die masselose RG-Gleichung für allgemeines w
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Als Funktional folgt für �
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Mit (A.32) ergibt sich:
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Einsetzen in die RG-Gleichungen (4.51) bis zur zweiten Ordnung in g ergibt:
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und damit �

2

= 3.
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A.3 Modi�zierte Besselfunktionen

Ich habe hier die Eigenschaften der modi�zierten Besselfunktionen zusammen-

gestellt, die für die Rechnungen in Kapitel 4 benötigt werden. Sie sind [AS84]

entnommen.
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