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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Warum gekrümmte Raumzeit?

Alle mikroskopischen physikalischen Phänomene lassen sich auf vier Wech-
selwirkungen zurückführen, die elektromagnetische, die schwache, die starke
Wechselwirkung und die Gravitation. Die Gravitation ist hierbei die Wechsel-
wirkung, deren physikalische Grundlagen am schlechtesten verstanden sind.
Zwar läßt sie sich klassisch als eine Eigenschaft der Raumzeit auffassen, was
auf den mathematischen Apparat der Riemannschen Geometrie führt, jedoch
ist eine Formulierung im Rahmen der Quantenfeldtheorie bis jetzt nicht zu-
friedenstellend gelungen: Die Feldgleichungen sind wie üblich nichtlinear, und
da sie nichtpolynomial sind, schwierig zu quantisieren. Die Theorie scheint
darüberhinaus als eine Spin-2 Theorie nicht renormierbar zu sein. Erschwe-
rend kommt hinzu, daß eine experimentelle Überprüfung theoretischer Vor-
aussagen nahezu unmöglich ist, da die Effekte der Gravitation erst bei extrem
hohen Massedichten in Erscheinung treten, wie man sie in den Überresten
massereicher kollabierter Sterne vorfindet: in schwarzen Löchern.

Im Gegensatz dazu sind die drei anderen Wechselwirkungen recht gut
verstanden, eine Quantisierung scheint (im algebraischen Sinne) zumindest
prinzipiell nicht unmöglich. Wechselwirkungen zwischen Teilchen können stö-
rungstheoretisch sehr gut behandelt werden. Auch wenn die Störungsreihe
nicht konvergiert, so ist die Übereinstimmung mit dem Experiment schon na-
hezu unheimlich. Es scheint daher sinnvoller, anstatt einer Quantengravitati-
on zunächst die gewöhnlichen Quantenfeldtheorien in einem klassischen gra-
vitativen Hintergrund zu betrachten, z.B. auf dem Ereignishorizont schwarzer
Löcher. Auftrieb hat diese Betrachtungsweise durch die Arbeit von Hawking
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8 1 Einleitung

[21] erhalten, die im nächsten Abschnitt etwas ausführlicher dargestellt wird.
Auslöser für diese Arbeit war jedoch eine klassische Betrachtung schwarzer
Löcher durch Bardeen, Carter und Hawking [2], wobei eine Analogie zwi-
schen stationären schwarzen Löchern und thermodynamischen Systemen im
Gleichgewicht hergestellt wurde. Hierbei kam man zu dem Ergebnis, daß
schwarze Löcher eine Schwarzkörpertemperatur von

T =
}c3

8πGkBM
' 10−4M�

M
K

aufweisen. Hawking versuchte nun, die physikalische Ursache dieser Strahlung
näher zu spezifizieren.

1.2 Der Hawking-Effekt

Im Jahre 1975 veröffentlichte S. Hawking die Arbeit, in der er der Frage,
woher die „Schwarzkörpertemperatur“ schwarzer Löcher stammt, nachging.
Da diese Untersuchung eine maßgebliche Motivation für die Behandlung von
Quantenfeldtheorien auf gekrümmten Raumzeiten darstellt, soll deren Inhalt
an dieser Stelle kurz referiert werden.

Aus der klassischen Theorie schwarzer Löcher ist das Phänomen der
Superradianz bekannt. Hierbei wird die klassische Streuung von Wellen (elek-
tromagnetische oder gravitative) an rotierenden schwarzen Löchern betrach-
tet. Es zeigt sich, daß es hierbei zu einer Vergrößerung der Amplitude kommt
(Superradianz). In der Quantenphysik bedeutet eine Vergrößerung der Am-
plitude jedoch Teilchenerzeugung. Hawking [21] betrachtete daher ein mas-
seloses, freies Skalarfeld

φ;µ;νg
µν + 1

6
Rφ = 0 ,

dessen Teilchen an einem schwarzen Loch gestreut werden sollen. φ kann, wie
üblich, zerlegt werden in

φ =
∑

i

(fiâi + f̄iâ
†
i) , (1.1)

wobei die {fi} wie üblich die Wellengleichung lösen: f;µ;νg
µν = 0 und somit

dahingehend gewählt werden können, daß sie in der unendlich zurückliegen-
den Vergangenheit J − orthonormal sind:

i

2

∫

S

(fif̄j;µ − f̄jfi;µ)dΣ
µ = δij



1.2 Der Hawking-Effekt 9

Das Feld muß in der Vergangenheit, d.h. bei J − und somit durch (1.1),
vollständig bestimmt sein. Ebenso läßt sich das Feld durch die Cauchy-Daten
in der unendlichen Zukunft J + und auf dem Ereignishorizont bestimmen. Es
seien {pi} auslaufende Lösungen der Wellengleichung, deren Cauchy-Daten
auf dem Ereignishorizont Null sind, und {qi} Lösungen, deren Cauchy-Daten
bei J + Null sind, d.h. die keine auslaufende Komponente enthalten. Dann
ist

φ =
∑

i

(pib̂i + p̄ib̂
†
i + qiĉi + q̄iĉ

†
i)

Da masselose Felder vollständig durch Lösungen bei J − bestimmt sind, müs-
sen sich {pi} und {qi} als Linearkombinationen von {fi} und {f̄i} darstellen
lassen:

pi =
∑

j

(αijfj + βij f̄j)

qi =
∑

j

(γjfi + ηij f̄i)

Dies führt auf

b̂i =
∑

j

(ᾱij âj − β̄ij â
†
j)

ĉi =
∑

j

(γ̄ijâj − η̄ij â
†
j)

denn
φ =

∑

i

[∑

jk

(αijfj + βijf̄j)(ᾱikâk − β̄ikâ
†
k) + . . .

]
.

Man betrachte jetzt den Fall, daß keine einlaufenden Teilchen vorhanden
sind, d.h. bei J − ist âi|0〉 = 0 für alle i. Bei J + jedoch laufen

〈0| b̂†i b̂i |0〉 =
∑

j

|βij|2

Teilchen ein! Daraus folgt, daß die „klassische“ Temperatur schwarzer Löcher
durch die Emission von Teilchen hervorgerufen wird, die durch das Gravita-
tionsfeld auf dem Ereignishorizont aus dem Vakuum erzeugt werden.

Diese Betrachtung wirft diverse konzeptionelle Fragen auf. Zunachst: Wie
kann eine freie Theorie mathematisch möglichst sauber definiert werden?
Wie kann eine Störungsreihe formuliert werden? Wie definiert man Wick-
Polynome? Ist die Theorie überhaupt renormierbar? Wenn ja, wie? Einige
dieser Fragen sollen in dieser Arbeit näher betrachtet werden.
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Kapitel 2

QFT auf gekrümmter Raumzeit

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der expliziten Berechnng und
Renormierung bestimmter Graphen zweiter Ordnung auf gekrümmter Raum-
zeit. Betrachtet wird eine skalare selbstwechselwirkende Quantenfeldtheorie,
die zwar keinen unmittelbaren physikalischen Bezug aufweist, an der aber
die wichtigsten Eigenschaften anderer Quantenfeldtheorien studiert werden
können. Die Untersuchungen sollen mathematisch möglichst exakt gehalten
werden. Im folgenden wird eine Einführung in die allgemeine Formulierung
der Theorie gegeben. Zunächst aber werden die Grundlagen in flachen (Min-
kowskischen) Raumzeiten betrachtet.

2.1 Die Wightman-Axiome

Eine mathematisch sorgfältige Formulierung von Quantenfeldtheorien erfolgt
mit Hilfe der Wightman Axiome (ich benutze die Formulierung nach Haag
’93 [20]):

1. Gegeben sei ein Hilbert-Raum H , welcher eine unitäre Darstellung der
Überlagerungsgruppe der Poincaré-Gruppe P trägt. Es existiere weiter
genau ein Zustand in H der invariant ist unter allen Transformationen
U(g), mit g ∈ P. Dieser Zustand heißt physikalisches Vakuum. Das
Spektrum des Energie-Impuls Operators P µ ist eingeschränkt auf den
geschlossenen Vorwärtslichtkegel p2 ≥ 0; p0 ≥ 0.

2. Die Felder Φ seien operatorwertige Distributionen über dem Minkows-
ki-Raum. Die mit Testfunktionen f aus dem Schwartz-Raum gesteste-
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12 2 QFT auf gekrümmter Raumzeit

ten Distributionen Φ(f) =
∫

Φ(x)f(x)dx sind unbeschränkte Operato-
ren, die auf H wirken. Definiert sind diese auf einer dichten Teilmenge
D ⊂ H . Die Menge D soll den Vakuumzustandsvektor enthalten und
invariant sein unter U(g) und Φ(f).

3. Zu jedem Feld Φ existiere ein hermitesch konjugiertes Feld Φ∗, definiert
als sesquilineare Form auf D durch 〈ψ2 |Φ∗(x)|ψ1〉 = 〈ψ2 |Φ(x)|ψ1〉.

4. Die Felder Φ transformieren sich unter P̄ gemäß

U(a, ω)Φi
λ(x)U

−1(a, ω) = M
(i)%
λ (ω−1)Φi

%(Λ(ω)x+ a) ,

wobei M(ω) eine endlichdimensionale Matrixdarstellung von ω ∈ L̄ ist.
L ist die Überlagerungsgruppe der Lorentz-Gruppe. Die Indices i und
λ bezeichnen verschiedene Felder und Komponenten.

5. Die Felder genügen den kausalen Vertauschungsrelationen. Es seien f
und h Testfunktionen mit zueinander raumartigen Träger. Dann gilt
[Φi(f),Φj(h)]± = 0 für fermionische bzw. bosonische Felder.

6. Es existiert kein beschränkter Operator, der mit allen Φ(f) vertauscht,
außer den vielfachen der Identität.

7. Es existiert ein dynamisches Gesetz, welches die Berechnung der Felder
zu beliebigen Zeiten durch Felder in Ot,ε = {x

∣∣ |x0 − t| < ε} erlaubt.

Es bezeichne jetzt Ω den oben angesprochenen Vakuumvektor. Der Va-

kuumerwartungswert eines Produktes von Feldern ist gegeben durch

wn(x1, . . . , xn) = 〈Ω|Φ(x1) · · ·Φ(xn)|Ω〉 .
Die wn sind temperierte Distributionen, was aus dem 2. Wightman-Axiom
unter Verwendung des Schwartzschen Kerntheorems folgt. Bezeichnet wer-
den sie als Wightman-Distributionen oder auch Wightman-Funktionale. Aus
dieser sog. Hierarchie von Distributionen wn, n = 0, 1, 2, . . . kann der Hilbert-
raum H samt Felder rekonstruiert werden. Diese GNS (Gelfand-Naimark-
Segal)-Rekonstruktion führt auf die Borchers-Uhlmann Algebren [5].

2.2 Die Borchers-Uhlmann Algebra

Es sei S0 die Menge der Komplexen Zahlen und Sn der Schwartz-Raum der
Testfunktionen in 4n Variablen. Es bezeichne AU die Menge der geordneten
Systeme

(f0, f1, f2, . . .) = f ,
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wobei fi ∈ Si, sowie eine endliche Zahl von Funktionen f , die von Null ver-
schieden sind. Die Funktionen f sollen die folgenden Eigenschaften erfüllen:
Es seien f = (f0, f1, f2, . . .) und g = (g0, g1, g2, . . .) mit f, g ∈ AU . Dann soll
gelten

f + g = (f0 + g0, f1 + g1, . . .) ,

sowie

f × g =(
f0 · g0, f0g1(x) + f1(x)g0, . . . ,

∑

k+l=i

fk(x1, . . . , xk)gl(xk+1, . . . xi), . . .

)
,

wobei fi = fi(x1, . . . , xi) und gi = gi(x1, . . . , xi). Weiterhin gelte λ · f =
(λf0, λf1, . . .) und es existiere eine Involution

f+ = (f̄0, . . . , fi(xi, . . . , x1), . . .).

Für alle Operationen gelte das Distributiv- und Assoziativgesetz.

Offensichtlich handelt es sich bei AU um eine Algebra, genauer (wegen
der Involution) um eine *-Algebra. Weiter benötigt man für die Behandlung
physikalischer Probleme noch die die Wirkung der Lorentz-Gruppe in AU .
Diese kann als ein Automorphismus in der folgenden Weise definiert werden:

U(a,Λ)(f0, . . . , fi(x1, . . . , xi), . . .) =

(f0, . . . , fi(Λ
−1(x1 − a), . . . ,Λ−1(xi − a)), . . .) (2.1)

Weiter kann noch eine Fourier-Transformation eingeführt werden:

̂(f0, f1, f2, . . .) = (f̂0, f̂1, f̂2, . . .)

Man benötigt noch folgende Formulierung eines Teilraumes der Algebra:

M =

{
g ∈ AU

∣∣∣∣∣
∂m

∂pν
i · · ·∂pµ

k

ĝn(p1, . . . , pn) = 0 falls

pn, pn−1 + pn, . . . , p2 + · · · + pn ∈ V̄ + und
n∑

i=1

pi = 0

}
,

um eine Spektrumsbedingung formulieren zu können. V̄ + ist hierbei der ab-
geschlossene Vorwärtslichtkegel. M ist ein unter involutionen und Lorentz-
Transformationen invarianter Vektorraum.
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Definition 2.2.1 [5]: Die raumartig getrennten Träger der Testfunktionen,
d.h.

suppχ ⊂ {(x, y) | (x− y)2 < 0}
mit

f = f(0, 0, f2, 0, . . .) und f2(x, y) = χ(x, y) − χ(y, x)

erzeugen ein zweiseitiges Lokalitätsideal. Dieses werde mit J bezeichnet. I

ist ein linearer Teilraum von AU .

Wir sind jetzt in der Lage, mit Hilfe der Algebra AU (die sog. Borchers-
Uhlmann Algebra) die Wightman-Funktionale zu definieren. Wir tun dies
nach [5]:

Definition 2.2.2 w heißt Wightman-Funktional, wenn es ein unter der
Lorentz-Gruppe invariantes lineares stetiges Funktional ist, das der Spek-
trumsbedingung w(M) = 0 und Lokalitätsbedingung w(I) = 0 genügt und
darüberhinaus positiv definit ist, d.h. w(g+ × g) ≥ 0.

Es bleibt jetzt nur noch der Hilbert-Raum zu konstruieren. Es sei zunächst
Isp das maximale in M enthaltene Links-Ideal1. Es sei weiterhin w ein Wight-
man-Funktional und U = {g ∈ AU |w(g+ × g) = 0}. Es kann gezeigt werden,
daß U ein unter der Lorentz-Gruppe invariantes Links-Ideal ist, mit Isp ⊂ U

und I ⊂ U. U ist somit ein linearer Teilraum von AU , so daß es möglich ist,
einen Vektorraum V = AU/U zu konstruieren. Es seien ψ1, ψ2 ∈ V und g ein
Repräsentant der Restklasse nach U. Mit Hilfe der Gleichung 〈ψ1(g), ψ2(h)〉 =
w(g+ × h) kann ein inneres Produkt definiert werden. V läßt sich jetzt zu
einem Hilbertraum H vervollständigen.

2.3 Die Formulierung auf gekrümmten Raum-

Zeiten

Es kann gezeigt werden, daß aus der Zuordnung einer offenen Raumzeitregion
O zu einer Algebra AU

O −→ A(O)

alle physikalischen Größen abgeleitet werden können. Die Felder sind Dis-
tributionen, die mit Testfunktionen, deren Träger in O liegt, verschmiert
werden. Es stellt sich jetzt die Frage, wie dieses Konzept auf gekrümmte

1Es sei hier der Vollständigkeit halber darauf hingewiesen, daß jede Teilmenge einer
Algebra ein Maximales Links-Ideal besitzt. (Zornsches Lemma). In diesem Fall kann auch
gezeigt werden, daß dieses Ideal eindeutig ist.
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Raumzeiten verallgemeinert werden kann. Schwierigkeiten treten hier bei
der Formulierung der Spektrumsbedingung auf, da auf Mannigfaltigkeiten
keine (globale) Fouriertransformation angegeben werden kann. Weiterhin ist
es auch nicht möglich, einen eindeutigen Vakuumzustand anzugeben. Be-
züglich der Spektrumsbedingung genügt eine mikrolokale Formulierung des
Problems [36], [28], [4]. Diese Formulierung führt auf den Begriff der Wellen-

frontmengen.

Definition 2.3.1 (Wellenfrontmenge): Es sei T ∈ D ′(Rn). Ein Punkt

(x, k) ∈ Rn × (Rn \ {0})

heißt regulär gerichtet, wenn eine Umgebung N von x, eine Umgebung M
von k und eine Funktion g ∈ D die in N identisch 1 ist, so existieren, daß
∀m > 0 eine Konstante Cm existiert mit

|ĝT (λp)| ≤ Cm(1 + |λ|)−m ∀ p ∈M, λ ∈ R+ (2.2)

Das Komplement in Rn × (Rn \ {0}) heißt Wellenfrontmenge von T und
wird mit WF(T ) bezeichnet (siehe M. Reed, B. Simon [38]).

Genauer wird auf das Konzept der Wellenfrontmengen an späterer Stelle ein-
gegangen. Es sei w02 die Zweipunktfunktion im Minkowski-Raum. Die Spek-
trumsbedingung für die Zweipunktfunktion lautet nach Radzikowski [36]:

supp ŵ02 ⊂
{
(k1, k2) ∈ R4 × R4

∣∣k1 ∈ V̄ +; k1 + k2 = 0
}

Es sei jetzt π2 die Projektion auf die zweite Variable2. Dann gilt gemäß [36]:

π2WF(w02) ⊂
{
(k1, k2) ∈ R4 × R4 \ {0}

∣∣k1 ∈ V̄ +; k1 + k2 = 0
}

Auf (gekrümmten) Mannigfaltigkeiten lautet die Wellenfrontmenge der Zwei-
punktfunktion

WF(w2) ={
((x1, k1), (x2, k2)) ∈ T ∗(R4) \ {0} × T ∗(R4) \ {0}

∣∣∣∣∣ (x1 − x2)
2 = 0 ,

k1 = k2 , k0
1 ≥ k0

2 ,
{
k1 ‖ (x1 − x2) falls x1 6= x2

k2
1 = 0 falls x1 = x2

}

2Die Projektion bezieht sich hier auf das entsprechende Produktbündel. Man vergleiche
hierzu die Arbeit von Radzikowski, S. 26.
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Radzikowski hat weiter gezeigt, daß diese Bedingung mit der Hadamard-
Bedingung (siehe nächsten Abschnitt) äquivalent ist. Es bleibt also noch die
Konstruktion eines Vakuumzustandes. Für Robertson-Walker Raumzeiten
hat man hier eine bestimmte Klasse von Vakuumzuständen, die adiabatischen
Vakua. Diese Vakuumzustände lassen sich für solche Raumzeiten rekursiv
konstruieren. Allerdings besteht hier in dem Abbruch der Iteration und der
Wahl des Anfangszeitpunktes eine gewisse Willkür, die dazu führt, daß diese
Zustände nicht eindeutig sind (siehe auch W. Junker [27]).

Wie bereits angesprochen, beschränkt sich diese Arbeit auf skalare Quan-
tenfeldtheorien auf gekrümmten Raumzeiten. Für diesen Fall können jetzt
mit dem zuvor Gesagten die entsprechend modifizierten Wightman-Axiome
angegeben werden (siehe M. Köhler [28]):

Definition 2.3.2 Das Quadrupel (H ,D ,Φ,Ω) heißt neutrales, skalares
Quantenfeldmodell auf einer Raumzeit (M, gµν), wenn folgende Bedingun-
gen (Wightman-Axiome) erfüllt werden:

1. H ist ein separierbarer Hilberraum mit einem positiv definiten inneren
Produkt.

2. D ist ein dichter Teilraum von H .

3. Φ ist eine H -Operatorwertige Distribution auf C ∞
0 (M) mit Operatoren

auf D .

4. Für jedes f ∈ C ∞
0 (M) sei Φ(f)D ⊂ D .

5. Der Vektor Ω ∈ H ist zyklisch für Φ und D ist die lineare Hülle der
Menge

{Φ(f1) · · ·Φ(fm)Ω ∈ H |f1, . . . , fm ∈ C ∞
0 (M)} .

6. Das Feld sei Hermitesch, d.h. Φ(f)∗ = Φ(f̄) auf D .

7. Das Feld genüge den lokalen Vertauschungsrelationen, d.h.

[Φ(f1),Φ(f2)] = 0

auf D mit zwei Testfunktionen f1, f2 ∈ C ∞
0 (M) mit raumartig sepa-

rierten Träger.
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Um den Zusammenhang zur Borchers-Uhlmann Algebra herstellen zu kön-
nen, benötigt man jetzt noch eine verallgemeinerte GNS-Rekonstrukton [28]:

Satz 2.3.1 Für jeden Zustand w der Borchers-Uhlmann Algebra AU(O) der
den lokalen Vertauschungsrelationen genügt, existiert ein skalares Quanten-
feld-Modell (H ,D ,Φ,Ω), eindeutig bis auf eine unitäre Äquivalenz, so daß
für f1, . . . , fm ∈ C ∞

0 (O) gilt:

wm(f1 ⊗ · · · ⊗ fm) = 〈Ω,Φ(f1) · · ·Φ(fm)Ω〉 . (2.3)

Durch diese Gleichung definiert auch jedes Quantenfeld-Modell (H ,D ,Φ,Ω)
einen Zustant w auf AU(O) der den lokalen Kommutatorrelationen genügt.

Einen lesbaren Beweis dieses Satzes findet man bei M. Radzikowski [36] im
Anhang. Bezüglich der Zweipunktfunktion nimmt man an, daß die physi-
kalisch sinnvollen Zustände der Hadamard-Bedingung genügen müssen. Auf
diesen Aspekt wird später noch eingegangen.

2.3.1 Die Hadamard-Bedingung

Es stellt sich die Frage, von welcher Singularitätsstruktur die Zweipunkt-
funktionen sind. Es scheint so, als ob an die Zweipunktfunktion diesbezüglich
weitere Forderungen gestellt werden müssen, um physikalisch sinnvolle Zu-
stände konstruieren zu können. Diese Forderung ist die Hadamard-Bedingung.
Ich folge hierbei der Darstellung in [28]. Es sei (M, gµν) eine global hyperboli-
sche Mannigfaltigkeit und w ein quasifreier Zustand einer Borchers-Uhlmann
Algebra. Es bezeichne J±(x) die kausale Zukunft bzw. Vergangenheit eines
Punktes x. Es sei O ⊂ M × M eine offene Umgebung der Menge kau-
sal verbundener Punkte (x1, x2) ∈ M × M , so daß J+(x1) ∩ J−(x2) und
J+(x2) ∩ J−(x1) in einer konvexen Normalumgebung 3. In einer solchen Nor-
malumgebung ist das Quadrat des geodätischen Abstandes σ wohldefiniert.
Jetzt kann folgende Funktion definiert werden:

GT,n
ε (x, x′) =

1

(2π)2

{ √
∆(x, x′)

σ(x, x′) + 2iεt+ ε2
+ v(n)(x, x′) ln

[
σ(x, x′) + 2iεt+ ε2

]
}
.

3Es sei N0 eine offene Umgebung des Ursprungs in TxM und Nx eine offene Umgebung
des Punktes x in M, so daß die Abbildung EXP ein C r-Diffeomorphismus von N0 auf
Nx ist. Nx heißt dann Normalumgebung von x [22]. Eine Umgebung heißt konvex, wenn
∀(x1, x2) ∈ N eine eindeutige Geodäte existiert, die die Punkte x1, x2 verbindet und
vollständig in N liegt.
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Hierbei bedeutet t = T (x)−T (x′), wobei T eine in die Zukunft anwachsende
globale Zeitfunktion darstellt. n ∈ N und (x, x′) ∈ O.

√
∆ und v(n) sind

glatte, durch die Geometrie auf M bestimmte Funktionen. Es sei N eine
kausale Normalumgebung einer Cauchy-Fläche Σ der Mannigfaltigkeit M .
Weiter sei O ′ eine Umgebung in N × N dergestalt, daß der Abschluß von
O ′ in O liegt. Nun definiert man Funktionen χ auf M ×M durch χ(x, y) = 0
für (x, y) /∈ O und χ(x, y) = 1 für (x, y) ∈ O ′. Damit lassen sich jetzt die
Hadamard-Zustände definieren:

Definition 2.3.3 Ein quasifreier Zustand w einer Borchers-Uhlmann Al-
gebra heißt global Hadamard, wenn die Zweipunkt-Funktion w2 für jedes
n ∈ N der Gestalt ist, daß eine C n-Funktion H (n)(x, y) auf N ×N existiert,
so daß ∀F1, F2 ∈ C ∞

0 (N ) gilt

w2(F1 ⊗ F2) = lim
ε→0

∫

N ×N

[
χ(x, y)GT,n

ε (x, y) +H (n)(x, y)
]
F1(x)F2(y)dµxdµy

Diese Definition ist der Wellenfrontmengenbedingung von Radzikowski äqui-
valent. Dadurch vereinfachen sich diverse Beweise, insbesondere die der Exi-
stenz der Wick-Polynome.

2.3.2 Existenz der Wick-Polynome

Um störungtheoretische Aspekte untersuchen zu können, ist eine Definiti-
on der Wick-Produkte auf gekrümmten Raumzeiten notwendig. Die folgende
Betrachtung gibt einen kurzen Abriss der Arbeit von R. Brunetti, K. Fre-
denhagen und M. Köhler [4]. Zunächst muß eine Normalordnung definiert
werden:

Definition 2.3.4 Für das freie skalare Feld ist das normalgeordnete Produkt
im Minkowski-Raum rekursiv definiert durch

: φ : = φ

: φ(x1) · · ·φ(xn+1) : = : φ(x1) · · ·φ(xn) : φ(xn+1)−
−
∑

l

: φ(x1) · · · φ(xl)
↑

wird weggelassen

· · ·φ(xn) : w2(xl, xn+1)

Man beachte, daß die Felder einzeln ausgeschmiert werden. Daher ist das Nor-
malprodukt eine wohldefinierte Distribution auf H . Man führt die Schreib-
weise

: φ(x1) · · ·φ(xn) : = : φ⊗n : (x1, . . . , xn)
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ein. Für eine Definition neuer lokaler Felder benötigt man eine Einschränkung

auf die Diagonale. Dies geschieht im Minkowski-Raum mit Hilfe der Dirac-
δ Distribution. Hier wird jedoch eine allgemeinere „δ“-Distribution benötigt,
die mit ∆ bezeichnet wird. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. ∆ ∈ D ′(Mn×M)
sei eine Distribution, die für alle Testdichten der Form

f = f(x1, . . . , xn; x) dµ1 · · ·dµn dµ ∈ C ∞
0 (Mn ×M,Ωn+1)

die folgende Gestalt besitzt:

∆(f) =

∫
f(x, . . . , x; x)dµ .

Dies ist ganz offensichtlich eine Verallgemeinerung der Dirac δ-Distribution,
entsprechend leicht läßt sich die zugehörige Wellenfrontmenge angeben. Wei-
ter sei noch eine verallgemeinerte δ-Folge angegeben: Es sei {∆ε}0<ε<1 eine
Familie glatter Operatoren von C ∞

0 (M,Ω1) nach D ′(Mn) mit limε→0 ∆ε = ∆
in D ′(Mn ×M). Damit lassen sich die approximativen Wick-Monome defi-
nieren:

Definition 2.3.5 Mit dem vorher gesagten sind die approximativen Wick-
Monome als operatorwertige Distributionen

: φn
ε : (f)

def.
=
(
: φ⊗n : ◦∆ε

)
(f)

definiert, für alle f ∈ C ∞
0 (M,Ω1). Die Wick-Monome : φn : sind dann ope-

ratorwertige Distributionen auf H , definiert durch den Grenzwert

lim
ε→0

: φn
ε : (f) = : φn : (f) .

Es läßt sich zeigen, daß diese Wick-Monome folgende Eigenschaften besitzen:

1. Der Grenzwert ε → 0 der m-Punkt Distributionen existiert im Sinne
von Distributionen. Die Distributionskerne lauten

lim
ε1···εm→0

〈
Ω, : φn1

ε1
: (x1) · · · : φnm

εm
: (xm)Ω

〉

=
∑

ai,j

1≤i<j≤m

[ ∏

1≤i<j≤m

w2(xi, xj)
ai,j

ai,j!

]
n1! · · ·nm!

≡ W (n1,...,nm)
m (x1, . . . , xm) .

ai,j ist die Zahl der Paarungen zwischen Punkten xi und xj.
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2. Die Hierarchie der m-Punkt Distributionen der Wick-Monome genügt
der Positivität:

∑∫
· · ·
∫

dx1 dxj dy1 dykf̄j(x1, . . . , xj)×

× W
(mj ,...,m1,n1,...,nk)

j+k (xj, . . . , x1, y1, . . . , yk)fk(y1, . . . , yk) ≥ 0

3. Die m-Punkt Distributionen genügen der Lokalität: Es seien

f1, . . . , fm ∈ C ∞
0 (M,Ω1)

wobei die Träger von fi und fi+1 raumartig getrennt liegen. Dann gelte

W (n1,...,nm)
m (f1 ⊗ · · · ⊗ fi ⊗ fi+1 ⊗ · · · ⊗ fm)

= W (n1,...,nm)
m (f1 ⊗ · · · ⊗ fi+1 ⊗ fi ⊗ · · · ⊗ fm)

4. Die Wick-Monome bezüglich eines quasifreien Zustandes, welcher der
mikrolokalen Spektrumsbedingung genügt, sind wohldefinierte Wight-
man-Felder auf dem GNS-Hilbertraum.

Einen Beweis findet man bei Brunetti, Fredenhagen und Köhler [4].

2.3.3 Der Skalenlimes Teil I

Im folgenden soll eine weitere Möglichkeit der Konstruktion von Quanten-
feldtheorien auf gekrümmten Raumzeiten angesprochen werden, die Methode
des Skalenlimes. Diese Methode wird später zur Definition des Skalengrades
benötigt, um die singuläre Ordnung von Distributionen zu bestimmen.

Wie der Name bereits suggeriert, analysiert der Skalenlimes das Kurz-
abstandsverhalten physikalischer Zustände. Damit besteht die Möglichkeit,
die Theorie auf Berechnungen im Tangentialraum zu reduzieren, da dieser
als Skalenlimes eines beliebigen Zustandes der allgemeinen Theorie aufge-
faßt werden kann, womit man in den Genuß von Translationsinvarianz und
(lokalen) Fouriertransformationen kommt. Einzelheiten und Beweise findet
man in der Arbeit von K. Fredenhagen und R. Haag [17]. Man betrachte die
Umgebung O eines Punktes x der Mannigfaltigkeit und ein Vektorfeld X,
welches bei x verschwindet:

Xµ(y) = yµ − xµ +O((x− y)2) .
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Hierbei kann y mit Hilfe eines Parameters λ so skaliert werden, daß für λ→ 0
das Vektorfeld verschwindet. Die Abhängigkeit von diesem Parameter wird
durch die Differentialgleichung

dy(λ)

dλ
= λ−1X(y(λ))

gegeben, wobei yµ(1) = y ∈ O und λ ∈ [0, 1]. Diese Gleichung kann so
aufgefaßt werden, daß sie die Umgebung O zum Punkt x kontrahiert. Die
Lösungen definieren eine 1-Parameter Halbgruppe lokaler Diffeomorphismen
gX(λ)y = y(λ). Es sei ηXy der Tangentialvektor an der Stelle λ = 0 der Kurve
y(λ). ηX kann als Diffeomorphismus der Umgebung O in den Tangentialraum
TxM aufgefaßt werden. Es gilt:

ηXgX(λ) = ληX

Es existiert ein Morphismus α(gX(λ)) der die Borchers-Uhlmann Algebra
AU(O) auf AU (gX(λ)O) abbildet. Ebenso ist α(ηX) ein Morphismus von
AU(O) auf die Tensoralgebra ÂU der Testfunktionen auf dem Tangentialraum
TxM mit Träger Ô = ηXO. Für die Hierarchie der Testfunktionen f (n) ∈
D(On) gilt: (

α(ηX)f (n)
)
(z1, . . . , zn) = f (n)(y1, . . . , yn) ,

wobei zi = ηXyi die Koordinaten des Tangentialraumes TxM seien. Die ange-
sprochenen Morphismen können so zusammengesetzt werden. Eine hilfreiche
Gleichung ist hierbei

α(ηX)α(gX(λ))α((ηx)−1) = α̂(λ) = α(D̂(λ)) ,

wobei D̂(λ) die Dilation im Tangentialraum darstellt:
(
α(D̂(λ))f̂ (n)

)
(z1, . . . , zn) = f̂(λ−1z1, . . . , λ

−1zn) .

Mit diesen Vorbemerkungen kann jetzt der Skalenlimes definiert werden:

Definition 2.3.6 Ein Zustand ω auf AU (O) besitzt einen Skalenlimes be-
züglich eines kontrahierenden Vektorfeldes X, wenn eine positive, monotone
Skalenfunktion N(λ) existiert, so daß ∀n ∈ N und ∀f (n) ∈ D(On) der Grenz-
wert limλ→0N(λ)nω(α((ηX)−1)α̂(λ)f̂ (n)) existiert (siehe Haag 93 [20]).

Hierbei ist zu beachten, daß in diesem Konzept bis jetzt keine Metrik gewählt
wurde, was später nachgeholt wird. Damit kann dann der Skalenlimes durch
die Wahl eines bestimmten Diffeomorphismus ηX physikalisch ausgezeichnet
werden. Praktikabel ist die Wahl der Exponentialabbildung. Mehr dazu an
späterer Stelle.
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Kapitel 3

Die Zweipunktfunktion

In den folgenden Kapiteln sollen störungstheoretische Aspekte zweiter Ord-
nung betrachtet werden, insbesondere die Renormierung von Einschleifen-
Graphen. Hierfür sind explizite Darstellungen der Propagatoren (bzw. der
Zweipunkt-Funktionen, diese reichen für die Renormierung aus) notwendig,
die im folgenden konstruiert werden sollen. Bei der Renormierung ist das
Kurzabstandsverhalten der Propagatoren entscheidend, daher reicht es aus,
wie zuvor bereits erwähnt wurde, die Theorie in Tangentialräumen zu be-
trachten. Hierbei gibt es die Möglichkeit, daß die Geodäten der Mannigfal-
tigkeit auf Geraden im Tangentialraum abgebildet werden. Die so gewon-
nenen Ausdrücke sind gültig innerhalb einer konvexen Normalumgebung,
man spricht von Normalkoordinaten. Dieses Konzept wurde bereits 1979 von
Bunch und Parker [7] benutzt. Es wurde in dieser Arbeit zwar darauf hinge-
wiesen, daß diese Konstruktion auch für Lorentz-Mannigfaltigkeiten richtig
sei, die Konstruktion selbst jedoch bezog sich ausschließlich auf Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten. Darüber hinaus weist die Berechnung einige mathe-
matische Schwachstellen auf, die bei der folgenden Konstruktion vermieden
werden sollen.

3.1 Normalkoordinaten

Zur Darstellung der Klein-Gordon Gleichung auf Lorentzschen Mannigfal-
tigkeiten bieten sich, wie bereits gesagt, Riemannsche Normalkoordinaten
an. Diese Darstellung folgt Nakahara [30]. Gegeben sei also eine Lorentzsche
Mannigfaltigkeit (M, g) und eine Geodäte c(t) auf (M, g) mit

c(0) =
0
x . (3.1)

23
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Der Tangentialvektor an diesem Punkt ist

d

dt

∣∣∣∣0
x

= X = Xµeµ ∈ T0
x
M , (3.2)

wobei {eµ} eine Koordinatenbasis im Punkt
0
x darstellt. Es sei U eine Umge-

bung von
0
x und y ∈ U . Dann existiert genau eine Geodäte cy so, daß

cy(1) = y und cy(0) =
0
x . (3.3)

Es sei jetzt Xy ∈ T0
x
M der Tangentialvektor an cy im Punkt

0
x. Dann existiert

eine Abbildung

ϕ : y −→ Xµ
y mit Xy ≡ Xµ

y eµ ∈ T0
x
M , (3.4)

die als Koordinatensystem mit der Basis {eµ} dient. Man definiert weiter
eine Abbildung

EXP : TpM −→M (3.5)

durch
EXP(Xy) = y so daß ϕ(EXP(Xµ

y eµ)) = Xµ
y . (3.6)

Ein solches Koordinatensystem heißt Riemannsches Normalkoordina-

tensystem. Eine Geodäte c(t) mit c(0) =
0
x und c(1) = y hat die Riemann-

sche Normalkoordinatendarstellung

ϕ(c(t)) = Xµ = Xµ
y t , (3.7)

d.h. Geodäten werden auf Geraden abgebildet. Für die Geodätengleichung
gilt nun

0 =
d2Xµ

dt2
+ Γµ

νλ(X
κ
y t)

dXν

dt

dXλ

dt
(3.8)

= Γµ
νλ(X

κ
y )Xν

yX
λ
y ∀ Xν

y ∈ U

wobei U eine Umgebung von
0
x ist. Daraus folgt nun

Γµ
νλ(

0
x) = 0 . (3.9)

Man beachte, daß im allgemeinen ∂µΓκ
νλ(

0
x) 6= 0 gilt. Da der Tangentialraum

einer Lorentzschen Mannigfaltigkeit isomorph zum Minkowski-Raum ist und
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die Basisvektoren des Tangentialraums als Koordinatenbasis des Riemann-
schen Koordinatensystems dienen, existiert bezüglich des Riemannschen Ko-
ordinatensystems eine Fourier-Darstellung (insbesondere gilt bei gleichmäßi-
ger Konvergenz des Skalenlimes Translationsinvarianz).

Es soll nun versucht werden, die Klein-Gordon Gleichung durch Riemann-
sche Normalkoordinaten auszudrücken. Zu diesem Zweck muß die Metrik
nach diesen Koordinaten entwickelt werden (siehe auch Petrow [33]). Für
einen beliebigen Tensor gilt:

Tα1···αn
=

0

Tα1···αn
+
∂Tα1 ···αn

∂yν

∣∣∣∣0
x

yν +
1

2!

∂2Tα1···αn

∂yµ∂yν

∣∣∣∣0
x

yµyν + . . .

mit
0

T = T (
0
x). in Riemannschen Normalkoordinaten ist

Γµ
νλ(

0
x) = 0 , ∂(%Γ

µ
νλ)(

0
x) = 0 , · · · , ∂(%1 ···%n

Γµ
νλ)(

0
x) = 0 (3.10)

∂(%Γ
µ
ν)λ(

0
x) = 1

3
Rµ

(%ν)λ(
0
x) , ∂(%σΓµ

ν)λ(
0
x) = −1

2
Rµ

λ(%σ;ν)(
0
x), · · · (3.11)

Jetzt können die partiellen Ableitungen durch die kovarianten ausgedrückt
werden. Man erhält unter Verwendung der Beziehungen (3.10) und (3.11):

Tα1···αn
=

0

T α1···αn
+

0

T α1···αn;µ y
µ+

+ 1
2!

(
0

T α1···αn;µ;ν −1
3

n∑

k=1

Rλ
µαkν(

0
x)

0

T α1···αk−1λαk+1··· ;αn

)
yµyν+

+ 1
3!

(
0

T α1···αn;µ;ν;σ −
n∑

k=1

Rλ
µαkν(

0
x)

0

T α1···αk−1λαk+1···αn;σ −

− 1
2

n∑

k=1

Rλ
µαkν(

0
x)

0

T α1···αk−1λαk+1···αn

)
yµyνyσ +O(y4)

Damit folgt für die Komponenten des metrischen Tensors unter Berücksich-
tigung der Kompatibilität:

gαβ = ηαβ + 1
3
Rαµβλ(

0
x)yµyλ − 1

3!
Rαγβλ;µ(

0
x)yλyµyγ+ (3.12)

+ 1
5!

(
−6Rαδβγ;λ;µ(

0
x) + 16

3
Rλβµ

%(
0
x)Rγαδ%(

0
x)
)
yλyµyγyδ +O(y5)

Hiermit erhält man folgende noch benötigte Beziehungen (vgl. L. Parker ’78
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[32]):

g ≡ det(gµν) = 1 − 1
3
Rµλ(

0
x)yµyλ − 1

6
Rγλ;µ(

0
x)yλyγyµ− (3.13)

− 1
24

(
−4

3
Rµλ(

0
x)Rσε(

0
x) + 4

15
Rαµλ

β(
0
x)Rα

εσβ(
0
x) +

+ 6
5
Rµλ;σ;ε(

0
x)
)
yµyλyσyε +O(y5)

√−g = 1 − 1
6
Rµλ(

0
x)yµyλ − 1

12
Rγλ;µ(

0
x)yλyγyµ− (3.14)

− 1
48

(
−4

3
Rµλ(

0
x)Rσε(

0
x) + 4

15
Rαµλ

β(
0
x)Rα

εσβ(
0
x) +

+ 6
5
Rµλ;σ;ε(

0
x)
)
yµyλyσyε +O(y5)

(−g)−1/4 = 1 + 1
12
Rµλ(

0
x)yµyλ + 1

24
Rγλ;µ(

0
x)yλyγyµ+ (3.15)

+ 1
96

(
1
3
Rµλ(

0
x)Rσε(

0
x) + 4

15
Rαµλ

β(
0
x)Rα

εσβ(
0
x) +

+ 6
5
Rµλ;σ;ε(

0
x)
)
yµyλyσyε +O(y5)

Es wird jetzt die Klein-Gordon Gleichung betrachtet:
(
∇µ∇µ +m2 + ζR

)
∆(x, x′) = 0

wobei ∆ die Fundamentallösung der Klein-Gordon Gleichung darstellt. Hier-
bei ist

∇µ∇µ =
1√−g∂µ

(√
−ggµν∂ν

)
(3.16)

und
∆(x, x′) ≡ −g−1/4(x)∆̄(x, x′)g−1/4(x′) , (3.17)

wobei zu beachten ist, daß g−1/4(
0
x) = 1 und x′ =

0
x sowie x = y ist. Damit

ergibt sich

0 = ηµν∂µ∂ν∆̄(y,
0
x) −

[
m2 +

(
ζ − 1

6

)
R(

0
x)
]
∆̄(y,

0
x)− (3.18)

− 1
3
R ν

α (
0
x)yα∂ν∆̄(y,

0
x) + 1

3
Rµ ν

α β(
0
x)yαyβ∂µ∂ν∆̄(y,

0
x) +O(y3) .

Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden. Nach Parker und Bunch
1979 [7] verschwinden die Ausdrücke der Form

−1
3
R ν

α (
0
x)yα∂ν∆̄(y,

0
x) + 1

3
Rµ ν

α β(
0
x)yαyβ∂µ∂ν∆̄(y,

0
x)
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aufgrund der Lorentzkovarianz der ∆-Funktion. Im folgenden wird zunächst
der Operator

ηµν∂µ∂ν −m2 −
(
ζ − 1

6

)
R(

0
x)

betrachtet. Es wird sich später zeigen, daß das Problem auf die Lösung der
entsprechenden Differentialgleichung zurückgeführt werden kann.

3.2 Fourierintegraloperatoren

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß die Differentialgleichung (3.18) hy-

perbolisch ist (Definition dieses Begriffs siehe unten). Die Lösungen der Dif-
ferentialgleichungen dieses Typs können nicht mehr auf Pseudodifferential-
operatoren zurückgeführt werden, man benötigt hierfür die allgemeineren
Fourierintegraloperatoren. Weiter wird die Fundamentallösung und somit die
Zweipunktfunktion im nächsten Abschnitt explizit konstruiert. Die Darstel-
lung folgt dem Buch von Trèves [41], Details findet man in den Arbeiten von
Duistermaat und Hörmander [24] [15].

Man definiert zunächst folgende Schreibweise: Ein Differentialoperator ist
gegeben durch

P (D) =
∑

|α|≤m

aαDα, α Multiindex . (3.19)

Der Operator
Pm(D) =

∑

|α|=m

aαDα (3.20)

soll Hauptteil des Operators P heißen.

Definition 3.2.1 Es sei P (D) ≡ ∑|α|≤m aαDα ein linearer Differentialope-
rator mit konstanten Koeffizienten. Das Polynom

P (ξ) =
∑

|α|≤m

aαξ
α (3.21)

heißt das zu P (D) zugehörige Symbol.

Um die Klein-Gordon Gleichung analysieren zu können, müssen Operatoren
der Form

P (x, t,Dx, ∂t) = ∂m
t +

m∑

j=1

Pj(x, t,Dx)∂
m−j
t (3.22)
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betrachtet werden. Die folgenden Definitionen und Analysen folgen dem Buch
von Trevès. Die Analyse soll sich zunächst auf die Entwicklung bis zur dritten
Ordnung in y beschränken. Um die bereits angesprochene Hyperbolizität prä-
ziser zu fassen, ist wegen der konstanten Koeffizienten die folgende Definition
ausreichend:

Definition 3.2.2 Ein Operator P (Dx, ∂t) heißt streng hyperbolisch, wenn zu
jedem festen ξ ∈ R, ξ 6= 0, die Wurzeln des Polynoms Pm(ξ, τ) rein imaginär
und verschieden sind [41].

Es ist klar, daß der zu untersuchende Operator hyperbolisch ist: Es bezeich-
nen iλ(ξ) die Nullstellen des Polynoms Pm(ξ, τ). Dann ist

iλ1,2 = ±
√
ξ2 (3.23)

für den Operator

P (Dx∂t) = −D2
x − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R , (3.24)

wobei der Kürze halber Dx ≡ −i∂x und R ≡ R(
0
x) gesetzt wurde. Desweiteren

sind noch folgende Definitionen notwendig:

Definition 3.2.3 Es seien m, %, δ ∈ R und 0 ≤ δ ≤ 1, 0 ≤ % ≤ 1. Dann
heißt

Sm
%,δ(X × Rn) =

{
a ∈ C ∞(X × Rn)

∣∣ |Dβ
xD

α
ξ a(x, ξ)| ≤ Cα,β,K(1 + |ξ|)m−%|α|+δ|β|

∀ x ∈ K ⊂⊂ X, ξ ∈ Rn
}

Die Menge der Symbole der Ordnung m vom Typ %, δ [24].

Darüberhinaus wird noch der Begriff der Phasenfunktion benötigt:

Definition 3.2.4 Es sei Ω ⊂⊂ Rn. Eine Funktion φ heißt reelle Phasen-
funktion, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. φ ∈ C ∞(Ω × Ω × Rn \ {0})

2. φ ist positiv-homogen vom Grad 1 bezüglich der Kovariable.

3. dx,θφ und dy,θφ sind Differentiale von φ bezüglich (x, θ) und (y, θ), die
nirgends auf (Ω × Ω × Rn \ {0}) verschwinden.
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Die folgende Konstruktion führt auf sogenannte Fourier-Integraloperatoren.
Diese werden folgendermaßen definiert:

Definition 3.2.5 Operatoren der Form

Fu(x) =
1

(2π)n

∫ [∫
eiφ(x,y,θ)a(x, y, θ)u(y)dy

]
dθ (3.25)

heißen Fourierintegraloperatoren [41], [24].

Mit Hilfe der oben angegebenen Definitionen läßt sich nun eine Lösung des
folgenden Problems konstruieren.

3.2.1 Konstruktion der ∆-Funktion

Um zu zeigen, daß sich die Lösung der Klein-Gordon Gleichung als Fourier-
Integraloperator schreiben läßt, betrachten wir zunächst das Cauchy-Problem
(ab jetzt wird der Strich über dem ∆ fortgelassen).

P (ξ, ∂t)û = f̂ , T0 < t < T1

∂j
t û
∣∣
t=0

= ûj , j = 0, . . . , m− 1 . (3.26)

Eine Lösung dieses Problems ist nun ganz allgemein gegeben durch

û(ξ, t) =
m−1∑

j=0

Ẽj(ξ, t)ûj(ξ) +

∫ t

0

Ẽm−1(ξ, t− t′)f̂(ξ, t′)dt′ , (3.27)

wobei Ẽj eine Lösung des homogenen Problems

P (ξ, ∂t)Ẽj(ξ, t) = 0 ∀t ∈ R

∂k
t Ẽj(ξ, t)

∣∣∣
t=0

=

{
1 für j = k
0 für j 6= k

(3.28)

mit j = 0, . . . , m − 1 und k = 1, . . . , m darstellt. Das vorliegende Problem
reduziert sich jedoch auf f = 0 und m = 2. Es seien nun τk die m paarweise
verschiedenen Wurzeln des Polynoms P (ξ, τ) in τ . Damit ist eine Lösung des
Cauchy-Problems (3.26) für f = 0 gegeben durch

hk(ξ, t) = eiτk(ξ)t , ûj = τ j
k . (3.29)

Ferner folgt für diesen Fall aus (3.28)

hk(ξ, t) =

m−1∑

j=0

Ẽj(ξ, τ)τ
j
k(ξ) . (3.30)
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Eingesetzt in (3.29) ergibt sich ein Gleichungssystem, aus dem Ẽj bestimmt
werden kann. Es gilt im vorliegenden Fall (und auch ganz allgemein), daß
sich immer ein c0 > 0 finden läßt, so daß für linear unabhängige Fundamen-
tallösungen gilt

c0 |ξ| ≤ |λj − λk| für j 6= k, ∀ ξ ∈ Rn . (3.31)

Damit lassen sich die Wurzeln τ folgendermaßen in eine Reihe entwickeln:

τk(ξ) = iλk(ξ) +
∞∑

l=0

τkl(ξ) ,

wobei die τkl homogene Funktionen vom Grad −l sind, d.h. die Reihe di-
vergiert in einer Umgebung der Null. Man wählt daher ein ε > |ξ| für das
(3.29), (3.30) stets lösbar ist (die Forderung |ξ| > 0 reicht für gleichmäßige
Konvergenz nicht mehr aus). Formal läßt sich für die Lösung schreiben:

Ẽj(ξ, t) =
m∑

k=1

cj,k(ξ)e
t(τk−iλk)eiλkt ≡

m∑

k=1

ajk(ξ, t)e
iλkt . (3.32)

Man definiert jetzt einen linearen Operator der Form

Ej(t)u(y) =
1

(2π)n

∫
eiyξẼj(ξ, t)û(ξ)dξ, u ∈ C ∞

0 (Rn) . (3.33)

Mit den obigen Ergebnissen folgt

Ej(t)u(y) =
1

(2π)n

m∑

k=1

∫

|ξ|>ε

ei(yξ+tλk(ξ))ajk(ξ, t)û(ξ)dξ+ (3.34)

+
1

(2π)n

∫

|ξ|<ε

eixξẼj(ξ, t)û(ξ)dξ .

Offensichtlich läßt sich die Lösung von (3.28) als Summe von Spezialfällen von
Fourier-Integraloperatoren (modulo eines Pseudodifferentialoperators) dar-
stellen. Die Phasenfunktion lautet somit

φ(y, t, ξ) = yξ ±
√
ξ2t . (3.35)

Damit sind die Eigenschaften 1.) und 2.) erfüllt. Da nun λ eine Lösung des
Polynoms Pm(ξ, τ) ist, kann φ als Lösung der charakteristischen Gleichung
aufgefaßt werden:

Pm(∂yφ, i∂tφ) = 0
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Als nächstes müssen die Symbole a bestimmt werden. Wendet man auf (3.34)
den Differentialoperator an, ergibt sich

0 =
[
−ξ2 − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R
]
eiλktajk(ξ, t)

=
[
−ξ2 +m2 +

(
ζ − 1

6

)
R
]
eiλktajk(ξ, t) − ∂2

t

(
eiλktajk(ξ, t)

)

=
[
−ξ2 +m2 +

(
ζ − 1

6

)
R
]
eiλktajk(ξ, t)−

−
(
−λ2

ke
iλktajk(ξ, t) + 2iλke

iλkt∂tajk(ξ, t) + eiλkt∂2
t ajk(ξ, t)

)
.

Oder etwas vereinfacht

äjk(ξ, t) + 2iλkȧjk(ξ, t) −
[
ξ2 − λ2

k −m2 −
(
ζ − 1

6

)
R
]
ak(ξ, t) = 0 . (3.36)

Die Lösung dieser Gleichung ist fast trivial:

ajk(ξ, t) = Ajk(ξ)e
−i

h

λk−
q

ξ2−m2−(ζ− 1

6)R
i

t
+Bjk(ξ)e

i
h

λk−
q

ξ2−m2−(ζ− 1

6)R
i

t
.

(3.37)
Die Koeffizienten A und B lassen sich aus den Cauchy-Daten von (3.28)
gewinnen:

Aj1(ξ) = Bj1(ξ) =
1√

ξ2 +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R
. (3.38)

Da j nur bis 1 läuft und k bis 2, ist klar, daß aus (3.28) folgt:

Aj2(ξ) = Bj2(ξ) = 0 . (3.39)

Damit gehört a der Symbolklasse S0 an. Die obige Lösung ist offensichtlich
eine Verallgemeinerung des aus der herkömmlichen (Minkowskischen) Quan-
tenfeldtheorie bekannten Ergebnisses. Dieses Ergebnis soll jetzt auf beliebige
Ordnungen der Entwicklung nach Normalkoordinaten verallgemeinert wer-
den. Dazu schreibt man für den gefundenen Differentialoperator

P (y, t,Dy, ∂t) = −D2
y − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R +

∞∑

n=1

Kn(R)Pn(t, y) , (3.40)

wobei Pn(t, y) ein Polynom vom Grad n in t und y ist. Die Kn(R) sind

Konstanten, die von der Krümmung an der Stelle
0
x abhängen und sich aus

der Entwicklung nach Normalkoordinaten berechnen lassen.

Definition 3.2.6 Ein Operator P (y, t,Dx, ∂t) heißt streng hyperbolisch in
Ω × ]T0, T1[, wenn für jeden Punkt (x0, t0) dieser Menge ein Differential-
operator mit konstanten Koeffizienten P (x0, t0,Dx, ∂t) existiert, der streng
hyperbolisch in Rn+1 ist [41].
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Wie zuvor wird eine Lösung des Problems

P (y, t,Dy, ∂t)u = f in Ω × ]T0, T1[ mit Ω ⊂ Rn offen (3.41)

∂j
t u
∣∣
t=0

= uj , j = 0, . . . , m− 1 in Ω . (3.42)

Dieses läßt sich wieder reduzieren auf

P (y, t,Dy, ∂t)Ej(t, t
′) = 0 mit T0 < t < T1 (3.43)

∂k
t Ej(t, t

′)
∣∣
t=t′

=

{
0 für k 6= j
1 für k = j

, k = 0, . . . , m− 1 (3.44)

wobei sich die Lösung von (3.41) schreiben läßt als

u(x, t) =

m−1∑

j=0

Ej(t)uj(x) +

∫ t

0

Em−1(t, t
′)f(y, t′)dt . (3.45)

Die Lösung des homogenen Problems soll, wie zuvor auch, die Form haben

Ej(t)u(y) =
1

(2π)n

m∑

k=1

∫
eiφk(y,t,ξ)ajk(y, t, ξ)û(ξ)dξ +Rj(t)u(y) , (3.46)

wobei R ein regularisierender Operator ist. Auch hier hat man

Pm(∂yφ, i∂tφ) = 0 =⇒ φ(y, t, ξ) = yξ ± i
√
ξ2t . (3.47)

Die Anwendung des Differentialoperators (3.40) auf Gleichung (3.46) ergibt:

Ej(t)u(y) =
1

(2π)n

m∑

k=1

∫
eiyξ
[
−ξ2 − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R + Pn(t, y)

]
×

× ajk(y, t, ξ)û(ξ)e
iλkt dξ

Die Symbole werden jetzt in eine Reihe homogener Funktionen in y ent-
wickelt, wobei der Homogenitätsgrad +l sei:

ajk =

∞∑

l=0

ajkl .

Die Differentialgleichung (3.43) muß für jeden Homogenitätsgrad separat er-
füllt werden. Da die Multiplikation mit y den Homogenitätsgrad um 1 erhöht,
ergibt entsprechendes Sortieren nach Homogenitätsgraden

[
−ξ2 − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R
]
ajk0e

iλkt = 0 (3.48)[
−ξ2 − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R
]
ajk1e

iλkt = K1(R)P1(t, y)ajk0

...
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und so fort. Damit kann das Problem rekursiv gelöst werden. Daß Differen-
tialgleichungen vom Typ (3.48) immer gelöst werden können, ist schon aus
Lehrbüchern bekannt (z.B. Forster). Nach partieller Integration lassen diese
sich auf eine Form bringen, daß der folgende Satz angewandt werden kann:

Satz 3.2.1 Sei P (τ) = τn + cn−1τ
n−1 + . . .+ a0 ∈ C [τ ] und b : R −→ C eine

Funktion der Gestalt
b(t) = f(t)eµt ,

wobei f ein Polynom in t mit komplexen Koeffizienten vom Grad m ist. Die
Zahl µ ∈ C sei Nullstelle k-ter Ordnung (k ≥ 0) des Polynoms P . Dann
besitzt die Differentialgleichung

P (∂t)a = f(t)eµt

eine spezielle Lösung ϕ : R −→ C der Gestalt

ϕ(t) = h(t)eµt

wobei h ein Polynom vom Grad m + k ist.

Einen Beweis findet man in besagten Lehrbüchern. Für die ∆-Funktion kann
daher geschrieben werden

∆(x, y) = ∆1(x, y) + ∆2(x, y) + . . .

Der untere Index soll im folgenden als „Ordnung der Entwicklung der Fun-
damentallösung nach Normalkoordinaten“ bezeichnet werden. Es wird sich
ferner zeigen, daß die Singularitätsstruktur ausschließlich vom Term niedrig-
ster Ordnung herrührt. An dieser Stelle soll auf die expliziten Formen der
einzelnen Terme nicht weiter eingegangen werden, da sie für die Renormie-
rung nicht benötigt werden.

3.2.2 Konstruktion der Parametrices

Aus der Kenntnis der Zweipunktfunktion lassen sich auch die Parametri-
ces bestimmen, in der Quantenfeldtheorie sind diese unter der Bezeichnung
Feynman-Propagatoren1 bekannt. Hier soll zunächst die herkömmliche Kon-
struktion angegeben werden, wie sie sich in fast allen Lehrbüchern über Quan-
tenfeldtheorie finden läßt, und auf den Term niedrigster Ordnung beschränkt

1Diese Aussage ist nicht ganz korrekt, die Parametrices und der Feynman-Propagator
stimmen bis auf einen C ∞-Teil überein.
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werden. Es zeigt sich, daß sich die Klein-Gordon Gleichung schreiben läßt als

i∆(y) =

∫
d3ξ

(2π)3

e−i(ξy+ωξt) − e+i(ξy+ωξt)

2
√
ξ2 +m2 +

(
1
6
− ζ
)
R

≡ i∆(+)(y) + i∆(−)(y)

mit ωξ =
√
ξ2 +m2 +

(
1
6
− ζ
)
R. Man definiert als Greensche Funktion (oder

„Feynman-Propagator“)

i∆F(
0
x −y) = i∆(+)(

0
x −y) für

0
x0> y0

i∆F(
0
x −y) = −i∆(−)(

0
x −y) für

0
x0< y0

Der Kürze halber soll jetzt
0
x ≡ x gesetzt werden. Man erhält damit wie im

Minkowski-Raum

i∆F(x− y) = Θ(x0 − y0)i∆
(+)(x− y) − Θ(y0 − x0)i∆

(−)(x− y)

=

∫
d3ξ

(2π)3
e−iξ(x−y) 1

2ωξ

[
Θ(x0 − y0)e

−iωξ(x0−y0)+

+Θ(y0 − x0)e
iωξ(x0−y0)

]

= −
∫

d3ξ

(2π)3
e−iξ(x−y)

∫

C

dτ

2πi

e−iτ(x0−y0)

(τ − ωξ)(τ + ωξ)

Hierbei wurde im zweiten Summanden ξ → −ξ gesetzt und der Inhalt der
eckigen Klammer als Residuum über den Integranden in der letzten Zeile
aufgefaßt. Es zeigt sich, daß das Problem auf die positiven bzw. negativen
Frequenzlösungen reduziert werden kann. Weiterhin zeigt sich, daß die Po-
tenzen des Feynman-Propagators nicht existieren. Anhand der Wellenfront-
mengen (siehe nächster Abschnitt) zeigt sich, daß das Produkt ∆(+)∆(−)

nicht definiert ist, unabhängig davon, daß das Produkt der Sprungfunktio-
nen Null ergibt (ein unbestimmter Ausdruck mit Null multipliziert bleibt
unbestimmt). Der Grund hierfür liegt darin, daß die Feynman-Propagatoren
keine Fourierintegral-Operatoren darstellen.

3.3 Wellenfrontmengen

Es soll jetzt gezeigt werden, daß alle Potenzen der Zweipunktfunktionen exi-
stieren und daß das Distributivgesetz auf die Reihenentwicklung angewendet
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werden darf. Diese Analyse folgt [38], wobei die Definition der Wellenfront-
menge in Kapitel 2 (Definition 2.3.1) zu finden ist.

Mit Hilfe dieser Wellenfrontmengen kann gezeigt werden, daß Produkte
von Distributionen existieren. Dies geschieht mit dem folgenden Satz:

Satz 3.3.1 Es seien S und T Distributionen. Unter der Voraussetzung, daß

WF(T )⊕WF(S) ≡ {(x, k1+k2) | (x, k1) ∈ WF(T ); (x, k2) ∈ WF(S)} (3.49)

kein Element der Form (x, 0) enthält, existiert das Produkt TS mit der Wel-
lenfrontmenge

WF(TS) ⊂ WF(T ) ∪ WF(S) ∪ [WF(T ) ⊕ WF(S)] (3.50)

Für einen Beweis siehe [38]. Es genügt, wie bereits gezeigt wurde, die Wel-
lenfrontmenge der positiven und negativen Frequenzlösungen ∆(+) und ∆(−)

zu berechnen. Hierzu folgende Definition:

Definition 3.3.1 (Mannigfaltigkeit stationärer Phase): Es sei φ(x, ξ)
eine Phasenfunktion auf Ω × Rs mit Ω ⊂ Rn offen und es sei

Mφ = {(x, ξ) ∈ Ω × Rn \ {0} | (∇ξφ)(x, ξ) = 0} . (3.51)

Die Menge

Σφ = {(x, (∇xφ))(x, ξ) | (x, ξ) ∈ Mφ} ⊂ Ω × Rn (3.52)

heißt Mannigfaltigkeit stationärer Phase.

Zur Berechnung von Wellenfrontmengen wird noch folgender Satz benötigt:

Satz 3.3.2 Für ein oszillatorisches Integral

I =

∫
eiφ(x,ξ)a(x, ξ)dξ

ist die Wellenfrontmenge
WF(I) ⊂ Σφ (3.53)

Für einen Beweis siehe ebenfalls [38]. Man beachte, daß bei der sukzessiven
Konstruktion der Fundamentallösung die Phasenfunktion auch bei Termen
höherer Ordnung nicht verändert wird (es ändert sich lediglich das Sym-
bol). Es genügt also, die Wellenfrontmenge für den Term niedrigster Ordnung
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der Entwicklung nach Normalkoordinaten zu berechnen. Diese Rechnung ist
wohlbekannt und soll hier der Vollständigkeit halber angegeben werden. Im
vorliegenden Fall ist für ∆(+):

φ(y, ξ) = −t |ξ| + ~y · ~ξ , (3.54)

d.h.

∇ξφ = −t
~ξ

|ξ| + ~y . (3.55)

Man erhält also

Mφ = {(y, ξ) | y = 0} ∪
{
(y, ξ)

∣∣ |~y| = |t| 6= 0, ~ξ = λ~yt−1, λ > 0
}
. (3.56)

Da nun ∇xφ = (− |ξ| , ~ξ) ist, folgt

Σφ =
{
(0, 0;−|ξ|, ~ξ)

∣∣ ~ξ ∈ R3
}
∪
{
(±|~y|, ~y;−λ|~y|,∓~y)

∣∣ ~y ∈ R3, ~y 6= ~0, λ > 0
}

(3.57)
Die Mannigfaltigkeit stationärer Phase ist somit die Familie der Tangenti-
alvektoren des Lichtkegels. Wie bereits erwähnt, gilt WF(∆(+)) ⊂ Σφ. Es
ist

S0 =
{
(0, 0;−|ξ|, ~ξ)

∣∣ ~ξ ∈ R3
}

S± =
{
(±|~y|, ~y;−λ|~y|,∓~y)

∣∣ ~y ∈ R3, ~y 6= ~0, λ > 0
}

Da ∆(+) Lorentz-invariant ist, ist entweder S+ von WF(∆(+)) oder S− von
WF(∆(+)) disjunkt. Falls S+ von WF(∆(+)) disjunkt ist, muß ∆(+) eine C ∞

Distribution sein. Die Fouriertransformierte von ∆(+) ist jedoch nicht L1,
daher ist S+ ⊂ WF(∆(+)). Da nun ∆(+)(−x) = ∆(−)(x) ist, gilt auch S− ⊂
WF(∆(+)). Weiterhin ist S0 ⊂ S̄+. Da WF(∆(+)) abgeschlossen ist, gilt S0 ⊂
WF(∆(+)). Daraus folgt

WF(∆(+)) = Σφ (3.58)

Die Wellenfunktion der θ-Funktion ist gegeben durch

WF(θ) =
{
(0, ~x;±λ, 0)

∣∣ ~x ∈ R3, λ ∈ R+

}
. (3.59)

Daher existiert das Produkt θ(y0)∆
(+)(y) mit der Wellenfrontmenge

WF(θ(y0)∆
(+)(y)) = WF(θ) ∪ WF(∆(+)) ∪

[
WF(θ) ⊕ WF(∆(+))

]

Da, wie bereits erwähnt, bei der sukzessiven Bestimmung der Reihenglieder
von ∆(+) die Phasenfunktion nicht verändert wird, besitzen alle Reihenglie-
der dieselbe Wellenfrontmenge, d.h. bei der Produktbildung der Zweipunkt-
funktionen darf das Distributivgesetz trotz der auf dem ganzen Lichtkegel
vorhandenen Singularitäten angewendet werden.



Kapitel 4

Störungstheorie

Im folgenden werden die störungstheoretischen Aspekte wie Renormierung
behandelt. Hierbei wird wegen seiner formalen Eleganz vor allem das Epstein-
Glaser Verfahren benutzt. Es existieren aber selbstverständlich bekanntere
Verfahren, die mathematisch äquivalent sind, z.B. das Pauli-Villars Verfah-
ren. Weiter soll kurz auf eine Verallgemeinerung auf gekrümmte Raumzeiten
eingegangen werden. Berechnet werden sollen Einschleifen-Graphen, sowie
deren minimale Subtraktion.

4.1 Das Epstein-Glaser Verfahren

Nachdem gezeigt wurde, daß die Produktbildung der Zweipunktfunktion bis
auf den Nullpunkt unproblematisch ist, soll dieses Produkt in den Nullpunkt
fortgesetzt („renormiert“) werden. Dies geschieht in sehr eleganter Weise mit
dem Epstein-Glaser Verfahren. Im Gegensatz zu herkömmlichen störungs-
theoretischen Behandlungen quantenfeldtheoretischer Probleme treten hier
keine UV-Divergenzen in der S-Matrix auf. Hierzu betrachte man die folgen-
de formale Störungsreihe:

S(g) = 1 +
∞∑

n=1

1

n!

∫
d4x1 · · ·d4xn Tn(x1, . . . , xn)g(x1) · · ·g(xn) ,

wobei die g(x) ∈ S (Rn) c-Zahlwertige Testfunktionen sind, deren Aufga-
be es ist, anschaulich gesprochen, die Wechselwirkung zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt ein- bzw. auszuschalten. Die zeitgeordneten Produkte T k

n ,
k ≤ 4, besitzen folgende Eigenschaften (wir beschränken uns hier auf die

37
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Minkowski-Raum Darstellung des Epstein-Glaser Formalismus ([16], [39]),
da in Normalkoordinaten im Tangentialraum gerechnet wird, der isomorph
zum Minkowski-Raum ist. Über eine Verallgemeinerung wird an anderer Stel-
le referiert):

1. T k
1 (x) = : ϕk(x) :

2. T k1···kn
n (x1, . . . , xn) ist symmetrisch unter Permutation der Indices.

3. Falls keiner der Punkte x1, . . . , xl, 1 ≤ l ≤ n in der Vergangenheit der
Punkte xl+1, . . . , xn liegt, faktorisiert das zeitgeordnete Produkt:

T k1···kn

n (x1, . . . , xn) = T k1···kl

l (x1, . . . , xl)T
kl+1···kn

n−l (xl+1, . . . , xn)

T k1···kn

n (x1, . . . , xn) =
∑

tl1···lnn (x1, . . . , xn) : ϕk1−l1(x1) · · ·ϕkn−ln(xn) :

Die Tn lassen sich bis auf den Nullpunkt induktiv konstruieren. Im Epstein-
Glaser Formalismus auf flacher Raumzeit definiert man nach Epstein und
Glaser [16]

R′
n(x1, . . . , xn) = −T1(x1)Tn−1(x2, . . . , xn)

A′
n(x1, . . . , xn) = −Tn−1(x2, . . . , xn)T1(x1)

und

Rn(x1, . . . , xn) = R′
n(x1, . . . , xn) + Tn(x1, . . . , xn)

An(x1, . . . , xn) = A′
n(x1, . . . , xn) + Tn(x1, . . . , xn)

Es gilt hierbei eine Distribution so zu finden, daß gilt

Dn(x1, . . . , xn) = Rn(x1, . . . , xn) − An(x1, . . . , xn)

= R′
n(x1, . . . , xn) − A′

n(x1, . . . , xn)

mit den kausalen Trägereigenschaften

suppRn ⊆ Γ+
n−1(xn) , suppAn ⊆ Γ−

n−1(xn)

Γ±
n (x) =

{
(x1, . . . , xn)|xj ∈ V̄ ±, ∀ j = 1, . . . , n

}

Um das Fortsetzungsproblem zu lösen, schreibt man

Dn(x1, . . . , xn) =
∑

k

:
∏

l

ϕ(xl)d
k
n(x1, . . . , xn)

∏

m

ϕ(xm) :
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mit dk
n(x) = rn(x)−an(x) und supp rn ⊆ Γ+

n−1(xn) sowie supp an ⊆ Γ−
n−1(xn).

Man beachte, daß im Epstein-Glaser Verfahren die Translationsinvarianz ei-
ne zentrale Rolle spielt. Auf gekrümmten Raumzeiten muß diese Eigenschaft
durch eine allgemeinere ersetzt werden, da die Translation bekanntlich kein
Killing-Vektor(feld) ist und daher der Impuls nach dem Noether-Theorem
nicht erhalten bleibt. Eine solche Erweiterung wurde von Brunetti und Fre-
denhagen vorgenommen [3]. Anstatt Translationsinvarianz fordert man hier-
bei

WF(tn) ⊂ Γt0
n ,

wobei Γt0
n die Menge aller (x1, k1; . . . ; xn, kn) ∈ T ∗Mn \ {0} ist, für die ein

Graph G existiert mit Vertices {1, . . . , n} und einer Zuordnung von Linien l
von Vertex i = s(l) zu j = r(l) und vonG zur zukunftsgerichteten Geodäte γl,
die xi und xj verbindet sowie ein kovariant konstantes Kovektorfeld kl ∈ V̄+

auf γl koparallel zu γ̇l, so daß

ki =
∑

m:s(m)=i

km(xi) −
∑

n:r(n)=i

kn(xi) .

Weiter zeigen Brunetti und Fredenhagen in Zusammenarbeit mit Köhler [4]
die Existenz der Wick-Produkte auf gekrümmten Raumzeiten, worauf an
früherer Stelle bereits eingegangen wurde.

Epstein und Glaser [16] [39] führen an dieser Stelle den Begriff der sin-

gulären Ordnung ein:

Definition 4.1.1 Eine Distribution d(x) heißt singulär der Ordnung ω bei
x = 0, wenn ganze Zahlen M ≥ 0, N ≥ 0 und für hinreichend kleine ε > 0
eine Konstante K(ε) > 0 so existieren, daß

|〈d, φ〉| ≤ K(ε)
∑

|α|≤M

sup
x

(1 + |x|)N |x|L |Dαφ(x)|

∀φ ∈ S (Rn), L = max(0, |α| − ω − ε) .

Auf gekrümmten Raumzeiten ist diese Definition etwas schwierig zu hand-
haben. Man verwendet daher stattdessen den Begriff des Skalengrades [3].
Zuvor wird jedoch noch der Begriff der Konvergenz im Sinne der Hörmander

Pseudotopologie [24], [15], [3] benötigt:

Definition 4.1.2 Gegeben sei eine Folge von Distributionen

ui ∈ D ′
Γ(M) = {v ∈ D(M) | WF(v) ⊂ Γ} .
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Für dem Fall, daß ui → u schwach konvergiert und ein Pseudodifferential-
operator A mit WF(A) ∩ Γ = ∅ existiert, für den Aui → Au gilt, heißt ui

konvergent im Sinne der Hörmander Pseudotopologie [3].

Hierbei ist Γ eine konische Teilmenge des Kotangentialbündels, die im fol-
genden genauer definiert wird.

Definition 4.1.3 Eine Distribution d ∈ D ′(U) besitzt an der Stelle x den
mikrolokalen Skalengrad ω bezüglich eines geschlossenen Kegels Γx ⊂ T ∗

xU \
{0} wenn gilt:

1. Es existiert eine geschlossene konische Menge Γ ⊂ T ∗U \ {0} mit Γ ∩
T ∗

xU ⊂ Γx so daß WF(d)λ ⊂ Γ für hinreichend kleine λ.

2. ω ist die kleinste ganze Zahl, so daß ∀ω′ > ω gilt

lim
λ↓0

λω′

dλ = 0

im Sinne der Hörmander-Pseudotopologie auf D ′
Γ(U) [3].

Für den vorliegenden Fall genügt jedoch eine schwächere Definition. Es sei
d ∈ D ′(U). Eine skalierte Distribution dλ ∈ D ′(U) ist dann definiert durch

dλ ◦ α(k) = d ◦ α(λk) k ∈ V , 1 ≥ λ ≥ 0 .

d besitzt den Skalengrad ω ∈ R an der Stelle x, wenn ω die kleinste ganze
Zahl ist, für die mit ω′ > ω

lim
λ↓0

λω′

dλ(ϕ) = 0

gilt. Dieses Verfahren wurde von Brunetti und Fredenhagen entwickelt (siehe
[3]), um die Renormierbarkeit der λϕ4-Theorie in voller Allgemeinheit zu
zeigen. Man unterscheidet jetzt zwei Fälle [39]:

1. ω ≤ −1. Hier ist L > 0 und es ist

rn(x) =
n−1∏

j=1

Θ(x0
j − x0

n)dk
n(x)

eine Lösung des Spaltungsproblems.
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2. ω ≥ 0. Hier ist L > 0 für |α| ≥ ω + 1. Um eine Lösung des Spaltungs-
problems zu erhalten, konstruiert man Testfunktionen mit

Dαφ(0) = 0 ∀ |α| ≤ ω .

Hierzu führt man eine äußere Funktion w(x) ∈ S (Rn) ein, mit

w(0) = 1, Dαw(0) = 0 für 1 ≤ |α| ≤ ω

und definiert

(Wφ)(x) = φ(x) − w(x)
ω∑

|α|=0

xα

α!
(Dαφ)(0)

Mit dieser Testfunktion ist eine Spaltung von Distributionen wie oben
möglich.

Wir wollen jetzt die singuläre Ordnung bzw. den Skalengrad der Zweipunkt-
funktion auf gekrümmten Raumzeiten berechnen. Dazu wird die Entwicklung
der Klein-Gordon Gleichung nach Normalkoordinaten benutzt. Die Lösung
des führenden Terms entspricht der Lösung im Minkowski-Raum mit einer
skalierten Masse:

∆(+)(y, t) =
1

(2π)n

∫
e
i
h

yp−
√

p2−M2t
i

√
p2 −M2

d3p .

Mit M2 = m2 − (ζ − 1
6
)R, wobei R an der Stelle x, also dem fixierten Punkt

des Normalkoordinatensystems, ausgewertet wird. Weiterhin wurde ξ = p

gesetzt. Die Skalierung bezieht sich zunächst auf y und t:

∆(+)(λy, t) =
1

(2π)n

∫
e
i
h

λyp−
√

p2−M2λt
i

√
p2 −M2

d3p .

Die Skala λ wird nun auf den Impuls und die Masse übertragen:

∆(+)(λy, t) = λ−2∆(+)(x, λM) .

Für kleine Skalen geht ∆(+)(x, λM) gegen die Zweipunktfunktion für den
masselosen Fall. Es ergibt sich also für den Skalengrad ω = 2. Später wird
der Einloop-Graph diskutiert, d.h. es wird ∆(+)(y, t)2 benötigt. Unter Berück-
sichtigung der Dimension d = 4 hat man dann ω = 0. Wie sieht die Singuläre
Ordnung der anderen Terme der Zweipunktfunktion aus? Nach (3.48) ist

[
−p2 − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R
]
ajk0e

iλkt = 0[
−p2 − ∂2

t +m2 +
(
ζ − 1

6

)
R
]
ajk1e

iλkt = K1(R)P1(t, y)ajk0

...
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Man beachte, daß auf der rechten Seite der zweiten Zeile mit y, t multipliziert
wird. Dadurch wird der Skalengrad um Eins erniedrigt. Auf der linken Seite
taucht

√
−p2 +M2 auf, d.h. bei der „Umwälzung“ der Skalierung auf den

Impuls wird der Skalengrad nochmals erniedrigt. Insgesamt wird demnach
der Skalengrad immer ω < −1 sein, das zugehörige Spaltungsproblem ist
also trivial. Dieses Ergebnis ist auch intuitiv klar: Die Singularität taucht ja
erst bei zusammenfallenden Punkten auf. In diesem Fall verschwindet jedoch
die Krümmung. Da die besagten Terme aber gerade von der Krümmung
herrühren, können diese nicht zur Singularität beitragen. Damit ist auch ein
weiterer Punkt erledigt: Die Transformation in den Ortsraum ergibt damit
sofort die gewünschte Hadamard-Form der Zweipunktfunktion.

4.2 Der Ein-Loop Graph

Bei der Berechnung des Matrixelements in zweiter Ordnung ist folgendes
zeitgeordnetes Produkt mit Hilfe des Wickschen Theorems auszuwerten:

T
(
: φ4(x) :: φ4(y) :

)
=

: φ4(x)φ4(y) :

+ 42
[
∆(+)(x, y) − ∆(−)(x, y)

]
: φ3(x)φ3(y) :

+
42 · 32

2!

[(
∆(+)(x, y)

)2 −
(
∆(−)(x, y)

)2]
: φ2(x)φ2(y) :

+
42 · 32 · 22

3!

[(
∆(+)(x, y)

)3 −
(
∆(−)(x, y)

)3]
: φ(x)φ(y) :

+
42 · 32 · 22

4!

[(
∆(+)(x, y)

)4 −
(
∆(−)(x, y)

)4]
.

Der für die Renormierung der Kopplungskonstanten wichtige Graph ist der
sogenannte „Fisch“, sein Beitrag ist gegeben durch

D
(3)
2 (x, y) =

[(
∆(+)(x, y)

)2 −
(
∆(−)(x, y)

)2]
: φ2(x)φ2(y) : .

Mit Hilfe des Epstein-Glaser Verfahrens errechnet man für den führenden
Term in der Entwicklung nach Normalkoordinaten dieses Ausdrucks (für ex-
plizite Rechnungen siehe Anhang):

Π̂(k) =
i

32π6

1∫

0

ln
[
k2x(1 − x) −M2 + iε

]
.
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Hierbei ist t̂(k0) = r̂(k0) − r̂′(k0) und t̂(k) = Π̂(k). Dieser Ausdruck stimmt
bis auf M2 = m2 + (ζ − 1

6
)R mit dem Minkowski-Raum Ausdruck überein.

Für eine verschwindende Krümmung sind alle Terme höherer Ordnung in der
Entwicklung nach Normalkoordinaten Null und M 2 = m2, so daß man, wie
erwartet, den üblichen Ausdruck für die Minkowski-Raumzeit erhält.

4.3 Andere Regularisierungsverfahren

Das angewendete Epstein-Glaser Verfahren besticht durch seine formale Ele-
ganz und seine mathematische Exaktheit. Allerdings ist es recht aufwendig,
so daß sich die Frage nach Alternativen stellt, die von der Durchführung her
einfacher sind bzw. sich auf Lehrbuchergebnisse zurückführen lassen. Eines
dieser Regularisierungsverfahren ist die Regularisierung nach Pauli-Villars
[35]. Dieses ist ebenso mathematisch exakt wie das Epstein-Glaser Verfah-
ren. Alle Invarianten bleiben hier erhalten.

Wir betrachten zunächst die zeitgeordneten Distributionen ([16], franzö-
sische Fassung):

T r1···rn(x1, . . . , xn) =
∑

P

Θ(x0
P1

− x0
P2

) · · ·Θ(x0
Pn−1

− x0
Pn

)L (r1)(x1) · · ·L (rn)(xn) ,

wobei

L (r)(x) =
ν!

(ν − r)!
: A(x)ν−r : ,

mit freien (skalaren) Feldern A(x) ist. Im Pauli-Villars Verfahren werden die
Felder A(x) durch geeignete Felder B(x) ersetzt. Um dies zu erreichen, faßt
man den Fockraum F der freien Felder A(x) als einen Teilraum des Fock-
raumes H der Felder V1(x), . . . , Vn(x) auf. Die zu diesen Feldern gehörenden
Massen seien M1, . . . ,Mn, so daß A(x) ≡ V0(x) und M0 ≡ m. Dann gilt

[Vj(x), Vk(y)] = δjkεj
1

i
∆(x, y;Mj), εj = 1,−1 .

Weiterhin gilt

〈Ω, Vj(x)Vk(y)Ω〉 = δijεj
1

i
∆(+)(x, y;Mj) .

Die Felder B(x) sind nun definiert durch

B(x) =

N∑

j=0

cjVj
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mit c0 = 1, wobei

〈Ω, B(x)B(y)Ω〉 =
N∑

j=0

εjc
2
j∆

(+)(x, y;Mj) .

In der Tat, für Mj → ∞ mit 1 ≤ j ≤ N geht dieser Ausdruck gegen
〈Ω, A(x)A(y)Ω〉 im Sinne temperierter Distributionen. Man beachte, daß hier
mit Ausdrücken operiert wird, die für M → ∞ singulär werden. Es handelt
sich hier lediglich um eine Regularisierung, nicht Renormierung! Die auftre-
tenden singulären Terme müssen in der Lagrangedichte, z.B. im Falle des Ein-
Loop Graphs, in der Kopplungskonstante absorbiert werden. Dies geschieht
durch die Einführung der Gegenterme (Counterterme). Die numerischen Er-
gebnisse sind selbstverständlich identisch mit denen aus dem Epstein-Glaser
Verfahren gewonnenen Ausdrücken (siehe u.a. [10], [25], [45]). Anzumerken
ist noch, daß sich die Rechnung auch mit Hilfe des Feynman-Propagators
durchführen läßt. Die Regularisierung sorgt in diesem Fall für die Existenz
der entsprechenden Produkte. Die Ergebnisse sind selbstverständlich auch in
diesem Fall mit den oben genannten identisch.



Kapitel 5

Renormierung

5.1 Minimale Subtraktion

Die kausale Spaltung von Distributionen im Epstein-Glaser Formalismus ist
nicht eindeutig, sie hängt von der Wahl der Funktion w(x) ab. Es sei w̃(x)
eine zweite Funktion mit den erforderlichen Eigenschaften. Dann gilt:

〈rm − r̃m, ϕ〉 =

∫
dx d(x)χ(x)[w̃(x) − w(x)]

ω∑

|α|=0

xα

α!
(Dαϕ)(0)

=

ω∑

|α|=0

cα(Dαϕ)(0)

d.h.

rm − r̃m =

ω∑

|α|=0

cαDαδ(x) .

Die Konstanten cα sollen nun fixiert werden. Darüber hinaus müssen noch
vorhandene Masse-null Singularitäten beseitigt werden. Wir wählen die Funk-
tion w(x) → w(µx) = wµ(x) und w̃(x) → w(µ′x) = wµ′(x), das sind gleich-
zeitig die neuen Renormierungsbedingungen (D. Prange benutzt in seiner
Arbeit ebenfalls diese Renormierungsbedingungen [34]). Dann ist unter Be-
rücksichtigung des Skalengrades

∫
∆2

F(x) (w(µx) − w(µ′x)) dx = c(µ′, µ)

bzw.
∆2

F(x)µ′ = ∆2
F(x)µ + c(µ′, µ)δ(x) . (5.1)

45
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Die Konstante c(µ′, µ) läßt sich aus (5.1) ermitteln:

∆2
F(k)

∣∣
µ′−1 − ∆2

F(k)
∣∣
µ−1 = c(µ′, µ) .

Man erhält damit

c(µ, µ′) =
i

32π6

∫ 1

0

dξ ln

[
k2µ′−2 −m2 + iε

k2µ−2 −m2 + iε

]
:

Für kleine Skalen, d.h. für µ′ → 0 und µ→ 0 erhält man schlie?lich

c(µ, µ′) =
i

32π6
ln

(
µ

µ′

)2

Wie nicht anders zu erwarten, in Übereinstimmung mit [34]. Die Beiträ-
ge aller anderen Entwicklungsterme verschwinden. Dieses Ergebnis ist klar,
denn bei zusammenfallenden Punkten (bzw. unendlich großen Impulsen) ver-
schwindet die Raumkrümmung.

5.2 Die Callan-Symanzik Gleichung

In diesem Abschnitt soll versucht werden, die Callan-Symanzik Gleichung
auf gekrümmten Raumzeiten zu formulieren. Im Minkowski-Raum betrach-
tet man für gewöhnlich das Skalenverhalten der amputierten zusammenhän-
genden n-Punkt Green-Funktion, bezeichnet durch

Γ (n)(p1, . . . , pn, g,m) ,

wobei die äußeren Impulse wie oben skaliert werden. Für eine Formulierung
auf gekrümmten Raumzeiten ist jedoch eine Ortsraumdarstellung in diesem
Fall geeigneter. Man erhält für die skalierte Greensche Funktion

Γ (n)(µx1, . . . , µxn, g,m) .

Leitet man diesen Austruck nach µ ab und setzt µ = 1, erhält man
[

n∑

i=1

xν
n

∂

∂xν
n

− (1 + γm)m
∂

∂m
+ β

∂

∂g
+
n

2
γ

]
Γ (n) = 0 .

Der Term xν
n

∂
∂xν

n
läßt sich nicht auf gekrümmte Raumzeiten übertragen [31].

Einige Autoren ersetzen daher die Skalierung der Koordinaten (bzw. des Im-
pulses) durch eine Skalierung der Metrik [31],[6] der Form gµν → µ−2gµν. Für
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µ → ∞ schrumpfen die geodätischen Abstände zusammen. Betrachtet man
jedoch die Krümmung, so erhält man für diese Skalierung [6]

R2 → µ4R2, RµνR
µν → µ4RµνR

µν

Rµνκ%R
µνκ% → µ4Rµνκ%R

µνκ% .

Das heißt, daß der Limes µ→ ∞ physikalisch dem Fall sehr starker (genau-
genommen unendlich starker) Gravitationsfelder entspricht. Dieser Fall ist
jedoch physikalisch schwierig zu handhaben, so daß sich die Frage stellt, ob
nicht eine alternative, mathematisch präzise Formulierung gefunden werden
kann.

5.2.1 Der Skalenlimes Teil II

In Kapitel 2 wurde der Begriff des Skalenlimes eingeführt. In diesem Ab-
schnitt sollen weitere Eigenschaften des Skalenlimes besprochen werden, mit
deren Hilfe die Callan-Symanzik Gleichung reformuliert werden kann. Alle
Bezeichnungen seien wie in Teil I.

Wie wir in Teil I gesehen haben, ist ÂU die Tensoralgebra der Testfunk-
tionen im Tangentialraum. Der Skalenlimes kann nun, da α(ηX) eine lineare
Abbildung ist, als ein Zustand auf dieser Algebra dargestellt werden:

ω̂X(f̂ (n)) = lim
µ→0

N(µ)nω(gX(µ))α
(
((ηX)−1)f̂ (n)

)

= lim
µ→0

N(µ)nω(α(ηX)−1)α̂
(
(µ)f̂ (n)

)
.

Dieser Zustand besitzt folgende Eigenschaften (Theorem 3.2.2 in [20]):

1. Der Grenzzustand hängt ausschließlich vom Basispunkt ab. Diese Ab-
hängigkeit ist durch die kovariante Ableitung gegeben.

2. Für die Skalenfunktion N gilt

lim
µ′→0

N(µ′µ)

N(µ′)
= µα .

3. Der Grenzzustand besitzt das Skalenverhalten

ω̂(α̂(µ)f̂ (n)) = µ−nαω̂(f (n)) .
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4. Wenn der Skalenlimes für x ∈ O gleichmäßig konvergiert, ist der Grenz-
zustand translationsinvariant.

Aufgrund dieser Eigenschaften ist es naheliegend, die Callan-Symanzik Glei-
chung auf gekrümmter Raumzeit durch eine Skalenlimesbildung auszudrük-
ken, da der Skalenlimes alle Informationen bezügl. des Kurzabstandsver-
haltens beinhaltet. Die Greensche Funktion kann aufgefaßt werden als eine
Summe von Zuständen. Es liegt daher der folgende Ansatz für die Callan-
Symanzik-Gleichung auf gekrümmten Raumzeiten nahe:

N(µ−1)α

[
µ
∂

∂µ
+ (1 + γm)m

∂

∂m
+

+γζζ
∂

∂ζ
+ β

∂

∂g
+
n

2
γ

]
Γ (n)(α((ηX)−1)α̂(µ−1)f̂ (n)) = 0 ,

denn mit Hilfe dieser Gleichung wird das Kurzabstandsverhalten analysiert,
und für diese Aussagen ist der Skalenlimes ausreichend. Die Ergebnisse kön-
nen dann unter Verwendung des affinen Zusammenhangs auf alle Punkte
der Raumzeit übertragen werden. Man beachte, daß in der Klein-Gordon
Gleichung neben der Masse der Term Rζ auftaucht („konforme Kopplung“).
Dieser führt in obiger Gleichung auf den Term γζζ

∂
∂ζ

. In der Einschleifen-
Näherung trägt dieser jedoch nicht bei.

Ein weiteres Problem hierbei ist, daß der Limes µ → 0 nicht fixiert ist.
Das liegt daran, daß in dem ursprünglichen Konzept des Skalenlimes von Fre-
denhagen und Haag keine Metrik gewählt wurde. In den bereits angespro-
chenen Fällen hat man jedoch eine bestimme Metrik gewählt, daher kann
ein Limes durch eine bestimmte Wahl des Diffeomorphismus ηX physikalisch
ausgezeichnet werden. Im vorliegenden Fall ist die Wahl

ηX = EXP

naheliegend. Damit können die bisher gewonnenen Ergebnisse für weitere
Rechnungen herangezogen werden.

5.2.2 Die Beta-Funktion

Im folgenden soll die oben angesprochene Beta-Funktion berechnet werden.
Hier wird allerdings der Zugang über die Callan-Symanzik Gleichung be-
nutzt. Wir betrachten zunächst die skalierte Störungsreihe bis zur folgenden
Ordnung:

S(4) =

∫
: φ(x)4 : gµ′(x)dx +

∫
: φ(x)2φ(y)2 : ∆2

F(x, y)µ′gµ′(x)gµ′(y) dxdy .
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Hierbei ist wie oben
∫

∆2
F(x)(w(µx) − w(µ′x))dx = c(µ′, µ). ∆F(x, y)µ be-

zeichnet den skalierten Feynman-Propagator. Setzt man jetzt

∆2
F(x)µ′ = ∆2

F(x)µ + c(µ′, µ)δ(x)

in obigen Ausdruck ein, erhält man

S(4) =

∫
: φ(x)4 :

[
gµ′(x) + c(µ′, µ)gµ′(x)2

]
dx +

∫
· · ·∆2

F(x, y)µ · · · ,

so daß
gµ = gµ′(x) + c(µ′, µ)gµ′(x)2 (5.2)

Die Konstante c(µ′, µ) läßt sich,wie zuvor, aus (5.1) ermitteln:

∆2
F(k)

∣∣
µ′
− ∆2

F(k)
∣∣
µ

= c(µ′, µ) .

Die Differentiation von (5.2) nach µ liefert

dgµ

dµ
=

[
d

dµ
c(µ′, µ)

]
gµ′(x)2

bzw.

µ
dgµ

dµ
=

[
µ

d

dµ
c(µ′, µ)

]
gµ′(x)2 ≡ β(g) .

Der Bequemlichkeit halber kann gµ = G(gµ′, µ
µ′
, m

µ′
) geschrieben werden (vgl.

[45]). Dann ist mit z = µ/µ′

β(gµ′, m/µ′) =
∂

∂z
G(gµ′, z,m/µ′)

∣∣∣∣
z=1

Dieser Ausdruck ist frei von Masse-Null Singularitäten. Die Koeffizienten der
β-Funktion sollen jetzt explizit berechnet werden. In analoger Weise wird der
dritte Term verarbeitet, d.h. wegen des Skalengrades ω < −1 verschwinden
all diese Terme und man erhält

β = 3

wie im Minkowski-Raum. Eine explizite Berechnung, auch der Terme höherer
Ordnung in der Entwicklung nach Normalkoordinaten, findet sich im Anhang.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die φ4 Theorie explizit in der Einschleifen-Näherung
renormiert. Es wurde ein Ausdruck für die Zweipunkt-Funktion und für den
Feynman-Propagator hergeleitet, der in einer offenen Normalumgebung gül-
tig ist, bei der Herleitung wurde auf hohe mathematische Prazision Wert
gelegt. Weiter wurde die Callan-Symanzik Gleichung auf gekrümmte Raum-
zeiten verallgemeinert, und zwar so, daß sie zumindest in erster Ordnung
der Störungstheorie mathematisch wohldefiniert ist. Darüber hinaus wurde
der Betafunktionskoeffizient in niedrigster Ordnung berechnet. Es soll hier
nochmals darauf hingewiesen werden, das alle Ausdrücke auf Lorentzschen
Mannigfaltigkeiten wohldefiniert sind, es ist kein Umweg über einen Euklidi-
schen Zugang notwendig.

6.2 Ausblick

Wie bereits angesprochen, sind die gefundenen Ausdrücke nur in einer Nor-
malumgebung gültig. Dies ist zwar für Renormierungszwecke ausreichend,
jedoch wären globale Ausdrücke wünschenswert, um Effekte wie z.B. Lamb-
Shift, etc. berechnen zu können. Weiter ist eine Berechnung höherer Loop-
Graphen prinzipiell möglich, jedoch im Epstein-Glaser Formalismus recht
aufwendig. Interessant in diesem Zusammenhang wären die Vakuumgraphen,
da Bunch hier Schwierigkeiten vermutet [9]. Darüber hinaus muß noch gezeigt
werden, daß der Ansatz für die Callan-Symanzik Gleichung auf gekrümmter
Raumzeit für alle Ordnungen der Störungsreihe sinnvoll ist.
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Anhang A

Explizite Berechnungen

A.1 Der Ein-Loop Graph

Wir untersuchen zunächst den Term niedrigster Ordnung in der Entwicklung
nach Normalkoordinaten, d.h. den singulären Term dieser Reihe. Dieser ist,
wie bereits gezeigt wurde, gegeben durch

(
∆(+)(x, y)

)2 ≡ d1(y)

=

∫
d4p

(2π)2

d4q

(2π)2
e−ipyΘ(p0)δ(p

2 −m2)e−iqyΘ(q0)δ(q
2 −m2)

Die Fouriertransformation ist lokal in einem Normalkoordinatensystem mög-
lich. Man beachte, daß x hierbei der Punkt ist, um den die Normalumgebung
definiert wurde. Es ergibt sich:

d1(k) =

∫
d1(y)e

−ikydy

=
1

(2π)4

∫
d4p

∫
d4q

∫
dyΘ(p0)δ(p

2 −m2)Θ(q0)δ(q
2 −m2)e−i(k−p−q)y

=
1

(2π)4

∫
d4p

∫
d4qΘ(p0)δ(p

2 −m2)Θ(q0)δ(q
2 −m2)δ(p+ q − k)

=
1

(2π)4

∫
d4pΘ(p0)δ(p

2 −m2)Θ(k0 − p0)δ((k − p)2 −m2)

=
1

(2π)4

∫
d4pΘ(p0)δ(p

2 −m2)Θ(k0 − p0)δ(k
2 − 2kp) .
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Berücksichtigt man jetzt, daß p =
√
E2 −m2 und wählt das Normalkoordina-

tensystem so, daß die räumlichen Komponenten von k verschwinden, erhält
man

d1(k0) =
1

(2π)4

∫
d3p

2E
δ(k2

0 − 2kE)Θ(k0 − E) .

Die Transformation in Kugelkoordinaten liefert nach Integration über die
Winkel

d1(k0) =
1

(2π)4
4π

∞∫

0

d|~p|
E

~p2δ

(
2k0

(
k0

2
− E

))
Θ(k0 − E)

=
1

8π3

∞∫

m

dE|~p|δ
(
E − k0

2

)

2k0
Θ(k0 − E)

=
1

8π3

√
1 − 4m2

k2
0

Θ(k0)Θ(k2
0 − 4m2) ,

wobei die zweite Sprungfunktion in der letzten Gleichung daher rührt, daß
die Integration von m bis ∞ anstatt von −∞ bis +∞ geführt wurde. Die
analytische Fortsetzung ergibt

d1(k) =
1

8π3

√
1 − 4m2

k2
Θ(k0)Θ(k2 − 4m2) .

Skaliert man den Impuls wie zuvor gefordert, ergibt sich für die singuläre
Ordnung ω = 0, die Spaltung ist somit nichttrivial. Für alle anderen Terme
der Entwicklung nach Normalkoordinaten ist die singuläre Ordnung offen-
sichtlich ω < −1, deren Spaltung ist also trivial. Es gilt weiterhin:

(
∆(−)(x, y)

)2
= d1(−y)

d.h.

d(k) = d1(k) − d1(−k) =
1

8π3

√
1 − 4m2

k2
Θ(k2 − 4m2)sgn(k0) ,

wegen Θ(x)−Θ(−x) = sgn(x). Die Distribution ist, wie bereits angesprochen,
zu spalten gemäß

dk
n(x) = rn(x) − an(x) .

Im Impulsraum gilt für r [39]:

r̂(p0) =
i

2π
pω+1

0

+∞∫

−∞

dk0
d(k0)

(k0 − iε)ω+1(p0 + k0 + iε)
.
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Im vorliegenden Fall hat man

r̂(k0) = cik0

+∞∫

−∞

dk′0

√
1 − 4m2

k′20
Θ(k′20 − 4m2)

sgn(k0)

(k′0 + iε)(k0 − k′0 + iε)

= cik0

+∞∫

−∞

dk′0

√
1 − 4m2

k′20

[
Θ(k′20 − 4m2)

(k′0 + iε)(k0 − k′0 + iε)
−

− Θ(k′20 − 4m2)

(−k′0 + iε)(k0 + k′0 + iε)

]

= cik0

+∞∫

0

dk′0

√
1 − 4m2

k′2
0

k′0 [(k0 + iε)2 − k′20 ]
Θ(k′20 − 4m2)

Man substituiert nun s = k′20 ⇒ dk′0 = ds
2k′

0

. Damit ergibt sich

r̂(k0) = ci
k2

0

2

∞∫

4m2

ds

√
1 − 4m2

s

s(k2
0 − s+ ik0ε)

.

Dieser Ausdruck wird nun folgendermaßen in Real- und Imaginärteil aufge-
spalten. Ganz allgemein gilt die Beziehung:

1

x + icε
= P

1

x
− sgn(c)iπδ(x) .

Hierbei bedeuten P der Hauptwert und c eine Konstante. Die obige Bezie-
hung erhält damit folgende Form:

r̂(k0) = ci
k2

0

2


 1

k2
0

P

∞∫

4m2

ds

√
1 − 4m2

s

(
1

s
+

1

k2
0 − s

)
−

− iπ sgn(k0)

∞∫

4m2

ds
δ(s− k2

0)

s

√
1 − 4m2

s




= ci
k2

0

2


 1

k2
0

P

∞∫

4m2

ds

√
1 − 4m2

s

(
1

s
+

1

k2
0 − s

)
−

− iπ
Θ(k0) − Θ(−k0)

k2
0

√
1 − 4m2

s
Θ(k2

0 − 4m2)

]
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Dieser Ausdruck kann mit der retardierten Funktion kombiniert werden. Die-
se ist gegeben durch

r̂′(k0) = d1(−k0) =
1

8π3

√
1 − 4m2

s
Θ(−k0)Θ(k2

0 − 4m2) .

Für die zeitgeordnete Distribution erhält man jetzt

t̂(k0) = r̂(k0) − r̂′(k0)

= ci
k2

0

2


 1

k2
0

P

∞∫

4m2

ds

√
1 − 4m2

s

(
1

s
+

1

k2
0 − s

)
−

− iπ

√
1 − 4m2

s
Θ(k2

0 − 4m2)

]

= cik0

∞∫

4m2

ds

√
1 − 4m2

s

s(k2
0 − s+ iε)

,

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, daß

−Θ(−x) − Θ(x) − Θ(−x)
2

= −Θ(x) + Θ(−x)
2

=
1

2
.

Die analytische Fortsetzung ergibt dann den gesuchten Ausdruck

t̂(k) ≡ Π̂(k) =
ik2

32π6

∞∫

4m2

ds

√
1 − 4m2

s

s(k2 − s+ iε)
.

Den in der Literatur üblichen Ausdruck erhält man mit der Substitution
M2 = 4m2

1−x2 , M2 = s:

Π̂(k) =
i

32π6

1∫

0

ln
[
k2x(1 − x) −m2 + iε

]

(siehe auch [10]). Alle anderen Entwicklungsterme besitzen einen Skalengrad
ω < −1, die Spaltung dieser Distributionen ist daher trivial.
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A.2 Die Beta Funktion (Restterme)

Wir setzen nun den Ausdruck für den „Fisch-Graphen“ auf gekrümmter
Raumzeit ein. Der erste Term ist klar, er liefert denselben Wert wie auf
flacher Raumzeit. Der zweite Term liefert

G2 =
(
ζ − 1

6

) 0

R

1∫

0

dξ1

1−ξ1∫

0

dξ2

[
1

(ξ2 + ξ2
2)µ

2 −M2 + iε
−

− 1

(ξ2 + ξ2
2)µ

′2 −m2 + iε

]

=
(
ζ − 1

6

) 0

R

1∫

0

dξ1

1−ξ1∫

0

dξ2
(ξ2 + ξ2

2)(1 − z2)[
(ξ2 + ξ2

2) − M2

µ2 + iε
] [

(ξ2 + ξ2
2)z

2 − M2

µ2 + iε
]

Die Differentiation nach z liefert

β2 =
(
ζ − 1

6

) 0

R ×

×
1∫

0

dξ1

1−ξ1∫

0

dξ2


 2(ξ2 + ξ2

2)
2z(1 − z2)

[
(ξ2 + ξ2

2) − M2

µ2 + iε
]2

1
[
(ξ2 + ξ2

2)z
2 − M2

µ2 + iε
]2 +

+
2z(ξ2 + ξ2

2)
2
[
(ξ2 + ξ2

2) − M2

µ2 + iε
] [

(ξ2 + ξ2
2)z

2 − M2

µ2 + iε
]

[
(ξ2 + ξ2

2) − M2

µ2 + iε
]2 [

(ξ2 + ξ2
2)z

2 − M2

µ2 + iε
]2


 .

Für z −→ 1 vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

β2 =
(
ζ − 1

6

) 0

R

1∫

0

dξ1

1−ξ1∫

0

dξ2
2(ξ2 + ξ2

2)
2

[
(ξ2 + ξ2

2) − M2

µ2 + iε
]2
µ
.

Für µ� m erhält man schließlich

β2 =
(
ζ − 1

6

) 0

R

1∫

0

dξ1

1−ξ1∫

0

dξ2
2(ξ2 + ξ2

2)
2

[(ξ2 + ξ2
2) + iε]

2
µ

= 0 .
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