KAUSALE STORUNGSTHEORIE

AUF GEKRUMMTER RAUMZEIT
Diplomarbeit

Tim Pfitzenreiter
II. Institut fiir Theoretische Physik
Universitat Hamburg

Oktober 1997






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 QFT auf gekriimmter Raumzeit
2.1 Die Wightman-Axiome . . . . . . . .. .. ... ... .....
2.2 Die Borchers-Uhlmann Algebra . . . . ... ... ... ....
2.3 Die Formulierung auf gekriimmten Raum-Zeiten . . . . . . . .
2.3.1 Die Hadamard-Bedingung . . . . . . .. .. ... ...
2.3.2 Existenz der Wick-Polynome . . . . . . . ... ... ..
2.3.3 Der Skalenlimes Teil T . . . . . ... ... ... ....

3 Die Zweipunktfunktion
3.1 Normalkoordinaten . . . . . .. .. ... .. ... ... ...
3.2 Fourierintegraloperatoren . . . . . . .. .. ... ...
3.2.1 Konstruktion der A-Funktion . . . . .. ... ... ..
3.2.2 Konstruktion der Parametrices. . . . . . . . .. .. ..

3.3 Wellenfrontmengen . . . . . ... ... ... L.

4 Storungstheorie
4.1 Das Epstein-Glaser Verfahren . . . .. .. ... ... ... ..
4.2 Der Ein-Loop Graph . . . . . . .. ... ... ... ... ..

4.3 Andere Regularisierungsverfahren . . . . . .. ... ... ...

3

11
11
12
14
17
18
20

23
23
27
29
33
34



4 INHALTSVERZEICHNIS

5 Renormierung 45
5.1 Minimale Subtraktion . . . .. .. .. ... 0L 45
5.2 Die Callan-Symanzik Gleichung . . . . . . .. ... ... ... 46

5.2.1 Der Skalenlimes Teil IT . . . . . . ... ... ... ... 47
5.2.2 Die Beta-Funktion . . . .. ... ... ... .. ..., 48

6 Zusammenfassung und Ausblick 51
6.1 Zusammenfassung . . . . .. ... o1
6.2 Ausblick . .. ... 51
6.3 Danksagung . . . . . . .. ... 52

A Explizite Berechnungen 53
A.1 Der Ein-Loop Graph . . . . . ... ... ... ... ...... 53

A.2 Die Beta Funktion (Restterme) . . . ... .. ... ... ... 57



GUTACHTER

Gutachter:
Prof. Dr. K. Fredenhagen
Prof. Dr. G. Mack



INHALTSVERZEICHNIS




Kapitel 1

Einleitung

1.1 Warum gekriimmte Raumzeit?

Alle mikroskopischen physikalischen Phénomene lassen sich auf vier Wech-
selwirkungen zuriickfiihren, die elektromagnetische, die schwache, die starke
Wechselwirkung und die Gravitation. Die Gravitation ist hierbei die Wechsel-
wirkung, deren physikalische Grundlagen am schlechtesten verstanden sind.
Zwar laft sie sich klassisch als eine Eigenschaft der Raumzeit auffassen, was
auf den mathematischen Apparat der Riemannschen Geometrie fithrt, jedoch
ist eine Formulierung im Rahmen der Quantenfeldtheorie bis jetzt nicht zu-
friedenstellend gelungen: Die Feldgleichungen sind wie iiblich nichtlinear, und
da sie nichtpolynomial sind, schwierig zu quantisieren. Die Theorie scheint
dariiberhinaus als eine Spin-2 Theorie nicht renormierbar zu sein. Erschwe-
rend kommt hinzu, da$ eine experimentelle Uberpriifung theoretischer Vor-
aussagen nahezu unmoglich ist, da die Effekte der Gravitation erst bei extrem
hohen Massedichten in Erscheinung treten, wie man sie in den Uberresten
massereicher kollabierter Sterne vorfindet: in schwarzen Lochern.

Im Gegensatz dazu sind die drei anderen Wechselwirkungen recht gut
verstanden, eine Quantisierung scheint (im algebraischen Sinne) zumindest
prinzipiell nicht unmoglich. Wechselwirkungen zwischen Teilchen kénnen sto-
rungstheoretisch sehr gut behandelt werden. Auch wenn die Stérungsreihe
nicht konvergiert, so ist die Ubereinstimmung mit dem Experiment schon na-
hezu unheimlich. Es scheint daher sinnvoller, anstatt einer Quantengravitati-
on zunéchst die gewohnlichen Quantenfeldtheorien in einem klassischen gra-
vitativen Hintergrund zu betrachten, z.B. auf dem Ereignishorizont schwarzer
Locher. Auftrieb hat diese Betrachtungsweise durch die Arbeit von Hawking
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8 1 EINLEITUNG

[21] erhalten, die im néchsten Abschnitt etwas ausfiihrlicher dargestellt wird.
Ausloser fiir diese Arbeit war jedoch eine klassische Betrachtung schwarzer
Locher durch Bardeen, Carter und Hawking [2|, wobei eine Analogie zwi-
schen stationdren schwarzen Lochern und thermodynamischen Systemen im
Gleichgewicht hergestellt wurde. Hierbei kam man zu dem Ergebnis, daft
schwarze Locher eine Schwarzkorpertemperatur von

he? M,
T=—" ~10*29K
87TG]€BM M

aufweisen. Hawking versuchte nun, die physikalische Ursache dieser Strahlung
naher zu spezifizieren.

1.2 Der Hawking-Effekt

Im Jahre 1975 veroffentlichte S. Hawking die Arbeit, in der er der Frage,
woher die , Schwarzkorpertemperatur schwarzer Locher stammt, nachging.
Da diese Untersuchung eine mafkgebliche Motivation fiir die Behandlung von
Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten darstellt, soll deren Inhalt
an dieser Stelle kurz referiert werden.

Aus der klassischen Theorie schwarzer Locher ist das Phdnomen der
Superradianz bekannt. Hierbei wird die klassische Streuung von Wellen (elek-
tromagnetische oder gravitative) an rotierenden schwarzen Lochern betrach-
tet. Es zeigt sich, dak es hierbei zu einer Vergroferung der Amplitude kommt
(Superradianz). In der Quantenphysik bedeutet eine Vergroferung der Am-
plitude jedoch Teilchenerzeugung. Hawking [21] betrachtete daher ein mas-
seloses, freies Skalarfeld

¢;M;V9W + %Rﬁb =0,

dessen Teilchen an einem schwarzen Loch gestreut werden sollen. ¢ kann, wie
iblich, zerlegt werden in

¢:Z(fidi+fid;r) ; (1.1)

wobei die {f;} wie tiblich die Wellengleichung 16sen: f.,.,¢"* = 0 und somit
dahingehend gewéhlt werden konnen, daf sie in der unendlich zuriickliegen-
den Vergangenheit # ~ orthonormal sind:

i £ £ L
§/S(fifj;u_fjfi;u)d2 _61]



1.2 DER HAWKING-EFFEKT 9

Das Feld muf in der Vergangenheit, d.h. bei #~ und somit durch (1.1),
vollstandig bestimmt sein. Ebenso 1a#t sich das Feld durch die Cauchy-Daten
in der unendlichen Zukunft #* und auf dem Ereignishorizont bestimmen. Es
seien {p;} auslaufende Losungen der Wellengleichung, deren Cauchy-Daten
auf dem Ereignishorizont Null sind, und {¢;} Losungen, deren Cauchy-Daten
bei #* Null sind, d.h. die keine auslaufende Komponente enthalten. Dann
ist
¢ = (pibi + pib} + qié; + Gie})

Da masselose Felder vollstandig durch Losungen bei # ~ bestimmt sind, miis-
sen sich {p;} und {¢;} als Linearkombinationen von {f;} und {f;} darstellen
lassen:

P = Z(Oﬁjfj_’_ﬁljfj)
J
¢ = Z(wfﬁmjﬁ)
J
Dies fiihrt auf
b = Z(O_éij&j_aijd;)
J
&G = Z(’?m’&j — 7))
J
denn

0= [Z(%‘fj + By f) (Quntu — Bixatl)) + . ] .
i ik

Man betrachte jetzt den Fall, daf keine einlaufenden Teilchen vorhanden
sind, d.h. bei ¢~ ist G;|0) = 0 fiir alle i. Bei _#* jedoch laufen

(0] b1b; |0) = Z 16

Teilchen ein! Daraus folgt, daf die , klassische” Temperatur schwarzer Locher
durch die Emission von Teilchen hervorgerufen wird, die durch das Gravita-
tionsfeld auf dem Ereignishorizont aus dem Vakuum erzeugt werden.

Diese Betrachtung wirft diverse konzeptionelle Fragen auf. Zunachst: Wie
kann eine freie Theorie mathematisch moglichst sauber definiert werden?
Wie kann eine Storungsreihe formuliert werden? Wie definiert man Wick-
Polynome? Ist die Theorie iiberhaupt renormierbar? Wenn ja, wie? Einige
dieser Fragen sollen in dieser Arbeit ndher betrachtet werden.
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Kapitel 2

QFT auf gekrimmter Raumzeit

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der expliziten Berechnng und
Renormierung bestimmter Graphen zweiter Ordnung auf gekriimmter Raum-
zeit. Betrachtet wird eine skalare selbstwechselwirkende Quantenfeldtheorie,
die zwar keinen unmittelbaren physikalischen Bezug aufweist, an der aber
die wichtigsten Eigenschaften anderer Quantenfeldtheorien studiert werden
konnen. Die Untersuchungen sollen mathematisch moglichst exakt gehalten
werden. Im folgenden wird eine Einfilhrung in die allgemeine Formulierung
der Theorie gegeben. Zunéchst aber werden die Grundlagen in flachen (Min-
kowskischen) Raumzeiten betrachtet.

2.1 Die Wightman-Axiome

Eine mathematisch sorgfaltige Formulierung von Quantenfeldtheorien erfolgt
mit Hilfe der Wightman Axiome (ich benutze die Formulierung nach Haag
'93 [20]):

1. Gegeben sei ein Hilbert-Raum 7, welcher eine unitéire Darstellung der
Uberlagerungsgruppe der Poincaré-Gruppe P trigt. Es existiere weiter
genau ein Zustand in ¢ der invariant ist unter allen Transformationen
U(g), mit g € P. Dieser Zustand heit physikalisches Vakuum. Das
Spektrum des Energie-Impuls Operators P* ist eingeschrankt auf den
geschlossenen Vorwiirtslichtkegel p? > 0; p® > 0.

2. Die Felder ® seien operatorwertige Distributionen iiber dem Minkows-
ki-Raum. Die mit Testfunktionen f aus dem Schwartz-Raum gesteste-
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12 2 QFT AUF GEKRUMMTER RAUMZEIT

ten Distributionen ®(f) = [ ®(z)f(x)dz sind unbeschrinkte Operato-
ren, die auf .7 wirken. Definiert sind diese auf einer dichten Teilmenge
2 C . Die Menge 2 soll den Vakuumzustandsvektor enthalten und
invariant sein unter U(g) und ®(f).

3. Zu jedem Feld ® existiere ein hermitesch konjugiertes Feld ®*, definiert
als sesquilineare Form auf & durch (¢ |®*(x)| ¢1) = (2 | P ()| 11).

4. Die Felder ® transformieren sich unter P gemaf
Ula,w) @} ()0 (a,w) = My (0@} (AW)z +a)

wobei M (w) eine endlichdimensionale Matrixdarstellung von w € L ist.
L ist die Uberlagerungsgruppe der Lorentz-Gruppe. Die Indices ¢ und
A bezeichnen verschiedene Felder und Komponenten.

5. Die Felder geniigen den kausalen Vertauschungsrelationen. Es seien f
und h Testfunktionen mit zueinander raumartigen Tréger. Dann gilt
[®%(f), ®7(h)]+ = 0 fiir fermionische bzw. bosonische Felder.

6. Es existiert kein beschrankter Operator, der mit allen ®( f) vertauscht,
aufser den vielfachen der Identitat.

7. Es existiert ein dynamisches Gesetz, welches die Berechnung der Felder
zu beliebigen Zeiten durch Felder in 0. = {z | |2° — t| < &} erlaubt.

Es bezeichne jetzt {2 den oben angesprochenen Vakuumvektor. Der Va-
kuumerwartungswert eines Produktes von Feldern ist gegeben durch

W21, . w) = (QB(2y) - D(20)]Q) .

Die w™ sind temperierte Distributionen, was aus dem 2. Wightman-Axiom
unter Verwendung des Schwartzschen Kerntheorems folgt. Bezeichnet wer-
den sie als Wightman-Distributionen oder auch Wightman-Funktionale. Aus
dieser sog. Hierarchie von Distributionen w™, n = 0,1, 2, ... kann der Hilbert-
raum .77 samt Felder rekonstruiert werden. Diese GNS (Gelfand-Naimark-
Segal)-Rekonstruktion fithrt auf die Borchers-Uhlmann Algebren [5].

2.2 Die Borchers-Uhlmann Algebra

Es sei .7, die Menge der Komplexen Zahlen und .#,, der Schwartz-Raum der
Testfunktionen in 4n Variablen. Es bezeichne 2, die Menge der geordneten
Systeme

(fo, fr, fos ) =1,
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wobei f; € .%;, sowie eine endliche Zahl von Funktionen f, die von Null ver-
schieden sind. Die Funktionen f sollen die folgenden Eigenschaften erfiillen:
Es seien f = (fo, f1, f2,...) und g = (90,91, g2, --.) mit f,g € Ay. Dann soll
gelten

f+g:(f0+907fl+gla"'>a

sowie
fxg=
(fO'go,fogl(x) + fil@)g0, - Z fk(xla---axk)gl(karla---xi)a---) ,
ktl=i

wobei f; = fi(z1,...,z;) und ¢; = gi(z1,...,x;). Weiterhin gelte A - f =
(Mo, Af1,...) und es existiere eine Involution

f+:(‘fo,...,fi(lEz‘,...,lL‘l),...).

Fiir alle Operationen gelte das Distributiv- und Assoziativgesetz.

Offensichtlich handelt es sich bei 21y um eine Algebra, genauer (wegen
der Involution) um eine *-Algebra. Weiter benttigt man fiir die Behandlung
physikalischer Probleme noch die die Wirkung der Lorentz-Gruppe in 2.
Diese kann als ein Automorphismus in der folgenden Weise definiert werden:

Ula, N)(fo,..., filz1,...,x;),...) =
(fo,. ., filAM Y2y —a),...,A Y (z; —a)),...) (2.1)

Weiter kann noch eine Fourier-Transformation eingefiihrt werden:

(fo Fis for ) = (oo foo for )

Man benétigt noch folgende Formulierung eines Teilraumes der Algebra:

0
G (1, ) =0 fall
&ﬁ~-@ig(m' Pn) alls

ﬂﬁ:{geﬁl(]

PnyPne1+ Dy s+ +p €V und Zpi:O},

i=1

um eine Spektrumsbedingung formulieren zu kénnen. V* ist hierbei der ab-
geschlossene Vorwértslichtkegel. 9T ist ein unter involutionen und Lorentz-
Transformationen invarianter Vektorraum.
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DEFINITION 2.2.1 [5]: Die raumartig getrennten Tréger der Testfunktionen,
d.h.

suppx C {(z,y) | (z —y)* < 0}
mit
f=100,0,/5,0,...)  und  fa(z,y) = x(z,y) — x(y,v)
erzeugen ein zweiseitiges Lokalitdtsideal. Dieses werde mit J bezeichnet. J
ist ein linearer Teilraum von 2.

Wir sind jetzt in der Lage, mit Hilfe der Algebra 20y (die sog. Borchers-
Uhlmann Algebra) die Wightman-Funktionale zu definieren. Wir tun dies
nach [5]:

DEFINITION 2.2.2 w heifst Wightman-Funktional, wenn es ein unter der
Lorentz-Gruppe invariantes lineares stetiges Funktional ist, das der Spek-
trumsbedingung w(9M) = 0 und Lokalitdtsbedingung w(J) = 0 geniigt und
dartiberhinaus positiv definit ist, d.h. w(g™ x g) > 0.

Es bleibt jetzt nur noch der Hilbert-Raum zu konstruieren. Es sei zunéchst
Jsp das maximale in 901 enthaltene Links-Ideal'. Es sei weiterhin w ein Wight-
man-Funktional und U = {g € Ay |w(gt x g) = 0}. Es kann gezeigt werden,
daf 4 ein unter der Lorentz-Gruppe invariantes Links-Ideal ist, mit Jg, C U
und J C U. 4 ist somit ein linearer Teilraum von 2y, so dal es mdoglich ist,
einen Vektorraum U = Ay /4 zu konstruieren. Es seien 1,15 € U und g ein
Reprisentant der Restklasse nach 4. Mit Hilfe der Gleichung (11(g), ¥a(h)) =
w(g™ x h) kann ein inneres Produkt definiert werden. U 14t sich jetzt zu
einem Hilbertraum ¢ vervollstandigen.

2.3 Die Formulierung auf gekriimmten Raum-
Zeiten

Es kann gezeigt werden, dafs aus der Zuordnung einer offenen Raumzeitregion
O zu einer Algebra 2y
O — A(0)

alle physikalischen Grofen abgeleitet werden konnen. Die Felder sind Dis-
tributionen, die mit Testfunktionen, deren Triger in & liegt, verschmiert
werden. Es stellt sich jetzt die Frage, wie dieses Konzept auf gekriimmte

'Es sei hier der Vollstéindigkeit halber darauf hingewiesen, da jede Teilmenge einer
Algebra ein Maximales Links-Ideal besitzt. (Zornsches Lemma). In diesem Fall kann auch
gezeigt werden, dafs dieses Ideal eindeutig ist.
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Raumzeiten verallgemeinert werden kann. Schwierigkeiten treten hier bei
der Formulierung der Spektrumsbedingung auf, da auf Mannigfaltigkeiten
keine (globale) Fouriertransformation angegeben werden kann. Weiterhin ist
es auch nicht moglich, einen eindeutigen Vakuumzustand anzugeben. Be-
zliglich der Spektrumsbedingung geniigt eine mikrolokale Formulierung des
Problems [36], 28], [4]. Diese Formulierung fithrt auf den Begriff der Wellen-
frontmengen.

DEFINITION 2.3.1 (Wellenfrontmenge): Es sei T € 2'(R"™). Ein Punkt
(z, k) € R" > (R"\ {0})

heifst reguldr gerichtet, wenn eine Umgebung N von x, eine Umgebung M
von k und eine Funktion g € & die in N identisch 1 ist, so existieren, dafs
VYm > 0 eine Konstante C,, existiert mit

9TOW)| < Cu(L+A)™ ¥peM, AeR, (2.2)

Das Komplement in R™ x (R"\ {0}) heifst Wellenfrontmenge von T' und
wird mit WF(T') bezeichnet (siehe M. Reed, B. Simon [38]).

Genauer wird auf das Konzept der Wellenfrontmengen an spéterer Stelle ein-
gegangen. Es sei w?? die Zweipunktfunktion im Minkowski-Raum. Die Spek-
trumsbedingung fiir die Zweipunktfunktion lautet nach Radzikowski [36]:

supp@o\2 C {(kl,kg) e R* x R? }kl eVl +ky = 0}
Es sei jetzt 7y die Projektion auf die zweite Variable?. Dann gilt gemif [36]:
T WEF(w”) C {(k1, ko) € R* x R*\ {0} |k € Vi ki +k, =0}

Auf (gekriimmten) Mannigfaltigkeiten lautet die Wellenfrontmenge der Zwei-
punktfunktion

WF(w?) =

(1'1 _:E2)2 :07

{((331, k1), (22, ko)) € T*(RY) \ {0} x T*(R") \ {0}

y=ky, K> {’fl”(f’fl—%) falls m#m}

k¥ =0 falls 2 = x5

2Die Projektion bezieht sich hier auf das entsprechende Produktbiindel. Man vergleiche
hierzu die Arbeit von Radzikowski, S. 26.



16 2 QFT AUF GEKRUMMTER RAUMZEIT

Radzikowski hat weiter gezeigt, dafs diese Bedingung mit der Hadamard-
Bedingung (siehe néchsten Abschnitt) dquivalent ist. Es bleibt also noch die
Konstruktion eines Vakuumzustandes. Fiir Robertson-Walker Raumzeiten
hat man hier eine bestimmte Klasse von Vakuumzustéanden, die adiabatischen
Vakua. Diese Vakuumzustédnde lassen sich fiir solche Raumzeiten rekursiv
konstruieren. Allerdings besteht hier in dem Abbruch der Iteration und der
Wahl des Anfangszeitpunktes eine gewisse Willkiir, die dazu fiihrt, dafs diese
Zustande nicht eindeutig sind (siche auch W. Junker [27]).

Wie bereits angesprochen, beschrénkt sich diese Arbeit auf skalare Quan-
tenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten. Fiir diesen Fall konnen jetzt
mit dem zuvor Gesagten die entsprechend modifizierten Wightman-Axiome
angegeben werden (siehe M. Kohler [28]):

DEFINITION 2.3.2 Das Quadrupel (7,2, ®,()) heifst neutrales, skalares
Quantenfeldmodell auf einer Raumzeit (M, g,,, ), wenn folgende Bedingun-
gen (Wightman-Axiome) erfiillt werden:

1. € ist ein separierbarer Hilberraum mit einem positiv definiten inneren
Produkt.

2. 9 ist ein dichter Teilraum von J€.

3. ® ist eine J€-Operatorwertige Distribution auf 6;°(M) mit Operatoren
auf 9.

4. Fir jedes f € 65°(M) sei ®(f)2 C 2.

5. Der Vektor ) € € ist zyklisch tiir ® und & ist die lineare Hiille der
Menge

{(f1) - @(fm)2 € AN f1,... fm € GT(M) }

6. Das Feld sei Hermitesch, d.h. ®(f)* = ®(f) auf 2.
7. Das Feld geniige den lokalen Vertauschungsrelationen, d.h.

[@(fl)a@(ﬁ)] =0

auf 9 mit zwei Testfunktionen fi, fo € €5°(M) mit raumartig sepa-
rierten Trager.
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Um den Zusammenhang zur Borchers-Uhlmann Algebra herstellen zu kon-
nen, bendtigt man jetzt noch eine verallgemeinerte GNS-Rekonstrukton [28]:

SATZ 2.3.1 Fiir jeden Zustand w der Borchers-Uhlmann Algebra Uy (0') der
den lokalen Vertauschungsrelationen geniigt, existiert ein skalares Quanten-
feld-Modell (', 2,®,Q), eindeutig bis auf eine unitire Aquivalenz, so daf
fiir fi,..., fm € €5°(0) gilt:

wm(f1®"'®fm) = <Q7q)(f1)¢)(fm)9> : (23)

Durch diese Gleichung definiert auch jedes Quantenfeld-Modell (€, 2, ®, Q)
einen Zustant w auf Ay (0) der den lokalen Kommutatorrelationen gentigt.

Einen lesbaren Beweis dieses Satzes findet man bei M. Radzikowski [36] im
Anhang. Beziiglich der Zweipunktfunktion nimmt man an, daf die physi-
kalisch sinnvollen Zusténde der Hadamard-Bedingung geniigen miissen. Auf
diesen Aspekt wird spéter noch eingegangen.

2.3.1 Die Hadamard-Bedingung

Es stellt sich die Frage, von welcher Singularitétsstruktur die Zweipunkt-
funktionen sind. Es scheint so, als ob an die Zweipunktfunktion diesbeziiglich
weitere Forderungen gestellt werden miissen, um physikalisch sinnvolle Zu-
stande konstruieren zu kénnen. Diese Forderung ist die Hadamard-Bedingung.
Ich folge hierbei der Darstellung in [28]. Es sei (M, g"¥) eine global hyperboli-
sche Mannigfaltigkeit und w ein quasifreier Zustand einer Borchers-Uhlmann
Algebra. Es bezeichne J*(x) die kausale Zukunft bzw. Vergangenheit eines
Punktes x. Es sei & C M x M eine offene Umgebung der Menge kau-
sal verbundener Punkte (xq1,29) € M x M, so daf J*(x1) N J ™ (z2) und
J*(x9) N J (1) in einer konvezen Normalumgebung?. In einer solchen Nor-
malumgebung ist das Quadrat des geodatischen Abstandes o wohldefiniert.
Jetzt kann folgende Funktion definiert werden:

GET’"(x, x') =

1 Az, z') . |
(22 {U(x )+ 2iel + 22 v (@, 2") In [o(x,2) + 2iet + 7] } .

3Es sei .4; eine offene Umgebung des Ursprungs in 7, M und .4 eine offene Umgebung
des Punktes = in M, so daf die Abbildung EXP ein €"-Diffeomorphismus von .45 auf
Ny ist. Az heikt dann Normalumgebung von z [22]. Eine Umgebung heifit konvex, wenn
V(z1,22) € A eine eindeutige Geodite existiert, die die Punkte x1,z2 verbindet und
vollstandig in A liegt.
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Hierbei bedeutet t = T'(z) —T'(z"), wobei T eine in die Zukunft anwachsende
globale Zeitfunktion darstellt. n € N und (z,2') € €. VA und v sind
glatte, durch die Geometrie auf M bestimmte Funktionen. Es sei .4 eine
kausale Normalumgebung einer Cauchy-Fliache 3’ der Mannigfaltigkeit M.
Weiter sei ¢ eine Umgebung in .4 x .4 dergestalt, daf der Abschluft von
0" in O liegt. Nun definiert man Funktionen y auf M x M durch x(z,y) =0
fir (x,y) ¢ 0 und x(z,y) = 1 fiir (z,y) € 0’'. Damit lassen sich jetzt die
Hadamard-Zusténde definieren:

DEFINITION 2.3.3 FEin quasifreier Zustand w einer Borchers-Uhlmann Al-
gebra heifit global Hadamard, wenn die Zweipunkt-Funktion w? fiir jedes
n € N der Gestalt ist, dak eine €"-Funktion H™ (x,y) auf 4 x ¥ existiert,
so dal VFy, Fy € 65°(N) gilt

w(Fy @ Fy) = lim [x(z,9)GE" (2, y) + H™ (2, y)] Fi(2) Fa(y)dpadp,

N XN

Diese Definition ist der Wellenfrontmengenbedingung von Radzikowski aqui-
valent. Dadurch vereinfachen sich diverse Beweise, insbesondere die der Exi-
stenz der Wick-Polynome.

2.3.2 Existenz der Wick-Polynome

Um stérungtheoretische Aspekte untersuchen zu kdnnen, ist eine Definiti-
on der Wick-Produkte auf gekriimmten Raumzeiten notwendig. Die folgende
Betrachtung gibt einen kurzen Abriss der Arbeit von R. Brunetti, K. Fre-
denhagen und M. Koéhler [4]. Zundchst muf eine Normalordnung definiert
werden:

DEFINITION 2.3.4 Fiir das freie skalare Feld ist das normalgeordnete Produkt
im Minkowski-Raum rekursiv definiert durch

=0
2O(1)  P(Tngr) 1= 2 (1) - O(Tn) T P(Tng1)—
=) i) d(@) e dan) fw(n, wan)

l

wird weggelassen

Man beachte, dak die Felder einzeln ausgeschmiert werden. Daher ist das Nor-
malprodukt eine wohldefinierte Distribution auf #. Man fiihrt die Schreib-
weise

s o) p(mn) s = 1 0% (2, ..., 1)
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ein. Fiir eine Definition neuer lokaler Felder benotigt man eine Finschrinkung
auf die Diagonale. Dies geschieht im Minkowski-Raum mit Hilfe der Dirac-

0 Distribution. Hier wird jedoch eine allgemeinere ,,0“-Distribution benétigt,
die mit A bezeichnet wird. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. A € 2'(M"™ x M)
sei eine Distribution, die fiir alle Testdichten der Form

f=f(z,... ,opx)duy - dp, dp € €°(M™ x M, Q")

die folgende Gestalt besitzt:

A(f):/f(:v,...,x;x)d,u.

Dies ist ganz offensichtlich eine Verallgemeinerung der Dirac d-Distribution,
entsprechend leicht 1&t sich die zugehdrige Wellenfrontmenge angeben. Wei-
ter sei noch eine verallgemeinerte d-Folge angegeben: Es sei {A.}o<.<1 eine
Familie glatter Operatoren von €5°(M, Q) nach 2'(M™) mit lim. oA, = A
in '(M"™ x M). Damit lassen sich die approzimativen Wick-Monome defi-
nieren:

DEFINITION 2.3.5 Mit dem vorher gesagten sind die approximativen Wick-
Monome als operatorwertige Distributionen

0 () (9% 0AL) (f)

definiert, fiir alle f € 65°(M, ). Die Wick-Monome : ¢" : sind dann ope-
ratorwertige Distributionen auf 7, definiert durch den Grenzwert

lim: 67 s (f)=:6": (f)

Es l&ft sich zeigen, dafk diese Wick-Monome folgende Eigenschaften besitzen:

1. Der Grenzwert ¢ — 0 der m-Punkt Distributionen existiert im Sinne
von Distributionen. Die Distributionskerne lauten

(950 ()5 g s (2)0)
w?(x;, x5)"
_ WAL L)
D
2J <i<j<m
1<i<i<m

= renm) (g )

a; ; ist die Zahl der Paarungen zwischen Punkten z; und x;.
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2. Die Hierarchie der m-Punkt Distributionen der Wick-Monome geniigt
der Positivitat:

Z//dxld%d%dykﬁ(xlv7xJ)X

X%(J:r]lj ..... B nk)(xja"'al‘laylw"ayk)fk(yl)""yk) ZO

3. Die m-Punkt Distributionen geniigen der Lokalitat: Es seien
fioooos fm € 65°(M, Q)

wobei die Tréger von f; und f;, raumartig getrennt liegen. Dann gelte

W) (L@ @ ;@ [ @ @ fin)
=W, (@R [ @i @@ fn)

4. Die Wick-Monome beziiglich eines quasifreien Zustandes, welcher der
mikrolokalen Spektrumsbedingung geniigt, sind wohldefinierte Wight-
man-Felder auf dem GNS-Hilbertraum.

Einen Beweis findet man bei Brunetti, Fredenhagen und Kohler [4].

2.3.3 Der Skalenlimes Teil 1

Im folgenden soll eine weitere Moglichkeit der Konstruktion von Quanten-
feldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten angesprochen werden, die Methode
des Skalenlimes. Diese Methode wird spéater zur Definition des Skalengrades
benotigt, um die singuldre Ordnung von Distributionen zu bestimmen.

Wie der Name bereits suggeriert, analysiert der Skalenlimes das Kurz-
abstandsverhalten physikalischer Zustinde. Damit besteht die Mo6glichkeit,
die Theorie auf Berechnungen im Tangentialraum zu reduzieren, da dieser
als Skalenlimes eines beliebigen Zustandes der allgemeinen Theorie aufge-
falkt werden kann, womit man in den Genuf von Translationsinvarianz und
(lokalen) Fouriertransformationen kommt. Finzelheiten und Beweise findet
man in der Arbeit von K. Fredenhagen und R. Haag [17]. Man betrachte die
Umgebung &' eines Punktes z der Mannigfaltigkeit und ein Vektorfeld X,
welches bei z verschwindet:

Xty)=y" — 2" +O0((z —y)?) .
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Hierbei kann y mit Hilfe eines Parameters A so skaliert werden, daf fir A — 0
das Vektorfeld verschwindet. Die Abhéngigkeit von diesem Parameter wird
durch die Differentialgleichung
dy(A) ~1
Y~ X ()
gegeben, wobei y#(1) = y € ¢ und A € [0,1]. Diese Gleichung kann so
aufgefalkt werden, dafs sie die Umgebung & zum Punkt x kontrahiert. Die
Losungen definieren eine 1-Parameter Halbgruppe lokaler Diffeomorphismen
g (\)y = y(\). Es sei ¥y der Tangentialvektor an der Stelle A = 0 der Kurve
y(A). ™ kann als Diffeomorphismus der Umgebung & in den Tangentialraum
T, M aufgefafst werden. Es gilt:

g (\) = An*

Es existiert ein Morphismus a(g*()\)) der die Borchers-Uhlmann Algebra
A (0) auf Ay (g (\)O) abbildet. Ebenso ist a(n™) ein Morphismus von
2 (0) auf die Tensoralgebra Ay der Testfunktionen auf dem Tangentialraum
T, M mit Trager 0 = nX 0. Fiir die Hierarchie der Testfunktionen f €
D(0™) gilt:
(™) F™) Gryeyzn) = ™, )

wobei z; = n¥y,; die Koordinaten des Tangentialraumes 7, M seien. Die ange-
sprochenen Morphismen kénnen so zusammengesetzt werden. Eine hilfreiche
Gleichung ist hierbei

a(™)e(g* (N)a (")) = a(A) = (D) ,

wobei D()) die Dilation im Tangentialraum darstellt:

(atDONF™) 1y 20) = FOT 21, A ).
Mit diesen Vorbemerkungen kann jetzt der Skalenlimes definiert werden:

DEFINITION 2.3.6 Ein Zustand w auf 2 (0) besitzt einen Skalenlimes be-
zliglich eines kontrahierenden Vektorfeldes X, wenn eine positive, monotone
Skalenfunktion N()) existiert, so da ¥n € N und Vf™ € 2(0™) der Grenz-
wert limy_o N(A)"w(a((n®)"1)a(N) ) existiert (siche Haag 93 [20]).

Hierbei ist zu beachten, daf in diesem Konzept bis jetzt keine Metrik gewahlt
wurde, was spater nachgeholt wird. Damit kann dann der Skalenlimes durch
die Wahl eines bestimmten Diffeomorphismus n* physikalisch ausgezeichnet
werden. Praktikabel ist die Wahl der Exponentialabbildung. Mehr dazu an
spaterer Stelle.
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Kapitel 3

Die Zweipunktfunktion

In den folgenden Kapiteln sollen stérungstheoretische Aspekte zweiter Ord-
nung betrachtet werden, insbesondere die Renormierung von Einschleifen-
Graphen. Hierfiir sind explizite Darstellungen der Propagatoren (bzw. der
Zweipunkt-Funktionen, diese reichen fiir die Renormierung aus) notwendig,
die im folgenden konstruiert werden sollen. Bei der Renormierung ist das
Kurzabstandsverhalten der Propagatoren entscheidend, daher reicht es aus,
wie zuvor bereits erwahnt wurde, die Theorie in Tangentialrdumen zu be-
trachten. Hierbei gibt es die Mdoglichkeit, daft die Geodéten der Mannigfal-
tigkeit auf Geraden im Tangentialraum abgebildet werden. Die so gewon-
nenen Ausdriicke sind giiltig innerhalb einer konvexen Normalumgebung,
man spricht von Normalkoordinaten. Dieses Konzept wurde bereits 1979 von
Bunch und Parker |7] benutzt. Es wurde in dieser Arbeit zwar darauf hinge-
wiesen, daf diese Konstruktion auch fiir Lorentz-Mannigfaltigkeiten richtig
sei, die Konstruktion selbst jedoch bezog sich ausschlieflich auf Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten. Dariiber hinaus weist die Berechnung einige mathe-
matische Schwachstellen auf, die bei der folgenden Konstruktion vermieden
werden sollen.

3.1 Normalkoordinaten

Zur Darstellung der Klein-Gordon Gleichung auf Lorentzschen Mannigfal-
tigkeiten bieten sich, wie bereits gesagt, Riemannsche Normalkoordinaten
an. Diese Darstellung folgt Nakahara [30]. Gegeben sei also eine Lorentzsche
Mannigfaltigkeit (M, g) und eine Geodate c¢(t) auf (M, g) mit

c(0) =2 . (3.1)

23
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Der Tangentialvektor an diesem Punkt ist

d
a%:X:XMGMGT%M, (32)

0
wobei {e, } eine Koordinatenbasis im Punkt x darstellt. Es sei U eine Umge-

bung von 2 und y € U. Dann existiert genau eine Geodate ¢, so, dafs
¢,(1)=y und ¢,(0) =2 . (3.3)

0
Es sei jetzt X, € To M der Tangentialvektor an ¢, im Punkt x. Dann existiert
eine Abbildung

pry— Xy mit X, =Xle, € ToM, (3.4)

die als Koordinatensystem mit der Basis {e,} dient. Man definiert weiter

eine Abbildung
EXP:T,M — M (3.5)

durch
EXP(X,) =y sodak @(EXP(X/e,)) =X/ (3.6)

Ein solches Koordinatensystem heifst Riemannsches Normalkoordina-

tensystem. Eine Geodéte ¢(t) mit ¢(0) = 2 und ¢(1) = y hat die Riemann-
sche Normalkoordinatendarstellung

ple(t)) = X" = X't (3.7)

d.h. Geodéten werden auf Geraden abgebildet. Fiir die Geodatengleichung
gilt nun

_azxe dX” dx*

0= — +T8 (Xit)——— 3.8
=T (XHXVX) VX/eU
wobei U eine Umgebung von 2 ist. Daraus folgt nun
T () =0. (3.9)

Man beachte, dak im allgemeinen 8MF’;”/\(.%) # 0 gilt. Da der Tangentialraum
einer Lorentzschen Mannigfaltigkeit isomorph zum Minkowski-Raum ist und
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die Basisvektoren des Tangentialraums als Koordinatenbasis des Riemann-
schen Koordinatensystems dienen, existiert beziiglich des Riemannschen Ko-
ordinatensystems eine Fourier-Darstellung (insbesondere gilt bei gleichmaéfsi-
ger Konvergenz des Skalenlimes Translationsinvarianz).

Es soll nun versucht werden, die Klein-Gordon Gleichung durch Riemann-
sche Normalkoordinaten auszudriicken. Zu diesem Zweck muf die Metrik
nach diesen Koordinaten entwickelt werden (sieche auch Petrow [33]). Fiir
einen beliebigen Tensor gilt:

Toroar| v 10T,

0
Toc anp — Laja a5 ., Y
vean = Taran 75 57, V¥ Sl agray

w, v
Oyy +...

0 0
mit 7= T'(x). in Riemannschen Normalkoordinaten ist

0 0 0
T =0 . (@) =0 - Juup (@) =0 (3.10)
0 0 0
0oLy (7 )Z%R“(QV)A($) s 0ol (T) = =3 Ry (@), (3.11)

Jetzt konnen die partiellen Ableitungen durch die kovarianten ausgedriickt
werden. Man erhélt unter Verwendung der Beziehungen (3.10) und (3.11):

0 0
Ta1---an =Toyan + Tay- ‘Qnp yﬂ+

0

1 W, v
+ E(Tm---an;u; 3 E :R ,uakz/ TOtl Q1 Ay >y y+
+ 5 R

31 al ‘Qn V0 T uaku al---ak,lAak+1---an;a

n

1 A 0y Y Wy vV, o 4

-1 R0 (T) Ty pegesran Y7977+ O(y")

k=1

Damit folgt fiir die Komponenten des metrischen Tensors unter Berticksich-
tigung der Kompatibilitét:

0 0
Gap = Tap + %Rauﬁk(l’)y“yk - %Rawﬂk;u(l’)ykyuy’y—f— (312)
0 0 0
+ é <_6Ra5ﬁv;>\;u (z) + L:SRAﬁug(x)RwazSg(x)) yAyuywzf + O(y5)

Hiermit erhélt man folgende noch benétigte Beziehungen (vgl. L. Parker 78
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[32]):
g =det(¢") =1—3Ru(z )y v — —RWL( D)yyryr - (3.13)
— & (FARA@) Roe(®) + £ Roy” (2 R () +

+ ng;e(x)) vy + 0(y5)

V=g = 1= LR (D) — L Rpu(@)y y Ty (3.14)
48< RM}‘( )R ( )+ Ralﬁ\ (O)Rasaﬁ(%) +

+ gR/J)\;U;E(x)> yuykyUya + O(y5)

(=) = 14 RS + i Rora (B 9+ (3.15)
o (ARur () Roe(®) + 5 R (D) R%5(2) +
+ SR (T )) vy M7y + O(y°)
Es wird jetzt die Klein-Gordon Gleichung betrachtet:
(V*V, +m® + (R) Az, 2') =0

wobei A die Fundamentallosung der Klein-Gordon Gleichung darstellt. Hier-
bei ist

VIV, = =0, (V=ag"0.) (3.16)
und
A(e,2') = —g V(@) A, )9 V) (3.17)

wobei zu beachten ist, dafs g‘”“(g) —1und 2’ = 2 sowie = y ist. Damit
ergibt sich

_ 0 0 = 0
0= 1" 0,0,A(y, 3) — |m? + (¢~ &) R()| Aly, )~ (3.18)
0 <, 0 v 00 4 <, 0
— R (2)y*0,Ay, z) + R 7 5(2)y "y 0,0,A(y, ) + O(y?) .

Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden. Nach Parker und Bunch
1979 [7] verschwinden die Ausdriicke der Form

0 <, 0 b 00 o <, 0
—3R)(2)y*0,A(y, x) + $R""5(2)y*y"0,0,A(y, ¥)

3
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aufgrund der Lorentzkovarianz der A-Funktion. Im folgenden wird zunéchst
der Operator
1 0

0,0, —m? — (¢ — 1) R(x)

6

betrachtet. Es wird sich spéter zeigen, dak das Problem auf die Losung der
entsprechenden Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden kann.

3.2 Fourierintegraloperatoren

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dak die Differentialgleichung (3.18) hy-
perbolisch ist (Definition dieses Begriffs siche unten). Die Losungen der Dif-
ferentialgleichungen dieses Typs konnen nicht mehr auf Pseudodifferential-
operatoren zuriickgefiihrt werden, man benétigt hierfiir die allgemeineren
Fourierintegraloperatoren. Weiter wird die Fundamentallésung und somit die
Zweipunktfunktion im néchsten Abschnitt explizit konstruiert. Die Darstel-
lung folgt dem Buch von Tréves [41], Details findet man in den Arbeiten von
Duistermaat und Hormander [24] [15].

Man definiert zunéchst folgende Schreibweise: Ein Differentialoperator ist
gegeben durch

P(D) = Z a, DY, a Multiindex . (3.19)
la|<m
Der Operator
Pu(D)= > a,D° (3.20)
|a|=m

soll Hauptteil des Operators P heifsen.

DEFINITION 3.2.1 Es sei P(D) = 3°, ., aaD* ein linearer Differentialope-
rator mit konstanten Koeffizienten. Das Polynom

PE) =) aal" (3.21)

laj<m

heifst das zu P(D) zugehdrige Symbol.

Um die Klein-Gordon Gleichung analysieren zu kénnen, miissen Operatoren
der Form

P(z,t,D,,0,) = 0" + > _ Pj(x,t,D,)0" (3.22)

J=1
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betrachtet werden. Die folgenden Definitionen und Analysen folgen dem Buch
von Trevés. Die Analyse soll sich zunédchst auf die Entwicklung bis zur dritten
Ordnung in y beschranken. Um die bereits angesprochene Hyperbolizitat pra-
ziser zu fassen, ist wegen der konstanten Koeffizienten die folgende Definition
ausreichend:

DEFINITION 3.2.2 Ein Operator P(D,, 0;) heifst streng hyperbolisch, wenn zu
jedem festen £ € R, & # 0, die Wurzeln des Polynoms P,,(§, T) rein imaginér
und verschieden sind [41].

Es ist klar, daft der zu untersuchende Operator hyperbolisch ist: Es bezeich-
nen iA(§) die Nullstellen des Polynoms P, (£, 7). Dann ist

iNo = £4/€2 (3.23)
fiir den Operator

PD,0) =-D2 -0} +m*+ ((- R, (3.24)
wobei der Kiirze halber D, = —id, und R = R(.%) gesetzt wurde. Desweiteren
sind noch folgende Definitionen notwendig;:

DEFINITION 3.2.3 Es seien m, 0,0 € Rund 0 < § <1, 0<p<1. Dann
heifst

{a € 6=(X xR")|ID{Dga(x, )| < Cop (1 +[€])m e+
Vee KcCC X {eR"}
Die Menge der Symbole der Ordnung m vom Typ g, § |24].
Dariiberhinaus wird noch der Begriff der Phasenfunktion benotigt:

DEFINITION 3.2.4 Es sei 0 CC R". Eine Funktion ¢ heifst reelle Phasen-
funktion, wenn sie folgende Figenschaften besitzt:

1. g € € (Q x Q2 xR"\ {0})
2. ¢ ist positiv-homogen vom Grad 1 beziiglich der Kovariable.

3. dye¢ und d, ¢¢ sind Differentiale von ¢ beziiglich (x, ) und (y,0), die
nirgends auf (Q x Q x R™\ {0}) verschwinden.
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Die folgende Konstruktion fiihrt auf sogenannte Fourier-Integraloperatoren.
Diese werden folgendermafsen definiert:

DEFINITION 3.2.5 Operatoren der Form

1 /|:/ei¢(az,y,9)al(x7yj@)U,(y)dy dg (3.25)

Fu(z) = @n)

heien Fourierintegraloperatoren [41], [24].

Mit Hilfe der oben angegebenen Definitionen l&ft sich nun eine Losung des
folgenden Problems konstruieren.

3.2.1 Konstruktion der A-Funktion

Um zu zeigen, daf sich die Losung der Klein-Gordon Gleichung als Fourier-
Integraloperator schreiben lafst, betrachten wir zunachst das Cauchy-Problem
(ab jetzt wird der Strich iiber dem A fortgelassen).

PEd)a=Ff , Ty<t<T

dla,_ =1, , j=0,...m-1. (3.26)
Eine Losung dieses Problems ist nun ganz allgemein gegeben durch
m—1 ¢
60 = X BENu) + [ Baalct=OfE00 . @2)
j=0

wobei Ej eine Losung des homogenen Problems

P(EO)E;(E)=0 VteR

1 fir j=k
_{ 0 fiir j#Fk (3.28)
mit 7 =0,...,m—1und k£ = 1,...,m darstellt. Das vorliegende Problem
reduziert sich jedoch auf f = 0 und m = 2. Es seien nun 7, die m paarweise
verschiedenen Wurzeln des Polynoms P(&, 7) in 7. Damit ist eine Losung des
Cauchy-Problems (3.26) fiir f = 0 gegeben durch

O Ej(&,1)

t=0

hie(&,1) = e™©O8 gy =1 (3.29)
Ferner folgt fiir diesen Fall aus (3.28)

-1

hi(6,8) =Y Ej(&,7)7(8) . (3.30)

J

3

Il
=)
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Eingesetzt in (3.29) ergibt sich ein Gleichungssystem, aus dem E; bestimmt
werden kann. Es gilt im vorliegenden Fall (und auch ganz allgemein), daf
sich immer ein ¢y > 0 finden 14ft, so dafs fiir linear unabhéangige Fundamen-
tallosungen gilt

Gl <IN — M| fiir j#k VEERM. (3.31)

Damit lassen sich die Wurzeln 7 folgendermafien in eine Reihe entwickeln:

7e(€) = (&) + D 7al€)

wobei die 7; homogene Funktionen vom Grad —I[ sind, d.h. die Reihe di-
vergiert in einer Umgebung der Null. Man wéahlt daher ein ¢ > |{] fiir das
(3.29), (3.30) stets losbar ist (die Forderung [£| > 0 reicht fiir gleichméfige
Konvergenz nicht mehr aus). Formal lafst sich fiir die Losung schreiben:

E;j(¢t) = ch,k(ﬁ)et(”’i)‘k)ei’\’“t = Zajk(ﬁ, t)eut (3.32)
k=1 k=1

Man definiert jetzt einen linearen Operator der Form

1
(2m)"

Mit den obigen Ergebnissen folgt

E;i(t)u(y) =

/ S EL (¢, )AE)dE, u e GE(RY) . (3.33)

m

1 .
E;(t)u(y) = D ; A N WA gy (& 1) a(€)dE+ (3.34)
1

i€ ;
Gy L B e

Offensichtlich la#t sich die Losung von (3.28) als Summe von Spezialféllen von
Fourier-Integraloperatoren (modulo eines Pseudodifferentialoperators) dar-
stellen. Die Phasenfunktion lautet somit

Oy, t,€) = y& £ /€2 . (3.35)

Damit sind die Eigenschaften 1.) und 2.) erfiillt. Da nun A eine Losung des
Polynoms P, (&, 7) ist, kann ¢ als Losung der charakteristischen Gleichung
aufgefalst werden:

Pn(9,¢,10:¢) = 0
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Als néchstes miissen die Symbole a bestimmt werden. Wendet man auf (3.34)
den Differentialoperator an, ergibt sich

0

(=& =07 +m” + (¢ — %) R] ey (&, 1)

[—§2 +m?+ (C — %) R] ei)‘ktajk(f,t) — 07 (ei)‘ktajk(f,t))
(=& +m* + (¢ — §) R] e a(&,t)—

— (=R (&, t) + 2iNe™ pagn (€, 1) + e a(E,t))

Oder etwas vereinfacht
k(€. 1) + 2i\az, (&, 1) — [ = A —m® — (C— 2) R] an(&,¢) = 0. (3.36)

Die Losung dieser Gleichung ist fast trivial:
a6 ) = Aup(€)e Ve ()R] | o eyeiemy/er-me=(¢-3)R]e

Die Koeffizienten A und B lassen sich aus den Cauchy-Daten von

gewinnen:
1

Aji(§) = Bj(§) = . (3.38)
Jerm (- HER
Da j nur bis 1 lduft und & bis 2, ist klar, daf aus (3.28) folgt:
Aja(€) = Bja(€) = 0. (3.39)

Damit gehort a der Symbolklasse S° an. Die obige Losung ist offensichtlich
eine Verallgemeinerung des aus der herkémmlichen (Minkowskischen) Quan-
tenfeldtheorie bekannten Ergebnisses. Dieses Ergebnis soll jetzt auf beliebige
Ordnungen der Entwicklung nach Normalkoordinaten verallgemeinert wer-
den. Dazu schreibt man fiir den gefundenen Differentialoperator

P(y7t7 D?J’ at) = _Dz - at2 + m2 + (C - %) R+ Z Kn(R)mn(ta y) ) (340)
n=1

wobei " (t,y) ein Polynom vom Grad n in ¢ und y ist. Die K, (R) sind

0
Konstanten, die von der Kriimmung an der Stelle x abhdngen und sich aus
der Entwicklung nach Normalkoordinaten berechnen lassen.

DEFINITION 3.2.6 Ein Operator P(y,t,D,,0;) heifst streng hyperbolisch in
Q x [Ty, Ty[, wenn fiir jeden Punkt (xg,to) dieser Menge ein Differential-

operator mit konstanten Koeffizienten P(xy,ty,D,,0;) existiert, der streng
hyperbolisch in R™" ist [41].



32 3 DIE ZWEIPUNKTFUNKTION

Wie zuvor wird eine Losung des Problems

P(y,t,Dy,0)u=f in Qx|Tp, Ty[ mit QCR" offen (3.41)

Hu|,_y=uw; , j=0,....m—1 in Q. (3.42)
Dieses léft sich wieder reduzieren auf
P(y,t Dy, ﬁt ( ) =0 mit To<t<Ty (343)
i 0 fir k+#j B
B 1,1)| _, = { A e (3.44)
wobei sich die Losung von (3.41) schreiben lafst als
m—1 t
B+ [ EnatO)f.t)dt. (349
=0 0

Die Losung des homogenen Problems soll, wie zuvor auch, die Form haben

E;(tyu(y) = W (y, ¢, O)(E)dE + Ry (Huly) . (3.46)

wobei R ein regularisierender Operator ist. Auch hier hat man

Pon(0y0,1010) = 0 = $(y,1,€) = y& 1/ (3.47)
Die Anwendung des Differentialoperators (3.40) auf Gleichung (3.46) ergibt:

E;(tyu(y) = e [ = O] +m* + (¢ — §) R+ P"(1,y)] x

X aj(y, t,E)a(€)e™" d¢

Die Symbole werden jetzt in eine Reihe homogener Funktionen in y ent-
wickelt, wobei der Homogenitéatsgrad +[ sei:

00
A = E Akl -
=0

Die Differentialgleichung (3.43) muf fiir jeden Homogenitétsgrad separat er-
fiillt werden. Da die Multiplikation mit y den Homogenitétsgrad um 1 erhoht,
ergibt entsprechendes Sortieren nach Homogenitatsgraden

(€2 =0 +m* + (¢ — §) B] ajroe™ =0 (3.48)
(=€ =0 +m* + (¢ = §) B] ajiae™" = Ki(R)P(t y)ajuo
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und so fort. Damit kann das Problem rekursiv gelost werden. Daf Differen-
tialgleichungen vom Typ (3.48) immer gelost werden kénnen, ist schon aus
Lehrbiichern bekannt (z.B. Forster). Nach partieller Integration lassen diese
sich auf eine Form bringen, dafs der folgende Satz angewandt werden kann:

SATZ 3.2.1 Sei P(1) =7"+ ¢, 17 ' +...4ay € C[r] und b : R — C eine
Funktion der Gestalt

b(t) = f(t)e,
wobei f ein Polynom in t mit komplexen Koeffizienten vom Grad m ist. Die
Zahl p € C sei Nullstelle k-ter Ordnung (k > 0) des Polynoms P. Dann
besitzt die Differentialgleichung

P(0)a = f(t)e"
eine spezielle Losung ¢ : R — C der Gestalt

p(t) = hit)e"
wobei h ein Polynom vom Grad m + k ist.

Einen Beweis findet man in besagten Lehrbiichern. Fiir die A-Funktion kann
daher geschrieben werden

A(:Evy) = Al(xvy) + AQ(xvy) to

Der untere Index soll im folgenden als ,,Ordnung der Entwicklung der Fun-
damentallosung nach Normalkoordinaten bezeichnet werden. Es wird sich
ferner zeigen, daf die Singularitatsstruktur ausschlieflich vom Term niedrig-
ster Ordnung herriihrt. An dieser Stelle soll auf die expliziten Formen der
einzelnen Terme nicht weiter eingegangen werden, da sie fiir die Renormie-
rung nicht bendtigt werden.

3.2.2 Konstruktion der Parametrices

Aus der Kenntnis der Zweipunktfunktion lassen sich auch die Parametri-
ces bestimmen, in der Quantenfeldtheorie sind diese unter der Bezeichnung
Feynman-Propagatoren' bekannt. Hier soll zunéchst die herkdmmliche Kon-
struktion angegeben werden, wie sie sich in fast allen Lehrbiichern {iber Quan-
tenfeldtheorie finden 14ft, und auf den Term niedrigster Ordnung beschréankt

IDiese Aussage ist nicht ganz korrekt, die Parametrices und der Feynman-Propagator
stimmen bis auf einen € °°-Teil {iberein.
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werden. Es zeigt sich, dafs sich die Klein-Gordon Gleichung schreiben 1afst als
. d3¢ e ilEytwet) _ o Hi(Eytwet)
a0 = [ 5
2\/§2+m2+ (—-¢R
=iAM(y) +1A0)(y)

mit we = \/ &2 +m? + (3 — ¢) R. Man definiert als Greensche Funktion (oder
,Feynman-Propagator)
Ap(T —y) = —IAC) (T —y) fir  To< yo

0
Der Kiirze halber soll jetzt * = x gesetzt werden. Man erhélt damit wie im
Minkowski-Raum

IAp(z — y) = Oz — yo)IAM (2 — y) — O(yo — 20)IAT (z — y)

= / (277-&)-36 &( y)2—u)£ [@(xo — y0>e 5( 0 yo)_'_

+O(yp — ao)e et

d3¢ i) dr e iT(z0—vo0)
= — — e -
/ (2m)? [g?ﬁ (7 — we) (7T + we)
Hierbei wurde im zweiten Summanden ¢ — —& gesetzt und der Inhalt der
eckigen Klammer als Residuum {iber den Integranden in der letzten Zeile
aufgefat. Es zeigt sich, dafs das Problem auf die positiven bzw. negativen
Frequenzlosungen reduziert werden kann. Weiterhin zeigt sich, daf die Po-
tenzen des Feynman-Propagators nicht existieren. Anhand der Wellenfront-
mengen (siche niichster Abschnitt) zeigt sich, daf das Produkt AHA(M)
nicht definiert ist, unabhéngig davon, daf das Produkt der Sprungfunktio-
nen Null ergibt (ein unbestimmter Ausdruck mit Null multipliziert bleibt
unbestimmt). Der Grund hierfiir liegt darin, daf die Feynman-Propagatoren
keine Fourierintegral-Operatoren darstellen.

3.3 Wellenfrontmengen

Es soll jetzt gezeigt werden, daf alle Potenzen der Zweipunktfunktionen exi-
stieren und dafs das Distributivgesetz auf die Reihenentwicklung angewendet



3.3 WELLENFRONTMENGEN 35

werden darf. Diese Analyse folgt [38], wobei die Definition der Wellenfront-
menge in Kapitel 2 (Definition 2.3.1) zu finden ist.

Mit Hilfe dieser Wellenfrontmengen kann gezeigt werden, dak Produkte
von Distributionen existieren. Dies geschieht mit dem folgenden Satz:

SATZ 3.3.1 Es seien S und T" Distributionen. Unter der Voraussetzung, dafs
WF(T)®WF(S) = {(z, k1+ks) | (x, k1) € WE(T); (x, ko) € WF(S)} (3.49)

kein Element der Form (x,0) enthilt, existiert das Produkt T'S mit der Wel-
lenfrontmenge

WE(T'S) € WE(T)UWF(S) U [WF(T) & WE(S)] (3.50)

Fiir einen Beweis siehe [38]|. Es geniigt, wie bereits gezeigt wurde, die Wel-
lenfrontmenge der positiven und negativen Frequenzlosungen A und A(-)
zu berechnen. Hierzu folgende Definition:

DEFINITION 3.3.1 (Mannigfaltigkeit stationirer Phase): Es sei ¢(x,¢)
eine Phasenfunktion auf €2 x R* mit 2 C R™ offen und es sei

My = {(z,§) € @ x R"\ {0} | (V¢o)(x, &) = 0} . (3.51)
Die Menge

Lo ={(2,(Ve0))(@,8) | (z,6) € My} C 2 x R” (3.52)
heifst Mannigfaltigkeit stationédrer Phase.

Zur Berechnung von Wellenfrontmengen wird noch folgender Satz benotigt:

SATZ 3.3.2 Fiir ein oszillatorisches Integral

I = /ei¢(x’5)a(x,§)d£

ist die Wellenfrontmenge

WF(I) C %, (3.53)

Fiir einen Beweis siehe ebenfalls [38]. Man beachte, dafs bei der sukzessiven
Konstruktion der Fundamentallosung die Phasenfunktion auch bei Termen
hoherer Ordnung nicht verdndert wird (es &ndert sich lediglich das Sym-
bol). Es geniigt also, die Wellenfrontmenge fiir den Term niedrigster Ordnung
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der Entwicklung nach Normalkoordinaten zu berechnen. Diese Rechnung ist
wohlbekannt und soll hier der Vollstandigkeit halber angegeben werden. Im
vorliegenden Fall ist fiir A(H):

Oy, &) = —t|& +7-€, (3.54)
d.h. .
Ve = —t% +7. (3.55)

Man erhalt also

My = {8 ly=0U{(.&) |17 =1t #£0, =gt ,A>0} . (3.56)

Da nun V¢ = (—[¢],€) ist, folgt
Zs={(0.0:~[¢.€) | € € R*} U {(£7.7: ~ M. F9) | § € R®.§ # 0,1 > 0}
(3.57)
Die Mannigfaltigkeit stationdrer Phase ist somit die Familie der Tangenti-
alvektoren des Lichtkegels. Wie bereits erwiithnt, gilt WF(A™) C X,. Es

1st

So = {(0,0;—1¢].€) | € € R}

Da A™) Lorentz-invariant ist, ist entweder S; von WF(A™)) oder S_ von
WEF(AM) disjunkt. Falls S, von WF(A)) disjunkt ist, muf A™) eine >
Distribution sein. Die Fouriertransformierte von A ist jedoch nicht L',
daher ist S, € WF(AM). Da nun A®) (—z) = A () ist, gilt auch S_ C
WF(AM). Weiterhin ist Sy C S;. Da WF(A™)) abgeschlossen ist, gilt Sy C
WF(AM). Daraus folgt

WF(AM) = ¥, (3.58)
Die Wellenfunktion der #-Funktion ist gegeben durch
WE(0) = {(0,Z;£X,0) | Te R* A e R, } . (3.59)
Daher existiert das Produkt 6(yo)A™) (y) mit der Wellenfrontmenge
WF(0(y0) A (y)) = WF(0) UWF(A™M) U [WF(0) & WF(AM)]

Da, wie bereits erwahnt, bei der sukzessiven Bestimmung der Reihenglieder
von AH) die Phasenfunktion nicht verdndert wird, besitzen alle Reihenglie-
der dieselbe Wellenfrontmenge, d.h. bei der Produktbildung der Zweipunkt-
funktionen darf das Distributivgesetz trotz der auf dem ganzen Lichtkegel
vorhandenen Singularititen angewendet werden.



Kapitel 4

Storungstheorie

Im folgenden werden die storungstheoretischen Aspekte wie Renormierung
behandelt. Hierbei wird wegen seiner formalen Eleganz vor allem das Epstein-
Glaser Verfahren benutzt. Es existieren aber selbstverstandlich bekanntere
Verfahren, die mathematisch dquivalent sind, z.B. das Pauli-Villars Verfah-
ren. Weiter soll kurz auf eine Verallgemeinerung auf gekriimmte Raumzeiten
eingegangen werden. Berechnet werden sollen Einschleifen-Graphen, sowie
deren minimale Subtraktion.

4.1 Das Epstein-Glaser Verfahren

Nachdem gezeigt wurde, da die Produktbildung der Zweipunktfunktion bis
auf den Nullpunkt unproblematisch ist, soll dieses Produkt in den Nullpunkt
fortgesetzt (,renormiert) werden. Dies geschieht in sehr eleganter Weise mit
dem Epstein-Glaser Verfahren. Im Gegensatz zu herkommlichen stérungs-
theoretischen Behandlungen quantenfeldtheoretischer Probleme treten hier
keine UV-Divergenzen in der S-Matrix auf. Hierzu betrachte man die folgen-
de formale Storungsreihe:

1
S(g>:1+ZE/d4xld4xn Tn(xlaaxn)g(‘rl)g(‘rn)a
n=1

wobei die g(z) € .#(R") c-Zahlwertige Testfunktionen sind, deren Aufga-
be es ist, anschaulich gesprochen, die Wechselwirkung zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt ein- bzw. auszuschalten. Die zeitgeordneten Produkte T*,
k < 4, besitzen folgende Eigenschaften (wir beschrinken uns hier auf die

37
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Minkowski-Raum Darstellung des Epstein-Glaser Formalismus ([16], [39]),
da in Normalkoordinaten im Tangentialraum gerechnet wird, der isomorph
zum Minkowski-Raum ist. Uber eine Verallgemeinerung wird an anderer Stel-
le referiert):

1. TFz) = : oF () :
2. Thkn(gy ... x,) ist symmetrisch unter Permutation der Indices.

3. Falls keiner der Punkte zy,...,2;, 1 <1 < n in der Vergangenheit der
Punkte z;44, ..., x, liegt, faktorisiert das zeitgeordnete Produkt:

T:l'“k"(xl, e ,.fL'n) = ﬂklmkl (xla e 7xl>TT]L€lf+llmkn(xl+la SR xn)

TE 0, ) = Y ) £ ) e

Die T, lassen sich bis auf den Nullpunkt induktiv konstruieren. Im Epstein-

Glaser Formalismus auf flacher Raumzeit definiert man nach Epstein und
Glaser [16]

R;L(l'l, e ,l’n) = —Tl(lEl)Tn_l(l'g, e ,l’n)

A;({L‘l, e ,.fL'n) = — n,1(l’2, e ,l’n)Tl(l'l)

und

Ry(z1,...,2n) = R (x1,...,20) + Tp(x1, ..., 2,)
Ap(xy, .o my) = A (z1, .. 2) + Tz, o 20)

Es gilt hierbei eine Distribution so zu finden, daf gilt

Dy(x1,...,20) = Rp(x1, ..., 20) — Ap(21, ..., 20)

=R (z1,...,20) — Al (z1,...,2n)
mit den kausalen Tragereigenschaften
supp R, C Ty (2a) ,  supp Ay ST, ()
Lr(z) ={(21,...,2,) |z, €VF, Viji=1,...,n}

Um das Fortsetzungsproblem zu losen, schreibt man

Dy(xq,...,2,) = Z : H o(x))dr (zy,. .. 2y) ng(:cm) :

m
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mit d*(z) = r,(z) —a,(x) und suppr, C T} | (x,) sowie suppa, C T, ,(z,).
Man beachte, daft im Epstein-Glaser Verfahren die Translationsinvarianz ei-
ne zentrale Rolle spielt. Auf gekriimmten Raumzeiten mufs diese Eigenschaft
durch eine allgemeinere ersetzt werden, da die Translation bekanntlich kein
Killing-Vektor(feld) ist und daher der Impuls nach dem Noether-Theorem
nicht erhalten bleibt. Eine solche Erweiterung wurde von Brunetti und Fre-
denhagen vorgenommen [3|. Anstatt Translationsinvarianz fordert man hier-

bei

WF(t,) c Tt |
wobei T die Menge aller (xy,kq;...;xn, k,) € T*M™ \ {0} ist, fiir die ein
Graph G existiert mit Vertices {1,...,n} und einer Zuordnung von Linien [
von Vertex ¢ = s(l) zu j = r(I) und von G zur zukunftsgerichteten Geodéte 7,

die z; und z; verbindet sowie ein kovariant konstantes Kovektorfeld £; € V.,
auf v, koparallel zu 4, so daf

k:_kal kal.

m:s(m)=i nir(n)=

Weiter zeigen Brunetti und Fredenhagen in Zusammenarbeit mit Kohler [4]
die Existenz der Wick-Produkte auf gekriimmten Raumzeiten, worauf an
fritherer Stelle bereits eingegangen wurde.

Epstein und Glaser [16] [39] fithren an dieser Stelle den Begriff der sin-
gularen Ordnung ein:

DEFINITION 4.1.1 Eine Distribution d(x) heifit singuldr der Ordnung w bei
x = 0, wenn ganze Zahlen M > 0, N > 0 und fiir hinreichend kleine £ > 0
eine Konstante K (g) > 0 so existieren, dafs

(d,¢)| < K(2) > sup(l+ [z])" |2 |D¢()]
aj<m

Vo € S(R"), L =max(0,|a|—w—2¢).

Auf gekriimmten Raumzeiten ist diese Definition etwas schwierig zu hand-
haben. Man verwendet daher stattdessen den Begriff des Skalengrades [3].
Zuvor wird jedoch noch der Begriff der Konvergenz im Sinne der Hérmander
Pseudotopologie [24], [15], [3] benttigt:

DEFINITION 4.1.2 Gegeben sei eine Folge von Distributionen

w € ZL(M) = {v e (M) | WF(v) C T} .
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Fiir dem Fall, dafs u; — w schwach konvergiert und ein Pseudodifferential-
operator A mit WF(A) NT' = & existiert, fiir den Au; — Au gilt, heist u;
konvergent im Sinne der Hérmander Pseudotopologie [3|.

Hierbei ist I eine konische Teilmenge des Kotangentialbiindels, die im fol-
genden genauer definiert wird.

DEFINITION 4.1.3 Eine Distribution d € 2'(U) besitzt an der Stelle x den
mikrolokalen Skalengrad w beziiglich eines geschlossenen Kegels ', C TU \
{0} wenn gilt:

1. Es existiert eine geschlossene konische Menge I' C T*U \ {0} mit I'N
TXU C Ty so dafs WF(d), C I' fiir hinreichend kleine \.

2. w ist die kleinste ganze Zahl, so dafs Yw' > w gilt

lim \'dy = 0
AlL0

im Sinne der Hérmander-Pseudotopologie auf 2{.(U) [3].

Fiir den vorliegenden Fall geniigt jedoch eine schwichere Definition. Es sei
d € 7'(U). Eine skalierte Distribution d) € 2'(U) ist dann definiert durch

dyo a(k) =doa(\k) keV, 1>XA>0.

d besitzt den Skalengrad w € R an der Stelle z, wenn w die kleinste ganze
Zahl ist, fir die mit W' > w

l/ggl)\ da(p) =0

gilt. Dieses Verfahren wurde von Brunetti und Fredenhagen entwickelt (siehe
[3]), um die Renormierbarkeit der A\¢*-Theorie in voller Allgemeinheit zu
zeigen. Man unterscheidet jetzt zwei Falle [39]:

1. w < —1. Hier ist L > 0 und es ist

eine Losung des Spaltungsproblems.
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2. w > 0. Hier ist L > 0 fiir |a| > w + 1. Um eine Losung des Spaltungs-
problems zu erhalten, konstruiert man Testfunktionen mit

D%(0) =0 Vo <w.
Hierzu fithrt man eine dufere Funktion w(z) € .(R™) ein, mit
w(0) =1, Dw(0)=0 fir 1<|a|<w
und definiert

(Wo)(r) = 9la) — w(z) 3 £ (D%6)(0)
laj=0

Mit dieser Testfunktion ist eine Spaltung von Distributionen wie oben
moglich.

Wir wollen jetzt die singuldre Ordnung bzw. den Skalengrad der Zweipunkt-
funktion auf gekriimmten Raumzeiten berechnen. Dazu wird die Entwicklung
der Klein-Gordon Gleichung nach Normalkoordinaten benutzt. Die Losung
des fithrenden Terms entspricht der Losung im Minkowski-Raum mit einer
skalierten Masse:

1 ei [yp—\/ pQ—MQt] ,
d°p .
(27T)n /p2 — M2 p

Mit M? = m? — (¢ — #)R, wobei R an der Stelle z, also dem fixierten Punkt

des Normalkoordinatensystems, ausgewertet wird. Weiterhin wurde & = p
gesetzt. Die Skalierung bezieht sich zunéchst auf y und ¢:

1 o [kyp—\ /p2—M2,\t]
A (g, 1) = a'p.

(2m)" Vp?— M?
Die Skala A\ wird nun auf den Impuls und die Masse iibertragen:
AP Ny, t) = A2A0) (2, AM) .

Fiir kleine Skalen geht AM)(z, AM) gegen die Zweipunktfunktion fiir den
masselosen Fall. Es ergibt sich also fiir den Skalengrad w = 2. Spéter wird
der Einloop-Graph diskutiert, d.h. es wird A™)(y, t)? benétigt. Unter Beriick-
sichtigung der Dimension d = 4 hat man dann w = 0. Wie sieht die Singulédre
Ordnung der anderen Terme der Zweipunktfunktion aus? Nach (3.48) ist

[-p° — 87 + m* + (¢ — %) R] ajuoe™" =0
[—pQ — atz —+ m2 + (C - %) R} ajklei)"“t = Kl(R)ml(t, y)ajko

AP (y,t) =
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Man beachte, daf auf der rechten Seite der zweiten Zeile mit y, ¢ multipliziert
wird. Dadurch wird der Skalengrad um Eins erniedrigt. Auf der linken Seite
taucht /—p? + M? auf, d.h. bei der ,Umwéilzung* der Skalierung auf den
Impuls wird der Skalengrad nochmals erniedrigt. Insgesamt wird demnach
der Skalengrad immer w < —1 sein, das zugehorige Spaltungsproblem ist
also trivial. Dieses Ergebnis ist auch intuitiv klar: Die Singularitét taucht ja
erst bei zusammenfallenden Punkten auf. In diesem Fall verschwindet jedoch
die Kriimmung. Da die besagten Terme aber gerade von der Kriimmung
herriihren, koénnen diese nicht zur Singularitat beitragen. Damit ist auch ein
weiterer Punkt erledigt: Die Transformation in den Ortsraum ergibt damit
sofort die gewilinschte Hadamard-Form der Zweipunktfunktion.

4.2 Der Ein-Loop Graph

Bei der Berechnung des Matrixelements in zweiter Ordnung ist folgendes
zeitgeordnetes Produkt mit Hilfe des Wickschen Theorems auszuwerten:

T (: ¢'(x) = 0'(y) 2) =

: ¢t (2)pt(y) -
+ 42 [AM (2, y) — A (2, 9)] = ()% (y)

: 2'!3 [(AH)(?E,?J))Q - (A(_)(x,y))ﬂ 0 (2) 0% (y)
% [(A(”(I,y))3 - (A(_)(w,y))g} p(r)B(y) :
+ % [(Am(%y))‘* _ (A(_)(:E,y))ﬂ .

Der fiir die Renormierung der Kopplungskonstanten wichtige Graph ist der
sogenannte ,, Fisch®, sein Beitrag ist gegeben durch

PP () = [(AD(w,9))" = (A7 (@,9))"] : 6*(2)6%(v) :

Mit Hilfe des Epstein-Glaser Verfahrens errechnet man fiir den fiihrenden
Term in der Entwicklung nach Normalkoordinaten dieses Ausdrucks (fiir ex-
plizite Rechnungen siehe Anhang):

/ln [Kz(l—x) — M? +ie] .

~

11 (k)

= 3276
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Hierbei ist #(ko) = (ko) — (ko) und #(k) = II(k). Dieser Ausdruck stimmt
bis auf M? = m? + (¢ — #)R mit dem Minkowski-Raum Ausdruck iiberein.
Fiir eine verschwindende Kriimmung sind alle Terme hoherer Ordnung in der
Entwicklung nach Normalkoordinaten Null und M? = m?2, so daf man, wie
erwartet, den tiblichen Ausdruck fiir die Minkowski-Raumzeit erhélt.

4.3 Andere Regularisierungsverfahren

Das angewendete Epstein-Glaser Verfahren besticht durch seine formale Ele-
ganz und seine mathematische Exaktheit. Allerdings ist es recht aufwendig,
so dak sich die Frage nach Alternativen stellt, die von der Durchfithrung her
einfacher sind bzw. sich auf Lehrbuchergebnisse zuriickfiihren lassen. Eines
dieser Regularisierungsverfahren ist die Regularisierung nach Pauli-Villars
[35]. Dieses ist ebenso mathematisch exakt wie das Epstein-Glaser Verfah-
ren. Alle Invarianten bleiben hier erhalten.

Wir betrachten zunéchst die zeitgeordneten Distributionen (|16], franzo-
sische Fassung):

T (xy, . xy,) =

> 0@, —ap,) - Op, , —ap )L (@) LU ()
P

—1

wobei
v!

(") (1) = . v—r
Z (x)—(y_r)!.A(x) :,
mit freien (skalaren) Feldern A(z) ist. Im Pauli-Villars Verfahren werden die
Felder A(z) durch geeignete Felder B(x) ersetzt. Um dies zu erreichen, faft
man den Fockraum .# der freien Felder A(x) als einen Teilraum des Fock-
raumes .7 der Felder Vi(z), ..., V,(z) auf. Die zu diesen Feldern gehtérenden
Massen seien My, ..., M,, so dak A(z) = Vi(x) und My = m. Dann gilt

1
Vi), Vi(y)] = jk’fj{A(xay;Mj)a g;=1,-1.
Weiterhin gilt
1
(Q,V;(2)Vi(y)S2) = 5ij5jYA(+)($ay§ M;) .

Die Felder B(z) sind nun definiert durch
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mit ¢y = 1, wobei

(@ B(2)By)Q) =) ;A (2, y; M) .

Jj=0

In der Tat, fiir M; — oo mit 1 < 57 < N geht dieser Ausdruck gegen
(2, A(z)A(y)?) im Sinne temperierter Distributionen. Man beachte, daf hier
mit Ausdriicken operiert wird, die fiir M — oo singuldr werden. Es handelt
sich hier lediglich um eine Regularisierung, nicht Renormierung! Die auftre-
tenden singuléren Terme miissen in der Lagrangedichte, z.B. im Falle des Ein-
Loop Graphs, in der Kopplungskonstante absorbiert werden. Dies geschieht
durch die Einfithrung der Gegenterme (Counterterme). Die numerischen Er-
gebnisse sind selbstverstandlich identisch mit denen aus dem Epstein-Glaser
Verfahren gewonnenen Ausdriicken (siche u.a. [10], [25], [45]). Anzumerken
ist noch, daf sich die Rechnung auch mit Hilfe des Feynman-Propagators
durchfithren laft. Die Regularisierung sorgt in diesem Fall fiir die Existenz
der entsprechenden Produkte. Die Ergebnisse sind selbstverstéandlich auch in
diesem Fall mit den oben genannten identisch.



Kapitel 5

Renormierung

5.1 Minimale Subtraktion

Die kausale Spaltung von Distributionen im Epstein-Glaser Formalismus ist
nicht eindeutig, sie hdngt von der Wahl der Funktion w(z) ab. Es sei w(x)
eine zweite Funktion mit den erforderlichen Eigenschaften. Dann gilt:

(= ) = [ drdo@)[0() - wlz)] Y 2 (D)0

|ar|=0

=3 ca(D)(0)

|ee]=0
d.h. .
Tm — T = Z coDY(2) .
|ee]=0
Die Konstanten ¢, sollen nun fixiert werden. Dariiber hinaus miissen noch
vorhandene Masse-null Singularitédten beseitigt werden. Wir wihlen die Funk-
tion w(z) — w(px) = w,(z) und w(r) — w(p'zs) = wy(x), das sind gleich-
zeitig die neuen Renormierungsbedingungen (D. Prange benutzt in seiner

Arbeit ebenfalls diese Renormierungsbedingungen [34]). Dann ist unter Be-
riicksichtigung des Skalengrades

/ A2 (2) (w(pz) — w(p's)) dx = c(ul, )

bzw.

A3 (@) = AR (), + e, 1) () - (5.1)

45
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Die Konstante c(y/, p) 1aft sich aus (5.1) ermitteln:
2
AF(k) W=

1 A%(k)} = C(p/,u) .

u—t
Man erhéalt damit
i ! K*u'=2 —m? +ie
de 1 :
el 1) = 327 6/ : n{k2u—2—m2+i5}

Fiir kleine Skalen, d.h. fiir ¢/ — 0 und g — 0 erhélt man schlie?lich

. 2
1 H
n(Z
c(h: 1) = 355 ( v )
Wie nicht anders zu erwarten, in Ubereinstimmung mit [34]. Die Beitri-
ge aller anderen Entwicklungsterme verschwinden. Dieses Ergebnis ist klar,

denn bei zusammenfallenden Punkten (bzw. unendlich grofsen Impulsen) ver-
schwindet die Raumkrimmung.

5.2 Die Callan-Symanzik Gleichung

In diesem Abschnitt soll versucht werden, die Callan-Symanzik Gleichung
auf gekriimmten Raumzeiten zu formulieren. Im Minkowski-Raum betrach-
tet man fiir gewohnlich das Skalenverhalten der amputierten zusammenhén-
genden n-Punkt Green-Funktion, bezeichnet durch

F(n)(pla"'apnagvm) ;

wobei die duferen Impulse wie oben skaliert werden. Fiir eine Formulierung
auf gekriimmten Raumzeiten ist jedoch eine Ortsraumdarstellung in diesem
Fall geeigneter. Man erhélt fiir die skalierte Greensche Funktion

F(n)(/,Ll'l, - 'aul'nagvm) .

Leitet man diesen Austruck nach g ab und setzt g = 1, erhélt man

0
E xnay —i—’ym)ma +ﬁ +27 r 0.

Der Term z!/ a v 148t sich nicht auf gekriimmte Raumzeiten tibertragen [31].

Einige Autoren ersetzen daher die Skalierung der Koordinaten (bzw. des Im-
pulses) durch eine Skalierung der Metrik [31],[6] der Form ¢, — p~2g,,. Fiir



5.2 DIE CALLAN-SYMANZIK GLEICHUNG 47

i — oo schrumpfen die geodéatischen Abstdnde zusammen. Betrachtet man
jedoch die Kriimmung, so erhélt man fiir diese Skalierung [6]

RQ N M4R27 R/U/RHV N ,LL4R/L1/RHV

VK 4 VK
Ry R — 1R,y RIY™C

Das heifst, daft der Limes p — oo physikalisch dem Fall sehr starker (genau-
genommen unendlich starker) Gravitationsfelder entspricht. Dieser Fall ist
jedoch physikalisch schwierig zu handhaben, so daf sich die Frage stellt, ob
nicht eine alternative, mathematisch prézise Formulierung gefunden werden
kann.

5.2.1 Der Skalenlimes Teil 11

In Kapitel 2 wurde der Begriff des Skalenlimes eingefiihrt. In diesem Ab-
schnitt sollen weitere Eigenschaften des Skalenlimes besprochen werden, mit
deren Hilfe die Callan-Symanzik Gleichung reformuliert werden kann. Alle
Bezeichnungen seien wie in Teil I.

Wie wir in Teil I gesehen haben, ist §lU die Tensoralgebra der Testfunk-
tionen im Tangentialraum. Der Skalenlimes kann nun, da «(n*) eine lineare
Abbildung ist, als ein Zustand auf dieser Algebra dargestellt werden:

Gx () = Tim N()"w (g™ (m)er () ) ™)

= lim N(p)"w(am™)™a((u) f™) .

Dieser Zustand besitzt folgende Eigenschaften (Theorem 3.2.2 in [20]):

1. Der Grenzzustand héngt ausschliefslich vom Basispunkt ab. Diese Ab-
héangigkeit ist durch die kovariante Ableitung gegeben.

2. Fiir die Skalenfunktion N gilt

/
i YR
=0 N(u)

3. Der Grenzzustand besitzt das Skalenverhalten

(@) f0) = e (f) .
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4. Wenn der Skalenlimes fiir x € & gleichméfig konvergiert, ist der Grenz-
zustand translationsinvariant.

Aufgrund dieser Eigenschaften ist es naheliegend, die Callan-Symanzik Glei-
chung auf gekriimmter Raumzeit durch eine Skalenlimesbildung auszudriik-
ken, da der Skalenlimes alle Informationen beziigl. des Kurzabstandsver-
haltens beinhaltet. Die Greensche Funktion kann aufgefalt werden als eine
Summe von Zustdnden. Es liegt daher der folgende Ansatz fiir die Callan-
Symanzik-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten nahe:

a0 0
N(p™) Han t (14—
0

n A~
5+ B+ 5| Tl G <o,
denn mit Hilfe dieser Gleichung wird das Kurzabstandsverhalten analysiert,
und fiir diese Aussagen ist der Skalenlimes ausreichend. Die Ergebnisse kon-
nen dann unter Verwendung des affinen Zusammenhangs auf alle Punkte
der Raumzeit iibertragen werden. Man beachte, daft in der Klein-Gordon
Gleichung neben der Masse der Term R( auftaucht (,,konforme Kopplung").
Dieser fiihrt in obiger Gleichung auf den Term ¢ 8%. In der Einschleifen-
Néherung trigt dieser jedoch nicht bei.

+7¢¢

Ein weiteres Problem hierbei ist, dak der Limes p — 0 nicht fixiert ist.
Das liegt daran, daft in dem urspriinglichen Konzept des Skalenlimes von Fre-
denhagen und Haag keine Metrik gewédhlt wurde. In den bereits angespro-
chenen Fillen hat man jedoch eine bestimme Metrik gewahlt, daher kann
ein Limes durch eine bestimmte Wahl des Diffeomorphismus n* physikalisch
ausgezeichnet werden. Im vorliegenden Fall ist die Wahl

n* = EXP

naheliegend. Damit kénnen die bisher gewonnenen Ergebnisse fiir weitere
Rechnungen herangezogen werden.

5.2.2 Die Beta-Funktion

Im folgenden soll die oben angesprochene Beta-Funktion berechnet werden.
Hier wird allerdings der Zugang iiber die Callan-Symanzik Gleichung be-
nutzt. Wir betrachten zunéchst die skalierte Storungsreihe bis zur folgenden
Ordnung:

W = / s p(x)t s g (x)da + / t9(2) oY)+ AR, Y)w g (2) g (y) dady .
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Hierbei ist wie oben [ Af(z)(w(pz) — w(p'z))de = (i, pn). Ap(z,y), be-
zeichnet den skalierten Feynman-Propagator. Setzt man jetzt

A (@) = Ag(2), + e’ 1)d ()

in obigen Ausdruck ein, erhalt man

50 = [0 [g0l) + el g do+ [ B2y

so dals
gu = g (@) + (i, ) g (2)? (5.2)

Die Konstante ¢(y/, p) 14t sich,wie zuvor, aus (5.1) ermitteln:

AMR)|, — DR(K)], = ol )

Die Differentiation von (5.2) nach pu liefert
dgu _ d ! 2
d ldHC(u,u)] 9w ()
bzw.

ui—‘ij‘ = lu%f:(u’,u)] gw(x)? = B(g) -

Der Bequemlichkeit halber kann g, = G(g,/, &, %) geschrieben werden (vgl.
[45]). Dann ist mit z = p/p/

0
B(gu,m/u') = @G(ng,m/ﬂ’)

z=1

Dieser Ausdruck ist frei von Masse-Null Singularitéten. Die Koeffizienten der
B-Funktion sollen jetzt explizit berechnet werden. In analoger Weise wird der
dritte Term verarbeitet, d.h. wegen des Skalengrades w < —1 verschwinden
all diese Terme und man erhalt

B=3

wie im Minkowski-Raum. Eine explizite Berechnung, auch der Terme hoherer
Ordnung in der Entwicklung nach Normalkoordinaten, findet sich im Anhang.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die ¢* Theorie explizit in der Einschleifen-Niherung
renormiert. Es wurde ein Ausdruck fiir die Zweipunkt-Funktion und fiir den
Feynman-Propagator hergeleitet, der in einer offenen Normalumgebung giil-
tig ist, bei der Herleitung wurde auf hohe mathematische Prazision Wert
gelegt. Weiter wurde die Callan-Symanzik Gleichung auf gekriimmte Raum-
zeiten verallgemeinert, und zwar so, dafs sie zumindest in erster Ordnung
der Storungstheorie mathematisch wohldefiniert ist. Dariiber hinaus wurde
der Betafunktionskoeffizient in niedrigster Ordnung berechnet. Es soll hier
nochmals darauf hingewiesen werden, das alle Ausdriicke auf Lorentzschen
Mannigfaltigkeiten wohldefiniert sind, es ist kein Umweg iiber einen Euklidi-
schen Zugang notwendig.

6.2 Ausblick

Wie bereits angesprochen, sind die gefundenen Ausdriicke nur in einer Nor-
malumgebung giiltig. Dies ist zwar fiir Renormierungszwecke ausreichend,
jedoch wéren globale Ausdriicke wiinschenswert, um Effekte wie z.B. Lamb-
Shift, etc. berechnen zu kénnen. Weiter ist eine Berechnung hoherer Loop-
Graphen prinzipiell moglich, jedoch im Epstein-Glaser Formalismus recht
aufwendig. Interessant in diesem Zusammenhang wéaren die Vakuumgraphen,
da Bunch hier Schwierigkeiten vermutet [9]. Dariiber hinaus mufs noch gezeigt
werden, daf der Ansatz fiir die Callan-Symanzik Gleichung auf gekriimmter
Raumzeit fiir alle Ordnungen der Storungsreihe sinnvoll ist.

o1
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Anhang A

Explizite Berechnungen

A.1 Der Ein-Loop Graph

Wir untersuchen zunéchst den Term niedrigster Ordnung in der Entwicklung
nach Normalkoordinaten, d.h. den singuléren Term dieser Reihe. Dieser ist,
wie bereits gezeigt wurde, gegeben durch

(AP (z,y))" = di(y)

= [ e O — mE)e P Ola)o(a? )

Die Fouriertransformation ist lokal in einem Normalkoordinatensystem mog-
lich. Man beachte, dafs « hierbei der Punkt ist, um den die Normalumgebung
definiert wurde. Es ergibt sich:

RGO / a7 / d'q [ dy©(po)d(p” — m*)O(a0)d(g* — m?)e”* 7=
- & [t [ €00m057 - m)e(a)i(e® - msp+a - b
B (271T)4 /d4p@(p0>5(p2 —m?)O (ko — po)d((k — p)* — m?)

)
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Beriicksichtigt man jetzt, dafs p = v/ E? — m? und wahlt das Normalkoordina-
tensystem so, dafs die rAumlichen Komponenten von k verschwinden, erhélt
man . &
Pcio
di(ko) = —— | ==0(kj —2kE)O(ko — F) .
{0) = gt | GHO0S = 2kE)O (ko — E)
Die Transformation in Kugelkoordinaten liefert nach Integration iiber die

Winkel

1 [dp k
di (ko) = (2ﬂ)447r / Jg i) <2k;0 (50 - E)) O(ky — E)
0
PERICEL)
83 dE[p] 2ko Oko — E)
1 4m?
=33 11— 2 O(ko)O(k§ — 4m?) |

wobei die zweite Sprungfunktion in der letzten Gleichung daher riihrt, dafs
die Integration von m bis co anstatt von —oo bis oo gefithrt wurde. Die
analytische Fortsetzung ergibt

1 4dm? 9 9
Skaliert man den Impuls wie zuvor gefordert, ergibt sich fiir die singulare
Ordnung w = 0, die Spaltung ist somit nichttrivial. Fiir alle anderen Terme
der Entwicklung nach Normalkoordinaten ist die singuldre Ordnung offen-

sichtlich w < —1, deren Spaltung ist also trivial. Es gilt weiterhin:

(A (2,9))” = di(~y)

d(k) = di(k) — di(—k) = #\/ 1— 4}{:—722@(1{:2 — 4m?)sgn (ko) ,

wegen O(z)—0O(—z) = sgn(z). Die Distribution ist, wie bereits angesprochen,
zu spalten geméf

dy(k)

d.h.

d* () = ro(x) — an(2) .
Im Impulsraum gilt fiir = [39):

“+00

2 — L w1 dk d(kO)
Fpo) = 5P / * (ko — i) (po + ko + ig)

—00
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Im vorliegenden Fall hat man

ko)
P(ko) = ciky | dk) C O — dm? sgn (ko
0) “0/ %2 (ko = 4 iy (o — By - 10)

]{3/2 4m2)
— ciky [ dkpy[1— N
- Ao / k:’2 k:’ +ie) (ko — kb + ic)

B O(kE — 4m?)
(—k{ + ie) (ko + kj) + ie)

400 1 4m?2
- k2

= cikyg / dks, Pt 15)20_ = O(k2 — 4m?)
0

Man substituiert nun s = k> = dkj =

Qk’ . Damit ergibt sich

\/1— 2
(ko) = 1—/ds

(k2 — s +ikoe)

4m?

Dieser Ausdruck wird nun folgendermafsen in Real- und Imaginérteil aufge-
spalten. Ganz allgemein gilt die Beziehung:

1 1 :
i @E — sgn(c)imd(x) .

Hierbei bedeuten & der Hauptwert und ¢ eine Konstante. Die obige Bezie-
hung erhélt damit folgende Form:

R k2 4m?
r(ko):a?() @/dsy/l——( k:2—s>_

_ L2 4m2
_iﬂsgn(ko)/dsw 12
s S
4m?
k2 / 4m?
20170 ?/ds 1——( k2—s)_

— iW@(kO) — 6(=ho) 1— dm? O(ki — 4m2)]

kg
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Dieser Ausdruck kann mit der retardierten Funktion kombiniert werden. Die-
se ist gegeben durch

WV 1 4m?
r (k0> = dl(_ko) = @ 1-— T @(—ko)@(l{g — 4m2) .

Fiir die zeitgeordnete Distribution erhélt man jetzt

t(ko) = 7 (ko) — 7'(ko)

K1 T [ amr /11
“% k:gy/ ° s <s+k8—s)

4m?
- 4m? 2 2
—im /1 — — O(k§ — 4m”)
s
o 1 — 4m?
= cik ds —V——
CIO/ Ss(kg—s—i—ig)’
4m?

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, daf

—O(—1) - O(x) —2@(—:C) _ _O(z) —i—2@(—:1:) _ % .

Die analytische Fortsetzung ergibt dann den gesuchten Ausdruck

1 — 4m?

- . ik? s
tk)=1(k) = ds ————.
(k) (k) 3276 / ° s(k? — s +i¢)

4m?

Den in der Literatur iblichen Ausdruck erhalt man mit der Substitution
M? = A A2 = s

1—a2)

1

/ln [K*z(1 — z) —m® + ie]

0

- i

(k) =
(k) 3276

(siehe auch [10]). Alle anderen Entwicklungsterme besitzen einen Skalengrad
w < —1, die Spaltung dieser Distributionen ist daher trivial.
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A.2 Die Beta Funktion (Restterme)

Wir setzen nun den Ausdruck fiir den , Fisch-Graphen* auf gekriimmter
Raumzeit ein. Der erste Term ist klar, er liefert denselben Wert wie auf
flacher Raumzeit. Der zweite Term liefert

1 1-&1

0 1
G”:@_%)R/h&u/d&h@+faw—ﬂﬂ+wf
0 0
i
e+ —m? i
' e 2 2
) !11! e+ -2 +ie] [@+ e - 22 +ic]

Die Differentiation nach z liefert

X

mo

- _l
52_ 6

1-¢&1

2
/&/%2 &%)%zk 12 .
0 0 §2+§2) 1\42 +i€} [§2+€22)22—M—2—|—18}

22(&s + £3)? [(§2+§2 +15} [§2+§2 )2 — —2+15]

+ 2
[(52 + &) - 2 ° + 15] [(52 +&3)22 ]
Fir z — 1 vereinfacht sich dieser Ausdruck zu
o (oo [ 26+ £)°
= (-3 i [aa [ e S| L
0 0 [(§2+§§)_]‘j_2+15} p

Fiir p# > m erhalt man schliefslich

_ _l 0 d §2+§2) -0
” ¢ R/ éLl/ e (&2 +€3) +ie]
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