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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Quantenfeldtheorie auf gekriimmter Raumzeit

Die Quantentheorie wird seit etwa 70 Jahren als der fundamentale Rahmen je-
der physikalischen Theorie angesehen. In ihrer Ausformung als Quantenfeldtheorie
(im folgenden als QFT abgekiirzt) sind inszwischen mit Ausnahme der Gravitati-
on alle klassischen Felder mit iiberwiltigendem experimentellem Erfolg beschrieben
worden. So ist durch die Vorhersagen der Quantenelektrodynamik (QED) das gyro-
magnetische Verhiltnis des Elektrons bis zu einer Gréfienordnung 10712 berechnet
und bis zu 107! experimentell best#tigt worden!.

Das Gravitationsfeld widersteht allerdings bisher erfogreich allen Versuchen einer
quantentheoretischen Beschreibung. Mit der allgemeinen Relativitdtstheorie (ART)
existiert eine klassische Theorie der Gravitation, die anscheinend inszwischen sogar
besser experimentell bestiitigt ist als die QFT 2. Daher mehren sich die Stimmen,
die fordern, nicht mehr zu versuchen die ART zu quantisieren, sondern umgekehrt
die QFT aus der ART zu verstehen.?

Quantenfeldtheorie auf gekriimmiter Raumzeit vereinigt das Beste beider Welten.
Die Gravitation wird als klassischer, durch die ART beschriebener Hintergrund fiir
die Durchfithrung der QFT der anderen Felder aufgefafit. Dadurch wird ein wei-
ter Bereich sinnvoller Forschung erschlossen, der unabhéingig von der Beantwortung
der obigen prinzipiellen Fragen verniinftige Ergebnisse liefern kann. Etwaige Quan-
teneffekte der Gravitation wiren erst bei Messungen im Bereich der Planck’schen
Linge von ~ 10733em wirklich sichtbar, wihrend fiir die herkdmmliche QFT gerade
GroéBenordnungen bis ~ 107!7¢em beachtet werden miissen. Falls also eine Quanten-
theorie der Gravitation gefunden werden sollte, so hitte die Quantenfeldtheorie auf
gekriimmten Raumzeiten den Status einer in weiten Bereichen sinnvollen semiklas-
sischen Approximation. Das prominenteste Beispiel eines so berechneten Effektes
ist die Vorhersage von Strahlungsemission aus klassisch schwarzen Lochern durch
S.Hawking.

Die QFT im Minkowskiraum macht ausgiebigen Gebrauch von dessen speziellen
Symmetrien. Insbesondere liegt die Auswahl der physikalisch richtigen Theorie aus
der Vielzahl der mathematisch moglichen in der Struktur des Minkowskiraumes
vorgezeichnet (man denke etwa an den fiir die Fockraum-konstruktion und jede
Teilcheninterpretation so essentiellen Begriff des Vakuums, das definiert ist als der

Isiehe etwa [Sch95], auch fiir Literaturangaben

2aus [HP96], S.61

3etwa R.Penrose in [HP96]. Ein neuerer Versuch zB. in [Has96], und besonders eigenwillig
[Had96]



Poincare-invariante Zustand). 4

Als Auswahlkriterium physikalischer Zustinde auf allgemeinen Raumzeiten wird
inszwischen die sogenannte Hadamard-Bedingung® allgemein akzeptiert. Diese fi-
xiert die Singularititsstruktur der Zweipunktfunktion derart, daf§ ein verniinftiger
(also renormierbarer) Energie-Impulstensor definiert werden kann, und dariiberhin-
aus den richtigen Grenzwert im Minkowskiraum besitzt. Durch die Arbeit [BFK96]
und Vorgénger® zeichnet sich derzeit ein noch besseres Argument fiir die Benutzung
gerade der Hadamard-Bedingung ab, denn diese entpuppt sich als Spezialfall einer
Verallgemeinerung der Spektrumsbedingung auf gekriimmte Raumzeiten.
Konkrete Konstruktionen von Quantenfeldtheorien sind bisher vor allem fiir die kos-
mologisch interessanten homogenen und isotropen ,,Robertson-Walker“-Raumzeiten
durchgefiihrt worden. Da sich diese nur relativ geringfiigig vom Minkowskiraum un-
terscheiden, ist hier eine Orientierung an den herkdmmlichen Methoden am ehesten
moglich und fruchtbar. So gelingt dort die Definition sogenannter adiabatischer Va-
kua und die entsprechende Konstruktion des Fockraumes.” In [Jun95] wird gezeigt,
daf die so definierten Zustinde ebenfalls von der Hadamard-Form und damit phy-
sikalisch akzeptabel sind.

Mit [BF97] gelingt schlieflich zum erstenmal die systematische Behandlung wechsel-
wirkender Theorien. Dort wird die S-Matrix fiir die skalare Theorie als Potenzreihe
definiert und die Renormierbarkeit in allen Ordnungen gezeigt.

Damit ist im wesentlichen der Rahmen fiir die folgende Untersuchung abgesteckt .

1.2 Aufgabe und Struktur der Arbeit

Die eigentliche Zielvorgabe dieser Arbeit war die Berechnung von u.U. mefbaren
gravitativen Korrekturen an bestimmten Feynman-Diagrammen. Dies sollte nach
[BF97] prinzipiell fiir beliebig hohe Ordnungen méglich sein. Mit dem vorher gesag-
ten ergibt sich ein Mehrfaches:

1. Falls solche auftreten, werden die Korrekturen in der 1.0rdnung Storungs-
theorie (also auf Baumgraphen Niveau) die grofiten sein. Daher soll allein
auf diesem Niveau gerechnet werden. Die rechentechnischen Probleme verrin-
gern sich durch das Ausklammern der Renormierung héherer Graphen be-
trachtlich. Dariiberhinaus ist die Behandlung 1.Ordnung auch fiir alle weite-
ren Ordnungen maflgebend, da die gleiche Rechnung bei der Auswertung von
Matrixelementen in jeder Ordnung (mit leicht verdndertem Wechselwirkungs-
term) wieder durchgefiihrt werden muf.

2. Das zentrale Objekt der QFT auf gekriimmter Raumzeit ist die Zweipunkt-

funktion. An diese wird die fundamentale Hadamard-Bedingung gestellt und
sie ist das Objekt, aus dem die S-Matrix berechnet wird. Es ist also wiinschens-
wert, die in Betracht stehenden physikalischen Groflen direkt aus dieser zu
berechnen.
Zwar wird die Zweipunktfunktion spiter de facto mit der bekannten Quan-
tisierungsprozedur aus den Vakuumerwartungswerten der Feldoperatoren ge-
wonnen werden (was moglich ist, weil die verwendete Beispielraumzeit hinrei-
chend einfach ist und eine verniinftige Vakuumdefinition erlaubt), doch dies
ist nur ein technischer Aspekt. Denkbar wire es zum Beispiel am Leitfaden des
hier Vorgestellten zumindest qualitative Aussagen iiber physikalische Gréfien
direkt aus dem Hadamard-Algorithmus herzuleiten.

4siche hierzu [Wal94], auch als Einfiihrung in die QFT auf gekriimmten Raumzeiten insgesamt

5zum erstenmal in [DB60] als solche definiert, in [KW91] préizisiert

6zuerst in [Rad92]

"Dies wird spiter (Kapitel 3) etwas ausfiihrlicher dargestellt werden. Allgemeine Literaturan-
gaben finden sich dort.



3. Es soll ein konkreter Effekt berechnet werden. Fast alle Rechnungen der QFT
werden bisher im Impulsraum durchgefiihrt, mit gutem Grund, denn die rech-
nerischen Vereinfachungen sind betréchtlich. Da der Impulsraum i.a. aber
nicht (global) fiir Mannigfaltigkeiten zur Verfiigung steht, konnen Rechnungen
im Minkowskiraum nur sehr eingeschrinkt als Modell fiir allgemeinere Fille
benutzt werden. Die Suche nach einer reinen Ortsraumbeschreibung ist daher
ein im Hintergrund mitschwingendes Thema. Wie schon beim vorigen Punkt
miissen aber auch hier aus technischen Griinden Kompromisse eingegangen
werden.

4. Es sollen mefbare Korrekturen berechnet werden. Da bis heute noch kein Feld
gefunden wurde, daf sich durch die ¢*-Theorie beschreiben l:8t, wurde fiir die
Untersuchung notwendigerweise ein Beispiel aus der QED gew&hlt. Es ergibt
sich also insbesondere die Aufgabe, die aus der skalaren Theorie bekannten
Ergebnisse auf Spinorfelder zu iibertragen.

5. Da die zu erwartenden Korrekturen klein sind, wurde mit dem magnetischen
Moment des Elektrons eine der am genauesten gemessenen Grofien der Physik
benutzt. Das magnetische Moment wiederum wird aber im Grenzfall ruhender
Teilchen definiert. Die verniinftige Durchfiihrung dieses limes ist daher ein
weiteres Anliegen dieser Arbeit.

6. Es ist a priori erstmal unklar, wie die aus der flachen Raumzeit bekannten
physikalischen Grolen auf gekriimmten Riumen iiberhaupt definiert werden
miissen. Daher soll fiir das magnetische Moment eine tragfahige Definition aus
der S-Matrix angegeben werden.

Die Arbeit ist daher wie folgt strukturiert:

In Kapitel 2 soll zunichst die Berechnung des magnetischen Momentes im Min-
kowskiraum durchgefiihrt werden, und zwar derart, daf alle Schritte auf gekriimmte
Raumzeiten zu iibertragen sind. Es wird zuerst in 2.1 der nichtrelativistische bzw.
Impuls-0 Grenzfall der Zweipunktfunktion definiert. Es zeigt sich, das die sich erge-
bende Zweipunktfunktion hinreichend einfach ist, um eine reine Ortsraumrechnung
auch rechentechnisch akzeptabel zu machen. In Kapitel 2.2 wird so die Impuls-0
S-Matrix definiert und berechnet. Es wird eine allgemeine Definition des magneti-
schen Momentes angegeben, die auch fiir allgemeine Raumzeiten verniinftig ist.
Kapitel 3 widmet sich der Berechnung des magnetischen Momentes in einer aus-
gewihlten Beispielraumzeit. In 3.1 werden die Grundlagen fiir das Rechnen mit
Spinoren auf Mannigfaltigkeiten angegeben. Danach wird in 3.2 die als Beispiel die-
nende Robertson-Walker-Raumzeit vorgestellt, und deren in 3.1 abstrakt definierten
Kenngroflen explizit berechnet. Es ergeben sich die Dirac- und die Klein-Gordon-
Gleichung fiir die flache Robertson-Walker-Raumzeit, die in 3.3 (ndherungsweise)
gelost und anschlieBend quantisiert werden. An dieser Stelle werden bisher nur fiir
die skalare Theorie wirklich bewiesene Ergebnisse in der QED benutzt werden. Die
Zweipunktfunktion und die S-Matrix werden danach wie vorher im Minkowskiraum
berechnet (3.4), und das magnetische Moment erklirt.



Kapitel 2

Das magnetische Moment im
Minkowskiraum

Wie angekiindigt, soll nun die Berechnung des magnetischen Momentes im Min-
kowskiraum wiederholt werden, so daf} sie unter dem Horizont des in der Einleitung
gesagten exemplarischen Charakter auch

o fiir gekriimmte Raumzeiten und
e hohere Ordnungen Storungstheorie

bekommt.
Das bedeutet vor allem

e Verwendung der Zweipunktfunktion und der S-Matrix

e Benutzung der Ortsraumdarstellung derselben bei der Berechnung des ma-
gnetischen Momentes

Die S-Matrix wird zur Berechnung physikalischer Effekte immer im Niederenergieli-
mes ausgewertet, d.h. dal Ausdriicke, die quadratisch in den Impulsen der externen
Linien sind, vernachlédssigt werden. Diese Vorgehensweise soll zunédchst unter kon-
sequenter Beachtung des Distributionscharakters der Zweipunktfunktion definiert
werden. Dieses soll vorweg geschehen, um eine rechnerisch zu handhabende Form
der Zwiepunktfunktion zu erhalten.

Die S-Matrix selbst kann hier im Minkowskiraum noch durch Standardverfahren,
die jedem Lehrbuch iiber QFT zu entnehmen sind, konstruiert werden, und ihre
Form wird hier vorrausgesetzt. Fiir die Verallgemeinerung auf gekriimmte Riume
ist allerdings die sogenannte kausale Konstruktion nach Epstein und Glaser die
ideale Form. Dies wird allerdings erst fiir die Definition und Berechnung héherer
Ordnungen relevant. Da in dieser Arbeit nur der ,triviale“Fall 1.0rdnung explizit
behandelt wird, (also Renormierungsprobleme ausgeklammert bleiben), geniige hier
ein Hinweis auf die Literatur, vor allem auf [Sch95], fiir einen kurzen Uberblick auch
[Pra97].

2.1 Der nichtrelativistische Grenzfall der Zweipunkt-
distribution
Die Zweipunktfunktion kann auf verschiedenen Wegen definiert und be-

rechnet werden. In der QFT erscheint sie meistens als Vakuumerwar-
tungswert des Produktes von zwei Feldoperatoren. Fiir eine Ubersicht



iiber die verschiedenen , Propagatorfunktionen“siehe [Sch95]. Der Zu-
sammenhang mit den klassischen Greensfunktionen wird besonders ein-
dringlich in [Ful89] dargestellt.

Es soll nun kurz dargestellt werden, wie man die nichtrelativistische Ndherung bei
Distributionen erkldren kann.Im wesentlichen soll gezeigt werden, dafl die Zwei-

punktdistribution auf dem Bereich der um k=0 lokalisierten Impulsraum-Testfunktionen

durch eine einfachere Distribution ersetzt werde kann.
Man betrachte die Zweipunktfunktion des Klein-Gordon-Feldes (entnommen [Sch95])

AT(f) = '#/d‘lxd‘lk O(k")d(k® — m?)e~ ™ f(x) (2.1)
_ i#/d‘lk OOk — m2) f (k) (2.2)
= 1 4 1 0 _ ) £ 7
— i / P K - FEDF) JE(R) > 0 .
=4 1 3 1 £ ™o
— i / P EOH (2.4)

Die Testfunktion f(z) sei so gewihlt, daB sie in ein direktes Produkt aus Zeit- und
Raumanteil zerfalle,

f(x) = h(=")f(@) (2.5)
f(k) = h(KOF(R) . (2.6)

(Die doppelte Benutzung des Symbols f sollte zu keiner Verwirrung fithren, da das
Argument immer mitgeschrieben wird.)

Eine Distribution im nichtrelativistischen limes || < m? betrachten heifit jetzt,
sie nur auf Testfunktionen f(k) mit supp(f) C B(0,k); |k|> < m? auszuwerten.

Es sei also f(k) € C§° eine normierte Testfunktion, d.h. [ d®k f(k)f(k) = 1'. Fiir

A >0 sei .
fA(k) = Wf(}\ilk) 5

so daf suppf,\ mit kleiner werdendem A entsprechend einschrumpft und f (E) fiir
A — 0 nur noch am Nullpunkt lokalisiert ist.?
Entsprechend sei eine Folge von Distributionen

A (f) = AY(f)

definiert.
Alternativ dazu kann auch der Integralkern AT (k) skaliert werden. Man erhélt
diesen aus

AP = g [ h A BADRE) (2.7
_ 1 47.\3/2 A+/2.0 \1\ £(1N\D (1.0
= a7 /d XA (0 AR FRRGY) (2.8)

so daf} sich eine Folge von Impulsraumintegralkernen definieren 14a8t:

AT (KO k) == N32AT (KO, \E) (2.9)

IDie Normierungsbedingung wurde hier von vornherein so gewihlt, daf8 sie sich direkt auf die
Berechnung von Matrixelementen iibertrégt.

L Ny
2 Als Beispiel diene etwa die Funktion e 1—1%I% fiir |k|2 < 1 und 0 sonst



Durch Fouriertransformation ergibt sich

= 1 ikz 7
AT (2°,7) = @n ) /d4kek AT (K%, k) (2.10)
= (21)3 /d4kei’“z/\3/2A+(k°,)\E) (2.11)
™
B (271r>3 [ b e e A e, (2.12)
_ L 0 T

als Ortsraumfolge von Integralkernen.
Aus (2.1) ergibt sich

At (z) = z‘L A3k ;e—iE(lz)xoeil_c’f
)? 2

(2 E(k)
und damit
1 1 1 N0 T E
+ . 37, * —iE(k)z" Jik$
AY (z) = Z(27r)3 /d k NEE —2E(E)e e’ x (2.14)
3/2 o
=i /d3k X Bk gifs (2.15)
(2m) 2E(\k)
und mit E(AE) = 1/A2|k|2 + m2 = m + O(\2) bekommt man
) 1 1-0(\2%) _, 2\ 0 7
— 7\3/2 3 im(1+0O(X%))z" JikZ 21
i 2n)? /d k 5 € e (2.16)
1 1 . o pn
= i\*/? /dgk—e’”’”” e (1—0()(1-0(\?)
o7 [ g a-00a-oen .
so dafl
i3/2
At(z) = ng e=ma"§(7) + O(\T/?) (2.18)
und schlielich
+ N2 7/2
AX(f) = 5 —h(m)f(0) + OA=) . (2.19)

Definition 1. Der fiihrende Anteil in X der Distribution AT (z) heiffe die nicht-
relativistische Zweipunktfunktion des Klein-Gordon-Feldes und werde durch A}
symbolisiert

Bemerkung:  Das Vernachliissigen von Termen ~ |k|? erscheint in der klassi-
schen Literatur als der Niederenergielimes. Dem entspricht hier natiirlich die Ver-
nachlissigung der Beitriige ~ A2. Das Auftreten des zusitzlichen Faktors \3/2
stammt einzig und allein aus der verwendeten Normierungsbedingung, die schon
auf das kommende Problem der Bildung von Erwartungswerten zugeschnitten ist.

Die sich aus dem obigen ergebenden Eigenschaften des nichtrelativistischen Propa-
gators sollen nun in einem Satz zusammengestellt werden:



Satz 1. Fs gilt

\3/2
I AN
Fiir den Kern gilt entsprechend
’/\3/2 o
A+ — ¢ —imz 7) .
f(e) = e 5(@)

Die ndchsthoheren Ausdriicke sind um zwei Ordnungen in A kleiner.

Dieser Ausdruck ist nun der Startpunkt zur Berechnung von Matrixelementen
zwischen nichtrelativistischen Elektronen.

Abschlieflend sei noch bemerkt, daf3 die Skalierung natiirlich auch rein im Orts-
raum hitte durchgefiihrt werden kénnen. Der Ortsraumausdruck fiir A™ (siehe etwa
[Sch95]) ist allerdings kompliziert genug, um hier auf eine Darstellung zu verzichten.

2.2 Berechnung des magnetischen Momentes des
Elektrons im Minkowskiraum mit der Zwei-
punktfunktion

Die Form der S-Matrix 1.0rdnung als normalgeordneter Wechselwir-
kungshamiltonian wird in jedem Lehrbuch iiber QFT hergeleitet. Das
Folgende schlieft in der Notation an an die Darstellung in [Sch95].

Es soll nun direkt zu ihrer Auswertung zwischen nichtrelativistischen
Teilchen {ibergegangen werden.

Die S-Matrix 1.0rdnung lautet zwischen den ein- bzw. auslaufenden Zusténden
U0 >

St = ie [[dly <O U T < A )W (DI0 > (2.20)
= e [dad'yats <O PR AVETE]0>

Dabei wurden die Standardbezeichnungen ¥ fiir die Feldoperatoren (hier als Dis-
tributionen verstanden) und |0 > fiir den Vakuumzustand verwendet. f bezeichnet
den Testspinor, dessen explizite Gestalt spéter (auf Seite 12 und weiter in (2.57))
angegeben werden wird.

Mit ¥ = ¥+ + U~ ergeben sich die Kontraktionen

{7(2), 9" ()} = —iST(z —y) und {T7(y),¥"(2)} = —iS*(y — 2)

= S = =i [ dr 'y 'z @S @ -y A)ST - 2 )
(2.21)

Die S-Matrix soll nun zwischen niederenergetischen Teilchen ausgewertet werden.
Dies wird wieder durch Skalierung der Testfunktionen, oder, wie wir im vorigen
Abschnitt gelernt haben, durch entsprechende Skalierung der Zweipunktfunktion
erreicht. Daher schreibt sich die nichtrelativistische S-Matriz als

S injouy = ¢ [ d'ad'yd's 1)}, (0 1 A, WSE - 1S C)
(2.22)

10



Dabei ist S;.. wieder der fiihrende Anteil von Sy Unter Beachtung von
St(x) = (iv*9, + m)AT ()
erhalten wir fiir Sy

1 Z

S = (i7" + W'F + m)WA+(az0, 3 (2.23)
by
= (170 + iMy* 0 +m)iA+(x° f) (2.24)
- 7 0 7 83}'1 A3/2 ,A .
, i3/2
= (i7°9p + i\y* aii + m)(’;m e=ma"§(F) + O(\7/2))

(2.25)

Da die Zweipunktfunktion hier von zwei Variablen abhingt, miissen noch zwei wei-
tere Punkte beachtet werden. Erstens wird AT (z — y) nur iiber & verschmiert (ent-
sprechend AT (y — z) nur iiber z). Deshalb darf auch nur die z-Variable (oder eben
z) skaliert werden, und es gilt dann

1 iN3/2
Ai_(x_y)_—A+($0_?JO, o

L e 5@ = M) + OO

> 8y

—@j):

und entsprechendes fiir A (y — z).
Zweitens soll die Ableitung in v#9, At (z—y) bzw At (y—z) auf eine einzige Variable
(ndmlich die der jeweiligen Testfunktion) umgeschrieben werden, so daf3

ST (z—y) = (i7"Oue+m)AT (z—y) und ST(y—z) = (=iy 9y . +m)A* (y—2)

Jetzt konnen die zur Berechnung der S-Matrix (2.22) notwendigen Grofien Sy aus
(2.25) berechnet werden.

i/\3/2
2m

+m)(

. 6 . 1 a —im(2%—y° = —
Sy(x—y) = (WOW + Ay p e mEYI§(E — Af) + O(AT/?))
3/2 ]
= i/\TfyOé(a':’ — \if)eim=* ")
3/2 )
+ i/\Té(:ﬁ‘ — M) ")

/\5/2 ) . o o
N a4 Y s o —im(zT—y”)
2m = Ozt (7 = Ag)e
+O(\/?)
3/2 ) o o
=i (14 4)0(F - Mg )

X2 9

2m v oxt
+O0(\/?)

5(% — Agfe M=’ =v") (2.26)

Genauso ergibt sich

A\3/2 oo

Sx(y—2)= iT(l +7)5(\G — Z)e W =)
/29

tom T o

+0(\"/?)

SONf — 2)em’==") (2.27)

11



Unter sofortiger Annahme, dafi A° = 0, also v# 4, — 7 A; ergibt Einsetzen in die
S-Matrix (2.22) fiir die untersten Ordnungen in \

Sy = =i [ 'z diydtz (@) (2 + AT+ OOD) (e ™05 ()
(2.28)
mit,

=J )\3 0 j 0 — — — —
== = (L)Y (L4900 = AT — 2) (2.29)

J 2% (AP — 0 o, s
N = = (= (L)Y Y O = 2) 550(7 = M) (2.30)

, 0 X

+YOE =MD 750N~ DY (1+47) . (2.31)

0zt
Mit 4%/ = —494% und 7°497° = —gj verschwindet der A-unabhingige Beitrag
= im Fallt-e AO ='0.. Die fithrenden Beitrge von Sil(zn Jout) schreiben sich dann mit
(1+9°)7 7" =47 (1 +19°) als
e o L0 N
S\ lhnsouty = e | A2 d'yatz £1@) (1978 - ) 607 - )
— NS (NG — ié‘ 7 — M) A 1 0y, —im(z°=2°) .0
Yy S (AY Z)axi (@ = AJ) JA;(y)(L+")e 7' f(2)
+0(\) , (232
und nach Antivertauschung von ~yi~J

(1) Ae

S oy O L
Doty = e / drdyds f1(n) (5 - \) 6T - 7) (2.33)

z

— — 8 — 5 P —im(z” —=z
+ OO = )50 = M) ) A )y (1 +0)e "0 1 ()

Oa! (2.34)

. / P d'yd's @) — M) 500 — DA; ) (1 +10)emmE =190 f(2)
2m 027 (2.35)
+0(\) . (2.36)

Die komplette Testfunktion f(z) soll nun wie in (2.5) als Produkt von raum- und
zeitabhiingigem Anteil h(z°)f(F) angesetzt werden, wobei f(#) den gesamten Spi-
norcharakter iibernehmen soll und h(z°) eine rein skalare Funktion ist. Beide Teile
miissen nun einzeln fiir sich normiert werden: Es ist also [ dz® h(z°)h(2°) = 1,

[ Bz f(D)f(&) =1 Mit

C = /da:odzoe_im(’”o_zo)h(mo)h(zo) (2.37)
ergibt sich fiir (2.33)
)\46 3 4 3 T — — a — P 0\.,0
O | Tadiydz fIZ)I(F ~ /\y)azié(ky =2 A; W)Yy (1 +9)7" f(2)
(2.38)
e CNTR: S SN _ S5 Jni 0 9 04
=-C— | drdyd’z fI(7)(T — M)IAT — 2)A; )y (1 +7) 5577 f(2)
m 0 (2.39)
e - .
=03 [ S ODA WY (L4 55" ) (2.40)
=03 [y FODA WA+ ) (241)
4m / Ay’ ’ '
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fiir (2.34)

/ Prd'yds fH7) 50 = MO - DAy (1+2°1° ()

(2.42)

= =032 [ Erdtyds 5L @0 - AT - 94,077 1+ S ()
dm ox (2.43)

e o

— =05 [y G ODA )Y (1 "1 FO) (244
=052 [ aty 2P DA W 1+ O0) (245)
= 05 [ @ty 0D AW 10 (2.46)
+0ps [dy FODAEY A+ 5 0D (2.47)

und fiir (2.35)

—0—/d3md4yd3sz( 7)6(Z — A )68]5(Ay—z)A )1 +~°)7°f(2)
(2.48)
36
=038 [ @ty ORI+ )55 SO 2.19)

Die Beitriige (2.41) und (2.47) kiirzen sich nun heraus. Fiir (2.46) beachte man nun,
daB /vt = iejikak ® 1y —0;;14 (siche Anhang A.2) und €;;,0; 4; = —Bjy,, so daf

S o =g [f [ ' 1 OD By 5 12(1497)20 50 (2.50)
+ [ty FODOA (147 0) (251)

—2 [ty 7 OpAD: (14977 £ ) (252)

=i [ @ st B 1214905 @ (ML)

+ [ dy FH @0 (14997 (ML)

_,\

_2/\/d4yf’r ) Al (3 )8 (1++%)4° f(g}’)] , AL

wobei das letzte Gleichheitszeichen wieder durch Variablensubstitution entsteht.
Zur Veranschaulichung des Ergebnisses, und zum Vergleich mit dem durch herkémm-

liche Methoden gewonnenem?® beachte man, daff in der Standarddarstellung der
2000 1000

y-Matrizen (Anhang A.2) 1++° = (3288 ) =2( 349 8> . Die aus der relativisti-

000 0000

schen Einteilchentheorie bekannte Reduktion der Wellenfunktion im n.r.Grenzfall

auf die oberen Komponenten erscheint in dieser Rechnung also durch die Matrix

1 ++9, die die unteren beiden Komponenten der Testfunktion vernichtet.

(==}

Die Ausdriicke M.I-IIT sollen gleich zur Bestimmung des magnetischen Momentes

32.B. [BD66]
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in einem homogenen zeitunabhingigen B-Feld ausgewertet werden. In diesem Falle
wiirde die y°-Integration divergieren, da {iberhaupt keine zeitabhingigen Grofen
mehr im Intgranden auftauchen. Diese Divergenz ist natiirlich unphysikalisch, da
sie auf der idealisierten Annahme eines fiir alle Zeiten vollstindig homogenen Feldes
beruht. Sie wird dadurch beseitigt, indem man B(y) zu einem bestimmten Zeitpunkt
ein- und danach wieder ausschaltet, wie es ja in Wirklichhkeit auch geschehen wiirde.
Im folgenden soll diese Art der Zeitabhéngigkeit stillschweigend vorausgesetzt wer-
den, wenn von einem homogenen Magnetfeld die Rede ist. Dariiberhinaus soll bis-
weilen sogar angenommen werden, das Feld sei iiber einen Zeitraum der Lénge 1
eingeschaltet, was einem Verzicht auf die Zeitintegration insgesamt hinausluft.

Um den Ausdruck nun in eine leichter interpretierbare Form zu bringen, soll
ein schwaches, homogenes Magnetfeld angenommen werden, so daf}

A= Bxr
Damit ergibt sich
;1

8iAl = §ai(€ijkBka) (253)

1 1
= §6ijk((9iBj)Tk +§5ijkBj(ai’f‘k) (2.54)

=0,da Btomogen =0,da 5ir7‘k:5ik:
wogegen

2A281 = EijkB]‘T‘kai = EkiijT‘k-ai (255)
=—iBxL . (2.56)

Hierbei ist [ = 7 x iV die gewohnte quantenmechanische Drehimpulsobserva-
ble.

Beachtet man noch , daf§ der Spin S mit den Matrizen & durch & = 25 ver-
kniipft ist, so erhalten wir

1 . . € = € =1 -
Sinlout = ZC/d4y 1@ [RL + %51 B(1++")4"f@)
In dieser Schreibweise ist das gyromagnetische Verhiltnis g=2 als Quotient
der Koeffizienten von Spin und Drehimpuls leicht abzulesen.

Zur Definition des magnetischen Momentes pu soll jetzt das Matrixelement zwischen
ruhenden Teilchen ausgewertet werden.

Zunichst einige Bemerkungen zu der Konstanten C (2.37). Man erkennt sofort, dafl
C nur aus dem Quadrat der Fouriertransformierten am Punkte m besteht. Mit der
unproblematischen Zusatzannahme h(m) = 1 reduziert sich C auf C=1.

Weiterhin braucht der Anteil M.IT wegen der bestehenden Eichfreiheit nicht mit-
beachtet zu werden. Die Anteile M.I und M.III sind aber schon vorbereitet zum
Grenziibergang A — 0 ruhender ein- und auslaufender Elektronen:

M.I ist insgesamt wegen der Bedingung B= rdumlich konstant von A unabh#ngig.
Da das Vektorpotential in M.IIT hochstens linear in 4/ ist, die Testfunktionen aber
Cs° ist MLIII insgesamt linear in A und verschwindet im limes. Es gilt somit:

Satz 2 (Das Matrixelement zwischen ruhenden Teilchen). FEs sei f € Cg°
eine normierte Testfunktion mit [ dk ff=1und fr(§) :== A2 f(\) eine Folge. Das
Vektorpotential A sei so gewdihlt, daf é(y) konstant sei und tber einen Zeitraum
der Linge 1 eingeschaltet werde. Dann gilt fiir das S-Matrizelement 1. Ordnung:

tim SO (3, B) = 1o [ 1) B 1a(1+5°)°1(7)

A—0
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Der Spinorcharakter der Testfunktionen sei nun folgendermaflen spezifiziert: Es
sei

FAG = FHud mit wy = usw. (2.57)

SO o

wobei f eine normale Testfunktion mit [ dk ]_?f = 1 sei, wie sie in Kapitel 2.2 schon
vorkam. Nach Einsetzen

lim SO (fy, B) = < /d3y Futo" B, @ 15(1 ++°) 7 us £ (7)
A0 4m (2.58)

erkennt man sofort, dafl

1. nur fiir s=1,2 ein Beitrag zu S entsteht (nur von den ,,oberen Komponenten*),
und

2. nur o3 einen Beitrag liefert, da diese als einzige von den Pauli- Matrizen
Diagonalelemente besitzt?.

Es soll also im folgenden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen wer-
den, daf§ B in z-Richtung orientiert ist, so dafl B := |B| = Bs. Damit folgt :

oD e s, Fp_ i€ .

)l\lngm/out = 3 B/d yff= 5 Bs fiir s=1 (2.59)
. (1) __ie 3 7__z'e L

)l\li% Sm/out = _QmB/d yff= —2mB3 fiir s=2 (2.60)

Von diesem Ausdruck startend, 148t sich nun eine allgemeine Definition des magne-
tischen Momentes herleiten.

Definition 2 (magnetisches Moment). Die Grife

-— 'L (SB A—=0 »

gemessen in einem schwachen homogenen Magnetfeld B,ist das magnetische Mo-
ment des Elektrons.

Bemerkungen

1. Die Definition ergibt sich natiirlicherweise aus der Beobachtung, daB S") im
wesentlichen der zeitliche Mittelwert des Erwartungswertes ¢ < Hj,; > des
Wechselwirkungshamiltonoperators der Einteilchentheorie ist. Die Funktional-
ableitung sowie die Division durch i sind also einfach Tricks, den Wechselwir-
kungskoeffizienten aus dem Ausdruck zu filtern.

2. Der Faktor 2 muf} hier explizit hinzugefiigt werden,da wihrend der Rech-
nung immer mit ¢} = 25} gearbeitet wurde. Das Eigenmoment p mufl aber
selbstverstdndlich iiber den Eigendrehimpuls S definiert werden, um in Kor-
rospondenz zur klassischen Theorie zu bleiben.

3. Die Konsistenz mit dem auf gewohnliche Weise erzieltem Ergebnis ist gewéhr-

leistet: 5 5 i
20 de e

idB 2m m

4Fi{ir eine beliebige 4x4-Matrix A ergibt ulAuS natiirlich genau das Diagonalelement Ag;
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2.3 Zusammenfassung

Es sind nun alle Bestimmungsstiicke einer Auswertung der S-Matrix in eine Form
gegossen, die sich auch auf gekriimmten Raumzeiten verallgemeinern 148t. Ein Ver-
gleich der Ergebnisse mit den zu Beginn formulierten Zielen zeigt:

e Die S-Matrix in der Form (2.21) benutzt als zentrales Konstituens die Zwei-
punktfunktion im Ortsraum.

e Das in 2.1 verwendete Skalierungsverfahren ergibt eine tragfihige Definition
des nichtrelativistischen bzw. Impuls-0 Grenzfalles im Ortsraum.

e Definition 2 des magnetischen Momentes nimmt direkt Bezug auf die auch in
gekriimmter Raumzeit wohldefinierte S-Matrix und wird so auch im Allgemei-
nen verniinftig bleiben.

Damit soll jetzt also der Ubergang zu gekriimmten Raumzeiten gewagt werden.
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Kapitel 3

Das magnetische Moment
auf gekriimmter Raumzeit

Die Berechnung des magnetischen Momentes des Elektrons soll nun auf gekriimmte
Raumzeiten iibertragen werden. Dazu bedarf es zuerst einer Einfiihrung und Defi-
nition des grundlegenden Begriffes des Spinors auf einer Mannigfaltigkeit und einer
Ubertragung der fiir Tensoren gewohnten Begriffe des Zusammenhanges, der ko-
varianten Ableitung und der Kriimmung in Abschnitt 3.1. Soweit es der Rahmen
zuléBt, werden die Verbindungen zur Tensorrechnung explizit untersucht. Danach
erfolgt in 3.2 die Anwendung der so gewonnenen Begriffe auf die Robertson-Walker-
Raumzeit, und die entsprechenden Wellengleichungen werden angegeben. In 3.3
werden Nadherungslosungen fiir die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung und fiir die
Dirac-Gleichung erértert und quantisiert, so dafl der Begriff des adiabatischen Vaku-
ums auf Spinorfelder verallgemeinert werden kann. Daraus soll dann die Zweipunkt-
funktion gewonnen werden, so dafl in 3.4 die in Kapitel 2.2 vorgefiihrte Berechnung
der S-Matrix in der Robertson-Walker-Raumzeit wiederholt werden kann.

3.1 Spinoren auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt miissen zunichst einmal die Fundamente fiir die Rechnung mit
Spinoren auf Mannigfaltigkeiten gelegt werden. Im wesentlichen sind 3.1.1 - 3.1.3
eine kurze Zusammenfassung von [Lic64], siehe dazu auch [Dim82]. Die Beweise
wurden, wo es vom Aufwand her moglich erschien, neu durchgerechnet und hier mit
aufgenommen, da die Adaption des franzosischen Originals [Lic64] aus sprachlichen
Griinden nicht jedermanns Sache ist.

Eine Erklarung der verwendeten Grundbegriffe aus der Differentialgeometrie usw.
wiirde hier deutlich zu weit fiihren, siehe dafiir z.B. [Nak90].

3.1.1 Spin-Strukturen und -Zusammenhinge

Es sei also (M, g) eine orientierbare, zeitorientierbare Lorentzmannigfaltigkeit. F'M
sei das Prinzipal-Ly-Biindel (Biindel von Orthonormalbasen) iiber M, d.h. fiir £ €
F M ist

§= (6, ;&) mit & €M und  g(§a,8p) = 1ap

Dabei bedeutet TM das zu F'M asoziierte Faserbiindel FM x R*/L, also das Tan-
gentialbiindel.
Ein Vektorfeld v iiber M ist ein Schnitt durch TM, m.a.W. eine glatte Abbildung

17



v: M — TM, so dal v(z) € T,(M). Ein Schnitt ¢ : M — FM durch das
Basisbiindel definiert eine Tetradenbasis fiir TM, jedes v € C*°(T'M) kann daher
als v = v%e, ausgedriickt werden.

Eine Spin-Struktur ist gegeben durch ein Prinzipal-Sping-Biindel SM und einen
Homomorphismus p : SM — F M. Dabei soll p den Basispunkt z und die Opera-
tion von Spin auf SM bzw. £ auf FFM respektieren. Die Abbildung p ist also 2:1,
da SM die universale Uberlagerungsmannigfaltigkeit von FM ist. Spinorfelder und
Spintetraden werden wie bei Tensoren definiert: Fine Spintetrade £ : M — SM
ist bein Schnitt durch SM, ein Spinorfeld ¥ : M — DM ist ein Schnitt durch das
zu SM assoziierte Faserbiindel DM . Die Menge der unendlich oft differenzierbaren
Spinorfelder werde mit C*®°(DM) bezeichnet, analog ist C*°(SM) definiert. Es gilt
wieder ¥ = WAL,

Ist eine Spintetrade vorgegeben, so erhilt man dazu eine Tetrade des Tangenti-
albiindels durch e, = p o E4. An dieser Stelle wird man bemerken, dafl es keine
Mboglichkeit gibt, Koordinatenbasen fiir Spinoren zu definieren. Bei Tensoren gehen
diese aus der Operation von Gi(4, R) auf die Tetradenbasisvektoren hervor. Fiir
diese Matrizen gibt es aber keine Verallgemeinerungen auf Spinoren!

Die Dirac’schen y-Matrizen werden auf beliebige Raumzeiten verallgemeinert, in-
dem man die gewohnlichen v des Minkowskiraumes als Komponenten eines -
Feldes in Tetradenbasis auffafit.

v :=~%, oder, mit Spinorindizes =~ ge, EAE? (3.1)

(=22 (3.2)

Durch eine Metrik g wird ein Zusammenhang auf M gegeben. Damit kann eine
kovariante Ableitung von Tensorfeldern definiert werden und es gilt:

Veo =17, ,e7e5 (3.3)

wobei die I'?.,,e”es die Komponenten des Zusammenhanges in Vierbeinbasis sind.
Es folgt z.B. fiir einen Vektor v mit Komponenten v, fiir die S-Komponente der
Ableitung

nga = Bg’ua + Fo‘gvv’Y

Ein Spin-Zusammenhang w ist der pull-back der Zusammenhangs-1-Form I' auf
das Spintetradenbiindel SM. Ohne jetzt genauer auf die beteiligten Lie-Algebren
einzugehen, sei zur Veranschaulichung nur folgendes Diagramm gezeigt:

sM  —2— FM
| v
Lie Spin — Ay Liec

Man definiert also w als w := A1 oI o p, wobei A den Isomorphismus der beiden
Lie-Algebren bedeutet.wo E = A~ oT o p ist also eine Lie Spin-wertige 1-Form auf
M.

Hiermit wird eine kovariante Ableitung von Spinorfeldern definiert
VEs = w,® 4¢”Ep (3.4)
und fiir die f-Komponente der Ableitung der B-ten Spinorkomponente gilt dann

VP = 9,08 = B 04 . (3.5)
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Fiir einen gemischten Spinor-Tensor beliebiger Stufe werden die Ableitungen so de-

finiert, daf} sie via Leibniz-Regel auf die bisher definierten kovarianten Ableitungen

zuriickgefiihrt werden konnen. Noch ein Beispiel zur Orientierung: Es sei = = 2,45

ein Spinortensor der durch die Indexstruktur angegebenen Ordnung. Dann ist

—— - A - A A =C = A . C
VoEs B =0a23"B — I 0pZ, "B+ wa"c23 B —E8" cwa B

Die wichtigsten Folgerungen aus der Konstruktion seien nun in Form von zwei
Satzen vorgestellt:

Satz 3. Die Spinorzusammenhangskomponenten w lassen sich durch den tensori-
ellen Zusammenhang T und das y-Feld ausdriicken und es gilt:

1
walp = _Zrﬁa'y')ﬂAC"Y,BoB

Ein Beweis wiirde den hiesigen Rahmen sprengen, der Leser sei nochmals an
[Lic64] verwiesen.

Satz 4. Das y-Feld ist kovariant konstant:
Vy=0

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber seien die Spinorindizes weggelassen. Dann hat
man

Vy =Vays = 0a78 — T apry + wa¥s — 18Wa
Dabei ist 0,73 = 0 gem&B Definiton. Es bleibt also zu zeigen:

I7apYy = Wa¥8 — VoWa

Einsetzen von w, = —iI"VagfyB% ergibt
1 0 € 1 €
WaY3 — VBWa = _Z(F ae” V8VB — ’Y,BF ae” 7(5) (36)
1
= _Zraae (76%7,3 - 7,376%) . (3.7)

Mit {y*, 7%} = 2n°? erhilt an fiir

Y8Y“Ys = Y V68 + 27sm8° — 206

Damit folgt

1 € €
Wa¥B — VBWa = _grdae ( —Ysng + npsY ) (3.8)
1 1 .
= §F6a675 - 5F3a67 (39)
=Tusvs (3.10)

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der Antisymmetrie der Iy, im ersten und
dritten Index herriihrt. O

Bitensoren und Bispinoren Bitensoren (siehe dazu [DB60]) sind Groflen, die
an zwei verschiedenen Raumzeitpunkten definiert sind. Als einfachstes Beispiel die-
ne etwa das Produkt zweier Vektoren aus verschiedenen Tangentialrdumen (oder
Kotangentialriimen) C%*s(z,y) := A%(x)Bs(y). Der Index a gehort also zum Punkt
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z,und G zu y.
Entsprechend darf bei der kovarianten Ableitung nach x

v’y,xcaﬁ(may) = a’y7x0aﬁ(w7y) + Fa,w;(aj)céﬁ(m,y)

nur die Zusammenhangskomponente bzgl. x auftauchen.

Ebenso diirfen natiirlich auch Kontraktionen nur iiber Indizes des gleichen Tangen-
tialraumes durchgefiihrt werden. Da in den folgenden Rechnungen immer klar ist,
welcher Index auf welcher Variablen definiert ist, sollen die Indizes selbst nicht wei-
ter gekennzeichnet werden. So ist z.B. in A, (2)B®s(z,y)C”(y) offensichtlich, daf
a zu z und (3 zu y gehort.

Die Verallgemeinerung auf Tensoren beliebiger Stufe liegt ebenso auf der Hand wie
die Verallgemeinerung auf Spinoren, und muf} hier nicht noch explizit gemacht wer-
den.

3.1.2 Die Kriimmung des Spinzusammenhanges

Die Kriimmung des Spinzusammenhanges ist analog zur Riemann’schen Kriimmung
definiert.

Definition 3. Die 2-Form
M5 = dws + wic AWSE

heifit Spin-Kriimmungs-2-Form.
Die Komponenten PAg aB von I4g heiffen Spin-Krimmungstensor.

Satz 5. Der Spin-Krimmungstensor kann durch
PAB aB = 8aw5 — a@wa + wawp — WpWae — wfy(]:wa/g — I—wga)
aus den Zusammenhangskomponenten berechnet werden.

Beweis. Mit
A

Wi =w, g e
ergibt sich
g = 8gwaAB P Ne* +wo s de® + ngowaoB e e
Einsetzen der Torsionsfreiheitsbedingung

de® + T Nel =0 = de® = -T* 5e’ Nef

ergibt
05 = (Opwa™ B +ws'owa"B — w T 7ga) €’ Ne®.

Durch Einsetzen der Definition des Dachproduktes

Pnet =ef @e¥ —e® ®el
ergibt sich die Behauptung. O
Satz 6. Der Spin-Krimmungstensor hdingt iber

1
PAg Ba = —Zvaa(%’Y&)AB

mit dem Riemanntensor zusammen.
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Beweis. Zunichst erinnere man sich an die Formel fiir den Riemann-Tensor in Vier-
beinbasis (z.B.[Nak90])

R 580 = 08T 06 — 0aT7 86 + T06T " 3¢ = T35T  0e — (T80 — [a)[7es

(3.11)
Geméf Satz 3 ist )
wa'p = —leaa(Wwa)AB
Man erhilt also sofort:
1
8gwa — aawg = —Z(a@l—wm; — BQF755)7775 (3.12)
und
1
Wy (g0 =Iap) = =717 (I pa = Tas) . (3.13)
Es bleibt zu zeigen:
1
WeWa — WaWs = —Z(Fﬁﬁ(mae — 0T 571770 (3.14)
Wir haben einerseits
1
wgwa — wawg = 1—6’%/}/6’)/6’)/77(]:"735]:‘6&77 — Iwa(gregn) (3.15)
und andererseits durch Umbenennen der Indizes
1 € €
WRWa = Walg = —1—6%7”%75(W66F an =T asTpn). (3.16)
Addition der Ausdriicke ergibt dann
1 € €
2(w5wa — wawg) = 1—6[7775,76777](117/3511 an — IWM;F /377)' (317)
Mit
§ n_ n 6_2 n 6+2n6 -9 6n+26 n
VvV YeY VeV VY Ty " YeY M YeVy MveV Y N eVyY
folgt
5 n =9 n o _ amé Sam _ b n 3.18
VY 7Y™ = 2037y = 0" Yevy + 0y YT = 1Y) (3.18)

und insgesamt

M9’ = 0%y + ey = 10 ey Y ") (D7 55Ty — F”msfean))-
3.19

(wotsa — waws) = T

Dieser Ausdruck zerfillt in vier Teile, die insgesamt das gewiinschte Ergebnis liefern:
1.

'76'76 (l—wﬁdrea'y - Iwozéreﬁ'y) (3.20)
=737’ (18T ae — Ta6T" ) (3.21)

durch einfaches Umbenennen der Indizes.
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— Yy (D7 ol 0" = T70sT3") (3.22)

= =77 (T 0" — TyasT3") (3.23)
= =%’ (D350 70" = Tsacl75°) (3.24)
(3.25)

ebenfalls durch Umbenennen der entsprechenden Indizes. Durch Ausnutzung
der Antisymmetrie der Rotationskoeffizienten im ersten und dritten Index
ergibt sich schliellich

777’ (T8sT " ae = TasT7 ge) (3.26)

3. Genauso ergeben
76777(F765F’va77 —TI70sT80)

und
~7" (07T ay = T7as T’ 5y)
jeweils
’Y’Y'yd(reﬁél—wae - Feaérvﬁe)
womit sich insgesamt die Behauptung ergibt. O

Satz 7. Fiir die Nichtvertauschbarkeit von kovarianten Ableitungen erhdlt man wie
bei Tensoren
(V5Va = VaVp) ¥4 = PAg 5,08

Beweis. Einfaches Nachrechnen geniigt:

(VgVa — vavﬁ)q"A =(050a — 8aaﬁ)‘I’A (3.27)
— (17340, — T7,50,) T4 (3.28)
+ (Wl — wad3) TP (3.29)
+ (9pwa — Oaws) TP (3.30)
— (D7 gawy — TV apw,) g TP (3.31)
+ (Wpwa — waws) B TP
(3.32)
ergibt mit dpw, = (Jpwa) + wads
= [(050a — 0a05)— (T o — T 0p)0y ] ¥4 + PAp 5, TP (3.33)
Nun folgt aber aus
0=d’0" = (950,0") ® Ne® — (BTN, 7 Ae® (3.34)
= e’ ®e” [(050a — 0a0p) — ([7ga — 7 ap)d,] ¥4
(3.35)
womit man die Behauptung erhalten hat. O

Satz 8. Fir die Kontraktion des Spin-Krimmungstensors mit v-Matrizen tiber ihre
Vektorindizes gilt:

1
,yﬁ,yaPAB Ba = _§R 5AB ,

wobei R den Krimmungsskalar bedeutet.
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Beweis (nach [Lic64]). Man definiere folgenden Spinor-Tensor (Spinorindizes wer-

den im folgenden unterdriickt):

T% := R%3,67"7"

Aus der 1.Bianchi-Identitéit fiir den Riemann-Tensor

R%3y5 + R%55 + R%55, = 0

folgt

R%ys(V" YY" + 7797 +4°4Py7) =0

Antivertauschen von 4% und % im 2.Summanden ergibt

T* — R®3,57"7%7° + 2R%5,61°777 + R%3,57°7v" =0

Wegen R%g,s = —R%gs, wird aus dem

R%3.57"Y?Y’ = —=R*35,777%7" = —R%3y67°7°y"

Insgesamt bekommmt man also

letzten Anteil

T* — 2R 3,57"7%7° + 2R% 5,51’y = 0

Mit

R,57"7?Y’ = —R%3.57°v"7° + 2R*

folgt

3T% — 4R%3,5n"P~y° + 2R 5,51°P " = 0

Aus

2R 351" = —2R% 5,0’y = —2R"

erhalt man dann

T =2R%

wobei mit R,s der Ricci-Tensor eingefiihrt wurde. Nun folgt
Ragrs7* 777 = R%615707°7"7’ = %aT* = 2Ras7*y’

Aus der Symmetrieeigenschaft des Ricci-Tensors ergibt sich

Raé'ya'y& = R6a7a75

also

= _Ra67a76 + 2R6ana6

2R,57°7° = 2R

und damit

Rogysy™¥?y'y* = 2R

Die Behauptung folgt jetzt durch Einsetzen:

Vv PAp go =

1 o
—Zvaa’Yﬂ’V ’V’r’}/(s

1 (63
_ZRFMBO/YB'Y Yy

1 a
- Z R6a75767 ’7%76

gl Y

BrsN Y

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
(3.44)

(3.45)

(aufgrund der Symmetrie des Riemann-Tensors in den so vertauschten Indizes)

1
—-R
2
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3.1.3 Der Dirac- und der spinorielle Klein-Gordon- Operator
Die Dirac-Gleichung
(—iy*Vy +m)T4 =0 (3.47)
lautet ausgeschrieben
(=i — iV we +m)TA =0 . (3.48)
Anwendung des adjugierten Operators auf den so gewonnenen Ausdruck ergibt
(i7PV 3 + m)(=iy* Vo + m)T4 = (1PV374V, + m?) T4 (3.49)

= (Y*y*V5Va + m?) A ,
(3.50)

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen der kovarianten Konstanz des y-Feldes
gilt.Die weitere Berechnung dieses Ausdrucks ergibt

1 1
71" VsVa = (507"} + 507 7)) VaVa (3.51)
1
=1""VsVa + 5777 (VsVa = VaVp) (3.52)
1
=V*Va + §VBWQPAB Ba (3.53)
1
S _
B (3.54)

so dafl man insgesamt als ,,Quadrat “der Dirac-Gleichung
1
(i7°V g +m)(—i7*Va +m)T4 = (O +m? — ZR)\IIA (3.55)

die spinorielle Fassung der Klein-Gordon-Gleichung erhélt. Dabei wurde mit

O0:=VV, =V*(0s + wa) (3.56)
= 0%y — 79,0 + w0y + 0%wq — T7%wy + wwq

(3.57)

= 0%0, — 7,0, (3.58)

+ 2wy + (0%wa) — 7wy + Ww, (3.59)

der spinorielle Wellenoperator eingefiihrt.Man beachte insbesondere die vier im Ver-
gleich zum skalaren Fall zusétzlich auftretenden Terme (also die letzte Zeile).

3.1.4 Regeln fiir die partielle Integration von Spinoren

Satz 9. Esseien ©4 , A°Ap und %38 Spinor-Tensoren der durch ihre Indizes
angegebenen Stufe, und du das Integrationsmaf auf der Mannigfaltigkeit \/§d4:v.
Dann ist

/ dp © 4(z) Vo AP A g (2) 2% 58 () (3.60)
- / it V@ a(z) AP p(2) 22 47 () (3.61)
- /d,u O4(x) APAg(x) Vo258 (2) (3.62)
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Beweis. durch Nachrechnen:

/ dp © 4 (z) Vo AP g(2) 2955 () (3.63)

= [ d*z\/g(z) O a(z)
X ((‘)QA'BAB(QZ) + T8, A" () +wa ' pAPP p(x) — ABAD(as)waDB)
x 258 (z) (3.64)
Durch partielle Integration ergibt sich

- /dxaa\/g(ac) O(z) AP (2) 2268 (2) (3.65)
- / dp 9,0 4(x) AP () 2%65 (2) (3.66)
- [ dn @) 45 n(0) 275" (0) (3.67)

Mit 0a\/9 = \/§I‘f3 Ba folgt durch einfaches Umordnen

/ dp ©4(x) Va AP 5 (2) 224 (a) (3.69)
= [ dn©a@) A n(@) T2 " ) (3.70)
- [ dn @4 45 n(0) 2575 (0) (3.71)
+ [ dn ©a(@) A7 n(@) T, 28 2) (3.72)
— [ 1 04() Vak b () a7 () (3.73)
- [ 1 9.0.4(0) A7 () 2757 o) (3.74)
+ [ dn 4@ wa oA PR (@) 20 w) (3.75)

Nun ergeben aber (3.70) bis (3.73) gerade
- [ Au04@) A5 (0) VaZP o) (3.76)

und (3.74) und (3.75) gerade

- [ AuVa04@) A () 27 o) (3.77)

Die Verallgemeinerung auf beliebige Kombinationen vo Spinor-Tensoren beliebiger
Stufe liegt auf der Hand. O

Hat man Integrale iiber verschiedene Variablen iiber Bitensoren - oder Spinoren,

gilt Satz 9 einzeln fiir jede Variable mit ihren Indizes, wie man leicht nachrechnen
kann.
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3.2 Dirac- und Klein-Gordonfelder auf Robertson-
Walker-Raumzeiten

Die vorhin eingefiihrten Kenngrofien sollen nun (Kapitel 3.2.2 und 3.2.3) fiir ei-
ne spezielle Beispielraumzeit ausgewertet werden. Insbesondere wird eine explizite
Form der Dirac- Gleichung gesucht. Die Verbindung von relativer Unkompliziertheit
mit physikalischer Bedeutsamkeit macht die ,, Robertson-Walker-Raumzeiten“zu be-
sonders geeigneten Exemplaren. Diese werden in 3.2.1 vorgestellt. Fiir eine ausfiihr-
lichere Darstellung der dort nur angerissenen Themen, Begriffe und kosmologischen
Hintergriinde, siehe [Wal84], der auch dem Abschnitt 3.2.1 insgesamt zugrundeliegt.

3.2.1 Die Robertson-Walker-Raumzeit

Obwohl die Verteilung der (sichtbaren) Materie im Universum nach heutigem Be-
obachtungsstand starken Konzentrationsschwankungen unterliegt, so daf} sich Hau-
fen von Galaxienhaufen mit vollig leeren Riumen abwechseln, so sollte doch im
allergrobsten Mafistab das Universum im Ganzen homogen und isotrop sein. Die
Isotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung bietet jedenfalls experimentell gute
Anhaltspunkte fiir diese Annahme.

Akzeptiert man diese grundsiitzliche Hypothese, so ergeben sich enorme Einschrinkun-
gen fiir die universale Hintergrundmetrik:

1. Die Raumzeit (M, g) ist von der Form M = R x X, oder, genauer gesagt
existiert eine Einparameterfamilie von raumartigen Hyperflichen ¥4, so dafl
fiir alle ¢ der Schnitt ¥; homogen ist.

2. Aus der Isotropie folgt die Konstanz der Kriimmung «, und daraus folgt wie-
derum:

3. Die Metrik g ist von der Robertson-Walker-Form

dr?

ds® = di? — a(t)? (1—r +12(df? + sin? 0d¢)) (3.78)

Dabei hat k die Werte +1 fiir positive bzw. negative ridumliche Kriimmung
und & = 0 fiir keine Kriimmung.

Insbesondere gilt fiir den flachen Fall x = 0:
ds® = dt* — a(t)?*(dz® + dy® + dz*) (3.79)

Die Funktion a(t) mus fiir explizite kosmologische Modelle aus der Einstein-Gleichung
berechnet werden. Zu ihrer Losung widerum bedarf es als input bestimmter Annah-
men betreffend Natur und Menge des Materieinhaltes des Universums. Es zeigt
sich z.B. fiir ein staubgefiilltes Universum (Vernachlissigung thermischen Drucks,
[Wal84]), da8 die Relationen

.o i

% = gﬂ'p und g = —%ﬂ'p (3.80)
bestehen, wobei p die durchschnittliche Massendichte des Universums bezeichnet.
Die Hubble—,,Konstante“% ist eine observable Gréfie und wird derzeit in der Grofien-
ordnung ~ 50km s~ ! Mpc~! angegeben. Die Massendichte p ist seit lingerer Zeit
Objekt von Forschung und Spekulation, da vor allem unklar bleibt, wie groff der
Anteil dunkler, also unsichtbarer Materie im Universum zu veranschlagen ist. Fiir
das im folgenden zugrundegelegte Modell ohne rdumliche Kriimmung geniigt fiir
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den Zweck dieser Arbeit die Feststellung, dafl £ ~ Z—z (3.80), und, (3.99) vorweg-
nehmend, die Kriimmung R = —6(% + Z—z) ~ 122—2 quadratisch in der Hubble-
Konstanten ist.

3.2.2 Berechnung der Zusammenhinge und Kriimmungen fiir
die flache Robertson-Walker-Raumzeit

Die folgenden Berechnungen beschrinken sich wie schon erwihnt auf den ridumlich
flachen Fall k = 0, der allgemeine Fall wird in [Wel97] betrachtet.

Die Christoffelsymbole in Koordinatenbasis

Es gilt fiir die flache Robertson-Walker-Raumzeit:

]- agua ag o ag v
P = po po 99
L 2 ;g { OxH + Ozv  Oz°

mit (3.79)
Guv = 5,uo(suo - 012 (t) Z 5iu6iu
gt = 5u0§yo — a72(t) Z (Si“(si,,
. Aus
O9vs )
oo = —2ad Z Siv O Oop
ag;w .
S = 200 Z SinbioOon
OGuv .
e = —2ad Z 85 ivOoc
folgt dann
1 ” .
F;pu/ = 5 ng (_20'0') <Z 5il/5ia'60,u + Z 5iu6i050u - Z 5iu6iuéou>

= 4o, Siudin + g > GipBivGop + SipSiudor)

Transformation ins Vierbein

Die Transformationsmatrix ins Vierbein ist

A = Baoluo + a7 ()Y 0aibui

so daf}
AauAﬁVguu = Nap

Die (tensoriellen) Zusammenhangskomponenten in Vierbeinbasis sind gegeben durch

[)5= A" A7 \0V, A

27



mit
VMABA = auAﬁ)‘ + FQVABV

Die Berechnung erfolgt nun Schritt fiir Schritt;:

OuAg® = —a7?aYy  Sudpidn
. o, a
F;\WA/QV = aZsz&oA&w +a 2az5i,\5ou5m’ + p Z(Si,\(si”(SQO
. a
- VMAB)\ = az5ﬁi50>\5iu + p Z&ixéiu&go

Multiplikation mit A_l)\d = o005 + @ ZZ 0indis ergibt

S ATNVLARN =a) (63i0iub0s + 6indpo0is)
A i

Durch Multiplikation mit Ao* = §o08ou + a~' Y, 8iadiy ergibt sich schlieBlich

Doy =a""a (§podiadis + dosigdia) - (3.81)

Man sieht leicht, daf die Ricci-Rotationskoeflizienten I'sos antisymmetrisch im er-
sten und dritten Index sind, wie es sein muf.
Berechnung der Kriimmung

Die Christoffelsymbole (3.81) miissen nun in den Riemanntensor (3.11) eingesetzt
werden.

R 580 = 08T a6 — 0aT7 86 + T06T 7 3¢ = T35T e — (T80 — [a)[7es

(3.82)
Es ist
i @
961" as = <5 - ?) ; 6300ia (0~ids0 + -008:) (3.83)
. -2
—— 861—‘70(6 - 8a1“7;35 = <g — (7,_2) Z(éﬁoém — 6,31'6%)(6%»650 + 6’70561')
a a ,
i (3.84)
d2
sl ae = — > 6i5(8cibs0 + 0c005:)Bia (3ej00 + Beody;) (3.85)
ije
=2
- % Z 03i0a; (05:0+; + Okids00+00k;) (3.86)
ijk
d2
=5 ( > G5i0ai0si0y + > 56,»56”.5%550) . (3.87)
ij i

Der zweite Teil ist symmetrisch in « und 3, so dafl

-2
a
FEMFVBE — Feﬁal—"yae = —a2 E (6ai6,(3j — 65i6aj)65i6w' . (3.88)

j
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Der letzte Teil des Riemann-Tensors erfordert die Rechnung

€ € a
[0 = Tap = = 3 {di(B0dns + da0der) = du(Buoda + 650562»)3}89)

(
a
=2 > bei(Ba0dss — Saidpo) (3.90)
a> :
= (D —Tap) Des = — > 0tk (35005 + 5+j050) (Bandai — Saidao)
T (3.91)
52
a
= ——5 > (5,00; + 8+j650) (5500ai — O5i0a0)
“ (3.92)

Insgesamt ergibt sich also

. . 2
a a
R 580 = - Ez (04005: + 0~i050) (0300ai — 0ida0) + o Eij (00ibaj — 6Bi5aj)66i(i'§j93)

Der Ricci-Tensor Rs, = ZB Rﬁwa ergibt sich dann mit

2(5 00si + 08i050)(0800ai — 0gida0) = Z(&a% — 041000950)
Bi i (3.94)

= Siadis — 3000050 (3.95)

und

Z(fsozi(s,ﬁj — 08i0a;j)0si03; = Z(5ai5kj55i5kj — 0ki0aj05i0kj)

= 20005 (3.97)
insgesamt zu
_d 050, 000, a? Oeil
RM_EZ( 5i0ai — 30a0 60)+§ZQ ailsi - (3.98)

Die Kriimmung R = R%, =Y _; 7% Rs, ist dann

i a®
R=-6(2+%) . 3.99
b (3.99)
Berechnung des Zusammenhangs w,

Es gilt (siehe Satz 3 oder gleich [Lic64])

1
Wo = —fiﬂ%

Damit erhalten wir in unserem Fall

la
a = T 5 5ia 60 62 y 60 57, J
w 4a%; (3039i57° V8 + d050i57°V5)
la i 0
= —ZE;(SM(’Y Yo + 7 Vi)

29



Mit 70 =7°, 7 = —=7" und 7%y* = —y"° wird

la .

Wa = 37 2%707 (3.100)
14 .

= 53 Y bt (3.101)

i
wobei die o = y%+? den iiblichen ,relativistischen Geschwindigkeitsoperator“bedeuten
(siehe etwa [BD66]).

Einige niitzliche Folgerungen

An dieser Stelle sollen nun einige in der Rechnung auftauchende Kombinationen von
v-Matrizen und dem Spinzusammenhang w explizit fiir unsere Raumzeit angegeben
werden.

e Zunichst einmal ist

1a o
Vwa = 55;;&@7&7 v (3.102)
la -
= —- in0ni 1
QGZ;VV 0! (3.103)
la 0. i i
= ——= 104
202 7Yy (3.104)
3a
= == . 3.105
527 ( )
e Genauso ergibt sich
3a
o 0
aY = — == 1
WaY 557 (3.106)
e Damit folgt weiter
. 3a .
“way! = =% 3.107
Y wa Y 557 7 ( )
. 3a .
Tway® = —==17"%d 1
Y wary 5577 (3.108)
o j j (e 3a j j
= Ywa¥ + Y war® = 55(7“% —v9%) (3.109)
= 3% 0y (3.110)
a
= 3-o . 3.111
L ( )

Als weiteres Ergebnis ist festzustellen:

Satz 10. In einer flachen Robertson-Walker-Raumzeit gibt es kein nichitriviales
kovariant-konstantes Spinorfeld.

Beweis. Ein kovariant-konstantes Spinorfeld miifite folgende Differentialgleichung
erfiillen:

Vof? = 0 (ausnahmsweise mit Spinorindizes) (3.112)
also  Ouf = —waBfP (3.113)
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Mit 8, = Ax"0y = a 'Y, > Oindiady = a™' Y, 8ia0; ergeben sich die zwdlf
Gleichungen
O artl. a4 .
oxt 1= 24 Bf
Dieses Gleichungssystem ist offensichtlich iiberbestimmt, und leider, wie im Folgen-
den zu sehen ist, widerspriichlich.

alfl — f4 a2fl — 7Zf4 83f1 — f3
Wir haben nimlich /> = /° op =il o5 = —J!
o f3 — f2 a2f3 — 7lf2 a3f3 — fl
aft =t nft = ift oaft = —f*

Daraus folgt aber z.B.:
D0 fr =if'  und o f' = —if! |

womit der Widerspruch gezeigt ist, da die gewthnlichen partiellen Ableitungen ver-
tauschen. O

Das Ergebnis ist natiirlich nur ein aderer Ausdruck dafiir, dal der Spin-Kriimmungs-
tensor P gg, nicht verschwindet. Mit Satz 6 und (3.93) ergibt sich niimlich

PAB/GQ = _Z (E 2(670552’ + 57i550)(§50§m — 6316010) + ; 2(60”66] — 6/62503)6515’)/]27776
' ij (5.114)
la 0_i 142 Iy
= =52 77 (050001 — 8a0d51) + 73777 Y _(0aidsj — Opiaj) (3.115)
i ij

Die Kriimmung (3.99) ergibt sich dann gemif Satz 8.

3.2.3 Der Dirac- und der Klein-Gordon-Operator
Mit (3.105) wird die Dirac-Gleichung (3.48) zu

Ny
(—ir 8 — i5370 Fm)UA =0 . (3.116)
Als Klein-Gordon-Gleichung erhilt man aus (3.55) mit
e, = 9"’ s, (3.117)
= g S~ 1%%815(8100i0 + 0vidao (3.118)
a,3,i
a
= > Giaby00ia (3.119)
a
=—- > iidyo (3.120)
A
=-3%., : (3.121)
a
la :
o _ = af s, i
W0 = 5~ Z}” Sigaid, (3.122)
a,3,i
=5 ; Sia 'y (3.123)
la ,
= 5= 0, , (3.124)
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Wy = Zn‘waﬂwa (3.125)

== Z mai (3.126)
a,B,i
1 a ,
=3 Z(aﬁa)(swa@ (3.127)
B,
=0 (3.128)

da 932 den kombinatorischen Faktor 8o ergibt,

7w, = n"‘ﬁ IWB wy (3.129)
= —59 S 5815(8400ia + 7i8a0)dina’ (3.130)
a,B3,7,i
142 ' i
=55 D Jia(8300ia + 87ida0)dis (3.131)
,y,t
142 _ i
= 52 2 Giady0diadiy + 07idaodirdia)o (3.132)
a,y,t
=0 (3.133)
und
Wi = ”w“’ﬁ“’“ (3.134)
= 40,2 Z n Bazaal(s ﬁOé] (3135)
a,B3,%,j
1a2 S
= —347 2 iadjac’a (3.136)
,t,]
142 o
B _Z% D iyt (3.137)
i’j
1&2 [P
:_ZEZ‘” (3.138)
342
T T 4a? (3.139)
(3.140)
schlieflich
1 0? 0 3 a2 1
O+ m?— R—wﬁ-ga&_aza L2 aa 4a_2+m2_ZR ,
¢ (3.141)

wobei 0; als Ableitung nach der i-ten Vierbeinkomponent
Notation auch Anhang A.1.).

(siehe zur
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3.3 Losungen der Klein-Gordon- und der Dirac-
Gleichung in einer flachen Robertson-Walker-
Raumzeit und Berechnung der Zweipunktfunk-
tion

Nachdem nun die Dirac-Gleichung gefunden wurde, mufl also als néchstes eine
Losung derselben angegeben werden. Dieses geschieht in zwei Schritten: Ausge-
hend von der vorliegenden Theorie skalarer Klein-Gordon-Felder wird in 3.3.1 eine
Losung der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung konstruiert. Aus dieser wiederum
kann mit (3.55) eine Losung der Dirac-Gleichung berechnet werden. Dies soll in
3.3.3 geschehen. Deren Quantisierung in 3.3.4 folgt dem Modell der skalaren Theo-
rie, welches in 3.3.2 kurz skizziert wird. Nach der Quantisierung kann dann die
Zweipunktfunktion als Vakuumerwartungswert der Feldoperatoren berechnet wer-
den.

Der Begriff der adiabatischen Naherung bzw. des adiabatischen Vakuums, der in
diesem Abschnitt eine zentrale Rolle spielen wird, wurde urspriinglich eingefiihrt
in [Par69]. [Ful89] und [BiD82] geben eine Einfiihrung innerhalb eines algemeinen
Rahmens, die formal mafigebliche Formulierung findet man schlieflich in [LR90]
und daran anschlieBend in [Jun95].

3.3.1 Die adiabatische Niherungslosung der Klein-Gordon-
Gleichung

Zuerst sollen klassische Losungen der skalaren sowie der spinoriellen Klein-Gordon-
Gleichung angegeben werden.

Zunichst ein kleiner Uberblick iiber die skalare Klein-Gordon-Gleichung:
Fiir ein skalares Feld ® reduziert sich (3.141) auf
% | ,ad®

2

und 148t sich separieren in den zeitabhingigen Teil T} () mit

T+3%T—|—w2T:0 ;W= 4w (3.142)

und den rdumlichen Anteil .
(@) =
so daf}
B(t,Z) = / 4>k Ty, (t)e™*®

Fiir die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung (3.141) soll daher ebenfalls der Ansatz
gemacht werden:

BA(L, T) = / &k P TA() (3.143)

TA(t) ist also die auf den flachen riiumlichen Hyperfliichen ¥; fouriertransformierte
&(t, k). Dadurch erhélt man jetzt fiir TA(t) ( formal wie im skalaren Fall) die
Gleichung

0? a0
< w + 35& +w1%AB(t) > TkB(t) =0 . (3144)
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Dabei ist w} jetzt die Matrix

K 3 1
LI ok, _3% >~ 1R() (3.145)

a? 4 a2

Der einzig wesentlich matrixwertige Ausdruck ~ «f 148t sich noch diagonalisieren,
so daB a’k; = (Ug\ *(I)E ) in der Basis {uj,, vj',}.
In der Darstellung durch die kanonischen Basen sind

1 0 _ks _k
SRR S I T D O P PR N N D O
k,1 \/5 ﬁ k,—1 \/5 J% k,1 \/§ {E‘ k,—1 \/5 ‘g|
& k| 0 1

(3.146)

mit kt := k; +iks und k= := k; — ik und den u, als Eigenvektoren zu |l_5| und

den vy als denjenigen zu —|E| Die Spinoren u,v sind auch orthonormiert: ufuy =
vivg = 859 und ulvy =0
So ergibt sich

6_2 + 3%2 +wi (t) ) Tre(t) =0 (3.147)
o2 " aor "k R ’ '
wobei jetzt
s B2 a4 342, 1
wk+—7+29|k|—zﬁ+m _ZR(t) (3148)

W= s ;|k|———+m ——R() (3.149)

entsprechend auf die unteren Komponenten T} des Spinors T}, beziiglich der an-
gegebenen Basis.

Wir haben somit zwei skalare Gleichungen vom Typus (3.142) erhalten. Diese Art

von Gleichung kann durch die bekannte WKB-Prozedur gendhert werden, ein Ver-
fahren, das im Zusammenhang der Quantenfeldtheorie auf Robertson- Walker-Raumzeiten
als adiabatische Niherung bekannt geworden ist (siche dazu die oben angegebene
Literatur).

Definition 4. Die Funktionen
1 ?zf ol (¢
a3/2(£)\/ 2047 (1)

T\VT(t) =

heiffen eine Néaherungslisung n-ter adiabatischer Ordnung zur Differentialgleichung
(3.142) bzw. (3.147).
Dabei sind die Qgcn) iterativ definiert durch

Q) = w2 (3.150)
P S (n)\ 2 (n)
(n+1)y2 5 347 3a 3 (% 19
k
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mit

7|2
w? VZ—L +m? im skalaren Fall (3.142), und (3.152)
2 _ |]_C‘|2 3a
Wiy = ? |k| - +m’ - ZR( ) (3.153)

im spinoriellen Falle (3.147)

Man beachte hier die Konvention, dafl der obere +-Index das Vorzeichen der
Quadratwurzel aus w? bezeichnet, wihrend der untere Index sich auf das Vorzei-
chen des Imaginirteiles von w? bezieht. Der angestammten Bezeichnung folgend,
heifle jetzt T die Losung positiver Energie, entsprechend T+ die Losung negativer
Energie.

Auf Fragen der Konvergenz soll hier nicht eingegangen werden, siehe dazu z.B.
[Ful89].

Die Niherung ist offensichtlich unabhéngig von der speziellen Form von w, weshalb
diese in der Literatur fiir den skalaren Fall (3.142) gegebene Definition in den vor-
liegenden Féllen (3.148) und (3.149) sinnvoll bleibt.

In 0-ter Ordnung ergeben sich also die acht linear unabhéngigen spinoriellen Lésun-
gen der Klein-Gordon-Gleichung (3.141)

30T A1 ) /d3ke””T Ftu, (3.154)
:/d3k6ikf = 1 eq:f:o L’-’le+(t’)dtrul,:}7s
a®/2(t)\/ 2wy () (3.155)
und
eOF At 7) = / &k e TOF (1ot (3.156)
:/dgkelgf 3/2 1 €¥ to Wk—(t’) dtlvlés
a?/2(t)/2wi (1) (3.157)

mit den in (3.146) definierten us und v,. Diese reduzieren sich im skalaren Fall auf
dOF (g, 7) = / Bl e TOF (1) (3.158)

_ /dSkeiEf 1 exfto we(t') dt’ -
a®/2(t)\/ 2w (t) (3.159)

3.3.2 Vakuumzustidnde des skalaren Klein-Gordon-Feldes fiir
eine flache Robertson- Walker-Raumzeit in O-ter adia-
batischer Ndherung

Nun soll aus dem vorhin fiir das klassische Feld erreichte eine Quantenfeldtheorie
konstruiert werden. Diese ist fiir die skalaren Klein-Gordon-Felder auf allgemeinen
Robertson-Walker-Raumzeiten schon bekannt ([LR90],[Jun95]). Es folgt eine kurze
Zusammenfassung.

Satz 11 (Theorem 3.18 in [Jun95]). Die homogenen und isotropen Fockzustinde
des freien Klein-Gordon-Feldes in einer Robertson- Walker-Raumzeit sind gegeben
durch die Feldoperatoren

/ @k [a(R)e T (0 + af (R)e~ F Ty (1)
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auf einem bosonischen Fockraum dber dem FEinteilchenhilbertraum L*(X) und Er-
zeugern und Vernichtern a at mit den dblichen Vertauschungsrelationen

— —

la(f1),at (£)] = / &k f1(R) f2(F)  oder aber  [a(F), al ()] = 6(F — F)

Da die klassische Losung nur ndherungsweise bekannt ist, kénnen auch die zu-
gehorigen a a' und damit das ,, Vakuum“nicht eindeutig bestimmt werden. Da das
Problem an den einschligigen Stellen (s.o.) ausfiihrlich diskutiert ist, folgt hier nur
kurz eine

Definition 5. Es sei wie oben
b(0,7) = [ @k BT + ol (T 0),

allerdings die Ty, nur eine bis zur n-ten adiabatischen Ordnung bekannt. Dann heifit
der durch
al0 >=0

definierte Zustand adiabatisches Vakuum n-ter Ordnung.

3.3.3 Die Dirac-Gleichung in der flachen Robertson-Walker-
Raumzeit

Aus der Identitét (3.55) und Definition 4 kénnen nun N&herungslosungen der Dirac-
Gleichung bestimmt werden.

.. A i B )
Definition 6. Es sei ‘bk’gni):F = T,gzwe’kxu,?’s bzw. Tlgfﬁe’kxv,’?’s mit den us , v

to ) gy
aus (3.146) und Tlg:nt)?(t) = L e f*O Qs () a8 die adiabatische Nihe-

a3/2(t)1 /200 (t)
rungslisung der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung (3.141). Dann heifle die sich
daraus ergebende Néiherung derDirac-Gleichung \I!,?éni)? = (i7*V, +m)<§2§2? die
adiabatische Naherung n-ter Ordnung der Dirac-Gleichung.

Es ergeben sich also zunidchst acht Losungen der Dirac-Gleichung, aus denen
spéter vier als Basis des Losungsraumes ausgewihlt werden werden.
Zuvor ergibt sich noch

Satz 12. Die adiabatischen Niherungen n-ter Ordnung der Dirac-Gleichung in der
flachen Raumzeit lautet mit den obigen Bezeichnungen

&) -
A _ ZQ k A — —_ B —
(B L = Y
Q+ (3.160)
A(n)+ (n) 0 lQEcnﬁ): 0 |E| 0 A (n)+ —— A _xB(n)+
Vst = (-1 3 ) [ :F;V +m)®, Y = Sk Dy .
O+ (3.161)

Beweis. Es sei zur Illustration der Fall (s = 1, +) fiir positive Energie nachgerech-
net:

U T = (Vo +m)@p ) (3.162)
= (70 + 15570 + iy P + m)tbk’f’:z (3.163)
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3 T

Der Beitrag ¢ z— Q 0 kiirzt sich mit der Zeitableitung des a~%, und mit iy?L 2, e

a Oz’
—fy’; ”“” sowie
0 0 —k —k\[! —LF 3
ki L0 0 <k 210 _ ol
Y a k,1 a kg k— 0 0 m % Y k,1
kt —ks 0 0 % k*
k a
ergibt sich das gewiinschte Ergebnis.
Die anderen Fiélle ergeben sich in offensichtlicher Weise entsprechend. O

Es sei zur Kontrolle der bisherigen Ergebnisse noch (—iy*Va + m)\Ilﬁ,gi)* berechnet. Es

ist gemif der Definition der adiabatischen N&herungen zu zeigen (Indizes einmal beiseite
gelassen):

(i7" Va +m)¥ = (O+m? + %R)@ = (_%% + %3—2 _ g% _ %Z_z)
Es ist
(=17 Vo +m)(Qy° %%vo — v% +m)® (3.164)
= (—i — %(% - g) + 1%7% +m)® (3.165)
+(° %%vo +7 2 L m) (0" + %%VOVP (3.166)
+(0° - %%vo - v% +m)m® (3.167)
+vi%(m° - %%vo - 'y% +m)® (3.168)

wobei in (3.166) v° durch —4¢ ersetzt wurde, da das iy°0 durch den Ausdruck durchge-
tauscht wurde. Ausmultiplizieren ergibt weiter

1,0 Q? a ki 102 5 kik;
= (0 (il iy g
2°Q Q a 4Q a (3.169)
1.0 Q@ a4 ik 102
=5 Gm@ i T T im (8.170)
2 Rl 1, 1o 340 34
tmot o F R R 4a2+4a2)(I> (3:171)
10 0 10 3a?
3G tig iRt e (3.172)

Mit R = —6(% + %3) hat man schlieBlich

[

Q
+§—

oliek
W

!

N w
SHESH
I
o

a
P LI (3.173)

wie es sein muf}. O
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Die Losungen ¥y s sollen nun noch fiir a(¢) = 1 normiert werden. Es ist

ul Ty (S ) S T wklan= (3.174)
_ 1 i eiiffzo Qk+(t')dt'67ij:;0 Qe (H)dt! (3.175)
|2+ |
Qi 0 |]2| 0
X Uy, (Qk+’}/ + = (Qk ) v = ;’}/ + m) (3.176)
Q
(Qk+7 - |5 ’}/0 | |’}/0 + m)uk|a(t):1
Dt (3.177)
r0 m ’ ’ 1
2ft0 Tm Q4 (¢')dt L (3.178)
|v/2%+]
k 1) k k
(|Qk > +m? 4+ — | | + = QH QRQQHu + 2Re Qpy7'm — Qu,y()m
ht “ 3.179)
k ) Q0 )
+ uZ'Im( i Im(=EE ) — ilmﬁfyom)| (1)1 Uk
© e it Pt T (3.180)
= N : (3.181)

Fiir alle anderen Lisungen gilt entsprechendes, wobei nur zu beachten ist, daf} sich
fiir die Losungen negativer Energie ein abnehmender Exponentialfaktor ergibt.
Aus den acht betrachteten Losungen soll nun eine Basis angegeben werden.

Satz 13. Die Lisungen ¥ . und \I’;:s— bilden in 0-ter adiabatischer Niherung
ein orthogonales System.

Beweis. Aus der vorhergehenden Rechnung zur Normierung ergibt sich sofort das
Skalarprodukt von \I!k 14 mit ¥, . Die Matrix zwischen den uy ist von der
Form a + by°, mit a,b € C. Aus der Definition (3.146) ergibt sich aber, daf} sowohl
uLluk,,l als auch uLl'yOuk,,l =0.

Die Berechnung des Skalarproduktes (¥,

X s+) \I’;:,s— fithrt auf den Ausdruck

0o_LWk- o

oo [F S By,
2w _

u (@k4y° - 2 ks A m)(—wr T -

Da aber @4 = wi— (3.153), fallen alle matrixwertigen Ausdriicke zwischen den u,v
heraus. Mit “L sVk,s» = 0 ergibt sich das Ergebnis. (]

Man erhélt damit als allgemeine Losung 0-ter adiabatischer Ordnung

1 1

A = 3

U4 (t, %) = @n)i E /d ka3/2
s

Sy _ 1 ~ - - o
x | =t (D= u (F)e™ %) + Do ()2 v (B)e ™ T

\/NT; VN " (3hs)

wobei die 1/; die Fourierkoeffizienten sind. Der erste Summand besteht aus den Ei-
genl6sungen positiver Energie, der zweite aus denen negativer Energie.
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3.3.4 Quantisierung der Dirac-Gleichung und Berechnung der
Zweipunktfunktion in erster Niherung

Inspiriert durch die Ergebnisse beim skalaren Klein-Gordon-Feld in Abschnitt 3.3.2
soll nun auch das Dirac-Feld in Analogie zum Minkowskiraum quantisiert werden.!

Behauptung 1. Man erhdlt einen homogenen und isotropen Fockzustand fiir das
freie Dirac-Feld in einer flachen Robertson-Walker-Raumzeit durch folgende Dar-
stellung des Feldoperators:

e 1 3, 1 1 e+ i ik#p(0)—
\Il(t,ac) = W Z/d km(—_bs(k)._‘k_us(k)e Tk+

+ dt (k)= +vs(k’)e*’EfT,§{+) (3.183)
/N
= Ut 4 - (3.184)

Dabei sind die b,bt und d,d" die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf dem
Unterraum positiver bzw. negativer Energie des fermionischen Fockraums tiber dem
Ein-Teilchen-Raum (L2(X))*. Die b’s und d’s geniigen dabei den kanonischen An-
tivertauschungsrelationen

{bs(E), by (EI)T} = {dS(E)TadS’ (EI)} = 6(]2 - EI)‘SSS’ (3.185)
Der ,Vakuumzustand“sei definiert durch b|0 >= d|0 >= 0.

Falls die Behauptung wahr ist, l:ifit sich die Zweipunktfunktion St aus
—iST(z,y) =< 0] ¥(2)¥(y)[|0 >= {7 (z),¥" (y)} (3.186)

berechnen. Aus (3.184) und (3.185) folgt nimlich

I 1

B 31
{O~(z), ¥7( (27)? Z/d = a3/2(m0) a3/2(y0) (3.187)

x EziuchT,g[ﬁ*(m VEL us kTE‘B*(yO)eii&(f_g)
(3.188)
1

31
(27) (27)3 Z/d - a3/2( )a3/2(y0) (3.189)
X E]:rfusjcui,k(Ezri)TrYOTIgoif(wO)TIg?*(yO)eik(f_g)-
(3.190)

Da somit nur noch die positiven Energiel6sungen zu w4 auftauchen, sollen ab jetzt
der Ubersichtlichkeit halber simtliche £-Indizes unterdriickt werden. Mit

k;
> ugpul = 5 1+« n) (3.191)
8

I Die Spinorindizes werden im folgenden, wo Miverstindnisse ausgeschlossen sind, der Uber-
sichtlichkeit halber nicht mehr explizit mitgefiihrt
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folgt dann

1 1 1 1
s _ 3
—iS*(z,y) = (%)3/(1 kN T PG (3.192)
x Zp(2°) (1 + ' =) ”T(yo)'yOT(xO)T(yO)eiE(f’g)
k| (3.193)
1 s 101 1
- (271')3 /d kﬁkm(ﬂfo)m(yo) (3.194)
0 ’ o (YT ’ -
x . _1 eiif‘o s elfto Pt etk (E=1) (3.195)
2w(z0) /26 (yo)
0 1w 0 kl i 1 i kl _ ZE i i 0 0

X (wy' = 5= — 7 +m)g(1+a— 5Tt Y+ my),
( 2w a(z°) )2( |k|)( 2w a(y) (3.193)

wobei (y%)! = —4* benutzt wurde.

Zur Durchfiithrung des limes k& — 0 soll die Zweipunktfunktion nun genau wie im
Minkowskiraum skaliert werden. Es sei also wieder

Z
SY(z,y) = Wsﬂ ,yo;xay) (3.197)
Damit folgt nach Substitution § — k fiir
B /\2|E|2 - |k| 1_ 3a2

Zur weiteren Vereinfachung soll eine schwache Kriimmung angenommen werden,
@

so dafl Ausdriicke quadratisch in der Hubble Konstanten £

konnen. Wie in 3.2.1 skizziert, sei auch 2 von der Ordnung 25
des Parameters A\’ haben wir dann

vernachléissigt werden

. Unter Einfithrung

2|72 5 2
WaN =\/—A |’§| m? + AN~ |k| /\’2%9— Za2
@ @ a (3.199)
Der Beitrag 1.0rdnung in A oder X' ist dann
w=m+O0MN)+0\) +0(\?)-.- (3.200)
Fiir den Normierungsfaktor (3.181) ergibt die Entwicklung nach A
Ny = ubm(1 — %)(1 +9)up (3.201)
1 1 1 AE
:in_,z—(l Alk] | O(\?) +O0(\\")) ,
ko om—MNkl m m (3.202)

da w in erster Ordnung rein reell ist, uzfyouk = 0 ist, und die Zeitableitungen hohere
Ordnungen in A’ beibringen wiirden. Entsprechend soll der Beitrag ~ w in den Z’s
vernachlissigt werden. Fiir EkukuLE erhilt man dann

k;

a(z)

1 k; k;
+m)2(1 +a m)(m—i—/\'y 70 o)

(my® = My
(3.203)
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Ausmuliplikation des ersten Teiles (mit der 1) ergibt

1 ok ok
5 (22 (14 =m0+ 47— —mA( = 1)y =)

a(y?) a(z)/ (3 904)
Unter Beriicksichtigung von (y'k;)2 = —|k|? erhiilt man fiir den Anteil ~ o
1 ks ki o s K|
- 1 0) — Ayt —= —~%%i(1 0 -\ 3.205
> (m1+4") va(wo))(mwvv( 10 =) (3.205)
Ly ok 0y,0.i 0 oy, _IE| |&]
= = e 1 ¢ 1 — /\ 1 .
3 (" 0 (44 = mA (4 ) e + )

(3.206)

Mit (1+4°)7° = (14+4°) und (14+4°)7*(14++°) = 0 verschwindet der erste Summand
von (3.206) und die Zweipunktfunktion erhélt damit insgesamt die Gestalt

) 1 11 1 1 Ak im(a® 0
it () = s [ @R 3 (0) s ) s (1 2+ 0(2) + O0W)) et

m

(2m)?
1 ok i ki
X 5(2m2(1 +79) —mA(1 +70)’y’a(y0) —mA(1 —~4%y ()
K| || o\ ik (E
—mA(L+7° + +0(\?))e* (59
1+ o + gy + OA)) 20
Die auftretenden Summanden sollen nun einzeln ausintegriert werden.
[ )
L[ bt m2(1 4 0)eif(3-9) 3.208
(271')3 A3/2m ( +’Y )6 ( - )
_ 1 - /dSkA3/2m2(1+70)€Zl_c‘(f*k:lj)
(2m) (3.209)
= N32m2(1 +~°)6(Z — \j) (3.210)
[ ]
1 a1 0yyi_Ki_ ik(z-5)
- i i 211
(mg/d k7ML 4+ S (3.211)
= X*2mA(1 +7°)y' = 2 0(% — A7)
(v°) Oz (3.212)
[ )
1 3, 1 oi ki iRE—g
1 i k(X =9) 3.213
ot | EraEmii -2t (3.213)
1
= N/2imA(1 =A%)y —0(% — \Y)
0
a(a?) Oz (3.214)
[ ]
1 || N
———— | Phk—=mA1+4° k(X —9) 3.215
s | s ey + e (3:215)

1 i
= = NmA(1++°)( LI /d3k|k|e”“(’”—>‘y)
a(y
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Die Fouriertransformierte (im Distributionssinne) von |E| ist aber ~ P(lf%)
([Vil72]), wobei P den Hauptwert bedeutet. Der Beitrag ist dann
1 1
)

1
A 2mA(1 +~° P
ARGy T ey S E g

(3.217)

o Als letzte Kombination in 1.0rdnung A ergibt sich noch die Paarung der ersten
Korrektur der Normierung mit dem A-freien Beitrag aus den =:

1 1 - P E
1
= —2032mA(1 + )87 P(—=7)

7 _ 74
=M1 (3.219)

Die Zweipunktfunktion im Ortsraum lautet damit bis zur Ordnung 5/2 in A

1 1 1
a3/2(z0) a3/2(y0) 4m?

—im(2°—y°)

—iSy . (2,y) = A*/?

_ 19 i1 9 7
y {(2m2(1 -I-’}/O) +imA(1 -I-’}/O)'Y (%) O +imA(1 —’}/0)7 a(z9) &Ei)&(l&— )\y;
3.220
1 1
—mA(1+7°)(2 - - ST PG a7
mA(L +")( a@0) a(xO)) g (|x—>\yl4)} (3.221)
Genauso ergibt sich
1 1 1 . 0_.0
_is+ = \3/2 im0
iSpr(y,2) = A a3/2(y0) a3/2(20) 4m26
' i 0 . i1 0 7— 7
x {149 —imA+ e — A= s 7"
3.222
1 1 1
—mA(1+7°)(2 - - S P (=7
mA( 7)( a(y0) a(zo)) T (|)\y—2|4)} (3.223)

Das Ergebnis reduziert sich fiir a = 1 auf die Minkowskiraum-Zweipunktfunktion
(2.26) bzw (2.27), wie es sein muf.

3.4 Das magnetische Moment in der flachen Robertson-
Walker-Raumzeit

In diesem Abschnitt wird nun die Rechnung aus dem Minkowskiraum verallgemei-
nert. Das Matrixelement 1.0rdnung entsteht aus minkowskischen (2.21) durch Be-
nutzung der Robertson-Walker-Zweipunktfunktion und Integration derselben iiber
die Mannigfaltigkeit.

Das skalierte Matrixelement hat dann die Form

S —_— / dyur dpss dyss 11(@) ST (@, 9)7° AsW)SY (9, 2)7°F (2)
(3.224)

Dabei sind die
d*z\/g(x0) =: duy usw.

die invarianten Volumenelemente.
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3.4.1 Die erste Ndherung

Die Untersuchung beginnt mit der Ausmultiplikation des Integranden S; (z,y)7 A; S)f (y,2).
Es ergeben sich in 1. Ordnung A folgende Kombinationen von y-Matrizen:

1+ (1+4") =0 (3.225)
1+ 1+ =0 (3.226)
1+ (1 +9°) = 2(1 + )" (3.227)
1+ (1 =27 =201+ 947" (3.228)
(1= (1+4%) =0 (3.229)

So verbleiben als Beitrag zur S-Matrix nur Anteile mit einer Ableitung der §-
Funktion:

(1) — € 1 1 1 —im(2®—2%) .14 t
S\(injout) = am. /d'“l dyez dpis @ (y°) a3/72(2) as/z(z())e ( Jixtmf(z)
1 0 o
— 7 \i7) —— = AAIAL 0
X ( o( Ay)a(yo) 5,107 = )Yy (1+77)
1 o
T =)o\ —2)(1 0)yind
+a(y0) 0@ = AT — D)1+ )77)

A f(z) , (3.230)

womit die S-Matrix genau dieselbe Struktur wie die des Minkowskiraumes erhilt
(vgl. (2.32)). Es bleibt fiir diese Nidherung also nur noch zu untersuchen, ob die auf-
tretenden Skalenfunktionen a(t) irgendeine Verinderung der Rechnung bewirken.
Dazu soll als nichstes die von den Ableitungen der §-Funktion geforderte partielle
Integration durchgefiihrt werden. Die Verwendung der Vierbeinbasis, mit zeitabhéngi-
gem 9; = —+- -2 (siche A.1 zur Notation) fithrt mit

a(x0) ozt

10 o
/dﬂl m@fs(f — (@) (3.231)
=— [ d2°\/g(x L9
=~ [ @ Vo) s 5 1 (3232)

— - [ " V/ala0:1@) (3.233)

auf

€ im(2z°—z° 1 1
sgl(gn/m): %/dxo\/g(aco)dzo\/g(zo)h(xo)h(zo)e S —

a3/2(x0) as(s.(f?,zl)
N / af(’:fq (a*”’ff(w)(l +9°)77 45 ()7 F(AF) (3.235)
+ TG Y (1 +4°)4; (y)8>\7ifyof(,\g‘)) ’ (3.236)

wobei die Testfunktion wieder als Produkt des Skalares h(x°) mit dem Spinor f(%)
aufgefasst (siche Seite 12), und die Abkiirzung 0y; = @% fiir die Ableitung
nach der skalierten Variable in Vierbeinbasis eingefiihrt wurde. Umschreiben auf
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kovariante Ableitungen liefert mit V;f4 = 8, f* + w; g fP? (im Vierbein)?

e im0 20 1 1
Sg\l(:n/out) %/\3 dz®+/g(z%)dz"/g(2°)h(x°)h(z")e ( )a3/2(a:0 éQ 5

) a{82437)
1 —
X/ H2 5 00) (V TP L+ A W)y F ) (3.238)
—wif TN +7)7"7 A; ()" F (A7) (3.239)
+ TNV A (1 +A0) A () FPwi (3.240)
+ TGy (1 +4°)4; (y)VywOf(A@j)) : (3.241)
Dabei ist durch Umschreiben von =2 nach —; eine Potenz in A entfallen.

oAy*

Partielle Integration nach Satz 9 ergibt dann letztendlich

" N (e 1
S)\(in/out) T 4Am { /dluQ (y )f (/\y) kBk ? 12(1 o )7 f()\y)(3242)
/ iz ST ONTA! (145770 (3.243)
_ / d"?) FION AV (1+7°)7° F ) (3.244)
/ du? /\y Yw; AT (1 + )’Y Y90 F(A)

(3.245)

/ 20 FFOP ATy 4 (1 4 4°)w; f(Aﬁ)} ;
(3.246)

mit

1 1 , )
By := —¢€ V;A; C' = /daco dz° \/g(aco)\/g(zo)GS/Q(m e*’m(zof“o)h(xo)h(zo),

") a*?(=0) (3.247)

wobei V natiirlich die kovariante Ableitung nach 7 meint.> Unter Beachtung von
wiy'y? = —yiviw; (siehe fiir unsere Raumzeit (3.105) und (3.106)) lassen sich
(3.245) und (3.246) zu

2/ a?gf) FFODA YA (1 + 9w F (M) (3.248)

2dieses Vorgehen ist fiir den vorliegenden Fall eigentlich schon iibertrieben, und man kénnte
natiirlich einfach mit den gew6hnlichen Ableitungen weiterrechnen. Zum Testen der allgemeineren
Moglichkeiten des Formalismus soll jedoch, wo immer mdoglich, wieder die kovariante Schreibweise
eingesetzt werden

30hne den Kunstgriff der Verwendung von kovarianten Ableitungen in (3.241) hitte man hier
—¢€;ik0j A; erhalten. Das ist natiirlich kein Widerspruch, sondern folgt in unserer Raumzeit aus
FajiAa = 0 fiir Ap = 0.
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zusammenfassen, und dieser Ausdruck kiirzt genau die Spinzusammenhinge des V
n (3.244), so da} nur gewohnliche Ableitungen auf Testfunktionen wirken:

XCle (. dp - T
Sil(zn/out) - { 'L/ a y2 ff(/\y)UkBk ® 12(1 +70)70f(/\y)

o W (3.249)
+/%ﬁ(mvﬁ"(l +9°)7°F(A9) (3.250)
/ St S F DA (1440 }
(3.251)
Ceg .
:4m{l/a( oy /' (@9 By ©12(1+7°)7°1(7) (RW.T)
/ du2 f’r (HViA (1 +49°)7°f (@) (RW.II)

_ dl‘2 t) Al
”/a s DA o1+ 17 )%RW.III)

Berechnung des magnetischen Momentes Zunichst zur Auswertung der Kon-
stanten C’(3.247). Wie schon im Minkowskiraum muf h(z°) normiert werden, so
daB

/da:ox/g(:vo)ﬁ(aso)h(mo) - /dmoa(x0)3ﬁ(az0)h(m0) —1

(3.252)

Es soll daher h(z°) von der Form

h(mo)zﬁ%(mo)ﬁ(wo) , /da:Oﬁ(mO“

angesetzt werden. Damit wird wieder
(m)h(m)
welches wieder 1 gesetzt werden kann (siehe Seite 14).

Wegen (RW.III)~ A verschwindet (RW.III) im limes ruhender Teilchen. So verblei-
ben wir im limes A — 0 wieder mit

;*‘0

Cl

i ] a3(1y0) M@)o B @ 12(1+9")7°F(@) - (3.253)

Wird der Testspinor f in Analogie zu (2.57) noch angesetzt als

fA(ﬁ) = f(?j)uf mit uy = usw. ,

(3.254)

SO o

mit dem Unterschied, daf jetzt Vierbeinkomponenten gemeint sind, ergibt sich wie-
derum eine Reduktion auf die z-Komponente des Magnetfeldes. Wenn wieder die
z-Richtung durch die Richtung des Magnetfeldes definiert wird, folgt

lim s = B/dug Ff= —B (3.255)

o in/out
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mit dus = a®>d*y bei Auswertung iiber einen Zeitraum der Linge 1 .
Die Funktionalableitung ergibt
2 65(1)(fA,B)| 2.0 e e
T 0B M T A§B2mT T m
Zusammenfassend lautet also das bisherige Ergebnis:

Satz 14. Es sei f2(x) eine spinorielle Testfunktion derart, daf f4(z) = h(z°) f(#)ul
mit der ins Vierbein gelifteten Spinorbasis {us} aus (2.57), [ dz®+\/g(z%)h(z°)h(z°) =
1 und [ dPzf(Z)f(#) = 1. Durch fr(%) := N/2f(\¥) werde eine Folge von Test-
funktionen definiert. Weiterhin sei By, = —€;;,V;A; ein konstantes Magnetfeld in
z-Richtung, welches iber einen Einheitszeitraum angeschaltet werde. Dann hat das
magnetische Moment p := % WL\%O in niedrigster Ordnung der Hubble-
Konstanten und 0-ter adiabatischen Niherung den Wert . Es tritt somit keine

Korrektur zum Minkowskiraum auf.

(3.256)

3.4.2 Die nichste Niherung

Es zeigt sich also, daf} die bisher gemachten Annahmen zu grob sind, um einen
Effekt zu zeigen. Es soll daher ein kurzer Blick auf die folgende Korrektur geworfen
werden.

Es sei also zu (3.199) zuriickgekehrt, um die Néherung (3.200) etwas zu verfeinern.
Um die in A’ linearen Terme mitzuberiicksichtigen, mufl die Ordnung A\" durch die
vorige Rechnung mitgefiihrt werden. Es ist dann

a|k|

2
~am (3.257)

1
wp =m + Zi/\/\l
Daraus ergeben sich folgende Konsequenzen fiir die Rechnung:
1. Der Faktor EkukuLE muf koorigiert werden.
2. Der Normierungsfaktor konnte sich verdndern.

3. Der zeitliche Exponentialfaktor aus der adiabatischen Ndherung erhilt einen
k-Abhingigen Zusatz.

Diese Aspekte werden nun der Reihe nach untersucht.

Korrektur von EkukuLE Gleichung (3.203) mufl um die Summaden

1oga o |k ; ki 0
— — 1 lT 1 2
21/\/\ a(a: )a(a:O) (1 +a |k|)m( +97) (3.258)
1 ki G I&|

——m(14+ %) (14 o' = )idN = (y° 3.259
S+ e N ) (3.259)

erweitert werden. Damit sind dann alle Beitrége bis A2 und ) 2 abgedeckt. Ausmul-
tiplikation ergibt

li ng émo L _a, o 1 0
5 A\ |k|(a( )a(xo) a(y )a(yo))(l +77)) (3.260)
FN GGy ) T W g (3.261)

Ein Vergleich mit (3.207) zeigt, daf§ alle dort auftretenden Faktoren % durch

E(ﬁ + 50N % (2)), und die % durch E(ﬁ — i % (y0)) ersetzt werden
miissen.
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Der Exponentialfaktor Mit (3.257) bekommt man fiir 7T

0 —
—i[" Nae' —i [V Nt Ll aqp L r\kl /
lj;-o w(t)dte zfto w(t)dt Ly omim(a® =) ol ft dt’ 1A fto 4 dt

e 0 a? 6
(3.262)
k(™ a v g
. 0 0
= @ (1 4 X / 2dt’+/ —dt" | +0(\2) +0(\?)).
m\Jt @ to @ (3.263)

Wird dies nun in (3.207) eingesetzt, so ergibt sich nur der Zusatzterm

FRS /’”“zdﬂ /”Edt' — (3.264)
4 to a? to a? v ’ ’

da alle anderen so erzeugten Beitridge hherer Ordnung sind.

Der Normierungsfaktor Der Normierungsfaktor 77 u!Zf=u (3.181) sindert sich
ebenfalls, da w nun einen Imaginérteil besitzt.

0 - 0
" o de 1. IR [®
o2y et —>1+—AXU/ adt' (3.265)
2 m Ji,

Der Anteil aus aus den uf=f=u bleibt nach Einsetzen der Entwicklung (3.257) in
dieser Ordnung derselbe, da

%] %]

) (m - Ax“ +oo) =m2 + 02N
aam (3.266)

lw]? = wo = (m+ /\/\'a

und auch die auftretenden Imaginirteile alle ~ w sind, und damit mindestens ~ X\’ 2
Damit muf} fiir Nik der Ausdruck

/\|k| + = /\/\’|k| adt'

to

1+

a(t)=1
eingesetzt werden.
Insgesamt muf also (3.207) durch

M) —im(s0—y°)

. 1 1 1 1

L
) om
0 0
1.k y ; @
1+—/\/\’| | dt’ Lt +2 [ adt |1
4 to a2 " (t)

—mA(1+ 1)k ( (y° —%2/\/\ ﬁ(y0)>

1
X 5{27712(1 + '}/0)

. 1 1 a
_ AR [ 2750 - ! 0
mA(1 —y")y'k; (a(x )+ o AN o (x )>

m
- 1 1. a
—mAlE|(L+9°) () = 5N (")
1 1 ...,a R(E—
+ E(fo) + %7)\)\,;(1‘0)) }e’k(% )
(3.267)
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ersetzt werden. Die Ortsraumausdriicke &ndern sich entsprechend zu

1 1 1
B2 (10) 32 (y0) 4m2°
x {2m2(1 +49)8(Z — M)

, (1 1. a
+imA(1+ %)y <5(y°) - %MA';(yOO

—im(2%—y°)

—iSy . (z,y) = A*?

. (1 1. . a o
+imA(1 = %)y <E(:E0) + %1/\/\';(3:00 -0(F — \J)

1 1. a
—mA(L+9%) (2= 2 (5°) + 5N S ()

1 o 1. ,a4 4 1
~(2) = 5N S (a ))87rP(|a_:,_ )
1 2 g
— - \\'m(1+79) / —dt'
4 ( to a?

40 0P 20 o 1
+ —2dt + 2 adt |a(t):1)87rP(_,7_,4) .
o @ to |7 = M1 03 968)

Da die keine neuen Kombinationen von y-Matrizen auftreten, treten bei der Berech-
nung der S-Matriz weiterhin in dieser Ordnung nur die Ableitungen der d-Funktion
auf. Aus (3.230) wird also einfach

1 1

(1) — i 1 —im(2°—2z0)
S\(injout) = am /d'“l dpz dyi a3( 0) 43/2(0) a3/2(z0)e
iX'mff(x)
x (—(1+iz’x9(y°>>6<f—m L 00— Dy (1 +47)
2m = a a(y®) 0z
1 a 1 0 o
1— —3 1=, 0 i = W = 1 O\~ 2.7
(L= N T W) oy 50 = MDSOT = (1 -+ )
A=), (3.269)
so daf} hier einfach ein zusitzlicher Summand
]. ]. ]. ]. . ,d 0 7im(z0730)
- _/d‘“ Ao s S5 BT () B () am > oY )
1 0 o
T = —» > Jni(1 0
Nmfi(z ( T — \Yy) o) 5,107 = 277" (1+77)
2 ynsiy o o 0y i
+ a(yo) MW AT = 2) (1 +7)v"y )

A" f(2)  (3.270)

erscheint. Man beachte die gegeniiber (3.230) veréinderte Vorzeichenstruktur. Anti-
vertauschen der v, partielle Integration und Ausfithrung der §-Funktionen ergeben

1 1 a (00
& —— N2 —im(z —z)-)\3 T/\->
im H2 30 2m —(y)e iXm fT(AY)
X (2997 A;(y)0; + 'y 0 A; + 2407 f(A\g) . (3.271)
Man bekommt also im Vergleich zu den &hnlich gebauten Ausdriicken (2.32) und
(3.230) den zusétzlichen Beitrag ~ 2v%y7 4;(y)8;. Da die Ableitungen auf die Test-
funktionen wieder eine Potenz A liefern, ergibt sich aber daraus im limes A — 0
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nichts neues. Der Rest der Rechnung ist also identisch mit den vorherigen, und es
ergibt sich eine Korrektur am magnetischen Moment

1 0@, o €

p=-gni [ar 2o s (3.272)
Der Korrekturbeitrag ist also rein imaginér! Der Grund dafiir liegt in der Tatsa-
che, da das magnetische Moment g in Definition 2 implizit iiber den Erwartungs-
wert < H;,; > des Wechselwirkungshamiltonians definiert wurde. Ein Blick auf
die Dirac-Gleichung (3.116) zeigt aber, dal die Wechselwirkung mit dem Gravita-
tionsfeld durch den antihermiteschen Operator z%% beschrieben wird, und deshalb
komplexe Eigenwerte zu erwarten sind. Soll also, wie iiblich, die in der S-Matrix
durch das Gravitationsfeld hervorgerufene Verdnderung als Korrektur zum nicht-
gravitativen Ein-Teilchen-Hamiltonoperator interpretiert werden, so ergeben sich
notwendigerweise komplexe Energien.
Diese wiederum sind aus der quantenmechanischen Streutheorie (,, Resonanzstreu-
ung®) wohlbekannt (siehe dazu etwa [LL79]). Eine komplexe Energie bewirkt bei
einer Wellenfunktion ~ e*F* einfach einen Abfall aller auftretenden Wahrscheinlich-
keiten mit e 2™F* woraus sich eine Zerfallswahrscheinlickeit pro Zeiteinheit von
w = % ergibt*. Der antihermitesche Anteil des Hamiltonoperators fiihrt also zu
einem exponentiell abfallendem Erwartungswert seines hermiteschen (also physika-
lischen) Anteils.
Die somit auf dem Niveau der Ein-Teilchen-Theorie zu beobachtende Abnahme der
Wahrscheinlichkeiten soll hier provisorisch als Zerfall des Elektrons interpretiert
werden, wobei erst eine eingehende Analyse den Zusammenhang mit den bekannten
Teichenerzeugungs- oder Vernichtungsprozessen im Gravitationsfeld zeigen miifite.
Es sei nun zur Berechnung dieser Zerfallswahrscheinlichkeit wieder zu (3.272) zuriick-
gekehrt. Zunéchst sei bemerkt, daf3 das Integral nur iiber den Zeitraum der Wirkung
des B-Feldes zu erstrecken ist. Geht man davon aus, dafl £(y°) iiber den Integra-
tionszeitraum konstant ist, was bei einem Zeitraum der Linge 1 bei dem heutigen
Wert der Hubble-Konstanten von etwa 1,78 - 1071851 sicherlich méglich ist, so
ergibt sich nach Beriicksichtigung aller Faktoren A und ¢ eine Korrektur von

L
—i2mc2ghz—i10_39 . (3.273)

Unter Annahme eines Magnetfeldes von 1 Tesla ergibt sich eine Zerfallswahrschein-
lichkeit von etwa 107285, entsprechend einer mittleren Lebensdauer von ungefihr
10%° Jahren.

Fiir den Erwartungswert der Energie gilt entsprechend in erster Ordnung eine ob-
servable Korrektur um 2§Im[i. Hier wire also eine andere, sich an rein obser-
vablen Groflen orientierende Definition des magnetischen Momentes mdglich als
tobs := Rep + 2Im i, die dann eine reelle Korrektur der GréSenordnung 1037
liefern wiirde.

3.5 Zusammenfassung und Diskussion

Das magnetische Moment des Elektrons wurde bei schwacher Hubble-Konstante
fiir eine flache Robertson-Walker-Raumzeit berechnet. Es stellt sich heraus, daf} in
niedrigster Ordnung % keine Korrekturen im Vergleich zum Minkowskiraum auftre-
ten. Die verwendete Ndherung (3.200) ist also zu grob gewéhlt, und kann durch die

4Wird die Dirac-Gleichung direkt als Wellenfunktion eines Teilchens aufgefaft, so ergibt sich
das hier gesagte direkt aus der Lésung aus Satz 12, die genau von der ,quasistationdren“Form
. r
e Pte™ 7 ist.
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Néherung (3.257) verbessert werden. Das magnetische Moment bekommt dadurch
einen imaginédren Extrabeitrag, der die Instabilitdt der Ein-Teilchen-Zusténde wie-
derspiegelt. Dieses fiihrt insbesondere auf einen exponentiell in der Zeit abfallenden
Erwartungswert der Energie. Der observable Gehalt eines komplexen magnetischen
Momentes besteht also in erster Ordnung in einer Korrektur der Energieerwartungs-
werte in einer Gréfenordnung von ungefihr 1073, Nun ist diese Korrektur aber um
den Faktor ~ 1028 kleiner, als die bisher berechneten und experimentell bestitigten
Anomalien aus den Strahlungskorrekturen, und damit fiir alle praktischen Zwecke
bedeutungslos.

Umgekehrt miiite die Hubble-Konstante etwa bei 1,5 - 1051, also 27 GroéBenord-
nungen iiber dem heutigen Wert liegen, damit ein Effekt innerhalb der heutigen
Mefigenauigkeit von ungefihr 107! auftreten wiirde. So ein groBer Wert von &
wird aber allenfalls in sehr frithen Phasen des Universums erreicht. So zeigt sich
denn, daf} das zu Anfang gesteckte Ziel, einen mefibaren Effekt zu berechnen, mit
der flachen Robertson-Walker-Raumzeit aufgrund der Kleinheit der Korrekturen im
Rahmen des heute experimentell moglichen nicht zu erreichen ist.> Andererseits ist
ein Beweis der Abhiingigkeit einer fundamentalen Naturkonstante von den kosmi-
schen Rahmenbedingungen sicherlich von konzeptionellem Interesse sowohl fiir die
Elementarteilchenphysik als auch fiir die Kosmologie.

5Fs ist natiirlich nicht ausgeschlossen, durch die Beobachtung sehr alter Objekte (z.B. Quasare)
einen experimentellen Hinweis auf eine Anderung des magnetischen Momentes zu finden.
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Kapitel 4

Ausblick

Von der hier vorgestellten Rechnung ergeben sich mehrere Pfade zum Weiterdenken.
Der erste Weg geht zuriick zu den Grundlagen und ergibt sich aus der Feststellung
verschiedener Méngel dieser Arbeit. Wie schon vorher erwihnt fehlt bisher eine ex-
plizite Konstruktion der S-Matrix auf gekriimmter Raumzeit fiir die QED, obwohl
keine prinzipiellen Unterschiede zur ¢*-Theorie auftreten sollten. Ebenso bleibt die
einfache und sinnvoll erscheinende aber unbewiesene Ubertragung der Konstrukti-
on der homogenen und isotropen Zustidnde aus der skalaren Theorie in Behauptung
1 letztlich unbefriedigend. Ebenso wire eine Kostruktion der adiabatischen Nihe-
rungslosungen fiir die QED ohne Riickgriff auf die Klein-Gordon-Gleichung aus zwei
Griinden wiinschenswert. Erstens ist die Klein-Gordon-Gleichung aus theoretischer
Sicht aus der Dirac-Gleichung abgeleitet (siehe die Konstruktion des Klein-Gordon-
Operators in Abschnitt 3.1.3), so dal die bekannte skalare adiabatische Ndherung
als ,,Quadrat“der spinoriellen Nidherung darzustellen sein miifite; und zweitens sollte
sich eigentlich die hier ,,per Hand“durchgefiihrte Normierung der Dirac-Losungen
direkt aus dem Ndherungsalgorithmus ergeben. Zu diesem Themenkreis siehe auch
[Wel97].

Der zweite Weg geht in Richtung einer Verallgemeinerung der Rechnung auf an-
dere Raumzeiten und hohere Ordnungen in der Hubble-Konstanten oder Storungs-
theorie. Die Verwendung der hier vorgestellten Methoden auf Robertson-Walker-
Raumzeiten mit rdumlicher Kriimmung sollte mit etwas groferem technischem Auf-
wand moglich sein. Interessanter wire jedoch sicherlich der Versuch, in einer Schwarz-
schild-Metrik zu rechnen, da erstens der Einflu} des Schwerefeldes der Erde auf die
hier durchgefiihrten Experimente der Elementarteilchenphysik zur Diskussion ge-
stellt werden konnte, und zweitens Sterne oder gar schwarze Locher Gravitations-
felder in einer Groflenordnung zur Verfiigung stellen, die Effekte in einem beobacht-
barem Maflstab erzeugen kénnten.

Auch die Berechnung héherer Ordnungen in der Hubble-Konstanten in der flachen
Robertson-Walker-Raumzeit kénnte von theoretischem Interesse sein, da u.U. qua-
litativ neue Effkte auftreten.

Hohere Ordnungen Storungstheorie lieflen sich vermutlich ebenfalls berechnen. Fiir
eine Berechnung von loop-Graphen in der ¢*-Theorie im Ortsraum sei auf [Pra97]
verwiesen.
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Anhang A

A.1 Notationen und Konventionen

Die Fouriertransformation wird durchgehend mit asymmetrischer 7- Konvention

benutzt:
1

f(f) = (271')3

f(F) = / &z f(@)e 7

Die Tensorindizes o, 3,- - - sind immer Vierbeinkomponenten, wihrend pu, v, - - - Ko-
ordinatenbasiskomponenten sind.
Die Ableitung 9, ist also als Aa“a% definiert. Die rédumlichen Indizes 4, j,- - - sind

immer Vierbeinkomponenten, inbesondere ist 9; von der Ableitung in Koordinaten-

basis zu unterscheiden, die mit % immer ausgeschrieben wird.

Als Spinorindizes werden ausschlielich grofie lateinische Buchstaben A, B, --- ver-
wendet.

Oftmals wird fiir Spinoren der Ordnung (1,1) (also ein Index oben, einer unten)
einfach die Matrizschreibweise benutzt. Dann bedeutet a! die adjungierte Matrix
zu a, und @ ist die aus der Dirac-Theorie bekannte Kombination af~°. Bei Skalaren
bedeutet @ den konjugiert komplexen. Eine Verwechslung mit den quergestrichenen
Matrizen ist hoffentlich ausgeschlossen.

A.2 ~-Matrizen

Es wird die Standarddarstellung der y-Matrizen benutzt, d.h.



mit den Pauli-Matrizen

Dies ist eine Darstellung der Clifford-Algebra

{v*,7"} = 2n*?

Die bisweilen auftretenden Matrizen ot sind definiert durch

i = A0y

Eine niitzliche und im Text mehrfach gebrauchte Folgerung ist

’)/i’)/j = ieijkak X 12 — (5@'14

Dies folgt unmittelbar aus o'/ = —ie;jr0% + §;;15.
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