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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Quantenfeldtheorie auf gekr

�

ummter Raumzeit

Die Quantentheorie wird seit etwa 70 Jahren als der fundamentale Rahmen je-

der physikalischen Theorie angesehen. In ihrer Ausformung als Quantenfeldtheorie

(im folgenden als QFT abgek

�

urzt) sind inszwischen mit Ausnahme der Gravitati-

on alle klassischen Felder mit

�

uberw

�

altigendem experimentellem Erfolg beschrieben

worden. So ist durch die Vorhersagen der Quantenelektrodynamik (QED) das gyro-

magnetische Verh

�

altnis des Elektrons bis zu einer Gr

�

o�enordnung 10

�12

berechnet

und bis zu 10

�11

experimentell best

�

atigt worden

1

.

Das Gravitationsfeld widersteht allerdings bisher erfogreich allen Versuchen einer

quantentheoretischen Beschreibung. Mit der allgemeinen Relativit

�

atstheorie (ART)

existiert eine klassische Theorie der Gravitation, die anscheinend inszwischen sogar

besser experimentell best

�

atigt ist als die QFT

2

. Daher mehren sich die Stimmen,

die fordern, nicht mehr zu versuchen die ART zu quantisieren, sondern umgekehrt

die QFT aus der ART zu verstehen.

3

Quantenfeldtheorie auf gekr

�

ummter Raumzeit vereinigt das Beste beider Welten.

Die Gravitation wird als klassischer, durch die ART beschriebener Hintergrund f

�

ur

die Durchf

�

uhrung der QFT der anderen Felder aufgefa�t. Dadurch wird ein wei-

ter Bereich sinnvoller Forschung erschlossen, der unabh

�

angig von der Beantwortung

der obigen prinzipiellen Fragen vern

�

unftige Ergebnisse liefern kann. Etwaige Quan-

tene�ekte der Gravitation w

�

aren erst bei Messungen im Bereich der Planck'schen

L

�

ange von � 10

�33

cm wirklich sichtbar, w

�

ahrend f

�

ur die herk

�

ommliche QFT gerade

Gr

�

o�enordnungen bis � 10

�17

cm beachtet werden m

�

ussen. Falls also eine Quanten-

theorie der Gravitation gefunden werden sollte, so h

�

atte die Quantenfeldtheorie auf

gekr

�

ummten Raumzeiten den Status einer in weiten Bereichen sinnvollen semiklas-

sischen Approximation. Das prominenteste Beispiel eines so berechneten E�ektes

ist die Vorhersage von Strahlungsemission aus klassisch schwarzen L

�

ochern durch

S.Hawking.

Die QFT im Minkowskiraum macht ausgiebigen Gebrauch von dessen speziellen

Symmetrien. Insbesondere liegt die Auswahl der physikalisch richtigen Theorie aus

der Vielzahl der mathematisch m

�

oglichen in der Struktur des Minkowskiraumes

vorgezeichnet (man denke etwa an den f

�

ur die Fockraum-konstruktion und jede

Teilcheninterpretation so essentiellen Begri� des Vakuums, das de�niert ist als der

1

siehe etwa [Sch95], auch f

�

ur Literaturangaben

2

aus [HP96], S.61

3

etwa R.Penrose in [HP96]. Ein neuerer Versuch zB. in [Has96], und besonders eigenwillig

[Had96]
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Poincare-invariante Zustand).

4

Als Auswahlkriterium physikalischer Zust

�

ande auf allgemeinen Raumzeiten wird

inszwischen die sogenannte Hadamard-Bedingung

5

allgemein akzeptiert. Diese �-

xiert die Singularit

�

atsstruktur der Zweipunktfunktion derart, da� ein vern

�

unftiger

(also renormierbarer) Energie-Impulstensor de�niert werden kann, und dar

�

uberhin-

aus den richtigen Grenzwert im Minkowskiraum besitzt. Durch die Arbeit [BFK96]

und Vorg

�

anger

6

zeichnet sich derzeit ein noch besseres Argument f

�

ur die Benutzung

gerade der Hadamard-Bedingung ab, denn diese entpuppt sich als Spezialfall einer

Verallgemeinerung der Spektrumsbedingung auf gekr

�

ummte Raumzeiten.

Konkrete Konstruktionen von Quantenfeldtheorien sind bisher vor allem f

�

ur die kos-

mologisch interessanten homogenen und isotropen

"

Robertson-Walker\-Raumzeiten

durchgef

�

uhrt worden. Da sich diese nur relativ geringf

�

ugig vom Minkowskiraum un-

terscheiden, ist hier eine Orientierung an den herk

�

ommlichen Methoden am ehesten

m

�

oglich und fruchtbar. So gelingt dort die De�nition sogenannter adiabatischer Va-

kua und die entsprechende Konstruktion des Fockraumes.

7

In [Jun95] wird gezeigt,

da� die so de�nierten Zust

�

ande ebenfalls von der Hadamard-Form und damit phy-

sikalisch akzeptabel sind.

Mit [BF97] gelingt schlie�lich zum erstenmal die systematische Behandlung wechsel-

wirkender Theorien. Dort wird die S-Matrix f

�

ur die skalare Theorie als Potenzreihe

de�niert und die Renormierbarkeit in allen Ordnungen gezeigt.

Damit ist im wesentlichen der Rahmen f

�

ur die folgende Untersuchung abgesteckt .

1.2 Aufgabe und Struktur der Arbeit

Die eigentliche Zielvorgabe dieser Arbeit war die Berechnung von u.U. me�baren

gravitativen Korrekturen an bestimmten Feynman-Diagrammen. Dies sollte nach

[BF97] prinzipiell f

�

ur beliebig hohe Ordnungen m

�

oglich sein. Mit dem vorher gesag-

ten ergibt sich ein Mehrfaches:

1. Falls solche auftreten, werden die Korrekturen in der 1.Ordnung St

�

orungs-

theorie (also auf Baumgraphen Niveau) die gr

�

o�ten sein. Daher soll allein

auf diesem Niveau gerechnet werden. Die rechentechnischen Probleme verrin-

gern sich durch das Ausklammern der Renormierung h

�

oherer Graphen be-

tr

�

achtlich. Dar

�

uberhinaus ist die Behandlung 1.Ordnung auch f

�

ur alle weite-

ren Ordnungen ma�gebend, da die gleiche Rechnung bei der Auswertung von

Matrixelementen in jeder Ordnung (mit leicht ver

�

andertem Wechselwirkungs-

term) wieder durchgef

�

uhrt werden mu�.

2. Das zentrale Objekt der QFT auf gekr

�

ummter Raumzeit ist die Zweipunkt-

funktion. An diese wird die fundamentale Hadamard-Bedingung gestellt und

sie ist das Objekt, aus dem die S-Matrix berechnet wird. Es ist also w

�

unschens-

wert, die in Betracht stehenden physikalischen Gr

�

o�en direkt aus dieser zu

berechnen.

Zwar wird die Zweipunktfunktion sp

�

ater de facto mit der bekannten Quan-

tisierungsprozedur aus den Vakuumerwartungswerten der Feldoperatoren ge-

wonnen werden (was m

�

oglich ist, weil die verwendete Beispielraumzeit hinrei-

chend einfach ist und eine vern

�

unftige Vakuumde�nition erlaubt), doch dies

ist nur ein technischer Aspekt. Denkbar w

�

are es zum Beispiel am Leitfaden des

hier Vorgestellten zumindest qualitative Aussagen

�

uber physikalische Gr

�

o�en

direkt aus dem Hadamard-Algorithmus herzuleiten.

4

siehe hierzu [Wal94], auch als Einf

�

uhrung in die QFT auf gekr

�

ummten Raumzeiten insgesamt

5

zum erstenmal in [DB60] als solche de�niert, in [KW91] pr

�

azisiert

6

zuerst in [Rad92]

7

Dies wird sp

�

ater (Kapitel 3) etwas ausf

�

uhrlicher dargestellt werden. Allgemeine Literaturan-

gaben �nden sich dort.
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3. Es soll ein konkreter E�ekt berechnet werden. Fast alle Rechnungen der QFT

werden bisher im Impulsraum durchgef

�

uhrt, mit gutem Grund, denn die rech-

nerischen Vereinfachungen sind betr

�

achtlich. Da der Impulsraum i.a. aber

nicht (global) f

�

ur Mannigfaltigkeiten zur Verf

�

ugung steht, k

�

onnen Rechnungen

im Minkowskiraum nur sehr eingeschr

�

ankt als Modell f

�

ur allgemeinere F

�

alle

benutzt werden. Die Suche nach einer reinen Ortsraumbeschreibung ist daher

ein im Hintergrund mitschwingendes Thema. Wie schon beim vorigen Punkt

m

�

ussen aber auch hier aus technischen Gr

�

unden Kompromisse eingegangen

werden.

4. Es sollen me�bare Korrekturen berechnet werden. Da bis heute noch kein Feld

gefunden wurde, da� sich durch die �

4

-Theorie beschreiben l

�

a�t, wurde f

�

ur die

Untersuchung notwendigerweise ein Beispiel aus der QED gew

�

ahlt. Es ergibt

sich also insbesondere die Aufgabe, die aus der skalaren Theorie bekannten

Ergebnisse auf Spinorfelder zu

�

ubertragen.

5. Da die zu erwartenden Korrekturen klein sind, wurde mit dem magnetischen

Moment des Elektrons eine der am genauesten gemessenen Gr

�

o�en der Physik

benutzt. Das magnetische Moment wiederum wird aber im Grenzfall ruhender

Teilchen de�niert. Die vern

�

unftige Durchf

�

uhrung dieses limes ist daher ein

weiteres Anliegen dieser Arbeit.

6. Es ist a priori erstmal unklar, wie die aus der 
achen Raumzeit bekannten

physikalischen Gr

�

o�en auf gekr

�

ummten R

�

aumen

�

uberhaupt de�niert werden

m

�

ussen. Daher soll f

�

ur das magnetische Moment eine tragf

�

ahige De�nition aus

der S-Matrix angegeben werden.

Die Arbeit ist daher wie folgt strukturiert:

In Kapitel 2 soll zun

�

achst die Berechnung des magnetischen Momentes im Min-

kowskiraum durchgef

�

uhrt werden, und zwar derart, da� alle Schritte auf gekr

�

ummte

Raumzeiten zu

�

ubertragen sind. Es wird zuerst in 2.1 der nichtrelativistische bzw.

Impuls-0 Grenzfall der Zweipunktfunktion de�niert. Es zeigt sich, das die sich erge-

bende Zweipunktfunktion hinreichend einfach ist, um eine reine Ortsraumrechnung

auch rechentechnisch akzeptabel zu machen. In Kapitel 2.2 wird so die Impuls-0

S-Matrix de�niert und berechnet. Es wird eine allgemeine De�nition des magneti-

schen Momentes angegeben, die auch f

�

ur allgemeine Raumzeiten vern

�

unftig ist.

Kapitel 3 widmet sich der Berechnung des magnetischen Momentes in einer aus-

gew

�

ahlten Beispielraumzeit. In 3.1 werden die Grundlagen f

�

ur das Rechnen mit

Spinoren auf Mannigfaltigkeiten angegeben. Danach wird in 3.2 die als Beispiel die-

nende Robertson-Walker-Raumzeit vorgestellt, und deren in 3.1 abstrakt de�nierten

Kenngr

�

o�en explizit berechnet. Es ergeben sich die Dirac- und die Klein-Gordon-

Gleichung f

�

ur die 
ache Robertson-Walker-Raumzeit, die in 3.3 (n

�

aherungsweise)

gel

�

ost und anschlie�end quantisiert werden. An dieser Stelle werden bisher nur f

�

ur

die skalare Theorie wirklich bewiesene Ergebnisse in der QED benutzt werden. Die

Zweipunktfunktion und die S-Matrix werden danach wie vorher im Minkowskiraum

berechnet (3.4), und das magnetische Moment erkl

�

art.
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Kapitel 2

Das magnetische Moment im

Minkowskiraum

Wie angek

�

undigt, soll nun die Berechnung des magnetischen Momentes im Min-

kowskiraum wiederholt werden, so da� sie unter dem Horizont des in der Einleitung

gesagten exemplarischen Charakter auch

� f

�

ur gekr

�

ummte Raumzeiten und

� h

�

ohere Ordnungen St

�

orungstheorie

bekommt.

Das bedeutet vor allem

� Verwendung der Zweipunktfunktion und der S-Matrix

� Benutzung der Ortsraumdarstellung derselben bei der Berechnung des ma-

gnetischen Momentes

Die S-Matrix wird zur Berechnung physikalischer E�ekte immer im Niederenergieli-

mes ausgewertet, d.h. da� Ausdr

�

ucke, die quadratisch in den Impulsen der externen

Linien sind, vernachl

�

assigt werden. Diese Vorgehensweise soll zun

�

achst unter kon-

sequenter Beachtung des Distributionscharakters der Zweipunktfunktion de�niert

werden. Dieses soll vorweg geschehen, um eine rechnerisch zu handhabende Form

der Zwiepunktfunktion zu erhalten.

Die S-Matrix selbst kann hier im Minkowskiraum noch durch Standardverfahren,

die jedem Lehrbuch

�

uber QFT zu entnehmen sind, konstruiert werden, und ihre

Form wird hier vorrausgesetzt. F

�

ur die Verallgemeinerung auf gekr

�

ummte R

�

aume

ist allerdings die sogenannte kausale Konstruktion nach Epstein und Glaser die

ideale Form. Dies wird allerdings erst f

�

ur die De�nition und Berechnung h

�

oherer

Ordnungen relevant. Da in dieser Arbeit nur der

"

triviale\Fall 1.Ordnung explizit

behandelt wird, (also Renormierungsprobleme ausgeklammert bleiben), gen

�

uge hier

ein Hinweis auf die Literatur, vor allem auf [Sch95], f

�

ur einen kurzen

�

Uberblick auch

[Pra97].

2.1 Der nichtrelativistische Grenzfall der Zweipunkt-

distribution

Die Zweipunktfunktion kann auf verschiedenen Wegen de�niert und be-

rechnet werden. In der QFT erscheint sie meistens als Vakuumerwar-

tungswert des Produktes von zwei Feldoperatoren. F

�

ur eine

�

Ubersicht

7



�

uber die verschiedenen

"

Propagatorfunktionen\siehe [Sch95]. Der Zu-

sammenhang mit den klassischen Greensfunktionen wird besonders ein-

dringlich in [Ful89] dargestellt.

Es soll nun kurz dargestellt werden, wie man die nichtrelativistische N

�

aherung bei

Distributionen erkl

�

aren kann.Im wesentlichen soll gezeigt werden, da� die Zwei-

punktdistribution auf dem Bereich der um k=0 lokalisierten Impulsraum-Testfunktionen

durch eine einfachere Distribution ersetzt werde kann.

Man betrachte die Zweipunktfunktion des Klein-Gordon-Feldes (entnommen [Sch95])

�

+
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1
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~
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Die Testfunktion f(x) sei so gew

�

ahlt, da� sie in ein direktes Produkt aus Zeit- und

Raumanteil zerfalle,

f(x) = h(x

0

)f(~x) (2.5)

^

f(k) =

^

h(k

0

)

^

f(

~

k) : (2.6)

(Die doppelte Benutzung des Symbols f sollte zu keiner Verwirrung f

�

uhren, da das

Argument immer mitgeschrieben wird.)

Eine Distribution im nichtrelativistischen limes j

~

kj

2

� m

2

betrachten hei�t jetzt,

sie nur auf Testfunktionen

^

f(

~

k) mit supp(

^

f) � B(0;

~

k); j

~

kj

2

� m

2

auszuwerten.

Es sei also

^

f(

~

k) 2 C

1

0

eine normierte Testfunktion, d.h.

R

d

3

k

�

^

f(

~

k)

^

f(

~

k) = 1

1

. F

�

ur

� > 0 sei

^

f

�
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~
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�
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^
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�1

~
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^

f

�
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^

f(

~

k) f

�

ur

�! 0 nur noch am Nullpunkt lokalisiert ist.

2

Entsprechend sei eine Folge von Distributionen

�

+

�
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^
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+

(

^

f

�

)
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+
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�
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�

+

�
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^
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1
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3

Z

d

4

k

1

�
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�
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^
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~
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�
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^
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0
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1
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3
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�
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~
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^
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~
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^
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0
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so da� sich eine Folge von Impulsraumintegralkernen de�nieren l

�

a�t:

�

+

�

(k

0

;

~

k) := �

3=2

�

+

(k

0

; �

~

k) (2.9)

1

Die Normierungsbedingung wurde hier von vornherein so gew

�

ahlt, da� sie sich direkt auf die

Berechnung von Matrixelementen

�

ubertr

�

agt.

2

Als Beispiel diene etwa die Funktion e

�

1

1�j

~

kj

2

f

�

ur j

~

kj

2

< 1 und 0 sonst
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Durch Fouriertransformation ergibt sich
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= m+O(�

2

) bekommt man

= i�

3=2

1

(2�)

3

Z

d

3

k

1�O(�

2

)

2m

e

�im(1+O(�

2

))x

0

e

i

~

k~x

(2.16)

= i�

3=2

1

(2�)

3

Z

d

3

k

1

2m

e

�imx

0

e

i

~

k~x

(1�O(�

2

))(1�O(�

2

)) ;

(2.17)

so da�

�

+

�

(x) =

i�

3=2

2m

e

�imx

0

�(~x) +O(�

7=2

) (2.18)

und schlie�lich

�

+

�

(f) =

i�

3=2

2m

^

h(m)f(0) +O(�

7=2

) : (2.19)

De�nition 1. Der f

�

uhrende Anteil in � der Distribution �

+

�

(x) hei�e die nicht-

relativistische Zweipunktfunktion des Klein-Gordon-Feldes und werde durch �

+

nr:

symbolisiert

Bemerkung: Das Vernachl

�

assigen von Termen � j

~

kj

2

erscheint in der klassi-

schen Literatur als der Niederenergielimes. Dem entspricht hier nat

�

urlich die Ver-

nachl

�

assigung der Beitr

�

age � �

2

. Das Auftreten des zus

�

atzlichen Faktors �

3=2

stammt einzig und allein aus der verwendeten Normierungsbedingung, die schon

auf das kommende Problem der Bildung von Erwartungswerten zugeschnitten ist.

Die sich aus dem obigen ergebenden Eigenschaften des nichtrelativistischen Propa-

gators sollen nun in einem Satz zusammengestellt werden:
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Satz 1. Es gilt

�

+

nr:

(f) =

i�

3=2

2m

^

h(m)f(0) :

F

�

ur den Kern gilt entsprechend

�

+

nr:

(x) =

i�

3=2

2m

e

�imx

0

�(~x) :

Die n

�

achsth

�

oheren Ausdr

�

ucke sind um zwei Ordnungen in � kleiner.

Dieser Ausdruck ist nun der Startpunkt zur Berechnung von Matrixelementen

zwischen nichtrelativistischen Elektronen.

Abschlie�end sei noch bemerkt, da� die Skalierung nat

�

urlich auch rein im Orts-

raum h

�

atte durchgef

�

uhrt werden k

�

onnen. Der Ortsraumausdruck f

�

ur �

+

(siehe etwa

[Sch95]) ist allerdings kompliziert genug, um hier auf eine Darstellung zu verzichten.

2.2 Berechnung des magnetischen Momentes des

Elektrons im Minkowskiraum mit der Zwei-

punktfunktion

Die Form der S-Matrix 1.Ordnung als normalgeordneter Wechselwir-

kungshamiltonian wird in jedem Lehrbuch

�

uber QFT hergeleitet. Das

Folgende schlie�t in der Notation an an die Darstellung in [Sch95].

Es soll nun direkt zu ihrer Auswertung zwischen nichtrelativistischen

Teilchen

�

ubergegangen werden.

Die S-Matrix 1.Ordnung lautet zwischen den ein- bzw. auslaufenden Zust

�

anden

	j0 >

S

(1)

in=out

= ie

Z

d

4

y < 0j	(f) :

�

	(y)


�

	(y) : A

�

(y)	

y

(f)j0 > (2.20)

= ie

Z

d

4

x d

4

y d

4

z < 0jf

y

(x)	(x) :

�

	(y)


�

	(y) : A

�

(y)	

y

(z)f(z)j0 > :

Dabei wurden die Standardbezeichnungen 	 f

�

ur die Feldoperatoren (hier als Dis-

tributionen verstanden) und j0 > f

�

ur den Vakuumzustand verwendet. f bezeichnet

den Testspinor, dessen explizite Gestalt sp

�

ater (auf Seite 12 und weiter in (2.57))

angegeben werden wird.

Mit 	 = 	

+

+	

�

ergeben sich die Kontraktionen

f	

�

(x);

�

	

+

(y)g = �iS

+

(x� y) und f	

�

(y);

�

	

+

(z)g = �iS

+

(y � z)

=) S

(1)

in=out

= �ie

Z

d

4

x d

4

y d

4

z f

y

(x)S

+

(x � y)


�

A

�

(y)S

+

(y � z)


0

f(z) :

(2.21)

Die S-Matrix soll nun zwischen niederenergetischen Teilchen ausgewertet werden.

Dies wird wieder durch Skalierung der Testfunktionen, oder, wie wir im vorigen

Abschnitt gelernt haben, durch entsprechende Skalierung der Zweipunktfunktion

erreicht. Daher schreibt sich die nichtrelativistische S-Matrix als

S

(1)

nr:(in=out)

= �ie

Z

d

4

x d

4

y d

4

z f

y

(x)S

+

nr:

(x� y)


�

A

�

(y)S

+

nr:

(y � z)


0

f(z) :

(2.22)
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Dabei ist S

+

nr:

wieder der f

�

uhrende Anteil von S

+

�

Unter Beachtung von

S

+

(x) = (i


�

@

�

+m)�

+

(x)

erhalten wir f

�

ur S

+

�

S

+

�

= (i


0

@

0

+ i


i

@

@

x

i

�

+m)

1

�

3=2

�

+

(x

0

;

~x

�

) (2.23)

= (i


0

@

0

+ i�


i

@

@x

i

+m)

1

�

3=2

�

+

(x

0

;

~x

�

) (2.24)

= (i


0

@

0

+ i�


i

@

@x

i

+m)(

i�

3=2

2m

e

�imx

0

�(~x) +O(�

7=2

)) :

(2.25)

Da die Zweipunktfunktion hier von zwei Variablen abh

�

angt, m

�

ussen noch zwei wei-

tere Punkte beachtet werden. Erstens wird �

+

(x� y) nur

�

uber x verschmiert (ent-

sprechend �

+

(y� z) nur

�

uber z). Deshalb darf auch nur die x-Variable (oder eben

z) skaliert werden, und es gilt dann

�

+

�

(x� y) =

1

�

3=2

�

+

(x

0

� y

0

;

~x

�

� ~y) =

i�

3=2

2m

e

�im(x

0

�y

0

)

�(~x� �~y) +O(�

7=2

)

und entsprechendes f

�

ur �

+

�

(y � z).

Zweitens soll die Ableitung in 


�

@

�

�

+

(x�y) bzw �

+

(y�z) auf eine einzige Variable

(n

�

amlich die der jeweiligen Testfunktion) umgeschrieben werden, so da�

S

+

(x�y) = (i


�

@

�;x

+m)�

+

(x�y) und S

+

(y�z) = (�i


�

@

�;z

+m)�

+

(y�z) :

Jetzt k

�

onnen die zur Berechnung der S-Matrix (2.22) notwendigen Gr

�

o�en S

+

�

aus

(2.25) berechnet werden.

S

+

�

(x � y) = (i


0

@

@x

0

+ i�


i

@

@x

i

+m)(

i�

3=2

2m

e

�im(x

0

�y

0

)

�(~x� �~y) +O(�

7=2

))

= i

�

3=2

2




0

�(~x � �~y)e

�im(x

0

�y

0

)

+ i

�

3=2

2

�(~x � �~y)e

�im(x

0

�y

0

)

�

�

5=2

2m




i

@

@x

i

�(~x� �~y)e

�im(x

0

�y

0

)

+O(�

7=2

)

= i

�

3=2

2

(1 + 


0

)�(~x� �~y)e

�im(x

0

�y

0

)

�

�

5=2

2m




i

@

@x

i

�(~x� �~y)e

�im(x

0

�y

0

)

(2.26)

+O(�

7=2

)

Genauso ergibt sich

S

+

�

(y � z) = i

�

3=2

2

(1 + 


0

)�(�~y � ~z)e

�im(y

0

�z

0

)

+

�

5=2

2m




i

@

@z

i

�(�~y � ~z)e

�im(y

0

�z

0

)

(2.27)

+O(�

7=2

) :
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Unter sofortiger Annahme, da� A

0

= 0, also 


�

A

�

! 


j

A

j

ergibt Einsetzen in die

S-Matrix (2.22) f

�

ur die untersten Ordnungen in �

S

(1)

�(in=out)

= �ie

Z

d

4

x d

4

y d

4

z f

y

(x)

�

�

j

+�

j

+O(�

5

)

�

A

j

(y)e

�im(x

0

�z

0

)




0

f(z)

(2.28)

mit

�

j

:= �

�

3

4

(1 + 


0

)


j

(1 + 


0

)�(~x � �~y)�(�~y � ~z) (2.29)

�

j

:=

i�

4

4m

�

� (1 + 


0

)


j




i

�(�~y � ~z)

@

@x

i

�(~x � �~y) (2.30)

+ 


i

�(~x � �~y)

@

@z

i

�(�~y � ~z)


j

(1 + 


0

)

�

: (2.31)

Mit 


0




j

= �


j




0

und 


0




j




0

= �gj verschwindet der �-unabh

�

angige Beitrag

� im Falle A

0

= 0. Die f

�

uhrenden Beitr�ge von S

(1)

�(in=out)

schreiben sich dann mit

(1 + 


0

)


j




i

= 


j




i

(1 + 


0

) als

S

(1)

�(in=out)

=

�

4

e

4m

Z

d

4

x d

4

y d

4

z f

y

(x)

�




i




j

�(~x� �~y)

@

@z

i

�(�~y � ~z)

� 


j




i

�(�~y � ~z)

@

@x

i

�(~x� �~y)

�

A

j

(y)(1 + 


0

)e

�im(x

0

�z

0

)




0

f(z)

+O(�

2

) ; (2.32)

und nach Antivertauschung von 


i




j

S

(1)

�(in=out)

=

�

4

e

4m

Z

d

4

x d

4

y d

4

z f

y

(x)

�

�(~x � �~y)

@

@z

i

�(�~y � ~z) (2.33)

+ �(�~y � ~z)

@

@x

i

�(~x� �~y)

�

A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)e

�im(x

0

�z

0

)




0

f(z)

(2.34)

�

�

4

2m

Z

d

4

x d

4

y d

4

z f

y

(x)�(~x � �~y)

@

@z

j

�(�~y � ~z)A

j

(y)(1 + 


0

)e

�im(x

0

�z

0

)




0

f(z)

(2.35)

+O(�

2

) : (2.36)

Die komplette Testfunktion f(x) soll nun wie in (2.5) als Produkt von raum- und

zeitabh

�

angigem Anteil h(x

0

)f(~x) angesetzt werden, wobei f(~x) den gesamten Spi-

norcharakter

�

ubernehmen soll und h(x

0

) eine rein skalare Funktion ist. Beide Teile

m

�

ussen nun einzeln f

�

ur sich normiert werden: Es ist also

R

dx

0

�

h(x

0

)h(x

0

) = 1,

R

d

3

x

�

f(~x)f(~x) = 1 Mit

C :=

Z

dx

0

dz

0

e

�im(x

0

�z

0

)

h(x

0

)h(z

0

) (2.37)

ergibt sich f

�

ur (2.33)

C

�

4

e

4m

Z

d

3

x d

4

y d

3

z f

y

(~x)�(~x� �~y)

@

@z

i

�(�~y � ~z)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)


0

f(~z)

(2.38)

= �C

�

4

e

4m

Z

d

3

x d

4

y d

3

z f

y

(~x)�(~x� �~y)�(�~y � ~z)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)

@

@z

i




0

f(~z)

(2.39)

= �C

�

4

e

4m

Z

d

4

y f

y

(�~y)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)

@

@�y

i




0

f(�~y) (2.40)

= �C

�

3

e

4m

Z

d

4

y f

y

(�~y)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)

@

@y

i




0

f(�~y) ; (2.41)
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f

�

ur (2.34)

C

�

4

e

4m

Z

d

3

x d

4

y d

3

z f

y

(~x)

@

@x

i

�(~x� �~y)�(�~y � ~z)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)


0

f(~z)

(2.42)

= �C

�

4

e

4m

Z

d

3

x d

4

y d

3

z

@

@x

i

f

y

(~x)�(~x� �~y)�(�~y � ~z)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)


0

f(~z)

(2.43)

= �C

�

4

e

4m

Z

d

4

y

@

@�y

i

f

y

(�~y)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)


0

f(�~y) (2.44)

= �C

�

3

e

4m

Z

d

4

y

@

@y

i

f

y

(�~y)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)


0

f(�~y) (2.45)

= C

�

3

e

4m

Z

d

4

y f

y

(�~y)

@

@y

i

A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)


0

f(�~y) (2.46)

+ C

�

3

e

4m

Z

d

4

y f

y

(�~y)A

j

(y)


j




i

(1 + 


0

)

@

@y

i




0

f(�~y) ; (2.47)

und f

�

ur (2.35)

� C

�

4

e

2m

Z

d

3

x d

4

y d

3

z f

y

(~x)�(~x � �~y)

@

@z

j

�(�~y � ~z)A

j

(y)(1 + 


0

)


0

f(z)

(2.48)

= C

�

3

e

2m

Z

d

4

y f

y

(�~y)A

j

(y)(1 + 


0

)

@

@y

j




0

f(�~y) : (2.49)

Die Beitr

�

age (2.41) und (2.47) k

�

urzen sich nun heraus. F

�

ur (2.46) beachte man nun,

da� 


j




i

= i�

jik

�

k


 1

2

� �

ji

1

4

(siehe Anhang A.2) und �

jik

@

j

A

i

= �B

k

, so da�

S

(1)

�in=out

=

�

3

Ce

4m

h

i

Z

d

4

y f

y

(�~y)�

k

B

k


 1

2

�

1+ 


0

�




0

f(�~y) (2.50)

+

Z

d

4

y f

y

(�~y)@

i

A

i

�

1+ 


0

�




0

f(�~y) (2.51)

� 2

Z

d

4

y f

y

(�~y)A

i

@

i

�

1+ 


0

�




0

f(�~y)

i

(2.52)

=

Ce

4m

h

i

Z

d

4

y f

y

(~y)�

k

B

k


 1

2

�

1+ 


0

�




0

f(~y) (M.I)

+

Z

d

4

y f

y

(~y)@

i

A

i

�

1+ 


0

�




0

f(~y) (M.II)

� 2�

Z

d

4

y f

y

(~y)A

i

(y

0

;

~y

�

)@

i

�

1+ 


0

�




0

f(~y)

i

;

(M.III)

wobei das letzte Gleichheitszeichen wieder durch Variablensubstitution entsteht.

Zur Veranschaulichung des Ergebnisses, und zum Vergleich mit dem durch herk

�

omm-

liche Methoden gewonnenem

3

beachte man, da� in der Standarddarstellung der


-Matrizen (Anhang A.2) 1+ 


0

=

�

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

�

= 2

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

�

. Die aus der relativisti-

schen Einteilchentheorie bekannte Reduktion der Wellenfunktion im n.r.Grenzfall

auf die oberen Komponenten erscheint in dieser Rechnung also durch die Matrix

1+ 


0

, die die unteren beiden Komponenten der Testfunktion vernichtet.

Die Ausdr

�

ucke M.I-III sollen gleich zur Bestimmung des magnetischen Momentes

3

z.B. [BD66]
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in einem homogenen zeitunabh

�

angigen B-Feld ausgewertet werden. In diesem Falle

w

�

urde die y

0

-Integration divergieren, da

�

uberhaupt keine zeitabh

�

angigen Gr

�

o�en

mehr im Intgranden auftauchen. Diese Divergenz ist nat

�

urlich unphysikalisch, da

sie auf der idealisierten Annahme eines f

�

ur alle Zeiten vollst

�

andig homogenen Feldes

beruht. Sie wird dadurch beseitigt, indem man B(y) zu einem bestimmten Zeitpunkt

ein- und danach wieder ausschaltet, wie es ja in Wirklichhkeit auch geschehen w

�

urde.

Im folgenden soll diese Art der Zeitabh

�

angigkeit stillschweigend vorausgesetzt wer-

den, wenn von einem homogenen Magnetfeld die Rede ist. Dar

�

uberhinaus soll bis-

weilen sogar angenommen werden, das Feld sei

�

uber einen Zeitraum der L

�

ange 1

eingeschaltet, was einem Verzicht auf die Zeitintegration insgesamt hinausl

�

auft.

Um den Ausdruck nun in eine leichter interpretierbare Form zu bringen, soll

ein schwaches, homogenes Magnetfeld angenommen werden, so da�

~

A =

1

2

~

B � ~r

Damit ergibt sich

@

i

A

i

=

1

2

@

i

(�

ijk

B

j

r

k

) (2.53)

=

1

2

�

ijk

(@

i

B

j

)r

k

| {z }

=0;da B homogen

+

1

2

�

ijk

B

j

(@

i

r

k

)

| {z }

=0;da @

i

r

k

=�

ik

(2.54)

wogegen

2A

i

@

i

= �

ijk

B

j

r

k

@

i

= �

kij

B

j

r

k

@

i

(2.55)

= �i

~

B �

~

L : (2.56)

Hierbei ist

~

L = ~r� i

~

r die gewohnte quantenmechanische Drehimpulsobserva-

ble.

Beachtet man noch , da� der Spin

~

S mit den Matrizen ~� durch ~� = 2

~

S ver-

kn

�

upft ist, so erhalten wir

S

(1)

in=out

= iC

Z

d

4

y f

y

(~y)

h

e

4m

~

L+

e

2m

~

S

�

~

B (1+ 


0

)


0

f(~y) :

In dieser Schreibweise ist das gyromagnetische Verh

�

altnis g=2 als Quotient

der Koe�zienten von Spin und Drehimpuls leicht abzulesen.

Zur De�nition des magnetischen Momentes � soll jetzt das Matrixelement zwischen

ruhenden Teilchen ausgewertet werden.

Zun

�

achst einige Bemerkungen zu der Konstanten C (2.37). Man erkennt sofort, da�

C nur aus dem Quadrat der Fouriertransformierten am Punkte m besteht. Mit der

unproblematischen Zusatzannahme

^

h(m) = 1 reduziert sich C auf C=1.

Weiterhin braucht der Anteil M.II wegen der bestehenden Eichfreiheit nicht mit-

beachtet zu werden. Die Anteile M.I und M.III sind aber schon vorbereitet zum

Grenz

�

ubergang �! 0 ruhender ein- und auslaufender Elektronen:

M.I ist insgesamt wegen der Bedingung B= r

�

aumlich konstant von � unabh

�

angig.

Da das Vektorpotential in M.III h

�

ochstens linear in ~y ist, die Testfunktionen aber

C

1

0

ist M.III insgesamt linear in � und verschwindet im limes. Es gilt somit:

Satz 2 (Das Matrixelement zwischen ruhenden Teilchen). Es sei f 2 C

1

0

eine normierte Testfunktion mit

R

dk

�

^

f

^

f = 1 und f

�

(~y) := �

3

2

f(�~y) eine Folge. Das

Vektorpotential A sei so gew

�

ahlt, da�

~

B(y) konstant sei und

�

uber einen Zeitraum

der L

�

ange 1 eingeschaltet werde. Dann gilt f

�

ur das S-Matrixelement 1. Ordnung:

lim

�!0

S

(1)

(f

�

;

~

B) =

ie

4m

Z

d

3

y f

y

(~y)�

k

B

k


 1

2

�

1+ 


0

�




0

f(~y) :
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Der Spinorcharakter der Testfunktionen sei nun folgenderma�en spezi�ziert: Es

sei

f

A

(~y) = f(~y)u

A

s

mit u

1

=

0

B

B

@

1

0

0

0

1

C

C

A

usw. , (2.57)

wobei f eine normale Testfunktion mit

R

dk

�

^

f

^

f = 1 sei, wie sie in Kapitel 2.2 schon

vorkam. Nach Einsetzen

lim

�!0

S

(1)

(f

�

;

~

B) =

ie

4m

Z

d

3

y

�

f(~y)u

y

s

�

k

B

k


 1

2

�

1+ 


0

�




0

u

s

f(~y)

(2.58)

erkennt man sofort, da�

1. nur f

�

ur s=1,2 ein Beitrag zu S entsteht (nur von den

"

oberen Komponenten\),

und

2. nur �

3

einen Beitrag liefert, da diese als einzige von den Pauli- Matrizen

Diagonalelemente besitzt

4

.

Es soll also im folgenden ohne Beschr

�

ankung der Allgemeinheit angenommen wer-

den, da�

~

B in z-Richtung orientiert ist, so da� B := jBj = B

3

. Damit folgt :

lim

�!0

S

(1)

in=out

=

ie

2m

B

Z

d

3

y

�

ff =

ie

2m

B

3

f

�

ur s=1 (2.59)

lim

�!0

S

(1)

in=out

= �

ie

2m

B

Z

d

3

y

�

ff = �

ie

2m

B

3

f

�

ur s=2 (2.60)

Von diesem Ausdruck startend, l

�

a�t sich nun eine allgemeine De�nition des magne-

tischen Momentes herleiten.

De�nition 2 (magnetisches Moment). Die Gr

�

o�e

� :=

2

i

� S

(1)

(f

�

; B)

� B

j

�!0

;

gemessen in einem schwachen homogenen Magnetfeld B,ist das magnetische Mo-

ment des Elektrons.

Bemerkungen

1. Die De�nition ergibt sich nat

�

urlicherweise aus der Beobachtung, da� S

(1)

im

wesentlichen der zeitliche Mittelwert des Erwartungswertes i < H

int

> des

Wechselwirkungshamiltonoperators der Einteilchentheorie ist. Die Funktional-

ableitung sowie die Division durch i sind also einfach Tricks, den Wechselwir-

kungskoe�zienten aus dem Ausdruck zu �ltern.

2. Der Faktor 2 mu� hier explizit hinzugef

�

ugt werden,da w

�

ahrend der Rech-

nung immer mit ~�

k

= 2

~

S

k

gearbeitet wurde. Das Eigenmoment � mu� aber

selbstverst

�

andlich

�

uber den Eigendrehimpuls

~

S de�niert werden, um in Kor-

rospondenz zur klassischen Theorie zu bleiben.

3. Die Konsistenz mit dem auf gew

�

ohnliche Weise erzieltem Ergebnis ist gew

�

ahr-

leistet:

2

i

�

� B

ie

2m

B =

e

m

4

F

�

ur eine beliebige 4�4-Matrix A ergibt u

y

s

Au

s

nat

�

urlich genau das Diagonalelement A

ss
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2.3 Zusammenfassung

Es sind nun alle Bestimmungsst

�

ucke einer Auswertung der S-Matrix in eine Form

gegossen, die sich auch auf gekr

�

ummten Raumzeiten verallgemeinern l

�

a�t. Ein Ver-

gleich der Ergebnisse mit den zu Beginn formulierten Zielen zeigt:

� Die S-Matrix in der Form (2.21) benutzt als zentrales Konstituens die Zwei-

punktfunktion im Ortsraum.

� Das in 2.1 verwendete Skalierungsverfahren ergibt eine tragf

�

ahige De�nition

des nichtrelativistischen bzw. Impuls-0 Grenzfalles im Ortsraum.

� De�nition 2 des magnetischen Momentes nimmt direkt Bezug auf die auch in

gekr

�

ummter Raumzeit wohlde�nierte S-Matrix und wird so auch im Allgemei-

nen vern

�

unftig bleiben.

Damit soll jetzt also der

�

Ubergang zu gekr

�

ummten Raumzeiten gewagt werden.
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Kapitel 3

Das magnetische Moment

auf gekr

�

ummter Raumzeit

Die Berechnung des magnetischen Momentes des Elektrons soll nun auf gekr

�

ummte

Raumzeiten

�

ubertragen werden. Dazu bedarf es zuerst einer Einf

�

uhrung und De�-

nition des grundlegenden Begri�es des Spinors auf einer Mannigfaltigkeit und einer

�

Ubertragung der f

�

ur Tensoren gewohnten Begri�e des Zusammenhanges, der ko-

varianten Ableitung und der Kr

�

ummung in Abschnitt 3.1. Soweit es der Rahmen

zul

�

a�t, werden die Verbindungen zur Tensorrechnung explizit untersucht. Danach

erfolgt in 3.2 die Anwendung der so gewonnenen Begri�e auf die Robertson-Walker-

Raumzeit, und die entsprechenden Wellengleichungen werden angegeben. In 3.3

werden Na

�

aherungsl

�

osungen f

�

ur die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung und f

�

ur die

Dirac-Gleichung er

�

ortert und quantisiert, so da� der Begri� des adiabatischen Vaku-

ums auf Spinorfelder verallgemeinert werden kann. Daraus soll dann die Zweipunkt-

funktion gewonnen werden, so da� in 3.4 die in Kapitel 2.2 vorgef

�

uhrte Berechnung

der S-Matrix in der Robertson-Walker-Raumzeit wiederholt werden kann.

3.1 Spinoren auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt m

�

ussen zun

�

achst einmal die Fundamente f

�

ur die Rechnung mit

Spinoren auf Mannigfaltigkeiten gelegt werden. Im wesentlichen sind 3.1.1 - 3.1.3

eine kurze Zusammenfassung von [Lic64], siehe dazu auch [Dim82]. Die Beweise

wurden, wo es vom Aufwand her m

�

oglich erschien, neu durchgerechnet und hier mit

aufgenommen, da die Adaption des franz

�

osischen Originals [Lic64] aus sprachlichen

Gr

�

unden nicht jedermanns Sache ist.

Eine Erkl

�

arung der verwendeten Grundbegri�e aus der Di�erentialgeometrie usw.

w

�

urde hier deutlich zu weit f

�

uhren, siehe daf

�

ur z.B. [Nak90].

3.1.1 Spin-Strukturen und -Zusammenh

�

ange

Es sei also (M; g) eine orientierbare, zeitorientierbare Lorentzmannigfaltigkeit. FM

sei das Prinzipal-L

0

-B

�

undel (B

�

undel von Orthonormalbasen)

�

uber M, d.h. f

�

ur � 2

FM ist

� = (�

0

; � � � ; �

3

) mit �

�

2 T

x

M und g(�

�

; �

�

) = �

��

:

Dabei bedeutet TM das zu FM asoziierte Faserb

�

undel FM �R

4

=L, also das Tan-

gentialb

�

undel.

Ein Vektorfeld v

�

uber M ist ein Schnitt durch TM , m.a.W. eine glatte Abbildung

17



v : M �! TM , so da� v(x) 2 T

x

(M). Ein Schnitt e : M �! FM durch das

Basisb

�

undel de�niert eine Tetradenbasis f

�

ur TM , jedes v 2 C

1

(TM) kann daher

als v = v

�

e

�

ausgedr

�

uckt werden.

Eine Spin-Struktur ist gegeben durch ein Prinzipal-Spin

0

-B

�

undel SM und einen

Homomorphismus p : SM �! FM . Dabei soll p den Basispunkt x und die Opera-

tion von Spin auf SM bzw. L auf FM respektieren. Die Abbildung p ist also 2:1,

da SM die universale

�

Uberlagerungsmannigfaltigkeit von FM ist. Spinorfelder und

Spintetraden werden wie bei Tensoren de�niert: Eine Spintetrade E : M �! SM

ist bein Schnitt durch SM , ein Spinorfeld 	 :M�! DM ist ein Schnitt durch das

zu SM assoziierte Faserb

�

undel DM . Die Menge der unendlich oft di�erenzierbaren

Spinorfelder werde mit C

1

(DM) bezeichnet, analog ist C

1

(SM) de�niert. Es gilt

wieder 	 = 	

A

E

A

Ist eine Spintetrade vorgegeben, so erh

�

alt man dazu eine Tetrade des Tangenti-

alb

�

undels durch e

�

= p � E

A

. An dieser Stelle wird man bemerken, da� es keine

M

�

oglichkeit gibt, Koordinatenbasen f

�

ur Spinoren zu de�nieren. Bei Tensoren gehen

diese aus der Operation von Gl(4; R) auf die Tetradenbasisvektoren hervor. F

�

ur

diese Matrizen gibt es aber keine Verallgemeinerungen auf Spinoren!

Die Dirac'schen 
-Matrizen werden auf beliebige Raumzeiten verallgemeinert, in-

dem man die gew

�

ohnlichen 


�

des Minkowskiraumes als Komponenten eines 
-

Feldes in Tetradenbasis au�a�t.


 := 


�

e

�

oder, mit Spinorindizes 
 = 


�A

B

e

�

E

A

E

B

(3.1)

f


�

; 


�

g = 2�

��

: (3.2)

Durch eine Metrik g wird ein Zusammenhang auf M gegeben. Damit kann eine

kovariante Ableitung von Tensorfeldern de�niert werden und es gilt:

re

�

= �

�


�

e




e

�

(3.3)

wobei die �

�


�

e




e

�

die Komponenten des Zusammenhanges in Vierbeinbasis sind.

Es folgt z.B. f

�

ur einen Vektor v mit Komponenten v

�

f

�

ur die �-Komponente der

Ableitung

r

�

v

�

= @

�

v

�

+ �

�

�


v




:

Ein Spin-Zusammenhang ! ist der pull-back der Zusammenhangs-1-Form � auf

das Spintetradenb

�

undel SM . Ohne jetzt genauer auf die beteiligten Lie-Algebren

einzugehen, sei zur Veranschaulichung nur folgendes Diagramm gezeigt:

SM

p

����! FM

!

?

?

y

�

?

?

y

Lie Spin

�

����! LieL

Man de�niert also ! als ! := �

�1

� � � p, wobei � den Isomorphismus der beiden

Lie-Algebren bedeutet.! �E = �

�1

�� � p ist also eine Lie Spin-wertige 1-Form auf

M.

Hiermit wird eine kovariante Ableitung von Spinorfeldern de�niert

rE

A

= !

�

B

A

e

�

E

B

(3.4)

und f

�

ur die �-Komponente der Ableitung der B-ten Spinorkomponente gilt dann

r

�

	

B

= @

�

	

B

= !

�

B

A

	

A

: (3.5)
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F

�

ur einen gemischten Spinor-Tensor beliebiger Stufe werden die Ableitungen so de-

�niert, da� sie via Leibniz-Regel auf die bisher de�nierten kovarianten Ableitungen

zur

�

uckgef

�

uhrt werden k

�

onnen. Noch ein Beispiel zur Orientierung: Es sei � = �

�

A

B

ein Spinortensor der durch die Indexstruktur angegebenen Ordnung. Dann ist

r

�

�

�

A

B

= @

�

�

�

A

B

� �




��

�




A

B

+ !

�

A

C

�

�

C

B

� �

�

A

C

!

�

C

B

:

Die wichtigsten Folgerungen aus der Konstruktion seien nun in Form von zwei

S

�

atzen vorgestellt:

Satz 3. Die Spinorzusammenhangskomponenten ! lassen sich durch den tensori-

ellen Zusammenhang � und das 
-Feld ausdr

�

ucken und es gilt:

!

�

A

B

= �

1

4

�

�

�






A

C




�

C

B

Ein Beweis w

�

urde den hiesigen Rahmen sprengen, der Leser sei nochmals an

[Lic64] verwiesen.

Satz 4. Das 
-Feld ist kovariant konstant:

r
 = 0

Beweis. Der

�

Ubersichtlichkeit halber seien die Spinorindizes weggelassen. Dann hat

man

r
 = r

�




�

= @

�




�

� �




��







+ !

�




�

� 


�

!

�

Dabei ist @

�




�

= 0 gem

�

a� De�niton. Es bleibt also zu zeigen:

�




��







= !

�




�

� 


�

!

�

:

Einsetzen von !

�

= �

1

4

�




��




�







ergibt

!

�




�

� 


�

!

�

= �

1

4

�

�

�

��




�




�




�

� 


�

�

�

��




�




�

�

(3.6)

= �

1

4

�

�

��

�




�




�




�

� 


�




�




�

�

: (3.7)

Mit f


�

; 


�

g = 2�

��

erh

�

alt an f

�

ur




�




�




�

= 


�




�




�

+ 2


�

�

�

�

� 2�

��




�

:

Damit folgt

!

�




�

� 


�

!

�

= �

1

2

�

�

��

�

� 


�

�

�

�

+ �

��




�

�

(3.8)

=

1

2

�

�

��




�

�

1

2

�

���




�

(3.9)

= �

�

��




�

; (3.10)

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der Antisymmetrie der �

��


im ersten und

dritten Index herr

�

uhrt.

Bitensoren und Bispinoren Bitensoren (siehe dazu [DB60]) sind Gr

�

o�en, die

an zwei verschiedenen Raumzeitpunkten de�niert sind. Als einfachstes Beispiel die-

ne etwa das Produkt zweier Vektoren aus verschiedenen Tangentialr

�

aumen (oder

Kotangentialr

�

umen) C

�

�

(x; y) := A

�

(x)B

�

(y). Der Index � geh

�

ort also zum Punkt
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x, und � zu y.

Entsprechend darf bei der kovarianten Ableitung nach x

r


;x

C

�

�

(x; y) = @


;x

C

�

�

(x; y) + �

�


�

(x)C

�

�

(x; y)

nur die Zusammenhangskomponente bzgl. x auftauchen.

Ebenso d

�

urfen nat

�

urlich auch Kontraktionen nur

�

uber Indizes des gleichen Tangen-

tialraumes durchgef

�

uhrt werden. Da in den folgenden Rechnungen immer klar ist,

welcher Index auf welcher Variablen de�niert ist, sollen die Indizes selbst nicht wei-

ter gekennzeichnet werden. So ist z.B. in A

�

(x)B

�

�

(x; y)C

�

(y) o�ensichtlich, da�

� zu x und � zu y geh

�

ort.

Die Verallgemeinerung auf Tensoren beliebiger Stufe liegt ebenso auf der Hand wie

die Verallgemeinerung auf Spinoren, und mu� hier nicht noch explizit gemacht wer-

den.

3.1.2 Die Kr

�

ummung des Spinzusammenhanges

Die Kr

�

ummung des Spinzusammenhanges ist analog zur Riemann'schen Kr

�

ummung

de�niert.

De�nition 3. Die 2-Form

�

A

B

:= d!

A

B

+ !

A

C

^ !

C

B

hei�t Spin-Kr

�

ummungs-2-Form.

Die Komponenten P

A

B ��

von �

A

B

hei�en Spin-Kr

�

ummungstensor.

Satz 5. Der Spin-Kr

�

ummungstensor kann durch

P

A

B ��

= @

�

!

�

� @

�

!

�

+ !

a

!

�

� !

�

!

�

� !




(�




��

� �




��

)

aus den Zusammenhangskomponenten berechnet werden.

Beweis. Mit

!

A

B

= !

�

A

B

e

�

ergibt sich

�

A

B

= @

�

!

�

A

B

e

�

^ e

�

+ !

�

A

B

d e

�

+ !

�

A

C

!

�

C

B

e

�

^ e

�

Einsetzen der Torsionsfreiheitsbedingung

de

�

+ �

�

�

^ e

�

= 0 =) de

�

= ��

�


�

e




^ e

�

ergibt

�

A

B

= (@

�

!

�

A

B

+ !

�

A

C

!

�

C

B

� !




�




��

) e

�

^ e

�

:

Durch Einsetzen der De�nition des Dachproduktes

e

�

^ e

�

= e

�


 e

�

� e

�


 e

�

ergibt sich die Behauptung.

Satz 6. Der Spin-Kr

�

ummungstensor h

�

angt

�

uber

P

A

B ��

= �

1

4

R




���

(








�

)

A

B

mit dem Riemanntensor zusammen.
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Beweis. Zun

�

achst erinnere man sich an die Formel f

�

ur den Riemann-Tensor in Vier-

beinbasis (z.B.[Nak90])

R




���

= @

�

�




��

� @

�

�




��

+ �

�

��

�




��

� �

�

��

�




��

� (�

�

��

� �

�

��

)�




��

(3.11)

Gem

�

a� Satz 3 ist

!

�

A

B

= �

1

4

�




��

(








�

)

A

B

Man erh

�

alt also sofort:

@

�

!

�

� @

�

!

�

= �

1

4

(@

�

�




��

� @

�

�




��

)








�

(3.12)

und

!




(�




��

� �




��

) = �

1

4

�




��

(�

�

��

� �

�

��

)








�

: (3.13)

Es bleibt zu zeigen:

!

�

!

�

� !

�

!

�

= �

1

4

(�

�

��

�




��

� �

�

��

�




��

)








�

(3.14)

Wir haben einerseits

!

�

!

�

� !

�

!

�

=

1
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�




�




�

(�




��

�

�

��

� �




��

�

�

��

) (3.15)

und andererseits durch Umbenennen der Indizes

!

�

!

�

� !

�

!

�

= �

1
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�




�










�

(�




��

�

�

��

� �




��

�

�

��

): (3.16)

Addition der Ausdr

�

ucke ergibt dann

2(!

�

!

�

� !

�

!

�

) =

1

16

[








�

; 


�




�

](�




��

�

�

��

� �




��

�

�

��

): (3.17)

Mit










�




�




�

= 


�




�










�

� 2�




�




�




�

+ 2�

��




�







� 2�


�




�




�

+ 2�

�

�










�

folgt

[








�

; 


�




�

] = 2 (�




�




�




�

� �

��




�







+ �


�




�




�

� �

�

�










�

) (3.18)

und insgesamt

(!

�

!

�

� !

�

!

�

) =

1
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(�




�




�




�

� �

��




�







+ �


�




�




�

� �

�

�










�

)(�




��

�

�

��

� �




��

�

�

��

):

(3.19)

Dieser Ausdruck zerf

�

allt in vier Teile, die insgesamt das gew

�

unschte Ergebnis liefern:

1.




�




�

(�




��

�

�

�


� �




��

�

�

�


) (3.20)

=








�

(�

�

��

�




��

� �

�

��

�




��

) (3.21)

durch einfaches Umbenennen der Indizes.
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2.

� 


�







(�




��

�

�

�

�

� �




��

�

�

�

�

) (3.22)

=� 


�







(�


��

�

�

�

�

� �


��

�

�

�

�

) (3.23)

=� 








�

(�

���

�




�

�

� �

���

�




�

�

) (3.24)

(3.25)

ebenfalls durch Umbenennen der entsprechenden Indizes. Durch Ausnutzung

der Antisymmetrie der Rotationskoe�zienten im ersten und dritten Index

ergibt sich schlie�lich










�

(�

�

��

�




��

� �

�

��

�




��

) (3.26)

3. Genauso ergeben




�




�

(�




��

�


��

� �




��

�


��

)

und

�








�

(�




��

�

�

��

� �




��

�

�

��

)

jeweils










�

(�

�

��

�




��

� �

�

��

�




��

)

womit sich insgesamt die Behauptung ergibt.

Satz 7. F

�

ur die Nichtvertauschbarkeit von kovarianten Ableitungen erh

�

alt man wie

bei Tensoren

(r

�

r

�

�r

�

r

�

)	

A

= P

A

B ��

	

B

:

Beweis. Einfaches Nachrechnen gen

�

ugt:

(r

�

r

�

�r

�

r

�

)	

A

=(@

�

@

�

� @

�

@

�

)	

A

(3.27)

� (�




��

@




� �




��

@




)	

A

(3.28)

+ (!

�

@

�

� !

�

@

�

)

A

B

	

B

(3.29)

+ (@

�

!

�

� @

�

!

�

)

A

B

	

B

(3.30)

� (�




��

!




� �




��

!




)

A

B

	

B

(3.31)

+ (!

�

!

�

� !

�

!

�

)

A

B

	

B

(3.32)

ergibt mit @

�

!

�

= (@

�

!

�

) + !

�

@

�

=

�

(@

�

@

�

� @

�

@

�

)�(�




��

� �




��

)@




�

	

A

+ P

A

B ��

	

B

(3.33)

Nun folgt aber aus

0 = d

2

	

A

= (@

�

@

�

	

A

) e

�

^ e

�

� (@

�

	

A

)�

�


�

e




^ e

�

(3.34)

= e

�


 e

�

�

(@

�

@

�

� @

�

@

�

)� (�




��

� �




��

)@




�

	

A

(3.35)

womit man die Behauptung erhalten hat.

Satz 8. F

�

ur die Kontraktion des Spin-Kr

�

ummungstensors mit 
-Matrizen

�

uber ihre

Vektorindizes gilt:




�




�

P

A

B ��

= �

1

2

R �

A

B

;

wobei R den Kr

�

ummungsskalar bedeutet.
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Beweis (nach [Lic64]). Man de�niere folgenden Spinor-Tensor (Spinorindizes wer-

den im folgenden unterdr

�

uckt):

T

�

:= R

�

�
�




�










�

Aus der 1.Bianchi-Identit

�

at f

�

ur den Riemann-Tensor

R

�

�
�

+R

�


��

+R

�

��


= 0

folgt

R

�

�
�

(


�










�

+ 








�




�

+ 


�




�







) = 0 (3.36)

Antivertauschen von 


�

und 


�

im 2.Summanden ergibt

T

�

�R

�

�
�










�




�

+ 2R

�

�
�

�

��







+R

�

�
�




�




�







= 0 :

(3.37)

Wegen R

�

�
�

= �R

�

��


wird aus dem letzten Anteil

R

�

�
�










�




�

= �R

�

��











�




�

= �R

�

�
�




�




�







Insgesamt bekommmt man also

T

�

� 2R

�

�
�










�




�

+ 2R

�

�
�

�

��







= 0 : (3.38)

Mit

R

�

�
�










�




�

= �R

�

�
�




�










�

+ 2R

�

�
�

�


�




�

folgt

3T

�

� 4R

�

�
�

�


�




�

+ 2R

�

�
�

�

��







= 0 : (3.39)

Aus

2R

�

�
�

�

��







= �2R

�

��


�

��







= �2R

�

�
�

�


�




�

erh

�

alt man dann

T

�

= 2R

�

�




�

; (3.40)

wobei mit R

��

der Ricci-Tensor eingef

�

uhrt wurde. Nun folgt

R

��
�




�




�










�

= R

�

�
�




�




�










�

= 


�

T

�

= 2R

��




�




�

(3.41)

Aus der Symmetrieeigenschaft des Ricci-Tensors ergibt sich

R

��




�




�

= R

��




�




�

= �R

��




�




�

+ 2R

��

�

��

also

2R

��




�




�

= 2R

und damit

R

��
�




�




�










�

= 2R (3.42)

Die Behauptung folgt jetzt durch Einsetzen:




�




�

P

A

B ��

= �

1

4

R




���




�




�










�

(3.43)

= �

1

4

R


���




�




�










�

(3.44)

= �

1

4

R

��
�




�




�










�

(3.45)

(aufgrund der Symmetrie des Riemann-Tensors in den so vertauschten Indizes)

= �

1

2

R (3.46)
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3.1.3 Der Dirac- und der spinorielle Klein-Gordon- Operator

Die Dirac-Gleichung

(�i


�

r

�

+m)	

A

= 0 (3.47)

lautet ausgeschrieben

(�i


�

@

�

� i


�

!

�

+m)	

A

= 0 : (3.48)

Anwendung des adjugierten Operators auf den so gewonnenen Ausdruck ergibt

(i


�

r

�

+m)(�i


�

r

�

+m)	

A

= (


�

r

�




�

r

�

+m

2

)	

A

(3.49)

= (


�




�

r

�

r

�

+m

2

)	

A

;

(3.50)

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen der kovarianten Konstanz des 
-Feldes

gilt.Die weitere Berechnung dieses Ausdrucks ergibt




�




�

r

�

r

�

=

�

1

2

f


�

; 


�

g+

1

2

[


�

; 


�

]

�

r

�

r

�

(3.51)

= �

��

r

�

r

�

+

1

2




�




�

(r

�

r

�

�r

�

r

�

) (3.52)

= r

�

r

�

+

1

2




�




�

P

A

B ��

(3.53)

= 2�

1

4

R ; (3.54)

so da� man insgesamt als

"

Quadrat \der Dirac-Gleichung

(i


�

r

�

+m)(�i


�

r

�

+m)	

A

= (2+m

2

�

1

4

R)	

A

(3.55)

die spinorielle Fassung der Klein-Gordon-Gleichung erh

�

alt. Dabei wurde mit

2 := r

�

r

�

= r

�

(@

�

+ !

�

) (3.56)

= @

�

@

�

� �


�

�

@




+ !

�

@

�

+ @

�

!

�

� �


�

�

!




+ !

�

!

�

(3.57)

= @

�

@

�

� �


�

�

@




(3.58)

+ 2!

�

@

�

+ (@

�

!

�

)� �


�

�

!




+ !

�

!

�

(3.59)

der spinorielle Wellenoperator eingef

�

uhrt.Man beachte insbesondere die vier im Ver-

gleich zum skalaren Fall zus

�

atzlich auftretenden Terme (also die letzte Zeile).

3.1.4 Regeln f

�

ur die partielle Integration von Spinoren

Satz 9. Es seien �

A

; �

�A

B

und �

�

�

B

Spinor-Tensoren der durch ihre Indizes

angegebenen Stufe, und d� das Integrationsma� auf der Mannigfaltigkeit

p

gd

4

x.

Dann ist

Z

d� �

A

(x)r

�

�

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.60)

= �

Z

d� r

�

�

A

(x) �

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.61)

�

Z

d� �

A

(x) �

�A

B

(x)r

�

�

�

�

B

(x) (3.62)
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Beweis. durch Nachrechnen:

Z

d� �

A

(x)r

�

�

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.63)

=

Z

d

4

x

p

g(x) �

A

(x)

�

�

@

�

�

�A

B

(x) + �

�

�


�


A

B

(x) + !

�

A

D

�

�D

B

(x)� �

�A

D

(x)!

�

D

B

�

� �

�

�

B

(x) (3.64)

Durch partielle Integration ergibt sich

�

Z

dx@

�

p

g(x) �

A

(x) �

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.65)

�

Z

d� @

�

�

A

(x) �

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.66)

�

Z

d� �

A

(x) �

�A

B

(x) @

�

�

�

�

B

(x) (3.67)

+

Z

d� �

A

(x)

�

�

�

�


�


A

B

(x) + !

�

A

D

�

�D

B

(x) � �

�A

D

(x)!

�

D

B

�

�

�

�

B

(x)

(3.68)

Mit @

�

p

g =

p

g�

�

��

folgt durch einfaches Umordnen

Z

d� �

A

(x)r

�

�

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.69)

=�

Z

d� �

A

(x) �

�A

B

(x) �





�

�

�

�

B

(x) (3.70)

�

Z

d� �

A

(x) �

�A

B

(x) @

�

�

�

�

B

(x) (3.71)

+

Z

d� �

A

(x) �


A

B

(x) �

�

�


�

�

�

B

(x) (3.72)

�

Z

d� �

A

(x)r

�

�

�A

D

(x)!

�

D

B

�

�

�

B

(x) (3.73)

�

Z

d� @

�

�

A

(x) �

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.74)

+

Z

d� �

A

(x)!

�

A

D

�

�D

B

(x) �

�

�

B

(x) : (3.75)

Nun ergeben aber (3.70) bis (3.73) gerade

�

Z

d� �

A

(x) �

�A

B

(x)r

�

�

�

�

B

(x) (3.76)

und (3.74) und (3.75) gerade

�

Z

d� r

�

�

A

(x) �

�A

B

(x) �

�

�

B

(x) (3.77)

Die Verallgemeinerung auf beliebige Kombinationen vo Spinor-Tensoren beliebiger

Stufe liegt auf der Hand.

Hat man Integrale

�

uber verschiedene Variablen

�

uber Bitensoren - oder Spinoren,

gilt Satz 9 einzeln f

�

ur jede Variable mit ihren Indizes, wie man leicht nachrechnen

kann.
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3.2 Dirac- und Klein-Gordonfelder auf Robertson-

Walker-Raumzeiten

Die vorhin eingef

�

uhrten Kenngr

�

o�en sollen nun (Kapitel 3.2.2 und 3.2.3) f

�

ur ei-

ne spezielle Beispielraumzeit ausgewertet werden. Insbesondere wird eine explizite

Form der Dirac- Gleichung gesucht. Die Verbindung von relativer Unkompliziertheit

mit physikalischer Bedeutsamkeit macht die

"

Robertson-Walker-Raumzeiten\zu be-

sonders geeigneten Exemplaren. Diese werden in 3.2.1 vorgestellt. F

�

ur eine ausf

�

uhr-

lichere Darstellung der dort nur angerissenen Themen, Begri�e und kosmologischen

Hintergr

�

unde, siehe [Wal84], der auch dem Abschnitt 3.2.1 insgesamt zugrundeliegt.

3.2.1 Die Robertson-Walker-Raumzeit

Obwohl die Verteilung der (sichtbaren) Materie im Universum nach heutigem Be-

obachtungsstand starken Konzentrationsschwankungen unterliegt, so da� sich Hau-

fen von Galaxienhaufen mit v

�

ollig leeren R

�

aumen abwechseln, so sollte doch im

allergr

�

obsten Ma�stab das Universum im Ganzen homogen und isotrop sein. Die

Isotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung bietet jedenfalls experimentell gute

Anhaltspunkte f

�

ur diese Annahme.

Akzeptiert man diese grunds

�

atzliche Hypothese, so ergeben sich enorme Einschr

�

ankun-

gen f

�

ur die universale Hintergrundmetrik:

1. Die Raumzeit (M; g) ist von der Form M = R � �, oder, genauer gesagt

existiert eine Einparameterfamilie von raumartigen Hyper


�

achen �

t

, so da�

f

�

ur alle t der Schnitt �

t

homogen ist.

2. Aus der Isotropie folgt die Konstanz der Kr

�

ummung �, und daraus folgt wie-

derum:

3. Die Metrik g ist von der Robertson-Walker-Form

ds

2

= dt

2

� a(t)

2

�

dr

2

1� �r

+ r

2

(d�

2

+ sin

2

�d�)

�

(3.78)

Dabei hat � die Werte �1 f

�

ur positive bzw. negative r

�

aumliche Kr

�

ummung

und � = 0 f

�

ur keine Kr

�

ummung.

Insbesondere gilt f

�

ur den 
achen Fall � = 0:

ds

2

= dt

2

� a(t)

2

(dx

2

+ dy

2

+ dz

2

) (3.79)

Die Funktion a(t) mu� f

�

ur explizite kosmologischeModelle aus der Einstein-Gleichung

berechnet werden. Zu ihrer L

�

osung widerum bedarf es als input bestimmter Annah-

men betre�end Natur und Menge des Materieinhaltes des Universums. Es zeigt

sich z.B. f

�

ur ein staubgef

�

ulltes Universum (Vernachl

�

assigung thermischen Drucks,

[Wal84]), da� die Relationen

_a

2

a

2

=

8

3

�� und

�a

a

= �

4

3

�� (3.80)

bestehen, wobei � die durchschnittliche Massendichte des Universums bezeichnet.

Die Hubble-

"

Konstante\

_a

a

ist eine observable Gr

�

o�e und wird derzeit in der Gr

�

o�en-

ordnung � 50kms

�1

Mpc

�1

angegeben. Die Massendichte � ist seit l

�

angerer Zeit

Objekt von Forschung und Spekulation, da vor allem unklar bleibt, wie gro� der

Anteil dunkler, also unsichtbarer Materie im Universum zu veranschlagen ist. F

�

ur

das im folgenden zugrundegelegte Modell ohne r

�

aumliche Kr

�

ummung gen

�

ugt f

�

ur
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den Zweck dieser Arbeit die Feststellung, da�

�a

a

�

_a

2

a

2

(3.80), und, (3.99) vorweg-

nehmend, die Kr

�

ummung R = �6(

�a

a

+

_a

2

a

2

) � 12

_a

2

a

2

quadratisch in der Hubble-

Konstanten ist.

3.2.2 Berechnung der Zusammenh

�

ange und Kr

�

ummungen f

�

ur

die 
ache Robertson-Walker-Raumzeit

Die folgenden Berechnungen beschr

�

anken sich wie schon erw

�

ahnt auf den r

�

aumlich


achen Fall � = 0, der allgemeine Fall wird in [Wel97] betrachtet.

Die Christo�elsymbole in Koordinatenbasis

Es gilt f

�

ur die 
ache Robertson-Walker-Raumzeit:

�

�

��

=

1

2

X

�

g

��

�

@g

��

@x

�

+

@g

��

@x

�

�

@g

��

@x

�

�

mit (3.79)

g

��

= �

�o

�

�o

� a

2

(t)

X

i

�

i�

�

i�

g

��

= �

�o

�

�o

� a

�2

(t)

X

i

�

i�

�

i�

. Aus

@g

��

@x

�

= �2a _a

X

i

�

i�

�

i�

�

o�

@g

��

@x

�

= �2a _a

X

i

�

i�

�

i�

�

o�

@g

��

@x

�

= �2a _a

X

i

�

i�

�

i�

�

o�

folgt dann

�

�

��

=

1

2

X

�

g

��

(�2a _a)

 

X

i

�

i�

�

i�

�

o�

+

X

i

�

i�

�

i�

�

o�

�

X

i

�

i�

�

i�

�

o�

!

= a _a �

o�

X

i

�

i�

�

i�

+

_a

a

X

i

(�

i�

�

i�

�

o�

+ �

i�

�

i�

�

o�

)

.

Transformation ins Vierbein

Die Transformationsmatrix ins Vierbein ist

A

�

�

= �

�o

�

�o

+ a

�1

(t)

X

i

�

�i

�

�i

;

so da�

A

�

�

A

�

�

g

��

= �

��

:

Die (tensoriellen) Zusammenhangskomponenten in Vierbeinbasis sind gegeben durch

�

�

��

= A

�

�

A

�1

�

�

r

�

A

�

�
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mit

r

�

A

�

�

= @

�

A

�

�

+ �

�

��

A

�

�

:

Die Berechnung erfolgt nun Schritt f

�

ur Schritt:

@

�

A

�

�

= �a

�2

_a

X

i

�

��

�

�i

�

�i

�

�

��

A

�

�

= _a

X

i

�

�i

�

o�

�

i�

+ a

�2

_a

X

i

�

i�

�

o�
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ergibt
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�
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Durch Multiplikation mit A

�

�

= �

o�

�

o�

+ a

�1

P

i

�

i�

�

i�

ergibt sich schlie�lich
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�
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+ �
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) : (3.81)

Man sieht leicht, da� die Ricci-Rotationskoe�zienten �

���

antisymmetrisch im er-

sten und dritten Index sind, wie es sein mu�.

Berechnung der Kr

�

ummung

Die Christo�elsymbole (3.81) m

�

ussen nun in den Riemanntensor (3.11) eingesetzt

werden.
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Es ist
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Der zweite Teil ist symmetrisch in � und �, so da�

�

�

��

�




��

� �

�

��

�




��

=

_a

2

a

2

X

ij

(�

�i

�

�j

� �

�i

�

�j

)�

�i

�


j
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Der letzte Teil des Riemann-Tensors erfordert die Rechnung
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(3.92)

Insgesamt ergibt sich also
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(3.93)

Der Ricci-Tensor R
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=

P

�

R
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ergibt sich dann mit
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(3.95)
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=

X
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=
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i
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�
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(3.97)

insgesamt zu

R
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=

�a

a

X

i
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�i

�

�i

� 3�

�0

�

�0

) +

_a

2

a

2
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�i

�

�i

: (3.98)

Die Kr

�

ummung R = R

�

�

=

P

��

�

��

R

��

ist dann

R = �6

�

�a

a

+

_a

2

a

2

�

: (3.99)

Berechnung des Zusammenhangs !

�

Es gilt (siehe Satz 3 oder gleich [Lic64])
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Mit 
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0
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(3.100)
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; (3.101)

wobei die �

i

= 


0




i

den

�

ublichen

"

relativistischen Geschwindigkeitsoperator\bedeuten

(siehe etwa [BD66]).

Einige n

�

utzliche Folgerungen

An dieser Stelle sollen nun einige in der Rechnung auftauchende Kombinationen von


-Matrizen und dem Spinzusammenhang ! explizit f

�

ur unsere Raumzeit angegeben

werden.

� Zun
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achst einmal ist
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= �

1

2

_a

a

X

i




0




i




i

(3.104)
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: (3.105)

� Genauso ergibt sich

!
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� Damit folgt weiter
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= 3
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(3.110)

= 3
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a

�

j

: (3.111)

Als weiteres Ergebnis ist festzustellen:

Satz 10. In einer 
achen Robertson-Walker-Raumzeit gibt es kein nichttriviales

kovariant-konstantes Spinorfeld.

Beweis. Ein kovariant-konstantes Spinorfeld m

�

u�te folgende Di�erentialgleichung

erf

�

ullen:

r

�

f

A

= 0 (ausnahmsweise mit Spinorindizes) (3.112)

also @

�

f

A

= �!

�

A

B

f

B

(3.113)
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Dieses Gleichungssystem ist o�ensichtlich

�

uberbestimmt, und leider, wie im Folgen-

den zu sehen ist, widerspr

�

uchlich.
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�
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Daraus folgt aber z.B.:
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1
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1

@

2
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1

= �if

1

;

womit der Widerspruch gezeigt ist, da die gew

�

ohnlichen partiellen Ableitungen ver-

tauschen.

Das Ergebnis ist nat

�

urlich nur ein aderer Ausdruck daf

�

ur, da� der Spin-Kr

�

ummungs-

tensor P

A

B��

nicht verschwindet. Mit Satz 6 und (3.93) ergibt sich n

�

amlich
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Die Kr

�

ummung (3.99) ergibt sich dann gem

�

a� Satz 8.

3.2.3 Der Dirac- und der Klein-Gordon-Operator

Mit (3.105) wird die Dirac-Gleichung (3.48) zu
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Als Klein-Gordon-Gleichung erh
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alt man aus (3.55) mit
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(3.140)

schlie�lich
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wobei @

i

als Ableitung nach der i-ten Vierbeinkomponente

1

a

@

@x

i

bedeutet (siehe zur

Notation auch Anhang A.1.).
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3.3 L

�

osungen der Klein-Gordon- und der Dirac-

Gleichung in einer 
achen Robertson-Walker-

Raumzeit und Berechnung der Zweipunktfunk-

tion

Nachdem nun die Dirac-Gleichung gefunden wurde, mu� also als n

�

achstes eine

L

�

osung derselben angegeben werden. Dieses geschieht in zwei Schritten: Ausge-

hend von der vorliegenden Theorie skalarer Klein-Gordon-Felder wird in 3.3.1 eine

L

�

osung der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung konstruiert. Aus dieser wiederum

kann mit (3.55) eine L

�

osung der Dirac-Gleichung berechnet werden. Dies soll in

3.3.3 geschehen. Deren Quantisierung in 3.3.4 folgt dem Modell der skalaren Theo-

rie, welches in 3.3.2 kurz skizziert wird. Nach der Quantisierung kann dann die

Zweipunktfunktion als Vakuumerwartungswert der Feldoperatoren berechnet wer-

den.

Der Begri� der adiabatischen N

�

aherung bzw. des adiabatischen Vakuums, der in

diesem Abschnitt eine zentrale Rolle spielen wird, wurde urspr

�

unglich eingef

�

uhrt

in [Par69]. [Ful89] und [BiD82] geben eine Einf

�

uhrung innerhalb eines algemeinen

Rahmens, die formal ma�gebliche Formulierung �ndet man schlie�lich in [LR90]

und daran anschlie�end in [Jun95].

3.3.1 Die adiabatische N

�

aherungsl

�

osung der Klein-Gordon-

Gleichung

Zuerst sollen klassische L

�

osungen der skalaren sowie der spinoriellen Klein-Gordon-

Gleichung angegeben werden.

Zun

�

achst ein kleiner

�

Uberblick

�

uber die skalare Klein-Gordon-Gleichung:
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�

ur die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung (3.141) soll daher ebenfalls der Ansatz

gemacht werden:
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(t) ist also die auf den 
achen r
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fouriertransformierte
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k). Dadurch erh
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Der einzig wesentlich matrixwertige Ausdruck � �
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mit k
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:= k
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+ ik

2

und k

�

:= k

1

� ik
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und den u

s

als Eigenvektoren zu j

~

kj und

den v

s

als denjenigen zu �j

~

kj. Die Spinoren u; v sind auch orthonormiert: u

y

s

u

s

0

=

v

y

s

v

s

0

= �

ss

0

und u

y

s

v

s

0

= 0

So ergibt sich

�

@

2

@t

2

+ 3

_a

a

@

@t

+ !

2

k�

(t)

�

T

k�

(t) = 0 ; (3.147)

wobei jetzt

!

2

k+

=

j

~

kj

2

a

2

+ i

_a

a

2

j

~

kj �

3

4

_a

2

a

2

+m

2

�

1

4

R(t) (3.148)

auf die beiden oberen Komponenten T

k+

wirkt, und

!

2

k�

=

j

~

kj

2

a

2

� i

_a

a

2

j

~

kj �

3

4

_a

2

a

2

+m

2

�

1

4

R(t) (3.149)

entsprechend auf die unteren Komponenten T

k�

des Spinors T

k

bez

�

uglich der an-

gegebenen Basis.

Wir haben somit zwei skalare Gleichungen vom Typus (3.142) erhalten. Diese Art

von Gleichung kann durch die bekannte WKB-Prozedur gen

�

ahert werden, ein Ver-

fahren, das im Zusammenhang der Quantenfeldtheorie auf Robertson-Walker-Raumzeiten

als adiabatische N

�

aherung bekannt geworden ist (siehe dazu die oben angegebene

Literatur).

De�nition 4. Die Funktionen

T

(n)�

k�

(t) =

1

a

3=2

(t)

q

2


(n)

k�

(t)

e

�i

R

t

t

0




(n)

k�

(t

0

) dt

0

hei�en eine N

�

aherungsl

�

osung n-ter adiabatischer Ordnung zur Di�erentialgleichung

(3.142) bzw. (3.147).

Dabei sind die 


(n)

k

iterativ de�niert durch

(


(0)

k

)

2

:= !

2

k

(3.150)

(


(n+1)

k

)

2

= !

2

k

�

3
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2

a
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�

3
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+

3

4

 

_




(n)
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(n)
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�
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(n)
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(n)

k

(3.151)
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mit

!

2

=

j

~

kj

2

a

2

+m

2

im skalaren Fall (3.142), und (3.152)

!

2

k�

=

j

~

kj

2

a

2

� i

_a

a

2

j

~

kj �

3

4

_a

2

a

2

+m

2

�

1

4

R(t) (3.153)

im spinoriellen Falle (3.147)

Man beachte hier die Konvention, da� der obere �-Index das Vorzeichen der

Quadratwurzel aus !

2

bezeichnet, w

�

ahrend der untere Index sich auf das Vorzei-

chen des Imagin

�

arteiles von !

2

bezieht. Der angestammten Bezeichnung folgend,

hei�e jetzt T

�

die L

�

osung positiver Energie, entsprechend T

+

die L

�

osung negativer

Energie.

Auf Fragen der Konvergenz soll hier nicht eingegangen werden, siehe dazu z.B.

[Ful89].

Die N

�

aherung ist o�ensichtlich unabh

�

angig von der speziellen Form von !, weshalb

diese in der Literatur f

�

ur den skalaren Fall (3.142) gegebene De�nition in den vor-

liegenden F

�

allen (3.148) und (3.149) sinnvoll bleibt.

In 0-ter Ordnung ergeben sich also die acht linear unabh

�

angigen spinoriellen L

�

osun-

gen der Klein-Gordon-Gleichung (3.141)

�

(0)�A

s+

(t; ~x) =

Z

d

3

k e

i

~

k~x

T

(0)�

k+

(t)u

A

k;s

(3.154)
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~

k~x

1
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(t)

e

�

R

t

t

0
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k+

(t

0

) dt

0

u
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und

�

(0)�A

s�

(t; ~x) =

Z

d

3

k e

i

~

k~x

T

(0)�

k�

(t)v

A

k;s

(3.156)
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1
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0

) dt

0

v

A

k;s

(3.157)

mit den in (3.146) de�nierten u

s

und v

s

. Diese reduzieren sich im skalaren Fall auf

�

(0)�

(t; ~x) =

Z

d

3

k e

i

~

k~x

T

(0)�

k

(t) (3.158)

=

Z

d

3

k e

i

~

k~x
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3=2
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p

2!

k

(t)

e

�

R

t

t

0

!

k

(t

0

) dt

0

:

(3.159)

3.3.2 Vakuumzust

�

ande des skalaren Klein-Gordon-Feldes f

�

ur

eine 
ache Robertson- Walker-Raumzeit in 0-ter adia-

batischer N

�

aherung

Nun soll aus dem vorhin f

�

ur das klassische Feld erreichte eine Quantenfeldtheorie

konstruiert werden. Diese ist f

�

ur die skalaren Klein-Gordon-Felder auf allgemeinen

Robertson-Walker-Raumzeiten schon bekannt ([LR90],[Jun95]). Es folgt eine kurze

Zusammenfassung.

Satz 11 (Theorem 3.18 in [Jun95]). Die homogenen und isotropen Fockzust

�

ande

des freien Klein-Gordon-Feldes in einer Robertson-Walker-Raumzeit sind gegeben

durch die Feldoperatoren

^

�(t; ~x) =

Z

d

3

k [a(

~

k)e

i

~

k~x

T

k

(t) + a

y

(

~

k)e

�i

~

k~x

T

k

(t)]
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auf einem bosonischen Fockraum

�

uber dem Einteilchenhilbertraum L

2

(�) und Er-

zeugern und Vernichtern a a

y

mit den

�

ublichen Vertauschungsrelationen

[a(f

1

); a

y

(f

2

)] =

Z

d

3

k f

1

(

~

k)f

2

(

~

k) oder aber [a(

~

k); a

y

(

~

k

0

)] = �(

~

k �

~

k

0

) :

Da die klassische L

�

osung nur n

�

aherungsweise bekannt ist, k

�

onnen auch die zu-

geh

�

origen a a

y

und damit das

"

Vakuum\nicht eindeutig bestimmt werden. Da das

Problem an den einschl

�

agigen Stellen (s.o.) ausf

�

uhrlich diskutiert ist, folgt hier nur

kurz eine

De�nition 5. Es sei wie oben

^

�(t; ~x) =

Z

d

3

k [a(

~

k)e

i

~

k~x

T

k

(t) + a

y

(

~

k)e

i

~

k~x

T

k

(t)];

allerdings die T

k

nur eine bis zur n-ten adiabatischen Ordnung bekannt. Dann hei�t

der durch

aj0 >= 0

de�nierte Zustand adiabatisches Vakuum n-ter Ordnung.

3.3.3 Die Dirac-Gleichung in der 
achen Robertson-Walker-

Raumzeit

Aus der Identit

�

at (3.55) und De�nition 4 k

�

onnen nun N

�

aherungsl

�

osungen der Dirac-

Gleichung bestimmt werden.

De�nition 6. Es sei �

A (n)�

k;s�

= T

(n)�

k+

e

i

~

k~x

u

A

k;s

bzw. T

(n)�

k�

e

i

~

k~x

v

A

k;s

mit den u

s

; v

s

aus (3.146) und T

(n)�

k�

(t) =

1

a

3=2

(t)

p

2


(n)

k�

(t)

e

�

R

t

t

0




(n)

k�

(t

0

) dt

0

die adiabatische N

�

ahe-

rungsl

�

osung der spinoriellen Klein-Gordon-Gleichung (3.141). Dann hei�e die sich

daraus ergebende N

�

aherung derDirac-Gleichung 	

A (n)�

k;s�

:= (i


�

r

�

+m)�

A (n)�

k;s�

die

adiabatische N

�

aherung n-ter Ordnung der Dirac-Gleichung.

Es ergeben sich also zun

�

achst acht L

�

osungen der Dirac-Gleichung, aus denen

sp

�

ater vier als Basis des L

�

osungsraumes ausgew

�

ahlt werden werden.

Zuvor ergibt sich noch

Satz 12. Die adiabatischen N

�

aherungen n-ter Ordnung der Dirac-Gleichung in der


achen Raumzeit lautet mit den obigen Bezeichnungen
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k;s�
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B (n)+

k;s�
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(3.161)

Beweis. Es sei zur Illustration der Fall (s = 1;+) f

�

ur positive Energie nachgerech-

net:

	

A (n)�

k;1+

= (i


�

r

�

+m)�

A (n)�

k;1+

(3.162)
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+ i
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+ i
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a

@

@x

i

+m)�

A (n)�

k;1+

(3.163)
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Der Beitrag i

3

2

_a

a




0

k

�

urzt sich mit der Zeitableitung des a

�

3

2

, und mit i


i

1

a

@

@x

i

e

i

~

k~x

=

�


i

k

i

a

e

i

~

k~x

sowie
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i

k

i

a

u
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=

1

a

0

B

B

@

0 0 �k

3
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�

0 0 �k
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k

3

k

3
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�

0 0
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+
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C
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a
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C

C

C
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0

j

~

kj

a

u

k;1

ergibt sich das gew

�

unschte Ergebnis.

Die anderen F

�

alle ergeben sich in o�ensichtlicher Weise entsprechend.

Es sei zur Kontrolle der bisherigen Ergebnisse noch (�i


�

r

�

+m)	

A (n)�

k;s+

berechnet. Es

ist gem

�

a� der De�nition der adiabatischen N

�

aherungen zu zeigen (Indizes einmal beiseite

gelassen):
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+m)� ; (3.168)

wobei in (3.166) 
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durch �


i

ersetzt wurde, da das i


0

@

0

durch den Ausdruck durchge-

tauscht wurde. Ausmultiplizieren ergibt weiter
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Mit R = �6(

�a

a
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2

a

2

) hat man schlie�lich
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wie es sein mu�. 2
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Die L

�

osungen 	

k;s

sollen nun noch f

�

ur a(t) = 1 normiert werden. Es ist

u

y

k

�

T

�

k+

(�

+

k�

)

y

�

+

k�

T

�

k+

u

k
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a(t)=1

(3.174)
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=: N

�

k+

: (3.181)

F

�

ur alle anderen L

�

osungen gilt entsprechendes, wobei nur zu beachten ist, da� sich

f

�

ur die L

�

osungen negativer Energie ein abnehmender Exponentialfaktor ergibt.

Aus den acht betrachteten L

�

osungen soll nun eine Basis angegeben werden.

Satz 13. Die L

�

osungen 	

�

k;s+

und 	

+

k;s�

bilden in 0-ter adiabatischer N

�

aherung

ein orthogonales System.

Beweis. Aus der vorhergehenden Rechnung zur Normierung ergibt sich sofort das

Skalarprodukt von 	

�

k;1+

mit 	

�

k;�1+

. Die Matrix zwischen den u

k

ist von der

Form a+ b


0

, mit a; b 2 C. Aus der De�nition (3.146) ergibt sich aber, da� sowohl

u

y

k;1

u

k;�1

als auch u
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u

k;�1

= 0.

Die Berechnung des Skalarproduktes (	
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y

	

+

k;s�

f

�

uhrt auf den Ausdruck
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Da aber �!

k+

= !

k�

(3.153), fallen alle matrixwertigen Ausdr

�

ucke zwischen den u; v

heraus. Mit u

y

k;s

v

k;s

0

= 0 ergibt sich das Ergebnis.

Man erh

�

alt damit als allgemeine L

�

osung 0-ter adiabatischer Ordnung
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(3.182)

wobei die

~

 die Fourierkoe�zienten sind. Der erste Summand besteht aus den Ei-

genl

�

osungen positiver Energie, der zweite aus denen negativer Energie.
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3.3.4 Quantisierung der Dirac-Gleichung und Berechnung der

Zweipunktfunktion in erster N

�

aherung

Inspiriert durch die Ergebnisse beim skalaren Klein-Gordon-Feld in Abschnitt 3.3.2

soll nun auch das Dirac-Feld in Analogie zum Minkowskiraum quantisiert werden.

1

Behauptung 1. Man erh

�

alt einen homogenen und isotropen Fockzustand f

�

ur das

freie Dirac-Feld in einer 
achen Robertson-Walker-Raumzeit durch folgende Dar-

stellung des Feldoperators:
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=: 	

+

+	

�

(3.184)

Dabei sind die b; b

y

und d; d

y

die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf dem

Unterraum positiver bzw. negativer Energie des fermionischen Fockraums

�

uber dem

Ein-Teilchen-Raum (L

2

(�))

4

. Die b's und d's gen

�

ugen dabei den kanonischen An-

tivertauschungsrelationen

fb

s

(

~

k); b

s

0

(

~

k

0

)

y

g = fd

s

(

~

k)

y

; d

s

0

(

~

k

0

)g = �(

~

k �

~

k

0

)�

ss

0

(3.185)

Der

"

Vakuumzustand\sei de�niert durch bj0 >= dj0 >= 0.

Falls die Behauptung wahr ist, l

�

a�t sich die Zweipunktfunktion S

+

aus

�iS

+

(x; y) =< 0j	(x)

�

	(y)j0 >= f	

�

(x);

�

	

+

(y)g (3.186)

berechnen. Aus (3.184) und (3.185) folgt n

�

amlich

f	

�

(x);

�

	

+

(y)g =

1
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3

X

s

Z

d

3

k

1

N

�

k+

1

a

3=2

(x

0

)

1

a

3=2

(y

0

)

(3.187)

� �

+

k�

u

s;k

T

(0)�

k+

(x

0

)�

+

k�

u

s;k

T

(0)�

k+

(y

0

)e

i

~

k(~x�~y)

(3.188)

=

1

(2�)

3

X

s

Z

d

3

k

1

N

�

k+

1

a

3=2

(x

0

)

1

a

3=2

(y

0

)

(3.189)

� �

+

k�

u

s;k

u

y

s;k

(�

+

k�

)

y




0

T

(0)�

k+

(x

0

)

�

T

(0)�

k+

(y

0

)e

i

~

k(~x�~y)

:

(3.190)

Da somit nur noch die positiven Energiel

�

osungen zu !

k+

auftauchen, sollen ab jetzt

der

�

Ubersichtlichkeit halber s

�

amtliche �-Indizes unterdr

�

uckt werden. Mit

X

s

u

s;k

u

y

s;k

=

1

2

(1+ �

i

k

i

j

~

kj

) (3.191)

1

Die Spinorindizes werden im folgenden, wo Mi�verst

�

andnisse ausgeschlossen sind, der

�

Uber-

sichtlichkeit halber nicht mehr explizit mitgef

�

uhrt
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folgt dann
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+
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wobei (


i

)

y

= �


i

benutzt wurde.

Zur Durchf

�

uhrung des limes k ! 0 soll die Zweipunktfunktion nun genau wie im

Minkowskiraum skaliert werden. Es sei also wieder

S

+

�

(x; y) :=

1

�

3=2

S

+

(x

0

; y

0

;

~x

�
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Damit folgt nach Substitution
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Zur weiteren Vereinfachung soll eine schwache Kr

�

ummung angenommen werden,

so da� Ausdr

�

ucke quadratisch in der Hubble-Konstanten

_a

a

vernachl

�

assigt werden

k

�

onnen. Wie in 3.2.1 skizziert, sei auch

�a

a

von der Ordnung

_

a

2

a
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�
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des Parameters �

0

haben wir dann
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Der Beitrag 1.Ordnung in � oder �

0

ist dann

! = m+O(��

0

) +O(�
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) +O(�
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) � � � (3.200)

F

�

ur den Normierungsfaktor (3.181) ergibt die Entwicklung nach �
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da ! in erster Ordnung rein reell ist, u

y

k




0

u

k

= 0 ist, und die Zeitableitungen h

�

ohere

Ordnungen in �

0

beibringen w

�

urden. Entsprechend soll der Beitrag � _! in den �'s

vernachl

�

assigt werden. F

�

ur �

k

u

k

u

y

k

�
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�
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Ausmuliplikation des ersten Teiles (mit der 1) ergibt
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Mit (1+


0
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0

= (1+


0

) und (1+


0

)


i
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0

) = 0 verschwindet der erste Summand

von (3.206) und die Zweipunktfunktion erh

�

alt damit insgesamt die Gestalt
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Die auftretenden Summanden sollen nun einzeln ausintegriert werden.

�

1

(2�)

3

Z

d

3

k

1

�

3=2

m

2

(1 + 


0

)e

i

~

k(

~x

�

�~y)

(3.208)

=

1

(2�)

3

Z

d

3

k�

3=2

m

2

(1 + 


0

)e

i

~

k(~x��~y)

(3.209)

= �

3=2

m

2

(1 + 


0

)�(~x � �~y) (3.210)

�

�

1

(2�)

3

Z

d

3

k

1

�

3=2

m�(1 + 


0

)


i

k

i

a(y

0

)

e

i

~

k(

~x

�

�~y)

(3.211)

= �

3=2

im�(1 + 


0

)


i

1

a(y

0

)

@

@x

i

�(~x� �~y)

(3.212)

�

�

1

(2�)

3

Z

d

3

k

1

�

3=2

m�(1� 


0

)


i

k

i

a(y

0

)

e

i

~

k(

~x

�

�~y)

(3.213)

= �

3=2

im�(1� 


0

)


i

1

a(x

0

)

@

@x

i

�(~x � �~y)

(3.214)

�

�

1

(2�)

3

Z

d

3

k

1

�

3=2

m�(1 + 


0

)(

j

~

kj

a(y

0

)

+

j

~

kj

a(x

0

)

)e

i

~

k(

~x

�

�~y)

(3.215)

= ��

3=2

m�(1 + 


0

)(

1

a(y

0

)

+

1

a(x

0

)

)

1

(2�)

3

Z

d

3

k j

~

kje

i

~

k(~x��~y)

(3.216)

41



Die Fouriertransformierte (im Distributionssinne) von j

~

kj ist aber � P (

1

j~xj

4

)

([Vil72]), wobei P den Hauptwert bedeutet. Der Beitrag ist dann
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� Als letzte Kombination in 1.Ordnung � ergibt sich noch die Paarung der ersten

Korrektur der Normierung mit dem �-freien Beitrag aus den �:
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Die Zweipunktfunktion im Ortsraum lautet damit bis zur Ordnung 5=2 in �
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Genauso ergibt sich
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Das Ergebnis reduziert sich f

�

ur a = 1 auf die Minkowskiraum-Zweipunktfunktion

(2.26) bzw (2.27), wie es sein mu�.

3.4 Das magnetische Moment in der 
achen Robertson-

Walker-Raumzeit

In diesem Abschnitt wird nun die Rechnung aus dem Minkowskiraum verallgemei-

nert. Das Matrixelement 1.Ordnung entsteht aus minkowskischen (2.21) durch Be-

nutzung der Robertson-Walker-Zweipunktfunktion und Integration derselben

�

uber

die Mannigfaltigkeit.

Das skalierte Matrixelement hat dann die Form
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Dabei sind die

d

4

x

p

g(x

0

) =: d�

1

usw.

die invarianten Volumenelemente.
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3.4.1 Die erste N

�

aherung

Die Untersuchung beginnt mit der Ausmultiplikation des Integranden S

+

�

(x; y)


j

A
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+
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(y; z).

Es ergeben sich in 1. Ordnung � folgende Kombinationen von 
-Matrizen:
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So verbleiben als Beitrag zur S-Matrix nur Anteile mit einer Ableitung der �-

Funktion:
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womit die S-Matrix genau dieselbe Struktur wie die des Minkowskiraumes erh

�

alt

(vgl. (2.32)). Es bleibt f

�

ur diese N

�

aherung also nur noch zu untersuchen, ob die auf-

tretenden Skalenfunktionen a(t) irgendeine Ver

�

anderung der Rechnung bewirken.

Dazu soll als n

�

achstes die von den Ableitungen der �-Funktion geforderte partielle
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wobei die Testfunktion wieder als Produkt des Skalares h(x

0

) mit dem Spinor f(~x)

aufgefasst (siehe Seite 12), und die Abk

�

urzung @

�;i

=

1

a(y

0

)
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f

�

ur die Ableitung

nach der skalierten Variable in Vierbeinbasis eingef

�

uhrt wurde. Umschreiben auf
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Dabei ist durch Umschreiben von

@

@�y

i

nach

@

@y

i

eine Potenz in � entfallen.

Partielle Integration nach Satz 9 ergibt dann letztendlich
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wobei r nat
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urlich die kovariante Ableitung nach ~y meint.
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dieses Vorgehen ist f

�

ur den vorliegenden Fall eigentlich schon

�

ubertrieben, und man k

�
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nat

�

urlich einfach mit den gew

�

ohnlichen Ableitungen weiterrechnen. Zum Testen der allgemeineren

M

�

oglichkeiten des Formalismus soll jedoch, wo immer m

�

oglich, wieder die kovariante Schreibweise

eingesetzt werden
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Ohne den Kunstgri� der Verwendung von kovarianten Ableitungen in (3.241) h
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zusammenfassen, und dieser Ausdruck k

�

urzt genau die Spinzusammenh

�

ange des r

in (3.244), so da� nur gew
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S

(1)

�(in=out)

=

�

3

C

0

e

4m

n

i

Z

d�

2

a

3

(y

0

)

f

y

(�~y)�

k

B

k


 1

2

�

1+ 


0

�




0

f(�~y)

(3.249)

+

Z

d�

2

a

3

(y

0

)

f

y

(�~y)r

i

A

i

�

1+ 


0

�




0

f(�~y) (3.250)

� 2

Z

d�

2

a

3

(y

0

)

f

y

(�~y)A

i

@

i

�

1+ 


0

�




0

f(�~y)

o

(3.251)

=

C

0

e

4m

n

i

Z

d�

2

a

3

(y

0

)

f

y

(~y)�

k

B

k


 1

2

�

1+ 


0

�




0

f(~y) (RW.I)

+

Z

d�

2

a

3

(y

0

)

f

y

(~y)r

i

A

i

�

1+ 


0

�




0

f(~y) (RW.II)

� 2�

Z

d�

2

a

3

(y

0

)

f

y

(~y)A

i

(y

0

;

~y

�

)@

i

�

1+ 


0

�




0

f(~y)

o

(RW.III)

Berechnung des magnetischenMomentes Zun
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achst zur Auswertung der Kon-

stanten C'(3.247). Wie schon im Minkowskiraum mu� h(x

0

) normiert werden, so

da�

Z

dx

0

p

g(x

0

)

�

h(x

0

)h(x

0

) =

Z

dx

0

a(x

0

)

3

�

h(x

0

)h(x

0

) = 1 :

(3.252)
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angesetzt werden. Damit wird wieder

C

0

=

^

�

h(m)

�

�

h(m) ;

welches wieder 1 gesetzt werden kann (siehe Seite 14).

Wegen (RW.III)� � verschwindet (RW.III) im limes ruhender Teilchen. So verblei-

ben wir im limes �! 0 wieder mit

ie

4m

Z

d�

2

1

a

3

(y

0

)

f

y

(~y)�

k

B

k


 1

2

�

1+ 


0

�




0

f(~y) : (3.253)

Wird der Testspinor f in Analogie zu (2.57) noch angesetzt als
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mit dem Unterschied, da� jetzt Vierbeinkomponenten gemeint sind, ergibt sich wie-

derum eine Reduktion auf die z-Komponente des Magnetfeldes. Wenn wieder die

z-Richtung durch die Richtung des Magnetfeldes de�niert wird, folgt
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Zusammenfassend lautet also das bisherige Ergebnis:

Satz 14. Es sei f
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(x) eine spinorielle Testfunktion derart, da� f
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Daraus ergeben sich folgende Konsequenzen f
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Ein Vergleich mit (3.207) zeigt, da� alle dort auftretenden Faktoren
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�

ur

�

TT

e

�i

R

x

0

t

0

!(t

0

)dt

0

e

�i

R

y

0

t

0

!(t

0

)dt

0

! e

�im(x

0

�y

0

)

e

1

2

��

0

j

~

kj

m

R

x

0

t

0

_a

a

2

dt

0

e

1

2

��

0

j

~

kj

m

R

y

0

t

0

_a

a

2

dt

0

(3.262)

= e

�im(x

0

�y

0

)

(1 +

1

4

��

0

j

~

kj

m

 

Z

x

0

t

0

_a

a

2

dt

0

+

Z

y

0

t

0

_a

a

2

dt

0

!

+O(�

2

) +O(�

0

2

)):

(3.263)
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Da die keine neuen Kombinationen von 
-Matrizen auftreten, treten bei der Berech-

nung der S-Matrix weiterhin in dieser Ordnung nur die Ableitungen der �-Funktion
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Man bekommt also im Vergleich zu den
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ahnlich gebauten Ausdr

�

ucken (2.32) und

(3.230) den zus
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atzlichen Beitrag � 2
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. Da die Ableitungen auf die Test-

funktionen wieder eine Potenz � liefern, ergibt sich aber daraus im limes � ! 0
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nichts neues. Der Rest der Rechnung ist also identisch mit den vorherigen, und es

ergibt sich eine Korrektur am magnetischen Moment

� = (1�

1

2m

i

Z

dy

0

_a

a

(y

0

))

e

m

: (3.272)

Der Korrekturbeitrag ist also rein imagin

�

ar! Der Grund daf

�

ur liegt in der Tatsa-

che, da� das magnetische Moment � in De�nition 2 implizit

�

uber den Erwartungs-

wert < H

int

> des Wechselwirkungshamiltonians de�niert wurde. Ein Blick auf

die Dirac-Gleichung (3.116) zeigt aber, da� die Wechselwirkung mit dem Gravita-

tionsfeld durch den antihermiteschen Operator i

3

2

_a

a

beschrieben wird, und deshalb

komplexe Eigenwerte zu erwarten sind. Soll also, wie

�

ublich, die in der S-Matrix

durch das Gravitationsfeld hervorgerufene Ver

�

anderung als Korrektur zum nicht-

gravitativen Ein-Teilchen-Hamiltonoperator interpretiert werden, so ergeben sich

notwendigerweise komplexe Energien.

Diese wiederum sind aus der quantenmechanischen Streutheorie (

"

Resonanzstreu-

ung\) wohlbekannt (siehe dazu etwa [LL79]). Eine komplexe Energie bewirkt bei

einer Wellenfunktion � e

iEt

einfach einen Abfall aller auftretenden Wahrscheinlich-

keiten mit e

�2ImE t

, woraus sich eine Zerfallswahrscheinlickeit pro Zeiteinheit von

w =

2ImE

~

ergibt

4

. Der antihermitesche Anteil des Hamiltonoperators f

�

uhrt also zu

einem exponentiell abfallendem Erwartungswert seines hermiteschen (also physika-

lischen) Anteils.

Die somit auf dem Niveau der Ein-Teilchen-Theorie zu beobachtende Abnahme der

Wahrscheinlichkeiten soll hier provisorisch als Zerfall des Elektrons interpretiert

werden, wobei erst eine eingehende Analyse den Zusammenhang mit den bekannten

Teichenerzeugungs- oder Vernichtungsprozessen im Gravitationsfeld zeigen m

�

u�te.

Es sei nun zur Berechnung dieser Zerfallswahrscheinlichkeit wieder zu (3.272) zur

�

uck-

gekehrt. Zun

�

achst sei bemerkt, da� das Integral nur

�

uber den Zeitraum der Wirkung

des B-Feldes zu erstrecken ist. Geht man davon aus, da�

_a

a

(y

0

)

�

uber den Integra-

tionszeitraum konstant ist, was bei einem Zeitraum der L

�

ange 1 bei dem heutigen

Wert der Hubble-Konstanten von etwa 1; 78 � 10

�18

s

�1

sicherlich m

�

oglich ist, so

ergibt sich nach Ber

�

ucksichtigung aller Faktoren ~ und c eine Korrektur von

�i

1

2mc

2

_a

a

~ � �i10

�39

: (3.273)

Unter Annahme eines Magnetfeldes von 1 Tesla ergibt sich eine Zerfallswahrschein-

lichkeit von etwa 10

�28

s

�1

, entsprechend einer mittleren Lebensdauer von ungef

�

ahr

10

20

Jahren.

F

�

ur den Erwartungswert der Energie gilt entsprechend in erster Ordnung eine ob-

servable Korrektur um 2

~

BIm~�. Hier w

�

are also eine andere, sich an rein obser-

vablen Gr

�

o�en orientierende De�nition des magnetischen Momentes m

�

oglich als

�

obs

:= Re� + 2Im�, die dann eine reelle Korrektur der Gr

�

o�enordnung 10

�39

liefern w

�

urde.

3.5 Zusammenfassung und Diskussion

Das magnetische Moment des Elektrons wurde bei schwacher Hubble-Konstante

f

�

ur eine 
ache Robertson-Walker-Raumzeit berechnet. Es stellt sich heraus, da� in

niedrigster Ordnung

_a

a

keine Korrekturen im Vergleich zum Minkowskiraum auftre-

ten. Die verwendete N

�

aherung (3.200) ist also zu grob gew

�

ahlt, und kann durch die

4

Wird die Dirac-Gleichung direkt als Wellenfunktion eines Teilchens aufgefa�t, so ergibt sich

das hier gesagte direkt aus der L

�

osung aus Satz 12, die genau von der

"

quasistation

�

aren\Form

e

�iEt

e

�

�

2

ist.
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N

�

aherung (3.257) verbessert werden. Das magnetische Moment bekommt dadurch

einen imagin

�

aren Extrabeitrag, der die Instabilit

�

at der Ein-Teilchen-Zust

�

ande wie-

derspiegelt. Dieses f

�

uhrt insbesondere auf einen exponentiell in der Zeit abfallenden

Erwartungswert der Energie. Der observable Gehalt eines komplexen magnetischen

Momentes besteht also in erster Ordnung in einer Korrektur der Energieerwartungs-

werte in einer Gr

�

o�enordnung von ungef

�

ahr 10

�39

. Nun ist diese Korrektur aber um

den Faktor � 10

28

kleiner, als die bisher berechneten und experimentell best

�

atigten

Anomalien aus den Strahlungskorrekturen, und damit f

�

ur alle praktischen Zwecke

bedeutungslos.

Umgekehrt m

�

u�te die Hubble-Konstante etwa bei 1; 5 � 10

9

s

�1

, also 27 Gr

�

o�enord-

nungen

�

uber dem heutigen Wert liegen, damit ein E�ekt innerhalb der heutigen

Me�genauigkeit von ungef

�

ahr 10

�12

auftreten w

�

urde. So ein gro�er Wert von

_a

a

wird aber allenfalls in sehr fr

�

uhen Phasen des Universums erreicht. So zeigt sich

denn, da� das zu Anfang gesteckte Ziel, einen me�baren E�ekt zu berechnen, mit

der 
achen Robertson-Walker-Raumzeit aufgrund der Kleinheit der Korrekturen im

Rahmen des heute experimentell m

�

oglichen nicht zu erreichen ist.

5

Andererseits ist

ein Beweis der Abh

�

angigkeit einer fundamentalen Naturkonstante von den kosmi-

schen Rahmenbedingungen sicherlich von konzeptionellem Interesse sowohl f

�

ur die

Elementarteilchenphysik als auch f

�

ur die Kosmologie.

5

Es ist nat

�

urlich nicht ausgeschlossen, durch die Beobachtung sehr alter Objekte (z.B. Quasare)

einen experimentellen Hinweis auf eine

�

Anderung des magnetischen Momentes zu �nden.
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Kapitel 4

Ausblick

Von der hier vorgestellten Rechnung ergeben sich mehrere Pfade zumWeiterdenken.

Der erste Weg geht zur

�

uck zu den Grundlagen und ergibt sich aus der Feststellung

verschiedener M

�

angel dieser Arbeit. Wie schon vorher erw

�

ahnt fehlt bisher eine ex-

plizite Konstruktion der S-Matrix auf gekr

�

ummter Raumzeit f

�

ur die QED, obwohl

keine prinzipiellen Unterschiede zur �

4

-Theorie auftreten sollten. Ebenso bleibt die

einfache und sinnvoll erscheinende aber unbewiesene

�

Ubertragung der Konstrukti-

on der homogenen und isotropen Zust

�

ande aus der skalaren Theorie in Behauptung

1 letztlich unbefriedigend. Ebenso w

�

are eine Kostruktion der adiabatischen N

�

ahe-

rungsl

�

osungen f

�

ur die QED ohne R

�

uckgri� auf die Klein-Gordon-Gleichung aus zwei

Gr

�

unden w

�

unschenswert. Erstens ist die Klein-Gordon-Gleichung aus theoretischer

Sicht aus der Dirac-Gleichung abgeleitet (siehe die Konstruktion des Klein-Gordon-

Operators in Abschnitt 3.1.3), so da� die bekannte skalare adiabatische N

�

aherung

als

"

Quadrat\der spinoriellen N

�

aherung darzustellen sein m

�

u�te; und zweitens sollte

sich eigentlich die hier

"

per Hand\durchgef

�

uhrte Normierung der Dirac-L

�

osungen

direkt aus dem N

�

aherungsalgorithmus ergeben. Zu diesem Themenkreis siehe auch

[Wel97].

Der zweite Weg geht in Richtung einer Verallgemeinerung der Rechnung auf an-

dere Raumzeiten und h

�

ohere Ordnungen in der Hubble-Konstanten oder St

�

orungs-

theorie. Die Verwendung der hier vorgestellten Methoden auf Robertson-Walker-

Raumzeiten mit r

�

aumlicher Kr

�

ummung sollte mit etwas gr

�

o�erem technischem Auf-

wand m

�

oglich sein. Interessanter w

�

are jedoch sicherlich der Versuch, in einer Schwarz-

schild-Metrik zu rechnen, da erstens der Ein
u� des Schwerefeldes der Erde auf die

hier durchgef

�

uhrten Experimente der Elementarteilchenphysik zur Diskussion ge-

stellt werden k

�

onnte, und zweitens Sterne oder gar schwarze L

�

ocher Gravitations-

felder in einer Gr

�

o�enordnung zur Verf

�

ugung stellen, die E�ekte in einem beobacht-

barem Ma�stab erzeugen k

�

onnten.

Auch die Berechnung h

�

oherer Ordnungen in der Hubble-Konstanten in der 
achen

Robertson-Walker-Raumzeit k

�

onnte von theoretischem Interesse sein, da u.U. qua-

litativ neue E�kte auftreten.

H

�

ohere Ordnungen St

�

orungstheorie lie�en sich vermutlich ebenfalls berechnen. F

�

ur

eine Berechnung von loop-Graphen in der �

4

-Theorie im Ortsraum sei auf [Pra97]

verwiesen.
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Anhang A

A.1 Notationen und Konventionen

Die Fouriertransformation wird durchgehend mit asymmetrischer �- Konvention

benutzt:

f(~x) =

1

(2�)

3

Z

d

3

k

^

f(

~

k)e

i

~

k~x

^

f(

~

k) =

Z

d

3

x f(~x)e

�i

~

k~x

Die Tensorindizes �; �; � � � sind immer Vierbeinkomponenten, w

�

ahrend �; �; � � � Ko-

ordinatenbasiskomponenten sind.

Die Ableitung @

�

ist also als A

�

�

@

@x

�

de�niert. Die r

�

aumlichen Indizes i; j; � � � sind

immer Vierbeinkomponenten, inbesondere ist @

i

von der Ableitung in Koordinaten-

basis zu unterscheiden, die mit

@

@x

i

immer ausgeschrieben wird.

Als Spinorindizes werden ausschlie�lich gro�e lateinische Buchstaben A;B; � � � ver-

wendet.

Oftmals wird f

�

ur Spinoren der Ordnung (1; 1) (also ein Index oben, einer unten)

einfach die Matrixschreibweise benutzt. Dann bedeutet a

y

die adjungierte Matrix

zu a, und �a ist die aus der Dirac-Theorie bekannte Kombination a

y




0

. Bei Skalaren

bedeutet �a den konjugiert komplexen. Eine Verwechslung mit den quergestrichenen

Matrizen ist ho�entlich ausgeschlossen.

A.2 
-Matrizen

Es wird die Standarddarstellung der 
-Matrizen benutzt, d.h.




0

=

0

B

B

@

1 � � 0

� 1 �

� �1 �

0 � � �1

1

C

C

A

(A.1)




i

=

0

B

B

@

0 �

� 0

�

i

��

i

0 �

� 0

1

C

C

A

(A.2)
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mit den Pauli-Matrizen

�

1

=

�

0 1

1 0

�

(A.3)

�

1

=

�

0 �i

i 0

�

(A.4)

�

1

=

�

1 0

0 �1

�

: (A.5)

Dies ist eine Darstellung der Cli�ord-Algebra

f


�

; 


�

g = 2�

��

: (A.6)

Die bisweilen auftretenden Matrizen �

i

sind de�niert durch

�

i

:= 


0




i

: (A.7)

Eine n

�

utzliche und im Text mehrfach gebrauchte Folgerung ist




i




j

= i�

ijk

�

k


 1

2

� �

ij

1

4

: (A.8)

Dies folgt unmittelbar aus �

i

�

j

= �i�

ijk

�

k

+ �

ij

1

2

.

53



Literaturverzeichnis

[BD66] J.D.Bjorken / S.D.Drell Relativistische Quantenmechanik Bibliographi-

sches Institut, Mannheim, 1966

[BiD82] N.D.Birell / P.C.W.Davies Quantum Fields in Curved Space Cambridge

University Press, 1982

[BF97] R.Brunetti / K.Fredenhagen Interacting Quantum Fields in Curved Space:

Renormalizability of �

4

gr-qc, 9701048,1997, Preprint

[BFK96] R.Brunetti, K.Fredenhagen ,M.K

�

ohler The microlocal spectrum condition

and Wick polynomials of free �elds on curved spacetime Communications

in Mathematical Physics, 180:312, 1996

[DB60] B.S.DeWitt / K.Brehme Radiation Damping in a gravitational Field Annals

of Physics, 9:220-259, 1960

[Dim82] J.Dimock Dirac Quantum Fields on a Manifold Transactions of the Ame-

rican Mathematical Society, 269:133, 1982

[Ful89] S.Fulling Aspects of Quantum Field Theory in Curved Spacetime Cambridge

University Press, 1989

[Had96] M.J.Hadley A Gravitational Explanation for Quantum Mechanics

quant-ph/9609021, 1996, Preprint

[Has96] K.Hasselmann The metron model. Elements of a Uni�ed Deterministic

Theory of Fields and Particles. Part 1-4 Physics Essays 9:311, 9:460 (Teile

1 und 2), 1996

[HP96] S.Hawking / R.Penrose The Nature of Space and Time Princeton University

Press, 1996

[Jun95] W.Junker Adiabatic Vakua and Hadamard States for Scalar Quantum

Fields in Curved Spacetime Ph.D.thesis, II.Institut f. Theoretische Physik,

Hamburg,1995. DESY-Preprint 95-144

[KW91] B.Kay / R.M.Wald Theorems on the Uniqueness and Thermal Properties

of Stationary, Non-Sigular, Quasifree States on Spacetimes with a Bifurcate

Killing Horizon Physical Reports, 207:49, 1991

[Lic64] A.Lichnerowicz Champs spinoriel et propagateurs Bull. Soc. Math. France,

92:11 1964

[LL79] L.D. Landau / E.M. Lifschitz Lehrbuch der theoretischen Physik Band III

9.Au
age, Akademie-Verlag Berlin, 1979

[LR90] C.L

�

uders / J.E.Roberts Local quasiequivalence and adiabatic vacuum states

Comm. Math. Phys., 134:29, 1990

54



[Nak90] M.Nahahara Geometry, Topology and Physics Institute of Physics Publis-

hing, Bristol and Philadelphia, 1990

[Par69] L.Parker Quantized �elds and particle creation in expanding universes I

Phys. Rev. 183:1057, 1969 und Quantized �elds and particle creation in

expanding universes II Phys. Rev.D, 3:346, 1971

[Pra97] D.Prange Kausale St

�

orungstheorie und di�erentielle Renormierung Di-

plomarbeit, II.Institut f

�

ur theoretische Physik, Universit

�

at Hamburg, 1997

[Rad92] M.J.Radzikowski The Hadamard condition and Kay's conjecture in quan-

tum �eld theory on curved spacetime Ph.D. thesis, Princeton University,

1992

[Sch95] G.Scharf Finite Quantum Electrodynamics 2nd ed. Springer 1995

[Vil72] N.Y.Vilenkin Funktional Analysis engl. ed. , Wolters-Noordho� Publishing,

Groningen, 1972

[Wal84] R.M.Wald General Relativity The University of Chicago Press, 1984

[Wal94] R.M.Wald Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black Hole

Thermodynamics The University of Chicago Press, 1994

[Wel97] M.Wellmann Adiabatische Vakuumzust

�

ande des Dirac-Feldes auf einer ge-

kr

�

ummten Raumzeit Diplomarbeit, II.Institut f

�

ur theoretische Physik, Uni-

versit

�

at Hamburg, 1997

55



Danke sch

�

on

Zuerst m

�

ochte ich mich bei meinem Betreuer K. Fredenhagen f

�

ur die

�

uberaus ge-

duldige und freundliche Unterst

�

utzung bei Anfertigung dieser Arbeit bedanken.

Ein gro�es

"

Danke sch

�

on\an Dirk, Mark und Tim f

�

ur zahllose fruchtbare und

hilfreiche Diskussionen, die den Verlauf der Arbeit begleitet und mitgepr

�

agt haben.

Dank auch an J.-P. Heymann f

�

ur eine hingebungsvolle Einf

�

uhrung in den Um-

gang mit elektronischen Rechen- bzw. Textverarbeitungsmaschinen, und f

�

ur jahre-

langes gutes Teamwork w

�

ahrend des Studiums.

Schlie�lich ein besonderer Dank an meine Eltern, die mir durch freiz

�

ugige �nan-

zielle Unterst

�

utzung ein sorgenfreies Studium erm

�

oglicht haben.

Erkl

�

arung

Ich versichere hiermit, diese Arbeit unter alleiniger Verwendung der angegebenen

Quellen und Hilfsmittel selbst

�

andig angefertigt zu haben.

Hamburg,den

56


