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Abstract

Subject of this diploma thesis is a method to determine the infimum of the spec-
trum of a selfadjoint operator, which is bounded from below. For operators that are
quadratic in the fields, the selfdual algebra, introduced by H. Araki, turns out to be an
adequate tool. Since the smeared energy density belongs to this class of operators, we
will give an expression, which describes, in some limit, the optimal quantum inequalities.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem das Infimum des Spektrums ei-
nes selbstadjungierten, von unten beschrankten Operators bestimmt werden kann. Fiir
Operatoren, die quadratisch in den Feldern sind, stellt sich dabei die von H. Araki ein-
gefiihrte selbstduale Algebra als geeignetes Werkzeug heraus. Da auch die verschmierte
Energiedichte zu dieser Klasse von Operatoren gehort, wollen wir einen Ausdruck ange-
ben, der in einem gewissen Grenzwert die optimalen Quantenungleichungen beschreibt.
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Einfiihrung

Ein System der klassischen Mechanik ist im Allgemeinen dann stabil, wenn die Ha-
miltonfunktion eine untere Schranke besitzt. Da die Bewegungsgleichungen in diesem
Zusammenhang iiber Differenziale definiert werden, ist diese nur bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt und kann deshalb immer positiv gewahlt werden.

In der Allgemeinen Relativitéitstheorie fillt diese Freiheit jedoch weg, aufgrund der,
schon in der speziellen Relativitédtstheorie verlangten Lorentzinvarianz. Die Forderung,
dass jeder Beobachter eine positive Energiedichte misst, formuliert man a priori als Be-
dingung an den Energie-Impuls-Tensors T},,,. Fiir alle zeitartigen und zukunftsgerichteten
Tangentialvektoren v bedeutet dies,

Tufu” > 0.

Diese Bedingung!' wird Schwache Energiebedingung® genannt. Zur klassischen Materie,
wie beispielsweise Staub, findet man immer einen geeigneten Energie-Impuls-Tensor, der
diese Bedingung erfiillt.
Doch wie H. Epstein, V. Glaser und A. Jaffe [1] im Jahre 1965 zeigten, ist die Schwache
Energiebedingung fiir keine lokale Quantenfeldtheorie erfiillbar. Selbst das Verschmieren
der Energiedichte in Raum und Zeit, mit einer nichtnegativen Testfunktion, bedingt
keine Positivitét aller Erwartungswerte.
Dreizehn Jahre spiter zeigte L.H. Ford [2], dass diese Verletzung nicht nur Probleme
in der Allgemeinen Relativitdtstheorie aufwirft, sondern auch eine Moglichkeit birgt,
den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zu verletzen. Er bemerkte, dass dieses nur
dann verhindert wird, wenn man bestimmte Restriktionen an den Betrag der negativen
Energie AE stellt. Ist At die Lénge des Zeitintervalls, in dem die negative Energie
auftritt, so wird der zweite Hauptsatz der Thermodynamik nicht verletzt, wenn die
Ungleichung

AE At <1

erfiillt ist. Unter diesen Umsténden wére die negative Energie geringer als die Energie-
unschdrfe in der entsprechenden Zeitskala. Etwas allgemeiner ist die Aussage, dass sich
der Energiedichtefluss im d-dimensionalen Minkowskiraum antiproportional zur d-ten
Potenz des entsprechenden Zeitintervalls verhalten muss, um den zweiten Hauptsatz der

'Im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie gibt es noch weitere Bedingungen an den Energie-
Impuls-Tensor, auf die wir jedoch an dieser Stelle nicht eingehen werden.
2WEC: Weak Energy Condition



Einfiihrung

Thermodynamik nicht zu verletzen.

Diese Art von Ungleichungen bekamen zunéchst den Namen Quantenungleichungen und
spiter die etwas prizisere Formulierung Schwache Energie- Quantenbedingungen?®. Deren
Form ist dadurch gegeben, dass man zu einer Testfunktion f und der damit lokal ver-
schmierten Energiedichte T, immer ein reellwertiges Funktional p; angibt, sodass

Ty 2 psl

fiir eine hinreichend grofie Klasse von Zusténden gilt. Solche Funktionale wurden sowohl
fiir unterschiedliche Dimensionen, als auch fiir verschiedene Arten von Feldern angege-
ben. Bisher ist es aber nur fiir den Fall der zweidimensionalen konformen Feldtheorie
gelungen, eine optimale untere Schranke zu finden, also ein maximales Funktional p; fiir
das die Quantenungleichungen gelten.

Der bisher erfolgreichste Ansatz zur Bestimmung von allgemeinen Quantenungleichun-
gen stammt urspriinglich von C. J. Fewster und S. P. Eveson. Das Grundprinzip besteht
darin, die gemittelte Energiedichte T in eine Summe zweier Operatoren zu zerlegen,
von denen per Konstruktion der eine positiv und der andere ein Vielfaches der Identitét
ist:

Tp=A"A+psrl > pyl.

Jedoch kann mit diesem Verfahren nicht a priori die optimale untere Schranke bestimmt
werden, da man dazu wissen muss, dass A* A minimal positiv ist. Abgesehen vom masse-
losen Fall in der zweidimensionalen, konformen Feldtheorie gibt es also weder optimale
untere Schranken, noch ein Ansatz, diese zu bestimmen.
In der vorliegenden Arbeit werden wir einen solchen Ansatz vorstellen. Da fiir einen
von unten beschrinkten Operator, die optimale untere Schranke durch das Infimum des
Spektrums® gegeben ist, besteht dieser im Wesentlichen aus einer Spektralanalyse der
verschmierten Energiedichte. Die zentrale Idee dieses Ansatzes ist es, ein Funktional py
anzugeben, das jeder Funktion f das Infimum des Spektrums von 77 zuordnet. Wir
werden zeigen, dass dieses bei geeigneter Wahl eines Zustandes w durch den Ausdruck

pf=— lim llncu(e_)‘Tf)

A—00

gegeben ist. Fiir den Fall in dem die gemittelte Energiedichte Element einer lokalen Al-
gebra ist, stellt sich das Vakuum als ein geeigneter Zustand heraus. Zur Konkretisierung
des Verfahrens berechnen wir zudem den Vakuumerwartungswert w(e?) fiir Operatoren,
die quadratisch in den Feldern sind. Zu solchen gehort insbesondere die gemittelte Ener-
giedichte Ty des freien Feldes. Es zeigt sich, dass beim Studium solcher Operatoren die
von H. Araki eingefiihrte, sogenannte selbstdualen Algebra ein sehr niitzliches Hilfsmittel
darstellt.

SQWEIL Quantum Weak Energy Condition

4Da die Resolvente per Definition eine offene Menge ist, fillt das Infimum natiirlich mit dem Mini-
mum zusammen. Aus Griinden, die wir spéter diskutieren wollen, bevorzugen wir jedoch den Ausdruck
Infimum des Spektrums.



Die Gliederung dieser Arbeit ist wie folgt:

Zuerst wird in Kapitel 1 eine kleine Einfithrung geben, die dem Leser die selbstduale
Algebra und deren Kalkiil nahelegt. Dazu wird insbesondere auf die Zusammenhénge
mit der wohl bekannten Weyl- und der CCR-Algebra eingegangen. Abschlielend werden
die sogenannten quadratischen Operatoren definiert, mit deren Hilfe man Operatoren
behandeln kann, die quadratisch in den Feldern sind. Insbesondere beschéftigen wir uns
dabei mit bestimmten Vakuumerwartungswerten und der Renormierung im Sinne der
Wickordnung. Eines der Hauptresultate dieses Kapitels wird ein Ausdruck fiir den Vaku-
umerwartungswert exponentierter quadratischer Operatoren sein.

Im darauf folgenden Kapitel wird der Energie-Impuls-Tensor des freien Feldes eingefiihrt.
Besonders fiir den Fall der zeitgemittelten Energiedichte analysieren wir dessen Darstel-
lung durch quadratische Operatoren.

Von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit ist das Kapitel 3. Dort werden wir einen An-
satz vorgestellt, mit dem wir das Infimum des Spektrums bestimmen kénnen. Nach einer
Anwendung in Beispielen untersuchen wir, wann dieses Verfahren zum gewiinschten Re-
sultat fithrt. Insbesondere zeigen wir, dass dieser Ansatz fiir eine lokale Algebra immer
das richtige Ergebnis liefert.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit geben wir eine kurze Einfithrung, sowie einen Uber-
blick zum Thema Quantenungleichungen. Schliesslich wenden wir unseren Ansatz auf
die Quantenungleichungen an. Da es bislang noch nicht gelungen ist, einen konkreten
Ausdruck fiir die Quantenungleichungen zu finden, wollen wir zunéchst die Resultate
von C.J. Fewster und S.P. Eveson reproduzieren und diskutieren.



Einfiihrung




Kapitel 1

Die selbstduale CCR-Algebra

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik sind die Schrédinger- und die Heisenberg-
darstellung dquivalente Formulierungen der selben Theorie. Doch ist es in vielen Féllen
von Bedeutung, fiir welche Darstellung man sich entscheidet, um ein Problem moglichst
kurz und elegant zu l6sen. Auch in der Quantenfeldtheorie kann man dquivalente Alge-
bren finden, in denen ein gegebenes Problem auf unterschiedliche Art und Weise behan-
delt werden kann.

In [3, 4] hat H. Araki die sogenannte selbstduale CCR-Algebra Ugp eingefiihrt. Sie ist,
wie der Name schon vermuten li8t, insbesondere isomorph zur CCR-Algebra! Oocr,
definiert durch Auf- und Absteigeoperatoren. Doch im Gegensatz zu dieser sind in der
selbstdualen Algebra solche Operatoren nicht a priori definiert. Dadurch ist insbesondere
die Beschreibung von Bogoliubovtransformationen sehr elegant und es kénnen verschie-
dene Probleme, wie beispielweise die Diagonalisierung von bestimmten Hamiltonopera-
toren [5] relativ einfach und allgemein behandelt werden.

Es stellt sich heraus, dass auch die Klasse von Operatoren, zu denen die verschmierte
Energiedichte gehort, in der selbstdualen Algebra besser behandelt werden kann als in
der gewohnten CCR-Algebra. Der Einfithrung und dem Studium dieser Operatoren, den
sogenannten quadratischen Operatoren, im Rahmen der selbstdualen Algebra, wollen
wir uns in diesem Kapitel widmen. Einleitend rekapitulieren wir dazu den Begriff der
Weyl-Algebra, als Ausgangspunkt fiir die unbeschrinkten *- Algebren mit kanonischen
Vertauschungsrelationen.

1.1 Die Weyl-Algebra

Schon in der klassischen Hamilton’schen Mechanik ist einer der grundlegenden Begriffe
der des symplektischen Raumes. Auf diesem wird die Hamiltonfunktion definiert, welche
die Bewegungsgleichungen des Systems liefern.

Auch in der Quantentheorie skalarer Felder ist der symplektische Raum von grundlegen-
der Bedeutung. Er wird hierbei jedoch nicht, wie im klassischen Fall, als Phasenraum

! Analog hat Araki auch die selbstduale CAR-Algebra eingefiihrt.



Die selbstduale CCR-Algebra

verstanden. Zunéchst wollen wir eine Definition fiir den symplektischen Raum geben [6].

Definition 1.1. Ein symplektischer Raum § ist ein R-linearer Raum L mit einer anti-
symmetrischen, nichtentarteten Bilinearfom o auf L.

J(f’g) = _U(g’f) vf’geL
o(f,g) = 0 VgelL=f=0

Die Bilinearform ¢ heif3t symplektische Form von S.

Bemerkung 1.2. Fiir einen endlichdimensionalen Raum L kann eine symplektische Form
global nur definiert werden, wenn die Dimension von L gerade ist.

Der symplektische Raum ist per Definition R-linear. Soweit wir fiir komplexe Vek-
torrdume eine symplektische Form gefunden haben, miissen wir eine entsprechende Ein-
schrankung vornehmen.

Das schon im einleitenden Text genannte Beispiel eines (endlichdimensionalen) symplek-
tischen Raumes, ist der klassische Phasenraum.

Beispiel 1.3. Zu einer Mannigfaltigkeit M wird durch die Zweiform Q = dp; A dq’ €
A?(T*M) eine symplektische Form auf dem Kotangentialbiindel 7% M definiert. Man
nennt ihn dann Phasenraum. Damit wird insbesondere der Phasenraum jeder linearen
Mannigfaltigkeit zu einem symplektischen Raum.

Mit dem Begriff des symplektischen Raumes S kann nun die Weyl-Algebra 20(S)
tiber diesem eingefiihrt werden. Sie ist folgendermafen definiert [7].

Definition 1.4. Sei S = (L,0) ein symplektischer Raum, dann nennen wir die C*-
Algebra die von den Elementen {W(f)|f € L} erzeugt wird, eine Weyl-Algebra 20(S)
iiber S, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillen:

W) = W(=/) (1.1)

W(HW(g) = W(f+g)e 2709 (1.2)

Insbesondere wird dabei (1.2) als Weyl-Relation bezeichnet. Drei wichtige Eigen-
schaften der Weyl-Algebra, die aus (1.1) und (1.2) folgen, sind durch

W(0)=1
W(f) ist unitdr .

W(f)—1=2 Vf#0 (1.5)

gegeben. Eine Darstellung der Weyl-Algebra kann durch Operatoren W ( f) auf einem un-

endlichdimensionalen Hilbertraum H angegeben werden. Dazu betrachten wir zu jedem

Element x € S die unendlichdimensionalen Hilbertraume H, und deren direkte Summe

H = @,cs He- Die Operatoren W( f) auf H, die sogenannten Weyl-Operatoren, kénnen
dann wie folgt definiert werden [8].

(W(f)F)(z) = e2°@NF(z+ f) FeH (1.6)



1.1 Die Weyl-Algebra

Wirend die Eigenschaft (1.1) offensichtlich ist, ergibt sich die Weyl-Relation (1.2) durch
wiederholtes einsetzen der Definition (1.6):

(W(NHW()F)(z) = et @IW(f)F(z+ g)

30950 0N Pz 4 g + f)
— e—gg(f,g)e§0($1f+g)p($ +g+f)
= e UIW(f +g)F)(a)

Dass es geniigt, zu einem gegebenen symplektischen Raum nur eine bestimmte Weyl-
Algebra zu betrachten, ist durch folgenden Satz gesichert [7].

Satz 1.5. Zu jedem symplektischen Raum S existiert eine Weyl-Algebra 20(S) , welche
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

In der Quantenfeldtheorie haben wir es meist mit Hilbertrdumen zu tun. Deshalb
gehen wir hier kurz auf einen Zusammenhang zwischen diesen ein. Sei dazu H ein kom-
plexer (Pr#-) Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, )z, dann ist auf dem R-linearen
Raum H mit o(-,-) = Im (-, -)y eine nichtentartete, symplektische Form definiert. Dieses
folgt, da auch (-, )y nichtentartet ist und weiterhin

U(fag) = Im (f,g)'H =Im (gvf)H = —Im (g7f)7‘l = 70’(gaf)

gilt. Offensichtlich spielt der Realteil des Skalarprodukts keine Rolle fiir die symplekti-
sche Form. Es zeigt sich, dass er ein reelles Skalarprodukt < -, > auf dem R-linearen
Raum H definiert. In diesem Fall kann man folglich das Skalarprodukt auf H als

() =< -+ > +io(-,") (1.7)

schreiben. Ein weiterer Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und symplektischer
Form sei bemerkt. Letztere bestimmt nach dem Darstellungssatz von Riesz? [9], ein-
deutig einen linearen Operator F auf H, der die Eigenschaft

(fvE.g)H :U(fag) vagEH

erfiillt. Dieser Operator wird aus Griinden, die hier noch nicht ersichtlich sind, meist als
Propagator bezeichnet. Aus der Definition der symplektischen Form folgen fiir ihn die
beiden Eigenschaften

Ker £ = {0} und E* = —FE.

2Die so definierte symplektische Form o ist eine stetige Bilinearform.
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1.2 Die CCR-~Algebra und deren Fock-Cook-Darstellung

In diesem Abschnitt fithren wir die sogenannte CCR-Algebra Occr ein®. Vorab wollen
wir bemerken, dass dieser Begriff, in einigen Biichern [8, 7, 6] fiir die im vorhergehenden
Abschnitt eingefithrte Weyl-Algebra benutzt wird. Die Motivation dafiir werden wir
spéater noch sehen.

Definition 1.6. Sei H ein komlexer (Pr#-) Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -)z. Die
CCR-Algebra (ocr(H) ist der Quotient® der freien *-Algebra die durch a(g), mit g € H,
seinem Adjungiertem und der Identitdt erzeugt wird, mit den Eigenschaften, dass

a(f)* ist komplex linear in f (1.8)

a(f)" = a*(f) (1.9)
[a(f),a(9)*] = (f,9)nl (1.10)
[a(f),alg)] = la(f)",alg)"] =0 (1.11)

fiir alle f,g € H gilt.

Durch die CCR-Algebra (o g kann eine Teilcheninterpretation des bosonischen (ska-
laren) Feldes gegeben werden.
Eine Standarddarstellung hierzu ist die Fock-Cook-Darstellung. Sie ist die CCR-~Algebra
Ocor(H) iiber dem Hilbertraum H = L?(R3,C), dessen Elemente als Operatoren auf
einem symmetrischen Hilbertraum $) realisiert sind. Bevor wir diesen Raum, den boso-
nischen Fockraum $) angeben, definieren wir die sogenannten n-Teilchen-Riume $),,:

$H = C
n = {0 LR X xR0 [llduly, < o0}
n mal

Der Index s, soll dabei ausdriicken, dass die Funktionen ¢, (p1,...,p,) € L2(R3", C)
symmetrisch in ihren Argumenten p; sind. Die Norm ||-||¢ ~auf §, ist dabei durch

Igolls, = Ieolg
d3p / d3p
2 o 1 n 2
||¢n||fjn /2W(p1) 2w(pn) ‘an(ply,pn”

definiert. Auch unabhéngig von der Realisierung der n-Teilchenrdume ist der bosonische
Fockraum gegeben durch

§= {gb c@ o llolg =D llenls, < OO} :
n=0 n=0

3Im Wesentlichen richten wir uns dabei nach der Einfithrung von [10] und [11].
“Dieses ist so zu verstehen, dass beispielsweise Elemente der Form a(f) + AL nicht zu QCCR(H)
gehoren sollen, da a(f) schon die gleichen Kommutationsrelationen erfiillt.




1.3 Der Zusammenhang von CCR- und Weyl-Algebra

Aus Eigenschaft (1.10) der CCR-Algebra Jocgr(H) kann man nun schliessen, dass es
keine Darstellung von a(f) und seinem Adjungierten, als beschrinkte Operatoren auf
einem Hilbertraum gibt®. Aus diesem Grund definieren wir zunsichst die Teilmenge

zwa={¢em§jmwwz<m}.

n=0

dicht

des bosonischen Fockraums. Es gilt D(N %) C $. Fir f € H = L*(R3,C) kann man
nun eine Operatordarstellung von ocgr(H) auf D(N %) angeben. Wir wollen a*(f) und
a(f) mit ihren Darstellungen identifizieren:

n

(a*(f)¢)n(p1,,pn) = n_%Zf(pi)gbnfl(pla"'7pi713p’i+1a"'apn) n#o
=1

N

3
mmmmwwm:wwn/dZMWmmhwm.

2w(p

Man bezeichnet a*(f) als Aufsteige- und a(f) als Absteigeoperator. Die verlangten Re-
lationen der CCR-Algebra werden erfiillt, wenn man das Skalarprodukt auf L?(R3,C)
durch
w>23—/£@ﬂMMMfewW©
79L(R ,C) — 2W(p) p)g\p ) ’
definiert. Ein wichtiger Vektor im Fockraum ist der sogenannte Vakuumvektor . Er
wird durch

Q=(1,0,0,...)
definiert und besitzt die Eigenschaft a(f)2 = 0. Fiir spétere Betrachtungen ist es sinn-
voll, den sogenannten Vakuumsektor $o zu definieren:

9o = lineare Hiille von{a*(f1)...a"(f,)|fi € H} (1.12)

Er ist eine dichte Teilmenge des Fockraums $).

1.3 Der Zusammenhang von CCR- und Weyl-Algebra

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf den Zusammenhang zwischen den beiden ein-
gefithrten Algebren, der Weyl- und der CCR~Algebra eingehen. Dabei zeigen wir, wie
durch die CCR-Algebra Uocgr eine Weyl-Algebra 20 iiber dem selben Raum erzeugt
wird. Auf die umgekehrte Relation werden wir an dieser Stelle nicht detailliert eingehen.
Wir verweisen dazu auf die Standardliteratur 7, 12].

Sei zunédchst w ein Zustand auf der Weyl-Algebra 20(S), dann ist durch

Ou(f) =w(W(f)) [f€S,

5 .
°Satz von Wintner.
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ein Funktional auf S definiert. Dieses nennen wir das erzeugende Funktional des Zu-
stands w. Mit diesem ist es uns nun moglich, den Begriff des reguldren Zustandes wie
folgt zu definieren.

Definition 1.7. Ein Zustand w auf einer Weyl-Algebra 20(S) wird als regulér bezeich-
net, falls das erzeugende Funktional ®,(Af), fiir alle f € S, eine stetige Funktion in
A € R ist.

Wihlen wir also ein GNS-Tripel (H,,, 7y, §,) zum Zustand w, dann ist die Darstel-
lung der Weyl-Operatoren 7, (W (Af)) genau dann stark stetig in A € R, wenn w ein
regulérer Zustand ist [8]. Folglich gibt es zu einem reguléren Zustand w nach dem Satz
von Stone einen selbstadjungierten Operator b, € B(H,,) fiir den

o W(S) — B(Hy)
R (W () =

. Die Operatoren b, nennen wir die bosonischen Feldoperatoren. Wie schon im einfiihren-
den Abschnitt iiber die Weyl-Algebra gesehen (1.5), sind die W(f) nicht norm-stetig.
Daraus folgt die Unbeschréinktheit der bosonischen Feldoperatoren.

Die Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren b, (f) kann man aus den Weyl-Relationen
(1.2) ablesen:

[bw(f)a bw(Q)] =10 (fa g) :[]'Hw f,g€s.
Mit der Konstruktion solcher Operatoren, kommt man von einer CCR-Algebra oo r(H)

zu einer Weyl-Algebra 20(’H) iiber dem selben Raum. Dazu bilden wir die sogenannten
Segal-Operatoren ¢(f) der CCR-Algebra Ucor(H):

1 *
o(f) = \ﬁ(a(f) +a’(f)) feH.

Das Interessante an diesen Operatoren, sind deren Vertauschungsrelationen. Diese folgen
unmittelbar aus denen der CCR-Algebra Ugoeop(H):

[0(f), o] = 5 ([a(f), a"(9)] = [alg), a”(f)])

= S((f.9) - (9.)
= Im(f,9). (1.13)

Wie wir schon in Abschnitt 1.1 iiber die Weyl-Algebra gezeigt haben (siehe 1.7), ist auf
einem komplexen (Pré-) Hilbertraum durch o(f, g) = Im(f, g) eine nichtentartete, sym-
plektische Form gegeben. Mit dieser wird der Hilbertraum H zu einem symplektischen
Raum. Betrachten wir nun die unitédren Operatoren

N | =

W(f) =€,

die durch den Abschluss der Segal-Operatoren gegeben sind. Sie definieren Weyl-Opera-
toren iiber dem Hilbertraum H. Dass diese Operatoren wirklich die Weylrelationen 1.2
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erfiillen, ist nun offensichtlich, wenn man den Kommutator (1.13) in die BCH-Formel®
einsetzt:

W(f)W (g) = ¢ ei?(9) = ¢i0(f+9)o3lid(Did@] = W (f + g)e—2m(9) ¢ e M.

Somit haben wir aus der CCR-Algebra Uccr(H) eine Weyl-Algebra 20(H) erzeugt. Die
Konstruktion war in diesem Falle besonders einfach, da jeder komplexe Hilbertraum auf
natiirliche Weise auch als symplektischer Raum verstanden werden kann. Fiir die Umkeh-
rung muss man jedoch aus einem symplektischen Raum & einen komplexen Hilbertraum
konstruieren. Da S insbesondere ein R-linearer Raum ist, muss man ihn zunfchst kom-
plexifizieren” und anschlieBend dicht in einen geeigneten Hilbertraum einbetten. Diese
Problematik ist explizit in [12] behandelt, wird uns aber weiterhin nicht interessieren,
da wir im Folgenden immer schon von Hilbertrdaumen ausgehen.

1.4 Die selbstduale CCR-Algebra

Bisher haben wir zeigen kénnnen, dass es eine Darstellung der Weyl-Algebra 20 durch
die CCR-Algebra Uocgr gibt. In dhnlicher Weise kann man eine Algebra finden, die
sowohl die CCR- als auch die Weyl-Algebra reproduziert. Dieses ist die von Araki in
[3, 4] eingefiihrte sogenannte selbstduale CCR-Algebra Ugp.

Definition 1.8. Sei K ein komplexer (Pri-) Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, -)x
und einer antilinearen Involution I' mit I'? = 1 und (I'f,T'g)x = (g, f)x, Vf,g € K.
Gegeben sei ein selbstadjungierter Operator © auf K, so dass v(-,-) = (-,0)x eine
nichtentartete Hermite’sche Sesquilinearform beschreibt. Die selbstduale CCR-Algebra

(sp (K, T, ) iiber K ist der Quotient der komplexen freien x-Algebra erzeugt von B(f), f €

K und der Identitéit 1 mit den folgenden Relationen®

B(f)* ist komplex linear in f (1.14)
B(f)* = B[S (1.15)
[B(f),B(9)'] = ~(f,9)1. (1.16)

Soweit keine Verwirrungen auftreten kdénnen, schreiben wir kurz Ugp(K).

Jede lineare bijektive Abbildung U auf K, fiir die v(U f,Ug) = v(f,g) und I'U = UT
gilt, erhélt die obigen Relationen. Deshalb existiert ein eindeutiger *-Automorphismus
auf Ugp(K), der als Bogoliubov Automorphismus bezeichnet wird. Die Abbildung U
nennen wir Bogoliubov Transformation.

Einige Eigenschaften, die direkt aus der Definition der selbstdualen Algebra folgen und

6Sie ist durch ede? = eATBez[A.B] gegeben, wenn [A, B] im Zentrum der Algebra liegt.
"Siehe Anhang A.1.
8In [3, 4] benutzt Araki eine andere Konvention als wir, in der die B(f) komplex linear in f sind.
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in spateren Rechnungen Anwendung finden sind

B(f) ist komplex antilinear in f (1.17)
[B(f), B(9)] = ~(f,Tg)1 = (f,Og)xl (1.18)
rer = -o. (1.20)

Um einen Zusammenhang zwischen Osp und Uoc g herzustellen, definieren wir zunéchst
die sogenannte Basisprojektion.

Definition 1.9. Ein linearer Operator P auf K heiffit Basisprojektion der selbstdualen
Algebra Ugp(K), wenn er

P: = P (1.21)
P*®@ = OP>0 (1.22)
PT = 1-P (1.23)

erfiillt.

Da die beiden Operatoren P und O, a priori nicht kommutieren, ist eine Basispro-
jektion nicht zwingend selbstadjungiert, also durch einen Projektionsoperator auf C
gegeben.

Ein veranschaulichendes Beispiel fiir eine Basisprojektion ist das Folgende:

Beispiel 1.10. Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)s, H der zu ihm konju-
gierte Raum und K definiert durch K = H @& H. Weiterhin seien die Operatoren I' und
O fiir f = (f1, f2) definiert durch T'(f1, f2) = (f2, f1) und O(f1, f2) = (f1, —f2). Das
Skalarprodukt sei gegeben durch (-,-)x = (-,-)n + (-,-)77- Dann ist durch den linearen
Operator P, mit P(f1, f2) = (f1,0), eine Basisprojektion gegeben, denn offensichtlich
folgt die Eigenschaft

LPTf =TPT(f1, f2) = TP(f2, f1) =T(f2,0) = (0, o) = (1 = P) f
per Konstruktion.

Im folgenden werden wir fiir das Skalarprodukt auf IC, soweit keine Verwirrungen
auftreten kénnen, immer (-, -) statt (-,-)x schreiben.
Durch die Definition der Basisprojektion kann nun ein Zusammenhang zwischen den
beiden Algebren Usp(K) und Jocr(K) erstellt werden. Sei dazu P eine Basisprojektion
auf K und ap eine Abbildung von Uocgr nach Ogp die durch

ap(B(f1)...B(fn)) = ap(B(f1))...ap(B(fa)) (1.24)
ap(B(f) = a(Pf)+a"(PT) (1.25)
definiert ist. Diese Abbildung ist ein *-Isomorphismus zwischen den beiden Algebren,

da
ap(B(f)) = ap(B(L'f)) = a(PTf) + a"(Pf) = ap(B(f))"
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und ap injektiv ist, was man aus (1.25) ablesen kann. Des weiteren sieht man, dass

ap([B(f),B(9)]) = a(Pf)a*(Pg)—a"(Pg)a(Pf)
+ a*(PT f)a(PTg) — a(PTg)a*(PTf)
= (Pf,Pg)l —(I'(1-P)g,I'(1-P)f)L = (f, (2P —1)g)L.

Die kanonischen Vertauschungsrelationen der beiden Algebren werden also durch den
Isomorphismus ap miteinander identifiziert. Es folgt insbesondere, dass

0 =2P—1.

ist und damit die Basisprojektion zu einem Projektionsoperator auf X wird, da nun
P = P*.

Proposition 1.11. Fir ein GNS Tripel (H,m, ) der Algebra Uocr und fizierter Ba-
sisprojektion P, liefert die Abbildung mp = wo ap eine Darstellung von Ugp.

Wir werden im Folgenden immer davon ausgehen, dass diese durch die Fock-Cook-
Darstellung (siehe Abschnitt 1.2) gegeben ist.
Da auf dem Unterraum PK = {f € K|Pf = f}, die Identitéit ap(B(f)) = a(f) gilt,
vernichtet ap(B(f)) fiir f € PK, vermoge ap, das Vakuum 2 im Fockraum $:

ap(B(Pf)Q = 0. (1.26)

Um den Zusammenhang mit der Weyl-Algebra 20(K) zu sehen, geben wir die folgende
Proposition an.

Proposition 1.12. Auf dem Unterraum RIC = {f € K|U'f = f} ist durch opxc(f,g) =
iv(f,g) eine nichtentartete, symplektische Form gegeben.

Dieses kann durch einfaches Einsetzen der Eigenschaft (1.19) gezeigt werden.

Dabei entsprechen per Definition den Symplektomorphismen? U der symplektischen
Form v gerade die Bogoliubov Transformationen auf Ugp.
Man kann eine Weyl-Algebra 20(RK) iiber dem Raum R wie folgt definieren:

W(HW(g) = W(f +g) 2?9 = W(f +g) e 57019,

Araki zeigte in [3], dass die Elemente dieser Weyl-Algebra durch Elemente aus Ugp(K)
reproduziert werden koénnen. Sie sind dabei durch

W)=

=0

n

~.

B(f)"=eBY) feRK

|

3

9Also die Abbildungen U in K mit v(Uf,Ug) = v(f,9),V f,g € K.
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gegeben.

Die Besonderheit der selbstdualen Algebra ist, den Unterschied zwischen Auf- und Ab-
steigeoperatoren von der Algebra Ugp(K) auf den Raum K zu ”verschieben”.

Dieses rechtfertigt den Namen selbstduale Algebra, da vermoge der Relation (1.15), man
zu jedem B(f) € Usp(K), ein B(g) € Usp(K) findet, sodass B(f) und B(g) dual zuein-
ander sind!?.

1.5 Quadratische Operatoren

Die selbstduale Algebra (gp erweist sich als ein besonders hilfreiches Instrument im
Studium von Operatoren, die durch Polynome vom Grad zwei in Auf- und Absteigeope-
ratoren dargestellt sind. In der selbstdualen Algebra entsprechen diesen Objekten die
sogenannten Quadratischen Operatoren. Im Folgenden wollen wir diese genauer definie-
ren und charakterisieren.

Eine besondere Klasse von Operatoren auf einem Hilbertraum C sind die Spurklasse-
Operatoren 7;(K) und die Hilbert-Schmidt-Operatoren 72(K). Sie sind von grundlegen-
der Bedeutung in folgender Definition.

Definition 1.13. Sei K ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-). Sei wei-
terhin Osp(K) eine selbstduale Algebra iiber diesem, mit einer Basisprojektion P. Den
Operator H nennen wir einen Kern eines quadratischen Operators, wenn

PHP,(1 - P)H(1 — P) € T;(K) (1.27)
(1 - P)HP,PH(1 — P) € To(K). (1.28)

Die Menge dieser Operatoren wollen wir mit Q(K) bezeichnen.

Soweit keine Verwirrungen auftauchen kénnen, wollen wir solch einen Operator im-
mer durch

Hf =Y fi(hi, f) (1.29)
i=0
und dessen adjungierten Operator durch

H'f =Y hi(fi. f). (1.30)
=0

beschreiben.

Definition 1.14. Ein Quadratischer Operator $B*HB € (gp(K) mit H € Q(K), ist
definiert durch

N
1, 1 .
GBHB =5~ lim o §‘0 B(f;)*B(h;). (1.31)

0Das gilt offensichtlich fiir g = I'f.
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Satz 1.15. Sei Usp(K) eine selbstduale Algebra mit Basisprojektion P. Sei weiterhin
ap der durch (1.24) definierte x-Isomorphismus ap zwischen der selbstdualen Algebra
(sp(K) und der CCR-Algebra Ueccr(K) mit Darstellung im Fockraum $). Dann konver-
giert

ap(%B*HB) =s— lim = Zozp h;)) fir H € Q(K)

N—oo 2

dich
auf dem Vakuumsektor $Ho C tf)

Fiir den recht umfangreichen Beweis werweisen wir auf [13].
Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir in dieser Arbeit die quadratischen Operatoren
verkiirzt durch

= 5> Bl B (1.32)
1=0

darstellen. Einige Eigenschaften dieser Operatoren fassen wir in einem Lemma zusam-
men.

Lemma 1.16. Fir quadratische Operatoren mit Kernen H,G € Q(K), gilt

1 1
§B*(ﬂH)B = ﬁiB*HB pgeC (1.33)
1 * * *
[5B"HB,B(f)"] = B(H)Of) (1.34)
1 1 1
[§B*HB, §B*GB] = 2B [L(H)OG — GOL(H)| B (1.35)
1 1
S(B'HB)" = 5B’*‘HTB (1.36)
wobei die Abbildung v definiert ist durch
H+THT
J(H) = % (1.37)
Da H auf dem Unterraum (1 — P)K ein Spurklasseoperator ist, folgt
1, 1
w(iB HB) = itrn_pH, (1.38)

wobei hier w der Vakuumzustand vermdge ap und tri_p die Spur eingeschrinkt auf den
Unterraum (1 — P)K sein soll.

Beweis. Die komplexe Linearitit (1.33) der quadratischen Operatoren folgt aus der Li-
nearitét der B(f;)*.
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Die zweite Eigenschaft (1.34) folgt, da

SIBTHBBUYT = 5D (BUY B, B

= > B(f)*(hi,Of) + T f:,©0f)B(hi)

=0
- % (HOf + THTOf)"
= B(H)Of),
wobei wir genutzt haben, dass
(Tfi,©f)B(hi) = B(h(Tfi,0f))
= B( Z(flvFGf))
= B(H'TOf)
= B(TH'TOf)*

Bevor wir nun (1.35) beweisen wollen, bemerken wir, dass (1.36) unmittelbar aus der
Definition der Quadratischen Operatoren folgt.

1
-p* - T
(23 HB) ZB B H'B (1.39)
Mit diesem Ergebniss und den leicht zu iiberpriifenden Identitéten
(H)T = Tu(HY) (1.40)
(HY) = oH)T, (1.41)
folgt nun (1.35). Seien dazu die Operatoren H und G gegeben durch
Hf:Zfl(hlaf) und Ge:zei(giae) €,f€K, HvGGQ(’C)v
=0 =0
dann folgt
Lp B lpan - 1%[13*1%; Ble:)'| B(gs) + Bles) |- B*HB, B(Tg,)"]
9 ) - 95 — 9 , D€ gi €i 9 ) 9i
1 - * *
= 3 > B(«(H)®¢;)* B(g;) + B(e;) B(I'u(H)OT'g;)
i=0
1, 1 & . .
= SBW(H)OGB + ; (B(Tu(H)OI'g;)*B(e;))

— %B*L(H)@GB + (;B*FL(H)@FGTB>

1 1
= 3B'U(H)OGB — ;B"GOL(H)B. (1.42)
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Im letzten Ausdruck haben wir ausgenutzt, dass I'OT' = —©. Nun kommen wir zum
letzten Ausdruck von Lemma 1.16. Dazu wéhlen wir ein GNS-Tripel (H, 7, ) und eine
Basisprojektion P. Mit Hilfe der Abbildung mp = 7w o ap bekommen wir den Vakuumer-

wartungswert
w(%B*HB) _ %(Q,WP(B*HB)Q)
- ;i(WP(Bm))Q,WP(B(hi))Q)
_ i} (B((1 = P)f:), 7p(B((1 - P)h)9)
— % i(Q,wP(B((ﬂ — P)fi)*B((1 — P)h;))Q)
_ ! :(Q,m([B((ﬂ — P)hy), B(1 — P)£)*)Q)
= - :«ﬂ ~ P)hi,0(1 - P)fy)
T
Im letzten Schritt haben wir dabei ausgenutzt, dass ©(1 — P) = —(1 — P). D

Im letzten Teil des Beweises haben wir gesehen, wie wir, vermoge mp quadratische
Operatoren auf Fockraum-Vektoren anwenden, dazu ein weiteres Beispiel:

Beispiel 1.17. Sei nun (H,7p, ) eine Darstellung der Algebra Usp und H € Q(K),
dann vernichtet %B*H PB = %B *(HP)B das Vakuum. Dies wollen wir kurz vorrechnen
um einen Einblick in diesen Kalkiil zu bekommen. Es ist

=0
= S (BU)) 7 (a(Ph) 2 = 0.
=0

Man kann an Lemma 1.16 sehen, dass das Rechnen mit quadratischen Operatoren
fiir verschiedene Kerne H identische Ergebnisse liefert. Um dies zu untersuchen, wollen
wir eine spezielle Klasse von Operatoren auf C einfiihren.

Definition 1.18. Die Teilmenge S(K) € Q(K), die invariant unter ¢ ist, nennen wir
t-symmetrische Operatoren:

S(K) ={5 € Q(K)[S = (9)}
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Fiir die Analyse von quadratischen Operatoren geniigt es, sich auf (-symmetrische
zu beschrinken, da sie die gleichen Vertauschungsrelationen erfiillen:

(5B (H = () B, B)'] = 0.

Proposition 1.19. Fir einen Operator H € Q(K), folgt insbesondere «(H) € S(K).

Es geniigt zu zeigen, dass ¢? = v

2(H) = (L(H)+FL(H)TF)

(H S THI T +THT + F2Hr2)
= (H)

1
2
1
4
Zusammenfassend koénnen wir fiir die (-symmetrischen Operatoren die aus Lemma 1.16

folgende Proposition formulieren.

Proposition 1.20. Fir quadratische Operatoren mit Kernen H,G € S(K), gilt

[%B*HB,B(f)*] — B(HOf) (1.43)
[%B*HB,%B*GB] _ B*[HO,GeleB (1.44)
%(B*HB)* = %B*HTB (1.45)
try_pH = trpH'. (1.46)

Ist H auflerdem ein selbstadjungierter Operatoren, so folgt
1, 1

Das folgende Lemma wir im darauf folgendem Satz eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 1.21. Sei S € S(K) ein selbstadjungierter Operator. Der quadratische Operator
1B*SB ist Generator eines Automorphismus'' auf Osp(K)

7s(A) = €258 4¢3 8758, (1.48)
Er induziert folgende Transformationen auf K:
7s(B(f)") = B(e°° f)* und 75(B(f)) = B(e~>°f). (1.49)

Auf Konvergenzfragen der Exponentialfunktion wollen wir an dieser Stelle nicht ein-
gehen und sie als formale Potenzreihe betrachten.

HDg %B*SB ein selbstadjungierter Operator ist, definiert 7s keinen x-Automorphismus
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Beweis. Es ist offensichtlich, dass 75 die Eigenschaften

Ts(A) ist komplex linear in A
Ts(A)s(B) = 713(AB)
Ts(l) = 1

erfiillt. Damit folgt insbesondere, dass

[7s(B(f)), 7s(B(9)")] = 7s(IB(f), B(f)*]) = (f,©9)1

und damit ist 7¢ ein Automorphismus auf (sp(K). Weiterhin folgt mit der Entwicklung
1
Xve X =>" —ad % (Y),
n=0
unter Verwendung der Kommutationsrelationen fiir quadratische Operatoren,
|
s(B(f)") =Y —B((S0)"f)" = B(e*°/f)".

|
0 n:

Aus TO = —OT folgt ¢”°T = TI'e~5© und somit

7s(B(f)) = 7(B(Lf)*) = B(e *°f).

Mit dem bisher Erreichten sind die Grundlagen fiir den folgenden Satz gegeben.

Satz 1.22. Sei H € S(K), ein selbstadjungierter Operator und sei P eine Basisprojek-
tion, dann ist

(Q,7mp (e*%tB*HB> 0) = detp(PetH@P)*%, (1.50)

wobei detp die Determinante auf dem Unterraum PIKC ist und der Zweig der Wurzel
durch die Stetigkeit in t gegeben ist .

Bevor wir diesen Satz beweisen werden, wollen wir der Ubersichtlichkeit halber die
Funktion f durch

F(t) = (Q,7p (e*%tB*HB> Q) (1.51)

definieren.
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Beweis von Satz 1.22. Sei der Operator H auf K gegeben durch Hf = > fi(hi, f),
dann ergibt sich fiir die Ableitung der Funktion f nach ¢ folgender Ausdruck

—2%f(t) - (Q,ﬂp (e’%tB*HB>7rp(B*HB)Q>

= 3 (e (Y (B e (B(1) )

1=0

n i (Q,WP (67;3*1{3) 7p (B(Pof:)*) mp (B(hi)) Q), (1.52)

(+)

mit den zwei Operatoren P; und P, bestimmt durch

P, = 1-P (1.53)
(1—-P)e PP = 0 (1.54)
PP, = 0, (1.55)

wobei P hier der gewihlten Basisprojektion entspricht. Diese beiden Operatoren wollen
wir zunichst angeben'?.

Dazu sei A ein invertierbarer Operator auf &, dann wollen wir (PAP)~!, das Inverse zu
A, eingeschrinkt auf den Unterraum PKC definieren durch

(PAP)"'(PAP) = (PAP)(PAP)™' = P, (1.56)
woraus direkt folgt, dass (PAP)™!P = P(PAP)~!. Damit kénnen wir
P = OPOpP)y=lp und Po=1- P (1.57)
angeben, da per Definition die erste Identitit (1.53) gilt und die zweite (1.54) aus
(1 — P)e MOp = (1 — P)(P!1®P)~1P = (1 — P)P(Pe®P)~1 =0
folgt. Die Eigenschaft (1.55) wird erfiillt, da
PPy =P — PO (petti®p)y=ip — p _ petiOp(peti®py-l = p _p =0,

Mit den Eigenschaften der Operatoren P; und P, wollen wir uns die Ausdriicke (x) und
(*%) in Gleichung (1.52) anschauen.
Betrachten wir unter Verwendung der Eigenschaften von P; zuerst den Ausdruck ().
Aus Lemma (1.21) wissen wir, dass

T (B(P1fi)*) = Be MO f;)*

12Fin shnlicher Beweisansatz ist in [4] zu finden
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woraus
—Y4B*HB * —tH®O * —itB*HB
e 2 B<P1f1> :B(e Plfz) e 2 (1.58)

folgt. Damit verschwindet (x), da

p (efétB*HBB(Plfi)*> q 188 o, <B*(€ftH@P1fi)ef%tB*HB> "0
1
3

- p <€— tB*HBB(e—tH@Plfi)) 0

=0 per definition von P
+7p (efétB*HB> TP (B((PeitHQPlfi)) Q
vernichtet das Vakuum (Gl. 1.26)
—_— (1.59)

Nun wollen wir uns den verbleibenden Term (xx) aus Gleichung (1.52) anschauen. Dazu
stellen wir fest, dass, wie im unmittelbar Vorhergehenden, folgender Ausdruck verschwin-
det:

mp (B(Pof))Q = mp(B(PP )2+ 7 (B(L= P)Paf)’) O

=0 vernichtet ebenfalls das Vakuum

= 0.
Setzen wir dieses Resultat in (sx) ein, so bekommen wir
() = (Qmp (e 3 HEB(Rf) B(h)) Q)
= (@mp (e B HE) 2y (B, B(R)) Q)
— —(hi,OR ) (Q,Trp (e—%tB*HB) Q) . (1.60)

f(®)

Es verbleibt noch, die Summation aus Gleichung (1.52) mit einzubeziehen. Aus der
Definition der Spur folgt somit

d (0.9}
2£f(t) = f(t);(hiagp2fi)
= f(t)tI‘H@PQ
= f{) (trH@ —trH@etH@(PetH@P)—1P>. (1.61)
=0

Dabei verschwindet die Spur trH® auf K fiir selbstadjungierte Operatoren aus S(K),
da
trHO® = trTHT'O = trHI'OI' = —tr HO.
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Mit der Formel'3 %tr InA(t) = traggt)A(t)_l wird Gleichung 1.61 in
d 1 d LHO
L F(t) =~ 5 1(1) Strp n(PeHOP)

umgeformt.
Aus der Normiertheit des Vakuums folgt, dass f(0) = 1 und damit das gewiinschte
Resultat

1 1
f(t) =exp <—2trp ln(PetHGP)> = detp (Pe19P) 2.

O
Bemerkung 1.23. Aus dem vorhergehenden Beweis folgt ebenfalls
1 1 tHO pY
- In f(t) = gtreln (Pe®P)". (1.62)

Der Operator Petf© P ist selbstadjungiert, da aus ©% = 1 und P = PO = OP folgt,
dass

oo e.9]
t" t"
PP =" —PO’(HO)"P =Y —PO(OH)"OP = Pe'"' P = (PO P)*.
n. n:

Damit ist also insbesondere (Pet’® P)? ein positiver Operator.

In vielen Féllen mochte man jedoch einen renormierten, quadratischen Operator
%B*H T€" B betrachten, wobei die Renormierung durch die Wickordnung gegeben ist.
Der aus dem Fockraum iibertragene Ausdruck ist

1 1 1 1
ap(3B*H™"B) = ap(:3B*HB:) = ap(; B"HB) —w(;B"HB)L. (1.63)

Hier ist w der Vakuumzustand auf Ogp. Problematisch ist jedoch, dass die 1 nicht durch
quadratische Operatoren in Ugp darstellbar ist. Aus Eigenschaft (1.38) wissen wir, dass
eine notwendige Bedingung fiir H"*" ist, dass

1

§tr(]1_p)HTen = 0. (1.64)
Man kann sich davon iiberzeugen, dass fiir H™" € Q(K) aus der Selbstadjungiertheit
von H"" auch %tr pH™" = 0 folgt. Da dies im Allgemeinen nicht wiinschenswert ist'4,

koénnen wir nicht mehr fordern, dass H™" € Q(K). Um einen hinreichenden Ausdruck
fiir H™*" zu finden, miissen wir uns nochmals an den Ausdruck (1.34) erinnern, der durch

(5B HB, B()'] = Bu(H)Of) (1.65)

siche Anhang B
Die squivalente Aussage in der Fockraumdarstellung wiire beispielsweise, dass der teilchenzahlerhal-
tende Term wegfallt.
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gegeben ist. Da es zwingend ist, dass sowohl H als auch H"" den gleichen Kommu-
tator (1.65) liefern, muss «(H — H™") = 0 gelten. Zusammen mit der Forderung des
verschwindenden Vakuumerwartungswerts (1.38) kann man sehen, dass H"" eindeutig
bestimmt ist durch

H™ = H-(1-P)H(1-P)+PHP
— PH+HP
1
= H+(HO+6H). (1.66)

Nun zu einem weiteren Ergebnis, dass in den folgenden Kapiteln Verwendung finden
wird.

Proposition 1.24. Sei H € S(K), ein selbstadjungierter Operator auf K und sei P
eine Basisprojektion, dann ist

fren(t) — (QP77TP <e—%tB*HrenB) QP) — detp(PetHepe_tPHG)PP)_%,

wobei detp die Determinante auf dem Unterraum PK ist und der Zweig der Wurzel
gegeben ist durch die Stetigkeit von f.

Beweis. Aus dem vorhergehenden Satz 1.22 wissen wir, dass
F(£) = (Q,7p (e—%tB*HB) Q) = detp(Pe!HO P)~3,
Fiir den renormierten quadratischen Operator gilt

1 1 1 1 1
—B*H"™"B=_-B*HB —w(=B*HB) = -B*HB — —trpH,
2 2 2 2 2

woraus
fren) = (@p (BB ) )
= (Q,7p (ef%tB*HB> Q)e%t trpH
= detp(PeOP)~zdetp(e PHP) 2
= detp(PetHGPe_tPHPP)_%
folgt. Mit der Identitit P = OP ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 1.25. Da H € Q(K) ist PHP € T;(K). Daher wissen wir, dass
fr‘en(t) = detp(PetH@Pe—tPHPP)_%

wohldefiniert ist.
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Kapitel 2

Der Energie-Impuls-Tensor

Aus dem Noether’schen Theorem folgt fiir jede stetige Symmetrie, welche die Wir-
kung invariant 148t, eine Erhaltungsgréfie. Die ”natiirlichsten” stetigen Symmetrien sind
Translationen in Raum und Zeit. Da man in der klassischen Physik davon ausgeht, dass
der Raum und die Zeit nicht diskret sind, ergibt sich also jeweils eine Erhaltungsgrofe.
Im Falle der Zeittranslations-Invarianz wird sie Energie genannt.

Nun macht es aber in der relativistischen Physik keinen Sinn, Raum und Zeit als sepa-
rierte Objekte zu betrachten, stattdessen fasst man sie zu einer so genannten Raumzeit
zusammen. Dieentsprechende Symmetrie ist nun die unter Raumzeit-Translation und
die resultierende Erhaltungsgrofie wird Energie-Impulstensor genannt.

Schauen wir uns zunéchst ganz allgemein das Wirkungfunktional S' eines skalaren Feldes
¢ auf einer n 4+ 1-dimensionalen, global hyperbolischen Raumzeit (M, g) mit Signatur
+ — —--- an. Es ist gegeben durch das rdumliche Integral iiber die Lagrangedichte £
des Feldes [14]:

S:/)W“xﬁ (2.1)
M
Fiir den Fall des massiven, skalaren Feldes ist die Lagrangedichte wie folgt gegeben:
1 af 2 2
L) = 5V/9@) (9" @) V,u6(@)Vu(x) = m?6(a)? - ER@)6(2))  (22)

Hierbei ist g(x) der Betrag der Determinante des metrischen Tensors ¢®%(x). Weiterhin
ist R die entspechende Skalarkriimmung, m die Masse und & eine dimensionslose Kon-
stante [14], auf die wir nicht weiter eingehen werden.

Ein Feld, das durch diese Lagrangedichte beschrieben wird, erfiillt die sogenannte kova-
riante Klein-Gordon-Gleichung!:

(O+m?+£ER)p =0. (2.3)

Der Operator O ist definiert durch O = ¢*#V,V 4 und heiBt (kovarianter) D’Alembert
Operator.

!Bewegungsgleichung des Klein-Gordon Feldes
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Der Energie-Impuls-Tensor ergibt sich aus Variation der Wirkung S nach der Metrik

gt zu
2 48

Twg= —4=—7—-
" V3 g (a)
Da in dieser Arbeit nur der (n+1)-dimensionale Minkowskiraum mit metrischem Tensor
1 betrachtet wird, wollen wir uns im Weiteren auf diesen Fall beschréinken. Im flachen
Raum geht (2.3) in
(O+m) = (1" 0ads +m2)$ = 0 (2.4)

iiber. Damit finden wir den folgenden Ausdruck fiir den Energie-Impulstensor? [14]:

1

1
Taﬁ = ¢,a¢,ﬂ - 577aﬂ77/\6¢),)\¢,6 + §m2¢277aﬁ (2'5)

Die jeweiligen Erhaltungsgrofien ergeben sich nun durch Integration der entsprechenden
Komponenten iiber den Raum. Insbesondere der Hamiltonoperator und der Impulsope-
rator des Feldes ¢ sind dann gegeben durch

H(t) = /d”x Too(t, ) (2.6)
Pit) = [ d's Tu(t.o). (27)
Mit dem oben angegebenen Energie-Impuls-Tensor geht man zur quantisierten Theo-

rie iiber. Dazu ersetzt man in (2.5) das skalare, klassische Feld ¢ durch das skalare
Quantenfeld ®, welches in der Fockraumdarstellung durch

B(t,2) = alt,a) + 0" () = [ du(p) (alp)e O 0" ()P (2s)
definiert ist. Hierbei haben wir die Abkiirzungen

dulp) = (2m) " b und wlp) = ol + 2 (29)

eingefiihrt. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfiillen dabei die Vertauschungs-
relationen

[a(p), a(q)] = [a' (p), a’(q)] = 0 sowie [a(p),a'(q)] = 2(27)"w(p)d(p — q). (2.10)

Der hier angegebene Prozess der Quantisierung ist jedoch nur dann ”verniinftig”, wenn
der Energie-Impuls-Tensor auf dem Vakuum verschwindet®. Dies wir durch die soge-
nannte Normal- oder Wickordnung erreicht. Anwendung der Normalordnung bestimmt
den sogenannten renormierten Energie-Impuls-Tensor 777"

2Bei gewihltem Koordinatensystem (z°) ist ¢ s die Kurzschreibweise fiir ¢ 5 = ;z%

3Durch von Null verschiedener Energiedichte, wire die Gesamtenergie aufgrund der Translationsin-
varianz des Vakuums nicht endlich.
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2.1 Die gemittelte Energiedichte

Dieser Abschnitt wir eine kurze Einfiihrung in das sein, was man unter einer gemittelten
Energiedichte versteht. Aus der Definition (2.5) des Energie-Impuls-Tensors 7}, ergibt
sich die Energiedichte Ty fiir das klassische Feld durch

1 n
Too = 3 <¢,02 + z; o7+ m2¢2> :
1=

Dieser Ausdruck ist eine positive Grofie, da er sich aus einer Summe von quadratischen
(reellen) Termen zusammensetzt. Diese Positivitédt bleibt, im Sinne der operatorwerti-
gen Distributionen, nach der Quantisierung des Feldes erhalten, da die Felder selbstad-
jungiert sind. Insbesonder ist die mit einer nicht-negativen Testfunktion verschmierte
Energiedichte dann positiv.

Der Vakuumerwartungswert der verschmierten Energiedichte ist jedoch von Null ver-
schieden und héngt von der gewéhlten Testfunktion ab. Verschmiert man jedoch die
renormierte Energiedichte Tj5" (¢, z) = :Tpo:(¢, z) folgt aus

(Q Tog" (X, 2) [2) = 0,

dass insbesonder die Differenz der beiden verschmierten Energiedichten von der Test-
funktion abhéngt. Dieses Eigenschaft ist essentiell fiir das Phénomen negativer Energie.
Wir betrachten in dieser Arbeit nur Energiedichten, die iiber einem beschrinktem Gebiet
O verschmiert sind.

2.2 Die zeitgemittelte Energiedichte

Wir wollen uns die zeitlich gemittelte Energiedichte anschauen. Das bedeutet, wir ver-
schmieren zeitlich, an einem fixierten Punkt im Raum. Ohne Beschréankung der All-
gemeinheit wihlen wir dazu den rédumlichen Ursprung. Aus der Definition (2.8) des
Quantenfeldes geht hervor, dass dies eine erhebliche Vereinfachung mit sich bringt. Den
damit stark verkiirzten Ausdruck fiir die Energiedichte wollen wir nun angeben.

Tgs" (t,0) = % / dp(p)du(q) (m* — w(p)w(q) — pg) e P D)g(p)a(q)
+ (m® + w(p)w(q) + pg) P Dai(p)a(g) + he. . (2.11)

Hierbei ist h.c. das Hermite’sch Konjugierte der anderen Summanden.

Wie schon im Vorhergehenden bemerkt, ist die Energiedichte eine operatorwertige Dis-
tribution, was aus der Tatsache folgt, dass auch das Quantenfeld eine solche ist. Ope-
ratorwertige Distributionen ordnen jedem Element des Raumes der Testfunktionen Cg°
einen Operator zu. In unserem Fall sind es Operatoren auf einem Hilbertraum, dem
Fockraum.

Fiir das zeitliche Verschmieren einer observablen Gréfle, benttigt man eine reelle Funk-
tion f : R — R} aus dem Raum der Testfunktionen C§°(R). Diese bestimmt dann einen
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Operator T}, der die Energiedichte in einem kompakten Gebiet suppf € M%}lk mit der

Gewichtung f beschreibt:

e}

Tf:/oo dt Too(,0)f(t) und Tfe":/ dt To™ (1, 0)f (¢)

oo _
Man sieht, dass in der verschmierten Energiedichte, vermoge der Exponentialfunktion in
(2.11), die Fouriertransformierte der Testfunktion f auftaucht. In dieser Arbeit wéhlen
wir fiir diese die Konvention

o0

fo)= [ daesme.

—0o0

Es macht offensichtlich Sinn die beiden Funktionen R, () : R" x R® — C einzufiihren:
Rpa) = [ dtfOR(p.0)

= /OO dtf(t) (m2 — w(p)w(q) — pq) e~ it(w(p)+w(q))

—00

= (m® —w(p)w(q) — pa) f(w(p) +w(g)) (2.12)

avo - | () Q. )

o

= /_OO dtf(t) (m2 +w(p)w(q) + pq) eitw(p)—w(q))
= (m® +w(p)w(q) +pa) f(w(@) —w(p)). (2.13)

Benutzt man diese beiden Funktionen um die zeitgemittelte und renormierte Energie-
dichte anzugeben, ergibt sich der Ausdruck:

Ty = % / dp(p)du(a) a*(p)R(p, 9)a”(q) + 24" (p)Q(p, g)alq) + a(p) R(p, @)a(q)-

Verkiirzt wollen wir )
T = 3 (a*Ra* + 2a*Qa + aRa) (2.14)

schreiben. Es sei bemerkt, dass die beiden Funktionen R(p,q) und Q(p,q) dann als
Integralkerne der Operatoren R und @ verstanden werden. Um diese in Abhéngigkeit
der Testfunktion f zu analysieren, werden wir zunéchst die beiden Funktionen R(p, q)
und Q(p, q) untersuchen, um spéter Aussagen iiber die beiden Operatoren machen zu
konnen.

Da jede Funktion f eindeutig in eine gerade Funktion f*, mit f*(t) = f*(—t) und eine
ungerade Funktion f~, mit f~(t) = —f~ (—t) zerlegt werden kann, sodass f = f*+ f~,
wollen wir die jeweiligen Félle ”4” und ”—” separat untersuchen.
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Lemma 2.1. Es gibt eine eindeutige Zerlegung von R(p,q) und Q(p,q), sodass

R(p,q) = R*(p,q)+iR (p,q)
Qp.q) = Q(p,q) +iR (p,q).

Dabei sind RT (p, q) und Q*(p,q) rein reell und hingen nur von f+ ab.

Beweis. Da f eine reelle Funktion ist, gilt fiir ihre Fouriertransformierte f(w),

Mit f* ist auch fgr(w) eine gerade Funktion und es gilt

~ ~

fHw) = fH(w),

also

R*(p,q) = R*(p,q) und Q*(p,q) = Q" (p, q).
Analog folgt fiir f—, dass

iR~ (p,q) = —iR™ (p,q) und iQ~ (p, q) = —iQ ™ (p,q).
0

Ubertragen wir diese Resultate auf die Eigenschaften der Operatoren R und Q, so
folgt fiir die Energiedichte:

1 R
T - L a>(g Q)(;)
b (T BTE)(E) e

Zusammenfassend wollen wir die Operatoren H und H,., angeben, welche die Kerne
der quadratische Operatoren sind, die der verschmierten Energiedichte entsprechen.

H_(Q R>_<Q++ZQ_ R+_"R_) (2.16)

R O RT +iR~ Qt —iQ~
e Q R (Q*+iQ) R*—iR
9 2(Q* +iQ~ — iR~
Hren:( R 0 > :( R++Z.R_ 0 ) (217)

Weiterhin wollen wir uns anschauen, was mit H, respektive H,..,, passiert, wenn f gegen
die konstante 1-Funktion geht.

Lemma 2.2. Konvergiert die Funktion [ adiabatisch gegen die konstante 1-Funktion,
so verschwinden die nebendiagonalen von H und H"". Es gilt insbesondere

) Ey O . 2Fy O
1 H = d 1 H"™™ = . 2.18
o, <o Eo> und Hm, ( 0 o) (2.18)

Mit einem nichttrivialen Operator Ey.
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Beweis. Diese erste Aussage ist identisch mit der Aussage, dass R und damit R(p,q)
verschwinden. Fiir m > 0 bekommen wir

lim R(p,q) = lim R*(p,q) = (m?—w(pw(q)— /OO de—it@®)+(@)
s R(p.q)= lim R*(p.a) = ( (w)(a) =pa) |
= 2m6(w(p) +w(q)) (m* — w(p)w(q) — pq)
0
>

Dem letzten Term kann man ansehen, das R(p,q) im masselosen Fall veschwindet. In
analoger Weise folgt fiir den Integralkern von @,

lim Q(p.q) = lim QT (p.q) = (m?+ . /OO Jte—it®)—(@)
pim () f(t)qu (p:q) ( w(p)w(q) + pq) | dte

= A4rd(w(p) —w(q)) (m2 + w(p)2 +PQ)
=: FEo(p,q), (2.19)

Wobei Ey(p, q) dann den Integralkern von Fy definiert. O



Kapitel 3

Das Infimum des Spektrums

In diesem Kapitel bearbeiten wir die Kernaussage der vorliegenden Arbeit. Dazu wihlen
wir die Sprache der Algebraischen Quantenfeldtheorie [15, 16].

Ohne auf die Quantenungleichungen einzugehen, werden wir ganz allgemein diskutie-
ren, wie man das Infimum eines Spektrums, soweit es existiert, bestimmen kann. Dazu
definieren wir den folgenden Begriff:

Definition 3.1. Sei T ein selbstadjungiertes Element einer *x-Algebra. Existiert der
Wert

pT = )1\1611%{)\ S U(T>}7

so nennen wir ihn die optimale untere Schranke von o (7).

Existiert eine optimale untere Schranke, so sagt man T, respektive o(T'), sei von
unten beschrankt.
Wir betrachten der Einfachheit halber im Folgenden immer eine unitale *-Algebra (I

3.1 Ansatz zur Bestimmung des Infimums eines Spektrums

Um das Infimum pp eines gegebenen Spektrums o(7') zu bestimmen, schauen wir uns
zuerst an, wie die Zustéinde Z auf (I mit dieser Grofie zusammenhéngen.

Sei dazu w € Z ein Zustand auf der x-Algebra (. Die Definition der optimalen unteren
Schranke impliziert dann, dass

w(T) = //\ dp 7 (N) > 522 SUpp fw, T = PT- (3.1)

Es gibt insbesondere Operatoren, fiir die man keine Zustinde findet, die Gleichheit in
3.1 liefern. Dazu sei hier ein Beispiel angegeben.

Beispiel 3.2. Wir betrachten ein Teilchen mit einem Freiheitsgrad in der Hilbertraum-
Darstellung L?(R, C) und dem quadrierten Impulsoperator. Dieser is in der Ortsdarstel-
lung durch p? = —a% gegeben. Aus dem Spektrum o(p) = R kénnen wir sofort bestim-

men, dass o(p?) = [0, 00). Offensichtlich haben die verallgemeinerten Eigenzustinde! die

!Sie sind nicht aus L*(R, C).
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Form ) (z) o eP*. Durch Kombinationen dieser kann man nur Zustéinde mit p? € (0, o00)
konstruieren. Der Grundzustand zu p? miisste die Form 9y oc az +b ¢ L?*(R) haben, die
aber nicht normierbar ist.

Nun wollen wir zunéchst versuchen, das Infimum aus Definition 3.1 fiir nur einen
Zustand w zu finden.

Definition 3.3. Das Teilspektrum von 7' beziiglich w ist durch

0lu(T) = supp fio,T

definiert. Das Infimum von |, (7) sei durch pr|, gegeben.
Eines der zentralen Ergebnisse in dieser Arbeit, ist der folgende Satz:

Satz 3.4. Sei T € (0 ein selbstadjungiertes Element der unitalen *-Algebra U, dessen
Spektrum von unten beschrinkt ist. Fiir einen Zustand w auf O gilt

1
— Tim —— —BT
prlw = 611_1}010 3 Inw (e ) . (3.2)

Die Konsequenzen, die sich nachher in der Bestimmung von pr, durch diese Ein-
schrinkung auf o(7')|, ergeben, wollen wir spiter diskutieren. Zuvor zum Beweis des
Satzes.

Beweis von Satz 3.4. Wir werden diesen Satz in zwei Schritten beweisen. Zuerst zeigen
wir, dass der rechte Ausdruck von (3.4) wohldefiniert ist, wenn es ein endliches pr|,
gibt. In einem zweiten Schritt zeigen wir dessen Konvergenz gegen pr|,.

Aus der Normiertheit des Spektralmafies folgt, dass es zu jedem 1 > € > 0 ein > pr|y
geben muss mit

Dann gibt es insbesondere ein 3y, sodass

¢
8> o= / Ao () =

ple

R
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folgt. Nun wissen wir, dass damit fiir 8 > Gy

0 ¢ o0
/ e Pdpyr(\) = / e Pdpg, (N —I-/ e P dpg, (N
prlw prlw

¢
>0
¢
> / e_ﬁ)\duw,T<)‘)
pT|w
8¢ / ¢ 00 )
= e e "V dpg, (A
pT‘w 21
¢
> e_gg/ dpt, 7(N)
pT‘w
1
> e A 3.3
3 (3-3)

Andererseit ist fiir ein p < pp
o o0 1
/ e dum(\) < / e Prdy = Ee‘ﬁ”-
ple P

Insgesamt haben wir damit die folgende EinschlieBung gezeigt:

1 1
—BC</ By N < Le B0 fir 5 >

e e w < -—e ir .
3 S w,1) (A) 3 Bo

Damit ist insbesondere der Ausdruck

1 1
lim —=1 —BT) = lim — =1 —Br g \). 4
P R (e ) G B a(T)e Hun () B4

wohldefiniert. Im Grenzwert fiir f — oo erhalten wir?:

p < ﬂli_}n;o—;lnw (e*ﬁT) <.

Womit der erste Teil unseres Beweises abgeschlossen ist. Nun bleibt noch zu zeigen, dass
der gegebene Ausdruck wirklich gegen pr|, konvergiert.

Dazu erinnern wir uns zunéchst an die Definition der p-Norm ||-|, ,, beziiglich eines
Mafles p. Mit dieser kbnnen wir schreiben

1
1 B 7
lim ——Inw(e ) = —In lim / ‘6_)\‘ dpt( Ty (A
Jim = ( ) Bém[ " fi(w,1) (A)
= —In lim He*)‘H . (3.5)
B—o0 Boli(w, )

2Wir wollen dazu anmerken, dass limg_. —% ln% = —1In1l =0 ist.
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Nun kann man zeigen®, dass fiir einen endlichen MaB-Raum (£, A, u), fiir eine A-
messbare, reel- oder komplexwertige Funktion f auf Q2 gilt:

pli{jgo ||f||p,u = ||f||oo7u : (36)

Daraus folgt dann insbesondere mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion,

1
lim —=lnw (eiﬁT) = —lnHe*AH
B—00 /6 OO, (w,T)
= —In sup{e A\ € supp du, 7}
= pr|w.
Womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Bemerkung 3.5. Dieser Satz kann analog fiir ein von oben beschrinktes Spektrum o (7")
benutzt werden. Dazu muss lediglich der Grenzwert fiir § — —oo betrachtet werden.

Um einen Einblick zu bekommen, wie wir dieses Verfahren anwenden, geben wir ein
Beispiel aus der Quantenmechanik.

Beispiel 3.6. Wir wollen den niedrigsten Eigenwert des Harmonischen Oszillators be-
stimmen. Dazu nutzen wir die Standarddarstellung. Es seien also |n) die Eigenkets des
Anzahloperators N = a'a. Sei weiterhin [¢) = Y, _; a,, [n) ein normierter Vektor, es gilt
also ) .cr lan|* = 1. Zudem fordern wir, dass I minimal ist, es also kein n € I C N gibt
mit a, = 0. Der Hamiltonoperator fiir den quantenmechanischen Oszillator ist gegeben
durch H = N + % Man kann ablesen, dass

o(H)ly = {i+ 5 i€ T},

Damit berechnen wir den Erwartungswert von e~ wie folgt.

Wle ) = Y aay (il e PV k)

i,kel
-8B
= e Y auay (i|e " |k)
i,kel
= 7 Z |ag|* e=7F
kel

€(0,1] fiir 3>0

Der Wert 0 wird von der Summe aufgrund der Normierungsbedingung von [¢)) nicht
angenommen und sie nimmt genau dann den maximalen Wert 1 an, wenn [¢) = |0) ist.

3Siche dazu [17].
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Mit dem oben bestimmten Erwartungswert kann man nun Satz 3.4 anwenden und es
ergibt sich

1
= lim ——1In ,e*ﬁH
puly = Jim =S In(w.e )

1 . 1 2 Bk
= —+ lim ——an|ak| e’

2 e B
1
1 7
= g Injm (Zlakﬁeﬁ’“)

kel

1 1
= =~ —Insupe ¥ == +infk,
2 kel 2 kel

wie man auch erwartet héitte.

An diesem Beispiel sieht man, dass unser Verfahren sicherlich zum Erfolg fiihrt, wenn
es einen Grundzustand* |0) gibt und der gewihlten Zustand |), nicht orthogonal zu
diesem ist, also (1/|0) # 0 gilt.

Beispielsweise die kohdrenten Zustinde |a), durch

la) = e~ zlalgaa” 0) .

definiert, erfiillen diese Eigenschaft immer. Dass Satz 3.4 auch fiir Beispiel 3.2 zum
richtigen Ergebniss fithrt, wollen wir hier kurz berechnen.

Beispiel 3.7. Der 1Eiznfachheit halber betrachten wir dieses Beispiel im Impulsraum.
Es sei ¥(p) = Ne 2P| mit einer geeigneten Normierungskonstanten A/. Dann ist der
Erwartungswert von e 7" durch

2 2
Jﬂﬁ/dpe_p =(1+0)"

=

(Wle™"g) = N*? / dp e P =
gegeben. Also folgt aus Satz 3.4 fiir die untere Schranke des Spektrums von $?, dass

1 2 1
= lim ——1 ) = lim — In(1 =0.
prle = Jim 5 n{yle™™ ) = lim_ 55 n(1+p)
Damit ist der gegebene Zustand ¢ fiir die Bestimmung der optimalen unteren Schranke

auf ganz o(p?) hinreichend gewesen. Wie allerdings in Beispiel 3.2 gezeigt, gibt es keinen
Zustand in L?(R, C) zu diesem Spektralwert.

Wir haben bisher gesehen, dass die Wahl des Zustandes fiir den wir Satz 3.4 anwen-
den, entscheidend dafiir ist, dass unser Verfahren zum Erfolg fiihrt.

4In unserem Beispiel existiert er.
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3.2 Anwendung in der lokalen Quantenfeldtheorie

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass der Vakuumzustand in der lokalen Quanten-
feldtheorie geeignet ist, um mit Satz 3.4 die optimale untere Schranke eines Spektrums
zu bestimmen. Sei dazu Ny eine mit dem beschrinkten Raumzeit-Gebiet O assoziierte
von Neumann-Algebra lokaler Observablen.

Nun ist aber beispielsweise die verschmierte Energiedichte, ein unbeschrankter Opera-
tor. Solche kénnen aber insbesondere nicht Element einer von Neumann Algebra sein.
Dennoch gibt es eine Moglichkeit, solch einen Operator an eine von Neumann Algebra
anzugliedern 7, 8].

Definition 3.8. Sei A eine von Neumann-Algebra iiber einem Hilbertraum H. Einen
abgeschlossenen Operator T' auf ‘H nennen wir affilizert zu N, kurz Tn/N, wenn

N'D(T) C D(T) und N'T C TN VYN’ € N'.

Von zentraler Bedeutung fiir den Zusammenhang einer von Neumann Algebra (loka-
ler Observablen) und eines dazu affiliierten unbeschrénkten Operators ist das folgende
Lemma [18].

Lemma 3.9. Sei T ein abgeschlossener Operator auf dem Hilbertraum H, mit Polar-
zerlegung T = U |T| und N eine von Neumann-Algebra iber H. Aus TnN folgt dann,
dass sowohl U als auch die Spektralprojektoren Eip|(A) von |T| in N liegen.

Sei A, ein offenes Intervall aus R mit pr € A,,.. Fiir einen positiven Operator T,
kann man mit Hilfe des Spektralprojektors® Ep(A,,.), die folgende Aussage machen:

Lemma 3.10. Sei T der selbstadjungierte Abschluss eines positiven Operators auf ei-
nem Hilbertraum H. Ist T affilisert zu einer von Neumann-Algebra N'(H), so ergibt sich
folgender Zusammenhang zwischen einem Zustand w auf N (H), sowie den Spektralwer-

ten pr, prlo -

w(BEr(Bpr)) > 0= prle = pr (3.7)
Beweis. Aus w(E7(A,,)) > 0 fiir ein beliebiges, offenes A, folgt

pr = inf{A€o(T)} € olu(T)
Da aber per Definition o|,(T) C o(T) ist, folgt pr|. = pr. O

Dies bedeutet also, dass Satz 3.4 fiir einen Zustand w, der die linke Seite von (3.7)
erfiillt, das Infimum des gesamten Spektrums o(7") liefert.
Dass solch ein Zustand fiir Operatoren einer lokalen von Neumann-Algebra durch das
Vakuum gegeben ist, wollen wir mithilfe eines Satzes von Reeh und Schlieder zeigen [19].

Es ist BEr (R/(A, No(T))) = 0.
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Satz 3.11 (Reeh-Schlieder). Das Vakuum Q € H ist ein separierender Vektor fir die
von Neumann-Algebra No(H).

Also sind insbesondere alle Vakuumerwartungswerte der Projektionsoperatoren Er(A,,.)
von Null verschieden:
wa(Br(Dpp)) > 0.

Zusammenfassend formulieren wir den folgenden Satz.

Satz 3.12. Sei T € (0 ein positiver, selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum
H. Dann existiert fiir den Vakuumzustand w der Grenzwert

1
= lim ——lnw (e*ﬁT)
T s T3
und beschreibt die optimale untere Schranke des Spektrums von T'.

Beweis. Folgt aus dem Vorhergehenden. O

Insbesondere gilt dies natiirlich fiir die auf einem beschrénkten Gebiet O verschmierte
Energiedichte.

Bemerkung 3.13. Fiir den Fall, dass T einem (lokalen) Hamiltonoperator entspricht,
kann dieser Ausdruck als freie Energie des Systems, bei verschwindender Temperatur,
betrachtet werden.
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Kapitel 4

Quantenungleichungen

4.1 Einfiihrung in die Quantenungleichungen

Wie schon in der Einleitung bemerkt, ist der Begriff Quantenungleichungen im Jahre
1978 durch die Arbeit von L. H. Ford [2] entstanden. Ausgangspunkt dieser, ist die von
H. Epstein, V. Glaser und A. Jaffe [1] aufgezeigte Moglichkeit des Auftretens lokaler, ne-
gativer Energiedichte in der Theorie quantisierter Felder. Es wurde gezeigt, dass sowohl
die punktweise, als auch die mit einer Testfunktion verschmierte Energiedichte keine
positive Grofle ist. Ford argumentierte in seiner Arbeit zunéchst mit einem negativen
Energiefluss. Das bedeutet, dass sich die Energie entgegen der Ausbreitungsrichtung der
entsprechenden Welle bewegt!. Eines der Standardbeispiele fiir die Produktion eines
solchen Flusses, ist der sogenannte moving mirrow in der zweidimensionalen Raumzeit.
Es wurde von S.A. Fulling und P.C.W. Davies gezeigt [20, 21], dass ein Spiegel dessen
Beschleunigung zunimmt, einen negativen Energiefluss abstrahlt. Jedoch ist die Gesamt-
energie, die abgestrahlt wurde wieder positiv, wenn der Spiegel sich in Vergangenheit
und Zukunft mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

Ford diskutierte in seiner oben angesprochenen Arbeit ’Quantum coherence effects and
the second law of thermodynamics’ die Moglichkeit, solch einen negativen Energiefluss
zu nutzen um einem Korper Wirme zu entziehen. Dazu miisse man lediglich den Strahl
negativer Energie auf ihn richten. Folglich wiirde der Korper sowohl Energie als auch
Entropie verlieren, was aber einer Verletzung des zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-
mik gleich kdme. Makroskopisch jedoch, wiirde er nicht verletzt werden, wenn der Fluss
F' an negativer Energie, der Ungleichung

[Fl S (4.1)

unterliegt. Dabei ist 7 die charakteristische Zeitskala, in der die negative Energie ab-
sorbiert wird. Ford argumentierte wie folgt: Die iibertragene Menge negativer Energie
ist von der Gréfienordnung AE ~ |F| 7. Obliegt der Fluss F' jedoch der Ungleichung

'Ein #hnliches Phinomen ist der sogenannte probability backflow, bei dem ein Teilchen sich mit
einem bestimmten Impuls in eine Richtung bewegt, die dem ”Fluss der Aufenthaltswahrscheinlichkeit”
entgegengesetzt ist.
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(4.1), so ist die negative Energie durch das entsprechende Zeitintervall beschrinkt und
es gilt AE < ¢!, Dieses ist jedoch weniger als die Energieunschiirfe AE > ¢t~1 in dieser
Zeitskala zuldft. Damit findet also weder eine makroskopische Energie- noch Entropie-
abnahme statt.
Etwas prézisere Quantenungleichungen wurden zunéchst fiir den Energiefluss formu-
liert [22] und konnten spéter von Ford und Roman fiir die Energiedichte von skalarem
und elektromagnetischem Feld angegeben werden [23, 24]. Dabei betrachtet man die,
mit einer normierten Testfunktion f verschmierte Energiedichte 7. Die Quantenunglei-
chungen sind dann gegeben durch eine untere Schranke der Erwartungswerte fiir eine
bestimmte Klasse von Zustinden. Die zuerst analysierte Gewichtsfunktion war durch
die (normierte) Lorentz’sche Funktion L gegeben:
T

L(t) = T 7> 0.
Dabei ist 7 die entsprechende Zeitskala. Es wurde gezeigt [25], dass mit dieser Funk-
tion, fiir das massive, skalare Feld im vierdimensionalen Minkowskiraum die folgende
Quantenungleichung fiir eine Grofie Klasse von Zustdnden ) gilt:

(TrL)y > G(2mr).

- 32m2r4
Die Funktion G ist dabei unabhiingig vom Zustand 1, positiv, auf Rt strikt abfallend
und stetig mit G(0) = 1.

Von Interesse sind aber viel allgemeinere und genauere Quantenungleichungen. Gemeint
ist damit, dass sie nicht nur fiir eine grofie Klasse von Zustdnden gelten sollten, sondern
auch fiir eine grofle Klasse von Gewichtsfunktionen und in beliebigen Dimensionen. Im
Besonderen will man natiirlich die optimalen Quantenungleichungen bestimmen, also
solche, bei denen auch Zusténde existieren, deren Erwartungswert der optimalen un-
teren Schranke beliebig nahe kommen. Ein erster Schritt in diese Richtung wurde von
E.E. Flanagan [26, 27] mit Erfolg fiir das masselose konforme skalare Feld gemacht.
Er konnte fiir diesen Fall die Quantenungleichungen sowohl fiir eine grofie Klasse von
Testfunktionen formulieren, als auch die optimale untere Schranke angeben. Die zentrale
Idee in seinem Ansatz ist, den gemittelten Energie-Impuls-Tensor durch eine Bogoliubov-
Transformation von einer quadratischen Form in eine normalgeordnete Form zu bringen.
Der Vakuumerwartungswert stellt dann die optimale untere Schranke pp, fiir die mit f
verschmierte Energiedichte, dar. Sie wurde von Flanagan durch den Ausdruck

optimal B _i (f/<t))2
(Trle = pry=—5- Suppfdt O

angegeben. Fiir diese Quantenungleichung kann f eine beliebige, glatte und positive
Funktion sein, fiir die das obige Integral existiert. Leider ist es nicht moglich den Ansatz
von Flanagan auf den massiven Fall oder andere Dimensionen zu verallgemeinern, da er
sehr von den konformen Eigenschaften der Theorie abhingt.

Den bisher erfolgreichsten Ansatz um Quantenungleichungen in beliebigen Dimensionen
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und fiir eine grofle Klasse von Zustdnden und Gewichtsfunktionen zu gewinnen, fanden
C.J. Fewster und S.P. Eveson [28]. Sie zeigten, dass fiir das massive, skalare Feld im
n + 1-dimensionalen Minkowskiraum, die Quantenungleichung

L[ d"(p) Y 2
ory = =5 [ o [ G [P+ (42)

fiir die mit der Funktion f(t) verschmierten Energiedichte gilt. Allerdings ist bekannt,
dass dieser Ausdruck nicht die optimale untere Schranke beschreibt. Im Grenzwert ver-
schwindender Masse gibt der Vergleich mit dem Resultat von Flanagan eine um den
Faktor % schlechtere untere Schranke. Dennoch findet der von Fewster und Eveson be-
nutzte Ansatz sehr viel Verwendung und konnte auf allgemeinere Fille, als das massive
skalare Feld im n + 1-dimensionalen Minkowskiraum, angewandt werden. Dazu gehoren
beispielsweise die Verallgemeinerung auf statische Raumzeiten [29] oder fiir den Elek-

tromagnetismus [30].

Bemerkung 4.1. Wir wollen an dieser Stelle noch bemerken, dass es Quantenfeldtheorien
gibt, welche keine Energie-Quantenungleichungen erfiillen. Eine kurze Diskussion und
Referenzen dazu findet man am Ende des Abschnittes 3 von [31].

4.2 Eigenschaften und Anwendung der Quantenungleichun-
gen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Quantenungleichungen, respek-
tive der optimalen unteren Schranke diskutieren.

Aus der Tatsache, dass der Vakuumerwartungswert der renormierten Energiedichte per
Definition in jedem Punkt verschwindet, kénnen wir eine ”lokale” Aussage iiber die op-
timale untere Schranke machen. Sie muf} eine nicht-positive Grofle sein, da sonst ein
Widerspruch zu oben Genanntem besteht. Wurde die Energiedichte mit einer Testfunk-
tion verschmiert, die einen kompakten Tréger besitzt, wissen wir sogar, dass die optimale
unter Schranke negativ sein muss. Dies folgt aus dem Satz von Reeh und Schlieder.
Auch wenn in den betrachteten Quantenfeldtheorien, die gemittelte Energiedichte nicht
unbedingt eine positive Gréfle sein muss, so ist die Gesamtenergie jedoch eine nicht-
negative Grofle. Das bedeutet, dass jede optimale untere Schranke pr, im adiabatischen
Limes f — 1, identisch Null sein muss.

}lgll pry =0 (4.3)

Diese Eigenschaft wird als Gemittelte Schwache Energie-Quantenungleichung bezeich-
net [23]. Um moglichst allgemeine Quantenungleichungen zu betrachten, ist es weiterhin
von Noten, dariiber nachzudenken, fiir welche Klasse von Glattungsfunktionen diese
gelten. In der vorliegenden Arbeit gehen wir der Einfachheit halber immer von glatten
Testfunktionen mit kompaktem Trédger aus. Diese Bedingung kann in gewisser Weise
abgeschwicht werden. In der Arbeit von Fewster und Eveson beispielsweise wurden
Resultate angegeben, die fiir schnellfallende Funktionen gelten. Auch die Eigenschaft
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der Funktionen unendlich oft differenzierbar zu sein, kann bis zu einem gewissen Grad
abgeschwécht werden. Doch ist auch bekannt, dass beispielsweise die charakteristische
Funktion eines kompakten Intervalls, also insbesondere eine unstetige Funktion, keine
Quantenungleichungen erlaubt. Eine weitere Forderung neben der Stetigkeit ist die Fi-
genschaft der Glattungsfunktionen, hinreichend schnellfallend zu sein. Zudem zu beach-
ten ist der Bereich in dem man die Energiedichte verschmiert. Wérend fiir die zeitartige
Verschmierung, Quantenungleichungen in einer gewissen Allgemeinheit angegeben wer-
den konnen, ist dies in der raumartigen Mittelung in analoger Form nicht méglich. L.H.
Ford, A.D. Helfer und T.A. Roman konnten im vierdimensionalen Minkowskiraum ein
explizites Gegenbeispiel dafiir konstruieren, dass Quantenungleichungen fiir eine raum-
artig verschmierte Energiedichte existiert [32].

Nachdem wir nun umrissen haben welche Eigenschaften den Quantenungleichungen zu-
grunde liegen, gehen wir nun kurz darauf ein, inwiefern sie das Phéinomen der negativen
Energie beschreiben. Im letzten Abschnitt hatten wir bereits besprochen, dass der Betrag
an negativer Energie AF durch dass charakteristische Zeitintervall 7 begrenzt ist. Im
Allgemeinen haben die Quantenungleichungen fiir die mit g verschmierte Energiedichte
pg in einer d-dimensionalen Raumzeit die Form

C

mit einer positiven Konstante C, die sowohl von von der Funktion g, als auch von der
Dimension d abhéngt. Darauf aufbauend, konnten Ford und Roman zeigen [33], dass ein
Impuls negativer Energie, nach einer charakteristischen Zeitskala, nicht nur kompensiert,
sondern iiberkompensiert wird. Dieses, als Quantenzins bezeichnete Phénomen ist aus
folgenden Griinden ersichtlich. Sei die Energiedichte p(t) gegeben durch einen Puls an
negativer, gefolgt von einem Puls positiver Energie. Letzterer muss wenigstens einen
Ausgleich der Energiebilanz sichern. Solch eine Energiedichte ist durch

p(t) = B[~6(t) + (L+€)5(t —T)], €>0

gegeben, wobei 7' nun ein bestimmter Zeitparameter ist. Es wurde von Ford und Roman
unter Anderem gezeigt, dass fiir ¢ — 0 auch B — 0 gehen muss, also das Auftauchen
negative Energie immer eine Uberkompensation mit sich zieht. Dieser Quantenzins, ge-
geben durch ¢, steigt mit Dauer und Stérke der negativen Energie.

Anwendung finden die Quantenungleichungen natiirlich bei allen Phinomenen, die auf
negativer Energie beruhen. Neben den Zusammenhéngen mit der Thermodynamik, die
von C.J. Fewster und R. Verch weiter vertieft wurden [34], konnten auch ganz andere
Phénomene in Betracht gezogen werden. So hat beispielsweise P. Marecki gezeigt [35],
wie die Quantenungleichungen in der Quantenoptik angewandt werden koénnen. Er zeig-
te, dass den Fluktuationen der elektrischen Feldstérke, durch die Quantenungleichungen,
gewisse Grenzen gegeben sind. Zustédnde wie die sogenannten ’Squeezed States’, konnen
also nicht in beliebiger Willkiir erzeugt werden.

Weiterhin findet negative Energie sehr viel Anwendung in den sogenannten ”Designer
Raumzeiten”. Ford und Roman haben beispielweise zeigen konnen [36], dass die Exi-
stenz makroskopischer, durchquerbarer ” Wurmlocher” extrem unwahrscheinlich ist.
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Auch Untersuchungen hinsichtlich des von M. Alcubierre vorgeschlagenen ”Warpan-
triebs” [37] wurden getéitigt. Doch auch in diesem Fall konnte von M.J. Pfenning gezeigt
werden [38], dass die Konstruktion eines solchen extrem schwierig ist. Zudem wiirde die
Reise mit einer ”Warpblase” in der Grofle eines Menschen, schon in Geschwindigkeiten
unterhalb der Lichtgeschwindigkeit, undenkbar viel Energie verbrauchen.

4.3 Optimierung der Quantenungleichungen

In diesem Abschnitt werden wir unsere Ergebnisse auf die verschmierte Energiedichte
anwenden. Dazu besprechen wir im Wesentlichen zwei Punkte. Zuerst schauen wir uns
an, was auf der Basis der bisher gewonnenen Kenntnisse iiber verschmierte Energiedich-
ten und deren Quantenungleichungen ausgesagt werden kann und inwiefern das von uns
vorgestellt Verfahren zum Erfolg fiihrt.

In einem weiteren Schritt werden wir uns speziell die zeitgemittelte Energiedichten an-
schauen und diese Resultate in einem letzten Schritt mit denen von Fewster und Eveson
vergleichen.

Aus Kapitel 3 ist bekannt, dass wir mit Satz 3.4 dann die optimale untere Schranke des
Spektrums finden, wenn der untersuchte Operator aus einer lokalen Algebra ist. Dieses
ist insbesondere der Fall, wenn wir die Energiedichte mit einer Testfunktion f € Cg°
verschmieren.

Proposition 4.2. Sei 17" die mit der Testfunktion f € C§° in der Raumzeit ver-
schmierte, renormierte Energiedichte. Ist T3 von unten beschrinkt, so ist

1 Ten
— i o —BT
pTyen = lim ﬂlnw (e f )

B—o0
wohldefiniert und beschreibt das Infimum des Spektrums von T}"‘m.

Diese Aussage, dass es die optimale untere Schranke ist, beruht auf einem Satz von
Reeh und Schlieder. Fiir den Fall einer Testfunktion mit nichtkompaktem Triiger?, ist
die Aussage eingeschrinkt und man kann nur eine obere Schranke der optimalen unteren
Schranke angeben.

Proposition 4.3. Sei 15" die mit der Testfunktion f € 8§/C§° in der Raumzeit ver-
schmierte Energiedichte. Ist T von unten beschrinkt, so ist

1 _ ren
0> lim fBlnw (e AT} ) > pTen,

p—o0

mat pTen dem Infimum des Spektrums von T}"e”.

Diese Ergebnisse konnen wir mithilfe der eingefiihrten selbstdualen Algebra in etwas
konkretere Form bringen. In den Kapiteln 1 und 2 hatten wir gesehen, dass die ver-
schmierte Energiedichte durch einen quadratischen Operator einer selbsdualen Algebra

2Raum der Schwartz Funktion $.
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Osp dargestellt werden kann. Vermoge des Isomorphismus ap wollen wir diese beiden
Objekte miteinender identifizieren. Wir schreiben also

1
Tj" = ap(;B"H'"B).

Nun wissen wir aus Proposition 1.24 in Kapitel 1, dass unter diesen Umsténden Propo-
sition 4.2 dquivalent zu folgender Aussage ist.

Proposition 4.4. Sei Ty = ap(3B*HB), die mit der Funktion f € C§° in der Raumzeit
verschmierte ”nicht-renormierte” Energiedichte. Ist T}e" von unten beschrdankt und hat
f einen kompakten Triger, dann ist der Grenzwert

1 1
pT}“en = 5 tll{glo tI'P In (PetH@PeftPH@PP) t (45)

wohldefiniert und beschreibt das Infimum des Spektrums von T}’en.

Gleichfalls gibt es zu dieser, eine zu Proposition 4.3 analoge Formulierung.
Der Ausdruck 4.5 kann zudem in einer etwas anderen Formulierung angeben werden.
Dazu nutzen wir die Dyson-Reihe [39, 40], genauer gesagt die Dyson-Reihe der euklidi-
sche Quantenfeldtheorie.
Fiir einen Operator
A=Ay + B

ist die Dyson-Reihe durch
e tA — T,geftf dt" B(t") p—tAo it B(t) = et4o Be—tAo

gegeben. Dabei ist T; der Zeitornungsoperator beziiglich des Parameters t. Nimmt man
im Rahmen der selbstdualen Algebra ein Zerlegung von HO vor, sodass Ay mit P
kommutiert, bekommen wir den Ausdruck

PetH@Pe—tH@P _ PGtAO+BP6_PA0P — P,I;gefg dt’ B(t)etAOPe—tAOP _ PTtefot dt’ B(t)P,

als eine weitere, alternative Formulierung von Proposition 4.4:

Proposition 4.5. Sei Ty = O[p(%B*HB), die mit der Funktion f in der Raumzeit
verschmierte nicht-normierte Energiedichte. Sei T }6" von unten beschrdnkt, mit f € C§°.
Wihle HO = Ayg+B mit PAy = AoP. Dann ist der durch die zeitgeordnete Dyson-Reihe
gegebene Ausdruck

1 s
pw,Tfre" = 5 thm trp In PTtefOt i’ B(t )P

— 00
mit
B(t) = et Bet4o
wohldefiniert und beschreibt das Infimum des Spektrums von Ty.

Diese Darstellung hat einen Besonderen Aspekt, auf den wir hier kurz eingehen wol-
len. Der Operator Ag, welcher im Sinne der eigentlichen Verwendung der Dyson-Reihe,
die Rolle des freien Hamilton-Operators spielt, ist auch in dieser Theorie der ”freie”
Operator. Gemeint ist damit, dass der Effekt der negativen Energie eben nicht durch
die Diagonalelemente® der verschmierten Energiedichte erzeugt wird, sondern durch die

3Diagonal bedeutet in diesem Zusammenhang, dass der Operator mit P kommutiert.
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nebendiagonalen Elemente. Diese wirken immer zwischen Zusténden verschiedener Teil-
chenzahl.

Abschlieend wollen wir eine etwas konkretere Rechnung machen um die Resultate von
Fewster und Eveson zu bekommen. Aus Kapitel 2 wissen wir, dass in diesem Fall der
zeitgemittelten Energiedichte ein Operator der Form

H= @ R
R Q
Wie wir aber bereits im Vorhergehenden bemerkt hatten ist die nicht-renormierte, zeit-
gemittelte Energiedichte ein positiver Operator. Damit ist insbesondere

det (Pet®P) > 1, (4.6)

da fiir die verschmierte Energiedicht dann w(e®f) > 1 ist. Damit bekommen wir mit der
monotonie der Logarithmusfunkton

1

t

1
poargn = = lim trpln (Pe!© pe t"HOP p)
g 2 t—oo

1
>  lim — Indet (Pe*tPH@PP)
t—oo 2t P

L —tPHOP
= 5 tlggo trpln (Pe P)

1
= —§tr Q

1
t

Dass diese Resultat bereits dem Ergebniss von Fewster entspricht kénnen wir nun unter
verwendung der Definition von @ aus Kapitel 2 und den, bereits in [28, 29] verwendeten
Tricks zeigen?

puipn = =5 [ Aulp)n(a) (0 + wlplole) + p0)22n) ()0 — a) [ e Fo)e00)

= =5 | et —a) [ duat 00 13(0) 1)1 ¢

= —% / d:;gii%wp - q% /_ Z duw / dtdt! D7D fI2 () L2 (1))
— 5 [ e - [ def () + ) i) + )

— 5 [ G [ PP+ ).

Diese Ergebniss ist identisch mit 4.2, also dem in [28] gezeigten.
An letzter Stelle werden wir noch zeigen, dass unsere Ansatz das richtige Verhalten im
adiabatischen Limes der Testfunktion liefert.

“Da f positiv ist, sei f/? die punktweise Quadratwurzel von f.



46

Quantenungleichungen

Proposition 4.6. Im adiabatischen Limes f — 1 gilt
1' ren — O
flinl Pt}

Diese Ergebniss folgt direkt aus dem Ergebniss (2.18) in Kapitel 2, das fiir den Kern

von T besagt, dass
. Ey O
lim H = .
s < 0 E >

Da in diesem Zusammenhang die Basisprojektion durch

1 0
#-(00)
gegeben ist, sieht man, dass HP = PH. Setzen wir dieses Ergebniss in Proposition 4.4
ein, so bekommen wir das Ergebnis 4.6

. 1 110 p_—tP1OP pyi _ L . _
]101_)ml pryen = Etlggo trpln (Pe Pe P) =3 tlgglotrp In P1P = 0.

Dieses Ergebniss ist genau das erwartete, da die globale Energiedichte eine nichtnegative
Grofle ist und das berechnete Minimum vom Vakuum angenommen wird.

4.4 Ausblick

In dieser Arbeit konnten wir einen Ansatz priasentieren, der es ermdglicht, die optimale
unter Schranke eines von unten beschrdnkten Operators zu bestimmen. Diesen jedoch
auszuwerten und einen expliziten Ausdruck zu finden ist ein Problem, das im Rahmen
dieser Arbeit nicht gelofit werden konnte. Dieses mag daran liegen, dass die gefundenen
Ausdriicke, wenn sie auch recht simpel erscheinen, von sehr komplexer Natur sind.

Es wire daher sinnvoll, den Ausdruck

w(e M),

auch mit anderen Methoden zu behandeln. Insbesondere zu nennen wéren die funktional-
analytische Methoden. Zu beachten ist dabei, dass, wie auch in dem von uns gewahlten
Zugang, pertubative Entwicklungen im Allgemeinen keinen geeigneten Ansatz darstellen
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A.1 Komplexe Strukturen
In diesem Anhang werden wir den Begriff der komplexen Struktur einfiithren.
Definition A.1l. Ein linearer Endomorphismus J heifit komplexe Struktur, wenn
J? = 1. (A1)
Die Einfithrung einer komplexen Struktur nennt man Komplexifizierung.

Beispiel A.2. Wir betrachten den R?” = R” @ R". Durch

J= ( ) ) (A.2)

ist auf ihm eine komplexe Struktur gegeben.

Fiihrt man solch einen Endomorphismus auf einem symplektischen Raum ein, so gibt
es eine durch die symplektische Form ausgezeichnete komplexe Strukturen.

Definition A.3. Eine komplexe Struktur J auf einem symplektischen Raum S = (L, o)
heilt mit o vertréaglich, wenn folgende Eigenschaften gelten.

U(Jf7g) = _U(f7 Jg) vag €S
o(f,Jf) > 0 f#0
(A.3)

Satz A.4. Jeder symplektische Raum S = (L, o) besitzt eine mit o vertrigliche komplexe
Struktur.

Bei einer gegebenen komplexen Struktur kann man den symplektischen Raum als
komplexen Vektorraum betrachten in dem man die Notation

(t+is)f =tf+sJf
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einfithrt. Die Komplexifizierung eines symplektischen Vektorraums S mit der komplexen
Struktur J wollen wir durch S = (S, J) kennzeichnen.

In analoger Weise, wie man einen symplektischen Raum dicht in einen R-linearen Hilber-
traum einbettet, so ist es moglich einen komplexifizierten symplektischen Vektorraum
in einen komplexen Hilbertraum dicht einzubetten.

Satz A.5. ! Zu einem symplektischen Raum ST gibt es einen Hilbertraum H und eine
Abbildung K : S© — H, Projektions-Abbildung genannt, sodass KS© dicht in H liegt.
Diese Abbildung ist nicht eindeutig.

Dies wir durch folgende Konstruktion ersichtlich. Seien fiir f, g € SC die Hilbertrau-
melemente f = K f und g = Kg definiert. Sei weiterhin J die mit dem symplektischen
Raum SC vertriglichen Struktur, dann ist durch

<[f.g>=0(f,Jg)+io(f.g)
eine positive sesquilinear Form gegeben, mit der Eigenschaften, dass

o(f,g)=Im<f,g>

gilt. Vervollstdndigung dieses Raumes ergibt dann einen Hilbertraum.

'Zu finden in [12].
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A.2 Operatoridentitét

In diesem Anhang wollen wir die Identitdt herleiten, die zur Umformung von Gleichung
1.61 benutzt wurde. Um den Ausdruck

0 L O0A()
atrlnA(t)—tr ot

A~

herzuleiten, betrachten wir zunéchst den Fall, in dem ||A(t)|| < 1 gilt. Diese ermdglicht
es uns den Logarithmus als Potenzreihe zu schreiben.

A= (1 A1
n=1

n

Sei weiterhin A(t) ein normstetiger Spurklasseoperator. Zusammen mit der Linearitét
und der Zyklizitdt der Spur bekommen wir dann den Ausdruck

o)

9 _ 9 nt1 (AQ) —1)"

> (1)t 2 ) )

= uy EV S - 220 () - uy
n=1 =1
DA(t) = (—1)7H! _

= tr &E);( 71 n(A(t) — 1)" !

_ L OAl) & n—

= tr— ;(]I—A(t)) !

— tragit)A(t)_l

(A.4)

Im letzten Schritt haben wir dabei die von Neumann-Reihe [18]

(1-4)""'= iA”
n=0

benutzt. Nach Voraussetzung konvergiert gilt dieser Ausdruck zunéchst fiir ||A(t)|| < 1.
Sollte diese Bedingung nicht iiberall erfiillt sein, so ersetzen wir A(t) durch

() = %A(t).
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Wobei ¢ so zu wiihlen ist, dass die Konvergenzbedingung || A’(¢)|] < 1 erfiillt ist, sodass

gilt

0
atr In A(t)

gttr (In A'(¢) +1Incl)

gttr In A’(t)
0A'(t)
ot
OA(t)
ot

tr At)™!

tr A@)!

Damit ist die gewiinschte Identitéit gezeigt.
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