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Abstract

Subject of this diploma thesis is a method to determine the infimum of the spec-
trum of a selfadjoint operator, which is bounded from below. For operators that are
quadratic in the fields, the selfdual algebra, introduced by H. Araki, turns out to be an
adequate tool. Since the smeared energy density belongs to this class of operators, we
will give an expression, which describes, in some limit, the optimal quantum inequalities.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem das Infimum des Spektrums ei-
nes selbstadjungierten, von unten beschränkten Operators bestimmt werden kann. Für
Operatoren, die quadratisch in den Feldern sind, stellt sich dabei die von H. Araki ein-
geführte selbstduale Algebra als geeignetes Werkzeug heraus. Da auch die verschmierte
Energiedichte zu dieser Klasse von Operatoren gehört, wollen wir einen Ausdruck ange-
ben, der in einem gewissen Grenzwert die optimalen Quantenungleichungen beschreibt.
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Einführung

Ein System der klassischen Mechanik ist im Allgemeinen dann stabil, wenn die Ha-
miltonfunktion eine untere Schranke besitzt. Da die Bewegungsgleichungen in diesem
Zusammenhang über Differenziale definiert werden, ist diese nur bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt und kann deshalb immer positiv gewählt werden.
In der Allgemeinen Relativitätstheorie fällt diese Freiheit jedoch weg, aufgrund der,
schon in der speziellen Relativitätstheorie verlangten Lorentzinvarianz. Die Forderung,
dass jeder Beobachter eine positive Energiedichte misst, formuliert man a priori als Be-
dingung an den Energie-Impuls-Tensors Tµν . Für alle zeitartigen und zukunftsgerichteten
Tangentialvektoren u bedeutet dies,

Tµνu
µuν ≥ 0.

Diese Bedingung1 wird Schwache Energiebedingung2 genannt. Zur klassischen Materie,
wie beispielsweise Staub, findet man immer einen geeigneten Energie-Impuls-Tensor, der
diese Bedingung erfüllt.
Doch wie H. Epstein, V. Glaser und A. Jaffe [1] im Jahre 1965 zeigten, ist die Schwache
Energiebedingung für keine lokale Quantenfeldtheorie erfüllbar. Selbst das Verschmieren
der Energiedichte in Raum und Zeit, mit einer nichtnegativen Testfunktion, bedingt
keine Positivität aller Erwartungswerte.
Dreizehn Jahre später zeigte L.H. Ford [2], dass diese Verletzung nicht nur Probleme
in der Allgemeinen Relativitätstheorie aufwirft, sondern auch eine Möglichkeit birgt,
den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zu verletzen. Er bemerkte, dass dieses nur
dann verhindert wird, wenn man bestimmte Restriktionen an den Betrag der negativen
Energie ∆E stellt. Ist ∆t die Länge des Zeitintervalls, in dem die negative Energie
auftritt, so wird der zweite Hauptsatz der Thermodynamik nicht verletzt, wenn die
Ungleichung

∆E ∆t . 1

erfüllt ist. Unter diesen Umständen wäre die negative Energie geringer als die Energie-
unschärfe in der entsprechenden Zeitskala. Etwas allgemeiner ist die Aussage, dass sich
der Energiedichtefluss im d-dimensionalen Minkowskiraum antiproportional zur d-ten
Potenz des entsprechenden Zeitintervalls verhalten muss, um den zweiten Hauptsatz der

1Im Rahmen der Allgemeinen Relativitätstheorie gibt es noch weitere Bedingungen an den Energie-
Impuls-Tensor, auf die wir jedoch an dieser Stelle nicht eingehen werden.

2WEC: Weak Energy Condition
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Thermodynamik nicht zu verletzen.
Diese Art von Ungleichungen bekamen zunächst den Namen Quantenungleichungen und
später die etwas präzisere Formulierung Schwache Energie-Quantenbedingungen3. Deren
Form ist dadurch gegeben, dass man zu einer Testfunktion f und der damit lokal ver-
schmierten Energiedichte Tf , immer ein reellwertiges Funktional ρf angibt, sodass

Tf ≥ ρf✶

für eine hinreichend große Klasse von Zuständen gilt. Solche Funktionale wurden sowohl
für unterschiedliche Dimensionen, als auch für verschiedene Arten von Feldern angege-
ben. Bisher ist es aber nur für den Fall der zweidimensionalen konformen Feldtheorie
gelungen, eine optimale untere Schranke zu finden, also ein maximales Funktional ρf für
das die Quantenungleichungen gelten.
Der bisher erfolgreichste Ansatz zur Bestimmung von allgemeinen Quantenungleichun-
gen stammt ursprünglich von C. J. Fewster und S. P. Eveson. Das Grundprinzip besteht
darin, die gemittelte Energiedichte Tf in eine Summe zweier Operatoren zu zerlegen,
von denen per Konstruktion der eine positiv und der andere ein Vielfaches der Identität
ist:

Tf = A∗A+ ρf✶ ≥ ρf✶.

Jedoch kann mit diesem Verfahren nicht a priori die optimale untere Schranke bestimmt
werden, da man dazu wissen muss, dass A∗A minimal positiv ist. Abgesehen vom masse-
losen Fall in der zweidimensionalen, konformen Feldtheorie gibt es also weder optimale
untere Schranken, noch ein Ansatz, diese zu bestimmen.
In der vorliegenden Arbeit werden wir einen solchen Ansatz vorstellen. Da für einen
von unten beschränkten Operator, die optimale untere Schranke durch das Infimum des
Spektrums4 gegeben ist, besteht dieser im Wesentlichen aus einer Spektralanalyse der
verschmierten Energiedichte. Die zentrale Idee dieses Ansatzes ist es, ein Funktional ρf
anzugeben, das jeder Funktion f das Infimum des Spektrums von Tf zuordnet. Wir
werden zeigen, dass dieses bei geeigneter Wahl eines Zustandes ω durch den Ausdruck

ρf = − lim
λ→∞

1

λ
lnω(e−λTf )

gegeben ist. Für den Fall in dem die gemittelte Energiedichte Element einer lokalen Al-
gebra ist, stellt sich das Vakuum als ein geeigneter Zustand heraus. Zur Konkretisierung
des Verfahrens berechnen wir zudem den Vakuumerwartungswert ω(eT ) für Operatoren,
die quadratisch in den Feldern sind. Zu solchen gehört insbesondere die gemittelte Ener-
giedichte Tf des freien Feldes. Es zeigt sich, dass beim Studium solcher Operatoren die
von H. Araki eingeführte, sogenannte selbstdualen Algebra ein sehr nützliches Hilfsmittel
darstellt.

3QWEI: Quantum Weak Energy Condition
4Da die Resolvente per Definition eine offene Menge ist, fällt das Infimum natürlich mit dem Mini-

mum zusammen. Aus Gründen, die wir später diskutieren wollen, bevorzugen wir jedoch den Ausdruck
Infimum des Spektrums.
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Die Gliederung dieser Arbeit ist wie folgt:
Zuerst wird in Kapitel 1 eine kleine Einführung geben, die dem Leser die selbstduale
Algebra und deren Kalkül nahelegt. Dazu wird insbesondere auf die Zusammenhänge
mit der wohl bekannten Weyl- und der CCR-Algebra eingegangen. Abschließend werden
die sogenannten quadratischen Operatoren definiert, mit deren Hilfe man Operatoren
behandeln kann, die quadratisch in den Feldern sind. Insbesondere beschäftigen wir uns
dabei mit bestimmten Vakuumerwartungswerten und der Renormierung im Sinne der
Wickordnung. Eines der Hauptresultate dieses Kapitels wird ein Ausdruck für den Vaku-
umerwartungswert exponentierter quadratischer Operatoren sein.
Im darauf folgenden Kapitel wird der Energie-Impuls-Tensor des freien Feldes eingeführt.
Besonders für den Fall der zeitgemittelten Energiedichte analysieren wir dessen Darstel-
lung durch quadratische Operatoren.
Von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit ist das Kapitel 3. Dort werden wir einen An-
satz vorgestellt, mit dem wir das Infimum des Spektrums bestimmen können. Nach einer
Anwendung in Beispielen untersuchen wir, wann dieses Verfahren zum gewünschten Re-
sultat führt. Insbesondere zeigen wir, dass dieser Ansatz für eine lokale Algebra immer
das richtige Ergebnis liefert.
Im letzten Kapitel dieser Arbeit geben wir eine kurze Einführung, sowie einen Über-
blick zum Thema Quantenungleichungen. Schliesslich wenden wir unseren Ansatz auf
die Quantenungleichungen an. Da es bislang noch nicht gelungen ist, einen konkreten
Ausdruck für die Quantenungleichungen zu finden, wollen wir zunächst die Resultate
von C.J. Fewster und S.P. Eveson reproduzieren und diskutieren.
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Kapitel 1

Die selbstduale CCR-Algebra

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik sind die Schrödinger- und die Heisenberg-
darstellung äquivalente Formulierungen der selben Theorie. Doch ist es in vielen Fällen
von Bedeutung, für welche Darstellung man sich entscheidet, um ein Problem möglichst
kurz und elegant zu lösen. Auch in der Quantenfeldtheorie kann man äquivalente Alge-
bren finden, in denen ein gegebenes Problem auf unterschiedliche Art und Weise behan-
delt werden kann.
In [3, 4] hat H. Araki die sogenannte selbstduale CCR-Algebra ❆SD eingeführt. Sie ist,
wie der Name schon vermuten läßt, insbesondere isomorph zur CCR-Algebra1 ❆CCR,
definiert durch Auf- und Absteigeoperatoren. Doch im Gegensatz zu dieser sind in der
selbstdualen Algebra solche Operatoren nicht a priori definiert. Dadurch ist insbesondere
die Beschreibung von Bogoliubovtransformationen sehr elegant und es können verschie-
dene Probleme, wie beispielweise die Diagonalisierung von bestimmten Hamiltonopera-
toren [5] relativ einfach und allgemein behandelt werden.
Es stellt sich heraus, dass auch die Klasse von Operatoren, zu denen die verschmierte
Energiedichte gehört, in der selbstdualen Algebra besser behandelt werden kann als in
der gewohnten CCR-Algebra. Der Einführung und dem Studium dieser Operatoren, den
sogenannten quadratischen Operatoren, im Rahmen der selbstdualen Algebra, wollen
wir uns in diesem Kapitel widmen. Einleitend rekapitulieren wir dazu den Begriff der
Weyl-Algebra, als Ausgangspunkt für die unbeschränkten ∗- Algebren mit kanonischen
Vertauschungsrelationen.

1.1 Die Weyl-Algebra

Schon in der klassischen Hamilton’schen Mechanik ist einer der grundlegenden Begriffe
der des symplektischen Raumes. Auf diesem wird die Hamiltonfunktion definiert, welche
die Bewegungsgleichungen des Systems liefern.
Auch in der Quantentheorie skalarer Felder ist der symplektische Raum von grundlegen-
der Bedeutung. Er wird hierbei jedoch nicht, wie im klassischen Fall, als Phasenraum

1Analog hat Araki auch die selbstduale CAR-Algebra eingeführt.
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verstanden. Zunächst wollen wir eine Definition für den symplektischen Raum geben [6].

Definition 1.1. Ein symplektischer Raum S ist ein R-linearer Raum L mit einer anti-
symmetrischen, nichtentarteten Bilinearfom σ auf L.

σ(f, g) = −σ (g, f) ∀f, g ∈ L

σ(f, g) = 0 ∀g ∈ L⇒ f ≡ 0

Die Bilinearform σ heißt symplektische Form von S.

Bemerkung 1.2. Für einen endlichdimensionalen Raum L kann eine symplektische Form
global nur definiert werden, wenn die Dimension von L gerade ist.

Der symplektische Raum ist per Definition R-linear. Soweit wir für komplexe Vek-
torräume eine symplektische Form gefunden haben, müssen wir eine entsprechende Ein-
schränkung vornehmen.
Das schon im einleitenden Text genannte Beispiel eines (endlichdimensionalen) symplek-
tischen Raumes, ist der klassische Phasenraum.

Beispiel 1.3. Zu einer Mannigfaltigkeit M wird durch die Zweiform Ω = dpi ∧ dqi ∈
Λ2(T ∗M) eine symplektische Form auf dem Kotangentialbündel T ∗M definiert. Man
nennt ihn dann Phasenraum. Damit wird insbesondere der Phasenraum jeder linearen
Mannigfaltigkeit zu einem symplektischen Raum.

Mit dem Begriff des symplektischen Raumes S kann nun die Weyl-Algebra W(S)
über diesem eingeführt werden. Sie ist folgendermaßen definiert [7].

Definition 1.4. Sei S = (L, σ) ein symplektischer Raum, dann nennen wir die C∗-
Algebra die von den Elementen {W (f)|f ∈ L} erzeugt wird, eine Weyl-Algebra W(S)
über S, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfüllen:

W (f)∗ = W (−f) (1.1)

W (f)W (g) = W (f + g)e−
i
2
σ(f,g) (1.2)

Insbesondere wird dabei (1.2) als Weyl-Relation bezeichnet. Drei wichtige Eigen-
schaften der Weyl-Algebra, die aus (1.1) und (1.2) folgen, sind durch

W (0) = ✶ (1.3)

W (f) ist unitär (1.4)

‖W (f) − ✶‖ = 2 ∀f 6= 0 (1.5)

gegeben. Eine Darstellung der Weyl-Algebra kann durch OperatorenW (f) auf einem un-
endlichdimensionalen Hilbertraum H angegeben werden. Dazu betrachten wir zu jedem
Element x ∈ S die unendlichdimensionalen Hilberträume Hx und deren direkte Summe
H =

⊕
x∈S Hx. Die Operatoren W (f) auf H, die sogenannten Weyl-Operatoren, können

dann wie folgt definiert werden [8].

(W (f)F )(x) := e
i
2
σ(x,f)F (x+ f) F ∈ H (1.6)
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Wärend die Eigenschaft (1.1) offensichtlich ist, ergibt sich die Weyl-Relation (1.2) durch
wiederholtes einsetzen der Definition (1.6):

(W (f)W (g)F )(x) = e
i
2
σ(x,g)W (f)F (x+ g)

= e
i
2
σ(x,g)e

i
2
σ(x+g,f)F (x+ g + f)

= e−
i
2
σ(f,g)e

i
2
σ(x,f+g)F (x+ g + f)

= e−
i
2
σ(f,g)(W (f + g)F )(x)

Dass es genügt, zu einem gegebenen symplektischen Raum nur eine bestimmte Weyl-
Algebra zu betrachten, ist durch folgenden Satz gesichert [7].

Satz 1.5. Zu jedem symplektischen Raum S existiert eine Weyl-Algebra W(S) , welche
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

In der Quantenfeldtheorie haben wir es meist mit Hilberträumen zu tun. Deshalb
gehen wir hier kurz auf einen Zusammenhang zwischen diesen ein. Sei dazu H ein kom-
plexer (Prä-) Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (·, ·)H, dann ist auf dem R-linearen
Raum H mit σ(·, ·) = Im (·, ·)H eine nichtentartete, symplektische Form definiert. Dieses
folgt, da auch (·, ·)H nichtentartet ist und weiterhin

σ(f, g) = Im (f, g)H = Im (g, f)H = −Im (g, f)H = −σ(g, f)

gilt. Offensichtlich spielt der Realteil des Skalarprodukts keine Rolle für die symplekti-
sche Form. Es zeigt sich, dass er ein reelles Skalarprodukt < ·, · > auf dem R-linearen
Raum H definiert. In diesem Fall kann man folglich das Skalarprodukt auf H als

(·, ·)H =< ·, · > +iσ(·, ·) (1.7)

schreiben. Ein weiterer Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und symplektischer
Form sei bemerkt. Letztere bestimmt nach dem Darstellungssatz von Riesz2 [9], ein-
deutig einen linearen Operator E auf H, der die Eigenschaft

(f,Eg)H = σ(f, g) ∀f, g ∈ H

erfüllt. Dieser Operator wird aus Gründen, die hier noch nicht ersichtlich sind, meist als
Propagator bezeichnet. Aus der Definition der symplektischen Form folgen für ihn die
beiden Eigenschaften

Ker E = {0} und E∗ = −E.

2Die so definierte symplektische Form σ ist eine stetige Bilinearform.
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1.2 Die CCR-Algebra und deren Fock-Cook-Darstellung

In diesem Abschnitt führen wir die sogenannte CCR-Algebra ❆CCR ein3. Vorab wollen
wir bemerken, dass dieser Begriff, in einigen Büchern [8, 7, 6] für die im vorhergehenden
Abschnitt eingeführte Weyl-Algebra benutzt wird. Die Motivation dafür werden wir
später noch sehen.

Definition 1.6. Sei H ein komlexer (Prä-) Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·)H. Die
CCR-Algebra ❆CCR(H) ist der Quotient4 der freien ∗-Algebra die durch a(g), mit g ∈ H,
seinem Adjungiertem und der Identität erzeugt wird, mit den Eigenschaften, dass

a(f)∗ ist komplex linear in f (1.8)

a(f)∗ = a∗(f) (1.9)

[a(f), a(g)∗] = (f, g)H✶ (1.10)

[a(f), a(g)] = [a(f)∗, a(g)∗] = 0 (1.11)

für alle f, g ∈ H gilt.

Durch die CCR-Algebra ❆CCR kann eine Teilcheninterpretation des bosonischen (ska-
laren) Feldes gegeben werden.
Eine Standarddarstellung hierzu ist die Fock-Cook-Darstellung. Sie ist die CCR-Algebra
❆CCR(H) über dem Hilbertraum H = L2(R3,C), dessen Elemente als Operatoren auf
einem symmetrischen Hilbertraum H realisiert sind. Bevor wir diesen Raum, den boso-
nischen Fockraum H angeben, definieren wir die sogenannten n-Teilchen-Räume Hn:

H0 = C

Hn = {φn : L2
s(R

3 × · · · × R
3

︸ ︷︷ ︸
n mal

,C) | ‖φn‖2
Hn

<∞}

Der Index s, soll dabei ausdrücken, dass die Funktionen φn(p1, . . . , pn) ∈ L2
s(R

3n,C)
symmetrisch in ihren Argumenten pi sind. Die Norm ‖·‖

Hn
auf Hn ist dabei durch

‖φ0‖2
H0

= |φ0|2C

‖φn‖2
Hn

=

∫
d3p1

2ω(p1)
. . .

∫
d3pn

2ω(pn)
|φn(p1, . . . , pn)|2

definiert. Auch unabhängig von der Realisierung der n-Teilchenräume ist der bosonische
Fockraum gegeben durch

H =

{
φ ∈

∞⊕

n=0

Hn | ‖φ‖2
H

:=

∞∑

n=0

‖φn‖2
Hn

<∞
}
.

3Im Wesentlichen richten wir uns dabei nach der Einführung von [10] und [11].
4Dieses ist so zu verstehen, dass beispielsweise Elemente der Form a(f) + λ✶ nicht zu ❆CCR(H)

gehören sollen, da a(f) schon die gleichen Kommutationsrelationen erfüllt.
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Aus Eigenschaft (1.10) der CCR-Algebra ❆CCR(H) kann man nun schliessen, dass es
keine Darstellung von a(f) und seinem Adjungierten, als beschränkte Operatoren auf
einem Hilbertraum gibt5. Aus diesem Grund definieren wir zunächst die Teilmenge

D(N
1
2 ) =

{
φ ∈ H|

∞∑

n=0

n ‖φn‖2 <∞
}
.

des bosonischen Fockraums. Es gilt D(N
1
2 )

dicht⊂ H. Für f ∈ H = L2(R3,C) kann man

nun eine Operatordarstellung von ❆CCR(H) auf D(N
1
2 ) angeben. Wir wollen a∗(f) und

a(f) mit ihren Darstellungen identifizieren:

(a∗(f)φ)n(p1, . . . , pn) = n−
1
2

n∑

i=1

f(pi)φn−1(p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn) n 6= 0

(a(f)φ)n(p1, . . . , pn) = (n+ 1)
1
2

∫
d3p

2ω(p)
f̄(p)φn+1(p, p1, . . . , pn).

Man bezeichnet a∗(f) als Aufsteige- und a(f) als Absteigeoperator. Die verlangten Re-
lationen der CCR-Algebra werden erfüllt, wenn man das Skalarprodukt auf L2(R3,C)
durch

(f, g)L2(R3,C) =

∫
d3p

2ω(p)
f̄(p)g(p) mit f, g ∈ L2(R3,C)

definiert. Ein wichtiger Vektor im Fockraum ist der sogenannte Vakuumvektor Ω. Er
wird durch

Ω = (1, 0, 0, . . . )

definiert und besitzt die Eigenschaft a(f)Ω = 0. Für spätere Betrachtungen ist es sinn-
voll, den sogenannten Vakuumsektor HΩ zu definieren:

HΩ = lineare Hülle von{a∗(f1) . . . a
∗(fn)Ω|fi ∈ H} (1.12)

Er ist eine dichte Teilmenge des Fockraums H.

1.3 Der Zusammenhang von CCR- und Weyl-Algebra

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf den Zusammenhang zwischen den beiden ein-
geführten Algebren, der Weyl- und der CCR-Algebra eingehen. Dabei zeigen wir, wie
durch die CCR-Algebra ❆CCR eine Weyl-Algebra W über dem selben Raum erzeugt
wird. Auf die umgekehrte Relation werden wir an dieser Stelle nicht detailliert eingehen.
Wir verweisen dazu auf die Standardliteratur [7, 12].
Sei zunächst ω ein Zustand auf der Weyl-Algebra W(S), dann ist durch

Φω(f) = ω (W (f)) f ∈ S,
5Satz von Wintner.
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ein Funktional auf S definiert. Dieses nennen wir das erzeugende Funktional des Zu-
stands ω. Mit diesem ist es uns nun möglich, den Begriff des regulären Zustandes wie
folgt zu definieren.

Definition 1.7. Ein Zustand ω auf einer Weyl-Algebra W(S) wird als regulär bezeich-
net, falls das erzeugende Funktional Φω(λf), für alle f ∈ S, eine stetige Funktion in
λ ∈ R ist.

Wählen wir also ein GNS-Tripel (Hω, πω,Ωω) zum Zustand ω, dann ist die Darstel-
lung der Weyl-Operatoren πω (W (λf)) genau dann stark stetig in λ ∈ R, wenn ω ein
regulärer Zustand ist [8]. Folglich gibt es zu einem regulären Zustand ω nach dem Satz
von Stone einen selbstadjungierten Operator bω ∈ B(Hω) für den

πω : W(S) → B(Hω)

πω (W (tf)) = eitbω(f)

. Die Operatoren bω nennen wir die bosonischen Feldoperatoren. Wie schon im einführen-
den Abschnitt über die Weyl-Algebra gesehen (1.5), sind die W (f) nicht norm-stetig.
Daraus folgt die Unbeschränktheit der bosonischen Feldoperatoren.
Die Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren bω(f) kann man aus den Weyl-Relationen
(1.2) ablesen:

[bω(f), bω(g)] = iσ (f, g)✶Hω f, g ∈ S.
Mit der Konstruktion solcher Operatoren, kommt man von einer CCR-Algebra ❆CCR(H)
zu einer Weyl-Algebra W(H) über dem selben Raum. Dazu bilden wir die sogenannten
Segal-Operatoren φ(f) der CCR-Algebra ❆CCR(H):

φ(f) =
1√
2

(a(f) + a∗(f)) f ∈ H.

Das Interessante an diesen Operatoren, sind deren Vertauschungsrelationen. Diese folgen
unmittelbar aus denen der CCR-Algebra ❆CCD(H):

[φ(f), φ(g)] =
1

2
([a(f), a∗(g)] − [a(g), a∗(f)])

=
1

2
((f, g) − (g, f))

= iIm(f, g). (1.13)

Wie wir schon in Abschnitt 1.1 über die Weyl-Algebra gezeigt haben (siehe 1.7), ist auf
einem komplexen (Prä-) Hilbertraum durch σ(f, g) = Im(f, g) eine nichtentartete, sym-
plektische Form gegeben. Mit dieser wird der Hilbertraum H zu einem symplektischen
Raum. Betrachten wir nun die unitären Operatoren

W (f) = eiφ(f),

die durch den Abschluss der Segal-Operatoren gegeben sind. Sie definieren Weyl-Opera-
toren über dem Hilbertraum H. Dass diese Operatoren wirklich die Weylrelationen 1.2
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erfüllen, ist nun offensichtlich, wenn man den Kommutator (1.13) in die BCH-Formel6

einsetzt:

W (f)W (g) = eiφ(f)eiφ(g) = eiφ(f+g)e
1
2
[iφ(f),iφ(g)] = W (f + g)e−

i
2
Im(f,g) f, g ∈ H.

Somit haben wir aus der CCR-Algebra ❆CCR(H) eine Weyl-Algebra W(H) erzeugt. Die
Konstruktion war in diesem Falle besonders einfach, da jeder komplexe Hilbertraum auf
natürliche Weise auch als symplektischer Raum verstanden werden kann. Für die Umkeh-
rung muss man jedoch aus einem symplektischen Raum S einen komplexen Hilbertraum
konstruieren. Da S insbesondere ein R-linearer Raum ist, muss man ihn zunächst kom-
plexifizieren7 und anschließend dicht in einen geeigneten Hilbertraum einbetten. Diese
Problematik ist explizit in [12] behandelt, wird uns aber weiterhin nicht interessieren,
da wir im Folgenden immer schon von Hilberträumen ausgehen.

1.4 Die selbstduale CCR-Algebra

Bisher haben wir zeigen könnnen, dass es eine Darstellung der Weyl-Algebra W durch
die CCR-Algebra ❆CCR gibt. In ähnlicher Weise kann man eine Algebra finden, die
sowohl die CCR- als auch die Weyl-Algebra reproduziert. Dieses ist die von Araki in
[3, 4] eingeführte sogenannte selbstduale CCR-Algebra ❆SD.

Definition 1.8. Sei K ein komplexer (Prä-) Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (·, ·)K
und einer antilinearen Involution Γ mit Γ2 = ✶ und (Γf,Γg)K = (g, f)K, ∀f, g ∈ K.
Gegeben sei ein selbstadjungierter Operator Θ auf K, so dass γ(·, ·) = (·,Θ·)K eine
nichtentartete Hermite’sche Sesquilinearform beschreibt. Die selbstduale CCR-Algebra
❆SD(K,Γ, γ) über K ist der Quotient der komplexen freien ∗-Algebra erzeugt vonB(f), f ∈
K und der Identität ✶ mit den folgenden Relationen8

B(f)∗ ist komplex linear in f (1.14)

B(f)∗ = B(Γf) (1.15)

[B(f), B(g)∗] = γ(f, g)✶. (1.16)

Soweit keine Verwirrungen auftreten können, schreiben wir kurz ❆SD(K).

Jede lineare bijektive Abbildung U auf K, für die γ(Uf,Ug) = γ(f, g) und ΓU = UΓ
gilt, erhält die obigen Relationen. Deshalb existiert ein eindeutiger ∗-Automorphismus
auf ❆SD(K), der als Bogoliubov Automorphismus bezeichnet wird. Die Abbildung U
nennen wir Bogoliubov Transformation.
Einige Eigenschaften, die direkt aus der Definition der selbstdualen Algebra folgen und

6Sie ist durch eAeB = eA+Be
1

2
[A,B] gegeben, wenn [A, B] im Zentrum der Algebra liegt.

7Siehe Anhang A.1.
8In [3, 4] benutzt Araki eine andere Konvention als wir, in der die B(f) komplex linear in f sind.



12 Die selbstduale CCR-Algebra

in späteren Rechnungen Anwendung finden sind

B(f) ist komplex antilinear in f (1.17)

[B(f), B(g)] = γ(f,Γg)✶ = (f,ΘΓg)K✶ (1.18)

γ(Γf,Γg) = −γ(g, f) (1.19)

ΓΘΓ = −Θ. (1.20)

Um einen Zusammenhang zwischen ❆SD und ❆CCR herzustellen, definieren wir zunächst
die sogenannte Basisprojektion.

Definition 1.9. Ein linearer Operator P auf K heißt Basisprojektion der selbstdualen
Algebra ❆SD(K), wenn er

P 2 = P (1.21)

P ∗Θ = ΘP > 0 (1.22)

ΓPΓ = ✶− P (1.23)

erfüllt.

Da die beiden Operatoren P und Θ, a priori nicht kommutieren, ist eine Basispro-
jektion nicht zwingend selbstadjungiert, also durch einen Projektionsoperator auf K
gegeben.
Ein veranschaulichendes Beispiel für eine Basisprojektion ist das Folgende:

Beispiel 1.10. Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·)H, H der zu ihm konju-
gierte Raum und K definiert durch K = H⊕H. Weiterhin seien die Operatoren Γ und
Θ für f = (f1, f̄2) definiert durch Γ(f1, f̄2) = (f2, f̄1) und Θ(f1, f2) = (f1,−f2). Das
Skalarprodukt sei gegeben durch (·, ·)K = (·, ·)H + (·, ·)H. Dann ist durch den linearen
Operator P , mit P (f1, f2) = (f1, 0), eine Basisprojektion gegeben, denn offensichtlich
folgt die Eigenschaft

ΓPΓf = ΓPΓ(f1, f̄2) = ΓP (f2, f̄1) = Γ(f2, 0) = (0, f̄2) = (✶− P )f

per Konstruktion.

Im folgenden werden wir für das Skalarprodukt auf K, soweit keine Verwirrungen
auftreten können, immer (·, ·) statt (·, ·)K schreiben.
Durch die Definition der Basisprojektion kann nun ein Zusammenhang zwischen den
beiden Algebren ❆SD(K) und ❆CCR(K) erstellt werden. Sei dazu P eine Basisprojektion
auf K und αP eine Abbildung von ❆CCR nach ❆SD die durch

αP (B(f1) . . . B(fn)) = αP (B(f1)) . . . αP (B(fn)) (1.24)

αP (B(f)) = a(Pf) + a∗(PΓf) (1.25)

definiert ist. Diese Abbildung ist ein ∗-Isomorphismus zwischen den beiden Algebren,
da

αP (B(f)∗) = αP (B(Γf)) = a(PΓf) + a∗(Pf) = αP (B(f))∗
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und αP injektiv ist, was man aus (1.25) ablesen kann. Des weiteren sieht man, dass

αP ([B(f), B(g)∗]) = a(Pf)a∗(Pg) − a∗(Pg)a(Pf)

+ a∗(PΓf)a(PΓg) − a(PΓg)a∗(PΓf)

= (Pf, Pg)✶− (Γ(✶− P )g,Γ(✶− P )f)✶ = (f, (2P − ✶)g)✶.

Die kanonischen Vertauschungsrelationen der beiden Algebren werden also durch den
Isomorphismus αP miteinander identifiziert. Es folgt insbesondere, dass

Θ = 2P − ✶.

ist und damit die Basisprojektion zu einem Projektionsoperator auf K wird, da nun
P = P ∗.

Proposition 1.11. Für ein GNS Tripel (H, π,Ω) der Algebra ❆CCR und fixierter Ba-
sisprojektion P , liefert die Abbildung πP = π ◦ αP eine Darstellung von ❆SD.

Wir werden im Folgenden immer davon ausgehen, dass diese durch die Fock-Cook-
Darstellung (siehe Abschnitt 1.2) gegeben ist.
Da auf dem Unterraum PK = {f ∈ K|Pf = f}, die Identität αP (B(f)) = a(f) gilt,
vernichtet αP (B(f)) für f ∈ PK, vermöge αP , das Vakuum Ω im Fockraum H:

αP (B(Pf))Ω = 0. (1.26)

Um den Zusammenhang mit der Weyl-Algebra W(K) zu sehen, geben wir die folgende
Proposition an.

Proposition 1.12. Auf dem Unterraum ℜK = {f ∈ K|Γf = f} ist durch σℜK(f, g) =
iγ(f, g) eine nichtentartete, symplektische Form gegeben.

Dieses kann durch einfaches Einsetzen der Eigenschaft (1.19) gezeigt werden.

σℜK(f, g) = iγ(f, g) = −iγ(Γg,Γf) = −iγ(g, f) = −σℜK(g, f)

Dabei entsprechen per Definition den Symplektomorphismen9 U der symplektischen
Form γ gerade die Bogoliubov Transformationen auf ❆SD.
Man kann eine Weyl-Algebra W(ℜK) über dem Raum ℜK wie folgt definieren:

W (f)W (g) = W (f + g) e
1
2
γ(f,g) = W (f + g) e−

i
2
σℜK(f,g).

Araki zeigte in [3], dass die Elemente dieser Weyl-Algebra durch Elemente aus ❆SD(K)
reproduziert werden können. Sie sind dabei durch

W (f) =
∞∑

i=0

in

n!
B(f)n = eiB(f) f ∈ ℜK

9Also die Abbildungen U in K mit γ(Uf, Ug) = γ(f, g), ∀ f, g ∈ K.



14 Die selbstduale CCR-Algebra

gegeben.
Die Besonderheit der selbstdualen Algebra ist, den Unterschied zwischen Auf- und Ab-
steigeoperatoren von der Algebra ❆SD(K) auf den Raum K zu ”verschieben”.
Dieses rechtfertigt den Namen selbstduale Algebra, da vermöge der Relation (1.15), man
zu jedem B(f) ∈ ❆SD(K), ein B(g) ∈ ❆SD(K) findet, sodass B(f) und B(g) dual zuein-
ander sind10.

1.5 Quadratische Operatoren

Die selbstduale Algebra ❆SD erweist sich als ein besonders hilfreiches Instrument im
Studium von Operatoren, die durch Polynome vom Grad zwei in Auf- und Absteigeope-
ratoren dargestellt sind. In der selbstdualen Algebra entsprechen diesen Objekten die
sogenannten Quadratischen Operatoren. Im Folgenden wollen wir diese genauer definie-
ren und charakterisieren.
Eine besondere Klasse von Operatoren auf einem Hilbertraum K sind die Spurklasse-
Operatoren T1(K) und die Hilbert-Schmidt-Operatoren T2(K). Sie sind von grundlegen-
der Bedeutung in folgender Definition.

Definition 1.13. Sei K ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·). Sei wei-
terhin ❆SD(K) eine selbstduale Algebra über diesem, mit einer Basisprojektion P . Den
Operator H nennen wir einen Kern eines quadratischen Operators, wenn

PHP, (✶− P )H(✶− P ) ∈ T1(K) (1.27)

(✶− P )HP,PH(✶− P ) ∈ T2(K). (1.28)

Die Menge dieser Operatoren wollen wir mit Q(K) bezeichnen.

Soweit keine Verwirrungen auftauchen können, wollen wir solch einen Operator im-
mer durch

Hf =
∞∑

i=0

fi(hi, f) (1.29)

und dessen adjungierten Operator durch

H†f =
∞∑

i=0

hi(fi, f). (1.30)

beschreiben.

Definition 1.14. Ein Quadratischer Operator 1
2B

∗HB ∈ ❆SD(K) mit H ∈ Q(K), ist
definiert durch

1

2
B∗HB = s− lim

N→∞

1

2

N∑

i=0

B(fi)
∗B(hi). (1.31)

10Das gilt offensichtlich für g = Γf .
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Satz 1.15. Sei ❆SD(K) eine selbstduale Algebra mit Basisprojektion P . Sei weiterhin
αP der durch (1.24) definierte ∗-Isomorphismus αP zwischen der selbstdualen Algebra
❆SD(K) und der CCR-Algebra ❆CCR(K) mit Darstellung im Fockraum H. Dann konver-
giert

αP (
1

2
B∗HB) = s− lim

N→∞

1

2

N∑

i=0

αP (B(fi)
∗B(hi)) für H ∈ Q(K)

auf dem Vakuumsektor HΩ
dicht⊂ H.

Für den recht umfangreichen Beweis werweisen wir auf [13].
Der Übersichtlichkeit halber wollen wir in dieser Arbeit die quadratischen Operatoren
verkürzt durch

1

2
B∗HB =

1

2

∞∑

i=0

B(fi)
∗B(hi) (1.32)

darstellen. Einige Eigenschaften dieser Operatoren fassen wir in einem Lemma zusam-
men.

Lemma 1.16. Für quadratische Operatoren mit Kernen H,G ∈ Q(K), gilt

1

2
B∗(βH)B = β

1

2
B∗HB β ∈ C (1.33)

[
1

2
B∗HB,B(f)∗] = B(ι(H)Θf)∗ (1.34)

[
1

2
B∗HB,

1

2
B∗GB] =

1

2
B∗ [ι(H)ΘG−GΘι(H)]B (1.35)

1

2
(B∗HB)∗ =

1

2
B∗H†B, (1.36)

wobei die Abbildung ι definiert ist durch

ι(H) =
H + ΓH†Γ

2
. (1.37)

Da H auf dem Unterraum (✶− P )K ein Spurklasseoperator ist, folgt

ω(
1

2
B∗HB) =

1

2
tr✶−PH, (1.38)

wobei hier ω der Vakuumzustand vermöge αP und tr✶−P die Spur eingeschränkt auf den
Unterraum (✶− P )K sein soll.

Beweis. Die komplexe Linearität (1.33) der quadratischen Operatoren folgt aus der Li-
nearität der B(fi)

∗.
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Die zweite Eigenschaft (1.34) folgt, da

1

2
[B∗HB,B(f)∗] =

1

2

∞∑

i=0

[B(fi)
∗B(hi), B(f)∗]

=
∞∑

i=0

B(fi)
∗(hi,Θf) + (Γfi,Θf)B(hi)

=
1

2
B(HΘf + ΓH†ΓΘf)∗

= B(ι(H)Θf)∗,

wobei wir genutzt haben, dass

(Γfi,Θf)B(hi) = B(hi(Γfi,Θf))

= B(hi(fi,ΓΘf))

= B(H†ΓΘf)

= B(ΓH†ΓΘf)∗

Bevor wir nun (1.35) beweisen wollen, bemerken wir, dass (1.36) unmittelbar aus der
Definition der Quadratischen Operatoren folgt.

(
1

2
B∗HB

)∗

=
1

2

∞∑

i=0

B(hi)
∗B(fi) =

1

2
B∗H†B (1.39)

Mit diesem Ergebniss und den leicht zu überprüfenden Identitäten

ι(H)Γ = Γι(H†) (1.40)

ι(H†) = ι(H)†, (1.41)

folgt nun (1.35). Seien dazu die Operatoren H und G gegeben durch

Hf =

∞∑

i=0

fi(hi, f) und Ge =

∞∑

i=0

ei(gi, e) e, f ∈ K, H,G ∈ Q(K),

dann folgt

[
1

2
B∗HB,

1

2
B∗GB] =

1

2

∞∑

i=0

[
1

2
B∗HB,B(ei)

∗]B(gi) +B(ei)
∗[

1

2
B∗HB,B(Γgi)

∗]

=
1

2

∞∑

i=0

B(ι(H)Θei)
∗B(gi) +B(ei)

∗B(Γι(H)ΘΓgi)

=
1

2
B∗ι(H)ΘGB +

1

2

∞∑

i=0

(B(Γι(H)ΘΓgi)
∗B(ei))

∗

=
1

2
B∗ι(H)ΘGB +

(
1

2
B∗Γι(H)ΘΓG†B

)∗

=
1

2
B∗ι(H)ΘGB − 1

2
B∗GΘι(H)B. (1.42)
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Im letzten Ausdruck haben wir ausgenutzt, dass ΓΘΓ = −Θ. Nun kommen wir zum
letzten Ausdruck von Lemma 1.16. Dazu wählen wir ein GNS-Tripel (H, π,Ω) und eine
Basisprojektion P . Mit Hilfe der Abbildung πP = π ◦αP bekommen wir den Vakuumer-
wartungswert

ω(
1

2
B∗HB) =

1

2
(Ω, πP (B∗HB)Ω)

=
1

2

∞∑

i=0

(πP (B(fi))Ω, πP (B(hi))Ω)

=
1

2

∞∑

i=0

(πP (B((✶− P )fi))Ω, πP (B((✶− P )hi))Ω)

=
1

2

∞∑

i=0

(Ω, πP (B((✶− P )fi)
∗B((✶− P )hi))Ω)

= −1

2

∞∑

i=0

(Ω, πP ([B((✶− P )hi), B((✶− P )fi)
∗])Ω)

= −1

2

∞∑

i=0

((✶− P )hi,Θ(✶− P )fi)

=
1

2
tr✶−PH.

Im letzten Schritt haben wir dabei ausgenutzt, dass Θ(✶− P ) = −(✶− P ).

Im letzten Teil des Beweises haben wir gesehen, wie wir, vermöge πP quadratische
Operatoren auf Fockraum-Vektoren anwenden, dazu ein weiteres Beispiel:

Beispiel 1.17. Sei nun (H, πP ,Ω) eine Darstellung der Algebra ❆SD und H ∈ Q(K),
dann vernichtet 1

2B
∗HPB = 1

2B
∗(HP )B das Vakuum. Dies wollen wir kurz vorrechnen

um einen Einblick in diesen Kalkül zu bekommen. Es ist

πP

(
1

2
B∗HPB

)
Ω =

1

2

∞∑

i=0

πP (B(fi)
∗B(Phi))Ω

=
1

2

∞∑

i=0

πP (B(fi)
∗)π (a(Phi))Ω = 0.

Man kann an Lemma 1.16 sehen, dass das Rechnen mit quadratischen Operatoren
für verschiedene Kerne H identische Ergebnisse liefert. Um dies zu untersuchen, wollen
wir eine spezielle Klasse von Operatoren auf K einführen.

Definition 1.18. Die Teilmenge S(K) ⊂ Q(K), die invariant unter ι ist, nennen wir
ι-symmetrische Operatoren:

S(K) = {S ∈ Q(K)|S = ι(S)}
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Für die Analyse von quadratischen Operatoren genügt es, sich auf ι-symmetrische
zu beschränken, da sie die gleichen Vertauschungsrelationen erfüllen:

[
1

2
B∗(H − ι(H))B,B(f)∗] = 0.

Proposition 1.19. Für einen Operator H ∈ Q(K), folgt insbesondere ι(H) ∈ S(K).

Es genügt zu zeigen, dass ι2 = ι:

ι2(H) =
1

2

(
ι(H) + Γι(H)†Γ

)

=
1

4

(
H + ΓH†Γ + ΓH†Γ + Γ2HΓ2

)

= ι(H)

Zusammenfassend können wir für die ι-symmetrischen Operatoren die aus Lemma 1.16
folgende Proposition formulieren.

Proposition 1.20. Für quadratische Operatoren mit Kernen H,G ∈ S(K), gilt

[
1

2
B∗HB,B(f)∗] = B(HΘf)∗ (1.43)

[
1

2
B∗HB,

1

2
B∗GB] = B∗[HΘ, GΘ]ΘB (1.44)

1

2
(B∗HB)∗ =

1

2
B∗H†B (1.45)

tr✶−PH = trPH
†. (1.46)

Ist H außerdem ein selbstadjungierter Operatoren, so folgt

ω(
1

2
B∗HB) =

1

2
trPH. (1.47)

Das folgende Lemma wir im darauf folgendem Satz eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 1.21. Sei S ∈ S(K) ein selbstadjungierter Operator. Der quadratische Operator
1
2B

∗SB ist Generator eines Automorphismus11 auf ❆SD(K)

τS(A) = e
1
2
B∗SBAe−

1
2
B∗SB. (1.48)

Er induziert folgende Transformationen auf K:

τS(B(f)∗) = B(eSΘf)∗ und τS(B(f)) = B(e−SΘf). (1.49)

Auf Konvergenzfragen der Exponentialfunktion wollen wir an dieser Stelle nicht ein-
gehen und sie als formale Potenzreihe betrachten.

11Da 1
2
B∗SB ein selbstadjungierter Operator ist, definiert τS keinen ∗-Automorphismus
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Beweis. Es ist offensichtlich, dass τS die Eigenschaften

τS(A) ist komplex linear in A

τS(A)τS(B) = τS(AB)

τS(✶) = ✶

erfüllt. Damit folgt insbesondere, dass

[τS(B(f)), τS(B(g)∗)] = τS([B(f), B(f)∗]) = (f,Θg)✶

und damit ist τS ein Automorphismus auf ❆SD(K). Weiterhin folgt mit der Entwicklung

eXY e−X =

∞∑

n=0

1

n!
ad n

X(Y ),

unter Verwendung der Kommutationsrelationen für quadratische Operatoren,

τS(B(f)∗) =

∞∑

n=0

1

n!
B((SΘ)nf)∗ = B(eSΘf)∗.

Aus ΓΘ = −ΘΓ folgt eSΘΓ = Γe−SΘ und somit

τS(B(f)) = τ(B(Γf)∗) = B(e−SΘf).

Mit dem bisher Erreichten sind die Grundlagen für den folgenden Satz gegeben.

Satz 1.22. Sei H ∈ S(K), ein selbstadjungierter Operator und sei P eine Basisprojek-
tion, dann ist

(Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
Ω) = detP (PetHΘP )−

1
2 , (1.50)

wobei detP die Determinante auf dem Unterraum PK ist und der Zweig der Wurzel
durch die Stetigkeit in t gegeben ist .

Bevor wir diesen Satz beweisen werden, wollen wir der Übersichtlichkeit halber die
Funktion f durch

f(t) = (Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
Ω) (1.51)

definieren.
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Beweis von Satz 1.22. Sei der Operator H auf K gegeben durch Hf =
∑∞

i=0 fi(hi, f),
dann ergibt sich für die Ableitung der Funktion f nach t folgender Ausdruck

−2
d

dt
f(t) =

(
Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
πP (B∗HB) Ω

)

=

∞∑

i=0

(
Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
πP (B(fi)

∗)πP (B(hi))Ω
)

=

∞∑

i=0

(
Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
πP (B(P1fi)

∗)πP (B(hi))Ω
)

︸ ︷︷ ︸
(∗)

+

∞∑

i=0

(
Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
πP (B(P2fi)

∗)πP (B(hi))Ω
)

︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

, (1.52)

mit den zwei Operatoren P1 und P2, bestimmt durch

P2 = ✶− P1 (1.53)

(✶− P )e−tHΘP1 = 0 (1.54)

PP2 = 0, (1.55)

wobei P hier der gewählten Basisprojektion entspricht. Diese beiden Operatoren wollen
wir zunächst angeben12.
Dazu sei A ein invertierbarer Operator auf K, dann wollen wir (PAP )−1, das Inverse zu
A, eingeschränkt auf den Unterraum PK definieren durch

(PAP )−1(PAP ) = (PAP )(PAP )−1 = P, (1.56)

woraus direkt folgt, dass (PAP )−1P = P (PAP )−1. Damit können wir

P1 = etHΘ(PetHΘP )−1P und P2 = ✶− P1 (1.57)

angeben, da per Definition die erste Identität (1.53) gilt und die zweite (1.54) aus

(✶− P )e−tHΘP1 = (✶− P )(PetHΘP )−1P = (✶− P )P (PetHΘP )−1 = 0

folgt. Die Eigenschaft (1.55) wird erfüllt, da

PP2 = P − PetHΘ(PetHΘP )−1P = P − PetHΘP (PetHΘP )−1 = P − P = 0.

Mit den Eigenschaften der Operatoren P1 und P2 wollen wir uns die Ausdrücke (∗) und
(∗∗) in Gleichung (1.52) anschauen.
Betrachten wir unter Verwendung der Eigenschaften von P1 zuerst den Ausdruck (∗).
Aus Lemma (1.21) wissen wir, dass

τ−tH(B(P1fi)
∗) = B(e−tHΘfi)

∗

12Ein ähnlicher Beweisansatz ist in [4] zu finden
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woraus
e−

1
2
tB∗HBB(P1fi)

∗ = B(e−tHΘP1fi)
∗e−

1
2
tB∗HB (1.58)

folgt. Damit verschwindet (∗), da

πP

(
e−

1
2
tB∗HBB(P1fi)

∗
)∗

Ω 1.58
= πP

(
B∗(e−tHΘP1fi)e

− 1
2
tB∗HB

)∗
Ω

= πP

(
e−

1
2
tB∗HBB(e−tHΘP1fi)

)
Ω

= πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
πP (B( (✶− P )e−tHΘP1︸ ︷︷ ︸

=0 per definition von P1

fi))Ω

+πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
πP
(
B((Pe−tHΘP1fi)

)
︸ ︷︷ ︸

vernichtet das Vakuum (Gl. 1.26)

Ω

= 0. (1.59)

Nun wollen wir uns den verbleibenden Term (∗∗) aus Gleichung (1.52) anschauen. Dazu
stellen wir fest, dass, wie im unmittelbar Vorhergehenden, folgender Ausdruck verschwin-
det:

πP (B(P2fi)
∗) Ω = πP (B(PP2︸︷︷︸

=0

fi)
∗)Ω + πP (B((✶− P )P2fi)

∗)︸ ︷︷ ︸
vernichtet ebenfalls das Vakuum

Ω

= 0.

Setzen wir dieses Resultat in (∗∗) ein, so bekommen wir

(∗∗) =
(
Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HBB(P2fi)

∗B(hi)
)

Ω
)

=
(
Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
πP ([B(P2fi)

∗, B(hi)]) Ω
)

= −(hi,ΘP2fi)
(
Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
Ω
)

︸ ︷︷ ︸
f(t)

. (1.60)

Es verbleibt noch, die Summation aus Gleichung (1.52) mit einzubeziehen. Aus der
Definition der Spur folgt somit

2
d

dt
f(t) = f(t)

∞∑

i=0

(hi,ΘP2fi)

= f(t)trHΘP2

= f(t)

(
trHΘ︸ ︷︷ ︸

=0

−trHΘetHΘ(PetHΘP )−1P

)
. (1.61)

Dabei verschwindet die Spur trHΘ auf K für selbstadjungierte Operatoren aus S(K),
da

trHΘ = trΓHΓΘ = trHΓΘΓ = −trHΘ.
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Mit der Formel13 ∂
∂ttr lnA(t) = tr∂A(t)

∂t A(t)−1 wird Gleichung 1.61 in

d

dt
f(t) = −1

2
f(t)

d

dt
trP ln(PetHΘP )

umgeformt.
Aus der Normiertheit des Vakuums folgt, dass f(0) = 1 und damit das gewünschte
Resultat

f(t) = exp

(
−1

2
trP ln(PetHΘP )

)
= detP

(
PetHΘP

)− 1
2 .

Bemerkung 1.23. Aus dem vorhergehenden Beweis folgt ebenfalls

−1

t
ln f(t) =

1

2
trP ln

(
PetHΘP

) 1
t . (1.62)

Der Operator PetHΘP ist selbstadjungiert, da aus Θ2 = ✶ und P = PΘ = ΘP folgt,
dass

PetHΘP =

∞∑

n=0

tn

n!
PΘ2(HΘ)nP =

∞∑

n=0

tn

n!
PΘ(ΘH)nΘP = PetΘHP = (PetHΘP )∗.

Damit ist also insbesondere (PetHΘP )2 ein positiver Operator.

In vielen Fällen möchte man jedoch einen renormierten, quadratischen Operator
1
2B

∗HrenB betrachten, wobei die Renormierung durch die Wickordnung gegeben ist.
Der aus dem Fockraum übertragene Ausdruck ist

αP (
1

2
B∗HrenB) = αP (:

1

2
B∗HB:) = αP (

1

2
B∗HB) − ω(

1

2
B∗HB)✶. (1.63)

Hier ist ω der Vakuumzustand auf ❆SD. Problematisch ist jedoch, dass die ✶ nicht durch
quadratische Operatoren in ❆SD darstellbar ist. Aus Eigenschaft (1.38) wissen wir, dass
eine notwendige Bedingung für Hren ist, dass

1

2
tr(✶−P )H

ren = 0. (1.64)

Man kann sich davon überzeugen, dass für Hren ∈ Q(K) aus der Selbstadjungiertheit
von Hren auch 1

2trPH
ren = 0 folgt. Da dies im Allgemeinen nicht wünschenswert ist14,

können wir nicht mehr fordern, dass Hren ∈ Q(K). Um einen hinreichenden Ausdruck
für Hren zu finden, müssen wir uns nochmals an den Ausdruck (1.34) erinnern, der durch

[
1

2
B∗HB,B(f)∗] = B(ι(H)Θf)∗ (1.65)

13siehe Anhang B
14Die äquivalente Aussage in der Fockraumdarstellung wäre beispielsweise, dass der teilchenzahlerhal-

tende Term wegfällt.
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gegeben ist. Da es zwingend ist, dass sowohl H als auch Hren den gleichen Kommu-
tator (1.65) liefern, muss ι(H − Hren) ≡ 0 gelten. Zusammen mit der Forderung des
verschwindenden Vakuumerwartungswerts (1.38) kann man sehen, dass Hren eindeutig
bestimmt ist durch

Hren = H − (✶− P )H(✶− P ) + PHP

= PH +HP

= H +
1

2
(HΘ + ΘH). (1.66)

Nun zu einem weiteren Ergebnis, dass in den folgenden Kapiteln Verwendung finden
wird.

Proposition 1.24. Sei H ∈ S(K), ein selbstadjungierter Operator auf K und sei P
eine Basisprojektion, dann ist

f ren(t) = (ΩP , πP

(
e−

1
2
tB∗HrenB

)
ΩP ) = detP (PetHΘPe−tPHΘPP )−

1
2 ,

wobei detP die Determinante auf dem Unterraum PK ist und der Zweig der Wurzel
gegeben ist durch die Stetigkeit von f .

Beweis. Aus dem vorhergehenden Satz 1.22 wissen wir, dass

f(t) = (Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
Ω) = detP (PetHΘP )−

1
2 .

Für den renormierten quadratischen Operator gilt

1

2
B∗HrenB =

1

2
B∗HB − ω(

1

2
B∗HB) =

1

2
B∗HB − 1

2
trPH,

woraus

f ren(t) = (Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HrenB

)
Ω)

= (Ω, πP

(
e−

1
2
tB∗HB

)
Ω)e

1
2
t trPH

= detP (PetHΘP )−
1
2 detP (e−tPHP )−

1
2

= detP (PetHΘPe−tPHPP )−
1
2

folgt. Mit der Identität P = ΘP ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 1.25. Da H ∈ Q(K) ist PHP ∈ T1(K). Daher wissen wir, dass

fren(t) = detP (PetHΘPe−tPHPP )−
1
2

wohldefiniert ist.
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Kapitel 2

Der Energie-Impuls-Tensor

Aus dem Noether’schen Theorem folgt für jede stetige Symmetrie, welche die Wir-
kung invariant läßt, eine Erhaltungsgröße. Die ”natürlichsten” stetigen Symmetrien sind
Translationen in Raum und Zeit. Da man in der klassischen Physik davon ausgeht, dass
der Raum und die Zeit nicht diskret sind, ergibt sich also jeweils eine Erhaltungsgröße.
Im Falle der Zeittranslations-Invarianz wird sie Energie genannt.
Nun macht es aber in der relativistischen Physik keinen Sinn, Raum und Zeit als sepa-
rierte Objekte zu betrachten, stattdessen fasst man sie zu einer so genannten Raumzeit
zusammen. Dieentsprechende Symmetrie ist nun die unter Raumzeit-Translation und
die resultierende Erhaltungsgröße wird Energie-Impulstensor genannt.
Schauen wir uns zunächst ganz allgemein das Wirkungfunktional S eines skalaren Feldes
φ auf einer n + 1-dimensionalen, global hyperbolischen Raumzeit (M, g) mit Signatur
+ − − · · · an. Es ist gegeben durch das räumliche Integral über die Lagrangedichte L
des Feldes [14]:

S =

∫

M
dn+1x L. (2.1)

Für den Fall des massiven, skalaren Feldes ist die Lagrangedichte wie folgt gegeben:

L(x) =
1

2

√
g(x)

(
gαβ(x)∇µφ(x)∇νφ(x) −m2φ(x)2 − ξR(x)φ(x)

)
(2.2)

Hierbei ist g(x) der Betrag der Determinante des metrischen Tensors gαβ(x). Weiterhin
ist R die entspechende Skalarkrümmung, m die Masse und ξ eine dimensionslose Kon-
stante [14], auf die wir nicht weiter eingehen werden.
Ein Feld, das durch diese Lagrangedichte beschrieben wird, erfüllt die sogenannte kova-
riante Klein-Gordon-Gleichung1:

(✷ +m2 + ξR)φ = 0. (2.3)

Der Operator ✷ ist definiert durch ✷ = gαβ∇α∇β und heißt (kovarianter) D’Alembert
Operator.

1Bewegungsgleichung des Klein-Gordon Feldes



26 Der Energie-Impuls-Tensor

Der Energie-Impuls-Tensor ergibt sich aus Variation der Wirkung S nach der Metrik
gµν , zu

Tαβ =
2√
g

δS

δgαβ(x)
.

Da in dieser Arbeit nur der (n+1)-dimensionale Minkowskiraum mit metrischem Tensor
η betrachtet wird, wollen wir uns im Weiteren auf diesen Fall beschränken. Im flachen
Raum geht (2.3) in

(✷ +m2)φ ≡ (ηαβ∂α∂β +m2)φ = 0 (2.4)

über. Damit finden wir den folgenden Ausdruck für den Energie-Impulstensor2 [14]:

Tαβ = φ,αφ,β −
1

2
ηαβη

λδφ,λφ,δ +
1

2
m2φ2ηαβ (2.5)

Die jeweiligen Erhaltungsgrößen ergeben sich nun durch Integration der entsprechenden
Komponenten über den Raum. Insbesondere der Hamiltonoperator und der Impulsope-
rator des Feldes φ sind dann gegeben durch

H(t) =

∫
dnx T00(t, x) (2.6)

Pi(t) =

∫
dnx T0i(t, x). (2.7)

Mit dem oben angegebenen Energie-Impuls-Tensor geht man zur quantisierten Theo-
rie über. Dazu ersetzt man in (2.5) das skalare, klassische Feld φ durch das skalare
Quantenfeld Φ, welches in der Fockraumdarstellung durch

Φ(t, x) = a(t, x) + a∗(t, x) =

∫
dµ(p)

(
a(p)e−i(ω(p)t−px) + a∗(p)ei(ω(p)t−px)

)
(2.8)

definiert ist. Hierbei haben wir die Abkürzungen

dµ(p) = (2π)−n
dnp

2ω(p)
und ω(p) =

√
‖p‖2 +m2 (2.9)

eingeführt. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfüllen dabei die Vertauschungs-
relationen

[a(p), a(q)] = [a†(p), a†(q)] = 0 sowie [a(p), a†(q)] = 2(2π)nω(p)δ(p− q). (2.10)

Der hier angegebene Prozess der Quantisierung ist jedoch nur dann ”vernünftig”, wenn
der Energie-Impuls-Tensor auf dem Vakuum verschwindet3. Dies wir durch die soge-
nannte Normal- oder Wickordnung erreicht. Anwendung der Normalordnung bestimmt
den sogenannten renormierten Energie-Impuls-Tensor T renµν .

2Bei gewähltem Koordinatensystem (xβ) ist φ,β die Kurzschreibweise für φ,β = ∂φ
∂xβ

3Durch von Null verschiedener Energiedichte, wäre die Gesamtenergie aufgrund der Translationsin-
varianz des Vakuums nicht endlich.
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2.1 Die gemittelte Energiedichte

Dieser Abschnitt wir eine kurze Einführung in das sein, was man unter einer gemittelten
Energiedichte versteht. Aus der Definition (2.5) des Energie-Impuls-Tensors Tµν , ergibt
sich die Energiedichte T00 für das klassische Feld durch

T00 =
1

2

(
φ 2
,0 +

n∑

i=1

φ 2
,i +m2φ2

)
.

Dieser Ausdruck ist eine positive Größe, da er sich aus einer Summe von quadratischen
(reellen) Termen zusammensetzt. Diese Positivität bleibt, im Sinne der operatorwerti-
gen Distributionen, nach der Quantisierung des Feldes erhalten, da die Felder selbstad-
jungiert sind. Insbesonder ist die mit einer nicht-negativen Testfunktion verschmierte
Energiedichte dann positiv.
Der Vakuumerwartungswert der verschmierten Energiedichte ist jedoch von Null ver-
schieden und hängt von der gewählten Testfunktion ab. Verschmiert man jedoch die
renormierte Energiedichte T ren00 (t, x) = :T00:(t, x) folgt aus

〈Ω|T ren00 (t, x) |Ω〉 = 0,

dass insbesonder die Differenz der beiden verschmierten Energiedichten von der Test-
funktion abhängt. Dieses Eigenschaft ist essentiell für das Phänomen negativer Energie.
Wir betrachten in dieser Arbeit nur Energiedichten, die über einem beschränktem Gebiet
O verschmiert sind.

2.2 Die zeitgemittelte Energiedichte

Wir wollen uns die zeitlich gemittelte Energiedichte anschauen. Das bedeutet, wir ver-
schmieren zeitlich, an einem fixierten Punkt im Raum. Ohne Beschränkung der All-
gemeinheit wählen wir dazu den räumlichen Ursprung. Aus der Definition (2.8) des
Quantenfeldes geht hervor, dass dies eine erhebliche Vereinfachung mit sich bringt. Den
damit stark verkürzten Ausdruck für die Energiedichte wollen wir nun angeben.

T ren00 (t, 0) =
1

2

∫
dµ(p)dµ(q)

(
m2 − ω(p)ω(q) − pq

)
e−it(ω(p)+ω(q))a(p)a(q)

+
(
m2 + ω(p)ω(q) + pq

)
eit(ω(p)−ω(q))a†(p)a(q) + h.c. . (2.11)

Hierbei ist h.c. das Hermite’sch Konjugierte der anderen Summanden.
Wie schon im Vorhergehenden bemerkt, ist die Energiedichte eine operatorwertige Dis-
tribution, was aus der Tatsache folgt, dass auch das Quantenfeld eine solche ist. Ope-
ratorwertige Distributionen ordnen jedem Element des Raumes der Testfunktionen C∞

0

einen Operator zu. In unserem Fall sind es Operatoren auf einem Hilbertraum, dem
Fockraum.
Für das zeitliche Verschmieren einer observablen Größe, benötigt man eine reelle Funk-
tion f : R → R

+
0 aus dem Raum der Testfunktionen C∞

0 (R). Diese bestimmt dann einen
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Operator Tf , der die Energiedichte in einem kompakten Gebiet suppf ∈ Mn+1
Mink mit der

Gewichtung f beschreibt:

Tf =

∫ ∞

−∞
dt T00(t, 0)f(t) und T renf =

∫ ∞

−∞
dt T ren00 (t, 0)f(t)

Man sieht, dass in der verschmierten Energiedichte, vermöge der Exponentialfunktion in
(2.11), die Fouriertransformierte der Testfunktion f auftaucht. In dieser Arbeit wählen
wir für diese die Konvention

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
dtf(t)e−iωt.

Es macht offensichtlich Sinn die beiden Funktionen R,Q : R
n × R

n → C einzuführen:

R(p, q) =

∫ ∞

−∞
dtf(t)Rt(p, q)

=

∫ ∞

−∞
dtf(t)

(
m2 − ω(p)ω(q) − pq

)
e−it(ω(p)+ω(q))

=
(
m2 − ω(p)ω(q) − pq

)
f̂(ω(p) + ω(q)) (2.12)

Q(p, q) =

∫ ∞

−∞
dtf(t)Qt(p, q)

=

∫ ∞

−∞
dtf(t)

(
m2 + ω(p)ω(q) + pq

)
eit(ω(p)−ω(q))

=
(
m2 + ω(p)ω(q) + pq

)
f̂(ω(q) − ω(p)). (2.13)

Benutzt man diese beiden Funktionen um die zeitgemittelte und renormierte Energie-
dichte anzugeben, ergibt sich der Ausdruck:

T renf =
1

2

∫
dµ(p)dµ(q) a∗(p)R(p, q)a∗(q) + 2a∗(p)Q(p, q)a(q) + a(p)R(p, q)a(q).

Verkürzt wollen wir

T renf =
1

2

(
a∗Ra∗ + 2a∗Qa+ aRa

)
(2.14)

schreiben. Es sei bemerkt, dass die beiden Funktionen R(p, q) und Q(p, q) dann als
Integralkerne der Operatoren R und Q verstanden werden. Um diese in Abhängigkeit
der Testfunktion f zu analysieren, werden wir zunächst die beiden Funktionen R(p, q)
und Q(p, q) untersuchen, um später Aussagen über die beiden Operatoren machen zu
können.
Da jede Funktion f eindeutig in eine gerade Funktion f+, mit f+(t) = f+(−t) und eine
ungerade Funktion f−, mit f−(t) = −f−(−t) zerlegt werden kann, sodass f = f+ +f−,
wollen wir die jeweiligen Fälle ”+” und ”−” separat untersuchen.
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Lemma 2.1. Es gibt eine eindeutige Zerlegung von R(p, q) und Q(p, q), sodass

R(p, q) = R+(p, q) + iR−(p, q)

Q(p, q) = Q+(p, q) + iR−(p, q).

Dabei sind R±(p, q) und Q±(p, q) rein reell und hängen nur von f± ab.

Beweis. Da f eine reelle Funktion ist, gilt für ihre Fouriertransformierte f̂(ω),

f̂(ω) = f̂(−ω).

Mit f+ ist auch f̂+(ω) eine gerade Funktion und es gilt

f̂+(ω) = f̂+(ω),

also
R+(p, q) = R+(p, q) und Q+(p, q) = Q+(p, q).

Analog folgt für f−, dass

iR−(p, q) = −iR−(p, q) und iQ−(p, q) = −iQ−(p, q).

Übertragen wir diese Resultate auf die Eigenschaften der Operatoren R und Q, so
folgt für die Energiedichte:

Tf =
1

2

(
a∗ a

)( Q R

R Q

)(
a
a∗

)

=
1

2

(
a∗ a

)( Q+ + iQ− R+ − iR−

R+ + iR− Q+ − iQ−

)(
a
a∗

)
. (2.15)

Zusammenfassend wollen wir die Operatoren H und Hren angeben, welche die Kerne
der quadratische Operatoren sind, die der verschmierten Energiedichte entsprechen.

H =

(
Q R

R Q

)
=

(
Q+ + iQ− R+ − iR−

R+ + iR− Q+ − iQ−

)
(2.16)

und

Hren =

(
2Q R
R 0

)
=

(
2(Q+ + iQ−) R+ − iR−

R+ + iR− 0

)
. (2.17)

Weiterhin wollen wir uns anschauen, was mit H, respektive Hren passiert, wenn f gegen
die konstante 1-Funktion geht.

Lemma 2.2. Konvergiert die Funktion f adiabatisch gegen die konstante 1-Funktion,
so verschwinden die nebendiagonalen von H und Hren. Es gilt insbesondere

lim
f(t)→1

H =

(
E0 0
0 E0

)
und lim

f(t)→1
Hren =

(
2E0 0
0 0

)
. (2.18)

Mit einem nichttrivialen Operator E0.
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Beweis. Diese erste Aussage ist identisch mit der Aussage, dass R und damit R(p, q)
verschwinden. Für m > 0 bekommen wir

lim
f(t)→1

R(p, q) = lim
f(t)→1

R+(p, q) =
(
m2 − ω(p)ω(q) − pq

) ∫ ∞

−∞
dte−it(ω(p)+ω(q))

= 2πδ(ω(p) + ω(q)︸ ︷︷ ︸
>0

)
(
m2 − ω(p)ω(q) − pq

)

= 0.

Dem letzten Term kann man ansehen, das R(p, q) im masselosen Fall veschwindet. In
analoger Weise folgt für den Integralkern von Q,

lim
f(t)→1

Q(p, q) = lim
f(t)→1

Q+(p, q) =
(
m2 + ω(p)ω(q) + pq

) ∫ ∞

−∞
dte−it(ω(p)−ω(q))

= 4πδ(ω(p) − ω(q))
(
m2 + ω(p)2 + pq

)

=: E0(p, q), (2.19)

Wobei E0(p, q) dann den Integralkern von E0 definiert.



Kapitel 3

Das Infimum des Spektrums

In diesem Kapitel bearbeiten wir die Kernaussage der vorliegenden Arbeit. Dazu wählen
wir die Sprache der Algebraischen Quantenfeldtheorie [15, 16].
Ohne auf die Quantenungleichungen einzugehen, werden wir ganz allgemein diskutie-
ren, wie man das Infimum eines Spektrums, soweit es existiert, bestimmen kann. Dazu
definieren wir den folgenden Begriff:

Definition 3.1. Sei T ein selbstadjungiertes Element einer ∗-Algebra. Existiert der
Wert

ρT := inf
λ∈R

{λ ∈ σ(T )},

so nennen wir ihn die optimale untere Schranke von σ(T ).

Existiert eine optimale untere Schranke, so sagt man T , respektive σ(T ), sei von
unten beschränkt.
Wir betrachten der Einfachheit halber im Folgenden immer eine unitale ∗-Algebra ❆

3.1 Ansatz zur Bestimmung des Infimums eines Spektrums

Um das Infimum ρT eines gegebenen Spektrums σ(T ) zu bestimmen, schauen wir uns
zuerst an, wie die Zustände Z auf ❆ mit dieser Größe zusammenhängen.
Sei dazu ω ∈ Z ein Zustand auf der ∗-Algebra ❆. Die Definition der optimalen unteren
Schranke impliziert dann, dass

ω(T ) =

∫
λ dµω,T (λ) ≥ inf

ω∈Z
supp µω,T = ρT . (3.1)

Es gibt insbesondere Operatoren, für die man keine Zustände findet, die Gleichheit in
3.1 liefern. Dazu sei hier ein Beispiel angegeben.

Beispiel 3.2. Wir betrachten ein Teilchen mit einem Freiheitsgrad in der Hilbertraum-
Darstellung L2(R,C) und dem quadrierten Impulsoperator. Dieser is in der Ortsdarstel-
lung durch p̂2 = − ∂

∂x gegeben. Aus dem Spektrum σ(p̂) = R können wir sofort bestim-
men, dass σ(p̂2) = [0,∞). Offensichtlich haben die verallgemeinerten Eigenzustände1 die

1Sie sind nicht aus L2(R, C).
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Form ψ(x) ∝ eipx. Durch Kombinationen dieser kann man nur Zustände mit p2 ∈ (0,∞)
konstruieren. Der Grundzustand zu p̂2 müsste die Form ψ0 ∝ ax+ b /∈ L2(R) haben, die
aber nicht normierbar ist.

Nun wollen wir zunächst versuchen, das Infimum aus Definition 3.1 für nur einen
Zustand ω zu finden.

Definition 3.3. Das Teilspektrum von T bezüglich ω ist durch

σ|ω(T ) = supp µω,T

definiert. Das Infimum von σ|ω(T ) sei durch ρT |ω gegeben.

Eines der zentralen Ergebnisse in dieser Arbeit, ist der folgende Satz:

Satz 3.4. Sei T ∈ ❆ ein selbstadjungiertes Element der unitalen ∗-Algebra ❆, dessen
Spektrum von unten beschränkt ist. Für einen Zustand ω auf ❆ gilt

ρT |ω = lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

)
. (3.2)

Die Konsequenzen, die sich nachher in der Bestimmung von ρT , durch diese Ein-
schränkung auf σ(T )|ω ergeben, wollen wir später diskutieren. Zuvor zum Beweis des
Satzes.

Beweis von Satz 3.4. Wir werden diesen Satz in zwei Schritten beweisen. Zuerst zeigen
wir, dass der rechte Ausdruck von (3.4) wohldefiniert ist, wenn es ein endliches ρT |ω
gibt. In einem zweiten Schritt zeigen wir dessen Konvergenz gegen ρT |ω.
Aus der Normiertheit des Spektralmaßes folgt, dass es zu jedem 1 > ǫ > 0 ein ζ ≥ ρT |ω
geben muss mit

∫ ζ

ρT |ω

dµω,T (λ) ≥ ǫ.

Dann gibt es insbesondere ein β0, sodass

β ≥ β0 ⇒
∫ ζ

ρT |ω

dµω,T (λ) ≥ 1

β
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folgt. Nun wissen wir, dass damit für β > β0

∫ ∞

ρT |ω

e−βλdµω,T (λ) =

∫ ζ

ρT |ω

e−βλdµω,T (λ) +

∫ ∞

ζ
e−βλdµω,T (λ)

︸ ︷︷ ︸
≥0

≥
∫ ζ

ρT |ω

e−βλdµω,T (λ)

= e−βζ
∫ ζ

ρT |ω

e−β(λ−ζ)
︸ ︷︷ ︸

≥1

dµω,T (λ)

≥ e−βζ
∫ ζ

ρT |ω

dµω,T (λ)

≥ 1

β
e−βζ . (3.3)

Andererseit ist für ein ρ < ρT
∫ ∞

ρT |ω

e−βλ dµ(ω,T )(λ) ≤
∫ ∞

ρ
e−βxdx =

1

β
e−βρ.

Insgesamt haben wir damit die folgende Einschließung gezeigt:

1

β
e−βζ ≤

∫

σ(T )
e−βλ dµ(ω,T )(λ) ≤ 1

β
e−βρ für β > β0.

Damit ist insbesondere der Ausdruck

lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

)
= lim

β→∞
− 1

β
ln

∫

σ(T )
e−βλ dµ(ω,T )(λ). (3.4)

wohldefiniert. Im Grenzwert für β → ∞ erhalten wir2:

ρ ≤ lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

)
≤ ζ.

Womit der erste Teil unseres Beweises abgeschlossen ist. Nun bleibt noch zu zeigen, dass
der gegebene Ausdruck wirklich gegen ρT |ω konvergiert.
Dazu erinnern wir uns zunächst an die Definition der p-Norm ‖·‖p,µ, bezüglich eines
Maßes µ. Mit dieser können wir schreiben

lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

)
= − ln lim

β→∞

[∫

σ(T )

∣∣∣e−λ
∣∣∣
β

dµ(ω,T )(λ)

] 1
β

= − ln lim
β→∞

∥∥∥e−λ
∥∥∥
β,µ(ω,T )

. (3.5)

2Wir wollen dazu anmerken, dass limβ→∞ −
1
β

ln 1
β

= − ln 1 = 0 ist.



34 Das Infimum des Spektrums

Nun kann man zeigen3, dass für einen endlichen Maß-Raum (Ω,A, µ), für eine A-
messbare, reel- oder komplexwertige Funktion f auf Ω gilt:

lim
p→∞

‖f‖p,µ = ‖f‖∞,µ . (3.6)

Daraus folgt dann insbesondere mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion,

lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

)
= − ln

∥∥∥e−λ
∥∥∥
∞,µ(ω,T )

= − ln sup{e−λ|λ ∈ supp dµω,T }
= ρT |ω.

Womit der Beweis abgeschlossen ist.

Bemerkung 3.5. Dieser Satz kann analog für ein von oben beschränktes Spektrum σ(T )
benutzt werden. Dazu muss lediglich der Grenzwert für β → −∞ betrachtet werden.

Um einen Einblick zu bekommen, wie wir dieses Verfahren anwenden, geben wir ein
Beispiel aus der Quantenmechanik.

Beispiel 3.6. Wir wollen den niedrigsten Eigenwert des Harmonischen Oszillators be-
stimmen. Dazu nutzen wir die Standarddarstellung. Es seien also |n〉 die Eigenkets des
Anzahloperators N = a†a. Sei weiterhin |ψ〉 =

∑
n∈I an |n〉 ein normierter Vektor, es gilt

also
∑

n∈I |an|2 = 1. Zudem fordern wir, dass I minimal ist, es also kein n ∈ I ⊂ N gibt
mit an = 0. Der Hamiltonoperator für den quantenmechanischen Oszillator ist gegeben
durch H = N + 1

2 . Man kann ablesen, dass

σ(H)|ψ = {i+ 1

2
|i ∈ I}.

Damit berechnen wir den Erwartungswert von e−βH wie folgt.

〈ψ| e−βH |ψ〉 =
∑

i,k∈I

āiak 〈i| e−β(N+ 1
2
) |k〉

= e
−β
2

∑

i,k∈I

āiak 〈i| e−βk |k〉

= e
−β
2

∑

k∈I

|ak|2 e−βk

︸ ︷︷ ︸
∈(0,1] für β>0

Der Wert 0 wird von der Summe aufgrund der Normierungsbedingung von |ψ〉 nicht
angenommen und sie nimmt genau dann den maximalen Wert 1 an, wenn |ψ〉 = |0〉 ist.

3Siehe dazu [17].
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Mit dem oben bestimmten Erwartungswert kann man nun Satz 3.4 anwenden und es
ergibt sich

ρH |ψ = lim
β→∞

− 1

β
ln(ψ, e−βHψ)

=
1

2
+ lim
β→∞

− 1

β
ln
∑

k∈I

|ak|2 e−βk

=
1

2
− ln lim

β→∞

(∑

k∈I

|ak|2 e−βk
) 1

β

=
1

2
− ln sup

k∈I
e−k =

1

2
+ inf
k∈I

k,

wie man auch erwartet hätte.

An diesem Beispiel sieht man, dass unser Verfahren sicherlich zum Erfolg führt, wenn
es einen Grundzustand4 |0〉 gibt und der gewählten Zustand |ψ〉, nicht orthogonal zu
diesem ist, also 〈ψ|0〉 6= 0 gilt.
Beispielsweise die kohärenten Zustände |α〉, durch

|α〉 = e−
1
2
|α|eαa

∗ |0〉 .

definiert, erfüllen diese Eigenschaft immer. Dass Satz 3.4 auch für Beispiel 3.2 zum
richtigen Ergebniss führt, wollen wir hier kurz berechnen.

Beispiel 3.7. Der Einfachheit halber betrachten wir dieses Beispiel im Impulsraum.
Es sei ψ(p) = N e−

1
2
p2 , mit einer geeigneten Normierungskonstanten N . Dann ist der

Erwartungswert von e−βp
2

durch

〈ψ|e−βp2ψ〉 = N 2

∫
dp e−p

2(1+β) =
N 2

(1 + β)
1
2

∫
dp e−p

2
= (1 + β)−

1
2

gegeben. Also folgt aus Satz 3.4 für die untere Schranke des Spektrums von p̂2, dass

ρT |ω = lim
β→∞

− 1

β
ln〈ψ|e−βp2ψ〉 = lim

β→∞

1

2β
ln(1 + β) = 0.

Damit ist der gegebene Zustand ψ für die Bestimmung der optimalen unteren Schranke
auf ganz σ(p̂2) hinreichend gewesen. Wie allerdings in Beispiel 3.2 gezeigt, gibt es keinen
Zustand in L2(R,C) zu diesem Spektralwert.

Wir haben bisher gesehen, dass die Wahl des Zustandes für den wir Satz 3.4 anwen-
den, entscheidend dafür ist, dass unser Verfahren zum Erfolg führt.

4In unserem Beispiel existiert er.
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3.2 Anwendung in der lokalen Quantenfeldtheorie

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass der Vakuumzustand in der lokalen Quanten-
feldtheorie geeignet ist, um mit Satz 3.4 die optimale untere Schranke eines Spektrums
zu bestimmen. Sei dazu NO eine mit dem beschränkten Raumzeit-Gebiet O assoziierte
von Neumann-Algebra lokaler Observablen.
Nun ist aber beispielsweise die verschmierte Energiedichte, ein unbeschränkter Opera-
tor. Solche können aber insbesondere nicht Element einer von Neumann Algebra sein.
Dennoch gibt es eine Möglichkeit, solch einen Operator an eine von Neumann Algebra
anzugliedern [7, 8].

Definition 3.8. Sei N eine von Neumann-Algebra über einem Hilbertraum H. Einen
abgeschlossenen Operator T auf H nennen wir affiliiert zu N , kurz TηN , wenn

N ′D(T ) ⊆ D(T ) und N ′T ⊆ TN ′ ∀N ′ ∈ N ′.

Von zentraler Bedeutung für den Zusammenhang einer von Neumann Algebra (loka-
ler Observablen) und eines dazu affiliierten unbeschränkten Operators ist das folgende
Lemma [18].

Lemma 3.9. Sei T ein abgeschlossener Operator auf dem Hilbertraum H, mit Polar-
zerlegung T = U |T | und N eine von Neumann-Algebra über H. Aus TηN folgt dann,
dass sowohl U als auch die Spektralprojektoren E|T |(∆) von |T | in N liegen.

Sei ∆ρT ein offenes Intervall aus R mit ρT ∈ ∆ρT . Für einen positiven Operator T ,
kann man mit Hilfe des Spektralprojektors5 ET (∆ρT ), die folgende Aussage machen:

Lemma 3.10. Sei T der selbstadjungierte Abschluss eines positiven Operators auf ei-
nem Hilbertraum H. Ist T affiliiert zu einer von Neumann-Algebra N (H), so ergibt sich
folgender Zusammenhang zwischen einem Zustand ω auf N (H), sowie den Spektralwer-
ten ρT , ρT |ω :

ω(ET (∆ρT )) > 0 ⇒ ρT |ω = ρT (3.7)

Beweis. Aus ω(ET (∆ρT )) > 0 für ein beliebiges, offenes ∆ρT , folgt

ρT = inf
λ∈R

{λ ∈ σ(T )} ∈ σ|ω(T )

Da aber per Definition σ|ω(T ) ⊂ σ(T ) ist, folgt ρT |ω = ρT .

Dies bedeutet also, dass Satz 3.4 für einen Zustand ω, der die linke Seite von (3.7)
erfüllt, das Infimum des gesamten Spektrums σ(T ) liefert.
Dass solch ein Zustand für Operatoren einer lokalen von Neumann-Algebra durch das
Vakuum gegeben ist, wollen wir mithilfe eines Satzes von Reeh und Schlieder zeigen [19].

5Es ist ET (R/(∆ρT
∩ σ(T ))) = 0.
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Satz 3.11 (Reeh-Schlieder). Das Vakuum Ω ∈ H ist ein separierender Vektor für die
von Neumann-Algebra NO(H).

Also sind insbesondere alle Vakuumerwartungswerte der Projektionsoperatoren ET (∆ρT )
von Null verschieden:

ωΩ(ET (∆ρT )) > 0.

Zusammenfassend formulieren wir den folgenden Satz.

Satz 3.12. Sei T ∈ ❆ ein positiver, selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum
H. Dann existiert für den Vakuumzustand ω der Grenzwert

ρT = lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

)

und beschreibt die optimale untere Schranke des Spektrums von T .

Beweis. Folgt aus dem Vorhergehenden.

Insbesondere gilt dies natürlich für die auf einem beschränkten Gebiet O verschmierte
Energiedichte.

Bemerkung 3.13. Für den Fall, dass T einem (lokalen) Hamiltonoperator entspricht,
kann dieser Ausdruck als freie Energie des Systems, bei verschwindender Temperatur,
betrachtet werden.
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Kapitel 4

Quantenungleichungen

4.1 Einführung in die Quantenungleichungen

Wie schon in der Einleitung bemerkt, ist der Begriff Quantenungleichungen im Jahre
1978 durch die Arbeit von L. H. Ford [2] entstanden. Ausgangspunkt dieser, ist die von
H. Epstein, V. Glaser und A. Jaffe [1] aufgezeigte Möglichkeit des Auftretens lokaler, ne-
gativer Energiedichte in der Theorie quantisierter Felder. Es wurde gezeigt, dass sowohl
die punktweise, als auch die mit einer Testfunktion verschmierte Energiedichte keine
positive Größe ist. Ford argumentierte in seiner Arbeit zunächst mit einem negativen
Energiefluss. Das bedeutet, dass sich die Energie entgegen der Ausbreitungsrichtung der
entsprechenden Welle bewegt1. Eines der Standardbeispiele für die Produktion eines
solchen Flusses, ist der sogenannte moving mirrow in der zweidimensionalen Raumzeit.
Es wurde von S.A. Fulling und P.C.W. Davies gezeigt [20, 21], dass ein Spiegel dessen
Beschleunigung zunimmt, einen negativen Energiefluss abstrahlt. Jedoch ist die Gesamt-
energie, die abgestrahlt wurde wieder positiv, wenn der Spiegel sich in Vergangenheit
und Zukunft mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.
Ford diskutierte in seiner oben angesprochenen Arbeit ’Quantum coherence effects and
the second law of thermodynamics’ die Möglichkeit, solch einen negativen Energiefluss
zu nutzen um einem Körper Wärme zu entziehen. Dazu müsse man lediglich den Strahl
negativer Energie auf ihn richten. Folglich würde der Körper sowohl Energie als auch
Entropie verlieren, was aber einer Verletzung des zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-
mik gleich käme. Makroskopisch jedoch, würde er nicht verletzt werden, wenn der Fluss
F an negativer Energie, der Ungleichung

|F | . τ−2 (4.1)

unterliegt. Dabei ist τ die charakteristische Zeitskala, in der die negative Energie ab-
sorbiert wird. Ford argumentierte wie folgt: Die übertragene Menge negativer Energie
ist von der Größenordnung ∆E ≈ |F | τ . Obliegt der Fluss F jedoch der Ungleichung

1Ein ähnliches Phänomen ist der sogenannte probability backflow, bei dem ein Teilchen sich mit
einem bestimmten Impuls in eine Richtung bewegt, die dem ”Fluss der Aufenthaltswahrscheinlichkeit”
entgegengesetzt ist.
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(4.1), so ist die negative Energie durch das entsprechende Zeitintervall beschränkt und
es gilt ∆E . t−1. Dieses ist jedoch weniger als die Energieunschärfe ∆E & t−1 in dieser
Zeitskala zuläßt. Damit findet also weder eine makroskopische Energie- noch Entropie-
abnahme statt.
Etwas präzisere Quantenungleichungen wurden zunächst für den Energiefluss formu-
liert [22] und konnten später von Ford und Roman für die Energiedichte von skalarem
und elektromagnetischem Feld angegeben werden [23, 24]. Dabei betrachtet man die,
mit einer normierten Testfunktion f verschmierte Energiedichte Tf . Die Quantenunglei-
chungen sind dann gegeben durch eine untere Schranke der Erwartungswerte für eine
bestimmte Klasse von Zuständen. Die zuerst analysierte Gewichtsfunktion war durch
die (normierte) Lorentz’sche Funktion L gegeben:

L(t) =
τ

π(τ2 + t2)
τ > 0.

Dabei ist τ die entsprechende Zeitskala. Es wurde gezeigt [25], dass mit dieser Funk-
tion, für das massive, skalare Feld im vierdimensionalen Minkowskiraum die folgende
Quantenungleichung für eine Große Klasse von Zuständen ψ gilt:

〈TL〉ψ ≥ − 3

32π2τ4
G(2mτ).

Die Funktion G ist dabei unabhängig vom Zustand ψ, positiv, auf R
+ strikt abfallend

und stetig mit G(0) = 1.
Von Interesse sind aber viel allgemeinere und genauere Quantenungleichungen. Gemeint
ist damit, dass sie nicht nur für eine große Klasse von Zuständen gelten sollten, sondern
auch für eine große Klasse von Gewichtsfunktionen und in beliebigen Dimensionen. Im
Besonderen will man natürlich die optimalen Quantenungleichungen bestimmen, also
solche, bei denen auch Zustände existieren, deren Erwartungswert der optimalen un-
teren Schranke beliebig nahe kommen. Ein erster Schritt in diese Richtung wurde von
E.E. Flanagan [26, 27] mit Erfolg für das masselose konforme skalare Feld gemacht.
Er konnte für diesen Fall die Quantenungleichungen sowohl für eine große Klasse von
Testfunktionen formulieren, als auch die optimale untere Schranke angeben. Die zentrale
Idee in seinem Ansatz ist, den gemittelten Energie-Impuls-Tensor durch eine Bogoliubov-
Transformation von einer quadratischen Form in eine normalgeordnete Form zu bringen.
Der Vakuumerwartungswert stellt dann die optimale untere Schranke ρTf

für die mit f
verschmierte Energiedichte, dar. Sie wurde von Flanagan durch den Ausdruck

〈Tf 〉ψ
optimal
≥ ρTf

= − 1

24π

∫

supp f
dt

(f ′(t))2

f(t)
.

angegeben. Für diese Quantenungleichung kann f eine beliebige, glatte und positive
Funktion sein, für die das obige Integral existiert. Leider ist es nicht möglich den Ansatz
von Flanagan auf den massiven Fall oder andere Dimensionen zu verallgemeinern, da er
sehr von den konformen Eigenschaften der Theorie abhängt.
Den bisher erfolgreichsten Ansatz um Quantenungleichungen in beliebigen Dimensionen
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und für eine große Klasse von Zuständen und Gewichtsfunktionen zu gewinnen, fanden
C.J. Fewster und S.P. Eveson [28]. Sie zeigten, dass für das massive, skalare Feld im
n+ 1-dimensionalen Minkowskiraum, die Quantenungleichung

ρTf
≥ − 1

2π

∫ ∞

0
dω

∫
dn(p)

(2π)n
ω(p)

∣∣∣f̂1/2(ω(p) + ω)
∣∣∣
2

(4.2)

für die mit der Funktion f(t) verschmierten Energiedichte gilt. Allerdings ist bekannt,
dass dieser Ausdruck nicht die optimale untere Schranke beschreibt. Im Grenzwert ver-
schwindender Masse gibt der Vergleich mit dem Resultat von Flanagan eine um den
Faktor 3

2 schlechtere untere Schranke. Dennoch findet der von Fewster und Eveson be-
nutzte Ansatz sehr viel Verwendung und konnte auf allgemeinere Fälle, als das massive
skalare Feld im n+ 1-dimensionalen Minkowskiraum, angewandt werden. Dazu gehören
beispielsweise die Verallgemeinerung auf statische Raumzeiten [29] oder für den Elek-
tromagnetismus [30].

Bemerkung 4.1. Wir wollen an dieser Stelle noch bemerken, dass es Quantenfeldtheorien
gibt, welche keine Energie-Quantenungleichungen erfüllen. Eine kurze Diskussion und
Referenzen dazu findet man am Ende des Abschnittes 3 von [31].

4.2 Eigenschaften und Anwendung der Quantenungleichun-

gen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Quantenungleichungen, respek-
tive der optimalen unteren Schranke diskutieren.
Aus der Tatsache, dass der Vakuumerwartungswert der renormierten Energiedichte per
Definition in jedem Punkt verschwindet, können wir eine ”lokale” Aussage über die op-
timale untere Schranke machen. Sie muß eine nicht-positive Größe sein, da sonst ein
Widerspruch zu oben Genanntem besteht. Wurde die Energiedichte mit einer Testfunk-
tion verschmiert, die einen kompakten Träger besitzt, wissen wir sogar, dass die optimale
unter Schranke negativ sein muss. Dies folgt aus dem Satz von Reeh und Schlieder.
Auch wenn in den betrachteten Quantenfeldtheorien, die gemittelte Energiedichte nicht
unbedingt eine positive Größe sein muss, so ist die Gesamtenergie jedoch eine nicht-
negative Größe. Das bedeutet, dass jede optimale untere Schranke ρTf

im adiabatischen
Limes f → 1, identisch Null sein muss.

lim
f→1

ρTf
= 0 (4.3)

Diese Eigenschaft wird als Gemittelte Schwache Energie-Quantenungleichung bezeich-
net [23]. Um möglichst allgemeine Quantenungleichungen zu betrachten, ist es weiterhin
von Nöten, darüber nachzudenken, für welche Klasse von Glättungsfunktionen diese
gelten. In der vorliegenden Arbeit gehen wir der Einfachheit halber immer von glatten
Testfunktionen mit kompaktem Träger aus. Diese Bedingung kann in gewisser Weise
abgeschwächt werden. In der Arbeit von Fewster und Eveson beispielsweise wurden
Resultate angegeben, die für schnellfallende Funktionen gelten. Auch die Eigenschaft
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der Funktionen unendlich oft differenzierbar zu sein, kann bis zu einem gewissen Grad
abgeschwächt werden. Doch ist auch bekannt, dass beispielsweise die charakteristische
Funktion eines kompakten Intervalls, also insbesondere eine unstetige Funktion, keine
Quantenungleichungen erlaubt. Eine weitere Forderung neben der Stetigkeit ist die Ei-
genschaft der Glättungsfunktionen, hinreichend schnellfallend zu sein. Zudem zu beach-
ten ist der Bereich in dem man die Energiedichte verschmiert. Wärend für die zeitartige
Verschmierung, Quantenungleichungen in einer gewissen Allgemeinheit angegeben wer-
den können, ist dies in der raumartigen Mittelung in analoger Form nicht möglich. L.H.
Ford, A.D. Helfer und T.A. Roman konnten im vierdimensionalen Minkowskiraum ein
explizites Gegenbeispiel dafür konstruieren, dass Quantenungleichungen für eine raum-
artig verschmierte Energiedichte existiert [32].
Nachdem wir nun umrissen haben welche Eigenschaften den Quantenungleichungen zu-
grunde liegen, gehen wir nun kurz darauf ein, inwiefern sie das Phänomen der negativen
Energie beschreiben. Im letzten Abschnitt hatten wir bereits besprochen, dass der Betrag
an negativer Energie ∆E durch dass charakteristische Zeitintervall τ begrenzt ist. Im
Allgemeinen haben die Quantenungleichungen für die mit g verschmierte Energiedichte
ρg in einer d-dimensionalen Raumzeit die Form

ρg ≥ −C

τd
, (4.4)

mit einer positiven Konstante C, die sowohl von von der Funktion g, als auch von der
Dimension d abhängt. Darauf aufbauend, konnten Ford und Roman zeigen [33], dass ein
Impuls negativer Energie, nach einer charakteristischen Zeitskala, nicht nur kompensiert,
sondern überkompensiert wird. Dieses, als Quantenzins bezeichnete Phänomen ist aus
folgenden Gründen ersichtlich. Sei die Energiedichte ρ(t) gegeben durch einen Puls an
negativer, gefolgt von einem Puls positiver Energie. Letzterer muss wenigstens einen
Ausgleich der Energiebilanz sichern. Solch eine Energiedichte ist durch

ρ(t) = B[−δ(t) + (1 + ǫ)δ(t− T )], ǫ > 0

gegeben, wobei T nun ein bestimmter Zeitparameter ist. Es wurde von Ford und Roman
unter Anderem gezeigt, dass für ǫ → 0 auch B → 0 gehen muss, also das Auftauchen
negative Energie immer eine Überkompensation mit sich zieht. Dieser Quantenzins, ge-
geben durch ǫ, steigt mit Dauer und Stärke der negativen Energie.
Anwendung finden die Quantenungleichungen natürlich bei allen Phänomenen, die auf
negativer Energie beruhen. Neben den Zusammenhängen mit der Thermodynamik, die
von C.J. Fewster und R. Verch weiter vertieft wurden [34], konnten auch ganz andere
Phänomene in Betracht gezogen werden. So hat beispielsweise P. Marecki gezeigt [35],
wie die Quantenungleichungen in der Quantenoptik angewandt werden können. Er zeig-
te, dass den Fluktuationen der elektrischen Feldstärke, durch die Quantenungleichungen,
gewisse Grenzen gegeben sind. Zustände wie die sogenannten ’Squeezed States’, können
also nicht in beliebiger Willkür erzeugt werden.
Weiterhin findet negative Energie sehr viel Anwendung in den sogenannten ”Designer
Raumzeiten”. Ford und Roman haben beispielweise zeigen können [36], dass die Exi-
stenz makroskopischer, durchquerbarer ”Wurmlöcher” extrem unwahrscheinlich ist.
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Auch Untersuchungen hinsichtlich des von M. Alcubierre vorgeschlagenen ”Warpan-
triebs” [37] wurden getätigt. Doch auch in diesem Fall konnte von M.J. Pfenning gezeigt
werden [38], dass die Konstruktion eines solchen extrem schwierig ist. Zudem würde die
Reise mit einer ”Warpblase” in der Größe eines Menschen, schon in Geschwindigkeiten
unterhalb der Lichtgeschwindigkeit, undenkbar viel Energie verbrauchen.

4.3 Optimierung der Quantenungleichungen

In diesem Abschnitt werden wir unsere Ergebnisse auf die verschmierte Energiedichte
anwenden. Dazu besprechen wir im Wesentlichen zwei Punkte. Zuerst schauen wir uns
an, was auf der Basis der bisher gewonnenen Kenntnisse über verschmierte Energiedich-
ten und deren Quantenungleichungen ausgesagt werden kann und inwiefern das von uns
vorgestellt Verfahren zum Erfolg führt.
In einem weiteren Schritt werden wir uns speziell die zeitgemittelte Energiedichten an-
schauen und diese Resultate in einem letzten Schritt mit denen von Fewster und Eveson
vergleichen.
Aus Kapitel 3 ist bekannt, dass wir mit Satz 3.4 dann die optimale untere Schranke des
Spektrums finden, wenn der untersuchte Operator aus einer lokalen Algebra ist. Dieses
ist insbesondere der Fall, wenn wir die Energiedichte mit einer Testfunktion f ∈ C∞

0

verschmieren.

Proposition 4.2. Sei T renf die mit der Testfunktion f ∈ C∞
0 in der Raumzeit ver-

schmierte, renormierte Energiedichte. Ist T renf von unten beschränkt, so ist

ρT ren
f

= lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

ren
f

)

wohldefiniert und beschreibt das Infimum des Spektrums von T renf .

Diese Aussage, dass es die optimale untere Schranke ist, beruht auf einem Satz von
Reeh und Schlieder. Für den Fall einer Testfunktion mit nichtkompaktem Träger2, ist
die Aussage eingeschränkt und man kann nur eine obere Schranke der optimalen unteren
Schranke angeben.

Proposition 4.3. Sei T renf die mit der Testfunktion f ∈ S/C∞
0 in der Raumzeit ver-

schmierte Energiedichte. Ist T renf von unten beschränkt, so ist

0 ≥ lim
β→∞

− 1

β
lnω

(
e−βT

ren
f

)
≥ ρT ren

f
,

mit ρT ren
f

, dem Infimum des Spektrums von T renf .

Diese Ergebnisse können wir mithilfe der eingeführten selbstdualen Algebra in etwas
konkretere Form bringen. In den Kapiteln 1 und 2 hatten wir gesehen, dass die ver-
schmierte Energiedichte durch einen quadratischen Operator einer selbsdualen Algebra

2Raum der Schwartz Funktion S.
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❆SD dargestellt werden kann. Vermöge des Isomorphismus αP wollen wir diese beiden
Objekte miteinender identifizieren. Wir schreiben also

T renf = αP (
1

2
B∗HrenB).

Nun wissen wir aus Proposition 1.24 in Kapitel 1, dass unter diesen Umständen Propo-
sition 4.2 äquivalent zu folgender Aussage ist.

Proposition 4.4. Sei Tf = αP (1
2B

∗HB), die mit der Funktion f ∈ C∞
0 in der Raumzeit

verschmierte ”nicht-renormierte” Energiedichte. Ist T renf von unten beschränkt und hat
f einen kompakten Träger, dann ist der Grenzwert

ρT ren
f

=
1

2
lim
t→∞

trP ln
(
PetHΘPe−tPHΘPP

) 1
t (4.5)

wohldefiniert und beschreibt das Infimum des Spektrums von T renf .

Gleichfalls gibt es zu dieser, eine zu Proposition 4.3 analoge Formulierung.
Der Ausdruck 4.5 kann zudem in einer etwas anderen Formulierung angeben werden.
Dazu nutzen wir die Dyson-Reihe [39, 40], genauer gesagt die Dyson-Reihe der euklidi-
sche Quantenfeldtheorie.
Für einen Operator

A = A0 +B

ist die Dyson-Reihe durch

e−tA = Tte
R t
0 dt

′ B(t′)e−tA0 mit B(t) = etA0Be−tA0

gegeben. Dabei ist Tt der Zeitornungsoperator bezüglich des Parameters t. Nimmt man
im Rahmen der selbstdualen Algebra ein Zerlegung von HΘ vor, sodass A0 mit P
kommutiert, bekommen wir den Ausdruck

PetHΘPe−tHΘP = PetA0+BPe−PA0P = PTte
R t
0 dt

′ B(t)etA0Pe−tA0P = PTte
R t
0 dt

′ B(t)P,

als eine weitere, alternative Formulierung von Proposition 4.4:

Proposition 4.5. Sei Tf = αP (1
2B

∗HB), die mit der Funktion f in der Raumzeit
verschmierte nicht-normierte Energiedichte. Sei T renf von unten beschränkt, mit f ∈ C∞

0 .
Wähle HΘ = A0+B mit PA0 = A0P . Dann ist der durch die zeitgeordnete Dyson-Reihe
gegebene Ausdruck

ρω,T ren
f

=
1

2
lim
t→∞

trP lnPTte
R t
0 dt

′ B(t′)P

mit
B(t) = etA0Be−tA0

wohldefiniert und beschreibt das Infimum des Spektrums von Tf .

Diese Darstellung hat einen Besonderen Aspekt, auf den wir hier kurz eingehen wol-
len. Der Operator A0, welcher im Sinne der eigentlichen Verwendung der Dyson-Reihe,
die Rolle des freien Hamilton-Operators spielt, ist auch in dieser Theorie der ”freie”
Operator. Gemeint ist damit, dass der Effekt der negativen Energie eben nicht durch
die Diagonalelemente3 der verschmierten Energiedichte erzeugt wird, sondern durch die

3Diagonal bedeutet in diesem Zusammenhang, dass der Operator mit P kommutiert.
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nebendiagonalen Elemente. Diese wirken immer zwischen Zuständen verschiedener Teil-
chenzahl.
Abschließend wollen wir eine etwas konkretere Rechnung machen um die Resultate von
Fewster und Eveson zu bekommen. Aus Kapitel 2 wissen wir, dass in diesem Fall der
zeitgemittelten Energiedichte ein Operator der Form

H =

(
Q R
R Q

)

Wie wir aber bereits im Vorhergehenden bemerkt hatten ist die nicht-renormierte, zeit-
gemittelte Energiedichte ein positiver Operator. Damit ist insbesondere

det
P

(
PetHΘP

)
> 1, (4.6)

da für die verschmierte Energiedicht dann ω(eTf ) > 1 ist. Damit bekommen wir mit der
monotonie der Logarithmusfunkton

ρω,T ren
g2

=
1

2
lim
t→∞

trP ln
(
PetHΘPe−tPHΘPP

) 1
t

≥ lim
t→∞

1

2t
ln det

P

(
Pe−tPHΘPP

)

=
1

2
lim
t→∞

trP ln
(
Pe−tPHΘPP

) 1
t

= −1

2
tr Q

Dass diese Resultat bereits dem Ergebniss von Fewster entspricht können wir nun unter
verwendung der Definition von Q aus Kapitel 2 und den, bereits in [28, 29] verwendeten
Tricks zeigen4

ρω,T ren
f

≥ −1

2

∫
dµ(p)dµ(q) (m2 + ω(p)ω(q) + pq)2(2π)nω(p)δ(p− q)

∫
dt f(t)eit(ω(q)−ω(p))

= −1

2

∫
dnp dnq

(2π)n
ω(p)δ(p− q)

∫
dtdt′ eitω(q)−it′ω(p))f1/2(t)f1/2(t′)δ(t− t′)

= −1

2

∫
dnp dnq

(2π)n
ω(p)δ(p− q)

1

2π

∫ ∞

−∞
dω

∫
dtdt′ eitω(q)−it′ω(p))f1/2(t)f1/2(t′)eiω(t−t′)

= − 1

2π

∫
dnp dnq

(2π)n
ω(p)δ(p− q)

∫ ∞

0
dωf̂1/2(ω(q) + ω)f̂1/2(ω(p) + ω)

= − 1

2π

∫
dnp

(2π)n

∫ ∞

0
dω
∣∣∣f̂1/2(ω(p) + ω)

∣∣∣ .

Diese Ergebniss ist identisch mit 4.2, also dem in [28] gezeigten.
An letzter Stelle werden wir noch zeigen, dass unsere Ansatz das richtige Verhalten im
adiabatischen Limes der Testfunktion liefert.

4Da f positiv ist, sei f1/2 die punktweise Quadratwurzel von f .



46 Quantenungleichungen

Proposition 4.6. Im adiabatischen Limes f → 1 gilt

lim
f→1

ρT ren
f

= 0

Diese Ergebniss folgt direkt aus dem Ergebniss (2.18) in Kapitel 2, das für den Kern
von Tf besagt, dass

lim
f→1

H =

(
E0 0
0 E0

)
.

Da in diesem Zusammenhang die Basisprojektion durch

P =

(
✶ 0
0 0

)

gegeben ist, sieht man, dass HP = PH. Setzen wir dieses Ergebniss in Proposition 4.4
ein, so bekommen wir das Ergebnis 4.6

lim
f→1

ρT ren
f

=
1

2
lim
t→∞

trP ln
(
Pet✶ΘPe−tP✶ΘPP

) 1
t =

1

2
lim
t→∞

trP lnP✶P = 0.

Dieses Ergebniss ist genau das erwartete, da die globale Energiedichte eine nichtnegative
Größe ist und das berechnete Minimum vom Vakuum angenommen wird.

4.4 Ausblick

In dieser Arbeit konnten wir einen Ansatz präsentieren, der es ermöglicht, die optimale
unter Schranke eines von unten beschränkten Operators zu bestimmen. Diesen jedoch
auszuwerten und einen expliziten Ausdruck zu finden ist ein Problem, das im Rahmen
dieser Arbeit nicht gelößt werden konnte. Dieses mag daran liegen, dass die gefundenen
Ausdrücke, wenn sie auch recht simpel erscheinen, von sehr komplexer Natur sind.
Es wäre daher sinnvoll, den Ausdruck

ω(e−βTf ),

auch mit anderen Methoden zu behandeln. Insbesondere zu nennen wären die funktional-
analytische Methoden. Zu beachten ist dabei, dass, wie auch in dem von uns gewählten
Zugang, pertubative Entwicklungen im Allgemeinen keinen geeigneten Ansatz darstellen
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Anhang

A.1 Komplexe Strukturen

In diesem Anhang werden wir den Begriff der komplexen Struktur einführen.

Definition A.1. Ein linearer Endomorphismus J heißt komplexe Struktur, wenn

J2 = −✶. (A.1)

Die Einführung einer komplexen Struktur nennt man Komplexifizierung.

Beispiel A.2. Wir betrachten den R
2n = R

n ⊕ R
n. Durch

J =

(
0 −✶
✶ 0

)
(A.2)

ist auf ihm eine komplexe Struktur gegeben.

Führt man solch einen Endomorphismus auf einem symplektischen Raum ein, so gibt
es eine durch die symplektische Form ausgezeichnete komplexe Strukturen.

Definition A.3. Eine komplexe Struktur J auf einem symplektischen Raum S = (L, σ)
heißt mit σ verträglich, wenn folgende Eigenschaften gelten.

σ(Jf, g) = −σ(f, Jg) ∀f, g ∈ S
σ(f, Jf) > 0 f 6= 0

(A.3)

Satz A.4. Jeder symplektische Raum S = (L, σ) besitzt eine mit σ verträgliche komplexe
Struktur.

Bei einer gegebenen komplexen Struktur kann man den symplektischen Raum als
komplexen Vektorraum betrachten in dem man die Notation

(t+ is)f = tf + sJf
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einführt. Die Komplexifizierung eines symplektischen Vektorraums S mit der komplexen
Struktur J wollen wir durch SC = (S, J) kennzeichnen.
In analoger Weise, wie man einen symplektischen Raum dicht in einen R-linearen Hilber-
traum einbettet, so ist es möglich einen komplexifizierten symplektischen Vektorraum
in einen komplexen Hilbertraum dicht einzubetten.

Satz A.5. 1 Zu einem symplektischen Raum SC gibt es einen Hilbertraum H und eine
Abbildung K : SC → H, Projektions-Abbildung genannt, sodass KSC dicht in H liegt.
Diese Abbildung ist nicht eindeutig.

Dies wir durch folgende Konstruktion ersichtlich. Seien für f, g ∈ SC die Hilbertrau-
melemente f̃ = Kf und g̃ = Kg definiert. Sei weiterhin J die mit dem symplektischen
Raum SC verträglichen Struktur, dann ist durch

< f̃, g̃ >= σ(f, Jg) + iσ(f, g)

eine positive sesquilinear Form gegeben, mit der Eigenschaften, dass

σ(f, g) = Im < f̃, g̃ >

gilt. Vervollständigung dieses Raumes ergibt dann einen Hilbertraum.

1Zu finden in [12].
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A.2 Operatoridentität

In diesem Anhang wollen wir die Identität herleiten, die zur Umformung von Gleichung
1.61 benutzt wurde. Um den Ausdruck

∂

∂t
tr lnA(t) = tr

∂A(t)

∂t
A(t)−1

herzuleiten, betrachten wir zunächst den Fall, in dem ‖A(t)‖ ≤ 1 gilt. Diese ermöglicht
es uns den Logarithmus als Potenzreihe zu schreiben.

lnA =
∞∑

n=1

(−1)n+1 (A− ✶)n

n

Sei weiterhin A(t) ein normstetiger Spurklasseoperator. Zusammen mit der Linearität
und der Zyklizität der Spur bekommen wir dann den Ausdruck

∂

∂t
tr lnA(t) =

∂

∂t
tr

∞∑

n=1

(−1)n+1 (A(t) − ✶)n

n

= tr

∞∑

n=1

(−1)n+1

n

n∑

i=1

(A(t) − ✶)i−1∂A(t)

∂t
(A(t) − ✶)n−i

= tr
∂A(t)

∂t

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
n(A(t) − ✶)n−1

= tr
∂A(t)

∂t

∞∑

n=1

(✶−A(t))n−1

= tr
∂A(t)

∂t
A(t)−1

(A.4)

Im letzten Schritt haben wir dabei die von Neumann-Reihe [18]

(✶−A)−1 =

∞∑

n=0

An

benutzt. Nach Voraussetzung konvergiert gilt dieser Ausdruck zunächst für ‖A(t)‖ ≤ 1.
Sollte diese Bedingung nicht überall erfüllt sein, so ersetzen wir A(t) durch

A′(t) =
1

c
A(t).
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Wobei c so zu wählen ist, dass die Konvergenzbedingung ‖A′(t)‖ ≤ 1 erfüllt ist, sodass
gilt

∂

∂t
tr lnA(t) =

∂

∂t
tr
(
lnA′(t) + ln c✶

)

=
∂

∂t
tr lnA′(t)

= tr
∂A′(t)

∂t
A′(t)−1

= tr
∂A(t)

∂t
A(t)−1

Damit ist die gewünschte Identität gezeigt.
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Diplomprüfungsordnung
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