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Kapitel 1

1.1 Einleitung und Problemstellung

Neben den freien Quantenfeldern repréisentieren die Wickprodukte die einzigen
Felder in 4 Raumzeitdimensionen, die sich axiomatisch im Sinn von Garding
und Wightman formulieren lassen [19]. Im Rahmen der Stérungstheorie, wie des
Epstein-Glaser Verfahrens, bilden sie als operatorwertige Distributionen einen
elementaren Baustein zur Konstruktion von wechselwirkenden Quantenfeldern.

Aufgrund des lokalen Charakters und einer Formulierung im Ortsraum ist
es moglich, den Epstein-Glaser-Formalismus auch auf gekriimmte Raumzeiten
zu erweitern [3].

FEine Quantenfeldtheorie auf gekriimmter Raumzeit ist eine Theorie, die die
Gravitation dadurch beriicksichtigt, dal sich das Quantenfeld unter dem Ein-
flufl einer klassischen Raumzeit ausbreitet. Konzeptionell hat dies den grofien
Vorteil, dafl mit wohlverstandenen Methoden gearbeitet werden kann. Das zen-
trale Problem ist die fehlende Translationsinvarianz und die damit verbunde-
ne Nicht-Eindeutigkeit des Vakuums. Es gibt jedoch eine ausgezeichnete Klas-
se physikalischer Zustédnde, die Hadamard-Zustidnde, die lokal dhnliche Eigen-
schaften wie das Vakuum einer Minkowskiraumtheorie aufweisen. Mit Hilfe der
sogenannten Wellenfrontmenge lassen sich diese Zustdnde mathematisch cha-
rakterisieren. Das Fehlen eines ausgezeichneten Hadamard-Zustandes fiihrt zu
einer Klasse von Darstellungen des Quantenfeldes, die aus physikalischer Sicht
alle identisch sind. Dies soll kurz erlautert werden.

Sei A die Observablen-Algebra [6, 7] eines Klein-Gordon-Feldes ®(f) und w
ein Zustand auf der Algebra. Assoziert mit jedem Zustand ist das GNS-Tripel
(Huw, T, Quw), wobei H,, ein Hilbertraum, m,, eine Darstellung der Algebra und
Q. ein zyklischer Vektor ist. Der wesentliche Punkt ist, dafl jeder Zustand auf
der Algebra eine Darstellung des Feldes ®(f) als operatorwertige Distribution
auf H,, liefert.

Brunetti, Fredenhagen und Kohler haben gezeigt [4], dal sich zu jedem
Hadamard-Zustand ein Wickprodukt des Klein-Gordon-Feldes konstruieren 148t.
Allerdings héngt diese erste Konstruktion zu stark von der Wahl des jeweiligen
Hadamard-Zustandes ab. Mathematisch 148t sich dies wie folgt darstellen:

Ist w ein quasifreier Hadamard-Zustand auf A, dann existieren die Wickproduk-
te auf dem in H,, dichten Unterraum m,,(A)Q,, als operatorwertige Distribu-
tionen. Die Menge 7y, (A)€,, wird als Garding-Wightman-Doméne bezeichnet.
In [17] wurde gezeigt, dafl alle durch quasifreie Hadamard-Zustéinde induzierte
Darstellungen lokal equivalent sind. Es ist jedoch nicht anzunehmen, dafi die
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Garding-Wightman-Doménen bei diesen unitdren Transformationen ineinander
abgebildet wird.

Aufgrund dessen haben Brunetti und Fredenhagen in [3] eine weitere Kon-
struktion des Wickproduktes angegeben, die nur von der durch einem quasifreien
Hadamard-Zustand induzierten Darstellung abhéngt, und nicht mehr wie in der
alten Konstruktion [4] zusétzlich von dem zyklischen Vektor £2,,.

Damit kann die Fragestellung der vorliegenden Arbeit priziser formuliert
werden:

Sind die beiden Konstruktionen dquivalent ?

Zuniichst soll prizisiert werden, was unter dieser Aquivalenz zu verstehen
ist. Beide Konstruktionen miissen identische Operatoren liefern. Da diese unbe-
schriankt sind, muf} gezeigt werden, dafl der Abschlufl beider Operatorgraphen
identisch ist.

Die zweite Konstruktion der Wickprodukte wird mit Hilfe eines Ableitungs-
begriffes fiir eine nichtlineare Abbildung erklért. Hierbei handeltes es sich um
eine Abbildung des lokalkonvexen Raum D(M) in den Hilbertraum H,,. Ein
erhebliches Problem ist dabei, daf fiir Abbildungen zwischen Rdumen mit we-
niger Struktur als einer Norm, kaum mathematische Methoden des Differen-
zierbarkeitsbegriffes zur Verfiigung stehen. Einer der wenigen Artikel, der die
Problematik des Differenzierbarkeitsbegriffs in allgemeinen Réumen ausfiihrlich
diskutiert, ist in [12] zu finden.

Es bestehen weitere Moglichkeiten zur Konstruktion von Wickprodukten,
die in [1, 11, 13] beschrieben werden. Im Rahmen dieser Arbeit soll darauf nicht
eingegangen werden.

1.2 Vorgehensweise und Aufbau der Arbeit

Zunichst wird die axiomatische Darstellung einer Feldtheorie auf der Basis der
Garding-Wightman-Axiome erldutert. Um einen leichteren Zugangs zu den Be-
weisen einiger wichtiger Theoreme zu ermoglichen, wird danach die Darstellung
des freien Bosonenfeldes detailliert durchgefiihrt. Anschlieflend wird dann un-
ter Nutzung der bis dahin vorliegenden mathematischen Hilfsmittel das massi-
ve skalare Klein-Gordon-Feld im Rahmen des Garding-Wightman-Formalismus
konstruiert. In Kap. 3 wird schlieBlich die Aquivalenz der beiden Konstruktio-
nen der Wickprodukte analysiert. Naheliegend ist zunéchst die Untersuchung
und der Vergleich der Eigenschaften beider Konstruktionen im Minkowskiraum,
da die Situation hier iibersichtlicher ist.

Der Vorgehensweise dieser Arbeit liegt der Gedanke zugrunde, dafl sich
moglicherweise auch analoge Zusammenhénge finden lassen, wie sie zwischen
Richtungs- und totalem Differential im R™ bestehen. Diese kdnnen dann, falls
existent, auch auf die o.e. beiden Konstruktionen von Wickprodukten iibertra-
gen werden.

Die zuvor erwihnte zweite Konstruktion des Wickproduktes nach [3], erfolg-
te dabei iiber einen angepafiten Ableitungsbegriff, und in Verbindung mit einer
nichtlinearen Abbildung. Etwas grob gesprochen entsprechen hier die Wickpro-
dukte dem totalen Differential dieser nichtlinearen Abbildung. Um dann einen
Zusammenhang zwischen der ersten und zweiten Konstruktion zu schaffen, muf3



auch fiir die erste Konstruktion eine entsprechende Darstellung gefunden wer-
den, die aus einer Richtungsableitung dieser nichtlinearen Abbildung hervorgeht.

Das Analogon der Richtungsableitung in abstrakten Rdumen bildet die Gateaux-
Ableitung. Die n-fache Gateaux-Ableitung der o.e. nichtlinearen Abbildung ge-
neriert dabei normalgeordnete n-fache Produkte von Feldoperatoren auf einem
groflen Definitionsbereich. Die genaue Analyse erfolgt in Kap. 3.1.

In Kap. 3.2 werden die Objekte untersucht, die durch den als totales Dif-
ferential interpretierten Ableitungsbegriff der charakteristischen nichtlinearen
Abbildung entstehen. Diese werden mit Pria-Wickprodukte bezeichnet, und mit
den iiber die Gateaux-Ableitung erhaltenen normalgeordneten Produkte von
Feldoperatoren verglichen.

Im Anschlufl daran wird in 3.3 schliellich das Wickprodukt des Klein-Gordon-
Feldes mit Hilfe der mikrolokalen Analysis aus dem Pra-Wickprodukt konstru-
iert und die erzielten Aussagen zusammengefaf3t.

Eine detaillierte Darstellung der verwendeten mathematischen Hilfsmittel
erfolgt im Anschlufl. Ausfiirlich dargestellt im Anhang sind die umfangreichen
Beweise, die im Text zu uniibersichtlich wéren.



Kapitel 2

Massives Kleingordonfeld

2.1 Die Garding Wightman Axiome

Die Quantenfeldtheorie enstand in den 20er Jahren mit dem Ziel einer quan-
tenmechanischen Beschreibung von elektromagnetischen Phéanomenen. Seitdem
wurde der Formalismus stdndig erweitert und damit viele Phdnomene der Ele-
mentarteilchenphysik erkldart. Von Anfang an war diese Theorie mit vielen fast
uniiberwindbaren Problemen mathematischer Natur behaftet. Ungeachtete des-
sen wurde die Theorie ausgebaut und basierte aus einer Vielzahl von Annah-
men und komplizierten storungstheoretischen Rechnungen. Diese erwiesen sich
als schwer beweisbar, da das zentrale Objekt der Theorie, das Quantenfeld, nur
vage definiert war.

Ende 1940 begannen Schwinger, Feynman, Tomonaga, Dyson und andere die
Storungstheorie zu systematisieren,und fithrten damit Berechnungen zur Quan-
tenelektrodynamik durch. Die exzellente Ubereinstimmung zwischen den theo-
retischen Vorhersagen und experimentellen Ergebnissen, zeigte, dal das Modell
der Quantenfeldtheorie zumindest fiir einige Phénomene zu nutzbaren Ergeb-
nissen fiihrt.

Auf dieser Grundlage formulierten Garding und Wightman eine Definiti-
on des Quantenfeldes formulierten und gaben eine Menge von mathematischer
FEigenschaften an, die jede Quantenfeldtheorie besitzen sollte. Diese Eigenschaf-
ten werden Wightman-Axiome genannt. Die Untersuchung der Wightman-
Axiome und ihrer mathematischen Konsequenzen wird als Axiomatische Quan-
tenfeldtheorie bezeichnet. Diese Bezeichnung ist irrefithrend , da sie suggeriert,
dafl das Hauptinteresse den Axiomen gilt und nicht den mathematischen Schluf3-
folgerungen oder konkreten Beispielen. Aus diesem Grund wird dieser Teil der
Theoretischen Physik auch als allgemeine Theorie quantisierter Felder bezeich-
net.

Der Einfachheit halber werden hier die Axiome nur fiir eine hermitiesche,
skalare Quantenfeldtheorie angegeben. Es wird die Standardnotation verwendet,
in der die Planck-Konstante und die Lichtgeschwindigkeit gleich Eins gesetzt
werden.
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Definition 2.1.1 Fin Hermitiesches skalares Quantenfeld ist ein Qua-
drupel < H,U, p, D > mit den Eigenschaften (1-8):

W1: ( Relativistische Invarianz der Zustinde) H ist ein separabler Hil-
bertraum und U (., .) eine stark stetig unitire Darstellung der eingeschrink-
ten Poincaré Gruppe auf 'H.

W2: ( Spektrumsbedingung) Das Spektrum des Energieimpulsoperators P ist
im abgeschlossenen Vorwdrtslichtkegel V+ enthalten.

W3: ( Ezistenz und Eindeutigkeit des Vakuums) Fs existiert ein ein-
deutiger Vektor 2 € H genannt Vakuum, der invariant ist beziiglich der
Raumczeittranslationen U(a,I) Va € R*.

W4: ( Invarianter Definitionsbereich fiir die Felder) FEs gibt einen dich-
ten Teilraum D C H und eine Abbildung ¢ von S(R*) in die (unbeschrink-
ten) Operatoren auf H,so dafS
(i)Fir alle f € SRY), D C D(e(f)), D < D(p(f)*) und p(f)* o=
e(f) Ip.

(i1)Q2 € D und o(f)D C D fir alle f € S(R?).
(#ii) Fiir festes ¢ € D, ist die Abbildung f — o(f)v linear.

W5: ( Regularitit der Felder) Fiir alle iy, € D ist die Abbildung f —
(W1, 0(f)ba) eine temperierte Distribution.

W6: ( Poincaré Invarianz der Felder) Fir alle < a,A >€ ’PL U(a,N)D C
D und fiir alle f € S(R*), € D, ist

Ula, Ne(HU(a, )" = p(< a,A > ),
wobei < a,A > f(z) = f (A7 (z — a)).

W7: ( Lokale Kommutativitit oder mikroskopische Kausalitit) Seien
fund g aus S(R*) mit raumartig getrennten Trigern, dann gilt fir alle
Y eD
(e(f)elg) —(9)e(f)) ¥ = 0.

WS8: ( Zyklizitit des Vakuums) Der lineare Spann von Vektoren der Form
o(f1) - p(fn)Q ist dicht in H.

Frithere Formulierungen der Quantenfeldtheorie behandelten ¢ als opera-
torwertige Funktion, obwohl das singuldre Verhaltens von ¢ bekannt war. Der
Operator ¢(z) bezeichnete das Feld am Punkt z, analog dem klassischen Feld.
Diese Formulierung fithrt jedoch zu Schwierigkeiten in der mathematischen Be-
schreibung. Diese lassen sich umgehen, indem das Feld ¢ als operatorwertige
Distribution statt einer operatorwertigen Funktion definiert wird. Damit ist ¢
auf S(R*) statt auf R* definiert. ¢(f) kann als Raumzeitmittel eines hypotheti-
schen Feldes () mit der Verteilungsfunktion f betrachtet werden. Symbolisch
wird dies durch

o) = [ ela) @i

dargestellt.
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Bohr und Rosenfeld haben aus physikalischer Sicht gezeigt, dafl es infol-
ge der quantenmechanischen Unschérferelation, unmdoglich ist, die elektrische
Feldstérke an einem Punkt zu messen. Somit erscheint es aus mathematischer
und physikalischer Sicht gerechtfertigt, verschmierte Felder ¢(f) zu betrach-
ten. Es lat sich auch zeigen, dafl ein Feld, das die Eigenschaften 1-8 erfiillt,
nicht durch Integration einer wohldefinierten operatorwertigen Funktion entste-
hen kann. Die Wahl des Testfunktionenraumes S(R*) ist nicht zwingend. Eigen-
schaft 7 beschreibt mathematisch den Sachverhalt aus, dafl sich Messungen in
raumartig getrennten Gebieten nicht gegenseitig beeinflussen.

Es gibt zwei Moglichkeiten des weiteren Vorgehens. Erstens lassen sich die
mathematischen Konsequenzen der Axiome untersuchen. Dies wurde in den
Fiinfziger und Anfang der Sechziger Jahre durchgefiihrt. Die zweite Moglichkeit
ist die Konstruktion von Theorien, die die Axiome weitesgehend erfiillen. In
Kapitel 2.3 wird gezeigt, dafl das freie massive Klein-Gordon-Feld diese Axiome
erfiillt. Allerdings beschreiben freie Theorien nur Teilchen, die nicht miteinander
wechselwirken. Es hat sich herausgestellt, daf3 die Konstruktion von Theorien,
die die Wechselwirkung beriicksichtigen auflerordentlich schwierig ist. Referen-
zen zu diesem Abschnitt sind [5, 9, 15, 16, 19].

2.2 Freies Bosonenfeld

Seien H; und Ho Hilbertrdume, dann wird H; X Ho mit dem inneren Produkt
(< 01,01 >, < Y2,02 >) = (p1,92)H, + (é1,02)H, zu einem Hilbertraum.
Diesen Raum nennt man direkte Summe von H; und Hs, und er wird symbo-
lisch durch H; @ Hs gekennzeichnet. Es lassen sich nunmehr in einfacher Weise
abzéhlbare direkte Summen von Hilbertraumen konstruieren. Sei {H,, } eine Fol-
ge von Hilbertrdumen und H die Menge aller Folgen {®,,} mit ®, € H,, die
oy @03, < oo erfiillen. H wird dann zu einem Hilbertraum, der durch das
Symbol &2 ,'H,, dargestellt wird.

Seien Hi, He Hilbertriume, 7 € H; und @2 € Ha. Durch o1 ® ¢g :
Hy x Hy — C mit < 91,%s >— (Y1, 91)1, (2, 92)2, wird eine konjugier-
te Linearform auf H; X Ho definiert. Sei © die Menge aller endlichen Linear-
kombinationen solcher Linearformen. Dann wird durch (¢1 ® p2)(pu1 ® p2) =
(¢1, 1), (p2, 2)1, und lineare Erweiterung ein wohldefiniertes positiv defi-
nites inneres Produkt auf © definiert. Das Tensorprodukt H; ® H, ist die
Vervollsténdigung von © beziiglich dieses inneren Produktes. Ist {¢,} eine
Orthonormalbasis von H; und {¢,} eine Orthonormalbasis von Hs, dann ist
{¢n ® ¥} Orthonormalbasis von Hy ® Hs.

Beispiel: Sei H = L?(R,dz), d.h der Raum aller quadratintegrablen Funk-
tionen, dann ist H ® H isomorph zu L?(R?, d*z).

Es gibt eine Verallgemeinerung des letzten Beispiels. Der Beweis ist in [14]
zu finden.

Satz 2.2.1 Seien < X1, 1 > und < Xo, g > Mafirdume, so dafs L*(X1,du)
und L*(Xo, dus) separabel sind. Dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus

von L2(X1,duy)® L*(X1,dus) nach L* (X1 x X, dpy @dus), so daf f@g +— fg.

Sei ‘H ein Hilbertraum und H" = HOQH®- - -®@H das n-fache Tensorprodukt. Sei
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HO = C, F(H) = & oH", und P,, die Permutationsgruppe von n Elementen
und sei {¢,} Basis von H. Fiir jedes o € P,, definiert man einen Operator auf
der Basis von H durch

o(Pry @ Py ® -+ @ P, ) = Phoay @ Phozy @+ @ Py -

o laBt sich auf ganz H erweitern. Sei S, = (1/n!)>_,p o, dann ist S, ein
Orthogonalprojektor mit Norm Eins. Sein Wertebereich wird als n-faches sym-
metrisches Tensorprodukt von H bezeichnet. Dies fithrt zur folgenden Definition:

Definition 2.2.1

e Bosonenfockraum: F(H)= é HY = é SpH™.
n=0

n=0

o Zusdtzlich wird ein spezieller dichter Teilraum von F(H) ausgezeichnet,
der sogenannten endlichen Tetlchenzahlraum Dy. Dieser ist wie folgt
definiert:

Do :={tp = ¥, ¢',--+) € FL(H)|3N € Nmity" =0Vn > N}.

e Tetilchenzahloperator: Sei

DN) = {w e f+(H)‘ S n?jen 2 < oo},

neN

dann definiert man eine Abbildung N : D(N') — F(H) durch
(WO, h 2, ) e (0,907,207, 3¢°, - ).

Der Teilchenzahloperator ist selbstadjungiert und besitzt als Core den end-
lichen Teilchenzahlraum Dy. Sei f € H fest. Fiir Vektoren aus H™ mit der Form
N =11 Py @ -- D, definiert man eine Abbildung b= (f) : H® — H"~! durch

b= (N)(n) = (f; 1) (2 @3-~ @ Yy).

b~ (f) 148t sich leicht auf Linearkombinationen von solchen Vektoren erweitern.
Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung wird gezeigt, da ||b= (f) ()|l < |l fllInll-
Da der Spann solcher Vektoren 7 dicht in H™ ist, und b~ (f) auf dieser Menge
beschrénkt ist, 148t sich b~ (f) unter Beibehaltung der Operatornorm in ein-
deutiger Weise auf ganz H™ ausdehnen(Theorem 4.1.1). Im Fall n = 0 defi-
niert man b~ (f) : Ho — 0. Sei n wie zuvor, dann wird eine zweite Abbildung
br(f) : H™ — H"*! definiert, und zwar durch

V() (n) = f @Y1 @y

Auf der Menge der Linearkombination von Vektoren des Typs 7 ergibt sich die
Abschitzung ||bT(f)(m)|| < I flIInll - Somit 148t sich b™ (f) wieder auf ganz H"
erweitern. Beide Operatoren lassen sich sich auf F = @72 (H" ausdehnen. Man
beachte, da§ f — b (f) linear, f + b~ (f) antiliner und b (f) = b= (f)*.
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Definition 2.2.2

e Erzeugungsoperator: at(f) = SbT(f)vVN +1: Dy — Dy
e Vernichtungsoperator: o= (f)=b"(f)VN : Dy — Dy

Die a(f)’s sind unbeschriinkte Operatoren. Die Abbildung H > f — a™(f)
ist linear, jedoch H 3> f — a~ (f) antilinear. Anhand der Definition zeigt man,
daB a™(f)* Ip,=a  (f) und a™ (f)* Ip,= a™(f). Damit sind beide Operatoren
abschliebar, und die Abschliisse sollen mit dem gleichen Symbol bezeichnet
werden. Weiter ergibt sich fiir alle ¥™ € HZ die Abschidtzung

la# (F)a# () -+ a* (F)0" | < VA F T VA Rfill- - bl
2.1
wobei a? (f) entweder fiir at(f) oder a~ (f) steht.

In der relativistischen Quantenfeldtheorie ist die Teilchenzahl nicht mehr
konstant. Der Fockraum F = @52 yH"™ modelliert ein Quantensystem mit va-
riabler Teilchenzahl. Dabei werden die Vektoren aus H,, als n-Teilchenzustinde
interpretiert. Die Bose-Statistik wird durch Restriktion auf die Teilrdume S,, H"
realisiert.

Beispiel: Sei < X,dy > ein MafBraum, so dafl L?(X,du) separabel ist, dann
folgt mit Theorem 2.2.1, daf3

Sn QLA (X,dp) = LI(X x - x X, dp @ -+ @ dp).
j=1

Dabei ist L? die Menge aller Funktionen in L2, die invariant sind beziiglich
der Permutation der Variabeln. Die Operatoren a™(f) und a*(f) sind gegeben
durch:

(= (H)8)" (srr ) = VAT T / Tt (s o) ()
X

(a+(f)'ll))n (zl,n- , xn) = ﬁ Z?:l f(ﬂii)'l/}?il(a:lv'” R 751371),
wobei Z; bedeutet, dafl x; ausgelassen wird.

Satz 2.2.2 Sei ®(f) = at(f) +a" (f), dann gilt:

a) O(f) ist auf Dy wesentlich selbstadjungiert.
b) fiir alle ¥ € Dy gilt

[©(f), 2(g9)] = (f) D(9) — R(g) D(f)p = 2iIm(f, g)rtp  (2.2)
[a™ (f),a" (@ = a” (fla™(9)Y —a"(9)a” (/) = (f.9)nt  (23)
[@*(f),a™ (9] = [a™(f),a” (9)l = 0. (2.4)

c) Sei W(f) = ei®®) | dann gilt
W(f +g) =MW (W (g). (2:5)

d) Falls f,, — [ € H, dann gilt ®(f,)Y — @(f)¢ fir alle v € Dy und
W(fu) — W(f)¥ fir alle € Fi.(H).

S
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Beweis: [14] und [2]

Die unitéiren Operatoren W(f) = ¢*®/) werden als Weyloperatoren be-
zeichnet. Die Beziehungen (2.11) sind die sogenannten Weylrelationen und
(2.9) die Kanonischen Vertauschungsrelationen. ®(f) bezeichnet den Se-
gal Feldoperator, oder Feldoperator. Der Abschlufl des Feldoperators wird im
folgenden auch mit ®(f) bezeichnet.

2.3 Massives skalares Klein-Gordon-Feld

Sei x € R*. Solche Vektoren werden in einen zeitlichen und rdumlichen Anteil
aufgeteilt, * =< 2%z > mit 2o € R und z € R3. Das Lorentz invariante
Pseudoskalarprodukt zweier Vierervektoren wird durch

3
x% —g27 mit 12 = Zx?

=1

x-x

notiert. Sei m € R und m > 0. Die Massenschale ist die Menge
Hy,={reR* 2°>0 2-7=m?}undder Vorwirtslichtkegel ist definiert
als V' = {reR| z-7>0, 2°>0}. H, ist eine abgeschlossene Menge und
H, C V' Sei H = L2 (Hpm, dSyy, ), mit dem Lorentz invarianten Mafl Q,, auf
H,, gegeben durch:

1
Qn(Bm =/ 1p,, (\/m2 +§2722> ————d(2).
) = [t Ve
Dabei ist B,, € BN H,, und B die o-Algebra der Lebesgue mef3baren Mengen in
R*. ‘H,, ist ein separabler Hilbertraum. Weiter wird definiert u(z) = /m? + z.
Als n#chstes wird der Schwartzraum, der schon in den Wightman Axiomen
auftrat eingefithrt. Dazu sind einige Notationen nétig. Sei I} die Menge aller

n-Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen o =< aq, -+ ,a, > und |af = >0 | ;.
Weiter sei
al
Oz -+ Oz
« J— (5} (0%
¢ = xfteeexpn.

Definition 2.3.1

e Der Schwartzraum S(R*) ist die Menge aller unendlich oft differenzier-
baren komplexwertigen Funktionen f(x) auf R™, fir die gilt

| fllas = suﬂg) |wo‘Dﬁf(x)\ <oo Va,pBelf.
xeR™

e Der topologische Dual-Raum von S(R*), bezeichnet mit S’(R*), heifsit Raum
der temperierten Distributionen.

Satz 2.3.1

a)Der Vektorraum S(R*) mit der natiirlichen Topologie, gegeben durch die Se-
minormen || f||a.3, ist ein Fréchet Raum.

b)Die Fouriertransformation ist eine lineare bistetige Bijektion von S(R*) nach
S(R*). Die inverse Abbildung ist die inverse Fouriertransformation.
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Als néchstes wird das massive Klein-Gordon-Feld mit Hilfe des Feldoperators
aus Abschnitt 2.1 konstruiert. Die Fouriertransformation ist in diesem Abschnitt
im Hinblick auf das Lorentzinvariante innere Produkt y - Z, definiert als:

Fp) = —PE (1) dx
f(p): (277)2]1%[6 f( )d
und

1 ipT f
f(x)WRZG f(p)dp

wobei z,p € R* und f € S(R*). Weiter definiert man eine stetige Abbildung
*: S(R*) — L%*(H,, dS2,,) durch

f@) = f(—p(z),—2).

Definition 2.3.2 Sei f € S(R*) und H,, = L*(H,,,dQy,), dann ist das mas-
sive Klein-Gordon-Feld definiert durch

@, (f) = V7 (2(R)) +i@(S])). (2.6)

Dabei ist R der Realteil von f und Sf der Imaginirteil. Da a®(-) linear bzw.
antilinear ist, folgt fiir das Klein-Gordon-Feld auf D,

Oun(f) = V7 (aH(F) + 0™ (T 1)) (2.7)

Aus dem Beispiel auf Seite 9 folgt, wie ®,,(f) explizit auf dem Fockraum
F(L*(H,,,dS,,)) abbildet:

("G 1 )0) Grovo) = VAFT [ T o))

H’VYL

_ /*n / f(#(;”) (ZD)) q/jnJrl( (P),2)p1,-+ ,pn)dp
R3

w(p) -
<a+(f)1/1)n(pu-wpn) = if =p)Y" " (prye B o)

Auf L?(H,,,dQ2,) definiert sich eine unitire Darstellung der eingeschrinkten
Poincaré-Gruppe durch:

(Um(a, A)) (p) = e *p(A™"p)

Satz 2.3.2 Das Quadrupel < Fy(H = L*(Hp, dQm),D(Upn(:,-), ®m(-), Do >
erfiillt die Wightman Axiome, und fiir alle f € S(R*) gilt folgende Feldglei-
chung :

®,,((0%)0t* — A +m?)f) = 0.

Beweis: Ein Beweis, der mit Hilfe des freien Bosonenfeldes durchgefiihrt wird
ist in [15] zu finden. Weitere Quellen sind [5] und [19].
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Abschlieflend sollen noch einige wichtige Bemerkungen zum Klein-Gorden-
Feld ®,,(f) gegeben werden. Im Gegensatz zum Feldoperator ®(f) aus Ab-
schnitt (2.2), ist ®,,(f) nicht mehr fiir alle f € S(R*) wesentlich selbstadjun-
giert auf Dy. Fiir reelle f’s ist dies jedoch der Fall und Theorem 2.2.2 ist voll
anwendbar.



Kapitel 3

Wickprodukte

Im folgenden soll kurz eine Motivation zur Definition des Wickproduktes im
Rahmen einer Feldtheorie dargestellt werden. Ein natiirlicher Kandidat von Fel-
dern, die auch den Garding-Wightman-Axiomen geniigen, sollten Potenzen des
freien Klein-Gordon-Feldes ®(x) sein. Eine formale Rechnung ergibt fiir den
Vakuumerwartungswert von ®(z)?2

yli_r)rglc(Q,(I)(y)(I)(x)Q) - /R (270‘11@) =0

Die Losung ist wohlbekannt [18]. Es miissen von ®(x)" geeignete Operatoren
subtrahiert werden, so dal der Erwartungswert fiir bestimmte Zusténde endlich
wird. Fiir n = 2 folgt:

5 @)=t (oe)olen) - (@ 0(e)ote2)0)
als richtige Wahl. Wird der Ausdruck in der Klammer mit einer Testfunkti-
on f(x1)g(x2) verschmiert, und benutzt man anschlieBend kanonische Vertau-
schungsrelationen, dann ergibt der verschmierte Ausdruck, dargestellt durch
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren,

at(fla*t(9) +a"(fa"(9) +a™(9)a™ (f) +a” (fa (9).

Diese Subtraktion bewirkt folgendes: es treten nur noch Produkte von Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren auf, in denen der Erzeugungsoperator vor dem Ver-
nichtungsoperator steht. Beliebige Produkte von Auf- und Absteigeoperatoren,
die in diesem Sinn geordnet sind, die sogenannten normalgeordneten Produkte,
sollen durch das Symbol : : um das Produkt gekennzeichnet werden. In Kapitel
3.3 wird gezeigt, dafl

co"(2) = o --l-igi—»x (: A1) p(xp) )
Um diesen Ausdruck mathematisch zu definieren, wird wie folgt vorgegangen.
Zunéchst werden die normalgeordneten Produkte des Feldes untersucht. Die-
ses ist im Detail in Kapitel 3.1 dargestellt. Im Hinblick auf hinreichende Allge-
meinheit wird die Untersuchung in einem beliebigen Bosonenfockraumen durch-
gefithrt. Aufgrund der in der Einleitung dargestellten Vorgehensweise, stehen
folgende Fragestellungen im Mittelpunkt:

15
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e Konnen normalgeordnete Produkte des Feldes mittels der Gateaux-Ableitung

einer nichtlinearen Abbildung konstruiert werden?

e Welchen Definitionsbereich erhélt man aus dieser Charakterisierung und
welche Eigenschaften haben die normalgeordneten Produkte des Feldes?

o Wie stellt sich die Kombinatorik der normalgeordneten Produkte von Fel-
dern dar?

In Kapitel 3.2 werden die Ergebnisse von Abschnitt 3.1 auf den Fall des Klein-
Gordon-Feldes angewandt. Wesentliches Ergebnis ist dabei zunéchst, dafl sich
die normalgeordneten Produkte des Feldes durch die Gateaux-Ableitung(Kap.
4.2) eines nichtlinearen Operators konstruieren lassen. Der dadurch charakte-
risierte Definitionsbereich gewihrleistet nicht, daff das normalgeordnete Pro-
dukt des Feldes : ®(-)™ : eine operatorwertige Distribution ist. Zur gewihlten
Konstruktion des Wickproduktes ist dies jedoch notwendig. Im Anschlufl daran
wird der zweite Ableitungsbegriff eingefiihrt. Die dabei generierten Differentia-
le sind per Definition vektorwertige Distributionen. Allerdings kann nicht von
vornherein davon ausgegangen werden, dafl dieses Konzept unmittelbar zu nor-
malgeordneten Produkten fithren mufl. Zur Unterscheidung werden diese neuen
Objekte daher als Pria-Wickprodukte bezeichnet. Der letzte Teil des Abschnit-
tes beschéftigt sich mit den Eigenschaften und Zusammenhéngen der beiden
Konstruktionen.
In Kapitel 3.3 wird dann das Wickprodukt

T1, T =T

o=, (5ot oten) )

rigoros definiert. Die Konstruktion erfolgt, véllig analog zu [3], mit Hilfe der
mikrolokalen Analysis.

3.1 Normalgeordnete Produkte von Feldopera-
toren

Definition 3.1.1 (Normalordnung) Sei a¥(f1)---a”(f,) ein Produkt aus
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren; unter der Normalordnung eines sol-
chen Produktes versteht man wieder ein Produkt, wobei aber alle Erzeugungs-
operatoren vor den Vernichtungsoperatoren stehen. Symbolisiert wird dies durch

ca®(fr) - a®(fa)
Beispiel:
FO(f)R(g): = :(aT(flaT(g) +a(fla(9) +a"(flat(g) +a (fla"(9)) :
= a"(fla"(9) +a"(fa"(9) +a*(g)a™ (f) +a~ (fla" (9)-

Die a#(f)’s sind unbeschrinkte Operatoren. Es ergibt sich bei ihren Produkten
stets das Problem eines zuléssigen Definitionsbereiches. Da Dy invariant ist unter
Anwendung von Auf- bzw. Absteigeoperatoren, sind normalgeordnete Produkte
auf dieser Menge stets wohldefiniert.
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Satz 3.1.1 (Kombinatorik normalgeordneter Produkte von Feldoperatoren)
Sei H ein Hilbertraum, Fi(H) der Bosonenfockraum und f € H, dann gilt fiir
alle ¢ € Dy

[N/2]
@) D(f)®(fa) - D(fn) =D (=1 D [fars s fira (1) - B(fjn o0

n=0 An(N)

(3.1)

Dabei ist [N/2] die grifite ganze Zahl die kleiner gleich N/2 ist. Summiert wird
in der zweiten Summe iber alle Aufteilungen der Menge {1,--- , N} in zwei
disjunkte Mengen {iy, -+ ,ion} und {j1, - jN—2n}, die iy < ig--+ < i9, und
J1 < -+ < jJN-on erfillen. Die Koeffizienten [fi,, - , fan] sind definiert durch

[fh"" 7fi2n] = Z H(fk‘zzfl’fkm)' (32)

Py {in, - yign} 1=1
Summiert wird iber alle Partitionen (k1,ka),- -, (kai—1, ko) der Menge {i1,- - -io }
wobei k1 < ko, kg < kg, ko1 < kkzl,'
b)Die normalgeordneten Produkte : ®(f1)®(f2) - ®(fn) : lassen sich auf Dy
auch durch folgende Rekursionsvorschrift konstruieren:

CR(f1)R(f2) - P(fNgr) W CR(f1)P(f2) - (fN) - R(fnva1)Y

N

= > (o frrn) s ()P (fa) - (i) - D(fn) : ¢,

n=0

CB(f)0 s = und 2 B(f) o = S(f). f; bedeutet, dafi dieser Term
ausgelassen wird.

Beweis: Mittels vollstindiger Induktion und unter Ausnutzung der Vertauschungs-
relationen (Gl. 2.8 und 2.9).

Normalgeordnete Potenzen des Feldoperators lassen sich auch durch Ableitun-
gen der vektorwertigen Funktion

R 3 A e2 VP (s
konstruieren. Das folgende Theorem prézisiert diese Aussage.

Satz 3.1.2 Sei'H ein Hilbertraum, F (H) der Bosonenfockraum ,W(f) = e'®(/)
der zugehorige Weyloperator,sp € Fy(H) und f € H. Ferner definiert man die
vektorwertige Abbildung

R 5 A= (A f) = ez MW f)w. (3.3)

a)Sei Dy die Menge aller Vektoren ¢ aus dem Bosonenfockraum F (H) fir die,
die Abbildung 3.3 unendlich oft differenzierbar ist, dann gilt

Dy = [ D(@())").

neN
Weiter gilt fiir alle Vektoren ¢ aus Dy:

N N N-k o
a0 =3 () (Gme 1) Fwonemte. ea)

k=o
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b) i~N-mal der N-ten Ableitung der Abbildung 3.3 an der Stelle Null ergibt
gerade die normalgeordnete N-te Potenz des Feldoperators, d.h. fir alle N € N
und 1 € Dy gilt
dN
i_N
d\N

Beweis:Zunichst wird ein Lemma bewiesen.

DAS) Dmo=: (/)Y : 9.

Lemma 3.1.1

a) Sei H ein Hilbertraum, R 3 A — n(X) € H eine vektorwertige Abbildung und
f : R — C eine differenzierbare Funktion mit f # 0. Dann ist die vektorwertige
Abbildung R 3 A — f(A)n(N\) genau dann differenzierbar, wenn n differenzierbar ist.

Es gilt dann
L FONO) = 5 Wn) + FO) L),

b) Sei W(f) der Weyloperator, o ist genau dann in der Menge D(®(f)F), wenn
%W()\f)w existiert, und es gilt dann

k
LW = FW AN .

Beweis von Lemma 3.1.1:

D Lo = tim LOF IO+~ FAmO)
d\

e—0 €

- lim f()\+€)<77(/\+6)—77(/\))+<f(/\+6)—f(/\)>n()\)
o [ 22 e €

Ce

e

Da f differenzierbar ist, konvergiert c. sowie der zweite Term der Summe; demnach
konvergiert der ganze Term genau dann, wenn u. konvergiert.

b)Aus Theorem 5.1.5 folgt, daB8 £ W (tf)i) genau dann existiert, wenn ¢ € D(®(f))
ist, und es gilt dann LW (tf)y) = iW (tf)®(f)t. Durch Induktion zeigt man nun b).
Die Induktionsannahme ergibt

dn+1
i+t

und ¢ € D(®(f)™). Eine erneute Anwendung von Theorem 5.1.5 liefert, dafl die rechte
Seite von ( 3.6) genau dann existiert, wenn ®(f)™ € D(®(f)), d.h. 1 € D(®(f)™);
und daB & ("W (tf)D(f) ) = "W (L) D(f)" .

W)y = 5 "W (EH)R()") (35)

Beweis von Theorem 3.1.2: Durch vollstéandige Induktion zeigt man, daf3 d‘i—NNllJ()\f)
genau dann existiert, wenn ¢ € D(®(f)™); und es gilt

ay AN AT
BN =3 < k) (CMT =1 ) i"WONHB() .

Der Fall N =1 folgt direkt aus Lemma 3.1.1. Die Induktionsannahme liefert

Mk (N)
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Da v € D(®(f)V), folgt aus Teil a) und b) des Lemmas, dafi -Ln fiir alle k < N
existiert. Die rechte Seite von (3.6) existiert somit genau dann, wenn %ﬂN existiert;
dies ist aufgrund von Lemma 3.1.1a genau dann der Fall, wenn » € D(®(f)N ).
Weiter gilt dann

S = (ﬁe%ww) PWONB(HYY + e F VNI ()Y,
und damit

N N N—k+1 2 5
A (dheson) = 5 (3) () awonmars
k=
N - 2 2
+3 (f) (%e%””‘ )ik“W(Af)@(f)’““w

Mit Hilfe der Relation (IZ) + ( N )

(VI firalle 1<k < N+ 1 folgt

k—1 k
d ay N+41 N1 gN 1k 2202\ .
d\ (d)\N (Af)) - kZ:O k (We : )Z WANR) 4,
womit a) bewiesen ist. b) Sei ¢ aus Do, dann folgt aus Gleichung (3.1)
(/2] ok
. N Nt vk (ISl
L O(f) iy = kZ:O T EETTRAC) < ) v (3.7)

Aus (3.4) erhélt man

d” S LA AIIE kg Nk
N WAS) 19 [a=o=» i |k (6 2 ) =0 @ "®(f)" . (3.8)

k=o

Mittels Induktion zeigt man sofort, dafl
d* ( %Hﬂp) ) 0 L. falls k ungerade
vk \© = —k — falls k gerad
dN\F (Rl (%)!2% alls k gerade

Mit der Aquivalenz (2m)l (N

_ N
2Mm]! (2m) - m!l(N—-2m)!
(3.7) und (3.8) iibereinstimmen, womit b) bewiesen ist.

folgt dann, dafl die rechten Seiten von

Mit Hilfe dieses Theorems kénnen die normalgeordneten Potenzen des Feld-
operators auf einem grosseren Definitionsbereich definiert werden, ndmlich auf
dem Durchschnitt aller D;’s. Aufgrund einer Polarisationsidentitat gilt: sym-
metrische n-lineare Abbildungen 7" : X X --- x X — Y sind vollstéindig durch
ihre Werte auf der Menge {< z, -+ ,x > |x € X} bestimmt. Aufgrund dessen
konnte vermutet werden, dafl die normalgeordneten Produkte des Feldoperators
bereits vollstéandig durch die normalgeordneten Potenzen bestimmt sind. Damit
die Polarisationsidentitéit gilt, mul ®(-)--- ®(-)¢ n-linear sein. Dies ist jedoch
nicht garantiert. Angenommen ®(-)--- ®(-)y) wire n-linear und symmetrisch,
dann wiirde im Fall n = 2 folgen

LB(f+9)? = 0(f)? Y+ 2:(f)D(g) : Y+ : Dg)* 1 9.
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Die linke Seite ist auf jeden Fall wohldefiniert. Da

No,=NN2@HM> () () D@UHR(f2) - (fn)),

feH feEH neN neN f1,f2,, fn€H

ist nicht klar, ob die rechte Seite wohldefiniert ist. Dieses Problem lafit sich
16sen, indem man die N-te Géateaux-Ableitung der nichtlinearen Abbildung

HS [ e%\lfl\zw(f)w

betrachtet. Es wird sich herausstellen, dafl mit Hilfe der oberen Abbildung die
normalgeordneten Produkte von Feldoperatoren auf einem grosseren Definiti-
onsbereich als Dy konstruiert werden konnen. Der Begriff der Gateaux-Ableitung
befindet sich im Kapitel mathematische Ergénzungen. Da das folgende Theorem
kombinatorisch sehr aufwendig ist, wird der Beweis in den Anhang verlegt. Man
definiert zunéchst

Da=() () D@)B(f) - B(fn))-

NEN fi,fa,++ , fNEH

Satz 3.1.3 Sei H ein Hilbertraum, F.(H) der Bosonenfockraum, f € H, ¢ €
Fi+(H) und W(f) der zugehirige Weyloperator. Ferner definiert man den nicht
linearen Operator ¥(-) als Abbildung von H nach F(H) durch

Fi eI ().

Die Abbildung ¥ (-) ist genau dann im Punkt f unendlich oft Gateauz-differenzierbar,

wenn 1 € Dy. Weiter gilt fir alle N € N

(N/2]

Z_ng¢(0) < fN7 7f1 > = Z (_1)71 Z [fil?"' afi2n]q)(fj1)"'q)(ij,

n=0 A, (N)

FR(f)O(f2) - R(fN) < ¢

Beweis: siche Anhang.

Im folgenden wird als Definitionsbereich der normalgeordneten Produkte von
Feldoperatoren stets Dy verwendet. Definiert werden sie mittels Gleichung 3.9.

Satz 3.1.4 Sei H ein Hilbertraum und Fi(H) der Bosonenfockraum, dann gilt
fiir die normalgeordneten Produkte:

a) Fir alle n € N und ¢ € Dy ist die Abbildung
HX - XHDI f1,-, fa > @(f1) - @(fn) : ¥

reell n-linear und symmetrisch.

b)Fiir alle n € N und f1, -+, fn € H ist Dy ein Core fiir den Abschiuf des
Operators : ®(f1)--- ®(fn) :. Sei D ein linearer Teilraum von Fi(H) mit D D
D D Dy, dann ist Dy ein Core fiir den AbschlufS des Operators : ®(f1) - ®(fn) :
mit Definitionsbereich D.

2n)¥

(3.9)
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Beweis:
a) Sei ¥ € Dp und 6,, die Folge aus Theorem 5.2.1, die gegen 1 konvergiert. Da
D) D(+) : 9 fiir alle ¢ aus Dy symmetrisch ist, folgt

2R(f1) - @(fn) s = lim 2 O(f) - @(fn) 1 Om

m— oo

= lim 2 ®(fra)) - P(frn) : Om
= 1 O(frq))  P(frmy)

fiir alle Permutationen 7 der Menge {1, -- ,n}. Die reelle n-Linearitit ergibt sich aus
der reellen n-Linearitidt von : ®(-)--- ®(-) : 9 fiir Vektoren ¢ € Dy.

b) Fiir alle fi, -, fn € H ist : ®(f1)- - P(fn) : als Operator in dem Fockraum ein
symmetrischer Operator, denn sei ¥, ¢ € Dy, dann gilt

(n/2]

<: H O(fm) 5905'40) = Z(fl)l Z [figs- - :fim](Cb(fjl)"'q)(szvfzz)ﬂoaw)
m=1 1=0 Aoy (n)
[n/2]
= Z(fl)l Z [fiu"' afizz](Soaq)(szvfzz)"'q)(fjl)31/1)
(=0 Az (n)
- <90 I1 ®(m) w) |

Der Abschluf} existiert, da symmetrische Operatoren stets abschlieSbar sind. Da Dy C
D bleibt zu zeigen, dafl

]I @(fm) i1me 2t [T @) -

m=1

Dazu sei ¢ € Dn beliebig. Zu zeigen ist die Existenz einer Folge 1, mit Elementen
aus Do, die bzg. der Graphennorm von : ®(f1)---®(fn) : gegen ¥ konvergiert. Man
wéhlt die Folge 0 aus Theorem 5.2.1, dann folgt

[n/2]

Jim [T @Cm) 00 = Jim 3 (=1 30 Ui Sl @) )0
m=1 =0 Aoy (n)
[n/2]
= Z(_l)l Z (fir, 7fizz]¢'(fj1)"'(I)(ijle)w’
=0 Azi(n)

In vollig analoger Weise wird die andere Aussage gezeigt.



22 3. Wickprodukte

3.2 Pra-Wickprodukte des Klein-Gordon-Feldes

Das Skalarprodukt in #,, wird zunichst umgeschrieben. Sei f, g € S(R*) dann
gilt

(f.o) = /H F0)ip)anp)

m

_ / _@p / dudye DD EDF()g(y)  (3.10)
rs (2m)40(p) Jraxmra

= UJQ(T b2 9)7
mit wy € §'(R* x R*) und
d3p —~—
_ £ —i(n(p).p) (z—y)
wo(z,y) = / e p)p .
)= f o o)

Das letzte Integral ist als formaler Integralkern der Distributionen ws zu ver-
stehen. wy definiert auf S(R*) mittels 3.10 ein semidefinites Skalarprodukt, d.h.
wa(-®-) erfiillt alle Eigenschaften eines Skalarproduktes, bis auf die Eigenschalft,
daB wo(f ® f) genau dann Null ist, wenn f = 0. Es gilt:

So={f € SR wa(f® f) =0} = {f € SRY)|wa(f @ g) =0 Vg e SR}

Der Quotientenraum S(R*) /S ist somit ein Prihilbertraum, und die Vervollstindi-
gung ergibt gerade H,,. Als nichstes werden die Ergebnisse von Abschnitt 3.1
iibertragen.

Definition 3.2.1 Sei F(H,,) der Bosonenfockraum des Klein-Gordon-Feldes.

e Du= () N D(®(f1) -+ @(fn)) = () N D(@(f1)---@(fn))

neEN fi -, fn€S(RY) neN f1, -, fn€Sa(R?)
e D=1 (1 D(®()")
neN feS(RY)
o Sei N €N, fy,--, fn € S(R*) und ¢ € Dy, normalgeordnete Produk-
te des Klein-Gordon-Feldes werden definiert durch
[N/2]
O(f)R(f2) () U= D ()" Y s S )R - @ (Fj )
n=0 An(N)

Die Koeffizienten [f;,,- -+, fi,,] sind durch (3.2) gegeben, wobei jedoch die
Skalarprodukte (f;, f;) durch wa(f; ® f;) ersetzt werden.

o Sei Sg(R*) der Raum der reellwertigen Schwartzfunktionen, dann ist der
Feldoperator des Klein-Gordon-Feldes selbstadjungiert, und die Weylope-
ratoren wohldefiniert. Sei ¢ € F(Hy,), dann definiert man eine vektor-
wertige Abbildung () durch

Se(RY) 3 f = o(f) = e ZLDW(f)y. (3.11)



3.2. Pra-Wickprodukte des Klein-Gordon-Feldes 23

Satz 3.2.1
a)Fir alle N € N und ¢ € Dy ist die Abbildung

SRY) x -+ x SRY) < fi, -+, fnv > (f1)@(f2) - B(fn)

N-linear und symmetrisch.
b)Sei f € Sg(R*). Die Abbildung v(-) ist genau dann im Punkt f unendlich oft
Gateauz-differenzierbar, wenn ¢ € Dyy. Weiter gilt fir alle N € N

iTNANY(0) < foo fi >=(F)R(fo) - B(fw) 1

mit f1,---, fn € Sr(R*).

c)Sei f € Sg(R?Y), die vektorwertige Funktion R > X — 1(A\f) ist genau dann
unendlich oft differenzierbar, wenn v € D, und i~~-mal der N-Ableitung der
Abbildung ergibt wieder die N-te Potenz des mormalgeordneten Klein-Gordon-
Feldes angewandt auf den Vektor 1.

d)Fiir alle N € N und f1,--, fv € S(R*) ist Dy ein Core fiir den Abschluf
des Operators : ®(f1)---O(fn) :. Sei D ein linearer Teilraum von Fy(H.y,)
mit Dn O D D Dy, dann ist Dy ein Core fiir den Abschluf$ des Operators
:®(f1) - ®(fn) : mit Definitionsbereich D.

e) Sei Dy, die Garding-Wightman-Domdne, d.h. Dy, = {®(f1) - (fn)9]
fi,ooo s fo € SRY),n € N}. Fiir alle N € N und f1,---, fv € S(R*) ist Dy
ein Core fiir den AbschlufS des Operators : ®(f1)--- ®(fn) : mit Definitionsbe-
reich Dy, .

Beweis: Aussage a) folgt aus der Definition des Klein-Gordon-Feldes (Gl. 2.12) und
Theorem 3.14a. Der Beweis von Theorem 3.1.3 148t sich in trivialer Weise auf den
Fall des Klein-Gordon-Feldes iibertragen, womit b) gezeigt ist. Analog folgt Aussage
¢) mit Hilfe von Theorem 3.1.2. Bei Punkt d) muss man beachten, dafl der Operator
: ®(f1) - ®(fn) : nicht mehr symmetrisch ist. Die Existenz des Abschlusses folgt aus
Theorem 5.1.3 und der Identitét

(®(f1) - (fn) )" = @(f1) - @(fn):

auf Dy. Die Aussage 148t sich dann wiederum aus Theorem 3.1.4b ableiten. Fiir Aussage
e) ist es hinreichend zu zeigen, dafl

2 @(f1) - R(fN) DD s R(f1) - R(fN) = Dy
Da Dy, dicht in Fy (Hym) und Dy der endliche Teilchenzahlraum ist, folgt dies sofort.

Man weifl nun, dal die Abbildung

< fr,0 [N > @(f1)R(fo) - O(fN) )

fiir alle ¥ aus Dyy N-linear und symmetrisch ist. Um das Wickprodukt zu definie-
ren, ist es jedoch notwendig, dafl diese Abbildung in den einzelnen Argumenten
stetig ist, und somit eine vektorwertige Distribution bildet. Auf dem Definiti-
onsbereich Dy ist das nicht garantiert(im Gegensatz zu Dy).

Eine Alternative bietet der zuvor erwihnte zweite Ableitungsbegriff. Hier
wird eine etwas “ stérkere “ Definition der Ableitung verwendet, um die Ein-
deutigkeit der dazugehorigen Differentiale zu garantieren.
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Definition 3.2.2 Sei H ein Hilbertraum und F : S(R*) — H eine Abbildung.
F heifit unendlich oft differenzierbar an der Stelle Null, falls fiir alle n € N
symmetrische vektorwertige Distributionen d"F auf S(R*") und Seminormen
pn auf S(R*) existieren, so dafi D1 und D2 erfiillt wird.

D1: Es gilt pr+1 > pn-
D2: Fir alle N € Ny gibt es eine Umgebung Uy von Null, so daf

N
1 n
F(h) - Z) A F(hE)| = 0 (ox()Y)  Vh € Un. (3.12)
Dabei ist o eine Funktion in R mit o(0) =0 und
lim @ =0.
0#e—0 €

Damit dieser Differenzierbarkeitsbegriff Sinn macht, sollten die vektorwerti-
gen Distributionen d"F eindeutig sein. Dies ist auch der Fall, wie nun gezeigt
wird. Seien d" F und d™ F' vektorwertige Distributionen im Sinne der obigen De-
finition. Aufgrund von Theorem 4.3.2 ist es hinreichend zu zeigen, daf fiir alle
faus S(RY) d"F(f®") =dnF(f®") gilt.

Sei zuniichst h € S(R*) mit py(h) = 0, dann folgt aus D2

|dE(h) —dF(R)| = |ldF(h) — F(0) + F(0) + F(h) — F(h) — dF (h)|
< 20(py(h) = 0
Durch Induktion leicht sich leicht zeigen, daB fiir alle h € S(R*) mit pn(h) =0
fiir irgend ein N € Ny, stets d"F(h®") = d"F(h®") fiir alle n < N folgt. Sei

hy eine Folge von Testfunktionen, die gegen Null konvergiert und py(hy) # 0
erfiillt, dann folgt aus D2

|dF(he) — dF(hi)ll — ||dF (hi) = dF (hy,) + F(hy) = F(hi) + F(0) — F(0)]
p1(h) B p1(hi)
o 4 () + F(0) = F(u)l| , || = dF (k) = F(0) + F(hy)|
- p1(he) p1(hx)
—0 —0

Sei t # 0 eine reelle Nullfolge, und angenommen es gibt ein f mit
|dF(f) — dF(f)]| # 0 und pi(f) # 0, dann folgt

|dF (tf) — dF(t f)| _tlldE(f) — dE(f)]

B ) AP T
_|ldF(f) — dF(f)]
B Pl(f) #O

Dies ist ein Widerspruch, demnach kann es kein solches f geben. Durch In-
duktion kann man jetzt zeigen, dafi d"F(h®") = dnF(h®") gilt, womit die
Behauptung folgt.

Als néchstes wird ein Zusammenhang zwischen dem obigen Differentiations-
begriff und den normalgeordneten Produkten des Klein-Gordon-Feldes herge-
stellt. Dazu wird definiert:
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Definition 3.2.3 Sei ¢(-) die in 3.2 definierte Abbildung und
Doo = {0 € FL(Hp)|Y() ist unendlich oft differenzierbar bei Null}.

Satz 3.2.2 Sei ¢ aus Dy, so dafl fiir alle n € N eine positive reelle Konstante
Ch,y existiert, mit der Eigenschaft

1(f1) - @(fo)¥ll < Cr [] Vol ) ¥ fr,+ fu € S(RY). (3.13)

k=1

Dann ist die vektorwertige Abbildung (-) unendlich oft differenzierbar, d.h.
Y € Do, und es gilt

d"Y(fr @ @ fn) =" ®(f1) - O(fn) 1

Beweis: Sei ¢ ein Element aus Dy, das die Voraussetzungen von Satz 3.2.2 erfiillt.
Ferner definiert man fiir alle n € N1 eine Abbildung

S(RY) x -+ X S(RY) < fu, -+, fu > 0" 1 B(f1) -+ B(fa) 1 1.

Diese ist wohldefiniert und wegen Satz 3.2.1a n-linear und symmetrisch bzgl. der Per-
mutation der n Argumente. Bedingung 3.13 garantiert, dafl diese n-lineare Abbildung
in den einzelnen Argumenten stetig ist. Satz 4.3.2 liefert dann die eindeutige Existenz
einer symmetrischen vektorwertigen Distribution 7", die

T (i@ @ fa) =" B(f1) - B(fa) : ¥

erfiillt. Als Seminormen p,, auf S(R*) wird gewihlt:

pu(f) = Vw2 (f, /)"

Sei f € Sr(R*) mit wa(f, f) = 0. Dies sind genau diejenigen Testfunktionen, deren
Fouriertransformierte auf der Massenschale H,, verschwindet. Aus der Definition des
Klein-Gordon-Feldes folgt fiir solche Testfunktionen ®(f) = 0. Zu zeigen bleibt damit
Bedingung D2 im Fall p,(f) # 0. Dazu wéhlt man eine Folge reellwertiger Testfunk-
tionen fi, die wa(fk, fr) # 0 erfilllen. Da Dy C Dy, ist das Spektraltheorem [14]
anwendbar und man erhéalt:

N
z<f> (f;c fk) s
(K Z = -
2
wz(fk ) N [n/2] jn—2m n—2m wz(fk i)
/du et z_j Z_ m,(n( S ) - (3.14)

=o(fk)

Damit D2 erfiillt wird, muss gezeigt werden, daB o(fx)/wa(fx, fx)~ fiir k — co gegen

Null konvergiert. Dazu fiihrt man eine Taylorentwicklung von e** und er(Zf L durch
und zeigt, da die verbleibenden Terme in 3.14 nach Integration im Limes k — oo
schnell genug gegen Null konvergieren. Diese Rechnung ist nicht besonders kompliziert,
jedoch umfangreich. Aufgrund dessen wird sie in den Anhang verlegt(Kap. 5.3).

Satz 3.2.3 Es gilt D, D D D Dy.
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Beweis: Vektoren aus Dy erfiillen die Vorraussetzungen von Satz 3.2.2 und damit
ist Dos D Dy. Die andere Inklusion zeigt man mit Hilfe von Satz 3.2.1.c. Dabei wird
folgende Charakterisierung von differenzierbaren Abbildungen benutzt.

Satz 3.2.4 Sei § € RT\0, I = (=6,6) und f : I — B eine Abbildung von I in einen
Banachraum B, so daf fir allet,e € I mitt+e€ 1

£E+ 0 = 10+ D005 +0l (0

gilt. Dabei ist a;(-) : I — B eine stetige Abbildung, und der Term of /(e™) konvergiert
gleichmafsig bzgl. t gegen Null, wenn 0 # € — 0. Dann ist die Abbildung f N-mal stetig
differenzierbar.

Beweis von Satz 3.2.4[12] S.198

Beweis von Satz 3.2.3: Sei h € Szx(R*) und 0.B.d.A. sei wz(h,h) # 0. Ferner
sei

N
1 !
Ry (h) = (h) = Y 5d' ()
1=0
und f(-) die Abbildung R > ¢ — (th). Aus den Weylrelationen folgt dann

(t+e)?

2
ft+e)=e 2 20N WaR)W (ch)p = e 2M e T2 (1) (eh).  (3.15)

Eine Reihenentwicklung von e/“2("") crgibt
ews (h,h < t€w2(h7 h F
etew2(hh) Z ( o ) + 7u(t, ), (3.16)
k=0

mit einer Abschitzung des Restgliedes r,, durch

[tews (b, R)|"T!
(n+1)!

Sei t,e € (—1,1) und n = 2wz(h, h) + 1, dies garantiert, dafl die letzte Abschitzung
erfiillt wird. Weiter setzt man N’ = max{n, N} und es folgt dann fiir das Restglied:
ra/(t,0) = 0 und ry/(t,€) /(") konvergiert gleichmiBig bzgl. ¢ gegen Null, wenn 0 #
€ — 0. Einsetzen von 3.16 in 3.15 liefert schliellich

rn(t,€)] <2 Vo [telwa(h,h) < 1+ %

N’ 2 k+1
_ Z k kY wa(h,h) ! @4 €
f(t + 6) = ; lzot U}Q(h7 h) e 2 2 W(th)d w(h )W
2 (tewa(h, h))* |
g | e W h) Ry (eh)
k=0 ’

6l

N/
2, l
Hra(te) [ D e "‘<h’h)W(th)dl1/J(h®)“

=0
2
trne(t €)e T 2P (th) Ry (eh).

Definiert man

ut)= Y @tsz(h,h)’“efW’”W(th)dlw(h@’),
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dann folgt aus 2.2.2d a;(tn) — a;(t), falls t, — ¢, und

j
N DN HOF T
0#£e—0 eN’

gleichmafBig bzgl. t,wenn 0 # € — 0. Insgesammt folgt

flt+e)

Jrz:aj +Ot "(¢), mit

' 2N ¢ N W2 k t2 0 (hoh
e = % aj(t)'+<Z@(w>e2w2(’)W(th)RM(eh)

k=0

(€ (Ze 7w (BRI Py (1) dlap (S )l'>
=0
2

Frae(t, e)e T 2 W (th) Ry (eh).

Bis auf den zweiten Term der letzten Gleichung, werden alle Voraussetzungen von Satz
3.2.4 exfiillt. Aus D2 folgt jedoch limpc o G =0, da

R ()| _ 1R (eh) [l oA ()
eN PN (lelh)

Nutzt man noch die Unitaritdt der Weylopratoren, dann sind alle Voraussetzungen
von Satz 3.2.4 erfiillt.

Mit Hilfe der Weylrelationen sollte es auch moglich sein, zu zeigen, dafl die
Abbildung v (-) fiir Vektoren 1) € D, in einer Umgebung von Null im Sinne von
Definition 3.2.2 differenzierbar ist. Mit einer entsprechend modifizierten Version
von Satz 3.2.3 diirfte dann die unendlich-fache Gateaux-Ableitung folgen, d.h.
dann D, C Dr. Dies sollte der analoge Fall zur Beziehung zwischen Fréchet-
und Géteaux-Ableitung in Banachrdumen sein[12].

Als nichstes werden die vektorwertigen Distributionen d'4(-) : S(R*) — F, (H,n)
fiir Vektoren 1 aus dem endlichen Teilchenzahlraum Dy explizit angegeben.

Satz 3.2.5 Sei¢p = (YO, ¢, YN 0--+) € Dy und F € S(RY), dann ist

(@6 (o) = i'w JAW/ /(dQ ) - dQUy,

S (X )
P

i1 <i2"'<i[7j=1
n—1+42j N .
¢ J (V17“' WPy 5P s Pig gy 7pn)> -

Das "-Symbol bedeutet, dafs dieses Argument weggelassen wird. Summiert wird in
der dritten Summe tiber alle Permutation der Variabeln vy, -« ,vj, —pi, -+, —Pi,_;-
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Beweis: Sei F' = f1 ® --- ® fi. Aufgrund von Satz 3.2.2 gilt, da$l

dy(fr@--® f) =i ®(f1)- B(fi) : .
Nutzt man die Darstellung von normalgeordneten Produkten des Feldes mittels Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren(Gl. 2.5 und 2.6), dann folgt die Behauptung in diesem
Spezialfall. Im allgemeinen Fall wird die Tatsache benutzt, dal ein F(z1,---,2;) aus
S(R‘”) gleichférmig in x4, - - - , z; durch Linearkombinationen von Produkten fi(z1) - - fi(x)
approximiert werden kann, und daf§ ¢ ein Element aus dem endlichen Teilchenzahl-
raum Dy ist.

Beispiele 1: Sei ¢ das Vakuum Q = (1,0,---) und F € S(R®), dann erhilt
man

o (PAUF)) i) =0 ¥V n#£2

o (2UF)) i) = = (F<—p1,—pz> + F(—pm—pl))
Beispiel 2: Sei ¢ = (0,4,0---).

o ((F)’ =0

o (U(F) )= —7 [ dO®v) (F<u,—p1>+ﬁ(—p1,u))
Hop,
L (d2¢(F))2(p1,p2) =0

b (dzlb(F))g(pl,pz,ps) = —ﬂ'\/g<(p(—p1,—p2) + F(—pzy—pl))ﬂ)l(m)
+ (F(=p1,-p2) + F(=ps,—p1)) ¥ (p2)
+ (F(=p2y—ps) + F(pg,pz))wl(m))

(d27f1(F))n(p1,-~,pn) =0 vV n>3

Sei ¢ von der Form ¢ = (0,---,0,4™,0,---) und [ € N, dann folgt mit Hilfe
der Holderschen Ungleichung die Existenz einer positiven reellen Konstante C,, ;,
so daB fiir alle F' € S(RY) gilt:

|dHE)] < Cotl[67] /H /H aw1) - dw) [F(r, - )2, (3.17)

Lemma 3.2.1 Sei ¢1 und 12 aus Doy, dann ist 11 + 1o € Doy und fir alle
n € N und F € S(R*) ist die Abbildung Doo > ¢ +— dyp™(F) linear.

Beweis:Aufgrund von Satz 3.2.3 und 3.2.1c gilt

A (1 +92) (F27) = d" (1) (f7) + d" (=) (f*).

Die Behauptung folgt dann aus Satz 4.3.3.
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Definition 3.2.4 Sei N € N und F € S(R*). Unter dem N-ten Pri-
Wickprodukt versteht man den linearen Operator Doy > ¢ +— i~ NdNey(F).
Dieser Operator wird im folgenden auch durch : ®(F)N : symbolisiert.

Wegen der Eigenschaften von Vektoren 1) aus D, ist die Abbildung
SR*™N) 3 F —: d(F)N .

sogar eine operatorwertige Distribution. D.h. fiir alle ¢ € D, ist : ®(F)N : ¢
eine vektorwertige Distribution. Deshalb schreibt man auch formal

(PN ::/dx1-~-de:¢(x1,--~ can)N  F(xy, - an).

Unter der Annahme, dafl Do, C Dry, folgt, dafl der Garding-Wightman-Domain
ein Core fiir den Abschlufl des Pri-Wickproduktes ist. Dazu mufl nur Satz 5.2.1
entsprechend angepafit werden. Aufgrund von Satz 3.2.5 und Gleichung 3.17 ist
dies leicht durchfiihrbar. Daraus folgt dann eine dem Satz 3.2.2d und e entspre-
chende Aussage fiir das Pra-Wickprodukt.

3.3 Wickprodukte des Klein-Gordon-Feldes

Um das Wickprodukt zu definieren, muss dem formalen Limes

lim  : ®(xy - pxy,)"
T1,r T —T
ein streng mathematischer Sinn gegeben werden. Angenommen : ®(zq,- -+ ,x,)" :
wére eine Distribution, dann ergébe sich das Problem, unter welchen Umsténden
sich aus einer Distribution u € D’(R*"), eine solche auf dem Teilraum A,, =

{(z, - ,2)|]z € R*} = R* konstruieren liesse. Aquivalent dazu kann man das
folgende Problem betrachten. Sei 7, : R* — R*" die Abbildung

IEH(ZE,"',I’),
—_——

n—mal

und v € D(R*"), dann ist die Komposition u o m natiirlich ein Element aus
D(R*). Das Problem ist dann: it sich diese Operation auf Distributionen,
u € D'(R*") ausdehnen. Eine Antwort hierzu liefert die mikrolokale Analysis
([10)).

Die mikrolokale Analysis behandelt die Untersuchung von Distributionen und
ihren Singularitéiten, insbesondere im Hinblick auf Anwendungen in der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen. Ein elementares Werkzeug zur Charakte-
risierung von Singularitidten ist die Wellenfrontmenge. Die wesentliche Stérke
des Konzepts liegt in der Ubertragbarkeit auf glatte Mannigfaltigkeiten. Dort
ist die Wellenfrontmenge eine invariant definierte Teilmenge des Kotangenti-
albiindels. Es hat sich herausgestellt, daf§ die mikrolokale Analysis besonders
geeignet ist, um Quantenfeldtheorien auf gekriimmter Raumzeit zu behandeln
3]14].

Um das Restriktions Problem von Distributionen auf Teilrdume zu 16sen sind
nur zwei Informationen notig:
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e Die Wellenfrontmenge der Distribution
e Die Normalenmenge des Teilraumes

Ist der Durchschnitt beider Mengen leer, dann 148t sich die Distribution auf den
Teilraum einschrianken. Alle notigen technischen Details zu dieser Aussage sind
in Kapitel 4.4 zu finden.

Fiir die Normalenmenge der Menge A, findet man mit Hilfe der Abbildung
T

N =A, x {(kh--- k) ERMY k= 0}
i=1
Da jedoch das Pra-Wickprodukt : ®(-)™ : eine operatorwertige Distribution ist,
muss zunéchst geklart werden, was unter der Wellenfrontmenge eines solchen
Objektes zu verstehen ist. Da das Pra-Wickprodukt ein unbeschréinkter Opera-
tor ist, wird das zentrale Objekt die vektorwertige Distribution : ®(-) :™ 1) sein.
Dies fiihrt zu folgender Begriffsbildung.

Definition 3.3.1 Sei H ein Hilbertraum, X C R™ und T : D(R™) — H eine
vektorwertige Distribution. Ein Punkt < z,k >€ X x (R™\{0}) heifst regulir
gerichteter Punkt von T, wenn sowohl eine Funktion x € D(U), die nicht bei x
verschwindet, als auch eine konische Umgebung I' C R™"\{0} existieren, so daf
es fir jedes N € N eine Konstante Cn gibt mit

HT (e_i(k")x) H <OnA+ k)™  WVkel (3.18)

Die Wellenfrontmenge der vektorwertigen Distribution T ist das Kom-
plement in X x (R"\{0}) der Menge aller regulir gerichteter Punkte von T. Mit
(+,-) ist das euklidische Skalarprodukt in R™ gemeint.

Es ist nun klar, dal die Definierbarkeit des Wickproduktes sehr stark von den
Vektoren aus dem Definitionsbereich des Pria-Wickproduktes abhéngen. Deshalb
definiert man, analog zu [3]

Definition 3.3.2

Dy = {1/} € Doo| fiir alle n € N ist die Wellenfrontmenge von : ¢(F)" : 9
enthalten in {(xl,lﬁ, o Xy k) ERYY Ky eV_,i=1,--- ,n}}

Es ist sofort ersichtlich, daf fiir Vektoren ¢ € D,,; und n € N der Durchschnitt
von Ny, und WF(: ®(-)™ : ¢) leer ist und somit Satz 5.4.2 anwendbar ist. Kon-
kret heifit das zunéchst, daB fiir alle v € F, (H,,) die Distribution (v| : ®(-)" : v)
in eindeutiger Weise auf A,, einschrinkbar ist.

Jetzt wird kontrolliert, ob D,,,; nicht leer ist. Dazu sei:
Definition 3.3.3

Dso={y €Do| ¢"=F" yn mitn €Ny und F" € S(R*)}
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Im folgenden wird das Komplement der Wellenfrontmenge WE(: ®(-) :™ ),
mit 1 € Dg o bestimmt. Dazu sei x = (z1,--+ ,2,) € R"™k = (k1, -+ ,ky) €
R*" und F eine Testfunktion aus D(R*") mit einem Triiger in einer Umgebung
von X. Zu zeigen ist, dal im Fall, da} mindestens ein k; aus k nicht aus dem
Riickwertslichkegels ist, es eine konische Umgebung I' von k gibt, so dafl

. 2
H; ok Y 'I/JH

fir alle k € I' 3.18 erfiillt. Wird ausgenutzt, dafl

F(x)etCX) (py, -+ pn) = F(pro — k1,00, + k1, 0o — ko, +ky),

und setzt dieses in Satz 3.2.5 ein, dann ergibt sich mit Hilfe des folgenden Satzs,
daf, solange kein k; aus 0V _ ist, < x,k > ein regulir gerichteter Punkt ist.
Der andere Fall, da8 mindestens ein k; aus k nicht in OV _ liegt, sollte mit einer
entsprechend modifizierten Version von Satz 3.3.1 moglich sein.

Satz 3.3.1 Sei N € Nk = (ky,--- ,kn), k1, -, kny & OV_ und F € S(R*),
dann existiert eine konische Umgebung T' von k, so daf fir alle n,l € N mit
n < N und ¢ € S(RN="*!) das Integral

I(ky, - ky) = / dzy ---dz,dy, ---dy, / dz, - dzy
C rotnn f(zy) - () py,) - p(y,) | Jrsov—m g2, i) - plzy)
F(_,M(Ql) o kl’o’kl —Zy —,U(gn) - kTL,OvEn — Ly,

M Zy1) = knt1,00Togr T Epprs s pu(@y) — kng, oy + EN)
2

xw(”(inﬁ-l)a&nﬁ-l? e 7#(£N)7§Na M(gl)ayla o M(ﬂl)aQJ

in der konischen Umgebung I' schnell abfallend ist. D.h. fiir alle M € N ezistiert
eine reelle positive Konstante Cyy, so daf

Cm

< —— VYkel. 3.19
S ET)E (3.19)

‘I(klw" ,kN)'

Beweis: Die Strategie ist folgende: Man schiitzt die Funktionen F und % so ab,
dafl das Integral I in Produkte zerfillt, die aus Integralen bestehen, deren Integraden
nur von einer rdumliche Variable, beispielsweise x, abhédngen. Dann untersucht man
das asymptotische Verhalten dieser einfacheren Integrale in geeigneten konischen Um-
gebungen. Dazu wird zunéchst Bedingung 3.19 entsprechend angepafit. Aufgrund der
Ungleichung /]z| + |y| < v/]z|++/]y] ist es fiir Bedingung 3.19 hinreichend zu zeigen,
daf

Cum

(1 + & D+ ki)™

=1

vk eT. (3.20)

Z

’[(kla 7k;N)‘ S
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Da F und ¢ Funktionen aus dem Schwartzraum S(R™) bzw. S(RN ") sind, gibt es
fiir alle M € N reelle positive Konstanten Ays und Bas, so dafl

° F(_N(El) — k1,0, k) —xy,- - ’_H(En) —knok, —z,,
N(§n+1) —knt1,0,Z 00 +Eyyq, e c(zy) — EN,OvEN +EN)
< Am

n

N
M
IT (ale)) + kil + [k, —z,|+m+ DM T (luley) — kol + |z, + k| + 1)

i=1 j=n+1

. w(u(gnﬂ),znﬂ, @), T 1Y) Y --u(gl),yl)

< By

- N ! N
T p(@a)® T e(y)? T1 (sl + |z + DY
i=n+1 j=1 i=n+1

Einsetzen der beiden Abschétzungen liefert dann die gewiinschte Faktorisierung:

I(k) < (AnBu)® (/ dy H/ dz 1

) + kio| + |k; — 2| +m 4+ 1)2M+2)

R3
——
=0 =Iz(k;)
I (/& 1 y
i, M@ (@) = kiol + e + ki + )Y (u(2) + 2l + 1)

=I3(k;)

Das Integral I 143t sich am einfachsten abschétzen, indem man eine Transformation
in Kugelkoordinaten durchfiihrt und ausnutzt, da |z| < p(z). Man erhilt

d 7 2
hgi/ Y _1/ Si/ _
mJ) wy)* m m r2+m2 m?2

R3 - 0

0
Um das Integral I3(k) abzuschitzen, wird ausgenutzt, daf fiir alle z € R3

(In(@) = kol + |z + K[+ 1) (u(z) + [z + 1) = V/([ko| + 1) (k| + 1)

gilt. Einsetzen dieser Ungleichung und analoge Integration wie im Fall I; liefert:

2 dx ! ’
ne (RZ n(z)? (I/A(&)fkol+|£+E|+1)M(u(£)+|£|+1)M)

< 47t
= m2(lko| + L)M(|k| + 1)M

Wihlt man als konische Umgebung R*, dann besitzt I3(-) bereits das richtige asym-
ptotische Verhalten in dieser Umgebung. Um eine konische Umgebung zu finden in der
das Integral I2(-) schnell abfallend ist, teilt man jetzt R*\OV _ in drei Mengen auf:

o Mi={keR" ko>0}
o My={k€eR" [kol<I|EI}
o Ms={keR" I|ko|> |}

Im folgenden werden fiir Vektoren k aus einer dieser Mengen konische Umgebungen
T'; konstruiert, so dafl I>(-) in I'; schnell abfallt.
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e Sei k ein Vierervektor aus M; und I'y die konische Umgebung M;. Wird aus-
genutzt, daB Vektoren z aus R? u(z) + ko + |z — k| + 1 > ko + |k| + 1 erfiillen,
dann folgt:

dx 1
o RZ #(z) (u(z) + ko + |k — x| + 1 4 m)>*

< / az !
A w@)* (u(z) + ko + |k —z| + 1)°M

1 / dx < 22
(ko + |k +1)*M J p(z)* = (ko + )M (k| + 1)Mm

R3

e Sei k € My, dann wihlt man ein ¢, € R¥\0 und €2 € RT mit 2 > 1+ €3, so daf
k in der konischen Umgebung

T2 ={x €R'| ealwo| > |z| > (1+ €1)|aol}
enthalten ist. Sei nun k aus I'z, dann folgt |k| — |ko| > e1]ko|, und fiir alle z € R?
[p(z) — |kol| + |k — z| +m + 1 > e1|ko| + 1.

Setzt man diese Abschitzung in das Integral I»(k) ein und transformiert in
Kugelkoordinaten, dann folgt:

(k) / dz !
(k) =
S #@ (@) + kol + 1k — 2l +1+m)*"*

[iic 1
J (@) (n(@) = kol + |k = 2] + L+ m)*

1 / dx 1
(exlol + 1251 - pu(a) (||k| — Jal] +1)°

47 1+ |k| AmDe, ,
(erlko| +1)*M erlko| +1 = (Jko| + DM (|k| + DM

Dabei ist die Konstante D., , im Fall e; < 1 gleich €1(e2/€7)* ™", ansonsten
M+1
€5 .

e Sei nun k ein Element aus Ms. Man wahlt wieder ein €1 € R+\O und e; € RT
mit €2 > 1+ €1, so daB &k in der konischen Umgebung

Is={zeRY elz|>|zo| > (1+e1)lz|}

enthalten ist. Sei k ein Element aus I's, dann gilt |ko| > (1 +€1)|k|. Als néichstes
zeigt man , daf

lu(z) — |kol|| + [k —z| + m+1>e]k| +1 VzeR?

gilt. Um diese Ungleichung zu beweisen teilt man R in die drei disjunkten
Mengen X1 = {z € Y| n(z) < [kl}, Xz = {v € R || < p(z) < [kol}
und X3 = {z € R*| p(z) > |ko|} auf und zeigt die Behauptung auf diesen
Mengen. Der Fall z € X; ist trivial. Im Fall x € X2 mufl man ausnutzen, daf}
|p(z) —kol] > (1+€1)|k|] — p(z) und p(z) < |z| + m. Den letzten Fall zeigt man
dhnlich. Einsetzen der Ungleichung in das Integral I2 ergibt dann:
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1 / dg 1 47TE£172

<
(alkl + D2 ) (k] — fal] +1)° ~ (ol + DM (K] + 1)

Iy(k) <

Die Konstante E., , ist dabei im Fall €; < 1 gleich (ez/ef)M/el, ansonsten e}’ .

Damit ist die Behauptung bewiesen, denn solange kein k; aus dem Rand des
Riickwirtslichtkegels ist, 148t sich eine konische Umgebung finden, so dafl 3.23
erfiillt wird.

|
Definition 3.3.4 (Wickprodukt) Unter dem n-ten Wickprodukt versteht man

eine operatorwertige Distribution auf S(R*), symbolisiert durch : ®"(-) :, mit ei-
nem mazximalem Definitionsbereich Dy C Doy, so daf

(v, ()" ) [a, = (v,: " () :¢) VweFi(Hp) VneN (3.21)

Man beachte, dafi das Wickprodukt durch : ®"(:) : gekennzeichnet wird, im
Gegensatz zum Pra-Wickprodukt : ®(-)™ :.

Satz 3.3.2 Sei¢p = (YO, 41, YN 0--+) € Dso und f € S(R*), dann ist

') ) Groewn) = d7? Y WE / / <d9<vl>~--dﬂ<uj>

J€1{0,+ 1}
n+25>1

S (TAEEn)

i1<i2"-<i1,j:1 P

n—Il+2j N A
w J(Vl VP s Piy st Pt JM)) .

Das™-Symbol bedeutet, dafi dieses Argument weggelassen wird. Summiert wird in
der dritten Summe tiber alle Permutation der Variabeln vy, -« ,vj, —pi,, -+, —pi,_;-

Beweis: Dafl dieser Operator : ®"(-) : fiir Vektoren aus Ds o eine operatorwertige
Distribution ist, wurde bereits von Garding und Wightman [19] bewiesen. Das er auch
Bedingung (3.26) erfiillt, sieht man anhand des Beweises von Satz 4.4 in [10].

|
3.4 Zusammenfassung und Ausblick
Zusammengefafit lassen sich die aufgefithrten Ergebnisse wie folgt zuordnen:
Mit Hilfe der Gateaux-Ableitung und der nichtlinearen Abbildung
Se(RY) 5 f s e T VDWW (f)y (3.22)

liessen sich die normalgeordneten Produkte des Feldes darstellen. Allerdings
fithrt dies fiir den Fall des Klein-Gordon-Feldes dazu, daf§ die normalgeordne-
ten Produkte des Feldes keine operatorwertigen Distributionen mehr ergeben.
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Dies Eigenschaft ist jedoch eine wesentliche Voraussetzung zur Konstruktion
des Wickproduktes.

Zur moglichen Beseitigung dieses Problems wurde ein anderer Ableitungsbe-
griff, analog zu [3], eingefiihrt. Uber diese Ableitung und der Abbildung (3.22)
wurde dann das Pra-Wickprodukt definiert. Mittels Lemma 3.2.1 konnte gezeigt
werden, daf} diese Objekte tatséchlich operatorwertige Distributionen sind. Auf
dem endlichen Teilchenzahlraum Dy, der wiederum eine Teilmenge des Definiti-
onsbereiches der Pra-Wickprodukte ist, reproduzieren sie die normalgeordneten
Produkte des Klein-Gordon-Feldes durch:

P R(fi®@ @ f)" i = @(f1) - R(fn) 10

Weiter liefert Satz 3.2.3, dafl der Definitionsbereich der Pra-Wickprodukte
eine Teilmenge von D, ist. Dabei ist D, der Durchschnitt aller Definitions-
bereiche aller Feldpotenzen des Klein-Gordon-Feldes. Es gilt weiter, daf} sich
beliebige normalgeordnete Potenzen des Klein-Gordn-Feldes wieder mittel Pré-
Wickprodukten durch

CO(fEY i = B(f)" 9 YYDy und Vf € S(R?)

konstruieren lassen. Allerdings sind diese beiden Aussagen nicht hinreichend,
daf} die Pra-Wickprodukte auf dem gesammten Definitionsbereich D4, normal-
geordnete Produkte des Feldes liefern. Aufgrund der Bemerkung nach Satz 3.2.3
gibt es jedoch starke Hinweise, dafl dies doch zutrifft. Mit der Giiltigkeit dieser
Hypothese wiirde folgen, dafl der Garding-Wightman-Domain ein Core fiir den
Abschluf} des Pria-Wickproduktes ist.

Die bis hier erreichten Ergebnisse fiir den Minkowskiraum lassen sich pro-
blemlos auf den Fall einer gekriimmten Raumzeit iibertragen. Dazu wird die
2-Punkt-Distribution ws entsprechend ersetzt.

Fiir den Minkowskiraum wurden aus den Pra-Wickprodukten, basierend auf
Techniken der mikrolokalen Analysis nach einer Idee von Brunetti und Freden-
hagen, im weiteren Vorgehen schliellich die Wickprodukte definiert. Es zeigte
sich fiir den endlichen Teilchenzahlraum Dy, dafl die dort definierten Wick-
produkte exakt mit der von Garding und Wightman angegebenen Definition
iibereinstimmen.

Um die urspriinglich Frage zu beantworten ob die beiden in der Einleitung
erwihnten Konstrukionen der Wickprodukte dquivalent sind, ist aufgrund der
unzureichenden Kenntnis der Eigenschaften der Pra-Wickprodukte keine wei-
terreichende Aussage moglich.



Kapitel 4

Mathematische
Erganzungen

4.1 Unbeschrinkte Operatoren in Hilbertraum-
en

Die wichtigen Operatoren, die in dieser Arbeit auftreten, wie der Feldopera-
tor ®(f), normalgeordnete Produkte des Feldes und Wickprodukte, sind unbe-
schrinkt. Deshalb werden in diesem Abschnitt die grundlegenden Definitionen
und einige wichtige Satze bereitgestellt, um unbeschrénkte Operatoren in Hil-
bertrdumen zu behandeln. Die Beweise der Satze, eine ausfiihrlichere Motivation
und zusétzliche Beispiele sind in [14] zu finden.

Definition 4.1.1 Sei Dy ein linearer Teilraum eines Hilbertraumes H. Unter
einem Operator versteht man eine lineare Abbildung von D s nach H:

A DA —H
Ein Operator A auf D, ist beschriankt auf D 4, falls

Al = sup 14w} < 00. (4.1)

ozvena [Vl
Es gilt folgendes Fortsetzungstheorem fiir beschrinkte Operatoren.

Satz 4.1.1 (BLT-Satz) Sei T eine linear beschrdankte Abbildung eines nor-
mierten linearen Raumes < X1,| |1 > in einen vollstindigen normierten li-
nearen Raum < Xo, || |2 >. Dann lifit sich T in eindeutiger Weise zu einer
linearen beschrdnkten Abbildung mit gleicher Norm von der Vervollstindigung
von X1 nach Xo erweitern.

Also sind dicht definierte Operatoren, die (4.1) erfiillen, in eindeutiger Weise
auf den ganzen Hilbertraum H erweiterbar. Fiir unbeschrinkte Operatoren gilt
diese Fortsetzung nicht, und die Angabe ihres Definitionsbereiches ist wesent-
lich. Beschriankte Operatoren sind iiberall stetig.Umgekehrt sind iiberall stetige
Operatoren beschriankt. Demnach sind unbeschréinkte Operatoren nicht iiberall
stetig.

36
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Beisipiel 1: Der Ortsoperator

Sei H = L*(R,dz) und Dy = {¢ € L*(R,dx)| [;2*[¢(2)|*dx < oo}. Der
Ortsoperator ist auf D4 definiert durch:
(AY)(x) = x3p(z).

Sei 1, die Folge
L x € [n,n+1]
— n+1 ’
¥n(@) { 0 z¢[nn+1]

Es gilt ¥, € L?(R,dx) und 1, konvergiert in H gegen Null. Jedoch

1 et (n+1)3 —n?
At ||? = 2 (2)2dz = / 27 _ -
| Ay, || /Rx Y (x) dx i1 ), zodx 73(n+1) 00,

d.h. A ist bei Null nicht stetig und damit unbeschrankt.
Beispiel 2: Der Feldoperator

Sei H ein separabler Hilbertraum, 7, () der Bosonenfockraum, ®(f) der Feld-
operator. Als Definitionsbereich wird der endliche Teilchenzahlraum Dy gew#hlt.
Sei 1, die Folge

1

= I
[ flI"n

wn (07707f®®f707)7
—_—

n  mal

dann gilt v,, — 0. Weiter folgt

lo(Hwnll> = [[(a*(f) +a () vl
1
TG

n—1 mal n+1 mal

n+1
NG

D.h. der Feldoperator ist bei Null nicht stetig.

v+ £

— 00

Der Begriff des Graphen eines Operators, eingefiithrt von von Neumann, ist
sehr hilfreich bei der Untersuchung von unbeschrénkten Operatoren.

Definition 4.1.2 Der Graph eines Operators A ist die Menge
FA)={<¢, Ay > | ¢ €Da}

Der Graph ist eine Teilmenge des Hilbertraumes H @ H (siehe Kapitel 2.1
bzg. direkten Summen von Hilbertridumen). Ein Operator heifit abgeschlossen
falls T'(A) eine abgeschlossene Teilmenge von H & H ist.

Definition 4.1.3 Seien A und B Operatoren auf H. Falls T'(B) C T'(A4), dann
nennt man A eine Erweiterung von B, und schreibt dafiir B C A. Dies ist
natirlich dquivalent zu D C D4 und Ay = B fiir alle ) € Dp.

(O,---,\/ﬁ(f,f)f®~--®f,0,\/mf®~-~®f,0,-~-)
N———— N————

2
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Definition 4.1.4 Fin Operator A heifst abschlief8bar wenn er eine abgeschlos-
sene Erweiterung besitzt. Jeder abschlief$bare Operator besitzt eine kleinste ab-
geschlossene Erweiterung, die man Abschluf3 von A nennt, und mit A kenn-
zeichnet.

Eine Moglichkeit um eine abgeschlossene Erweiterung eines Operators A zu
erhalten, wire, seinen Graph in H @ H abzuschlieflen. Jedoch ist der Abschluf3
des Graphen eines Operators nicht unbedingt der Graph eines Operators. Falls
Operatoren abschlieSbar sind, dann erhilt man den Abschlufl durch den topo-
logischen Abschluff des Graphen. Dieses Ergebnis wird im folgenden Theorem
festgehalten.

Satz 4.1.2 Sei der Operator A abschlieffbar, dann gilt T'(A) = T'(A).

FEine zentrale Rolle spielt weiterhin der Begriff des zu A adjungierten Ope-
rators A*. Bei beschrankten Operatoren 148t sich der adjungierte Operator mit
Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes linear stetiger Funktionale definieren.
Die Fragestellung ist nun, wie dieser Sachverhalt auf unbeschrénkte Operatoren
iibertragen wird. Dazu wird definiert:

Definition 4.1.5 Sei A ein dicht definierter Operator auf einem Hilbertraum
H. Sei D+ die Menge der ¢ € H, fiir die es ein v € H gibt mit

(A1/)7¢):(’I7[}’l/) V‘/JGDA

Fiir jedes solche ¢ € D »« definiert man weiter A*¢ = v. A* ist der adjungierte
Operator von A.

Man erkennt, dal D4 dicht sein muf}, damit v eindeutig definiert ist. Im Ge-
gensatz zu beschrankten Operatoren ist der Definitionsbereich des adjungierten
Operators im ungiinstigsten Fall nur das Nullelement. Es gibt einen Zusammen-
hang zwischen Adjungation und Abschluf.

Satz 4.1.3 Sei A ein dicht definierter Operator auf einem Hilbertraum, dann
gilt:

1) A* ist abgeschlossen.

2) A ist genau dann abschlieffbar wenn D 5~ dicht ist; in dem Fall gilt A = A**.

3) Falls A abschlieffbar, dann ist (A)* = A*.

Definition 4.1.6 FEin dicht definierter Operator A auf einem Hilbertraum H
heifit symmetrisch falls A C A*, d.h. falls D(A) C D(A*) und Ay = A*y fiir
alle ¢ € D(A). Aquivalent dazu ist, A ist dann und nur dann symmetrisch falls

(A, ¢) = (¢, Ap) V¥, ¢ € D(A).

Definition 4.1.7 A heifit selbstadjungiert falls A = A*, d.h. dann und nur
dann wenn A symmetrisch und D(A) = D(A*).

Ein symmetrischer Operator ist stets abschlieBbar, da D(A*) dicht in H
ist. Falls A symmetrisch, dann ist A* eine abgeschlossene Erweiterung von A,
und die kleinste abgeschlossene Erweiterung A** mufl in A* enthalten sein. Fiir
symmetrische Operatoren gilt

AC A C A*.
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Fiir abgeschlossene symmetrische Operatoren gilt
A=A C A"
und fiir selbstadjungierte Operatoren
A=A" = A"

Die Unterscheidung zwischen abgeschlossenen symmetrischen Operatoren
und selbstadjungierten Operatoren ist wesentlich. Denn nur selbstadjungier-
te Operatoren lassen sich exponieren, und ergeben dann eine einparametrige
unitéire Gruppe, die z.B. die Dynamik eines quantenmechanischen Systems be-
schreibt.

Definition 4.1.8 Ein symmetrischer Operator A heifit wesentlich selbstad-
jungiert falls sein Abschlufi A selbstadjungiert ist. Sei A abgeschlossen, dann
heifit eine Teilmenge D C Dy Core von A, falls A [p, = A.

Satz 4.1.4 (Kriterium fiir Selbstadjungiertheit) Sei A ein symmetrischer
Operator auf einem Hilbertraum H. Dann sind die folgenden drei Aussagen dqui-
valent.

1)A ist selbstadjungiert.

2)A ist abgeschlossen und Ker(A* £1i) = {0}.

3)Ran(A+1i) =H.

Um Mif3versténdnissen vorzubeugen: ein symmetrischer Operator muf keine
selbstadjungierte Erweiterung besitzen. In dem letzten Teil wird das Stone’sche
Theorem bereitgestellt, welches fiir die Quantenmechanik fundamental ist. Falls
A beschrinkt ist, dann 148t sich A exponieren und zwar durch

i o (it)"A”
e tAw — ’r;) n' ,(/}

Die Reihe konvergiert fiir alle Vektoren ¢ aus dem Hilbertraum. Diesem Aus-
druck 148t sich auch fiir unbeschriankte selbstadjungierte Operatoren einen Sinn
geben. Dazu ist das Spektral Theorem nétig, dieses wird jedoch nicht weiter
erldutert [14].

Satz 4.1.5 Sei A ein selbstadjungierter Operator und man definiere U(t) =
e'*A . Dann gilt:

1)Fir alle t € R st U(t) ein unitirer Operator und
Uit+s)=U({t)U(s) Vs,teR.

2)Falls ¢ € H und t — to, dann gilt U(t)y — Ul(to).
8)Fiir v € D4, YY0Y=" _, i A4 falls t — 0.

7
4)Falls lim;_,o w existiert, dann ist ) € D 4.

Definition 4.1.9 Eine operatorwertige Funktion U(t), die (1) und (2) erfillt
heifst stark stetige einparametrige unitire Gruppe .
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Das folgende Theorem zeigt umgekehrt, dafl jede stark stetige einparamet-
rige unitire Gruppe aus der Exponierung eines selbstadjungierten Operators
hervorgeht.

Satz 4.1.6 (Stone’sches Theorem) Sei U(t) eine stark stetige einparametri-
sche unitire Gruppe auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es einen selbstadjun-
gierten Operator A auf H, so daff U(t) = e**4.

4.2 Die Gateaux-Ableitung

Sei X ein Vektorraum und Y ein normierter Raum. Mit M (X,Y) wird im
folgenden die Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichnet. Analog zum
R™ 148t sich fiir eine Abbildung aus M (X, Y") eine Richtungsableitung definieren.
Diese wird Gateaux-Ableitung genannt.

Definition 4.2.1 f € M(X,Y) heifit Gdteaux-differenzierbar in xq, falls
es einen Operator dg f(xo,-) € M(X,Y) gibt, so daf8 fir alle h € X

f(xo +th) — f(zo)
t

lim
t—0

- df(l’o, h)

-0
Man schreibt auch

%f(xo +th) [i=0=da f(xo,h) = da f(xo)(h).

Die eindeutige Abbildung dg(z,-) heifit Gateaux-Differential oder ab-
gekiirzt G-Differential. Die Definition ist auch noch dann sinnvoll, wenn Y
durch einen topologischen Vektorraum ersetzt wird. Eine niitzlich Referenz zur
Problematik von Differenzierbarkeitsbegriffen in abstrakten Réumen ist [12].

Durch Induktion 148t sich das N-te G-Differential von f definieren:

dgf(xahlah2a"'7h]\7) = dG[dgilf(xahlf"athl)vhN]
d
= ﬂ[dg_lf(x_FtNhNahl)hQa"' ?hN—l)] rtN=0

N al
- OtNOtn—1 -+ 0t F\er ; bii | Teamtymrmtn=0 -

Da die Operatoren 9/8¢; und 9/0t; kommutativ sind ist dX f(z, h1, ha, -+ ,hy)
symmetrisch, falls es existiert. Das N-te G-Differential soll auch durch
dX f(z) < hi,hs, - ,hy > notiert werden.

4.3 Vektorwertige Distributionen

Seien X und Y lokalkonvexe Réume und {py}rca und {dy}aca Familien von
Seminormen, die die jeweiligen Topologien erzeugen. Eine lineare Abbildung
T : X — Y ist genau dann stetig, falls es fiir alle @« € A Ay,--- , A\, € A gibt
und eine Konstante C' > 0, so daf3

do(Tz) < C (pr,(z) + -+ pa, (2))
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Definition 4.3.1 Fine vektorwertige Distribution T ist eine stetige lineare
Abbildung von S(R™) oder D(R™) in einem Hilbertraum H.

Satz 4.3.1 Sei T : S(R™) — H eine lineare Abbildung und D ein dichter linea-
rer Teilraum von H. Fir alle ¢ € D sei die Abbildung S(R™) 3> f — (¢, T(f))
stetig, dann ist die Abbildung T eine vektorwertige Distribution.

Beweis:|[5]

Satz 4.3.2 Sei N € N,H ein Hilbertraum und T : S(R™)x- - -xS(R™) — H eine
N-lineare Abbildung, die seperat stetig ist. Dann existiert eine eindeutige vek-
torwertige Distribution T aus S(RN™) mit T(fi®---® fn) = T(f1, fo, -+, N);
wober

[1®@ - @fn(z1, - o) = fi(@, s 2n) fo(Tngt, - 5 @2n) - IN(T(N=1)ny 0 TNR)-

Beweis: Sei P = {ZZLZN Ciy--ipn f11® . ®le |Ci1miN (S (C, fi17 e ,fiN S S(Rn) und m S
N}. Diese Menge ist dicht in S(R™Y). Sei nun F € S(R™"), dann gibt es eine Folge P

mit Elementen aus P, so daf limg,, o Pr = F. Man definiert eine N-lineare Abbildung

auf S(R™)®- - -@S(R™), durch T(f1®---®@ fn) = T(f1, f2, - - , fn), und erweitert diese

auf P . Aus dem Nukleartheorem( siehe [14]) folgt einerseits die eindeutige Existenz

einer Distribution D; € S'(R™), so daf fiir alle v € H

lim (v, T(P)) = lim Di(Pe) = Da(F).

k— oo

D.h. T(P:,) konvergiert schwach (im Sinne der Hilbertraumtopologie). Somit existiert
ein eindeutiger Vektor x € H mit
lim (4, T(Ps)) = (¥,x) Vo € H. (4.2)

kr— o0

Andererseits folgt aus dem Nukleartheorem die eindeutige Existenz einer Distribution
Dy € 8'(R*™) mit

Jim |1 T(Py)||* = Jim D>(Py @ Py) = D2(F @ F). (4.3)
D.h. die Norm von T'(Py) konvergiert. Es gilt
Ix = T(Po)lI* = 06 x) = 06 T(PR)) + (T(Pe), T(Pr) = X)-
Aufgrund von Gleichung 5.2 folgt, daf limg. oo ((X»X) - (x, T(Pk))) = 0. Weiter gilt

(TPNT(P) = x)I° = lim [(T(P)|T(P) = T(Pm))[*

IN

IT(BI? tim TPy~ Po)?

(
)
IT(P)II? lim_ Dy ((Pi = Pom) @ (Pi = Pr))
= |IT(PI* D2 (Pe = F) ® (P — F)) ,

und somit limg oo ||x — T(P%)|| = 0. Man definiert T : S(R™Y) — H durch T(F) =
limp oo T'(Pk). Die Linearitit ist offensichtlich. Um zu zeigen, daf die Abbildung T
eine vektorwertige Distribution ist verwendet man Theorem 5.3.2. Sei ¢y € H und
F,, — F, dann folgt aus Gleichung 5.2

(¢, T(F) = T(Fn)) = D1(F — Fn) — 0.
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Satz 4.3.3 Sei T : S(R™YN) — H eine symmetrische vektorwertige Distribution
in dem Sinne, daff fir alle Permutation m von N Elementen T(F) = T(fr o
F) VF € S(R™N) gilt; wobei fr : SR™YN) — S(R™N) durch

F(x17x27"' axN) = F(mﬂ(l)a"' 7x7T(N))

definiert ist. Dann ist die vektorwertige Distribution T bereits vollstindig durch

die Werte auf der Menge {f @ ---® f|f € S(R™)} bestimmit.
—_—

N—mal
Beweis: Folgt aus Theorem 5.3.2 und der Identitét

19N al a
T(fi® - Qfn)= ﬁmT (Zt1f1 ®--® thfz) [t1= =ty =0 -
i=1 i=1

4.4 Wellenfrontmengen

Der singuléire Tréger einer Distribution u € D'(R™), sing supp(u), ist definiert
als die Menge aller Punkte, die keine Umgebung besitzen in der die Distributi-
on durch eine C* Funktion darstellbar ist. Die Fouriertransformation iibersetzt
singuldres Verhalten in Abfallverhalten im Unendlichen. Denn wenn eine Funk-
tion mit kompakten Triager C* ist, sprich eine Distribution ohne Singularitéten,
dann folgt

(&) < Cn(1+ )™ YN eN. (4.4)

Umgekehrt ist jede Distribution v € D'(R™) regulir, falls fiir alle x € C§°(R™)
die Fouriertranformierte von yu

lax(€)l < On(L+ €)™Y VYN eN (4.5)

erfiillt.

Fiir eine Distribution mit kompaktem Triger u € £'(R™) definiert man |,
analog zur Definition des singulidren Trigers, die Menge 3(u) aller £ € R™\0 die
keine konische Umgebung V' besitzen in der (4.4) erfiillt ist. Dabei heifit eine
Menge V' C R"™ konisch wenn mit £ € V auch A\¢ € V gilt, fiir alle A > 0. Man
kann jedem Punkt x € R™ so eine Menge zuordnen, indem man definiert

Sa(u) = [ E(xw), x € CPR™), x(z) #0

Diese Definition ist fiir beliebige Distributionen u € D’'(R™) sinnvoll, und
natiirlich ist ¥, (u) genau dann nicht leer wenn x € sing supp(u). Wihrend
sing supp(u) nur die Lage der Singularitéit angibt, beschreibt X, (u) die Richtung
der hochsten Frequenz in der Fouriertransformation die durch die Singularitéten
verursacht werden. In der Wellenfrontmenge werden diese beiden Informationen
zusammengefaflt.
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Definition 4.4.1 Seiu € D'(R™), X D R", dann heifit die abgeschlossene Teil-
menge von X x R™\0

WF(u) = {(z,8)lr € X,£ € R"\0,& € ¥y (u) }
die Wellenfrontmenge von u.

Aus der Definition folgt unmittelbar das W f(u) konisch im zweiten Argu-
ment ist. Solche Mengen sollen auch der kiirze halber als konisch bezeichnet
werden.

Es ist héufig einfacher das Komplement der Wellenfrontmenge zu bestimmen.
Ein Punkt (z,£) ist nicht in W F(u) wenn es ein x € C§°(X) mit x(x) # 0 und
eine konische Umgebung I" von £ gibt, so daf} fiir alle N € Nund £ € T’

[Futo| < on @+ 1)~

gilt. Ein Punkt aus dieser Menge nennt man auch regulér gerichteter Punkt.

Sei X eine offene Teilmenge in R™, ' ein abgeschlossener Kegel in X x (R™\0)
und
Dr(X) ={u e D'(X)|WF(u) CT}.

Definition 4.4.2 Sei u,, € Di(X) eine Folge und v € Dp(X). u,, konvergiert
in DH(X) gegen u, wenn

o u, —u inD'(X)
o sup |V |gu(€) - pun(§)l =0, n— o0
fir N € Ny, falls ¢ € C§°(X) und V ein abgeschlossener Kegel in R™ ist, mit
I'n(suppp x V) =10).

Satz 4.4.1 Fiir jedes u € Df(x) gibt es eine Folge u,, € C§°(X), so dafi u, — u
in DR(X).

Satz 4.4.2 Seien X und Y offene Teilmengen des R™ bzw. R", wund
f X =Y eine C* Funktion. Man bezeichne die Normalenmenge der Ab-
bildung f mit

Ny ={(f(z),v) €Y xR"| 'f'(z)v = 0}.

Fiir alle Distributionen u € D'(Y) mit
NyNWF(u) =0, (4.6)

laft sich das Zuriickziehen f*u eindeutig definieren, so dafl f*u = uo f wenn
u € C*®. Und fiir jede abgeschlossene konische Teilmenge I' von Y x (R™\0) mit
['N Ny =0 ist die Abbildung f* : Dp(Y) — D (X) mit

FT={@"f@w)| (fl=)v)}
stetig. Speziell gilt fiir alle uw € D'(Y'), die (4.6) erfiillen
WE(f*u) C f*WF(u).
Beweis: [10]



Anhang A

A.1 Beweis von Theorem 3.1.3

Satz A.1.1 Sei H ein Hilbertraum, F4(H) der Bosonenfockraum, f € H, ¢ €
Fi(H) und W(f) der zugehirige Weyloperator. Ferner definiert man den nicht
linearen Operator ¢(-) als Abbildung von H nach F(H) durch

Feu(f) =Wy = w(f) : v, (A.1)
dann gilt:

a) Die N-te Gateaux Ableitung von 1(-) im Punkt [ existiert genau dann, wenn

Y e N D(®(f1)@(f2) - ®(fn)), und es gilt

fi,f2, - fNEH

dgp(f) < hiyha, - hy >= ZZN TN R b () W) s (R, - R (R, )Y

A’VTL(N)

Summiert wird in der zweiten Summe tber alle Aufteilungen der natirlichen
Zahlen 1,--- | N in zwei disjunkte Mengen {i1,- -+ ,im} und {j1, -+ ,in—m}, die
11 <o < i3 < -+ <y und j1 < jo < -+ < jn_m erfillen. Die Koeffizienten
[l yhi J(f) sind definiert durch:

[m/2] P
(i, .- =Y > (Bt (Fotug, ) [T Bk )

p=0 P, {117 »~,zm} =1
falls {i1,--- ,in} nicht leer ist, ansonsten ist [h;, -, hi,](f) = 1. [m/2] ist
die grifite ganze Zahl die kleiner gleich m/2 ist. Summiert wird in der zweiten
Summe ber alle Partitionen der ganzen Zahlen i1, -+ i, in zwei disjunkte
Mengen {ky,--- ,kgp} und {ky, - kI, _ 2p} die k1 < ko, ks <ka, -+, kop_1 <
kop und ky < ky < --- <k, o, erfillen.

b) Sei ) € Dy, dann gilt fiir alle N € N

i NaANp(0) < hi,ha, - hy >=: ®(hn)P(hn_1) - ®(h1) : 2.

Beweis: Die Aussage a) wird mittels vollstindiger Induktion bewiesen. Im Fall N = 1
muf} untersucht werden, wann der Grenzwert

i €W (f + thyy — eI ()

t—0 t

44
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fiir alle h € H existiert. Mit Hilfe der Weylrelationen (Gleichung 2.11) und der Tatsa-
che, daf} die Weyloperatoren unitér sind, folgt

= limez Wy HEW T W (1) —

t—0 t

2 2
P i [ TR W)Y — ¢

t—0 t

2
(et M+ _ 1)y

I . 202 (W(th) =1
. T W) lim RITRSRE = P (t) )t t

p(t) v(t)

Der Limes von v(t) existiert fiir alle h € H und ist gleich (f, h)1. Aus Theorem 5.1.5
folgt, daB der Limes von p(¢) genau dann existiert, wenn ¢ € D(®(h)), und daB
limy o p(t) = i®(h)y. Demnach existiert die Summe der beiden Limiten dann und
nur dann, wenn ¢ € D(®(h)). Da der Limes fiir alle h € H existieren soll, muf ¢ aus
dem Durchschnitt aller D(®(h)) sein. Das G-Differential des Operators ¢ (f) existiert
also nur fiir solche ¥’s und es gilt

dap(f)(h) = (fLM)Y(f) +i: W(f): @(h)y.
Fiir den Induktionsbeweis wird zunéchst ein Hilfslemma bewiesen.

Lemma A.1.1

a) Sei fi,--- ,fn € M(X,Y) in x € X G-differenzierbar und f € M(X,Y). F =
©_1 fi+ f ist genau dann in z G-differenzierbar, wenn f in x G-differenzierbar ist.

b) Seien f € M(X,Y) und g € M(X,C) in x € X G-differenzierbar. Dann ist die

Abbildung gf : X — Y, z — g(x)f(z) in z G-differenzierbar und dafg(z,h) =

dag(z, h) f(z) + g(x)de f(z, h).

Beweis von Lemma 5.1.1:

a) Sei f in z G-differenzierbar, dann ist F in z G-differenzierbar. Umgekehrt sei F'
in « G-differenzierbar, dann ist ' — " | f; in & G-differenzierbar, d.h. f ist in = G-
differenzierbar.

b)Fiir alle h € H ist g als Abbildungen R > ¢ — g(x + th) stetig. Aus der folgenden
Aquivalenz ergibt sich dann die Aussage.

g(z + th)f(z + th) — g(x) f(z) _
; = g(z+th) (

[+ tht) - f(m)>+f(w) <g(w + tht) - g(ﬂﬁ))

Die Induktionsannahme liefert nun

da T (f) < hiyhay - byt >= dG(dgilJ(f) < hi,h2, -+ ,hN >7hN+1)

N
=da | DT D (R Bad() W) By ) - By ), hvia |
m=0 Am (N)

wobei ¥ € N D(®(h1)®(h2) - ®(hn)).

Ri,hg, - hy €M

Aus Lemma 5.1.1b folgt, daB bis auf i : W(f) : ®(hn)--- ®(h1)t alle Terme in der
oberen Gleichung in f G-differenzierbar sind. Aus dem Fall N = 1 ist bekannt, daf}
:W(f): ®(hn) - ®(h1)v genau dann in f G-differenzierbar ist, wenn ®(hn)--- ®(h1)Y €
D(®(hn+1)) fiir alle hy+1 € H. Dies ist dquivalent zu

RS N D(®(hns1)®(hn) - ®(h1)).

hNt1,hN, hi€H
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Aus Teil a des Lemmas folgt dann, daB dpy "'¢(f) < hi, -+ ,hn41 > genau
existiert, wenn 1) in dieser Menge liegt. Damit ergibt die obere Gleichung

dann

= > (Z e (i s hinJ(F) b ) s WP 2 @Ry, ) o @y )0

m=0 Apm(N)

Y (i B (DG (s W) B --cb(hm,hw))

Am(N)

= Zz‘”m< S do (i () ) s W) Ry ,,) - DRy, oo

m=0 A (N)

+ Y (Fohne) B, b )() s W) (g, -+ PRy, )¢

Am(N)

i > [higs e ha J(F) W) ®(hn1)®(hn_,,)- "‘1>(hh)¢)

A’VTL(N)

Mit Hilfe der Aquivalenz

dG([himv"' 7hi1}(f)ahN+l) + (fahNJrl)[hima"' 7h11](f)

(A.2)

[m/2] m—2p
= Z Z H hkzwhkm 1 Z (hN+1ahki)(f7hkll)“'(f7hkfi_1)(f7hk;+ )
p=0 Pp{iy, - im} =1 i=1
+(f, b)) [hi, - hiyJ(f)
[(m+1)/2]

P
= Z Z (fshiy) - (fs he,,_ 2p H Py s Peo, 1
=1

p=0 Pp{ilx”' 17:’"L1N+1}
= [hNJrl?him,"' 7h11](f)
ergibt 5.2

- Zz”’"< ST v i B () s WO By ,) - DRy, )0

m=0 Ay (N)

i3 [higs e haJ(F) s W) - <I>(hN+1)<1>(thm)---<1>(hj1)¢)
A (N)
N+1

= 2T D (i k) W) @) - D ()Y

Am(N+1)

womit (a) bewiesen ist. Weiter gilt

0 falls m ungerade
. ... ; = [m/2]
(P -+ 5 hiy J(0) = { IT (Pky, Pky,_,)  falls m gerade

Ppp it sim} =1

Daraus folgt, daf3

[N/2]

iingl/)(f) < hi,h2, -+ ,Any >= Z Z Piggy e 7hi1}(0)¢)(hjzv72z)”’

Az (N)

Ein Vergleich mit Theorem 3.1.1a liefert dann die Aussage b.

¢(hj1)¢-

(f? hk’

m—2p
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A.2 Ein technisches Theorem

Sei ‘H ein Hilbertraum, F. (H) der Bosonenfockraum und ®(f) der dazugehorige
Feldoperator. Auf dem dichten linearen Teilraum

D= ) D@ (f)

n=1f1, fn€H

kann man fiir alle n < N und fi,---, f, € H durch

Phr o gn () = [1R(f1) - @(fo) V|

Seminormen definieren. Sei Ay die Familie all dieser Seminormen. Analog 148t
sich auf

D= ﬂ D(H N +m)

ne{l,- ,N} m=0
eine Familie von Seminormen A ~ definieren.
Satz A.2.1 Fiir alle ¢ € D gibt es eine Folge 0 von Vektoren aus Dy mit

limg .o O = 9, die auch bzgl. der Familie von Seminormen Ay konvergiert,
d.h. fir allen < N und f1,---, fn € H gilt

T pg, g (6= 0) = Jim [(f) - B(f) (6 — 6] = 0.

Eine analoge Aussage gilt fiir Vektoren aus D, mit den Seminormen Ay .

Beweis:Zuniichst wird ein Lemma bewiesen:
Lemma A.2.1 Seik,n €N und A = (N +k+ n)fgn%, dann gilt
a) AF ist ein beschrinkter Operator mit einer Norm kleiner als Eins und fir alle

V¥ aus Fi(H) gilt lim_ Ak = .

’ k/ ’
b) an:1 O(fm) AR und T] VN + mAE sind fir alle k < k beschrinkte Operatoren,

m=1
mit Normen

’ Kk
N | AR TS VL s R TR T
k' ’
. [T VN +mAE| < n'r
m=1

c) Ak Hk, O(fm) ist fir alle ¥ < k ein beschrinkter Operatoren mit einer Norm

m=1

4 k' I B
An [T @G| < | TT @) A% | + ||A% T @) = [] ®(£n) A%,
wobei
4 K/
k _ k Wopk | (R(E+1))*
Anglé(fm) ml_:[1<1>(fm)An < 4|7 e
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Beweis von Lemma 6.2.1:
a) Sei ¢ € Fy(H), dann gilt

|| = Ji (E ) ot < o

1=0

und somit ||A%| < L. Sei € > 0 beliebig und S™ = 37" 1|2, m € N, 148t sich so
withlen, daB8 372 [|¢*||* — S™ < €/2. Dann gilt

|a- Aoy = i(l—(iffﬂ)_g) '

=0
m k _k\ 2 oo & kN 2

- z<1—( ) ) W7+ > (1—( ) ) ')
=0 i=m-+1

IN

_kN\ 2
2
(1_<m+’<+1> ) —_—
n 2

Daraus folgt natiirlich sofort, daB lim, . AXyp = 1.
b) Zunichst wird eine Notation eingefithrt um Produkte von Feldoperatoren ®(f)
bequemer aufzuschreiben. Man definiert

(Y ={a=(a",,a") mit a'€{+ -1}

Diese Menge enthiilt 2° Elemente. o~ sei die Anzahl der Komponenten von « mit

o' = —. k Produkte von Feldoperatoren werden dann in dieser Notation geschrieben
als
k k
[T = D a®(f)a™(f) =D D> a™(f1)---a™(fi).
m=1 ae{JrY,}k =0 a€{+77}k
a”=j

(;‘) Terme

Sei 1 € Dy, dann folgt mit der neuen Notation

k

I @m)e

m=1

k
<SS e () a (f)Y
T acte

Mit Hilfe der Ungleichung (2.6) ergibt sich weiter

la (£2) - @ (el < 1Al el |V + B30

Insgesammt folgt dann

II <I>(fm)wH

m=1

IN

1Al Ul v + 5o Z (’;)

LAall = Il | A+ ) B 22

Mit Hilfe der letzten Ungleichung erhilt man jetzt die Abschitzung:

IN

k,
[T ®(fm)Are fall-- - [1fr 2%

m=0

IN

’(N+ K5 (W + k+n)‘§n§¢H

IN

1Al w2 2 % (1) (A3)
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Dabei folgt die letzte Ungleichung aus

. k& Ny
WN#%QTUV+k+M’%ﬁwH = $ (i + k)5 (i + k+n) " 5n |2

k—k'
) ]

i+k+n

IA
3
[NE
i~
7 N\
—_

K
n 2 |9l

IA

Gleichung (5.3) zeigt, daB ®(f1)--- ®(fir)A% auf dem dichten Unterraum Dy be-
schrankt ist. Aufgrund von Theorem 5.1.1 1d8t sich ®(f1)--- ®(fur )AL in eindeuti-
ger Weise und unter Beibehaltung der Norm auf ganz Fy(H) erweitern, womit die
Behauptung b) fiir diesen Operator bewiesen ist. Die Aussage b) fiir den Operator
VN + K - /N + 1 zeigt man nach dem gleichen Schema .
¢) Sei ¥ € Do, dann folgt mit Hilfe des letzten Abschnittes

H(Aﬁ@(ﬁ)---@(m—<I><f1> B(fu)A )wH

HZ S0 (AR ()t )~ ()0 () 45|

O aef+,—}*
a”=j
k,
S [ ) = g (Ao
j:0a€{+’ }k’
a”=j
k K k k
<ndY 3 e ) e o) (W kK =2 4n) 8 = (W k+n)78) wH
Jj= an{+ }k’
a”=j
E g/ K E ﬁ
<nZ22 Al DD D N +E)7 ((./\f+k—|—k—2]—|—n) 2 — (N +k+n) 2 qu
j:0a€{+,—}k,
a”=j

Sn’52’“’|f1||~|fk/|2< )HN% (W +k+ 8 =2 +m)
=0

~ Wk ) ¢HA.4)

Zunichst wird die folgende Ungleichung bewiesen

2
1 1 (K +1)
sup E k < Nk (7
jef0 w3 \(i+k+k —2j+n)2  (i+k+n)2 (i+k+n—FK)(i+k+n)
(A.5)

e j <K'/2, dann gilt

( 1 - 1 >2 - < 1 - 1 )2
(i+k+k —2j+n)5 (i+k+n)s = \G+k+n)% (i+k+k+n)s
_ <x/(i+k+n+k’)k—%(i+k+n)k>2

(+E+n)i+k+k +n)?
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Mit Hilfe der Ungleichung /z +y — vz < /y Vz,y € Ry ergibt die rechte
Seite der letzten Gleichung

S ()t kKt
S litkrn)Gthtk +n)F

@+k+nﬁ4’i ()t

(C+E+n)( +mk:+ k' +mn))k
(k}l + 1)k
(i+k+n)(i+k+n+k)k

e Aus der Ungleichung /z — vz —y < /y Va,y € Ry mit z > y erhilt man
analog fiir den Fall k'/2 < j < k’ die Abschitzung

1 3 1 (K +1)
(z+k+k’—2]+n)% (i—&—k—&—n)% T G+k+n—k)GE+k+n)

Fiir die Summanden der rechten Seite von Gleichung 5.4 folgt mit Hilfe der Ungleichung
5.5

Ny
= (R F Gk 2 e k)
i=0
Ny (k’+1)k
] oL |2
< ;(z—i-k) (i+k+”—k’)’“(i+k+n)“¢“
A (kb + 1) + k)
3
S X GrrarEem VP

< e | 21 = G e 19

Insgesamt erhélt man dann die Abschédtzung

K’ K
e JEEED)F
k _ k L K/ .
(An g@(m mnl‘b(fm)An) vl <41 el 1
Weiter gilt
K’ K’ K’ K’
An T ew| < || An TT @Um) = T @Um)An | of + [ T] @(fm) AR
m=1 m=1 m=1 m=1
Aus Theorem 5.1.1 folgt dann die Behauptung.

Beweis von Theorem 6.2.1:Sei ¢y € Fy(H),m € N und P, : F+ — Dy der
orthogonal-Projector, definiert durch (¢°, 4", ---) — (¢° ', --- 4™, 0,---). Aus der
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Folge wm = P, fiir die limp,— o0 om = ¥ gilt, wihlt man eine Teilfolge ¥, = pm,,,
so daB |9 — || < 1/n”. Die Folge ALY, konvergiert gegen v, da

[ e n = ANYn|| + ¥ = vl
—0
und
Ny, . 2
n— AN = Z(l—(”kﬂ)*%) |2
=0

IA

= .+ k 2\
S (1= (EE )8 ) e = - AYyu) o,

Sei k < N und ¢ € D(®(f1)---®(fn)), dann folgt aus der Dreiecksungleichung

k k
[T e(tm)w = T ®(fm) AN n
m=1 m=1
k k k
< | I] ®fm)v — AY H o(fm)| + (| AN [T @Um)v = [T @(fm) AN ¢n
m=1 m=1 m=1
k k k k
< | (1= 47) IT oG]+ |47 TT @m0 = o) + |47 TT 2w = IT #5400
m=1 m=1 m=1 m=1
k k k k
<||(1-a¥) IT ¢ H I+ H = T @G AT|[ 19l
m=1 m=1 m=1 m=1

Aus Lemma 5.2.1 und der Tatsache, daB8 |[1) — ¢n|| < 1/n", folgt, daB alle Terme
gegen Null konvergieren. Die Folge 6,, mit den gewiinschten Eigenschaften ist demnach
AN4,.. Die andere Aussage folgt aus

VN +&- VN 41 = VN + k- VN + 1A ¢, |
< |WNFE VN T — ANVNTE VN T 16| + AV VN TE VN T — )]

A.3 Anmerkung zu Theorem 3.2.2

Man definiert ¢t = 4/ %, und 0.B.d.A. kann ¢ < 1 gew#hlt werden. Zu zeigen ist,

daf3
iz tt2 N [n/2] jn—m gn—2m 2m 2
/ dp(@)| e = 2 2 Tt
R n=0 m=0
li —0.
tliI(l) {2N9N 0

Eine Taylorentwicklung von e und e’ um die Stelle Null liefert

N
o _ (iz)"
e = nz:; ] + Rn+1(x),und (A.6)
, N/2] o
t
e = Z W +T[N/2]+1(t). (A7)

m=0



Die Restglieder erfiillen

1
|Rn(z)] < ﬁ|$N|

e
[rn (@) < mtw

Einsetzen von GI. 5.6 und 5.7 in das obere Integral ergibt

al [N/2] t2m N [n/2] 2 2m ,2 2
/d“ Z U)(Zm*’ [N/2+1()) 2 EOW
n=0 m=0 n=um=
=Ty
(A.8)
Weiter gilt fiir To
N _[N/2 t2m N (Z:L‘)n IN/2] o9
T = + 72141 () + Ry+1(x) — + vz () Ry (),
'n' n! m!
— i n=0 =Ty
=T =Ts =T3
und
N+2[N/2] . om
_ (iz)"t
no= > > o
k=0  n€{0,-,N}
me{0,--,[N/2]}
n+2m==k
(i) IR (iz)" 2™
= Z Z e DY > o
k=0ne{0,-- k=N+1 ne{0,---,N}
me{0,- [N/2]} me{0,-++,[N/2]}
71+2m:k: n+2m=~k
B i[kZ/Q )k 2mt2m +N+§/21 Z (ix)nt%n
N ml(k — 2m)! mln!
k=0m=0 E=N+1 ne{l,-
me{l, ',[N/Q]}
n+2m==k

=T5

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Hélderschen Ungleichung [14], folgt fiir 5.8 die
Abschitzung

< /dﬂ(w) (IT2* + |Ts|* + |Taf* + |T5]?)
R

+2<\//]Rdu(x)|Tg|2/Rd,u($)T3|2+\//Rd/i(ﬁf)T4|2/Rdﬂ(x)|T5|2
+\/ [au@m [ duwir+ \/ [ @il [ aure
+\/ [au@m: [ du@ir+ \/ [ @il [ autrse )(A.sa)

Aus den Vorraussetzungen von Theorem 3.2.2, sprich Gleichung 3.13 ergibt sich

e Sein € N gerade, dann folgt

[ an@lal” = o5 E vl < 2% C3.
R
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e Sei n € N ungerade, dann folgt mit Hilfe der Holderschen Ungleichung und
letzten Ungleichung

[ au@ar /du(m)|x|“m|s\/ [ du@iape=s [ dptoa

t"2% C1Ch_1.

IN

Im Fall n = 1 muss man beachten, dafl das Spektralmafl p endlich ist.
Mit den beiden Ungleichungenn lassen sich jetzt alle Terme in 5.9 abschétzen.

e 715 Term:

/R ()| T

o1 ()] / ) |3 (iz)

2 N
< AIN/2+4 /
- (Iv/2] + 1) Z
< oo
e T35 Term:
N/2]
[au@iz? = / @) R
R
[N/2] jom,
t2N+22N“012v+1 3 e
- (N +1)2 = m!
o T, Term:
/du(a:)lTsl2 < $2N+4[N/2]+6 ?2VHCOR
R B (([N/2] + DN +1))*
e T5 Term:

A

N+2[N/2] p2m+2m/
2 n+n
/}Rd“(m)‘T5| > > > nlnumlmu/d” )lz|

k,k'=N+1nn’ G{l -,N}
m,m’ €{1,,[N/2]}
n+2m==k
n’42m/ =k’

N+2[N/2] p2mt2m’ 4

> > e

k,k’=N+1n,n’'€{1, ,N}
m,m’€{1,--,[N/2]}
n+2m==k
n'4+2m’ =k’

IA

2[N/2]+1 A
_ 2N+2 n+n’
=t Z Z n!n/!'m!m/’!
LU/=N+1nmn'e{l, .- ,N}
m,m’e{1,- ,[N/2]}
n+2m=Il+N+1
n'4+2m’=l'+N+1
27 0% falls n gerade
Dabei ist die Konstante A,, = n 2 &
22(C1C,—1 falls n ungerade

Mit Hilfe dieser vier Abschitzungen folgt dann die Behauptung.
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