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Der Hawking-Effekt

Abstract:

The subject of this diploma thesis is the Hawking-Effect. We study Freden-
hagen and Haag’s proof of the Hawking-Radiation [FH90] in the framework of a
semiclassical theory, the quantum field theory in curved spacetime. In particu-
lar we give an exact derivation for the short distance behaviour of the two-point
function on the Schwarzschild radius.

Zusammanfassung:

Gegenstand dieser Arbeit ist der Hawking-Effekt. Es wird im Rahmen der
semiklassischen Theorie, der Quantenfeldtheorie in gekriimmter Raumzeit, die
Herleitung der Hawking-Strahlung von Fredenhagen und Haag [FH90] néher
untersucht. Wir geben insbesondere fiir das Kurzabstandsverhalten der Zwei-
punktfunktion auf dem Schwarzschild-Radius eine exakte Herleitung.
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Einfiihrung

Die vier bekannten Wechselwirkungen sind die Gravitation, die elektrodyna-
mische, die schwache und die starke Wechselwirkung. Man kann die Existenz
anderer Krifte nicht ausschliefen. Sollten sie doch existieren, wozu es kei-
nen experimentellen Hinweis gibt, miiiten sie extrem schwach sein. Die letz-
ten drei werden mit dem Standardmodell, einer Kombination der Weinberg-
Salam-Theorie (elektroschwache Wechselwirkung) und der Quantenchromody-
namik (starke Wechselwirkung), sehr erfolgreich beschrieben. Bis heute ist kein
Experiment bekannt, das das Standardmodell falsifizieren kénnte, im Gegenteil,
viele experimentelle Befunde werden duflerst genau mit dieser Theorie beschrie-
ben (z.B. in der Elektrodynamik das magnetische Moment des Elektrons). Die
am ldngsten bekannte Gravitation widersetzt sich jedoch immer noch erfolg-
reich einer Vereinheitlichung aller vier Wechselwirkungen durch eine Theorie.
Die Quantisierung der Gravitation ist trotz grofler Anstrengungen der physi-
kalischen Gemeinschaft nicht gelungen. Dies liegt zum einen daran, dafl die
Quantennatur der Gravitation bei ganz kleinen Absténden, erst ab der soge-
nannten Plancklénge

erwartet werden, wiahrend man gegenwiértig Abstdnde in der Groflenordnung
von bis zu 107 19m auflésen kann. Zum anderen ist die Kopplungskonstante der
Gravitation im Gegensatz zu denen der anderen Krifte dimensionsbehaftet. Zu-
letzt gibt es eine konzeptionelle Unstimmigkeit bei der Beschreibung der Kréfte.
Wihrend in der allgemeinen Relativitétstheorie Massen die Raumzeit bestim-
men, ist in der Quantenfeldtheorie die Raumzeit als Schauplatz fiir Teilchen
vorgegeben.
Es gibt unterschiedliche Ansétze fiir die Vereinheitlichungstheorie (z.B. Stringtheo-
rie, kanonische Quantisierung der klassischen Gravitation, etc.), die wir jedoch
in dieser Arbeit nicht behandeln werden. Statt dessen werden wir uns mit einer
semiklassischen Theorie beschéiftigen, der Quantenfeldtheorie in gekriimmter
Raumzeit (QFT in GRZ). Semiklassisch deshalb, da man in dieser Theorie
Quantenfelder auf einem klassischen, im allgemeinen gekriimmten Gravitations-
feld betrachtet, das durch die allgemeine Relativitatstheorie beschrieben wird.
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] EINFUHRUNG

In dieser Theorie wird also die Quantennatur der Gravitation vernachléssigt.
Man kann diese Theorie, deren Giiltigkeitsbereich bis zur Planckldnge reichen
sollte, als Approximation einer endgiiltigen Vereinheitlichungstheorie verstehen.
Es wird erwartet, dal die QFT in GRZ in der Lage sein wird, die Physik des
frithen Universums als auch die bei starken Gravitationsfeldern, z.B. schwarzen
Lochern, deren Schwarzschildradius wesentlich grofler als die Plancklénge ist, zu
beschreiben.

Bei der Formulierung der QFT in GRZ kann man den im Minkowskiraum
bewihrten Weg leider nicht gehen, denn hier hat man ja bei der Definition
des Vakuumzustandes die Poincaré-Invarianz ausgenutzt. Beim Ubergang zu
gekrilmmten Raumzeiten geht diese Eigenschaft jedoch verloren, und man ist
gezwungen, die Theorie lokal zu beschreiben. Es hat sich herausgestellt, dafl
man mit dem algebraischen Zugang dieses Problem umgehen kann. Bei der
algebraischen Beschreibung der QFT, bis jetzt gelten mit einigen Ausnahmen
alle Anstrengungen dem skalaren Feld als ” Testmodell”, geht man zunéchst von
einer Observablenalgebra aus, auf der dann die Zusténde definiert werden. Die
Menge der Zusténde ist zunédchst zu grofl, und man selektiert aus dieser die phy-
sikalisch sinnvollen (mit Hilfe der Hadamard-Bedingung) heraus. Seit einigen
Jahren erlebt die QFT in GRZ einen Aufschwung, denn es ist gelungen, die lei-
stungsfahigen Werkzeuge der mikrolokalen Analysis bei der Aufstellung dieser
Theorie sehr erfolgreich einzusetzen. Es konnten frither sehr schwer bearbeitbare
Probleme, wie beispielsweise die Beziehung verschiedener Auswahlbedingungen
an physikalische Zustéinde (Hadamard-Zustéinde, adiabatische Vakua) zueinan-
der, oder die Konstruktion von wechselwirkenden skalaren Quantenfeldtheorien,
nun einfacher gelost werden.

Das prominenteste Beispiel, das im Rahmen der QFT in GRZ vorhergesagt wird
und Gegenstand dieser Arbeit ist, ist die Hawking-Strahlung. Hawking entdeck-
te bei der Untersuchung der skalaren QFT in GRZ, daf} ein schwarzes Loch der
Masse M thermische Strahlung der Temperatur

Ah a h

Ty = —  — — _
H™8aiMG ~ 2rc

abgibt und damit stéindig an Masse verliert [Haw75]. Leider bekommt man
bei der Untersuchung statischer schwarzer Locher keine direkte Information iiber
den Einflul des Kollapses auf die thermische Strahlung. Fredenhagen und Haag
haben in ihrem Beweis der Hawking-Strahlung diesen Mangel beseitigt, in dem
sie gezeigt haben, dafi der Grundzustand zu ganz frithen Zeiten (also vor dem
Kollaps) zu ganz spiten Zeiten (nach dem Kollaps) und aus grofier Entfernung
einem KMS-Zustand, d.h. einem thermischen Zustand, mit der Temperatur
Ty entspricht [FH90]. Dabei haben sie angenommen, daf das Gravitationsfeld
nur von der Masse des Sternes erzeugt wird, und daf§ die Zweipunktfunktion
die Hadamard-Form besitzt. Bachelot konnte mit Hilfe von Funktionalanlyti-
schen Methoden ebenfalls einen Beweis fiir den Hawking-Effekt geben [Bac99].
Hessling behandelt den Hawking-Effekt bzgl. der Kerr-metrik [Hes], und Salehi
betrachtet ihn im Falle eines Oppenheimer-Snyder-Modells [Sal].



Der Hawking-Effekt steht in engem Zusammenhang mit dem Unruh-Effekt, dafl
némlich ein gleichférmig beschleunigter Beobachter im Minkowskiraum sich wie
in einem thermischen Bad der Temperatur T' = %, a ist die Beschleunigung des
Beobachters, fithlen wiirde [Unr76]. Der Hawking-Effekt in der Schwarzschildre-
gion der Kruskal-Raumzeit ist das Analogon des Unruh-Effektes im Rindlerkeil
der Minkowski-Raumzeit.

Eine experimentelle Bestitigung der Hawking-Strahlung gibt es bisher noch
nicht. Es existieren lediglich Vorschlége fiir potentielle Nachweisverfahren dieses
Effektes, beispielsweise mit Hilfe von Teilchenbeschleunigern [Ros94a], [Ros94b].

In dieser Arbeit geben wir keinen neuen Beweis der Hawking-Strahlung, sondern
beschiftigen uns mit dem Beweis von Fredenhagen und Haag [FH90]. Ziel die-
ser Arbeit ist es, erstens diesen Beweis etwas ausfiihrlicher zu formulieren, und
zweitens bei der Analyse der Zweipunktfunktion A(C?) ihr Kurzabstandsverhalten
exakter zu studieren. Genauer wird in dieser Arbeit von der Hadamard-Form
von Ag)(rl, r9, Q12) ausgegangen und Grenzwertbetrachtungen r; — 7o, wobei
ro der Schwarzschild-Radius ist, erst zum Schlu gemacht. Es wird gezeigt, daf
sich an dem Ergebnis von [FH90] nichts #ndert.

Wir wollen jetzt die Struktur dieser Arbeit kurz besprechen.

Das erste Kapitel gilt der mathematischen Struktur der allgemeinen Relati-
vititstheorie, und zwar in dem Mafle, als es fiir das Verstindnis der QFT in
GRZ und der Hawking-Strahlung notwendig ist.

Im zweiten Kapitel wird eine kompakte Einfithrung in die mikrolokale Ana-
lysis gegeben, die, wie oben schon erwahnt, fiir das Verstdndnis der neueren
Konzepte der algebraischen QFT, speziell der mikrolokalen Formulierung der
Hadamard-Bedingung an physikalische Zustdnde, unabdingbar ist. Wir behan-
deln beide Zugénge zu dem Begriff der Wellenfrontmenge gleichberechtigt, den
iiber die Fourier-Transformation und den iiber die Pseudodifferentialoperatoren.
Zum Schlufl wird eines der wichtigsten Ergebnisse dieser Disziplin besprochen,
nédmlich das Theorem {iber die Ausbreitung von Singularitéten.

Das dritte Kapitel behandelt die QFT in GRZ, die Theorie, die dieser Arbeit
zu Grunde liegt. Wir beschrénken uns hier auf das skalare Feld. Es werden der
algebraische Zugang und in diesem Rahmen physikalische Zustédnde, die mikro-
lokale Spektrumsbedingung und Detektoren besprochen.

Nun sind wir gut gewappnet fiir den Beweis der Hawking-Strahlung, der im
vierten Kapitel gegeben wird. Damit man beim Beweis die Ubersicht besser
behilt, werden die Beweise der beiden Lemmata, die Spaltung von f7 in zwei
Wellenpakete

I, e ) + L)

und das Kurzabstandsverhalten der Zweipunktfunktion auf der ro-Sphére

lim B\lB\QA(G?)(ThTQanQ)

71,72 —>T0
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erst am Ende des Kapitels diskutiert.

In dieser Arbeit behandeln wir thermische Zustédnde, die sogenannten KMS-
Zusténde. Zum einen wird bei der Definition eines Detektors wesentlich vom
Unruh-Effekt Gebrauch gemacht, und zum anderen beschreibt die Hawking-
Strahlung einen thermischen Zustand. Deshalb kann der interessierte Leser
mehr iiber die KMS-Zusténde und ihre Stabilitéitseigenschaften im Anhang er-
fahren. Ziel dieser Exkursion ist es, dem Leser einen kleinen Uberblick iiber
dieses Thema zu geben, insbesondere die Begriindung dafiir, warum die KMS-
Zusténde als thermische Gleichgewichtszustdnde behandelt werden kénnen.



Kapitel 1

Die mathematische
Struktur der Raumzeit in

der ART

1.1 Grundbegriffe

Das mathematische Modell fiir die gekriimmte Raumzeit ist das Paar (M, g),
wobei M eine vierdimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit und ¢ eine
Lorentz-Metrik, d.h. ein symmetrisches, differenzierbares, und nicht ausgearte-
tes Tensorfeld vom Typ (0,2) (also zweifach kovariant) und Signatur -2 ist. Die
Lorentzmetrik erlaubt es, ein beziiglich Koordinatentransformationen invarian-
tes Volumenelement zu definieren:

du(z) = v/~gl@)d"e, glz) := det(gu () # 0

Der Minkowski-Raum (R*,7) ist eine Raumzeit ohne Kriimmung mit der
Metrik 7, := diag(1, -1, -1, -1).

Der Abstand zweier Punkte der Mannigfaltigkeit M ist durch das Infimum
der Kurvenldnge [ := f dt+/g(%,7) definiert. Dieses Variationsproblem fiihrt
zu den Euler-Lagrange-Gleichungen, den sogenannten Geodétengleichungen:

P4 TH,e"i” =0 mit

1 0 0 0
B T aHA _— —
F vp — 29 <axu gp/\ + 8xpgl//\ + ax/\ gup> .

Die Christoffel-Symbole I'*,, definieren auf dem Tangentialbiindel genau
einen sogenannten Zusammenhang, hier den Levi-Civita-Zusammenhang. Der

11



12KAPITEL 1. DIE MATHEMATISCHE STRUKTUR DER RAUMZEIT IN DER ART

Levi-Civita-Zusammenhang erm 6glicht einen Isomorphismus zwischen zwei Tan-
gentialrdumen. Anders ausgedriikt man kann Vektoren aus verschiedenen Tan-
gentialriumen durch Paralleltransport miteinander vergleichen. Uber die Ver-
tauschbarkeit der zweiten kovarianten Ableitung definiert man den Riemann-
schen Kriimmungstensor R™;x;, der die Kriimmung des Raumes beschreibt:

(Ai;k)_l - (Ai;l)_k = (Fmil,k = I+ Tl — Fnikrmnl)Am =: R"ik1Am,

3 3

wobei A= O Ay — T A,

die kovariante Ableitung ist. Der Riemann’sche Tensor ist im flachen Raum
(Minkowski-Raum) identisch Null und ist der einzige Tensor vierter Stufe, der
aus dem metrischen Tensor und dessen ersten und zweiten Ableitungen kon-
struiert werden kann mit der Eigenschaft, dafl er linear in den zweiten Ablei-
tungen ist. Dies ist eine der Forderungen fiir die Herleitung der Einstein’schen
Feldgleichungen. Durch Kontraktion des Riemann’schen Kriimmungstensors
galangt man zum sogenannten Ricci-Tensor R;; := RFj; und durch abermali-
ge Verjiingung zu seiner Spur, dem sogenannten Kriimmungsskalar R := RY.
Der Ricci-Tensor ist aus Symmetriegriinden der einzige nicht triviale durch
Verjiingung erzeugbare Tensor zweiter Stufe. Der Ricci-Tensor reiht sich ein
unter den schon bekannten Tensoren zweiter Stufe (metrischer Tesor, Energie-
Impuls-Tensor) und taucht in den Feldgleichungen wieder auf.
Man kann sich fragen, ob umgekehrt die Vorgabe eines beliebigen Kriimmungstensors
den metrischen Tensor eindeutig bestimmt. Man findet, daf} dies im allgemei-
nen nicht moglich ist. Der metrische Tensor ist aus dem Kriimmungstensor
ableitbar, wenn die folgenden Bianchi-Identitéten gelten:

Ruu[po’;(?] = Ruupa;(? + Ruuo’(?;p + Ruu(?p;a =0

Durch Kontraktion erhélt man die folgenden Identitéten fiir den Ricci-Tensor:

1
R™ — _g"R) =0.
(107 3rem)..

)

1.2 Kausale Struktur der Raumzeit

Da der Tangentialraum 7, M an jedem Punkt z € M isomorph zum Minkow-
skiraum ist, konnen wir mit Hilfe des metrischen Tensors g, Vektoren v € T, M
in zeitartige ( g.(v,v) > 0 ), lichtartige ( g»(v,v) = 0 ) und raumartige (
gz (v,v) < 0 ) Vektoren aufteilen. Sind die Tangenten an jedem Punkt einer
Kurve zeit-, licht- bzw. raumartig, so bezeichnen wir sie als zeit-, licht- bzw.
raumartig. Ist die Tangente an jedem Punkt entweder zeit- oder lichtartig, so
spricht man von einer kausalen Kurve. Kausalen Kurven kénnen wohldefinierte
Léngen, die Eigenzeit, zugeordnet werden. So sind z.B. zeitartige Geoditen
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kausale Kurven mit maximaler Eigenzeit. Der offene Lichtkegel V, besteht aus
allen lichtartigen Vektoren in x und zerfillt in zwei Zusammenhangskomponen-
ten mit positiver bzw. negativer Zeitkomponente. Falls eine globale, stetige
Zuordnung von V" und V,~ gemacht werden kann, so nennt man die Raumzeit
(M, g) zeitorientierbar, und man unterscheidet zwischen dem Zukunftslichtke-
gel V7 mit positiver Zeitkomponente und dem Vergangenheitslichtkegel V-
mit negativer Zeitkomponente. Existiert eine globale, stetige Zuordnung von
rechts- und linkshéndigen Dreibeinen, so spricht man von einer raumorientier-
baren Raumzeit.

Die chronologische (kausale) Zukunft I (z) (J*(z)) von z € M ist die Menge
aller Punkte y € M, so dafl stets eine zukunftsgerichtete zeitartige (kausale)
Kurve A(t) mit A(0) = z und A(1) = y existiert, d.h. J*(z) enthéllt all’ dieje-
nigen Punkte der Raumzeit, die ein bei x gesendetes Signal empfangen kénnen.
Die Definition der chronologischen bzw. kausalen Vergangenheit erfolgt entspre-
chend.

Das kausale Abhingigkeitsgebiet D(O) einer offenen Menge O C M ist defi-
niert als die Menge aller Punkte € M, so daf jede nicht erweiterbare kausale
Kurve durch x die offene Menge O schneidet. Bei von x ausgehenden zukunfts-
bzw. vergangenheitsgerichteten kausalen Kurven spricht man von D~ (O) bzw.
DT (0O). Fiir eine Menge S ist immer S C DT (S) C JT(S), und ist S achronal,
also je zwei beliebige Punkte aus S kénnen nicht durch eine zeitartige Kurve
verbunden werden (d.h. es existieren keine z,y € S mit x € It (y)), so gilt
DY (S)NI=(S)=0.

Definition 1.1 FEine Cauchy-Fldche ist eine abgeschlossene, achronale Menge
Y C M mit D(X) = M. Raumzeiten M bestiickt mit einer Cauchy-Fldche
bezeichnet man als global hyperbolisch.

D.h. die Cauchy-Fldche ist eine raumartige Hyperfliche, die von kausa-
len nicht erweiterbaren (zukunfts- und vergangenheitsgerichteten) Kurven ge-
nau einmal geschnitten wird. Im Minkowski-Raum sind alle Hyperflichen mit
t = const Cauchy-Flichen. Ein Gegenbeispiel fiir eine Cauchy-Fliache ist der
Hyperboloid 2 = 1, da er nicht von allen lichtartigen Kurven geschnitten
wird. Man kann zeigen, dafl M genau dann global hyperbolisch ist, wenn
> ein vollstédndiger metrischer Raum ist. Der n-dimensionale Minkowskiraum
(R™,n) ist so ein global hyperbolischer Raum. Weitere physikallische Beispie-
le (n = 4) mit Kriimmung sind die Kruskal-Ausdehnung der Schwarzschild-
Mannigfaltigkeit, die de Sitter- und die Robertson-Walker-Raumzeit.

Theorem 1.2 Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit mit der Cauchy-
Fliche 3, dann ist (M, g) kausal, und es existiert eine globale stetige Zeitfunkti-
on oder -koordinate t, so dass jede Fldche mit konstantem t eine Cauchy-Fldche
ist. Somit kann M mit Cauchy-Flichen gebdittert werden und besitzt die Topo-
logie von R x 3. (Beweis siche Wald.)
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Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit mit global hyperbolischen Raumzei-
ten. Bei Raumzeiten mit dieser Eigenschaft kénnen Zukunft und Vergangeheit
vollsténdig durch den Zustand zu einem beliebigen, aber festen Zeitpunkt rekon-
struiert werden. Sie sind auch die einzigen, die die Kausalitét nicht nur lokal,
was ja bei jeder Raumzeit zutrifft, sondern auch global erfiillen. Beispiellswei-
se erfiillen Raumzeiten mit einer geschlossenen Zeitkurve die Kausalitdt nicht
global und man koénnte theoretisch die Vergangenheit beeinfussen. Fiir global
hyperbolische Raumzeiten existiert eine nicht raumartige Geodite maximaler
Lénge, die x und y mit x € JT(y) verbindet. Diese Eigenschaft ist wichtig fiir
die Untersuchung von Raumzeitsingularitéten. Ein Beispiel fiir eine nicht global
hyperbolische Raumzeit ist der Anti-de Sitter-Raum.

Definition 1.3 hg := MNO(J~(ZT)) heift Ereignishorizont, wobei das Gebiet
I+ die lichtartige Zukunftsunendlichkeit ist (d.h. die Region fiir t + r — oo
mit endlichem t — r, r ist die Radialkomponente).

Eine Isometrie ist eine Abbildung x : M — M mit der Eigenschaft, dafl das
Zuriickziehen (Pullback) bzgl. x die Metrik nicht verdndert, d.h. k*g = ¢g. Das
erzeugende Vektorfeld der Isometrien k., := k(7) (genauer der einparametrigen
Familie von Isometrien) der Raumzeit (M, g)

£°(x) = ~rfi ()]l

heifit Killing-Vektorfeld. Umgekehrt erzeugt ein Vektorfeld eine Familie von
Isometrien, wenn es die Killing-Gleichung

Viép — Vp€a =0 <= Lie-Ableitung : L¢g =0,

erfiillt. Das Produkt &,u® eines Killing-Vektorfeldes £€* und einer Tangente
u® an einer Geodéten + ist entlang v immer konstant. Da zeitartige Geodéten
die Bewegung eines frei fallenden Teilchens in der Raumzeit representieren und
Nullgeoddten den Weg von Lichtstrahlen, fiihrt jede einparametrige Familie von
Isometrien zu einer Erhaltungsgrosse der Teilchen und Lichtstrahlen.

Definition 1.4 Fin Killing-Horizont Kist eine lichtartige Hyperfliche der Raum-
zeit, auf der das Killing- Vektorfeld orthogonal steht.

Eine Raumzeit mit einem zeitartigem Killing-Vektorfeld bezeichnen wir als
stationér, d.h. sie besitzt eine einparametrige Familie von Isometrien mit zeitar-
tigen Kurven als Orbits. Existiert zudem noch eine raumartige, zu den Orbits
der Isometrien orthogonale Hyperflache, so nennen wir die Raumzeit statisch
(§a Vi€ = 0, Theorem von Frobenius). Die Familie der Isometrien represan-
tieren die ,,Zeittranslationssymmetrie”. Die Metrik nimmt in statischen Raum-
zeiten die folgende Form an:
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ds® = £,6%(Z)dt? + hap(F)dz da®

Die Abwesenheit der Mischterme dtdz* folgt aus der Orthogonalitét der Hy-
perfliche. Eine nur stationdre Metrik wiirde sie enthalten.

Definition 1.5 FEine konvex normale Umgebung ist eine offene Menge O C M
all der Punkte x,y € O, die durch genau eine Geoddite (1) in O mit T € [a, ]
miteinander verbunden werden konnen. FEine kausal normale Umgebung einer
Cauchy-Fliche ist eine offene Umgebung N D X, so daf fiir beliebige x,y € N
mit y € JT(x) eine konver normale Umgebung existiert, die J~(y) N JT(x)
enthdlt. Weiterhin definiert man den quadratischen geometrischen Abstand von
x und y durch

g dy*(r) dy" ()
" dr dr

b 1/2 2
o(z,y) =+ (/ dT) . (1.1)

Bei raumartigen Geodéten wahlt man das positive Vorzeichen und bei zeit-
artigen das negative. Fiir jede Cauchy-Fliche kann stets eine kausal normale
Umgebung gefunden werden.

1.3 Gravitationskollaps und Schwarze Loécher

1.3.1 Die Einsteinschen Feldgleichungen

Die Grundidee der Einstein’schen Gravitationstheorie ist die Geometrisierung
der Schwerkraft. Es wird also nach dem allgemeinen Zusammenhang zwischen
der Kriimmung der Raumzeit und der Masseverteilung gesucht, der dann die
Poisson-Gleichung der Newton’schen Gravitationstheorie

Adg = 4nGp

ersetzen soll. Bei der heuristischen Herleitung dieses Gleichungssystems wer-
den folgende (physikalisch plausible) Forderungen erhoben: Sie sollen

o tensiorelle Gleichungen sein und damit unabhéngig vom gewihlten Koor-
dinatensystem (”Kovarianzprinzip”),

e lokal, d.h. partielle DGLn sein, die den metrischen Tensor und seine Ablei-
tungen am selben Ort verkniipfen (Lokalitétsprinzip). Die Ordnung sollte
wie bei allen anderen Feldgleichungen héchstens zwei und linear in der
héchsten Ordnung sein,
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e bei geeigneter Vernachlissigung (verschwindendes Gravitationsfeld) in die
Poisson-Gleichung iibergehen,

o den Energie-Impuls-Tensor T}, als Quelle des Gravitationsfeldes enthal-
ten, da dieser die Materie und die Felder beschreibt,

e im (flachen) Minkowskiraum 7, zum Verschwinden bringen.

Die ersten vier Bedingungen fiihren zu der folgenden Gleichung:

Ry + Mg R+ Aguy = kT,,.

Eine nicht verschwindende kosmologische Konstante A wiirde eine Kriimmung
in einem materiefreien Raum zur Folge haben. Dies wire jedoch ein Wider-
spruch zur fiinften Forderung. Neuere Untersuchungen weisen auf A # 0 hin.
Wir kénnen nun die sogenannten Einstein’schen Feldgleichungen

817G
G = Ry + Mg R = KT, = — =T, (1.2)

2

aufschreiben, wobei G, der Einstein-Tensor ist. Die Einstein’schen Feld-
gleichungen sind dquivalent zu einem gekoppelten System zehn (aufgrung der
Symmetrie der g,,, ) nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung fiir die metrischen Komponenten g,,,. Man kann versuchen, durch Vorgabe
der Materiekonstellation die Raumstrutur exakt zu berechnen. Dies ist jedoch
wenig sinnvoll, denn zwar formt die Materie die Raumzeit, doch hat das Feld
wegen der Feldenergie aufgrund der Masse-Energie- Aquivalenz wiederum einen
Einflul auf die Materie. Die Abhéingigkeit der zehn DGLn (1.2) spiegelt sich in
den verjiingten Bianchi-Identitéten

v v
G\, = KT™ ,, =0

wider. Deshalb bilden Raumstruktur und Bewegung der Materie in diesem
Raum ein miteinander eng gekoppeltes System , das nur simultan gel 5st werden
kann.

1.3.2 Die Geometrie der Schwarzschild- und Kruskal-Raumzeit

Motiviert durch die fiir uns wichtigsten Gravitationsfelder der Sonne und der
Planeten in unserem System, d.h. langsam rotierenden Ko6rpern mit nahezu ku-
gelférmiger Masseverteilung, kann man sich als erste Anwendung der Einstein-
Gleichungen die Aufgabe stellen, exakte kugelsymmetrische Losungen zu finden.
Von grofler Niitzlichkeit fiir die Bewéltigung von Problemen dieser Art ist das

Theorem 1.6 (von Birkhoff) Jede kugelsymmetrische Vakuumldosung der Ein-
stein’sche Feldgleichungen ist statisch.
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Dieses Theorem ist das Analogon der Aussage in der Elektrodynamik, dafl
eine kugelsymmetrische Ladungs- bzw. Stromverteilung nicht strahlt. Mit Hilfe
dieses Theorems kann man zeigen, dafl die sogenannte Schwarzschild-Losung
mit dem Linienelement

2M oM\ !
ds® = — (1 - —> dt* + (1 - —> dr® 4+ r* (d9® +sin® 9dp?)  (1.3)
r r

2G'm
2

ro :=2M =

die einzige rotationssymmetrische Losung der Feldgleichungen ist. Die Grofie
2M heifit Schwarzschild-Radius, Gravitationsradius oder Schwarzschild-Horizont
und liegt bei unseren Himmelskérpern weit im Innern (2Mq = 2, 96km, 2Mgrq. =
8,8mm). Man erkennt sofort zwei singulére Stellen dieser Metrik, bei r = 2M
und 7 = 0. Durch eine Koordinatentransformation kann man zeigen, dafi die
Raumzeit bei r = 2M trotz g, — 0o nicht wirklich singulér ist. Diese Patholo-
gie ist vielmehr auf die falsche Wahl des Koordinatensystems zuriickzufiihren,
ghnlich dem Fall bei Kugelkoordinaten bei r = 0 und ¥ = 0. Man beachte,
daB die beiden Koordinaten t und r beim Uberschreiten des Schwarzschildradi-
us ihre Rollen als zeitartige und raumartige Koordinaten vertauschen, denn fiir
r > 2M ist die t-Richtung, 0/0¢t, zeitartig (g < 0) und die r-Richtung, 9/9r,
raumartig, fiir r < 2M aber genau umgekehrt. Der Punkt bei r = 0 stellt sich
als eine echt Raumzeit-Singularitét heraus.
Um jedoch die erste Pathologie bei » = 2M zu beseitigen, versucht man geeigne-
tere Koordinaten zu finden, die der Beschreibung der Raumzeit besser gerecht
werden. Eine von diesen ist das Kruskal-Koordinatensystem. Man gelangt zu
den Kruskal-Koordinaten 7" und R durch die folgenden Trasformationen:

i t
T := 2rge?o sinh —
2TQ

ot t
R := 2rge?0 cosh —
2TQ

Hier ist 7* :=r+1rpIn (% — 1) die sogenannte Schildkrétenkoordinate. Die

Schwarzschild-Metrik schreibt sich in diesen neuen Koordinaten als

3
2 _ 32M 5 (dT2 _ dRQ) — 2 (dq92 + sin? 19d<p2) (1.4)

ds

mit r = r(T, R) fir R?> — T? > —4r2. Somit kénnen wir mit der obigen
Metrik die Schwarzschild-Raumzeit in die Kruskal-Raumzeit
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=2M

Abbildung 1.1: Einbettung der Schwarzschild-Raumzeit in die Kruskal-Szekeres-Raumzeit

3

K:={(T,R) € R*, R*> = T? > —4r2} x S?

einbetten. Man kann zeigen, dafl die Kruskal-Raumzeit die maximale ana-
lytische Erweiterung der Schwarzschild-Raumzeit ist. Die Beziehung zwischen
den alten Kordinaten (¢,7) und den neuen (7, R) wird gegeben durch

izln M = 2tanh~! z .
T0 R-T R

Der Zusammenhang zwischen der Schwarzschild-Raumzeit und der Kruskal-
raumzeit ist graphisch in den Abbildungen 1 und 2 dargestellt.

(1.21) zeigt, dafl die Kurven r = const bzw T' = const in der (T,R)-Ebene in
Hyperbeln bzw. Geraden iibergehen. Man erkennt gut, dafl der Auflenraum der
Schwarzschild-Metrik (r > 2M und t < oco) nur dem rechten Keil, dem Gebiet
1 (R >| T |), enspricht. Beim Uberschreiten der Grenze dieses Gebietes, d.h.
t = 400 und r = 2M, gelangt man in das ”Innere”der iiblichen Schwarzschild-
Metrik, in das Gebiet 2. Sobald ein Teilchen dieses Gebiet betreten hat, kann
es nie mehr entkommen und wird in die Singularitéit » = 0 in einer endlichen
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juig

iMoo
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Abbildung 1.2: Zeitartige (z), lichtartige (1) und raumartige (r) Geodditen in der
Schwarzschild- Raumzeit und in der Kruskal-Szekeres- Raumzeit

Zeitspanne eingesogen. Sogar in diesem Gebiet gesendete Lichtstrahlen kénnen
der Singularitét nicht entkommen. Diese Situation erklért sich auch dadurch,
daB r mit dem Uberschreiten des Schwarzschild-Radiusses die Rolle einer Zeit-
koordinate spielt und der Ablauf der Zeit nicht gewendet werden kann. Dies
ist der Grund dafiir, warum man diese Region das ”schwarze Loch” nennt. Das
Gebiet 3 hat ganau die ”zeitgedrehten” Eigenschaften wie das Gebiet 2 und
wird deshalb als ”weisses Loch” bezeichnet, d.h. die Singularitét hier kann nur
Teilchen erzeugen, die dann nach endlicher Zeit das Gebiet 3 verlassen haben
werden. Schliefilich hat das Gebiet 4 die gleichen Eigenschaften wie das Gebiet
1. Aus diesen Griinden kénnen wir zwar aus unserem Gebiet 1 nur das Gebiet 2
beeinflussen, nicht jedoch 3 und 4. Andererseits ist es nur dem Gebiet 4 moglich,
Einfluf auf uns zu nehmen, nicht aber 2 und 3. Physikalisch relevant scheint fiir
uns nur das Gebiet 2 zu sein. Wir werden spéter sehen, dafl ein vollsténdiger
Gravitationskollaps eines sphérisch symmetrischen Korpers unweigerlich in ein
schwarzes Loch in der Schwarzschild-Raumzeit fiihrt.
Zum Vergleich der beiden Koordinatensystemen sind in der Abb. 2 zeitarti-
ge (z), lichtartige (1) und raumartige (r) Geodéten jeweils in den (¢,7)— bzw.
(T, R)—Koordinatensystemen eingezeichnet. Die Killing-Horizonte werden in
der Kruskal-Ebene gerade durch die Geraden T'= +X gegeben.

Fiir die Darstellung der analytischen Struktur der Kruskal-Raumzeit eignen
sich Penrose — Diagramme der r,t-Flachen gut.

In einem Penrose-Diagramm werden die Null-Geodéten in den r, t-Flichen
durch diagonalen Linien mit +45° representiert. Jeder Punkt des Diagramms

steht fiir eine 2-Sphére der Fliche 47r2. Mit Hilfe einer konformen Transfor-
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r=0 (schwarzes Loch) I

r=0 (weisses Loch) I

Abbildung 1.3: Penrose-Diagramm

mation sind die Unendlichkeiten in eine endliche Distanz gebracht. Die Un-
endlichkeiten werden durch diagonale Linien Z* und Z~— und den Punkten I,
der zeitartigen Zukunftsunendlichkeit (in diese Region erstrecken sich zeitartige
Kurven), I, der zeitartigen Vergangenheitsunendlichkeit (aus dieser Region
kommen die zeitartigen Kurven), und I°, der raumartigen Unendlichkeit (In
diese Region erstrecken sich die raumartigen Schnitte), dargestellt. Die bei-
den horizontalen Linien sind die Singularitidten, und die beiden diagonalen mit
r = 2m sind die Zukunfts- bzw. Vergangenheitshorizonte. Diese separieren die
Losungen, die nicht in Zt oder Z~ entkommen kénnen.

1.3.3 Singularititen

Es ist duflerst schwierig, eine zufriedenstellende, allgemeine Definition einer
Raumzeit-Singularitéit zu geben. Es gibt zu diesem Problem verschiedene Ansétze.
Man kénnte zundchst vom Begriff des singuldren Randes ausgehen, d.h. man
wiirde Raumzeitpunkte den singuléren Stellen hinzufiigen und so eine Manig-
faltigkeit mit Rand definieren. Mit dieser Vorstellung kénnte man von einer
Singularitét als einem Ort sprechen, obwohl hier die Metrik gar nicht definiert
ist. Die Schwachstelle dieser Vorstellung ist die, dafl man kein allgemeines Re-
zept fiir die Definition eines singuldren Randes geben kann. Zu allen bisher
gegebenen Kandidaten (z.B. g-und b-boundary) kann man Beispiele finden, die
auf irgend eine Weise pathologische Eigenschaften haben. Mehr Details zu die-
sem Thema findet man in [HE73][Wala].

Als néchstes kann man versuchen iiber die Divergenz des Kriimmungstensors die
Singularitit zu definieren, so haben wir im Falle der Schwarzschild-Singularitét
fir die dem Kriimmungstensor zugeordnete Invariante Ruupépré — oo fir
r — 0 (um eine Koordinatenabhingigkeit auszuschliefen, werden die Skalare
R :=R, R, R*” und RWP(;RWP‘S betrachtet,fiir deren kovarianten Ableitungen
OR entsprechend). Auch hier ergeben sich Probleme. Man kénnte sich jedoch
eine Kriimmung vorstellen, die fiir r — oo divergiert. Andererseits ergeben sich
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fiir “ebene Gravitationswellen” endliche Werte fiir die Invarianten, obwohl der
Kriimmungstensor sehr wohl noch Singularitdten aufweisen kann.
Die am zufriedenstellendste von allen ist die folgende

Definition 1.7 Fine nicht erweiterbare Raumzeit heifit singuldr, falls sie un-
vollstindige Geoddten endlicher Linge besitzt, d.h. sie sind in mindestens ei-
ner Richtung nicht fortsetzbar. Weiterhin unterscheidet man zwischen der ska-
laren Krimmungssingularitdt (R, OR — > entlang der Geoddte), der parallel
propagierten Krimmungssingularitdt (R, OR — oo in einer parallel propagier-
ten Tetrade entlang der Geodite) und der Nicht-Krimmungssingularitit (keine
Divergenzen, weder bei R, OR noch bei deren Komponenten).

Man findet in allen Raumzeiten, die raumartig oder zeitartig geodétisch un-
vollstandige sind, physikalische Pathologien, denn in diesen ist es z.B. moglich,
dafl man die Existenz eines frei fallenden Teilchens in endlicher Zeit beendet,
oder dafl vor endlich langer Zeit seine Existenz begann. Genau dieser Sach-
verhalt wird in den Singularitdtstheoremen behandelt. Von diesen gibt es ver-
schiedene Versionen, die jeweils von verschiedenen Annahmen ausgehen und
verschieden starke Folgerungen beweisen. Fiir unsere Belange eignet sich das
folgende (Theorem 9.5.1 aus [Wala))

Theorem 1.8 Sei (M, g,.) eine global hyperbolische Raumzeit mit R,,,§#EY > 0
fiir alle zeitartigen . Weiterhin existiere eine glatte (mindestens C?), raum-
artige Cauchy-Fliche X, fiir die die Spur K der dfleren Krimmung K < C <
0, C = const, tberall gentigt. Dann kann keine vergangenheitsgerichtete, zeit-
artige Kurve von X eine grossere Ldnge haben als |%| Die Kurven sind unvoll-
standig.

1.3.4 Gravitationskollaps

Sterne mit Kugelsymmetrie und geniigend grofier Masse (etwa 2mg) erleiden,
nachdem sie ihre ganze thermonukleare Energie verbraucht haben und sofern
sie ihre Masse durch Massenausstoffung nicht verkleinern konnten, aufgrund der
groflen Gravitationskraft einen Gravitationskollaps mit einem schwarzen Loch
als Endzustand. In der Ndhe des Schwarzschild-Radius treten Strahlungsef-
fekte auf, die wir hier vernachléssigen. Aufgrund der dann konstanten Masse
des Sternes kann die Kruskal-Metrik fiir den Auflenraum verwendet werden.
Die Sternoberfliche wird dann durch eine Geodéte reprisentiert, die zur Zeit
t = 0 (T = 0) ausgeht, dann frei fallend den Schwarzschild-Radius durchquert
und schlief8lich zu r = 0 kollabiert. Ein Teilchen auf der Sternoberfliche erreicht
nach endlicher Eigenzeit
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die Singularitdt. (Hier erhélt der Bereich 0 < r < 2M zum erstenmal eine
physikalische Bedeutung.) Allerdings wird die Grenze 2M, ausgedriickt mit der
Schwarzschild-Zeitkoordinate t, erst bei ¢ = oo erreicht. Dies bedeutet, daf} fiir
einen Beobachter im Auflenraum der Kollaps unendlich lange dauert. Er wird
die Singularitit nie erleben. Der kollabierende Stern sendet theoretisch zu allen
Zeiten Licht aus. Da die Leuchkraft

ot
L xe 3/3M

exponentiell abnimmt, und der Stern nach auflen hin duflerst schnell mit der
charakteristischen Zeit

tehar & 2.5 - 1072 M [s]
char . M@
erlischt, ist es berechtigt, von einem schwarzen Loch zu sprechen. Auch ist
die Strahlung zunehmend rotverschoben:

Hat der Stern einmal den Schwarzschild-Horizont iiberquert, kann die endgiiltige
Singularitidt durch nichts mehr aufgehalten werden.

1.3.5 Schwarze Lo6cher und ihre Eigenschaften

Wir wollen nun eine genaue Defintion des schwarzen Loches geben [Wala]. Hier-
bei versucht man die Idee einer Region ohne Fluchtmoglichkeit zu préazisieren.

Definition 1.9 (M, g,.,) heifit eine stark asymptotisch vorhersagbare Raum-
zeit, falls es in der unphysikalischen Raumzeit (/\?l,g,w) eine offene Region
V C M mit MOJ=(ZT) C V gibt, so daff (V,§,.) eine global hyperbolische
Raumzeit ist. Eine stark asymptotisch vorhersagbare Raumzeit (M, g,.,) besitzt
ein schwarzes Loch, falls M nicht in J=(Z7) enthalten ist. Die Region des
schwarzen Loches ist dann die Menge B := M\J~(ZT).

Das Ereignishorizont eines schwarzen Loches H := hg = 9(J~(Z7)) ist defi-
nitionsgemé&fl der Rand von B und damit auch der Rand der Vergangenheit von
Z7. Es iiberrascht einen sehr, daf} ein schwarzes Loch nur durch die Masse, der
Ladung und den Drehimpuls charakterisiert wird. Alle anderen Eigenschaften
des Sternes gehen durch den Kollaps verloren. Diese Aussage ist bekannt als
das
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Theorem 1.10 (No Hair-) Das externe gravitative und elektromagnetische Feld
eines stationdren schwarzen Loches wird durch seine Masse, Ladung und sein
Drehmoment vollstindig bestimmd.

Ein schwarzes Loch hat demnach keine anderen Eigenschaften, kein anderes

Haar. Man kann weiterhin zeigen, dafl alle stationéren schwarzen Locher axial
symmetrisch sind. Alle statischen, nicht rotierenden werden nur durch die Mas-
se und die Ladung beschrieben.
Die enge Beziehung zwischen der Thermodynamik, Gravitation und Quanten-
physik ist ebenfalls verbliiffend [Wal99]. Es hat sich herausgestellt, dafi be-
stimmte Gesetze schwarzer Locher engste mathematische Ahnlichkeiten mit den
gewohnlichen, bestens bekannten Gesetzen der Thermodynamik haben. Fiir die
Aufstellung dieser Sétze mufl etwas Vorarbeit geleistet werden. Fiir ein stati-
onéres, axialsymmetrisches schwarzes Loch mit der ¢ — ¢-orthogonalen Eigen-
schaft existiert ein zum Ereignishorizont orthogonales Killing-Vektorfeld

g = 1 + 0,
wobei t* das Killing-Vektorfeld des statischen schwarzen Loches ist.

Definition 1.11 In der obigen Gleichung heifst Q die Winkelgeschwindigkeit
des Horizontes.

Definition 1.12 Sei K ein Killing-Horizont mit dem dazu orthogonalen Killing-
Vektorfeld &, dann heifit die Funktion k, definiert durch

VI (€78) = —2kE",
die Oberflichengravitation von IC.

Die Existenz ist deshalb gewihrleistet, da nach Definition £”¢, = 0 auf K,
muf} auch V# (£7¢,) senkrecht auf K stehen. Folglich miifilen die Vektoren in
jedem Punkt auf K eine proportionale Beziehung haben. Man kann zeigen, daf3
bei einem stationdren, schwarzen Loch der Ereignishorizont ein Killing-Horizont
sein mufl. Weil die Kruskal-Raumzeit ein stationéres, rotationssymmetrisches
schwarzes Loch beschreibt, sind die beiden zueinander orthogonalen Ereignis-
horizonte h4 und hp Killing-Horizonte. Man nennt dieses Paar (ha, hp) einen
verzweigten Killing-Horizont und den Durchschnitt der Horizonte die Bifurka-
tionssphére.

Wir stellen nun die Hauptséitze der Thermodynamik den Sétzen iiber die Dy-
namik schwarzer Locher gegeniiber:
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Gesetz | Thermodynamik schwarzes Loch

0. T = const fiir thermisches | kK = const iiber allen K
Gleichgewicht
1. dU =TdS — PdV + QdJ dM = g=dA + Qs 1 dJ
. dS > 0 fiir alle Prozesse dA > 0 fiir alle Prozesse
3. T = 0 kann durch phys. Pro- | k = 0 kann durch phys. Pro-
zess nicht erreicht werden zess nicht erreicht werden

Hier sind M die Masse, J das Drehmoment und A die Oberfldche des schwar-
zen Loches. Aufgrund der offenkundigen Analogien spricht man von der ” Ther-
modynamik schwarzer Locher”. Der zweite Hauptsatz besagt, dafl durch keinen
Prozess, z.B. Kollision schwarzer Locher, die Gesamtoberfliche verkleinert wer-
den kann. Die Planck-Nernst-Formulierung des dritten Hauptsatzes, S — 0
fir T — 0, findet bei schwarzen Lochern keine Entsprechung, da es extreme
schwarze Locher, d.h. mit kK = 0, bei endlichem A # 0 gibt.

1.3.6 Die Hawking-Strahlung

Weiter oben haben wir besprochen, dafl aus dem Gebiet r < rg weder Teilchen
noch Strahlung nach auflen entkommen kénnen. Teilchen kénnen jedoch in die-
ses Gebiet eingesogen werden, wodurch das schwarze Loch an Masse gewinnt.
Bei dieser Argumentation haben wir uns jedoch nur auf die klassische Phy-
sik beschrinkt und quantenmechanische Effekte nicht beriicksichtigt. Hawking
konnte 1975 zeigen [Haw75], daf aufgrund von quantenfeldtheoretischen Effek-
ten nicht rotierende, ungeladene schwarze Loecher doch nicht ’ganz schwarz und
unsichtbar’ sind wie bis dahin angenommen, sondern permanent Strahlung, die
sogenannte Hawking — Strahlung, abgeben und damit auch Masse verlieren.
Diese Arbeit von Hawking war deswegen erstaunlich, da er zeigen konnte, dass
schwarze Locher sich wie heifle Korper mit der Temperatur T' = ;;T—”k = %,
der sogenannten Hawking — Temperatur, verhalten. Wir wollen kurz und qua-
litativ besprechen, wie die Hawking-Strahlung zustande kommt.

Im Rahmen der Quantenfeldtheorie gibt es im Vakuum permanent Fluktuatio-
nen von Quantenfeldern, bei denen in extrem kurzen Zeitabstinden ’virtuelle’
Teilchen-Antiteilchen-Paare erzeugt werden, die sich sogleich wieder vernich-
ten (Heisenberg’sche Unschirferelation). Geschieht so ein Vorgang nahe genug
am Ereignishorizont, so besteht die Moglichkeit fiir das Teilchen mit negativer
Energie noch vor der Vernichtung durch den Ereignishorizont durchzutunneln.
Beim Ubergang von r > 7o nach r < 7 tauschen nun aber die Raum- und
Zeitkoordianaten ihre Rollen, den fiir die ¢-Richtung, %, gilt

12

( TQ) {< 0, d.h. zeitartig  fiir r > r¢
gt = —
r

> 0, d.h. raumartig fiir < ro,
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und fiir die r-Richtung, %,

70\~ ! | > 0, d.h. raumartig fiir r > rg
Grr = ( )

! T < 0, d.h. zeitartig  fiir r < ro.

So ist es jezt moglich, dafl das auBlerhalb des schwarzen Loches klassisch

verbotene Teilchen mit negativer Energie innerhalb weiter existieren kann. Ge-
nauer, beim Ubergang wird aus der, fiir lingere Zeiten verbotenen, negativen
Zeitkomponente —% eine negative rdumliche, und damit erlaubte, Komponen-
te, wiahrend aus der positiven Raumkomponente p eine positive, und damit
ebenfalls erlaubte, Zeitkomponente entsteht. Das andere von Anfang an erlaub-
te Teilchen enkommt einer Annihilation und macht einen Teil der Strahlung
aus. Da dieses Teilchen positive Energie besitzt, wahrend das schwarze Loch
das Teilchen mit negativer Energie eingefangen hat, verliert das schwarze Loch
bei diesem Proze8 an Masse. Die Wahrscheinlichkeit des Tunnelvorganges wird
bestimmt durch die Oberflichengravitation x, denn diese Grofle legt fest, wie
schnell der Killing-Vektor raumartig wird.
Fiir ein schwarzes Loch der Masse unserer Sonne mq = 1033¢ liegt die Hawking-
Temperatur deutlich unter der kosmischen Hintergrundstrahlung, was eine ex-
perimentelle Uberpriifung erschwert. Auch wuerde ein solches schwarzes Loch
mehr Masse absorbieren als abstrahlen. Bei kleineren primordialen schwarzen
Lochern, die durch Dichtefluktuationen im frithen Universum enstanden sein
konnten, wire die experimentelle Bestatigung wahrscheinlicher. Diese kleine-
ren Locher wuerden insgesamt mehr Masse abstrahlen. Die Endphase wiirde
explosionsartig ablaufen, denn fiir M — 0 geht wegen T' ~ % T — 0.
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Kapitel 2

Mikrolokale Analysis

Eine der grundlegendsten Eigenschaften physikalischer Gleichungen ist ihre Lo-
kalitdt, d.h. die Verkniipfung von physikalischen Gréflen zur selben Zeit und
am selben Ort oder zumindest in einer infinitesimalen Umgebung des Raumzeit-
punktes. Der Zustand in Q C R? zu einem bestimmten Zeitpunkt legt iiber die
physikalischen Gesetze den Zustand in einer Region Q C Q fiir spétere Zeiten
fest. Effekte auBerhalb von © kénnen jedoch innerhalb dieses infinitesimalem
Zeitintervalls Vorgénge in Q nicht beinflussen. Man kann dieses Prinzip auf
den Phasenraum iibertragen, das Prinzip der Mikrolokalitiit, also die Anderung
der Impulse geschieht mit endlicher Schnelligkeit. Die mikrolokale Analysis
beschéftigt sich mit dieser Thematik, sie ist die lokale Analysis im Kotangen-
tialbiindel. Die mikrolokale Analysis ist aus zwei Griinden sehr hilfreich in der
mathematischen Physik. Zum einen wird der Begriff des singuldren Punktes
einer Distribution prézisiert. Zum anderen gibt sie eine einfache Beschreibung
fiir die Ausbreitung dieser Singularitdten. In diesem Kapitel halten wir uns an
[Hee94],[Kg81] und [Tre80]. Die fiir diese Arbeit notwendigen Kenntnisse iiber
Distributionstheorie kann man z.B. in [Wal94] erhalten. Ansonsten gibt es die
Klassiker [Hor90], [H6r71] und [Dui72]. Eine iibersichtliche Einfithrung findet
man in [Jun95] oder aber auch in [Kra99].

Wir wollen diese beiden Punkte etwas genauer formulieren. In der Theorie der
linearen partiellen Differentialgleichungen (PDG) ist es moglich, schon aus der
Form der Gleichung

Pu=f
pP= Z aa(l‘)Do‘, Ao € COO(Q), D% = (_Z‘)Ialaa
[a|<m
u, f€D(Q), QcRrR*!

auf die Regularitit der schwachen (distributionellen) Losung u, d.h. aus der
alleinigen Kenntnis des Differentialoperators P und der Inhomogenitét f, recht
weitgehend auf Singularititen von w zu schlieffen. Hierfiir verallgemeinert man

27
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den Begriff des singuldren Trégers singsupp(u), also der Menge aller Punkte aus
Q, die keine Umgebung besitzen, in der u als C*°-Funktion darstellbar ist, zu
der sogenannten Wellenfrontmenge W F(u) von u. Sie ist eine Teilmenge des
Kotangentialraumes 2 x R™ von € und gibt auler der Singularitéit selbst noch
die Richtung dieses singuldren “Verhaltens” von u an.

Man kann iiber zwei verschiedene Wege zum Begriff der Wellenfrontmenge ge-
langen, die lokale Fourier-Transformation und die Pseudodifferentialoperatoren
(PsDO). Es ist weiterhin moglich, den Singularitédtsbegriff fiir PSDOn entspre-
chend zu definieren, genannt der Mikrotriger pusupp(P). Die enge Beziehung
der beiden Groflen driickt sich aus in

WF(Pu) C WF(u) N usupp(P),

der verschirften Form der “Mikrolokalitdtseigenschaft”

WF(Pu) C WF(u).

In der Theorie der PsDOn spielen elliptische eine besondere Rolle. Man kann
beweisen, dafl die Anwendung dieser PsDOn auf Distributionen deren Wellen-
frontmenge nicht dndert

(0,&) € WF(u) <= (20,&) € WF(Pu), (x0,&) € QxR"

Da P genau dann elliptisch ist, wenn (zg, &) keine Nullstelle des fithrenden
Symbols pg von P ist, und durch jede Nullstelle eine Kurve, die sogenannte
Null-Bicharakteristik

Y:RO2T — QxR mit po(y(s))=0 Vsel

lauft, kann man zeigen, dafl unter gewissen Voraussetzungen an pg die Singula-
ritdten von u sich ldngs v ausbreiten:

dsel:y(s) e WF(u) = Vs el:v(s) € WF(u).

2.1 Wellenfrontmengen

In der Distributionstheorie ist uns der Begriff de singuléren Trigers singsupp(u)
einer Distribution u € D'(€2) wohlbekannt. Diese Menge enthélt all die Punkte
aus der offenen Teilmenge 2 C R™, die keine offene Umgebung besitzen, in der u
als C*> darstellbar ist. Die Wellenfrontmenge prézisiert nun diesen Begriff. Als
Teilmenge des Kotangentialraumes €2 x R™ gibt sie zusétzlich zu jeder Singula-
ritét noch die Richtung, in die sich die Distribution u singulér verhélt, an. Wir
wollen im folgenden die Wellenfrontmenge einfithren und deren Eigenschaften
besprechen.
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Zunéchst einmal wissen wir, daf} eine Distribution u in einer Umgebung von
x genau dann C*, falls eine Funktion ¢ € C§° () mit ¢ = 1 in einer x-Umgebung

existiert, so dafl &L schnell abfillt, d.h.

YVNeN: ICy>0: VEER™: |pu(€)| < Cn(1+l¢%)~N.

Man kann sich nun fragen, ob eine Abschwichung der obigen Forderung an
die Distribution einen préiziseren Glattheitsbegriff mit sich bringt. Wir wol-
len deshalb den schnellen Abfall nicht fiir den ganzen Raum, sondern nur fiir
unbeschriankte Teilmengen des R™ verlangen.

Definition 2.1 Eine Teilmenge I’ C R™ bzw. I' C R™ ng_l heifst kegelformig
bzw. kegelformig (oder Kegel) in &, falls gilt:

el = Xel/, VA>0,Véel' bzw.

(,) el = (z,X) €T, VYA>0,V(x,§) el (2.1)

Die Menge aller kegelférmigen Umgebungen von & € TV bzw. (x,§) € T be-

zeichnen wir mit K(§) bzw. R(x,§). Firv € E'(R™) definieren wir die Menge

Y(v) C RY folgendermafen: & € RY liegt genau dann nicht in 3(v), falls ein
Kegel T existiert, so daff v (€ C°(R™)) in I’ schnell abfillt.

> ist abgeschlossen und ebenfalls kegelférmig in R?. Weiterhin gilt fiir

v € &'(R™) und ¢ € D(R™): (¢v) C X(v). Wir sind jetzt in der Lage, eine De-

finition fiir die Wellenfrontmenge zu geben. Die oben besprochene zusétzliche

Information iiber die Richtigung der singulidren Eigenschaft der Distribution
erhalten wir durch die Einbeziehung von X.

Definition 2.2 Fiir die Distribution u € D' heifit die Teilmenge von Q x R?

WF(u):= ] | {2} x N S (¢u) (2.2)
z€Q PED(Q)
¢=11in z-Umgebung

die Wellenfrontmenge.

Eine andere Formulierung ist die folgende:

d¢ € D, ¢ = 1in x-Umgebung, T € K(¢) :
YN eN: 30N : VEET: |pu(é)] < On(1 +|€2)~N
(2.3)

($,§)¢WF(U)<=>{

An all denjenigen Punkten z, die nicht in der Wellenfrontmenge enthalten
sind, ist somit die Distribution u glatt. Analog zu Umgebungen eines Punktes
in Q spricht man von mikrolokalen Untersuchungen bei infinitesimalen Umge-
bungen eines Punktes in {2 x R7.
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Satz 2.3 Fiir die Wellenfrontmenge WF (u), u,v € D'(Q), gelten die folgenden
Aussagen:
(i) Fiir jedes u ist W F (u) abgeschlossen in Q x R? und kegelformig in €.
(it) Fir die komplexkonjugierte u gilt:
WF@) = -WF(u), dh ((z,€) € WF(@) < (z,—€) € WF(u)).

(i4i) Zu jeder abgeschlossenen, kegelformigen Menge A C Q x R? gibt es eine
Distribution uw mit WF(u) = A.

(iv) Fiir die Summe von uw und v gilt: WF(u+v) C WF(u) UWF(v).
(v) Fiir das Tensorprodukt lift gilt die folgende Beziehung:
WF(u®v) CWFEF(u) x WF(v) U ((supp(u) x {0}) x WF(v))
U (WE(u) x (supp(v) x {0})).

(vi) Gegeben sei ein Diffeomorphismus x : Q+— Q', Q,Q C R™. Dann gilt fiir
WF(u) der mittels x zuriickgezogenen Distribution u € D' (Q'):

WF(x*u) = x"WF(u) := {(z,"[Dx(2))€) : (x(),€) € WF(u)},
wobei x*u(¢) := u(det(Dy) '¢pox™'), ¢ € D(Q).

(vii) Es gilt die folgende Beziehung zum herkimmlichen Singularititenbegriff:
7o (WF(u)) = singsupp(u).

Der letzte Punkt zeigt deutlich, dafl die Wellenfrontmenge eine Verfeinerung
des singuldren Trigers darstellt. Die Wellenfrontmenge verhilt sich unter Ko-
ordinatentransformationen verniinftig, denn nach (vi) transformieren sich ihre
Elemente wie Kotangentialvektoren.

Ein prominentes Beispiel soll nun uns helfen, die Gréfle Wellenfrontmenge besser
zu verstehen.

Beispiel 2.4 Der singuldire Trager singsupp(dq) der Diracschen 0-Distribution
< b, >:= ¢(a), ¢ € D(R™), besteht aus dem Punkt {a}. Wir erwarten also
0 #£WF(,) C{a} x R*. Aus

1604(6)] = | < 8aype™ > | = |g(a)] = 1

schliefit man, dafs &S\Q konstant und ungleich Null ist und damit in keinem Kegel
schnell abfallen kann, also WF(d,) = {a} x RZ.

Das Konzept der Wellenfrontmenge ermoglicht uns, die Existenz von Pro-
dukten von Distributionen zu iiberriifen . Im allgemeinen kann man Distributio-
nen im Gegensatz zu differenzierbaren Funktionen nicht miteinander punktweise
multiplizieren. Wir wissen aber schon, dal das Produkt von Distributionen mit
disjunktem singulédren Tréger stets existiert
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Satz 2.5 Gilt fiir u,v € D'(Q) und fir alle x € Q

(2,0) ¢ WE(u) @ WF(v) :={(z,§+n): (2,8) € WF(u), (z,n) € WF(v)},

dann existiert fir alle v € Q das Produkt

—

(€)== Gy [ Ui~y 6 € D(@).6 = 1inT.

und es besteht die folgende Beziehung:
WF(u-v) C(WF(u)®WF () NWEF(u)UWF(v).

2.2 Pseudodifferentialoperatoren, Mikrotriger

Man kann einen anderen Weg als das lokale Verhalten der Fouriertransforma-
tion wéhlen, um zum Begriff der Wellenfrontmenge zu gelangen. Dieser Weg
fithrt iiber die PsDOen, genauer man bezieht sich auf die Symboleigenschaften
derjenigen PsDOen, die die Distribution u glitten. Zunéchst wollen wir die
PsDOen einfithren und einige wirklich grundlegenden Eigenschaften behandeln
und mochten diese Aussage ins Mikrolokale tibersetzen.

2.2.1 Pseudodifferentialoperatoren

Betrachten wir zunaéchst den Differentialoperator mit verédnderlichen Koordi-
naten

p(z, D) := Z aq(z)DS,

la|<m

dann gilt:

o Dyule) = eplanD) [ Qe eane

— oy | P ga@eans

mit der Fouriertransformierten 4 und p(z,§) := 37|, <,, @a (7)€ Man kann
nun den DO mit verinderlichen Koeffizienten verallgemeinern, indem man das
Polynom p(z, £) durch sogenannte Symbole ersetzt.
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Definition 2.6 Sei Q C R” offen, m € R und 0 < 6 < p < 1,0 < 1. Dann
heifit p € C(R? x [R’g) ein Symbol der Ordnung m und vom Typ p,d, falls p die
folgende Bedingung erfillt:

Va,BE€NG : 3Cap >0 (|3?35p(w,§)| < Cop(1+ [¢2)mrolb=rlel, o)
Y(z,£) € R" x [R"). '

Den Vektorraum aller Symbole bezeichnen wir mit S7's = S7's(R™). Uberdies
seien

S = ({Sislm € RY = ({Sislm € R}, 855 == | J{Sps|m € R}

Der Raum der Symbole wird mit den Halbnormen

pILh, = sup{|FOZI(1 + €Y7 ;0 8 € N, o+ Bl < 1, (z,€) € o)

zum Fréchet-Raum. Wir werden uns im weiteren Verlauf der Arbeit nur mit
Symbolen der Klasse S™ = ST, beschiftigen.

Definition 2.7 Seim’ € R und 0 < §' < p/ <1, 4" < 1, die ibrigen Symbole
wie oben definiert. Dann bezeichnet man mit S)';" = S'™ (R™) den Vektor-
raum aller p € COO([R,JQE”’I, X [Ré"g,), fiir die gilt:

Va,o/, 3,8 €Ny : 3Co.arprp > 0: V(z, 2/, €, €) € R?™ x R*™

(10202 0000 ple, o/, €, €| <Caarp (1 + g2y o171l
) . (2.5)
(1+ €12 + |27 (1 + ¢/ 2y =PleT)

Die Elemente von Sg?(gm, heifsen Doppelsymbole.

Auch den Raum S%m, kann man mit der Halbnorm

19, .= sup{[02 0/ 0207 pla, 2/, €, €/)|(1 + |¢[2)~(m+81A=sleD
23
L+ 2+ €)1+ g2~ =pleD oo/, B, B € N,

lo+a + 8+ B <l (w,2',6,¢) € R}

zum Fréchet-Raum gemacht werden. Wir setzen wieder S™™ = Sf?ém,.
Wir wollen jetzt endlich die Definition von PsDOen geben.
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Definition 2.8 Zu jedem p € S§', kann durch

p(X, D,) : S(R*) — S(R™)
u p(X, Dy)u

mat

p(X, Dy)u(z) = / p(x, Dy )t(€)e'™ d¢

= //p(m, D )u(x')i(x — 2")€)dz' d€, u € S(R"), z € R™,
(2.6)

der Pseudodifferentialoperator (PsDO) P = p(X, D.) des Symbols p definiert
werden. Den Raum der PsDOen bezeichnen wir mit Sgtlp([R"). Wir setzen

8™ =87, 8 = J{8": meR}, 87 :=(|{8" : m € R}

Die PsDOen aus §~°° heiffen reqularisierend.
Fiir den PsDO P € ngp definieren wir den zu P formaladjungierten P* bzw.
transponierten tP PsDO durch

< Pu,v>=:<u, P> baw. < Pu,v>=<u,'Pv> VYu,veS[R").
P* und tP liegen wieder in P € S5y

Die Abbildung

5p(R") = 85, (R")  p=p(X, Dy)

ist bijektiv und ihre Umkehrabbildung wird mit o bezeichnet. Jeder PsDO
P ist als Abbildung P : § — S linear und stetig, d.h. zu jedem [ € Ng existiert
ein C; > 0 und I’ € Ny mit

Puls < Cilpl§) [uld vue s, P=p(X,D,) e

Fiir die Konstruktion von PsDOen ist der folgende Begriff sehr hilfreich:

Definition 2.9 Sei (m;)ien,, mi € R, eine monoton fallende Folge mit lim;_oom; =
—00, p € S5, und p; € Sgllj Vi € No. p lafit sich aus (pi)ien, asymptotisch ent-
wickeln, mit der Schreibweise p ~ > 72, pi, falls gilt:

N-1
p— ZpiESg‘pN VN € Np.
i=0
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Lemma 2.10 Seien (m;)ien,, (Pi)ien, wie in der Definition gegeben, dann exi-
stiert ein p € S(T; mit

oo
b~ Zpi-
i=0
p ist modulo S™° eindeutig festgelegt.

Einige Eigenschaften von Produkten von PsDOen fassen wir zusammen in
dem folgenden

Satz 2.11 Seien p € S§',, ¢ € SP", sowie P := p(X,D,), Q := ¢(X, D).
Dann gilt:

(i) Die Hintereinanderausfihrung PQ liegt in Sg?/;m,.

(i) PQ wird durch das Doppelsymbol

ple, )i’ €') = r(z, 2, €,¢) € Sy

erzeugt, d.h. PQ=r(X,X', Dy, Dy/). Es gilt

O} < () (@) vl e N
S;L/;WL, — Zrnla,/fl |p|Sng |p|sgL; € 0-

7|

(iii) Seir € Sg?l;m, mit r(X, D;) = PQ. Dann gilt fiir r

1 =\ [ (03
e Y —0gp- (—)0zg

a>0

(iv) Aus p~> p; und ~ Y q; folgt

1 )
T Y =08 (—1)0tg;,
a>0
1,7 E€No
d.h. man erhdlt die asymptotische Entwicklung des Produktes von PsDQOen
aus denen der beiden Faktoren.

Eine wichtige Klasse von PsDOen bilden die sogenannten ellyptischen.
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Definition 2.12 Ein PsDO P € 8§, heifit elliptisch, falls es ein Co > 0 und
ein R >0 gibt, so daff sein Symbol p
p(z, &) = Co(L+ €)™, V(z,€6) € R*, [§| > R

erfillt. Q' € 85", heift Linksparamatriz bzw. Rechtsparamatriz von Q € 8§,

falls
Id—Q'Qe8§ bxw. Id—QQ €8 .

Q' mit beiden FEigenschaften wird Paramatriz von QQ genannt.

Sind die Bedingungen aus der Definition fiir die asymptotische Entwick-
lung gegeben, so kann ma zeigen, daf} fiir die Elliptizitdt von p die Forderung
inf{|po(z,&)| : (z,£) € R™ x S™} > 0 hinreichend ist. Jeder elliptische PsDO

Pe ngg besitzt eine Paramatrix @ € S;g".

Definition 2.13 Fiir jedes s € R ist der Sobolevraum

Hy(R"):={ueS(R"): <D, >*ue Ly(N)},
< D, >%¢€ 8% ist ein PsDO mit dem Symbol (1 = |£|?), mit dem Skalarpro-
dukt
(u,v) =€ (L+ [ 0(€)a(O)d¢, u,v e H,
ein Hilbertraum.

Wegen s < ' = Hy(R™) C Hy(R™) setzt man

Hyo(R™) :=N{Hs(R"): s€R} und H_(R"):=U{HsR"): s € R}.

Nach dem Einbettungslemma von Sobolev gilt

Hy(R") CCHR™) und 3Chs>0: (Ju(@)| < Chrs|lullan, VoeR™, ue Hy(R™),
und insbesondere ist Hoo(R™) C C*°(R™).
Satz 2.14 Sei P € 8];

(i) Dann ist P auf Hoo (R™) definiert.
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(i) P hat die Abbildungsvorschrift

P Hy(R") = Hy_p(R™)

und st als Funktional stetig. Desweiteren gilt:

€ B(R") C C®(R") (2.7)

Definition 2.15 Der distributionellen Kern Kp € D'(R} x RY,) von P € 875
wird durch

< Kp,uxv>=<Pu,v> VYu,ve DR")
definiert.
Fine abgeschlossene Menge M C R™ x R™heifst vom eigentlichen Typ (v.e.T.),
falls gilt:
(KXRY)NMCR"XR" AN R"XK)NMCR"xR" VK CR",

wober “T: kompakte Teilmenge von” bedeutet. P € 875 heifst v.e.T., falls
supp(Kp) v.e.T. ist.

Nach dem Kerntheorem von Schwartz existiert K p und ist eindeutig. Der
PsDO P ist genau dann v.e.T., falls das folgende Kriterium erfiillt ist:

VK CR": 3K'CR": Vu e D(R"): (supp(u) C K = supp(Pu), supp(*Pu) C K')
Man findet fiir P € SZjé immer eine Zerlegung P = Py + P’, wobei P € SZZ;
und P’ € 8 sind. Ein PsDO P v.e.T. 148t sich auf genau eine Weise zu einem
stetigen Operator
P:D'(R") = D'(R")

fortsetzen. Weiterhin sind die drei Restriktionen

P& ([R") = E'(RY), P:C®(R™) = C=(R"), P: D(R") - D(R")

in ihren Definitionsbereichen stetig.
Wir hatten angekiindigt, daff man mit Hilfe von PsDOen die Wellenfrontmenge
einer Distribution ebenfalls charakterisieren kann.
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Satz 2.16 Seiu € D'(R™), dann gilt fir die Wellenfrotmenge

WF(u) = ﬂ char(P), (2.8)

pPes’
PueC™

wobei char(P) = char(p) := {(z,&) € R" x R} : p(x,£) =0}
die charakteristische Menge ist.
Zuletzt erwihnen wir die Pseudolokalitatseigenschaft in dem folgenden

Satz 2.17 Gegen sei P € ngg mit seinem distributionellem Kern Kp € D'(R™x
R™). Dann gilt:

singsupp(Kp) C A :={(z,2): = € R"}.

Hieraus folgt

singsupp(Pu) C singsupp(u) (2.9)

fiir alle w € &'(R™) oder u € D'(R™), falls P v.e.T. ist.

2.2.2 Mikrotrager

Nun sind wir in der Lage, den zweiten Zugang zu beschreiten. Als Resultat
werden wir neue, zu den schon bekannten dquivalente Definitionen formulieren.
Wir werden auf diesem Weg die Symboleigenschaften derjenigen PsDOen aus-
nutzen, die u glatten. Wir wissen, daf jeder PsDO aus §™*° H_,, in Hy, C C™
abbildet, d.h. ein Symbol, das in all ihren Ableitungen hinreichend schnell
abfillt, erzeugt einen PsDO, der zumindest alle finiten Distributionen (wegen
E' € H_.) zu C™®-Funktionen umwandelt. Aufgrund von Ahnlichkeiten zwi-
schen dem Definitionsbereich eines Symbols und der Menge, in der die Wellen-
frontmenge liegt, driangt sich einem die folgende Frage auf: Wenn unser Symbol
in einer Keilformigen Menge I' C R? x R} in allen Ableitungen schnell ver-
schwindet, gilt dann nicht WF (p(X, D,)) NT = @7 Diese Gedanken sollten uns
zum weiteren Studium genug motivieren. Wir fangen mit der Definition des
zentralen Begriffes.

Definition 2.18 Der Mikrotriger eines PsDOs P bzw.dessen Symbols p usupp(P) =
usupp(p) C R x RY ist definiert durch:

I’ e ﬁ(l‘o,fo) s VYo, B € D\lg, N eN: 30]\[7(1713 >0:
V(z,8) €T : |0g07p(w,€) < COnap(1+ %) 7N,
(2.10)

(z0,&0) & psupp(p) & {
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Die wichtigsten Eigenschaften fassen wir zusammen in dem folgendem

Satz 2.19 Gegeben seien die PsDOen P = p(X, D), Q = ¢(X, D) mit p,q €
S°°. Dann gilt:

(i) psupp(P) ist abgeschlossen in R™ x R? und kegelformig in &.
(i) psupp(P + Q) € psupp(P) U psupp(Q).
(i1i) psupp(PQ) C psupp(P) N psupp(Q).

(iv) psupp(P) C I'NRY xR} fiir abgeschlossene, kegelformige I' C Ry x R mit
supp(p) C T

(v) psupp(P) = psupp(Q) fir P —Q € 8.

(vi) p fillt in allen Ableitungen in einer kegelformigen Umgebung von T fiir
kegelkompakte T' C R” x R? mit usupp(P)NT = & ab.

Wir beschrianken uns auf Distributionen {iber den R™. Man kann die folgen-
den Ergebnisse auch auf offenen Teilmengen von R™ verallgemeinern, z.B. die
Definition der PsDOen von Hormander gebraucht.

Man kann sich die Frage stellen, ob man bei der Definition der PsDOen nur
u € S(R™) zulassen darf, oder ob eine Verallgemeinerung auf finite Distributio-
nen u € £'(R™) doch noch moglich ist.

Satz 2.20 Seien p € S und P :=p(X, D,).

(i) Existiert fiir u € £'(R™) und die offene Menge U C R™) eine integrierbare
Funktion f : R} — RT U {oo}, so daff

p(z, Ou(é)] < f(§) V(z,§) € U xR",

dann ist Pu € C(U), und es gilt:

Pu(zx) = / p(x, )U(€)e™™ de Vo e U.

Fallt (x,&) = p(x,§)u(§) in allen z-Ableitungen schnell in U x RY ab, so
ist sogar Pu € C*°(U).

(ii) Bei psupp(P) = & gilt die obige Integraldarstellung fir alle u € £'(R™)
und alle x € R™, und P bildet &'(R™) in C*(R™) ab. Ist P v.e.T., dann
wird auch D'(R™) in C*°(R™) abgebildet.

Fiir unser Ziel, neue dquivalente Definitionen fiir die Wellenfrontmenge zu
formulieren, miissen wir noch die Begriffe Elliptizitit und Paramatrix ins Mi-
krolokale iibesetzen.
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Definition 2.21 p € S™ heifst elliptisch in (x9,&) € R™ x R, falls es ein
T € R(x0,&) und C, R > 0 existieren, so dafl

Ip(z0,&0)| = C(L+ €)™ V(zo,&) €T, |€] > R.

Man kann zeigen, daf§ fiir in (z9,&) € R™ x R? elliptische PsDOen mit
p€S™ (x0,&) € usupp(p) gilt. DaB elliptische PsDOen auch im mikrolokalen
Fall eine “mitkrolokale Paramatrix” haben, besagt der folgende

Satz und Definition 2.22 Zu jedem in (zg, &) € R™ x RY elliptischen PsDO
P € 8™ existieren PsDOen Q,Q" € 8™ v.e.T. und ein T’ € Ry(xo, &) mit

usupp(Id — PQ)NT = psupp(ld — Q'P)NT = @.

Q bzw. Q' heift (mikrolokale) Rexhts- bzw. Linksparamatriz von P in
(xo,&0). Ferner gilt psupp(Q — Q)Y NT = &, und Q bzw. Q' ist Links- bzw.
Rechtsparamatriz in (xo,&o). Sie heiffen daher Paramatrizen von P in (xo,&p).

All diese Vorbereitungen dienten dazu, um die drei unten angefiihrten, zur
urspriinglichen Definition der Wellenfrontmenge dquivalenten Aussagen formul-
lieren zu kénnen.

Satz 2.23 Fiir u € D'(R™) und (z9,&) € R™ x S,, sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) (xo,&) ¢ WE(u).

(ii) ACg € Ro(wo,&0), P € 8®v.eT. : psupp(Id — P)NTo =@ A Pu e C>.
(i) To € Ro(xo,&0) : VP € 8 wv.e.T.: (usupp(P') CT = P'u € C™).
(iv) AP" € 8= wv.e.T.: P" istelliptischin (xo,&) N P"u € C™.

2.2.3 Die Mikrolokalitiatseigenschaft

Mit Hilfe des letzten Satzes, genauer der Aquivalenzbeziehung zwischen (i) und
(iii) aus dem Satz (2.23), kann man die im Vorwort angekiindigte, verschirfte
Form der Mikrolokalitétseigenschaft beweisen.

Satz 2.24 Fiir P € 8 und alle u € D'(R™) gilt
WF(Pu) C WF(u)N usupp(P).
Die Teilinklusion heifit (Pseudo-)Mikrolokalititseigenschaft.

Weiterhin gilt fir alle ¢ € C*°(R™)

WF(ypu) C WF(u).
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Fiir elliptische PsDOen wird aus der Inklusion eine Gleichheit.

Satz 2.25 Ist P € 8 in (x9,&) € (R™) x (RY) elliptisch, dann gilt sogar:

(20,&0) € WF(Pu) & (x0,&) € WF(u),

fiir w € D'(R™) falls P v.e.T., und fir u € H_o sonst.

2.3 Ausbreitung von Singularititen

Der Ausbreitungssatz wird besagen, dafl Singularitéiten entlang ganz bestimm-
ter Kurven, den sogenannten Null-Bicharakteristiken, wandern. Dieser Begriff
kommt aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen, denn bei der
Losung von PDGen erster Ordnung

ai(21y ey 2n) =— + a(21, ooy Zn)u = (21, .., 2n)

1

n

Gzi

K2

sind die charakteristischen Gleichungen ein wichtiges Werkzeug. Bei der
folgenden Definition beschréinken wir uns auf den Fall a = 0.

Satz und Definition 2.26 Fir den linearen DO erster Ordnung H := Y., %,

C>(U), U C R™ offen, definieren wir das System der chakteristischen Gleichun-
gen von H durch:

dry; .
CZ; (s) = ai(vl(s), ...,vn(s)), i=1,..,n.

Mit der Anfangsbedingung v(so) = 2o, o € R, 29 € U, existiert ein Intervall
so € I C R, und auf I genau ein vy, die dem Anfangsproblem geniigt. ~ €
C>°(I,U) wird charakteristische Kurve von H durch den Punkt zy genannt.

Diese Grofle ist insofern hilfreich, als die Vorgabe eines Wertes fiir eine
Losung w in einem Spurpunkt von v alle Werte von u auf der gesammten Spur
von v determiniert.

Wir werden im folgenden einen ganz speziellen Differentialoperator, den soge-
nannten Hamilton-Opreator brauchen.

Definition 2.27 Sei Q@ C Ryt offen und po € C*(Q x Rp*HY). Dann heifit der
lineare PDO erster Ordnung in 2n + 2 Variablen (Y1, ..., Yn-t1s My -y Mnt1)

n+1 n+1

0, 0,
Hp, = Z al;?ayi - Z 51;? ama

i=1 i=1

a; €
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mit den charakteristischen Gleichungen

dyy, 0 dyn, 0
L6 =5200), ) = 52 0)

Hamilton-Operator von pg. Die charakteristischen Kurven vy von Hp, heiffen
Bicharakteristiken von pg.

Da auf den Bicharakteristiken py wegen Hp,u = 0 konstant ist, heifit je-
de Bicharakteristik von pg, deren Spur eine Nullstelle von pg enthéllt, Null —
Bicharakteristik von pg.

Wir wollen nun den Ausbreitungssatz fiir Singularitdten geben.

Satz 2.28 Sei Q) C R**! offen, m € N und p das Symbol des linearen DOs
Z ao D%,  ay € CP(N) Va € [Ng"’l,
|| <m
dessen Symbol po, po(y,n) = Z|oz|§m aon®™, nur reellwertige Koeffizienten
haben darf. Seien weiterhin u, f € D'(Q) mit
Pu=f auf Q,
und v : I — Q x R*"HL eine Null-Bicharakteristik von po auf dem kompakten
Intevall I (fiir m =1 mup y(I) € Q x R**! gefordert werden), auf deren Spur
gelte
WF(f)n~(I) =@ sowie gradypo(y(s)) #0 Vse I

Dann gilt:

dso € I :v(s0) € WF(u) = ~v(I) CWF(u). (2.11)
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Kapitel 3

Quantenfeldtheorie in
gekrimmter Raumzeit

Bei einer Quantentheorie endlicher Dimension wird die ”kinematische Struktur”
vollsténdig von den kanonischen Kommutatorrelationen fiir die Orts- und Im-
pulsoperatoren beschrieben. Nach dem Stone-von Neumann-Theorem legen die-
se Kommutatorrelationen die Wahl des Hilbertraumes und der selbstadjungier-
ten Operatoren in diesem Raum bis auf unitire Aquivalenz fest. Im Falle unend-
licher Dimension gilt dieses Theorem nicht mehr, und man erh&lt bei der Kon-
struktion einer Quantenfeldtheorie unendlichviele, unitar unidquivalente und ir-
reduzible Darstellungen aus den Kommutatorrelationen. Im flachen Minkowski-
Raum kann man mit Hilfe der Poincaré -Symmetrie eine bestimmte Darstellung
auszeichnen, genauer definiert man iiber die Tranlationsinvarianz und die Spek-
trumsbedingung den Vakuumzustand. Diese Wahl ist mathematisch gleichbe-
deutend mit der Definition des Teilchenbegriffs. Leider geht beim Ubergang zu
beliebigen, gekriimmten Raumzeiten diese Poincaré -Symmetrie verloren, und
man stoft damit beim Teilchenbegriff auf Schwierigkeiten. Mit dem algebrai-
schen Zugang kann man diese Probleme umgehen. Mit diesem Ansatz ist man
in der Lage alle Zusténde in den vielen unitdr undquivalenten Hilbertrdumen
gleichwertig zu behandeln ohne sich auf eine bestimmte Darstellung der Kom-
mutatorrelationen festlegen oder eine genaue Teilcheninterpretation geben zu
miissen. Fiir die Auswahl der physikalisch sinnvollen Zustdnde wird dann ein zur
Spektrumsbedingung analoges Kriterium gegeben, die sogenannte Hadamard-
Bedingung. Mehr Details findet man in [Haa], [Freb], [Ful89], [Walb] und [BD].

3.1 Der algebraische Zugang zur Quantenfeld-
theorie

Bei der iiblichen Formulierung einer Quantentheorie geht man von Zusténden
als Vektoren eines Hilbert-Raumes aus und definiert dann die Observablen als

43
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die auf die Zustdnde wirkenden Operatoren. Beim algebraischen Zugang geht
man umgekehrt vor, d.h. man betrachtet die Observablen als Elemente einer
abstrakten Algebra und fiithrt darauthin die Zusténde als Objekte, die jeder
Observablen eine reelle Zahl zuordnen, ein.

Zunichst konstruiert man ein Netz von C*-Algebren A(O), d.h. jeder offenen
Teilmenge O C M wird eine C*-Algebra der in O mefbaren physikalischen
Groflen zugewiesen:

0 — A(0) (3.1)

Ist diese Abbildung einmal bekannt, dann kénnen im Prinzip alle physikalischen
Groflen berechnet werden. Die obige Zuordnung enthélt somit die gesamte phy-
sikalische Information. Die C*-Algebra A :=J, A(O) heifit dann die Algebra
der Observablen. Zwei Netze lokaler Observablen A(Q) und .A(O) heiBen zuein-
ander isomorph, falls eine Isomorphie i : A — A mit i[A(O)] = A(O) existiert.
Weiterhin wird gefordert, dafl das Netz die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Isotonie: 01 C O3 = A(O01) C A(O2).
e Lokalitdt: Fiir raumartig getrennte O und Os gilt [A(O1), A(O2)] = {0}.

Primitivitét: A besitzt eine treue irreduzible Darstellung.

Kausalitéit: O; € D(O2) = A(01) C A(O3).

e Kovarianz: Fiir jede Isometrie x : (M, g) — (M, §) existiert eine Iso-
morphie a,; : A — A mit a,[A(O)] = A(k(O)), g = id und oy, 0ty =

QKoK+

Im Falle des Minkowski-Raumes sind die Isometrien die Poincaré-Transformationen
und man erhélt die bekannte Forderung der Poincaré-Invarianz. Die ersten drei
Bedingungen sind identisch den Haag-Kastler-Axiomen, die die Quantenfeld-
theorie im Minkowski-Raum algebraisch formuliert haben.

Der Zustand auf dieser Observablenalgebra 4 wird durch das lineare Funktional
w: A — Cmitw(l) =1 (Normiertheit) und w(A*A) > 0 VA € A (Positivitit)
reprasentiert. Der Zustand w nimmt also die Rolle des Erwartungswertfunktio-
nals ein. Spétestens hier sieht man, dafl die *-Algebra-Struktur nicht geniigt
und fiir Messungen die C*-Algebra-Struktur notwendig ist.

Der Zusammenhang zwischen der algebraischen und der ”iiblichen” Formulie-
rung der Quantenfeldtheorie kann mit dem GNS-Theorem (Gelfand,Naimark,Segal)
gegeben werden, die besagt, dafl jede C*-Algebra durch eine C*-Unteralgebra
beschrinkter, linearer Operatoren auf einem Hilbert-Raum, £(#H), représentiert
werden kann. Der Beweis dieses Theorems ist konstruktiv und fithrt zur soge-
nannten GNS-Konstruktion.

Theorem 3.1 (GNS-Konstruktion) Sei A eine C*-Algebra und w : A —
C ein Zustand auf ihr. Dann existiert ein sogenanntes GNS-Tripel (H,w, 1),
bestehend aus einem Hilbert-Raum H := ®w65,4 H, einer Darstellung m :=
Doce, T Tw i A—> L(H), und einem Vektor [ >€ H, so daf gilt:
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o w(A) =<, m(A)Y > VA€ A und
o |¢) > ist zyklisch, d.h. T(A)|Y >= {n(A)|Y > | A € A} liegt dicht in H.

Durch diese Forderungen ist das GNS-Tripel bis auf unitire Aquivalenz
vollstdndig charakterisiert. Umgekehrt erhélt man bei gegebener Dichtema-
trix p : H — H und gegebener Darstellung 7 : A — L(H) den algebraischen
Zustand durch

w(A) = tr (pr(4) (3.2)

Die Menge aller Vektoren |¢) > und Dichtematrizen p in der GNS-Darstellung
eines algebraischen Zustandes w heifit das Folium vom w. Sind bei einer gege-
benen treuen Darstellung zwei Zustdnde w; und wo und eine endliche Anzahl
von Observablen in der Algebra gegeben, dann gibt es immer einen Zustand w
in dem Folium von wj, der wy beziiglich der Erwartungswerte beliebig genau
approximiert, |w(A;) — w2(4;)| < & mit &; > 0.

3.1.1 Das freie Klein-Gordon-Feld

Wir gehen zunéchst von der auf gekriimmte Raumzeiten verallgemeinerten Lagrange-
Dichte

L(z) = 5 (9" Vup(x)Vip(a) —m*p(z)® — ER(z)p(z)?)

N |

aus, wobei p(z) das skalare Feld, m die Masse des Feldquantes,R(z) der
Ricci-Kriimmungsskalar und ¢ eine reelle Zahl sind. Der Term £R(x)p(x)? re-
presentiert die einzig mogliche lokale, skalare Kopplung zwischen dem skalaren

und dem Gravitationsfeld [BD]. Die Variation des Wirkungsintegrals

S :/E(x)d"x

ergibt die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das skalare Feld :

(04 + m? + ER(x)) e = (9""V,.V,+ m? 4+ ER(x)) ¢
= (Igl‘% .9 9128, +m? + £R(w)) ©=0(3.3)

Hierbei ist O, der zur Metrik g gehérende Laplace-Beltrami-Operator und
lg| := | det g |. Wir betrachten jedoch in dieser Arbeit das einfachste Beispiel
einer Quantenfeldtheorie auf einer global hyperbolischer Raumzeit, ndmlich ein
skalares Feld, das die kovariante Klein-Gordon-Gleichung
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(Og+m®) =0 (3.4)

erfiillt. Diese Differentialgleichung enthéllt keine selbstwirkenden Terme und
man spricht deshalb vom freien Feld. Sie ist jedoch iiber den metrischen Tensor
mit dem Gravitationsfeld gekoppelt. Da die obige Gleichung eine hyperbolische
Differentialgleichung ist, ist das Cauchy-Problem nach dem Theorem von Lerray
eindeutig 16sbar [Dim8&0).

Theorem 3.2 (Cauchy-Problem) Sei 3 eine Cauchy-Fliche und ug,u; €
CP (X)), dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion u € C*° (M) mit

(Dg +m2) u=0, po(u)=muo, p1(u)=1u
und supp(u) C UU J*E (supp(u)),
i

wobei po(u) : C*°(M) — C=(X) der Restriktionoperator und pi(u) : C*°(M) —
C>(X) die Normalenableitung auf ¥ sind.

Es existieren folglich fiir jede Testfunktion f € D(M) avancierte und retar-
dierte Fundamentallésungen

Eqy/ret : DIM) — E(M)
f(x)

Eav/ret : (fa g) = Eav/ret(fa g) = (Eav/Tetg)(x)g%lex (35)

mit den Eigenschaften

(Dg + m2) Eav/ret = Eav/ret (Dg + m2) =1d
supp(Eq f) C JT(supp(f)) und supp(Eretf) C J~ (supp(f))

Die Differenz E := E,¢; — E4, ist eine antisymmetrische Distribution und
heifit die Fundamentallésung oder der Propagator der Klein-Gordon-Gleichung
und geniigt den folgenden Bedingungen:

(Og+m*)Ef =Ef (Og4+m?®) =0

supp(Ef) C J* (supp(f)) UJ~ (supp(f)), f € D(M).

Mit Hilfe der Feldgleichung und den Vertauschungsrelationen auf einer be-
liebigen Cauchyflache X
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[¢(x), ¢(y)] = 0
[¢($), az(b(y)] = iy (‘Ta y)
[¢(x), d(y)] = 0

erhilt man die Vertauschungsrelationen auf ganz M x M:

[0(x), ¢(y)] = iE(x, y)

Um das Quantenfeld als Operator definieren zu kénnen, mufl man mit dem
verschmierten Feld

/(b x)g? dmmzthD(M)

weiterarbeiten. Das Feld wird also als eine operatorwertige Distribution
angesehen, d.h. als eine lineare Abbildung ¢ : D(M) — L(H).

Wir betrachten jetzt eine unitale *-Algebra A, die von von den Elementen
o(f), f € D(M) erzeugt wird, und die die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Die Abbildung ¢ : D(M) — L(H) ist linear,

(i) o(f)* = o(f),
(iii ((D —|—m) )
(iv) [o(f), ¢(9)] = iE(f,9) Vf.g,€ DM).

Diese Algebra erhélt man, indem man die Borchersalgebra iiber D(M),
das ist die Tensoralgebra mit der speziellen *-Operation f* := f, durch das
Ideal, das von den Feldgleichungen und den Vertauschungsrelationen erzeugt
wird, dividiert. (Die lokalen Algebren A(Q) werden dann von den Elementen
o(f), f € D(O) erzeugt). Diese Algebra besitzt jedoch keine C*-Norm, denn die
Vertauschungsrelationen lassen eine Darstellung durch beschrinkte Operatoren
nicht zu. Erst mit der Weylalgebra, der Algebra der exponierten Feldoperatoren
e'(f) erhilt man die C*-Struktur.

Ein Zustand auf dieser *-Algebra A wird eindeutig festgelegt durch seine n —
Punkt — Funktionen w,, n € N:

)
)
) ¢
)

Wn(f1, s fn) == w(O(f1) - - 0(fn)),  fi € DIM), (3.6)

wobei w,, bzgl. jeder Komponente eine Distribution ist. Das Kerntheorem
von Schwartz erlaubt uns, die n-Punkt-Funktionen als wohldefinierte Distribu-
tionen auf ganz M"™ anzusehen. Aufgrund der Relationen der Algebra gelten
die folgenden Eigeschaften fiir die n-Punkt-Funktionen:
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(i) Sie sind bzgl. jeder Komponente eine Lisung der Klein-Gordon-Gleichung.

(ii) Wegen der Vertauschungsrelationen gilt:

W (L1, eey Thy Tl Ly ooy Tn) — Wi (T, ooy Thog 1y Ty oeey L) =

iE(.Tk, .Tk_;,_l)wn_g(l'l, oy Lh—1y Th425 ony .Tn)

(iii) Normiertheit: wp =1 wegen w(1) = 1.

(iv) Positivitét:

> wigi(ff ® f;) 20, mit fr € DMF), k=1,...,n
%7

und filxy, o 2n) = fu(@n, ..., z1).

Wir behandeln in dieser Arbeit nur quasifreie Zustande. Diese Zusténde
sind dadurch charakterisiert, daf} ihre n-Punkt-Funktionen mit ungeradem n
identisch Null sind, und die iibrigen allein durch ihre 2-Punkt-Funktion A = wo
eindeutig festgelegt sind:

w2n(f1;---;f2n) :ZHA(fU(i)afo(i—i-n))a neN, (37)

o =1

wobei die Summe iiber alle Permutationen o von {1,...,2n} mit o(1) <
0(2) <..<o(n)und o) < o(i +n) lauft.
Wir fassen abschliessend die Eigenschaften der 2-Punkt-Funktion nochmal zu-
sammen:

(i) A((Dg +m2)fa g) = A(fa (Dg +m2)g) =0, Vf,g€ (M),

(ii) A(f,9) = A(g, [),
(iii) ImA(f,9) = 3E(f,9),
(iv) A(f, f) > 0.

3.2 Physikalische Zustinde

Die Menge der oben konstruierten Zuststéinde ist sehr groff und enthélt Zusténde,
die physikalisch keinen Sinn machen. Auch reicht die Einschrinkung auf qua-
sifreie Zusténde nicht aus, denn es existieren einige Elemente dieser Menge mit
einem unendlich groflen Erwartungswert fiir den Energie-Impuls-Tensor. Es gibt
zwei verschiedene Ansitze, wie man die physikalisch relevanten Zusténde her-
aussieben kann. Einer dieser beiden Ansétze geht auf Parker zuriick und fiihrt
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zu den adiabatischen Vakua, die die Teilchenproduktion in einem expandie-
renden Universum minimieren. Brehme und de Witt haben solche Zustande
betrachtet, fiir die der Erwartungswert des Energie-Impus-Tensors eine wohl-
definierte Form besitzt, die Hadamard — Zustinde. Diese Forderung an die
Zustinde ist insofern sinnvoll, als das Quantenfeld mit der Raumstruktur iiber
die Einstein’schen Feldgleichungen gekoppelt (1.13) ist. Lange Zeit war die Be-
ziehung dieser beiden Arten von Zustédnden nicht klar, bis Junker zeigen konn-
te, da die adiabatischen Vakua spezielle Hadamard-Zusténde sind [Jun95]. Er
konnte in [Jun99] einen in seiner Dissertation auftretenden Fehler beseitigen,
genauer er konnte zeigen, dafl nur die adiabatischen Vakua unendlicher Ord-
nung Hadamard-Zusténde sind, und die adiabatischen Vakua n-ter Ordnung
quasidquivalent zu denen unendlicher Ordnung. Wir wollen nun uns etwas ge-
nauer mit diesen Hadamard-Zusténden beschéftigen.

3.2.1 Hadamard-Zustande

Damit die semiklassischen Einstein-Gleichungen

1 .
R, — §gWR =81 < Ty (x) >,

physikalisch Sinn machen, mufl der Erwartungswert des operatorwertigen
Energie-Impuls-Tensors renormalisierbar sein. Im Falle des Klein-Gordon-Feldes
® lautet der Energie-Impuls-Tensors

1
TMV [(I)] = (VM(I))(VV(I)) - §gW(V,€<I>V”<I> - MQ(I)Q).

Brehme und de Witt berechnen mit Hilfe einer rekursiven Methode Ha-
damard Losungen der Klein-Gordon-Gleichung, die im Falle des Minkowski-
Raumes die Vakuumzweipunktfunktion ist. Man hofft nun, dass man dieses
Verfahren auf gekriitmmte Raumzeiten verallgemeinern kann. Fuer die obigen
Forderungen an < 7}, > ist es erforderlich, dass die Zweipunktfunktion die
hadamard ist. Zunéchst einmal die urspriingliche Formulierung:

Definition 3.3 (Alte lokale Hadamard-Form) Eine Zweipunktfunktion A(f, g),
C mit Trager in O, heifit Hadamard, falls ihr Integralkern die folgende Form
hat: und

A(l‘, y) = Asing(xa y) + Aglatt(-r; y)
_ 1 <U(w,y)

o (24 (e ginlote )|+ wlen))

(3.8)

mit u,v,w €C>® wund lim u(z =1,0v=3>v,0", w=Xw,o".
y» Uy frrey ) ) n=0 ’ n=0

9 €
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Die Zweipunktfunktioin A als Losung der Klein-Gordon-Gleichung legt die
Funktion v = A2 eindeutig fest, wobei

1
Az, y) = ———=det ( = VI VY0o(z,
(#3) 9(x)g(y) H=ViVielew)

die van Vlieck — Morette — Determinante ist. Man kann zeigen, daf sie,
dort wo o identisch Null ist, nicht verschwindet. Mit Hilfe der Hadamard-
Rekursionsformeln kann man die Koeffizienten v,,, w, berechnen, wobei im ge-
gensatz zu v,, aufgrund der freien Wahl von wg, w, nicht eindeutig festgelegt
ist. Diese Willkiir steht fiie die Moglichkeit der Addition von glatten Losungen
der Feldgleichung zu Aging.
Diese urspriingliche Formulierung der Hadamard-Form ist leider nicht mathe-
matisch prazise genug, denn

e die Potenzreihe von v kann bei analytischen Raumzeiten nur einen klei-
nen Konvergenzradius haben, und bei C* Raumzeiten iiberhaupt nicht
konvergieren,

e der quadratische geoditische Abstand o ist nur fiir die Punkte z in einer
kleinen normalen Umgebung von y definiert und glatt und

e (1.16) definiert A nicht als eine Distribution, denn die Funktion % ist nicht
integrabel.

Kay und Wald haben die Hadamard-Eigenschaft prézisiert und diese Schwichen
vermieden. Sie sind von einer offenen Umgebung O C M x M aller kausal ver-
bundenen Punkte (x,y) ausgegangen, so dal J™(x)NJ~(y) und J*(y)NJ~(x)
in einer konvex normalen Umgebung enthalten sind. Fiir jede ganze Zahl n > 1
und 0 < € € R definieren wir die Funktion

202 \o(@9) + 2iet 1+ &

mit ¢:=T(z) — T(y), p(™) (z,y) := X0, —0V(m) (2, y)o™ (2, 9). (3.9)

1 A3
G ( (@) +v<n><x,y>m|a<x,y>+zm+62|)

T ist eine glatte,globale Zeitfunktion, die mit der Zeit steigt, und In ist in
dieser Gleichung der Hauptzweig des Logarithmus. Sei nun O’ eine Umgebung
der Menge der kausal verbundenen Punkte in AV x A/, A/ eine kausal normale
Umgebung der Cauchy-Flache X, so dal ihr Abschluss in O enthalten ist. Wir
withlen weiterhin die N-Regularisierungsfunktion x(z,y) € C* mit x(z,y) =0
fiir (z,y) ¢ O und x(z,y) =1 falls (z,y) € O'.

Definition 3.4 (Globale Hadamard-Form) Der quasifreie Zustand w des frei-
en Klein-Gordon-Feldes heifit ein globaler Hadamard-Zustand, falls es fir jede
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natiirliche Zahl n eine Funktion H™ € CP(N x N) emistiert, so daf fiir seine
Zweipunktfunktion A die Gleichung

A(f,g) = lim (x(w, yGI™+ H™ (x, y)) F@)gw)V/ —g(@)V/—g(y)d*zdy

e—0 NXN
(3.10)

fiir alle f,g € DN) erfiillt.

In dieser Definition gibt der erste Term yGI" fiir ¢ — 0 die Singu-
larititsstruktur von A nur in N wieder, wihrend der zweite Term H™ zur
Zweipunktfunktion nur glatte Anteile beisteuert. D.h. die globale Hadamard-
Bedingung besagt, dafl man bei zueinander raumartigen Punkten (z,y) € N'xN
keine Singularitéiten finden wird. Weiterhin unterscheiden sich zwei Hadamard-
Zusténde nur um eine glatte Losung der Klein-Gordon-Gleichung.

Man kann zeigen, dafl diese Definition unabhéingig ist von der Wahl der
Funktionen T und y, der Menge N und insbesondere von der Cauchy-Fliche X.
Erfiillt also ein quasifreier Zustand die (globale) Hadamard-Bedingung in einer
beliebigen Cauchy-Fliche, dann tut er dies in jeder anderen auch.

Die obige Definition besitzt zwei Schwachpunkte. Zum einen ist diese Defi-
nition auf freie Felder zugeschnitten. Zum anderen ist diese Charakterisierung
der physikalischen Zustéinde eine globale. Seit dem letzten Jahrhundert geht
man davon aus, dafl fundamentale physikalische Theorien lokalen Charackter
habe, d.h. daf} physikalische Gleichungen physikalische Gréflen in ifinitesimaler
Umgebung miteinander in Beziehung setzen. Diese Uberlegung gab Kay Anlass
zu der folgenden lokalen Definition der Hadamard-Bedingung.

Definition 3.5 (lokale Hadamard-Form) Der quasifreie Zustand w heifit ein
lokaler Hadamard-Zustand, falls es fiir jeden x € M eine offene Umgebung U,
existiert und seine Zweipunktdistribution die Gleichung

Afz,y) = lim x(@,y)GI™ (@, y) + H™ (z,y) (3.11)

fiir alle (x,y) € Uy, X Uy erfiillt.

Zunichst einmal ist diese Definition der urspriinglichen Formulierung von
Brehme und de Witt dhnlicher, vermeidet aber ihre mathematischen Schwéchen.
Man méchte nun jedoch die lokale mit der globalen Version in Beziehung set-
zen. Die globale Definition besagt ja, daf§ Singularitéten nicht bei zueinander
raumartig liegenden Punkten (z1, 22) € N'xN auftauchen. Kay vermutete, dafl
sobald die lokale Hadamard-Bedingung erfiillt ist, die Zweipunktfunktion nicht
bei raumartig getrennten Punkten singuldr sein kann. Kay’s Vermutung konnte
von Radzikowski bewiesen werden. Er hat sich Methoden der mikrolokalen Ana-
lysis bedient und eine neue, zu der (globalen) Hadamard-Bedingung dquivalente
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Formulierung gegeben.Radzikowski konnte fiir die gekriimmte Raumzeit zeigen,
daf} die lokale Information der Hadamard-Bedingung in der Wellenfrontmenge
der Zweipunktfunktion enthalten ist [Rad]. Kohler konnte eine Ungenauigkeit
in seinem Beweis beheben [K5h95].

Theorem 3.6 Fin quasifreier Zustand des Klein-Gordon-Feldes auf einer glo-
balhyperbolischen Raumzeit M ist genau dann ein (globaler) Hadamard-Zustand,
wenn fir die Zweipunktdistribution A gilt:

WF(A) = {(x1,&15 22, &) € T*(M x M)\{0}: (21,&) ~ (32, &), & (Z 0} |
3.12

Hier bedeutet die Aquivalenzrelation” ~ ”, daB es eine ; und x5 verbinden-
de lichtartige Geodéte «y gibt, wobei £} im Punkt z; kotangential an + ist, und
£ der entlang ~y paralleltransportierte Vektor von &; bei o ist, dort ebenfalls
kotangential. Auf der Diagonalen 1 = xo bedeutet (x1,&1) ~ (z2,&2), da &
lichtartig ist (¢2 = 0) und & = &. Man kann aus der Tatsache, daf A in beiden
Argumenten eine Losung der Klein-Gordo-Gleichung ist, WF(A) C N x N fol-
gern, d.h. Singularitdten konnen nur dann auftauchen, wenn x; und x5 lichtar-
tig zueinander liegen, und Singularitdten haben nur positive Frequenzen. Diese
Aussage erinnert uns stark an die Spektrumsbedingung der Quantenfeldtheorie
im Minkowski-Raum.
Wir fassen zwei weitere wichtige Ergebnisse aus Radzikowskis Doktorarbeit in
dem folgenden

Theorem 3.7 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Zweipunktfunktion erfillt die globale Hadamard-Bedingung.
(1)

A erfillt die lokale Hadamard-Bedingung.
A geniigt der Klein-Gordon-Gleichung.
A(f,9) — Afg, f) =iE(f. 9).

WF(A) ist minimal:<=> (A’ erfillt die obigen drei Punkte
und WF(N') Cc WF(A)) = WF(A') = WF(A)).

(iti)  — A erfiillt auf einer globalhyperbolischen Raumzeit die lokale Hadamard-
Bedingung.

A(f,f) =0 YfeDWM).

Die Aquivalenzbezichung (i) < (iii) wird auch als lokal — zu — global —
Singularititstheorem bezeichnet, denn es besagt, dafl man von lokalen Eigen-
schaften auf globale schliefen kann. Damit konnte die Vermutung von Kay
bestétigt werden.
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3.2.2 Die mikrolokale Spektrumsbedingung

Radzikowski hat seine “wave front set spectrum condition” (WFSSC) fuer héhere
m-Punktfunktionen bewiesen. Es hat sich jedoch herausgestellt, dal man bei
der Verallgemeinerung auf allgemeine Raumzeiten auf Probleme st68t. Bei-
spielsweise erfiillt die m-Punktfunktion fiir m > 2 eines quasifreien Hadamard-
Zustandes eines skalaren Feldes auf einer globalhyperbolischen Raumzeit nicht
seine Wellenfrontmengenbedingung. Sogar im Falle der m-Punktdistribution
kann mit Hilfe von Produkten verschiedener Felder Gegenbeispiele finden. Kohler
hat die WFSSC modifiziert und die sogenannte mikrolokaleSpektrumsbedingung
(uSC) eingefiihrt [K6h95], [BFK96].

Definition 3.8 FEin Zustand w mit der Zweipunktfunktion w.,, erfillt genau
dann die mikrolokale Spektrumsbedingung (uSC), wenn gilt:

W F(wm) C D, (3.13)

wobes

- {(xl, kv 3 o ko) € T*M™\{0}] 3G € Gin
und eine Immersion (x, 7, k) von G mit
xi=z(@)Vi=1,...m A k= Z k:e(xi)}.
e;s(e)=1

Gm ist die Menge aller endlichen Graphen mit Vertizes {1,...,m}, so daf8
fiir jedes G € Gy, alle Kanten in beiden zuldssigen Richtungen auftauchen.

Wir fassen die wichtigsten Aussagen iiber die uSC aus [BFK96] im folgenden
zusammen:

(i) Ty, ist unter Addition abgeschlossen, d.h. Ty, @ T,y C Tp.

(ii) Quasifreie Zustdnde des Klein-Gordon-Feldes auf einer globalhyperboli-
schen Mannigfaltigkeit erfiillen die uSC.

(iii) Das punktweise gebildete Produkt von n-Punktdistributionen zweier Zusténde
erfiillt die uSC, sofern die einzelnen Zustédnde dies tun.

(iv) Erfiillt ein Zustand die puSC, so iibertrigt er diese Eigenschaft auf alle in
seinem Folium enthaltenen Zusténde.

(v) Ein Zustand in einem quantenfeldtheoretischen Modell im Minkowski-
raum, dessen n-Punktdistributionen die Wightmann-Axiome erfiillen, geniigen
der pSC.

Mit dem Konzept der puSC ist es kiirzlich gelungen [BF00], zeitgeordnete
operatorwertige Produkte von Wick-Polynomen eines freien Feldes zu konstru-
ieren, und eine lokale Definition von wechselwirkenden Feldern auf einer glatten
globalhyperbolischen Raumzeiten zu geben.
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3.3 Detektoren

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir behauptet, dafl das abstrakte Netz der
Observablenalgebren A(Q) die ganze Theorie charakterisiert, d.h. alle physika-
lischen Informationen sind im Prinzip aus diesen Gréflen ableitbar. Um diese
physikalischen Eigenschaften eines Systems zu ermitteln, miissen wir zunéchst
den Begriff Detektor prézisieren, genauer wir miissen wissen, durch welche Ele-
mente der Observablenalgebra ein Detektor reprisentiert wird.

Zunichst einmal ist ein Detektor ganz allgemein eine makroskopisch gut loka-
lisierte, positive Observable, die im Vakuumzustand kein Signal abgibt [Haa].
Leider sind diese beiden Bedingungen nicht miteinander vertraglich, denn eine
streng endliche Region besitzt keine positiven Operatoren mit verschwindendem
Vakuumerwartungswert (Reeh-Schlieder-Theorem). Wir konnen aber einen De-
tektor durch eine positives, fast lokales Element C' € A

C € AH(0), O]l = 1wo(C) =0

darstellen, der beliebig gut durch ein C,. € AT (K,.), wobei K, das betreffende
Gebiet ist, approximiert wird:

IC —Cr| <e.

Das Problem ist nun, dafl die obigen beiden Bedingungen zu schwach sind
und sie von unendlich vielen Elementen der Observablenalgebra erfiillt werden.
Fiir die weitere Spezifizierung bietet sich der Unruh — E f fekt an, ndmlich daf3
das Vakuum sich lokal wie ein KMS-Zustand mit der Temperatur - verhillt,
wobei a die Beschleunigung des Detektors ist. Interessierte Leser konnen im
Anhang einen kleinen Uberblick itber KMS-Zusténde erfahren. Es wird insbe-
sondere ausfiihrlich geschildert, warum KMS-Zustdnde als thermische Gleich-
gewichtszustéinde interpretiert werden kénnen. Fiir den weiteren Verlauf dieser
Arbeit geniigt jedoch die folgende

Definition 3.9 FEin Zustand w : A — C mit

w(Aa;p(B)) = w(BA) (3.14)

fir alle A,B € A, a,3(B) ist die Zeittranslatierte von B, heifst ein KMS-
Zustand zu der Temperatur T = %

Mit Hilfe der KMS-Bedingung kann dann der Erwartungswert eines Produk-
tes durch den Kommutator beschrieben werden [HNS84]:

o] B& o
wg(AB) = (2#)_1/ ega)—_lw[aT(A), Blge™Tdadr.
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Wenn man A = B*, C := B*B setzt und zusétzlich

a,(B)=e¢ "B und [B,B*]=1
fordert, kann man die gewiinschte Form fiir den Unruh-Effekt

6’&:)

w(C)p = Bo—1

erreichen.

Somit kann ein idealisierter Detektor, der nur Strahlung der Frequanz @ mifit,
durch

C:=B*B (3.15)

simuliert werden.
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Kapitel 4

Herleitung der
Hawking-Strahlung

Hawkings Argumentation, dafl ein System, das sich vor dem Kollaps in ein
Grundzustand befindet, durch den Kollaps in einen KMS-Zustand mit der Tem-
peratur (47rg)~! iibergeht, konnte zuerst von Fredenhagen und Haag mathe-
matisch prézisiert werden [FH90]. Sie berechnen fiir ein lineares Quantenfeld in
einer klassischen Raumzeit eines sphérisch symmetrisch kollabierenden Sternes
die Beziehung der Hawking-Strahlung fiir grofle Zeiten mit dem Skalenlimes auf
dem Horizont, d.h. auf der zweidimensionalen Sphére, wo der Sternradius den
Schwarzschild-Radius erreicht. Bei dieser Herleitung wird die Riickwirkung der
Strahlung auf die Metrik vernachléssigt.

Wir wollen nun den Beweis etwas detaillierter behandeln. Im Gegensatz zum
Beweis [FH90] werden wir Vereinfachungen durch die Substitution 71,2 — 7¢
nicht vornehmen und diesen Grenzwert erst am Ende betrachten. Ein daraus
resultierender Unterschied ist die Definition der beiden Differentialoperatoren
D;, i =1,2 in (4.12), vergleiche hierzu (4.7) in [FH90].

4.1 Hauptstrang des Beweises

Wir verwenden bei der Herleitung die rdumlichen Polarkoordinaten r, 8, ¢ und
die zeitliche Koordinate 7, so dafl der Sternradius 7s(7) den Schwarzschildradius
ro = 2M bei 7 = 0 kreuzt, d.h r4(0) = 79 (Abb. 4.1).

Aufgrund der vorausgesetzten Kugelsymmetrie kénnen wir aulerhalb des Ster-
nes (r > r5(7), 7 > 0) von der stationéren Schwarzschild-Metrik ausgehen (sie-
he Birkhoff-Theorem (1.6)). Hier bietet sich die Einfithrung der sogenannten
Schildkrétenkoordinate r*an:

57
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/T Lichtstrahlen

t=0

Sternradius 1 (t) s

Abbildung 4.1: Gravitationskollaps in (r,r)-Koordinaten

. r
T :=T‘+T‘oln<——1>
To

vi=t+r (4.1)
ui=t—r

TiI=v—r=t+r"—r

wobei t die Schwarzschildzeit ist. Die Schwarzschildmetrik ist dann:

p

= (1= 22) (@ = dr*2) = 12 (d6* + sin® 0dg?) (4.2)
2

= (2= 1)ar® + Zdrdr + T2 42 (40P + sin 0d0?)

Fiir die weiteren Schritte ist die genaue Kenntnis der Metrik im Innern
des Sternes nicht wesentlich, da die Strahlung fiir grofle Zeiten von ihr nicht
beeinflult wird.

Sein nun ®(x) ein skalares und neutrales Quantenfeld auf gekriimmter Raum-
zeit (3.3), d.h. es erfiillt die kovariante Wellengleichung:

0, =0
_1 vi ik
Oy = |g1720,9""[9]20.; |g] = — det g (4.3)
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Der Wellenoperator wird fiir die Schwarzschildmetrik zu

ro\~t [ 9* 02 —ANgz 1o
0 =(1-2 o o
9 (1 r ) <0t2 "o + 72 + 73

= (1 — %O)_l 5_:2 + A, wobei

82
R —1
A:=—r 52

To _ASZ To _ 82
T*(“ﬂ( = +T_3>:_T gt TV (@)

1 1
Ng2 := ——0y sin 00, — 92
o sin 6 b Sin60p + sin? 6 ¢

Ein Zustand ist i. a. durch die Erwartungswerte bestimmt:

W (G(h1), -+, d(hn)) =< d(h1) -+ d(hn) >, (4.5)

wobei h eine glatte Funktion mit Trager in O ist. Da wir in dieser Arbeit nur
quasifreie Zustéinde betrachten (3.7), die zu ganz frithen Zeiten Grundzusténde

waren, konnen wir uns auf WéQ) beschranken.
Ein Detektor kann nun durch die Observable ¢(h)*¢(h) simuliert werden (3.15),
wobei

o) = [6@ha)dut@),  du(w) = lgltd's, (4.6)

und der Tréger von h, der in der Nachbarschaft eines vom Horizont sehr weit
enfernten Raumzeitpunktes liegen soll, das Lokalisationsgebiet des Detektors
beschreibt. Wegen der skalaren Feldgleichung ist nach dem Theorem von Leray

(Thm. 3.2) ¢(h) mit Hilfe von ¢ und seinen Ableitungen auf einer raumartigen
Cauchy-Fliche ¥ darstellbar:

$(h) = / dto /E . $(x) 0" f(x)dS" (4.7)

Da die Darstellung unabhéngig von ¥ ist, konnen wir schreiben:

6(h) = /E () 9" f(z)dSH, mit
O,f(x) =0 wnd  A9*B:= A9"B — BO"A (4.8)

Wir konstruieren nun eine Folge ¢r(h) bzgl. der Schwarzschildzeit ¢. Dies
erreichen wir, indem wir in (4.7) die Funktionenfolge
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Tt [, it
Dng7t0(ta£) = 0) fT7t0(T+th£) = 0) ath7t0(T+th£) = h(thg) (49)

einsetzen. Weil der Triger von f7 fiir 7 > 0 ganz in der Schwarzschildraum-
zeit auflerhalb des schwarzen Loches liegt, werden wir die Schwarzschildme-
trik verwenden. Fiir die Berechnung der Antwortfunktion des Detektors <
d(h)*¢(h) > fiir spite Zeiten T erhalten wir mit (4.5), (4.8) und (4.9)

< or(h) or(h) > = /E W (1, 02) 9 07 f7 (@1) 7 (w3) A A2

> &
= / WéQ)(xl,.TQ)DlDQfT(.Tl)fT(xQ)drldTQT%dﬂlrngQ,

T1=T2=0

. To 8 To 8
D= (1470} 2 9 41
it ' ( +7‘z‘> or; 1 Ory’ (4.10)

wobei wir hier die Cauchy-Fliache an der Stelle 7 = 0 gewéhlt haben.
Zu berechnen ist nun der Grenzwert der Z#hlrate limp_oo < ¢(h)*¢(h) >. Fiir
den weiteren Verlauf brauchen wir das folgende Lemma iiber das asymptotische
Verhalten von f7, dessen Beweis wir allerdings am Ende dieses Kapitels geben
werden. Eine ausfiihrliche Diskussion findet man auch in [DK87] und [DK86].

Lemma 4.1 Die Funktion fT zerfdllt fir T — oo auf der Cauchy-Fliche bei
7 =0 in zwer Wellenpakete

FEr™) o P2+ fLE ), mit
I r%) = o — t+ T) i= (2m) " / %B(u), )T ) gy (411)
Frr) = ot + - 1) = 2m) [ 2y emiet Ty,

wobei fT sich am Horizont konzentriert, wihrend ff ins unendliche ver-
schwindet. h ist die Laplace-Transformierte von h und D;(w) die Transmissi-
onsamplitude durch die Potentialbarriere Vi(r).

Wir haben fiir grofie Zeiten in (4.10) f7 durch die Summe fZ + fI zu er-
setzen. Da jedoch fT und ff fiir spéte Zeiten disjunkte Trager haben, tragen
die gemischten Terme nicht zur Z&hlrate bei. Die Anteile nur mit ff spielen
am Horizont und damit fiir den weiteren Verlauf der Untersuchung keine Rolle.
Somit kénnen wir f7 in (4.10) durch f7 ersetzen.
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Weil fI nur von der Differenz 7* — ¢ abhéingt, kann man % durch —% sub-

stituieren und das Integral in (4.10) vereinfachen, indem man durch partielle
Integration die Differentiation auf WéQ) abwilzt:

* _ (2) Ang T 2 2
< ¢T(h) ¢T(h) > = WG (.Tl, .TQ)DlDQf_ (.Tl)f_ (.TQ)dTldTQTldQﬂ“QdQQ

T1:T2:O
= / (DIDQWC(;Q)(-Tla-TQ)fT(-Tl)fT(-TQ)
T1:T2:O

— DyWE (w1, 22) Do fT (1) £ (22)

— DyWE (w1, 22) Dy fT (1) £ (22)

+ WC(;Q)(xl, -TQ)leT(-Tl)DQfT(-TQ))
dridryr?dQyradQy

/ (D1D2 — 6T2D1 — Gn D2 + Gn aTZ)WéQ)($1, .TQ)
T1:T2:O

ff (.Tl)ff (.TQ)dTldTQT%dQngdQQ

/ (1 + :—?) (an - an) (1 + :—2) (672 - am)

T1=T2=0

WéQ) (.Tl, .Tg)ff (.Tl)ff (.TQ)dTldTQT%dQngdQQ

: / b\lb\gWéQ)(l‘l,.Tg)ff(.Tl)ff(l‘g)d?‘ldTgT%dQngdQQ.
T1 :TZZO

(4.12)

In den Variablen 7 und r lautet fZ

L) =o(r" —t+T)=¢ (7“+27“oln (7‘1 —1> —T+T> -
0
= (eln<TTJU)+T2TJ> _ (%e——> _ (4.13)

wobei wir folgende Grofien eingefithrt haben:

=710 Nz T, w(e%) = é(y). (4.14)

To

Damit konnen wir schreiben:
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lim < ¢(h)*¢(h) >= lim const X /b\lb\gWéQ)(To(l +&1),1m0(1+&2), Q12)
T— o0 A—0 g,m, T1=T9=0

v,

Vi () e (2) Vi @1 1)

YE’,m’ (92, (bg)dﬂldﬂgdfldfg,
(4.15)

wobei 912 = (91, ¢1, 92, ¢2) ist.

Lemma 4.2 Der Beitrag der Zweipunktfunktion WéQ) zur Zdhlrate ist zu ganz
spaten Zeiten

Jim [ DiDWE (€1, 62)Yin (01, 61) Yo s (02, 62)dd 2 = const(Ey — & +ic) ™.
(4.16)

Wir konnen den Ausdruck fiir unsere Zahlrate weiter vereinfachen:

Aim < ¢(h)"¢(h) >= const l%/(fl — &2 +i€) 2P (€1)Yum (E2) dEr dEo.
(4.17)
Wir bringen nun die rechte Seite dieser Gleichung in die iibersichtlichere

urspriingliche Form:

Y1 Y2

g @210 | o -2
lim < ¢(h)"6(h) > = const © [ S-S (e — 75 +ic)  Gum(y1) bum (y2)dyadye
T—o0 lym 2T0 2T0

Y1-Y2 _Y1-yo S\ T 2——
—const £ [ (5 - i) Gl )y

,

= const l%]n/sinh_Q (y14;Oy2 + ie) O1m (Y1) Prm (y2)dyr dys.
(4.18)
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Durch anschliefende Itegration beenden wir den Beweis der Hawking-Strahlung:

Feo w, —w)|?
lim < ¢(h)*¢(h) >= const X / |Dl(w)|2u|)(im(—’)| (4.19)

T— 00 Lm J_ o — e—47rr0w) '

|

Das Ergebnis besagt also, dafl der Grenzwert der Zahlrate eine auslaufende

Strahlung mit der Temperatur § = ﬁ (modifiziert mit der Transmissionsam-

plitude D;(w) durch die Potentialbarriere) beschreibt.

4.2 Beweis von Lemma 4.1

Mit Hilfe der Separation des Winkelanteils

FIr,0,6) =1 fL (6 ) Yim (6, 6) (4.20)

l,m

wird aus (1.3):
9* o T . .
(7 = e+ 1) o) = 0, i
T I(l+1 T
Vi(r) = (1 - _0) ( ( ; ) 4 T—g> (4.21)

r r

Ebenso verfahren wir mit h, jedoch da wir im folgenden nur bestimmte
[, m behandeln, unterdriicken wir aus schreibtechnischen Griinden diese beiden
Indizes. f7 ist bestimmt durch (4.9), wobei wir z = r* und fiir das Verhalten
von fT fiir 7 = 0 interessiert sind. Mit einer Laplace-Transformation kénnen
wir die partielle Differentialgleichung in die gew6hnliche iibefiihren:

2 .
(W — 22— Vl> flz,r*) = /eZtOh(to,r*)dto =: F(z,r") (4.22)

mit den Randbedingungen
flz,r") — 0 (4.23)
und der Riicktransformation

a+ioco

e, ,r) = (27m')_1/ f(z,r*)e_z(t_T)dz, a>0

a—1i00

t<T+t; mit t;:=inf{tg| (to,r™) € supp(h)}. (4.24)
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Vi (%)
\

Abbildung 4.2: Das Potential V;(r*)

y

Die Losungen G4 des homogenen Anteils von (4.22) erfiillen mit den Rand-

bedingungen

Gy — et
r* —+oco

die entsprechenden Integralgleichungen

. s h *
GGty = e+ [ AT y)60), wd

— 00

Gz, ") =e" — /OO WV(Q)G(?J)-

* z

Die Losungen lauten dann [Alf65]:

dyn

Yn—1

oo 7‘* Y1
G_(z,17) =€ +Z(—1)"/ dyl/ dyz---/
n=1 —00 —00

sinh z(Yn—1 — yn)
z

00 z

&V (1) -V ().

(4.25)

(4.26)

(4.27)

sinh z(r* — y1)

(4.28)
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R e e e sinh z(r* —
G.,_(Z,T*) — e 3" +Z(_1)n/ dy1/ dy2,,,/ dyn#
n=1 ™ Y1 Yn—1

sinh z(Yn—1 — yn)
z

eV (y) -+ V(yn)-

(4.29)
Da das Potential fiir kleine 7* exponentiell und fiir grofe 7* nur wie r*—2
abfillt, hat G_ bessere Eigenschaften als G . G_ ist eine glatte Funktion bzgl.
r* und analytisch in z fiir Rez > 2. Die Reihe (4.29) konvergiert jedoch nur fiir
z mit Re z > 0. Fiir G+ kann man mit Hilfe der in [Alf65] behandelten Konzepte
zeigen, daB 2!G | auf der imaginiiren Achse auBer bei z = 0 analytisch ist. Siehe
fiir mehr Details [Lim62], [PR62] und [Wat52)].
Somit erhalten wir eine Losung von(4.22):

. S - , o
flz,r) = %<G+(Z,T*)/—oo G_(z,1" )F(z,r* )dr* )

o0

+G_(z,r*)/ G+(z,r*,)F(z,r*,)dr*,>

mit der Wronski-Determinante

6 =06(z) =2 <G+ %f; - aafj G_> . 0 #6(x). (4.31)

Wir wollen nun iiber mogliche Nullstellen von 6(z) diskutieren:

(i) Rez > 0: Aus 6(2) := G4 (z,7)G_(z,r*) — G;(z,r*)G_(z,r*) = 0 folgt
Gi(z,7*) = AG_(z,7*), A€ C, X#0, dh. wegen (4.22) ist G4 (z,-)

eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators H = —df_l% +V in L*(R) zum

Eigenwert —z2. Jedoch kann H wegen V > 0 nur positive Eigenwerte

besitzen. Also ist Rez = 0 und damit §(z) # 0.

(i) z = iw, w € R, w # 0: §(iw) = 0 fithrt zu G4 (iw,r*) = AG_ (iw,7*). Da
V reell ist, sind G4 (iw, r*) ebenfalls eine Losung. Somit erhalten wir

—2iw = 6 (G (iw, -), G4 (iw, -))
= AP0 (G—(iw, -), G—(iw, ")) (4.32)
= |A[*(2iw)

Fiir w # 0 muB also 6(z) # 0 gelten.
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(iii) z=0: Auch hier filhrt die Annahme 6(0) = 0 zum Widerspruch. Sei
suppV C [-R, R] mit R > 0. Dann folgt aus G (0,7*) = AG_(0,7*) und
G (0,+R) = 0:

0= /R G, (0,7%) ( & + V(r*)) G4 (0,7")dr*

L "z
7 R 7 7
= —G4(0,77)G (0, 7‘*)|}_?'R +/ |G (0,7)|G.(0,r")|dr"
—f (4.33)

R
+ / GOV |G 0.

_ /R (|G’+(o,r*)|2 +V(r*)|G+(0,r*)|2) dr.

-R
Dies steht im Widerspruch zu der Annahme wegen V(r*) > 0.

(iv) z= —a+1ib,a > 0: Sei suppV C [—R, R] mit R > 0. Dann gilt:

> v1 Yn—1 sinh z(r* —
:E / dy1/ dy2"'/ dyn%
n—1v —00 —o0 —o0

sinh z(Yn—1 — yn)

G (") = &

e[V (y1) -V (yn)|

z
(e =1 V(y)dy\»
< e +2R)Zlm(fa2?ib2)

. [ V(y)dy
_ a(r+2R) (em _ 1)

(4.34)

Yn—1

d . 00 r* Y1
g G- (2 r7) — 2™ IZ;/_OOdyl /_Oodyz---/oo dyn| cosz(r® —y1)|

sinh z(yn—1 — Yn)
z
e[V (y1) - V(yn)

< @ § R 2R i %(f V(y)dy)"
n=1

sinh z(y1 — y2) ‘ .
z

N
[V (y)dy )

= Va2 + b2 H28) (e VaZe2 ]

(4.35)

Mit Hilfe der beiden Abschitzungen konnen wir weiter folgern
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0G4, G-) — 22| < |GLG- — G | +| — G1G_ + Gyze™ |
+] = Gyze” + G;e"*|
+ G ]|GZ — ze™ |

S V(ydy

< 2v/a? + h2e— 2" Talr+2R) (e\/m — 1)

<|GLIG- — e

(4.36)

S V(ydy

< 2+v/a? + b264aR(e VaZ4e2 1).

Nehmen wir nun an, daB 6 (G4, G_) verschwindet, dann wiirde folgen:

LV (y)dy
[22] < 2v/a? 4+ b264aR(e VaZ+e2 — 1)

S V(ydy

e_4aR + 1 < e Va?+p? (437)

|b] < méﬂ% < 4aR/V(y)dy.

Es konnen also nur endlich viele Nullstellen von 6(G,G_) in jedem be-
liebigen Streifen —a < Rez < 0, a > 0, existieren.

Das Integral in (4.24) muf i.a. nicht konvergieren. Man findet jedoch die
Darstellung

- zt
Jr?) = = 4 g(zr"),  mit
—a+tiw
/ lg(—a +iw, r*)|dw < c(x), c(z) € CO(R) und (4.38)
—atiw 2t
/ —dz=0, a,t>0.
—a—iw ?

Da der erste Summand zu (4.24) nichts beitrigt, kénnen wir f durch g¢
ersetzen. Nun gilt mit suppV UsuppF C [r1,12], 11 <72, € [r1,ra:

|t ™) = |27m')_1/ge(_“+i“’)tg(—a —iw, 7*)dw| < e”c(x). (4.39)

Weiterhin konnen wir zeigen, da f7 fir T —t — oo als Summe von
zwei Partialwellen dargestellt werden kann. Betrachten wir hierzu das Inter-
vall [r1,72] D suppV UsuppF'. Fiir r* < ry gilt
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N ezr* +oo
f(Z,?“*) = %/_OO G+(z,y)F(z,y)dy, (440)
(4.41)

(Wir haben fiir G_ dessen fithrenden Term eingesetzt.) und damit

I .
ft,r) = —/ e(_“"’w)tf(z,r*)dw

2w
| S e . .
=5 el=a m/ Gi(—a+iw,y)F(—a + iw, y)dydw
1 B e +oo eiw(r*—i—t) +oo ) )
=5-¢ a(r+ )/ m/ Gi(—a+iw,y)F(—a + iw, y)dydw.
(4.42)
Da der Integrand absolut integrabel ist, gilt:
Flor) = A 404 I )
,m7) = fi(r * :
: |fi(r* + )] < e 20"+ sonst.
Auf die gleiche Weise erhélt man fiir den Fall 7* > ry:
~ . e~ 2" +oo
fer) =55 [ G-Gapea (.49
oy L oarey [T el . .
flt,r*) = %eQT / m/ G_(—a+iw,y)F(—a + iw, y)dydw
(4.45)
Flor) = fl )3~ DT ()
) = fo(r* — . .
|fi(r* —t)] < e*™ =Y sonst.

Man kann fiir die zeitlichen Ableitungen entsprechende Abschétzungen fin-
den, weil sie ebenfalls Losungen der Klein-Gordon-Gleichungen sind mit den
Cauchy-Daten im selben Gebiet. AuBerhalb des Intervalls [rq,72] sind die
rdumlichen Ableitungen dem Betrage nach gleich den zeitlichen. Wegen

2

0? 0
Wf(tﬂ"*) = (@ - V> f(t,r") (4.47)

verschwindet wegen (4.44) 6‘2% f(t,7*) innerhalb unseres Intervalls wie e~ .
Nach einer Itegration hat man fiir r* € [ry, 73] die Gleichung
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B) . B) ™92
gttt = gfm) + [ St (4.45)

wobei die beiden Summanden auf der rechten Seite der Gleichung auch wie
e~ verschwinden. Durch Iteration erhiilt man schlieflich die folgende Unglei-
chung:

Fiir alle k, 1 € N existiert eine Konstante cx; mit

ak—i—l

Sup W{f(taT*) — filt+ %) = ot = 1)} < e (4.49)

Aus (4.44), (4.47) und (4.50) bekommen wir also die folgende Aufteilung:

fo= 6é)G_(z,7°*)fj:§ Gi(z,7*)F(z,r*)dr*  fir = <m

flz,r") =
fr = %G.ﬂz,r*) fj:j G_(z,7*)F(z,r*)dr* fir x> ry.
(4.50)
Die Riicktransformation (4.24) ergibt schliellich
T (4 2% o1 [T (iw)! ok N e—iw(t—T) :
fi(t,r*) =(2m) 6(iw)Gi(zw,r Jex (iw)e dw mit
—+oo
e (iw) ::/ G (iw, r™)F (iw, r*)dr*. (4.51)

Der fithrende Term von G_ bzw. G ist eine Hankelfunktion, die eine aus-
laufende bzw. einlaufende Welle mit dem Drehimpuls [ beschreibt. Ersetzen
wir G4 durch ihre fithrenden Terme so folgt

et (w) = /e:Fiw*F(iw,r*)dr* = /e:Fi“’T*dr*/ei“’t”h(to,r*)dto =
iy (iw) (7‘*) (4.52)
= /e —w/) \to h(to, r*)dtodr* = h(+w, —w),

(iw)' _ Diyw)
§(iw) 2iw
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und somit:

i, r) = (2#)_1/—D212(w)i1(w —w)e =T gy, (4.53)
Frr) = o [ PGy et (50

Dy stellt die Transmissionsamplitude durch die Potentialbariere V;(r) dar.

d

4.3 Beweis von Lemma 4.2

Weil die Zweipunktfunktion WéQ) zu frithen Zeiten die des Grundzustandes ist,
muf sie von der Hadamardform sein, und zwar fiir alle Zeiten, d.h. sie kann, da
sie eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist, beschrieben werden durch

(2) o 1 A(.Tl,l'g)
W (x1, 22) = )2 (U(-Tl,-TQ) +v(z1, 22) In|o(z1, 22)| + w(x1, 22)
1
mit A(z,y) = —————=det ( - ViVio(x, y)), (4.55)

9(z)g(y)

wobei v, w € C*° (M) sind. Fiir kurze Absténde kénnen wir den geoditischen
Abstand linearisieren.

@ﬁfﬁr

_ o dr?  2rodrdr r+rodr? QdQQ 3 2
= /((7‘1>W+Taa+ e )

21752 [ ( ro (7‘1 —1)? 2r0 (11 — 72)(r1 — r2)
81 ()\1 A2)? (M — A2)?
r1+7o (r1—r)? s 0% 2 2
A1 — A
i (A1 = A2)? Tl( )\2)2) u 2)}
2rg
( 1) T1—T2—Z€2+T—(T1—T2—ZG)(T1—T2+i6)
1
Tl:_T (ri—ra+ ie) +rlﬂ%2 =: 0.(21,Z2)
1

(4.56)

Wir haben aus Analytizitétsgriinden der Zweipunktfunktion bzgl. 7 und r
im letzten Ausdruck 7; bzw. 75 durch 7 —ie bzw. 75 + i€, und r; bzw. ro durch
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r1 +ie bzw. ro —ie, € > 0, ersetzt und werden den Grenzwert ¢ — 0 betrachten
(siehe [Haa] S. 59).
Der Beitrag der Zweipunktfunktion WéQ) ist dann

1 (2A%51065206+{5152A% DA% Do,

DiDoaWE (w1, w9) = Gn)?

3 2
lop Oc lop

D1A*Dyo,  A2Dy Do,
— })(xl,wz)

o2 o2
[~ — Dio.  —~ Do,
+(27T)2 |:(D1D2’U)1n(0’6)+D2’U - + Div p
D1Dyo)oe — Dio Dyoe —~ —~
+U( 1729 )002 19729 +D1D2w}(x1,x2)
(4.57)

Wir interessieren uns fiir das Verhalten des Skalenlimes auf der rg-Sphére
limy o )\QD\lb\QWéQ)()\&, Ao, Q12), & :=r; —rg. Eine direkte Rechnung zeigt,
dafl der zweite Summand (eckige Klammer) in (4.58) keinen Anteil dazu bei-
steuert, d.h

lim )\2 |: ° [ ] [ ] ()\61, )\62, ng)ngdﬂlg =0. (458)
A—=0 /g

Den Anteil des ersten Summanden (runde Klammer) in (4.58) schauen wir
uns etwas genauer an. Zunéichst einmal kénnen wir die vier Terme in der ge-
schweiften Klammer ebenfalls vernachléssigen, denn wir erhalten fiir die dort
vorkommenden Terme:

b\lb\Qae(-Tla -TQ) = (1 + :_?) (1 + :_2) (a‘rl a‘rz - a‘rl arz - a‘rzarl + arlarz)ae(xla -TQ)

2
(F-00+3)
i )

1 8(7‘% + TQTQ) 3
Az ===
(-Th .TQ) ( 7‘% T rory )
(4.59)
und somit
lim )\2{ [ ] [ ] [ ] }()\61, )\62, ng)ﬂlgdﬂlg =0. (460)
A—0 0

Betrachten wir nun den allerersten Term. Mit & := &; — &3 + 7€ erhalten wir
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9N Do Dy L 320262 — 321202
lim )\Qﬂ()\&,)\&,ﬂlz) ziim A2A73 ATE 32N 32, (4.61)

3
A—0 oy —0 (2)\252 + ng%Q)

Die Integration iiber die Winkelanteile ergibt:

1320262 — 32720602
2 d 0AS ;291265912

lim | Dy DaW S (A1, Ao, 19) Vi Yir irdS1a = lim [ A2A
A—0 A—0 0 (2)\262—’—7“3(2%2)

(4.62)

Zum Integral trigt der zweite Summand in (4.63) im Limes A — 0 nichts
bei, denn nach einer partiellen Integration erhalten wir:

% _32A2r2N3¢02, f(Q1)
3

4NTAf(0)

i

fe%e] / %
—16A%)\2/ (TO?‘f‘l)f (Agv )dv
0o vZ(2ro+riv)?

lim

iy =y
— 0 (2)‘252 +7‘89%2) —

(4.63)

Wir haben hier den Term mit der Testfunktion f € C5°(R) verschmiert und

2
mit v := % substituiert. Mit dem ersten Summanden erhalten wir:

> 32ATNE2 f(Q
hm/ 3 )\ 6 f( 12)39126[(212
O (2222 +1303,)
. [QA%f(O) 2ATN [ f(AEv?)
A—0 7‘8’52 7‘35 0 ’U%(QTO +r§v)2

= const (& — & + i€) 2.

hm AQB\lB\QWC(;Q) ()\61) )\62) 912)
A—=0

(4.64)

d



Anhang A

KMS-Zustinde und ihre
Stabilitat

Die drei géngigsten Formalismen fiir die Beschreibung von Gleichgewichtszustdnden

sind das mikrokanonische Ensemble (Energie und Teilchenanzahl sind konstant),
das kanonische Ensemble (Zustdnde mit variabler Energie bei festgehaltener Tei-
chenanzahl) und das groSkanonische Ensemble (variable Energie und Teilchen-
anzahl). Alle drei Zuginge konnen auch algebraisch formuliert werde, jedoch
die groffkanonische bietet sich ganz besonders an. Wir halten uns in diesem
Kapitel an [OB81], [HHW67] und [KR&3].

Ein Gleichgewichtszustand im Gibbsschen groflkanonischen Ensemble wird be-
schrieben durch

_ Try (e~ BUH=1N) A)
winl4) = Try (e=BH-uN))

wobei H die Hamiltofunktion, N die Teilchenzahl und 8, € R sind. Es
wird jedoch hier angenommen, daf e #(#~#N) ein Spurenklassenoperator ist.
Beim Ubergang zu unendlich ausgedehnten Systemen geht diese Eigenschaft
allerdings verloren. Diese Bedingung spielt bei der Einfiihrung der Evolution

L(H) 3 A 1i(A) := ePH1N) o=t H=pN) ¢ p(3y)

keine Rolle, die immer existiert, solange H selbstadjungiert ist. Mit Hilfe
der Evolution kann man dann die (7, 8)-KMS-Bedingung

wg,u(ATt(B)) |t=ip = wp,u.(BA)

definieren. Die (7, §)-KMS-Zusténde kénnen dann mit Gleichgewichtszusténden

identifiziert werden.

73
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A.1 KMS-Zustiande

Definition A.1 FEin C*-dynamisches System ist ein Tripel (A, G, «), bestehen
aus einer C*-Algebra A, einer lokal kompakten Gruppe G und einer stark ste-
tigen Darstellung o von G in die Gruppe der Automorphismen von A, d.h. fir
alle g € G ist oy ein Automorphismus von A mit

ae=1 und agog, =g g,-

Wir werden ab jetzt nur das C*-dynamisches System (A, R, 7) betrachten
und es mit (A4, 7) abkiirzen. Mit A, bezeichenen wir die Menge der analytischen
Elemente fiir 7.

Definition A.2 Sei (A, 7) ein C*-dynamisches System. Ein Zustand w : A —
C heifit ein 7-KMS-Zustand bzgl. B € R, oder (t, 8)-KMS-Zustand, falls er die
KMS-Bedingung

w(ATiﬂ(B)) :w(BA) (Al)

fiir alle A, B in einer normdichten, T-invarianten *-Unteralgebra von A,
erfillt.

Theorem A.3 Seien (A, ) ein C*-dynamisches System und w ein Zustand auf
A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) w ist ein (7, 8)-KMS-Zustand.

(ii) w (7—ip/2(A)7—ip/2(B)) = w(AB).
(i4i) Fiir alle A, B € A existiert eine auf

Do {zeC: 0<Imz<p} ,8>0
pe {zeC: f<Imz<0} ,58<0

analytische und auf Dg (= R fiir 8 = 0) stetige Funktion Fap mit

Fap(t) =w(An(B)) A Fap(t+iBf) =w(n(B)A)  VteR.

(iv) [ ftw(Ar(B))dt = [ f(t+iB)w(r(B)A)dt YA Be A, VfeD.
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(v) Die Mafe
pa(F) = /_OO f(O)w(A* 7 (A))dt und va(F) = /_OO f(Ow (T (A)A*)dt

auf D sind fiir alle A € Adquivalent mit der Radon-Nikodym-Ableitung

dpa

i, P = e PP = dpa(p) > e Pdpa-(p).

(vi) [Roepstorff-Araki-Sewell] Sei § := limy_,o + (7 (A) — A) ein infinitesimaler
Erzeuger von 7. Dann gilt fir alle A€ D(6) :={A e A: F6(A)}

w(AA¥)
w(A*A)log (%) yw(A*A),w(AA*) >0
=140 yw(A*A) =0, w(AA*) >0
+00 yw(A*A) > 0, w(AA*) = 0.

(vii) [Roepstorff-Fannes-Verbeure] Seiw T-invariant. Dann gilt fiir alle A € A,

IR W(A*A) — w(AA*)
5/0 W) < log (w(A*A) /w(AA*))
w(A* A)—w(AA*)
log (w(A*A)/w(AA"))
:_ w(A*A),w(AA*) >0
w(A*A) yw(A*A) =w(A*A) > 0
0 L w(A* A)w(A* A) = 0.

JW(ATA) # w(A*A),

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir sehen, dafl die Variable 3 als das
Inverse der Temperatur eines physikalischen Zustandes gedeutet werden kann.

Definition A.4 Sei (A, 7) C*-dynamisches System, w ein Zustand auf A und
0 der Generator von 7. Dann heifit w ein 7-Grundzustand bzw. ceiling-Zustand,
wenn

—iw(A*6(A)) >0 bzw. —iw(A*5(A)) >0 (A.2)
fir alle A € D(6) gilt.
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Im ersten Fall spricht man auch vom (7, 400)-KMS-Zustand und im zweiten
vom (1, —00)-KMS-Zustand. Ist 8 = 0, d.h. T = oo, dann liegt ein chaotischer
Zustand vor. Wir kénnen mit Hilfe der verschiedenen Definitionen des (7, 8)-
KMS-Zustandes diese speziellen Zustdnde unterschiedlich charakterisieren.

Zunichst einmal versuchen wir, die KMS-Bedingung zu verallgemeinern.
Wenn man sich bei der Definition nicht auf ein bestimmtes 8 festlegt, sondern
alle moglichen 8 € R zulésst, dann kommt man zum Begriff der Passivitt.

Definition A.5 Sei (A, ) C*-dynamisches System, w ein Zustand auf der Uni-
talen Algebra A und § der Generator von 7. Dann heifit w ein passiver Zustand,
falls

—iw(U*3(U)) >0 YU € Uy(A) ND(5). (A.3)

Hierbei ist U € Ug(A) die Zusammenhangskomponente von 1 der Gruppe
U(A) aller unitiren Elemente von A. Im Falle des C*-dynamisches Systems

(®?:1 A QT T) heift w vollstindig passiv, wenn @, w fir alle n passiv
15t.

Im Gegensatz zu KMS-Zusténden sind Linearkombinationen passiver Zusténde
wieder passiv.

Theorem A.6 (Pusz-Woronowicz) Sei (A,7) C*-dynamisches System, w
ein Zustand auf der Unitalen Algebra A, § der Generator von T und 5™ der
Generator von ®?:1 7 auf @, A. Dann gilt fir die folgenden Aussagen

(i) w ist ein (1, 3)-KMS-Zustandmit 3 € Ry.
(ii) w ist vollstindig passiv.
(i4i) w ist passiv.
(iv) —i (), w) (Bs™(B)) >0, VB = B* € D(6M), ¥n € N.
(v) —iw(B§(B)) >0, VB = B* € D(¢).
das Diagramm (A.1).

Wir geben nun einige Konvergenzeigenschaften von KMS-Zustéinden und
eine Begriindung fiir die Terminologie von KMS-Zustédnden bei § = +o0.

Satz A.7 Sei (A, 1) C*-dynamisches System und (wq) eine Folge von (T, Ba)-
Zustinden, Ba € R, auf A, so daff die Grenzwerte

limwy(A) =w(A) VA€ A und limB,=B€R (A.4)

existieren, dann ist w ein (1, 3)-KMS-Zustand.
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(i) ——= (i) —— (ii)

N

(iv) ——= (v)

Abbildung A.1: Diagramm zum Thm. von Pusz-Woronowicz

Hilfreich fiir den beweis der Existenz von KMS-Zustédnden, speziell Grund-
zustédnden, in Systemen, die thermodynamische Limiten sind, ist der folgende

Satz A.8 Sei A eine unitale C*-Algebra und (7")p>1 eine Teilfolge einer ein-
parametrigen Gruppe von *-Automorphismen von A mit

lim ||7*(A) = 1:(A)|]| =0 YVt € R, VA € A.

n—oo

Weiterhin gebe es ein (7], Bn)-KMS-Zustand wy,, B, € R, auf A mit
lim 8, =8 €R.
n—oo

Dann existiert ein (1, 8)-KMS-Zustand w auf A

w= lim wy,. (A.5)

n—oo

Zum Schlufl sei noch bemerkt, dass nicht jedes C*-dynamisches System
(A, 7) KMS-Zustinde besitzen muf.

A.2 Die Menge der KMS-Zustéinde

Da die Menge der KMS-Zustéinde Kz C E4 (Menge aller Zusténde auf .A) kon-
vex ist, kann man zeigen, dal Kgbzgl. der schwach*-Topologie abgeschlossen
ist. Deshalb kann man W*-dynamische Systeme (M, 7) betrachten.

Theorem A.9 Sei (A, 1) ein C*-dynamisches System mit 1. Dann gelten fir
B < oo die folgende Aussagen:

(i) Kg ist konvex und schwach*-kompakt.
(ii) Kpgist ein Simplex.

11) w €Kg st ein Extremalpunkt (Ecke)von Kg genau dann, wenn w ein Fak-
B B
torzustand ist.
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(iv) wi,wr seien zwei Extremalpunkte von Kz, dann sind sie entweder iden-
tisch oder disjunkt.

Falls A keine Identitit besitzt, kann man sie trotzdem unital machen durch:

(A,7) = (A7) mit
A:=C1+A und 7:A3(a,A) = 7(a,A) = (a,7(A))

Der Vorteil einer Algebra mit 1 ist der, dal E4 kompakt im Sinne der
schwach*-Topologie ist.
Die Aussage (ii) ist fiir 8 = oo im allgemeinen nicht richtig, denn beispiels-
weise ist im Falle von 7 = 7 fiir alle t € R Ko = E4. Besteht Kgaus ge-
nau einem Punkt, dann ist es ein Faktorzustand. Dies ist insofern wichtig, als
Faktorzustdnde tiber cluster-Eigenschaften charakterisiert werden kénnen, die
weitreichende Korrelationen ausschliessen.

Satz A.10 Folgeden Aussagen sind fir § < oo dquivalent:

(i) Kpist ein Gesicht in EY.

(ii) (A,w) ist schwach asymptotisch abelsch im Sinne fiir alle w €Kg .
(i1i) (A,w) ist R-zentral fir alle w €Kpg.

A.3 Stabilitit von KMS-Zustinden

Bei Stabilitdtsuntersunchungen von KMS-Zustdnden geht es darum ein C*-
dynamisches System (A, 7) mit einem gestortem System (A, 7F) der Storung
P = P* ¢ A zu vergleichen. Hierbei wird die Automorphismengruppe 7%
durch den Generator § + 0p mit 6p(A) := i[P, A] erzeugt. Es gibt zwei ver-
schiedene Zugénge, eine ”zeitunabhéngige” von Connes und Araki, und eine
”zeitabhéngige” von Robinson. Der erste Zugang ist auf den Vergleich von
7-KMS-Zustinden mit 77-KMS-Zustinden zugeschnitten, wihrend die zweite
Methoden dazu geeignet ist, allgemeinere Zustdnde von Systemen, die die Ergo-
dizititeigenschaft besitzen (z.b. asymptotische Kommutativitit), zu behandeln.
Wir wollen nun auf dem direkten Weg auf die Haupttheoreme hinarbeiten. Die
gestorte Gruppe 77 ist die eindeutige Losung der Differentialgleichung

thZEA) =1 (8(A) +6p(A)) VA€ D(S).

Durch Integration und anschliessender Iteration erhilt man die explizite
Form

TtP(A)ZTt(A)+Zin/Otdtl/Otl dtQ.../Ot"l dtn[Ttn(P)[...[Ttl(P),Tt(A)]H_

n>1
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Man kann die gestorte Gruppe auch darstellen durch

7 (A) =T{m (AT,

wobei

t tq tn—1
Ff=]l+zin/ dtl/ df2"'/ dtnt, (P) -7, (P)
0 0 0

n>1
die Losung der folgenden Differentialgleichung ist:
ry

Man kann zeigen, dafi 'Y die cozyklische Relation

Iy, =T/n(07)

erfiillt. Alle oben auftretenden Integrale konvergieren im C*-dynamischen
Fall im Sinne der starken und im W *-dynamischen Fall im Sinne der o-schwachen
Topologie. Wir geben nun einige Stabillitétseigenschaften von KMS-Zusténden
im “zeitunabhéngigen” Formalismus.

Theorem A.11 Sei (A, 1) ein C*-dynamisches oder W*-dynamisches System
und w ein (1, 8 )-KMS-Zustandiider A. Dann ist fiir alle A € Aund P = P* € A
die Funktion

Fa(ty, - ,tn) = wT(A;Ttn(P); e ;Ttl(P))

Grenzwert einer Funktion Fa(z)(wr(A4; 72, (P);--+ ;7 (P)), die innerhalb
von Dé") ={z=(21,"",2zn) : Imz € (0,8),Imz € (0,Imz;—1)} holo-

morph, in Dé") stetig und uniform beschrinkt und

sup |Pa(z)| < 2"nl||P|["[|All
zEDE%")
Gilt 2||P|| < 1, dann ist der gestorte (7, 3)-KMS-Zustand

P w(AT]3)
W= Tr)
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gegeben durch die uniform konvergente Summe

B Sn—1
wP (4) = w(A) + Z(—l)"/O dsy - /O dsnwr (A; Tis, (P); -+ 5 Tisy (P)).

(A.6)

Man kann zeigen, daf die Abbildung 42 : w + w? ein Isomorphismus von

der Menge der (7, 3)-KMS-Zustinde in die Menge der (77, 8)-KMS-Zusténde
ist, die Extremalpunkte in Extremalpunkte abbildet.
Betrachten wir nun den Orbit des Zustandes w unter der gestorten Evolution
7P, Beim “zeitabhingigen” Formalismus sieht man das System als stabil an,
wenn der netwickelte Zustand w’ der eindeutige 77-KMS-Zustand von w ist, in
Formeln lautet diese Forderung

wP(A) = lim w(r/(A4)).

t—+oo

Wegen der 7-invarianten Eigenschaft von w erhilt man

wP(A) = lim w(r—7/(4))

t—too
—w(4)
+tg$w2i"/o dtl/tl dtg---/tl dtnw ([, (P)[++ 17, (P), AT]])

(A7)

Wir haben also eine von der im Theorem angegebenen unterschiedliche Ent-
wicklungen fiir w”(A) erhalten. Durch Termvergleich der beiden Formen erhilt
man schliellich eine Stabilitétsbedingung.

Theorem A.12 Seiw ein (1, 8)-KMS-Zustandiber dem C*-dynamischen oder
W*-dynamischen System (A, 7) mit der starken Clustereigenschaft

tii?oow(ATt(B)) = w(A)w(B) VA, B e A

Dann qilt

lim - lim z'"/OTl dtl/:Z dtg---/Tn dtnw([m(B)[---[Ttl(B),A]]D

T1—+oco Ty —+oo tno1

ﬂ Sn—1
=/ dsl---/ dspwr (A; Tis, (B); - -+ Tis, (B)) s
0 0
(A.8)
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und im besonderen

lim ' dtw([A, 7:(P)]) =0 (A.9)

T—oo J_p
fiir alle A, P € A.

Beispielsweise lautet die Stabilitédtsbedingung erster Ordnung;:

T B
li i dtw([A, 7(B)]) = d A;71i5(B)).
T—1>Ifool/0 w([ , Tt ( )]) /0 sz( i Tis( ))

Die Stabilitdtsbedingung wird von allen (7, 8)-KMS-Zusténden, 3 € R erfiillt,
die auf einem L!(Ap)-asymptotisch stabilen C*-dynamischen System leben, d.h.
auf einer normdichten Unteralgebra von Ay C A mit

/ dt||[A, 7(B)]|| < oo VA, B € Ap.
Bis jetzt haben wir gezeigt, dal KMS-Zustédnde bestimmten Stabilitétsbedingungen

geniigen. Das néichste Ziel ist, die KMS-Bedingung aus Stabillitéitskriterien ab-

zuleiten. Wir geben nun ein Ergebnis von Haag, Kastler und Trych-Pohlmeyer,

die gezeigt haben, dafl extremale Zustinde L'(Ap)-asymptotisch stabiler C*-

dynamischer Systeme, die bei lokalen Stérungen stabil sind, extremale (7, 3)-

KMS-Zustéinde mit Werten 8 € R sind.

Theorem A.13 Sei (A,7) ein L'(Ap)-asymptotisch stabiles C*-dynamisches
System und w einT-invarianter Zustand iber A. Seien zusdtzlich noch die beiden
folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Entweder

lim w(Ttl (Al)th (AQ)Tts (Ag)) = w(Al)w(AQ)w(Ag) VAk S .A,

inflti—tj |—>OO
i#]

oder w ist ein Faktorzustand.

(ii) w geniigt der Stabilititsbedingung

/OO dtw([A, 7(B)]) < o0 VA, B € Ap.

— 00
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Dann ist w ein estremaler (1, B)-KMS-Zustandmit 3 € R.

Die vorangegangenen drei Theoreme verkniipfen die Stabilitéit und die KMS-
Bedingung fiir L*(Ap)-asymptotisch stabile C*-dynamische Systeme aufs engste
miteinander. Man kann also die Interpretation von KMS-Zustédnden als Gleich-
gewichtszustéinde physikalischer Systeme geniigend rechtfertigen.



Notation

x = (21,0, Tn)

3 :(gla---agn)

o = (1, ..o, )

|al =X

a! =1«

z® = I, a7

o2 — (9)001) -+ (0/0,)

Dg = (~1)llge

CcH() Vektorraum der bis zur Ordnund ! € Ny stetig differenzierbaren
Funktionen iiber )

C(Q) =C%(9)

C> () = N{CHQ)| 1 € No}

E(Q) =C>(Q)

D(©) — (@)

D(R™) Vektorraum der in allen Ableitungen schnell fallenden C*°-Funktionen
iiber R™

g Q) Dualraum von £(2)

D'(Q) Dualraum von D(Q)

S'(R™) Dualraum von D(R™)

<u, > Anwendung der Distribution v auf ¢ € X (X € {£(Q),D(22),S(R™)}

(u, B) =<u,¢>

singsupp(u) singulérer Trager von u

U Fouriertransformierte vonu

S/T(;([R") = S/T& Vektorraum der Kumano-goschen Symbole der Ordnung m
und des Typs (p, d)

sm S
5o U{S™| meR}
S0 n{S™| meR}
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SZ?&([R") =385

Sm

SOO

S—OO
p(X, D)

ST (R = ST

P,

’

gm,m

p(X, X', Dy, Dyr)
Hs([R") = H,
H_

Hy,

£(&)

R(xo, o)

S(u)

Vektorraum der Kumano-goschen Pseudodifferentialoperatoren

(PsDOen) der Ordnung m und des Typs (p, )

804

U{8™ meR}

N{8™ m e R}

von dem Symbol p € S’ erzeugter PsDO
Vektorraum der Kumano-goschen Doppelsymbole
der Ordnung (m,m’) und des Typs (p, )

ngim ,

von dem Doppelsymbol p € ;" erzeugter PsDO
Sobolev-Raum

U{Hs] meR}

N{Ss| meR}

Menge der kegelférmigen Umgebungen von &y € R?
Menge der (in &) kegelférmigen Umgebungen

von (xg,&) € R™ x R}2

Menge der “Richtungen des singuléren Verhaltens® von u € &’

Wellenfrontmenge von u € D’
mikrolokale Spektrumsbedingung
Mikrotriger des Symbols p bzw. des PsDOs P

C*-Algebren

vier dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
C*-Algebra der in O € M meBbaren physikalischen Gréfien
Cauchy-Fliche

van Vleck-Morette-Determinante

Pullback, Push forward

geoditischer Abstand zwischen x und y in M
n-Punktfunktion, f; € D(M)

= wa(f,9)

Zweipunktfunktion des Grundzustandes

= 2M : Schwarzschild-Radius

=r+nryln ( — 1) : die Schildkrotenkoordinate

gegen 1o laufende Wellenpakete

gegen r = oo (+) laufende Wellenpakete

Hilbertraum

Menge der linearen und beschriankten Operatoren auf H
Menge aller Zusténde auf A

Menge aller KMS-Zusténde auf A

C*-dynamisches System.

= limy_,g (Tt(A) — A) : infinitesimaler Erzeuger von 7
Stérung, P = P* ¢ A

r
To
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