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Einfiihrung

Algebraische Formalismen werden in der statistischen Physik meistens auf Gleich-
gewichtsphénomene angewendet. Dabei wird versucht, Gleichgewichtszustdnde

mit Zustdnden auf einer C*-Algebra zu identifizieren. Es gibt zwei verschiedene
Zuginge, die eine genauere Charakterisierung dieser Zusténde als gemeinsames

Ziel haben.

Bei der ersten Formulierung beginnt man mit einem bestimmten Hamiltonopera-

tor Hy, der die Wechselwirkungen und Randbedingungen fiir Teilchen in einem
endlichen Teilraum A beschreibt, und versucht dann den Gibbs-Gleichgewichtszustand

Tr(e=B#H2r A)

wp,p(A) = “Tr(e-PHa)

zu konstruieren. g wird als das Inverse der Temperatur interpretiert. Bei
dieser Konstruktion ist es notwendig, da8 Hj selbstadjungiert und e #H4 ein
Spurklassen-Operator sind. Deshalb ist dieser Weg beim unendlich dimensio-
nalen Fall nicht mehr begehbar. Zum Abschluss untersucht man die Existenz
(oder Nichtexistenz) des Grenzwertes des thermodynamischen Prozesses

wp(A) == lim wa,5(A).
Wir werden diesen Zugang in dieser Arbeit nicht behandeln.

Beim zweiten Zugang versucht man zunéchst, die Dynamik des idealisier-
ten unendlichen Systems allgemein zu beschreiben. Hierbei geht man von der
einfachsten wie aber auch stidrksten Annahme aus, daf§ die Zeitentwicklung
t — 7:(A) der Observablen A durch eine stetige, einparametrige Gruppe 7 von *-
Automorphismen der C*-Algebra A aller Observablen gegeben ist. Leider wird
diese Forderung nur von ganz einfachen Modellen erfiillt. Sie ist sogar falsch
beim nicht wechselwirkenden Bose-Gas. Fiir realistischere Theorien wird die-
se Annahme gelockert. Die Gleichgewichtssituationen beschreibenden Zusténde
versucht man durch ihre Eigenschaften bzgl. der Automorphismengruppe 7
herauszusieben, z.B. Stationaritét

w(Te(A)) = w(A),
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oder aber auch Stabilitdt, Ergodizitéit etc. Die Gleichgewichtszustinde wer-
den bei diesem Formalismus durch die Bedingung

o Arip(B)) = w(BA

fiir alle A, B aus einer normdichten, 7-invarianten *-Unteralgebra von A
ausgewihlt. Diese sogenannte KMS-Bedingung geht zwar auf Kubo (1957),
Martin und Schwinger (1959) zuriick, aber erst Haag, Hugenholtz und Winnik
[HHWG67] haben sie zum Kriterium fiir Gleichgewichtszustéinde erhoben. Die
KMS-Bedingung impliziert, da} die Abbildung t — w(ATt (B)) in dem Streifen
0 < Imt < f analytisch ist, und dal dann die Observablen innerhalb des Zu-
standes miteinander kommutieren.

Die KMS-Bedingung hat seit den sechziger Jahren deshalb sehr viel Aufmerk-
samkeit erfahren, weil eine fast identische Relation in der Modularen Theorie
auftauchte. Tomita wies jedem treuen Zustand w iiber einer W*-Algebra M
eine kanonische einparametrige Gruppe von *-Automorphismen 7% zu, und Ta-
kesaki konnte zeigen, dafl w die KMS-Bedingung bzgl. der Gruppe 7% erfiillte,
jedoch mit dem kleinen Unterschied, dafi die Abbildung ¢t — 7{°(4), A € M, i.
A. nicht normstetig war.

Mit der Zeit konnte die Interpretation der KMS-Zusténde als Gleichgewichts-
zustédnde immer mehr gerechtfertigt werden. So konnte man zeigen, daf einer-
seits KMS-Zustédnde gewisse Stabilitdtseigenschaften besitzen, adererseits aber
auch, daf} realistische Stabilitdtskriterien an Gleichgewichtszustéinde die KMS-
Bedingung implizieren. Ein prominentes Beipspiel aus der Quantenfeldtheorie
in gekriimmter Raumzeit, bei dem die KMS-Eigenschaft eine wesentliche Rolle
spielt, ist der Hawking-Effekt. Beim Beweis von [FH90] wird mit der Hilfe der
KMS-Bedingung ein idealisierter Detektor simuliert [Saf].

Wir haben uns bei dieser Diplomarbeit hauptséichlich an [BR81], [aW92],
[Sak91] und [Bau] gehalten.
Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert. Zun#chst geben wir eine sehr gestraffte
Zusammenfassung der grundlegensten Groéflen und Werkzeuge wieder. Hier be-
schranken wir uns nur auf die Wiedergabe und lassen Beweise génzlich weg.
Im zweiten Kapitel fithren wir die KMS-Zusténde ein und geben mehrere dquivalente
Definitionen dieses Begriffes. Die Eigenschaften, wie z.B. die thermodynami-
schen Grenzwerte, werden hergeleitet. Die modulare Theorie wird skizziert und
die Verbindung zur KMS-Bedingung ausgefithrt. Zum Schlufl werden Eigen-
schaften der Menge der KMS-Zusténde diskutiert.
Im dritten Kapitel widmen wir uns ausschliesslich der Stabilitdt von KMS-
Zusténden. Dabei versuchen wir beide Richtungen

KMS-Bedingung «+— / w([P,7(A)])dt =0 VA, Pe A



angemessen zu motivieren. Im letzten Unterkapitel leiten wir das Stabi-
litdtskriterium aus der Normstetigkeit

[wiP(A) —w(A)| 2290 VA, P e A,

ab.
Ein in der Literatur unbekanntes Ergebnis von Thorsteinsson wird diskutiert,
némlich die Herleitung des Stabilitdtskriteriums aus den Bedingungen

(@) Jim sup flw(4) —wor}(4)| =0

(i1) Jim (wo P (A) —wo 2 (A)) = 0.
Dieses Ergebnis ist insofern hilfreich und wichtig, als bei der Normstetigkeit
die Existenz der Grenzwerte w}”, die i. A. nicht gegeben ist, nicht gefordert
wird. Am Ende dieses Kapitels geben wir eine physikalische Motivation fiir das
obige Stabilitétskriterium.
Im Anhang werden der Formalismus und einige wichtige Begriffe der algebrai-
schen Quantenfeldtheorie, die an manchen Stellen dieser Diplomarbeit auftau-
chen, eingefiihrt.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 C*/W*-Algebren, Zustinde, Darstellungen

Eine Algebra A ist ein C-Vektorraum, bestiickt mit einem billinearen, assozia-
tiven Produkt

Ax A — A

Die Algebra heifit kommutativ oder abelsch, falls das Produkt diese Eigen-
schaft besitzt. Eine Abbildung

TA— A
A— A*
heiflt Involution von A, falls sie die folgenden Bedingungen erfiillt:
o (A*)* = A,
o (aA+bB)* =aA* + bB*,
e (AB)* =B*A* Ya,be C, VA, B € A.

A* heifit die Adjunktion von A. Eine Algebra mit so einer Abbildung nennt
man eine involutive Algebra oder * — Algebra. Die unitale Algebra enthélt das
neutrale Element 1 mit A1 = 1A = A fiir alle A aus A. Ein Banachraum ist ein
vollsténdiger und normierter Raum, d.h. die Norm weist jedem Element A € A
eine reelle Zahl || A|| zu und erfiillt die folgenden Eigenschaften:

(i) [|[A] >0, |JA|l=0< A=0,
(ii) [|eAll = o |Al,  «€C,
(iti) |[A+ B[l <[ B|| + [|B]|, und
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(iv) [AB| < [lA]-[IBII-

Ist die *-Algebra zugleich ein Banachraum und es gilt auflerdem noch

[A* = [[All VA€ A, (1.1)

dann spricht man von einer Banach * — Algebra. Eine Algebra ohne Invo-
lution jedoch mit einer Norm mit den Eigenschaften (i)-(iv) nennt man eine
Banach — Algebra.

Definition 1.1 Eine C* — Algebra ist eine Banach*-Algebra A mit ||A*A|| =
| Al|? fiir alle A € A.

Die Begriffe iibertragen sich auf die Teilmengen B C A, falls B die betref-
fenden Bedingungen erfiillt.

Beispiele 1.2 fiir C*-Algebren sind:

(i) Die Menge der beschriankten Operatoren £(#) mit der Supremumsnorm

[A[l := sup{[|A9[l| ¢ € H, [[¢] = 1}.

(ii) Jede uniform abgeschlossene Unteralgebra B C £(H), die selbstadjungiert
ist, d.h. dal aus A € B A* € B folgt, z.B. die Menge der kompakten
Operatoren LC(H) auf H.

(iii) Die Menge der stetigen Funktionen Co(X) auf einem lokal kompakten
Raum X ist mit der Supremumsnorm | f|| := sup{|f(z)|| = € X} ist
eine abelsche C*-Algebra.

Definition 1.3 Eine C*-Algebra A heifit einfach, wenn die einzigen abge-
schlossenen Ideale {0} und A sind.

Satz 1.4 Sei A eine abelsche und unitale C*-Algebra, dann existiert ein kom-
pakter Hausdorffraum X, so dafl A (isommetrisch) isomorph zu C(X) ist. Besitzt
A keine 1, dann ist X' lokalkompakt und A (isommetrisch) isomorph zu Co(X).
In beiden Féllen ist der Raum & bis auf Homomorphie eindeutig.

Definition 1.5 Eine C*-Algebra M heifit W* — Algebra, falls sie der Dualraum
eines Banachraums ist.

Bei Operatoralgebren verwendet man statt W*-Algebra die Terminologie
von Neumann — Algebra. Sakai hat gezeigt, dafl die obige abstrakte Charak-
terisierung von von Neumann-Algebren dquivalent zu der géngigeren Definition
ist. Sei H ein Hilbertraum und £(H) die Menge der linearen beschrinkten
Operatoren
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A:Hr—s H, Al := sup [|AY| < oo.
ver vl <t

Die Kommutante A" von A C L(H) enthilt all die Operatoren, die mit
jedem anderen Operator aus £(H) kommutieren, also

A ={XeL(H): XA=AX, Ac A}

Man kann zeigen, daf} falls A selbstadjungiert ist, d.h. A* = A fiir alle
A € A, dann ist A’ eine C*-Algebra. Es gilt weiterhin

ACA" =AW = A©®) =
A =A"=AB) = AT = |
wobei A"t = (A™).
Theorem 1.6 (von Sakai) Die *-Algebra M € L£(H) ist genau dann eine von
Neumann-Algebra, wenn M = M” gilt.
Beispiele 1.7 fiir von Neumann-Algebren sind:

(i) L£(H) ist nicht nur eine von Neumann-Algebra, sondern sogar ein Faktor,
da L(H) = C1.

(ii) LC(H) ist keine von Neumann-Algebra, denn LC(H)"” = (C1) = L(H) #
LC(H).

Fiir das weitere Studium von von Neumann-Algebren ist aufler der uniformen
Topologie (1.1) die Einfithrung einiger weiterer Operatortopologien notwendig.

Definition 1.8 Seien u, v, uy, v, € H. Dann unterscheiden wir auf £(H) die
folgenden Operatortopologien:

(i) Die ultraschwache: p(A) :=|>"(uyn, Avy)

n

mit 32([[un|* + [lon]|?) < oo
n

(ii) Die schwache: py(4A) := |(u, Av)|.
(iii) Die starke: p,(A) := || Au]|.
(iv) Die ultrastarke: p(A) := || Auy,||?, wobei Y ||u,||? < oo.

(v) Die * — starke: A — py(A) + pu(4%).

2
(vi) Die * — ultrastarke: A — {Z|Aun|2 + Z|A*un|2} :
n n
Einige Autoren verwenden statt der Bezeichnung “ultrat” auch “o”, z.B.
o-stark*-Topologie.
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Fiir diese Operatortopologien bestehen die Beziehungen:

uniform< *-ultrastark<ultrastark<ultraschwach
A\ A\ A\
*-.stark < stark < schwach

Hier bedeutet “<” “feiner als”. Eine GesetzmifBigkeit wird in der obi-
gen Skizze veranschaulicht, ndmlich da§ die oben stehenden (aufier der unifor-
men) und die unten stehenden Topologien jeweils die gleichen stetigen linearen
Funktionale zulassen. Der Hauptunterschied zwischen der *-starken und der
*-ultrastarken Topologie ist der, dal die Abbildung A — A* nur im Sinne der
*-starken stetig ist.

Mit Hilfe dieser Topologien formulieren wir das

Theorem 1.9 (Kommutanten-) Sei A C L(#) eine nicht degenerierte *-
Algebra. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A=A".
(ii) A ist schwach abgeschlossen.
(iii) A ist stark abgeschlossen.
(iv) A ist *-stark abgeschlossen.
(v) A ist ultraschwach abgeschlossen.
(vi) A ist ultrastark abgeschlossen.

(vii) A ist *-ultrastark abgeschlossen.

Eine von Neumann-Algebra ist demnach eine C*-Unteralgebra von L(H), die
im Sinne der schwachen Operatortopologie abgeschlossen ist. Das Kommutanten-
Theorem besagt aber auch, dafl der Abschlufl der *-Algebra unabhéngig von der
Wahl einer bestimmten Operatortopologie ist. Eine unmittelbare Konsequenz
des obigen Theorems ist

Korollar 1.10 (von Neumann-Dichtetheorem) Die nicht degenerierte *-
Operatoralgebra A auf H ist im Sinne der schwachen, starken, *-starken, ul-
traschwachen, ultrastarken und *-ultrastarken Topologien dicht in A",

Theorem 1.11 (Kaplanskys Dichte-) Die Einheitskugel der *-Operatoralgebra
A auf H liegt im Sinne der *-ultrastarken Topologie dicht in der Einheitskugel
des schwachen Abschlusses von A.
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Definition 1.12 Sei A eine involutive Banach-Algebra, dann heifit P € A eine
Projektion, falls P? = P und P* = P gilt. Zwei Projektionen P, Q € M heifilen
aquivalent zueinander, P ~ @, falls ein W € M existiert, so dafl W*W = P
und WW* = @ gelten. Die Projektion P nennt man endlich, wenn aus Q < P
und @ ~ P sofort Q = P folgt, ansonsten unendlich. Besitzt die Projektion P
keine endliche nichttriviale Unterprojektion ¢ < P, dann nennt man sie rein
unendlich. P heifit abelsch, falls PMP eine abelsche Unteralgebra ist. Eine
zentrale Projektion ist eine Projektion auf M N M’.

Da die durch die Projektionen aufgespannte Menge dicht in der von Neumann-
Algebra M liegt, kann man diese Algebren durch die Menge der Projekionen in
M charakterisieren.

Definition 1.13 Eine von Neumann-Algebra M nennt man endlich oder rein
unendlich, falls die identische Projektion 1 diese Eigenschaften besitzt. M heifit
semiendlich, falls sie nicht rein unendlich, und eigentlich unendlich, wenn alle
nichttrivialen, zentralen Projektionen unendlich sind.

Die von Neumann-Algebren M kann man dann in die folgenden Typen einteilen:

Typ I Jede nicht triviale, zentrale Projektion in M majorisiert eine
nicht triviale, abelsche Projektion in M.

Typ I1 M besitzt keine nicht triviale, abelsche Projektion, und jede
nicht triviale, zentrale Projektion in M majorisiert eine
endliche nicht triviale Projektion von M.

Typ II; M ist vom Typ II und endlich.

Typ Ilc M ist vom Typ II und besitzt keine nicht triviale, zentrale
Projektion.

Typ I1I M ist rein unendlich.

Ist M vom Typ I,II oder III, dann ist es M’ ebenfalls, und umgekehrt.
Fiir die Typen II; und I, stimmt diese Aussage i. A. nicht. Weitehin kann
man zeigen, daf} jede von Neumann-Algebra als direkte Summe von Algebren
der obigen vier Typen dargestellt werden kann.

Definition 1.14 Seien A, B C*-Algebren. dann heifit eine lineare Abbildung
¢ : A— Bein * — Homomorphismus, falls fiir alle A, B € A gilt:

(i) ¢(AB) = ¢(A)o(B)

(ii) ¢(A") = (¢(4)) .

Die Begriffe Mono—, Epi—, Iso—, Endo— und Automorphismus werden
in der iiblichen Weise eingefiihrt.
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Wir halten einige grundlegenden Eigenschaften des *-Homomorphismusses
¢ fest in dem

Lemma 1.15 Seien A, B C*-Algebren und ¢ : A — B ein *~-Homomorphismus.
Dann gilt:

(i) ¢ bewahrt die Positivitidt: A > 0= ¢(A4) > 0.
(ii) ¢ ist stetig und ||¢(A)|| < || 4], ¢ kann die Norm nur verkleinern.

(iii) ¢ ist genau dann ein *-Isomorphismus, wenn ker ¢ := {4 € A: ¢(A) =0}
erfiillt ist.

(iv) Ein *-Isomorphismus ist automatisch isommetrisch, d.h. normerhaltend:

(A = [[All
(iv) Das Bild ¢(A’) einer C*-Algebra A’ ist wieder eine C*-Algebra.

Im Falle von von Neumann-Algebren kénnen wir weitere Aussagen machen.

Theorem 1.16 *-Homomorphismen ¢ : M — N zwischen von Neumann-
Algebren M und N sind ultraschwach- und ultrastark-stetig.

Definition 1.17 Eine Darstellung einer C*-Algebra A ist ein Paar (H,W),
bestehend aus einem komplexen Hilbertraum H und einem *-Homomorphismus
m: A L(H). Sie heifit treu, falls m ein *-Isomorphismus ist, und nicht
degeneriert, falls {v € H: n(A)v =0, A € A} = {0}. Ein Teilraum F C H
heifit invariant unter 7(A), wenn w(A)F C F fiir alle A aus A gilt. Sind
{0} und H die einzigen invarianten, abegschlossenen Teilrdiume, dann heifit die
Darstellung (H, 7r) irreduzibel, ansonsten nennt man sie reduzibel. Zwei Dar-
stellungen (Hl,m) und (HQ,T(‘Q) heiflen zueinander (unitdr) aquivalent, falls
es einen unitiren Operator U : H1 — Ha gibt mit ma(A) = Um U™,

Satz 1.18 Die Darstellung (H, 7r) einer C'*-Algebra A ist genau dann treu, falls
eine der folgenden dquivalenten Kriterien erfiillt ist:

(i) kerm = {0}.
(i) [=(A)l =4l vAecA
(iii) 7(4) >0  VAe Ay.

Jede Darstellung (H, 7r) einer C*-Algebra A definiert eine treue Darstellung
fiir den Quotienten A, := A/ker m. Die Darstellung einer einfachen Algebra
ist immer treu.

Satz 1.19 Fiir die selbstadjungierte Teilmenge L C L£(H) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
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(i) K ist irreduzibel, d.h. die einzigen unter der Wirkung von K invarianten
Unterrdume sind {0} und A.
(ii) K’ besteht nur aus den Vielfachen der 1.

(iii) Jedes 9 #£ 0, 1 € H ist zyklisch fiir K in H, oder K =0 und H = C.

Definition 1.20 Sei M eine von Neumann-Algebra auf einem Hilbertraum #.
Dann nennt man H’ C H separierend fiir M genau dann, wenn fiir alle A € M
und £ € H' aus AE =0 A = 0 folgt.

Definition 1.21 Eine zyklische Darstellung ist ein Trippel (H, m, Q), wobei

(H, 7r) eine Darstellung von A und Q € H ein fiir 7 zyklischer Vektor in H
sind, d.h. {m(A)Q: A € A} ist dicht in H.

Satz 1.22 Sei M eine von Neumann-Algebra auf dem Hilbertraum H und IC C
‘H. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) K ist zyklisch fiir M.
(ii) K ist separierend fiir M’.
Satz 1.23 Jede nicht degenerierte Darstellung einer C*-Algebra 148t sich als

direkte Summe von zyklischen Unterdarstellungen beschreiben.

Man kann sich somit bei der Diskussion iiber nicht degenerierte Darstellun-
gen auf zyklische Darstellungen beschrinken.

Definition 1.24 Sei A eine unitale C'*-Algebra und w : A — C ein lineares
Funktional auf A. Dann ist w

(i) hermitesch, falls gilt w(A*) = w(A) VA€ A
(ii) positiv, wenn w(A) >0 VA > 0.
(iii) ein Zustand, falls w positiv ist und normiert, d.h. w(1) = 1.
)

(iv) ein treuer Zustand auf der von Neumann-Algebra M genau dann, wenn
w ein Zustand ist und w(A4) > 0 fiir alle A € M, der Menge der positiven
Elemente von M.

(v) ein reiner Zustand, falls w nicht als konvexe Linearkombination anderer
Zustande dargestellt werden kann.

(vi) ein Spurzustand, falls w(AB) = w(BA) VA, Be€ M.

(vii) ein Vektorzustand, falls w(A) = wo(A) := (Q,7(A)Q) Q € H, wobei
|12l = 1 und die Darstellung 7 nicht degeneriert sind.
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Im Falle einer abelschen C*-Algebra ist w genau dann ein reiner Zustand,
wenn w(AB) = w(A)w(B) fiir alle A, B aus A gilt. Sollte A keine 1 besitzen,
dann wird die Normiertheit durch die Bedingung |w]|| := sup{|w(A4)|]| ||4] =
1} =1 ersetzt.

Definition 1.25 Sei nun M ein von Neumann-Algebra und w ein positives
lineares Funktional auf M. Gilt w(l.u.b.a (Aa)) = 1.u.b.a(w(Aa)) fiir alle stei-
genden Folgen {A4,} in M, dann nennt man w normal.

Theorem 1.26 Die von Neumann-Algebra M operiere auf dem Hilbertraum
H und w sei ein Zustand auf M. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) w ist normal.
(ii) w ist ultraschwach stetig.

(iii) Es existiert eine Dichtematrix p, d.h. ein positiver Spurklassen-Operator
auf H mit Tr(p) = 1, mit der Eigenschaft w(A) = Tr(pA) fiir alle A € A.

Definition 1.27 Eine von Neumann-Algebra M wird Faktor genannt, falls
sie ein triviales Zentrum besitzt, d.h. Z(M) = C1. Ein Zustand w auf einer
C*-Algebra A heiit Faktorzustand oder primarer Zustand, falls m,(A)" ein
Faktor ist, wobei 7, die entsprechende zyklische Darstellung ist.

Ein Faktor ist entweder vom Typ I,11;, Il oder I1].

Lemma 1.28 Sei (E(H), 7r) eine Darstellung der C*-Algebra A. Dann ist die
Darstellung genau dann treu, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) ker m = {0}.
(i) [=(A =4l  vAeA
(ili) w(A) >0, A>0.

Man kann zu einer gegebenen nicht degenerierten Darstellung einer C*-
Algebra und einem Vektor Q@ € H mit ||Q]] = 1 einen Zustand, den Vektorzu-
stand, konstruieren. Die Moglichkeit der Konstruktion in umgekehrter Richtung
wird von dem folgenden Theorem sichergestellt.

Theorem 1.29 Fiir einen beliebigen Zustand w auf einer C*-Algebra A exi-
stiert eine bis auf unitire Aquivalenz eindeutige, zyklische Darstellung (H,,, 7., {X.)
von A, die sogenannte kanonische zyklische Darstellung von A bzgl. w, so dafl

W(A) = (o, mu(A)Q,)  VAEA

Diese Darstellung ist genau dann irreduzibel, wenn w rein oder, gleichbedeu-
tend damit, ein Extremalpunkt der Menge der Zusténde auf A E 4 ist.
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Es gilt natiirlich dann auch ||| = 1. Jeder Zustand auf A ist also ein
Vektorzustand fiir eine bestimmte nicht degenerierte Darstellung von .A.
Das folgende Theorem stellt sicher, daf} jede C*-Algebra durch eine C*-Unteralgebra
von L(H) dargestellt werden. Mit Hilfe dieses Theorems kommt man dann zu
der sogenannten GNS-Konstruktion.

Theorem 1.30 (GNS-; Gelfand, Naimark, Segal) Fiir jede C*-Algebra A
existiert ein Hilbertraum H, so dafl A *-isomorph zu einer C*-Unteralgebra von
L(H) ist.

Wir werden weiterhin einige elementare Informationen iiber einparametrige
Isometriegruppen brauchen. Hierfiir betrachten wir zunéchst einen komplexen
Banachraum X und eine abgeschlossene Teilmenge F C X'*, so dafl F = X'™*

oder F* = X gilt. Mit o(X, F) bezeichnen wir die lokal konvexe Topologie auf
X, induziert durch die Funktionale auf F.

Definition 1.31 Eine F = X'* — stetige Isometriegruppe von X ist eine ein-
parametrige Familie R 5 ¢ — 74 von linearen, beschrinkten Abbildungen 7 :
X — X mit:

(1) Tti+ty = Tt1 " Ttas thatQ € [Ra to = ¢,
(ii) ||| =1, teR,

(iii) t — 1 (A) ist o(X, F)-stetig fiir alle A € X, d.h.
t— 77(7',5 (A)) ist stetig fiir alle A € X und n € F,

(iv) A 1(A) ist o(X, F)-stetig fiir allet € R, d.h. nor € F fiir allen € F.
Man bezeichnet dann A € X als analytisch fiir 7, wenn es ein Streifen
Iy :={z: [Imz| < A\} C C und eine Funktion f : Iy, — X gibt mit den beiden
Eigenschaften
(i) f(t) = m(A), Vt € R, und

(ii) 2 — n(f(z)) ist analytisch fiir alle n € F.

Proposition 1.32 Falls A analytisch fiir 7 auf I, ist, so ist A auch stark
analytisch auf I, d.h.

Jim B (f(z 4 ) = f(2)

existiert in Norm fiir z € I.
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1.2 CAR- und CCR-Algebren

Man kann auf zwei verschiedene Wege zur algebraischen Struktur quantenme-
chanischer Systeme von Punktteilchen gelangen.

Der erste ist praxisorientierter oder physikalischer. Man startet mit einem Hil-
bertraum H und definiert den Fockraum F(H) := @, o H", wobei H? := C
ist.

Fiir die Untersuchung von Bose- bzw. Fermiteilchen brauchen wir die folgenden
Hilbertraume

Fi(H) := PLF(H) mit
Pelh®® fa) = Y fr @ fr,

Pfi@®f) =Y enfr @ © fr,

fiir alle f; € H, iiber alle Permutationen 7 : (1,...,n) — (71, ...,m,) und €,
ist 1 bzw. -1, falls die Permutation gerade bzw. ungerade ist. Fy bezeichnet
man als den Bose — Fockraum (Bose-Einstein-Statistik) und F_ den Fermi —
Fockraum (Fermi-Dirac-Statistik). Weiterhin definieren wir fiir f € H auf
F(H) die Vernichtungs— und Erzeugungsopertoren durch ay(f) := a(f)Px
und a* (f) := Pra*(f) mit

a(f ) (L@@ fu) =Vnlf, L) (20D fn),
()LD D fn) =Vn+1IfD o@D fn)

Die Vernichtungs- und Erzeugungsopertoren auf Fi(H) lauten dann

ax(f) :=Pra(f)P+ = a(f)P+ und a’(f) := P+a”™(f)P+ = P+a*(f),

die letzte Umformung ist dadurch begriindet, weil a(f) die Unterrdume
Fi(H) invariant 148t.
Diese Operatoren geniigen den kanonischen Kommutatorrelationen (CCR)
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wobei {A, B} := AB + BA. Der Hauptunterschied zwischen Bose-Teichen
und Fermi-Teilchen ist der, dal Bose-Teilchen dem Pauli — Prinzip, hier aus-
gedriickt durch die Operatorgleichung

nicht geniigen, d.h. beliebig viele Bosonen koénnen den selben Zustand be-
setzen.
Man kann zeigen, dafl wihrend a(f) und a*(f), f,g € H, beschrinkte Erwei-
terungen auf dem Fermi-Fockraum F_(#) haben, die Operatoren ay(f) und
a’(f), f,g € H, unbeschrinkt sind. So z.B. folgt fiir das n-fache Tensorpro-
dukt (™ := f@---@® f von f € H mit sich selbst:

la(H)w™ | = Vals™ (£
Diese Unbeschrénktheit macht die Behandlung von Bosonensystemen viel

schwieriger als die von Fermionensystemen. Deshalb werden die sogenannten
Weyl — Operatoren

W(f) =@ mit a(f) :=%(a+<f>+a:<f>)

eingefiihrt, um Bosonensysteme geeignet beschreiben zu kénnen. Die Weyl-
Operatoren sind unitér und erfiillen den Weyl-Formen CCR:

W(f)W(g) = e MUD2W(f 4 g) = e D2 W(£)IV (g).

Jetzt wollen wir den abstrakteren Zugang beschreiten. Wir werden an dieser
Stelle nur erwdhnen, daf} die Elemente, die die CARs oder Weyl-Formen erfiillen,
eine C*-Algebra eindeutig erzeugen. Die genauere Aussage fassen wir zusammen
in dem folgenden

Theorem 1.33 Sei H ein Pri-Hilbertraum und A;, ¢ = 1,2, zwei durch die 1
und den Elementen a;(f), erzeugte C*-Algebren mit

(i) f+ a;(f) ist antilinear,
(i) {ai(f),ai(g)} =0 und
(iii) {ai(f),ai(9)} = (f,9)1
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Vf,g € H. Dann existiert genau ein *-Isomorphismus

a: A — A, a(m(f)) = ag(f)Vf EH.
Weiterhin gilt:

(i) fla(f) =IfII Vf €.

(ii) Ist H n-dimensional, n < oo, dann ist A(#H) isomorph zu einer C'*-Algebra
von komplexwertigen 2" x 2”-Matrizen.

(iii) A(H) ist genau dann separabel, wenn H separabel ist.
(iv) A(H) ist einfach.

(v) Ist U ein beschrinkter linearer Operator auf H und V ein beschridnkter
antilinearer Operator mit den Eigenschaften

VU4+UV=0=U0V*"+VU",
U'U+V*'V=1=U0U0"+VV",

dann existiert ein eindeutig bestimmter *-Automorphismus v von A(H),
die sogenannte Bogoliubov — Transformation, so daf} gilt:

v(a(f)) = a(Uf) +a* (V).

Theorem 1.34 Mit den obigen Bezeichnungen betrachten wir zwei von den
Elementen W;(f) # 0 erzeugten C*-Algebren mit

(1) Wi(=f) = Wi(f)",
(ii) Wi(f)Wi(g) = e D2 W,i(f + g) Vf, g € H,

wobei 0 : H x H — R eine nicht degenerierte, symplektische Bilinear-

form auf einem reellen linearen Raum H ist. Dann existiert genau ein *-

Isomorphismus

a: A — Ay a(Wi(f) = Wa(f) VfeH.
Weiterhin gilt:
(i) W(0) =1, W(f) ist unitér Vf € H, und |W(f) —1|| =2Vf € H, f #0.
(i) Falls H # {0}, dann ist A(H) nicht separabel.
(iii) A(H) ist einfach.
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(iv) Sei T ein reeller, linearer und invertierbarer Operator auf H mit

o(Tf,Tg) =o(f,9) Vf,g€H,

dann existiert genau ein *-Automorphismus v von A(H) mit

V(W (f)) = W(TF).

Wir kénnen also davon ausgehen, dafl in beiden Fillen die C*-Algebra durch
die (Anti-)Kommutatorrelationen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

1.3 Drei Satze aus der Funktionentheorie

Wir werden im Hauptteil dieser Arbeit einige funktionentheoretische Sitze ge-
brauchen, die wir an dieser Stelle ohne Beweis wiedergeben.

Theorem 1.35 (3-Linien-; Phragmen-Lindel6f) Sei

D:={z€C: a<Imz <b}

der offene Streifen in C und f eine auf D analytische und auf D beschriinkte
und stetige komplexwertige Funktion. Dann ist die Funktion

[a,b] > y = g(y) := log (Sléglf(x + iy)|>

konvex und es gilt im besonderen

sup|f(2)| = max {sup|f(1: +ia)|, sup|f(z + 2b)|} .
z€D z€R z€R

Aus der Quantenfeldtheorie verwenden wir ein Spezialfall des folgenden
Theorem 1.36 (Edge-of-the-Wedge-) Sei O C C eine offene und zusam-
menh#ngende Menge mit V := O N R # (), und

D={z=x+iyeC: y>0}nO0O.

Ist weiterhin F eine auf D holomorphe und auf DUV stetige komplexwertige
Funktion mit F(z) = 0 fir alle x € V, dann folgt F(z) = 0 fiir alle z € D.
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Zuletzt erwihnen wir den folgenden Satz aus der Funktionentheorie.
Satz 1.37 (Paley-Wiener) Eine Funktion f ist genau dann das inverse Fou-

riertransformierte der Funktion fE D mit dem Triiger [—R, R], wenn f iiberall
analytisch ist, und fiir jedes n € N eine Konstante C,, existiert, so dafl

1£(2)] < Co(1 + |2])mefime]

gilt.



Kapitel 2

KMS-Zustinde, ihre Menge
und die Modular-Theorie

Die drei géngigsten Formalismen fiir die Beschreibung von Gleichgewichtszustdnden

sind das mikrokanonische Ensemble (Energie und Teilchenanzahl sind konstant),
das kanonische Ensemble (Zustidnde mit variabler Energie bei festgehaltener Tei-
chenanzahl) und das groSkanonische Ensemble (variable Energie und Teilchen-
anzahl). Alle drei Zuginge konnen auch algebraisch formuliert werde, jedoch
die groflkanonische bietet sich ganz besonders an. Wir halten uns in diesem
Kapitel an [BR81], [aW92], [KR83], [Sak91] und [Thig3].

Ein Gleichgewichtszustand im Gibbsschen grolkanonischen Ensemble wird be-
schrieben durch

Try, (e=PUT-1N) 4)
Tr,H (e_ﬂ(H_/"N)) ’

wp,u(A4) =

wobei H die Hamiltonfunktion, N die Teilchenzahl und B, 4 € R sind. Es
wird jedoch hier angenommen, daf e ##—#N) ein Spurklassenoperator ist.
Beim Ubergang zu unendlich ausgedehnten Systemen geht diese Eigenschaft
allerdings verloren. Diese Bedingung spielt bei der Einfiihrung der Evolution

L(H) 3 A 1y(A) 1= T H1N) =t H=uN) ¢ £(7q)

keine Rolle, die immer existiert, solange H selbstadjungiert ist. Mit Hilfe
der Evolution kann man dann die (7, 5)-KMS-Bedingung

wg,u(ATt(B)) |t=ip = wp,u.(BA)

definieren. Die (7, §)-KMS-Zusténde kénnen dann mit Gleichgewichtszusténden

identifiziert werden.

23
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2.1 KMS-Zustiande

Definition 2.1 Ein C* — dynamisches System ist ein Tripel (A, G, a), beste-
hend aus einer C*-Algebra A, einer lokal kompakten Gruppe G und einer stark
stetigen Darstellung o von G in die Gruppe der Automorphismen von A, d.h.
fiir alle g € G ist a4 ein Automorphismus von .4 mit

ae =1 und oy, ag, = ag,g,-

Man definiert ein W* — dynamisches System auf die gleiche Weise, nur mit
dem Unterschied, dafl schwache Stetigkeit fiir die Darstellung o gefordert wird.
Wir werden ab jetzt nur das C*-dynamisches System (A, R, 7) betrachten und
es mit (A, 7) abkiirzen. Mit A, bezeichnen wir die Menge der analytischen
Elemente fiir 7.

Falls A keine Identitét besitzt, kann man sie trotzdem unital machen durch:

(A7) = (A,7) mit
A:=Cl+ A w\l+A):=)\A|+w(d) und
7 A (0, A) = F(a, A) = (a, 7(A))

Der Vorteil einer Algebra mit 1 ist der, dal die Menge der Zustidnde auf A
E 4 kompakt im Sinne der schwach*-Topologie ist.

Definition 2.2 Eine kovariante Darstellung eines C'*-dynamischen Systems
ist ein Tripel (H,m, U), bestehend aus einem Hilbertraum H, einer nicht entar-
teten Darstellung 7 von A auf H und einer stark stetigen, unitéren Darstellung
U von G auf H mit

7 (ag(A)) = Uyn(A)U,, Ac A geG.

Definition 2.3 Sei (A, 7) ein C*-dynamisches System. Ein Zustand w : A — C
heifit ein 7 — KM S — Zustand bzgl. § € R, oder (1, 8) — KM S — Zustand falls
er die KM S — Bedingung

w(Am;g(B)) = w(BA)

fiir alle A, B in einer normdichten, 7-invarianten *-Unteralgebra von A,
erfiillt.

Man kann sich bei Untersuchungen von (7, 8)-KMS-Zusténden auf 7— K M S—
Zustinde (d.h. § = —1) beschrinken, denn w ist genau dann ein (7, 5)-KMS-
Zustand , falls er ein (7_g;, —1)-KMS-Zustand ist. Weiterhin kann man 7 als
ein Maf} verstehen, der die Abweichung des (7, §)-KMS-Zustandes w von einem
Spurzustand (7, 0)-KMS-Zustand, also w(AB) = w(BA), angibt.
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Beispiel 2.4 Sei A := M,,, die Menge der nxn-Matrizen auf dem n-dimensionalen
Hilbertraum #,, und definiere fiir H = H* € M,

Tt(A) = et Ao~ 1tH

Dann ist der Gibbs-Zustand

 Try, (e PHA)
A= g e

der einzige (7, 8)-KMS-Zustand auf A. Denn sei w # wg ein zweiter (7, 3)-
KMS-Zustand , dann ist (w+wg)/2 €eKgaber (w+wg)/2 ¢ E(Kpz ), der Menge
der Extremalpunkte von Kz, d.h. der gemischte Zustand (w + wg)/2 ist kein
Faktorzustand. Dies steht im Widerspruch dazu, dafl alle Zustéinde auf M,
Faktorzustidnde vom Typ I sind.

Lemma 2.5 Sei w ein (7, 8)-KMS-Zustand iiber der C*-Algebra A (oder W*-
Algebra M) mit 8 # 0. Dann ist w 7 — invariant, d.h.

w(T(A4)) = w(A)
fiir alle A € A (oder A € M) und t € R.

Beweis:

Zunéchst nehmen wir die Eichung 8 = —1 vor. Sei B ein Element aus der
normdichten 7-invarianten *-Unteralgebra B, C A, dann ist F(z) := w(TZ (B))
analytisch und beschriinkt auf dem Streifen D := {z € C| —1 < Imz < 0} durch
M := sup{[|w(7iy(B))|l| 7 € [~1,0]}, denn

F(z) = [lw(m=B) ] < I=B) ™ =" [7re: (e (B E ™ 71ma(B)),

und im Falle einer unitalen Algebra A ist F(z) periodisch mit der Periode
—14

F(z —1i) = w(1r_[1.(B)]) KM Bed. w(7=(B)1) = F(2),

also ist |F(z)] < M Vz € C. Mit Hilfe des Theorems von Liouville kénnen
wir F'(z) = const schlieflen, und da B, dicht in A liegt, mufl w T-invariant sein.
Besitzt die Algebra keine 1, dann kann man entweder die Algebra unitalisieren,
oder man approximiert die 1 geeignet.
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Theorem 2.6 (Aquivalente Formulierungen der KMS-Bedingung) Seien
(A, 7) ein C*-dynamisches System und w ein Zustand auf .4. Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(i) w ist ein (7, §)-KMS-Zustand .
(ii) w (7-i8/2(A)7ip/2(B)) = w(AB).
(iii) Fiir alle A, B € A existiert eine auf

D..— {zeC: 0<Imz< B} ,8>0
P77 ){zeC: B<Imz<0} ,8<0

analytische und auf Dg (=R fiir 8 = 0) stetige Funktion Fup mit
Fap(t) = w(ATt(B)) und Fap(t+if) = w(Tt(B)A) vVt € R.

(iv) [% ft)w(Am(B))dt = [Z°_ f(t+iB)w(r(B)A)dt YA Be A VfeD.
(v) Die Mafle

palf) == /_OO f(t)w(A*r(A))dt und va(f) ::/ f(w (T (A)A*)dt

auf D sind fiir alle A € A &quivalent mit der Radon — Nikodym —
Ableitung

dpa

o (p) = e P <= dpa(p) > e Pdpa-(p).

(vi) [Roepstorfi-Araki-Sewell] Sei ¢ := lim;_,q %(Tt A)—A) ein in finitesimaler
Erzeuger von 7. Dann gilt fiir alle A € D(§) := {4 € A: 35(A)} die
sogenannte untere Autokorrelationsschranke

—iBw(A*6(A)) > w(A*A)log (w(A*A)>

w(AA*)
w(A*A)log (%) yw(A*A),w(AA*) >0
=140 ,w(A*A) =0, w(AA*) >0

+00 yw(A*A) > 0, w(AA*) = 0.
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() <—— (i) (vi)
(iii) (iv)<<———> (v) ——> (vii)

Abbildung 2.1: Beweisstrategie

(vii) [Roepstorff-Fannes-Verbeure] Sei w 7-invariant. Dann gilt fiir alle
A € A, die sogenannte obere Autokorrelationsschranke

1 B . w(A*A) — w(AA*)
5/0 w(A*ir(A))dA < log (w(A* A) Jw(AA"))
W(A*A)—w(AA*) . .
log (w(A*A)/w(AA*)) ’w(A A) # CU(A A),
= W(A*A),w(AA*)>0
w(A*A) L w(A*A) = w(A*A) >0
’ (A" A A" A) = 0.
Beweis:

Wir folgen der in Abbildung 2.1 dargestellten Beweisstrategie.

(i)«=(ii)
w(BA) = w(A7ig(B)) = w[(rig/2(1-ip/2(A)Tig2(B))]
T2V wlripa(A)Tig 2(B)]

O
(i)=(iii) Die Funktion Fap(z2) := w(A7.(B)), z € C, ist fiir ¢ € R {iberall analytisch
und
Fap(t+if) = w[ATi,g (Tt(B))]

Nach Prop. 1.32 ist z — 7,(B) stark analytisch und damit ist [0, 8] —
I7iv(B)]| stetig und beschrinkt. Also gilt fiir ¢ + 4y € Dg

|Fap(t +iB)] = |w(ATiriy(B))| < [|A7(7ir (B)) | = [ Allll i (B)]
< M| A,
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(iii)= (i)

()= (iv)

mit M := sup{||7(B)|l| v € [0, 8]}, und somit stimmt (iii) fiir A, B € B;.
Seien nun A, B € A. Wir wihlen Folgen (A, )nen, (Bn)nen auf B, mit
den Eigenschaften

[ Anll < [IA] 1Ball <118l
Tow(An)Qw = T, (A)Q T (Bn)Qw = 7o (B)Q,,
Tow(A5)Qw = T (A) )y 7u(BE)Qw — 7w (B*) Q0.

Mit F,,(z) := Fa, B,, #z € Dg, gilt wegen des 3-Linien-Theorems dann

|Fn(2) — Fin(2)] < max {ilelgw(AnTt(Bn)) — W(AmTt(Bm))|,

§EE|W(Tt(Bn)An) - W(Tt(Bm)Am) |}

< B [l (A% = A7) Qull + 17 (An = Am) Qull]
+ Al [[lm(B;;, = By, ) Qull + [17(Bn — Bim) Qull]

d.h. (Fp)nen ist eine Cauchy-Folge auf Dg. Die Grenzfunktion ist damit
auf Dg beschréankt und stetig. Weiterhin folgt:

Fap(t) = 1i_>m Fa, B, (t) = nli_}ngQw(AnTt(Bn)) :w(ATt(B))
Fap(t+ip) = nh—>Holo Fa, B, (t+i0) = nh_%low(Tt(BnAn)) = w(Tt(B)A) (%)

d

Sei Ga,p(z) = w(ATZ(B)), A, Be A., VzeC. Fiirreelle t ist G4, p(t) =
F 4, p(t) also tiberall analytisch und mit Hilfe des Edge-of-the-Wedge-Theorems
1.36 folgt

Gap(z)=Fap(z) Vze€ Dg, also

w(Aris(B)) = Fap(if) 2 w(BA).
O

Fir Be A, ist z — w(ATZ (B))iiberall analytisch, und nach dem Satz von
Paley-Wigner 1.37 ist die Funktion z — f(2)w(7.(B)A) ebenfalls iiberall
analytisch und verschwindet fiir Re(z) — oo schneller als [Re(z)|72, falls
[Im(z)| < 8. Wir kénnen also schliefen
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/OO F(t)w(Ar(B dttiR/ F(#)w(Topin(B)A)dt

— 00

= /_ f(t+iB)w(m(B)A)dt.

Die Verallgemeinerung auf B € A erfolgt mit Hilfe der Stetigkeits- und
Abfalleigenschaften von f.

O
(iv)=-(i) Wir betrachten eine Funktionenfolge mit Werten in [0, 1] und
1 ,]z|<n
fn(l') - {0 ;lxl >n+1.
Dann gilt fiir eine beliebige aber beschrénkte und stetige Funktion g:
A [ fa(@)e@) = 9(0),
und damit:
/ fn ATt df / fn Tt 1[3( )A)df
= w(AB) = w(7_;3(B)A)
— w(A(Tilg(B)) = w(BA)
O
(iv)=(v)
pa(f) = _We(arm)de

(Z’U / t +Zﬁ ( )A*)d
= 27r1/ / /OOf(p)eip(“riﬂ)dpw(Tt(A)A*)dt

= 5o | [T et aya
= vale™ ).
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(v)=(iv)

/OO FOw(A T (A))dt = pa(f) = vale™™ ) = /_OO ft +iB)w(re(A)A")dt

— 00

e

(vi)=(v) f =

w(A*A))

0> w(A"A)log (w(AA*)

= w(AA*) > w(A*A).

Durch Vertauschung A +— A* erhalten wir

w(AA*) = w(ATA),
d.h. w ist ein Spurzustand.

B#0:

(A) wist 7-invariant, denn wegen w(AS(A)) € iR fiir alle A = A* € D(6)
gilt:

w(7e(A%)) — w(A?) :/0 (6[r2(A)])ds
- /O [0(5(4)A) + w(A6(A)) Vs
=0.

Die letzte Gleichung gilt wegen:

w(S(A)A) = w(5*(A)A) = w(A76(A)) = —w(A5(A)).

Da nun jedes positive B € A als B = A2, aber auch als Linearkom-
bination von vier positiven Elementen beschrieben werden kann, ist
die 7-Invarianz bewiesen.
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(B) T Jf( A)dt f € D, ist iiberall analytisch fiir § und
J).

<> e D

n= [ ov.w
— / / f(t)e P dE(p)dt
= / F(p)dE(p)
= f(

f(—H.,).

—ifw (7 (A)"d[re(A)]) = —iB(Us (f) e (A) Qs iHooUbs () (A) )
= (Mo (A, BF(— Ho) Ho F(— Ho ) (A)2)
= pa(log(e™ ™) F(p)1?).

w(rp(A) 75 (A)) = pa(h)
w(r(A)7s(A)7) = va(h)
iBw (15 (A)d[r(A)*]) = —va(log(e 7P)h),

wobei wir die die abkiirzende Schreibweise h(p) := |f(p)|? benutzt haben.
Aufgrund der 7-Invarianz (A) lautet (vi):

pa(log(e™7)h)
VA(log(e_'ﬁp)h)

B > 0: Seien:

(na(h),va(h)) bzgl. 7p(A)"

S
S(va(h), pa(h)) bazgl. 7¢(A).

AVARYS

p(h) := sup (supph(p)), p(h) := inf (supph(p)).

Mit

—Bp(h)h < hloge ™" < —p(h)h

erhalten wir fiir die untere Autokorrelationsschranke:
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— e—,@g(h)l/A(h) > MA(h) > e_ﬂlﬁ(h)yA(h). (I)

Die Ungleichungen

e~ By > he PP > e8P

fithren zu:

e"ﬁﬁ(h)uA(h) > VA(he_'ﬁp) > e‘ﬂl_’(h)uA(h). (I1)
Aus (I) und (IT) bekommen wir fiir eine Folge (hp)nen, hn € D

positiv, mit den Eigenschaften

Zhn =1 und |e_ﬂ£(h") — e_ﬂ’_)(h")| <eg €>0,

die Ungleichung:

la(hhn) — va(hhne PP)| < eva(hhy).

Schliefllich gelangen wir mit Hilfe des Lebesgue-Theorems zu der
maftheoretischen Formulierung der KMS-Bedingung:

pa(h) = (hePP).
< 0: Die Argumentation fiir diesen Fall erfolgt genauso.

O
(v)=-(vii) Sei 8 #0 und A € A,. Die Funktion f(¢) := log (fetpdu(p)) ist konvex,

denn

_ Jetrdp [ pPedp— ([ perdp)’
([ewdu)®

F(t) >0,
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und insbesondere f(t) < (1 —t)f(0) +¢f(1). Somit folgt:

P—1 1 1
/ ‘ du(p) = / efWat < / of (0t (F=£0) g4
0

p 0
0
= 070
_Jdulp) — [ ePdp(p)
log ([ du(p) fepdu )
_Jerdu(p) — [ dp(p
_10g(fepdu /fdu )

/ep_ldu(p)< [ crdulp) [ dutp)

= = log ([ erdu(p)/ [ du(p))
T— () < e )
ua(e7)5ra # (101g—( e_ﬂp)) : 1%?121—7 :f“((ll) ))

— : / A7z (A))dA < 10:221 _%AAAA*E)

Der Fall 8 = 0 kann &hnlich bewiesen werden.

(vii)=(vi) Wir fangen mit der Umskalierung 8 = 1 an. Da die Funktion

el —1

1
o — pt
fo) = == [ ear

konvex und streng monoton wachsend ist, existiert auf Ry ihre streng
monoton steigende, konkave Umkehrfunktion

e —1
o(—)=»
D

Die obere Autokorrelationsschranke

w(AA*
/ep—lduA(p)< Stray !
P WA A) = log (w(AA") jw(A" A)
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fithrt zur unteren Autokorrelationsschranke:

iw(A*(S(A)) (Wwﬂw, —Hwﬂ'w(A)Qw)

w(A*A) w(A*A)
_ dpa(p)
- / P (A A)
:/g(e ;1)5?2*(2))
o [Z2)

w(AAY)

wam !
=9 (10g (w(ﬁ&fi Jw(A*A)) )
- g (S3m)

Wir haben bei der ersten Ungleichung die stetige und konkave Eigenschaft
der Funktion ¢ ausgenutzt. Da nun A, der Kern von § ist, sind diese
Ungleichungen fiir alle A € D(§) richtig.

d

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir sehen, dafl die Variable 3 als das
Inverse der Temperatur eines physikalischen Zustandes gedeutet werden kann.

Definition 2.7 Sei (A, 7) C*-dynamisches System, w ein Zustand auf A und §
der Generator von 7. Dann heifit w ein 7 — Grund— bzw. 7 — Deckenzustand,
wenn

—iw(A*(S(A)) >0 bzw. iw(A*(S(A)) >0
fiir alle A € D(9) gilt.

Im ersten Fall spricht man auch vom (7, +00)-KMS-Zustand und im zweiten
vom (1, —00)-KMS-Zustand. Ist 8 = 0, d.h. T = oo, dann liegt ein chaotischer
Zustand vor. Wir kénnen mit Hilfe der verschiedenen Definitionen des (7, 8)-
KMS-Zustandes diese speziellen Zustdnde unterschiedlich charakterisieren.

Beispiel 2.8 Sei A(#H) die CAR-Algebra iiber den Hilbertraum H und 7 ei-
ne einparametrige Gruppe von Bogoliubov-Transformationen mit 74 (a( f)) =
a(e™ f). Ist f ein analytisches Element fiir H, dann besagt die (7, 3)-KMS-
Bedingung:
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w(a*(Halg)) “E° wlalg)misla*(f)]) = w(alg)a*(e 7 f))
= (g, ¢ 7 f) — w(a* (e f)a( )
= w(a* (L +e ") flalg)) = (g, e "7 f).

Also lautet der eindeutige (7, 8)-KMS-Zustand

w(a*(f)a(g)) = (g.e A1+ e PH)71f).

Diese Zweipunktfunktion ist eichinvariant.

Die Grund- und Deckenzustédnde sind genau dann eindeutig, wenn es kein
bzgl. der unitdren Gruppe U, := e invariantes f € H, f # 0, gibt.

“ «<="": Nehmen wir an, da$} es kein invariantes f gibt und w sei der Grundzustand.
Es folgt, dafl w 7-invariant und gerade ist. Mit Hilfe der Eigenschaften
Linearitat und Positivitat kann man fiir 0 < T < 1 schlieflen:

w(a*(falg)) = (9. Tf).

T vertauscht stark mit H, denn T vertauscht mit U; aufgrund der 7-
Invarianz. Die Bedingung an Grundzustinde —iw (A*(S(A)) > 0 fithrt mit

A= a(f) = a*(f), f € D(H) m
TH=HT <0, TH=HT<H
— T:EH(—O0,0)

Ep steht fiir die Spektralfamilie von H. Weiterhin gilt:

mo(al(1=T7)f]) =0, T (a*(Tf))Q

und damit:

w(a(gr)a(gz)) = w(al(1 - T)gila(Tg2)) = —w(a(Tg2)al(1 - T)g1) = 0.

“="": Sei U;f = f und f # 0. Man kann dann zeigen, daf} fiir das Komplement
ftvon finH A(H) = ACf) ® A(ft) gilt. Sind also wy irgendein
Zustand iiber A(Cf) und wy ein Grundzustand fiir 7 {iber A(f+), dann
mufl wr ®@wp ein Grundzustand fiir 7 sein, d.h. der Grundzustand ist nicht
eindeutig.
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() (ii) @iv)

\ /

(i) ——= (v)

Abbildung 2.2: Diagramm zum Thm. von Pusz-Woronowicz

d

Zunichst einmal versuchen wir, die KMS-Bedingung zu verallgemeinern.
Wenn man sich bei der Definition nicht auf ein bestimmtes 8 festlegt, sondern
alle moglichen 8 € Ry zuldsst, dann kommt man zum Begriff der Passivitét.

Definition 2.9 Sei (A, 7) ein C*-dynamisches System, w ein Zustand auf der
unitalen Algebra A und § der Generator von 7. Dann heifit w ein passiver
Zustand, falls

—iw(U*S(U)) >0 VU € Ug(A) N D(6).

Hierbei ist U € Uy(A) die Zusammenhangskomponente von 1 der Gruppe
U(A) aller unitidren Elemente von A. Im Falle des C*-dynamisches Systems

(@?:1 A, ®? 1 ) heiBt w vollstandig passiv, wenn @);_, w fiir alle n passiv
ist.

Im Gegensatz zu KMS-Zusténden sind Linearkombinationen passiver Zusténde
wieder passiv.

Theorem 2.10 (Pusz-Woronowicz) Sei (A,7) C*-dynamisches System, w
ein Zustand auf der unitalen Algebra A, 6 der Generator von 7 und §(® der
Generator von @’_, 7 auf @;_, A. Dann gilt fiir die folgenden Aussagen

(i) w ist ein (7, B)-KMS-Zustand mit 5 € Ry.

(ii) w ist vollstdndig passiv.

(iii) w ist passiv.

(iv) =i (®}_, w) (BS™(B)) >0, VB=B*eD(@™), VneN.
(v) —iw(B§(B)) > 0, VB = B* € D(9).

das Diagramm (2.2).
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Beweis:

(i)=(iii) Fir B8 € (0,+oc0) folgt die Aussage aus der unteren Autokorrelations-
schranke, und fiir § = +o00 aus der Definition des Grundzustandes.
Sei nun B = 0, d.h. w(AB) = w(BA). Man kann zeigen, da8 fiir ein
unitidres U € D(6) mit der Eigenschaft |[U — 1|| < 2 ein A = A* € D(0)
mit [|A|| < 7 und U = e’ existiert, und weiter:

5(U) = lim & ([11 - %] _n>

=  w(U"(U)) = i/l w (ei(r_l)Aé(A)e_i(l_T)A) dr = iw(5(U))
0

. . 1 T—Inv.
= iw (%E}% n (r2(A) — A)> =0.

Fiir U,V € U(A) N D(§) mit —w(U*§(U)) > 0 und ||V — U|| < 2 existiert
ein Uy := VUt € U(A)ND(S) mit |U; —1|| = [|[VU L =1| = [|[U ||V -
Ul <2, d.h. also w(Uyé(Ur)) = 0.

~w(V*6(V)) = —~w(U*UF6(UhU)) = —w(U* U3 (U)U) — w(U*U;UL8(U))
= —w(Urd(th)) —w(U*s(U))
> 0.

Damit ist die Menge aller U, U(A) N D(§), offen und abgeschlossen und
beinhaltet Uy (A) N D(0).
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(i)==(ii) Diese Folgerung ist eine Konsequenz aus (i)=(iii), denn, da w ein (7, 8)-
KMS-Zustand fiir (A, 7) ist, mul Q)"_; w ein f-KMS-Zustand fiir (Q)"_; A, &, 7)

sein.
(il)=(iii) Ist nach Definition richtig.

(iii)=(v) Wie in (A) kann man zeigen , daf fir A = A* € D(J)
. . 1 . .
et eUy(A)NDG) YeeR und 0§ () = ie/ e AS(A)e Ay,
0

und damit:

1
—iw (e—iEA(S (eieA)) — 6/ w (eiE(T_l)A(S(A)e_iE(T_l)A) dr
0

:GAliMw<l[A,£A,“.[A,(S(A)]]“.]>dr

ET o)
= cw(6(A)) + ;iw([é(A), Al)+0 () =0

Da die letzte Ungleichung aufgrund der Passivitdt von w fiir alle e € R
erfiillt sein muf}, konnen wir schlieffen

w(6(4)) =0 und iw([0(A),A]) >0, VA=A*e D(S).

Wir erhalten also (v) durch:

0 < iw([5(A), A]) = iw(5(A)A — A5(A)) = iw(5(A%) — 245(A))
— 2iw(AS(A)).
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(il)=>(iv) Folgt als Spezialfall von (iii)=(v).

(iv)=-(ii) Trivial.
a

Wir erwiéhnen ohne Beweis, dafl unter gewissen Voraussetzungen die Inklu-
sion (v)=(i) gilt, so dal dann alle fiinf Aussagen dquivalent sind. Hierbei
reichen die beiden Forderungen, daf} erstens eine Gruppe G und eine Aktion «
von G als *-Automorphismus von A mit

woay =w, a7 =Ty, gE€G,teR,

existieren, und zweitens, dafl w die schwache o — Cluster — Eigenschaft
besitzt, d.h.

inf |w(AB') —w(A)w(B)| =0, A,Be€ A,
Breeo(ac(B))
wobei €o die konvexe Hiille ist.

Wir geben nun einige Konvergenzeigenschaften von KMS-Zustédnden und
eine Begriindung fiir die Terminologie von KMS-Zustidnden bei § = +o0.

Satz 2.11 Sei (A, 7) C*-dynamisches System und (w,) eine Folge von (7, 8, )-
Zusténden, B, € R, auf A, so dafl die Grenzwerte

limwy(A) =w(A) VA€ A und limB,=B€R
existieren, dann ist w ein (7, 5)-KMS-Zustand .
Beweis:
Fiir |8] < oo kénnen wir |3,| < oo annehmen, und die Behauptung folgt
sofort aus der unteren Autokorrelationsschranke.

Sei nun 8 = +oo (Der Beweis fiir § = —oo lduft auf die gleiche Weise). Dann
gilt im Falle von 8, = 400 Va

—iw (A"0(A)) = lim —iw, (A%6(4)) > 0,

und im Falle von 0 < 8, < +o0
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—iw (A*6(A)) = lim —itw, (A*6(4))

— 1 o(A74
> Hénﬁ—awoz(A* A)log (%)

T (22 ()
)

— 1 wa(A*A
> lim—wq,(AA") | —————= —1
= lénﬁawa( ) (wa AA*) >

= h‘inﬁ_a (woz(A A) oz(AA ))

:0,

d.h w ist ein Grundzustand. Die letzte Ungleichung gilt wegen der Konve-
xitdt der Abbildung z — zlogz.

d

Hilfreich fiir den Beweis der Existenz von KMS-Zusténden, speziell Grund-
zustédnden, in Systemen, die thermodynamische Limiten sind, ist der folgende

Satz 2.12 Sei A eine unitale C*-Algebra und (7"),>1 eine Teilfolge einer ein-
parametrigen Gruppe von *-Automorphismen von A mit

lim ||7*(A) = :(A)]| =0 YVt € R, VA € A.

n—oo

Weiterhin gebe es ein (7%, 8, )-KMS-Zustand w,, 8, € R, auf A mit

lim 8, =8 €R.
n—oo

Dann existiert ein (7, 3)-KMS-Zustand w auf A

w= lim w,.
n—oo

Beweis:

Sei 6™ der Generator von 7". Dann gibt es zu jedem A € D(§) eine Folge
(An)nen, An € A, mit den Eigenschaften

lim A, =A und lim 6"(4,) = §(A).

n—oo n—oo



2.1. KMS-ZUSTANDE 41

Da A eine unitale Algebra ist, ist E 4 im Sinne der schwach*-Topologie kom-
pakt, und zu jeder Folge von (7", 8, )-KMS-Zustinden (wp)nen existiert eine
Teilfolge (wn, )acn, $0 daB w,, "= w im Sinne der schwach*-Topologie. Zu
zeigen ist nun, dafl w ein (7, 5)-KMS-Zustand ist.

Wie im vorhergehenden Beweis nehmen wir eine Fallunterscheidung vor.
Sei |f] < oco. Wir kénnen |3, | < co annehmen, und aus der unteren Autokorre-
lationsschranke erhalten wir:

Wno (An, A%)

Wng (A5, An,) )]

~ 1. W, (A;aéna (Ana)) > Wn, (A:;QAna) log (M)

— Zﬁw( ( a)) - lén wna (AnaA:la)

W, (AZQAM) log (

> w(A*A) log (ZEif;) .

Die letzte Ungleichung ist wegen der unteren Semistetigkeit der Abbildung
u, v — ulog ¢ richtig.
Fiir 8 = +00 und 8, = +oo oder 8, € (0,00) zeigt man wie im vorhergehen-
den Beweis, dafl w ein Grundzustand ist.

|

Beispiel 2.13 ((7", 3)-KMS-Zustinde und Spurzustinde) Sei A eine uni-
tale C*-Algebra, w ein Spurzustand iiber A, so da§ (H,,, 7,,) eine treue Darstel-
lung ist. Weiterhin betrachte man die Folge H,, = H € A, so daf3

5(A) = lim i[H,, A]

n—oo

fiir alle A aus einer dichten *-Unteralgebra Do(d) von A existiert. Es ist wo
d =0, § ist abschliebar, und falls die Unterrdume (¢£8)(Dg(6)) dicht in A sind,
dann ist der Abschluss § der Generator einer Gruppe von *-Automorphismen
von A. Fiir 7]*(A) := eitfn Ae=Hn konvergiert 7(A) — 7¢(A) uniform, und
der Zustand

w(e B A)
w(e=AHn)

ist ein (77, 8)-KMS-Zustand auf A, denn

wﬂm(A) =

w(e B AB)
w(e=PHnefHn Be=FHn A)
w(e=BHn)

wn (T":5(B)A) VA, B € A.

wWa,n (AB) =
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Die obige Zuordnung zwischen (77, 3)-KMS-Zustéinden und Spurzustéinden
auf A ist bijektiv, und A besitzt nach Satz 2.10 (7, 5)-KMS-Zusténde fiir alle
BER.

Zum Schlufl sei noch bemerkt, dass nicht jedes C*-dynamisches System
(A, 7) KMS-Zusténde besitzen muf, sieche Beispiel 5.327 aus [BR81].

2.2 Modular-Theorie

Definition 2.14 Die von Neumann-Algebra M heifit o — finit, falls sie (ma-
ximal) abzdhlbar viele orthogonale Projektionen besitzt.

In der statistischen Quantenmechanik und in der Quantenfeldtheorie hat
man nur o-finite von Neumann-Algebren vorliegen. Man kann zeigen, daffi M
auf einen separablen Hilbertraum dargestellt werden kann, sofern M o-finit ist.
Der umgekehrte Schluf ist nicht erlaubt.

Definition 2.15 Der Zustand w auf der von Neumann-Algebra M heif3t treu,
wenn w(A) > 0VA € M, gilt.

Proposition 2.16 Gegeben sei die von Neumann-Algebra M auf dem Hilber-
traum H. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist o-finit.

(ii) Es existiert eine abzihlbare Teilmenge von H, die separierend fiir M ist.
(iii) Es gibt einen treuen, normalen Zustand auf M.
)

(iv) M ist isomorph zu einer von Neumann-Algebra m(M), die einen separie-
renden, zyklischen Vektor zuléft.

Die Aquivalenzbeziehung (i) < (iv) deutet auf eine bijektive Abbildung
M3 A AQ € MQ mit MQ = H hin, d.h. daf} die algebraischen Operationen
von M auf M iibertragen werden kénnen.

Definition 2.17 Sei die von Neumann-Algebra M auf dem Hilbertraum H
gegeben. A € M nennt man einen abgeschlossenen Operator, wenn aus u, — u
und Au, — v sofort u € D(A) und Au = v folgt, wobei w,v,u, € H. Falls
A eine abgeschlossene Fortsetzung besitzt, nennt man A abschlieSbar. FEin

abgeschlossener Operator A auf H heifit verbunden mit M mit der Schreibweise
AnM, wenn M’D(A) C D(A) und AA’ D AA' VA e M'.

Da im Falle einer von Neumann-Algebra die zyklische Eigenschaft von K C
‘H fiir M gleichbedeutend mit der separierenden Eigenschaft von K fiir M’
ist, iibertriagt € diese beiden Eigenschaften von M auf M’. Deshalb sind die
folgenden zwei antilinearen Operatoren
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SpAQ = A*Q AeM auf D(Sp)=MQ und
FOAIQ = A'"*Q) A e M auf D(FO) = M'Q

wohldefiniert. Weiterhin sind Sy und Fyy abschlieBbar mit S = Fy =: F und
F; = Sy =: S. Den sogenannten Tomita — Operator S kann man nun polar
zerlegen in den eindeutigen, positiven und selbstadjungierten Operator A, den
modularen Operator bzgl. dem Paar (M, ), und den eindeutigen antiunitéren
Operator J, der modularen Konjugation:

S = JAY2

Die folgenden Eigenschaften von A und J kann man leicht verifizieren:

A= FS, J=J*,
Al =SF, Jr=1,
F=JA12 A2 = JAY2 .

Wir geben zur Veranschaulichung dieser Konstruktion die folgenden zwei
Beispiele aus [aW92].

Beispiel 2.18 Betrachten wir H := L?(]0, 1], dx), den Hilbertraum der Lebesgue-

mefBbaren Funktionen f : [0,1] — C mit der Norm || f|| := (fol Hf(x)dex)l/p,
und M := L*°([0, 1], dz) die Menge der beschrinkten Multiplikationsoperatoren
A auf H, also

M3 A+ a(.) € L*=(]0, 1], dx),
(Af)(x) = a(x)f(z),  feL*([0,1],dx)

Dann ist M eine abelsche von Neumann-Algebra mit der punktweisen Mul-
tiplikation
C = AB +— c¢(z) = a(z)b(x),

und der komplexen Konjugation als Involution und der Identitét

A* +—— a(x), 1+— a(x):=1.

Weiterhin ist der Vektor H > Q «— Q(x) := 1 zyklisch und separierend fiir
M, denn L ist in L? dicht, und aus AQ(x) = a(z) folgt AQ = 0 genau dann,
wenn A = 0. Der Tomita-Operator ist die komplexe Konjugation
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SAQ = A*Q «— (Sa)(z) = a(z), Ae M,

und somit erhélt man fiir die modulare Konjugation bzw. den modularen
Operator

Beispiel 2.19 Seien ‘H und K endlich dimensionale Hilbertrdume mit dimH =
dimK = n < oo, und M = L(H)Q Clc. Die orthogonalen Basen von H
bzw. K bezeichnen wir mit fi,..., f bzw. g1, ..., gn, und wir definieren den
Einheitsvektor H@ K 3 Q :=>""_, a;f; @ gj, mit a; > 0 und 37, |a;|* = 1.
Zunichst einmal ist  zyklisch fiir M, aber auch zyklisch fiir M’ = Cly @ L(K)
und damit separierend fiir M.

Die Wirkung des Tomita-Operators S auf (M, ) wird beschrieben durch

SA4;Q=A; Q=A,;Q=a,f; ®gs = 5(a; fs ® g;),
mit Aj7sfp &g = 5j,pfs ® g5, Aj7s e M.

Wir erhalten

S(fs @ 95) = =(f;© 9.)

und hiermit fiir die Wirkung der modularen Konjugation und des modularen
Operators:

J(fs ® g;5) = (f; @ gs),

apen) =(2) o)

J
Mit den oben eingefithrten Groéflen kénnen wir nun das Hauptresultat der

modularen Theorie formulieren.

Theorem 2.20 (Tomita-Takesaki) Sei M eine von Neumann-Algebra mit
dem zyklischen und separierenden Vektor 2, und A wie auch J wie oben defi-
niert. Dann gilt

IMJI =M und APMA™? = MVteR.
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Betrachten wir nun einen treuen und normalen Zustand w auf M und die
entsprechende zyklische Darstellung (H,,, 7w, (). Sei weiterhin A der modulare
Operator bzgl. (7,(M), ). Dann erlaubt das Theorem von Tomita-Takesaki
die Existenz einer o-schwachen, einparametrigen Gruppe von Automorphismen

ts of (A) == m, (A% m, (A)A™),

der sogenannten modularen Automorphismen-Gruppe bzgl. (M, w).

Wir wollen jetzt die Verbindung zwischen der modularen Theorie und KMS-
Zusténden herausarbeiten. Sei hierfiir (M, 7) ein dynamisches System, w ein
(7, B)-KMS-Zustand auf der von Neumann-Algebra M fiir die o-schwach ste-
tige Automorphismen-Gruppe 7 und (H,, 7., §2,,) die entsprechende zyklische
Darstellung. Man kann zeigen, da§ Q,, fiir m,,(M)” separierend und damit auf
Tw(M) treu ist. Da kerm, ein o-schwach abgeschlossenes beidseitiges Ideal
Z € M ist, kann man zeigen, dafl es eine Projektion £ € M N M’ gibt mit
7 = M(1 — E). Hieraus folgt w(l — F) = 0, dal w auf MFE treu ist und

w(AE) =w(A) = (Qw,ﬂ'w(A)Qw).

Dafl nun die obige Bedingung Ausreichend fiir die KMS-Eigenschaft von w
ist, folgt aus der modularen Theorie.

Theorem 2.21 (Takesaki) Sei w ein normaler Zustand auf der von Neumann-
Algebra M. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) w ist ein treuer Zustand auf m,(M), d.h. es existiert eine Projektion
EeMnM mitw(l — F) =0, und w|smp ist treu.

(ii) Es existiert eine o-schwach stetige einparametrige Gruppe 7 von *-Automorphismen
von M, so dafl w ein (7, 8)-KMS-Zustand ist.

Gelten diese beiden Aussagen, dann ist (E) = E V¢t € R, und die Ein-
schrankung von 7 auf MFE ist die durch w eindeutig bestimmte modulare
Automorphismen-Gruppe von MFE bzgl. w.

2.3 Die Menge der KMS-Zustinde

Da die Menge der KMS-Zustéinde Kz C E4 (Menge aller Zusténde auf .A) kon-
vex ist, kann man zeigen, dal Kgbzgl. der schwach*-Topologie abgeschlossen
ist. Deshalb kann man in diesen Féllen nur W*-dynamische Systeme (M, )
betrachten.
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Theorem 2.22 Sei (A, 7) ein C*-dynamisches System mit 1. Dann gelten fiir
B < oo die folgende Aussagen:

(i)
(i)

K ist konvex und schwach*-kompakt.

K ist ein Simplex.

(iii) w €Kgist ein Extremalpunkt (Ecke) von Kggenau dann, wenn w ein

(iv)

Faktorzustand ist.

w1, w1 seien zwei Extremalpunkte von Kpg, dann sind sie entweder iden-
tisch oder disjunkt.

Beweis:

Nehmen wir zunéchst den Fall 8 # 0 an. Sei 0. E. g = —1.

(i)

(if)

Die erste Teilaussage ist trivial und die *-schwache Kompaktheit folgt aus
Thm.2.6.(vi).

Seien w, ¢ € RyK_1, der Menge der positiven 7-KMS-Funktionale. Man
kann zeigen, daf fiir p := w+ ¢, da w, ¢ < p, w und ¢ mp-normal sind und
es weiterhin positive Operatoren 71,75 € E,, := m,(A)"N7p(A)’ existieren
mit
w(A) = p(ATy) und @(A) = p(ATy), VA € A,

wobei p die normale Erweiterung von p auf 7, (A)" ist. Weil 2, abelsch ist,
existiert die groBte untere Schranke in =, und (wAp)(A) = p(A(T1 AT3))
ist fiir alle A € A ein positives 7-KMS-Funktional. Fiir alle 7 € Ry K; mit
T <w, p folgt 7 < p und es gibt ein T' € 5, , so dafl

7(A) = BAT)

gilt. Weil 77,75 und T in 5, liegen, muf} gelten

TS Tl)TQ

und damit

T<TiANTound 7 <wA .

Also ist w A ¢ die eindeutig bestimmte untere Schranke von w und ¢ in
RiK;. Damit haben wir gezeigt, dafl R;K; ein Gitter ist und K_; ein
Simplex.
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(iii) Fir w € K_y muB p(A) = G(AT) folgen, wobei T € m,(A)" N m,(A)
mit 0 < T < 1 ist, und es eine bijektive Beziehung zwischen T und ¢
gibt. Hieraus folgt, dafl w genau dann in K_; extremal ist, falls 7, (A4)" N
7w (A) = C1L.

Der Fall 8 = 0 kann aus dem ersten Fall abgeleitet werden. In diesem Fall
ist Ky die Menge der Spurenzustédnde auf A, d.h. also der KMS-Zusténde fiir
die triviale Dynamik 7, = ¢.

d

Die Aussage (ii) ist fiir § = +oo im allgemeinen nicht richtig, denn bei-
spielsweise ist im Falle von 7 = 7 fiir alle t € R Koo = E4. Besteht Kgaus
genau einem Punkt, dann ist es ein Faktorzustand. Dies ist insofern wichtig, als
Faktorzustédnde iiber Cluster-Eigenschaften charakterisiert werden kénnen, die
weitreichende Korrelationen ausschliessen.
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Kapitel 3

Stabilitit von
KMS-Zustianden

Bei Stabilitdtsuntersuchungen von KMS-Zustédnden geht es darum, ein C*-
dynamisches System (A, 7) mit einem gestortem System (A,7T) der Storung
P = P* € A zu vergleichen. Hierbei wird die Automorphismengruppe 7%
durch den Generator § + 0p mit 6p(A) := i[P, A] erzeugt. Es gibt zwei ver-
schiedene Zugénge, eine ”zeitunabhéngige” von Connes und Araki, und eine
”zeitabhéngige” von Robinson. Der erste Zugang ist auf den Vergleich von
7-KMS-Zustinden mit 77-KMS-Zustinden zugeschnitten, wihrend die zweite
Methode dazu geeignet ist, allgemeinere Zustdnde von Systemen, die die Ergo-
dizititeigenschaft besitzen (z.B. asymptotische Kommutativitit), zu behandeln.
Mehr Details findet man in [BR81], [BKR78|, [HHW67], [HKTP74], [HTP77]
und [Rob73]. Wir wollen nun auf dem direkten Weg auf die Haupttheoreme
hinarbeiten. Die gestérte Gruppe 7% ist die eindeutige Losung der Differential-
gleichung

th]:hEA) =71 (8(A) +6p(A)) VA€ D(S).

Durch Integration und anschliessender Iteration erhilt man die explizite
Form, die sogenannte Dysonsche Reihenentwicklung

TtP(A)ZTt(A)+Zin/Otdﬁ1/0tl dtQ.../Ot"l dtn[Ttn(P)[...[Ttl(P),Tt(A)]H_

n>1

Fiir den n-ten Term der Dysonschen Reihenentwicklung erhélt man

t
- / P01 6 6p 0 1y_y(A)ds,
0

49
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und weiter mit TtP(O)(A) = 1:(A) die Beziehung

TtP(A) =1 (A) +i/0 TSP([P, Tt_s(A)])dS.

Vertauscht man bei der obigen Argumentation die Rollen von 7 und 7F,
dann erh&lt man

TtP(A) =T11(A) +i/0 Ts([P, TtP_s(A)])dS.

Man verifiziert weiterhin durch direktes Rechnen

%TtPT_t(A) = iTtPT_t([Tt(P), A]),

und somit

T, (A) — 77 4 (A) = Z/ 2 dSTsPT—S([Ts(P)’ A))

t1

Ttllew (A) = Tti+ts (A) = Z/ 2 dSTSPT_s([Ts(P)’ Ttrtts (A)])

t1

Die gestorte Gruppe 1a83t sich auch darstellen durch

7 (A) = I m(AY,

wobei

t t1 tn—1
ry ::]H'Zin/ dtl/ dt2"'/ dtn s, (P) -1, (P)
0 0 0

n>1
die Losung der folgenden Differentialgleichung ist:
rr .
d—; = ZPth (P)

Es kann gezeigt werden, daf8 'Y’ die cozyklische Relation

Iy, =T7n(0f)

erfiillt. Alle oben auftretenden Integrale konvergieren im C*-dynamischen
Fall im Sinne der starken und im W *-dynamischen Fall im Sinne der o-schwachen
Topologie.
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Beispiel 3.1 Seien A(#H) die CAR-Algebra iiber den Hilbertraum # und 7 eine
einparametrige Gruppe von Bogoliubov-Transformationen mit

7 (a(f)) = a(U.f), U, = it

Symmetrische Storungen erhélt man beispielsweise durch quadratische Ele-
mente, a*(f)a(f), oder durch Kombinationen von diesen, z.B.:

[a*(f +g)a(f +g) —a*(f — g)a(f — 9)].

l\DI»—l

a*(f)a(g) +a*(g)a(f) :=

Die durch die quadratische Stérung erzeugte Automorphismengruppe 7% ist
auch eine Gruppe von Bogoliubov-Transformationen, weil fiir

P

Z Aja*(fi)a(f;)

folgt:

Z (f, f;)a

Daraus ergibt sich

2 (a(f)) =aUF) mit U := e2i=1 NP

wobei E; die Projektion auf f; ist, d.h. E;g = (f;,g)f; fiir alle g € H.

3.1 Stabilitatseigenschaften von KMS-Zustinden

Wir geben nun einige Stabilitétseigenschaften von KMS-Zustdnden im “zeitun-
abhéngigen” Formalismus.

Theorem 3.2 Sei (A, 7) ein C*-dynamisches oder W*-dynamisches System
und w ein (7, 8)-KMS-Zustand iiber 4. Dann ist fiir alle A € Aund P = P* € A
die Funktion

Fa(ty, - tn) = wT(A;Ttn(P); e ;Ttl(P))

der Grenzwert einer Funktion Fa(2)(wr(4; 7., (P);- -+ 7, (P)), die inner-
halb von D%") ={z = (71, ,2n) : Imz € (0,08),Imz; € (0,Imz_1)}

holomorph, in D,%") stetig und uniform beschrinkt und
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sup [Fa(z)| < 2"nl||P|["[|All

n)

ZEDB

Gilt 2||P|| < 1, dann ist der gestorte (t¥,8) — KM S — Zustand

P
Py . 2T
w(TT)

gegeben durch die uniform konvergente Summe

B Sn—1
wP(A4) = w(A) +Z(—1)"/O d81---/0 dspwr (4; Tis, (P); -+ 1 Tis, (P)).

n>1
Und damit gilt

lim|wf™|| =0, P,=P:cAP,—0.
Beweis:

Wir wihlen (ES = —1. Sei (P))ien eine Folge in A; mit | P|| < || P]| und
||P,— P|| — 0. Wir benennen die einzelnen Folgenglieder mit @; und erhalten:

sup [w(A7z,, (Qn) -7 (Qu))[ < sup sup |w(A7e, (Qn) -+ 7t,-i(Q5) -+ 71 ~i(Qn))
ZED(J? 1<j<nteRn

= Sup Sup |w(7—tj (QJ) T Ty (Ql)ATtn (Qn) Tt (Qj-i-l)) |

1<j<nteR™

< ATl
i=1

N

Somit bekommen wir fiir die Funktion

fau(z) = w(ATZn (P) -+ Tz (Pl))

mit € > 0 die Ungleichung

|fA,l(Z) - fA,m(Z)l < Z |w(ATzn(Pl) T Tz (Pi— Pp)-- 7z (Pm))| <€,
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d.h. fa, ist eine Cauchy-Folge im Sinne der uniformen Topologie und folglich

die Grenzfunktion f4 holomorph auf D(_"l) und stetig auf D(_"l) . Weil die Funk-
tionen F'4 als endliche Linearkombinatinen der Funktionen f4 definiert werden
konnen, iibertragen sich die geforderten Eigenschaften auf F4. Wir bekommen
insbesondere die Abschéitzung

sup [fa(2)] < [lA[[IP]" ()

n)

zeD>y

Fiir P € A, folgt wegen der Beziehung

wT(A;Ttn(P)"' ;th+1(P);th—i(P);"' ;Ttl—i(P))
KMS&Beb. wT(th(P) e ;Ttl(P);A;Ttn(P); T Tt (P))

die Ungleichung:

sup |Fa(z)| < sup supr(th (P)-- 51, (P); A; 1, (P); - - ;th+1(P)).
:eD™) 1<j<nteRn

(3.1)

Nun besteht aber zwischen F und ihrer Truncation Fr ' die Bezichung

F(I) = Fr(I)+ Y Fr(J)F(I\J), (®)

angI

wobei I eine Indexmenge ist. Unter den Annahmen |F(I)| < 1, und |Fr(I)| <
2I1=1(| 1| — 1)! fiir [I| < n, n > 2 (|I| bezeichnet die Anzahl der Elemente von
I), erhalten wir:

Pr(I) <14 Y "Cpa2™ (m —1)!
m=1

n

1 1
(n—m+ 1)l 2n—m+l1

=2"n! (2"n!)_1 +

m=1

1
< 2"n![§ + e/ — 1] < 2™nl.

!Die Truncation Fr von F wird rekursiv definiert durch F(I) = >p, jep, Fr(J), wobei
die Summe iiber alle Partitionen P; der endlichen Indexmenge I geht, und die Elemente eines
jeden J die Ordnung von I bewahren.
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Wir iibertragen jetzt diese Abschitzung durch Induktion nach n auf alle
Funktionen wr(Ay; Ag;- -+ ; Ay) mit ||A;]] < 1.

lw(A1Az---A,)] <1 und |wr(4:)] <1, |w(Ai;A4))] <2
= wr(Ar; Ag; -+ 5 Ay) <27 M — 1)L

Unter Verwendung von (<) folgt

sup |Fa(2)| < [|A[l[|P[".

n)

(
z€DY

Den allgemeinen Fall, d.h. die obige Aussage fiir alle P € A, erhilt man
durch uniforme Approximation.
Wir definieren

ﬂ Sn—1
wi(A) = (—1)"/ dsy - / dsnw(ATisn (P)--Tis, (P)),
0 0
wy (A) = w(A),
deren Summe wir auch schreiben koénnen als
> wl(A) =w(ArL)). *)
n>0

Mit den kozyklischen Beziehungen fiir Fﬁ c A,

1—‘I—Qi(st:) = Fﬁm(rf;), Tit(rl—git) = (Fl—git)* = (Fﬁ)_l

erhilt man

—~

ATT oia(TT)5))
(FI—Q:/QAFPUQ)

P(A)w(l“f;*/zfpi/z)
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Wir wissen aber auch, daB R > A + w*P(A4) durch eine Potenzreihenent-
wicklung mit nicht verschwindendem Konvergenzradius

PP(A) = SNl (A)

n>0

dargestellt werden kann. Ein Vergleich der beiden Reihendarstellungen er-
gibt

wi (A) =07 (A) + )67 (A (1), ()

B
OF(A) = wl(A) —w(A)wl (1) = —/ wr (A; 7i5(P))ds.
0
Wir verwenden jetzt bzgl. der Indexmenge I = {i,,- -, 41} die Notation
wr(A;I) = wr (A7, (P)i -+ 1 Tisy,, (P)),
w(A;I) = w(A; Tis;, (P); 5 Tiss,, (P))

Wir beweisen nun die Aussage

B Sn—1
or(A) = (—1)"/0 dsy -+ ./o dspwr (A;{1,2,...,7})

durch Indunktion nach r. Sei diese Behauptung fiir » < n — 1 richtig, dann

kann man mit (x*) und der Definition von w? (1) schlieen

n—

n B Sn—1
wi(A) =or(A) +(_1)NZ/ dSn—r+1"'/ dsan(A; {n—?‘—i—l,...,n})
r=170 0

/Oﬂ dsy - - /O dsp_rw(1; {1, ...n—1})
—ary+ (-1 | Csr / T s S wr(A; Dt T\J),

Jgf

wobei I = {1,2,...,n}. Die letzte Umformung ist durch den Wechsel der
Integrationsvariablen begriindet.
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Zum Schlu benutzen wir die Relation (#) zwischen w und wr

WA ) —wr(A D) = wr(A; Jw(L; 1\J),
Jgf

und damit ergibt sich:

B Sn—1
aﬁj(A)zwij(A)—(—U"/O dsl---/o dsn [w(A; T) — wr(A; )]

ﬂ Sn—1
= (—1)"/ dsy - / dspwr(A4; 1)
0 0

Die Verallgemeinerung auf P € A bekommt man wieder durch uniforme
Approximation.

O

Man kann zeigen, dafl die Abbildung 42 : w + w! ein Isomorphismus von

der Menge der (7, 3)-KMS-Zustinde in die Menge der (77, 8)-KMS-Zusténde
ist, die Extremalpunkte in Extremalpunkte abbildet.
Betrachten wir nun den Orbit des Zustandes w unter der gestorten Evolution
7P, Beim “zeitabhingigen” Formalismus sieht man das System als stabil an,
wenn der entwickelte Zustand w? der eindeutige 77-KMS-Zustand von w ist, in
Formeln lautet diese Forderung

P o P
w' (A4) = tl}gﬂw(q (A)).
Wegen der 7-invarianten Eigenschaft von w erhdlt man

wf(A) = lim w(T_tTtP(A))

t—+oo

= w(A)

+tl>i$wgi"/otdt1/tltdt2---/t:1 dtow (|71, (P) [+ [ (P), AT]|)

Wir haben also eine von der im Theorem angegebenen unterschiedliche Ent-
wicklungen fiir w” (A) erhalten. Durch Termvergleich der beiden Formen erhlt
man schliellich eine Stabilitétsbedingung.
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Theorem 3.3 Sei w ein (7, §)-KMS-Zustand iiber dem C*-dynamischen oder
W*-dynamischen System (A, 7) mit der starken Cluster-Eigenschaft

t_l}iinoow(ATt(B)) = w(A)w(B) VA, B e A

Dann gilt

lim - lim z'"/OTl dtl/tlTZdtg---/Tn dtnw([m(B)[---[Ttl(B),AHD

T1—+oo Ty —+oo P

ﬂ Sn—1
=/ dsl---/ dspwr (4; Tis, (B); -+ 5 Tisy (B))
0 0

und im besonderen

lim ' w([A, 7(B)])dt =0

T—o0 -7

fiir alle A, P € A.
Beweis:

Sei B € A, und B(s1,...,s5) := Tis,;(B) -+ Tis, (B). Da w ein (7, 5)-KMS-
Zustand ist, folgt nach einer Integration fiir alle C' € A

Tjta B Sj—1
/ dtj+1/ dsy - / dsjw([7e,,, (B), Cl7e,., (B(s1, .., 55))

t; 0 0

B Sj
= —i/ dsy -+ / dsj+1w(Cth (B(sl, - sj+1)) — CTT],+1 (B(sl, . Sj+1)))a
0 0

denn das Integral von z +— w(CTZ (B)) um das Parallelepiped mit den Ecken
(0,0),(T,0), (T, ), und (0, B) leistet keinen Beitrag. Weiterhin kann man auf-
grund der KMS-Bedingung die linke Seite der obigen Gleichung als die Differenz
der Grofien

L1:

Tjs1 B Sj—1
/ dtj+1/ dsy -- / dsjw(Cri,,, (B(B,51,-.,85)))

tj

Tjt1 B Sj—1
und Lo: = / dtj+1/ dsy - / dsjw(Cri,,, (B(s1, .., 85, 0)))
¢ 0 0

J

(=)
(=)
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darstellen. Wechseln wir nun die Variablen s, := sp41—sp+8, k=1,...,j—1
und 8= [ — s1 und fithren wieder die Integration durch, so bekommen wir:

Tjt1 B Sj—1
L2 ZZ/ dtj+1/ dsl/ dew(Cth+1 (B(ﬁ—Sj,Sl —Sj,...,Sj_l—Sj,O)))
t 0 0

J

Tjt1 8 8j
=14 +Z/ dtj+1/ dsy -+ / de.H
t; 0 0

J
{W(C%(B(ﬁ =55+ Sj41, 081 85 + 5541, 5541)))

—w(Crryy, (B(B = 85 + 811, -y 851 = 85 + 8511, Sj+1)))}

Ein wiederholter Wechsel der Integrationsvariablen fithrt zur gewiinschten
Identifikation mit der Differenz L; — Ly. Man kann durch Approximation mit
analytischen Elementen eine dhnliche Form fiir den allgemeineren Fall P € A
finden. Die obige Identitét ergibt zusammen mit der starken Cluster- Eigen-
schaft fiir die Grofien

C(tl,...,t ): Ttn B Ttl(B) A]]]
T
X(Ty, ..., T, / dtl/ dto - - / dt,w(C(t1, ..., tn))
t1 tn—1
fiir n > 2:

lim  X(Th,...T,) =
T1,....Tp—to0 i1

B Sn—j—1
/ dsl---/ dsn_jw(B(sl,...,sn_j))
0 0
B Sn—1
+ (—Z)"/ dsy - - / dsnw(B(sl, s sn))
0 0

Der Beweis wird durch Induktion nach n abgeschlossen. Fiir n = 1 erhalten
wir den Spezialfall:

lim X(TY) :—z/ {w(A7is, (P)) — w(A)w(P)}ds;.

T1—+o0

Sei nun die obige Aussage fiir j < n — 1 richtig, dann folgt mit der obigen
Identitét:

T T;
li dty--- i
..,%"Ijnaioo /O ! /t dt]w (C(tl’
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Ty,...,Tpn—*toc0

n-1l .p Sn—j—1
lim X(Ty,....T,) = —(—i)"Z/ dsl---/ dsp—jw(Tis,_, (B) -+ Tis; (B))
=170 0

B Sn—1
/ dsn—j-l—l <. / dSnCUT (Ay Tisn (B)7 o ;Tisn7j+1 (B))
0 0
B Sn—1
+ (—’L)n/ dSl . / dsnw(ATisn (B) © o Tisy (B))
0 0

B Sn—1
= (—Z)n/ dSl . / dSan(Ay Tisn(B); cr 3 Tisy (B))
0 0

Beispielsweise lautet die Stabilitdtsbedingung erster Ordnung;:

T B
li ) A (B = A;71is(B .
T—1>Ifool/0 w([A, 7(B)])dt /0 wr (A;7i5(B))ds

Die Stabilititsbedingung wird von allen (7, 8)-KMS-Zusténden, 3 € R erfiillt,
die auf einem L1(Ag)-asymptotisch abelschen C*-dynamischen System leben,
d.h. auf einer normdichten Unteralgebra von A4y C A mit

/ I[A, m(B)]ldt < 00 VA, B € Aq.

— 00

Diese starke Form von asymptotischer Kommutativitét ist fiir die Existenz
von Grenzwerten von Tt_thP bei t — 00 notwendig. Jedoch kann man deren
Giiltigkeit bei konkreten Modellen leider nur schwer oder garnicht verifizieren.
Ein Beispiel, bei dem diese Eigenschaft gezeigt werden kann, ist das ideale Fermi-
Gas (siehe hierzu Bsp. 5.4.9 in [BR81]).

3.2 Herleitung der KMS-Bedingung aus Stabi-
litdtskriterien

Bis jetzt haben wir gezeigt, dal KMS-Zustédnde bestimmten Stabilitéitsbedingungen
geniigen. Das néchste Ziel ist es, die KMS-Bedingung aus Stabilitdtskriterien
abzuleiten.

Der stirkste Stabilitéitsbegriff ist die Existenz eines (7, 8)-KMS-Vektorzustandes.
Jedoch besitzt z.B. das ideale Fermi-Gas keinen 77-Grundzustand als normalen
Zustand fiir Storungen der Form P = a*(f)a(f). Die physikalische Begriindung
ist die, daf} so eine Stérung unendlich viele infra-Teilchen erzeugt, d.h. Teilchen
mit infinitesimal kleinen Energien, immer dann, wenn f auf der Fermi-Fliche
p? = p nicht verschwindet. Zusitzlich hierzu weist der Grundzustand eine un-
endlich grofie Dichte auf (siehe fiir mehr Details [Rob73]).
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Wir wollen nun einen etwas schwéicheren Stabilitétsbegriff formulieren. Hierbei
bedienen wir uns dem zeitunabhéngigen und zeitabhéngigen Ansatz.

Beim zeitunabhéngigen Ansatz geht man davon aus, dafl das gestorte System
einen 7F-invarianten Zustand w? besitzt, der nur wenig von w in der Lokalisa-
tionsregion von w abweicht und

A—0
WM.

Beim zeitabhiéingingen Zugang betrachtet man die Entwicklung von w*? un-

ter der dynamischen Gruppe 7, wobei 7 “geniigend” ergodisch (dispersiv, mi-
schend) ist, mit

lim w*P (1:(A)) = w(A).

|[t|—o0

Mit diesen beiden Argumenten ergibt sich die folgende Stabilitdtsbedingung:

/OO w([P,7(A)])dt = lim b W ([P, 7(A)])dt

o A—oo o

= lim lim ’ W ([P, 7(A)])dt

A—=ocoT—oo J_p
T .

: . d
=i [ g )

= i 1 (rr(4) - ()

=0.

Die £!(Ap)-asymptotische Kommutativitit erlaubt die Vertauschung von
Limes und Integral fiir alle P, A € Ay.
Fassen wir die Postulate fiir ein stabiles System zusammen:

(i) 7-Invarianz, d.h. Stationaritéit in der Zeit,
(ii) Ergodizitidt von (A, 7), z.B. asymptotische Kommutativitt,

(iii) relative “Reinheit” von w, z.B. soll w extremal unter den 7-invarianten
Zusténden sein und

(iv) Stabilitdt unter Storungen.

Diese Postulate fithren dann zum Stabilitatskriterium

/OO W([P,7(A)))dt =0, VAP ¢ A

— 00
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das der KMS-Bedingung in der Radon-Nikodym-Formulierung bei £ = 0
entspricht. Dies ist ein starker Hinweis darauf, daf§ die KMS-Eigenschaft durch
diese Postulate erzwungen wird.

Leider ist auch diese Bedingung i. A. nicht erfiillt, so z.B. geniigt ihr der freie
Fermi-See nicht. Die obige Forderung ist aber immer giiltig bei C*-dynamischen
Systemen fiir normdichte Unteralgebren Ay C A.

Nun kann man bei der Herleitung dieses Stabilitéitskriteriums die vier Postu-
late verschieden stark gewichten. Wir werden im folgenden zwei verschiede-
ne Versionen geben. Im ersten Theorem haben Haag, Kastler und Trych-
Pohlmeyer (1974) stéirkere Cluster-Eigenschaften als bei der “Extremalitéit”
und relativ schwache asymptotische Kommutativitit gefordert. Im Gegen-
satz hierzu haben Bratteli, Kishimoto und Robinson (1978) im zweiten Theo-
rem schwéchere Forderungen an die Cluster-Eigenschaft gesetzt, aber dafiir die
L1 (Ap)-asymptotische Kommutativitiit fiir (A, 7) verlangt.

Wir geben nun ein Ergebnis von Haag, Kastler und Trych-Pohlmeyer [HKTP74],
die gezeigt haben, daf extremale Zustinde £1(Ap)-asymptotisch kommutativer
C*-dynamischer Systeme, die bei lokalen Stérungen stabil sind, extremale (7, 8)-
KMS-Zustéinde mit Werten 8 € R sind.

Theorem 3.4 (Haag,Kastler,Trych-Pohlmeyer) Sei (A, 7) ein C*-dynamisches
System und w ein 7-invarianter Zustand auf A. Es gelten weiterhin:

(1) lmyg—eo H7Tw([7't(14)a B])wH =0 VA, Be A, Y € H,.

(ii) Die Funktionen

t = |w(Pr(A4)) — w(P)w(A)] und
t stég |w (P17s(Po)Te(A175(A2))) — w(Pi7s(Po)w(A175(A2))]

sind L'-Funktionen fiir alle A;, A, P; und P» in Aj.

(iii) w ist im Sinne von

T
lim w([A,Tt(B)])dt =0 VA, B e A

T—oo J_p

stabil.

Dann ist w ein (7, 3)-KMS-Zustand mit 8 € R.
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Beweisskizze:

Wir leiten die KMS-Eigenschaft von w mit Hilfe der mafitheoretischen For-
mulierung her. Seien hierzu

fiir A;, P; € Ap, i =1,2.
Der Beweis stiitzt sich auf die folgenden Aussagen, wobei wir (A) und (B) fiir
(C) und (D) brauchen werden.
(A) Die Abbildung

l— FA17P1 (t)FA27P2 (t) - GA17P1 (t)GA27P2 (t)

ist eine L'-Funktion mit

/ [FA17P1 (t)FA27P2 (t) - CT‘1417131 (t)GA27P2 (t)] dt = 0.

(B) Es gilt

ﬁA17P1 (p)ﬁA27P2(_p) = aA17P1 (p)é\A27P2(_p)

fiir alle p € R =R und A;, P, e A,y.

(C) Falls das Spektrum von H,, nicht in [0, 00 > oder < —oo, 0] enthalten ist,
dann existieren fiir p € R A, P € Ay mit Fu p(p) # 0.

(D) Falls das Spektrum o(H,,) nicht einseitig ist, dann gibt es eine eindeutige
positive Funktion ® auf R mit Fa p(p) = ®(p)G 4, p(p).

Man kann zeigen, dafi falls o(Hgq) einseitig sein sollte, dann ist w ein Grund-
zustand. Sei es von nun an nicht einseitig. Mit der Spaktralzerlegung [ pdE.,(p),
wobei E,, die Projektion auf C§, ist, gilt fiir A, P € Ay

Fap(t) = / ¢ (P, (dEo(p) — Eud(p)dp) AQ,)
Garl(t) = / e (A*Q, (dE(—p) — Eod(p)dp) PO

Wegen (D) sind dann die Spektralmafle absolut stetig und
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(P, (dEu(p) — Eud(p)dp) A) = ®(p) (AL, (dEw(—p) — Bud(p)dp)PQ).
Da ® positiv ist und ®(0) = 1, folgt

(P*Qy,, dE,,(p)dp) AQ,) = (®(p)'/2A*Qu, dEy,(—p)®(p)' /2 P,
— (P*Q, AQL) = (®(—H,) 2 A*Qy,, ®(—H,)' 2 PQy,),

wegen AoS, C D(®(—H,,)'/?). Da m,(Ap) stark *-dicht in M,, = m,(A)"
und @(—Hw)l/ 2 ein abgeschlossener Operator sind, erhilt man

M, € D(®(—H,)"?)
—  (BQu, AQ) = (®(—H,) 2 A*Q,, ®(—H,)/*BQ,,) YA, Bec M,
— AQ, =0 = A*Q,=0 VAeM,,.

Man zeigt nun, daB M., sowohl fiir ®(—H,)/? als auch fiir A2, der
Quadratwurzel des modularen Operators bzgl. (M,,, ) ein Kern ist. Deshalb

konnen wir wegen
(D(—H,)2AQ,, d(—H,)'?BQ,) = (B*Qu, A*Q)
= (AY2AQ,, AY?BQ,,)

schlieflen, dafl

O(—H,)Y? = AV2

Da w 7-invariant ist, folgt fiir die modulare Automorphismengruppe o; =
APANT® 10, = 047y fiir alle s,t € R, und mit der separierenden Eigenschaft

von w

inf  |w(AB'C) — w(B)Ww(AC)| =0 VA, B,C € M.,
BreCo(m(B))
Wegen (C) und log ®(—H,,) = log A ist die Funktion p + log ®(p) linear,
und es existiert ein 8 € R mit
O(p) =e 7,

und somit

e BHe = A

d.h. w ist ein (7, 8)-KMS-Zustand .
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d

Im folgenden diskutieren wir ein Ergebnis von Bratteli, Kishimoto und Robinson[BKR78§],
die gezeigt haben, dafl extremale Zustinde L!(Ag)-asymptotisch stabiler C*-
dynamischer Systeme, die bei lokalen Stérungen stabil sind, extremale (7, 3)-
KMS-Zustinde mit Werten 5 € R sind.

Theorem 3.5 (Bratteli,Kishimoto, Robinson) Sei (A, 7) ein £ *(Ap)-asymptotisch
abelsches C*-dynamisches System und w ein 7-invarianter Zustand iiber 4. Sei-
en zusitzlich noch die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Entweder

lim w(Ttl (Al)th (AQ)Tts (Ag)) = w(Al)w(Ag)w(Ag) VAk S .A,

inf|t;—t,|—
;;jl i—tj|—o0

oder w ist ein Faktorzustand.

(ii) w geniigt der Stabilitidtsbedingung

/OO w([A, (B)])dt = oo VA, B € Ap.

— 00

Dann ist w ein extremaler (7, 3)-KMS-Zustand mit 3 € R.

Beweisskizze:

Da die Funktion ¢ — 7¢(B) stetig (uniform) fiir B € Ay ist, folgt aus der
L (Ap)-asymptotischen Kommutativit it

Jim[[[4,7(B))]| =0

fiir alle A, B aus Ap und damit auch aus A. Wenn w ein Faktorzustand ist,
dann gilt

lim w(Ti (A1) Ta(An)) = w(A1) - w(4,), VA€ A VneN,

inf|t;—t;|—o00
i#]

d.h. wir konnen uns bei dem Beweis auf die drei-cluster-Eigenschaft be-
schranken. Ohne Einschréinkung kann man annehmen, dal A4y abgeschlossen
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unter Regularisierung durch L'-Funtkionen ist. Wir werden fiir den weiteren
Verlauf der Beweisskizze die folgenden Definitionen gebrauchen:

Fz(f) = FA P; (f) w(Pth(A )) — ( )LU(AZ)
Gi(t) = Ga,6.(t) = w(n(4A)P) — w(Ai)w(P,)
Hi(t) := HAi,Pi( ) == Fi(t) — Gi(t)
¥; : Radon-Nikodym (|| + |v|)-mefibare Funktionen mit ¢1(—p) = —t2(p)

¥1(p)
_ e ,auf S\ S
o) {1 ,auf R\ S.
S:={peR| I—AIAp(p) #0 fiir einige A, P € Ao}
So == {p € S| 1(p) = 0}
S 1= {p € S| ¥2(p) = 0}
Sp:=R\{So NS}

S¢ =0, {ol Hy a-(p) > 0}

= H * < .
S Aer{pI Ha - (p) < 0}

Der Beweis beruht hauptséichlich auf die folgenden Aussagagen:

(A) So =S8~, Sy=-5y,in dem Sinne, daf diese Mengen sich nur um einer
Menge vom (|| + |~|)-Mafl Null unterscheiden.

(B) (P*Qu, Eu(S§)AQ) = (p(—H,)YV2A*Qy, o(—H,)Y2PQ,) VA, PeM, =
w(A)".

(C) Ef = Eu(Sy)-

(D) D2as Spektrum X von (log A, Hg) ist eine abgeschlossene Untergruppe von
R=.

(E) Falls E,,(Sy) nicht eindimensional ist, ist Sy dicht in R und o(Hg) = R.

(F) o(Hg)+ o(Hi—g) Co(Hy—p).

) S NSoNSCSyNS_NS=0.

)

U(H]l E) S_

G

(
(H

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor.
Fall 1: E,(Sy) ist nicht eindimensional.
E
B o(Hp)=R. ()

Sei By #1 2 o(Hy_p) =R 50 =rRA 5 = "5, =R =
SenNSnNs=3=-8 f=55 ¢ # (. Diese Aussage steht im Widerspruch
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zu (G), dh. also daB Ef = 1 22 E,(S;) = 1 = Eu(Sx) = 0. Wir

koénnen durch Modifizierung von 91, 12 auf Mengen des (|| + |v|)-MaBes

Null S = Sp = 0 annehmen.

Bl (AV247Q,,, AV2PQ,,) = (P*Qu, AQ) = (p(—Ho) V2 A*Qy, p(— H,,) /2 PQ,,)
VA, P e M,.

Da M,Q der Kern fiir A2 ist, und H,, und A'/2 stark kommutieren,

kann man zeigen

A= p(-Hy)
= Y C {[log(¢(-p),p]l p € R}
)% kann keine isolierte Punkte haben. (%)
g R? O ¥ ist abgeschlossen.

—~
*
~

3 besitzt eine der folgenden Formen:

()X = R?.

(#4)X ist ein Feld von #dquidistanten geraden, zur log A-Achse

nicht parallel liegenden Linien. Eine dieser Linien enth&lt den Ursprung.
(#44)3 ist eine gerade, zur log A-Achse nicht parallel liegende Linie

durch den Ursprung

Die ersten beiden Félle fiihren zu Widerspriichen. Im Fall (i) existiert
ein 5 € R mit

¥ ={(-Bp,p)| p € R}
— logA =—BH, V A= PHo,

Das Theorem von Takesaki besagt, da dann w ein (7, 8)-KMS-Zustand
ist.

Fall 2: E,(Sy) ist eindimensional.

E,(Sy) = 1: Dann ist w ein 7-invarianter Charakter und damit ein (7, 3)-
KMS-Zustand mit Werten 3 € R.

E,(Sf) # 1: Dann ist E,(Sx) = 1 — E,(Sf) # 0 und S # ) wegen
Seo C€ 5. Sei S = R, dann gilt Sy = —S. = R und folglich Soc NSyNS =
S # () im Widerspruch zu (G). D.h. also S, # R und damit wegen (H)
o(H,) C So U{0} # R. Weil o(H,) keine isolierten Punkte besitzt
(#), kann man zeigen, dal o(H,,) entweder in +[0, +00 > liegt oder in
—[0, 400 >, d.h. w ist entweder ein Grund- oder ein Deckenzustand.



3.3. STABILITAT AUS NORMSTETIGKEIT 67

d

Die vorangegangenen drei Theoreme verkniipfen die Stabilitdt und die KMS-
Bedingung fiir £(Ag)-asymptotisch abelsches C*-dynamische Systeme aufs eng-
ste miteinander. Man kann also die Interpretation von KMS-Zusténden als
Gleichgewichtszustdnde physikalischer Systeme geniigend rechtfertigen.

3.3 Stabilitat aus Normstetigkeit

Wir versuchen an dieser Stelle, die Stabilitdtsbedingung aus der Normstabilitét
der Grenzwerte lim;_, 1 w o 7" herzuleiten [HTP77].

Fiir die Automorphismen %)‘P = Tt_th)‘P erh#lt man nach einer Differentiation

iR (4) = =y ([P .

z‘%(ygp)—l(A) = XD) ([P, = (A)]).

Im Falle der £'(Ag)-asymptotischen Kommutativitét sind die rechten Seiten
der beiden Gleichungen fiir A € Ay und hinreichend kleine A absolut integrabel.
Somit existieren die Grenzwerte

AP g AP
= 1m
Tx b Tt

und sind Automorphismen. Sie sind zunéchst einmal *-Morphismen, weil sie

Grenzwerte von *-Morphismen sind, und damit bilden v * positive Funktiona-

le in sich selbst ab. Wegen 72" (1) = 1 mufl dann v27* E4 in E 4 abbilden. In
Analogie zur Streutheorie bezeichnet man vj‘[P als Moller — Automorphismen.
Gegeben sei nun ein primérer Zustand w, der bzgl. 7 stationér ist, d.h. wor =
w. Dann sind die folgenden priméren Zustédnde

Wi (4) = w(72"(4))

stationsr unter 7M.
Satz 3.6 (Normstetigkeit) Seien w}” wie oben definiert, A, P € Ay und es
gelte
A—0
w2 (4) = w(A)|| =0,
dann erfiillt w die Stabilitétsbedingung

/OO w([P, 7(A)])dt = 0.

— 00
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Beweis:

Zuerst einmal hat w)” die Eigenschaft, in den Gleichgewichtszustand zuriickzukehren:

lim wf‘i_P (Tt (A))

Jim lim w}? (727 7(A))

- t—o0

— AP (A () = w(A),

und entsprechend fiir w?

lim W (7(4)) = w(A).

t——o0

Fiir hinreichend kleine \ < Ay, d.h. sobald

lwd”(A) —w] =t cx(A) <2

ist, liegen wip ,w™ und w in demselben Folium? Da nun ein priméres

Folium maximal einen bzgl. der £!(Ap)-asymptotisch abelschen Dynamik 7}
stationéren Zustand enthalten darf, folgt
Wi = WP VA < A

Mit Hilfe von (*) erhalten wir

A
e / Wit ([P, m(A)])dt =0 fiir 0 <A < Ao

Fiir A € A und mit £ (Ap)-asymptotischen Kommutativitiit erhalten wir

/ CU([P, Tt(A)])dt < M+C+ + M_c_ )19 0,

— 00

wobei My und M_ die Zeitintegrale von ||[P, 74(A)]|| sind, d.h. endliche
Konstanten, die nur von A und P aber nicht von A abhéngen.

d

Ein Beispiel fiir Moller-Morphismen finden wir in der quantenmechanische
Streutheorie.

?Das Folium ist die Menge {w, = Trom,, (A) : g ist positiver Spurklassenoperator in £(#)}
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Beispiel 3.7 Sei A die CAR-Algebra iiber L?(R”) und 7 die freie Evolution
mit

7(a(f)) =a(Upf) mit (Upf)(z) = (2m)7"/2 € f(p)e®* " avp,

Mit der quadratischen Storung P := a*(f)a(f) sind 7 und 7** beide Bogoljubov-
Transformationen:

m(a(f)) =aUif),  F(alf)) = a(U}' f).

Die infinitesimalen Erzeuger der beiden Gruppen U und U*? sind —V? und
—V? + \E, wobei E wieder die Projektion von f ist, also Eg = (f, g)f fiir alle
g € L%(R¥). Die Existenz der Grenzwerte

= i AP
Wig:= lm UXUig

in L?(R") ist ein bekanntes Resultat der Streutheorie. Somit existieren auch
die Moller-Morphismen ~4 auf A mit

v+ (a(f)) = a(W ).

Es taucht an dieser Stelle ein Problem auf, niamlich dafl der Grenzwert w)
i. A. nicht gegeben ist. Im Falle eines starken Cluster-Grundzustandes, bei
dem H, an der Stelle Null eine Energieliicke besitzt, mufl die Existenz der
normalen gestorten Grundzustdnde nicht unbedingt folgen, so beispielsweise
beim freien Fermi-See [BKR78]. Wir wollen nun das obige Stabilitétskriterium
so modifizieren, so dal man die Existenz der Grenzwerte w3 nicht fordern mus.
Thorsteinsson diskutiert in [Tho94] die sogenannte gleichbleibende Stabilitit:

lim sup ||w(A) —w o P (A)|| = 0.
A—0 ¢
Zunichst 148t es sich leicht zeigen, dafl ein (7, §)-KMS-Zustand gleichblei-
bend stabil ist, denn

lw(A) —wo |l < flw = w || + [l = w o 7|

)\PH + Hw)\P AP

0Ty —Wwo Tt)\PH

< w—w
< 2llw — w7,

und die rechte Seite konvergiert nach Thm. 3.1 fiir A — 0 gegen Null. Das
Hauptergebnis von Thorsteinsson ist der folgende
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Satz 3.8 Sei (A, 7) ein £!(Ap)-asymptotisch abelsches C*-dynamisches System
und w ein T-invarianter, primérer Zustand, und es gelte fiir alle A, P = P* € Ay

() tim supllo(4) ~ wo 7Pl A)] =0,
(i) tl_i}rgo(w omP(A) —wo AP (A)) =0.

Dann ist w ein extremaler (7, 3)-KMS-Zustand mit 3 € R.

Beweis:
Zu zeigen ist nur, dafl die beiden Bedingungen (i) und (ii) die Stabilitdtsbedingung
aus den letzten beiden Theoremen

/OO w([P,m(A)])dt =0

— 00
implizieren. Mit
AP

Th_fgow(TiT °© WiT(A)) = Tli_giow(ﬁFTTiT q);TTiT(A)) = w(A4)

und (ii) folgt:

lim (w(T%Poy%P(A)) —w(T)‘Poy T(A))) =0

T—o00

T—o00

= lim (wOT%P(A)—i)\/O wo mpl ([P, 7 (A)])dt

~wor () -ir [ worh (P ra)ar) =

0

— lim (/OTwOTT ([P, Tt(A)])dt-i-/

T—o00 -T

wor ([P, Tt(A)])dt) =0 (x).
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Wir schlieflen den Beweis ab mit der abkiirzenden Schreibweise [-,] :=
[P, 7o (A)]:

lim Tw([.,.])dt: lim {/O (w([.,.])—onﬁ?_t([.,.])—i—onﬁ?_t([.,.]))dt

[ (o o)+ )t}
= lim {/O (w —wo Tig_t)([', '])dt + /OT (w —wo T%ft)([" '])dt}

T—o00

-7
0 T
e { [ wort s [ woniti( )
=0 wegen (*)

T y
< lim sup ||lw —wOTt)‘PH/ [P, 7+ (A)] ﬂ 0.
_T

T—o0 ¢

Das Integral ist aufgrund der £!(Ap)-asymptotischen Kommutativit#t end-
lich.

Bemerkung 3.9 Mit den oben eingefiihrten Gréfien sind wir nun in der Lage,
die Notwendigkeit des Stabilitéitskriteriums

/OO W([P.7(A))dt VAP e Ay

— 00

physikalisch zu begriinden. Betrachten wir hierfiir einen priméren und sta-
tionéiren Zustand, der das Stabilitdtskriterium nicht erfiillt [HTP77]. Solche
Zusténde findet man beispielsweise beim freien Fermi-Gas. Wir diskutieren an
dieser Stelle einen beliebigen quasifreien Zustand tiber die Algebra der Vernichtungs-
und Erzeugungsoperatoren eines Fermi-Systems, die CAR-Algebra. Bei einem
quasifreien Zustand sind die n-Punktfunktionen mit ungeradem n identisch Null,
und die iibrigen kénnen nur durch die Zweipunktfunktion (siehe Anhang), hier
in diesem Fall

W@ (p,p’) = o(p)(p — P),

beschrieben werden, wobei ¢ nicht die Form (1 4+ e®t#2)~1 hat. Wenn wir o
richtungsunabhéngig wihlen, dann ist das Stabilitdtskriterium fiir
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P:= / a*(p)a(p’)g(p, p')d’pd’p’ und
A 12/a*(p)a(p')f(p,p')dgpdgp'

verletzt.
Entwicklen wir w}”(A) nach A

wip =w—+ dw® + 220® 4+ ey

dann erhalten wir mit den oben eingefithrten Grofien und diskutierten Be-
ziehungen:

wf)(A) =— w([a—e,(P), [a—s, (P), A]])dtidts
co>ta>t1>0
- / (e(p1) — o(p2))g(p1, P1)g (P}, ph)
co>ta>t1>0

f(pIQ , pl)ei(&"l —81)tz-‘ri(aé—E’l)td3p1d3pl1d3p2dtldt2 4ok

x symbolisiert das komplex konjugierte, falls P und A selbstadjungiert sind.
Das Lokalisationgebiet der Observablen A soll geniigend weit von dem der Ob-
servablen P entfernt sein, d.h. wir setzen in der obigen Gleichung «,(A) fiir A
ein und betrachten die asymptotische Region bei groBlem |z|. Die Intergration
iiber p; und p5 wie aber auch iiber #; und ¢ kann dann mit Hilfe der Methode
der stationdren Phase durchgefithrt werden. Die stationdren Phasen liegen bei

X
P1=PhH = |p'1|m und t; =ty :mm,
1

und man erhilt:

W (0 (4)) — ﬁ/ [, p)lg(p, P)*(e(p) — o(P))d’p', P = 'p"|x¥|'

Dieser Ausdruck beschreibt den Effekt, der durch die Differenz der vom Im-
puls p nach p’ gestreuten Teilchen und der Teilchen, die den umgekehrten Weg

gehen. Im stabilen Fall ist o(p) = o(p’) und die Zweipunktfunktion wf) (cz(A))
verschwindet schneller als # Fiihrt man die gleiche Rechnung mit

pP= /g(pl,pz;p'pp’g)a*(pl)a*(p'l)a(pl)a(p'l)dgpldsp'ldgpzdsp'g
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durch, die die Kraft zwischen zwei Teilchen beschreibt, so bekommt man fiir
den dominierenden Term ein &hnliches Ergebnis, das proportional zu # ist,

mit dem Unterschied, da§ der Term o(p) — o(p’) durch

o(p1)o(p2) (1 — o(ph)) (1 — o(ph)) — (1 — o(p1)) (1 — o(p2)) o(P}) o(ph),

den Zweiteilchen-Kollisionsfaktor, ersetzt wird. Dieser Kollisionsfaktor ver-
schwindet auf der Massenschale genau dann, wenn o eine Fermi-Distribution
ist. Wir haben also gezeigt, dafl ein primérer, stationdrer Zustand, der dem
Stabilitdtskriterium nicht geniigt, unter der Stérung P in einen stationdren Zu-
stand wip iibergeht, der nur wie # mit dem Abstand abféllt und damit einen
radialen, asymptotisch konstanten Flufl bei jedem festem Winkel besitzt (un-
abhingig vom Winkel). Fiir w*? erhélt man den gleichen FluB jedoch mit dem
umgekehrten Vorzeichen. Im stabilen Zustand ist wy = w_, und es wird kein
Flu durch die Stérung P verursacht.
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Anhang A

Algebraische
Quantenfeldtheorie

Bei einer Quantentheorie endlicher Dimension wird die ”kinematische Struktur”
vollsténdig von den kanonischen Kommutatorrelationen fiir die Orts- und Im-
pulsoperatoren beschrieben. Nach dem Stone-von Neumann-Theorem legen die-
se Kommutatorrelationen die Wahl des Hilbertraumes und der selbstadjungier-
ten Operatoren in diesem Raum bis auf unitire Aquivalenz fest. Im Falle unend-
licher Dimension gilt dieses Theorem nicht mehr, und man erh&lt bei der Kon-
struktion einer Quantenfeldtheorie unendlichviele, unitar unidquivalente und ir-
reduzible Darstellungen aus den Kommutatorrelationen. Im flachen Minkowski-
Raum kann man mit Hilfe der Poincaré -Symmetrie eine bestimmte Darstellung
auszeichnen, genauer definiert man iiber die Tranlationsinvarianz und die Spek-
trumsbedingung den Vakuumzustand. Diese Wahl ist mathematisch gleichbe-
deutend mit der Definition des Teilchenbegriffs. Leider geht beim Ubergang zu
beliebigen, gekriimmten Raumzeiten diese Poincaré -Symmetrie verloren, und
man stoft damit beim Teilchenbegriff auf Schwierigkeiten. Mit dem algebrai-
schen Zugang kann man diese Probleme umgehen. Mit diesem Ansatz ist man
in der Lage alle Zusténde in den vielen unitdr undquivalenten Hilbertrdumen
gleichwertig zu behandeln ohne sich auf eine bestimmte Darstellung der Kom-
mutatorrelationen festlegen oder eine genaue Teilcheninterpretation geben zu
miissen. Fiir die Auswahl der physikalisch sinnvollen Zustdnde wird dann ein zur
Spektrumsbedingung analoges Kriterium gegeben, die sogenannte Hadamard-
Bedingung. Mehr Details findet man in [Haal, [Fre], [Saf], [Ful89] und [KiisO1].

A.1 Der algebraische Zugang zur Quantenfeld-
theorie

Bei der iiblichen Formulierung einer Quantentheorie geht man von Zusténden
als Vektoren eines Hilbertraumes aus und definiert dann die Observablen als
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die auf die Zustdnde wirkenden Operatoren. Beim algebraischen Zugang geht
man umgekehrt vor, d.h. man betrachtet die Observablen als Elemente einer
abstrakten Algebra und fiithrt darauthin die Zusténde als Objekte, die jeder
Observablen eine reelle Zahl zuordnen, ein.

Zunichst konstruiert man ein Netz von C* — Algebren A(O), d.h. jeder offenen
Teilmenge © C M wird eine C*-Algebra der in O mefbaren physikalischen
Groflen zugewiesen:

O A0) (A1)

Ist diese Abbildung einmal bekannt, dann kénnen im Prinzip alle physikalischen
Groflen berechnet werden. Die obige Zuordnung enthélt somit die gesamte phy-
sikalische Information. Die C*-Algebra A :=J, A(O) heifit dann die Algebra
der Observablen. Zwei Netze lokaler Observablen A(O) und A(0O) heifien zuein-
ander isomorph, falls eine Isomorphie i : A — A mit i[A(O)] = A(O) existiert.
Weiterhin wird gefordert, dafl das Netz die folgenden Bedingungen erfiillt:

o [sotonie: O C Oy = A(Ol) C A(Og)
Lokalitit: Fiir raumartig getrennte Oq und Os gilt [A(01), A(O2)] = {0}.

Primitivitat: A besitzt eine treue irreduzible Darstellung.

Kausalitiat: O1 C D(O3) = A(0;) C A(O2).

e Kovarianz: Fiir jede Tsometrie v : (M,g) — (M, §) existiert eine

Isomorphie a, : A — A mit a.[A(0)] = A(k(O)), g = id und

Oy OOy = Uigioky -

Im Falle des Minkowski-Raumes sind die Isometrien die Poincaré-Transformationen
und man erhélt die bekannte Forderung der Poincaré-Invarianz. Die ersten drei
Bedingungen sind identisch den Haag — Kastler — Axiomen, die die Quanten-
feldtheorie im Minkowski-Raum algebraisch formuliert haben.

Der Zustand auf dieser Observablenalgebra 4 wird durch das lineare Funktional
w: A — Cmitw(l) =1 (Normiertheit) und w(A*A) > 0 VA € A (Positivitit)
reprasentiert. Der Zustand w nimmt also die Rolle des Erwartungswertfunktio-
nals ein. Spétestens hier sieht man, dafl die *-Algebra-Struktur nicht geniigt
und fiir Messungen die C*-Algebra-Struktur notwendig ist.

Der Zusammenhang zwischen der algebraischen und der ”iiblichen” Formulie-
rung der Quantenfeldtheorie kann mit dem GNS-Theorem (Gelfand,Naimark,Segal)
gegeben werden, die besagt, dafl jede C*-Algebra durch eine C*-Unteralgebra
beschrinkter, linearer Operatoren auf einem Hilbertraum L£(H), représentiert
werden kann. Der Beweis dieses Theorems ist konstruktiv und fithrt zur soge-
nannten GNS-Konstruktion.

Theorem A.1 (GNS-Konstruktion) Sei A eine C*-Algebra und w : 4 —
C ein Zustand auf ihr. Dann existiert ein sogenanntes GNS-Tripel (H, 7, ),
bestehend aus einem Hilbert-Raum H := P .¢ , Ho, einer Darstellung 7 :=
Doce, T T A —> L(H), und einem Vektor [¢) >€ H, so daB gilt:
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o w(A) =<, (A > VA € A und
o | > ist zyklisch, d.h. w(A)|Y >= {m(A4)] > | A € A} liegt dicht in H.

Durch diese Forderungen ist das GNS-Tripel bis auf unitéire Aquivalenz
vollsténdig charakterisiert. Umgekehrt erhélt man bei gegebener Dichtema-
trix p : H — H und gegebener Darstellung 7 : A — L(H) den algebraischen
Zustand durch

w(A) = tr (pr(A)) (A.2)

Die Menge aller Vektoren |¢) > und Dichtematrizen p in der GNS-Darstellung
eines algebraischen Zustandes w heifit das Folium vom w. Sind bei einer gege-
benen treuen Darstellung zwei Zustdnde w; und wo und eine endliche Anzahl
von Observablen in der Algebra gegeben, dann gibt es immer einen Zustand w
in dem Folium von wj, der wy beziiglich der Erwartungswerte beliebig genau
approximiert, |w(A;) — w2(4;)| < &; mit &; > 0.

A.2 Das freie Klein-Gordon-Feld

Wir gehen zunéchst von der auf gekriimmte Raumzeiten verallgemeinerten Lagrange-
Dichte

L(z) = 5 (9" Vup(x)Vip(a) —m*p(z)® — ER(z)p(z)?)

| =

aus, wobei p(z) das skalare Feld, m die Masse des Feldquantes, R(x) der
Ricci-Kriimmungsskalar und ¢ eine reelle Zahl sind. Der Term ¢ R(x)p(z)? re-
presentiert die einzig mogliche lokale, skalare Kopplung zwischen dem skalaren

und dem Gravitationsfeld [BD]. Die Variation des Wirkungsintegrals

S :/E(x)d"x

ergibt die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das skalare Feld :

(Oy +m? +ER@) ¢ = (9"V,Vy +m® +ER(x)) ¢
= (Igl‘% .9" 9|20, + m? + £R(w)) ¢ =0(A.3)

Hierbei ist O, der zur Metrik g gehérende Laplace-Beltrami-Operator und
lg| := | det g |. Wir betrachten jedoch in dieser Arbeit das einfachste Beispiel
einer Quantenfeldtheorie auf einer global hyperbolischer Raumzeit, ndmlich ein
skalares Feld, das die kovariante Klein-Gordon-Gleichung
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(Og+m?) =0 (A.4)

erfiillt. Diese Differentialgleichung enthéllt keine selbstwirkenden Terme und
man spricht deshalb vom freien Feld. Sie ist jedoch iiber den metrischen Tensor
mit dem Gravitationsfeld gekoppelt. Da die obige Gleichung eine hyperbolische
Differentialgleichung ist, ist das Cauchy-Problem nach dem Theorem von Lerray
eindeutig 16sbar [Dim8&0).

Theorem A.2 (Cauchy-Problem) Sei ¥ eine Cauchy-Fliche und ug,u1 €
Ce°(X), dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion u € C*° (M) mit

(Dg +m2)u =0, po(u)=wuo, pi(u ) =u
und supp(u) C U U J i supp
wobei po(u) : C*° (M) — C*(X) der Restriktionoperator und py (u) : C*° (M) —
C>°(X) die Normalenableitung auf % sind.

Es existieren folglich fiir jede Testfunktion f € D(M) avancierte und retar-
dierte Fundamentallésungen

Eav/ret D( —> E(M)

a'u/ret (fa )'_> Eav/ret fa /f av/retg)(x)g%lex (A5)

mit den Eigenschaften

(Dg + m2) Eav/ret = Eav/ret (Dg + m2) =id
supp(Euy f) € JT(supp(f)) und  supp(Eretf) C J~ (supp(f))

Die Differenz E := E,¢; — E4, ist eine antisymmetrische Distribution und
heifit die Fundamentallosung oder der Propagator der Klein — Gordon —
Gleichung und geniigt den folgenden Bedingungen:

(Og+m?)Ef =Ef (O, +m?*) =0

supp(Ef) C J* (supp(f)) UJ~ (supp(f)), f € D(M).

Mit Hilfe der Feldgleichung und den Vertauschungsrelationen auf einer be-
liebigen Cauchyflache X
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[¢(x), ¢(y)] = 0
[¢($), az(b(y)] = 10y, (‘Ta y)
[¢(x), d(y)] = 0

erhilt man die Vertauschungsrelationen auf ganz M x M:

[0(x), ¢(y)] = iE(x, y)

Um das Quantenfeld als Operator definieren zu kénnen, mufl man mit dem
verschmierten Feld

/(b x)g? dmmzthD(M)

weiterarbeiten. Das Feld wird also als eine operatorwertige Distribution
angesehen, d.h. als eine lineare Abbildung ¢ : D(M) — L(H).

Wir betrachten jetzt eine unitale *-Algebra A, die von den Elementen ¢(f),
f € D(M) erzeugt wird, und die die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Die Abbildung ¢ : D(M) — L(H) ist linear,

(i) o(f)* = o(f),
(iii ((IZI —|—m) )
(iv) [o(f), ¢(9)] = iE(f,g9) Vf.g,€ DM).

Diese Algebra erhélt man, indem man die Borchersalgebra iiber D(M),
das ist die Tensoralgebra mit der speziellen *-Operation f* := f, durch das
Ideal, das von den Feldgleichungen und den Vertauschungsrelationen erzeugt
wird, dividiert. (Die lokalen Algebren 4(Q) werden dann von den Elementen
o(f), f € D(O) erzeugt). Diese Algebra besitzt jedoch keine C*-Norm, denn die
Vertauschungsrelationen lassen eine Darstellung durch beschrinkte Operatoren
nicht zu. Erst mit der Weylalgebra, der Algebra der exponierten Feldoperatoren
e'(f) erhilt man die C*-Struktur.

Ein Zustand auf dieser *-Algebra A wird eindeutig festgelegt durch seine n —
Punkt — Funktionen w,, n € N:

)
)
) ¢
)

Wn(f1, s fn) == w(O(f1) -+ -¢(fn)),  fi € DIM), (A.6)

wobei w,, bzgl. jeder Komponente eine Distribution ist. Das Kerntheorem
von Schwartz erlaubt uns, die n-Punkt-Funktionen als wohldefinierte Distribu-
tionen auf ganz M"™ anzusehen. Aufgrund der Relationen der Algebra gelten
die folgenden Eigeschaften fiir die n-Punkt-Funktionen:
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(i) Sie sind bzgl. jeder Komponente eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung.

(ii) Wegen der Vertauschungsrelationen gilt:

W (X1, ey By Thog 1y vvy Tn) — W (X1, vy Tl 1y Thoy voey Tpy) =

iE(.Tk, xk+1)wn_2(x1, oy Lh—1y Th42y ooy .%'n)

(iii) Normiertheit: wp =1 wegen w(1) = 1.

(iv) Positivitét:

Zwiﬂ(fi* ® f;) >0, mitfr, e DM, k=1,...,n
%7

und filxy, o zn) = fu(@n, ..., x1).

Von groflem Interesse sind die sogenannten quasifreien Zustinde. Diese
Zusténde sind dadurch charakterisiert, dafl ihre n-Punkt-Funktionen mit unge-
radem n identisch Null sind, und die iibrigen allein durch ihre 2-Punkt-Funktion
A = wo eindeutig festgelegt sind:

w2n(f1;---;f2n) :ZHA(fU(i)afa(i—i-n))a neN, (A7)

o =1

wobei die Summe iiber alle Permutationen o von {1,...,2n} mit o(1) <
0(2) <..<o(n)und o) < o(i +n) lauft.
Wir fassen abschliessend die Eigenschaften der 2-Punkt-Funktion nochmal zu-
sammen:

(i) A((Dg +m2)fa g) = A(fa (Dg +m2)g) =0, vfag € (M),
(i) A(f.9) = Alg, f),
(il)) TmA(f, g9) = 3E(f, 9),

(iv) A(f, f) = 0.
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Notation

c(Q)
C=(Q)
£(Q)

A, B
M,N

MI MII
A, B, C
Ay, A

T) ,7) a) o

mE
=
<

Do xR T

€

S|
!

A
=

F
S

— (8)0wy)™ -+ (/i)
— (~1)llge

Vektorraum der bis zur Ordnund [ € Ny stetig differenzierbaren
Funktionen iiber

=C°()

=N{CN)| I € No}

=C> ()

= C5o ()

Vektorraum der in allen Ableitungen schnell fallenden C*°-Funktionen
iiber R"

Dualraum von £(f2)

Dualraum von D(2)

Dualraum von D(R™)

C*-Algebren

von Neumann-Algebren

Der positive Anteil von A

Kommutante, Bikommutante von M

Elemente von C*-Algebren oder von Neumann-Algebren
positiver bzw. negativer Anteil von A

Zusténde

Automorphismen oder Gruppen von Automorphismen
Identitéit der Automorphismengruppe

Identitéit der Operatoralgebren

Hilbertraume

Menge der linearen und beschriankten Operatoren auf H
Vektoren im Hilbertraum

zyklischer Vektor bzgl. w

orthogonale Projektionen

Gruppe

*-Morphismus

Darstellung

zyklische Darstellung auf H mit dem zyklische Vektor €
durch w definierte zyklischce Darstellung

Mafe



A.2. DAS FREIE KLEIN-GORDON-FELD 83

(f1s o0 fn)
A(f,9)

Fockraum iiber H

Bose- bzw. Fermi-Fockraum iiber H

Bose- bzw. Fermi-Vernichtungsoperator auf dem Fockraum
Bose- bzw. Fermi-Erzeugungsoperator auf dem Fockraum
Bogoliubov-Transformation

Tomita-Operator
modularer Operator
modulare Konjugation

Zentrum von M

Streifen in C

Schlauch in C"

Menge aller Zusténde auf A

Menge der G-invarianten Zustédnde auf A

Menge aller KMS-Zusténde auf A

Menge der Extremalpunkte der konvexen Menge Kpg

C*-dynamisches System.
C*-dynamisches System mit G = R
= limy_,o (74(A) — A) : infinitesimaler Erzeuger von 7

Stérung, P = P* ¢ A

:=i[P, A] : gestorter Generator

vom Generator § + dp erzeugte Automorphismengruppe
gestorter (7, 3)-KMS-Zustand

= Tt_th)‘P : Moller-Automorphismen
= limy 400 715)\13

= w('yj‘[P (A))

vier dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
C*-Algebra der in O € M mefibaren physikalischen Grofien
Cauchy-Fliche

n-Punktfunktion, f; € D(M)

= wa(f, 9)
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