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Zusammenfassung

In dieser Arbeit studieren wir Moglichkeiten, die klassischen und quantisierten Theorien
héherer fermionischer Felder vom flachen Raum auf global hyperbolische Mannigfaltigkei-
ten zu verallgemeinern.

Dazu werden zunéchst die bekannten Ansétze rekapituliert und deren Probleme unter-
sucht.

Neben weiteren Ansétzen zur Quantisierung eines durch die Buchdahl-Gleichungen
beschriebenen Systems, kénnen wir eine Klasse von Modifikationen des Rarita-Schwinger-
Operators, deren Elemente in der Supergravitation angewendet werden, als Kandidaten
fiir eine allgemein kovariante Quantenfeldtheorie ausschlieflen.

Abstract

In the work at hand we investigate possibilities to generalize the classical as well as the
quantized theories for fermionic fields of higher spin to globally hyperbolic manifolds.

We revisit the known approaches and inspect their failure.

As a result of our investigation we can exclude further constructions for systems whose
dynamics are governed by Buchdahl’s equations. In addition we can exclude a class of
modified Rarita-Schwinger-operators, whose elements are used in supergravity, as possible
candidates for a generally covariant quantum field theory of higher spin.
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1. Einleitung

Higher Spin. It is tempting to apply here the familiar phrase: "we leave this problem as
an exercise to the reader'. But let us add a few remarks.

- Prof. Dr. Rudolf Haag (1996, S. 34)

Auf flachen Raumzeiten lassen sich freie Quantenfeldtheorien beliebigen Spins ohne
nennenswerte Komplikationen definieren, sodass sich Autoren zu Aussagen wie der obigen
hinreiflen lassen. Im gekrimmten Fall hingegen treten Hindernisse auf, die sich nicht
ohne weiteres umschiffen lassen.

Trotz der fehlenden experimentellen Bestétigung elementarer Systeme héheren Spins
besteht aus physikalischer Sicht ein Interesse an eben solchen, denn es existieren Theorien
die deren Existenz postulieren. Dazu zdhlen supersymmetrischen Erweiterungen des
Standardmodells, siehe z.B. Martin (2008). Das in einigen Supergravitationstheorien
als Spin—%—Feld auftretende Gravitino — der supersymmetrische Partner des Gravitons,
des Quantenfeldes der Quantengravitation — ist, ungeachtet der mit diesen Theorien
verbundenen sonstigen Probleme, ein besonders beachtenswertes Beispiel. Das durch
gebrochene Supersymmetrie massive Feld ist als leichtestes supersymmetrisches und
damit stabiles System ein guter Kandidat fiir dunkle Materie. Damit besteht auch eine
kosmologische Relevanz der hier untersuchten Fragestellungen. Da sich die Quantenfeld-
theorie auf gekriimmten Raumzeiten als in diesem Bereich anwendbar erwiesen hat,vgl.
z.B. Hack (2010), sind auch die hier verwendeten Methoden der Interessenlage angepasst
und es wird sich zeigen, dass sie sich auf phdnomenologisch relevante Beispiele anwenden
lassen.

Kommentar zur Notation Aufgrund der mannigfaltigen Indizierungen in dieser Arbeit,
soll hier ein kurzer Hinweis zur schnelleren Orientierung gegeben werden. In den entspre-
chenden Abschnitten werden die verwendeten Konventionen dann detailliert beschrieben.

e Bis auf kleine lateinische Buchstaben sind alle Indizes als abstrakte Indizes zu
verstehen, wobei auch fiir diese die Summenkonvention verwendet wird.

e Lateinische Grofibuchstaben werden verwendet, um Spinorkomponenten zu indizie-
ren.

e kleine griechische Indizes indizieren Lorentz-(Ko-)Vektoren.



1. Einleitung

e Sein € N, dann ist n :={1,2,...,n}.

Wéhrend die von Dirac (1936) vorgeschlagenen und meist als Dirac-Fierz-Pauli-
Gleichungen bezeichneten Bewegungsgleichungen

D . . .. R
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fiir Systeme beliebigen Spins auf flachen Raumzeiten vollstandig zufriedenstellende Theo-
rien liefern, zeigte sich relativ schnell, dass die Gleichungen auf gekriimmten Raumzeiten
Probleme aufwerfen. Nachdem zunéchst Fierz (1939) die Aquivalenz der Gleichungen
zu einem festen Spin zeigte, untersuchten Fierz und Pauli (1939) die Kopplung der
Gleichungen an ein elektromagnetisches Feld. Im Rahmen dieser Untersuchung stellte
sich heraus, dass minimale Kopplung fiir Spins gréfler 1 zu inkonsistenten Gleichungen
fiihrt.

Um den von van der Waerden entwickelten 2-Spinor-Formalismus vgl. Penrose und
Rindler (1984a,b) zu umgehen, der fiir die Behandlung der Gleichungen in der von
Dirac beschriebenen Weise notwendig ist, schlugen Rarita und Schwinger (1941) vor,
zur Beschreibung fermionischer Felder das Tensorprodukt aus einem Spin—%—Feld und
einer entsprechenden Anzahl von Spin-1-Vektorfeldern zu verwenden. Zusétzlich muss in
diesem Fall eine algebraische Bedingung gefordert werden um die Freiheitsgrade derart
zu reduzieren, dass die Felder unter einer irreduziblen Darstellungen transformieren und
im Sinne Wigners freien elementaren Systemen entsprechen. In der tiblichen Notation
lauten die Rarita-Schwinger-Gleichungen und die Irreduzibilitdtsbedingung

(_ia - m)@al...ak =0,
’Ya@aag...ak =0.

Das Ergebnis der Untersuchungen von Velo und Zwanziger (1969), dass die Gleichungen
unter minimaler Kopplung inkonsistent werden beziehungsweise zu akausalem Verhalten
der Beschriebenen Systeme fithren, ergédnzt sich so mit den Resultaten von Fierz und
Pauli und wird in der Literatur héufig als Velo-Zwanziger-Phénomen bezeichnet.

Ein analoges Problem der Inkonsistenz der Bewegungsgleichung héherer Spin-Systeme
tritt bei der Kopplung an ein Gravitationsfeld auf. Fiir diese Arbeit, die sich im Rahmen
der Quantenfeldtheorie auf gekrimmten Raumzeiten mit der Konstrukion von Theorien
zu hoherem Spin beschéftigt, ist dieses von fundamentaler Bedeutung. Die Konsistenzbe-
dingung an Losungen der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen auf einer gekriimmten Raumzeit
fordern das Verschwinden spezieller Kontraktionen der Felder mit Kriimmungsgréfen.

Diese Bedingungen sind nur fiir einige Spezialfille (Spin < 1 und Einstein-Mannig-
faltigkeiten) zu erfiillen.

Fiir den allgemeineren Fall ist also eine Modifikation der Bewegungsgleichungen not-
wendig.



Eine solche liefert fiir den Spin—%—Fall die einfache Supergravitation (van Nieuwenhuizen,
1981) durch die Einfiihrung einer Selbstwechselwirkung.

Hier st6ft man jedoch an anderer Stelle wieder auf die selben Hindernisse, denn
der Versuch, eine derartige Theorie auf gekriimmten Raumzeiten — wie den in der
Kosmologie verwendeten Friedmann-Robertson-Walker-Raumzeiten — storungstheoretisch
zu quantisieren verlangt eine konsistente klassische, sowie quantisierte Theorie des freien
Spin—%—Feldes.

Weitere Bewegungsgleichungen fiir freie Theorien héherer fermionischer Felder unter
Kopplung an einen gravitativen Hintergrund wurden eingehend von Buchdahl (1958,
1962, 1982a,b, 1984) studiert. Die als Buchdahl-Gleichungen bekannte, auf gekriimmten
Raumzeiten konsistente Variante einer der Dirac-Fierz-Pauli Gleichungen ist

VXA¢AA1'..A571 — ,U’Q)DXAI.“A571,
¢ —1)(s—2
YAX , A wﬁflml\\I/PQD\A2|(PPQD\A3...A571) AL Ay

Wiinsch (1985) gelang es zu zeigen, dass sich diese Gleichungen eleganter als
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schreiben lassen. Im Vergleich mit den minimal gekoppelten Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen
wird deren Inkonsistenz besonders deutlich. Fiir sie ist nicht gewéhrleistet, dass eine
Losung die korrekten Symmetrieeigenschaften besitzt, also unter der entsprechenden
irreduziblen Darstellung der Symmetriegruppe transformiert.

Obwohl es Illge (1993) gelang, eine Lagrange-Dichte anzugeben, ist es bisher nicht
gelungen auf Grundlage der Buchdahlgleichungen eine Quantenfeldtheorie fiir hohere
Spinorfelder auf gekriimmten Raumzeiten zu definieren.

Die Verallgemeinerung der Quantisierung nach Dimock (1982),der die Observablenalge-
bra fiir Spin—%—Felder aus den klassischen Losungen den Bewegungsgleichung konstruiert
hat, liefert einen moglichen Ansatz. Dieser scheitern jedoch an der Konstruktion eines von
der Cauchyflache unabhéngigen Skalarproduktes auf den klassischen Losungen. Anders
ausgedriickt gelingt es nicht, einen kovariant erhaltenen Strom aus diesen zu erzeugen.

Fiir das von Miihlhoff (2007) gefundene Skalarprodukt ist die Unabhéngigkeit von der
Cauchyfldche nicht geklart. Die explizite Form gibt jedoch keinen Anlass, die Unabhén-
gigkeit als plausibel zu erachten.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir, inspiriert durch die klassische Aquivalenz
der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen weitere Kandidaten fiir erhaltene Strome fiir Spin—%—
Felder.

Dabei ist es das Ziel, diese derart zu wéhlen, dass die Einschrinkung auf flache
Raumzeiten einen zum Rarita-Schwinger-Fall dquivalenten Strom liefert. Auf topologisch
trivialen Raumzeiten liefle sich dann mittels eines Theorems zur Deformation von Fulling
et al. (1981) die Positivitat auf den Losungen beweisen.



1. Einleitung

Es zeigt sich, dass auch die von uns untersuchten Kandidaten derartiger Stréme fiir
Losungen der Gleichung (W) nicht kovariant erhalten sind.

Auf der Suche nach konsistentem Bewegungsgleichungenfiir weitere irreduzible Darstel-
lungen, fand Buchdahl (1982b) fiir die Rarita-Schwinger-Darstellung zum Spin %

0= (—iV —m) ¥* + (=2iV* — iv*V + 6m~®)
0 =,7".

Damit stehen fiir alle irreduziblen Spin—%—Darstellungen konsistente Operatoren zur
Verfiigung.

Zuletzt zeigten Bar und Ginoux (2011), dass das Hauptsymbol formal selbstadjungierter
Operatoren von definitem Typ, ein Skalarprodukt auf den klassischen Losungen der
entsprechenden Bewegungsgleichung induziert.

Sie untersuchen weiterhin eine andere Variante des Rarita-Schwinger Operators. Dieser
ist durch die Projektion des Tensorproduktes des Dirac-Operators mit dem Einsoperator
auf dem entsprechenden Tensorbiindel auf den invarianten Unterraum zum héchsten Spin
der reduziblen Darstellung gegeben.

Im Rahmen dieses Beispiels fiihren sie aus, dass formal selbstadjungierte Operatoren,
deren charakteristische Mannigfaltigkeit genau den lichtartigen Schnitten im Tangential-
biindel der Raumzeit entspricht, ein wohldefiniertes Cauchyproblem und die Lésungen der
entsprechenden Bewegungsgleichung somit ein kausales Ausbreitungsverhalten besitzen.

So beweisen sie, dass das Cauchyproblem fiir den Operator wohldefiniert ist und das er
beziiglich der verwendeten Paarung selbstadjungiert ist. Jedoch beweisen sie auch, dass
der Operator nicht von definitem Typ ist. Daraus folgt zunéchst nicht, dass der aus dem
Hauptsymbol konstruierte Strom auf den Losungen nicht positiv ist, allerdings lésst sich
zeigen, dass dieses auf flachen Raumzeiten der Fall ist (Hack, 2011). Somit ldsst sich mit
diesem Operator schon im flachen Fall keine Quantenfeldtheorie definieren.

Diesen Argumentationen folgend, untersuchen wir den von Buchdahl modifizierten
Rarita-Schwinger-Operator und konnen zeigen, dass dieser, beziiglich der durch die
Lorentzmetrik induzierten Paarung des Spinor-Biindels und seines komplex Konjugierten,
formal selbstadjungiert ist. Allerdings zeigt sich bei der Untersuchung des Hauptsymbols,
dass aus der Forderung an die charakteristische Mannigfaltigkeit nicht im Allgemeinen
erfiillbare Bedingungen folgen.

Schlieflich betrachten wir eine Menge von Operatoren, welche die im Rahmen der
Supergravitation fiir Spin—%—Gravitinos von Kallosh et al. (2000) hergeleitete Bewegungs-
gleichung fiir den Fall einer konstanten Gravitinomasse enthalten. Dabei betrachten
wir zunéchst das reduzible Rarita-Schwinger-Biindel und reduzieren die Freiheitsgrade
durch eine algebraische Bedingung an die Felder, die die Konsistenz der Gleichungen
gewdhrleistet. Es zeigt sich, dass diese Bedingungen im Falle einer flachen Raumzeit
gerade die Irreduzibilitdtsbedingung reproduziert und somit den wohlbekannten Rarita-
Schwinger-Operator liefert.



Wir kénnen zeigen, dass Bewegungsgleichungen der Gestalt
(=¥ — m) P + (aiV* + bmy*) ¥ + civ™V, ¥ = 0

mit {a,b,c} C C, deren Konsistenz durch eine algebraische Gleichung gewéhrleistet wird,
kein wohldefiniertes Cauchyproblem besitzen, da die charakteristische Mannigfaltigkeit
nicht den lichtartigen Vektoren entspricht.

Kallosh et al. (2000) diskutieren das potentiell akausale Propagationsverhalten der
Losungen und finden, dass unter den Voraussetzungen, dass sowohl die Masse des
Gravitinos als auch die Hintergrundmetrik direkt und ausschliefllich von einem skalaren,
réaumlich homogenen, Bestandteil des supersymmetrischen Feldinhalts abhéngen, eine
akausale Propagation ausgeschlossen werden kann.

Die vorliegende Arbeit besteht aus drei Teilen. Der erste Teil bietet eine Einfithrung in
die Beschreibung von Systemen mit Spin und die im weiteren Verlauf der Arbeit verwen-
deten Formalismen. Darauf folgt eine ausfiihrliche Diskussion der Bewegungsgleichungen
fir hohere Spinorfelder auf dem Minkowskiraum.

Der zweite Teil der Arbeit beginnt mit einer Zusammenfassung der zur Verallgemeine-
rung von Spinorfeldern auf gekriimmte Raumzeiten notwendigen Konzepte und deren
Implikationen. Daran schlieit eine Ausfithrung der angesprochenen Konsistenzprobleme
der Bewegungsgleichungen auf gekriitmmten Raumzeiten und eine Diskussion der Buch-
dahlgleichungen. Diese entspricht in weiten Teilen dem Abschnitt in (Miihlhoff, 2007) zu
diesem Aspekt.

Es folgt der zentrale Abschnitt, in dem sowohl die bereits umrissenen Ansétze zur Quan-
tisierung und ihre Probleme gezeigt werden, als auch die detailierten Argumentationen
zu den schon genannten Ergebniss geliefert werden.

Die eigentliche Arbeit schliefit mit dem dritten und letzten Teil, der noch einmal die
Ergebnisse zusammenfasst und einen Ausblick auf weitere Moglichkeiten gibt, Systeme
hoheren Spins auf auf gekriimmten Raumzeiten zu untersuchen.

Einige unter Umstédnden nicht geldufige Definitionen sind im Anhang zusammenge-
stellt.
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2. Spin in der Quantentheorie’

Der Spin ist eine quantenmechanische Eigenschaft physikalischer Systeme, deren Be-
schreibung sich auf natiirliche Weise ergibt, sobald man den Versuch unternimmt, die
Prinzipien der speziellen Relativitédtstheorie,

e die Propagationsgeschwindigkeit von Informationen ist beschrankt durch eine Kon-
2

stante c,
e physikalische Systeme, die sich nur durch eine gleichférmige Relativbewegung
unterscheiden, haben identische Eigenschaften,

in die Quantenmechanik zu integrieren.

Das erste Prinzip ist bestimmend fiir die kausale Struktur der Raumzeit. Betrachtet
man einen Punkt z = o# = (2%, 2!, 22, 23) der Raumzeit R x R?, so zerfillt diese in
einen Bereich, der kausal mit dem Punkt verbunden ist und sein Komplement. Den
kausal mit dem Punkt verbundenen Bereich bezeichnet man als seinen Lichtkegel J(z) =
J_(x) U J4(x). Der Vorwirts-/Riickwértslichtkegel Ji (z) ist der Teil von J(z), der in
der Zukunft bzw. der Vergangenheit von z liegt.

Diese Struktur ldsst sich durch die Einfiihrung einer indefiniten Bilinearform 7 be-
schreiben.

Definition I-1 (Minkowskiraum). Das Paar (R?,7), mit (n,,) = diag (1, -1, -1, —1)
heifit Minkowskiraum IM und 7 nennt man Minkowskimetrik.

Die Bereiche des Lichtkegels lassen sich dann folgendermaflen charakterisieren:
Je(@)={y e M | nz —y.z —y) >0, (2" ") 2 0}.
Den Rand des Kegels
oJ(x) = {yeIM | n(z —y,z —y) >0, (xo—yo) :0}

bilden die Punkte, die mit x durch lichtartige Vektoren verbunden sind.

Das zweite Prinzip ist in obiger Beschreibung bereits enthalten, da die Symmetriegruppe
P der Minkowskimetrik Transformationen zwischen gleichférmig bewegten Koordinaten-
systemen beinhaltet.

!Die Beschreibung in diesem Abschnitt entspricht ein weiten Teilen Kapitel II in Fredenhagen (2009)
2Wie in der Beschreibung relativistischer Theorien iiblich, werden von diesem Punkt an Einheiten
verwendet, in denen ¢ = 1 gilt.



Die Elemente der so genannten Poincaré-Gruppe P, welche den Ursprung invariant
lasse bilden eine als Lorentz-Gruppe £ bezeichnete Untergruppe. Mann kann zeigen, dass
sich jedes Element von P als Produkt einer Lorentztransformation und einer Translation
darstellen lasst.

Die Untergruppe El der physikalisch realisierbaren Lorentztransformationen bilden
jene Elemente A von L, fiir die det A = 1 und A% > 0 gelten — Sie erhalten also sowohl
die Zeit- als auch die Raumorientierung und werden daher als eigentlich orthochrone
Lorentztransformationen bezeichnet. Die Kombination von £1 und der Translations-
gruppe bilden die relativistische Invarianzgruppe 731. Die einfach zusammenhéngende
Uberlagerungsgruppe P¢ bildet die inhomogene SL(2, C).

Im Folgenden soll die relativistische Symmetriegruppe in die Beschreibung quantenme-
chanischer Systeme integriert werden. Die Zustdnde eines quantenmechanischen Systems
werden durch die Strahlen, also die projektiven Unterrdume, eines Hilbertraumes H
beschrieben.

Physikalische Messgrofien sind die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren - der
Observablen. Der in einem Zustand ® des Systems erwartete Messwert einer Observa-
blen O ist gegeben durch das Strahlprodukt von $ und O®. Die Forderung, dass ein
quantenmechanisches System invariant unter einer Transformation ist, besagt anders
ausgedriickt, dass alle Messgrossen unter dieser unverandert bleiben. Insbesondere das
Produkt zweier Strahlen, dessen Betragsquadrat die Ubergangswahrscheinlichkeit zweier
Zustéinde beschreibt, sollte demnach unverdndert bleiben. Fiir derartige Abbildungen gilt
das folgende Theorem.

Theorem I-2 (Wigner?).

Sei S eine invertierbare, das Strahlprodukt erhaltene Abbildung des Projektiven Raumes
eines Hilbertraumes H in sich. Dann existiert eine invertierbare, R-lineare Isometrie
S :H — H, so dass gilt:

—

S® = SP

S ist bis auf einen Phasenfaktor eindeutig und entweder unitdr oder antiunitdr.

Es zeigt sich, dass fiir alle Elemente L € 731 der Operator 17, unitér ist. Bei der
Anwendung der Transformationen soll die multiplikative Struktur der Symmetriegruppe
erhalten bleiben, d.h. die Anwendung eines Produktes von zwei Elementen der Symme-
triegruppe soll der Hintereinanderausfithrung der beiden einzelnen Transformationen
entsprechen. Da es sich bei den zu transformierenden Objekten um Aquivalenzklassen
handelt, betrachtet man projektive Darstellungen oder auch Strahldarstellungen.

Im vorliegenden Fall der projektiven Darstellungen der 731 lassen sich diese durch die
Darstellungen der einfach zusammenhingenden Uberlagerungsgruppe charakterisieren,
denn es gilt das folgende Theorem.

Theorem I-3 (Bargmann und Wigner).
Zu jeder stetigen projektiven Darstellung L — T, der eigentlich orthochronene Poincaré-
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Teil I. Einflhrung

Gruppe 731 gibt es eine stark stetige unitire Darstellung U der zweifachen Uberlagerungs-
gruppe P, so dass gilt

A A

U(a, S)q) = Ta,A(S)q)'

Dabei ist A : SL(2,C) — E1 der zweifache Uberlagerungshomomorphismus.

Die Charakterisierung relativistischer Quantensysteme entspricht also der Analyse der
Darstellungen der SL(2,C). Ein elementares Physikalisches System lésst sich in diesem
Sinne als irreduzible Darstellung der P¢ auffassen, da eine solche nicht in irreduzible
Unterdarstellungen zu zerlegen ist.

2.1. Zur Darstellungstheorie der P¢

Aus den bisherigen Uberlegungen wurde ersichtlich, dass die Beschreibung relativistischer
Quantensysteme mafigeblich mit der (projektiven) Darstellungstheorie der Poincaré-
Gruppe zusammenhéngt. Daher werden im Folgenden einige zentrale Ergebnisse eben
dieser zusammengefasst. Aus der Zusammenfassung wird schliellich auch die Definition
des Spins eines elementaren relativistischen Quantensystems hervorgehen.

2.1.1. Darstellungen der Translationsgruppe

Zunachst sollen die Darstellungen der Translationsgruppe als Untergruppe der P¢ unter-
sucht werden. Dazu betrachtet man eine unitare, stark stetige irreduzible Darstellung U
der P€ und schriankt diese ein auf die Translationsgruppe. Die Translationsgruppe ist eine
vierdimensionale kommutative Gruppe. Also liefert die obige Darstellung vier kommutie-
rende unitére stark stetige 1-Parameter-Gruppen. Mit dem Stone-von-Neumann Theorem
lasst sich die Darstellung der Translationsgruppe demnach durch vier kommutierende
selbstadjungierte Operatoren P, p € {0,1,2,3} auf dem Darstellungsraum beschreiben.

Ula) = e, a € R*

Die disjunkte Vereinigung der Spektren dieser vier Operatoren bildet eine abgeschlossene
Teilmenge des R*.

Sp(P) = {(po,p1,p2,p3) € R*| p, € Sp(Py)}

Aus der Gruppenmultiplikation (a1, A1)(ag, A2) = (a1+A1az2, A1 Ag) fir (a;, A;) € P, i €2
folgt die Invarianz von Sp(P) unter Lorentz-Transformationen und aus der angenomme-
nen Stetigkeit der Darstellung, folgt p = 0 als einziges Element des Punktspektrums.
Die einfachste Klasse irreduzibler Darstellungen der P¢ ist also gegeben durch ein Pro-
dukt der trivialen Darstellung der Translationen mit einer irreduziblen Darstellung
der SL(2,C). Diese Klasse ist jedoch bis auf die triviale Darstellung der P¢, die das
Transformationsverhalten des Vakuums charakterisiert, nicht physikalisch relevant, da
Ubergangswahrscheinlichkeiten unabhéngig von Translationen wéren.
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2.1. Zur Darstellungstheorie der P¢

Um die iibrigen Darstellungen der Translationen zu klassifizieren, betrachtet man zu
einem punkt p € R* seinen Orbit O, unter Lorentz-Transformationen. Man erhélt mit
m, k € R die folgende Klassifikation der Orbits*:

HY = {p e R p* =m?, py >0}
H™ = {p € R} p?> = m?, py < 0}
8J = {p € R p* =0, po > 0}
dJ_={peRYp*=0, pp <0}
Hf, ={pe R p’=—-k*}

{0}

Dabei bezeichnet man HY" als Masseschale und 0V4 sind, wie zuvor, die Ridnder des
Lichtkegels.

Man fasst nun die Operatoren P, u € 3 als Impulsoperatoren, und P als den Hamilton-
operator auf. Diese Interpretation ist gerechtfertigt, da sich aus den Darstellungsraumen
entsprechende Hilbertraume konstruieren lassen. Siehe Fredenhagen (2009, Kapitel I1.)
oder Haag (1996) fiir eine ausfiihrliche Diskussion. Damit lassen sich nur die Orbits fiir
die pg > 0 gilt, als mogliche Spektren physikalischer Systeme auffassen. In diesem Fall
entspricht der Parameter m der Ruhemasse des beschriebenen Systems. Fiir ein System
der Masse m lassen sich die Darstellungen der P° nun mit einer unitéren irreduziblen
Darstellung U der SL(2,C) als

Ula, A)® = " Pul7(A)®

schreiben.
Es verbleit die Klassifizierung der irreduziblen Darstellungen der SL(2,C).

2.1.2. Darstellung der SL(2,C)

Die irreduziblen Darstellung der SL(2,C) lassen sich mit der Methoden der komplexen
Algebra durch die irreduziblen Darstellungen der SU(2) bestimmen. Details dazu finden
sich in Miihlhoff (2007). In diesem Abschnitt werden nur die zentralen Theoreme zur
Klassifizierung der SL(2, C)-Darstellungen zitiert.
Theorem I-4 (Irreduzible Darstellungen der SU(2)).
Die Aquivalenzklassen der irreduziblen komplexen Hilbertraumdarstellungen [DY)] der
SU(2) lassen sich durch Zahlen j € {0, %, 1,... } charakterisieren, so dass

Dim(DW) = 2j +1

Hier ist DU) ein Reprisentant der entsprechenden Aquivalenzklasse. J bezeichnet man
als den Spin.

4Der Ausdruck p? ist als n*’pupy zu verstehen.
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Teil I. Einflhrung

Definition I-5 (DY), A))).

e Im Folgenden werden die Aquivalenzklasse der Darstellungen mit j = % durch den
Représentanten (D(%), A1) dargestellt. Fiir S € SU(2) und z € A1 := C? sei
2 2

DR)(S)(z) := Sz

e Fiir j € {0, %, 1,... } stellt man die entsprechenden Aquivalenzklassen durch die

Reprasentanten

DY) .= (D(2))®%
———
symm.

auf dem Raum A; := (A1)®% dar.

—_—
symm.

[N

Theorem I-6 (irreduzible komplexe Darstellungen der SL(2,C) und sl(2,C)).
Die Aquivalenzklassen endlichdimensionaler komplexver Darstellungen der SL(2,C) lassen
stch eindeutig durch die Reprdsentanten

pUI) = Dg) ®ﬁgl) auf A ®Zj/ mit 7,7 € {0, %, 1,... }

charakterisieren. Der Spin dieser Darstellungen ist S = j + j'. Dementsprechend sind
die Aquivalenzklassen der endlich dimensionalen irreduziblen komplexen Darstellungen
der s1(2,C) gegeben durch

PUI) — qpd).

Die vorangegangenen Theoreme zeigen, dass sich die irreduziblen Darstellungen der
P¢ bis auf Aquivalenz eindeutig durch die Parameter m, j und j' charakterisiert wird. Im
Abschnitt 4, wird gezeigt, dass das physikalische System fiir festes S = %( j+7') in gewisser
Weise dquivalent sind. Damit l4sst sich eine elementares relativistisches Quantensystem
eindeutig durch die beiden Parameter m und S beschreiben. Die Masse und der Spin als
fundamentale Parameter eines solchen Systems lassen sich also aus den Grundlegenden
Prinzipien der speziellen Relativitédtstheorie und der Quantenmechanik ableiten.
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3. Formalismen zur Beschreibung von
Systemen mit Spin

Im anschliefenden Kapitel werden die zwei Formalismen eingefiihrt, die im weiteren
Verlauf der Arbeit zur Beschreibung von Systemen mit Spin verwendet werden.

3.1. Der 2-Spinor Formalismus
Definition I-7 (SL(2,C)-Spinoren, Terminologie).

e Sei (D, A) eine Darstellung der SL(2,C), dann bezeichnet man die Elemente des
Darstellungsraumes A als SL(2, C)-Spinoren vom Typ D.
Die Elemente des Darstellungsraumes A* der dualen Darstellung (D*, A*) nennt
man SL(2,C)-Kospinoren vom Typ D

e (Ko-) Spinoren vom Typ D(2:9) nennt man positive Weyl-(Ko-)Spinoren. (Ko-)
Spinoren vom Typ D(®2) dem entsprechend negative Weyl-(Ko-)Spinoren.

e (Ko-)Spinoren vom Typ Dp(z0) o D(%3) begeichnet man als Dirac-Spinoren

e Elemente von Tensorproduktriumen der Form (A1 ,)®* ® (A, 1)®! nennen wir
27 ’2

2-Spinoren vom Typ (k,1) (bzw. kurz (k,[)-Spinoren).

e Dementsprechend bezeichnen Tensorproduktraumen der Form (A% 0)®k ® (A )®!
2 k)

als 2-Kospinoren vom Typ (k,l) (bzw. kurz (k,[)-Kospinoren).
Notation I-8 (2-Spinor Notation):
1. Positive und negative Weyl-Spinoren werden in folgender Weise mit abstrakten

Indizes beschrieben:

e Ein positiver Weyl-Spinor wird durch einen hochgestellen Gro3buchstaben
indiziert.
p=pt e,

e Ein negativer Weyl-Spinor wird durch einen hochgestellten punktierten Grof3-
buchstaben indiziert.
X=X"€A71
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3.1. Der 2-Spinor Formalismus

e Die entsprechenden Kospinoren, also die Elemente der Dualrdume A% 0 (bzw.
3

Aj 1) werden durch tiefgestellte (punktierte) Grofbuchstaben indiziert.
]

¢ Elemente von beliebigen Tensorprodukten der Rdume A1 ,,Aj 1, AS . und
2 2 5

io werden jeweils durch einen Index pro Tensorfaktor nach den obigen
27

Regeln indiziert.
e Kontraktionen werden durch ein Paar aus einem oberen und einem unteren
Index beschrieben, fiir die der selbe Buchstabe verwendet wird.

Definition I-9 (e4P). Wir definieren ¢4 als den total antisymmetrischen (2, 0)-Spinor
mit den Komponenten

@),= ()

Sei e4p der inverse Spinor, so dass

APecp = Idé,

wobei Idé : A1, — Ay, die Tensor-Darstellung der identischen Abbildung auf A,
27 27 27

X

ist. €B und e4p sowie die Entsprechungen e Y und e vy auf den komplex Konjugierten

Raumen werden verkiirzend als e-Spinoren bezeichnet.

Die e-Spinoren haben eine fundamentale Bedeutung im zuvor definierten Formalis-
mus. Als Intertwiner zwischen den Darstellungen D9 und DGO* bzw. D(O3) und
D(%3)* induzieren sie kanonische Isomorphismen zwischen den Spinorrdumen und den
Dualrdumen zu diesen (Penrose und Rindler, 1984a). Spinor-Indizes werden also mit den e-
Spinoren gehoben und gesenkt. Die SL(2, C)-invariante duale Paarung von Weyl-Spinoren

 und v ist damit gegeben durch

Yap®? = epapP ot = N Pyapp = —ipa.

Man beachte die hier verwendete Konvention der Reihenfolge der Indizes des e-Spinors
beim Heben und Senken der Indizes. Sie entspricht den Konventionen in Penrose und
Rindler (1984a). Eine Spinorbasis sind Spinoren {E7, E2} C A1 , die der Bedingung

27

(Ei)a(Ej)" = (1-6;)

geniigen. Auch der in Kapitel 2 angesprochene zweifache Uberlagerungshomomorphismus
l&sst sich im 2-Spinor-Formalismus beschreiben.

Definition I-10 (o-Spinor). Die lineare Abbildung

oM — A

N

1
29

« 1 & K T\ X
T ﬁ (kz:%l’ka'k> (Ej)A ® (EZ)X
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Teil I. Einflhrung

wobei 03, k € 3 die Pauli-Matrizen und oy die 2 x 2-Einheitsmatrix sind, nennen
wir o-Spinor. In der Literatur existieren auch die Bezeichnungen Tensor-Spinor und
Infeld-van-der-Waerden-Symbol.

Die Abbildung als Element von IM* ® A%, % transformiert sich unter der Darstellung

A ® D(3:2) und es lisst sich zeigen, dass das nachfolgende Diagramm kommutiert.

™M A M
A; 1 Al 1
2'2 D(%%) 272

Der o-Spinor ist der Intertwiner zwischen der Vektordarstellung der Lorentzgruppe
11

und der D(32) und ist dahellf ?uch eine explizite Form die Korrespondenz zwischen

Lorentz-Vektoren und den D(E’E)—Spinoren auszudriicken.

3.2. Der Dirac-Spinor Formalismus

Definition I-11 (Dirac-Spinor Darstellung). Man nennt D aus (D) die Dirac-oder
Bi-Spinor Darstellung von SL(2,C). Ap wird als Raum der Dirac- oder Bi-Spinoren
bezeichnet. Man setzt

AJDF =A1,
_ 2 AD:AE@AB
Ap = 0.1

und bezeichnet AjDE als den positiven/negativen chiralen Teil von Ap.

Notation I-12 (Dirac-Spinor Notation):

1. Elemente von Ap werden Dirac-Spinoren genannt und durch abstrakte Indizes
gekennzeichnet.

e Ein Dirac-Spinor wird durch einen Grofibuchstaben mit Tilde indiziert.

e Ein Element des Dualraums Axp = A% 0 @A, 1 wird durch einen tiefgestellten
5 12
Grof3buchstaben mit Tilde indiziert ’

2. Beliebige Tensorprodukte von Dirac-(Ko-)Spinoren werden analog zum 2-Spinor-
Formalismmus indiziert. Ebenso werden Kontraktionen durch ein Paar gleicher
Indizes (ein hoch- und ein tiefgestellter Index) symbolisiert.

3. Es gibt einen natiirlichen anti-linearen Isomorphismus
T Ap — A}

A gl
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3.2. Der Dirac-Spinor Formalismus

Dieser ist definiert durch die komplexe Konjugation auf A1 , und AS 1.
1 1

2
A\t wA T SBA
() =15,) = (o
Yx G
Fiir ¥4 nennen wir \Ilg den dirac-adjungierten Spinor. Die Umkehrabbildung
bezeichnet man in selber Weise.

Eine wichtige Struktur bilden die Dirac- oder y-Matrizen.
Definition I-13 (y-Matrizen). Sei {e;};c(0,1,2,3) eine Basis von M. Eine Menge von
Matrizen {7;}ic0,1,2,33 € GL4(C) nennen wir Dirac-Matrizen (auch y-Matrizen), wenn
sie die Gleichung

i v} = vy + 5.7 = 2(n)i; 1 fur allei, j € {0,1,2,3}

l6sen.

Es lasst sich zeigen, dass ein Satz von Dirac-Matrizen mit einer Spinor-Darstellung der
Clifford-Algebra korrespondiert. Diese Tatsache fithrt zu einem Zusammenhang zwischen
der Dirac-Darstellung der SL(2,C) und der Vektor-Darstellung der Lorentz-Gruppe,
welcher mit dem analogen Zusammenhang der Darstellungen fiir die o-Spinoren eng
verwand ist. Unter geeigneter Wahl der Basen lassen sich die Zusammenhénge zwischen
Lorentz-Vektoren, Dirac- und 2-Spinoren durch die Gleichung

. - AY B AY .

l’a’}/ A ~\I/B _ \/53304 0 Oq ¥ — \El‘a OO0 Xy

a B B
0uXB 0 Xy OuxBY¥

zusammenfassen. Fiir weiter gehende Ausfithrung sei auf Miithlhoff (2007) und Lehrbiicher,
wie (Lawson und Michelsohn, 1989) und (Carmeli und Malin, 2000) verwiesen.
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4. Bewegungsgleichungen fur Systeme
hoheren Spins

Im folgenden Abschnitt werden einige Resultate zu Bewegungsleichungen fiir Spinorfelder!
zusammengefasst und in den 2-Spinor-Formalismus iibertragen.

4.1. Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen

Die hdufig auch als Fierz-Pauli-Gleichungen bezeichneten Bewegungsgleichugen sind
ein urspriinglich von Dirac (1936) vorgeschlagenes System von Differentialgleichungen,
mit welchem sich auf dem Minkowskiraum die Dynamik von Feldern mit beliebigem
Spin beschreiben lésst. In 2-Spinornotation lautet das System fiir ein Kospinor-Feld
® = (p, x)'" mit beliebigem Spin S = (n+k + 1)
D

X

a DXA1AnXX1Xk - VQODAlAnXle = O’
wobei die Felder ¢ und x geméfl der Darstellungen D((n+1)/2:k/2) bzw. p(n/2.(k+1)/1) trans-
formieren, also insbesondere symmetrisch in den positiven und negativen Spinor-Indizes?
sind. Aus (FP) folgt, dass das ¢ eine Losung der Wellengleichung

(O—-2u)®=0 (L.1)

ist.

4.1.1. Aquivalenz der Gleichungen fiir festes S

Um die Aquivalenz der Gleichungen im massiven Fall fiir einen festen Spin - der Ar-
gumentation von Fierz (1939) folgend - zu zeigen, beginnt man mit dem Kospinorfeld
q><0):(<p(0>,x(0>)” , welches unter der Darstellung mit n = O und £k =25 -1 =s—-1
transformiert. Die Komponenten dieses Feldes erfiillen dann die Gleichungen

D (0) (0) _
O ¢ pxr Xy THX xx %, = 0

X (0 (0) _
DX %y X, TYP Dy, =0

(1.2)

'Hier werden als Spinorfelder glatte Funktionen vom Minkowskiraum in den entsprechenden Darstel-
lungsraum bezeichnet. Eine allgemeinere Definition folgt im zweiten Teil der Arbeit.

2Ein positiver Spinorindex meint in diesem Fall die Zugehérigkeit der entsprechenden Tensorkomponente
zum Darstellungsraum der positiven Weyl-Darstellung der SL(2, C)
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4.2. Rarita-Schwinger-Gleichungen

Man konstruiert nun die Kospinorfelder
1 _1.X. 1 (0
A pa ., = ()20 5 0
(2 L o Xs—2 (1)

. 2 . .
SO DA1A2X1‘..XS,3 <'U/l/) A2 SO DAle...X5,27

DX,..Xs_1’

(s—1)

_ 1.% 1
' DAy As 1 = (nv)" 207} =

571(‘0 DA;..Ag_oX1'

Weiterhin erzeugt man mit dem selben Bildungsgesetz die Felder x™,....xts=1. Aus (1.2)
folgt unmittelbar, dass die Felder (o),x®)tr, ies—1 jeweils Bewegungsgleichungen (FP)
mit n =i und k = s — (i + 1) geniigen.

In analoger Weise lassen sich durch Ableitungen und Multiplikation mit der inversen
Masse (,uu)_% aus dem Feld (oG x(-Dyr die Felder bis (¢ x@)tr zuriickgewinnen.
Dieses ist direkt ersichtlich, da die Felder die Wellengleichungen (I.1) 16sen.

Es zeigt sich also, dass sich aus einer Losung einer der Bewegungsgleichungen, Lésungen
zu allen {ibrigen Bewegungsgleichungen zum selben Spin erzeugen lassen. In diesem Sinne
sind alle Bewegungsgleichungen zu einem festen Spin auf dem Minkowskiraum &quivalent.

4.2. Rarita-Schwinger-Gleichungen

Eine in der Beschreibung von fermionischen Spinorfeldern mit S = 2k + % weit verbreitete
Variante der Bewegungsgleichungen (FP), sind die von Rarita und Schwinger (1941)
vorgeschlagenen Gleichungen?

(8AB =+ :uIdAB)(/OBal...ak =0, (RSl)
VQABSOBQCQ...O(;C =0. (RS2)

Das Feld ¢ ist dabei symmetrisch in allen Lorentz-Vektor-Komponenten. In dieser Form
ist die zugehorige Darstellung D%S der SL(2,C) gegeben durch

Dhs = (D29 & D(2)*) @ D),

wobei (RS2) als zuséitzliche Bedingung verstanden werden kann, um die Einschrankung
auf die irreduzible Unterdarstellung zum entsprechenden Spin zu gewéhrleisten.

Eine aus darstellungstheoretischer Sicht ausfiihrliche Beschreibung der Konstruktion
von Bewegungsgleichungen aus SL(2, C)-Darstellungen findet man im Buch von Barut
und Raczka (1986, Kapitel 21).

Aus der Lagrange-Dichte erhdlt man mittels des Noethertheorems den erhaltenen
Strom j#, welcher durch eine Losung ¢ der Rarita-Schwinger-Gleichungen gegeben ist als

L +~ IU,A~ B’al...ak
J _SDAOQ...ak’Y BSO

3 Auf diese Gleichungen wird im Folgenden als Rarita-Schwinger-Gleichungen bzw. Rarita-Schwinger-
Gleichung Bezug genommen.
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Teil I. Einflhrung

4.2.1. Die Rarita-Schwinger-Gleichungen im 2-Spinor-Formalismus

Es ist zweckméfig fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit, die Rarita-Schwinger-Glei-
chungen im 2-Spinor Formalismus zu betrachten.
Fiir ein Spin-s-Spinorfeld ® = (p, x)™ lautet die Gleichung (RS1)
X  AX(.XpA1..A X1.. XpAL LA
Tt T R ux =0,

AXl...XkAl...Ak _ O
5 = U.

A g

Aus der Irreduzibilitdtsbedingung folgen fiir die Felder

0= %XAUaXlAl(PAXl...XkAl...Ak — GXXIEAAMAXI'”XMI'”A’“
_ EXXﬁOAXl'"XkAAz'HAk
— SDAXl...XkAl...Ak _ <p(A|X1...Xk|A1...Ak)’
sowie
XXXLnXkAlmAk _ X(XXl...Xk)Al...Ak'

Die Rarita-Schwinger-Gleichungen entsprechen demnach den Fierz-Pauli- Gleichungen
fir n = k. Der Strom j# beschrieben durch Dirac- und 2-Spinoren ist von der Gestalt

JT— +~ ) ) /JA~~ BXleAlAk

= axx) B2
M —A . . XVAX1AX]€141A;C 2 —XAlAlexk AXleAlAk
=T xaX A X X X T O AP ¢

Dieser Strom induziert in offentsichtlicher Weise eine Sesquilinearform auf dem Losungs-
raum der Rarita-Schwinger-Gleichungen. Sie ist gegeben durch die Integration von

, A gBXy..XpAr. A
@) =@ o x g (I.3)

iiber eine Cauchyfliche?.

sy (B, W) = / dpis: 1,00, ) (1.4)
>

Weit weniger naheliegend ist die Tatsache, dass es sich bei der soeben definierten Form um
ein Skalarprodukt, also eine positiv definite Sesquilinearform handelt. Um die Positivitat
einzusehen, wechselt man zunéchst zu einer dquivalenten Beschreibung. Nach dem in
Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Verfahren sei

~XAp.. Asy . ko Apnr Aot XX1..XpA1.. A
e 0717) 28)’(1 "'8Xk2kx Lo

“Hier sollte eine Cauchyfliche als der R® aufgefasst werden, den man erhélt, wenn man den Minkow-
skiraum IM mit festgehaltener Zeit betrachtet. Die formale Definition einer Cauchyfléche fir global
hyperbolische Lorentzmannigfaltigkeiten (zu denen auch der Minkowskiraum gehort) folgt in Definition
11-4
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4.2. Rarita-Schwinger-Gleichungen

dann gilt mit

~AA. Aoy . kg Appr Aok AX1..XpAp..A
@ 1 2k -—(NV) QaXl ._.an2S0 1 kA1 k

die Bewegungsgleichung

8XA>~<XA1...A% _ _V(ﬁAAl...A%'
Definiert man analog 9 und £ fiir die Komponenten von ¥ = (9, €)Y, hat der Rarita-
Schwinger-Strom j ausgedriickt durch die folgende Gestalt:
. & XA —XX1.X FAA;.A
J“(@, ‘1’) :(MV) O‘uan 141 “ee 8XkAkSO ! QkakarlAkJrl . e 8X2k142k19 1 2k

=AX1.. Xop

ko XlAl . ) . ~XA1...A2k-
+ (p) ol 10 0%, 8 SpiiArgn oy and

Das Integral des Stromes ist dann nach partieller Integration

=X X1...Xok

u . . GAA; .. Ay
T xa¥ 8XlAl T aX%Azkﬁ

(/’l/y)ik‘/duz ny
Y

—=AX1.. Xop

1% . . NXAl...AQk
+ Tax 8X1A1 T 8X2k-A2k§

= (D, ).

Durch Fouriertransformation der Felder ldsst sich zeigen, dass diese Sesquilinearform mit
w=v= % positiv ist. Vergleiche dazu (Wald, 1984, S. 358) .

Die vorangegangene Konstruktion zeigt, dass sich flir Losungen der Dirac-Pauli-Fierz-
Gleichungen Skalarprodukte konstruieren lassen, die in obigem Sinne dquivalent zu dem
aus dem durch den Rarita-Schwinger-Strom induzierten Skalarprodukt sind. Auf dem
Minkowskiraum sind demnach alle méglichen Theorien fiir elementare Systeme héheren
Spins kanonisch quantisierbar. Die Gleichung kann (RS2) als zusétzliche Bedingung
verstanden werden, um die Einschrinkung auf die irreduzible Unterdarstellung zum
entsprechenden Spin zu gewéhrleisten.

Eine aus Darstellungstheoretischer Sicht ausfiihrliche Beschreibung der Konstruktion
von Bewegungsgleichungen aus SL(2, C)-Darstellungen findet man im Buch von Barut
und Raczka (1986, Kapitel 21).

22



Teil Il.

Systeme hoheren Spins auf
gekruimmten Raumzeiten
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5. Spin auf global hyperbolischen
Raumazeiten

Wie der erste Teil dieser Arbeit zeigt, kann man die Existenz des Spins in der Form
eines charakteristischen Parameters eines elementaren Systems als eine Konsequenz der
Poincaré-Symmetrie der Raumzeit auffassen.

Auf einer allgemeinen gekriimmten Raumzeit existiert keine natiirliche Wirkung der
Poincaré-Gruppe. Daher lasst sich die Formulierung von Spinorfeldern auf dem Minkowski-
Raum nicht direkt verallgemeinern.

Um nun Spinorfelder auf einer allgemeinen Raumzeit derart zu definieren, dass selbige
Beschreibung auf dem Minkowskiraum mit der im ersten Teil beschriebenen iiberein-
stimmt, betrachtet man zunéchst die Beschreibung eines Beobachters auf der Raumzeit
(M, g).

Einen Beobachter B am Punkt m € M beschreibt man durch ein orthonormales
Vierbein am Punkt m. Zwei Beobachter B und B’ am selben Punkt der Raumzeit sind also
durch zwei orthonormale Vierbeine, also zwei Orthonormalbasen des Tangentialraumes
T,nM beschrieben. Diese lassen sich durch eine Transformation A(S) ! der speziellen
orthogonalen Gruppe beziiglich der Metrik ¢ ineinander iiberfithren. In dieser Arbeit sind
alle betrachteten Raumzeiten Lorentz-Mannigfaltigkeiten, die Transformationen zwischen
Vierbeinen sind also SO(1, 3)-Transformationen.

Die Forderung der Poincaré-Invarianz von Mefergebnissen verallgemeinert man auf die
Forderung, dass die Messung eines Spinorfeldes ¥ durch B die selben Ergebnisse liefert,
wie die Messung des Transformierten Feldes SU durch den Beobachter B’

Der mathematische Rahmen zur Beschreibung der oben beschriebenen Strukturen
sind Faserbiindel iiber der Mannigfaltigkeit M. Die grundlegenden Definitionen sind im
Appendix A.2 zu finden. Ein zentrales Element bei der Definition von Spinorfeldern ist
die Spin-Struktur.

Definition IT-1 (Spin-Struktur). Sei (M, g) eine zusammenhédngende pseudo-riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Signatur (p,¢) mit zusammenhéngendem orthonormalem Rah-
menbiindel O.(M) ? mit der Strukturgruppe G. Weiterhin sei

A :Pin, , — O(p, q)

IMit S bezeichnen wir hier die zur Transformation A gehérige Spinortransformation
?Dabei ist das zusammenhingende orthonormale Rahmenbiindel O.(M) das Teilbiindel von O(M) mit
der maximalen einfach zusammenhédngenden Untergruppe der Stukturgruppe von O(M).
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die 2-fache Uberlagerungsabbildung und G := A~1(G) das A-Urbild von G. Ein glattes
G-Hauptfaserbiindel S(M) iiber M mit einer Biindel-Abbildung

A S(M) —s Ou(M)

heifit eine Spin-Struktur auf M, wenn (S(M), A) eine A-Reduktion von O.(M) ist.

Mit Hilfe der Spinstruktur definieren wir ein Spinorbiindel als assoziiertes Biindel
DM :=S(M) xp A

und nennen DM das Spinorbiindel vom Typ D. Dabei ist D eine Darstellung von G mit
Darstellungsraum A.
Definition II-2 (Spinor-Feld). Sei (M, g) eine Mannigfaltigkeit, wie zuvor mit Spin-
Struktur S(M) und dem D-Spinorbiindel DM . Dann bezeichnen wir als D-Spinor-Feld
einen Schnitt in DM.

Zur Frage der Existenz von Spin-Struktur und damit verbunden der Existenz von
Spinor-Biindeln gibt es sehr allgemeine Resultate - Siehe dazu (Lawson und Michelsohn,
1989). Das im hier vorliegenden Fall wesentliche Resultat von Geroch (1970) besagt, dass
global hyperbolische Raumzeiten eine Spin-Struktur besitzen.

Definition II-3 (global hyperbolische Mannigfaltigkeit). Eine zusammenhidngende
zeit-orientierbare Lorentz-Mannigfaltigkeit M heifit global hyperbolisch, wenn fiir alle
m,n € M gilt

J+(m) N J_(n) ist kompakt

und M die starke Kausalitdtsbedingung erfillt. Diese besagt, dass die Mannigfaltigkeit
keine geschlossenen kausalen Kurven - solche, deren Tangentialvektoren in jedem Punkt
in dessen abgeschlossenem Vorwartslichtkegel liegen - enthalt.

Die Einschrankung auf global hyperbolische Raumzeiten lisst sich neben mathematisch
guten Eigenschaften auch physikalisch rechtfertigen. Die Bedingung der Nichtexistezn
geschlossener kausaler Kurven zusammen mit der Orientierbarkeit erlaubt eine eindeutige
Definition einer kausalen Vergangenheit sowie Zukunft eines Ereignisses. Die Forderung
der Kompaktheit der Schnitte der Vorwérts- beziehungsweise Riickwértslichtkegel von m
und n ermoglicht es, mit endlich vielen lokalen Messungen den vollstdndigen physika-
lischen Zusammenhang zweier Ereignisse zu bestimmen. Die Einschriankung auf global
hyperbolische Raumzeiten entspricht also der Forderung nach Kausalitdt und nach einer
sinnvollen Interpretation lokaler Messungen. Weiterhin liegen Beispielsweise die in der
Physik verwendeten Friedmann-Robertson-Walker-, deSitter- sowie die innere und &duflere
Region der Schwarzschild-Raumzeit in den global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten (Béar
et al., 2007, S. 23, Examples 1.3.11).

Man definiert im Hinblick auf Randwertprobleme bei der Losung von Bewegungsglei-
chungen eine spezielle Klasse von Teilmengen der global hyperbolischen Mannigfaltigkei-
ten.
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Definition II-4 (Cauchy-Fliche). Eine Teilmenge ¥ einer global hyperbolischen Man-
nigfaltigkeitn (M, g) heifit eine Cauchyfliche, wenn jede Kurve v : I C R — M mit den
Figenschaften

1. die Tangentialvektoren () sind zeitartig fiir alle ¢ € I und
2. es existiert keine Kurve 4 mit Bild(y) C Bild(%), die 1. erfiillt

die Menge Y genau in einem Punkt schneidet.
Es gilt das fiir praktische Rechnungen hilfreiche nachfolgende Theorem.

Theorem II- 5.
Sei M eine zusammenhdngende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann sind dqui-
valent:

1. M ist global hyperbolisch.
2. Es existiert eine Cauchyfldche in M.

3. M ist isometrisch zu R x ¥ mit der Metrik 3dt> + g;, wobei B eine glatte positive
Funkion und g; eine glatt von t € R abhdngende riemannsche Metrik auf X2 sind.
Weiterhin ist {t} x X fir alle t eine glatte raumartige Cauchyfliche in M.

Einen Beweis des Theorems liefern Bér et al. (2007, Theorem 1.3.10, S.23).

5.1. Zu Spinorfeldern auf gekrimmten Raumzeiten.

An dieser Stelle sollen einige Fakten zur Struktur der Spinorfelder auf Lorentz-Mannig-
faltigkeiten erwidhnt werden.

e Auf den Spinorbiindeln existieren durch den Levi-Civita-Zusammenhang induzierte
kovariante Ableitungen.

e Die in Kapitel 3 eingefithrten Spinoren €, und ~«* lassen sich als Schitte der
entsprechenden Biindel verallgemeinern, so dass die fiir Spinoren geltenden Identi-
téaten faserweise ihre Giiltigkeit behalten. Weiterhin sind diese Spinoren kovariant
erhalten.

Zum Heben und Senken von Ko-/Spinor-Indizes verwendet man das total antisymmetri-
sche (2,0)- bzw. (0,2)-Spinorfeld e. Dabei wéhlen wir die folgende Konvention hinsichtlich
der Reihenfolge der Indizes:

Seien p und 7 (1,0)-Spinorfelder, dann ist

A A
€EABP = —€BAP = PB

27



5.2. Inkonsistenz der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen auf allgemeinen Raumzeiten

das entsprechende (1,0)-Kospinorfeld. Damit gelten

eABeAB = —d €A = 2
6A = —EBA = 5A
1
PlAIIB] = 5€AB pcn® (I1.1)

Eine ausfiihrlichere Diskussion zu obigen Identitaten ist in Penrose und Rindler (1984a,
Abschnitt 2.5), sowie in (Wald, 1984) zu finden. Die Eigenschaften der Spinorfelder
werden in (Mihlhoff, 2007) eingehend diskutiert.

5.2. Inkonsistenz der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen auf
allgemeinen Raumzeiten

In diesem Abschnitt wird das Problem aufgezeigt, welches bei der Verallgemeinerung
der Dirac-Pauli-Fierz-Gleichungen auf gekriimmte Raumzeiten auftritt und auf das in
der Literatur als Inkonsistenz Bezug genommen wird. Die Darstellung hier entspricht
Abschnitt 4 in Illge und Schimming (1999).

Um die Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen fiir Spinorfelder auf gekriimmten Raumzeiten
zu verallgemeinern, ersetzt man die partiellen Ableitungen in (FP) durch die kovarianten
Ableitungen auf dem entsprechenden Spinorbiindel. Damit lauten die Gleichungen fiir
die chiralen Spinorfelder

D . . L
Vi Opay. anxy . x, T XA, A, x%,..%, =0

X . . . R
\ DXAy. A, XX, X, ~ VDA, A Xy X, = 0

Setzt man die beiden Gleichungen nun ineinander ein, ergeben sich

Do X L .
Vi VDX A XXy X, = “HYX AL ALY X X

X D o o
VopVy PDAL.. A X1 X, = THYPREA AL X Xy

Die rechte Seite dieser Gleichungen ist total symmetrisch in den positiven, sowie in
den negativen Spinor-Indizes. Die linke Seite hingegen besitzt a priori keine derartige
Symmetrie.

Aus dimensionalen Uberlegungen folgt, dass ein in mehr als zwei Indizes antisymmetri-
scher Spinor verschwindet. Aufgrund der Symmetrie der Spinorfelder sind die einzigen
nichtverschwindenden Méglichkeiten der Antisymmetrisierung jene, die den freien Index
des Ableitungsoperators mit einem der freien Indizes des Spinorfeldes im Sinne von (II.1)
kontrahieren. Teilt man nun den gesammten Spinor in eine Summe derart antisymmetri-
sierter Terme und der in den selben Komponenten symmetrisierten Spinoren auf, erhélt
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man fiir den vollstindig symmetrischen Teil eine Klein-Gordon-Gleichung?

_ XD L 2 L
ViV XA, Ay, X, T XA, A vx,. X, =0
) XD . . 2 L
VoV 7 A, A X, T PRA A%, X, =0

Die antisymmetrischen Anteile der Gleichungen lassen sich als Kommutatoren der zwei
Ableitungsoperatoren schreiben, so dass man mit den Identitdten und Bezeichungen fiir
die Krimmungsspinoren aus Appendix A.4 die beiden Bedingungen
=XYZ YZD
(k= DV oy Xy A XV 215 %) TP 774 XAy A DYV X, = 0 (K21,
DEF Y DE
(n = DU 4 PpEF A AKX, TR 4 YDA, A% x, =0 (R21).
Diese sind bis auf die Spezialfille s = 1 (Dirac-Gleichung), s = 2 (Proca-Gleichung) und
Raumzeiten mit ® = ¥ = 0 nicht erfillbar. Daher werden diese Bedingungen als Inkon-
sistenzen der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen auf gekriimmten Raumzeiten bezeichnet.

5.3. Buchdahl-Gleichungen

Die Buchdahlgleichungen nach Buchdahl (1958, 1962, 1982a) bilden die bisher am inten-
sivsten untersuchte Variante konsistenter Bewegungsgleichungen fiir hohere Spinorfelder
auf gekriimmten Raumzeiten. Die Prasentation der Buchdahlgleichungen im anschlie-
Benden Abschnitt entspricht weitestgehend dem entsprechenden Teil von (Miihlhoff,
2007).

Um die Buchdahl-Gleichungen zu definieren und sie als Bewegungsgleichung physika-
lischer Felder auffasssen zu kénnen, werden zunéchst einige Grundlegende Strukturen
vorausgesetzt.

e (M, g) sei im Folgenden eine raum- und zeitorientierte global hyperbolische 4-
dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit der Signatur (+ — ——), d.h.
— (M, g) ist zusammenhéngend,
— (M, g) erfillt die starke Kausalitétsbedingung,
— (M, g) besitzt eine Spin-Struktur.

e Sei F.M das zusammenhéngende Rahmenbtindel iiber (M, g), dann ist F.M =
SO* (M), die Strukturgruppe ist demnach SO™(1,3) = [,1.

o A : S(M) — F.M sein eine Spin-Struktur iiber (M,g), dann ist S(M) ein
SL(2, C)-Hauptfaserbiindel.

Diese Voraussetzungen werden fiir den Rest dieser Arbeit als erfiillt vorausgesetzt. Fiir die
Buchdahlgleichungen sind die im Anschluss definierten Darstellungen und Spinorbiindel
notwendig.

3Hier ist, wie schon in Abschnitt 4, uv = —m?.
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Definition II- 6 (Buchdahl-Spinoren).

1. Sei s € IN, dann definiere die SL(2, C)-Darstellungen

+,s . (o =10 o
D = D(2 ) X D( 2 ) auf A—i—,s = A(%,O) &) A(%,O)

D* = D(50) auf A=A )
27

DS — D(O,%)* ® D(%’O) auf A_ = Azo 1) D A(s—l 0)

) 5 5
Die assoziierten Spinor-Biindel werden mit D*M = S(M) X ps A4 usw. bezeichnet.

2. Die SL(2, C)-Darstellung

D =D*eoD™* auf AP =A;0A_;

S

ist die Buchdahl-Spinor-Darstellung mit Spin 5. Das entsprechende assoziierte
Biindel

DEM =DM @ DM

heifit das Buchdahl-Spinor-Biindel mit Spin 5. Wegen ABM C AP ® A4 lassen
sich Schnitte ¢ € F(DSB M) beschreiben als pAAL-As1) ynd auf der 2-Spinor-Ebene
als

_ A(A1...As 1)
A(Ar.As_r) _ (1) )
(0 <(1/}2))§A1...A5_1)

Definition II-7 (Buchdahlgleichungen).

1. Man definiere zunichst die folgenden Differentialoperatoren®:

a) My : T(Dt*M) — T'(D—*M)
L) e A
b) Ng:T'(D™*M) — I'(DT*M)
(N )4 Ardsmr = VAXSOXAL..AS—I
¢) Ny : (D *M) — T(D*M)
(NS (p)AAl...AS,l .= (N S0)(,L1Al...AS,1) — V(A|X@X|A1...As,1)
d) Ps:T(DT*M) — T'(D*M)
(P, ) A1 -As1 = WGA(AlI\I,PQD|A21/]PQDA3...AS,1)

2. Fiir s € IN definiert man nun die Buchdahl-Gleichungen in verschiedenen Formen.
Dabei sind u,v € C, pu# 0 und (¥, )" € DEM.

“Hier bezeichnet ¥ den Weyl-Spinor. Siehe dazu Appendix A .4.
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a) Buchdahl-Gleichungen

M9 — pe =0

1
Ny ——Psp —vp =0
,u
b) Buchdahl-Gleichungen nach Wiinsch

(W)

~

Ms¢p—pp =0
Nsp—vp=0

3. Um die Buchdahlgleichungen kompakter schreiben zu kénnen definiert man weiter-
hin die Buchdahloperatoren

a) nach Buchdahl

B, : T(DBM) — (DB M)
1
BS — -V — p PS NS
M; —

b) nach Wiinsch

B, : T(DEM) — (DB M)
—v N
BV = v 5
S <M —u>

Damit lauten die Buchdahlgleichungen Bg 1 = 0 bezichungsweise Bs" 1) = 0 mit
Y e T(DEM).

Hier wird der Beweis der Aquivalenz der verschiedenen Formulierungen der Buch-
dahlgleichungen ausgefiihrt. Dieser liefert einige Gedanken und Rechenschritte, die im
weiteren Verlauf dieser Arbeit wiederholt verwendet werden.

Theorem II - 8 (dquivalente Formulierungen der Buchdahl-Gleichungen Wiinsch (1985)).
Die Buchdahlgleichungen in den Formen (B) und (W) sind dquivalent.

Lemma II-9.
Fir o e T'(D™*M) und s > 1 gilt:

(N, ) A As1 (X, p)Adi-As1 _ (Sgl)eA(A”VU"’goVU Az As1) (I1.2)
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Beweis. Fir s = 1 ist die Aussage trivial. Man betrachte also s > 1. Fiir die rechte Seite
von (I1.2) gilt:

(NS SO)AAl...As—l _ @GA(AHVUV()OVU |Ag...As_1)
S
_ A, Apry-An(s—1) (s—1) AA, 1y o UV Ap2)An(s—1)
=5 2 [v0¥ey, R o
TESs €S,
= 5 AX , Ax@Ane-n) Ay X Ar@)Ar(s—1)a
— s(s—1)! Z [v (,OX 4+ VAR 90)‘(
7I—GS(S—l)
AA uv Ar2)An(s—1)
—(s — (1) .
(s =D Ve epy
A A Ay As
Mit (PXl b= 902-( ! ) folgt dann:
. o
— %VAXCPAl o1 4 (521 Z [VAW(DX (2)-As—

71'65(5 1)
AA, Uv Ar1)--Ars—1
A A
-t (S—l) Z [VAW(UXSOXA,T(Q)...AS—I + GAA"(l)vUVSD . UA,r(l)...Aws—l

s! 1%
WES(sfl)

Es gilt %EAB wCC = 4Bl damit erhilt man:

1 AX Al...AS,I (871) AV Aﬂ-(l)...Aﬂ-s_l
- Ev ¥ + s! Z \Y (’OV
TES(5-1)

_ VAX(pAl...AS_l = (N, p)M1-As g

Lemma II-10.
Fiir s > 2 und (¢, )" € T(DEM), sowie unter der Voraussetzung, dass (1, )" eine
Lésung von (W) ist, gilt:

~

(N, QP)AAl-..As—l = (N, ¢)AA1~..AS_1 _ (5—1;7(85_2) eA(A1|\I/EFG|A2¢EFG AarAemt) (I1.3)

Bewets. Lemma I1-9 zeigt

. _ Y Ag. As_
(Ns g0)14141...14571 — (Ns SD)AAlmAS?l _ (Ssl) 6A(A1|VUV(;0VU | 2 1)

Einsetzen der Voraussetzung (W) ergibt:

v s— Y Ag.. As—
— (NS QO)AAIWAS_I . (Sul) GA(A1|VUV(MS ,l/})VU| 2 1)

= ... 4 (s Ml) (A1|v Vv wBU\AQ —1)
= — ge (A1|VUVVVBwBU\A2._, al1) ()

55, bezeichnet hier die Symmetrische Gruppe mit n Elementen.
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YpBUIA2-As1) € (DB M) ist symmetrisch in allen Indizes. Also lisst sich () in folgender
Form schreiben:

s—1) A(A Y BU|As...As_
_ . (su)E ( 1|V(U|VVV|B)w |Asz 1)

s—1) A(A1|_BC _UD |As|B Ag_1)Bs_ v
--—%e (A1 BOLUD |A2|Ba | (| As—1)Bs VvV B YeDB,...B.

=

(s=1)

— Tgv(UlvaIB)d]CDBQ.”BS—l

Die Verwendung der Spinor-Ricci-Identitdt (A.5) liefert:

s—1
1 P
=T (Ss,u )621 {\PUBBZ- wCDBs---Bi—lpBi+1---Bs—1 - 2A€B¢(U\wCD.,.|B)..,BS_1}
1=
== ¢ Yupc YPDB,..B. €C(UYVB)DBs...Bs_1

=T =:Th

+ Uy YPCB,. B,y — 2MNepWYC|B)By.. By,

=T3 =Ty

+§[...]}
=2

Unter Ausnutzung der Symmetrien von v, € und ¥ erhélt man fiir die Terme T} bis T}
folgende Ergebnisse:

T1 : G[BC]WU(BC)F)/lpPDBQ...BS—l =0
Ty : PP Necw¥pypB, B
= eBCeUDAeCUwBDB2...BS,1 + EBCE[UD]AGCBIb(UD)Bg...BS,l

= —2A€[BD]w(BD)B2...Bsfl =0

Analog zur obigen Betrachtung verschwinden auch T3 und Ty. Es verbleibt demnach die
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Untersuchung der restlichen Summanden.

s—1
BC_UD
""" Neg,wven.. By By
i=2
s—1
BC| _[UD
= elBCl ]Z {AGBiU¢(0|D...|B)...BS_1 +AfBiBwC(D|...\U).‘.Bs_l} =0
i=2
s—1
A(A1| _BC _UD | As|B As_1)Bo_ P
NMIBOID AL | A IBa Ny P Yo, B P B
=2

s—1
A;|P ,BU|As...| |...As—
— Al Z Uyp il ¥ UlA2 ‘Pl 1)

s—1
AN Ail ) BU|As...|P|...As—1)
=€ Z Vyp " p¥ :
=2
s—1 Al R
_ A(A i BUP|Asz...A;...As_
——6(1 \IIUB tpw |Ag...A;.. . As_1)
=2

A(A Ail  BUP|As...A;...As_
__(S_QG(I\I’UB Pw |As s—1)

Also erhalt man schliefilich

(Ns SO)AAIWAS_I — (Ns QO) + (S—ls)l(LS—Q) GA(AIWA2|BUP1/}BUID‘A3.”AS_1).

Beweis: Theorem II-8. Der Beweis von Theorem II-8 folgt unmittelbar aus Lemma
1I-10. &

Lemma II-11 (normale Hyperbolizitidt des Buchdahloperators).
Setze

B/':2 7V+5PS NS
° Ms —H

auf T(DBM) mit s € N. Dann ist Bs By’ normal hyperbolisch.

Beweis.

BB _ v = BPIAN My — (v p) Ny = PN
5 —(v + p) Ms —; M P p? 4+ M, N,

Bs By’ ist ein Differentialoperator 2. Ordnung. Demzufolge besteht das Hauptsymbol aus
den Termen zweiter Ordnung.

B.B., = (2 NSMS ) M(i NS> + (Terme der Ordnung < 1)
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Es ist also die normale Hyperbolizitit von 2 N; M, (2 M, Ng) zu zeigen. Sei ¢ € T'(D %),
(2N M) Adidemt = ovAXY o paya,
— 26AC€BDVCXVXB¢DA1---A371

' A As— ' Ap. A
— 2€AC€BDV[C)‘(VX|B]¢}D 1 1 + QGACGBD V(C‘AXVXWB)?/}D 1 1

Spinor-Ricci-Identitdt = Ordnung=0
= —GACEBDGCBUQEXUIB XEVQVB¢DA1"'A571 + ...
= NP gas VOV Y
= gapVOVIipAdt-At

Die Berechnung des Hauptsymbols von 2 Mg N; liefert in analoger Weise das gleiche
Resultat. Demnach ist Bg By’ ein normal hyperbolischer Differentialoperator. B

Definition IT-12 (avancierte und retardierte Green’sche Operatoren). Sei (M, g) eine
zeitorientierte zusammenhéngende Lorentz-Mannigfaltigkeit und P ein Differentialopera-
tor auf den Schnitten eines glatten Vektorbiindels £ tiber M.

Eine lineare Abbildung G4 : T'o(€) — T'(€) heiBit avancierter (retardierter) Operator
von P, wenn gelten:

e PoGy =idpye
e GyoP = idr(g)

o Vo € To(E) : supp (Gxp) C J M (supp ()

Korollar IT- 13 (Green’sche Operatoren des Buchdahl-Operators). Fiir den Buchdahl-
operator existieren eindeutige avancierte und retardierte Green’sche Operatoren.

Beweise dazu finden sich in Miihlhoff (2007)( Theorem 7.3.2 angewendet auf Lemma
II-11) und in Baér et al. (2007).

Theorem II-14 (Cauchy-Problem fiir die Buchdahl-Gleichungen).
Fiir 2 < s € IN hat das Cauchy-Problem

Bs®=0, ®ecT(DBEM)
Py = P

mit den Cauchy-Daten ®y € T'o(DEX) genau dann eine eindeutige Lisung, wenn ®¢ =
(b0, p0)¥ die Bedingung

¢ (e Ar.As
nay (VXB% Loy 1) =0

erfillt. Hier ist 3 eine glatte raumartige Cauchy-Hyperfliche mit Normalenvektorfeld n

BA;...As_

und V beschreibt den zu Y tangentialen Anteil von V.
Fiir den Beweis dieses Theorems vgl. Miihlhoff (2007), S.113.
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6. Ansatze zur Quantisierung

In diesem Kapitel wird zunédchst die Quantisierung des Diracfeldes nach Dimock (1982)
als Prototyp fiir die Quantisierung hoherer Spinorfelder beschrieben. Im weiteren werden
dann die Ansatze von Illge (1993) und Miihlhoff (2007) zur Quantisierung von massiven
Felder hoheren Spins zusammengefasst. Die in diesen auftretenden Probleme werden im
darauf folgenden Abschnitt des Kapitels noch einmal aufgegriffen und wir schlagen einen
weiteren Ansatz zur Quantisierung hoherer Spinorfelder vor, den wir anhand des aus
physikalischer Sicht am relevantesten erscheinenden, sowie rechnerisch am einfachsten zu
handhabenden Beispiels mit s = 3 untersuchen.

6.1. Die Quantisierung des Dirac-Feldes

Anhand der Quantisierung des Dirac-Feldes soll das prinzipielle Verfahren zur Quantisie-
rung der héheren Spinorfelder erldutert werden.

Das Ziel der Quantisierung im Rahmen der Algebraischen Quantenfeldtheorie ist die
Konstruktion der unitalen C*- bzw. x-Algebra der Observablen.

Dazu ist zunéchst die Konstruktion der Feldoperatoren als operatorwertige Distributio-
nen notwendig. Da im vorliegenden Fall massive fermionische Felder beschrieben werden
sollen, fordert man von den Feldern kanonische Antikommutatorrelationen (C' AR)

{@*(f), ®(9)} = (f, 9)1.

Diese Forderung soll nun mathematisch préazisiert werden.

Definition II-15 (CAR-Algebra). Sei (H,(-,-)) ein komplexer Hilbertraum. Eine uni-
tale C*-Algebra C AR(H) mit einer C-antilinearen Einbettung ¢ : H — CAR(H) heifit
CAR-Algebra von H, wenn

1. CAR(H) von «(H) U {1} erzeugt wird und
2. fir alle x,y € H gelten

o {u(z),u(y)} = (=, )1,

o {u(x),uly)} =0.

wobei man mit {-,-} den Antikommutator bezeichnet.

Die Grundlegende Idee zur Quantisierung nach Dimock (1982) besteht darin, auf dem
Raum der Cauchydaten der Bewegungsgleichung des klassischen Systems ein Skalapro-
dukt zu definieren, und fiir die Vervollstdndigung dieses Prahilbertraumes dann die
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C AR-Algebra zu konstruieren. Zunéchst scheint diese Konstruktion eine beliebige Anzahl
an quantisierten Theorien zu ermoglichen, da die Einschriankung des Losungsraumes auf
eine beliebige Cauchyflache eine zuldssige Menge an Anfangsbedingungen darstellt. Die
Tatsache, dass die Konstruktion eindeutig ist, folgt aus der Eigenschaft des Skalarpro-
duktes unabhéngig von der gewéhlten Cauchyfliche zu sein. Da der Dirac-Fall bisher der
einzige Fall ist, fiir den alle notwendigen Bedingungen erfiillt sind, werden die Beweise
der zentralen Eigenschaften des Stromes hier als Beispiel angegeben.

Unabhéngigkeit von j5», von der Cauchy-Flache X im Dirac-Fall s = 1 Es zeigt
sich, dass im Dirac-Fall (s = 1) die Sesquilinearform jx, aus (I.4) Unabhéngig von der
gewdhlten Cauchy-Flache ist (vgl. (Dimock, 1982)).

Seien @, € T’ (DDM) =T (DlBM) Losungen des Cauchy-Problems fiir die Buch-
dahlgleichungen mit s =1 (vgl. Theorem II-14), dann ist

(o) = [ dns o [pra0 ™ A + 717 0%y (1)
b

Sei ¥ C M eine beliebige Cauchy-Flache. Dann existieren f,g € I'g (Df M ), so dass
fiir ¢ und v gelten

Gf =,
Gg = 1.

Weiterhin sind ¢|s; und 9|y giiltige Randbedingungen fir das Cauchy-Problem. Also
erhilt man aus (IL.1):

—i/duz (G f) 7 (Gy)
>
- _i/duz N, ((G‘ - G*)f)+7“(Gg)
>

= i [ dus na(G™1)""(Gg) + i [ dpis na(GF £ (G)
> >

'Um die physikalischen Bewegungsgleichungen zu erhalten setzt man in den Buchdahloperatoren
w=v=1im.
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Mit dem Satz von Stokes’folgt:

/dx’yV{(Gf Gg /dx’Y G+f)( )}

JH(Z)
[ dyw [1"VulG 1] (Go)+ (G 1) ValGo)l +m(G 1) (Go)
JH(Z)
—m(G~f)*(Gg)]
[ dow ["VulGH D] (Go)+ (G ValGo)l +m(G 1) (Go)
J-(%)
—m(G* )" (Gy)]
| 4w D617 G+ [ dyu (6117 (DGY)
JH(D) JH(E)
/ dy [DG+f]+(Gg)+ / dy o [G+f}+(DGg)
J= (%) J=(2)

Der jeweils zweite Term in den vorherigen zwei Zeilen verschwindet wegen der Trager-
eigenschaften von G*f.

/dxf*Gg—F / dgz f*(Gyg)

JH(Z) J=(2)

= /dgxf+(Gg)
M

Positivitdt Die Positivitiat der Sesquilinearform folg unmittelbar aus dem folgenden
Lemma II-16.
Lemma II-16 (Miihlhoff (2007), Lemma 9.2.3).
Fiir+p € Ay, ¥ #0 gilt:
27

z% = U“AX¢A@X (*)

ist eine lichtartiges zukunftsorientiertes Element von(R*, ). Dabei ist UaAX der faserweise

definierte Tensor-Spinor.

2Die Cauchy-Fliche wird zunichst zu der geschlossenen Oberfliche 8J% (%) ergénzt. Die iibrigen
Randflachen tragen aufgrund der Trédgereigenschaften nicht zum Integral bei. Weiterhin tragt das
Vorzeichen des 1. Terms der Orientierung des Normalenvektorfeldes n Rechnung.
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6.2. Lagrange-Formalismus fiir die Buchdahl-Gleichungen

Beweis.

e Man wahle zunachst die Standardbasen

= {eu} fir (R, n)
— {E;} als Spinorbasis fur A 1o

Mit dieser Wahl hat (*) in Komponenten geschrieben folgende Form?

1 .
= ﬁﬂmw%m

Damit berechnet man

e )
= % (0l + 979"
=V2Re (1/11@2) )
Fiir die ibrigen Komponenten erhélt man in analoger Weise
1
o= ()
2% = V2Im ($'9°),
1
oo b (-,
Also ist * € R* und 2° > 0. Es verbleibt also die Lichtartigkeit von x® zu zeigen.
2[(&) ()" ()] = (o 0 (31 -0
(- )
= (W lof)

:2(950)2-

6.2. Lagrange-Formalismus fiur die Buchdahl-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird der von Illge (1993) vorgeschlagene Lagrange-Formalismus fiir
die Buchdahlgleichungen zusammengefasst.

3{50‘}046{0’1,273} bezeichnen dabei die Pauli Matrizen.
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Theorem II-17 (Lagrange-Dichte).
Seien U = (o, )™ € T(DEM) und ¥ = (€,9)" € T(DBM). Fiir die Lagrange-Dichte?

£B) =a (M, 0, 9) + (€, M, 9))

+5 (0. N 9) + (No . §))
+a (N, 8,9) + (€,N,9))
+ (%M 9) + (M, X,€)

+(a+b) (10, 9) = v(,9))
+(@+b) (Ax. 9) - 7(2,9))
mit a = konst., b = konst. sowie a + b # 0 sind die Euler-Lagrange Gleichungen:
Bs¥ =0
N (B)
BsX=0

Beweis. Zur Aufstellung der Euler-Lagrange Gleichungen sind die folgenden Ableitungen
zu berechnen:
oL ac(s)
- und
0PAA;.. Ay O (Vgypaa,..A,_ 1)

Dazu betrachtet man ¢ und ¢ als uabhéngige Felder. Die zur Berechnung zu beriick-

S
sichtigenden Terme von c(3) (im Sinne von % = %fo ) sind

L' = a(M; ¢,9) + b(, Ny D) — v(a +b)(p,)
=a (VAXQOAAl...AS,l) XA At Loy (VX(A@ A “1))
—v(a+ b)cpAAl...As,lﬁAAl”'AS’l
Man erhélt also
oL(s) oL’
Opans. Ay  OPA..A,

— va(AU?)?lAsfl) _ l/(a 4 b)gAAl...AS_l

Man berechnet nun die Ableitung nach den Feldimpulsen:
oL’ . [
9 (Vpyeaa,..a,_,) OVe

Aus der Symmetrie von ¢ ergibt sich

aeACvCXQDAA1...AS_1gXAln.As_l} (]:12)

X Ap. As_
VCXSOAA1 19 L

19X|A1...A 9X|A1...AS_1)

s—l] + 6(A|CVCx¢(AA1Ag—I)
9X1A1LAs1)

:e[ I chw(AAl...As_l)

_ €(A|CVC,X(,0(AA1,..AS—1)

“Dabei bezeichnet (-,-) die vollstindige Kontraktion der Spinoren.
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6.2. Lagrange-Formalismus fiir die Buchdahl-Gleichungen

Damit ergibt sich fur (I1.2)

— qeABGY AL A1)

Insgesammt ergeben sich damit die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Variation nach ¢
zZu

ac(s) or(s)
- a9014141-”14.9—1 BY@ (VBY()OAAIN'AS—l)
_ vX(A,g)?l...Asfl) —via+ b)éTAAl...AS_l _ avBYE(A|B§Y|A1...A(S,1))

— . — av(A‘}/1§Y|A1A(S,1))

0

=+ aV(A‘Yﬁ‘;‘l'“A(s—l))
=(a+0) (VX(A&)?L..AS—I) _ VEAAL_.A571> ‘

_— 0 — VX(A‘@)‘(AIAG—I) _ VEAAL“AS_I.

Diese Gleichung ist eine Komponente von (B). Die tibrigen Buchdahlgleichungen ergeben
sich in analoger Weise durch Variation nach den Feldern £, x und . B

Hier zeigen wir explizit, dass der von Illge definierte Strom erhalten ist.

Theorem II-18 (Dirac-Strom).
Fiir Losungen der Buchdahlgleichungen (B) ¥ = (o, x)" € T(DEM) und ¥ = (£,9)" €
(DB M) ist

. , 5 A A A A
Jax =€ [k (@AAl...As_lﬁX ' t+ XX Ay A, 1 8A ' 1)

. X Xe Xy Xl
—k (soxxl...xs_#% U S Nax xSy 1)}

mit e € R und k € C ein erhaltener Strom °, d.h. VAXjAX = 0.

Beweis.

VAN j g =ie k[ (VAXWAAl...AS,l) I (VAxﬁxAl"'AS*l)

X
=T =T
AX = A1 A AX 5 A1 A
+ (V XXXAl...AS,l) a7 XKy A, (V et 1”
=:T3 =Ty

—iek [T +T5+T5 + T4

°Fiir k = (a + b) aus Theorem I1-17, erhilt man den Strom j,y auch aus der Betrachtung der
U(1)-Eichsymmetrie der Lagrange-Dichte. Siehe dazu (Illge, 1993).
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Es bietet sich an, die folgenden Summen von jeweils zwei der Terme T;, ¢ € 4 zu
betrachten.

X 9 A1..As_ X F A A
T2 + T3 = QDAAl...A571 (vAXﬁX ! 1) + (VAXXXAl_”ASil) §A ! ' (*)

Aus den Symmetrien von @A41+A4s—1 ¢ T (D*M) und £441+4s—1 € T (D*M), sowie
(Penrose und Rindler, 1984a, Proposition 3.3.54, S. 140), folgt

9 |A1...As_ = Ay1.. As_
= PAAL...As1 (v(AlxﬁX‘ ' ) ( |XX‘A1.‘.A5—1)) §A ' ' (11‘3)
X

— oAd A (Ns g)AAL-.As 1 (N )AAI " EAAL..ASA (11_4)

Die Buchdahlgleichungen (B) liefern dann

= vpan,. A, EN AT pag g, £ A (IL.5)
=0 (I1.6)
‘ — A o= Ap.. A
Tl + T4 = (vAXSOAAl...AS, ) 19X " + XXA1 Ag_ (vAXgA ' 1)
— e~ Ap.. A
_ (_1)s+1 (VAX‘PAAL“AS_1> 19 Ay Au ) +XXA1...AS,1 (VAX§A 1 1)

_ +1 Aj.As— X N Ai1...Asa
= (D) (M) M xS , (MLE)

In diesem Fall folgt aus den Buchdahlgleichungen

A As—
9 A ds—t

542 A A1
1) 19,41 MXA1 A V%

KX

= (=
0
Die Verbleibenden Summanden in (%) verschwinden auf Grund der Antilinearitét der
komplexen Konjugation. l

Man erhélt also aus der Lagrange-Dichte einen erhaltenen Strom. Allerdings ist die
Interpretation des zweiten Satzes an Feldern, der fiir die Konstruktion notwendig ist, nicht
geklart. Um aufbauend auf dem hier konstruierten Skalarprodukt eine Quantisierung nach
Abschnitt 6.1 durchzufiihren, miissen die zusétzlichen Feldern von den urspriinglichen in
einer Weise abhéngen, so dass das Integral des Stromes iiber eine Cauchyflache positiv
definit ist. Man stosst an dieser Stelle auf ein grundsétzliche Problem bei der Quantisierung
von hoheren Spinorfeldern. Dieses wird in Abschnitt 6.4.2 genauer beschrieben.

6.3. Konstruktion eines Skalarproduktes

Der folgende Abschnitt liefert eine Wiederholung der Konstruktion und der Ergebnisse
von Miihlhoff (2007).
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6.3. Konstruktion eines Skalarproduktes

Definition IT-19 (verallgemeinerter Dirac-adjungierter Spinor). Sei

tr
o = (¢AA1---AS—1, goXAl'“AS’l) el (DfM) ein Buchdahl-Spinor, dann definiert man

durch
J— Xl...X571 XlX 1 - a1
oo (T ) - ) en (o) e (orars b0

den werallgemeinerten Dirac-adjungierten Spinor.

Definition II-20. Sei 3 C M eine glatte raumartige Cauchy-Hyperfliche mit einem
zukunftsorientierten normierten Normalenvektorfeld n®. Man definiert

A A
n B.—na’}/aé

Ny = Ogx A
Es folgt das zentrale Theorem dieses Abschnittes.

Theorem II-21 (Skalarprodukt auf H3).
Fiir ¥ und n® wie zuvor definiert die Abbildung

bs < T (DfM) x T (DEM) Ny

X1~--Xs—1 A

BA;j...As—
(w,w)%/zduz (#*) . Wian a0

ein Skalarprodukt auf T (DSBM> 2 Hs..
Es werden zunéchst zwei Lemmata bewiesen, aus denen die Aussage folgt.

Lemma II-22.
Jeder lichtartige und zukunftsorientierte Vektor x® € (R4, n) lisst sich schreiben als

a a A*X
9 =0 AXw P
mit einem ¢ € Ay .
>
Beweis.

e Man wihle nunéchst wiederum die Standardbasen von A1 , und (R*, 7).
2 b

Sei ¢ € A0 beliebig. Dann ist nach Lemma II- 16 % = J“AXgEAEX lichtartig und
zukunftsorientiert.

0

o Wegen ¥, 7" > 0 existiert nun ein u € R, so dass z° = ug°.

Fir ¢ := \/ug® gilt also y? = 20 und y® ist lichtartig.

Es existiert also eine rdumliche Drehung L € E%r , so dass x = L(y).
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e Sei S € SL(2,C), so dass A(S) = L, dann gilt:

— ot (59" (57)

Mit 1 := S gilt also 2% = aaAX@ZJAEX..

Lemma II- 23®T - o
Sei p € (A$,0> & (AO 1) , @Al"'ATXI'"XS # 0. Mit

2

al...arb1'~~s - 0_(11 Qar bl O_bs Al...ATXL..XT—Yl...YTBl...BS

SO A1X1 S ArXrU BIY1 T BsYs SO

und n® wie zuvor gilt
Ny o g My, .. g, @0 0r01bs € R (IL.7)

Beweis.

1. Man betrachte die folgende Abbildung;:
bn : A%,O X A%,O — C
(0, 9) > m g™

e b, ist sesquilinear.

AX

e n% ¢ R4, also ist n4X = nlo, "t = n, = 7%4. Daraus folgt

—~ . ai—x - —X —X . .
ba(0,9) = A% =T, 50" o = n 50207 = ba(, ). b ist also eine
hermitesche Sesquilinearform.

e Mit Lemma II-16 gilt auBerdem

ATX ATX
bn(¢> 1[)) = nAXw dj = naO'and} 1/} > 07
da n® zeitartig, y® lichtartig sowie beide Vektoren zukunftsorientiert sind.

by ist also ein hermitesches Skalarprodukt auf A 1o

2. Sei {Bi, By} eine bzgl. b, orthonormale Basis von A1 , und {B1, Ba} die entspre-
27
chendende komplex konjugierte Basis von A 1. In Koordinatenschreibweise ist
12
also

o= goal"'a""ﬁl"ﬂsBal ® - ® B, ®§51 R ® Bﬁs
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6.3. Konstruktion eines Skalarproduktes

Setzt man diese Darstellung in (I1.7) ein, so erhélt man

ay...arbi...b
Mgy o Mg, Mgy o Ty 0 OroLDs

— nAle . nCSYSSoal---Oérﬁl---5s¢ﬂ1---ﬂ5V1---V5
(Ba))M @ ®(By)" @ (Bp) @@ (B,,)"

— (pal...arﬁl...ﬁsaﬂl...ﬂsl/l...usbn (B;:“;Bal) . Fn (Eﬁ_‘s7§ys) )

Da {B} und {B} nach Voraussetzung Orthonormalbasen sind, ergibt sich daraus

— SDCU...O(Tﬂ.l...Bsa/jl...ﬂsvl...vs5

— Z |S0041---06r01---05|2>0’

ag...or
1.0

TR

da nach Voraussetzung ¢ # 0 und n # 0.1

Den Abschluss der Betrachtungen des Skalarproduktes bildet die Diskussion des
Transformationsverhaltens.

Korollar IT-24 (Verhalten von b%, unter Koordinatentransformationen). Die hermite-
sche Sesquilinearform b3, ist invariant unter SL(2, C)-Transformationen.

Beweis. Seien ¢, ¢ € H3,, dann ist mit S € SL(2,C)

b, (DZ(S)p, DE(S)v)

. B + Xl---Xsfl A B BAl---Asfl
= /Eduz (DS (S)@) i AN A LA (DS (S)q/)>

— X X1.. X e Ase
- /EdME [DS(S)SOI ' lnXAnxlAl e nXs—lAs—l (DS(S)wl)AAl A '
=T
—— X1. X1 ¥ _ ArAso1 ]
+ D_78(S)SO2A ' 1n)(1411)‘(1141 Tt nXs—lAs—l (D 78(5)1/]2)‘4 1 1 :|

=:T5
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Fiir die Summanden T und 75 erhélt man folgendes:

Tl :
XXl XS*I a s—1 S AA1...A —1
DS(S)(pl a9 x A Nas_10 XsflAsfl( (S)¢1) °
=X aXs-1 —YYi..Y1 a Gs—1 A As 1 BB;...Bs 1
— S Y S Y571 naO' XA...Ilas_IO' Xs_lAS_ls B...S 33711#1

_ 71YY1-..Y571na (D(%?%)* (S_1> Ua)YB ..

11
N, 1 (D(Evé)* (S—l) O.tlsfl) ] ¢IBB1...BS,1
. stlBsfl

Das Transformationsverhalten von n,o% , unter SL(2, C)-Transformationen liefert schlief3-

. XA

lich
—YYi..Ys_1 a as—1 BBj...Bs_1
= ()01 naO' YB"'naS—IUYS_lBS_lwl .

Durch eine analoge Rechnung fiir 75 findet man

Xl...XS,1 XA Aq.. A1

Do (S NNy 0k a,, (DT0(9)Y2)
p...Y YB
= @Byl”'y“’lna (D(%é) (5—1> 0_a>
o (P ()0, 00

V1.V aYB as—1 B;...Bs—1
= P2p Neo Mo 0y g Vyy N

Die vorangegangene Konstruktion produziert ein Skalarprodukt, welches invariant unter
SL(2,C)-Transformationen ist. Die fehlende Eigenschaft, also die Unabhéngigkeit von
der Cauchyflache ist allerdings ungeklért. Sie scheint jedoch durch das s-fache Auftreten
des Normalenvektorfeldes in der Kontraktion duflerst unwahrscheinlich.

6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-
Stromes

6.4.1. Motivation

Wie die in den Abschnitte 6.2 und 6.3 zu sehen ist, gelingt es nicht in naheliegender
Weise einen erhaltenen und positiven Strom und daraus analog zu Dimock (1982) eine
CAR-Algebra zu konstruieren.

Die Griinde dafiir sind mit der Struktur der entsprechenden Spinorbiindel verbunden.
Fiir die Schwierigkeiten bei der expliziten Konstruktion sind wesentlich, dass
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6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

e die eindeutige SL(2, C)-invariante Paarung zwischen dem Spinorbiindel und dem
dazu dualen Biindel antisymmetrisch ist

e sowie die positive und die negative Weyldarstellung indquivalente irreduzible Dar-
stellungen der selben Dimension sind und daher kein Intertwiner zwischen ihnen
existiert.

Eine Moglichkeit, positive und negative Weyl-Spinoren SL(2, C)-invariant zu paaren,
bietet die Kontraktion des Tensorproduktes der beiden Spinoren mit einem Lorentzvektor.

Die Kontraktion mit dem Normalenvektor der betrachteten Cauchyfliche in allen
Weyl-Komponenten liefert nach Miihlhoff (2007) ein Skalarprodukt auf der Cauchyfliche,
allerdings ist die Unabhéngigkeit der Konstruktion von selbiger ungeklért.

Die hier vorgeschlagene Vorgehensweise beruht auf den in 4 zusammengefassten Ergeb-
nissen der Konstruktionen auf dem Minkowskiraum und dem folgenden Theorem von
Fulling et al. (1981).

Theorem II-25 (Deformation von global hyperbolischen Raumzeiten®).
Seien (M;, g;), i € 2 global hyperbolische Mannigfaltigkeiten mit raumartigen Cauchy-
Fldchen %;, die beide diffeomorph zu einer Mannigfaltigkeit 3. sind.

Dann existiert eine dritte global hyperbolische Mannigfaltigkeit (M = R x X, g) mit
Cauchyflichen 3,0 € 2, so dass die ¥; isometrisch diffeomorph zu den X sind und fir
jeweils offene Umgebungen Selbiges gilt.

Beweis. In einer Umgebung von ¥;, wahlt man gauf3’sche Normalkoordinaten. In diesen
hat die Raumzeitmetrik die Form

ds? = dt* — ’y,(:) (t) dz® da!,

wobei t = t; die Fliache ¥; beschreibt. Man nehme an, dass ¢ # t2 gilt.

Sei f(t,x), 0 < f <1 eine glatte Funktion, welche in einer Umgebung von t = ¢;
den Wert 1 hat und auflerhalb der Umgebung, fiir die die gau’schen Normalkoordi-
naten gewahlt sind, verschwindet. Weiterhin sei h(t,x) eine glatte Funktion mit den
entsprechenden Eigenschaften fiir go und ts.

Man definiere nun die Metrik g durch

ds? = @2 (t, 2) df* — [ F(t, )9y (£) + h(t, 297 (¢)
+ (1= f(t,2)) (1 = h(t, 2)) ] da* da,
wobei 7y eine beliebige riemannsche Metrik und (¢, ) eine positive Funktion ist, welche

in Umgebungen von ¢t = t; den Wert 1 annimmt. W&hlt man S auflerhalb der o.g.
Umgebungen hinreichend klein, ist (R x M, g) die gewiinschte Raumzeit. B

SFulling et al. (1981, Appendix C, Proposition C.1)
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Die Aussage des Theorems lésst sich direkt in eine Aussage liber erhaltene Strome auf
speziellen global hyperbolischen Raumzeiten umformulieren.

Ein erhaltener Strom auf einer global hyperbolischen Raumzeit mit zu R? diffeomorphen
Cauchyflachen ist positiv, wenn er auf der Cauchyfliche dquivalent zum in Abschnitt 4
definierten kanonischen Strom auf dem Minkowskiraum ist.

Diesen Ansatz werden wir verfolgen, indem wir mdogliche Verallgemeinerungen des
Rarita-Schwinger-Stromes auf global hyperbolischen Raumzeiten betrachten.

6.4.2. Variationen des Rarita-Schwinger-Skalarproduktes

In diesem Abschnitt werden wir den Rarita-Schwinger-Strom auf dem Minkowskiraum
im Hinblick auf mogliche Verallgemeinerungen auf global hyperbolische Raumzeiten
umformulieren.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns auf den Spin—%—Fall — die
Rechnungen lassen sich jedoch ohne weitere Annahmen direkt auf beliebige héhere
fermionische Spinorfelder verallgemeinern.

Seien (x, &)™ und (9, ¢)'* glatte Losungen der Buchdahl-Gleichungen mit s = 3, deren
Trager geschnitten mit einer Cauchyfliche kompakt ist. Wir betrachten nun die folgende
Abbildung der negativen chiralen Komponenten

A XiX 414
b
1 XA X1 X AlA
= g/d/,bz |:n €A ' 28X1A16X2A2(’DX o
b
XA XX A4
+n 1§A 8X1A16X2A2SOX ’

XArg X1X2
+n 2§A

AA
0%, 4, 9%,4,9%
1 XA = X1Xo Al A
b
XA 7 XiX AA
0 (8X1A1€A ' 2) 8X2A2¢X ’

XA, o XX ) AA;
+n <8X2A25A aX1Al 90)'(

49



6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

Durch Anwendung des Stokes’schen Satzes erhalten wir
A 7 XiXo AL A
8).(1141514 > 6X2A2 Px o

. P X1X2 XA A1As
+ X1A1£A ) a a)'(21424'0)(

o XiXa ) ox4, AAs
aXlAlgA ) a aAX2142Q0AX

¢ - X1 X
* <8XA18X1A1£A 1 2) a).<2Az<‘0)'(AAQ

XA = XX AA
+ (0205, 4,64 2) o5

Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt
- <8XA18X1A1§AX1X2) O\ A, @XAAQ
<6 A18X1A1£AX1X2) 8X2A2SOXAA2
( (0500, = 05050, éAX1X2> D, a0 42
(DEXXIfAX1X2) D%y A, <pX AAg
(
(
(

- X1X» AAs
L€ 4 ) X242%x,

BX1X2 XAA
DEB 6 ) 8X2A280 2

N N = N = N = N

= XX '
( 3XA8X >£A 1 2) X2A2(PXAA2
A7 XX A1 A
- = <8X1A18X1 §A 2) aXzAQSOX1 B
Nach diesen Uberlegungen ergibt der urspriingliche Ausdruck

—/d/I/E |:(8(XA8X1A1£A|X1X2)> 8X2A2§0XA1A2
P

* (8X1A1§A 1 2) XYy 1o S
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Aus den Bewegungsgleichungen folgt, dass die symmetrisierten Ausdriicke ohnehin symme-
trisch in den entsprechenden Indizes sind. Erneute partielle Integration liefert schliellich

C(Alz X1 X A1A
/d,uz nX(A|£A ! 28X1A10X2A2QOX‘ 142) (11.8)
X

c A7 X1 X
= /d/lrz HXAfA ! 28X1A16X2A2¢XA1A2’ (11.9)
b

6.4.3. deSitter-Variante

Wir betrachten hier einen Kandidaten fir einen erhaltenen Strom, der sich auf deSitter-
Raumzeiten als solcher erweist. Seien (, &)™ und (4, ) Losungen der Buchdahlglei-
chungen fiir s = 3 und mit g = v = im. Wir definieren den folgenden Kanditaten fiir
einen erhaltenen Strom:

o o —XX1Xoo | . AA A
] =0 AXX leAle2A2Q9

A1A2

X|Ag 1X1X2)
+Ja( | €a o v)'(1141szAQL‘OX

Aus (I1.8) folgt, dass das Integral von n,j¢ iiber eine Cauchyfliche auf dem Minkowski-
raum dem Integral {iber die aus dem Rarita-Schwinger-Strom definierte Sesquilinearform
(I.3) auf den Fasern des Spinorbiindels entspricht.

Das in Abschnitt 6.4.1 entwickelte Schema sieht zunéchst die Berechnung der Divergenz
vor.

divj =V, (YXXIXQVX1A1VX2A279AA1A2)
+ X4 <§A|X1X2)VX1A1VX2A2<PXA1A2>
=Vixa (YXXlXQ) Vit Vi a, 0702
+x XN <VXAVX1A1VX2A2 ﬁAAlAz)
+ <V(X|A5A|X1X2)) VX1A1VX2A2‘PXA1A2
+EA(X1X2\ (V\X)AVXIA1 VXQAQ(pXAlAQ)
=m0

AA = (X X| % Aq A
Vi@t +Ea VIO L L Vi e (11.10)
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6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

Es erweist sich als zweckméflig die Symmetrisierung an diesem Punkt auszuschreiben.

= m2gAX1X2VX1A1 Y XfAl
+ %E§1X2VXAVX1A1VXQAQSOXAIAQ =h
B %EAX&VXQA [VX1A1’VX2A2:| @XA1A2 =Ty
+ %AXXI (V4 6] Va2 =1
+ %AXXIVXIAIVXZAVXQAMXAIAQ =L

Wir wenden uns zunédchst der Berechnung von T zu.

1- X1 Xaxa Al A
§£A Y VXlAlezAz(’OX o
1- x1x A
= ng ' Q{V)‘QAIVXQAQVX =T
XA _
+ |:V 7VX1A1j| VX2A2 :Tll
XA Al A _
+ VX1A1 [V ’VX2A2j| }SOX 142 = T12

Die Berechnung der Kommutatoren unter Ausnutzung der Symmetrien der Felder ergibt

1= X% [ — Xz AA ZA AL A
Tll : §§A B XIXQ VZAQSOX P - (DXQ A1VZ.A2(70X11 ’
, AA,
+AVX1A2<pX2
1= X%, AA DA X A DA AA
Tia: §§A Via [‘I’ "p¥x, TP Pk T Awy 1]
Wir fahren fort die in Ty und Tjg auftretenden Kommutatoren durch Kriimmungsspinoren
auszudriicken.
lo XX ag 2 Ay Ay
Too S8 Vi "8 44,9
20 Xx1 [ =X Z AA ZA A1 A
T3 : §§A - X1X VX2A2QOZ- Q_Q)X AlelAQSDZ. 142
AA
+AVX1A2<‘0X ’
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Teil Il. Systeme hdheren Spins auf gekrimmten Raumzeiten

Fiir die Berechnung der Divergenz verbleit noch die Zerlegung von T, in kriimmungsab-
héngige Terme.

2 Xx XA AjAs 2% X AL A
364 Vi VT V4,00 = 38k Vi Viaa V2, 050
2_AXX, X X A1 A
:§£ leAl [VXQ(A‘V Q‘Ag) +VX2[A|V 2|A2} QOX 1A2
=Ty =Tyo

Mit der Identitét (A.5) erhalten wir fiir T4y das Ergebnis

2- xx AA DA ZA
T 584 Vi, 204, pe " - @

A1 A AA
I < A2¢ZIQ—4A<,0- 1}.

X

Um den verbleibenden Summanden T4o ebenfalls auf Kontraktionen der Felder mit einer
Ableitung und Kriimmungsspinoren zu zerlegen, betrachten wir zunéchst folgende zweite
Ableitung des Feldes ¢:

XA  A1A
VXIAV QDX 142
Daraus erhilt man fiir den O-Term die Identitéat

X1 (Aq] o D|Az)

A1As
D™ X, ’

Op M2 = 27 W5 2 1 ag +6Ap

Mit dieser finden wir

X1 X2

= 4 v AlA
Tar: &4 (A1l 0. |Az2)

2 XA AlA AL A
Vi, 4, gVXQAV ey 2+§(I>X2 ATY +ASDX21 :

Beginnend mit den Termen, welche dreifache Ableitungen enthalten, fassen wir nun die
einzelnen Terme geordnet nach den auftretenden Kriimmungsgrossen wieder zusammen.

2F X1X . AAq
m s Vi, Px,
7 XiXog ) XA  AiAs
+ §€A leAl VXQAQV Yx
2= XX XA  AlA
. . 142
+ gé-Al VX1A2VX2AV Q‘OX

Die Buchdahlgleichungen liefern zunéchst

7 XXz X(4],, [A142)
B EA leAle2A2v ( |(‘0X o

= X1X2 XA = AlA
+§€A leAle2A2v SOX 142

2— X1 X

XA = A1A
+§§Al VX1A2VX2AV ()OX ! 2.

Mit der Identitét (A.5) erhalten wir

1- X1X2 A X DA
gé-A @X1X2 Dv AQLPX 2. (11.11)
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6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

Die Summe der von der skalaren Krimmung abhéngenden Terme ergibt
12 X% AA
=360 (Txaad) o™
1o XX ' AA
= S8 (VYDQ)XlYDAl) oA (I1.12)

Der letzte Schritt folgt aus den Spinor-Ricci-Identitdten (Wiinsch, 1985, Gleichung (4)).
Unter Anwendung dieser folgt fiir die von der Weyl-Kriimmung abhéngigen Terme

EAXlXQ <‘11AA1A2DVX1A1 @XQDAQ - @X1X2XZ.VZ'A2 ('OXAA2>

JrzAX1X2 (
et (‘I’AAlAQDVxlAlsﬂfoz Ty, Vs, WXAA2>
(V¥ o ®rsnm) o

Es verbleibt die Zusammenfassung der Terme, die von der spurfreien Ricci-Kriimmung
abhéngen. Einschlielich der Ergebnisse (II.11), (I1.12) und (II.13) erhalten wir

= X1 X XA Al A
§A ' 2(v)'(Al(I)' AQ)SO' 12

A DA
VX1 1\I/AA1A2D) P

o (11.13)
+EAX1X2

X X
12 X%, XA A1 As
22 XX, A oX Ay Ao

t38a Pk A Y aPx

Insgesamt ist die Divergenz in Abhéngigkeit von den Kriitmmungsspinoren schliellich
gegeben als

.. = X1X XA AA
le]:gA ! 2<VXA1®X1 A2) (pX21 2
12 X%, XA A1 Ag
+ 384 (Via @, ) e

2 X1X, A X A1 A
z o A1 A
T8 0, 4 Y 4 Px
= X1 Xo AAq ) DAy T Xz . AAs
+&4 (‘I’ DV Py,  ~Vxix, Via,Px :

Es zeigt sich, dass die Divergenz nicht von der skalaren Kriimmung abhingt. Daraus
folgt, dass der zuvor betrachtete Strom auf der deSitter-Raumzeit erhalten ist, da in
diesem Fall die iibrigen Kiimmungsspinoren verschwinden.

6.5. Modifizierte Rarita-Schwinger-Operatoren

Im Folgenden untersuchen wir zunichst den von Buchdahl (1982b) vorgeschlagenen
modifizierten Rarita-Schwinger Operator fiir Felder mit Spin % Anschlieend betrachten
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Teil Il. Systeme hdheren Spins auf gekrimmten Raumzeiten

wir den von Kallosh et al. (2000) im Rahmen ihrer Untersuchung von kosmologischer
Gravitino-Produktion hergeleiteten Operator.

Dazu verwenden wir in beiden Féllen ein Verfahren nach Bér und Ginoux (2011) zur
Konstruktion eines erhaltenen Stromes aus dem Hauptsymbol des Differentialoperators
und der durch die Lorentzsche Metrik induzierten inneren Produkt auf dem Biindel.

Als Verallgemeinerung der Rarita-Schwinger-Gleichungen sind die betrachteten Felder
glatte Schnitte ¥ im D}%S—Spinorbiindel iiber der global hyperbolischen Raumzeit M,
welche die Bedingung

YT =0

erfiillen”.
Auf den Fasern des Biindels existiert ein durch die Lorentz’sche Metrik induziertes
inneres Produkt®, gegeben durch

()t ARg X Apg — C

(O, ¥n) = (@m)ABX(gm)XBA + (Ym)BYX(SOm)XYB'

Dabei sind x und 9 (bzw. £ und ¢) die chiralen Komponenten von © (bzw. V).
Die zu untersuchenden Bewegungsgleichungen haben im 2-Spinor-Formalismus die
folgende Form:

_Z-VXA YB _ , cYBA _ 3YBA
vX He p (I.15)

. YBA YB | AY B
=iV 5 4€ =vpy a7

Dabei sind € und ¢ die chiralen Komponenten des Feldes, v = —pu = % die Masse und

BAYBA _ Z-VYAaB . 2Z~VYBaA . 3M€A35Y
dYXA = —iVXAﬁY + QiVYAﬂX — BVGXYQA

wobei o und S sich nach

—9 . .
A _ YB XB
= ey ROX BV
—2 VAB
P = Tomr R ORVABS

aus denlrl 1Feld ergeben. Im vorliegenden Fall bietet sich an, die Korrespondenz zwischen
der D(2:2)- und der Vektor-Darstellung der SL(2, C) zu nutzen, da sich die Rechnungen

"Vergleiche Abschnitt 4.2, Gleichung (RS2) und den folgenden Abschnitt zur Formulierung in 2-Spinoren.
8Der Index m bezieht sich hier auf den Punkt der Mannigfaltigkeit, an dem das Produkt der Schnitte
ausgewertet wird.
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6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

dadurch wesentlich kompakter schreiben lassen. In Dirac-Spinor-Vektor-Schreibweise
lauten die Gleichungen (II.15)

(=Y —m) U* + (=2iV* — 7V — 3m~®) By = 0 (mRS)

wobei die Dirac-Indizes der besseren Ubersicht halber unterdriickt sind und By den durch
1
272(a, B) aus ¥ gegebenen Dirac-Spinor bezeichnet.

Lemma IT-26 (Irreduzibilitdtsbedingung).
Sei ™ € Ty (DhgM) und man definiere

P = (—i¥ — m) U + (=2iV® — 2iv*Y — 3m~y®) By.
Dann gilt

Yo ¥ =0, also
—iVo¥® =3 (—iV — 2m) By.

Ausgedrickt durch die chiralen Komponenten von ¥ lauten die Beziehungen

V¥ Y =3V ol 4 6ins,

: ; (I1.16)
VA58 = 3V¥V 3 — 6GivaP.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Irreduzibilitdtsbedingung
YO =0

fiir © € Ty (DLgM). B

Lemma II-27 (formale Selbstadjungiertheit).
Der durch die Gleichungen (mRS) bzw. (I1.15) definierte Differentialoperator

R: Ty (DhsM) — To (DhsM)

ist beztiglich des durch die Lorentzmetrik auf M induzierten inneren Produktes formal
selbstadjungiert
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Beweis. Seien © = (x, )" und ¥ = (£, )" aus Ty (Dzlst)-

/ dps (O, RY)
- /d,m s (—iV7 A0 X8 + iV AaP — 2iv¥Ba)

—iV éXBA—FzV A% — 2ivXB 5, )|

XB Z-VXBQA>

Il
—
o,
=
™
<l
b
Ud
h<
/\ /—\ /'\ /—\
s
<
h<
:>

(VYAXBX )£XBA (vXBXBX )By}

Man verwendet nun die Irreduzibilitatsbedingung (II.16).

i [ dus [(V 4055) 07 + (~3V %G5 6inBa)
>

+(VyaXpy ) €574+ ( 3V BBy + 6ivd ) 54
N Z/ diz (V¥ 40 apx) oy +ax (39470 = 6ivy )
¥

(VYAXBX ) £XBA + 5 (3VYBBY — 6i,uaB)}

Mit 4 = —v und unter erneuter Verwendung von (I1.16) ergibt sich
_ i/d,ug (V74 5 + VY g ) oy~ °
b

- Y Fi XBA

+ (vYAXBX + VYBﬁA) § }
Der in der obigen Rechnung nicht betrachtete Summand des vollen Operators, welcher
im inneren Produkt nicht verschwindet, besteht aus einer Multiplikation mit einer reellen

Zahl und ist demnach selbstadjungiert. Die Summe der Terme, also der gesamte Operator,
ist folglich formal selbstadjungiert beziiglich des inneren Produktes (-,-)y. B

Der Vorgehensweise von Béar und Ginoux (2011) folgend, untersuchen wir das Haupt-
symbol or des Differentialoperators. Das Hauptsymbol fiir einen Schnitt £ im Tangenti-
albiindel von M angewendet auf ein Spinorfeld ¥ ist

(or(k)U)* = kT + (2k% + 7*F) By
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6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

Um die charakteristische Mannigfaltigkeit” zu bestimmen, suchen wir nichttriviale Lo-
sungen der Gleichung

0= fU* + (2k* +v*F) By. (I1.17)
Betrachten wir zunéchst die lichtartigen k # 0.

0= (F)*W + (2 + f1*F) By
= (2Fk™ + 2k°F) By
= 4k°} By

Nach Voraussetzung existiert eine Komponente von k, die nicht identisch verschwindet.
Es muss also gelten

0 = }By. (I1.18)

Da F fiir lichtartige & nilpotent, also insbesondere nicht invertierbar ist, folgt die Existenz
einer nichttrivialen Losung der Gleichung. Kontrahieren wir (I1.17) mit -y, erhalten wir
die Gleichung

koW = 3} By
Mit Gleichung (I1.18) folgt
kg U = 0 (IL.19)

Betrachten wir nun das Hauptsymbol fiir zeit- und raumartige Vektoren. Die Linearitat des
Hauptsymbols in & erlaubt es,ohne Einschrankung der Allgemeinheit den entsprechenden
Vektor p® derart zu withlen, dass [p?| = 1 gilt.

0= pu + (25" +7°p) By (I1.20)
0= (p)*0* + (2pp" + p7°p) Bu
— 0O 4 (4¢pa == ya) By
Setzen wir nun die Definition von By ein, erhalten wir
T = (Fpp® + ") R 0" (IL.21)

mit ¢ = (12m? + R)~! und dem spurfreien Ricci-Tensor R,,,. Kontraktion von (I1.20) mit
~ fiirt in diesem Fall ebenfalls auf

PaV® = —3pBy. (11.22)

°Die charakterisitsche Mannigfaltigkeit ist die Menge der Schnitte k in TM fiir die die Gleichung
or(k)¥ = 0 nichttriviale Losungen besitzt.
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Um die Beweisidee fiir die Wohldefiniertheit des Cauchyproblems aus Béar und Ginoux

(2011, Remark 2.27) fiir den hier untersuchten Operator zu iibernehmen, muss die

charakteristische Mannigfaltigkeit von R den lichtartigen Vektoren entsprechen.
Anders ausgedriickt ist es notwendig, dass

e die Gleichungen (I1.18), (II.19) eine nichttriviale Losung besitzen und
e die Gleichungen (II.21), (I1.22) nur trivial 16sbar sind.

Die nichttriviale Losbarkeit von (I1.21) ist gleichbedeutend mit den Bedingungen
F Run” = ppu(12m* + R)
Wir wahlen nun als Vektoren, das zeit- und ein raumartiges Element einer Basis von M.

—Ru,,’y“ =1"p,(12m* + R)
way“ = fyip,,(12m2 +R)

Aus der linearen Unabhéingigkeit der y-Matrizen folgen also

P 2
{ Roo = (12m* + R) und

-R,; =0, j€3
{ R” = (12'm2 + R),

Ruv =0, () # (i),
Diese Bedingungen widerspechen sich, falls die Kriitmmung nicht verschwindet. Daraus
folgt, dass die Bedingungen nicht fiir alle zeit- und raumartigen Vektoren erfiillt sein
konnen. Das impliziert jedoch lediglich, dass nicht alle zeit- und raumartigen Vektoren
zur charakteristischen Mannigfaltigkeit des Operators gehéren kénnen.

Im Allgemeinen sind die Bedingungen, die aus den Voraussetzungen fiir den Beweis
der Wohldefiniertheit des Cauchy-Problems nach Bar und Ginoux (2011) folgen, fiir den
hier betrachteten Operator nicht erfillbar. Zudem erscheinen im Rahmen der Quanten-
feldtheorie auf gekrimmten Raumzeiten die Bedingungen unphysikalisch, da diese die
Masse der Felder in direkte Beziehung zu Kriimmungsgréfien der Raumzeit setzen.

Wir widmen uns nun dem von Kallosh et al. (2000) hergeleiteten Operator. In der
zitierten Arbeit ist der Operator fiir konstante Gravitinomasse als

(=¥ — m)¥* + (z'va - ?7“) ¥=0

gegeben. Hier soll die allgemeinere Variante

(QU)* := (—i¥V — m)¥* + (aiV* + bmy*) ¥ + ¢iv*V, ¥, {a,b,c} C C
QU =0 (I1.23)

des Operators untersucht werden.
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6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

Das Spinorbiindel, auf dessen Schnitten die Operatoren wirken ist
(PP & D)) M.

Es werden zunéchst keine weiteren Bedingungen and die Felder gestellt, so dass es sich
im Allgemeinen nicht um freie Felder handelt, da die Darstellung der SL(2, C) reduzibel
ist.

Der erste Schritt ist die Bestimmung der Parameterbereiche fiir a,b und ¢, fir die die
Konsistenz der Bewegungsgleichung (I1.23) gewéhrleistet ist.

Aus Kontraktion der Gleichung (II.23) mit -, erhalten wir

i(14+a)V + (4b+ 1)m

Vol = i(2 — 4c)

V¥ fiir ¢ # % (I1.24)

Kontrahieren wir (I1.23) mit V, und setzen in Terme, die Ausdriicke mit v, ¥“ enthalten
die Identitat (I1.24) ein, folgt

i(c—1)(a+ 1)(D R N [(4b+1)(c— 1)+ (a + 1)]mV¥
2 —4c 4 2 —4c
A | 4 b |+ LRy = 0
2 —4c 0T g T =
Um die Irreduzibilitdtsbedingung durch eine algebraische Gleichung ersetzen zu kénnen,
mussen
B _(c— 1)(a+1)
2—4c
I1.25
b:_(4b+1)(c—1)+(a+1) ( )
2 —4c
gelten. Die algebraische Bedingung an die Felder lautet dann
2 —4c 1 aR
_ “ Ryt — ==t | Y. I1.26
¥ b+ ym2 |27 T g Ik (IL.26)

Fiir flache Raumzeiten erhalten wir also gerade die Irreduzibilititsbedingung ¥ = 0 und
fira=1,b= % und ¢ = 0 entspricht die Bedingung Gleichung (3.4) in Kallosh et al.
(2000) fiir eine konstante Masse.

Im Gegensatz zu der Analyse der von Buchdahl vorgeschlagenen Modifikation des
Rarita-Schwinger-Operators werden wir in diesem Fall zundchst das Hauptsymbol des

Operators untersuchen.
(0q(k)U)* = fU — ak®W — cy“k, UH

Kontrahieren wir die Gleichung zur Bestimmung der charakteristischen Mannigfaltigkeit
(0g(k)¥)* = 0 mit v, erhalten wir die Identitét

o« (I+a)
ko U = mk\p (I1.27)
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Wir betrachten nun zeit- und raumartige Schnitte p des Tangentialbiindels.

0= (oQ(P)¥)*
0=(1—-c)ppa ¥ Fa¥

Einsetzen von (I1.27) liefert

(1-¢)(1+a)

1
=+
0 2(1 — 2¢)

¥ Fab.
Aus der Forderung nach algebraischen Einschriankungen an die Felder (I1.25) ergibt sich

0=(a—a)Vl.

Demnach ist das Hauptsymbol unter den gestellten Anforderungen fiir keinen zeit- und
raumartigen Schnitt des Tangentialbiindels invertierbar. Eine analoge Rechnung fir
zeitartige Schnitte zeigt, dass das Hauptsymbol fiir beliebige Schnitte nicht invertierbar
ist. Die betrachtete Klasse und insbesondere der von Kallosh et al. (2000) betrachtete
Operator fiir eine konstante Masse haben folglich kein wohldefiniertes Cauchyproblem
und lassen keine Definition einer Antikommutatorrelation zu.
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Teil lll.

Zusammenfassung und Ausblick
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In dieser Arbeit haben wir Moéglichkeiten studiert, die klassischen und quantisierten
Theorien hoherer fermionischer Felder auf global hyperbolische Mannigfaltigkeiten zu
verallgemeinern.

Dazu haben wir zunéchst die bekannten Ansétze rekapituliert und dabei festgestellt,
dass sich die Probleme der verschiedenen Anséitze stets auf die selben Grundsitze
reduzieren lassen.

Im Falle der Buchdahlgleichungen liegt das Problem wesentlich am Fehlen einer durch
die Metrik induzierten Paarung des Spinorbiindels und seines komplex Konjugierten.

Bei den betrachteten Modifikationen des Rarita-Schwinger-Operators liegen die Schwie-
rigkeiten weniger auf der Seite der Geometrie als bei den Operatoren selbst. Wir konnten
zeigen, dass es eine grofie Klasse von moéglichen Modifikationen gibt, die zwar Verwendung
finden, deren Losungen allerdings im Allgemeinen kein kausales Ausbreitungsverhalten
besitzen. Eine wichtige Rolle spielt hier die algebraische Einschrankung der Freiheitsgra-
de, die von Noten ist, um die Irreduzibilitdt der Darstellung der Symmetriegruppe zu
gewahrleisten.

Wir haben bei unseren Ansitzen versucht, die Beweise der Aquivalenz der Bewe-
gungsgleichungen auf dem flachen Raum soweit moglich auszunutzen und mit Hilfe von
Deformationsargumenten Eigenschaften der Strukturen von diesem auf den gekriimmten
Raum fortzusetzen.

Das Problem der Konstruktion einer allgemein kovarianten Quantenfeldtheorie fiir
hohere Spinorfelder bleibt ungelost.

Das Feld bietet jedoch viele weitere Moglichkeiten, die zu untersuchen sind. Es wére
zunéchst wichtig, das Konsistenzproblem der Bewegungsgleichungen weiter zu untersuchen.
Bisher existieren nur fiir wenige der im flachen Fall 4quivalenten Spinorbiindel konsistente
Bewegungsgleichungen.

Im Falle der Buchdahlgleichungen, die in der Form nach Wiinsch bisher die eleganteste
Variante derartiger Gleichungen sind, wére eine allgemeinere Untersuchung der in dieser
Arbeit nur fiir den einfachsten Fall betrachteten Kontraktion potentiell interessant,
da diese Kontraktion im Grenzwert einer flachen Raumzeit gerade der im Beweis der
Aquivalenz der Theorien verwendeten Konstruktion entspricht. Aus physikalischer Sicht
ist dieser Ansatz insofern interessant, als dass er sich im flachen Fall direkt auf die
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gemeinhin verwendete Form des Rarita-Schwinger Stromes reduziert.
Ein anderer Moglicher Ansatz wire das Fallenlassen der Irreduzibilitat, oder die
Betrachtung wechselwirkender Theorien, die in der Supergravitation verwendet werden.
Nicht zuletzt bietet es sich an, das Problem auf einem moglicherweise abstrakteren
Niveau zu betrachten und zu iiberpriifen, ob der Katalog der Bedingungen an eine allge-
mein kovariante Quantenfeldtheorie héherer Spinorfelder diese unter gewissen Umsténden
ausschlief3t.
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A. Mathematische Erganzungen

A.1. Clifford Algebra

Definition A -1 (Clifford-Algebra). Sei (V,q) ein K-Vektorraum und ¢ : V x V — K
eine quadratische Form.

Eine assoziative unitale IK-Algebra C'L (V, ¢) zusammen mit einer linearen Abbildung
t:V — CL(V,q) nennt man genau dann eine Clifford-Algebra, wenn gilt

L.VeeV: ((2)?= () Lorv,g)

2. Fiir jede weitere assoziative unitale IK-Algebra A und jede weitere lineare Abbildung
@ : V — A, fiir die (o(X))* = q(z)14 gilt, existiert ein eindeutiger KK-Algebra-
Homomorphismus ¢ : CL (V,q) — A, so dass ¢ = @ o .
Korollar A -2 (Eigenschaften von Clifford-Algebren).

1. Fir alle Paare (V, q) existiert eine Clifford-Algebra, d.h. beliebige Clifford-Algebren
CL(V,q) und CL'(V,q) sind isomorph.

2. Eine konkrete Realisierung der Clifford-Algebra C'L (V, q) ist die Tensor-Algebra
von V modulo dem Ideal I :={x ® X —q(z)1l |z € V}

3. Clifford-Algebren sind Zs-gradierte Algebren. Der Gradierungsautomorphismus «
ist gegeben durch die Fortsetzung von a(z) = —zx auf ganz CL (V, q). « ist involutiv,
also ldsst sich C'L(V,q) in folgender Weise zerlegen CL(V,q) = CL™(V,q) ®
CL~(V,q), dabei sind CL*(V, q) die Eigenrdume von a zu den Eigenwerten +1. Sie
werden auch als gerader (+) bzw. ungerader (—) Anteil von C'L (V, q) bezeichnet.

Definition A - 3 (Einheitsgruppe). Sei (V, q) ein K-Vektorraum mit quadratischer Form
q, dann bezeichnet man die Untergruppe

CLX(V,q) :={z € CL(V,q) 32 e CL(V,q): z ' "z=a22"1=1} CCL(V,q)

als Einheitsgruppe.
Ist V' endlichdimensional mit Dimg (V) = n < oo, so ist CL*(V, q) eine KK-Lie-Gruppe
der Dimension 2™.

Definition A -4 (verdrehte adjungierte Darstellung von C'L*(V,q)). Man bezeichnet
die Darstellung von CL*(V, q) auf CL (V,q), die definiert ist durch

Ady(z) = alp)-z-9™" e CL*(V,q), 2 € CL(V,q)

als die verdrehte adjungierte Darstellung von C1*(V,q).
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Definition A -5 (Clifford-Gruppe). Sei (V, ¢q) wie zuvor, dann heifit
T(V,q) :={p € CI*(V,q)| Ady(V) =V}

die Clifford-Gruppe von (V,q).
Definition A -6 (Spin und Pin). Sei CL (V, q) eine Clifford-Algebra, dann sind

e Pin(V, q) die multiplikative Untergruppe der Clifford-Gruppe I'(V, q), die erzeugt
wird von Elementen der Form {z € V| ¢(z) = £1},

e Spin(V,q) := Pin(V,q) N C1*(V, q).
Es gilt also:
Spin(V, ¢q) C Pin(V,q) CT(V,q) C CI*(V,q) C CI(V,q)

Fiir den Fall V = R* und ¢(z) = (2°)? — (2)? gilt":

0 — Zy —> Spin™(1,3) 2% SOT(1,3) — 1

Spin™(1,3) bezeichnet hier die Einschrinkung von Spin(1,3) auf die Zusammenhangs-
komponente der 1 € Cly 3. Demnach existiert also ein universeller Uberlagerungshomo-
morphismus

Spin*(1,3) — SO*(1,3) = L1,

und damit is SL(2,C) = Spin™ (1, 3) (vgl. dazu Lawson und Michelsohn (1989), Theorem
2.9 f.).

Definition A - 7 (Darstellung einer Clifford-Algebra). Sei C'L (V, q) eine Clifford-Algebra
und W ein endlichdimensionaler IL-Vektorraum mit IL O K.

Eine Darstellung der Cliffordalgebra CL (V,q) auf W ist ein K-Algebra-
Homomorphismus

p:CL(V,q) — Endg (W)

W (der Darstellungsraum von p) heifit dann ein C'L (V, ¢)-Modul iiber KK und die Wirkung
von CL (V, q)-Elementen auf W wird als Clifford-Multiplikation bezeichnet.

plp)(x)=p-2 9eCL(V,q), z€W

Definition A -8 (Spinor-Darstellung).

'Man bezeicnet C'L (]R‘l7 q) auch als Cl; 3, dementsprechend ergeben sich auch die Bezeichnungen der
diversen Unteralgebren, bzw. Untergruppen
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1. CL§ 3 = Cli3® C ist C-Algebra-isomorph zu End(C*)
CLS 3 = End(C")

Einen entsprechenden Isomorphismus bezeichnet man als Spinor-Darstellung von
Clf 5. Eine solche Darstellung ist irreduzibel und bis auf Aquivalenz die einzige
irreduzible komplexe Darstellung.

2. Eine Darstellung 1 3 von Clq 3 nennen wir eine Spinor-Darstellung von Cly 3, wenn
I{(ig =K13Q C

eine Spinor-Darstellung von CIf 5 ist. Jede solche Darstellung ist wiederum irredu-
zibel und bis auf Aquivalenz die einzige irreduzible Darstellung.

Proposition A -9. Die Einschrénkung einer Spinor-Darstellung 1 3 von C'Lq 3 auf
Spin™(1,3) = SL(2, C) ist dquivalent zu einer Darstellung

DP = D) @ DOD* auf Api= A, o A;, = (D)

1
2

A.2. Differentialgeometrie

Im Folgenden werden alle Mannigfaltigkeiten als glatt vorausgesetzt.

Definition A -10 (Differential). Sei ¥ : M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei
Mannigfaltigkeiten und m € M. Das Differential von ¥ am Punkt m ist gegeben durch
eine Abbildung

dv,, : T,,M — T\p(m)N

Fir X € T,, M ist d ¥,,(X) definiert durch seine Wirkung auf glatte Funktionen in einer
Umgebung U C N von ¥(m),

AT (X)(g9) = Xm(go V)

Definition A -11 (lokal triviales Biindel). Seien 7 : E — M eine glatte Abbildung
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und F' eine weitere Mannigfaltigkeit. Das Tupel

(B,m, M;F)
heiit lokal triviales Biindel (auch lokal triviale Faserung) mit dem Fasertyp F', falls es

um jeden Punkt z € M eine offene Umgebung U C M und einen Diffeomorphismus
ou :m Y U) — U x F gibt, so dass pry opy = 7 gilt.
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Definition A -12 (Schnitt). Unter einem (glatten) Schnitt in einem lokal trivialen
Biindel (E, 7, M; F') versteht man eine glatte Abbildung s : M — E mit m o s = Idy,
Einen Schnitt in einem Teilblindel Ey tiber einer offenen Menge U C M nennt man
lokalen Schnitt in E iiber U.

I'E) ={s: M — E, s glatter Schnitt in (E, 7, M;F)}

I'U,E) = {s :U — E, s glatter Schnitt in (Ey, 7| g, U; F)}
Definition A -13 (Hauptfaserbiindel). Sei G eine Lie-Gruppe und 7 : P — M eine

glatte Abbildung. Das Tupel (P, 7, M; G) heiBt Hauptfaser- oder Prizipalbindel iiber M,
falls gilt:

1. G wirkt von rechts als Liesche Transformationsgruppe auf P. Die Wirkung ist
fasertreu und einfach transitiv auf den Fasern, d.h. Vp,q € P und g € G

epg=p=g=ecG
e JgeG:q=pg
e m(pg) = m(p)

2. Es gibt einen Biindelatlas {(U;, ¢;)} aus G-dquivarianten Biindelkarten, d.h. es
gelten:

e o : 71 Y(U;) — U; x G ist ein Diffeomorphismus
e priop; =

e o(pg) = pilp)g Vp € n 1(U;) und g € G, wobei G auf U; x G durch (z,h)-g =
(x, hg) wirkt.

Definition A -14 (Repeérebiindel, Rahmenbiindel). Seien M eine Mannigfaltigkeit der
Dimension n und

GL(M)y :={vy = {v1,...,vn}|vs Basis in T, M}

die Menge der Basen in T, M sowie GL(M) die disjunkte Vereinigung der Mengen der
Basen

GL(M) := | ) GL(M),.
zeM

Die Projektion 7 ist gegeben durch die Abbildung

m:GL(M) — M

Uy — T.

Eine Rechtswirkung der Gruppe GL(n,R) auf GL(M) lasst sich durch

vy A= (’Ul, c ,Un) A= (ZUiAﬂ, .. ,Z’UlAm> Ace GL(TL,IR) = (A,LJ)
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definieren. Das Hauptfaserbiindel
(GL(M),m,M;GL(n,R)

ist das Repérebiindel oder das Rahmenbiindel iber M.

Definition A -15 (Reduktion von Biindeln). Sei (P, 7p, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel
und A : H — G ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Eine A-Reduktion von P ist ein
Paar (Q, f) bestehend aus einem H-Hauptfaserbiindel (Q, g, M; H) und einer glatten
Abbildung f : Q@ — P mit den folgenden Eigenschaften:

e Tpo f=mg
o fg-h)=f(g)-A(h) VYgeQundheH.
Das folgende Diagramm ist demnach kommutativ:

QxH—Q

PxG——P

Definition A -16 (Assoziiertes Faserbiindel). Sei (P, 7, M;G) ein Hauptfaserbiindel
und @ ein Raum, auf dem eine Linkswirkung von G definiert ist. Dann wirkt G auf P x @
von rechts durch

(p.q)-9g=(-9,9"q) VpeP, geQundgeq.

Weiterhin seien
E:=(PxQ)/G=PxaQ
und
T E— M
[p, 4] — =(p).

Dann definiert das Tupel (E, 7, M; Q) ein lokal triviales Faserbiindel mit Fasertyp Q. Man
nennt F das zum Hauptfaserbiindel P und der Transformationsgruppe [Q, G] assoziierte
Faserbiindel.

Definition A -17 (geometrische Distribution). Sein M eine Mannigfaltigkeit. Eine
Zuordnung £ : x € M —— E, C T, M, die jedem Punkt einen Unterraum des Tangen-
tialraumes T, M zuordnet heifit geometrische Distribution vom Rang r, wenn Yo € M
eineUmgebung U C M und glatte lokale Vektorfelder X, ..., X, auf U existieren, so
dass

E, =Span (Xi(y),...,Xr(y)) YyeU
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Definition A -18 (vertikaler Tangentialraum). Sei (P, 7w, M;G) ein glattes G-Haupt-
faserbiindel. Auf P gibt es eine kanonische geometrishce Distribution, die durch die
Tangentialriume an die Fasern des Biindels gebildet wird.

Sei P, = m!(z) die Faser iiber einem Punkt x € M, dann bezeichnet man den
Tangentialraum an P, im Punkt u € P, mit

Tv,P = T,(Px) C T,P.

Man nennt Tv, P den vertikalen Tangentialraum. Das Teilblindel TvP C TP ist dem
entsprechend das vertikale Tangentialbiindel von P.

Definition A -19 (horizontaler Tangentialraum). Unter dem horizontalen Tangential-
raum am Punkt u € P versteht man den zu Twv, P C T, P komplementéiren Vektorraum.

Definition A -20 (Zusammenhang). Ein Zusammenhang auf einem Hauptfaserbiindel
(P, 7, M; Q) ist eine geometrische Distribution aus horizontalen Tangentialraumen:

Th:vwe P~— Th,PCT,P
die rechtsinvariant ist, d.h. fir alle ¢ € G und u € P gilt
dRg(ThyP) = Thy.gP.

Definition A -21 (Zusammenhangsform). Unter einer Zusammenhangsform auf einem
Hauptfaserbiindel (P, 7, M; G) versteht man eine 1-Form A € Q!(P, g) mit den folgenden
Eigenschaften:

1. RGA = Ad(g7) oA Vged
2. AX)=X VX eg?

Definition A -22 (horizontaler Lift). Sei X ein Vektorfeld auf M. Ein Vektorfeld X*
auf P heif3t horizontaler Lift von X, falls

1. X*(p) € Th,P
2. dmp(X*(p)) = X(n(P))
Ein Weg v : I C R — P heifit horizontaler Lift des Weges v : I — M, falls
Lom(y*(t) = 7(t)
2. die Tangentialvektoren 4*(¢) fir alle ¢ € I horizontal sind.

Definition A -23 (kovariante Ableitung). Sei £ ein Vektorbiindel {iber einer glatten
Mannigfaltigkeit M. Eine lineare Abbildung

V:I'(E) —T(IT"M®E)
heifit kovariante Ableitung in &, falls
V(fe)=df ®@e+ f-Ve VfeC®M,ecT ()

2Hier bezeichnet X das vom Lie-Algebra-Element X erzeugte fundamentale Vektorfeld.
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A.3. Differentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten

Definition A -24 (komponentenweise Ableitung). Seien
e 7 :& — M ein glattes Vektorbiindel tiner M mit Fasertyp E,

e U C M eine offene Teilmenge, auf der eine Karte ¢ : U — V C R"™ und eine
lokale Trivialisierung x : 771 (U) — U x E existieren,

e ' ..., 2" die durch v induzierten lokalen Koordinaten und %, ey aan die
x xT

induzierten lokalen Koordinatenvektorfelder.
Ox

Dann sind %, ..., 5 Differentialoperatoren auf £|;;, welche definiert sind durch

O
o xH

_ 0 _
SxI:Xl<.TJ,W (pYQOXOSOw 1))

fir z € U und s € I'(€|yy). Man bezeichnet % als die komponentenweise Differential-

¥(x)

operatoren auf € beziglich x und {z"}

Definition A -25 (Differentialoperatoren auf Vekorbiindeln). Seien £ und F glatte
K-Vektorbiindel iiber M mit Fasertypen E und F. Ein linearer Differentialoperator P
von hochstens k-ter Ordnung von € nach F ist eine K-lineare Abbildung

P:T(E) — I(F)

mit der folgenden Eigenschaft:

Um jeden Punkt z € M existiert eine offene Umgebung U C M mit lokalen Koordinaten
z* und es existieren eine lokale Trivialisierung x : 7= 1(U) — U x E von &, so dass
Vs € T'(E) gilt:

o]
(Ps)(m) = Z (AO‘ gza s> (m) VmeU

ool <k
Dabei gilt fiir jeden Multiindex o mit || < k, A* € T'(Hom(E|y, Flv). P ist von Ordnung
k, wenn es kein | < k gibt, so dass P von hochstens [-ter Ordnung ist.

Definition A -26 (Hauptsymbol). Sei P ein Differentialoperator der Ordnung k von £
nach F, der lokal durch
6\04
P= A* X
Z 8 T

lal<k

gegeben ist. Das Haupsymbol op von P ist der Schnitt von (®kTM) ® Hom(&, F),
sym.
welcher lokal durch

a 55?714&1 8 sg(/%n.an AOA
= 2 (Ga)™ i ()™ e

jal <k

definiert ist.
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Definition A - 27 (formal adjungierter Operator). Seien £ und F glatte KK-Vektorbiindel
tiber M mit dualen Biindeln £* und F*. Weiterhin sei P : I' (£) — I' (F) ein linearer
Differentialoperator.

Dann gibt es einen eindeutigen linearen Differentialoperator P* : ' (F*) — I" (£%),
den formal adjungierten Operator zu P, so dass

Vo € To(€), ¥ € To(F): [ duwPe) = [ du (P0)(o)

Fir den formal adjungierten Operator gilt (P*)* = P und die Ordnung von P*
entspricht der Ordnung von P.

A.4. Krimmungsspinoren

Die Bezeichnungen der Kriimmungsspinoren entspricht Wald (1984, Abschnitt 13.2). Eine
vergleichbare Diskussion enthélt auch Penrose und Rindler (1984a).
Sei p ein Kospinorfeld.

[VAX’ vBY] pCc = XAXBYCDPD (Al)

Das spinorielle Aquivalent des Riemann-Tensors ist demzufolge

DW _ D, W,~—  V_D
R xpvov = Xaxpve & T Xaxsyvw €C (A.2)

Der Kommutator kovarianter Ableitungen angewand auf ein (k,[)-Kospinorfeld p ist von

folgender Gestalt:

k

_ D .

= . (A.3)

— A
+ Z XAXBYXi PAy A Xy X1 ZX X

=1

Bei Anwendung des Kommutators auf Spinorfelder sind die der Asymmetrie der Kon-
traktion geschuldeten Vorzeichen zu beachten.
Aus den Symmetrien des Riemann-Tensors erhélt man die folgende Zerlegung von x:

D D D D D
XAXBYC :\IIABC EXY+(I)XYC, 6AB+A(€AC€B +€BC€A >EXY
- W_ oo W W W W
X AxBYV =Viyy EAB"‘(I)"/ ABEXY+A(6XV€Y +eyyey )GAB
Die auftretenden Kriimmungsgrofien haben dabei die Symmetrien

Vapep = Yapeb)

Pxyas = ®xv)aB)
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und unter komplexer Konjugation gelten
A=A
P apxyv = Pxyap:

Hilfreich fiir das Rechnen mit kovarianten Ableitungen von Spinoren sind die beiden
Identitéaten

ViV s = §eABvXCvXC, (A.4)

X X
ViV ‘B):§[VXA,V 5] (A.5)
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