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Zusammenfassung

In dieser Arbeit studieren wir Möglichkeiten, die klassischen und quantisierten Theorien
höherer fermionischer Felder vom flachen Raum auf global hyperbolische Mannigfaltigkei-
ten zu verallgemeinern.

Dazu werden zunächst die bekannten Ansätze rekapituliert und deren Probleme unter-
sucht.
Neben weiteren Ansätzen zur Quantisierung eines durch die Buchdahl-Gleichungen

beschriebenen Systems, können wir eine Klasse von Modifikationen des Rarita-Schwinger-
Operators, deren Elemente in der Supergravitation angewendet werden, als Kandidaten
für eine allgemein kovariante Quantenfeldtheorie ausschließen.

Abstract

In the work at hand we investigate possibilities to generalize the classical as well as the
quantized theories for fermionic fields of higher spin to globally hyperbolic manifolds.
We revisit the known approaches and inspect their failure.
As a result of our investigation we can exclude further constructions for systems whose

dynamics are governed by Buchdahl’s equations. In addition we can exclude a class of
modified Rarita-Schwinger-operators, whose elements are used in supergravity, as possible
candidates for a generally covariant quantum field theory of higher spin.
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1. Einleitung

Higher Spin. It is tempting to apply here the familiar phrase:"we leave this problem as
an exercise to the reader". But let us add a few remarks.

- Prof. Dr. Rudolf Haag (1996, S. 34)

Auf flachen Raumzeiten lassen sich freie Quantenfeldtheorien beliebigen Spins ohne
nennenswerte Komplikationen definieren, sodass sich Autoren zu Aussagen wie der obigen
hinreißen lassen. Im gekrümmten Fall hingegen treten Hindernisse auf, die sich nicht
ohne weiteres umschiffen lassen.

Trotz der fehlenden experimentellen Bestätigung elementarer Systeme höheren Spins
besteht aus physikalischer Sicht ein Interesse an eben solchen, denn es existieren Theorien
die deren Existenz postulieren. Dazu zählen supersymmetrischen Erweiterungen des
Standardmodells, siehe z.B. Martin (2008). Das in einigen Supergravitationstheorien
als Spin-3

2 -Feld auftretende Gravitino – der supersymmetrische Partner des Gravitons,
des Quantenfeldes der Quantengravitation – ist, ungeachtet der mit diesen Theorien
verbundenen sonstigen Probleme, ein besonders beachtenswertes Beispiel. Das durch
gebrochene Supersymmetrie massive Feld ist als leichtestes supersymmetrisches und
damit stabiles System ein guter Kandidat für dunkle Materie. Damit besteht auch eine
kosmologische Relevanz der hier untersuchten Fragestellungen. Da sich die Quantenfeld-
theorie auf gekrümmten Raumzeiten als in diesem Bereich anwendbar erwiesen hat,vgl.
z.B. Hack (2010), sind auch die hier verwendeten Methoden der Interessenlage angepasst
und es wird sich zeigen, dass sie sich auf phänomenologisch relevante Beispiele anwenden
lassen.

Kommentar zur Notation Aufgrund der mannigfaltigen Indizierungen in dieser Arbeit,
soll hier ein kurzer Hinweis zur schnelleren Orientierung gegeben werden. In den entspre-
chenden Abschnitten werden die verwendeten Konventionen dann detailliert beschrieben.

• Bis auf kleine lateinische Buchstaben sind alle Indizes als abstrakte Indizes zu
verstehen, wobei auch für diese die Summenkonvention verwendet wird.

• Lateinische Großbuchstaben werden verwendet, um Spinorkomponenten zu indizie-
ren.

• kleine griechische Indizes indizieren Lorentz-(Ko-)Vektoren.
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1. Einleitung

• Sei n ∈ N, dann ist n := {1, 2, . . . , n}.

Während die von Dirac (1936) vorgeschlagenen und meist als Dirac-Fierz-Pauli-
Gleichungen bezeichneten Bewegungsgleichungen

∂ D
Ẋ

ϕDA1...AnẊ1...Ẋk
+ µχA1...AnẊẊ1...Ẋn

= 0,

∂ẊDχA1...AnẊẊ1...Ẋk
− νϕDA1...AnẊ1...Ẋk

= 0,

für Systeme beliebigen Spins auf flachen Raumzeiten vollständig zufriedenstellende Theo-
rien liefern, zeigte sich relativ schnell, dass die Gleichungen auf gekrümmten Raumzeiten
Probleme aufwerfen. Nachdem zunächst Fierz (1939) die Äquivalenz der Gleichungen
zu einem festen Spin zeigte, untersuchten Fierz und Pauli (1939) die Kopplung der
Gleichungen an ein elektromagnetisches Feld. Im Rahmen dieser Untersuchung stellte
sich heraus, dass minimale Kopplung für Spins größer 1 zu inkonsistenten Gleichungen
führt.
Um den von van der Waerden entwickelten 2-Spinor-Formalismus vgl. Penrose und

Rindler (1984a,b) zu umgehen, der für die Behandlung der Gleichungen in der von
Dirac beschriebenen Weise notwendig ist, schlugen Rarita und Schwinger (1941) vor,
zur Beschreibung fermionischer Felder das Tensorprodukt aus einem Spin-1

2 -Feld und
einer entsprechenden Anzahl von Spin-1-Vektorfeldern zu verwenden. Zusätzlich muss in
diesem Fall eine algebraische Bedingung gefordert werden um die Freiheitsgrade derart
zu reduzieren, dass die Felder unter einer irreduziblen Darstellungen transformieren und
im Sinne Wigners freien elementaren Systemen entsprechen. In der üblichen Notation
lauten die Rarita-Schwinger-Gleichungen und die Irreduzibilitätsbedingung

(−i/∂ −m)ϕα1...αk = 0,
γαϕαα2...αk = 0.

Das Ergebnis der Untersuchungen von Velo und Zwanziger (1969), dass die Gleichungen
unter minimaler Kopplung inkonsistent werden beziehungsweise zu akausalem Verhalten
der Beschriebenen Systeme führen, ergänzt sich so mit den Resultaten von Fierz und
Pauli und wird in der Literatur häufig als Velo-Zwanziger-Phänomen bezeichnet.

Ein analoges Problem der Inkonsistenz der Bewegungsgleichung höherer Spin-Systeme
tritt bei der Kopplung an ein Gravitationsfeld auf. Für diese Arbeit, die sich im Rahmen
der Quantenfeldtheorie auf gekrümmten Raumzeiten mit der Konstrukion von Theorien
zu höherem Spin beschäftigt, ist dieses von fundamentaler Bedeutung. Die Konsistenzbe-
dingung an Lösungen der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen auf einer gekrümmten Raumzeit
fordern das Verschwinden spezieller Kontraktionen der Felder mit Krümmungsgrößen.
Diese Bedingungen sind nur für einige Spezialfälle (Spin ≤ 1 und Einstein-Mannig-

faltigkeiten) zu erfüllen.
Für den allgemeineren Fall ist also eine Modifikation der Bewegungsgleichungen not-

wendig.
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Eine solche liefert für den Spin-3
2 -Fall die einfache Supergravitation (van Nieuwenhuizen,

1981) durch die Einführung einer Selbstwechselwirkung.
Hier stößt man jedoch an anderer Stelle wieder auf die selben Hindernisse, denn

der Versuch, eine derartige Theorie auf gekrümmten Raumzeiten – wie den in der
Kosmologie verwendeten Friedmann-Robertson-Walker-Raumzeiten – störungstheoretisch
zu quantisieren verlangt eine konsistente klassische, sowie quantisierte Theorie des freien
Spin-3

2 -Feldes.
Weitere Bewegungsgleichungen für freie Theorien höherer fermionischer Felder unter

Kopplung an einen gravitativen Hintergrund wurden eingehend von Buchdahl (1958,
1962, 1982a,b, 1984) studiert. Die als Buchdahl-Gleichungen bekannte, auf gekrümmten
Raumzeiten konsistente Variante einer der Dirac-Fierz-Pauli Gleichungen ist

∇ẊAψ
AA1...As−1 = µϕ

A1...As−1
Ẋ

,

∇AẊϕ A1...As−1
Ẋ

− (s− 1)(s− 2)
sµ

εA(A1|ΨPQD|A2|ϕ
|A3...As−1)

PQD = νψAA1...As−1 .

Wünsch (1985) gelang es zu zeigen, dass sich diese Gleichungen eleganter als

∇ẊAψ
AA1...As−1 = µϕ

A1...As−1
Ẋ

,

∇(A|Ẋϕ
|A1...As−1)

Ẋ
= νψAA1...As−1

(W)

schreiben lassen. Im Vergleich mit den minimal gekoppelten Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen
wird deren Inkonsistenz besonders deutlich. Für sie ist nicht gewährleistet, dass eine
Lösung die korrekten Symmetrieeigenschaften besitzt, also unter der entsprechenden
irreduziblen Darstellung der Symmetriegruppe transformiert.
Obwohl es Illge (1993) gelang, eine Lagrange-Dichte anzugeben, ist es bisher nicht

gelungen auf Grundlage der Buchdahlgleichungen eine Quantenfeldtheorie für höhere
Spinorfelder auf gekrümmten Raumzeiten zu definieren.

Die Verallgemeinerung der Quantisierung nach Dimock (1982),der die Observablenalge-
bra für Spin-1

2 -Felder aus den klassischen Lösungen den Bewegungsgleichung konstruiert
hat, liefert einen möglichen Ansatz. Dieser scheitern jedoch an der Konstruktion eines von
der Cauchyfläche unabhängigen Skalarproduktes auf den klassischen Lösungen. Anders
ausgedrückt gelingt es nicht, einen kovariant erhaltenen Strom aus diesen zu erzeugen.

Für das von Mühlhoff (2007) gefundene Skalarprodukt ist die Unabhängigkeit von der
Cauchyfläche nicht geklärt. Die explizite Form gibt jedoch keinen Anlass, die Unabhän-
gigkeit als plausibel zu erachten.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir, inspiriert durch die klassische Äquivalenz
der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen weitere Kandidaten für erhaltene Ströme für Spin-3

2 -
Felder.
Dabei ist es das Ziel, diese derart zu wählen, dass die Einschränkung auf flache

Raumzeiten einen zum Rarita-Schwinger-Fall äquivalenten Strom liefert. Auf topologisch
trivialen Raumzeiten ließe sich dann mittels eines Theorems zur Deformation von Fulling
et al. (1981) die Positivität auf den Lösungen beweisen.
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1. Einleitung

Es zeigt sich, dass auch die von uns untersuchten Kandidaten derartiger Ströme für
Lösungen der Gleichung (W) nicht kovariant erhalten sind.

Auf der Suche nach konsistentem Bewegungsgleichungenfür weitere irreduzible Darstel-
lungen, fand Buchdahl (1982b) für die Rarita-Schwinger-Darstellung zum Spin 3

2

0 =
(
−i /∇−m

)
Ψα +

(
−2i∇α − iγα /∇+ 6mγα

) R̃µνγµΨν

12m2 +R
,

0 = γαΨα.

Damit stehen für alle irreduziblen Spin-3
2 -Darstellungen konsistente Operatoren zur

Verfügung.
Zuletzt zeigten Bär und Ginoux (2011), dass das Hauptsymbol formal selbstadjungierter

Operatoren von definitem Typ, ein Skalarprodukt auf den klassischen Lösungen der
entsprechenden Bewegungsgleichung induziert.

Sie untersuchen weiterhin eine andere Variante des Rarita-Schwinger Operators. Dieser
ist durch die Projektion des Tensorproduktes des Dirac-Operators mit dem Einsoperator
auf dem entsprechenden Tensorbündel auf den invarianten Unterraum zum höchsten Spin
der reduziblen Darstellung gegeben.
Im Rahmen dieses Beispiels führen sie aus, dass formal selbstadjungierte Operatoren,

deren charakteristische Mannigfaltigkeit genau den lichtartigen Schnitten im Tangential-
bündel der Raumzeit entspricht, ein wohldefiniertes Cauchyproblem und die Lösungen der
entsprechenden Bewegungsgleichung somit ein kausales Ausbreitungsverhalten besitzen.

So beweisen sie, dass das Cauchyproblem für den Operator wohldefiniert ist und das er
bezüglich der verwendeten Paarung selbstadjungiert ist. Jedoch beweisen sie auch, dass
der Operator nicht von definitem Typ ist. Daraus folgt zunächst nicht, dass der aus dem
Hauptsymbol konstruierte Strom auf den Lösungen nicht positiv ist, allerdings lässt sich
zeigen, dass dieses auf flachen Raumzeiten der Fall ist (Hack, 2011). Somit lässt sich mit
diesem Operator schon im flachen Fall keine Quantenfeldtheorie definieren.
Diesen Argumentationen folgend, untersuchen wir den von Buchdahl modifizierten

Rarita-Schwinger-Operator und können zeigen, dass dieser, bezüglich der durch die
Lorentzmetrik induzierten Paarung des Spinor-Bündels und seines komplex Konjugierten,
formal selbstadjungiert ist. Allerdings zeigt sich bei der Untersuchung des Hauptsymbols,
dass aus der Forderung an die charakteristische Mannigfaltigkeit nicht im Allgemeinen
erfüllbare Bedingungen folgen.
Schließlich betrachten wir eine Menge von Operatoren, welche die im Rahmen der

Supergravitation für Spin-3
2 -Gravitinos von Kallosh et al. (2000) hergeleitete Bewegungs-

gleichung für den Fall einer konstanten Gravitinomasse enthalten. Dabei betrachten
wir zunächst das reduzible Rarita-Schwinger-Bündel und reduzieren die Freiheitsgrade
durch eine algebraische Bedingung an die Felder, die die Konsistenz der Gleichungen
gewährleistet. Es zeigt sich, dass diese Bedingungen im Falle einer flachen Raumzeit
gerade die Irreduzibilitätsbedingung reproduziert und somit den wohlbekannten Rarita-
Schwinger-Operator liefert.
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Wir können zeigen, dass Bewegungsgleichungen der Gestalt

(−i /∇−m)Ψα + (ai∇α + bmγα) /Ψ + ciγα∇µΨµ = 0

mit {a, b, c} ⊂ C, deren Konsistenz durch eine algebraische Gleichung gewährleistet wird,
kein wohldefiniertes Cauchyproblem besitzen, da die charakteristische Mannigfaltigkeit
nicht den lichtartigen Vektoren entspricht.
Kallosh et al. (2000) diskutieren das potentiell akausale Propagationsverhalten der

Lösungen und finden, dass unter den Voraussetzungen, dass sowohl die Masse des
Gravitinos als auch die Hintergrundmetrik direkt und ausschließlich von einem skalaren,
räumlich homogenen, Bestandteil des supersymmetrischen Feldinhalts abhängen, eine
akausale Propagation ausgeschlossen werden kann.

Die vorliegende Arbeit besteht aus drei Teilen. Der erste Teil bietet eine Einführung in
die Beschreibung von Systemen mit Spin und die im weiteren Verlauf der Arbeit verwen-
deten Formalismen. Darauf folgt eine ausführliche Diskussion der Bewegungsgleichungen
für höhere Spinorfelder auf dem Minkowskiraum.

Der zweite Teil der Arbeit beginnt mit einer Zusammenfassung der zur Verallgemeine-
rung von Spinorfeldern auf gekrümmte Raumzeiten notwendigen Konzepte und deren
Implikationen. Daran schließt eine Ausführung der angesprochenen Konsistenzprobleme
der Bewegungsgleichungen auf gekrümmten Raumzeiten und eine Diskussion der Buch-
dahlgleichungen. Diese entspricht in weiten Teilen dem Abschnitt in (Mühlhoff, 2007) zu
diesem Aspekt.

Es folgt der zentrale Abschnitt, in dem sowohl die bereits umrissenen Ansätze zur Quan-
tisierung und ihre Probleme gezeigt werden, als auch die detailierten Argumentationen
zu den schon genannten Ergebniss geliefert werden.
Die eigentliche Arbeit schließt mit dem dritten und letzten Teil, der noch einmal die

Ergebnisse zusammenfasst und einen Ausblick auf weitere Möglichkeiten gibt, Systeme
höheren Spins auf auf gekrümmten Raumzeiten zu untersuchen.
Einige unter Umständen nicht geläufige Definitionen sind im Anhang zusammenge-

stellt.
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Teil I.

Einführung
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2. Spin in der Quantentheorie1

Der Spin ist eine quantenmechanische Eigenschaft physikalischer Systeme, deren Be-
schreibung sich auf natürliche Weise ergibt, sobald man den Versuch unternimmt, die
Prinzipien der speziellen Relativitätstheorie,

• die Propagationsgeschwindigkeit von Informationen ist beschränkt durch eine Kon-
stante c,2

• physikalische Systeme, die sich nur durch eine gleichförmige Relativbewegung
unterscheiden, haben identische Eigenschaften,

in die Quantenmechanik zu integrieren.
Das erste Prinzip ist bestimmend für die kausale Struktur der Raumzeit. Betrachtet

man einen Punkt x = xµ = (x0, x1, x2, x3) der Raumzeit R × R3, so zerfällt diese in
einen Bereich, der kausal mit dem Punkt verbunden ist und sein Komplement. Den
kausal mit dem Punkt verbundenen Bereich bezeichnet man als seinen Lichtkegel J(x) =
J−(x) ∪ J+(x). Der Vorwärts-/Rückwärtslichtkegel J±(x) ist der Teil von J(x), der in
der Zukunft bzw. der Vergangenheit von x liegt.
Diese Struktur lässt sich durch die Einführung einer indefiniten Bilinearform η be-

schreiben.
Definition I - 1 (Minkowskiraum). Das Paar (R4, η), mit (ηµν) = diag (1,−1,−1,−1)
heißt Minkowskiraum M und η nennt man Minkowskimetrik.
Die Bereiche des Lichtkegels lassen sich dann folgendermaßen charakterisieren:

J±(x) =
{
y ∈M | η(x− y, x− y) > 0,

(
x0 − y0

)
≷ 0

}
.

Den Rand des Kegels

∂J(x) =
{
y ∈M | η(x− y, x− y) > 0,

(
x0 − y0

)
= 0

}
bilden die Punkte, die mit x durch lichtartige Vektoren verbunden sind.

Das zweite Prinzip ist in obiger Beschreibung bereits enthalten, da die Symmetriegruppe
P der Minkowskimetrik Transformationen zwischen gleichförmig bewegten Koordinaten-
systemen beinhaltet.

1Die Beschreibung in diesem Abschnitt entspricht ein weiten Teilen Kapitel II in Fredenhagen (2009)
2Wie in der Beschreibung relativistischer Theorien üblich, werden von diesem Punkt an Einheiten
verwendet, in denen c = 1 gilt.
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Die Elemente der so genannten Poincaré-Gruppe P, welche den Ursprung invariant
lasse bilden eine als Lorentz-Gruppe L bezeichnete Untergruppe. Mann kann zeigen, dass
sich jedes Element von P als Produkt einer Lorentztransformation und einer Translation
darstellen lässt.
Die Untergruppe L↑+ der physikalisch realisierbaren Lorentztransformationen bilden

jene Elemente Λ von L, für die det Λ = 1 und Λ0
0 ≥ 0 gelten – Sie erhalten also sowohl

die Zeit- als auch die Raumorientierung und werden daher als eigentlich orthochrone
Lorentztransformationen bezeichnet. Die Kombination von L↑+ und der Translations-
gruppe bilden die relativistische Invarianzgruppe P↑+. Die einfach zusammenhängende
Überlagerungsgruppe Pc bildet die inhomogene SL(2,C).

Im Folgenden soll die relativistische Symmetriegruppe in die Beschreibung quantenme-
chanischer Systeme integriert werden. Die Zustände eines quantenmechanischen Systems
werden durch die Strahlen, also die projektiven Unterräume, eines Hilbertraumes H
beschrieben.
Physikalische Messgrößen sind die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren - der

Observablen. Der in einem Zustand Φ̂ des Systems erwartete Messwert einer Observa-
blen O ist gegeben durch das Strahlprodukt von Φ̂ und ÔΦ. Die Forderung, dass ein
quantenmechanisches System invariant unter einer Transformation ist, besagt anders
ausgedrückt, dass alle Messgrössen unter dieser unverändert bleiben. Insbesondere das
Produkt zweier Strahlen, dessen Betragsquadrat die Übergangswahrscheinlichkeit zweier
Zustände beschreibt, sollte demnach unverändert bleiben. Für derartige Abbildungen gilt
das folgende Theorem.
Theorem I - 2 (Wigner3).
Sei Ŝ eine invertierbare, das Strahlprodukt erhaltene Abbildung des Projektiven Raumes
eines Hilbertraumes H in sich. Dann existiert eine invertierbare, R-lineare Isometrie
S : H −→ H, so dass gilt:

ŜΦ = ŜΦ̂

S ist bis auf einen Phasenfaktor eindeutig und entweder unitär oder antiunitär.
Es zeigt sich, dass für alle Elemente L ∈ P↑+ der Operator TL unitär ist. Bei der

Anwendung der Transformationen soll die multiplikative Struktur der Symmetriegruppe
erhalten bleiben, d.h. die Anwendung eines Produktes von zwei Elementen der Symme-
triegruppe soll der Hintereinanderausführung der beiden einzelnen Transformationen
entsprechen. Da es sich bei den zu transformierenden Objekten um Äquivalenzklassen
handelt, betrachtet man projektive Darstellungen oder auch Strahldarstellungen.

Im vorliegenden Fall der projektiven Darstellungen der P↑+ lassen sich diese durch die
Darstellungen der einfach zusammenhängenden Überlagerungsgruppe charakterisieren,
denn es gilt das folgende Theorem.
Theorem I - 3 (Bargmann und Wigner).
Zu jeder stetigen projektiven Darstellung L 7→ T̂L der eigentlich orthochronene Poincaré-

10



Teil I. Einführung

Gruppe P↑+ gibt es eine stark stetige unitäre Darstellung U der zweifachen Überlagerungs-
gruppe PC , so dass gilt

̂U(a, S)Φ = T̂a,Λ(S)Φ̂.

Dabei ist Λ : SL(2,C) −→ L↑+ der zweifache Überlagerungshomomorphismus.
Die Charakterisierung relativistischer Quantensysteme entspricht also der Analyse der

Darstellungen der SL(2,C). Ein elementares Physikalisches System lässt sich in diesem
Sinne als irreduzible Darstellung der Pc auffassen, da eine solche nicht in irreduzible
Unterdarstellungen zu zerlegen ist.

2.1. Zur Darstellungstheorie der Pc

Aus den bisherigen Überlegungen wurde ersichtlich, dass die Beschreibung relativistischer
Quantensysteme maßgeblich mit der (projektiven) Darstellungstheorie der Poincaré-
Gruppe zusammenhängt. Daher werden im Folgenden einige zentrale Ergebnisse eben
dieser zusammengefasst. Aus der Zusammenfassung wird schließlich auch die Definition
des Spins eines elementaren relativistischen Quantensystems hervorgehen.

2.1.1. Darstellungen der Translationsgruppe

Zunächst sollen die Darstellungen der Translationsgruppe als Untergruppe der Pc unter-
sucht werden. Dazu betrachtet man eine unitäre, stark stetige irreduzible Darstellung U
der Pc und schränkt diese ein auf die Translationsgruppe. Die Translationsgruppe ist eine
vierdimensionale kommutative Gruppe. Also liefert die obige Darstellung vier kommutie-
rende unitäre stark stetige 1-Parameter-Gruppen. Mit dem Stone-von-Neumann Theorem
lässt sich die Darstellung der Translationsgruppe demnach durch vier kommutierende
selbstadjungierte Operatoren Pµ, µ ∈ {0, 1, 2, 3} auf dem Darstellungsraum beschreiben.

U(a) = eiPa, a ∈ R4

Die disjunkte Vereinigung der Spektren dieser vier Operatoren bildet eine abgeschlossene
Teilmenge des R4.

Sp(P ) = {(p0, p1, p2, p3) ∈ R4| pµ ∈ Sp(Pµ)}

Aus der Gruppenmultiplikation (a1,Λ1)(a2,Λ2) = (a1+Λ1a2,Λ1Λ2) für (ai,Λi) ∈ P, i ∈ 2
folgt die Invarianz von Sp(P ) unter Lorentz-Transformationen und aus der angenomme-
nen Stetigkeit der Darstellung, folgt p = 0 als einziges Element des Punktspektrums.
Die einfachste Klasse irreduzibler Darstellungen der Pc ist also gegeben durch ein Pro-
dukt der trivialen Darstellung der Translationen mit einer irreduziblen Darstellung
der SL(2,C). Diese Klasse ist jedoch bis auf die triviale Darstellung der Pc, die das
Transformationsverhalten des Vakuums charakterisiert, nicht physikalisch relevant, da
Übergangswahrscheinlichkeiten unabhängig von Translationen wären.
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2.1. Zur Darstellungstheorie der Pc

Um die übrigen Darstellungen der Translationen zu klassifizieren, betrachtet man zu
einem punkt p ∈ R4 seinen Orbit Op unter Lorentz-Transformationen. Man erhält mit
m, k ∈ R die folgende Klassifikation der Orbits4:

Hm
+ = {p ∈ R4| p2 = m2, p0 > 0}

Hm
− = {p ∈ R4| p2 = m2, p0 < 0}

∂J+ = {p ∈ R4| p2 = 0, p0 > 0}
∂J− = {p ∈ R4| p2 = 0, p0 < 0}
H+
im = {p ∈ R4| p2 = −k2}

{0}

Dabei bezeichnet man Hm
+ als Masseschale und ∂V± sind, wie zuvor, die Ränder des

Lichtkegels.
Man fasst nun die Operatoren Pµ, µ ∈ 3 als Impulsoperatoren, und P0 als den Hamilton-

operator auf. Diese Interpretation ist gerechtfertigt, da sich aus den Darstellungsräumen
entsprechende Hilberträume konstruieren lassen. Siehe Fredenhagen (2009, Kapitel II.)
oder Haag (1996) für eine ausführliche Diskussion. Damit lassen sich nur die Orbits für
die p0 > 0 gilt, als mögliche Spektren physikalischer Systeme auffassen. In diesem Fall
entspricht der Parameter m der Ruhemasse des beschriebenen Systems. Für ein System
der Masse m lassen sich die Darstellungen der Pc nun mit einer unitären irreduziblen
Darstellung Ũ der SL(2,C) als

U(a,A)Φ = eia
µpµŨ(A)Φ

schreiben.
Es verbleit die Klassifizierung der irreduziblen Darstellungen der SL(2,C).

2.1.2. Darstellung der SL(2,C)

Die irreduziblen Darstellung der SL(2,C) lassen sich mit der Methoden der komplexen
Algebra durch die irreduziblen Darstellungen der SU(2) bestimmen. Details dazu finden
sich in Mühlhoff (2007). In diesem Abschnitt werden nur die zentralen Theoreme zur
Klassifizierung der SL(2,C)-Darstellungen zitiert.
Theorem I - 4 (Irreduzible Darstellungen der SU(2)).
Die Äquivalenzklassen der irreduziblen komplexen Hilbertraumdarstellungen [D(j)] der
SU(2) lassen sich durch Zahlen j ∈

{
0, 1

2 , 1, . . .
}
charakterisieren, so dass

Dim(D(j)) = 2j + 1

Hier ist D(j) ein Repräsentant der entsprechenden Äquivalenzklasse. j bezeichnet man
als den Spin.

4Der Ausdruck p2 ist als ηµνpµpν zu verstehen.
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Teil I. Einführung

Definition I - 5 ((D(j),∆j)).

• Im Folgenden werden die Äquivalenzklasse der Darstellungen mit j = 1
2 durch den

Repräsentanten (D( 1
2 ),∆ 1

2
) dargestellt. Für S ∈ SU(2) und x ∈ ∆ 1

2
:= C2 sei

D( 1
2 )(S)(x) := Sx

• Für j ∈
{

0, 1
2 , 1, . . .

}
stellt man die entsprechenden Äquivalenzklassen durch die

Repräsentanten

D(j) := (D( 1
2 ))⊗2j︸ ︷︷ ︸

symm.

auf dem Raum ∆j := (∆ 1
2
)⊗2j︸ ︷︷ ︸

symm.

dar.

Theorem I - 6 (irreduzible komplexe Darstellungen der SL(2,C) und sl(2,C)).
Die Äquivalenzklassen endlichdimensionaler komplexer Darstellungen der SL(2,C) lassen
sich eindeutig durch die Repräsentanten

D(j,j′) := D
(j)
C ⊗D

(j′)
C auf ∆j ⊗∆j′ mit j, j′ ∈

{
0, 1

2 , 1, . . .
}

charakterisieren. Der Spin dieser Darstellungen ist S = j + j′. Dementsprechend sind
die Äquivalenzklassen der endlich dimensionalen irreduziblen komplexen Darstellungen
der sl(2,C) gegeben durch

D̂(j,j′) = dD(j,j′).

Die vorangegangenen Theoreme zeigen, dass sich die irreduziblen Darstellungen der
Pc bis auf Äquivalenz eindeutig durch die Parameter m, j und j′ charakterisiert wird. Im
Abschnitt 4, wird gezeigt, dass das physikalische System für festes S = 1

2(j+j′) in gewisser
Weise äquivalent sind. Damit lässt sich eine elementares relativistisches Quantensystem
eindeutig durch die beiden Parameter m und S beschreiben. Die Masse und der Spin als
fundamentale Parameter eines solchen Systems lassen sich also aus den Grundlegenden
Prinzipien der speziellen Relativitätstheorie und der Quantenmechanik ableiten.
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3. Formalismen zur Beschreibung von
Systemen mit Spin

Im anschließenden Kapitel werden die zwei Formalismen eingeführt, die im weiteren
Verlauf der Arbeit zur Beschreibung von Systemen mit Spin verwendet werden.

3.1. Der 2-Spinor Formalismus

Definition I - 7 (SL(2,C)-Spinoren, Terminologie).

• Sei (D,∆) eine Darstellung der SL(2,C), dann bezeichnet man die Elemente des
Darstellungsraumes ∆ als SL(2,C)-Spinoren vom Typ D.
Die Elemente des Darstellungsraumes ∆∗ der dualen Darstellung (D∗,∆∗) nennt
man SL(2,C)-Kospinoren vom Typ D

• (Ko-) Spinoren vom Typ D( 1
2 ,0) nennt man positive Weyl-(Ko-)Spinoren. (Ko-)

Spinoren vom Typ D(0, 1
2 ) dem entsprechend negative Weyl-(Ko-)Spinoren.

• (Ko-)Spinoren vom Typ D( 1
2 ,0) ⊕D(0, 1

2 ) bezeichnet man als Dirac-Spinoren

• Elemente von Tensorprodukträumen der Form (∆ 1
2 ,0

)⊗k ⊗ (∆0, 1
2
)⊗l nennen wir

2-Spinoren vom Typ (k, l) (bzw. kurz (k, l)-Spinoren).

• Dementsprechend bezeichnen Tensorprodukträumen der Form (∆∗1
2 ,0

)⊗k ⊗ (∆∗0, 1
2
)⊗l

als 2-Kospinoren vom Typ (k, l) (bzw. kurz (k, l)-Kospinoren).

Notation I - 8 (2-Spinor Notation):

1. Positive und negative Weyl-Spinoren werden in folgender Weise mit abstrakten
Indizes beschrieben:

• Ein positiver Weyl-Spinor wird durch einen hochgestellen Großbuchstaben
indiziert.
ϕ = ϕA ∈ ∆ 1

2 ,0

• Ein negativer Weyl-Spinor wird durch einen hochgestellten punktierten Groß-
buchstaben indiziert.
χ = χȦ ∈ ∆0, 1

2
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3.1. Der 2-Spinor Formalismus

• Die entsprechenden Kospinoren, also die Elemente der Dualräume ∆∗1
2 ,0

(bzw.
∆∗0, 1

2
) werden durch tiefgestellte (punktierte) Großbuchstaben indiziert.

• Elemente von beliebigen Tensorprodukten der Räume ∆ 1
2 ,0
,∆0, 1

2
,∆∗0, 1

2
und

∆∗1
2 ,0

werden jeweils durch einen Index pro Tensorfaktor nach den obigen
Regeln indiziert.
• Kontraktionen werden durch ein Paar aus einem oberen und einem unteren
Index beschrieben, für die der selbe Buchstabe verwendet wird.

Definition I - 9 (εAB). Wir definieren εAB als den total antisymmetrischen (2, 0)-Spinor
mit den Komponenten(

εAB
)
ij

=
(

0 1
−1 0

)
.

Sei εAB der inverse Spinor, so dass

εABεCB = IdAC ,

wobei IdAC : ∆ 1
2 ,0
−→ ∆ 1

2 ,0
die Tensor-Darstellung der identischen Abbildung auf ∆ 1

2 ,0

ist. εAB und εAB sowie die Entsprechungen εẊẎ und εẊẎ auf den komplex Konjugierten
Räumen werden verkürzend als ε-Spinoren bezeichnet.
Die ε-Spinoren haben eine fundamentale Bedeutung im zuvor definierten Formalis-

mus. Als Intertwiner zwischen den Darstellungen D( 1
2 ,0) und D( 1

2 ,0)∗ bzw. D(0, 1
2 ) und

D(0, 1
2 )∗ induzieren sie kanonische Isomorphismen zwischen den Spinorräumen und den

Dualräumen zu diesen (Penrose und Rindler, 1984a). Spinor-Indizes werden also mit den ε-
Spinoren gehoben und gesenkt. Die SL(2,C)-invariante duale Paarung von Weyl-Spinoren
ϕ und ψ ist damit gegeben durch

ψAϕ
A = εBAψ

BϕA = εABψAϕB = −ψAϕA.

Man beachte die hier verwendete Konvention der Reihenfolge der Indizes des ε-Spinors
beim Heben und Senken der Indizes. Sie entspricht den Konventionen in Penrose und
Rindler (1984a). Eine Spinorbasis sind Spinoren {E1, E2} ⊂ ∆ 1

2 ,0
die der Bedingung

(Ei)A(Ej)A = (1− δij)

genügen. Auch der in Kapitel 2 angesprochene zweifache Überlagerungshomomorphismus
lässt sich im 2-Spinor-Formalismus beschreiben.
Definition I - 10 (σ-Spinor). Die lineare Abbildung

σ :M −→ ∆ 1
2 ,

1
2

xα 7−→ 1√
2

( 3∑
k=0

xkσk

)ij
(Ej)A ⊗ (Ei)Ẋ

16



Teil I. Einführung

wobei σk, k ∈ 3 die Pauli-Matrizen und σ0 die 2 × 2-Einheitsmatrix sind, nennen
wir σ-Spinor. In der Literatur existieren auch die Bezeichnungen Tensor-Spinor und
Infeld-van-der-Waerden-Symbol.
Die Abbildung als Element von M∗ ⊗∆1

2 ,
1
2 transformiert sich unter der Darstellung

Λ∗ ⊗D( 1
2 ,

1
2 ) und es lässt sich zeigen, dass das nachfolgende Diagramm kommutiert.

M

σ

��

Λ(S)
//M

σ

��

∆ 1
2 ,

1
2

D( 1
2 ,

1
2 )
// ∆ 1

2 ,
1
2

Der σ-Spinor ist der Intertwiner zwischen der Vektordarstellung der Lorentzgruppe
und der D( 1

2 ,
1
2 ) und ist daher auch eine explizite Form die Korrespondenz zwischen

Lorentz-Vektoren und den D( 1
2 ,

1
2 )-Spinoren auszudrücken.

3.2. Der Dirac-Spinor Formalismus

Definition I - 11 (Dirac-Spinor Darstellung). Man nennt DD aus (D) die Dirac-oder
Bi-Spinor Darstellung von SL(2,C). ∆D wird als Raum der Dirac- oder Bi-Spinoren
bezeichnet. Man setzt

∆+
D := ∆ 1

2 ,0
∆−D := ∆∗0, 1

2

 ∆D = ∆+
D ⊕∆−D

und bezeichnet ∆±D als den positiven/negativen chiralen Teil von ∆D.
Notation I - 12 (Dirac-Spinor Notation):

1. Elemente von ∆D werden Dirac-Spinoren genannt und durch abstrakte Indizes
gekennzeichnet.
• Ein Dirac-Spinor wird durch einen Großbuchstaben mit Tilde indiziert.
• Ein Element des Dualraums ∆∗D = ∆∗1

2 ,0
⊕∆0, 1

2
wird durch einen tiefgestellten

Großbuchstaben mit Tilde indiziert

2. Beliebige Tensorprodukte von Dirac-(Ko-)Spinoren werden analog zum 2-Spinor-
Formalismmus indiziert. Ebenso werden Kontraktionen durch ein Paar gleicher
Indizes (ein hoch- und ein tiefgestellter Index) symbolisiert.

3. Es gibt einen natürlichen anti-linearen Isomorphismus

† : ∆D −→ ∆∗D
ψÃ 7−→ ψ†

Ã
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3.2. Der Dirac-Spinor Formalismus

Dieser ist definiert durch die komplexe Konjugation auf ∆ 1
2 ,0

und ∆∗0, 1
2
.

(
ΨÃ
)†

=
(
ψA

ϕẊ

)†
=
(
ϕ̄A

ψ̄Ẋ

)

Für ΨÃ nennen wir Ψ†
Ã

den dirac-adjungierten Spinor. Die Umkehrabbildung
bezeichnet man in selber Weise.

Eine wichtige Struktur bilden die Dirac- oder γ-Matrizen.
Definition I - 13 (γ-Matrizen). Sei {ei}i∈{0,1,2,3} eine Basis von M. Eine Menge von
Matrizen {γi}i∈{0,1,2,3} ⊂ GL4(C) nennen wir Dirac-Matrizen (auch γ-Matrizen), wenn
sie die Gleichung

{γi, γj} ≡ γiγj + γj , γi = 2(η)ij1 für allei, j ∈ {0, 1, 2, 3}

lösen.
Es lässt sich zeigen, dass ein Satz von Dirac-Matrizen mit einer Spinor-Darstellung der

Clifford-Algebra korrespondiert. Diese Tatsache führt zu einem Zusammenhang zwischen
der Dirac-Darstellung der SL(2,C) und der Vektor-Darstellung der Lorentz-Gruppe,
welcher mit dem analogen Zusammenhang der Darstellungen für die σ-Spinoren eng
verwand ist. Unter geeigneter Wahl der Basen lassen sich die Zusammenhänge zwischen
Lorentz-Vektoren, Dirac- und 2-Spinoren durch die Gleichung

xαγ Ã
α B̃

ΨB̃ =
√

2xα
(

0 σ AẎ
α

σaẊB 0

)(
ϕB

χẎ

)
=
√

2xα
(
σ AẎ
α χẎ

σaẊBϕ
B

)

zusammenfassen. Für weiter gehende Ausführung sei auf Mühlhoff (2007) und Lehrbücher,
wie (Lawson und Michelsohn, 1989) und (Carmeli und Malin, 2000) verwiesen.
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4. Bewegungsgleichungen für Systeme
höheren Spins

Im folgenden Abschnitt werden einige Resultate zu Bewegungsleichungen für Spinorfelder1

zusammengefasst und in den 2-Spinor-Formalismus übertragen.

4.1. Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen

Die häufig auch als Fierz-Pauli-Gleichungen bezeichneten Bewegungsgleichugen sind
ein ursprünglich von Dirac (1936) vorgeschlagenes System von Differentialgleichungen,
mit welchem sich auf dem Minkowskiraum die Dynamik von Feldern mit beliebigem
Spin beschreiben lässt. In 2-Spinornotation lautet das System für ein Kospinor-Feld
Φ = (ϕ, χ)tr mit beliebigem Spin S = 1

2(n+ k + 1)

∂ D
Ẋ

ϕDA1...AnẊ1...Ẋk
+ µχA1...AnẊẊ1...Ẋn

= 0,

∂ẊDχA1...AnẊẊ1...Ẋk
− νϕDA1...AnẊ1...Ẋk

= 0,
(FP)

wobei die Felder ϕ und χ gemäß der Darstellungen D((n+1)/2,k/2) bzw. D(n/2,(k+1)/1) trans-
formieren, also insbesondere symmetrisch in den positiven und negativen Spinor-Indizes2

sind. Aus (FP) folgt, dass das ϕ eine Lösung der Wellengleichung

(�− 2µν)Φ = 0 (I.1)

ist.

4.1.1. Äquivalenz der Gleichungen für festes S

Um die Äquivalenz der Gleichungen im massiven Fall für einen festen Spin - der Ar-
gumentation von Fierz (1939) folgend - zu zeigen, beginnt man mit dem Kospinorfeld
Φ(0)=(ϕ(0),χ(0))tr , welches unter der Darstellung mit n = 0 und k = 2S − 1 ≡ s − 1
transformiert. Die Komponenten dieses Feldes erfüllen dann die Gleichungen

∂ D
Ẋ

ϕ
(0)
DẊ1...Ẋs−1

+ µχ
(0)
ẊẊ1...Ẋs−1

= 0,

∂ẊDχ
(0)
ẊẊ1...Ẋs−1

− νϕ(0)
DẊ1...Ẋs−1

= 0.
(I.2)

1Hier werden als Spinorfelder glatte Funktionen vom Minkowskiraum in den entsprechenden Darstel-
lungsraum bezeichnet. Eine allgemeinere Definition folgt im zweiten Teil der Arbeit.

2Ein positiver Spinorindex meint in diesem Fall die Zugehörigkeit der entsprechenden Tensorkomponente
zum Darstellungsraum der positiven Weyl-Darstellung der SL(2,C)
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4.2. Rarita-Schwinger-Gleichungen

Man konstruiert nun die Kospinorfelder

ϕ
(1)
DA1Ẋ1...Ẋs−2

≡ (µν)−
1
2∂

Ẋs−1
A1

ϕ
(0)
DẊ1...Ẋs−1

,

ϕ
(2)
DA1A2Ẋ1...Ẋs−3

≡ (µν)−
1
2∂

Ẋs−2
A2

ϕ
(1)
DA1Ẋ1...Ẋs−2

,

...

ϕ
(s−1)

DA1...As−1
≡ (µν)−

1
2∂Ẋ1

As−1
ϕ

(1)
DA1...As−2Ẋ1

.

Weiterhin erzeugt man mit dem selben Bildungsgesetz die Felder χ(1),...,χ(s−1). Aus (I.2)
folgt unmittelbar, dass die Felder (ϕ(i),χ(i))tr, i∈s−1 jeweils Bewegungsgleichungen (FP)
mit n = i und k = s− (i+ 1) genügen.
In analoger Weise lassen sich durch Ableitungen und Multiplikation mit der inversen

Masse (µν)−
1
2 aus dem Feld (ϕ(s−1),χ(s−1))tr die Felder bis (ϕ(0),χ(0))tr zurückgewinnen.

Dieses ist direkt ersichtlich, da die Felder die Wellengleichungen (I.1) lösen.
Es zeigt sich also, dass sich aus einer Lösung einer der Bewegungsgleichungen, Lösungen

zu allen übrigen Bewegungsgleichungen zum selben Spin erzeugen lassen. In diesem Sinne
sind alle Bewegungsgleichungen zu einem festen Spin auf dem Minkowskiraum äquivalent.

4.2. Rarita-Schwinger-Gleichungen

Eine in der Beschreibung von fermionischen Spinorfeldern mit S = 2k+ 1
2 weit verbreitete

Variante der Bewegungsgleichungen (FP), sind die von Rarita und Schwinger (1941)
vorgeschlagenen Gleichungen3

(∂Ã
B̃

+ µ IdÃ
B̃

)ϕB̃α1...αk = 0, (RS1)

γαÃ
B̃
ϕB̃αα2...αk = 0. (RS2)

Das Feld ϕ ist dabei symmetrisch in allen Lorentz-Vektor-Komponenten. In dieser Form
ist die zugehörige Darstellung Dk

RS der SL(2,C) gegeben durch

Dk
RS =

(
D( 1

2 ,0) ⊕D(0, 1
2 )∗)⊗D(k,k),

wobei (RS2) als zusätzliche Bedingung verstanden werden kann, um die Einschränkung
auf die irreduzible Unterdarstellung zum entsprechenden Spin zu gewährleisten.
Eine aus darstellungstheoretischer Sicht ausführliche Beschreibung der Konstruktion

von Bewegungsgleichungen aus SL(2,C)-Darstellungen findet man im Buch von Barut
und Raczka (1986, Kapitel 21).
Aus der Lagrange-Dichte erhält man mittels des Noethertheorems den erhaltenen

Strom jµ, welcher durch eine Lösung ϕ der Rarita-Schwinger-Gleichungen gegeben ist als

jµ = ϕ+
Ãα1...αk

γµÃ
B̃
ϕB̃α1...αk

3Auf diese Gleichungen wird im Folgenden als Rarita-Schwinger-Gleichungen bzw. Rarita-Schwinger-
Gleichung Bezug genommen.
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Teil I. Einführung

4.2.1. Die Rarita-Schwinger-Gleichungen im 2-Spinor-Formalismus

Es ist zweckmäßig für den weiteren Verlauf dieser Arbeit, die Rarita-Schwinger-Glei-
chungen im 2-Spinor Formalismus zu betrachten.
Für ein Spin-s-Spinorfeld Φ = (ϕ, χ)tr lautet die Gleichung (RS1)

∂ẊAϕ
AẊ1...ẊkA1...Ak + µχ Ẋ1...ẊkA1...Ak

Ẋ
= 0,

∂ẊAχ Ẋ1...ẊkA1...Ak
Ẋ

+ νϕAẊ1...ẊkA1...Ak = 0.

Aus der Irreduzibilitätsbedingung folgen für die Felder

0 = σαẊAσ
α
Ẋ1A1

ϕAẊ1...ẊkA1...Ak = εẊẊ1
εAA1ϕ

AẊ1...ẊkA1...Ak

= εẊẊ1
ϕ Ẋ1...ẊkAA2...Ak
A

=⇒ ϕAẊ1...ẊkA1...Ak = ϕ(A|Ẋ1...Ẋk|A1...Ak),

sowie

χẊẊ1...ẊkA1...Ak = χ(ẊẊ1...Ẋk)A1...Ak .

Die Rarita-Schwinger-Gleichungen entsprechen demnach den Fierz-Pauli- Gleichungen
für n = k. Der Strom jµ beschrieben durch Dirac- und 2-Spinoren ist von der Gestalt

jµ = Φ+
ÃA1...AkẊ1...Ẋk

γµÃ
B̃

ΦB̃Ẋ1...ẊkA1...Ak

= σµ
ẊA

χA
A1...AkẊ1...Ẋk

χẊẊ1...ẊkA1...Ak + σµ
AẊ

ϕẊA1...AkẊ1...ẊkϕAẊ1...ẊkA1...Ak

Dieser Strom induziert in offentsichtlicher Weise eine Sesquilinearform auf dem Lösungs-
raum der Rarita-Schwinger-Gleichungen. Sie ist gegeben durch die Integration von

jµ(Φ,Ψ) := Φ+
ÃA1...AkẊ1...Ẋk

γµÃ
B̃

ΨB̃Ẋ1...ẊkA1...Ak (I.3)

über eine Cauchyfläche4.

jΣ (Φ,Ψ) :=
∫
Σ

dµΣ nµj
µ(Ψ,Φ) (I.4)

Weit weniger naheliegend ist die Tatsache, dass es sich bei der soeben definierten Form um
ein Skalarprodukt, also eine positiv definite Sesquilinearform handelt. Um die Positivität
einzusehen, wechselt man zunächst zu einer äquivalenten Beschreibung. Nach dem in
Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Verfahren sei

χ̃ẊA1...A2k := (µν)−
k
2 ∂

Ak+1
Ẋ1

. . . ∂ A2k
Ẋk

χẊẊ1...ẊkA1...Ak ,

4Hier sollte eine Cauchyfläche als der R3 aufgefasst werden, den man erhält, wenn man den Minkow-
skiraum M mit festgehaltener Zeit betrachtet. Die formale Definition einer Cauchyfläche für global
hyperbolische Lorentzmannigfaltigkeiten (zu denen auch der Minkowskiraum gehört) folgt in Definition
II - 4
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dann gilt mit

ϕ̃AA1...A2k := (µν)−
k
2 ∂

Ak+1
Ẋ1

. . . ∂ A2k
Ẋk

ϕAẊ1...ẊkA1...Ak

die Bewegungsgleichung

∂ A
Ẋ
χ̃ẊA1...A2k = −νϕ̃AA1...A2k .

Definiert man analog ϑ̃ und ξ̃ für die Komponenten von Ψ = (ϑ, ξ)tr, hat der Rarita-
Schwinger-Strom j ausgedrückt durch die folgende Gestalt:

jµ(Φ,Ψ) =(µν)−kσµ
ẊA

∂Ẋ1A1 . . . ∂ẊkAk ϕ̃
ẊẊ1...Ẋ2k∂Ẋk+1Ak+1

. . . ∂Ẋ2kA2k
ϑ̃AA1...A2k

+ (µν)−kσµ
AẊ

∂Ẋ1A1 . . . ∂ẊkAk ξ̃
AẊ1...Ẋ2k

∂Ẋk+1Ak+1
. . . ∂Ẋ2kA2k

ξ̃ẊA1...A2k

Das Integral des Stromes ist dann nach partieller Integration

(µν)−k
∫
Σ

dµΣ nµ

[
σµ
ẊA

ϕ̃
ẊẊ1...Ẋ2k∂Ẋ1A1

. . . ∂Ẋ2kA2k
ϑ̃AA1...A2k

+ σµ
AẊ

ξ̃
AẊ1...Ẋ2k

∂Ẋ1A1
. . . ∂Ẋ2kA2k

ξ̃ẊA1...A2k

]
= 〈Φ,Ψ〉.

Durch Fouriertransformation der Felder lässt sich zeigen, dass diese Sesquilinearform mit
µ = ν = im√

2 positiv ist. Vergleiche dazu (Wald, 1984, S. 358) .
Die vorangegangene Konstruktion zeigt, dass sich für Lösungen der Dirac-Pauli-Fierz-

Gleichungen Skalarprodukte konstruieren lassen, die in obigem Sinne äquivalent zu dem
aus dem durch den Rarita-Schwinger-Strom induzierten Skalarprodukt sind. Auf dem
Minkowskiraum sind demnach alle möglichen Theorien für elementare Systeme höheren
Spins kanonisch quantisierbar. Die Gleichung kann (RS2) als zusätzliche Bedingung
verstanden werden, um die Einschränkung auf die irreduzible Unterdarstellung zum
entsprechenden Spin zu gewährleisten.
Eine aus Darstellungstheoretischer Sicht ausführliche Beschreibung der Konstruktion

von Bewegungsgleichungen aus SL(2,C)-Darstellungen findet man im Buch von Barut
und Raczka (1986, Kapitel 21).
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5. Spin auf global hyperbolischen
Raumzeiten

Wie der erste Teil dieser Arbeit zeigt, kann man die Existenz des Spins in der Form
eines charakteristischen Parameters eines elementaren Systems als eine Konsequenz der
Poincaré-Symmetrie der Raumzeit auffassen.
Auf einer allgemeinen gekrümmten Raumzeit existiert keine natürliche Wirkung der

Poincaré-Gruppe. Daher lässt sich die Formulierung von Spinorfeldern auf dem Minkowski-
Raum nicht direkt verallgemeinern.

Um nun Spinorfelder auf einer allgemeinen Raumzeit derart zu definieren, dass selbige
Beschreibung auf dem Minkowskiraum mit der im ersten Teil beschriebenen überein-
stimmt, betrachtet man zunächst die Beschreibung eines Beobachters auf der Raumzeit
(M, g).

Einen Beobachter B am Punkt m ∈ M beschreibt man durch ein orthonormales
Vierbein am Punkt m. Zwei Beobachter B und B′ am selben Punkt der Raumzeit sind also
durch zwei orthonormale Vierbeine, also zwei Orthonormalbasen des Tangentialraumes
TmM beschrieben. Diese lassen sich durch eine Transformation Λ(S) 1 der speziellen
orthogonalen Gruppe bezüglich der Metrik g ineinander überführen. In dieser Arbeit sind
alle betrachteten Raumzeiten Lorentz-Mannigfaltigkeiten, die Transformationen zwischen
Vierbeinen sind also SO(1, 3)-Transformationen.

Die Forderung der Poincaré-Invarianz von Meßergebnissen verallgemeinert man auf die
Forderung, dass die Messung eines Spinorfeldes Ψ durch B die selben Ergebnisse liefert,
wie die Messung des Transformierten Feldes SΨ durch den Beobachter B′

Der mathematische Rahmen zur Beschreibung der oben beschriebenen Strukturen
sind Faserbündel über der Mannigfaltigkeit M . Die grundlegenden Definitionen sind im
Appendix A.2 zu finden. Ein zentrales Element bei der Definition von Spinorfeldern ist
die Spin-Struktur.
Definition II - 1 (Spin-Struktur). Sei (M, g) eine zusammenhängende pseudo-riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Signatur (p, q) mit zusammenhängendem orthonormalem Rah-
menbündel Oc(M) 2 mit der Strukturgruppe G. Weiterhin sei

λ : Pinp,q −→ O(p, q)

1Mit S bezeichnen wir hier die zur Transformation Λ gehörige Spinortransformation
2Dabei ist das zusammenhängende orthonormale Rahmenbündel Oc(M) das Teilbündel von O(M) mit
der maximalen einfach zusammenhängenden Untergruppe der Stukturgruppe von O(M).
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die 2-fache Überlagerungsabbildung und G̃ := λ−1(G) das λ-Urbild von G. Ein glattes
G̃-Hauptfaserbündel S(M) über M mit einer Bündel-Abbildung

Λ : S(M) −→ Oc(M)

heißt eine Spin-Struktur auf M , wenn (S(M),Λ) eine λ-Reduktion von Oc(M) ist.
Mit Hilfe der Spinstruktur definieren wir ein Spinorbündel als assoziiertes Bündel

DM := S(M)×D ∆

und nennen DM das Spinorbündel vom Typ D. Dabei ist D eine Darstellung von G̃ mit
Darstellungsraum ∆.
Definition II - 2 (Spinor-Feld). Sei (M, g) eine Mannigfaltigkeit, wie zuvor mit Spin-
Struktur S(M) und dem D-Spinorbündel DM . Dann bezeichnen wir als D-Spinor-Feld
einen Schnitt in DM .
Zur Frage der Existenz von Spin-Struktur und damit verbunden der Existenz von

Spinor-Bündeln gibt es sehr allgemeine Resultate - Siehe dazu (Lawson und Michelsohn,
1989). Das im hier vorliegenden Fall wesentliche Resultat von Geroch (1970) besagt, dass
global hyperbolische Raumzeiten eine Spin-Struktur besitzen.
Definition II - 3 (global hyperbolische Mannigfaltigkeit). Eine zusammenhängende
zeit-orientierbare Lorentz-Mannigfaltigkeit M heißt global hyperbolisch, wenn für alle
m,n ∈M gilt

J+(m) ∩ J−(n) ist kompakt

und M die starke Kausalitätsbedingung erfüllt. Diese besagt, dass die Mannigfaltigkeit
keine geschlossenen kausalen Kurven - solche, deren Tangentialvektoren in jedem Punkt
in dessen abgeschlossenem Vorwärtslichtkegel liegen - enthält.

Die Einschränkung auf global hyperbolische Raumzeiten lässt sich neben mathematisch
guten Eigenschaften auch physikalisch rechtfertigen. Die Bedingung der Nichtexistezn
geschlossener kausaler Kurven zusammen mit der Orientierbarkeit erlaubt eine eindeutige
Definition einer kausalen Vergangenheit sowie Zukunft eines Ereignisses. Die Forderung
der Kompaktheit der Schnitte der Vorwärts- beziehungsweise Rückwärtslichtkegel von m
und n ermöglicht es, mit endlich vielen lokalen Messungen den vollständigen physika-
lischen Zusammenhang zweier Ereignisse zu bestimmen. Die Einschränkung auf global
hyperbolische Raumzeiten entspricht also der Forderung nach Kausalität und nach einer
sinnvollen Interpretation lokaler Messungen. Weiterhin liegen Beispielsweise die in der
Physik verwendeten Friedmann-Robertson-Walker-, deSitter- sowie die innere und äußere
Region der Schwarzschild-Raumzeit in den global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten (Bär
et al., 2007, S. 23, Examples 1.3.11).
Man definiert im Hinblick auf Randwertprobleme bei der Lösung von Bewegungsglei-

chungen eine spezielle Klasse von Teilmengen der global hyperbolischen Mannigfaltigkei-
ten.
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Definition II - 4 (Cauchy-Fläche). Eine Teilmenge Σ einer global hyperbolischen Man-
nigfaltigkeitn (M, g) heißt eine Cauchyfläche, wenn jede Kurve γ : I ⊆ R −→M mit den
Eigenschaften

1. die Tangentialvektoren γ̇(t) sind zeitartig für alle t ∈ I und

2. es existiert keine Kurve γ̃ mit Bild(γ) ⊂ Bild(γ̃), die 1. erfüllt

die Menge Σ genau in einem Punkt schneidet.
Es gilt das für praktische Rechnungen hilfreiche nachfolgende Theorem.

Theorem II - 5.
Sei M eine zusammenhängende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann sind äqui-
valent:

1. M ist global hyperbolisch.

2. Es existiert eine Cauchyfläche in M .

3. M ist isometrisch zu R× Σ mit der Metrik β dt2 + gt, wobei β eine glatte positive
Funkion und gt eine glatt von t ∈ R abhängende riemannsche Metrik auf Σ sind.
Weiterhin ist {t} × Σ für alle t eine glatte raumartige Cauchyfläche in M .

Einen Beweis des Theorems liefern Bär et al. (2007, Theorem 1.3.10, S.23).

5.1. Zu Spinorfeldern auf gekrümmten Raumzeiten.

An dieser Stelle sollen einige Fakten zur Struktur der Spinorfelder auf Lorentz-Mannig-
faltigkeiten erwähnt werden.

• Auf den Spinorbündeln existieren durch den Levi-Civita-Zusammenhang induzierte
kovariante Ableitungen.

• Die in Kapitel 3 eingeführten Spinoren ε, σ und γµ lassen sich als Schitte der
entsprechenden Bündel verallgemeinern, so dass die für Spinoren geltenden Identi-
täten faserweise ihre Gültigkeit behalten. Weiterhin sind diese Spinoren kovariant
erhalten.

Zum Heben und Senken von Ko-/Spinor-Indizes verwendet man das total antisymmetri-
sche (2, 0)- bzw. (0, 2)-Spinorfeld ε. Dabei wählen wir die folgende Konvention hinsichtlich
der Reihenfolge der Indizes:
Seien ρ und η (1, 0)-Spinorfelder, dann ist

εABρ
A = −εBAρA = ρB
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das entsprechende (1, 0)-Kospinorfeld. Damit gelten

εABεAB = −εABεBA = 2
ε B
A = −εBA = δ B

A

ρ[A|η|B] = 1
2εAB ρCη

C (II.1)

Eine ausführlichere Diskussion zu obigen Identitäten ist in Penrose und Rindler (1984a,
Abschnitt 2.5), sowie in (Wald, 1984) zu finden. Die Eigenschaften der Spinorfelder
werden in (Mühlhoff, 2007) eingehend diskutiert.

5.2. Inkonsistenz der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen auf
allgemeinen Raumzeiten

In diesem Abschnitt wird das Problem aufgezeigt, welches bei der Verallgemeinerung
der Dirac-Pauli-Fierz-Gleichungen auf gekrümmte Raumzeiten auftritt und auf das in
der Literatur als Inkonsistenz Bezug genommen wird. Die Darstellung hier entspricht
Abschnitt 4 in Illge und Schimming (1999).

Um die Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen für Spinorfelder auf gekrümmten Raumzeiten
zu verallgemeinern, ersetzt man die partiellen Ableitungen in (FP) durch die kovarianten
Ableitungen auf dem entsprechenden Spinorbündel. Damit lauten die Gleichungen für
die chiralen Spinorfelder

∇ D
Ẋ
ϕDA1...AnẊ1...Ẋk

+ µχA1...AnẊẊ1...Ẋn
= 0,

∇ẊDχA1...AnẊẊ1...Ẋk
− νϕDA1...AnẊ1...Ẋk

= 0.

Setzt man die beiden Gleichungen nun ineinander ein, ergeben sich

∇ D
Ẏ
∇ẊDχA1...AnẊẊ1...Ẋk

= −µνχA1...AnẎ Ẋ1...Ẋn
,

∇ẊE∇ D
Ẋ
ϕDA1...AnẊ1...Ẋk

= −µνϕEA1...AnẊ1...Ẋk
.

Die rechte Seite dieser Gleichungen ist total symmetrisch in den positiven, sowie in
den negativen Spinor-Indizes. Die linke Seite hingegen besitzt a priori keine derartige
Symmetrie.

Aus dimensionalen Überlegungen folgt, dass ein in mehr als zwei Indizes antisymmetri-
scher Spinor verschwindet. Aufgrund der Symmetrie der Spinorfelder sind die einzigen
nichtverschwindenden Möglichkeiten der Antisymmetrisierung jene, die den freien Index
des Ableitungsoperators mit einem der freien Indizes des Spinorfeldes im Sinne von (II.1)
kontrahieren. Teilt man nun den gesammten Spinor in eine Summe derart antisymmetri-
sierter Terme und der in den selben Komponenten symmetrisierten Spinoren auf, erhält
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man für den vollständig symmetrischen Teil eine Klein-Gordon-Gleichung3

∇ẊD∇
ẊDχA1...AnẎ Ẋ1...Ẋk

+m2χA1...AnẎ Ẋ1...Ẋn
= 0,

∇ẊD∇
ẊDϕEA1...AnẊ1...Ẋk

+m2ϕEA1...AnẊ1...Ẋk
= 0.

Die antisymmetrischen Anteile der Gleichungen lassen sich als Kommutatoren der zwei
Ableitungsoperatoren schreiben, so dass man mit den Identitäten und Bezeichungen für
die Krümmungsspinoren aus Appendix A.4 die beiden Bedingungen

(k − 1)ΨẊẎ Ż
(Ẋ2|χA1...AnẊẎ Ż|Ẋ3...Ẋk) + nΦẎ ŻD

(A1|χ|A2...An)DẎ Ẏ Ẋ2...Ẋk
= 0 (k≥1),

(n− 1)ΨDEF
(A2|ϕDEF |A3...An)Ẋ1...Ẋk

+ kΦẎ DE
(Ẋ1|

ϕDEA2...Ak|Ẋ2...Ẋn
= 0 (n≥1).

Diese sind bis auf die Spezialfälle s = 1 (Dirac-Gleichung), s = 2 (Proca-Gleichung) und
Raumzeiten mit Φ = Ψ = 0 nicht erfüllbar. Daher werden diese Bedingungen als Inkon-
sistenzen der Dirac-Fierz-Pauli-Gleichungen auf gekrümmten Raumzeiten bezeichnet.

5.3. Buchdahl-Gleichungen

Die Buchdahlgleichungen nach Buchdahl (1958, 1962, 1982a) bilden die bisher am inten-
sivsten untersuchte Variante konsistenter Bewegungsgleichungen für höhere Spinorfelder
auf gekrümmten Raumzeiten. Die Präsentation der Buchdahlgleichungen im anschlie-
ßenden Abschnitt entspricht weitestgehend dem entsprechenden Teil von (Mühlhoff,
2007).

Um die Buchdahl-Gleichungen zu definieren und sie als Bewegungsgleichung physika-
lischer Felder auffasssen zu können, werden zunächst einige Grundlegende Strukturen
vorausgesetzt.

• (M, g) sei im Folgenden eine raum- und zeitorientierte global hyperbolische 4-
dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit der Signatur (+−−−), d.h.
– (M, g) ist zusammenhängend,
– (M, g) erfüllt die starke Kausalitätsbedingung,
– (M, g) besitzt eine Spin-Struktur.

• Sei FcM das zusammenhängende Rahmenbündel über (M, g), dann ist FcM =
SO+(M), die Strukturgruppe ist demnach SO+(1, 3) = L↑+.

• Λ : S(M) −→ FcM sein eine Spin-Struktur über (M, g), dann ist S(M) ein
SL(2,C)-Hauptfaserbündel.

Diese Voraussetzungen werden für den Rest dieser Arbeit als erfüllt vorausgesetzt. Für die
Buchdahlgleichungen sind die im Anschluss definierten Darstellungen und Spinorbündel
notwendig.

3Hier ist, wie schon in Abschnitt 4, µν = −m2.
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5.3. Buchdahl-Gleichungen

Definition II - 6 (Buchdahl-Spinoren).

1. Sei s ∈ N, dann definiere die SL(2,C)-Darstellungen

D+,s := D( 1
2 ,0) ⊗D( s−1

2 ,0) auf ∆+,s := ∆( 1
2 ,0) ⊕∆( s−1

2 ,0)

Ds := D( s2 ,0) auf ∆s := ∆( s2 ,0)

D−,s := D(0, 1
2 )∗ ⊗D( s−1

2 ,0) auf ∆−,s := ∆∗(0, 1
2 ) ⊕∆( s−1

2 ,0)

Die assoziierten Spinor-Bündel werden mit DsM := S(M)×Ds ∆s usw. bezeichnet.

2. Die SL(2,C)-Darstellung

DB
s := Ds ⊕D−,s auf ∆B

s := ∆s ⊕∆−,s

ist die Buchdahl-Spinor-Darstellung mit Spin s
2 . Das entsprechende assoziierte

Bündel

DB
s M := DsM ⊕D−,sM

heißt das Buchdahl-Spinor-Bündel mit Spin s
2 . Wegen ∆B

s M ⊆ ∆D ⊗∆s−1 lassen
sich Schnitte ψ ∈ Γ(DB

s M) beschreiben als ψÃ(A1...As−1) und auf der 2-Spinor-Ebene
als

ψÃ(A1...As−1) =
(

(ψ1)A(A1...As−1)

(ψ2) (A1...As−1)
Ẋ

)

Definition II - 7 (Buchdahlgleichungen).

1. Man definiere zunächst die folgenden Differentialoperatoren4:

a) Ms : Γ(D+,sM) −→ Γ(D−,sM)
(Ms ψ) A1...As−1

Ẋ
:= ∇ẊAψAA1...As−1

b) Ns : Γ(D−,sM) −→ Γ(D+,sM)
(Ns ϕ)A A1...As−1 := ∇AẊϕ A1...As−1

Ẋ

c) Ňs : Γ(D−,sM) −→ Γ(DsM)
(Ňs ϕ)AA1...As−1 := (Ns ϕ)(AA1...As−1) = ∇(A|Ẋϕ

|A1...As−1)
Ẋ

d) Ps : Γ(D+,sM) −→ Γ(D+,sM)
(Ps ψ)AA1...As−1 := (s−1)(s−2)

s εA(A1|ΨPQD|A2ψ
A3...As−1)

PQD

2. Für s ∈ N definiert man nun die Buchdahl-Gleichungen in verschiedenen Formen.
Dabei sind µ, ν ∈ C, µ 6= 0 und (ψ,ϕ)tr ∈ DB

s M .
4Hier bezeichnet Ψ den Weyl-Spinor. Siehe dazu Appendix A.4.
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a) Buchdahl-Gleichungen


Ms ψ − µϕ = 0

Ns ϕ−
1
µ

Ps ψ − νψ = 0
(B)

b) Buchdahl-Gleichungen nach Wünsch

{
Ms ψ − µϕ = 0
Ňs ϕ− νψ = 0

(W)

3. Um die Buchdahlgleichungen kompakter schreiben zu können definiert man weiter-
hin die Buchdahloperatoren

a) nach Buchdahl

Bs : Γ(DB
s M) −→ Γ(DB

s M)

Bs :=
(
−ν − 1

µ Ps Ns

Ms −µ

)

b) nach Wünsch

Bs : Γ(DB
s M) −→ Γ(DB

s M)

Bs
W :=

(
−ν Ňs

Ms −µ

)

Damit lauten die Buchdahlgleichungen Bs ψ = 0 beziehungsweise Bs
W ψ = 0 mit

ψ ∈ Γ(DB
s M).

Hier wird der Beweis der Äquivalenz der verschiedenen Formulierungen der Buch-
dahlgleichungen ausgeführt. Dieser liefert einige Gedanken und Rechenschritte, die im
weiteren Verlauf dieser Arbeit wiederholt verwendet werden.
Theorem II - 8 (äquivalente Formulierungen der Buchdahl-Gleichungen Wünsch (1985)).
Die Buchdahlgleichungen in den Formen (B) und (W) sind äquivalent.
Lemma II - 9.
Für ϕ ∈ Γ(D−,sM) und s ≥ 1 gilt:

(Ns ϕ)AA1...As−1 = (Ňs ϕ)AA1...As−1 − (s−1)
s εA(A1|∇UV̇ ϕ |A2...As−1)

V̇ U
(II.2)
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5.3. Buchdahl-Gleichungen

Beweis. Für s = 1 ist die Aussage trivial. Man betrachte also s > 1. Für die rechte Seite
von (II.2) gilt5:

(Ňs ϕ)AA1...As−1 − (s− 1)
s

εA(A1|∇UV̇ ϕ |A2...As−1)
V̇ U

= 1
s!
∑
π∈Ss

[
∇Aπ()Ẋϕ

Aπ(1)...Aπ(s−1)
Ẋ

]
− (s−1)

s(s−1)!
∑

π∈S(s−1)

εAAπ(1)∇UV̇ ϕ Aπ(2)...Aπ(s−1)
V̇ U

= 1
s(s−1)!

∑
π∈S(s−1)

[
∇AẊϕ Aπ(1)...Aπ(s−1)

Ẋ
+ · · ·+∇Aπ(1)Ẋϕ

Aπ(2)...Aπ(s−1)A
Ẋ

−(s− 1)εAAπ(1)∇UV̇ ϕ Aπ(2)...Aπ(s−1)
V̇ U

]
Mit ϕA1...As−1

Ẋ
= ϕ

(A1...As−1)
Ẋ

folgt dann:

= 1
s∇

AẊϕA1...As−1 + (s−1)
s!

∑
π∈S(s−1)

[
∇Aπ(1)Ẋϕ

Aπ(2)...As−1

Ẋ

−εAAπ(1)∇UV̇ ϕ Aπ(1)...Aπs−1

V̇ U

]
= · · ·+ (s−1)

s!
∑

π∈S(s−1)

[
∇Aπ(1)Ẋϕ

Aπ(2)...As−1

Ẋ
+ εAAπ(1)∇ V̇

U ϕ
UAπ(1)...Aπs−1

V̇

]

Es gilt 1
2ε
ABψ C

C = ψ[AB], damit erhält man:

= 1
s∇

AẊϕA1...As−1 + (s−1)
s!

∑
π∈S(s−1)

∇AV̇ ϕ Aπ(1)...Aπs−1

V̇

= ∇AẊϕA1...As−1 = (Ns ϕ)AA1...As−1�

Lemma II - 10.
Für s ≥ 2 und (ψ,ϕ)tr ∈ Γ(DB

s M), sowie unter der Voraussetzung, dass (ψ,ϕ)tr eine
Lösung von (W) ist, gilt:

(Ňs ϕ)AA1...As−1 = (Ns ϕ)AA1...As−1 − (s−1)(s−2)
µs εA(A1|ΨEFG|A2ψ

A3...As−1)
EFG (II.3)

Beweis. Lemma II - 9 zeigt

(Ns ϕ)AA1...As−1 = (Ňs ϕ)AA1...As−1 − (s−1)
s εA(A1|∇UV̇ ϕ |A2...As−1)

V̇ U

Einsetzen der Voraussetzung (W) ergibt:

= (Ňs ϕ)AA1...As−1 − (s−1)
sµ εA(A1|∇UV̇ (Ms ψ) |A2...As−1)

V̇ U

= · · ·+ (s−1)
sµ εA(A1|∇ V̇

U ∇V̇ Bψ
BU |A2...As−1)

= · · · − (s−1)
sµ εA(A1|∇UV̇∇

V̇
Bψ

BU |A2...As−1) (∗)
5Sn bezeichnet hier die Symmetrische Gruppe mit n Elementen.
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ψBU |A2...As−1) ∈ Γ(DB
s M) ist symmetrisch in allen Indizes. Also lässt sich (∗) in folgender

Form schreiben:

= · · · − (s−1)
sµ εA(A1|∇(U |V̇∇

V̇
|B)ψ

BU |A2...As−1)

= · · · − (s−1)
sµ εA(A1|εBCεUDε|A2|B2 . . . ε|As−1)Bs−1︸ ︷︷ ︸

=:ε
∇(U |V̇∇

V̇
|B)ψCDB2...Bs−1

= · · · − (s−1)
sµ ε∇(U |V̇∇

V̇
|B)ψCDB2...Bs−1

Die Verwendung der Spinor-Ricci-Identität (A.5) liefert:

= · · · − (s−1)
sµ ε

s−1∑
i=1

[
Ψ P
UBBi ψCDBs...Bi−1PBi+1...Bs−1 − 2ΛεBi(U |ψCD...|B)...Bs−1

]
= · · · − (s−1)

sµ ε
[

Ψ P
UBC ψPDB2...Bs−1︸ ︷︷ ︸

=:T1

−2 ΛεC(UψB)DB2...Bs−1︸ ︷︷ ︸
=:T2

+ Ψ P
UBD ψPCB2...Bs−1︸ ︷︷ ︸

=:T3

− 2ΛεD(UψC|B)B2...Bs−1︸ ︷︷ ︸
=:T4

+
s−1∑
i=2

[. . . ]
]

Unter Ausnutzung der Symmetrien von ψ, ε und Ψ erhält man für die Terme T1 bis T4
folgende Ergebnisse:

T1 : ε[BC]Ψ P
U(BC) ψPDB2...Bs−1 = 0

T2 : εBCεUDΛεC(UψB)DB2...Bs−1

= εBCεUDΛεCUψBDB2...Bs−1 + εBCε[UD]ΛεCBψ(UD)B2...Bs−1

= −2Λε[BD]ψ(BD)B2...Bs−1 = 0

Analog zur obigen Betrachtung verschwinden auch T3 und T4. Es verbleibt demnach die
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5.3. Buchdahl-Gleichungen

Untersuchung der restlichen Summanden.

εBCεUD
s−1∑
i=2

ΛεBi(U |ψCD...|B)...Bs−1

= ε[BC]ε[UD]
s−1∑
i=2

[
ΛεBiUψ(C|D...|B)...Bs−1 + ΛεBiBψC(D|...|U)...Bs−1

]
= 0

εA(A1|εBCεUDε|A2|B2 . . . ε|As−1)Bs−1
s−1∑
i=2

Ψ P
UBBi ψCDBs...Bi−1PBi+1...Bs−1

= εA(A1
s−1∑
i=2

Ψ Ai|P
UB ψ

BU |A2...| |...As−1)
P

= −εA(A1
s−1∑
i=2

Ψ Ai|
UB Pψ

BU |A2...|P |...As−1)

= −εA(A1
s−1∑
i=2

Ψ Ai|
UB Pψ

BUP |A2...Âi...As−1)

= −(s− 2)εA(A1Ψ Ai|
UB Pψ

BUP |A3...Âi...As−1)

Also erhält man schließlich

(Ns ϕ)AA1...As−1 = (Ňs ϕ) + (s−1)(s−2)
sµ εA(A1ΨA2|BUPψ

|A3...As−1)
BUP �

Beweis: Theorem II - 8. Der Beweis von Theorem II - 8 folgt unmittelbar aus Lemma
II - 10. �

Lemma II - 11 (normale Hyperbolizität des Buchdahloperators).
Setze

Bs
′ := 2

(
−ν + 1

µ Ps Ns

Ms −µ

)

auf Γ(DB
s M) mit s ∈ N. Dann ist Bs Bs

′ normal hyperbolisch.

Beweis.

Bs Bs
′ =

(
ν2 − 1

µ2 P2
s + Ns Ms −(ν + µ) Ns− 1

µ Ps Ns

−(ν + µ) Ms− 1
µ Ms Ps µ2 + Ms Ns

)

Bs Bs
′ ist ein Differentialoperator 2. Ordnung. Demzufolge besteht das Hauptsymbol aus

den Termen zweiter Ordnung.

Bs Bs
′ =

(
2 Ns Ms 0

0 2 Ms Ns

)
+ (Terme der Ordnung ≤ 1)
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Es ist also die normale Hyperbolizität von 2 Ns Ms (2 Ms Ns) zu zeigen. Sei ψ ∈ Γ(D+,s).

(2 Ns Ms ψ)AA1...As−1 = 2∇AẊ∇ẊBψBA1...As−1

= 2εACεBD∇ Ẋ
C ∇ẊBψ

A1...As−1
D

= 2εACεBD∇ Ẋ
[C| ∇Ẋ|B]ψ

A1...As−1
D + 2εACεBD ∇ Ẋ

(C| ∇Ẋ|B)ψ
A1...As−1

D︸ ︷︷ ︸
Spinor-Ricci-Identität ⇒ Ordnung=0

= −εACεBDεCBσ EẊ
α σβ ẊE∇

α∇βψ A1...As−1
D + . . .

= εADgαβ∇α∇βψ
A1...As−1

D + . . .

= gαβ∇α∇βψAA1...As−1 + . . .

Die Berechnung des Hauptsymbols von 2 Ms Ns liefert in analoger Weise das gleiche
Resultat. Demnach ist Bs Bs

′ ein normal hyperbolischer Differentialoperator. �

Definition II - 12 (avancierte und retardierte Green’sche Operatoren). Sei (M, g) eine
zeitorientierte zusammenhängende Lorentz-Mannigfaltigkeit und P ein Differentialopera-
tor auf den Schnitten eines glatten Vektorbündels E über M .

Eine lineare Abbildung G± : Γ0(E) −→ Γ(E) heißt avancierter (retardierter) Operator
von P , wenn gelten:

• P ◦G± = idΓ0(E)

• G± ◦ P = idΓ(E)

• ∀ϕ ∈ Γ0(E) : supp (G±ϕ) ⊆ J M
± (supp (ϕ))

Korollar II - 13 (Green’sche Operatoren des Buchdahl-Operators). Für den Buchdahl-
operator existieren eindeutige avancierte und retardierte Green’sche Operatoren.
Beweise dazu finden sich in Mühlhoff (2007)( Theorem 7.3.2 angewendet auf Lemma

II - 11) und in Bär et al. (2007).
Theorem II - 14 (Cauchy-Problem für die Buchdahl-Gleichungen).
Für 2 ≤ s ∈ N hat das Cauchy-ProblemBs Φ = 0, Φ ∈ Γ(DB

s M)
Φ|Σ = Φ0

mit den Cauchy-Daten Φ0 ∈ Γ0(DB
s Σ) genau dann eine eindeutige Lösung, wenn Φ0 =

(ψ0, ϕ0)tr die Bedingung

n Ẋ
A1

(
∇̃ẊBψ

BA1...As−1
0 − µϕ A1...As−1

0 Ẋ

)
= 0

erfüllt. Hier ist Σ eine glatte raumartige Cauchy-Hyperfläche mit Normalenvektorfeld n

und ∇̃ beschreibt den zu Σ tangentialen Anteil von ∇.
Für den Beweis dieses Theorems vgl. Mühlhoff (2007), S.113.
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6. Ansätze zur Quantisierung

In diesem Kapitel wird zunächst die Quantisierung des Diracfeldes nach Dimock (1982)
als Prototyp für die Quantisierung höherer Spinorfelder beschrieben. Im weiteren werden
dann die Ansätze von Illge (1993) und Mühlhoff (2007) zur Quantisierung von massiven
Felder höheren Spins zusammengefasst. Die in diesen auftretenden Probleme werden im
darauf folgenden Abschnitt des Kapitels noch einmal aufgegriffen und wir schlagen einen
weiteren Ansatz zur Quantisierung höherer Spinorfelder vor, den wir anhand des aus
physikalischer Sicht am relevantesten erscheinenden, sowie rechnerisch am einfachsten zu
handhabenden Beispiels mit s = 3 untersuchen.

6.1. Die Quantisierung des Dirac-Feldes

Anhand der Quantisierung des Dirac-Feldes soll das prinzipielle Verfahren zur Quantisie-
rung der höheren Spinorfelder erläutert werden.
Das Ziel der Quantisierung im Rahmen der Algebraischen Quantenfeldtheorie ist die

Konstruktion der unitalen C∗- bzw. ∗-Algebra der Observablen.
Dazu ist zunächst die Konstruktion der Feldoperatoren als operatorwertige Distributio-

nen notwendig. Da im vorliegenden Fall massive fermionische Felder beschrieben werden
sollen, fordert man von den Feldern kanonische Antikommutatorrelationen (CAR)

{Φ∗(f),Φ(g)} = 〈f, g〉1.

Diese Forderung soll nun mathematisch präzisiert werden.
Definition II - 15 (CAR-Algebra). Sei (H, 〈·, ·〉) ein komplexer Hilbertraum. Eine uni-
tale C∗-Algebra CAR(H) mit einer C-antilinearen Einbettung ι : H −→ CAR(H) heißt
CAR-Algebra von H, wenn

1. CAR(H) von ι(H) ∪ {1} erzeugt wird und

2. für alle x, y ∈ H gelten
• {ι(x), ι(y)∗} = 〈x, y〉1,
• {ι(x), ι(y)} = 0.

wobei man mit {·, ·} den Antikommutator bezeichnet.

Die Grundlegende Idee zur Quantisierung nach Dimock (1982) besteht darin, auf dem
Raum der Cauchydaten der Bewegungsgleichung des klassischen Systems ein Skalapro-
dukt zu definieren, und für die Vervollständigung dieses Prähilbertraumes dann die
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6.1. Die Quantisierung des Dirac-Feldes

CAR-Algebra zu konstruieren. Zunächst scheint diese Konstruktion eine beliebige Anzahl
an quantisierten Theorien zu ermöglichen, da die Einschränkung des Lösungsraumes auf
eine beliebige Cauchyfläche eine zulässige Menge an Anfangsbedingungen darstellt. Die
Tatsache, dass die Konstruktion eindeutig ist, folgt aus der Eigenschaft des Skalarpro-
duktes unabhängig von der gewählten Cauchyfläche zu sein. Da der Dirac-Fall bisher der
einzige Fall ist, für den alle notwendigen Bedingungen erfüllt sind, werden die Beweise
der zentralen Eigenschaften des Stromes hier als Beispiel angegeben.

Unabhängigkeit von jΣ von der Cauchy-Fläche Σ im Dirac-Fall s = 1 Es zeigt
sich, dass im Dirac-Fall (s = 1) die Sesquilinearform jΣ aus (I.4) Unabhängig von der
gewählten Cauchy-Fläche ist (vgl. (Dimock, 1982)).
Seien ϕ,ψ ∈ Γ

(
DDM

)
= Γ

(
DB

1 M
)
Lösungen des Cauchy-Problems für die Buch-

dahlgleichungen mit s = 1 (vgl. Theorem II - 14), dann ist

jΣ(ϕ,ψ) =
∫
Σ

dµΣ nα
[
ϕ2Aσ

αẊAψ2Ẋ + ϕ1
Ẏ σα

BẎ
ψ B

1

]
. (II.1)

Sei Σ ⊆M eine beliebige Cauchy-Fläche. Dann existieren f, g ∈ Γ0
(
DB
s M

)
, so dass

für ϕ und ψ gelten

Gf = ϕ,

Gg = ψ.

Weiterhin sind ϕ|Σ und ψ|Σ gültige Randbedingungen für das Cauchy-Problem. Also
erhält man aus (II.1)1:

− i
∫
Σ

dµΣ na(Gf)+γa(Gg)

= −i
∫
Σ

dµΣ na
(
(G− −G+)f

)+
γa(Gg)

= −i
∫
Σ

dµΣ na(G−f)+γa(Gg) + i

∫
Σ

dµΣ na(G+f)+γa(Gg)

1Um die physikalischen Bewegungsgleichungen zu erhalten setzt man in den Buchdahloperatoren
µ = ν = im.
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Mit dem Satz von Stokes2folgt:

= i

∫
J+(Σ)

dg x γa∇a
[
(G−f)+(Gg)

]
+ i

∫
J−(Σ)

dg x γa∇a
[
(G+f)+(Gg)

]

= i

∫
J+(Σ)

dg x
[[
γa∇a(G−f)+

]
(Gg) + (G−f)+ [γa∇a(Gg)] +m(G−f)+(Gg)

−m(G−f)+(Gg)
]

+i
∫

J−(Σ)

dg x
[[
γa∇a(G+f)+

]
(Gg) + (G+f)+ [γa∇a(Gg)] +m(G+f)+(Gg)

−m(G+f)+(Gg)
]

=
∫

J+(Σ)

dg x
[
DG−f

]+ (Gg) +
∫

J+(Σ)

dg x
[
G−f

]+ (DGg)

+
∫

J−(Σ)

dg x
[
DG+f

]+
(Gg) +

∫
J−(Σ)

dg x
[
G+f

]+
(DGg)

Der jeweils zweite Term in den vorherigen zwei Zeilen verschwindet wegen der Träger-
eigenschaften von G±f .

=
∫

J+(Σ)

dg x f+(Gg) +
∫

J−(Σ)

dg x f+(Gg)

=
∫
M

dg x f+(Gg)

Positivität Die Positivität der Sesquilinearform folg unmittelbar aus dem folgenden
Lemma II - 16.
Lemma II - 16 (Mühlhoff (2007), Lemma 9.2.3).
Für ψ ∈ ∆ 1

2 ,0
, ψ 6= 0 gilt:

xa := σa
AẊ

ψAψ
Ẋ (∗)

ist eine lichtartiges zukunftsorientiertes Element von(R4, η). Dabei ist σa
AẊ

der faserweise
definierte Tensor-Spinor.

2Die Cauchy-Fläche wird zunächst zu der geschlossenen Oberfläche ∂J±(Σ) ergänzt. Die übrigen
Randflächen tragen aufgrund der Trägereigenschaften nicht zum Integral bei. Weiterhin trägt das
Vorzeichen des 1. Terms der Orientierung des Normalenvektorfeldes n Rechnung.
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Beweis.

• Man wähle zunächst die Standardbasen

– {eµ} für (R4, η)

– {El} als Spinorbasis für ∆ 1
2 ,0

Mit dieser Wahl hat (∗) in Komponenten geschrieben folgende Form3

xa = 1√
2
σ̃αlṁψ

lψ
ṁ

Damit berechnet man

x1 = 1√
2

(
ψ

1
, ψ

2)(0 1
1 0

)(
ψ1

ψ2

)

= 1√
2

(
ψ

1
ψ2 + ψ

2
ψ1
)

=
√

2 Re
(
ψ1ψ

2)
.

Für die übrigen Komponenten erhält man in analoger Weise

x0 = 1√
2

(∣∣∣ψ1
∣∣∣2 +

∣∣∣ψ2
∣∣∣2) ,

x2 =
√

2 Im
(
ψ1ψ

2)
,

x3 = 1√
2

(∣∣∣ψ1
∣∣∣2 − ∣∣∣ψ2

∣∣∣2) .
Also ist xα ∈ R4 und x0 > 0. Es verbleibt also die Lichtartigkeit von xα zu zeigen.

2
[(
x1
)2

+
(
x2
)2

+
(
x3
)2
]

=
(
ψ

1
ψ2 + ψ

2
ψ1
)2
−
(
ψ

1
ψ2 − ψ2

ψ1
)2

+
(∣∣∣ψ1

∣∣∣2 − ∣∣∣ψ2
∣∣∣2)2

=
(∣∣∣ψ1

∣∣∣2 +
∣∣∣ψ2
∣∣∣2)2

= 2
(
x0
)2
�

6.2. Lagrange-Formalismus für die Buchdahl-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird der von Illge (1993) vorgeschlagene Lagrange-Formalismus für
die Buchdahlgleichungen zusammengefasst.

3{σ̃α}α∈{0,1,2,3} bezeichnen dabei die Pauli Matrizen.
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Theorem II - 17 (Lagrange-Dichte).
Seien Ψ = (ϕ, χ)tr ∈ Γ(DB

s M) und Σ = (ξ̄, ϑ̄)tr ∈ Γ(DB
s M). Für die Lagrange-Dichte4

L( s2 ) =a
(
(Ms ϕ, ϑ̄) + (ξ,Ms ϕ̄)

)
+ b

(
(ϕ, Ňs ϑ̄) + (Ňs χ, ξ̄)

)
+ ā

(
(Ňs ϕ̄, ϑ) + (ξ̄, Ňs ξ)

)
+ b̄ ((ϕ̄,Ms ϑ) + (Ms χ̄, ξ))

+ (a+ b)
(
µ(χ, ϑ̄)− ν(ϕ, ξ̄)

)
+ (ā+ b̄) (µ̄(χ̄, ϑ)− ν̄(ϕ̄, ξ))

mit a = konst., b = konst. sowie a+ b 6= 0 sind die Euler-Lagrange Gleichungen:{
Bs Ψ = 0
Bs Σ = 0

(B)

Beweis. Zur Aufstellung der Euler-Lagrange Gleichungen sind die folgenden Ableitungen
zu berechnen:

∂L( s2 )
∂ϕAA1...As−1

und ∂L( s2 )
∂
(
∇BẎ ϕAA1...As−1

)
Dazu betrachtet man ϕ und ϕ̄ als uabhängige Felder. Die zur Berechnung zu berück-
sichtigenden Terme von L( s2 ) ( im Sinne von ∂L

∂ϕ = ∂L′
∂ϕ ) sind

L′ = a(Ms ϕ, ϑ̄) + b(ϕ, Ňs ϑ̄)− ν(a+ b)(ϕ, ξ̄)

= a
(
∇A

Ẋ
ϕAA1...As−1

)
ϑ̄ẊA1...As−1 + b ϕAA1...As−1

(
∇Ẋ(Aϑ̄

A1...As−1)
Ẋ

)
−ν(a+ b)ϕAA1...As−1 ξ̄

AA1...As−1

Man erhält also

∂L( s2 )
∂ϕAA1...As−1

= ∂L′

∂ϕAA1...As−1
= b∇Ẋ(Aϑ̄

A1...As−1)
Ẋ

− ν(a+ b)ξ̄AA1...As−1 .

Man berechnet nun die Ableitung nach den Feldimpulsen:

∂L′

∂
(
∇BẎ ϕAA1...As−1

) = ∂

∂∇ϕ

[
aεAC∇CẊϕAA1...As−1 ϑ̄

ẊA1...As−1
]

(II.2)

Aus der Symmetrie von ϕ ergibt sich

εAC∇CẊϕAA1...As−1 ϑ̄
ẊA1...As−1

= ε[A|C∇CẊϕ(AA1...As−1)ϑ̄
Ẋ|A1...As−1] + ε(A|C∇CẊϕ(AA1...As−1)ϑ̄

Ẋ|A1...As−1)

= ε(A|C∇CẊϕ(AA1...As−1)ϑ̄
Ẋ|A1...As−1)

4Dabei bezeichnet (·, ·) die vollständige Kontraktion der Spinoren.
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Damit ergibt sich für (II.2)

= aε(A|Bϑ̄Ẏ |A1...A(s−1))

Insgesammt ergeben sich damit die Euler-Lagrange-Gleichungen für die Variation nach ϕ
zu

0 = ∂L( s2 )
∂ϕAA1...As−1

−∇BẎ
∂L( s2 )

∂
(
∇BẎ ϕAA1...As−1

)
= ∇Ẋ(Aϑ̄

A1...As−1)
Ẋ

− ν(a+ b)ξ̄AA1...As−1 − a∇BẎ ε
(A|Bϑ̄Ẏ |A1...A(s−1))

= · · · − a∇(A|
Ẏ
ϑ̄Ẏ |A1...A(s−1))

= · · ·+ a∇(A|Ẏ ϑ̄
|A1...A(s−1))
Ẏ

= (a+ b)
(
∇Ẋ(Aϑ̄

A1...As−1)
Ẋ

− νξ̄AA1...As−1
)
.

=⇒ 0 = ∇Ẋ(A|ϑ̄
|A1...As−1)
Ẋ

− νξ̄AA1...As−1 .

Diese Gleichung ist eine Komponente von (B). Die übrigen Buchdahlgleichungen ergeben
sich in analoger Weise durch Variation nach den Feldern ξ, χ und ϑ. �

Hier zeigen wir explizit, dass der von Illge definierte Strom erhalten ist.
Theorem II - 18 (Dirac-Strom).
Für Lösungen der Buchdahlgleichungen (B) Ψ = (ϕ, χ)tr ∈ Γ(DB

s M) und Σ = (ξ̄, ϑ̄)tr ∈
Γ(DB

s M) ist

jAẊ := i e
[
k
(
ϕAA1...As−1 ϑ̄

A1...As−1
Ẋ

+ χẊA1...As−1
ξ̄

A1...As−1
A

)
−k̄

(
ϕ̄ẊẊ1...Ẋs−1

ϑ
Ẋ1...Ẋs−1

A + χ̄AẊ1...Ẋs−1
ξ

Ẋ1...Ẋs−1
Ẋ

)]

mit e ∈ R und k ∈ C ein erhaltener Strom 5, d.h. ∇AẊjAẊ = 0.

Beweis.

∇AẊjAẊ = i e k
[ (
∇AẊϕAA1...As−1

)
ϑ̄

A1...As−1
Ẋ︸ ︷︷ ︸

=:T1

+ϕAA1...As−1

(
∇AẊ ϑ̄ A1...As−1

Ẋ

)
︸ ︷︷ ︸

=:T2

+
(
∇AẊχẊA1...As−1

)
ξ̄

A1...As−1
A︸ ︷︷ ︸

=:T3

+χẊA1...As−1

(
∇AẊ ξ̄ A1...As−1

A

)
︸ ︷︷ ︸

=:T4

]

−i e k
[
T1 + T2 + T3 + T4

]
5Für k = (a + b) aus Theorem II - 17, erhält man den Strom jAẊ auch aus der Betrachtung der
U(1)-Eichsymmetrie der Lagrange-Dichte. Siehe dazu (Illge, 1993).

42



Teil II. Systeme höheren Spins auf gekrümmten Raumzeiten

Es bietet sich an, die folgenden Summen von jeweils zwei der Terme Ti, i ∈ 4 zu
betrachten.

T2 + T3 = ϕAA1...As−1

(
∇AẊ ϑ̄ A1...As−1

Ẋ

)
+
(
∇AẊχẊA1...As−1

)
ξ̄

A1...As−1
A (∗)

Aus den Symmetrien von ϕAA1...As−1 ∈ Γ (DsM) und ξ̄AA1...As−1 ∈ Γ (DsM), sowie
(Penrose und Rindler, 1984a, Proposition 3.3.54, S. 140), folgt

= ϕAA1...As−1

(
∇(A|Ẋ ϑ̄

|A1...As−1)
Ẋ

)
−
(
∇ Ẋ

(A| χẊ|A1...As−1)

)
ξ̄

A1...As−1
A (II.3)

= ϕAA1...As−1

(
Ňs ϑ̄

)AA1...As−1 −
(
Ňs χ

)
AA1...As−1

ξ̄AA1...As−1 (II.4)

Die Buchdahlgleichungen (B) liefern dann

= νϕAA1...As−1 ξ̄
AA1...As−1 − ν ϕAA1...As−1 ξ̄

AA1...As−1 (II.5)
= 0 (II.6)

T1 + T4 =
(
∇AẊϕAA1...As−1

)
ϑ

A1...As−1
Ẋ

+ χẊA1...As−1

(
∇AẊξ A1...As−1

A

)
= (−1)s+1

(
∇AẊϕ

AA1...As−1
)
ϑ
Ẋ
A1...As−1 + χẊA1...As−1

(
∇AẊξ A1...As−1

A

)
= (−1)s+1 (Ms ϕ) A1...As−1

Ẋ
+ χẊA1...As−1

(
Ms ξ

) A1...As−1

Ẋ

In diesem Fall folgt aus den Buchdahlgleichungen

= (−1)s+2µχ
A1...As−1

Ẋ
ϑ
Ẋ
A1...As−1 − µχ

Ẋ
A1...As−1ϑ

A1...As−1
Ẋ

= 0

Die Verbleibenden Summanden in (∗) verschwinden auf Grund der Antilinearität der
komplexen Konjugation. �

Man erhält also aus der Lagrange-Dichte einen erhaltenen Strom. Allerdings ist die
Interpretation des zweiten Satzes an Feldern, der für die Konstruktion notwendig ist, nicht
geklärt. Um aufbauend auf dem hier konstruierten Skalarprodukt eine Quantisierung nach
Abschnitt 6.1 durchzuführen, müssen die zusätzlichen Feldern von den ursprünglichen in
einer Weise abhängen, so dass das Integral des Stromes über eine Cauchyfläche positiv
definit ist. Man stösst an dieser Stelle auf ein grundsätzliche Problem bei der Quantisierung
von höheren Spinorfeldern. Dieses wird in Abschnitt 6.4.2 genauer beschrieben.

6.3. Konstruktion eines Skalarproduktes

Der folgende Abschnitt liefert eine Wiederholung der Konstruktion und der Ergebnisse
von Mühlhoff (2007).
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Definition II - 19 (verallgemeinerter Dirac-adjungierter Spinor). Sei
Φ =

(
ψAA1...As−1 , ϕ

A1...As−1
Ẋ

)tr
∈ Γ

(
DB
s M

)
ein Buchdahl-Spinor, dann definiert man

durch

Φ+ :=

ϕ Ẋ1...Ẋs−1
A

ψ
ẊẊ1...Ẋs−1

 =
(
Φ+
) Ẋ1...Ẋs−1

Ã
∈ Γ

(
D
B
s

)
⊆ Γ

(
DD∗M ⊗D(0, s−1

2 )M
)

den verallgemeinerten Dirac-adjungierten Spinor.
Definition II - 20. Sei Σ ⊆ M eine glatte raumartige Cauchy-Hyperfläche mit einem
zukunftsorientierten normierten Normalenvektorfeld na. Man definiert

nÃ
B̃

:= naγ
aÃ
B̃

nẊA := σaẊAn
a

Es folgt das zentrale Theorem dieses Abschnittes.
Theorem II - 21 (Skalarprodukt auf HsΣ).
Für Σ und na wie zuvor definiert die Abbildung

bsΣ : Γ0
(
DB
s M

)
× Γ0

(
DB
s M

)
−→ C

(ϕ,ψ) 7−→
∫

Σ
dµΣ

(
ϕ+
) Ẋ1...Ẋs−1

Ã
nÃ

B̃
nẊ1A1

. . . nẊs−1As−1
ψB̃A1...As−1

ein Skalarprodukt auf Γ0
(
DB
s M

)
⊇ HsΣ.

Es werden zunächst zwei Lemmata bewiesen, aus denen die Aussage folgt.
Lemma II - 22.
Jeder lichtartige und zukunftsorientierte Vektor xa ∈

(
R4, η

)
lässt sich schreiben als

xa = σa
AẊ

ψAψ
Ẋ

mit einem ψ ∈ ∆ 1
2 ,0

.

Beweis.

• Man wähle nunächst wiederum die Standardbasen von ∆ 1
2 ,0

und
(
R4, η

)
.

• Sei ϕ̃ ∈ ∆
1
2 ,0 beliebig. Dann ist nach Lemma II - 16 ỹa = σa

AẊ
ϕ̃Aϕ̃

Ẋ lichtartig und
zukunftsorientiert.

• Wegen x0, ỹ0 > 0 existiert nun ein µ ∈ R>0, so dass x0 = µỹ0.

• Für ϕa := √µϕ̃a gilt also y0 = x0 und ya ist lichtartig.

• Es existiert also eine räumliche Drehung L ∈ L+
↑ , so dass x = L(y).
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• Sei S ∈ SL(2,C), so dass Λ(S) = L, dann gilt:

x = L(y) = σ−1
(
D( 1

2 ,
1
2 )(S)σ(y)

)
= σa

AẊ
SACS

Ẋ
Żσ

CŻ
b

(
σb
BẎ
ϕBϕẎ

)
= σa

AẊ
SACS

Ẋ
Żϕ

CϕŻ

= σa
AẊ

(Sϕ)A
(
Sϕ
)Ẋ

Mit ψ := Sϕ gilt also xa = σa
AẊ

ψAψ
Ẋ .�

Lemma II - 23.
Sei ϕ ∈

(
∆ 1

2 ,0

)⊗r
⊗
(
∆0, 1

2

)⊗s
, ϕA1...ArẊ1...Ẋs 6= 0. Mit

ϕa1...arb1···s := σa1
A1Ẋ1

. . . σar
ArẊr

σb1
B1Ẏ1

. . . σbs
BsẎs

ϕA1...ArẊ1...ẊrϕẎ1...ẎrB1...Bs

und na wie zuvor gilt

na1 . . . narnb1 . . . nbsϕ
a1...arb1...bs ∈ R>0 (II.7)

Beweis.

1. Man betrachte die folgende Abbildung:

bn : ∆ 1
2 ,0
×∆ 1

2 ,0
−→ C

(ϕ,ψ) 7−→ nAẊψ
AϕẊ

• bn ist sesquilinear.
• na ∈ R4, also ist nAẊ = naσ AẊ

a = naσa
ẊA = naσa

ẊA = nẊA. Daraus folgt
bn(ϕ,ψ) = nAẊψ

AϕẊ = nAẊψ
Ẋ
ϕA = nAẊϕ

Aψ
Ẋ = bn(ψ,ϕ). bn ist also eine

hermitesche Sesquilinearform.
• Mit Lemma II - 16 gilt außerdem

bn(ψ,ψ) = nAẊψ
Aψ

Ẋ = naσaAẊψ
Aψ

Ẋ
> 0,

da na zeitartig, ya lichtartig sowie beide Vektoren zukunftsorientiert sind.
bn ist also ein hermitesches Skalarprodukt auf ∆ 1

2 ,0
.

2. Sei {B1, B2} eine bzgl. bn orthonormale Basis von ∆ 1
2 ,0

und {B1, B2} die entspre-
chendende komplex konjugierte Basis von ∆0, 1

2
. In Koordinatenschreibweise ist

also

ϕ = ϕα1...αrβ̇1...β̇sBα1 ⊗ · · · ⊗Bαr ⊗Bβ̇1
⊗ · · · ⊗Bβ̇s
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6.3. Konstruktion eines Skalarproduktes

Setzt man diese Darstellung in (II.7) ein, so erhält man

na1 . . . narnb1 . . . nbsϕ
a1...arb1...bs

= nA1Ẋ1
. . . nCsẎsϕ

α1...αrβ̇1...β̇sϕµ̇1...µ̇sν1...νs

(Bα1)A1 ⊗ · · · ⊗ (Bβ̇s
)Ẏs ⊗ (Bµ̇1)Ẋ1 ⊗ · · · ⊗ (Bνs)Cs

= ϕα1...αrβ̇1...β̇sϕµ̇1...µ̇sν1...νsbn (Bµ̇1 , Bα1) . . . bn
(
Bβ̇s

, Bνs

)
.

Da {B} und {B} nach Voraussetzung Orthonormalbasen sind, ergibt sich daraus

= ϕα1...αrβ̇1...β̇sϕµ̇1...µ̇sν1...νsδα1µ̇1 . . . δβ̇sνs

=
∑

α1...αr
ν̇1...ν̇s

|ϕα1...αr ν̇1...ν̇s |2 > 0,

da nach Voraussetzung ϕ 6= 0 und n 6= 0.�

Den Abschluss der Betrachtungen des Skalarproduktes bildet die Diskussion des
Transformationsverhaltens.

Korollar II - 24 (Verhalten von bsΣ unter Koordinatentransformationen). Die hermite-
sche Sesquilinearform bsΣ ist invariant unter SL(2,C)-Transformationen.

Beweis. Seien ψ,ϕ ∈ HsΣ, dann ist mit S ∈ SL(2,C)

bsΣ

(
DB
s (S)ϕ,DB

s (S)ψ
)

=
∫

Σ
dµΣ

(
DB
s (S)ϕ

)+ Ẋ1...Ẋs−1

Ã
nÃ

B̃
nẊ1A1

. . . nẊs−1As−1

(
DB
s (S)ψ

)B̃A1...As−1

=
∫

Σ
dµΣ

[
Ds(S)ϕ1

ẊẊ1...Ẋs−1
nẊAnẊ1A1

. . . nẊs−1As−1
(Ds(S)ψ1)AA1...As−1︸ ︷︷ ︸

=:T1

+D−,s(S)ϕ2
Ẋ1...Ẋs−1

A nẊAnẊ1A1
. . . nẊs−1As−1

(
D−,s(S)ψ2

) A1...As−1
A︸ ︷︷ ︸

=:T2

].
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Für die Summanden T1 und T2 erhält man folgendes:

T1 :

Ds(S)ϕ1
ẊẊ1...Ẋs−1

naσ
a
ẊA

. . . nas−1σ
as−1
Ẋs−1As−1

(Ds(S)ψ1)AA1...As−1

= S
Ẋ
Ẏ . . . S

Ẋs−1
Ẏs−1

ϕ1
Ẏ Ẏ1...Ẏs−1naσ

a
ẊA

. . . nas−1σ
as−1
Ẋs−1As−1

SAB . . . S
As−1
Bs−1

ψ
BB1...Bs−1

1

= ϕ1
Ẏ Ẏ1...Ẏs−1na

(
S
Ẋ
Ẏ S

A
Bσ

a
ẊA

)
. . . nas−1

(
S
Ẋs−1
Ẏs−1

S
As−1
Bs−1

σa
Ẋs−1As−1

)
ψ

BB1...Bs−1
1

= ϕ1
Ẏ Ẏ1...Ẏs−1na

(
D( 1

2 ,
1
2 )∗ (S−1

)
σa
)
Ẏ B

. . .

nas−1

(
D( 1

2 ,
1
2 )∗ (S−1

)
σas−1

)
Ẏs−1Bs−1

ψ
BB1...Bs−1

1

Das Transformationsverhalten von naσ
a
ẊA

unter SL(2,C)-Transformationen liefert schließ-
lich

= ϕ1
Ẏ Ẏ1...Ẏs−1naσ

a
Ẏ B

. . . nas−1σ
as−1
Ẏs−1Bs−1

ψ
BB1...Bs−1

1 .

Durch eine analoge Rechnung für T2 findet man

D−,s(S)ϕ2
Ẋ1...Ẋs−1

A nẊAnẊ1A1
. . . nẊs−1As−1

(
D−,s(S)ψ2

) A1...As−1
A

= ϕ2
Ẏ1...Ẏs−1

B na
(
D( 1

2 ,
1
2 ) (S−1

)
σa
)Ẏ B

. . .

nas−1

(
D( 1

2 ,
1
2 )∗ (S−1

)
σas−1

)
Ẏs−1Bs−1

ψ
B1...Bs−1

2Ẏ

= ϕ2
Ẏ1...Ẏs−1

B naσ
a Ẏ B . . . nas−1σ

as−1
Ẏs−1Bs−1

ψ
B1...Bs−1

2Ẏ .�

Die vorangegangene Konstruktion produziert ein Skalarprodukt, welches invariant unter
SL(2,C)-Transformationen ist. Die fehlende Eigenschaft, also die Unabhängigkeit von
der Cauchyfläche ist allerdings ungeklärt. Sie scheint jedoch durch das s-fache Auftreten
des Normalenvektorfeldes in der Kontraktion äußerst unwahrscheinlich.

6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-
Stromes

6.4.1. Motivation

Wie die in den Abschnitte 6.2 und 6.3 zu sehen ist, gelingt es nicht in naheliegender
Weise einen erhaltenen und positiven Strom und daraus analog zu Dimock (1982) eine
CAR-Algebra zu konstruieren.
Die Gründe dafür sind mit der Struktur der entsprechenden Spinorbündel verbunden.

Für die Schwierigkeiten bei der expliziten Konstruktion sind wesentlich, dass
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6.4. Konstruktion eines erhaltenen Rarita-Schwinger-Stromes

• die eindeutige SL(2,C)-invariante Paarung zwischen dem Spinorbündel und dem
dazu dualen Bündel antisymmetrisch ist

• sowie die positive und die negative Weyldarstellung inäquivalente irreduzible Dar-
stellungen der selben Dimension sind und daher kein Intertwiner zwischen ihnen
existiert.

Eine Möglichkeit, positive und negative Weyl-Spinoren SL(2,C)-invariant zu paaren,
bietet die Kontraktion des Tensorproduktes der beiden Spinoren mit einem Lorentzvektor.
Die Kontraktion mit dem Normalenvektor der betrachteten Cauchyfläche in allen

Weyl-Komponenten liefert nach Mühlhoff (2007) ein Skalarprodukt auf der Cauchyfläche,
allerdings ist die Unabhängigkeit der Konstruktion von selbiger ungeklärt.

Die hier vorgeschlagene Vorgehensweise beruht auf den in 4 zusammengefassten Ergeb-
nissen der Konstruktionen auf dem Minkowskiraum und dem folgenden Theorem von
Fulling et al. (1981).
Theorem II - 25 (Deformation von global hyperbolischen Raumzeiten6).
Seien (Mi, gi), i ∈ 2 global hyperbolische Mannigfaltigkeiten mit raumartigen Cauchy-
Flächen Σi, die beide diffeomorph zu einer Mannigfaltigkeit Σ sind.

Dann existiert eine dritte global hyperbolische Mannigfaltigkeit (M = R × Σ, g) mit
Cauchyflächen Σ′i, i ∈ 2, so dass die Σi isometrisch diffeomorph zu den Σ′i sind und für
jeweils offene Umgebungen Selbiges gilt.

Beweis. In einer Umgebung von Σi, wählt man gauß’sche Normalkoordinaten. In diesen
hat die Raumzeitmetrik die Form

ds2
i = dt2 − γ(i)

kl (t) dxk dxl,

wobei t = ti die Fläche Σi beschreibt. Man nehme an, dass t1 6= t2 gilt.
Sei f(t, x), 0 ≤ f ≤ 1 eine glatte Funktion, welche in einer Umgebung von t = t1

den Wert 1 hat und außerhalb der Umgebung, für die die gauß’schen Normalkoordi-
naten gewählt sind, verschwindet. Weiterhin sei h(t, x) eine glatte Funktion mit den
entsprechenden Eigenschaften für g2 und t2.
Man definiere nun die Metrik g durch

ds2 = β2(t, x) dt2 −
[
f(t, x)γ(1)

kl (t) + h(t, x)γ(2)
kl (t)

+ (1− f(t, x)) (1− h(t, x)) γkl
]

dxk dxl,

wobei γkl eine beliebige riemannsche Metrik und β(t, x) eine positive Funktion ist, welche
in Umgebungen von t = ti den Wert 1 annimmt. Wählt man β außerhalb der o.g.
Umgebungen hinreichend klein, ist (R×M, g) die gewünschte Raumzeit. �

6Fulling et al. (1981, Appendix C, Proposition C.1)
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Die Aussage des Theorems lässt sich direkt in eine Aussage über erhaltene Ströme auf
speziellen global hyperbolischen Raumzeiten umformulieren.

Ein erhaltener Strom auf einer global hyperbolischen Raumzeit mit zu R3 diffeomorphen
Cauchyflächen ist positiv, wenn er auf der Cauchyfläche äquivalent zum in Abschnitt 4
definierten kanonischen Strom auf dem Minkowskiraum ist.

Diesen Ansatz werden wir verfolgen, indem wir mögliche Verallgemeinerungen des
Rarita-Schwinger-Stromes auf global hyperbolischen Raumzeiten betrachten.

6.4.2. Variationen des Rarita-Schwinger-Skalarproduktes

In diesem Abschnitt werden wir den Rarita-Schwinger-Strom auf dem Minkowskiraum
im Hinblick auf mögliche Verallgemeinerungen auf global hyperbolische Raumzeiten
umformulieren.

Aus Gründen der Übersichtlichkeit beschränken wir uns auf den Spin-3
2 -Fall – die

Rechnungen lassen sich jedoch ohne weitere Annahmen direkt auf beliebige höhere
fermionische Spinorfelder verallgemeinern.

Seien (χ, ξ)tr und (ϑ, ϕ)tr glatte Lösungen der Buchdahl-Gleichungen mit s = 3, deren
Träger geschnitten mit einer Cauchyfläche kompakt ist. Wir betrachten nun die folgende
Abbildung der negativen chiralen Komponenten

∫
Σ

dµΣ nẊ(A|ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∂Ẋ1A1
∂Ẋ2A2

ϕ
|A1A2)

Ẋ

= 1
3

∫
Σ

dµΣ

[
nẊAξ

Ẋ1Ẋ2
A ∂Ẋ1A1

∂Ẋ2A2
ϕ A1A2
Ẋ

+nẊA1ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∂Ẋ1A1
∂Ẋ2A2

ϕ AA2
Ẋ

+nẊA2ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∂Ẋ1A1
∂Ẋ2A2

ϕ AA1
Ẋ

]
= −1

3

∫
Σ

dµΣ

[
nẊA

(
∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

+nẊA1

(
∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ2A2

ϕ AA2
Ẋ

+nẊA2

(
∂Ẋ2A2

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ1A1

ϕ AA1
Ẋ

]
.
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Durch Anwendung des Stokes’schen Satzes erhalten wir

−1
3

∫
Σ

dµΣ

[(
∂ẊA∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

+
(
∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂ẊA∂Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

+
(
∂ẊA1∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ2A2

ϕ AA2
Ẋ

+
(
∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂ẊA1∂Ẋ2A2

ϕ AA2
Ẋ

+
(
∂ẊA2∂Ẋ2A2

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ1A1

ϕ AA1
Ẋ

+
(
∂Ẋ2A2

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂ẊA2∂Ẋ1A1

ϕ AA1
Ẋ

]
.

Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt

−
(
∂ẊA1∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ2A2

ϕ AA2
Ẋ

=
(
∂ A1
Ẋ

∂Ẋ1A1
ξ

Ẋ1Ẋ2
A

)
∂Ẋ2A2

ϕẊAA2

= 1
2

((
∂ A1
Ẋ

∂Ẋ1A1
− ∂ A1

Ẋ1
∂ẊA1

)
ξ

Ẋ1Ẋ2
A

)
∂Ẋ2A2

ϕẊAA2

= 1
2

(
�εẊẊ1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ2A2

ϕẊAA2

= 1
2

(
�ξ

Ẋ1Ẋ2
A

)
∂Ẋ2A2

ϕ AA2
Ẋ1

= 1
2

(
�εBAξ

BẊ1Ẋ2
)
∂Ẋ2A2

ϕẊAA2

= 1
2

((
∂ẊB∂

Ẋ
A − ∂ẊA∂

Ẋ
B

)
ξ

Ẋ1Ẋ2
A

)
∂Ẋ2A2

ϕẊAA2

= −
(
∂Ẋ1A1

∂Ẋ1Aξ
ẊẊ2

A

)
∂Ẋ2A2

ϕA1A2
Ẋ

.

Nach diesen Überlegungen ergibt der ursprüngliche Ausdruck

−
∫
Σ

dµΣ

[(
∂(Ẋ|A∂Ẋ1A1

ξ
|Ẋ1Ẋ2)

A

)
∂Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

+
(
∂Ẋ1A1

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

)
∂Ẋ(A|∂Ẋ2A2

ϕ
|A1A2)

Ẋ

]
.
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Aus den Bewegungsgleichungen folgt, dass die symmetrisierten Ausdrücke ohnehin symme-
trisch in den entsprechenden Indizes sind. Erneute partielle Integration liefert schließlich

∫
Σ

dµΣ nẊ(A|ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∂Ẋ1A1
∂Ẋ2A2

ϕ
|A1A2)

Ẋ
(II.8)

=
∫
Σ

dµΣ nẊAξ
Ẋ1Ẋ2

A ∂Ẋ1A1
∂Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

. (II.9)

6.4.3. deSitter-Variante

Wir betrachten hier einen Kandidaten für einen erhaltenen Strom, der sich auf deSitter-
Raumzeiten als solcher erweist. Seien (χ, ξ)tr und (ϑ, ϕ)tr Lösungen der Buchdahlglei-
chungen für s = 3 und mit µ = ν = im. Wir definieren den folgenden Kanditaten für
einen erhaltenen Strom:

jα = σα
AẊ

χẊẊ1Ẋ2∇Ẋ1A1
∇Ẋ2A2

ϑAA1A2

+ σα(Ẋ|Aξ
|Ẋ1Ẋ2)

A ∇Ẋ1A1
∇Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

.

Aus (II.8) folgt, dass das Integral von nαj
α über eine Cauchyfläche auf dem Minkowski-

raum dem Integral über die aus dem Rarita-Schwinger-Strom definierte Sesquilinearform
(I.3) auf den Fasern des Spinorbündels entspricht.

Das in Abschnitt 6.4.1 entwickelte Schema sieht zunächst die Berechnung der Divergenz
vor.

div j = ∇ẊA
(
χẊẊ1Ẋ2∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
ϑAA1A2

)
+∇(Ẋ|A

(
ξ
|Ẋ1Ẋ2)

A ∇Ẋ1A1
∇Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

)
= ∇ẊA

(
χẊẊ1Ẋ2

)
∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
ϑAA1A2

+ χẊẊ1Ẋ2
(
∇ẊA∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
ϑAA1A2

)
+
(
∇(Ẋ|Aξ

|Ẋ1Ẋ2)
A

)
∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
ϕ A1A2
Ẋ

+ ξ
(Ẋ1Ẋ2|

A

(
∇|Ẋ)A∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
ϕ A1A2
Ẋ

)
= m2ξ

Ẋ1Ẋ2
A ∇Ẋ1A1

ϕ AA1
Ẋ2

+ ξ
(Ẋ1Ẋ2|

A ∇|Ẋ)A∇Ẋ1A1
∇Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

(II.10)
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Es erweist sich als zweckmäßig die Symmetrisierung an diesem Punkt auszuschreiben.

= m2ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∇Ẋ1A1
ϕ AA1
Ẋ2

+ 1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A ∇ẊA∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
ϕ A1A2
Ẋ

≡ T1

− 1
3ξ

ẊẊ1
A ∇Ẋ2A

[
∇Ẋ1A1

,∇Ẋ2A2

]
ϕ A1A2
Ẋ

≡ T2

+ 2
3ξ

ẊẊ1
A

[
∇Ẋ2A1 ,∇Ẋ1A1

]
∇Ẋ2A2

ϕ A1A2
Ẋ

≡ T3

+ 2
3ξ

ẊẊ1
A ∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A∇Ẋ2A2
ϕ A1A2
Ẋ

≡ T4

Wir wenden uns zunächst der Berechnung von T1 zu.

1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A ∇ẊA∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
ϕ A1A2
Ẋ

= 1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A

{
∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
∇ẊA ≡ T10

+
[
∇ẊA,∇Ẋ1A1

]
∇Ẋ2A2

≡ T11

+∇Ẋ1A1

[
∇ẊA,∇Ẋ2A2

]}
ϕ A1A2
Ẋ

≡ T12

Die Berechnung der Kommutatoren unter Ausnutzung der Symmetrien der Felder ergibt

T11 : 1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A

[
−Ψ ẊŻ

Ẋ1Ẋ2
∇ŻA2

ϕ AA2
Ẋ

− Φ ŻA
Ẋ2 A1

∇ŻA2
ϕ A1A2
Ẋ1

+Λ∇Ẋ1A2
ϕ AA2
Ẋ2

]
T12 : 1

3ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∇ẊA1

[
ΨAA1

A2D
ϕ DA2
Ẋ2

− ΦẊ A1
Ẋ2 D

ϕ DA
Ẋ

− Λϕ AA1
Ẋ2

]
Wir fahren fort die in T2 und T3 auftretenden Kommutatoren durch Krümmungsspinoren
auszudrücken.

T2 : 1
3ξ

ẊẊ1
A ∇ A

Ẋ1
Φ Ż
Ẋ A1A2

ϕ A1A2
Ż

T3 : 2
3ξ

ẊẊ1
A

[
−ΨẊ2 Ż

Ẋ1Ẋ
∇Ẋ2A2

ϕ AA2
Ż

− Φ ŻA
Ẋ A1

∇Ẋ1A2
ϕ A1A2
Ż

+Λ∇Ẋ1A2
ϕ AA2
Ẋ

]
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Für die Berechnung der Divergenz verbleit noch die Zerlegung von T4 in krümmungsab-
hängige Terme.

2
3ξ

ẊẊ1
A ∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A∇Ẋ2A2
ϕ A1A2
Ẋ

= 2
3ξAẊẊ1

∇Ẋ1A1
∇Ẋ2A

∇Ẋ2
A2
ϕ A1A2
Ẋ

=2
3ξ

AẊẊ1∇Ẋ1A1

[
∇Ẋ2(A|∇

Ẋ2
|A2)︸ ︷︷ ︸

≡T41

+∇Ẋ2[A|∇
Ẋ2
|A2]︸ ︷︷ ︸

≡T42

]
ϕ A1A2
Ẋ

Mit der Identität (A.5) erhalten wir für T41 das Ergebnis

T41 : 2
3ξ

ẊẊ1
A ∇Ẋ1A1

[
−Ψ AA1

A2 Dϕ
DA2

Ẋ
− Φ ŻA

Ẋ A2
ϕ A1A2
Ż

− 4Λϕ AA1
Ẋ

]
.

Um den verbleibenden Summanden T42 ebenfalls auf Kontraktionen der Felder mit einer
Ableitung und Krümmungsspinoren zu zerlegen, betrachten wir zunächst folgende zweite
Ableitung des Feldes ϕ:

∇Ẋ1A
∇ẊAϕ A1A2

Ẋ

Daraus erhält man für den �-Term die Identität

�ϕ A1A2
Ẋ

= 2∇ẊA∇
Ẋ1Aϕ A1A2

Ẋ1
+ 4Φ Ẋ1(A1|

Ẋ D
ϕ

D|A2)
Ẋ1

+ 6Λϕ A1A2
Ẋ1

.

Mit dieser finden wir

T42 : ξ
Ẋ1Ẋ2

A1 ∇Ẋ1A2

[2
3∇Ẋ2A

∇ẊAϕ A1A2
Ẋ

+ 4
3Φ Ẏ (A1|

Ẋ2 A
ϕ

A|A2)
Ẏ

+ Λϕ A1A2
Ẋ2

]
.

Beginnend mit den Termen, welche dreifache Ableitungen enthalten, fassen wir nun die
einzelnen Terme geordnet nach den auftretenden Krümmungsgrössen wieder zusammen.

m2ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∇Ẋ1A1
ϕAA1
Ẋ2

+ 1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A ∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
∇ẊAϕ A1A2

Ẋ

+ 2
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A1 ∇Ẋ1A2

∇Ẋ2A
∇ẊAϕ A1A2

Ẋ

Die Buchdahlgleichungen liefern zunächst

− ξ
Ẋ1Ẋ2

A ∇Ẋ1A1
∇Ẋ2A2

∇Ẋ(A|ϕ
|A1A2)

Ẋ

+ 1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A ∇Ẋ1A1

∇Ẋ2A2
∇ẊAϕ A1A2

Ẋ

+ 2
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A1 ∇Ẋ1A2

∇Ẋ2A
∇ẊAϕ A1A2

Ẋ
.

Mit der Identität (A.5) erhalten wir

1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A Φ A

Ẋ1Ẋ2 D
∇Ẋ

A2
ϕ DA2
Ẋ

. (II.11)
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Die Summe der von der skalaren Krümmung abhängenden Terme ergibt

−1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A

(
∇Ẋ1A1

Λ
)
ϕ AA1
Ẋ2

= 1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A

(
∇Ẏ DΦẊ1Ẏ DA1

)
ϕ AA1
Ẋ2

. (II.12)

Der letzte Schritt folgt aus den Spinor-Ricci-Identitäten (Wünsch, 1985, Gleichung (4)).
Unter Anwendung dieser folgt für die von der Weyl-Krümmung abhängigen Terme

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

(
ΨAA1

A2D
∇Ẋ1A1

ϕ DA2
Ẋ2

−Ψ ẊŻ
Ẋ1Ẋ2

∇ŻA2
ϕ AA2
Ẋ

)
+ξAẊ1Ẋ2

(
∇ A1
Ẋ1

ΨAA1A2D

)
ϕ DA2
Ẋ

= ξ
Ẋ1Ẋ2

A

(
ΨAA1

A2D
∇Ẋ1A1

ϕ DA2
Ẋ2

−Ψ ẊŻ
Ẋ1Ẋ2

∇ŻA2
ϕ AA2
Ẋ

)
+ξAẊ1Ẋ2

(
∇Ẏ (A|ΦẎ Ẋ1|A2D)

)
ϕ DA2
Ẋ2

.

(II.13)

Es verbleibt die Zusammenfassung der Terme, die von der spurfreien Ricci-Krümmung
abhängen. Einschließlich der Ergebnisse (II.11), (II.12) und (II.13) erhalten wir

ξ
Ẋ1Ẋ2

A

(
∇ẊA1

Φ ẊA
Ẋ1 A2

)
ϕ A1A2
Ẋ2

+1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A

(
∇Ẋ1A1

Φ ẊA
Ẋ2 A2

)
ϕ A1A2
Ẋ

+2
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A Φ A

Ẋ1Ẋ2 A1
∇Ẋ

A2
ϕ A1A2
Ẋ

.

(II.14)

Insgesamt ist die Divergenz in Abhängigkeit von den Krümmungsspinoren schließlich
gegeben als

div j = ξ
Ẋ1Ẋ2

A

(
∇ẊA1

Φ ẊA
Ẋ1 A2

)
ϕ A1A2
Ẋ2

+ 1
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A

(
∇Ẋ1A1

Φ ẊA
Ẋ2 A2

)
ϕ A1A2
Ẋ

+ 2
3ξ

Ẋ1Ẋ2
A Φ A

Ẋ1Ẋ2 A1
∇Ẋ

A2
ϕ A1A2
Ẋ

+ ξ
Ẋ1Ẋ2

A

(
ΨAA1

A2D
∇Ẋ1A1

ϕ DA2
Ẋ2

−Ψ ẊŻ
Ẋ1Ẋ2

∇ŻA2
ϕ AA2
Ẋ

)
.

Es zeigt sich, dass die Divergenz nicht von der skalaren Krümmung abhängt. Daraus
folgt, dass der zuvor betrachtete Strom auf der deSitter-Raumzeit erhalten ist, da in
diesem Fall die übrigen Kümmungsspinoren verschwinden.

6.5. Modifizierte Rarita-Schwinger-Operatoren

Im Folgenden untersuchen wir zunächst den von Buchdahl (1982b) vorgeschlagenen
modifizierten Rarita-Schwinger Operator für Felder mit Spin 3

2 . Anschließend betrachten
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wir den von Kallosh et al. (2000) im Rahmen ihrer Untersuchung von kosmologischer
Gravitino-Produktion hergeleiteten Operator.
Dazu verwenden wir in beiden Fällen ein Verfahren nach Bär und Ginoux (2011) zur

Konstruktion eines erhaltenen Stromes aus dem Hauptsymbol des Differentialoperators
und der durch die Lorentzsche Metrik induzierten inneren Produkt auf dem Bündel.

Als Verallgemeinerung der Rarita-Schwinger-Gleichungen sind die betrachteten Felder
glatte Schnitte Ψ im D1

RS-Spinorbündel über der global hyperbolischen Raumzeit M ,
welche die Bedingung

γαΨα = 0

erfüllen7.
Auf den Fasern des Bündels existiert ein durch die Lorentz’sche Metrik induziertes

inneres Produkt8, gegeben durch

〈·, ·〉 : ∆1
RS ×∆1

RS −→ C

〈Θm,Ψm〉 = (ϑm)ABẊ(ξm)ẊBA + (χm) Ẋ
BẎ

(ϕm) Ẏ B
Ẋ

.

Dabei sind χ und ϑ (bzw. ξ und ϕ) die chiralen Komponenten von Θ (bzw. Ψ).
Die zu untersuchenden Bewegungsgleichungen haben im 2-Spinor-Formalismus die

folgende Form:

−i∇ẊAϕ Ẏ B
Ẋ

= µξẎ BA − β̂Ẏ BA

−i∇ẊAξ
Ẏ BA = νϕ Ẏ B

Ẋ
+ α̂Ẏ B

Ẋ
.

(II.15)

Dabei sind ξ und ϕ die chiralen Komponenten des Feldes, ν = −µ = m√
2 die Masse und

β̂Ẏ BA = i∇Ẏ AαB − 2i∇Ẏ BαA − 3µεABβẎ

α̂Ẏ A
Ẋ

= −i∇ A
Ẋ
βẎ + 2i∇Ẏ AβẊ − 3νε Ẏ

Ẋ
αA

wobei α und β sich nach

αA = −2
12m2 +R

Φ Ẏ B
Ẋ B

ϕ ẊB
Ẏ

βẊ = −2
12m2 +R

ΦẊẎ ABξ
Ẏ AB

aus dem Feld ergeben. Im vorliegenden Fall bietet sich an, die Korrespondenz zwischen
der D( 1

2 ,
1
2 )- und der Vektor-Darstellung der SL(2,C) zu nutzen, da sich die Rechnungen

7Vergleiche Abschnitt 4.2, Gleichung (RS2) und den folgenden Abschnitt zur Formulierung in 2-Spinoren.
8Der Index m bezieht sich hier auf den Punkt der Mannigfaltigkeit, an dem das Produkt der Schnitte
ausgewertet wird.
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dadurch wesentlich kompakter schreiben lassen. In Dirac-Spinor-Vektor-Schreibweise
lauten die Gleichungen (II.15)

(
−i /∇−m

)
Ψα +

(
−2i∇α − iγα /∇− 3mγα

)
BΨ = 0 (mRS)

wobei die Dirac-Indizes der besseren Übersicht halber unterdrückt sind und BΨ den durch
2−

1
2 (α, β)tr aus Ψ gegebenen Dirac-Spinor bezeichnet.

Lemma II - 26 (Irreduzibilitätsbedingung).
Sei Ψα ∈ Γ0

(
D1
RSM

)
und man definiere

Ψ̃α :=
(
−i /∇−m

)
Ψα +

(
−2i∇α − 2iγα /∇− 3mγα

)
BΨ.

Dann gilt

γαΨ̃α = 0, also
−i∇αΨα = 3

(
−i /∇− 2m

)
BΨ.

Ausgedrückt durch die chiralen Komponenten von Ψ lauten die Beziehungen

∇ẊAϕ Ẏ
Ẋ A

= 3∇Ẏ
A
αA + 6iµβẎ ,

∇ẊAξ
ẊAB = −3∇ẊV βẊ − 6iναB.

(II.16)

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Irreduzibilitätsbedingung

γαΘα = 0

für Θ ∈ Γ0
(
D1
RSM

)
. �

Lemma II - 27 (formale Selbstadjungiertheit).
Der durch die Gleichungen (mRS) bzw. (II.15) definierte Differentialoperator

R : Γ0
(
D1
RSM

)
−→ Γ0

(
D1
RSM

)
ist bezüglich des durch die Lorentzmetrik auf M induzierten inneren Produktes formal
selbstadjungiert
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Beweis. Seien Θ = (χ, ϑ)tr und Ψ = (ξ, ϕ)tr aus Γ0
(
D1
RSM

)
.∫

Σ

dµΣ 〈Θ, RΨ〉

=
∫
Σ

dµΣ
[
ϑABẊ

(
−i∇Ẏ Aϕ ẊB

Ẏ
+ i∇ẊAαB − 2i∇ẊBαA

)
+χ Ẏ

BẊ

(
−i∇Ẏ Aξ

ẊBA + i∇ A
Ẏ
βẊ − 2i∇ẊBβẎ

)]
=
∫
Σ

dµΣ
[
ϑABẊ

(
−i∇Ẏ Aϕ ẊB

Ẏ
− i∇ẊBαA

)
+χ Ẏ

BẊ

(
−i∇Ẏ Aξ

ẊBA − i∇ẊBβẎ
)]

= i

∫
Σ

dµΣ
[(
∇Ẏ AϑABẊ

)
ϕ ẊB
Ẏ

+
(
∇ẊBϑABẊ

)
αA

+
(
∇Ẏ Aχ

Ẏ
BẊ

)
ξẊBA +

(
∇ẊBχ Ẏ

BẊ

)
βẎ

]
Man verwendet nun die Irreduzibilitätsbedingung (II.16).

= i

∫
Σ

dµΣ
[(
∇Ẏ AϑABẊ

)
ϕ ẊB
Ẏ

+
(
−3∇ Ẋ

A α̃Ẋ − 6iµβ̃A
)
αA

+
(
∇Ẏ Aχ

Ẏ
BẊ

)
ξẊBA +

(
−3∇Ẏ Bβ̃B + 6iνα̃Ẏ

)
βẎ

]
= i

∫
Σ

dµΣ
[(
∇Ẏ AϑABẊ

)
ϕ ẊB
Ẏ

+ α̃Ẋ

(
3∇ Ẋ

A αA − 6iνβẊ
)

+
(
∇Ẏ Aχ

Ẏ
BẊ

)
ξẊBA + β̃B

(
3∇Ẏ BβẎ − 6iµαB

)]
Mit µ = −ν und unter erneuter Verwendung von (II.16) ergibt sich

= i

∫
Σ

dµΣ
[(
∇Ẏ AϑABẊ +∇Ẏ

B
α̃Ẋ

)
ϕ ẊB
Ẏ

+
(
∇Ẏ Aχ

Ẏ
BẊ

+∇Ẏ Bβ̃A
)
ξẊBA

]
Der in der obigen Rechnung nicht betrachtete Summand des vollen Operators, welcher
im inneren Produkt nicht verschwindet, besteht aus einer Multiplikation mit einer reellen
Zahl und ist demnach selbstadjungiert. Die Summe der Terme, also der gesamte Operator,
ist folglich formal selbstadjungiert bezüglich des inneren Produktes 〈·, ·〉Σ. �

Der Vorgehensweise von Bär und Ginoux (2011) folgend, untersuchen wir das Haupt-
symbol σR des Differentialoperators. Das Hauptsymbol für einen Schnitt k im Tangenti-
albündel von M angewendet auf ein Spinorfeld Ψ ist

(σR(k)Ψ)α = /kΨα + (2kα + γα/k)BΨ
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Um die charakteristische Mannigfaltigkeit9 zu bestimmen, suchen wir nichttriviale Lö-
sungen der Gleichung

0 = /kΨα + (2kα + γα/k)BΨ. (II.17)

Betrachten wir zunächst die lichtartigen k 6= 0.

0 = (/k)2Ψα + (2/kkα + /kγα/k)BΨ

= (2/kkα + 2kα/k)BΨ

= 4kα/kBΨ

Nach Voraussetzung existiert eine Komponente von k, die nicht identisch verschwindet.
Es muss also gelten

0 = /kBΨ. (II.18)

Da /k für lichtartige k nilpotent, also insbesondere nicht invertierbar ist, folgt die Existenz
einer nichttrivialen Lösung der Gleichung. Kontrahieren wir (II.17) mit γ, erhalten wir
die Gleichung

kαΨα = −3/kBΨ

Mit Gleichung (II.18) folgt

kαΨα = 0 (II.19)

Betrachten wir nun das Hauptsymbol für zeit- und raumartige Vektoren. Die Linearität des
Hauptsymbols in k erlaubt es,ohne Einschränkung der Allgemeinheit den entsprechenden
Vektor pα derart zu wählen, dass |p2| = 1 gilt.

0 = /pΨα +
(
2pα + γα/p

)
BΨ (II.20)

0 = (/p)2Ψα +
(
2/ppα + /pγ

α
/p
)
BΨ

= ±Ψα +
(
4/ppα ∓ γα

)
BΨ

Setzen wir nun die Definition von BΨ ein, erhalten wir

Ψα = (∓4/ppα + γα)cR̃µνγµΨν (II.21)

mit c = (12m2 +R)−1 und dem spurfreien Ricci-Tensor R̃µν . Kontraktion von (II.20) mit
γ fürt in diesem Fall ebenfalls auf

pαΨα = −3/pBΨ. (II.22)
9Die charakterisitsche Mannigfaltigkeit ist die Menge der Schnitte k in TM für die die Gleichung
σR(k)Ψ = 0 nichttriviale Lösungen besitzt.
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Um die Beweisidee für die Wohldefiniertheit des Cauchyproblems aus Bär und Ginoux
(2011, Remark 2.27) für den hier untersuchten Operator zu übernehmen, muss die
charakteristische Mannigfaltigkeit von R den lichtartigen Vektoren entsprechen.
Anders ausgedrückt ist es notwendig, dass

• die Gleichungen (II.18), (II.19) eine nichttriviale Lösung besitzen und

• die Gleichungen (II.21), (II.22) nur trivial lösbar sind.

Die nichttriviale Lösbarkeit von (II.21) ist gleichbedeutend mit den Bedingungen

∓ R̃µνγµ = /ppν(12m2 +R)

Wir wählen nun als Vektoren, das zeit- und ein raumartiges Element einer Basis von M.

−R̃µνγµ = γ0pν(12m2 +R)
R̃µνγ

µ = γipν(12m2 +R)

Aus der linearen Unabhängigkeit der γ-Matrizen folgen also{
−R̃00 = (12m2 +R)
−R̃µj = 0, j ∈ 3 und{
R̃ii = (12m2 +R),
R̃µν = 0, (µ, ν) 6= (i, i).

Diese Bedingungen widerspechen sich, falls die Krümmung nicht verschwindet. Daraus
folgt, dass die Bedingungen nicht für alle zeit- und raumartigen Vektoren erfüllt sein
können. Das impliziert jedoch lediglich, dass nicht alle zeit- und raumartigen Vektoren
zur charakteristischen Mannigfaltigkeit des Operators gehören können.
Im Allgemeinen sind die Bedingungen, die aus den Voraussetzungen für den Beweis

der Wohldefiniertheit des Cauchy-Problems nach Bär und Ginoux (2011) folgen, für den
hier betrachteten Operator nicht erfüllbar. Zudem erscheinen im Rahmen der Quanten-
feldtheorie auf gekrümmten Raumzeiten die Bedingungen unphysikalisch, da diese die
Masse der Felder in direkte Beziehung zu Krümmungsgrößen der Raumzeit setzen.
Wir widmen uns nun dem von Kallosh et al. (2000) hergeleiteten Operator. In der

zitierten Arbeit ist der Operator für konstante Gravitinomasse als

(−i /∇−m)Ψα +
(
i∇α + m

2 γ
α
)
/Ψ = 0

gegeben. Hier soll die allgemeinere Variante

(QΨ)α := (−i /∇−m)Ψα + (ai∇α + bmγα) /Ψ + ciγα∇µΨµ, {a, b, c} ⊂ C
QΨ = 0 (II.23)

des Operators untersucht werden.
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Das Spinorbündel, auf dessen Schnitten die Operatoren wirken ist(
DD ⊗D( 1

2 ,
1
2 ))M.

Es werden zunächst keine weiteren Bedingungen and die Felder gestellt, so dass es sich
im Allgemeinen nicht um freie Felder handelt, da die Darstellung der SL(2,C) reduzibel
ist.

Der erste Schritt ist die Bestimmung der Parameterbereiche für a, b und c, für die die
Konsistenz der Bewegungsgleichung (II.23) gewährleistet ist.
Aus Kontraktion der Gleichung (II.23) mit γα erhalten wir

∇αΨα = i(1 + a) /∇+ (4b+ 1)m
i(2− 4c)

/Ψ für c 6= 1
2 . (II.24)

Kontrahieren wir (II.23) mit ∇α und setzen in Terme, die Ausdrücke mit γαΨα enthalten
die Identität (II.24) ein, folgt[

i(c− 1)(a+ 1)
2− 4c (�− R

4 + [(4b+ 1)(c− 1) + (a+ 1)]m/∇
2− 4c

− i(4b+ 1)m2

2− 4c + ai�+ bm/∇
]
/Ψ + i

2Rµνγ
µΨν = 0.

Um die Irreduzibilitätsbedingung durch eine algebraische Gleichung ersetzen zu können,
müssen

a = −(c− 1)(a+ 1)
2− 4c ,

b = −(4b+ 1)(c− 1) + (a+ 1)
2− 4c

(II.25)

gelten. Die algebraische Bedingung an die Felder lautet dann

/Ψ = 2− 4c
(4b+ 1)m2

[1
2Rµνγ

µ − aR

4 γµgµν

]
Ψν . (II.26)

Für flache Raumzeiten erhalten wir also gerade die Irreduzibilitätsbedingung /Ψ = 0 und
für a = 1, b = 1

2 und c = 0 entspricht die Bedingung Gleichung (3.4) in Kallosh et al.
(2000) für eine konstante Masse.

Im Gegensatz zu der Analyse der von Buchdahl vorgeschlagenen Modifikation des
Rarita-Schwinger-Operators werden wir in diesem Fall zunächst das Hauptsymbol des
Operators untersuchen.

(σQ(k)Ψ)α = /kΨα − akα /Ψ− cγαkµΨµ

Kontrahieren wir die Gleichung zur Bestimmung der charakteristischen Mannigfaltigkeit
(σQ(k)Ψ)α = 0 mit γα erhalten wir die Identität

kαΨα = (1 + a)
2(1− 2c)

/k /Ψ (II.27)
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Wir betrachten nun zeit- und raumartige Schnitte p des Tangentialbündels.

0 = (σQ(p)Ψ)α

0 = (1− c)/ppαΨα ∓ a/Ψ

Einsetzen von (II.27) liefert

0 = ±(1− c)(1 + a)
2(1− 2c)

/Ψ∓ a/Ψ.

Aus der Forderung nach algebraischen Einschränkungen an die Felder (II.25) ergibt sich

0 = (a− a)/Ψ.

Demnach ist das Hauptsymbol unter den gestellten Anforderungen für keinen zeit- und
raumartigen Schnitt des Tangentialbündels invertierbar. Eine analoge Rechnung für
zeitartige Schnitte zeigt, dass das Hauptsymbol für beliebige Schnitte nicht invertierbar
ist. Die betrachtete Klasse und insbesondere der von Kallosh et al. (2000) betrachtete
Operator für eine konstante Masse haben folglich kein wohldefiniertes Cauchyproblem
und lassen keine Definition einer Antikommutatorrelation zu.
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In dieser Arbeit haben wir Möglichkeiten studiert, die klassischen und quantisierten
Theorien höherer fermionischer Felder auf global hyperbolische Mannigfaltigkeiten zu
verallgemeinern.

Dazu haben wir zunächst die bekannten Ansätze rekapituliert und dabei festgestellt,
dass sich die Probleme der verschiedenen Ansätze stets auf die selben Grundsätze
reduzieren lassen.

Im Falle der Buchdahlgleichungen liegt das Problem wesentlich am Fehlen einer durch
die Metrik induzierten Paarung des Spinorbündels und seines komplex Konjugierten.

Bei den betrachteten Modifikationen des Rarita-Schwinger-Operators liegen die Schwie-
rigkeiten weniger auf der Seite der Geometrie als bei den Operatoren selbst. Wir konnten
zeigen, dass es eine große Klasse von möglichen Modifikationen gibt, die zwar Verwendung
finden, deren Lösungen allerdings im Allgemeinen kein kausales Ausbreitungsverhalten
besitzen. Eine wichtige Rolle spielt hier die algebraische Einschränkung der Freiheitsgra-
de, die von Nöten ist, um die Irreduzibilität der Darstellung der Symmetriegruppe zu
gewährleisten.
Wir haben bei unseren Ansätzen versucht, die Beweise der Äquivalenz der Bewe-

gungsgleichungen auf dem flachen Raum soweit möglich auszunutzen und mit Hilfe von
Deformationsargumenten Eigenschaften der Strukturen von diesem auf den gekrümmten
Raum fortzusetzen.

Das Problem der Konstruktion einer allgemein kovarianten Quantenfeldtheorie für
höhere Spinorfelder bleibt ungelöst.
Das Feld bietet jedoch viele weitere Möglichkeiten, die zu untersuchen sind. Es wäre

zunächst wichtig, das Konsistenzproblem der Bewegungsgleichungen weiter zu untersuchen.
Bisher existieren nur für wenige der im flachen Fall äquivalenten Spinorbündel konsistente
Bewegungsgleichungen.

Im Falle der Buchdahlgleichungen, die in der Form nach Wünsch bisher die eleganteste
Variante derartiger Gleichungen sind, wäre eine allgemeinere Untersuchung der in dieser
Arbeit nur für den einfachsten Fall betrachteten Kontraktion potentiell interessant,
da diese Kontraktion im Grenzwert einer flachen Raumzeit gerade der im Beweis der
Äquivalenz der Theorien verwendeten Konstruktion entspricht. Aus physikalischer Sicht
ist dieser Ansatz insofern interessant, als dass er sich im flachen Fall direkt auf die
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gemeinhin verwendete Form des Rarita-Schwinger Stromes reduziert.
Ein anderer Möglicher Ansatz wäre das Fallenlassen der Irreduzibilität, oder die

Betrachtung wechselwirkender Theorien, die in der Supergravitation verwendet werden.
Nicht zuletzt bietet es sich an, das Problem auf einem möglicherweise abstrakteren

Niveau zu betrachten und zu überprüfen, ob der Katalog der Bedingungen an eine allge-
mein kovariante Quantenfeldtheorie höherer Spinorfelder diese unter gewissen Umständen
ausschließt.
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A. Mathematische Ergänzungen

A.1. Clifford Algebra

Definition A - 1 (Clifford-Algebra). Sei (V, q) ein K-Vektorraum und q : V × V −→ K

eine quadratische Form.
Eine assoziative unitale K-Algebra CL (V, q) zusammen mit einer linearen Abbildung

ι : V −→ CL (V, q) nennt man genau dann eine Clifford-Algebra, wenn gilt

1. ∀x ∈ V : (ι(x))2 = q(x)1CL(V,q)

2. Für jede weitere assoziative unitale K-Algebra A und jede weitere lineare Abbildung
ϕ : V −→ A, für die (ϕ(X))2 = q(x)1A gilt, existiert ein eindeutiger K-Algebra-
Homomorphismus ϕ : CL (V, q) −→ A, so dass ϕ = ϕ ◦ ι.

Korollar A - 2 (Eigenschaften von Clifford-Algebren).

1. Für alle Paare (V, q) existiert eine Clifford-Algebra, d.h. beliebige Clifford-Algebren
CL (V, q) und CL′(V, q) sind isomorph.

2. Eine konkrete Realisierung der Clifford-Algebra CL (V, q) ist die Tensor-Algebra
von V modulo dem Ideal I := {x⊗X − q(x)1 | x ∈ V }

3. Clifford-Algebren sind Z2-gradierte Algebren. Der Gradierungsautomorphismus α
ist gegeben durch die Fortsetzung von α(x) = −x auf ganz CL (V, q). α ist involutiv,
also lässt sich CL (V, q) in folgender Weise zerlegen CL (V, q) = CL+(V, q) ⊕
CL−(V, q), dabei sind CL±(V, q) die Eigenräume von α zu den Eigenwerten ±1. Sie
werden auch als gerader (+) bzw. ungerader (−) Anteil von CL (V, q) bezeichnet.

Definition A - 3 (Einheitsgruppe). Sei (V, q) ein K-Vektorraum mit quadratischer Form
q, dann bezeichnet man die Untergruppe

CL×(V, q) := {x ∈ CL (V, q) |∃ x−1 ∈ CL (V, q) : x−1−x = xx−1 = 1} ⊆ CL (V, q)

als Einheitsgruppe.
Ist V endlichdimensional mit DimK(V ) = n <∞, so ist CL×(V, q) eine K-Lie-Gruppe

der Dimension 2n.
Definition A - 4 (verdrehte adjungierte Darstellung von CL×(V, q)). Man bezeichnet
die Darstellung von CL×(V, q) auf CL (V, q), die definiert ist durch

Ãdϕ(x) := α(ϕ) · x · ϕ−1 ϕ ∈ CL×(V, q), x ∈ CL (V, q)

als die verdrehte adjungierte Darstellung von Cl×(V, q).
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Definition A - 5 (Clifford-Gruppe). Sei (V, q) wie zuvor, dann heißt

Γ(V, q) := {ϕ ∈ Cl×(V, q)| Ãdϕ(V ) = V }

die Clifford-Gruppe von (V, q).
Definition A - 6 (Spin und Pin). Sei CL (V, q) eine Clifford-Algebra, dann sind

• Pin(V, q) die multiplikative Untergruppe der Clifford-Gruppe Γ(V, q), die erzeugt
wird von Elementen der Form {x ∈ V | q(x) = ±1},

• Spin(V, q) := Pin(V, q) ∩ Cl+(V, q).

Es gilt also:

Spin(V, q) ⊆ Pin(V, q) ⊆ Γ(V, q) ⊆ Cl×(V, q) ⊆ Cl(V, q)

Für den Fall V = R4 und q(x) = (x0)2 − (~x)2 gilt1:

0 −→ Z2 −→ Spin+(1, 3) Ãd−→ SO+(1, 3) −→ 1

Spin+(1, 3) bezeichnet hier die Einschränkung von Spin(1, 3) auf die Zusammenhangs-
komponente der 1 ∈ Cl1,3. Demnach existiert also ein universeller Überlagerungshomo-
morphismus

Spin+(1, 3) −→ SO+(1, 3) = L↑+

und damit is SL(2,C) ∼= Spin+(1, 3) (vgl. dazu Lawson und Michelsohn (1989), Theorem
2.9 ff.).
Definition A - 7 (Darstellung einer Clifford-Algebra). Sei CL (V, q) eine Clifford-Algebra
und W ein endlichdimensionaler L-Vektorraum mit L ⊇ K.
Eine Darstellung der Cliffordalgebra CL (V, q) auf W ist ein K-Algebra-

Homomorphismus

ρ : CL (V, q) −→ EndK(W )

W (der Darstellungsraum von ρ) heißt dann ein CL (V, q)-Modul über K und die Wirkung
von CL (V, q)-Elementen auf W wird als Clifford-Multiplikation bezeichnet.

ρ(ϕ)(x) = ϕ · x ϕ ∈ CL (V, q) , x ∈W

Definition A - 8 (Spinor-Darstellung).
1Man bezeicnet CL

(
R4, q

)
auch als Cl1,3, dementsprechend ergeben sich auch die Bezeichnungen der

diversen Unteralgebren, bzw. Untergruppen
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1. CLc1,3 = Cl1,3 ⊗ C ist C-Algebra-isomorph zu End(C4)

CLc1,3
∼= End(C4)

Einen entsprechenden Isomorphismus bezeichnet man als Spinor-Darstellung von
Clc1,3. Eine solche Darstellung ist irreduzibel und bis auf Äquivalenz die einzige
irreduzible komplexe Darstellung.

2. Eine Darstellung κ1,3 von Cl1,3 nennen wir eine Spinor-Darstellung von Cl1,3, wenn

κc1,3 := κ1,3 ⊗ C

eine Spinor-Darstellung von Clc1,3 ist. Jede solche Darstellung ist wiederum irredu-
zibel und bis auf Äquivalenz die einzige irreduzible Darstellung.

Proposition A - 9. Die Einschränkung einer Spinor-Darstellung κ1,3 von CL1,3 auf
Spin+(1, 3) ∼= SL(2,C) ist äquivalent zu einer Darstellung

DD := D( 1
2 ,0) ⊕D(0, 1

2 )∗ auf ∆D := ∆ 1
2 ,0
⊕∆∗0, 1

2

∼= C4 (D)

A.2. Differentialgeometrie

Im Folgenden werden alle Mannigfaltigkeiten als glatt vorausgesetzt.
Definition A - 10 (Differential). Sei Ψ : M −→ N eine glatte Abbildung zwischen zwei
Mannigfaltigkeiten und m ∈M . Das Differential von Ψ am Punkt m ist gegeben durch
eine Abbildung

d Ψm : TmM −→ TΨ(m)N.

Für X ∈ TmM ist d Ψm(X) definiert durch seine Wirkung auf glatte Funktionen in einer
Umgebung U ⊆ N von Ψ(m),

d Ψm(X)(g) = Xm(g ◦Ψ)

Definition A - 11 (lokal triviales Bündel). Seien π : E −→ M eine glatte Abbildung
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und F eine weitere Mannigfaltigkeit. Das Tupel

(E, π,M ;F )

heißt lokal triviales Bündel (auch lokal triviale Faserung) mit dem Fasertyp F , falls es
um jeden Punkt x ∈ M eine offene Umgebung U ⊂ M und einen Diffeomorphismus
ϕU : π−1(U) −→ U × F gibt, so dass pr1 ◦ϕU = π gilt.
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Definition A - 12 (Schnitt). Unter einem (glatten) Schnitt in einem lokal trivialen
Bündel (E, π,M ;F ) versteht man eine glatte Abbildung s : M −→ E mit π ◦ s = IdM
Einen Schnitt in einem Teilbündel EU über einer offenen Menge U ⊂ M nennt man
lokalen Schnitt in E über U .

Γ(E) = {s : M −→ E, s glatter Schnitt in (E, π,M ;F )}

Γ(U,E) =
{
s : U −→ E, s glatter Schnitt in (EU , π|E(U), U ;F )

}
Definition A - 13 (Hauptfaserbündel). Sei G eine Lie-Gruppe und π : P −→ M eine
glatte Abbildung. Das Tupel (P, π,M ;G) heißt Hauptfaser- oder Prizipalbündel über M ,
falls gilt:

1. G wirkt von rechts als Liesche Transformationsgruppe auf P . Die Wirkung ist
fasertreu und einfach transitiv auf den Fasern, d.h. ∀p, q ∈ P und g ∈ G
• pg = p =⇒ g = e ∈ G
• ∃g ∈ G : q = pg

• π(pg) = π(p)

2. Es gibt einen Bündelatlas {(Ui, ϕi)} aus G-äquivarianten Bündelkarten, d.h. es
gelten:
• ϕ : π−1(Ui) −→ Ui ×G ist ein Diffeomorphismus
• pr1 ◦ϕi = π

• ϕ(pg) = ϕi(p)g ∀p ∈ π−1(Ui) und g ∈ G, wobei G auf Ui×G durch (x, h)·g =
(x, hg) wirkt.

Definition A - 14 (Repèrebündel, Rahmenbündel). Seien M eine Mannigfaltigkeit der
Dimension n und

GL(M)x := {vx = {v1, . . . , vn}|vx Basis in TxM}

die Menge der Basen in TxM sowie GL(M) die disjunkte Vereinigung der Mengen der
Basen

GL(M) :=
⋃̇
x∈M

GL(M)x.

Die Projektion π ist gegeben durch die Abbildung

π : GL(M) −→M

vx 7−→ x.

Eine Rechtswirkung der Gruppe GL(n,R) auf GL(M) lässt sich durch

vx ·A = (v1, . . . , vn) ·A =
(∑

i

viAi1, . . . ,
∑
i

viAin

)
A ∈ GL(n,R) = (Aij)
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definieren. Das Hauptfaserbündel

(GL(M), π,M ;GL(n,R)

ist das Repèrebündel oder das Rahmenbündel über M.
Definition A - 15 (Reduktion von Bündeln). Sei (P, πP ,M ;G) ein G-Hauptfaserbündel
und λ : H −→ G ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Eine λ-Reduktion von P ist ein
Paar (Q, f) bestehend aus einem H-Hauptfaserbündel (Q, πQ,M ;H) und einer glatten
Abbildung f : Q −→ P mit den folgenden Eigenschaften:

• πP ◦ f = πQ

• f(q · h) = f(q) · λ(h) ∀q ∈ Q und h ∈ H.

Das folgende Diagramm ist demnach kommutativ:

Q×H

f×λ

��

// Q

f

��

πQ

  

M

P ×G // P

πP

>>

Definition A - 16 (Assoziiertes Faserbündel). Sei (P, π,M ;G) ein Hauptfaserbündel
und Q ein Raum, auf dem eine Linkswirkung von G definiert ist. Dann wirkt G auf P ×Q
von rechts durch

(p, q) · g = (p · g, g−1 · q) ∀p ∈ P, q ∈ Q und g ∈ G.

Weiterhin seien

E := (P ×Q)/G =: P ×G Q

und

π̂ : E −→M

[p, q] 7−→ π(p).

Dann definiert das Tupel (E, π̂,M ;Q) ein lokal triviales Faserbündel mit Fasertyp Q. Man
nennt E das zum Hauptfaserbündel P und der Transformationsgruppe [Q,G] assoziierte
Faserbündel.
Definition A - 17 (geometrische Distribution). Sein M eine Mannigfaltigkeit. Eine
Zuordnung E : x ∈ M 7−→ Ex ⊂ TxM , die jedem Punkt einen Unterraum des Tangen-
tialraumes TxM zuordnet heißt geometrische Distribution vom Rang r, wenn ∀x ∈ M
eineUmgebung U ⊂ M und glatte lokale Vektorfelder X1, . . . , Xr auf U existieren, so
dass

Ey = Span (X1(y), . . . , Xr(y)) ∀y ∈ U
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Definition A - 18 (vertikaler Tangentialraum). Sei (P, π,M ;G) ein glattes G-Haupt-
faserbündel. Auf P gibt es eine kanonische geometrishce Distribution, die durch die
Tangentialräume an die Fasern des Bündels gebildet wird.

Sei Px = π−1(x) die Faser über einem Punkt x ∈ M , dann bezeichnet man den
Tangentialraum an Px im Punkt u ∈ Px mit

TvuP := Tu(PX) ⊂ TuP.

Man nennt TvuP den vertikalen Tangentialraum. Das Teilbündel TvP ⊂ TP ist dem
entsprechend das vertikale Tangentialbündel von P .
Definition A - 19 (horizontaler Tangentialraum). Unter dem horizontalen Tangential-
raum am Punkt u ∈ P versteht man den zu TvuP ⊂ TuP komplementären Vektorraum.
Definition A - 20 (Zusammenhang). Ein Zusammenhang auf einem Hauptfaserbündel
(P, π,M ;G) ist eine geometrische Distribution aus horizontalen Tangentialräumen:

Th : u ∈ P 7−→ ThuP ⊂ TuP

die rechtsinvariant ist, d.h. für alle g ∈ G und u ∈ P gilt

dRg(ThuP ) = Thu·gP.

Definition A - 21 (Zusammenhangsform). Unter einer Zusammenhangsform auf einem
Hauptfaserbündel (P, π,M ;G) versteht man eine 1-Form A ∈ Ω1(P, g) mit den folgenden
Eigenschaften:

1. R∗gA = Ad(g−1) ◦A ∀g ∈ G

2. A(X̃) = X ∀X ∈ g2

Definition A - 22 (horizontaler Lift). Sei X ein Vektorfeld auf M. Ein Vektorfeld X∗
auf P heißt horizontaler Lift von X, falls

1. X∗(p) ∈ ThpP

2. dπp(X∗(p)) = X(π(P ))

Ein Weg γ∗ : I ⊆ R −→ P heißt horizontaler Lift des Weges γ : I −→M , falls

1. π(γ∗(t)) = γ(t)

2. die Tangentialvektoren γ̇∗(t) für alle t ∈ I horizontal sind.

Definition A - 23 (kovariante Ableitung). Sei E ein Vektorbündel über einer glatten
Mannigfaltigkeit M . Eine lineare Abbildung

∇ : Γ (E) −→ Γ (T ∗M ⊗ E)

heißt kovariante Ableitung in E , falls

∇(fe) = df ⊗ e+ f · ∇e ∀f ∈ C∞M, e ∈ Γ (E)
2Hier bezeichnet X̃ das vom Lie-Algebra-Element X erzeugte fundamentale Vektorfeld.
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A.3. Differentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten

Definition A - 24 (komponentenweise Ableitung). Seien

• π : E −→M ein glattes Vektorbündel üner M mit Fasertyp E,

• U ⊂ M eine offene Teilmenge, auf der eine Karte ψ : U −→ V ⊆ Rn und eine
lokale Trivialisierung χ : π−1(U) −→ U × E existieren,

• x1, . . . , xn die durch ψ induzierten lokalen Koordinaten und ∂
∂ x1 , . . . ,

∂
∂ xn die

induzierten lokalen Koordinatenvektorfelder.

Dann sind ∂χ
∂ x1 , . . . ,

∂χ
∂ xn Differentialoperatoren auf E|U , welche definiert sind durch

∂χ
∂ xµ

s

∣∣∣∣
x

:= χ−1
(
x,

∂

∂ xµ

∣∣∣∣
ψ(x)

(pr2 ◦χ ◦ s ◦ ψ−1)
)

für x ∈ U und s ∈ Γ(E|U ). Man bezeichnet ∂χ
∂ xµ als die komponentenweise Differential-

operatoren auf E bezüglich χ und {xµ}
Definition A - 25 (Differentialoperatoren auf Vekorbündeln). Seien E und F glatte
K-Vektorbündel über M mit Fasertypen E und F . Ein linearer Differentialoperator P
von höchstens k-ter Ordnung von E nach F ist eine K-lineare Abbildung

P : Γ(E) −→ Γ(F)

mit der folgenden Eigenschaft:
Um jeden Punkt x ∈M existiert eine offene Umgebung U ⊆M mit lokalen Koordinaten

xµ und es existieren eine lokale Trivialisierung χ : π−1(U) −→ U × E von E , so dass
∀s ∈ Γ(E) gilt:

(Ps)(m) =
∑
|α|≤k

(
Aα

∂
|α|
χ

∂ xα
s

)
(m) ∀m ∈ U

Dabei gilt für jeden Multiindex α mit |α| < k, Aα ∈ Γ(Hom(E|U ,F|U ). P ist von Ordnung
k, wenn es kein l < k gibt, so dass P von höchstens l-ter Ordnung ist.
Definition A - 26 (Hauptsymbol). Sei P ein Differentialoperator der Ordnung k von E
nach F , der lokal durch

P =
∑
|α|≤k

Aα
∂
|α|
χ

∂ xα

gegeben ist. Das Haupsymbol σP von P ist der Schnitt von
(⊗k

sym.
TM

)
⊗ Hom(E ,F),

welcher lokal durch

σP :=
∑
|α|≤k

(
∂

∂ x1

) ⊗
sym.

α1

⊗
sym.

. . . ⊗
sym.

(
∂

∂ xn

) ⊗
sym.

αn

⊗Aα

definiert ist.
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Definition A - 27 (formal adjungierter Operator). Seien E und F glatte K-Vektorbündel
über M mit dualen Bündeln E∗ und F∗. Weiterhin sei P : Γ (E) −→ Γ (F) ein linearer
Differentialoperator.
Dann gibt es einen eindeutigen linearen Differentialoperator P ∗ : Γ (F∗) −→ Γ (E∗),

den formal adjungierten Operator zu P , so dass

∀ϕ ∈ Γ0(E), ψ ∈ Γ0(F∗) :
∫
M

dµ ψ(Pϕ) =
∫
M

dµ (P ∗ψ)(ϕ)

Für den formal adjungierten Operator gilt (P ∗)∗ = P und die Ordnung von P ∗

entspricht der Ordnung von P .

A.4. Krümmungsspinoren

Die Bezeichnungen der Krümmungsspinoren entspricht Wald (1984, Abschnitt 13.2). Eine
vergleichbare Diskussion enthält auch Penrose und Rindler (1984a).

Sei ρ ein Kospinorfeld.[
∇AẊ ,∇BẎ

]
ρC = χ D

AẊBẎ C
ρD (A.1)

Das spinorielle Äquivalent des Riemann-Tensors ist demzufolge

R DẆ
AẊBẎ CV̇

= χ D
AẊBẎ C

ε Ẇ
V̇

+ χ V̇
AẊBẎ Ẇ

ε D
C (A.2)

Der Kommutator kovarianter Ableitungen angewand auf ein (k, l)-Kospinorfeld ρ ist von
folgender Gestalt:

[
∇AẊ ,∇BẎ

]
ρA1...AkẊ1...Ẋl

=
k∑
i=1

χ D
AẊBẎ Ai

ρA1...Ai−1DAi+1...AkẊ1...Ẋl

+
l∑

i=1
χ Ż
AẊBẎ Ẋi

ρA1...AkẊ1...Ẋi−1ŻẊi+1...Ẋl

. (A.3)

Bei Anwendung des Kommutators auf Spinorfelder sind die der Asymmetrie der Kon-
traktion geschuldeten Vorzeichen zu beachten.
Aus den Symmetrien des Riemann-Tensors erhält man die folgende Zerlegung von χ:

χ D
AẊBẎ C

= Ψ D
ABC εẊẎ + Φ D

ẊẎ C
εAB + Λ

(
εACε

D
B + εBCε

D
A

)
εẊẎ

χ Ẇ
AẊBẎ V̇

= Ψ Ẇ
ẊẎ V̇ εAB + Φ Ẇ

V̇ AB
εẊẎ + Λ

(
εẊV̇ ε

Ẇ
Ẏ

+ εẎ V̇ ε
Ẇ

Ẋ

)
εAB

Die auftretenden Krümmungsgrößen haben dabei die Symmetrien

ΨABCD = Ψ(ABCD)

ΦẊẎ AB = Φ(ẊẎ )(AB)
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und unter komplexer Konjugation gelten

Λ = Λ
ΦABẊẎ = ΦẊẎ AB.

Hilfreich für das Rechnen mit kovarianten Ableitungen von Spinoren sind die beiden
Identitäten

∇Ẋ[A|∇
Ẋ
|B] = 1

2εAB∇ẊC∇
ẊC , (A.4)

∇Ẋ(A|∇
Ẋ
|B) = 1

2
[
∇ẊA,∇

Ẋ
B

]
. (A.5)
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