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Errata und Bemerkungen
Aprill 2011

Errata Satz [4.1.2]

Im Beweis der Richtung ,<=* ist ein Vorzeichenfehler. A € Qy(M, C) soll
eine Losung von

—ddA =0A = 4+6A

sein. Dementsprechend sind

+0A, = +x 1A
+0A_ = +x 0A

zu definieren, woraus sich
A = +G+5A+ + GféA,

ergibt.

Bemerkungen zu und

In Gesprachen mufite ich feststellen, dal es nicht so deutlich geschrieben
steht, was ich als Phasenrdume fiir das Vektorpotential betrachte, als ich
zunichst dachte. Ich danke Dr. C.J. Fewster sehr fiir die aufkliarenden Ge-
spriache. Aus diesem Grund mochte ich hier nochmal deutlicher herausstellen,
was ich als Phasenraum des Vektorpotentials ansehe.

Der Vektorraum

PH = {[A] | A lost —0dA =0 und A~ A’ fiir eine Losung A’ von Satz },

wobei die Aquivalenzrelation ~ definiert wird durch

A~ A= 3N € Q°(M,C) sodal A" = A+ dA,
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wird mit der symplektischen Form

s(l4). 1) = [

%

PP(AN*dA — AN xdA) = / AN I — A" A«
>

wobei A := ?? A, A" = PPA T = 1P x dA, T i= + 1P 5 dA’ (—6dA =
0 = —0dA" = dII = 0 = 6II') ein symplektischer Vektorraum.

Beweis: Seien A, A zwei Repriisentanten derselben Aquivalenzklasse [A] €
PH, insbesondere gilt A ~ A < A = A + dA fiir ein A € Q°(M,C).
Wir folgern II = II und, da die &ufiere Ableitung mit dem Zuriickziehen
vertauscht, A ~ A, wobei A ~ A <= 3\ € Q°(%,C) sodaB A = A + d\.
Aufgrund der Definition von PH ist IT kompakt getragen und A ist immer
dquivalent zu einer kompakt getragenen 1-Form auf . Deswegen ist das
Integral immer wohldefiniert und wegen

s([A],[A’]):/A/\*H’—A’/\*ﬁ:/(Aer/\)/\*H’—A’/\*H
2 by
Z/A/\*H’—A’/\*H+/AA*&H’:/A/\*H’—A’/\*H,
b b by

ist s wohldefiniert und unabhéngig von dem gewéhlten Représentanten. Wei-
ter ist s nicht ausgeartet, denn fixiere [A] € PH und nehme s([A],[A’]) =0
fiir alle [A’] € PH an. Insbesondere gilt dann auch s([A], [A]) = [ AA
(I — A" A AT = 0 fiir alle (A1) € Q4(%,C) x Q5(3,C). Sei [A] €
PH so, daB II' = 0, dann gilt s([4],[A]) = — [ A" A+l = 0 fiir alle
A € Ql(2,C). Die symmetrische Paarung von Differentialformen <~, ->E :
Q(2,C) x (2, C), (w,n)y, = [yw A #n ist nicht ausgeartet und aus die-
sem Grund kann s([A], [A’]) nur dann Null fiir alle [A'] € PH ergeben, wenn
I = 0 ist. Sei jetzt [A] € PH so, daB A" ~ 0. Insbesondere gilt dann
A’ = d) fiir ein A € Q'(X,C). Es folgt s([A],[A]) = [ AA=II' = 0 fiir
alle IT" € Qg 5(3, C). Weil II' kogeschlossen ist, gilt die Identitit erst recht
fiir alle koexakten IT'. Fiir diese existiert wiederum eine kompakt getragene
2-Form V' € Q}(%, C) mit II' = 6. Deshalb ergibt sich [, A A x§V" =0 fiir
alle V' € Q%(%,C). Nach dem Integrationssatz von Stokes ergibt sich somit
J, dA A%V =0 und wegen der Nichtentartetheit von (-, '>2 folgt dA = 0.
Da A in diesem Fall geschlossen ist, erhdlt man mit der Poincarédualitét
, daB A exakt sein muB. [ A A «IT" = 0 fiir alle IT € Qf 5(,C) be-
deutet nun aber auch [, A A +II" = 0 fiir alle +IT € QF ;,(3,C) und deshalb
ergibt die Poincarédualitéit die Exaktheit von A. Zusammengefaf3t ist also
s([A], [A']) = 0 fiir alle [A'] € PH genau dann, wenn A exakt ist und II = 0.
Die Exaktheit von A ergibt A ~ 0 und daher 0 € [A], also [0] = [A].
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Bemerkung zu [6.1.3

Die universelle Algebra ist eindeutig bis auf x-Isomorphismus.

Bemerkung zu |6.1.4

Wegen F(w) = F;(w) Yo € Qu.(M;,C) kénnen die Beweise von F(dn) =
0 Vn € Q3.(M,C) und F(—df) = 0 VO € Q,.(M,C) deutlich verkiirzt wer-
den: Sei n € Q3.(M,C), dann

F(on) =F00 _em) =D F(lem) = F;(3(gm) =0,

jeJ jeJ jeJ

da ¢;n € Q3.(M;,C). Fiir 6 € ;.(M,C) gilt

F(—df) = F(—d(>_p;0)) = > F(—d(g;0)) =Y _F;(—d(g;60) =0,

jeJ jeJ jeJ

da QOJQ S Qlc(Mj, C)

Errata Satz [6.4.7]

Ich danke Prof. Claudio Dappiaggi fiir die Aufdeckung meines Fehlers. Im
Gegensatz zur Aussage des Satzes stellt das quantisierte Maxwellfeld keine
lokal kovariante Quzantenfeldtheorie dar, es sei denn man schrankt sich auf
Mannigfaltigkeiten mit trivialer zweiten de Rhamschen Kohomologiegruppe
ein. Mein Fehler lag in den beiden Gleichungen

Yo = —df = PP 0 = w = — PP = —dy™0),
Yppw = 0n = PP, 0 = w = PP°6n = S,

die zwar richtig gerechnet, aber daraus falsch von mir gefolgert wurde. )P0

und P*n haben nicht notwendigerweise einen kompakten Tréger! Man kann
deswegen im Allgemeinen nicht F(—dy?"0) = 0 = F(d¢**n) folgern.

Das Scheitern liegt allgemeiner an der Injektivitdt der - Algebrenhomomorphismen.
Angenommen man bettet mittels ¢ eine global hyperbolische Raumzeit (M, g)

aus Man mit H3zM # 0 in eine global hyperbolische Raumzeit (M’, ¢’) aus

Man mit H3,M' = 0 ein, dann ist der x-Algebrenhomomorphismus §,
nicht injektiv. Angenommen 0 # w € H2p M, dann gilt wegen H2,M' =0

F(w) # 0, aber Suw(f‘(w)) = f‘/(wpfw) =0,

ot
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da das Driicken mit der &uleren Ableitung vertauscht. ¢, sw wird glatt durch
Null fortgesetzt als geschlossene (und damit exakte) 2-Form auf M’ betrach-
tet.

Deswegen sind alle in dieser Diplomarbeit vorliegenden und von mir getroffe-
nen Aussagen, dafl das quantisierte Maxwellfeld eine lokal kovariante Quan-
tenfeldtheorie darstellt, falsch und hinféllig.



Abstract

The aim of this thesis is to discuss the quantised Maxwell field on curved spacetimes
by the means of the field strength tensor.

We show that the initial value problem for the field strength tensor is well
posed on any globally hyperbolic spacetime regardless of its topology and without
introducing potentials.

The field algebra of the field strength tensor is constructed via the universal
algebra of a system of local field algebras. Assuming locality, we prove that the
commutation relation is given by Lichnerowicz’s commutator.

We analyse the structure of the field algebra of the field strength tensor and
conclude the existence of a non-trivial center in the case of a vanishing second de
Rham’s cohomology group. Non-trivial elements of the center are constructed and
it is shown that they can be understood as non-trivial electric and magnetic fluxes.

Furthermore, show that the time slice axiom is fulfilled and the algebra of
the cauchy hypersurface is specified. The isomorphism from the algebra of the
cauchy hypersurface to the field algebra of the field strength tensor is constructed,
too. Finally, we verify that the quantised maxwell field defines a locally covariant
quantum field theory.

Throughout this thesis, we point out the role of de Rham’s cohomology and
singular homology for (quantised) electromagnetism on curved spacetimes.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das quantisierte Maxwellfeld auf gekriimmten
Raumzeiten im Sinne von Feldstérken behandelt.

Es wird gezeigt, dal der elektromagnetische Feldstéirketensor ein wohldefinier-
tes Anfangswertproblem auf einer beliebigen global hyperbolischen Raumzeit de-
finiert, unabhingig von der Topologie der Raumzeit und ohne die Einfithrung
von Potentialen. Wir konstruieren die Feldalgebra des Feldstérketensors durch die
universelle Algebra eines Systems lokaler Feldalgebren und beweisen so, dafl die
Kommutatorrelation durch den Lichnerowiczkommutator gegeben wird.

Wir untersuchen die Struktur der Feldalgebra des Feldstiarketensors und stellen
fest, dafl im Fall einer nicht verschwindenden 2-ten de Rham-Kohomologiegruppe
ein nicht triviales Zentrum existiert. Wir konstruieren nicht triviale Zentrumsele-
mente und zeigen, daf} sich diese als nicht triviale elektrische und magnetische
Fliisse interpretieren lassen.

Weiter wird die Erfiillung des Zeitschichtaxiom gezeigt und sowohl die Alge-
bra der Cauchyhyperfliche als auch der Algebrenisomorphismus von dieser in die
Feldalgebra des Feldstirketensors konstruiert. Zum Abschlufl zeigen wir, daf§ das
so quantisierte Maxwellfeld eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie ist.

Durch die ganze Arbeit hindurch wird die Rolle der de Rham-Kohomologie
und der singuldren Homologie fiir die Behandlung des Elektromagnetismus auf
gekriimmten Raumzeiten betont.






In nova fert animus mutatas dicere formas
corpora. Di, coeptis -nam vos mutastis et illas-
aspirate meis primaque ab origine mundi
ad mea perpetuum deducite tempora carmen!
-Prooemium aus Ovids Metamorphosen
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Einleitung und Motivation

Diese Arbeit befasst sich mit der Quantisierung des Maxwellfeldes auf ge-
kriitmmten Raumzeiten im Rahmen der Algebraischen Quantenfeldtheorie
(AQFT) und mit den dabei auftretenden algebraischen Strukturen.

Quantenfeldtheorie auf gekriimmten Raumazeiten

Quantenfeldtheorie auf gekriimmeten Raumzeiten, kurz QFTCS fiir den eng-
lischen Ausdruck ,,quantum field theory on curved spacetimes*, ist die Theo-
rie quantisierter Felder im Gravitationsfeld, wobei die Gravitation klassisch
geméifl der Allgemeinen Relativitédtstheorie (ART) durch eine gekriimmte
Lorentzmannigfaltigkeit beschrieben wird. Die QFTCS ist eine angemes-
sene Theorie zur Behandlung von Quanteneffekten, bei denen Gravitation
zwar beriicksichtigt werden soll, die Quantennatur der Gravitation aber ver-
nachléssigt werden kann. Dies sollte erwartungsgemaf fiir GroBenordnungen
iiber der Plancklinge, 1073*m, der Fall sein. Im GroSenbereich der Plan-
cklinge und kleiner erwartet man, dafl die QFTCS ihre Aussagegiiltigkeit
verliert, da eine klassische Metrik und damit die Beschreibung der Raumzeit
als 4-dimensionale Lorentzmannigfaltigkeit unangemessen werden kann. Dies
sind jedoch nur Mutmafiungen und genaue Kriterien kénnen erst angegeben
werden, wenn eine volle quantisierte Theorie der Gravitation vorliegt. Die
QFTCS sollte sich dann als semiklassische Naherung dieser Quantengravita-
tion erweisen.

Dies hat scheinbar den bitteren Beigeschmack, als brauche man eine voll-
wertige Quantentheorie der Gravitation, um QFTCS letztendlich zu legiti-
mieren. Dies beriicksichtigt aber nicht die Lehre der ART, ndmlich daf§ wir
nach den Einsteinschen Feldgleichungen

&G

1
R,uu - éRguu + Ag;w - 7Tpu

in einer gekriimmten Raumzeit leben. Wenn man also Materie als Quanten-
felder in unserem Universum behandeln mochte, dann ist man gezwungen
QFTCS zu beriicksichtigen. In diesem Sinne ist QFTCS fundamentaler als

13
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die Quantenfeldtheorie auf der flachen Minkowskiraumzeit und wir sollten
die Lehren der QFTCS ernst nehmen, auch wenn diese unserer Intuition
auf der Minkowskiraumzeit widerspricht. Trotz der klassischen Behandlung
der Gravitation hat die QFTCS die bisher tiefsten Einsichten in die Natur
der Quantengravitation ermoglicht, z.B. Hawkingstrahlung, Unruheffekt und
Riickwirkungen zwischen Metrik und Feldern.

Ein weiterer Grund, sich mit QFTCS auseinanderzusetzen, ist die Aus-
sicht auf neue qualitative Effekte, die nicht notwendigerweise in der Grofien-
ordnung der Plancklinge stattfinden und daher durchaus in den heutigen
Laboren nachgewiesen werden koénnen. Genauso wie das Einbeziehen der
Speziellen Relativitdatstheorie in die Quantenmechanik die theoretische Vor-
hersage von Antiteilchen erméglichte, konnte QFTCS neue und schon heute
messbare qualitative Gesichtspunkte mit in die Physik bringen.

Um QFTCS zu behandeln, mufl man zuerst einige Methoden aus der
Quantenfeldtheorie auf der Minkowskiraumzeit wieder ,,verlernen“. Ublicher-
weise stiitzt sich diese auf die Zerlegung einer Losung der klassischen Feldglei-
chungen in Teile positiver und negativer Frequenzen sowie die Konstrukti-
on einer Darstellung der Kommutatorrelationen mit einem Fockraum. Die
Benutzung eines Fockraumes als Darstellungsraum entspricht einem Teil-
chenbild der quantisierten Theorie, und die Feldoperatoren werden dann
durch Kombinationen von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf die-
sem gegeben. Der hier angedeutete Vorgang lauft etwa so ab, dafl zuerst die
Zustiande (=Vektoren im Fockraum) konstruiert werden und dann die Obser-
vablen als selbstadjungierte Operatoren auf diesem Hilbertraum. Die Kon-
struktion des Fockraumes ist aber mit rein willkiirlichen Wahlen verbunden.
Fiir endliche Freiheitsgrade stellt dies kein Problem dar, da man nach dem
Stone-von Neumann Theorem unitér dquivalente Darstellungen erhélt. Dieser
gliickliche Umstand liegt in einer Feldtheorie, die unendlich viele Freiheits-
grade hat, nicht mehr vor, und verschiedene Wahlen fithren zu verschiedenen
unitir indquivalenten Darstellungen, also zu verschiedenen Teilchenbildern.
Auf dem Minkowskiraum hat man noch die Moglichkeit, einen ganz bestimm-
ten Fockraum auszuzeichnen, da man die Poincaréinvarianz zur Verfiigung
hat. Diese spielt die Hauptrolle bei der Auszeichnung einer dieser unitéir
indquivalenten Darstellungen, d.h. physikalisch bei der Auswahl eines bevor-
zugten, eindeutigen Vakuumzustands und der damit verbundenen Definition
des Begriffs eines ,, Teilchens“. Gekriimmte Raumzeiten weisen i.A. aber keine
Symmetrien auf und deswegen gibt es auf allgemeinen gekriimmten Raum-
zeiten keinen ausgezeichneten, eindeutig bestimmten Vakuumszustand. Das
Teilchenbild zerbirst! Auf gekriimmten Raumzeiten gibt es keinen unzweifel-
haften Begriff von Teilchen!

Dies fiihrt zwangsweise dazu, dafl neue physikalische sowie mathemati-
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sche Ansétze gefunden werden miissen, um QFTCS zu behandeln und die-
se miissen Quantenfeldtheorie als das behandeln, was sie ist: Fine Theorie
quantisierter Felder und keine verkleidete Theorie von Teilchen! Felder die-
nen dazu, dal Prinzip der Lokalitdt in die Physik einzubinden und sind keine
Synonyme fiir Teilchen. Der Teilchenbegriff ist nicht fundamental, weder fiir
die Formulierung noch fiir die Interpretation einer Quantenfeldtheorie! Diese
SchluBfolgerung wird vor allem durch den Unruheffekt bestérkt.

Als einfithrende Literatur zu QFTCS und fiir mehr und detailiertere In-
formation verweisen wir auf [Wal94], [Wal06] und [Wal09]. Zur Rolle von
Feldern in der Quantenfeldtheorie siehe auch [Haa96].

Algebraische Quantenfeldtheorie

Die AQFT, eingeleitet durch die Arbeit [HK64] von R. Haag und D. Kast-
ler, ist nun sowohl vom physikalischen als auch vom mathematischen Stand-
punkt aus hervorragend dafiir gewappnet, die Herausforderung der ART an
die Quantenfeldtheorie anzunehmen und mit den bereits beschriebenen Pro-
blemstellungen fertig zu werden. Sie dreht gewissermafien den Spief zwischen
Observablen und Zustidnden um, indem die Observablen als abstrakte Ele-
mente einer Algebra konstruiert werden und die Zusténde als lineare Funk-
tionale auf dieser Algebra. Dadurch ist man in der Lage, alle Zusténde, insbe-
sondere diejenigen, die in unitar indquivalenten Quantenfeldtheorien (damit
sind die Hilbertraumdarstellungen der Kommutatorrelationen gemeint) auf-
treten, auf einmal zu behandeln. Das bedeutet ultimativ, dal eine Definition
der Theorie gefunden wurde, die ohne eine speziell ausgewéahlte Konstruktion
auskommt. Dariiber hinaus werden durch den Fokus auf den algebraischen
Inhalt der Theorie im Prinzip alle unitéir indquivalenten Quantenfeldtheori-
en auf einmal beschrieben, da diese auf dieselben algebraischen Strukturen
fithren. Die Formulierung mittels einer Hilbertraumdarstellung erhélt man
durch die GNS-Darstellung der Algebra der Observablen zuriick. Dadurch
ist man sogar in der Lage, Darstellungen zu beschreiben, die keine Fock-
raumdarstellungen sind.

Diese Aussagen werden wir in Kapitel [I| in welchem wir die Methoden
der AQFT vorstellen, mit mehr Inhalt fiillen. Ein Lehrbuch zur AQFT ist
z.B. [Haa96], aber auch [Wal94].

Quantisierung des Maxwellfeldes und QED

Als erste Arbeit iiber das quantisierte elektromagnetische Feld kann wohl die
Arbeit von P. Jordan und W. Pauli von 1928 gelten, die sich als Fortfithrung
von P.A.M. Diracs Arbeiten zur Quantentheorie von Emission, Absorption

15
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und Dispersion von Strahlung aus dem Jahr 1927 sieht. In der Arbeit von
P. Jordan und W. Pauli werden zum ersten Mal die elektromagnetischen
Feldstédrken, nicht die Potentiale, mit relativistisch invarianten Methoden
quantisiert und auch Kommutatorrelationen angegeben. Die dort betrachtete
Theorie ist aber diejenige eines reinen elektromagnetischen Strahlungsfeldes
ohne geladene Teilchen und beriicksichtigt daher noch keine Wechselwirkun-
gen.

Die Weiterentwicklung dieser Theorie und die Ausweitung auf die Be-
handlung von Wechselwirkung mit Materie wurden von vielen weiteren Phy-
sikern vorangetrieben, u.a. von W. Pauli, W. Heisenberg, L. Landau, R.
Peierls und E. Fermi. Mit den Arbeiten von S. Tomonaga, J. Schwinger,
R.P. Feynman und F.J. Dyson gipfelten die Bemiihungen, das elektroma-
gnetische Feld zu quantisieren und eine Quantentheorie der Wechselwirkung
von elektromagnetischen Feldern mit Materie zu erlangen, in der Geburt der
QED, der Quantenelektrodynamik. Tomonagas Arbeiten sind dabei deutlich
frither als 1946 anzusiedeln, da sie schon bereits 1943 in japanischer Ausgabe
vorhanden waren. F.J. Dyson zeigte u.a., dal R.P. Feynmans diagrammati-
sche Pfadintegralformulierung der Quantenelektrodynamik dquivalent zu der
Operatormethode von S. Tomonaga und J. Schwinger ist. S. Tomonaga, J.
Schwinger und R.P. Feynman wurden 1965 fiir ihre Arbeiten gemeinsam mit
dem Nobelpreis fiir Physik geehrt.

Wegen der Ausweitung auf Wechselwirkungen liegt der Fokus in der QED
auf dem Potential und insbesondere auch auf einer Interpretation des quan-
tisierten Maxwellfeldes als Theorie von Teilchen, den Photonen. Wie die Ar-
beiten von S.N. Gupta und K. Bleuler aber deutlich machten, war die Quan-
tisierung des elektromagnetischen Feldes mit der QED noch nicht vollsténdig
gelost worden. Obwohl die QED extrem prézise Vorhersagen liefert, wie z.B.
das anomale magnetische Moment des Elektrons und die Lambverschiebung,
gibt es viele Aspekte, die mathematisch betrachtet nicht auf festen Fiiflen
stehen.

Das quantisierte Maxwellfeld in der AQFT

Im Rahmen einer axiomatischen Quantenfeldtheorie wurden zuerst nur Tei-
laspekte des quantisierten Maxwellfeldes behandelt, in den meisten Stan-
dardlehrbiichern wurde es sogar direkt von Beginn an aus der Behandlung
ausgeschlossen. Die Griinde dafiir sind mannigfaltig. An erster Stelle kann
wohl genannt werden, dafl das Maxwellfeld zwei Arten der Beschreibung
zulaBt, ndmlich einmal durch die Feldstdrken und einmal durch Potentia-
le, die aber nicht eindeutig sind und Eichtransformationen erlauben. Weiter
gibt es Schwierigkeiten mit dem Lagrangeschen Formalismus, woraus Pro-
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bleme bei einer kanonischen Quantisierung entstehen. Zusétzlich mufl man
beim quantisierten Maxwellfeld den singuldren Fall der Darstellung der Poin-
carégruppe fiir verschwindende Massen betrachten. Nicht vergessen sollte
man auch das Auftreten von indefiniten Skalarprodukten bei Lorentzinva-
rianten Beschreibungen, so wie beim Gupta-Bleuler Formalismus. Alles in
allem sieht sich also eine mathematisch rigorose Behandlung des quantisier-
ten Maxwellfeldes vielen und komplizierten Schwierigkeiten gegeniiber.

Die erste systematische und detaillierte Arbeit iiber das quantisierte Max-
wellfeld in der axiomatischen Quantenfeldtheorie wurde erst 1974 von F.
Strocchi und A.S. Wightman [SWT4] erstellt, die eine Hilbertraumformulie-
rung benutzt. Ein anderer Ansatz wurde ab 1977 von P.J.M. Bongaarts mit
[Bon77] und [Bon&2] verfolgt. In diesen beiden Arbeiten wird eine algebrai-
sche Formulierung der axiomatischen Quantenfeldtheorie nach H.J. Borchers
benutzt, sowohl die Feldalgebra der Potentiale als auch die Feldalgebra der
Feldstarketensoren konstruiert und deren Eigenschaften behandelt. Durch
die algebraische Formulierung durch Borchers-Uhlmann Algebren erreicht
P.J.M. Bongaarts eine rigorose axiomatische Formulierung des Quantenfel-
des der Photonen, mit der von wenigen grundlegenden Prinzipien ausgehend
und in systematischer Weise oft heuristisch angenommene oder unzusam-
menhéngende Ergebnisse aus der damaligen Literatur ableitbar sind. Unse-
rer Ansicht nach bekamen diese Arbeiten aber nicht die Aufmerksamkeit, die
sie verdient hatten. Ein anderer algebraischer Ansatz wurde von A.L. Carey,
J.M. Gaffney und C.A. Hurst mit [CGHT7], ein wenig frither als P.J.M. Bon-
gaarts erste Arbeit, gemacht. In diesem Ansatz wird die Formulierung der
Quantenfeldtheorie durch Weylalgebren nach I.E. Segal verfolgt, es werden
jedoch ,nur* die Potentiale quantisiert und diskutiert. In der Arbeit [GHS5]
von H.B.G.S. Grundling und C.A. Hurst aus dem Jahr 1985 wurden diese
Methoden erweitert, um ganz allgemein Systeme mit Eichfreiheiten auf al-
gebraische Weise zu quantisieren. Als Beispiel wird die Quantisierung des
elektromagnetischen Potantials diskutiert.

Den bisher genannten Arbeiten ist aber gemein, daf sie auf den Minkow-
skiraum bezogen sind. Eine rigorose Quantisierung des freien Maxwellfeldes
auf gekriimmten Raumzeiten wurde erst 1992 von J. Dimock in einer sehr
eleganten Art und Weise in |[Dim92] veroffentlicht. J. Dimock quantisiert
in dieser Arbeit auf global hyperbolischen Raumzeiten mit trivialer Topo-
logie und kompakter Cauchyhyperfliche die Potentiale ganz im Geiste der
AQFT. Dariiber hinaus gibt J. Dimock auch an, wie man die Feldalgebra
der Feldstarketensoren konstruiert und leitet fiir diese denjenigen Kommuta-
tor ab, den A. Lichnerowicz schon 1961 in |Lic61] fand. Wir denken, dafl wir
nicht zu weit gehen, wenn wir behaupten, dafl diese Arbeit der Meilenstein fiir
die Quantisierung des Maxwellfeldes war. Weitere Arbeiten zu diesem The-
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ma folgten rasch, so z.B. die Arbeiten von E.P. Furlani [Fur95] und [Fur99]
und von A. Corichi die Arbeit [Cor98] tiber die Fockraumquantisierung des
Maxwellfeldes. Mit quantisierten Yang-Mills Feldern im Allgemeinen befafite
sich S. Hollands in [Hol08]. Das Thema von Zusténden des Maxwellfeldes
wurde u.a. von C.J. Fewster und M.J. Pfenning in [FP03] (Quantenunglei-
chungen und Hadamardzustdnde von Spin-1 Felder) und von W. Junker und
F. Lled6 |JL] (eichinvariante Hadamardzusténde des quantisierten Potenti-
als) in Angriff genommen. Der aktuellste Artikel iiber die Quantisierung des
Maxwellfeldes auf gekriimmten Raumzeiten ist [Pfe09] von M.J. Pfenning.
In dieser Arbeit wird J. Dimocks Methode zur Quantiserung des Potenti-
al, welches als 1-Form aufgefafit wird, auf beliebige p-Formen auf beliebig
dimensionalen global hyperbolischen Raumzeiten verallgemeinert.

Das quantisierte Maxwellfeld und Topologie

Allgemein ist zu bemerken, dafl sich viele Arbeiten iiber das quantisierte
Maxwellfeld auf die Behandlung des Vektorpotentials beziehen und nicht auf
die Feldstédrken selbst. Um iiber das Potential zu den Feldstirken zu gelan-
gen, werden dann Einschridnkungen an die Topologie der zugrunde liegenden
Mannigfaltigkeit gemacht. Dies vermeidet die Komplikation, dal es einen
Feldstéarketensor geben kann, der global nicht durch ein einziges Potential
darstellbar ist. Wie in dieser Arbeit ausfiihrlich diskutiert werden wird, ist
die Existenz eines solchen Feldstérketensors eine Frage der Topologie.

Die wichtige Rolle der Topologie des zugrunde liegenden Raums fiir den
Elektromagnetismus ist schon lange bekannt, spétestens seit der sehr ausfiihr-
lichen Arbeit [MW57] von C.W. Misner und J.A. Wheeler zu diesem Thema.
Die Ideen dieser Arbeit wurden u.a. von R. Sorkin in [Sor77] aufgegriffen und
spéter in [Sor79] dazu verwendet, dafl quantisierte Maxwellfeld auf mehrfach
zusammenhédngenden Réumen zu betrachten. R. Sorkin quantisiert dabei die
Feldstarken, ohne Potentiale einzufiithren. Die erste Arbeit {iber das quan-
tisierte Maxwellfeld auf physikalisch wichtigen gekriimmten Raumzeiten ist
nach unserem Wissen aber [AS80] von A. Ashtekar. A. Ashtekar betrach-
tet als Raumzeit die Schwarzschild-Kruskal Raumzeit und zeigt explizit die
Existenz eines Feldstarketensors, der nicht global durch ein Potential darge-
stellt werden kann. Mit den Methoden der AQFT wird der Feldstéarketensor
quantisiert und eine Fockraumdarstellung konstruiert. Die Kommutatorre-
lation in der Feldalgebra des Feldstarketensors gibt A. Ashtekar mit Hilfe
des Lichnerowiczkommutators, siehe [Lic61], an. Die nicht triviale Topolo-
gie der Schwarzschild-Kruskal Raumzeit fiihrt letztendlich dazu, dafl eine 2-
Parameter Familie von unitér indquivalenten Darstellungen der kanonischen
Kommutatorrelationen vorliegt und damit auf Superauswahlsektoren fiihrt.
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Die zwei Parameter konnen als elektrische und magnetische Ladung interpre-
tiert werden. Ein Schritt in die Richtung die Quantisierung des Maxwellfeldes
auf allgemeinen gekriimmten Raumzeiten zu verstehen, ist die Diplomarbeit
von M. Kiiskii [K01]. In dieser wird das Cauchyproblem des quellenfreien
Maxwellfeldes auf global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten beliebiger Topo-
logie behandelt.

Kurzfassung der vorliegenden Arbeit

Diese Arbeit soll im Geiste der zuletzt genannten Arbeiten und der AQFT
sein. Wir wollen allgemeine global hyperbolische Raumzeiten betrachten, al-
so insbesondere auch solche mit beliebigen Topologien, und die Auswirkun-
gen der Topologie auf das quantisierte Maxwellfeld untersuchen. Auf solchen
reichen die Potentiale alleine nicht mehr aus, um die ganze Physik beschrei-
ben zu konnen. Wir empfinden es daher als unabdingbar, eine Theorie zur
Verfiigung zu haben, die ohne Potentiale auskommt und die Feldstarken di-
rekt quantisiert.

Im ersten Kapitel [1] stellen wir kurz die AQFT vor, in Kapitel [2] zeigen
wir, wie die Maxwellgleichungen auf Lorentzmannigfaltigkeiten verallgemei-
nert werden kénnen. In Kapitel [3| widmen wir uns dann dem Cauchyproblem
des Maxwellfeldes auf global hyperbolischen Raumzeiten und zeigen dessen
Wohlgestelltheit (Existenz und Eindeutigkeit einer Losung). Um eine Idee fiir
den Kommutator der Feldstiarkeoperatoren zu bekommen, befassen wir uns in
Kapitel 4] mit der Quantisierung des elektromagnetischen Vektorpotentials.
Bevor wir dann in Kapitel [6] die Feldalgebra des Feldstérketensors bespre-
chen, fithren wir in Kapitel [5| die dafiir notwendigen Begriffe und Aussagen
aus der Theorie der de Rhamschen Kohomologie und singulédren Homolo-
gie ein. Fiir den Leser, der mit den verwendeten mathematischen Methoden
der Lorentzgeometrie, global hyperbolischen Raumzeiten und normal hyper-
bolischen Differentialoperatoren auf global hyperbolischen Raumzeiten nicht
vertraut ist, haben wir einen sehr ausfiihrlichen mathematischen Anhang hin-
zugefiigt, auf den wir im Verlauf der Arbeit auch hiufig verweisen werden.
Fiir den Leser, der sich mit den genannten Bereichen auskennt, mag dieser
Anhang als Ubersicht unserer verwendeten Konventionen dienen.

An Kritiken, Anmerkungen, Anregungen, iibersehenen Fehlern usw. ist der
Autor dieser Arbeit sehr interessiert und mochte den werten Leser darum
bitten, solche an die folgende E-mail Adresse zu schicken:

sultan_of_swing@gmx.de
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Kapitel 1

Algebraische
Quantenfeldtheorie

In diesem Kapitel werden die Objekte und die Methoden der Algebraischen
Quantenfeldtheorie vorgestellt. Wie in der Einleitung bereits angesprochen,
liegt der Fokus auf den Observablen, die als Elemente einer abstrakten Al-
gebra aufgefafit werden, und ihren algebraischen Relationen. Lehrbiicher zur
AQFT sind u.a., wie bereits genannt, [Haa96] und [Wal94], deren Vorgehens-
weisen und Methoden wir in dieser Arbeit folgen werden.

1.1 Algebra in der AQFT

Wir starten mit grundlegenden Definitionen. Als Referenz verweisen wir auf
[BGPOT] und [BFQ9].

1.1.1 Definition (Algebra)

FEine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum A zusammen mit einer K-bilinearen
Abbildung

T AXA— A
(a,b) — -(a,b) = a-b=ab.

Durch die Bilinearitdat von ,,-“ sind automatisch die Distributivgesetze der

Multiplikation von Vektoren erfiillt und die Kommutativitat der Multiplika-
tion mit Kérperelementen. Eine Algebra mufl per Definition kein Einselement
enhalten und auch Inverse bzgl. ;- miissen nicht existieren. Ist .- assoziativ,
so heifit die Algebra assoziativ.
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1.1.2 Definition (Involution)

Sei A eine C-Algebra. Fine Abbildung x : A — A, a — x(a) = a* heifit
Involution auf A genau dann, wenn Va,b € A,Vz € C gelten:

(INVO1) (a+b)* =a* +b".
(INVO2) (za)* = za*.
(INVO3) (ab)* = b*a*
(INVO4) (a*)* =a

1.1.3 Verschiedene Algebren

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns nur mit zwei Sorten von Algebren:

o Fine x-Algebra ist eine C-Algebra mit einer Involution . Da wir nur
assoziative Algebren betrachten werden, meinen wir mit einer x-Algebra
immer eine assoziative x-Algebra

e FKine C*-Algebra ist eine x-Algebra mit einer Norm || - ||, so daf die
Algebra bzgl. dieser Norm vollstindig ist und fiir alle a,b € A gelten

labll < {lall[6]];
laa™|| = Jlal?,
la*|| = [lall

1.1.4 Definition (Zustand)

Ein lineares Funktional Z : A — C heifst ein Zustand auf einer x-Algebra
A mit Fins genau dann, wenn

Z(14) =1 (Normiertheit),
Z(a*a) > 0 (Positivitdit)

erfillt werden.

1.1.5 Definition (Algebrenhomomorphismus)

Seien A und B zwei K-Algebren, dann heifst eine Abbildung ¢ : A — B ein
Algebrenhomomorphismus genau dann, wenn fir alle a,b € A und fir alle

A\ € K gelten:
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1.1. Algebra in der AQFT

(AHI) ¢(Aa+ pb) = Ao(a) + uo(b).
(AH2) (a-b) = ¥(a) - H(0).

Ein x-Morphismus ist ein Algebrenhomomorphismus ¢ : A — B von *-
Algebren, der ¢(a*) = ¢(a)* fiir alle a € A erfiillt.

1.1.6 Definition (Darstellung)

FEine Darstellung einer x-Algebra A ist eine dichte Teilmenge D eines Hil-
bertraumes H zusammen mit einem x-Morphismus

p:A— L(D),
wobei L(D) den Raum der linearen Operatoren D — D bezeichnet.

Eine wichtige Rolle in der AQFT spielt das sogenannte Weylsystem, was es
ermoglicht jedem symplektischen Vektorraum (=Phasenraum der Theorie)
eine C*-Algebra mit Eins eindeutig zuzuordnen. Diese C*-Algebra enthélt
dann die Information {iber die ,exponentierte” Version der Kommutatorre-
lationen.

1.1.7 Definition (Weylsystem)

FEin Weylsystem eines symplektischen Vektorraumes (V) s) besteht aus einer
C*-Algebra mit Fins A und einer Abbildung W : V. — A, sodaf fir alle
u,v € 'V gelten:

(WS1) W(0y) = 1a.

(WS2) W(—u)=W(u)*.

(WS3) W (u)W (v) = exp(ZL=DYW (u + v).

Fiir ein Weylsystem gilt, dafl W (u) unitér fir alle u € V ist, d.h. es gilt
W (u)W(u)* = 14 = W(u)*W(u). Weiter ist die Familie {W (u)},ecv linear
unabhéngig.

1.1.8 Definition (Weylalgebra)

Eine Weylalgebra oder CCR-Darstellung 20 eines symplektischen Vektor-
raumes (V, s), wobei CCR abkiirzend fiir den englischen Ausdruck ,canoni-
cal commutator relation“ steht, ist ein Weylsystem, sodafs 20 die von den
Elementen W (u),u € V, erzeugte C*-Algebra ist.
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1.1.9 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Zu jedem symplektischen Vektorraum (V,s) existiert eine Weylalgebra 203,
und diese ist eindeutig bis auf x-Isomorphismus.

Auch wenn die symplektische Abbildung s entartet ist, gibt es eine Weylal-
gebra, die in einem gewissen Sinne eindeutig bis auf einen *-Isomorphismus
ist. Fiir die Details verweisen wir auf [MSTV73] und [BHRO4].

1.2 Der Haag-Kastler Rahmen

Das fundamentale Objekt beim algebraischen Ansatz der Quantenfeldtheorie
ist das Netz der lokalen Observablen, eine Zuordnung, bei der offene, relativ
kompakte und kausal abgeschlossene Teilmengen O einer Lorentzmannigfal-
tigkeit (M, g) einer C*-Algebra mit Eins oder allgemeiner einer x-Algebra mit
Eins 2(O) zugeordnet werden. Fiir eine bessere mathematische Definiertheit
wird aber meistens eine C*-Algebra gefordert. Damit so eine physikalische
Theorie beschrieben wird, mufl das Netz der lokalen Observablen gewisse
Axiome erfiillen, wie sie fiir die Minkowskiraumzeit von R. Haag und D.
Kastler in [HK64] aufgestellt und von J. Dimock in [Dim80] auf Lorentzman-
nigfaltigkeiten verallgemeinert wurden:

(AQFT1) (Netz der lokalen Observablen)
Fiir jede offene, relativ kompakte und kausal abgeschlossene Teilmenge
O gibt es eine x-Algebra mit Eins A(QO). Die Zuordnung

O — 2A(0)
nennt man das Netz der lokalen Observablen.

(AQFT2) (Isotonie)
Ist O C O, so gilt A(O) C A(O").

(AQFT3) (Lokalitét)
Sind O und O raumartig getrennt, d.h. es gibt keine kausale Kurve,
die einen Punkt aus O mit einem Punkt aus O’ verbindet, dann gilt

[2(0),A4(0")] = 0.
(AQFT4) (Kausalitét)
Ist O kausal abhdngig von O, d.h. O liegt in der Cauchyentwicklung
von @', O C DM(QO'), dann gilt A(O) C A(O").
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Aus dem Netz der lokalen Observablen kann man mit Hilfe der Inklusionen
oo 1 O — O/, fir O c O

eine eindeutig bestimmte x-Algebra 2, konstruieren, die Algebra der lokalen
Observablen. Ist das Netz O —— 4(O) ein gerichtetes System, d.h. fiir O, 0’
gibt es ein O mit O C O und O’ C O, dann gilt

Wi = JA(0).
O

Besteht das Netz sogar aus C*-Algebren, was hiufig gefordert wird, dann
besitzt ., eine eindeutige C*-Norm und man betrachtet den Abschlufl bzgl.
dieser Norm

mqlok = m = Uﬂ(O)
@]

Die so erhaltene C*-Algebra ., nennt man die Algebra der quasilokalen
Observablen. Bei den nun folgenden Axiomen ist bei einem Netz von C*-
Algebren 2, durch 20y, zu ersetzen.

(AQFT5) (Kovarianz) )
Fiir jeden isometrischen Diffeomorphismus x : (M, g) — (M, g) gibt
es einen x-Automorphismus o, : Wi —> Wyor, der fiir alle O

o, (2A(0)) = A(k(0)),
4 (L10) = 1y 01):
Oéfﬁl o aliz - Oéﬁlolig
erfillt.

(AQFT6) (Primitivitét)
Fiir Ajor gibt es eine injektive, irreduzible Darstellung.

Die lokalen Algebren 2((Q) erzeugt man durch den Feldoperator der jewei-
ligen Theorie, indem man diesen iiber geeignete Teilmengen der Mannigfal-
tigkeit verschmiert. Hierdurch fafit man auch explizit den Feldoperator als
operatorwertige Distribution auf, wie es von der Axiomatischen Quantenfeld-
theorie gefordert wird. Quantenfelder an einem Punkt sind mit Schwierigkei-
ten verbunden, wie sie etwa in [Haa96] oder [BLTT5] beschrieben werden.
Fiir ein Netz von C*-Algebren verwendet man die ,,exponentierte“ Form der
verschmierten Feldoperatoren bzw. die Weylalgebra des klassischen Phasen-
raumes. Dies klingt alles noch sehr abstrakt und wir werden diese Aussagen in
Kapitel {4, insbesondere in den Abschnitten [£.3.2] und [£.3.3] mit mehr Inhalt
fiillen und verstandlicher machen.
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1.2.1 GNS-Darstellung

Der algebraische Rahmen der Quantenfeldtheorie enthélt und verallgemei-
nert die Beschreibung mit Hilbertraumen und selbstadjungierten Operato-
ren. Grundpfeiler hierfiir ist der folgende Satz:

Sei Z ein Zustand auf einer x-Algebra mit Fins A. Dann exisitert eine dichte
Teilmenge Dy eines Hilbertraums Hyz, ein x-Morphismus pz; : A — L(D)
und ein normierter Vektor Qz; € Hz mit

Z(a) = <Qz,pz(a)Qz>Z Ya € A,
Dy = {PZ(G)QZ |a€ A},

wobei <, >Z das hermitesche Produkt auf Hy bezeichnet. (Dz,pz,Sdz) heifst
das GNS-Tripel und es ist bis auf unitire Aquivalenz eindeutig bestimmd.

Diese GNS-Darstellung, benannt nach Gelfand, Naimark und Segal, stellt den
Zusammenhang zwischen der AQFT und dem iiblichen Zugang zur Quan-
tenfeldtheorie her, indem sie eine Formulierung in der Sprache von Hilber-
traumen und selbstadjungierten Operatoren liefert. Hat man einen Zustand
Z auf einer C*-Algebra A, so liefert die GNS-Darstellung eine Darstellung
pz : A — BLO(Hz), also eine Darstellung durch beschrinkte lineare Ope-
ratoren.

1.3 Lokal kovariante Quantenfeldtheorie

Neben dem Haag-Kastler Rahmen gibt es auch eine neue und modernere
Formulierung der AQFT in der Sprache der Kategorientheorie als lokal kova-
riante Quantenfeldtheorie (1cQFT). Diese Formulierung wurde von R. Bru-
netti, K. Fredenhagen und R. Verch in [BEV03] eingefiihrt und bewirkt, dafl
die Struktur der Theorie noch klarer hervortritt. Mit diesem neuen Ansatz
erhélt man den Haag-Kastler Rahmen als einen Spezialfall. Wir méchten die-
sen modernen Ansatz nun gerne kurz vorstellen. Eine Kategorie KAT besteht
aus drei Dingen:

e Aus einer Klasse Obj(KAT) von Objekten XY, Z, ..., welche die Ob-
jekte der Kategorie heiflen.

e Aus (moglicherweise leeren) Mengen Mor (X, Y'), definiert fiir jedes Paar
X, Y von Objekten der Kategorie. Die Elemente von Mor(X,Y") heilen
die Morphismen in der Kategorie von X nach Y.
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e Aus Abbildungen Mor(X,Y") x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z), definiert fiir
jedes Tripel XY, Z von Objekten der Kategorie. Fiir f € Mor(X,Y)
und g € Mor(Y, Z) wird das Bild von (f,g) mit g o f bezeichnet; es
heifit die Komposition von f und g.

Diese Daten miissen die folgenden drei Axiome erfiillen:
(KAT1) Die Morphismenmengen sind paarweise disjunkt.
(KAT2) Fiir f € Mor(W, X), g € Mor(X,Y) und h € Mor(Y, Z) gilt

(go f)oh=go(foh) (Assoziativitit).

(KAT3) Zu jedem Objekt X gibt es ein Element idx € Mor(X, X) mit

foidx = f Vf e Mor(X,Y),
(Identitit)
idx og =g Vg € Mor(Y, X).

Sind KAT; und KAT, zwei Kategorien, dann ist ein kovarianter Funktor eine
Abbildung

F KAT1 — KATQ,

die jedem Objekt X € Obj(KAT;) ein Objekt F(X) € Obj(KAT;) zu-
ordnet und jedem Morphismus f € Mor;(X,Y") einen Morphismus F(f) €
Mor, (T(X),T(Y)), sodaf

fiir alle Objekte X € Obj(KAT;) gilt und

F(go f)=F(g)o F(f)

fiir alle Morphismen f und g in KAT,, fiir die g o f definiert ist. Die Kate-
gorien, die wir in dieser Arbeit im Rahmen der AQFT betrachten, sind die
folgenden drei Kategorien:

e Die Kategorie Mtan
Die Objekte dieser Kategorie sind die orientierten, 4-dimensionalen,
global hyperbolischen Raumzeiten (M, g). Gegeben (M, g1), (Ma, go)
€ Obj(Man), so sind die Morphismen aus Morgg, ((Ml,gl), (MQ,gQ))
die isometrischen Einbettungen v : (M, g1) — (Ms, g2), welche die
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Orientierung und die Zeitorientierung der Raumzeit erhalten und fiir
jede kausale Kurve ¢ : [a,b] — My mit c(a),c(b) € (M;) auch
schon c(t) € ¢(M,) fir alle t € (a,b) erfiillen. Solch ein ¢ nennt
man hyperbolische Einbettung. Die Komposition der Morphismen ist
die Komposition von Abbildungen und daher assoziativ. Die Identitét
in Moranan ((M,), (M, g)) ist die Abbildung idy : z— z, € M.

Die Kategorie C*-2llg

Dies ist die Kategorie, deren Objekte die C*-Algebren mit Eins sind.
Die Morphismen werden durch die 1-erhaltenden x-Monomorphismen
gegeben, die Komposition der Morphismen ist wieder die Komposition
von Abbildungen und daher assoziativ. Die Identitét in More«g4(A, A)
ist fiir jedes Objekt A € Obj(C*-2lg) gegeben durch die Identititsab-
bildung id4 : a — a, a € A.

Die Kategorie x-2llg

Dies ist die Kategorie, deren Objekte die x-Algebren mit Eins sind. Die
Morphismen, deren Komposition und die Identitéit sind wie bei C*-2Ulg
gegeben.

Wir sind nun in der Lage anzugeben, was eine lokal kovariante Quantenfeld-
theorie ist (anstelle C*-2lg kann auch die Kategorie *-2lg stehen):

e Fine lokal kovariante Quantenfeldtheorie ist ein kovarianter Funktor
zwischen den zwei Kategorien Man und C*-Alg, geschrieben in Dia-
gramform:

P
(M, g) (M, ¢)
F F
F(M, g) o) F(M g

zusammen mit den Kovarianzeigenschaften

F(ipod') = F(¥) o F('),
F(idg) = idrg)

fiir alle Morphismen b € Morsan ((Ml, g1), (Ms, gg)), alle Morphismen
¢’ € Morgnan ((Ma, g2), (Ms, g3)) und alle Objekte (M, g) € Obj(Man).
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e Fine lokal kovariante Quantenfeldtheorie, beschrieben durch einen ko-
varianten Funktor F, heifit kausal, wenn Folgendes gilt:
Wann immer zwei Morphismen 1v; € Morga ((MZ, gi), (M, g)) i=1,2,
erfillen, dafl 1y (M) und ¥o(Ms) kausal getrennt in (M, g) liegen, d.h.
es gibt keine kausale Kurve von 1y (My) nach 1o(Ms), hat man

|:F1,111 (F<M1,g1)),F¢2 (F(Mz,gz))] =0.

e Fine lokal kovariante Quantenfeldtheorie, die durch einen kovarianten
Funktor F' gegeben wird, gehorcht dem Zeitschichtaxiom genau dann,
wenn

Fy(F(M,g)) = F(M',g)

fiir alle ¢ € Moraya, (M, g), (M, ")) mit (M) enthilt eine Cauchy-
hyperfiiche von (M',g") gilt.

1.3.1 Das Zeitschichtaxiom

Die Frage nach der Vorhersagbarkeit ist eine der wichtigsten Aspekte einer
physikalischen Theorie. Kennt man die Konfigurationen eines physikalischen
Systems in der Gegenwart zu einem gewissen Zeitpunkt ¢y, so ist das Ziel einer
physikalischen Theorie, Aussagen iiber die Zukunft bei ¢ > ¢y zu machen. Es
wird also in einer physikalischen Theorie die Kenntnis der Zeitentwicklung
des Systems angestrebt.

Die zeitliche Entwicklung eines physikalischen Systems wird durch die
Bewegungsgleichungen, in der Feldtheorie heiflen sie Feldgleichungen, gege-
ben, und die Frage nach der Zeitentwicklung des Systems ist gleichbedeutend
mit der Wohlgestelltheit des Anfangswertproblems. Ein wohlgestelltes An-
fangswertproblem bedeutet, dafl die Bewegungsgleichungen eindeutig bei der
Kenntnis von Anfangswerten (=Konfiguration des Systems zu einem Zeit-
punkt ty) gelost werden konnen. Mit Hilfe dieser eindeutigen Losung ist das
System zu jedem anderen Zeitpunkt ¢ eindeutig vorhersagbar.

In der Quantenfeldtheorie treten aber Komplikationen mathematischer
Natur auf, was hauptséchlich daran liegt, dal Quantenfelder operatorwerti-
ge Distributionen sind und Singularitdten aufweisen kénnen. Dadurch sind
einige Objekte aus der klassischen Feldtheorie in der Quantenfeldtheorie
nicht mehr bedenkenlos wohldefiniert, und es bedarf ausgefeilterer mathe-
matischer Methoden. Aber selbst dann ist die Frage der Wohlgestelltheit des
Anfangswertproblems und damit die Kenntnis der Zeitentwicklung nur in
Spezialfillen gelost worden.
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Kapitel 1. Algebraische Quantenfeldtheorie

In der algebraischen Quantenfeldtheorie tritt nun das Zeitschichtaxiom an
die Stelle der Forderung nach der Wohlgestelltheit des Anfangswertproblems.
Es besagt kurz zusammengefafit, dafl die Observablenalgebra der gesamten
Raumzeit M bekannt ist, sobald man die Observablenalgebra einer beliebigen
Umgebung O(X) einer Cauchyhyperfliche ¥ kennt,

A(O(X)) =A(M), T CO(X) @ M.

Das Zeitschichtaxiom wurde bereits von R. Haag und B. Schroer in [HS62]
als Postulat der Quantenfeldtheorie aufgestellt und besagt dort, dafi man
eindeutig den Zustand eines Systems durch Beobachtungen in einem beliebig
kleinen Zeitintervall bestimmen kann.

Wie die moderne Formulierung von [BEV03] und [BF06] der algebraischen
Quantenfeldtheorie mit Begriffen der Kategorientheorie als lokal kovarian-
te Quantenfeldtheorie gezeigt hat, spielt das Zeitschichtaxiom bei einem in
[BEO6] neu entwickelten Ansatz zur Quantengravitation eine zentrale Rolle.
Die Erfiillung des Zeitschichtaxioms ist fiir die Beschreibung der dynamischen
Reaktion eines Quantenfeldes auf die lokale Anderung der Hintergrundsme-
trik wichtig. Ist das Zeitschichtaxiom erfiillt, so kann man eine sogenannte
relative Cauchyevolution definieren, deren Funktionalableitung in Bezug auf
die Metrik der Raumzeit die Bedeutung eines Energie-Impuls Tensors hat.
Das bedeutet auch insbesondere, dafl man einen Energie-Impuls Tensor ohne
einen Lagrangschen Formalismus erhalten kann.

Das Zeitschichtaxiom ist also durchaus von allgemeinem Interesse in der
Physik. Arbeiten, die das Zeitschichtaxiom fiir pertubative Quantenfeldtheo-
rien auf global hyperbolischen Raumzeiten behandeln und dessen Giiltigkeit
fiir das skalare Feld in formal renormierten Storungstheorien zeigen, sind
[Chi0g] und [CF08]. Wir werden auf das Zeitschichtaxiom fiir das quantisier-
te Maxwellfeld im Abschnitt eingehen.
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Kapitel 2

Die Maxwellgleichungen und
ihre Formulierungen

In diesem Kapitel diskutieren wir die Maxwellgleichungen in ihren verschie-
denen Darstellungen, um sie dann in Abschnitt auf gekriitmmte Raum-
zeiten zu verallgemeinern. Bei der Formulierung der Maxwellgleichungen in
integraler Form bis zu ihrer differentialgeometrischen Formulierung auf dem
4-dimensionalen Minkowskiraum folgen wir der Darstellung in [REF93].

2.1 Integrale Form

Die Maxwellgleichungen im Vakuum gehen in ihrer urspriinglichsten Gestalt
zuriick auf phénomenologische Gesetze, die Aussagen iiber die Erzeugung
und die Ausbreitung der elektromagnetischen Felder machen, wohingegen
das Lorentzkraftgesetz fiir eine Punktladung mit Geschwindigkeit o

F(t,7,0) = ¢B(t,T) + ko g~ B(t, 7) (2.1.1)
c
oder allgemeiner das Gesetz fiir die Lorentzkraftdichte
F(t,7) = plt, D) E(t, &) + ko j (t, ) x B(t, ) (2.1.2)

die Wirkung von elektrischen und magnetischen Feldern auf Ladungen und
(Ladungs-)Strome bestimmt. ky ist hierbei eine Konstante, die erst durch die
Festlegung eines Mafeinheitensystems fiir Ladung, elektrische und magneti-
sche Feldstérke bestimmt wird. Die Maxwellgleichungen lauten im Einzelnen:

(i) GauB3sches Gesetz:
Der Fluf$ des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Fldche ist
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Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

(i)

proportional zu der von dieser Fliche eingeschlossenen Gesamtladung,
bzw. Ladungen sind die Quellen und Senken des elektrischen Feldes.
Mathematisch prdzisiert

/ E ’ Ndf = leges.)
oV

wobei ki eine noch festzulegende Konstante ist und N das eindeutig
bestimmte, senkrecht auf OV stehende, nach auflen weisende, normierte

Vektorfeld.

Abwesenheit magnetischer Ladungen:

Der Fluf$ des magnetischen Feldes durch eine geschlossene Fldche ver-
schwindet. Das magnetische Feld hat keine Quellen und Senken, es gibt
keine magnetische Ladungen und die magnetischen Feldlinien sind stets
geschlossen. In Formeln

/E-Ndfzo,
ov

wobei N wieder das eindeutig bestimmte, senkrecht auf OV stehende,
nach auflen weisende, normierte Vektorfeld ist.

Faradaysches Induktionsgesetz:
FEin sich zeitlich dndernder, magnetischer Fluf$ erzeugt am Rande der
von thm durchsetzten Fliche ein elektrisches Wirbelfeld

—

/ E-fdz:—kzi/é-ﬁdf,
oF dt Jr

wobet ky die bereits erwdhnte Konstante ist, N das normaierte, senkrecht
auf F' stehende Vektorfeld, welches die Orientierung von F' festlegt und
T das eindeutig bestimmte, positiv orientierte, tangential an OF liegen-
de, normierte Vektorfeld.

Amperesches Gesetz:
Ein Strom oder ein sich zeitlich dndernder elektrischer Fluf$ erzeugt am
Rande der von ihm durchsetzten Fliche ein magnetisches Wirbelfeld

— — — — d — —
/ B~le:k3(/j~Ndf+k4—/E-Ndf),

wobei ks und ky noch festzulegende Konstanten sind, N das senkrecht
auf F' stehende, normierte Vektorfeld, welches die Orientierung von F
festlegt, sowie T das ewndeutig bestimmte, positiv orientierte, tangential
an OF liegende, normierte Vektorfeld.
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2.2. Differentielle Form

Die Wahl der Konstanten bestimmt die Mafleinheiten der Felder. Von einem
relativistischen Standpunkt aus ist es sinnvoll die Einheiten so zu wéhlen, dafl
die elektrische und die magnetische Feldstérke dieselben Mafleinheiten haben.
Fiir die weitere Betrachtung sind die Konstanten daher wie folgt festgelegt:

1 4 1

by = A7, ky = = ks — — und ky = —,

c c A
womit also das Gauflsche Mafisystem gewéhlt wurde. Damit ist aber die
Theorie des Elektromagnetismus noch nicht vollstdndig beschrieben. Es fehlt
noch die Bilanzgleichung der elektrischen Ladung

L4V j=p+divi=0. (2.1.3)

2.2 Differentielle Form

Mit dem Satz von Stokes und dem Satz von Gaufl erhdlt man aus der inter-
gralen Form der Maxwellgleichungen [2.1[i-iv) die differentielle Form

6-Ezdivﬁz47rp.

. - 10B L 1
VxFE —a—:rotE+—B:0
c Ot c
(iv)
- - 10E L 1L dme
V x ——a—:rotB——E:—Wj
c Ot c c

2.3 Differentialgeometrische Formulierung

Die Verwendung der Sétze von Stokes und Gaufl sowie die in der integra-
len und differentiellen Form der Maxwellgleichungen verwendeten mathema-
tische Objekte legen es nahe, die differentiellen Maxwellgleichungen in die
Sprache der Differentialgeometrie zu iibersetzen. Dies liefert eine koordina-
tenfreie Darstellung der Maxwellgleichungen und erméglicht letztendlich eine
Formulierung auf gekriimmten Mannigfaltigkeiten.

32



Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

Die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit ist im vorliegenden Fall sogar eine
orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit, bekanntlich der 3-dimensionale
euklidische Raum (M, g) = (E?, (-,-)_ ) = (R? 8;;d(id)’ ® d(id)?) mit glo-
baler Karte (R3,id = idgs). Hierbei bedeuten die Differentiale und die parti-
ellen Ableitungen nichts anderes als eine Umschreibung der aus der Analysis
des R? bekannten Differentiale und Ableitungen

d(id) = do?,
O =0 =0 = =0 =
a;’d:@:axg:%:ay—a%,
aid:agzax2:%:a,z:%

Diese Umformulierung ist rein zweckmiéflig und dient der differentialgeome-
trischen Verallgemeinerung auf semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Das Lorentzkraftgesetz bzw. das Gesetz der Lorentzkraftdichte
soll invariant unter Paritédtstransformation und Zeitumkehr sein und
daher transformieren sich das elektrische und das magnetische Feld geméf

E(t,7) — —E(t,~&

P H( ,{) — ﬁ( ’ {) (Paritét),
B(t,¥) — +B(t, —7)
E(t,7 E(—t,7

T: H( ’:i) T ﬁ( ’x_,) (Zeitumkehr).
B(t,¥) — —B(—t, )

Aus diesem Grund entspricht nach [RE93] dem elektrischen Feld eine 1-Form

und dem magnetischen Feld eine 2-Form auf dem 3-dimensionalen euklidi-

schen Raum (E?, (-,-)_ ):

E = Ezdl’l € QlE3, Ez = (SijEj,
1

B = éeklmBkdxl ANdx™ e QQES.

Eine Definition von Differentialformen findet sich in Abschnitt [A.5l Der La-
dungsdichte und der Stromladungsdichte entsprechen die folgenden Formen:

p = pdz' A da? A da? € Q3E?,
~ 1
J = §eklmjkdxl A da™ € Q,EP,

Die Komponentenfunktionen E;, B¥, p und j* hingen nicht nur glatt vom
Raum, sondern auch glatt von der Zeit ab.
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2.3. Differentialgeometrische Formulierung

Mit Hilfe der &uBleren Ableitung d, siehe Abschnitt[A.5.6] und des Hodge-
x-Operators, siche Abschnitt [B.6 lassen sich die Maxwellgleichungen auf
(3, <-, ->eukl‘) nun koordinatenunabhéngig formulieren:

d+ E = 4rp.
(i)
dB = 0.
(i)
108
dE E%—tzo
(iv)
10+E  4r-
d*B_Eaat _%j'

Aufgrund der Bijektivitét des Hodge-*-Operators lassen sich (i) und (iv) mit
der 0-Form p € QyE3 und der 1-Form j = 6;j%da! € O, E? umschreiben zu

«'d* E = 4mp.

**1d*B—l**1a*E:4—Wj.
c ot c

Da die Kombination *~'d* hiufig auftritt, fait man sie zu einem Operator,
der Koableitung §, zusammen. Diese wirkt durch ¢ := (—1)? x~! dx auf p-
Formen (fiir die Eigenschaften von § siehe [B.7). Wie man durch Nachrechnen
in Koordinaten iiberpriifen kann, sind die Formulierungen (i) und (iv) dquiva-
lent zu (i") und (iv’). Weiter ist es bemerkenswert, daf§ der Hodge-*-Operator
nur bei den inhomogenen Maxwellgleichungen (i) und (iv) auftritt, sich die
homogenen Maxwellgleichungen (ii) und (iii) hingegen ohne jeden Bezug auf
die Metrik und Orientierung der Mannigfaltigkeit schreiben lassen. Mit dem
Davorschalten von ! werden auch die Maxwellgleichungen (i) und (iv) von
der Orientierung der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit unabhéngig, wie
man in Koordinaten nachrechnen kann. (i’) und (iv’) sind daher genauso wie
(ii) und (iii) auch auf nicht orientierbaren Mannigfaltigkeiten giiltig.
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Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

2.3.1 Potentiale

Das Losen der Maxwellgleichungen wird durch die Einfithrung von Potentia-
len entscheidend vereinfacht. Ein Vektorpotential ist eine 1-Form A € OE3
mit dA = B. In ,lokalen® Koordinaten, als Karte ist (R3,id) gewéhlt, 148t
sich dies wiederum schreiben als

1 0A,, 04,, 0A4;
o kim ‘= ozt = cunB" = orl  dxm
g0 04 L A oA L, 04 oA,
oxt  0x?’ ox?  0x3’ ox3 Ozt
Al =§YA, = A
— B=VxA, A=[A%=6%4, = A,
A3 = (531141 == A3

Zusétzlich erhilt man damit aus [2.3](iii)
10A )
c ot
weswegen man das skalare Potential ® € QyE? einfiihrt, welches
10A
ddb =F+ ——
+ c ot

erfiillt. In der Karte (R3, id) ergibt sich somit

d(E + =0,

E=V®— -,
c ot
Aus physikalischer Konvention wird jedoch —® statt ® benutzt, so dafl sich
endgiiltig
- - 1
F=--vo 194
c Ot

ergibt. Eingesetzt in die inhomogenen Maxwellgleichungen in differentieller
Form ([2.2))(i+iv) erhélt man damit

AD + 16(%—?) = — 47,

1024 i 0P 4 (251)
R e G R

Diese Gleichungen sind die inhomogenen Maxwellgleichungen ([2.2))(i+iv),
ausgedriickt durch die Potentiale. Driickt man die homogenen Maxwellglei-
chungen ([2.2))(ii+iii) durch die Potentiale aus, so sind diese automatisch
erfiillt.
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2.3. Differentialgeometrische Formulierung

Bis jetzt wurde aber noch nichts iiber die Existenz des Vektorpotenti-
als und des skalaren Potentials gesagt. Ob es zu jedem magnetischen Feld
B immer ein Vektorpotential A mit dA = B gibt und immer ein skalares
Potential ® existiert, welches d® = F + %% erfiillt, soll in dieser Arbeit
noch ausfiihrlich gekldrt werden. Es wird sich dabei herausstellen, daf§ die
Sprache der Differentialformen hervorragend dazu geeignet ist, diese Fragen
auf beliebigen glatten Mannigfaltigkeiten zu kléren, was nochmals die Niitz-
lichkeit der differentialgeometrischen Formulierung der Maxwellgleichungen
unterstreicht. An dieser Stelle sei gesagt, dal in dem hier vorliegenden Fall
des euklidischen Raumes E? die Existenz des Vektorpotentials und des skala-
ren Potentials gesichert ist. Aus [2.3[(ii) ergibt sich sofort mit Hilfe des Poin-
carélemmas daB B exakt ist, d.h. B = dA bzw. B =V x A fiir eine
1-Form A € Q3. Genauso erhilt man mit dem Poincarélemma die
Existenz eines skalaren Potentials ® € QE?3.

2.3.2 Eichtransformationen

Die zuvor eingefiihrten Potentiale sind aber keinesfalls eindeutig durch E
und B bestimmt. Es fithren alle Vektor- und skalare Potentiale zu denselben
Feldstérken, welche durch die Eichtransformationen

A A = A+ Vyx(t, ),
10x(t, @) (2.3.2)

O r— @ =
c Ot

auseinander hervorgehen, wobei x eine sonst beliebige Funktion von ¢ und
Z sein darf. Diese vorliegende Situation nennt man Eichfreiheit, da man
den Potentialen zusétzliche Bedingungen aufzwingen kann, ohne die resul-
tierende Physik zu dndern; man spricht dann von der Wahl einer Eichung.
Die Eichtransformationen, die mit einer gewahlten Eichbedingung vertraglich
sind, heiflen residuale Eichtransformationen. Wichtig ist die Coulombeichung

V-A=0,
mit residualen Eichtransformationen und der Nebenbedingung
Ax =0.
Eine weitere sehr wichtige Eichung ist die Lorenzeichung

pi 100

V-oA+ -2 = 2.3.3
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mit residualen Eichtransformationen (2.3.2)) und der Nebenbedingung

1 0%y 1%y = 0%y

YT T TN T @or T Lo

Aus den inhomogenen Maxwellgleichungen ([2.3.1) erhédlt man in Lorenzei-
chung die inhomogenen Wellengleichungen der Potentiale

— 4 —
00 = 4mp und OA = — . (2.3.4)
C

2.3.3 Maxwellfeld aus den Potentialen

Man kann jetzt die ganze Situation umdrehen, indem man die Differential-
gleichungen 2.0Ordnung fiir ® und A 16st, womit man die inhomogenen
Maxwellgleichungen ausgedriickt durch die Potentiale gelost hat. Ferner ist
noch die Eichfreiheit zu beachten, welche den Losungsvorgang erheblich ver-
einfachen kann. Man kann so anstatt zu l6sen, in Lorenzeichung gehen
und 16sen. Mit den Feldstédrken definiert durch

B:=V x A,
) 7 (2.3.5)
B _vg_ 104
c Ot

erhdlt man somit eine Losung der Maxwellgleichungen (12.2))(i-iv).

2.3.4 Elektrische und magnetische Ladung

Sei & € ,E3 ein elektrisches und B € Q,E? ein magnetisches Feld, sodafl die
Maxwellgleichungen (i—iv) erfiillt werden. Die mit dem elektrischen Feld £
assoziierte Ladung in einem Volumen V C E? ist gegeben durch das Integral

23(i) 1 Stokes 1
Quse = [ B [arE™ 2 L [y

™

wobei Lgl{/ das Zuriickholen nach 9V mittels ¢ bezeichne, sieche auch Definition
A.5.5l Analog ist die magnetische Ladung in einem Volumen V' C E?, die mit

B assoziiert wird
O — 2 /
magn. — -

Stokes b
dB "= / Loy B.
\%4 oV

Mit ein wenig Bereitschaft zur Verallgemeinerung kann man 9V als einen
2-Zykel z € Z5°(E3;R) auffassen, sieche Definition und Abschnitt [5.3]
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2.4. Kovariante Formulierung

OV ist némlich eine randlose, geschlossene Fliche in E2, d.h. es gilt 90V = 0.
Allgemeiner definiert man nun fiir jeden glatten 2-Zykel z in E? die mit E
assoziierte elektrische und die mit B assoziierte magnetische Ladung von z
durch die Integrale

1
Qelektr.(z) = E/;*E’a

Quuan(2) = 1= [ 1

Kann das magnetische Feld B aus einem Vektorpotential A durch dA = B
abgeleitet werden, dann ist das zweite Integral immer Null, weil
1 1 1

=— [ B=— [dA=— | A= Z2(E3: R
Qmagn'(z> 47r/2 47 Zd 4T Js, 0 vze 2( ’ )

(2.3.6)

oder mit anderen Worten: Die Existenz eines Vektorpotentials impliziert, dafs
es keine magnetische Ladung gibt! Siehe auch [MW57] zu diesem Thema.

2.4 Kovariante Formulierung

Da die Lichtgeschwindigkeit fiir jeden Beobachter gleich ist, was den Aus-
gangspunkt der speziellen Relativitédtstheorie darstellt, kann man vermuten,
da die Maxwellgleichungen, die ja Licht als elektromagnetische Welle be-
schreiben, kovariant unter Lorentztransformationen, d.h. forminvariant sind.
Der bisherigen Formulierung sieht man diese Forminvarianz aber noch nicht
an. Dazu werden nun die GroBlen der klassischen Elektrodynamik zu dem
4er-Vektor und dem 2er-Tensor

-,

j* = (cp,j) = (cp,j*, 7%, 7°) (4er-Stromdichte),

0 —-E' —E* —FE3
El 0 _BB BQ
E? B3 0 -—-B!
E3 —-B* B! 0

Fr = (Feldstarketensor)

zusammengefaft. Die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit, auf der sich jetzt
alles abspielt, ist der Minkowskiraum (M, g) = (M,n) := (R* n). Die O-te
Komponente 2° eines Punktes © € M hat die physikalische Interpretation
eines Zeitpunktes, die anderen drei Komponenten z%,i = 1,2,3, geben die
Ortskoordinaten wieder. Die Maxwellgleichungen lauten dann

(i)

0=0.F,, +0,F,, + 0,F,, (homogene Maxwellgleichung).

38



Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

(i)
, 4T, .
0, F" = —j¥ (inhomogene Maxwellgleichung).
c
Diese Formulierung der Maxwellgleichungen ist dquivalent zur Formulierung

@(i—iv). Die 4er-Stromerhaltung, also die kovariante Formulierung von
2.1.3)), 1aBt sich schreiben als

05" = 0. (2.4.1)

Bei den Grofien mit griechischen Indizes, die von 0 bis 3 laufen, macht es einen
expliziten Unterschied, ob die Indizes oben oder unten stehen. Die Indizes
werden mittels der Minkowskimetrik 7 herauf- oder heruntergeschoben, da
es sich bei den angegeben Groflen um die Komponenten von Vektoren und
Tensoren handelt. Zum Beispiel gelten

-,

ju = (cp,—j) = (cp, —j', —j*,—j*) (4er-Stromdichte),
0 E'  E* E3

-E' 0 -B* B?

Fw=1_p B o -p
—-FE* —-B* B! 0

(Feldstérketensor),

4
oME,, = il J» (inhomogene Maxwellgleichung).
c

2.4.1 Kovariante Formulierung der Potentiale

Im 4er-Potential werden das skalare Potential ® und das Vektorpotential A
zu einem Lorentzvektor zusammengefaflt

—, —,

At = (c®, A) bzw. A, = (cP,—A),
Die Definitionen ([2.3.5)) der Feldstéirken durch die Potentiale schreiben sich

in kovarianter Form als
FHr = 9t AV — oV A*. (2.4.2)
Die inhomogenen Maxwellgleichungen ([2.3.1)) nehmen die Gestalt
0"0,A" —0"oMA, = 4%]’“ (2.4.3)
an, und die Lorenzeichung lautet in kovarianter Form
0, A" = 0. (2.4.4)
In Lorenzeichung lautet daher

47

0”9, A" = ?j“, (2.4.5)
was die kovariante Form von (2.3.4) ist.
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2.5 Differentialgeometrische, kovariante Form

Wie zuvor erwihnt wurde, sind die Maxwellgleichungen (i+ii) in kova-
rianter Form Gleichungen fiir Komponentenfunktionen von Vektoren und
Tensoren. In der Sprache der Differentialgeometrie lauten sie

(i)
dF =0 (homogene Maxwellgleichung).
(i)
4
F=—xldxF =" j (inhomogene Maxwellgleichung).
c

Hierbei sind F' und j gegeben durch

j= judl’u e WM,
1 (2.5.1)
F = §Fm,dx“ ANdz” € QaM,

mit der Identitét als gewéhlte Karte. Die 4er-Stromerhaltung (2.4.1)) lautet
koordinatenunabhéngig
—4j=0. (2.5.2)

2.5.1 Potentiale differentialgeometrisch und kovariant

Mochte man noch die Potentiale einbeziehen, so hat man weiter
A=A,ds" € WM,
(2.4.2) wird zu
F=dA (2.5.3)

und die inhomogene Maxwellgleichung (2.4.3|) des 4er-Potentials lautet koor-

dinatenunabhingig
a

—0dA = —j (2.5.4)
c

Fiir die Lorenzeichung (22.4.4)) ergibt sich

—6A=0 (2.5.5)
und daher in Lorenzeichung fiir (2.5.4)

4
OA= "5 (2.5.6)

c

Die Eichfreiheit der Potentiale beruht in dieser Formulierung darauf, dafl man
zu einem Potential A mit F' = dA eine 1-Form A mit dA = 0 hinzuaddieren
kann, ohne F' zu éndern, denn F' = d(A + A) = dA + dA = dA.
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2.5.2 Elektrisches und magnetisches Feld

Die 1-Form Eto = Ez(to,)dl'l € QlES,Ei(to,') S COO(ES,R) und die 2-
Form By, = Lepn B (to, ) da' Adz™ € QLE?, B¥(ty,-) € C°(E?, R) zu einem
gewissen Zeitpunkt ¢y kann man mit Hilfe des dualen Feldstéarketensor xF,

0 B B* B3
-B' 0 E® —E?
(*F>,UJ/ = _BQ _E3 0 El )
-B* E* —E' 0

und der Einbettung v, = 1o : B> — M, (2,9, 2) — (to,z,y, z) aus dem
Feldstarketensor F' € Q9 M extrahieren. Es gelten dafiir die Gleichungen

By =—x8'«F (2.5.7)

0

und
B, = —I»'F, (2.5.8)
wie man durch die Rechnungen
- Lgb o i Lgb ein, F' = Lg’b(Foydx”) = Fou(to, - )d(z" o 1)
= Fyulto, - )dz" = E,(to,- )dz™ = E(to,-)

und

1 1
—F = —Lgb(§Fwdaz“ Ndz") = E(F’“’ o 1)d(x" o 1p) Ad(x" o 1p)

1 , | . .
= —§E]‘(t0, : )dIZ Adr’ = §€Z‘jkBk(t0, . )dIz A dx’
1 ) .
= +§Bij(t0, S)dx' A dx? = By,

einsehen kann. Es wurden hierfiir z° o 1y = konst. = ty = d(2° 0 1y) = 0,
2oy = 2t = d(x% 0 ) = da', die Definition des Feldstiirketensors und
n=(1,0,0,0)T verwendet.

An dieser Stelle sei der Leser darauf hingewiesen, daf} in ([2.5.7) nicht
beide Male derselbe Hodge-+-Operator gemeint ist, sondern einmal derjenige
auf dem Minkowskiraum (vor dem Zuriickholen) und einmal derjenige auf der
Hyperfliche {to} x R® mit der induzierten Metrik (nach dem Zuriickholen).
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2.5.3 Ladungsdichte und 3er-Stromdichte

Wie zuvor bei den Feldern kann man aus der 4er-Stromdichte j € 2, M, unter
Zuhilfenahme der Einbettung i, = 1o : B> — M, (2,9, 2) — (to, 7, ¥, 2),
die Ladungsdichte p(to,-) € QE? und die 3er-Stromdichte j;, = j;(to, - ) dx’
zu einem gewissen Zeitpunkt ¢y erhalten. Diese geschieht durch

cp(to, ) = *i % J. (2.5.9)
jog = —1805. (2.5.10)
Als Beweis dienen die folgenden beiden Rechnungen
xif % =1 eing j = i jo = Jo(to, -) = eplto, -),
—iBj = =P dat = —(ju o) d(zt o t) = —jm(t, - ) dz™

= 5mkjk(t07 : ) da™ = th'

Die Feststellungen (2.5.7)), (2.5.8), (2.5.9) und werden auf gekriimm-
ten Mannigfaltigkeiten eine wichtigere Rolle spielen als auf dem Minkowski-
raum, da sie einen Leitfaden dafiir geben, was elektrisches Feld, magneti-
sches Feld, Ladungsdichte und 3er-Stromladungsdichte genannt werden soll.
Weiter werden die Gleichungen und sehr wichtig sein, wenn
es darum geht, Zusatzbedingungen an die Cauchydaten des Maxwellfeldes
auf global hyperbolischen Raumzeiten zu stellen, sodal das Cauchyproblem
wohlgestellt wird.

2.6 Konsistenzrechnung

Bevor die Maxwellgleichungen auf global hyperbolischen Raumzeiten ange-
geben werden, soll nachgerechnet werden, dafl die differentialgeometrisch for-
mulierten Verallgemeinerungen (i+ii) sowie die Maxwellgleichun-
gen 2.4{i+ii) und die 4er-Stromerhaltung ergeben. Dies dient als
Nachweis dafiir, daf§ wirklich sinnvolle und passende Verallgemeinerungen
fiir die Maxwellgleichungen getroffen wurden. Als Karte des Minkowskirau-
mes (M, n) sei fiir diesen Nachweis die globale Karte (R*, idgs) gewéhlt.

1 1
dF = d(5 Flude? N dz") = iaan,dxA Adzt A dz” =0,
ausschreiben fiir ein festes Zahlentripel (), p, o) € {0,1,2,3}? liefert

ONFoo + 0, Fsn + 05 F, =0 (homogene Maxwellgleichung (1))
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Weiter berechnet man

1 B
_6F = — Y dx (QFWd:U“ A dz”) BLA g, Py, o da® = 0y F N eada®

. 4 o
:>8AF/\ 77/10427]a |77 #

4
—O\F = il V& (inhomogene Maxwellgleichung (11))
c

—0j =% tdx Judat V,\jA = Oy (4er—Stromerhaltung )

Ahnliche Rechnungen zeigen die Konsistenz der fiir die Potentiale getroffenen
Verallgemeinerungen, also daf§ aus (2.5.3)), (2.5.4), (2.5.5) und ([2.5.6|) wieder

(2.4.2), (2.4.3)), (2.4.4) und (2.4.5]) folgen.

2.7 Maxwellfeld auf Lorentzmannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Formulierung der Maxwellgleichun-
gen auf Lorentzmannigfaltigkeiten zu. Insbesondere wollen wir orientierte
global hyperbolischen Raumzeiten betrachten. Fiir die Definition einer glo-
bal hyperbolischen Raumzeit und ihre Eigenschaften siehe Abschnitt [C.3] Im
Falle einer 4-dimensionalen global hyperbolischen Raumzeit ist die Forde-
rung nach Orientierbarkeit der Mannigfaltigkeit keine echte Einschrénkung,
weil jede 4-dimensionale global hyperbolische Raumzeit orientierbar ist. Dies
liegt, daran, dafl jede 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit paralle-
lisierbar ist. Aus der Orientierbarkeit folgt insbesondere, dal der Hodge-*-
Operator wohldefiniert ist. Sei aber vorerst (M, g) eine 4-dimensionale und
orientierte Lorentzmannigfaltigkeit. Die koordinatenunabhéngigen Maxwell-
gleichungen (i—l—ii) lassen sich direkt verallgemeinern zu

(i)
dF =0 (homogene Maxwellgleichung).

(i)

4
F=—xldxF =" J (inhomogene Maxwellgleichung).
c
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2.7. Maxwellfeld auf Lorentzmannigfaltigkeiten

F € QoM und j € QM werden in einer beliebigen Karte (O, 7) von M
gegeben durch

j|, = dudr
° (2.7.1)
F‘O = §Fu,,d7r“ A dr?.

Solange kein Kartenwechsel durchgefiihrt wird, wird hier und in Zukunft dar-
auf verzichtet, an den Komponentenfunktionen und Ableitungen zusétzlich
zu kennzeichnen, in welcher Karte sie zu verstehen sind. Dies soll die Notati-
on entlasten und iibersichtlicher halten. Es ergibt sich aber immer aus dem
Kontext, in welcher Karte gerechnet wird.

(2.7.1)) ist die direkte Verallgemeinerung von fiir beliebige Kar-
ten. In einer beliebigen Karte (O, 7) lauten die Maxwellgleichungen [2.7|(i+ii)
daher

VRFy,ll + V;LFVH + VVFH,M - 07

4 4 2.7.2
VLFLugw/ = gLMVLF;,LV = _ﬂ-jy < VLFLM = _ﬂ-ju7 ( )
C C

wobei V hier den Levi-Civita Zusammenhang (sieche Abschnitt |B.3|) bezeich-
net. Die 4er-Stromerhaltung, die in (2.5.2)) bereits koordinatenunabhéngig

formuliert ist, wird genauso verallgemeinert zu

—05 =0, (2.7.3)
was in einer beliebigen Karte (O, 7) von M

V.t =0 (2.7.4)

bedeutet.

2.7.1 Potentiale auf Lorentzmannigfaltigkeiten

Alle Ausdriicke in Unterabschnitt sind bereits koordinatenunabhéngig
formuliert und lassen sich daher direkt auf Lorentzmannigfaltigkeiten (M, g)
verallgemeinern:

F = dA,
—sdA="T;
C
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Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

was in einer beliebigen Karte (O, ) von (M, g)
F.=V,A, —-V,A,

47

VAVA, — VYA = =

bedeutet, wobei A die lokale Darstellung

Al = A, dr"
o meT
hat. Mit Lorenzeichung
—0A =0,
was lokal auf (O, 7) zu
V#A, =0
wird, schreibt sich die Maxwellgleichung fiir das Potential als
4
0A =15,
c

[1 bezeichnet hier den Wellenoperator fiir Differentialformen [ = —dd — do.
Lokal in der Karte (O, ) erhdlt man die Darstellung

OA| = VAV,A, — V,V,A" = V'V, A, — V,V, A" + [V, V] A"

o
4m
m— VNVHAV — RV,UA'M s jy.

2.7.2 Elektrisches und magnetisches Feld

Sei nun (M, g) eine 4-dimensionale global hyperbolische Raumzeit. Ist eine
raumartige glatte Cauchyhyperfliche ¥ C M mit Einbettung ¢ : ¥ — M
gegeben, so kann man jedem Feldstiarketensor F' € ;M das zugehorige

elektrische und magnetische Feld auf ¥ zuordnen, indem (2.5.7)) und ([2.5.8)
zur Definition erhoben werden:

Eec\y, E:=—%/"«F, (2.7.5)
B € WY, B:=—/"F. (2.7.6)
Da die duflere Ableitung und das Zuriickholen einer Differentialform vertau-

schen, siche Definition [A.5.5] erfiillen das zu einem Feldstérketensor gehorige
elektrische und magnetische Feld auf der Cauchyhyperfliche ¥

—0F = 4mp,
dB = 0.
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2.7. Maxwellfeld auf Lorentzmannigfaltigkeiten

Die Giiltigkeit dieser beiden Gleichungen wird bewiesen durch
—0E = *_ld*E — s lds PPk F=—sxdsx s« F

= —%dP"x F = —xPd*xF=—%Pxsx ' dsxsF=—%P%0F

4 7.
&

= Pb

B B _grvp — _pbqpBIY oy — g,

Genauso wie (2.5.7) und (2.5.8) erhebt man (2.5.9) und (2.5.10) zur De-

finition der zu 5 € Q1M zugehorigen Ladungsdichte p € ¢ und 3er-
Stromladungsdichte j € €23 auf ¥:

cp = *P x §, (2.7.9)
rby. (2.7.10)

ji=—u

Wieder sei der Leser darauf hingewiesen, dafl in und unter-
schiedliche Hodge-*-Operatoren gemeint sind. Vor dem Zuriickholen steht
der Hodge-*-Operator von (M, g), hinter dem Zuriickholen derjenige der
Riemannschen Mannigfaltigkeit (X, h = —”’g). Der Hodge-*-Operator von
(33, h) ist wohldefiniert, da ¥ wegen der Orientierbarkeit von M selbst wieder
orientierbar ist.

2.7.3 Elektrischer und magnetischer Fluf3

Sei wieder (M, g) eine 4-dimensionale global hyperbolische Raumzeit und z
ein 2-Zykel aus Z5°(3;R), dann sind der elektrische und der magnetische
Flu3 durch z, welcher mit einem Feldstarketensor F' € QM assoziiert wird,

die Verallgemeinerungen der Integrale (12.3.6)

1 1
—/*E—/ **Lpb*F———/Lpb*F——— *F,
A7 J, dm

1 1 / b 1
— B — — L P — F
47T/z a7 J, A7

Man sieht, dafl es keine magnetische Ladung geben kann, wenn F' aus einem
4er-Potential A durch F = dA hervorgeht. Die Integrale auf der rechten
Seite der beiden Gleichungen konnen auf alle glatten 2-Zykel z € Z3°(M,R)
erweitert werden. Man spricht auch fiir diese 2-Zykel vom elektrischen und
magnetischen Flufl durch z.
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Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

Ist z ein raumartiger glatter 2-Zykel, d.h. z ist ganz in einer raumartigen
glatten Cauchyhyperfliche enthalten und somit ein glatter 2-Zykel dieser
Cauchyhyperfliche, dann geben die Integrale die mit F' assoziierte elektrische
und magnetische Ladung an, die in z enthalten ist. Lafit man fiir z einen
zeitartigen, d.h. nicht raumartigen glatten 2-Zykel z € Z3°(M;R) zu, so
geben die Integrale die elektrische und die magnetische Ladung an, die in
einer gewissen Zeit durch eine gewisse Flache hindurchstromt. Diese gewisse
Zeit und Flidche werden beide durch z bestimmt.

Es ist aber ein Fehler, sich fiir jeden glatten 2-Zykel z diese Integrale
als die elektrische und magnetische Ladung zu denken, wie man sie aus der
Elementarteilchenphysik kennt. Da die Topologie i.A. nicht trivial ist, ist der
Rand eines 2-Zykels nicht notwendigerweise der ganze Rand des Gebietes,
welches von dem 2-Zykel umschrieben wird. Bei der Verwendung des Satzes
von Stokes konnen also neben 0z noch weitere Randterme auftreten.

Dies hat zur Folge, dafl der elektromagnetische Flufl durch einen solchen
2-Zykel z, der von einem Beobachter festgestellt wird, nicht von einer Ele-
mentarladung herriithrt. Man kann nicht irgendwo innerhalb von z mit dem
Finger hinzeigen und sagen:,Hier befindet sich eine Ladung®. Nur ein un-
bedachter Beobachter wiirde den Satz von Stokes voreilig auf die Integrale
anwenden und ,,nachweisen*, daf} sich in z eine Ladung befindet.

Diese Ladung, die fiir einen solchen elektrischen bzw. magnetischen Fluf3
(in [MW57] Wurmlochfluf genannt) verantwortlich ist, ist topologischen Ur-
sprunges und hat keine direkte Beziehung zur beobachteten Ladung in der
Elementarteilchen- oder Quantenphysik. Dies erkennt man ganz besonders
daran, dafl der elektrische Flul durch z bzw. die elektrische Ladung von z
in diesem Fall nicht quantisiert ist. Es kann im Prinzip jeder beliebige Wert
angenommen werden. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion siehe [MW57].

2.7.4 Bemerkung

In der bisherigen Darstellung der Potentiale kann man den Standpunkt ein-
nehmen, dafl diese keine eigene physikalische Bedeutung haben, sondern nur
ein sehr komfortables mathematisches Hilfsmittel sind. Potentiale sind, wenn
sie iiberhaupt global existieren, noch nicht einmal eindeutig bestimmt! Glo-
bale Existenz bedeutet, dafl es ein auf der ganzen Mannigfaltigkeit definiertes
Potential A mit dA = F gibt. Dafl Potentiale zumindest immer lokal existie-
ren, wird durch Folgerung gezeigt. Lokal bedeutet hier, dafl es um jeden

Punkt z eine Umgebung O gibt, so daf§ F’ ‘ = dA ist. A héngt in diesem Fall
0
von O ab und sind A und A’ zwei Potentiale zu O und O’ mit O N O’ # 0,

A
ono’ ?é

sein.
ono’

so kann durchaus A
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2.7. Maxwellfeld auf Lorentzmannigfaltigkeiten

Die Situation &ndert sich aber, wenn man zur Quantenmechanik iiber-
geht. In der Quantenmechanik kann man das Potential nicht mehr nur als
mathematisches Hilfsmittel ohne physikalische Relevanz betrachten, denn die
Schrodingergleichung wird durch einen kanonischen Formalismus abgeleitet,
was nicht nur in Termen von Feldstédrken ausgedriickt werden kann, sondern
die Existenz von Potentialen erfordert. Die Potentiale werden also zu einer
wichtigen Zutat der Theorie mit messbaren Folgen, siehe die Abhandlung
von Diracs magnetischem Monopol in [Nab97] und insbesondere auch den
Aharonov-Bohm Effekt in [AB59] und [ES49]. Die daraus gezogene Schlufl-
folgerung, dafy das Potential essential fiir die Formulierung der physikalischen
Gesetze sei, ist aber umstritten, siche [DeW62].

Dennoch bleibt die Formulierung einer mit dem elektromagnetischen Feld
wechselwirkenden Theorie, ohne die Benutzung von Potentialen, bis zum heu-
tigen Tage problematisch. Selbst in einer wechselwirkungsfreien Theorie des
Elektromagnetismus beinhaltet die Wirkung Terme, in welchen Potentiale
vorkommen. Geht man zum quellenfreien Elektromagnetismus iiber, so kann
man zwar die Wirkung vollstdndig in Termen des Feldstérketensors schrei-
ben, aber es ist nicht klar, wie man von der Wirkung zu den Feldgleichungen
gelangen soll. Auf der anderen Seite, und das wurde in [AS80] gezeigt, kénnen
in physikalisch relevanten Modellen Effekte auftreten, die weder durch lokale
noch durch globale Potentiale zu beschreiben sind.
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Kapitel 3

Das Cauchyproblem des
Feldstarketensors

Im vergangenen Kapitel [2| haben wir gezeigt, was wir unter den Maxwell-
gleichungen auf gekriimmten Raumzeiten verstehen wollen. Nun wollen wir
das Cauchyproblem des Maxwellfeldes angeben und losen. Dies ist ein wich-
tiger Schritt in Richtung einer Quantentheorie des Elektromagnetismus, die
nicht auf die Einfithrung von Potentialen angewiesen ist und daher auch auf
Raumzeiten mit beliebiger Topologie gilt.

Die Existenz physikalisch interessanter Raumzeiten, die eine solche Heran-
gehensweise erfordern, wird in [AS80] mit der Schwarzschild-Kruskal Raum-
zeit gezeigt. Dies ist aber nicht das einzige Beispiel einer topologisch nicht
trivialen Raumzeit, z.B. werden in [MW57] Losungen der Einsteinschen Feld-
gleichungen im Vakuum beschrieben, die Wurmlocher enthalten. Frithere Ar-
beiten, die sich mit dem Cauchyproblem fiir das Maxwellfeld befassen, sind
[KO1] und [Sor79].

Fiir dieses Kapitel sei (M, g) eine 4-dimensionale, orientierte, global hy-
perbolische Raumzeit und ¥ eine raumartige glatte Cauchyhyperflache in M
mit Einbettung ¢ : ¥ — M. Wir setzen nicht voraus, dal > kompakt ist.
Die Wahl einer Cauchyhyperflache ist moglich, da (M, g) global hyperbolisch
ist, die spezielle Wahl einer raumartigen und glatten Cauchyhyperflache ist
moglich nach [BS03] und daher keine Einschrinkung an (M, g). Weiter sei X
mit der vom zeitartigen und zukunftsgerichteten Normalenvektorfeld n indu-
zierten Orientierung versehen und fiir das ganze Kapitel sei auch (V, ¢) ein
beliebiges angepafites Koordinatensystem mit zugehoriger Karte (U, ) von
Y. Diese sind im Wesentlichen Schnittkarten fiir die Cauchyhyperflache, in
denen die Metrik in einen zeitlichen und rdumlichen Anteil aufspaltet und die
gemischten Komponenten gg;, ¢ = 1,2, 3, verschwinden. Siehe zur genaueren
Begriffserklarung und fiir die Eigenschaften angepafiter Koordinatensysteme
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3.1. Voriiberlegungen

Abschnitt @ GG+ bezeichne den avancierten bzw. retardierten Greenschen
Operator des Wellenoperators fiir Differentialformen [ = —dd — dé. Der Pro-
pagator von [J wird mit G = G, — G_ bezeichnet. Die Greenschen Operato-
ren existieren nach Satz [C.5.5, da (M, g) global hyperbolisch und O normal
hyperbolisch ist, siche Satz Wir empfehlen dem Leser sich mit dem
Abschnitt aus dem Anhang vertraut zu machen.

3.1 Voriiberlegungen

Erfiillt eine 2-Form F' € Qy(M, C) auf (M, g) die beiden Gleichungen [2.7|(i+ii)
fir ein geeignetes j € Q1(M, C), welches (2.7.3) erfiillt, so folgt daraus auto-
matisch auch, daf§ F' die inhomogene Wellengleichung

OF = —(dS + 6d)F — %dj (3.1.1)

erfiillt. Diese Tatsache motiviert die folgende Vorgehensweise:

Um das Cauchyproblem des Mazwellfeldes zu ldsen, l6se man zuallererst
das Cauchyproblem fiir die inhomogene Wellengleichung . Durch geeig-
nete Wahl der vorzugebenden Cauchydaten erhdlt man dann eine Lisung des
Cauchyproblems der Mazxwellgleichungen, die einen Teilraum der Lésungen
der Wellgleichung bilden.

Die differentiellen Maxwellgleichungen (i-iv) legen die Idee nahe, dafl
der Feldstarketensor schon ganz durch Objekte eindeutig bestimmt werden
kann, die nur auf der Cauchyhyperfliche leben. Diese beiden Objekte sind
das elektrische Feld E € (X, C) und das magnetische Feld B € Q,(%, C).

3.1.1 Cauchydaten der inhomogenen Wellengleichung

Es soll nun untersucht werden, was als Cauchydaten
Fl = Fers(z.001,0)),
VHF‘ =T € T(3, Ay(M, C))
by

im Cauchyproblem der Wellengleichung (3.1.1) sinnvollerweise vorzugeben
sind, um wirklich eine 2-Form F' € y(M,C) zu erhalten, die den Namen
Feldstéarketensor verdient.

Cauchydatum F ‘
b

Gibt man sich eine 1-Form E € 2;(X,C) und eine 2-Form B € Qy(3,C)
vor und verlangt von einer 2-Form F' € Qy(M, C), daf sie (2.7.5)) und (2.7.6)
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erfiillt, so legt das bereits F’ ‘ vollstandig fest. Zum Beweis dieser Aussage

b

ist es am einfachsten lokal nachzupriifen, ob die Komponentenfunktionen von
F' eingeschrankt auf Y vollstdndig durch diese Forderungen bestimmt sind.
Lokal haben die Differentialformen die folgende Gestalt:

1
F| =-F,d¢" Ndg”,
v 2" ¢ ¢
E| = Edy,

U

1 ) )
B| = =Bidet Ady.
U 2 J 90 SO

Hiermit berechnet man
1 1 . B 1 . .
CPF| =P ELde A deY) — ~Fydgt Ade? B Bl = ZBdgi A dy,
U 2 2 v 2
woraus also fiir die ,rdumlichen“ Komponenten von F'

= -B

]U

y (3.1.2)

folgt. Weiter erhélt man

sy | SR ein, F‘ = "*(Fy,n’d¢”) = Fyn’dy’ E| = E;dy’,
U U

woraus fiir die ,zeitlichen* Komponenten von F

F()j

U: noEj (313)

folgt. Die Komponentenfunktionen von F' sind lokal auf U also durch die
Komponentenfunktionen von F und B gegeben und da sich ¥ durch an-

gepafite Koordinatensysteme iiberdecken 148t ist F' ’ komplett durch die

)

Vorgabe von E und B und die Forderungen (2.7.5)) und (2.7.6)) festgelegt.
Damit nun £ und B zu einem Feldstérketensor gehoriges elektrisches und

magnetisches Feld sein kénnen, mufl man noch notwendigerweise fordern, daf3

E die Gleichung (2.7.7)) und B die Gleichung ([2.7.8)) erfiillt. Leider folgen aber

aus —0F = 4mp und dB = 0 noch nicht dF'| = 0 und —5F‘ = %j
b b
man sich wieder durch lokale Rechnungen klar machen kann:

1
dF’U@ 5 Ve Fudd™ A dgr A d”

, Wie
b

1 , 1 , .
= §VkF,~jd¢k Adgt A de? + §(V0Fij + ViFjo + Vi Foi)dg® A de' A d’

= 0.
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dB’ — 8kBZ]dgp A dy' /\dgpj— L ouFdot A dg A di

4 4 4
G, P gt = et = | e W= T
C C U C

—(5E’ BLd g, piBL3 \}Ea (E;hivn) EE2 \/1%8 (Fon°hiiv/h)

1 4
—\/Ea i (FOnog” V) =—=0;(F°/|g]) =4 p‘ |g| T 50
dr

= —J
U c

\/_

:>VLFLO

Y

U
wobei

= jon” = j°ng = —|g|j0 CP‘
Vh U

5P *]‘ =5 b elnnj

benutzt wurde. Da das angepafite Koordinatensystem beliebig gewéhlt war
und sich ¥ von angepafiten Koordinatensystemen iiberdecken 143t folgt aus
dB = 0 also

(Vi Fij + Vil + Vi) o= 0

und aus —0F = 4mp folgt

_ AT
- j )
b Cc by

VLFLO

wobei diese lokalen Gleichungen natiirlich in angepafiten Koordinatensyste-
men zu verstehen sind.
Noch nicht implementiert sind die beiden Gleichungen

(VoF; + ViFj0 + V; Fy) . 0,

dr

VLFm _
b C

o
Vergleicht man die vorliegende Situation mit [2.4|i+ii), so sind noch nicht
die Maxwellgleichungen implementiert, welche die Zeitableitungen enthalten.

Diese gilt es nun mit Hilfe der Normalenableitung V, F' ‘ , die als Cauchyda-
b

tum noch zu wéhlen ist, mit ins Spiel zu bringen.
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Cauchydatum V, F
b

Um besser beurteilen zu konnen, was als Normalenableitung vorzugeben ist,
nehme an, daB ' € Q(M,C) ein Feldstérketensor mit zugehorigem elek-
trischen Feld E und magnetischen Feld B ist. Insbesondere gelten F =
—%3P(4F) und B = —(P’F. Ziel ist es, die Normalenableitung so umzufor-
men, daf} sie nur durch Objekte, welche auf der Cauchyhyperfliche ¥ leben,
ausgedriickt wird. Es ergibt sich lokal unter der Verwendung von (|2.7.2]):

1 1
VoF| = 3n"VoFusde? A d = Sn"VoFuds" A dg" + 'V Fudg® A dof

1 0 4 )
:§M¢vﬁm—%%mwww&+%ﬂ%ﬁ—wmﬂwwwmw

4 .
:#%%mwAmeagﬁ—wm@MwAm?

Dies ist der gewiinschte Ausdruck, der fiir die Normalenableitung zu fordern
ist, um die noch fehlenden Gleichungen mit aller Gewalt zu implementieren.

Damit wéren die Wahlen der Cauchydaten fiir das Cauchyproblem der
Wellengleichung soweit geklart, dafl man eine Losung der Maxwell-
gleichungen [2.7(i+ii) erhélt. Es wird nun der Hauptsatz dieses Kapitels for-
muliert:

3.2 Cauchyproblem des Feldstirketensors

Sei (M, g) eine j-dimensionale, orientierte, global hyperbolische Raumzeit
und X C M eine raumartige, glatte Cauchyhyperfliche mit der Einbettung
L3N — M. Fir alle Tripel (j, E, B) bestehend aus j € Q1.(M,C) mit
—0j =0, E € Q1(2,C) mit —6FE = «**  j und B € Qye(S,C) mit
dB = 0 exisitert ein eindeutig bestimmtes F' € Qqo( M, C), welches

dF =0,
A .

— %P« F=FE,
—""F =B

erfillt. Dariberhinaus hingt F linear und stetig von j, E und B ab und es
gilt supp(F') € JM (supp(j) U supp(E) Usupp(B)) fiir den Tréger von F.
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3.3 Beweis des Cauchyproblems

Seien alle Voraussetzungen so, wie sie in Satz formuliert wurden. Der
Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

3.3.1 Schritt 1: Losen der Wellengleichung

Wie bei den Voriiberlegungen in Abschnitt festgestellt und als Losungs-
strategie formuliert wurde, erfiillt jede Losung der Maxwellgleichungen

4
dF =0 und —0F = -
C

auch die inhomogene Wellengleichung (3.1.1]), die lokal nach Satz als
1 4
(39" ViV Fus = 9" [V Val Fyg)dn® A de” = g Jpdn® Adr? (3.3.1)

in einer beliebigen Karte (O, 7) von M geschrieben werden kann. Mit Hilfe
der vorgegebenen Feldern E und B definiere man nun die beiden Cauchyda-
ten F € I'2°(2, Ay(M, C)) und II € I'®* (2, Ao(M, C)) folgerndermafBen:

Cauchydatum F
F soll definiert als

F=b(m)AE— %einn (b(n) A B)

sein, was symbolisch fiir die 2-Form aus I'°(2, Ay(M, C)) stehen soll, die in
jedem angepafiten Koordinatensystem die Gestalt

F L= %]—"deb“ Adg” = ngE;de” A d¢’ — %Bijdqbi A dg’ (3.3.2)
hat. Fiir alle anderen Karten von M soll F geméfl dem Transformations-
verhalten fiir Tensoren definiert sein. Dafl das so definierte F wirklich eine
Differentialform in I'2° (E, Ao (M, C)) ist, der Ausdruck 1) also wirklich in
jedem angepafiten Koordinatensystem von M fiir X gilt, wird im Anschluf} an
Schritt 1 gezeigt. Weiter ist das so definierte Cauchydatum auch die einzige,
mogliche Wahl eines Cauchydatums, sodafl —*P*(xF) = E und —*°(F) = B
erfiillt werden. Denn nach und folgen fiir F € T2 (X, A(M, C))
mit — * P(xF) = E, —PF = B und fir F/ € I'® (E,AQ(M, (C)) mit
— % P(xF') = E, —"*F" = B schon in jedem angepafiten Koordinaten-

= =By = Fj
U
Y von angepafiten Koordinatensystemen iiberdecken 148t, folgt also F = F'.

system, dafl F;;

und Fo;| =nok; = féj) gelten. Da sich
U U U
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Cauchydatum I1I

IT soll als diejenige 2-Form aus I'°(%, Ay(M, C)) definiert sein, die lokal in
jedem beliebigen, angepafiten Koordinatensystem die Gestalt

1
M| = I,d¢" Adg”
;= gl ddt Ade

' _ A B (3.3.3)
= n'ViFo;d¢! A d¢ + no(—jk — 97V Fy) de’ A g

hat. Fiir alle anderen Karten von M soll IT gemafl dem Transformationsver-
halten fiir Tensoren definiert sein. Daf§ das so definierte II wirklich ein Tensor
aus I'2° (3, Ay (M, C)) ist, der Ausdruck (3.3.3) also in jedem angepafiten Ko-
ordinatensystem von M fiir ¥ gilt, wird wiederum gleich im Anschlufl an
Schritt 1 gezeigt. Diese Wahl ist die einzige mogliche Wahl von II, so dafl F’

mit LIF =0, F ‘ = F und V,F ‘ = II Losung der Maxwellgleichungen mit
b b

—PF = Bund —*?°(xF) = E wird, was schnell gezeigt ist. Jede Losung der
Maxwellgleichungen erfiillt ndmlich in jedem angepafiten Koordinatensystem
die Gleichung Vo F = n°V, Fopd® A dd® + no(*Zj, — gV Fp)d¢? A dgP, was
in Abschnitt gezeigt wurde. Angenommen man wiirde also ein vollig
anders geartetes II' € I'® (X, Ay(M, C)) vorgeben und dadurch eine Losung
der Maxwellgleichungen erhalten, dann folgt daraus schon automatisch

4 ..
' — VnF’E: RO, Fopd® A do® + no(77T Gy — GV Ey)dg? A dg?

4 iy
= nOVFoudd” N de” + no(—J — g7 ViF)de" A dgf
= IL

Cauchyproblem der inhomogenen Wellengleichung

Fiir das Cauchyproblem
oF = T F) — F und VHF‘ _ 1
c ) b

erhélt man mit Satz eine eindeutige Losung F', die nach Satz[C.5.3|line-
ar und stetig von dj, F und II abhéngt, also linear und stetig von j, £ und B.
Fiir den Triger von F gilt supp(F) ¢ JY ( supp(dj)Usupp(F) Usupp(H)), al-
so supp(F) c JM ( supp(j)Usupp(F) Usupp(B)). Dariiber hinaus sind wegen
F ‘ = F die Gleichheiten —  (** x F = E und —**F = B per Konstruktion

5
erfiillt. Der weitere Verlauf des Beweises hat nun zum Ziel, Satz zur An-
wendung zu bringen. Dazu zeigen wir in den Schritten 2-5 sowie in Schritt 7,
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daB die bisher erhaltene Losung F' die Gleichungssysteme LJdF = 0, dF ‘ =0,

)

VidF| =0 und O(=3F — 1)) = 0, =6F| = *2j|  (Vu(~0F — 42j))| =0
b by b )

erfiillt. Zuvor wird aber noch das Transformationsverhalten der Cauchydaten

F und II beim Kartenwechsel zwischen angepafiten Koordinatensystemen ge-

zeigt. Damit ist dann nachgewiesen, daf8 die Definitionen ((3.3.2) und (3.3.3))
wirklich Tensoren aus I'>°(X, Ao(M, C)) wohldefinieren.

3.3.2 Transformationsverhalten der Cauchydaten

Wiéhle ein weiteres angepafites Koordinatensystem (V’,6) von M fiir ¥ mit
zugehoriger Karte (W,49) von X, die U N W # () erfiillt. Bezeichne T' die
Transformationsmatrix des Kartenwechsels von ¢ nach 6 und T die Trans-
formationsmatrix des Kartenwechsels von 6 nach ¢. Fiir die Eigenschaften
der Transformationsmatrizen beim Kartenwechsel zwischen angepafiten Ko-
ordinatensystemen sei nochmals auf [A.2.1] und [C.4.2] verwiesen.

Transformationsverhalten von F

1 1 . .
§¢fwd¢“ Ade” = ng?E;d¢° A dg? — 5 Bijdd' A dg

= (T3 o) (T ﬂEk)(T;OdGP) A (T dO%)

1 - -
— 5(TfT; ﬁBkl)(ngep) A (T2do7)

1
= N"E,d0° A dB® — §§Brsd97" A db?

1 - 1 .
- 5(TZ.’c "By ) (Tid6°) A dO® — 5(T; UB,.)do" A (T3d6°)

1
= no"E,df° A do° — §ﬁBrsd9T A db°
— (68 — TETY'Byydd® A db*
1
= N"E,d0° A dB° — 5’9Brsd07" A db?

+ TETY (Phien®h™) °Byod6° A d6?
N——

=3t
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1
= N"E,d0° A dB° — Q”BTSdQT A db?
— TF Cgpn T 0" P By d6° A db?
N——

=0

1
= o’E,dd° A do® — 2§Bmd97" A db?
19 w v
= 3 Fudot N do”.
Transformationsverhalten von II

—d’Hdezﬁ“/\dgzﬁ = NONOTFde' A dgy + n0(4— i — g NOF ) d° A dgh

= (TN W) (TG T N Fap)(Tpd6) A (T7d0°)
4m . i g v K
+ (1 ) (S(TE %) — (T " (TP T T N F )
(T0d07) A (TFdO”)
= (T ) (TFTE T " F o) (T3d6°) A (T3d6°)
4 ~ -
o (S (T3 ) = (T3 9 (T T o) A9 A (T 9”)
= "N, Fosdb” A dO° + (T ) (T ,°Fos)d6” A db®
+ (T3 (TP N Fas) (T3 d6°) A db?
+ (T ') (T3 T2 N, F ) do™ A (T3 d6°)
dm
+ =5 A 6 — o “g"* NI Fod6” A d6°
- nO(Tng GONTI T N Fas)d6® A d6°
= " N7 Fosdf"™ A d6?
+ (T3 n°) (T “gay, g™ V. °F,,)dO" A dO*
N—_——

=0

+ (T3 ') (65 — Ty T9 ) (T i Fos)d6° A db*
+ (T2 0 (88 — TETOV(TE O, 5F ) dO" A db°
A
+ no( 205, — 0" ROF, ) d6° A de?

— 0 (50 — TPTH (68 — TOTN,OF ,sd6° A dO®
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4
= RO RO Foudl” A 6 + no(—Y, — %N F ) d6° A db?
&
— (T °n°) Ty “gr g™ T3 (T3, *F o) d6° 1 d6°
=0
— (T3 n°) T3 guy, g™ T3 (T5 O, F 0, )d6” N d6°
=0
. Gn() Té) Té leu Gg;u/j:vé) TSL Gga)\ Og)\n GVVGFKSdHO A db?
N— HT)_/
=0 =

4

— 00 07 OF, dO" A df° + eno(%ejs — Ogla b0 )dg° A df?
1 14

= igﬂwdeﬂ Adb”.

3.3.3 Schritt 2: Vertauschbarkeit von [J mit d und ¢

Aus Lemma folgt fiir die in Schritt 1 erhaltene Losung F' der inhomo-
genen Wellengleichung (3.1.1)), daB sie

4
OdF = dOF = d(%dj) ~ 0

und

4 4 4 4
O(—6F — %j) — S0F — D%j — —%Mj + %T(dé +6d)j =0

erfillt.
3.3.4 Schritt 3: Beweis von dF‘E: 0

Aus dB = 0 und —#*F = B folgt (Vi.Fij + ViFji, + V; Fr;)

= 0, wie bereits
b

in Abschnitt [3.1.1] gezeigt wurde. Mit V, F’ ‘ = H‘ lokal berechnet zu
U U

1
vnF}U = 0" Fjude” A do”
. ) 4
= 11| = n"ViFoidd* A do + oo — g7 ViF )" A do”
kann man nun direkt die auf U giiltige Gleichheit

1 . . . . . )
énOVOFijaM’ A d¢? = n°ViFojdd' A de' = n'VFy;dg' A dg?
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folgern. Beziiglich eines festen Basisvektors d¢' A d¢’ erhiilt man somit

(MoFij + Vi Fjo + V, Fy)

= 0.
U

Insgesamt folgt also dF ‘ = 0 und da das angepafite Koordinatensystem be-

U
liebig gewéhlt war sowie sich ¥ vollstdndig durch angepafite Koordinatensys-
teme iiberdecken 1483t
dF’ ~ 0.
b

Lokal in einer beliebigen Karte (O, 7) von M mit ¥ N O # 0 bedeutet dies
nun genau

(VI{FMV + V,uFun + Vanu)

= 0. 3.3.4
N0 ( )

3.3.5 Schritt 4: Beweis von _5F’z: %j

3

Genauso wie bei der lokalen Berechnung von VI ‘ = H‘ in Schritt 2 folgert
U U
man die auf U giiltige Gleichheit
4r m 4r m
nOVOFOn = nO(?]n —9g lvlfmn) = nO(?]n —4g lvlan)'

Dies formt man noch um zu

4
700 Fon = 109°n"Vo Fon = g%V Fon = {jn — "N} F

47

= .g'uvaFun U = 7]71

"
Jetzt fehlt nur noch zu zeigen, dal gV, F,o| = 47” Jo| gilt. Diese Gleichheit
U U
erhélt man sehr leicht. Mit Hilfe der Gleichungen —x "« F = E, —0F = 47p
und cp = x?° % j 1aBt sich V,F0| = 4740
U

=) ‘ zeigen, wie in Abschnitt [3.1.1
U
festgestellt wurde. Hiermit berechnet man lokal auf U

4 . 47 . A7 . L L Ov L
— 3" = 9" = — 9" = VF" = g"g"ViF = ¢" 9"V Fy

4r .
== ?]0 = gﬂ VLFMO'

Somit ist also gezeigt, dal —dF ‘ = 47” Ji ‘ gilt. Da das angepafite Koordina-
U U

tensystem beliebig gewéhlt war und sich ¥ durch angepafite Koordinaten-
systeme vollstéandig iiberdecken 1a8t, folgt unmittelbar
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Dies bedeutet lokal in einer beliebigen Karte (O, 7) von M mit X N O # ()
nichts anderes als

47

i ir,

9"V, F, <~ V, F'**

3.3.5
yale} ( )

N0 c

sno ¢’ Isno’

3.3.6 Schritt 5: Beweis von VndF‘E: 0

Mit Lemma |B.2.6| und Lemma berechnet man V,dF' lokal zu
1
VidF| = énOVOV,{FWdtb“ A det A de”
U

1
— §n0V0(V0an — Vi Fon + Vin Fo)de® A do™ A de™

1
+ §nOV0Vkandgb’“ Add™ A do"

1
= n0(§v0V0an - VOVmFOn)d¢0 A d¢m AN d¢n

1
+ §n0(VkV0an + [Vo, Vi Eon ) d® A dd™ A dg™

47 ) gt 1 g9
_ .0
=n (@ m]n_’_ﬁ[vuavm]Fun_ 5@%%an

— YoV Fon)dd® A dg™ A dg”

1
+ §n0(VkVoan + [Vo, Vie] Eon ) d® A do™ A dg™
A7 ) g
= (n[)?vm]n + nOguy[v;u Vm]Fun - n()gl]vivmﬂn
— 1"V Vi Fon)d@® A dp™ A do™

1

4 .
= (n()?ﬂ-vm]n - nOQOOVmVOFOn - nOQZJVmViF}‘n)dQﬁO A d¢m A d¢n

1
+ 5no(vkvoﬂ,m + [Vo, Vi Epn )do® A do™ A dg™

1
= —|—§n0(VkV0an + Vo, Vi Epn )do® A dg™ A d".

Um zu zeigen, dafl der Rest Null ist, betrachte nun explizit die Komponenten-
funktionen vor jedem Basisvektor. Dazu seien k, m und n fest aber beliebig
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gewithlt. Die Komponentenfunktion vor dem Basisvektor d¢® A d¢™ A do™ ist

vkvOF;nn + [V(J? Vk]an - VICVOF’nm + [V07 Vk]an
- VmVOFkn + [V()y Vm]Fk’n + Vmvonnk + [v07 Vm}Fnk’
- v'nVO-ka + [v07 Vn]ka + vnVOFka + [VO, Vn]ka

= 2(Vkv0an + [V[b Vk]an) - Q(VmVOF'Im + [VO’ Vm]Fkn>
— 2(VnV0ka + [VO, Vn]ka)

- 2(VkaF0n - vkvnﬁbm + [V(), Vk]an)
- Q(VanFOk - ankFOm + [VOa Vn]ka)
= 2([Vh, Vind Fon + [V, Vil Fom + [Vin, Vil P

+ [V(), Vk]an + [V(], Vm]Fnk + [V(), Vn]ka>

=2 (RﬁmoFAn + Ry Fox + RioFam + Ry Fox + Ripo Foi + By Fon

- By Pn + Bou Fru + R Pt + R For + BoiFam + R Fin)

= 2((R1)7\1k0 + Rim - Rz\@()k) Fyn + (Rgn[) - Rgtm + R;}LOk)FAm
=0,

wobei der Faktor %no weglassen wurde, da er vor jedem Summanden auf-

taucht. Weiter wurden Lemma und Lemma [B.4.2(iii) verwendet. Es
gilt somit also V,dF ‘ = 0 und da das angepafite Koordinatensystem be-

S0V
liebig gewédhlt war und sich ganz > von angepafiten Koordinatensystemen
iiberdecken 148t, folgt

vndF)ZZ 0.

3.3.7 Schritt 6: Schlussfolgerung I

Nach den Ergebnissen aus den Schritten 2, 3 und 5 liegt nun das folgende
System von Gleichungen vor:

OdF =dOdF =0, dF o= 0 und V,dF .= 0.
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Nach Satz folgt nun, da8
dFF =0

auf ganz M ist.

3.3.8 Schritt 7: Beweis von (V,(—dF — 4?”]'))‘2: 0

Da dF =0 und UF = 4%dj auf ganz M gelten, folgt —doF = 4%dj auf ganz
M, was lokal

4
GOV Vi Fudd N dg” = =N, A do”

- gLQVOVLFan - gLaVnVLFaO = (VOJn - anO)

47
c

533 4
B33) GOV, Fay = ﬂ-VOjn
C

bedeutet. Weiter erhélt man aus der 4er-Stromerhaltung (2.7.3)) lokal

A » A w . 47 . 4 ni .
0 = —Vij"'=—¢"VNj, = —9¢"Vjo + — 9" Vijn
C C C C

@33 4 . nig a
= 7900%]0‘1‘9 Vig“’V, Fs,

47T N 14 o o
= ?900%]0 +97y /vavaFﬁli R VAV o

=0, da 866F=0

4m , o
= ?QODVOJO R/ VAV P

4 _ . o
:>?VOJO = QBVOVaFﬁo-

Mit diesen beiden lokalen Gleichheiten ergibt sich fiir die kovariante Norma-

lenableitung mit Lemma und Lemma [B.7.2}

47

(V(=0F = =), = ("olg" Vi F = )| do” = 0.

Da das angepafite Koordinatensystem beliebig gewéhlt war und sich > durch
angepafite Koordinatensysteme iiberdecken 1a83t, folgt also

(Va(—0F — 4%;‘)) ‘2: 0.

62



Kapitel 3. Das Cauchyproblem des Feldstérketensors

3.3.9 Schritt 8: Schlussfolgerung II

Mit den Schritten 2, 4 und 7 wurde gezeigt, dafl das folgende System von
Gleichungen erfiillt ist:

AT a7 4ar
O(—0F — ?j) =0, (—0F — —])‘E: 0 und (Vu(—0F — ?]))‘E: 0.

C

Nach Satz folgt hieraus

4
§F =1
¢
auf ganz M, womit der Beweis von Satz [3.2] abgeschlossen ist. O

3.4 Fundamentallésung

F € Qy(M,C) lost dF = 0 und —0F = 0 mit kompakt getragenen Cauchyda-
ten auf ¥ genau dann, wenn

F =G(0a+dp)
gilt, wobei o € Q3.(M,C), 5 € Q1.(M,C) mit da =0 und 68 = 0 sind.

Beweis: ,—“: Sei F' € Qy(M,C) eine Losung der quellenfreien Maxwell-
gleichungen mit auf > kompakt getragenen Cauchydaten. Dann erfiillt F
auch die homogene Wellengleichung mit kompakt getragenen Cauchydaten

und nach Folgerung existiert ein w € Qy.(M, C) mit
F = Gu.
Fiir dieses w gilt wegen der Maxwellgleichungen

dGw = Gdw = 0,
0Gw = Gow = 0.

Nach Lemma exisiteren also «, 8 € Qy.(M,C) mit

dw =UOa = 0 = ddw = dda = Oda = 0 = G410 = G Oda = da,
w=0=0=00w =00 =00 = 0=GL0 =G, 063 = 0.

—[w = —ddéw — ddw = —dB — dla = —dp — Hda
—w = G10w = —da — df.

,<=": Klar nach den Sitzen [C.6.1] und [C.5.5 O
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3.5 Zur Feldalgebra des Felstarketensors I

An dieser Stelle wiirden wir gerne im Sinne der AQFT die Feldalgebra §(M)
des quellenfreien Feldstéarketensors definieren als die %-Algebra mit Eins, wel-
che die folgenden Bedingungen erfiillt:

e F(M) wird erzeugt von den Symbolen der Gestalt F(w), w € Q5.(M, C),
und der Eins 1gay.

F erfiillt die quellenfreien Maxwellgleichungen dF' = 0 und —0F = 0
im Sinne von Distributionen, d.h.

(—df) =0 V0 € Q1.(M,C),

—(5]/5\‘(6’) =
F (6n) =0 ¥y € Qs.(M, C).

d¥(n) =

]/:—‘\‘(21001 + ZQ(JJQ) = zlf‘(wl) + ng‘(a&) Vzl, 29 € (C,le,wg € QQC(M, (C)
(C-Linearitét).

o F(w)" = F(@) Yw € Qu(M,C) (Hermitizitét).
o Kommutatorrelation.

Wir stellen aber fest, dal uns an dieser Stelle fiir eine vollsténdige Angabe
der Feldstarkealgebra eine sehr wichtige Zutat fehlt, die Kommutatorrelati-
on. Wir kénnten zwar einfach eine Kommutatorrelation annehmen, z.B. den
Lichnerowiczkommutator (4.4.1)) wie es in [AS80] getan wird, wollen aber
einen Schritt dariiber hinaus gehen und sogar explizit beweisen, dafl der zu
wéahlende Kommutator wirklich der Lichnerowiczkommutator ist. Dazu wer-
den wir in Kapitel [f] die Feldalgebra des Feldstérketensors als universelle
Algebra eines Systems lokaler Feldalgebren des Feldstérketensors realisieren.

Mit dem Mangel, keine genauere Information iiber den Kommutator zu
haben, konstruieren wir vorerst die gewiinschte Feldalgebra des Feldstérke-
tensors F(M) mit einer provisorischen Kommutatorrelation aus der frei-
en *-Algebra F(M) mit Eins iiber C, die von den Symbolen der Gestalt
1;(M),1A7‘(w),f‘(w)*, wobei w € Qq.(M,C) ist, erzeugt wird. Diese Elemente
haben an dieser Stelle nur eine symbolische Bedeutung, sie sind als rein ab-
strakte Elemente einer Algebra anzusehen. Man nimmt nun den Quotienten
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tiber das *-Ideal Z, das von den Elementen aus F (M) der Gestalt

—df), 0 € Q..(M,C),

on), 1€ Q3e(M,C),

21w + Zows) — zlf‘(wl) - zzf‘(wz), 21,22 € C,wy,ws € OQy(M, C),
w) —F(®@), w e Q(M,C),

~

(@), F(w’)} — i hb(w, o) L, w,w' € Qe(M,C),

'E' /’}j\) /"ij) /"_d\) /’}j\)

erzeugt wird, also F(M) = F(M)/Z. b(-,-) ist hierbei eine antisymmetrische
C-Bilinearform, die als prov1sorlscher Kommutator fungieren soll.

Feldstiarkealgebra aus der Borchers-Uhlmann Algebra

Viel konkreter realisiert man §(M ) mit Hilfe der Borchers-Uhlmann Algebra,
der freien Tensoralgebra iiber den Raum der kompakt getragenen 2-Formen

T (Q.(M,C)) := @D Qac(M, C)*

neN

Es wird dabei Q,.(M,C)®° = C vereinbart. Mit Hilfe des Isomorphismus
Qoe(M,C)®*F @ Qo (M, C)® =2 Qy (M, C)®*++) wird die Multiplikation defi-
niert. Ein allgemeines Element ist eine endliche Summe von den Produkten

o
(2’0> A (Zz ,® OJU)> = (20, 21 W11, 22 Wo1 @ Wag, 23 W31 @ W3 @ Wag, - .. ),

=175
wobel nur endlich viele der z; € C nicht Null sind. O@:l benutzen wir als
P

Schreibweise fiir die geordnete Aufzdhlung, also a Vi TS U1, U, U, Die

=1

Eins wird durch das Element
lr@,e ey = (1,0,.)
gegeben. Weiter wird eine Involution definiert durch
% T(ch(M C)) — T(Q(M,C))

(20, :O (z; '® w”)) — <zo,ioo (Z é) wzj)>

Jj=1 = J=t

nur endlich viele der z; € C sind nicht Null. Dadurch wird die Borchers-
Uhlmann Algebra zu einer *-Algebra mit Eins.
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Die Borchers-Uhlmann Algebra enthélt aber noch nicht die Informationen
iiber die Dynamik des zugrunde liegenden Feldes, ndmlich die Maxwellglei-
chungen. Um dies zu erreichen, teilt man aus 7'(€2.(M,C)) das x-Ideal I
heraus, das von den Elementen der Gestalt

a®b®c, a,c€E T(ch(M, (C))
erzeugt wird, wobei b von einer der drei Gestalten ist:
b= —df, 0¢cQ.(M,C),
b=dn, n e Qs(M,C),
b=w®w —w @w —ihbw,w) lrq.mcy, w,w € Qoc(M,C).
T(QQC(M, (C))/I ist nicht die Nullalgebra, denn z.B. liegen 1p(q,.(ar,c)) und

alle w € Qo (M,C) mit 0 # w # —dn fir n € Q3.(M,C) und w # db fiir
0 € Q1.(M,C) nicht in I, da

(1,0,0,...) # (0,67,0,...), n € Qs.(M,C),
(1,0,0,...) # (0,—d0,0,...), 6 € Q.(M,C),

(1,0,0,0,...) # (—ihb(w'@),0,0 @0 —0ORwW,0,...), W, & €Q(M,C),
(0,w,0,...) # (0,61,0,...), 1€ Qs(M,C),
(0,w,0,...) # (0,—dh,0,...), 0 Q. (M,C),

(0,w,0,0,...) # (—1hb(W,©),0,0 @O —wRW,0,...), w & €N(M,C)

(gilt W ® @ = @ ® W', so folgt schon @ = p -’ mit Hilfe der universellen
Eigenschaft des Tensorproduktes und damit ist dann auch b(w’, &) wegen der
Antisymmetrie Null).

Hiermit haben wir explizit die Feldstérkealgebra konstruiert, denn der
Quotientenraum T'(Q.(M, C)) /I erfiillt alle Eigenschaften der Feldalgebra
§(M) des Feldstérketensors und ist daher zu dieser isomorph. Genauer ent-
spricht ein Element

1=

(zo, %:1(21- é wij)>, z; # 0 nur fiir endlich viele i,
j=1

aus T'(Qa.(M,C)) /I dem Element

20 + 21 F(wn) + 29 F(w21)F(WQ2) + 23 F(W31)F(W32)F<W33) + ...
aus §(M) (nur endlich viele der z; sind nicht Null), wobei wir in der Nota-
tion nicht streng zwischen den Aquivalenzklassen und ihren Représentanten
unterschieden haben.
Um eine Idee fiir die genaue Gestalt des Kommutators zu bekommen,
wenden wir uns nun der Quantisierung des elektromagnetischen Vektorpo-
tentials zu.
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Die Quantisierung des
Vektorpotentials

In diesem Kapitel stellen wir das Cauchyproblem und die Quantisierung des
quellenfreien elektromagnetischen Potentials auf gekriimmten Raumzeiten
vor, wie sie in [Dim92] und [Pfe09] behandelt werden. Die hier angegebe-
nen Ergebnisse sind zu einem grofien Teil aus diesen beiden Arbeiten zitiert,
eventuell in leicht abgewandelter Form. Die Giiltigkeit der Satze bleibt aber
in jedem Fall erhalten. Die Behandlung des Cauchyproblems ist etwas all-
gemeiner fiir beliebige Dimensionen m der global hyperbolischen Raumzeit
(M, g) und fiir beliebige p-Formen in Q,(M,C) gehalten. Der gewiinschte
Fall des Vektorpotentials des Elektromagnetismus ergibt sich dann fiir den
Spezialfall m =4 und p = 1.

Weitere Arbeiten, die einen dhnlichen Zugang zu der Quantisierung des
elektromagnetischen Vektorpotentials wéhlen, sind [Fur95], [Fur99], [FP03]
und [JL]. Eine Quantisierung, deren Schwerpunkt auf einer C*-Formulierung
liegt, kann in [CGHT77] und |[GH85] gefunden werden. Fiir eine Quantisierung
mit der Borchers-Uhlmann Algebra siehe die sehr empfehlenswerten Arbeiten
[Bon77] und [Bon&2].

Wir werden in diesem Kapitel die Behandlung des Cauchyproblems und
die Quantisierung des Potentials mit nicht kompakten Cauchyhyperflachen
durchfithren, und der Fokus wird dabei auf der algebraischen Quantisierung
liegen. Fiir eine explizite Fockraumquantisierung verweisen wir auf [PfeQ9,
A}, [SWT74] und vor allem auf die wunderbare Arbeit [Cor98] hierzu.

Solange nichts anderes ausdriicklich gesagt wird, sei fiir dieses Kapitel
(M, g) eine orientierte global hyperbolische Raumzeit und ¢ : ¥ — M ei-
ne nicht notwendigerweise kompakte, raumartige, glatte Cauchyhyperfliache,
auf der die Anfangswerte vorgegeben werden sollen. Die Wahl einer solchen
Cauchyhyperflache ist wegen (M, g) global hyperbolisch und [BS03] moglich.
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Weiter sei ¥ mit der vom zeitartigen und zukunftsgerichteten Normalenvek-
torfeld n induzierten Orientierung versehen. Da (M, g) global hyperbolisch
und [0 = —dd — dd normal hyperbolisch ist (siehe Satz , existieren nach
Satz der avancierte und retardierte Greensche Operator G, bzw. G_
des Wellenoperators fiir Differentialformen. Der Propagator von [J wird mit
G = G4 — G_ bezeichnet.

In diesem Kapitel werden wir bereits Begriffe und Resultate aus dem
néichsten Kapitel, Kapitel [5, verwenden. Dies sollte aber keinesfalls als di-
daktische Inkonsistenz gedeutet werden, sondern viel mehr als Aperitif. Wie
sich im Verlauf dieses Kapitels und dieser Arbeit im Allgemeinen zeigen wird,
ist es sehr lohnenswert, sich mit der de Rhamschen Kohomologie und der
singuldren Homologie auseinanderzusetzen. Fiir die Bedeutung der Begriffe
geschlossen, exakt, kogeschlossen, koexakt siehe Unterabschnitt und
Abschnitt [B.7

4.1 Das Cauchyproblem des Vektorpotentials

Wir ignorieren vorerst die Tatsache, dafl es nicht exakte Feldstédrketensoren
geben kann und konzentrieren uns auf das Vektorpotential als das zu be-
trachtende Feld. In der Praxis wird die Maxwellgleichung

—0dA =0

des quellenfreien Vektorpotentials A € €, (M, C) nicht direkt gelost, sondern
die Wellengleichung

OA = —(5d + d8)A

mit der Zusatzbedingung
0A = 0.

Aus diesem Grund und wegen der verwendeten Notationen empfehlen wir
dem Leser, sich mit dem Abschnitt aus dem Anhang vertraut zu machen.
Fiir die Aussagen dieses Abschnittes ist die Topologie von M unerheblich.
Insbesondere kénnen die 1-te und die 2-te de Rham-Kohomologiegruppe von
M, H},M und H?,M, siehe fiir eine genaue Definition Kapitel [5 beliebig
sein. Die Beweise der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage sind in [Dim92]
Prop.2], [Pfe09, Prop.I1.10], [Dim92, Prop.3] und [Pfe09, Prop.I1.13] zu fin-
den. Fiir den Satz iiber die Fundamentallésung verweisen wir auf [Dim92,
Prop.4] und [Pfe09, Prop.I1.14]. Wo es notig war, haben wir die Beweise
modifiziert, damit sie auch fiir unsere Voraussetzungen gelten.
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4.1.1 Satz (Existenz)

Zu jedem Paar (Ao, Agq) € Que(2,C) x Q,0(2,C) mit 60Aq = 0 existiert ein
A e Q,(M,C), sodafs

—0dA =0,
poA = Ay,
paA = Aqg

gelten.

Als Abkiirzung haben wir pgA := **A und pgA = * 1" x dA verwendet.
Der Beweis verlauft so, dal man sich zwei zusétzlichen Einschrankungen un-
terwirft und immer noch eine Losung findet. Diese beiden Einschrankungen
beziehen sich auf p, A := *~1"’ x A und psA := **6 A, und sind so gewiihlt,
daB das Losen von —ddA = 0 auf das Losen der homogenen Wellengleichung
OA = 0 mit Lorenzeichung 6 A = 0 zuriickgefiihrt werden kann. Der Beweis
zeigt also insbesondere, dal immer eine Lorenzlosung, d.h. eine kogeschlos-
sene Losung existiert. Dies soll aber nicht heiflen, dafl es nur Lorenzlésungen
gibt.

4.1.2 Satz (Eindeutigkeit)

Seien durch (Ao, Ag, An, As) und (A, A, Al AL mit 6A; = 0 = 6A, An-
fangsdaten aus Qpe(3, C) X Qpe(E, C) x Qp_1)e(E, C) x Qp_1)e(E, C) gegeben.
Sind A, A" Losungen zu —0dA = 0 mit diesen Cauchydaten, dann gilt

A~ A= Ay~ A und Ay = A,

In diesem Satz ist mit ,,~“ die Eichéquivalenz fiir p-Formen iiber geschlossene
p-Formen gemeint:

A~ A= I\ € (M, C),dA =0, mit A’ = A+ A,
A~ A= TN € Q(S,C),dA =0, mit A' = A+ \.

Beweis: ,=—“: Gelte A ~ A’ dann ist Ay ~ A und A; = A eine direkte
Folgerung.

L= Sel Ay ~ Aj und A; = A),. Wir zeigen zuerst, daf eine Losung
A der Maxwellgleichungen eichédquivalent zu einer Coulomblisung ist, d.h.
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einer Lorenzlosung A mit Cauchydaten p,Ac = psAc = 0. Sei ndmlich
A € Qy(M,C) eine Losung von

—ddA =0OA = —JA.

Solch eine Losung existiert, denn sei z.B. ¥ eine Cauchyhyperflidche in der
Zukunft von ¥ und Xy eine in der Vergangenheit von . Wihle eine Zerle-
gung der Eins x*, x~ zu IM(Zy) und IY(2y), dann ist —0A := —x "0 A ver-
gangenheitskompakt und —0A_ := —y~J A zukunftskompakt nach [BGP07,
Cor. A.5.4]. A kann nun definiert werden als

A= -G 0A, — G_6A_.

Es folgt nun, dafl Ay, := A+dA eine Lorenzlosung ist, z.B. mit den Cauchyda-
ten (A, 11, A,,0). Sei nun weiter Ag eine geschlossene Losung wie in Lemma
[C.6.6|mit p,Ac = —A,, und psAg = 0, dann ist A := A+ Ag eine Coulom-
blosung zu der A eichdquivalent ist. Wir haben also A ~ Ac und A" ~ Aj.
Ac— Af ist nun wegen Ay ~ Af und Ay = A}, nach Lemma[C.6.6| geschlossen
und daher gilt

A~ A=Al + (Ag — A) ~ AL ~ A,

4.1.3 Satz (Fundamentallosung)

(a) Sei 6 € Q,(M,C) mit zukunfts-/vergangenheitskompakten Trdager und
00 =0, dann lost A =G_0 bzw. A= G, 0 die Gleichung —0dA = 6.

(b) Hat A € Q,(M,C) zukunfts-/vergangenheitskompakten Trager und ist
Losung von —6dA = 6 (somit ist 66 = 0 und supp(f) zukunfts-/ ver-
gangenheitskompakt) dann gilt A ~ G_6 bzw. A ~ G 0.

(¢c) A€ Q,(M,C) ist eine Losung —ddA = 0 mit auf ¥ kompakt getragenen
Cauchydaten genau dann, wenn A ~ GO fir ein 0 € Q,.(M,C) mit
00 = 0 ist.

Im Gegensatz zu (a) und (b) weicht die Formulierung von (c) von [Dim92,
Prop.4] und [Pfe09, Prop.I1.14] ab. In diesen wird fiir die Giiltigkeit von (c)
die Existenz einer kompakten Cauchyhyperfliche verlangt. Die Existenz einer
solchen ist dort wichtig, denn sie garantiert die Existenz der zwei Funktio-
nen x* im Beweis von [Dim92, Prop.4]. Wir méchten nun zeigen, dafl wenn
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man mit nicht kompakten Cauchyhyperflachen arbeitet, die Aussage (c) fiir
Losungen mit kompakt getragenen Cauchydaten gerettet werden kann:

Beweis: ,<=": Sei § € Q,.(M,C) mit 60 = 0, dann lost A := G die
Gleichung —6dA = —§dGO = (D +d(5)G9 = dGo6 = 0, hat auf ¥ kompakten
Tréger und es gilt 0pq(GO) =

,=—="“:Sel A € Q,.(M,C) mit —ddA = 0 und kompakt getragenen Cauchyda-
ten (Ao, Aa) € Qpe(E, C) X Qp_1)e(X, C), 644 = 0. Nach Satz[4.1.1]gibt es eine
Lorenzlosung A’ zu den Cauchydaten (Ao, Ag) € (X, C) X Qp—1)e(E, C),
d.h. nach Satz[4.1.2)ist A" ~ A. Zeige nun, daB A’ ~ G0 fiir ein 0 € Q,.(M,C)
mit 060 = 0 ist. Der Schliissel dieses Beweises ist die Konstruktion zweier
Funktionen x™ und x~ wie in [Dim92), Prop.4]. Sind diese erstmal konstruiert,
so kann der Rest von dem dort angegebenen Beweis {ibernommen werden.

IMK)Y IMK g IV (Ko
\ K.
—_ \ >

O,

. —
| MK MK IM(KY

Abb.: Zum Beweis vom Satz iiber die Fundamentallssung (c).

Da OA’ = 0 erfiillt wird, ist A’ nach Folgerung [C.6.4] auf jeder Cauchyhyper-
flache kompakt getragen. Sei K := supp(Ag) Usupp(A4,,) Usupp(A,), dann ist
K eine kompakte Teilmenge von ¥ und 7" eine Cauchytemporalfunktion mit
T71(0) = X, die nach Satz auch existiert. Wihle mit 3. = T71(g) und
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Y. =T !(—¢) jeweils eine raumartige, glatte Cauchyhyperfliche in der Zu-
kunft und in der Vergangenheit von ¥ aus. Definiere K, := XN J(K) und
K_.:=%_.NJM(K). Diese Mengen sind kompakt nach [BGP07, Cor.A.5.4]
und enthalten die Triager der Cauchydaten von A’ auf den entsprechenden
Cauchyhyperflichen 3., ¥ .. K C IM(K.), denn nach entsprechender An-
wendung der zu T zugehorigen Isometrie, siche wieder Satz[C.3.7] ist Vo € K
mit ¢(t) = (et,0) eine glatte, zeitartige und zukunftsgerichtete Kurve nach
K. gefunden. Durch Umparametrisierung erhélt man eine vergangenheitsge-
richtete Kurve, also K C I"(K.). Daaus z < y < z die Relation » < z folgt,
siehe [O’'N83| Cor.14.1], ist JM(K) Cc IM(K.). Véllig analog zeigt man weiter
JM(K) c IM(K_.). Es gilt daher supp(A’) C JM(K) c IM(K_.)UIM(K.).

Bezeichne i € C>®(M,R) die glatte Abschneidefunktion mit 0 < ¢ <

L, ¢ ( )E 1 und supp(¢)) C IM(K_.) U IM(K.). Nach Folgerung [A.1.2
supp(A’

existiert so ein 1. Definiere nun eine offene Uberdeckung von M mittels
Oy =T ((—¢,00) x £), O_ := T7'((—00,e) x ) und sei (x*,x") die
Zerlegung der Eins zu (O4, O_). Siehe Satz fiir die Existenz.
Definiere nun x* := ¢x* und x~ := ¢ x~. Diese sind auf der ganzen
Mannigfaltigkeit wohldefinierte, glatte Funktionen. Sei K’ _ := JM (K. )NY_.
und K. := JM(K_.) N X.. Diese beiden Mengen sind wieder kompakt und
da K_. c JM(K), K c JM(K.) bzw. K. C JM(K), K C JM(K_.) und die
Kausalitétsrelationen transitiv sind, gelten K’ _ D K_. und K. D K.. Somit
folgt nach Konstruktion von K! und K’ _ fiir die Tréger von y* und x~

supp(x ) C (IM(K_o) UIM(K.)) N0, c JM(K),
supp(y”) € (IM(K_)UIM(K.)) nO_ c JM(K.).
x* und ™ erfiillen daher

XX 1,
supp(A’)
supp(x ") Nsupp(x~) € S (K”,) N JY(KD),
supp(x") N JY (p) ¢ S (KL) nJY(p) ¥p e M,
supp(x ™) N JY (p) € JM(KL) N JY (p) Vp € M.
Somit ist also supp(x™) N supp(x~) kompakt, supp(x~) zukunftskompakt
und supp(x ™) vergangenheitskompakt nach [BGPOT, Lem.A.5.7]. O

4.2 Klassische Phasenriaume

Die Voraussetzung fiir die Quantisierung einer Theorie ist ein geeigneter Pha-
senraum, auf welchem die Observablen (=lineare Funktionale auf dem Pha-
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senraum) gebildet und spéter bei der Quantisierung Operatoren eines Hil-
bertraumes nach dem Korrespondenzprinzip zugeordnet werden. In diesem
Abschnitt stellen wir drei Phasenrdume vor, mit denen die Quantisierung
durchgefiihrt werden kann. Da diese drei Phasenrdume paarweise symplek-
tisch isomorph zueinander sind, fithren sie alle auf dieselbe Quantentheorie.

Wir nehmen ab jetzt explizit den physikalisch interessantesten Fall m = 4
und p = 1 an. Wir nehmen aber keine Einschrinkung an die Topologie von
(M, g) vor, insbesondere kiénnen wieder Hjp,M und H3,M, siehe fiir eine
genaue Definition Kapitel 5] beliebig sein.

4.2.1 Der Phasenraum der Cauchydaten
Die Menge der Cauchydaten aus Satz 4.1.1],

CD(sc) = { (A1) € 01,(5,€) x 2e(S,©) | 811 = 0},
bildet einen komplexen und damit auch reellen Vektorraum. Durch

ss((A D), (A, 11)) ::/EA/\*H'—.A’/\*H

wird eine antisymmetrische Paarung definiert. Diese antisymmetrische Paa-
rung fallt natiirlich nicht vom Himmel, sondern kann als Verallgemeinerung
des von der Lagrangeschen Formulierung der Maxwelltheorie abgeleiteten
symplektischen Produktes gewonnen werden. Siche hierzu [Wal94], [LW90]
oder auch [Cor9§|. sy, ist aber ausgeartet, denn z.B. gilt fiir (4, 0), wobei A
exakt mit A = dB ist,

55 ((A,0), (A, IT)) = /

dB A 11" = / BAxIl' =0 V(A II') € CD (s 0).
> >

Wir versuchen nun diese Entartung aufzuheben. Angenommen, es gibt ein
(A, II) € CD(x ) mit sz((A, 1), (A’,H’)) = 0 fiir alle (A", II') € CDx ),
dann mu8 fur alle (A',II') = (A',0) € CD(s ¢

ss((A D), (A',0)) = / — AN AT = / —IIAxA =0
) b
gelten. Wegen der Nichtausgeartetheit von <-, > s nach Abschnitt folgt

H:0<:>/H/\*A’:O VA € Q1.(%,C).
2
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Betrachte nun weiter solche (A',1I') = (0,6V’) € CDs ), bei denen also II'
koexakt mit II' = 6V ist, V' € .(3, C). Fiir solche muﬁ gelten:

55 ((A,T0), /A/\ x5V = /dA/\*V’ =0 YV € Qu(X, C).

Wegen der Nichtausgeartetheit von <-, '>2 nach Abschnitt folgt dA =0,
also mufl A geschlossen sein. Sei nun (0,1I') € CDx ). Wegen 1" = 0 gilt
dx IT" = 0, «II" ist also eine geschlossene und kompakt getragene 2-Form.
Nach der Poincarédualitéit folgt nun, da A exakt sein muf, da

ss((A D), (0,1) = /EA/\(*H’) V(«Il') € Hjp 2

gilt. Wir halten fest: Gilt ss((A, II), (A, I')) = 0 fiir alle (A", II') € CD(s.c),
dann folgt A = dB fiir ein B € Qy(M,C) und II = 0. Die Entartung kann
demnach aufgehoben werden, wenn man zu Aquivalenzklassen bzgl. der Aqui-
valenzrelation

A~ A =3 € Q(B,C) mit A=A"+d\

iibergeht. Fiir HjzM = 0 stimmt diese Aquivalenzrelation mit der in Satz
und Satz verwendeten {iberein. Man erhélt insgesamt

CDwoy/~ = { ) € (Qe(2,C)/~ ) x 2ue(E,C) | 9T =0},

sx (([A],1D), ( Al A IT — [A'] A+

m\

Physikalischer Phasenraum der Cauchydaten

Der physikalische Phasenraum ist nun der reelle Vektorraum
CDs; Jri= {([A],H) € (e(B,C)/~ ) x QB | A€ Q).S, Ol = 0}

zusammen mit der alternierenden, biliniearen Abbildung sys;. Dieses Paar bil-
det einen symplektischen Vektorraum, da sy, auf CDsy, / ~ reellwertig und nach
Unterabschnitt nicht ausgeartet ist. Dieser Phasenraum hat aber den
groflen Nachteil, dafl er von der Wahl der Cauchyhyperfiiche abhéngt. Es ist
aus diesem Grund noch keine Zeitentwicklung explizit implementiert.
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4.2.2 Der Phasenraum der Lésungen

Betrachte nun den Vektorraum L¢ der Losungen des Cauchyproblems |4.1.1].
Seien A, A’ € ¢, dann bilden A := pgA und II := pyA sowie A" := py A’ und
II' := pgA" jeweils ein Element aus CDx ). Es wird nun eine antisymmetri-
sche bilineare Paarung mittels

sL(A, A) = ss (A1), (A, 1))

definiert. Die so definierte Paarung ist aber klarerweise ausgeartet, da sy
ausgeartet ist. Die Entartung verschwindet, wenn man wieder zu den Aquiva-
lenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation aus dem vorherigen Unterabschnitt
iibergeht,

A~ A= A = A+ dA, A € Q(M,C),
Anv A= A = A+d\ ) e Q(E,C).

Die Frage, die sich dabei stellt, ist, ob sich zwei Losungen A und A’ um eine
exakte Form unterscheiden, wenn es ihre Cauchydaten A und A’ tun. Die
Antwort lautet nach dem Exaktheitskriterium [5.3.8] und Bemerkung [5.3.4
,ja“, da fir alle z € H{°(M;R)

/A—A’:/ A—A’:/ Lpb(A—A')z/ A—A’:/ d\ =0

gilt, wobei A € Qy(M,C) mit A = A"+ dX und 2y € H{°(M,R) derjenige
Zykel ist, der ganz in ¥ liegt und homolog zu z ist. A — A’ ist demnach
exakt, A und A’ unterscheiden sich also um eine exakte 1-Form. Die nicht
ausgeartete Paarung ist dann

S (AL [A) = s (AL T, (ALTT) = [ (AT AT = (4] AT

Da bei einer Losung aus Satz die vorgegebenen Cauchydaten (Ag, Ag)
kompakt getragen sind, die entsprechenden Gréfien auf einer anderen raum-
artigen glatten Cauchyhyperfliche i.A. aber nicht, ist das Integral fiir alle
komplexwertigen Losungen zuerst nur auf ¥ wohldefiniert. Jede Losung A
ist aber eichdquivalent zu einer Lorenzlosung Ay, siehe den Beweis von Satz
4.1.2, Da Lorenzlosungen als Losungen der Wellengleichung nach Folgerung
auf jeder raumartigen glatten Cauchyhyperfliche kompakt getragen
werden, gilt

A~ A<= A=A +dA, A€ Qy(M,C)
— PPdA = PPdAL.
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Die auf eine raumartige glatte Cauchyhyperfliche ¥; zuriickgeholte Diffe-
rentialform ¢} *dA ist also fiir jede komplexwertige Losung kompakt getragen
und deswegen nimmt das Integral fiir jeder solcher Cauchyhyperfiichen auch
einen wohldefinierten Wert an.

s, ist weiter unabhéngig von der gewihlten Cauchyhyperfliche, denn sei-
en vty : Xy — M und 1y : ¥y — M zwei geeignete raumartige glatte
Cauchyhyperflichen in (M, g), z.B. zwei, die aus derselben Aufbléitterung
von (M, g) mittels einer Cauchytemporalfunktion stammen und sich daher
nicht schneiden, dann gilt

BN (([A1]7H1)7 ([A/1]7H/1)) — Sy, (([A2]7H2)7 ([AIQ]7H/2))
_ / AL AT — AL A ST — / [A] AT, — [A] A #T1,

o

= / BPTAT A 5 5 B s d A" — BPJA A w5~ B0 s d A
PN
— / BPTAT A s 5 B s dA” — BP[A] A s~ B s d A
P
— / J;b([A] AxdA — (A A *dA> - / Lgb([A] AxdA — (A A *dA>
21 E2

Stokes / A([A] A A — [A] A #dA)

1%

= 0,
wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dai —0dA = 0 = —0dA’ ist. Die
Integrale exisiteren, da [A] und [A'] Aquivalenzklassen bzgl. exakter Formen
von Lésungen von bezeichnen und daher eichdquivalent zu Lorenzlésun-
gen sind. V ist ein Gebiet mit Rand, welches dem Satz von Stokes geniigt
und 0V umfaft die Tréger von [A;] NITY, [A}] N 1T, [Ao] N IT, und [A}] N1,

was wegen der Kompaktheit der Tréger von I1;, IT}, ¢ = 1,2, auch mdoglich ist.
Man erhélt somit insgesamt

Le/~ mit sy ([A] [4]) = / PHA] A +d A — [A] A %dA).

2

Physikalischer Phasenraum der Lésungen

Der physikalische Phasenraum ist
L/~i= {[A] clc|Ae QlM},

der R-Vektorraum der Eichdquivalenzklassen bzgl. exakter Formen der reell-
wertigen Losungen aus Satz|4.1.1] Da reellwertige Losungen notwendigerweise

76



Kapitel 4. Die Quantisierung des Vektorpotentials

reellwertige Cauchydaten besitzen, ist fiir [A] € L/~ das Tupel (po[A], palA])
ein wohldefiniertes Element aus CDx / ~. Nach der Eindeutigkeitsaussage
M.1.2)ist diese Zuordnung

[A] — (po[A], pa[A])

sogar ein Isomorphismus und somit ist (L / ~, s1,) symplektisch isomorph zu
(CDs;/~, s5.). Insbesondere ist (L /~, s.) ein symplektischer Vektorraum, da
sy, auf L / ~ auf Grund des Isomorphismus reellwertig und nicht ausgeartet
ist. Fiir den weiteren Verlauf ist nun die Aussage von [Dim92, Prop.7] und
[Pfe09, Prop.I1.15] sehr wichtig:

4.2.3 Satz

Sei [A] € ]L(C/N und 0 € Q1.(M,C) mit 60 = 0, dann gilt

@Wsz%muwm

wobei die Aquivalenzklasse bzgl. A ~ A <= A’ = A+ dA\, A € Qy(M,C)

gemeint ist.

4.2.4 Fundamentale Observablen als Verschmierungen

Wegen des vorangegangenen Satzes erlauben die klassischen fundamentalen
Observablen

su(+,[A]) : Lg/~— C, [A] € L¢/~

die Interpretation einer Verschmierung iiber die Raumzeit mittels einer kom-
pakt getragenen Differentialform, denn nach Satz M(C) gibt es ein koge-
schlossenes 0" € Qy.(M,C) mit [A'] = [G€]. Somit ist

smwmz%mwmwm~wmmmm“@mAWAw.

Die klassischen fundamentalen Observablen erhalten eine neue Bezeichnung
und zwar fiir 6 € Q,.(M, C) kogeschlossen

[A](6) : Le/~ —> C

WH%MWWFAMMw
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Als Poissonklammer ergibt sich

{14100, [416)} = 511G, 661) Law, = (| (GO A 40) L.

M

Wohldefiniertheit der [A](6)

Diese neue Bezeichnung ist wohldefiniert, denn sei [A](0) = [A](¢), dann ist
dies genau dann der Fall, wenn gilt

[A](9—¢)([A])=/ [A] A #(0 — ¢) V[A] € L/~

M

(E)/M[Gn] Ax(0—¢) =0 Vne Q. (M,C),on=0

<:>—/M77/\*G(9—¢) 0 Wy € (M, C), 55 = 0

<:>/MG(6—¢)/\*77_0 Vn € Q1.(M,C),on = 0.
Fiir koexakte n folgt hiermit

/G(9 - gb)/\*n:/ GO — <b)/\*5w:/ G0 — &) Ao = 0 Yoo € (M, C),
M M

M

also [A](0) = [A](¢) = dG (0 — ¢) = 0. Mit der Poincarédualitét folgt
sogar, dafl G(0 — ¢) exakt sein muB, weil in diesem Fall

/G(@—qzﬁ)/\*n:/ GO —d)An =0y € Qs3.(M,C),dn =0,
M

M

gilt. Aus dG(6 — ¢) folgern wir weiter mit Lemma [C.6.5 dafl d(6 — ¢) = Cw
fiir ein w € Qq.(M, C) gilt. Wegen d o d = 0 folgen weiter

dlw = Udw = 0 = G10dw = dw = 0,
0@ —¢) =(—dd — 0d)(0—¢p)=—00w=—-00w — G 00— ) =0—p=—dw.

Wir folgern also

[Al(0) = [Al(¢) <= [GI] = [G¢] = GO ~ G
< G(0 — ¢) = dA fiir ein A € Qy(M,C)
(= 0 — p=—0w fiir ein weQy.(M,C) mit dw=0).

Diese neue Schreibweise fiir die klassischen fundamentalen Observablen ist
also wohldefiniert.
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Physikalische Observable

Die physikalischen Observablen sind diejenigen Observablen, die von dem
Phasenraum (L /~, s1.) in die reellen Zahlen abbilden. Fiir [A] € L/~ be-
zeichne A € Q1 M den reellwertigen Représentanten, dann gilt

[A](0)([A]) € R V[A] € L/~ < /M[A] A+0 € R V[A] € L/~

<:>/ [A] A %0 = 0 V[A] € L/~

s s.(]A], [GOs]) = 0 V[A] € L/~
< [GOs] =0,

da sp, auf IL/N nicht entartet und [GOg] € L/N wegen Og € .M ist. Die
physikalischen Observablen sind also die linearen Abbildungen der Gestalt

[AJ(0), 0 € {6 € (M, C)| 66 =0,[Gog] = 0}.

Exakt dieselben physikalischen Observablen erhélt man, wenn man nur re-
ellwertige, kogeschlossene Formen zuldsst. Dies folgt daraus, dafl

[A](6)([A) = /M (A] A+ ST /M [A] A %6y, [A] € L/~

ist, der Imaginéarteil von 6 also keinen Beitrag zum Wert des Integrals leistet.

4.2.5 Der Phasenraum der Testformen

Satz gibt nun weiter die Moglichkeit, mit Hilfe der Rdume der Testfor-
men

Te = {e € 0 (M,C) | 66 = o},
T = {QEQICMM@:O}

einen weiteren, zu den anderen symplektisch isomorphen Phasenraum zu kon-
struieren. Ist [A] € L/~ mit reellwertigen Représentanten A, dann existiert
ein 6 € T¢ mit [A] = [GO] und es gilt weiter
[A] =[G <= A=GO+dA, A eQy(M,C)
<= A =GOp + 1G5 + dAgp + idAg
< A =GOy + dAg, 0= GO0s + dAs
< [A] = [GOg], 0=[GOs].
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Das bedeutet, daf$ fiir jedes [A] € L/~ sogar ein § € T existiert, sodaB
[A] = [GH)] gilt. Umgekehrt liefert jedes 6 € T durch die Vorschrift 6 — [G6)]
ein Element aus L / ~. Geht man iiber zu dem Quotientenvektorraum

T /ker(G)], [ker(G)] := {9 eT |Gl = 0},

so liefert diese Vorschrift einen Isomorphismus. Versieht man dann noch
T /[ker(G)] mit der symplektischen Form definiert durch

st : T /[ker(G)] x T /[ker(G)] — R
s7(6.0) = 51.(1G9), [GO]) = / Go A #0,

M
so erhélt man dadurch einen zu (L / ~, s1,) symplektisch isomorphen Vektor-
raum. Die physikalischen, klassischen fundamentalen Observablen des Pha-
senraumes 7 /[ker(G)] sind genau die im vorherigen Unterabschnitt beschrie-
benen, ndmlich

[A](0) : T /[ker(G)] — R
A1(60)(0) = [A)(Ge]) = /M Gel A 0.

4.3 Quantisierung

Wir erinnern uns zuerst daran, dafl wir m = 4 und p = 1 vorausgesetzt, aber
keine topologische Einschriankung vorgenommen haben. Bei der Quantisie-
rung werden nun die klassischen fundamentalen Observablen [A](6), 6 € Tc,

—

Operatoren [A](#) auf einem Hilbertraum geméf des Korrespondenzprinzips
zugeordnet. Der Kommutator soll dabei proportional zur klassischen Pois-
sonklammer sein,

=i
Die Objekte [/A\](H) heiflen die verschmierten Feldoperatoren des Vektorpo-
tentials und das Objekt [A] nennt man den Feldoperator des Vektorpoten-

=

tials. Der Feldoperator [A] ist eine operatorwertige Distribution und ein

—

Grund, warum man von [A] als Feldoperator spricht, ist [Dim92, Prop.8]:

4.3.1 Satz
Fiir 0, ¢ € T¢ gilt
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(a) [7&\](9) erfillt die Mazwellgleichungen im distributiven Sinne, d.h.
—5d[A](0) = [A](—5d6) = 0.

(b) Fir den Kommutator gilt

@16, 1810)] = 1 {[A10. 1A10)} =i18( | Gonsp)ia

insbesondere verschwindet der Kommutator fir raumartig getrennte
Testformen.

—

Man beachte, dafl sogar [A](—ddf) = 0 VO € Qy.(M,C) gilt, siche etwa
[Dim92, Prop.8]. Der Kommutator wird auf Grund der Konstruktion des
Hilbertraumes und der korrespondierenden Operatoren auf diesem erfiillt.
Weiter beachte man, dafl unser Ergebnis fiir den Kommutator auch wirklich
mit demjenigen Ergebnis aus [Dim92] iibereinstimmt, denn unser G ist —F
in [Dim92]. Dies folgt daraus, daf in [Dim92] dé + od als Wellenoperator [
betrachtet wird.

Wie bereits am Anfang dieser Arbeit erwahnt, ist die Hilbertraumkon-
struktion mit rein willkiirlichen Wahlen verbunden und nicht mehr zwangs-
weise unitdr dquivalent zu anderen Hilbertraumkonstruktionen. Um diese
Problematik zu umgehen und da wir nun wissen, was eine Quantentheorie
des elektromagnetischen Vektorpotentials leisten soll, gehen wir zur algebrai-
schen Formulierung der Quantenfeldtheorie iiber. Aus dieser kann man, wie
in Unterabschnitt gezeigt, durch die GNS-Konstruktion zuriick in einen
Hilbertraumformalismus mit Operatoren gelangen.

4.3.2 Die Feldalgebra

Gesucht wird also nun eine *-Algebra (M) mit Eins, die folgende Eigen-
schaften erfiillen soll:

e 2A(M) wird erzeugt von den Symbolen der Gestalt [/A\](H), 0 € Tc und
der Eins 191(]\/[)

. [/A\] erfiillt die Feldgleichung —ddA = 0 im Sinne von Distributionen,
d.h. [A](—=0df) = 0 V0 € Q1.(M,C).

o [[AI(6). TAI0)] =i ([, G A ¥0) Loy V6,0 € Te.
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o [7&\](2@—1—226) = 21[/A\](¢)+z2[/A\](9) Vz; € C, ¢,0 € Tc (C-Linearitét).
o [A](6)* = [A](0) V0 € T (Hermitizitit).

Diese Algebra (M) mit den genannten Eigenschaften nennt man die Feldal-
gebra des elektromagnetischen Vektorpotentials. Durch die GNS-Darstellung
erhilt man eine Hilbertraumdarstellung der Feldalgebra (M) mit i.A. nicht
beschrinkten Operatoren, und die selbstadjungierten Elemente spielen die
Rolle von Observablen.

Durch die Verwendung komplexwertiger Testformen enthélt die Feldalge-
bra auch unphysikalische Observablen. Eine physikalische Feldalgebra erhélt
man z.B. dadurch, dal man nur reellwertige Differentialformen und deren re-
ellen Linearkombinationen bei der Konstruktion der Feldalgebra zulaf3t. Wir
schliefen aber auch weiterhin komplexwertige Differentialformen in unsere
Behandlung mit ein.

Eine weitere wichtige Bemerkung bezieht sich auf die enstandene Diskre-
panz zwischen der klassischen und quantisierten Theorie. In der klassischen
Theorie fithren eichédquivalente Losungen [GO] und [G¢], 0, ¢ € T¢, auf die-
selbe Observable [A](¢) = [A](#). Dies ist fiir die quantisierte Theorie nach
Konstruktion der Feldalgebra nicht mehr der Fall! Hier fithren zwei Test-
formen 6, ¢ € T¢ nur noch dann zu demselben verschmierten Feldoperator,
wenn fiir deren Differenz 6 — ¢ = —ddf’ fiir ein 6 € Qy.(M,C) gilt. Wie
bereits in Unterabschnitt gezeigt wurde, ist [G¢] = [GH] gleichbedeu-
tend zu G(0 — ¢) = dA, A € Qy(M,C), und daraus folgt § — ¢ = —dw
fir ein w € Qy.(M,C) mit dw = 0. Dies ist nur genau dann gleichbedeu-
tend zu  — ¢ = —odf’ fur ein ¢ € Qy.(M,C), wenn die 2-te de Rham-
Kohomologiegruppe H2pM verschwindet, denn nur dann ist jede kompakt
getragene geschlossene 2-Form auch exakt mit einer kompakt getragenen 1-
Form. Angenommen Hj,M = 0, so folgt mit den Methoden aus Kapitel
Hip X =0, und w € Qg (M, C) mit dw = 0 und —dw = 6 — ¢ ist exakt nach
Folgerung und Unterabschnitt [5.3.4] da fiir alle z € H3°(M, R)

H2Z, ¥=0
/w:/ﬁ’bw = dw' = Ww=0
z Zn z 0z

gilt. Dies bedeutet w = df’, aber mit 6’ € Q;(M,C) und nicht zwangsweise
mit §' € Qy.(M,C). Also 6 — ¢ = —6df’ mit 6’ € Q; (M, C).

Dies bietet eine schone Interpretation dessen an, was zur Diskrepanz im
Falle einer nicht trivialen Topologie fiihrt. Es liegen dann namlich zwei un-
terschiedliche Typen von Eichtransformationen vor, lokale Eichtransforma-
tionen (6— ¢ = —0df' mit 0" € Q.(M, (C)) und globale Eichtransformationen
(0—¢ = —0d¢’ mit ' € (M, C)). Physikalisch sinnvoll sollten hingegen nur
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die lokalen Eichtransformationen sein, weswegen wir diese in die Feldalgebra
(M) implementiert haben und nicht die globalen Eichtransformationen. Das
Implementieren der globalen Eichtransformationen wiirde auch unweigerlich
dazu fiihren, daf§ es ein nicht triviales Zentrum nicht mehr geben kann.

Abstrakte algebraische Konstruktion der Feldalgebra

Abstrakt kann die Feldalgebra 2((M) aus derjenigen freien x-Algebra A4 mit
Eins iiber C konstruiert werden, welche von den Elementen der Gestalt

1A,m(9),m(6)*, wobei 6 € T¢ ist, erzeugt wird. Diese Elemente haben
an dieser Stelle nur eine symbolische Bedeutung, sie sind als rein abstrakte
Elemente einer Algebra anzusehen. Wie in Abschnitt [3.5nimmt man nun den
Quotienten iiber das *-Ideal Z, das von den Elementen aus A der Gestalt

[/A\](_5d9)> NS Qlc<M7 C)a
(A1) TAY6)] (| Gonst)taun Vo0 € T,

[A](216 + 2:0) — 21[A](¢) — 2[A](0) V1,20 € C,¥6,0 € T,

[A](0)" — [A](6) V0 € Tc

erzeugt wird, also A(M) = A/T.

Feldalgebra aus der Borchers-Uhlmann Algebra

Konkreter kann man analog zu Abschnitt 20(M) mit Hilfe der Borchers-
Uhlmann Algebra, der freien Tensoralgebra iiber den Raum der Testformen

T(Te) = P T,

neN

wobei 7?C®0 = C, realisieren. Die Multiplikation wird wieder durch den Iso-

morphismus T @ T = 7E¥H gegeben, ein allgemeines Element in T(7¢)
ist eine Summe von Produkten der Gestalt

7

<207;: (% ® 0ij)> = (20, 21 011, 22 021 ® Oa, 23031 @ O35 @ b33, ... ),

= j=1

wobei nur endlich viele der z; € C nicht Null sind. Die Eins in der Borchers-
Uhlmann Algebra ist das Element

Loy = (1,0,...).
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Die Abbildung

x: T(Tc) — T(Tc)
- i . B
(zo,igl(zi j@jl Qij)) — (ZOa .El(zi QE) 9ij)>7

nur endlich viele der z; € C sind nicht Null, definiert eine Involution auf der
Borchers-Uhlmann Algebra.

Die Borchers-Uhlmann Algebra enthélt aber noch nicht die Informationen
iiber die Dynamik des zugrunde liegenden Feldes, ndmlich die Dynamik des
elektromagnetischen Vektorpotentials. Um dies zu erreichen, teilt man aus
T(7¢c) das *-Ideal I heraus, das von den Elementen der Gestalt

a®b®c, a,ceT(Tc)
erzeugt wird, b ist von einer der beiden Gestalten

b= —6df, 6 ¢€ Q. (M,C),
b:¢®0—0®¢—ih(/ Go N *0) Ly, 0,0 € Tc.
M

T(T¢c) / I ist nun nicht die Nullalgebra, denn z.B. liegen 177y und alle ¢ € T¢
mit 0 # ¢ # —ddf fir 0 € Q.(M,C) nicht in I, da

(1,0,0,...) # (0, —3d6,0,...), 6 € Qu(M,C),
)7£(—ih/Mqu/\*0,0,¢®0—9®¢,0,...), 6.0 €T,

(0,0,0,...) 4 (0,—8d6,0,...), 6 € u(M,C),

(O,w,O,O,...)#(—ih/MG¢/\*6,O,¢®6—9®¢,0,...), 6.0 €T

(gilt p®0 = ¢, so folgt schon ¢ = p-6 mit Hilfe der universellen Eigenschaft
des Tensorproduktes und damit ist dann auch das Integral Null).

Hiermit haben wir explizit die Feldalgebra konstruiert, denn T'(7¢)/I
erfiillt alle Eigenschaften der Feldalgebra (M) und ist daher zu dieser iso-
morph. Genauer entspricht ein Element

(1,0,0,0,...

(Zo, ,Oél(zi ® 01‘_7‘)), z; # 0 nur fiir endlich viele i,
= j=1

aus T(7¢) /I dem Element
2o+ 21 m(ell) + 29 m(egl)m(gzg) + 23 m(egl)m(eg,g)m(@g?)) + ...

aus A(M) (nur endlich viele der z; sind nicht Null), wobei wir in der Nota-
tion nicht streng zwischen den Aquivalenzklassen und ihren Reprisentanten
unterschieden haben.
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4.3.3 Die Weylalgebra des quantisierten Potentials

Obwohl die in Unterabschnitt konstruierte Feldalgebra (M) des elek-
tromagnetischen Vektorpotentials alle gewiinschten Eigenschaften erfiillt und
durch die GNS-Darstellung eine Hilbertraumformulierung ermdoglicht, kann
es dennoch zu mathematischen Komplikationen kommen. Das Hintereinan-
derausfiithren von zwei nicht beschrankten Operatoren ist nicht immer wohl-
definiert, d.h. der Kommutator ist nicht immer wohldefiniert. Aus diesem
Grund ist es mathematisch wiinschenswert mit beschrankten Operatoren zu
arbeiten und dies erreicht man, indem man die Weylalgebra konstruiert.

Da (CDs/~,ss), (L/~,s.) und (T /[ker(G)], s7) sympletisch isomorph
zueinander sind, sind sie fiir eine Quantisierung dquivalent. Wir entscheiden
uns dafiir, mit (7 /[ker(G)], s7) weiterzuarbeiten.

Konstruktion der Weylalgebra
Nach Satz existiert zu (7 /[ker(G)], s7) eine Weylalgebra 20, die eindeu-

tig bis auf einen *-Isomorphismus ist. Da die Weylalgebra eine C*-Algebra ist,
liefert die GNS-Darstellung eine Darstellung durch beschrinkte Operatoren
auf einem Hilbertraum.

Als abstrakte C*-Algebra wird 20 erzeugt durch die ,,formal Exponentier-
ten® der reellwertigen Erzeuger der Feldalgebra (M)

—

W(0) :=exp (i[A](0)), 0 € T /[ker(G)].

Die Elemente W (0) erfiillen die Eigenschaften eines Weylsystems, denn es
gelten

W(0) = la,

W(9)* = exp (([A](6)*) = exp ( — i [A](8)) = exp (i [A](~0))
— W(-0)

und weiter wegen der Baker-Campbell-Hausdorff Formel unter der Beach-

—

tung, dafl [[A](Q), [@((ﬁ),@(@b)” = 0 ist, da 1y mit allen anderen

Elementen kommutiert
W ()W (6) = exp (1[A](¢)) exp (1[A](6))
= e (= 5 [[AJ(6), TAIO)]) exp (1 [AT(6) + i [AT ()

= oxp (— 2576, )W () +6).
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Die Weylalgebra ist nun die eindeutige C*-Algebra 20, die von den Elementen
W), 0 € T/[ker(G)], erzeugt wird, siehe zu diesem Thema auch [BR02,
Thm.5.2.8].

Wir moéchten anmerken, dafl mit der so konstruierten Weylalgebra die
Behandlung eines nicht trivialen Zentrums nicht mehr moglich ist, da dieses
gerade durch die Verwendung von 7T /[ker(G)] herausgeteilt wurde. Méchte
man auf der Ebene von Weylalgebren ein nicht triviales Zentrum behandeln,
dann mufl man die Weylalgebra zu (7T, s7) bilden, wobei s ausgeartet ist.
Wir werden in dieser Arbeit ein nicht triviales Zentrum im Rahmen von
Feldalgebren behandeln.

Algebra der quasilokalen Observablen

Durch die Einschréinkung der Trager der Testformen kann ein Netz von lo-
kalen Observablenalgebren (C*-Algebren) definert werden, die durch offene
beschrinkte Teilmengen O von M indiziert werden:

M>0O—A0) = c*({ww) 10 € T/[ker(G)] mit supp(6) C o})
wobei C*(...) die vom Argument erzeugte C*-Algebra bezeichne. Der C*-

induktive Limes der lokalen Algebren féllt mit der Weylalgebra 20 zusammen,
d.h. es gilt

-
c( U 2{(0)):( U Ql((’))) = Ay = 2.

O©M, OcM,
O beschrinkt O beschrinkt

Dieses Netz von lokalen Observablenalgebren erfiillt die in [Dim80] auf ge-
kriitmmte Raumzeiten verallgemeinerten Haag-Kastler Axiome, namentlich
Isotonie, Kausalitdt, Primitivitdt und Kovarianz.

4.4 Zur Feldalgebra des Feldstarketensors I1
Klassisch erhélt man aus einem Vektorpotential durch
F=dA

einen Feldstarketensor. Im quantisierten Fall ist diese Gleichung im Sinne
von Distributionen zu verstehen,
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was

F(w) = [A](6w) fir w € Quo(M,C)

bedeutet. Die Erfiillung der Maxwellgleichungen im Sinne von Distributionen
bleibt erhalten,

dF (n) = F(on) = [A](80w) = 0 ¥y € Que(M, C)
—0F(0) := F(—db) = [A](—d0) = 0 Y0 € Q,.(M,C).

Wir konnen also somit Elemente aus 2A(M ), siehe Unterabschnitt , mit
Elementen aus §(M), siche Abschnitt 3.5, und umgekehrt identifizieren. Hier-
durch erhalten wir eine Idee fiir die Kommutatorrelation in §(M). Es sind
vier Fille zu betrachten:

1.Fall HcllRM = 0 und HgRM =0

Fiir alle § € T¢ gibt es nach der Poincarédualitit [5.1.2] und Lemma [5.1.3
ein w € Q2C(M C) mit # = dw. Daher gibt es fiir jeden verschmierten Feld-
operator [A]( ) des Potentials einen verschmierten Feldstérkeoperator F(w)
mit F(w) = [A](éw) [A]( ). Dieser verschmierte Feldstdrkeoperator ist
sogar eindeutig bestimmt, denn sei auch F(w') mit F(w') = [/A\](H) Dies be-
deutet dw = dw’ und damit &’ = w + @ mit §& = 0. Da H3,M = 0 folgt
wieder mit der Poincarédualitét [5.1.2) und Lemma [5.1.3] da8 & = ¢7 fiir ein
n € Qs.(M,C) ist. Also gilt dann F(w') = F(w + 0p) = F(w), da F die
Maxwellgleichungen im schwachen Sinne erfiillt.

Auf der anderen Seite gibt es fiir jeden Verschmierterﬁeldstétrkeoperator
F (w) widerspruchsfrei einen verschmierten Feldoperator [A](6) des Potentials
mit F(w) = [A](6), wihle namlich 6 = dw. Da H,M und H2, M beide trivial
sind, kann es hierbei zu keinen Widerspriichen kommen, wie wir sie in den
anderen drei Fallen aufzeigen und interpretieren werden.

Wir haben also insgesamt festgestellt, daf fiir den vorliegenden Fall

A(M) = F(M)

gilt. Als Kommutatorrelation fiir alle verschmierten Feldstéirkeoperatoren
erhilt man den Lichnerowiczkommutator, siehe [Lic61], Vw, w" € Qy.(M, C):

~

F(w), )| = |[Al6w), [A](0w)]
=1ih (/M Gow N *6w') 1acar (4.4.1)

= lh(/ Gw A *déw') 1S(M)
M
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2.Fall H;,M =0 und H2,M # 0

Fiir alle 8 € 7T¢ gibt es wieder nach der Poincarédualitit und Lem-
ma ein w € ye(M,C) mit § = 6w und damit fiir jeden verschmier-
ten Feldoperator [A](f) einen verschmierten Feldstdrkeoperator F(w) mit
F(w) = [A](dw) = [A](6).

Da nun aber H3,M # 0 ist, gibt es kogeschlossene kompakt getragene
2-Formen, die nicht koexakt mit einer kompakt getragenen 3-Form sind. In
Formeln meinen wir solche @ € Qq.(M, C) mit dw = 0, aber @ # Jn fir ein
n € Q3.(M,C). Sei @ eine solche kogeschlossene kompakt getragene 2-Form,
dann gilt nach den Eigenschaften von §(M)

0 # F(@) = [A](62) = [A](0) =0,

was ein Widerspruch ist. Fiir kogeschlossene kompakt getragene 2-Formen,
die nicht koexakt mit einer kompakt getragenen 3-Form sind, fithrt diese
Identifikation zu Widerspriichen und ist daher nicht durchfithrbar. Da nach
Satz H2,M # 0 zwangsweise bedeutet, daf es Feldstirketensoren gibt,
die nicht exakt sind, interpretieren wir diese verschmierten Feldstérkeopera-
toren als die nicht exakten verschmierten Feldstérkeoperatoren. Wir nennen
einen verschmierten Feldst/éir\keoperator F(w) genau dann ezakt, wenn es bei
der Identifikation f‘(w) = [A](dw) zu keinerlei Widerspriichen kommt.

Aus cﬁ\esem Grund ist derjenige verschmierte Feldstiarkeoperator ﬁ(ﬁjl mit
F(w) = [A](6) eindeutig bestimmt, denn sei auch F(w') mit F(w') = [A](6),
dann muf} schon w’ — w = én mit n € Q3.(M, C) gelten. Andernfalls kommt
es zu besagten Widerspriichen.

Wir haben also fiir diesen Fall, dafl A(M) C F(M) eine Unteralgebra
bildet. Der Kommutator exakter verschmierter Feldstdrkeoperatoren ist der
Lichnerowiczkommutator . Dariiber hinaus gibt es aber auch nicht
exakte verschmierte Feldstérkeoperatoren in §(M), iber deren Kommutator
wir im Moment noch keine Aussage machen kénnen.

3.Fall H;,M # 0 und H2,M =0

In diesem Fall drehen sich die Rollen von 24(M) und §(M) sozusagen um. Je-
der verschmierte Feldstéirkeoperator F(w) definiert durch F(w) = [A](6w) wi-
derspruchsfrei einen verschmierten Feldoperator des Vektorpotentials, denn
ist w € Qa.(M,C) kogeschlossen, dann ist w wegen HizM = 0, der Poin-
carédualitit und Lemma schon koexakt. Aber wegen Hip M # 0
gibt es nicht mehr zu jedem 6 € Q. (M,C) mit 0 = 0 ein w € Qy(M, C),
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Kapitel 4. Die Quantisierung des Vektorpotentials

sodaBl § = dw gilt. Das bedeutet, dafl die in Abschnitt [3.5] konstruierte Feldal-
gebra §F(M) des Feldstérketensors eine Unteralgebra von 2((M) ist. Der Kom-
mutator fir F(M) ist daher der Lichnerowiczkommutator (4.4.1)).

4.Fall H, M # 0 und H2,M # 0
In diesem Fall gilt weder §(M) C A(M) noch A(M) C F(M). Mit der-

selben Argumentation wie im zweiten Fall kann die Existenz exakter ver-
schmierter Feldstarkeoperatoren gezeigt werden und mit denselben Argu-
menten wie irggritten Fall kann gezeigt werden, dafl es einen verschmierten
Feldoperator [A](¢) gibt, zu dem kein verschmierter Feldstérkeoperator I*A“(w)

mit f‘(w) = [A](#) exisitert. Der Kommutator der exakten verschmierten
Feldstarkeoperatoren ist auch hier der Lichnerowiczkommutator , zZum
Kommutator mit nicht exakten verschmierten Feldstéarketensoren kénnen wir
an dieser Stelle noch keine Aussage machen.

Bevor wir eine weitere Methode zur Konstruktion der Feldalgebra des
Feldstérketensors angeben, kldren, wie die Struktur dieser beschaffen ist und
wie der Kommutator von nicht exakten verschmierten Feldstérkeoperatoren
aussieht, werden wir nun im néchsten Kapitel die de Rham-Kohomologie und
die singulére Homologie einfithren und diskutieren. Diese beiden Konzepte
erweisen sich als sehr fruchtbar, wie bereits verwendete Begriffe und Aussagen
gezeigt haben sollten.
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Kapitel 5

Exakte Formen und Homologie

Die homogene Maxwellgleichung dF' = 0 bedeutet nichts anderes, als da3 F'
geschlossen ist. F' = dA, also kann F' global durch ein einziges A ausgedriickt
werden, bedeutet hingegen die Exaktheit von F. In der Hoffung fundamenta-
le Aussagen dariiber zu treffen, wann es iiberhaupt Feldstérketensoren geben
kann, die kein globales Vektorpotential zulassen, stellen wir in diesem Kapi-
tel die wichtigsten mathematischen Aspekte exakter Formen, sowie die damit
verbundenen Implikationen auf die Topologie der zugrunde liegenden Man-
nigfaltigkeit zusammen. Fiir die Darstellung dieser Thematik verwenden wir
hauptséchlich [Lee03], [War83], [Soebl, [SZ94] und [Hat02]. Siehe aber auch
[BT95] und [Fra0l]. Eine sehr empfehlenswerte Arbeit ist [MW57], die sich
diesem Thema von einem physikalischen Standpunkt aus néhert.

5.1 de Rham-Kohomologie

Die Information, ob eine geschlossene Differentialform exakt ist, wird in der
Differentialgeometrie in den sogenannten de Rham-Kohomologiegruppen ko-
diert. Diese sollen nun das Thema dieses Abschnitts sein.

5.1.1 Definition (de Rham-Kohomologiegruppe)
Set M eine glatte Mannigfaltigkeit. Definiere

ZPM := ker(d

QM):{werme:o}

und

B"M = im(d

)= {we QM |30 €M mit do=w].
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Beides sind Untervektorrdume von Q,M und aufgrund von d od = 0 ist
BPM C ZPM. Daher ist die p-te de Rham Kohomologiegruppe wohldefiniert
als der Quotient

HY,M = ZPM /BP M.

Da Q,M eine R-Vektorraumstruktur hat, ist H;, M sogar ein R-Vektorraum.
In der Notation der Elemente von HY, M wird in Zukunft unterdriickt, daf
es sich genau genommen um Aquivalenzklassen handelt. So wird z.B. ein-
fach statt [w] nur w € H), M geschrieben. Abbildungen von HY,M diirfen
nur von der Aquivalenzklasse und nicht von einem speziellen Reprisentanten
abhéngen, um wohldefiniert zu sein.

Genauso kann man die kompakt getragenen p-Formen betrachten und so
die p-te, kompakt getragene de Rham-Kohomologiegruppe

HgR,cM

erhalten. Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten sind diese Gruppen gleich. Wird
nicht explizit von den kompakt getragenen de Rham-Kohomologiegruppen
gesprochen, so sind immer die nicht kompakt getragenen de Rhamschen Ko-
homologiegruppen gemeint. Den Zusammenhang zwischen diesen Gruppen,
wenn die Mannigfaltigkeit nicht kompakt ist, klart die Poincarédualitét:

5.1.2 Satz (Poincarédualitiit)

Sei M eine orientierte, m-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit. Die Abbil-
dung

PD: HypM — (Hyp PM)”,
PD@)0) = [ win
M

ist fiir 0 < p < m ein Isomorphismus, (Hj, PM)* bezeichnet hier den Dual-

m—p
raum von HdRC M.

Wir betonen, dafl die Poincarédualitét fiir beliebige glatte Mannigfaltigkei-
ten gilt, also auch dann, wenn die de Rham-Kohomologiegruppen unendlich-
dimensionale Vektorrdume sind. Die Umkehrung (HgpM)* = Hjp "M gilt
hingegen nur im Fall endlichdimensionaler de Rham-Kohomologiegruppen.
Siehe fiir die Poincarédualitéit [Lee03] oder [BT95].
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5.1.3 Lemma (Koexakte Formen)

Sei (M, g) eine orientierte, m-dimensionale, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit und 0 < p < m. Jede kogeschlossene p-Form ist genau dann koexakt,
wenn Hyp PM =0 ist.

Beweis: Das folgt sofort aus Lemma weil der Hodge-*-Operator bi-
jektiv ist. 0

Die analoge Aussage gilt auch fiir kompakt getragene kogeschlossene Diffe-
rentialformen.

5.1.4 Satz (Homotopie- und Homdomorphieinvarianz)

Zwer glatte Mannigfaltigkeiten haben isomorphe de Rhamsche Kohomologie-
gruppen, wenn sie diffeomorph oder homotopiedquivalent oder homdomorph
zueinander sind.

Die Aussage iiber homéomorphe glatte Mannigfaltigkeiten ist durchaus iiber-
raschend, da die Definition der de Rham-Kohomologiegruppen eng an die
C*>-Struktur der Mannigfaltigkeit gebunden ist. Es gab daher keinen Grund
zur Annahme, dafl verschiedene C*°-Strukturen auf derselben topologischen
Mannigfaltigkeit dieselben de Rham-Kohomologiegruppen haben.

Beweis: Siche [Lee(3]. O

5.1.5 Lemma (Kohomologie von 0-Mannigfaltigkeiten)

Sei M eine 0-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist dim(H3pM)
gleich der Kardinalitdt von M, und alle anderen de Rhamschen Kohomolo-
giegruppen verschwinden.

Beweis: Siche [Lee03, Cor.15.13] O

5.1.6 Satz (Poincarélemma)

Sei U eine sternformige offene Teilmenge des R™. Dann ist Hi,U = 0 fir
p=>1

Beweis: Siche [Lee03, Thm.15.14] O
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5.1.7 Folgerung (Lokale Exaktheit)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann besitzt jeder Punkt x € M eine
zusammenziehbare offene Umgebung. Sei w eine geschlossene p-Form, p > 1,
dann existiert also fiir jeden Punkt x € M eine Umgebung U von x auf der
w exakt ist.

5.1.8 Komplexwertige de Rham-Kohomologie

In dieser Arbeit werden nicht nur reelle Differentialformen, sondern auch
komplexwertige Differentialformen betrachtet. Fiir diese sollen nun die de
Rham-Kohomologiegruppen definiert werden:

ZP(M,C):= ker(d

Qp(M,C)): {w € (M, C) | dw = 0},

BP(M,C):= im(d

QP_I(M@): {w € Q,(M,C) |30 € Q,_1(M,C),do = w}’

HY.(M,C):= Z"(M,C)/B?(M,C).

Analog definiert man die p-te, kompakt getragene und komplexwertige de
Rham-Kohomologiegruppe Hjp (M, C).
Mit Hilfe der Abbildung

H2.M x C — H2,(M,C)
(w,z=2+1Yy) — 2w =W +iyw

und der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes kann
HipM 5 C = Hiy(M,C)
gezeigt werden bzw. fiir den Fall von kompakt getragenen Differentialformen
HgR,cM QrC= HgR,c(M7 (C)‘

Eine geschlossene komplexwertige Form ist genau dann exakt, wenn ihr Real-
und Imaginérteil exakt sind. Daher gibt es genau dann eine nicht exakte,
geschlossene, komplexwertige Form, wenn es eine nicht exakte, geschlosse-
ne, reelle Form gibt. Wie man sieht, enthélt die komplexwertige de Rham-
Kohomologie keine neuen Informationen. Wenn es also um die Exaktheit
geschlossener komplexwertiger Formen geht, reicht es vollig aus, die reelle de
Rham-Kohomologie zu betrachten.
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5.1.9 Satz (Existenz nicht exakter Feldstidrketensoren)

Sei (M, g) eine 4-dimensionale, orientierte, global hyperbolische Mannigfal-
tigkeit. Dann ist HiaM # 0 gleichbedeutend dazu, dafl es einen nicht exakten
Feldstirketensor gibt, der die quellenfreien Mazwellgleichungen erfillt.

Beweis: ,,<=": Sei F' € (23(M,C) ein nicht exakter Feldstarketensor, dann
ist H3,M # 0 sofort klar nach Definition.

,="“: Sei H3,M # 0. Wir zeigen, da8 es in jeder Aquivalenzklasse ungleich
Null einen Représentanten gibt, der die Maxwellgleichungen erfiillt. Sei w €
Qy(M,C) mit dw = 0 und [w] # 0 € H2z M. Gesucht ist ein F' € Qy(M,C)
mit dF = 0, —0F = 0 und [F] = [w]. Aus [F] = [w] folgt F' = w + df fur
ein § € (M, C), aus 0F = 0 folgt dann 0 = dw + ddf. Gesucht wird daher
eine 1-Form 0 mit —ddf = dw. Sei ¥ eine raumartige Cauchyhyperfliche und
Yz, Yy jeweils eine raumartige Cauchyhyperfliche in der Zukunft und in
der Vergangenheit von X. Es gilt IM(2y) U IM(X,) = M. Bezeichne x ", x~
die zu IM(Zy), IM(X,) zugeordnete Zerlegung der Eins, dann ist dw; :=
d(xTw) vergangenheits- und dw_ := §(x w) zukunftskompakt. Nach Satz
4.1.3(a) existieren 0,,0_ € Q(M,C) mit —ddf; = dw, und —ddf_ = dw_.
0 := 0, +0_ ist damit eine Losung von —ddf = dw und F' := w +df ist dann
der gewiinschte, nicht exakte Feldstérketensor. 0

5.2 Singulidre Homologie

Wie in Satz bereits festgestellt wurde, ist die Existenz von exakten For-
men in Wirklichkeit eine Frage der Topologie. Das topologische Konzept, was
den Zusammenhang zwischen der de Rham-Kohomologie und der Topologie
der Mannigfaltigkeit herstellen kann, ist dasjenige der singuldaren Homologie.

5.2.1 Definition (Standardsimplex)

Seip € N, dann ist fiir p > 0 der Standard-p-Simplex definiert als die Menge
p p
Dy ={> Nes R [0< A <1 und YN <1},
i=1 =1

wober <'g1ei> die Standardbasis des RP ist und fiir p =0 definiert man

1=

N = {0}.
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Die i-te Kantenabbildung k;, : A, — A,41 des Standard-(p+1)-Simplex
wird fir p > 1 definiert durch

p p
kO,p(Z)‘iei) =(1- Z)\z‘, i‘l)\i)’
=1 i=1

p
J—1 D
kip(Y_Aiei) = (820, _a )
=1

und fiir p =0 durch

koo(0) = 1,
k10(0) = 0.

Der Standard-1-Simplex ist also das Intervall [0,1], der Standard-2-Simplex
das Dreieck im R? mit den Ecken (0,0), (1,0) und (0,1) zusammen mit seinem
Inneren, der Standard-3-Simplex ist der ausgefiillte Tetraeder im R? mit den

Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1), usw.

Kilo ko0

Abb.: Der Standard-1-Simplex und der Standard-2-Simplex mit ihren Kanten.

Die i-te Kantenabbildung gibt bildlich gesprochen die Kante wieder, die dem
i-ten Eckpunkt gegeniiberliegt. So gilt z.B. fiir die Kante ky; : Ay — Ao,
daB ko1 (A) = (1 — A, A) und somit ist kg ([0, 1]) die gerade Strecke zwischen
den Punkten (1,0) und (0,1), also die dem Nullpunkt gegeniiberliegende Seite
im Dreieck.

5.2.2 Definition (Singulirer p-Simplex)
Eine stetige Abbildung

o: 0, — X
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in einen topologischen Raum X heifit ein singuldrer p-Simplex von X.

Abb.: Beispiele fiir einen 1-Simplex und einen 2-Simplex.

Die Bezeichnung singulér riithrt daher, daf fiir die Abbildung nur die Stetig-
keit gefordert wird. Sie mufl weder injektiv noch surjektiv sein oder andere
Eigenschaften aufler der Stetigkeit aufweisen.

5.2.3 Definition (Singulire Kettengruppe)

Ser X eine topologischer Raum. Die freie abelsche Gruppe, die von allen
singuldren p-Simplizes in X erzeugt wird, heifst die singulidre Kettengruppe
Cp,X von X in Dimension p. Ein Element aus dieser Gruppe heifit singuldre
p-Kette mit ganzzahligen Koeffizienten.

In Formeln ist also

CpX = {Z,uia" |n€N, u; €Z und o' ist singuldrer p—Simplex}.
i=1
5.2.4 Definition (Rand, Randoperator, Zykel)

Sei X ein topologischer Raum und o ein singuldrer p-Simplex, p € N.

o Istp > 1, so ist die i-te Kante von o definiert durch den singuldren
(p — 1)-Simplex
g; — 0 O ki,p—l‘
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e Der Rand von o wird definiert durch die singulire (p — 1)-Kette

p p

do = Z(—l)iai = Z(-l)@'o— 0 kip_1.

a(0)

a(0,1)

a(0,0)
a(1,0)

Abb.: Die Rénder eines 1-Simplex und eines 2-Simplex.

o Durch lineare Fortsetzung erhdlt man den Randoperator

9:CX — Cy i X

n n n p
c— dc= 8(2/%&) = Z,ui@ai = ZZ(—l)juia;.
i=1

i=1 i=1 j=0

e Fine singuldre p-Kette ¢ mit Oc = 0 nennt man einen singuldren p-
Zykel.

e [ine singulire p-Kette ¢ mit ¢ = 0z fiir eine singuldre (p + 1)-Kette z
heifst singulérer p-Rand.

Fiir den Randoperator gilt d o 0 = 0 und fiir p = 0 setzt man schlicht
0 = 0. Ebenso setzt man auch 90/ = 0. Zum Beipiel ist der 1-Simplex
o:[0,1] = Ay — R% o +— o(p) = (cos(2my), sin(2mp)) ist ein 1-Zykel,
denn 9o (0) = (cos(27), sin(2m)) — (cos(0), sin(0)) = 0.
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5.2.5 Definition (Singulidre Homologiegruppe)
Sei X ein topologischer Raum, dann definiert man

Z,X ==ker(0:C, — Cp_1X) = {c € C,X | 0c= O},
die Gruppe der singuldren p-Zykel,
B,X :=im(0: Cpn X — Cp,X) = {c € C,X | c=0z fir ein z € Cp+1X},
die Gruppe der singuldren p-Rdnder und

H,X = ZpX/BpX,

die p-te singuldre Homologiegruppe von X.

Genauso wie bei den de Rham-Kohomologiegruppen wird bei den Elemen-
ten der Homologiegruppen in der Notation unterdriickt, dal es sich streng
genommen um Aquivalenzklassen handelt. Zykel, welche zu derselben Aqui-
valenzklasse gehoren, sich also nur um einen Rand unterscheiden, nennt man
homolog. Abbildungen, die auf der Homologiegruppe definiert sind, diirfen
ebenfalls nur von der Aquivalenzklasse abhingen, um wohldefiniert zu sein.
Da in dieser Arbeit nur die singuldre Homologie vorkommt, wird mit Homo-
logie immer die singulédre Homologie gemeint sein.

5.2.6 Beispiele

e Die Homologiegruppen von R verschwinden fiir p > 0. Fiir p = 0 ist
HR =7
e Die Homologiegruppen der Sphéaren S™ werden fiir n > 1 gegeben durch

Z fir p =0 oder p =n,

0 sonst.

5.2.7 Satz (Homo6omorphie- und Homotopieinvarianz)

e Sind zwei topologische Rdume homdomorph, so haben sie in allen Di-
mensionen isomorphe Homologiegruppen.

e Sind zwei topologische Rdume homotopiedquivalent, so haben sie in al-
len Dimensionen isomorphe Homologiegruppen.
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Beweis: Siehe [SZ94 Satz 9.1.9] und [SZ94, Satz 9.3.3]. O

Die singuldre Homologie ist also eine charakteristische Gréfle eines topolo-
gischen Raumes und nur von seiner Topologie abhéngig. Dariiber hinaus ist
sie sogar eine Homotopieinvariante.

5.2.8 Satz (Homologie eines Punktes)
Sei X = {x} ein einpunktiger topologischer Raum, so ist
H,X =0 fir p#0
und HoX ist die von x erzeugte, freie zyklische Gruppe.
Beweis: Siche [SZ94] Satz 9.1.10]. O

Mit Satz folgt hieraus, dafl die p-ten Homologiegruppen eines zusam-
menziehbaren, topologischen Raumes fiir p # 0 verschwinden.

5.2.9 Bemerkung

Die bisher gemachten Definitionen kénnen auch ganz allgemein fiir eine belie-
bige ablesche Gruppe G anstelle von Z gemacht werden. Man schreibt dann
Co(X:G), Z,(X;G), By(X;G) und H,(X;@G) fiir die entsprechenden p-ten
Gruppen mit Koeffizienten in G. Ist die abelsche Gruppe G sogar ein Korper,
so wird die Homologiegruppe ein Vektorraum iiber diesen Korper.

5.2.10 Satz (Universelles Koeffiziententheorem)
Gegeben ein topologischer Raum X und eine abelsche Gruppe G, so gilt

Hy(X:G) > H,X ®,G® Hy 1 X 12 G,

wobei Tz das sogenannte Torsionsprodukt, siche [Soeb] oder [Hat02], bezeich-
ne. Insbesondere gilt fiir eine torsionsfrete, abelsche Gruppe G

Hy(X;G) =~ H,X ®;G.

Beweis: Siehe [Soebl Satz 2.5.2] oder [Hat02, 3.A]. O

Ist also H,X = 0, dann gilt auch H,(X;G) = 0 fiir alle torsionsfreien,
abelschen Gruppen G, die Umkehrung gilt jedoch nicht. Andererseits kann
man aber aus H,(X; G) # 0 folgern, dafl H,X # 0 gelten muf.
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5.2.11 Beispiele

e Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten von R verschwinden
fiir p > 0. Fiir p =0 ist
Hy(R;R) =R

e Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten der Sphéaren S™ werden
fiir n > 1 gegeben durch

R fiir p=0 oder p=n,

0 sonst.

H,(S™;R) = {

5.2.12 Satz (Kiinnethformel)

Seien X und Y zwei beliebige, topologische Raume und K ein Korper, dann
qilt fiir alle nicht negativen ganzen Zahlen n

H,(X xY;K) = @ Hy(X;K) @k Hy(Y; K).

pt+q=n
Beweis: Siehe [Soebl Satz 2.6.19], [Hat02, Cor.3B.7] oder [SZ94, 12.5.5]. O

5.2.13 Beispiele

e Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten des Torus 72 = St x S1
werden gegeben durch

R fiir p=0 oder p =2,
Hy(T*3R) 2 (ROR fir p=1,

0 sonst.

e Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten des 3-Torus 7% = S* x
St x St = St x T? werden gegeben durch

R fiir p=0 oder p =3,
H,(T*R) 2 {R®RGR fiir p=1 oder p =2,

0 sonst.
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5.2.14 Satz (von Hurewicz)

Sei X ein einfach zusammenhdngender topologischer Raum und n > 2. Ver-
schwinden die ersten n Homotopiegruppen m, X und 7,1 X # 0, so ver-
schwinden auch die ersten n singuldren Homologiegruppen H, X und es gilt

T X = Hy 1 X

Beweis: Siche [Hat02, Thm.4.32]. O

Dieser Satz gibt also den Zusammenhang zwischen Homotopie und singulérer
Homologie eines topologischen Raumes wieder. Uber den Satz von Hure-
wicz hinaus kann man aber keine weitere schéne Beziehungen zwischen den
Homotopie- und Homologiegruppen erwarten. Als Beispiel dienen hierfiir die
Sphéren S™ und die Eilenberg-MacLane Réume, siche wieder [Hat02].

5.3 Integration von Formen iiber Ketten

Ist der topologische Raum X eine glatte Mannigfaltigkeit M, so kann man
die entsprechenden Gruppen fiir glatte Abbildungen o : A, — X definie-
ren und zur glatten singuldren Homologie iibergehen. Als Zusatz erhalten die
Gruppen noch als oberen Index das Symbol ,,00“. Glatte p-Ketten sind her-
vorragend fiir die Integration von p-Formen geeignet und glatte Zykel weisen
einen interessanten Zusammenhang zu geschlossenen p-Formen auf, wie in
diesem Abschnitt gezeigt werden soll.

5.3.1 Bemerkung

Den abstrakten Begriff eines glatten p-Zykels kann man sich mit Hilfe von

Triangularisierungen veranschaulichen. Sei M eine glatte, m-dimensionale

Mannigfaltigkeit und S C M eine kompakte, orientierbare, eingebettete, p-

dimensionale Untermannigfaltigkeit, dann ist eine glatte Triangularisierung
n

von S ein glatter p-Zykel z = Yo" in M, so daf} gelten:
i=1

e Jedes o' : A\, — S ist eine orientierungserhaltende, glatte Einbettung.

e Wenn i # j ist, dann ist o’ (IntA,) N o’ (IntA,) = 0.
o S= (L))
i=1
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Es kann gezeigt werden, dafl jede kompakte, orientierbare und glatte ein-
gebettete Untermannigfaltigkeit eine glatte Triangularisierung erlaubt, d.h.
man kann glatte p-Zykel als eine Verallgemeinerung von p-dimensionalen,
kompakten, orientierbaren und glatten eingebetteten Untermannigfaltigkei-
ten auffassen. Fiir glatte p-Zykel mit reellen Koeffizienten hat R. Thom einen
tieferen Zusammenhang bewiesen: Jeder p-Zykel in H,(M; R) ist homolog zu
einer endlichen, formalen Summe » r;N;, wobei r; € R und die N; sind

=1
p-dimensionale, kompakte, orientierte und glatte eingebettete Untermannig-

faltigkeiten ohne Rand von M.

5.3.2 Satz (Singulire vs. glatte singulire Homologie)

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M qilt fiir alle natirlichen Zahlen p

H,M = H*M.

Der Beweis dieses Satzes in [Lee03, Thm.16.6] ist iibrigens genauso anwend-
bar auf die singuldre Homologie mit Koeffizienten in R, also

H,(M;R) = HX(M;R).

Dies liegt daran, dafl im besagtem Beweis zu jedem p-Simplex eine Homotopie
zu einem glatten p-Simplex konstruiert wird ([Lee03, Thm.16.7]), welche spe-
zielle Eigenschaften u.a. bei Kantenbildung aufweist. Diese wird dann linear
auf p-Ketten fortgesetzt und mit dieser Abbildung wird daraufhin der Iso-
morphismus gebildet. Dieser Satz impliziert vor allem, dafl man nicht streng
zwischen Zykeln und glatten Zykeln unterscheiden muf.

5.3.3 Definition (Integral einer Form iiber eine Kette)

Set M eine glatte Mannigfaltigkeit, w eine p-Form auf M und o ein glatter
p-Symplex in M. Dann wird das Intergal von w tiber o definiert durch

/w ::/ oPPw.
o ANp
n

Fiir eine glatte p-Kette ¢ = > ;0" ist das Integral von w fdiber c als lineare
i=1

/w = im/ w.
c =1 Jo
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Das Integral ist wohldefiniert, da A, eine glatte p-Untermannigfaltigkeit mit
Ecken, eingebettet im RP ist und auch dessen Orientierung erbt. Man kann
A, auch einfach als Integrationsbereich betrachten.

5.3.4 Bemerkung

Sei (M, g) eine global hyperbolische Mannigfaltigkeit, dann lassen sich wegen
M = R x ¥ ein paar niitzliche und strenge Aussagen iiber die Homologie von
M mit Koeffizienten in R machen. Nach der Kiinnethformel gilt fiir alle
natiirlichen Zahlen p

H,(M;R) = Hy(R;R) ®p H,(3;R) = R ®p H,(S;R) = H,(S;R).

Dies hat unmittelbar zur Folge, daf§ jeder p-Zykel in M homolog zu einem p-
Zykel in ¥ sein mufl. Bezeichne ndmlich ¢ den Isomorphismus von H,(M;R)
nach H,(3;R) und sei zx ein p-Zykel in 3. ¢ und ¢! bilden p-Zykel auf p-
Zykel und p-Rénder auf p-Rénder ab. Insbesondere werden nicht homologe
p-Zykel von ¥ auf nicht homologe p-Zykel von M abgebildet. So ist z.B.
¢ Yzg) = z fiir einen p-Zykel z in M. Da zx auch ein p-Zykel in M ist, muf
[zs] =[] fiir ein 2’ aus dem Bild von ¢! gelten und aus der Bijektivitit von
© folgt dann die Aussage. Dieselbe Aussage ist mit den gleichen Argumenten
auch richtig fiir die glatten p-Zykel, wie man mit Hilfe von Schnittkarten
zeigen kann. Ist also z € Hy°(M;R), so folgt fiir w € €,(M, C)

fo=f o= f e
wobei ¢ die Einbettung ¥ — M bezeichne und 25, € H°(M;R) denjenigen
Zykel, der ganz in ¥ liegt und fiir den [2] = [2x] gilt.

RxS!
oc=z+7' é\

Abb.: Veranschaulichendes Beispiel zur Bemerkung.
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5.3.5 Satz (Stokes fiir Ketten)

Sei ¢ € C;°(M;R) eine glatte p-Kette in einer glatten Mannigfaltigheit M
und w € Q, 1M eine (p — 1)-Form. Dann gilt

/w:/dw.
dc c

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.16.10] oder [War8&3) 4.7]. O

5.3.6 Satz (von de Rham)

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M und jede natirlliche Zahl p ist der de
Rham-Homomorphismus

dRH : HI,M — (H®(M;R))"
o (e (@RHE) (O = [«)

ein Isomorphismus. (H;O(M; R))* bezeichnet hier wieder den Dualraum von

H*(M;R)
Beweis: Siehe [Lee03, Thm.16.12] oder [War83, Thm.4.17]. O

In der Literatur steht anstelle von (Hy°(M ;R))" die Kohomologiegruppe
HP(M;R) = Hom(H,M,R). Nach Satz und weil R ein Korper der
Charakteristik Null ist, folgt aber Hom(H,M,R) = Hom(H*(M;R),R).

5.3.7 Folgerung

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Gibt es eine Zuordnung
von reellen Zahlen w(2) zu p-Zykeln z € H*(M;R), so dafs fiir u, A € R,
2,2 € HX(M;R) m(Az + p2') = Ir(2) + pm(2') und n(Rand) = 0 erfillt
sind, dann gibt es eine geschlossene p-Form w mit

/Zw —r(2).

bp . . bp .
Ist dim (H*(M;R)) = by, (Aglzi) eine Basis von H*(M;R) und am i

gendwelche reellen Zahlen, dann gibt es eine geschlossene p-Form w mit

/w:m.
Zq

Beweis: Folgt aus der Surjektivitdt des de Rham-Homomorphismus. 0
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5.3.8 Folgerung (Exaktheitskriterium fiir Formen)

Sei M eine glatte, m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € Q,M eine ge-
schlossene p-Form, 1 < p < m. w st exakt genau dann, wenn

/w:O

fiir alle glatten p-Zykel z € H3*(M;R) ist.

Ist Hl‘jo(M ;R) endlichdimensional, dann reicht es, diese Aussage auf einer

Basis ('bcztjlzi) von Hp°(M;R) zu priifen. Die reellen Zahlen m;(w) = [ w
heiflen Ziie Perioden von w bzgl. dieser Basis.

Man beachte, dal wenn das Exaktheitskriterium fiir eine kompakt ge-
tragene p-Form w € ,.M erfiillt ist, diese nicht notwendigerweise kom-
pakt exakt sein muf}, d.h. w = df, 0 € §2,_1 M, aber nicht notwendigerweise
0 € Qp_1)cM. Dies hat zur Folge, dafl obwohl w # 0 € H§R7CM gilt, dennoch
w=0¢€ Hj,M gelten kann.

Um zu priifen ob eine komplexwertige Differentialform exakt ist, geniigt
es nach den Aussagen von Unterabschnitt [5.1.8] die Integrale iiber die reellen

Zykel zu betrachten.

5.3.9 Lemma

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und X eine Cauchyhyperfliche.
Fiir alle natiirlichen Zahlen p gilt

H? M = HP,S.
Beweis: Da (M, g) global hyperbolisch ist, gilt M = Rx¥. Mit der Kiinneth-

formel |5.2.12 folgt H,(M;R) = H,(3;R) und da isomorphe Réume isomor-
phe Dualrdume haben, folgt mit dem Satz von de Rham

HE M =~ (H,(M;R))" = (Hy(S;R))" = HEY.
0

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar, dal die m-te de Rhamsche Koho-
mologiegruppe einer m-dimensionalen global hyperbolischen Raumzeit ver-
schwindet. Man beachte auch, dal diese Aussage keinesfalls fiir die kompakt
getragene Kohomologie richtig sein muf.
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5.3.10 Bemerkung

Als weitere Anwendung wird nun gezeigt, daB fir Hj,M = 0 jede Losung
des Cauchyproblems des Maxwellfeldes exakt ist. Hj,M = 0 impliziert
nach Lemma [5.3.91 und der Poincarédualitit

0= HC%RM = HC%RE = (HC%R,CE)* = HC%R,CE'

Jede geschlossene kompakt getragene 2-Form auf ¥ ist also exakt, d.h. jedes
magnetische Feld B € Q,.(%, C), was als Cauchydatum in Satz vorgege-
ben wird, ist exakt

B=dA, AecQ.(3,C).

Dies hat zur Folge, daB jede Losung F € Qy(M,C) von Satz exakt
ist. Dafiir reicht es nach Unterabschnitt aus, zu zeigen, daf jede re-
elle Losung von Satz exakt ist. Nach Bemerkung ist jeder glatte
2-Zykel z in M homolog zu einem glatten 2-Zykel zy;, der vollstindig in X
enthalten ist. Sei F' eine reellwertige Losung von Satz dann ist

/F:/F:/LPbF:—/B:—/ dA = — A=0.
z zZs5 5 F5>) ) Ozs,

Nach Folgerung[5.3.8]ist F' exakt. Genau dieselbe Argumentation zeigt auch,
daB jede geschlossene und kompakt getragene 2-Form exakt ist, siche Unter-

abschnitt [1.3.2]
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Kapitel 6

Die Quantisierung des
Feldstiarketensors

In Kapitel 3] wurde gezeigt, dafl das Cauchyproblem des Feldstéirketensors
wohlgestellt und 16sbar ist, ohne elektromagnetische Vektorpotentiale ein-
zufithren. Des weiteren wurde dort die Feldalgebra des Feldstérketensors
konstruiert mit dem Mangel, dafl nicht genau bekannt war, was die Kom-
mutatorrelation sein soll.

In Kapitel 4] wurde das elektromagnetische Vektorpotential quantisiert
und die so erhaltene Feldalgebra des Potentials mit der in Kapitel |3| konstru-
ierten Feldalgebra des Feldstarketensors verglichen, um eine Idee fiir den zu
wéhlenden Kommutator zu erhalten.

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Methode zur Konstruktion der
Feldalgebra des Feldstérketensors angeben, die Struktur dieser diskutieren
und beweisen, dafl der zu wiahlende Kommutator wirklich der Lichnerowicz-
kommutator ist.

Sei daher fiir das ganze Kapitel (M, g) eine 4-dimensionale, orientierte,
global hyperbolische Raumzeit mit beliebiger Topologie und ¢ : ¥ — M
eine raumartige glatte Cauchyhyperfliche von M.

6.1 Die universelle Algebra der Feldstirken

Wir geben nun die Realisierung der Feldalgebra des Feldstérketensors durch
die Konstruktion der universellen Algebra eines Systems lokaler Feldstérkeal-
gebren an. Dies tibertragt im Wesentlichen die Tatsache, daf jeder Feldstéarke-
tensor lokal durch Potentiale darstellbar ist, auf die Ebene von Algebren. Wir
folgen dabei den Ideen von [Fre89], [Fre], [Hol08] und [K01]. Die Konstruktion
erfolgt in mehreren Schritten.
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6.1. Die universelle Algebra der Feldstirken

6.1.1 Schritt 1: Zerlegung der Raumzeit

Da (M, g) global hyperbolisch mit raumartiger glatter Cauchyhyperflache ¥
ist, folgt aus Satz[C.3.7] daf jeder Punkt p € M in einer raumartigen glatten
Cauchyhyperfldche ¥/ liegt, die diffeomorph zu ¥ ist oder schon gleich. Nach
Folgerung existiert um jeden Punkt ¢ € Y’ eine zusammenzichbare,
in der Topologie von ¥ offene Umgebung S @ ¥'. S ist eine raumartige,
achronale und glatte Hyperfliche in M und daher nach [O’N83| Lem.14.42]
akausal. Nach [O'N83| Lem.14.43] gilt, daf die Cauchyentwicklung D™ (S)
von S in der Topologie von M offen und global hyperbolisch ist. Es folgt
weiter, dafl DM(S) = R x S und daher zusammenziehbar ist. Mit dieser
Konstruktion 1i8t sich nun eine Uberdeckung von M

M = m;
iel
durch zusammenziehbare global hyperbolische Raumzeiten (M;,qg), i € 1,
finden und insbesondere die Existenz einer solchen Uberdeckung zeigen.

6.1.2 Schritt 2: Die lokalen Feldalgebren

Auf jeder der zusammenziehbaren global hyperbolischen Raumzeiten (M;, g),
i € I, konstruiere man die lokalen Feldalgebren §(M;) der Feldstiarkeopera-
toren genau nach der Vorgehensweise, wie sie in Abschnitt beschrieben
wurde. Insbesondere gilt nach Abschnitt die Gleichheit §(M;) = A(M;)
und daher weifl man, das als Kommutatorrelation der Lichnerowiczkommu-
tator zu verwenden ist.

Die lokalen Feldalgebren §(M;) des Feldstérketensors sind also freie x-
Algebren iiber C mit Eins, deren Erzeuger die lokal verschmierte Feldopera-
toren F;(w), w € Qy.M;, sind. Es werden nach Konstruktion die Relationen

= F;(0n) = 0 ¥y € Que(M;, C) (6.1.1)
= Fy(—df) =0 V0 € Q1.(M;, C), -

dF,(n)
—6F,(0)

und

~

Fi(w), f‘z(w')} =1ih (/]V[ Gw A *d&u’) 13’(M1) Vw,w' < QQC(Mi, (C) (612)

erfiillt. Da supp(w),supp(w’) € M; sind, kann die Integration auch auf die
gesamte Raumzeit M ausgedehnt werden. Weiter gilt

Fi(w) = F;(w) (6.1.3)
falls supp(w) € M; N M; ist.
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6.1.3 Schritt 3: Die universelle Algebra

Ist M; C M;, dann gilt §(M;) C §(M;), da Formen aus Q.(M;, C) durch Null
glatt auf M fortgesetzt als Formen w € Q. (M;, C) aufgefait werden konnen.
Demnach gibt es fiir Mengen der Uberdeckung mit M; C M; Algebrenho-
momorphismen «;; : §(M;) — F(M;), ndmlich einfach die Inklusionen. Fiir
diese Algebrenhomomorphismen gelten auch die Kompabilititsbedingungen
Qi © 0 = oy, fiir M; € M; C M.

Wegen dieser genannten Eigenschaften wird von dem System der lokalen
Feldalgebren §(M;), i € I, eine *-Algebra mit Eins §, (M) definiert, die durch
die folgenden Eigenschaften charakterisiert wird (siehe hierfiir insbesondere
[Ere] und [Fre89]):

e JEinbettungen «; : §(M;) — Fu.(M), sodaB ajoa;; = o fiir M; C M;
ist.

e Fiir jede Familie von Algebrenhomomorphismen ¢; : §(M;) — A,
sodafl die Kompabilitidtsbedingung ¢; o a;; = ; fiir M; C M; erfiillt
ist, gibt es einen Algebrenhomomorphismus ¢, : §,(M) — A mit
Pu © O = P

Durch diese beiden Eigenschaften wird §,(M) als *-Algebra mit Eins ein-
deutig festgelegt. F., (M) wird die universelle Algebra des Systems {M,}icr
genannt und die Einbettungen werden in dem vorliegenden Fall durch die In-
klusionen gegeben. Daher wird §,(M) von den Elementen der Gestalt F;(w)
erzeugt, wobei supp(w) C M;, i € I, ist.

Da {M;};cr kein gerichtetes System ist, denn zu zusammenziehbaren M;
und M; muf keine zusammenziehbare global hyperbolische Raumzeit M}, mit
M;, M; C M, existieren. Aus diesem Grund hat §,(M) nicht die Struktur
eines direkten Limes (auch induktiver Limes genannt) von lokalen Algebren,
kann also nicht als Vereinigung von lokalen Algebren beschrieben werden.
Daher treten neue Relationen auf, die nicht auf der Ebene lokaler Algebren

berechnet werden konnen.

6.1.4 Schritt 4: Globale Feldoperatoren

In §,(M) lassen sich nun globale Feldoperatoren f‘(w) fiir w € Qy(M,C)
definieren. Sei namlich {1;};c; eine Zerlegung der Eins zu der Uberdeckung
M = |JM;. Definiere

il

F(w) =Y Fi(dw)

icl

F(w) ist hiermit wohldefiniert, denn:
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e Die Summe ist endlich.

Die Zerlegung der Eins ist lokal endlich, d.h. Vo € M 3U(z) Umgebung
von x, sodaB supp(v;)NU(x) # () nur fiir endlich viele ¢;. Uberdecke mit
solchen Mengen supp(w), dann reichen wegen der Kompaktheit endlich
viele (jede dieser endlich vielen Mengen U(z) wird nur von endlich
vielen der 1); geschnitten). Es folgt, dal supp(w) nur von endlich vielen
der 1; geschnitten wird, da eine Uberdeckung von supp(w) gefunden
wurde, die bereits nur von endlich vielen der 1); geschnitten wird.

o F ist linear.

Seien w,w’ € Q.(M,C) und A\, u € C, dann gilt wegen der Linearitét
der Fz

f‘(Aw + pw') = Z F, (1/)i()\w + ,uw')) =\ Z f‘i(l/hw) + 1 Z f‘i(%w’)
icl il il

= \F(w) + uF ().

e Die Definition ist unabhingig von der Uberdeckung M = | J._, M; und

der zugeordneten Zerlegung der Eins.

el

Sei namlich M = |J N, eine weitere Uberdeckung und {¢;};c; eine
jeJ
zugeordnete Zerlegung der Eins.

Flw) = Z Fi(¢w) = Z ﬁz(Z pjiw) = Z Z Fi(pj0w)

iel el jeJ iel jeJ
. - .
=Y O Fi(piw) = > F; 00 witiw) = > Fjlpw),
i€l jeJ jeJ el jeJ

wobei die Linearitit von F ausgenutzt wurde. Die Summen durften
vertauscht werden, da sie ja in Wahrheit endliche Summen sind.

Fiir den somit wohldefinierten globalen Feldoperator F gelten wegen der

Eigenschaften , und der lokalen Feldoperatoren die fol-

genden Relationen:

F(w) = Fi(w) Yw € Q. (M;,C),

F(6n) = 0 Vi € Qs.(M, C),
)=0
)=0

) (6.1.4)
Vo € .(M,C),
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Die angegeben Relationen werden durch die folgenden Rechnungen bewiesen:

Sei w € Oy (M;, (C), dann ist

=) Fi(w) = Fi(>_ tw)

el i€l

Sei n € Q3.(M,C), dann

Fon) =F00O _em) =D Folpm) =Y Fi(id(em))

jed jeJ jed el
=Y "N Fj(Wid(om) = D F (D widlem) =D Fi(d(em))
jedJ el jeJ el JjeJ

Fiir 0 € Q1.(M,C) gilt

F(—do) =F(—d>_00) = Y F(—dp;0)) = 33 Fo( — wud(p;6))

jeJ jeJ jedJ iel
_ Z Z F(— vid(;0)) = Z Fi(— Z Vid(p;0))
=Y Fi(—d(g0) =0.

jeJ

Wegen [0 = —dd — d§ und der Linearitit von F folgt F(Ow) = 0 Vw €
Q. (M, C).

Die universelle Algebra §, (M) ist die globale Feldalgebra der Feldstarkeope-
ratoren. Fiir die in Abschnitt [3.5angegebene Feldalgebra §(M) gilt sicherlich
immer §(M) C §,(M) und in den in Abschnitt beschriebenen Spezi-
alfillen mit H},M = 0 auch die Gleichheit F(M) = F,(M). Wir beweisen
nun, dafl die Vertauschungsrelation in §, (M) durch den Lichnerowiczkom-
mutator (4.4.1)) gegeben ist.

6.1.5 Satz (Kommutatorrelation)

Fordert man die Lokalitdt, d.h. [f’(w),ﬁ(w’)} = 0, wann immer supp(w)

und supp(w’) raumartig zueinander liegen, so wird die Kommutatorrealtion
in Fu(M) durch den Lichnerowiczkommutator gegeben:

~

[Fw), ()| = 1h( /M Gow A #0w) Ly, an) Veo,o € Qo M, C).
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Beweis: Wihle eine raumartige glatte Cauchyhyperfliche >, in der Zu-
kunft von supp(w) und supp(w’), sodafl diese ¥ nicht schneiden. Betrachte
die kompakte Menge K := (Jf[(supp(w)) N ZZ) U (Jy(supp(w’)) N EZ).
Uberdecke K mit endlich vielen zusammenziehbaren und in der Topologie
von Yy offenen Mengen U;, © = 1,..., N. Dies ist moglich, da jeder Punkt
in Xy eine zusammenziehbare Umgebung besitzt und da K kompakt ist.
Bilde zu diesen Mengen die Cauchyentwicklungen D (U;). Die Cauchyent-
wicklungen sind zusammenziehbare global hyperbolische Raumzeiten (gleiche
Argumentation wie in Unterabschnitt . Sei nun Vi, k=1,..., N eine
Verfeinerung derart, dafl

Vi, CU; firein ¢ und Vi NV # 0 =V, UV C Uy fiir ein ¢/ (6.1.5)

gelten. Solch eine Verfeinerung existiert, wie durch folgende Vorgehensweise
gezeigt werden soll.

Nehme um jeden Punkt von K eine offene Umgebung, deren Abschlufl
noch ganz in einem der U; enthalten ist. Das ist wegen der lokalen Diffeomor-
phie zum R3 moglich. Da K kompakt ist, reichen endlich viele dieser Mengen
aus, um K zu iiberdecken, etwa n € N viele. Ordne diese n Mengen derart an,
daf8 Vj;, die [;-te Menge bezeichne, deren Abschlufl noch ganz in U; enthalten
ist. Ist der Abschluf} einer dieser Mengen in mehreren der U; ganz enthalten,
dann wird sie demjenigen U; mit dem grofiten Wert fiir i zugeordnet. Die
so erhaltenen und disjunkten Mengensysteme werden mit U; bezeichnet. In
einem U; befinden sich n; (3°,_; yni =n) Mengen Vy,, d.h. [Ui| = n;.

Tritt fiir Vi, und Vj,, 0.B.d.A. j > i, der Fall ein, daf} die Eigenschaft
nicht erfiillt ist, dann lassen sich Vj;, und Viji, in vier offene Mengen
zerlegen, die erfiillen. Bezeichne S;; := U; N Uj;, dann betrachte die
Mengen f/ili = Vi, N (2 \ S_”), f/ﬂj = Vi, N(Z\ S_w)7 ‘7111- = Vi, N Si; und
Vﬂj = Vi, N Si;. Weiter sei Rll eine offene Umgebung von V;;, N OU;, deren
Abschlufl ganz in U; liegt und lej eine offene Umgebung von Vj;, N oU;,
deren Abschlufl ganz in U; liegt und Rzl N Rﬂj = () erfiillt. Solche zwei
Mengen gibt es, denn nach der lokalen Diffeomorphie zum R?® gibt es zu
jedem Punkt von Vj;, N OU; eine offene Umgebung, deren Abschlu8 schon
ganz in U; enthalten ist. Definiere die Vereinigung dieser Mengen als fill
Um jeden Punkt von Vj, N 9U; gibt es nun eine offene Umgebung, deren

Abschluf ganz in U; enthalten ist und Rili nicht schneidet, denn sonst wére
dieser Punkt ein Element von aRili im Widerspruch zu R_zl C~UZ- und~ damit
also die gewiinschte Menge Rj;,. Definiere nun Ry, := (Vy, N Ry,) U Vi, und
Rj, = (Vi N Rl) U ‘7jzj, dann gelten fiir R;, C U; und ‘A/ili,lej, ‘A/ll c U;
die Eigenschaft (6.1.5), R;, U f/ll U Ry, U Vll = Vi, UVj, und Ry, erfiillt zu
allen Mengen die Eigenschaft , zu denen V;;, schon erfiillt hat.
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Abb.: Zur Zerlegung zweier Mengen, die 1} nicht erfiillen.

Wann immer also eine Situation auftritt, bei der (6.1.5) nicht erfiillt ist,
fiihre diese Zerlegung durch, fiige die Mengen Vy,, R, Vi, zu U; hinzu und
verwende R;;, anstelle von Vj;, als Menge in U;:

Vi, und Vj, erfiillen (6.1.5)) nicht : Vi, — Ry, Vi, — ‘A/;li,lej,\A/jlj.
Die gewiinschte Verfeinerung Vi, k& = 1,..., N’, kann man daher aus den
Mengen V;;,, i = 1,...,n und [; = 1,...,n;, nach dem Schema gewinnen,

in welchem die Schnitte Vi, NV}, in der folgenden Reihenfolge betrachtet
werden:

Vit N Viigy,,, in der Reihenfolge [ = 1,... 144
Vie N Viiz1y,,, in der Reihenfolge l;11 =1,... 144
Vini N Viig1)1,,, in der Reihenfolge [ =1,...,ni
‘/ﬂ N ‘/(i+2)li+2 in der Reihenfolge li+2 = 1, N (7))
Vie N Viizay,,, in der Reihenfolge [ =1,..., 14
Vins N Viit2)1,,, in der Reihenfolge [0 = 1,...,ni10
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Vi1 N Vi, in der Reihenfolge Iy = 1,...,ny
Via N Vi, in der Reihenfolge Iy =1,...,ny

Viny N Var, in der Reihenfolge Iy =1,... ,ny.

Starte mit + = 1 und ende mit N — 1. Wann immer die Eigenschaft
nicht erfiillt ist, fithre die zuvor angegebene Zerlegung durch. Dieses Schema
fithrt zu der gewiinschten Verfeinerung Vi, &k = 1,..., N’, denn nach Kon-
struktion sind in endlich vielen Schritten insgesamt nur endlich viele Mengen
hinzuzunehmen. Sind die in U; und U; enthaltenen Mengen V;;, und Vj;,,
j > 1, einmal von der Form, dafl gilt, dann bleibt diese Eigenschaft
nach Konstruktion der Zerlegung auch nach der Betrachtung von Schnitten
der Gestalt Vi, N Vi, j° > j, und den damit verbundenen Zerlegungen
erhalten. ’
wicklungen DM (V). Jedes DM (V}) ist vollstéindig in einem D™ (U;) enthal-
ten nach Konstruktion. Gilt DM (V;) n DM (V;/) = 0, so liegen DM (V;) und
DM (V) raumartig getrennt zueinander, gilt DM (V;) N DM (V}/) # 0, so gibt
es ein DM(U;) mit DM (V;) U DM(V;) € DM(U;), was auch aus der Kon-
struktion der V; und den Eigenschaften der Cauchyentwicklung folgt. Da die
DM(V;), 5 =1,..., N, endlich viele Mengen sind, findet man eine Cauchyhy-
perfliche ¥z, in der Zukunft und eine Cauchyhyperfliche >, _ in der Vergan-
genheit von Xz, sodal die Mengen J (supp(w)) Nz, J (supp(w')) N2y,
J¥ (supp(w)) NEz— und JY (supp(w’)) Nz ganz in Ujzi,.n DY(V;) ent-
halten sind.

Sei xT, x~ die Zerlegung der Eins zugeordnet zu IM(X,_), IM (34, ). Bil-
de nun die 2-Formen

e

,,,,,,,,,,

berechnet sich der Kommutator vorerst zu

Fw) Fw)] ¥ [F@), F@)| = > [F(@), Flya)|.

33'=1
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2z

Abb.: Graphische Veranschaulichung der Idee des Beweises.

Nach Konstruktion des Mengensystems { D™ (V;)},=1._n bedeutet ein leerer
Schnitt D™ (V;) N DM (V) = 0, daB DM (V;) und DM (V}/) raumartig zuein-
ander liegen. Da wir explizit Lokalitéat fordern, folgt fiir den Kommutator

P Fe)]= X [Fw@) Fee)

33" | DM(V;)NDM (V)70

Weiter bedeutet DM (V;) N D™ (V}/) # 0 nach Konstruktion des Mengensys-
tems {DM(V;)};=1.. nv, daB DM (V;) U DM (V) ganz in einer Menge des Sys-
tems {DM(U;)}i=1,n liegt. Die Mengen dieses Mengensystems sind zusam-
menziehbare global hyperbolische Raumzeiten, sodafl der Kommutator be-
rechnet werden kann. Dieser ist ndmlich der Lichnerowiczkommutator .
Es folgt somit

[}?(w),ﬁ(w')} = > ih( /M Go(1h;@) A %6 (")) 15, (aa)-

33" | DM (V;)NDM (V) #0

Der Lichnerowiczkommutator ist wegen der Eigenschaften des Propagators
G Null, wenn die Tréger von zwei 2-Formen raumartig getrennt liegen. Aus
diesem Grund kann man die fehlenden Summanden hinzuaddieren ohne den
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Kommutator zu andern

[B(), Bw)] - 3 i /M GO(45@) A #8(65:)) L,

33" | DM (V)NDM (V) #0

Y 6w nst) e
0 N

3,3" | DM(V3)NDM (V)=

J/

. =0
MZ; ( /M ) L)

N’ N’
_ih(/ GO ") A #6(D i) 1g,n)
M j=1 §'=1
= jh(/ Gow N %6d) 1z, )
M

= 1h(/ Gow N *0w'") 15, (a)-
M

6.2 Das Zentrum der Feldalgebra

Im Fall H3,M # 0 erhilt die Feldalgebra §,(M) des Feldstéirketensors eine
neue Eigenschaft, die fir H3,M = 0 nicht vorhanden ist und das Zentrum
der Algebra betrifft. Dieses ist dann ndmlich nicht trivial. Das Zentrum einer
Algebra A ist die Unteralgebra Z aller derjenigen Elemente, die mit allen an-
deren Elementen aus der Algebra A kommutieren. Das Zentrum heiflt genau
dann trivial, wenn Z = C - 14 ist.

Anhand des Kommutators, gegeben durch Satz[6.1.5] lassen sich alle Ele-
mente des Zentrums der Algebra §, (M) bestimmen. Sei also w € Qy.(M, C)
so, daf3

A~

[F(w),ﬁ(w')] =0 Vw' € Quu(M,C)
gilt. Es folgt dann

/ Guw A *dow’ = / d6Gw A xw' =0 Yw' € Qy.(M, C)
M M

und wegen der Nichtausgeartetheit dieser symmetrischen Paarung, siche Ab-

schnitt
déGw = 0.
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Es gilt also

A~

F(w) € Z <= d0Gw = 0 = —ddGuw.
ddw und déw liegen daher im Kern von G und daher gilt nach Lemma

ddw = Oa, a € Q9.(M,C),
dow =08, B € Qo (M,C).

Weiter kann man

00dw =0 = o0a = Do = 0 = G 0da = da,
ddow =0=d0g =0dg = 0 = G 0ds = dp

folgern und daraus wiederum
Uw = —ddw — déw = —Ha — I = GLllw =w = —a — (.

f‘(w) ist also genau dann im Zentrum, wenn w = —a— f fiir o, 5 € Qa.(M, C)
mit da = 0 und dp = 0 ist.

6.2.1 Das Zentrum in einem Spezialfall

Angenommen es gilt H2,M = 0. Dann folgt nach der vorherigen Uberlegung
fir F(w) im Zentrum von §,(M), daB w = —a — f fiir a, 8 € Qu(M,C)
mit da = 0 und dB = 0 ist. Da aber nun HZ,M = 0 ist, folgt nach der
Poincarédualit Hjp M = 0 und daher o = dn fiir ein n € Qs.(M, C),
siche Lemma [5.1.3) und 8 = df fiir ein 0 € Q;.(M,C). Es folgt deswegen
F(w) = F(—a — 8) = F(=0n — df) = 0 nach

diesem Spezialfall trivial.

. Das Zentrum ist in

6.2.2 Nicht triviale Zentrumselemente

Es wird nun untersucht wie fiir H3pM # 0 nicht triviale Elemente des Zen-
trums Z von §, (M) konstruiert werden kénnen. Die Idee hierfiir stammt aus
[Hol0§], wir nehmen vereinfachend an, daf sogar 0 < dim(H32pM) = by < o0
gilt. Diese Annahme ist nicht essentiell fiir die Existenz nicht trivialer Zen-
trumselemente, erleichtert aber deren Konstruktion und Interpretation. Nach
der Poincarédualitét gilt

(HgpM)" = HipM = (Hgp M) = Hyp M.

Jedes Element aus (H2,M)* ist daher von der Gestalt

HgRMBwIH/ WA
M

117



6.2. Das Zentrum der Feldalgebra

fiir ein eindeutig bestimmtes n € H C%R’CM . Da durch jeden glatten 2-Zykel
z € H3°(M;R) eine wohldefinierte, lineare Abbildung [ : HjzM — R,
W — fz w gegeben wird, existiert also zu jedem z € HS°(M;R) ein eindeutig
bestimmtes w, € H§R7CM mit

/w:/ wAw, Yw € Hip M.
z M

Nach Satz gibt es einen Feldstarketensor F” € Qo(M, C), der nicht exakt
ist, d.h. es gibt nach Folgerung [5.3.8| einen 2-Zykel z € H*(M,R) mit

07&/}7':/ F'Aw..
z M

Definiere nun das Algebraelement
Zon(2) = F(w,).

Dieses héngt nur von der Homologieklasse von z bzw. nur von der kompakten
getragenen de Rham-Kohomologieklasse von w, ab. Denn sei [w.] = [w.],
dann ist w, = w, + df und daher

F(w.) = F(w, + df) = F(w,) + F(df) = F(w,).

z

zm(z) liegt nun im Zentrum der Algebra wegen

2,,(2).Fw)] = /M G A ddw = — / dG6w = 0 Yoo € Qau(M, C)

z

nach dem Satz von Stokes fiir Ketten[5.3.5 Es bleibt noch die Frage zu kléren,
ob zm(z) ein komplexes Vielfaches der Identitét ist. zm(z) = f‘(wz) ist nach
Konstruktion von §, (M) nicht Null und wegen des zu Beginn Gesagten kor-
respondiert zu der Quantenobservable zm(z) die klassische Observable

Zm(z):Fb—>/F/\wZ:/F,
M z

wobei F' eine Losung der quellenfreien Maxwellgleichungen sein soll. Dieses
Integral ist fiir die exakten Feldstérketensoren sicherlich Null, es gibt aber
durch die Voraussetzung H3,M # 0 auch nicht exakte Feldstérketensoren,
sodafl das Integral nicht verschwindet. Aus diesem Grund ist fiir ein solches
z die klassische Observable Z,,(z) weder die 0- noch die 1-Abbildung und
deswegen ist die QQuantenobservable zm(z) weder die Null noch die Identitét.
Die analoge Diskussion gilt wegen

/w/\*wzz/wz/\*w:/ *w/\wzz/*w Vw € HipM
M M M z

auch fiir Z,(z) == F(xw.).
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6.2.3 Interpretation konstruierter Zentrumselemente

Die Darstellung von Z,,(2)(F) und Z.(z)(F) als Integrale [ F baw. [ *F
ermoglicht eine direkte Interpretation dessen, welchen klassischen Observa-
blen Z,,(z) und Z.(z) entsprechen. Z,,(z) korrespondiert zu der klassischen
Observable des magnetischen Flufles durch z und entspricht damit der ma-
gnetischen Ladung von z, die mit dem elektromagnetischen Feld assoziiert
wird. Z.(z) korrespondiert dementsprechend zu der klassischen Observable
des elektrische Flufles und gibt daher die elektrische Ladung von z wieder, die
mit dem elektromagnetischen Feld assoziiert wird. Der Begriff | Ladung® ist
aber nicht im Sinne von Ladung in der Elementarteilchenphysik zu verstehen,
wie bereits in Unterabschnitt diskutiert wurde, da die Feldstérketenso-
ren F' Losungen der quellenfreien Maxwellgleichungen sein sollen.

6.2.4 Bemerkung

Es soll noch kurz angesprochen werden, wie nicht triviale Zentrumselemente
im Fall dim(H2, M) = oo angegeben werden konnen. Es gibt dann nach Vor-
ausetzung und Satz einen nicht exakten Feldstarketensor F' € Qq(M, C)
und nach Folgerung einen 2-Zykel z € H3°(M,R) mit

7 #o

Weiter gibt es auch ein w, € Hgp M mit

/F':/ F'Aw,.
z M

Gébe es so ein w, nicht, dann wiirde dies [,, F' Aw = 0 w € Hgp M bedeu-
ten, denn sonst konnte man reskalieren. Dies ist aber ein Widerspruch, denn
nach der Poincarédualitét folgt unweigerlich [F'] = 0 € H3x(M, C), was
nach Voraussetzung nicht der Fall ist. Mit den Elementen zm(wz) = f‘(wz)
und Z,(w,) := F(sw,) sind dann nicht triviale Elemente des Zentrums der
Feldalgebra des Feldstéirketensors gegeben.

6.3 Zeitschichtaxiom

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Zeitschichtaxiom. Es soll gezeigt
werden, dafl die Algebra des Feldstérketensors, realisiert durch die universelle
Algebra §, (M) nach Abschnitt dem Zeitschichtaxiom geniigt. Dariiber
hinaus werden in diesem Abschnitt auch die Algebra der Cauchyhyperfliche
§(2) und der Algebrenisomorphismus §(X) — §,(M) angegeben.
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6.3.1 Lemma

Die universelle Algebra §,(M) der Feldoperatoren des Feldstirketensors, so
wie sie in Abschnitt|[6.1] konstruiert wurde, erfillt das Zeitschichtaziom.

Beweis: Sei O(X) eine beliebige offene Umgebung von X. Es reicht zu zeigen,
daf es fiir jedes w € Qo (M, C) ein W' € Qy.(M,C) mit supp(w’) C O(X)
und f‘(w) = f‘(w’) gibt. Da O(X) eine offene Umgebung von ¥ ist und
JM (supp(w)) N X kompakt, gibt es jeweils eine Cauchyhyperfliche ¥z in
der Zukunft und eine Cauchyhyperfliche ¥y, in der Vergangenheit von 3,
sodaB J (supp(w)) N Xz C O(X) und JY (supp(w)) N By C O(X) gel-
ten. Bezeichne nun x*, x~ die Zerlegung der Eins zu I (Zy), IY (), dann
definiere

W=w-0Ox"G_w—-0Oy Gw.

Wegen den Eigenschaften von x*, G1 und G gilt, daf supp(w’) kompakt ist
und in O(X) liegt. Weiter gilt wegen supp(x™G_w), supp(x~ G, w) kompakt
und ‘D die Gleichheit F(w') = F(w). O

6.3.2 Die Algebra der Cauchyhyperfliche

Sei & = Ui Zr eine Uberdeckung von ¥ durch zusammenziehbare offe-
ne Mengen. O.B.d.A. sei weiter DM(%}), k € K, bereits in der Uberde-
ckung M = J,;c; M; aus Unterabschnittenthalten. Betrachte die lokalen
Feldalgebren des Feldstérketensors §(My), My := DM(3,) und k € K C 1.
Die lokalen Algebren der Cauchyhyperflache §(3) sind *-Algebren mit Eins,
erzeugt durch die Symbole der Gestalt

®4(B, E) mit (B, E) € Qoo(My, C) x Q1(My, C) und dB =0, —6E =0

mit der Vertauschungsrelation
|@k(By, 1), @4 (Ba, B)| = ih( / [A1] A %Ey — [Ag] A +Ey) 1y,
b

wobei Ay, Ay € Q1.(2k, C) mit dA; = By und dAy = Bs. Die Existenz von
A; und Ay wird durch Hjz My, = 0 gesichert und das Integral ist unabhéingig
vom Repréasentanten der Eichédquivalenzklasse.

Die globale Algebra der Cauchyhyperfliche

Fiir ¥, C % gilt F(2x) € §(%), da Op(B, E) € F(Xk) als Element von §(M;)
aufgefait werden kann, indem B und F durch Null auf ¥; glatt fortgesetzt
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werden. Hieraus folgt, daf§ durch die Inklusionen Algebrenhomomorphismen
e §(Xk) — F(X;) gegeben werden, die der Kompabilitatsbedingung ¢, o
L = Ly fiir M, C M; C M, geniigen. Als Algebra der Cauchyhyperfliche
§(X) setzen wir daher die universelle Algebra §, (%) des System {F(Xx) }rex-
Aus Konsistenzgriinden und um nachher einen den Kommutator erhaltenden
Algebrenisomorphismus zu erhalten, verwenden wir als Kommutator

[@k(Bka E’k), @l(Bl, El)] = 1h(/E[Ak] VAN *El — [Al] N *Ek) 13:(2),

wobel A, € QlC<Mk,(C) mit dAk = Bj; und Al € Qlc(Ml,(C) mit dAl = B,.

6.3.3 Der Algebrenisomorphismus

Wir beginnen lokale Algebrenisomorphismen ¢y, s, @ §(Zr) — (M) zu
konstruieren, die den Kommutator erhalten. Als Hilfskonstruktionen verwen-
den wir die lokalen Feldalgebren des Vektorpotentials 2A(Mj), konstruiert
wie in Unterabschnitt und die lokalen Algebren der Cauchyhyperfliche

des Vektorpotentials 24(Xy). Die x-Algebren mit Eins 20(X;) werden erzeugt
durch die Symbole der Gestalt

O([A],IT) mit ([A],II) € (Q1(X,C)/~) x 2(X,C) und Il =0
mit der Vertauschungsrelation

O([Ai], ), ([ As], Hz)} = lh(/ A A #TDy — [Ao] A 1T Tys,)-

by

Lokale Algebrenisomorphismen

Da ¥; zusammenziehbar ist, ist der Algebrenhomomorphismus ~;, definiert
durch
Vi (k) — A(Zk)
B(B, E) — B(A] B),
13(2k) — 12‘(Ek)7
wobei A € Qq.(M,C) mit dA = B, ein Isomorphismus. ~ ist wohldefiniert,
den gilt dA’ = B fiir ein weiteres A" € Q.(M,C), dann ist A — A’ eine
geschlossene Form und daher auch exakt. Also [A'] = [A]. 7, ist bijektiv, die
Umkehrabbildung wird explizit gegeben durch den Algebrenhomomorphis-
mus
Yoot AR) — F(Zk)
O([A], ) — D(dA, ),
Laesy) — L)
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Der Erhalt des Kommutators ist offensichtlich nach Definition.
Jedem Element ®([A],II) € 2A(3;) kann man eindeutig ein Element

[/A\]k(ﬁ) € (M) wie folgt zuordnen. Nach den Sétzen [4.1.1| und [4.1.3 gibt
es namlich eine Losung GO € Qy (Mg, C), 0 € Qi.(Mg,C) mit 60 = 0, des
gaiuchyproblems des Vektorpotentials zu den Cauchydaten ([A],II). Dieses
[A],.(6) € A(M}) ist so durch ([A],II) eindeutig bestimmt, denn sei z.B. G¢,
¢ € Ne(My,C) mit d¢ = 0, eine weitere Losung des Cauchyprpblems des
Vektorpotentials zu diesen Cauchydaten. Dann gilt nach der Eindeutigkeits-
aussage [4.1.2] [G¢] = [GO] und daher ¢ = 0 — 0db’, 0" € Qy.(M,, C). Siche
hierfiir d1e Unterabschnitte 14.2.4] und [4.3.2] und beachte, dafl M, zusam-
menziehbar ist. Mit den Eigenschaften von 2A(M},) nach Unterabschnitt{4.3.2]
speziell der Linearitdt und dem Ex Erfiillen der Feldgleichungen im Smne von
Distributionen, berechnet man [A] () = [A] (0 —6db') = [A] (0).

Bezeichne nun oy, 5, denjenigen Algebrenhomomorphismus, der Elemen-
te von () auf Elemente aus 2((M;,) nach dieser Vorschrift eindeutig abbil-
det. as, ar, ist ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung wird explizit gegeben
durch den Algebrenhomomorphismus

agiMk =AMz, - Ql(Mk) — Ql(zk)
[/A\]k(e) — O([P°GO), x 1P % dGH),
1Ql(Mk) — 19[(Ek)7

also im Prinzip durch die Abbildung auf die Cauchydaten von GO. as, s,
erhilt den Kommutator, da

s ([@([Al], 1), ([ As], H2)D — asu (ih(/[Al] ATy — [Ag] AT lyss)

by

= ihss(([Ad, L), ([Ao], o)) asr(lags)) = ihse([GO1], [GOa]) Lo
= ih(/M GO1 A x02) Loy = [[/A\](91)a[/A\](92)]-

In Abschnitt [£.4] wurde festgestellt, dafl in dem vorliegenden Fall eines zu-
sammenziehbaren M, die Gleichheit (M) = §F(M}) gilt. Aus diesem Grund
ist a, as, sogar ein Algebrenisomorphismus () — §(Mj), der den Kom-
mutator erhélt. Schaltet man v vor, so erhélt man einen Algebrenisomor-
phismus

PrpMy = Oy, © Vi S(Zk> — 3(Mk)7

der den Kommutator erhilt.
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Globaler Algebrenisomorphismus

Nach der Konstruktion der Feldalgebra des Feldstarketensors als universellen
Algebra §,(M) nach Abschnitt [6.1] gilt §(M}) C Fu(M) Vk € K und ¢s, a1,
kann daher auch direkt als Algebrahomomorphismus §(X) — (M) auf-
gefalt werden. Es liegt das folgende Diagramm vor

P My,

Inklusion vy

Fu(X)
Die Frage ist nun, ob ein Algebrenisomorphismus ¢s; @ §,(2) — Fu (M)
existiert, der den Kommutator erhélt.

Sei X, C ¥, dann ist s, © e = @5, M, erfiillt, wobei ¢y die Inklu-
sion §(Xx) — §(2;) bezeichne. Da diese Kompabilitédtsbedingung erfiillt
wird, existiert nach den Eigenschaften der universellen Algebra, siehe Un-
terabschnitt , ein Algebrenhomomorphismus ¢, : F.(X) — Fu(M),
der ¢, ot = oy, erfillt. Sei a € §,(X) ein allgemeines Element, dann
a8t sich a schreiben als a = ZZ ; 27 ®i(Bj, Ej), nur endlich viele Summan-
den sind ungleich Null. Gilt nun ¢,(a) = 0 € F,(M), dann gilt wegen der
Eindeutigkeitsaussagen fiir die lokalen Algebren

pul@) = 0u( D 25%i(B), ) = > ¢ul2i(B;, Ey))
i i
= Z pu 0t (2;9:(Bj, Ej)) = Z oz, (2i;%i(Bj, E;))

= mFi(@;) =Y Fi(w) =0,
1,J i
woraus folgt
Fi(w;) =0 Vi=> Y 2;®(B;, E;) =0 Vi =>a=0.
J

@, ist also injektiv. ¢, ist auch surjektiv, denn sei ]?‘Z(w) ein Erzeuger von
Su(M), w € Qoe(M;,C), i € I. Sei weiter O(X) C Ui My eine offene
Umgebung von Y, dann gibt es nach Lemma ein W' € QQC(O(E), (C) mit
Fi(w) = F(w).

F(w) =Y Feltww') =Y s, (Pr(Br, Er)),

keK keK
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da F(Xk) = §F(My) ist. {¢, }rex bezeichne die Zerlegung der Eins zugeordnet

2w { M }rer. Y Pr(By, Ex) € §.(2) ist also dasjenige Elemtent mit
kek

eu Z Oy, (By, By)) = Fi(w)

und ¢, ist demnach surjektiv und insgesamt also bijektiv. Weiter erhélt ¢,
auch die Kommutatorrelation, da

%([@k(B, E), (B, E)D - ih(/E[A] NE — [A) A<E) gu(15,))

—ing / PGO] A E — [iPGO) A +E) Ly, ) = 1A ( / GO A +0') 150,
b M

A~

= ih( /M Gow A x0w') 15, () = [F(w),ﬁ(w’)},

gilt, wobei ¢, (Px(B, E)) = F(w) mit w € Qse(M, C) und ¢, (9(B, E)) =
F(w') mit W' € Qy.(M;, C) eindeutig bestimmt sind.

6.4 Quantisiertes Maxwellfeld als IcQFT

Zum Abschlufl soll gezeigt werden, dafl das quantisierte Maxwellfeld eine
lokal kovariante Quantenfeldtheorie nach Abschnitt definiert.

6.4.1 Satz (Quantisiertes Maxwellfeld als IcQFT)

Die Vorschrift §, definiert einen kovarianten Funktor zwischen den Katego-
rien NMan und *-2Alg

Su : Man — x-Alg
M +— §u.(M),
Moriman ((M7 g)a (Mlag/>) > 1/} — Suw € Mor*—%[g (SU(M)7{§U<M/))7

wobei F 1 als Algebrenhomomorphismus mit §,0 (f‘(w)) = f‘/(wpfw) und
Su¥(Ig.an)) = lg,ury definiert wird. 1p,p bezeichnet das Driicken mit 1,
siche Unterabschnitt[A.5.5. Dariber hinaus ist die so definierte lokal kovari-

ante Quantenfeldtheorie kausal und geniigt dem Zeitschichtaxiom.

Beweis: Wohldefiniertheit: Sei 1) € Morgyan ((M, 9), (M’,g/)). Es ist zu zei-
gen dafl §,1 € Mor,. gy (SU(M), 3"”(]\/[’)) ist. §,1 ist ein Algebrenhomomor-
phismus §, (M) — F.(M’) nach Definition. §,1 ist auch ein x-Morphismus,
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da fiir alle F(w) € (M) gilt:

15.9.2

5.0 (F@)) = 3,0 (F@) = F (@) P22 F (Yyrw) = F (yw)”.

Gelte nun §,¢ (ﬁ(w)) = f‘l(wpfw) =0 € §,(M’). Nach der Konstruktion von
Su(M’), der lokalen Feldalgebren des Feldstdrketensors §(M/) und (6.1.4)
muf} eine der drei Moglichkeiten

Yppw = 0w’ fiir ein w’ € Qo (M, C),
Yppw = —db fiir ein 0 € Qy.(M', C),
tppw = on fiir ein n € Qz.(M', C),

eintreten. Die erste Moglichkeit ist wegen [J = —dd — dd und der Linearitéit
auf die anderen beiden Félle zuriickfithrbar. Fiir diese schlieen wir mit den

Aussagen aus Definition
Yppw = —df = P, 0 = w = —Pdh = —dip?"0),
Yppw = 0 == PPy = w = Yo = 5y,

also gilt schon f‘(w) =0 € Fu(M). T, ist deswegen injektiv und insgesamt
wohldefiniert. Als Konsitstenziiberpriifung kann man mit den Eigenschaften
des Zuriickholens von Differentialformen und der Diffeomorphieinvarianz des
Integrals zeigen, dal §,1 den Kommutator erhélt.

Kovarianzeigenschaften: Fiir alle Objekte §, (M) aus der Kategorie -2Alg gilt
Fuidy (F(w)) = F(idarprw) = F(w) YF(w) € Fu(M).

Damit folgt §yidy = idg, (ar)- Seien weiter ¢ € Morgan ((M, 9), (M, g’)) und
" € Morgan ((M g, (M, g" ))Morphismen, deren Verkniipfung ¢’ o1 Sinn
macht. Dann gilt

Fu(W 0 ) (Fw)=F (0 0 v)psw) = F (U (ty5w)) = Fut! (F (65w))

= 5/ (5 (F()) = (Bt oF.0) (F(w )) VE(w) € Fu(M),

woraus §, (¢ o)) = F,1 0 F ) fiir alle Morphismen folgt, deren Verkniipfung
sinnvoll ist.

Kausalitat und Zeitschichtaxiom: Die durch §, definierte lokal kovariante
Quantenfeldtheorie ist kausal nach der Struktur des Kommutators nach Satz
6.1.5, dem Lichnerowiczkommutator. Das Zeitschichaxiom wird nach den
Aussagen aus Abschnitt erfillt. O
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir uns mit dem quantisierten Maxwellfeld auf global
hyperbolischen Mannigfaltigkeiten befafit. Der Fokus lag auf einer Quan-
tisierung des Maxwellfeldes fiir beliebige Topologien der zugrunde liegenden
Mannigfaltigkeit und auf einer Behandlung im Sinne der Algebraischen Quan-
tenfeldtheorie.

Wir haben die Wohlgestelltheit des Cauchyproblems des Maxwellfeldes
auf global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten gezeigt, unabhéngig von de-
ren Topologie und ohne die Einfiihrung von Potentialen, die Feldalgebra des
Feldstérketensors konstruiert und deren Struktur untersucht. Die Feldalge-
bra des Feldstérketensors konstruierten wir u.a. als universelle Algebra ei-
nes Systems lokaler Feldalgebren. Dadurch erhielten wir eine Idee fiir einen
Beweis, um explizit zu zeigen, dafl die Kommutatorrelation in der Feldalge-
bra des Feldstédrketensors durch den Lichnerowiczkommutator gegeben ist.
Wir stellten fest, dafl fiir den Fall einer nicht trivialen 2-ten de Rham-
Kohomologiegruppe die Feldalgebra des Feldstérketensors ein nicht trivia-
les Zentrum besitzt. Wir konnten nicht triviale Zentrumselemente explizit
konstruieren, welche die Interpretation von nicht trivialen elektrischen und
magnetischen Fliissen zulieSen. Weiter zeigten wir die Giiltigkeit des Zeit-
schichtaxioms und konstruierten die Algebra der Cauchyhyperfliche sowie
den Algebrenisomorphismus von dieser in die Feldalgebra des Feldstérketen-
sors. Zum Schlufl stellten wir fest, daf3 das quantisierte Maxwellfeld eine lokal
kovariante Quantenfeldtheorie definiert.

Bei all diesen Betrachtungen und expliziten Konstruktionen erwies sich
das Konzept der de Rham-Kohomologie und der singuldren Homologie als
auBerst hilfreich.

Ausblick

Die Theorie des quantisierten Maxwellfeldes ist zu umfangreich, als dafl in
dieser Arbeit alle Aspekte betrachtet werden konnten.

Das Auftreten von Superauswahlsektoren konnten wir nicht iiber die be-
reits in [AS80] erhaltenen Resultate hinaus behandeln. Superauswahlsekto-
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Zusammenfassung und Ausblick

ren sind ein interessantes Thema und werden aktuell von R. Brunetti und G.
Ruzzi ([BRO5], [BRO8]) behandelt.

Weiter sind wir der Meinung, dafl die in Unterabschnitt angemerkte
Diskrepanz zwischen der klassischen und der quantisierten Theorie des Vek-
torpotentials ausfiihrlicher untersucht werden sollte. In Abschnitt 4.4 wurde
fiir Hj, M # 0 die Existenz von Elementen der Feldalgebra des Vektorpoten-
tials festgestellt, die nicht auf ein Element der Feldalgebra des Feldstéarketen-
sors fithren. Das bedeutet, daB es fiir Hj, M # 0 in der quantisierten Theorie
Feldoperatoren des Vektorpotentials gibt, die keinen Feldstédrkeoperator lie-
fern. Dieser Umstand sollte ebenfalls eingehender untersucht werden.

Das sehr wichtige Thema der (Hadamard-)Zustdnde des Maxwellfeldes
auf allgemeinen global hyperbolischen Raumzeiten wurde in dieser Arbeit
nicht behandelt und ist eine Aufgabe, die in Zukunft in Angriff genommen
werden sollte.

Wir haben den Elektromagnetismus als Theorie von Differentialformen
behandelt. Er kann aber auch als eine U(1)-Eichfeldtheorie aufgefait werden.
Die Potentiale sind dann Zusammenhénge auf Hauptfaserbiindeln und der
Feldstarketensor ist die Kriimmung dieses Zusammenhanges. Es ist nun ein
weiterer Schritt, unsere Behandlung des Elektromagnetismus (als Theorie
von Differentialformen) in die Sprache der Eichfeldtheorien zu iibersetzen,
was zu neuen Erkenntnissen fiihren konnte.

Es wire auch interessant zu untersuchen, ob es mit den Methoden dieser
Arbeit moglich ist, den Aharonov-Bohm Effekt zu erklaren.
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Anhang A

Glatte Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel wollen wir kurz und knapp die wichtigsten Begriffe und
Konstruktionen auf glatten Mannigfaltigkeiten besprechen, mit denen wir in
dieser Arbeit zu tun haben. Primér wollen wir erkldren, was man unter einer
Differentialform versteht und wie man diese handhabt. Dabei konnen wir aber
im Rahmen dieser Arbeit nicht in die Details gehen. Hierfiir verweisen wir
auf die mannigfaltige Literatur {iber Differentialgeometrie. Viele Konzepte,
wie z.B. Topologie, Orientierbarkeit von und Integration auf glatten Man-
nigfaltigkeiten werden wir nicht einfithren, aber trotzdem deren Ergebnisse
und Begriffe verwenden.

A.1 Grundbegriffe

Unter einer m-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit M versteht man einen
topologischen Hausdorffraum, der das 2.Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt und lo-
kal diffeomorph zu offenen Mengen des R™ ist. Fiir eine mathematisch prézi-
sere Definition und insbesondere um sich mit solch wichtigen Begriffen wie
,Karte*, , Kartenwechsel*, ,, Atlas“, , glatte Struktur®, , Diffeomorphismus®,
»9glatte Einbettung®, usw. vertraut zu machen, verweisen wir auf die angege-
bene Literatur. Mit der dort verwendeten Definition sind glatte Mannigfal-
tigkeiten immer lokal kompakt und parakompakt.

A.1.1 Definition und Satz (Zerlegung der Eins)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X := {X;}ie; eine beliebige, offene
Uberdeckung von M. Eine zu X zugeordnete Zerlegung der Eins ist eine
Familie von glatten Funktionen v; : M — R, 1 € I, mit den Figenschaften

e 0<y;<1Viel.

128



Anhang A. Glatte Mannigfaltigkeiten

e supp(¢y;) C X;.

e Die Menge der Triger supp(v;) ist lokal endlich, d.h. ¥Yp € M 3O
offene Umgebung von p mit O Nsupp(v;) # O nur fir endlich viele der

(2

e > Yi(p)=1Vpe M.

i€l

Zu jeder beliebigen, offenen Uberdeckung X = {X;Yier von M existiert eine
zugeordnete Zerlequng der Fins.

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.2.25]. O

A.1.2 Folgerung (Glatte Abschneidefunktion)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fiir jede abgeschlossene Menge A @ M
und jede offene Menge U @ M mit A C U gibt es eine glatte Abschneide-
funktion x : M — R von A getragen in U, d.h.

supp(x) C U,
0<x<1,

1.

Xa

A.1.3 Tangential- und Kotangentialraum

Fiir eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M definieren wir ihren Tan-
gentialraum T, M bei einem Punkt p € M in der algebraischen Weise als Vek-
torraum aller Derivationen auf den Funktionskeimen. Der Kotangentialraum
Ty M ist dann als der Dualraum des Tangentialraumes definiert. Beide sind
fir alle p € M m-dimensionale R-Vektorrdume und ist (U, ¢) eine Karte von
M um p € M, dann werden explizite Basen des Tangential- und Kotangen-
tialraumes gegeben durch

_8
p  Op

o¥

(2

:CO(M) — R

p
p

129



A.2. Eingebettete Untermannigfaltigkeiten

und
dpgoi :T,M — R
Up —> dp%pi(vp) = Up([%Oi]p)a i=1,---,m.

Bei einem Kartenwechsel, etwa beim Wechsel von der Karte (U, ) in eine
Karte (V,4) mit U NV # (), erhilt man somit als Transformationsverhalten

A o o1 .
or| = 228D (oi)ay] =T 1)
=T )%,
) Ot o1t ) —
bt = LE ) ) = i)

Yoi(p) = T H(p)%wi(p).

Dieses Transformationsverhalten ist genau dasjenige, durch welches man Vek-
toren in der Physik charakterisiert. Die auftauchenden Matrizen w?w 7(p) und
w; S0§-(10) nennt man die Matrizen des Kartenwechsels. Wegen der Kettenregel
gilt

Y Yo Py P

T Ip) T 5(p)=06"=7T 5 T 1(p).

A.1.4 Lemma (Tangentialabbildung)

Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale glatte Mannigfal-
tigkeit und f : M — N eine glatte Abbildung. [ induziert eine lineare
Abbildung Tf : TM — TN mittels

(Tpf)(vp)([h]f(p)) = vp([ho flp),

wobei Tpf =Tf| undh € C3,(N) ist. Diese Abbildung T f heifst die Tan-

p
gentialabbildung von f.

Die Tangentialabbildung erfiillt die Kettenregel und ist f ein Diffeomorphis-
mus, so ist 7}, f ein Isomorphismus fiir alle p € M.
A.2 Eingebettete Untermannigfaltigkeiten

Raumartige glatte Cauchyhyperflichen (siehe |[C.2.7)) sind glatte eingebette-
te Untermannigfaltigkeiten. In Hinsicht auf das Cauchyproblem, empfinden
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Anhang A. Glatte Mannigfaltigkeiten

wir es daher als duflerst niitzlich, einige Figenschaften von eingebetteten Un-
termannigfaltigkeiten anzugeben, sowie deren Tangential- /Kotangentialraum
mit denen der umgebenden Mannigfaltigkeit in Verbindung zu bringen. Hier-
bei greifen wir dem noch nicht eingefithrten Begriff des Zuriickholens von

(0,s)-Tensoren (siche vor.

A.2.1 Definition (Eingebettete Untermannigfaltigkeit)

Set M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und n < m. Eine Teil-
menge N C M heifit n-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von
M genau dann, wenn es fir alle p € N eine Karte (V,$) von M um p gibt,
mat

d(VNN)=o(V)N{0gm-n} x R™

Karten (V,¢) von M, welche die in der Definiton genannte Eigenschaft be-
sitzen, heiflen Schnittkarten von M fiir N. Diese haben ein interessantes
Verhalten bei Kartenwechsel, was kurz angesprochen werden soll. Sind (V ¢)
und (W, 0) zwei Schnittkarten einer m-dimensionalen glatten Mannigfaltig-
keit M fiir eine n-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit N mit

VW #0, n <m. Dann gilt wegen a (/5’ =0= a "9l fiir alle Punkte

g€ NNV NW fir die Matrizen der Kartenwechsel von (V ¢) nach (W,0)
und umgekehrt:

d—0 . 0—¢ .
T (@) =T 5(q) =0 V(,j)e{l,...,m—n} x{m—n+1,m}

In Matrixschreibweise gilt also

d—0 Pp—0

T Y9) ... T L (g 0 0
Po—0
N T T’"(q) o T ™T(q) 0 0
r (Q) N m—n+1 i m—n+1 e m—n+1 amad m—n+1
T 1 (q) T m—n (Q) T m—n—i—l(Q) T m (Q)
=0 o—0 o—0 D0
T ) . T (9 ment1(@) - T m(a)
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und
O—¢ O—¢
T 1(q) T yn(Q) 0 0
O—¢ =9
e | Tr@ - T o .. 0
- O— o O— ¢ O—¢ O— o
/A e (/) I A (/) B Al 1 (7) PO AR (1)
¢ ¢ O O0—¢
T 17(q) T mn(q) ment1(@) - T w(q)

A.2.2 Satz (Glatte Struktur)

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, n < m und N eine n-
dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit. Mit der von M induzierten
Topologie wird N eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n und es
gibt genau eine C*°-Struktur fir N, so daff die Inklusion v : N — M eine
glatte Finbettung wird. Diese C*°-Struktur wird erzeugt durch den Atlas

A= {(U =VNN,p:= prﬂl§30¢ U) | (V,¢) ist Schnittkarte von M fiir N},

wobei pri. : R™ — R" die Projektion auf die letzten n Komponenten be-
zeichne.

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.8.2]. O

Mit einer glatten eingebetteten Untermannigfaltigkeit ist immer eine ein-
gebettete Untermannigfaltigkeit nach Definition gemeint, die mit der
induzierten Topologie und genau mit der in Satz angegebenen glatten
Struktur versehen ist. Eine Karte (U, ) von N, die aus einer Schnittkarte
(V,¢) von M fiir N wie in Satz konstruiert wurde, heifit die zu (V, ¢)
zugehorige Karte von N. Fiir die Komponentenfunktionen einer Schnittkar-
te (V,¢) von M fiir N und deren zugehorigen Karte (U, ) von N gilt fiir
m—n+1 <17 <m die Gleichheit

¢ =pr"o ¢’ =prtopre o ¢( =priop =y
U U U

A.2.3 Tangentialraum

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und N eine glatte, n-
dimensionale, eingebettete Untermannigfaltigkeit, n < m. Sei weiter ¢ € N.
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Anhang A. Glatte Mannigfaltigkeiten

Wegen der in Satz explizit angegebenen C*°-Struktur, kann man T, N
mit 7, M in einen sehr niitzlichen Zusammenhang bringen. Gegeben eine
Schnittkarte (V,¢) von M fiir N um ¢, so werden die besagten Tangenti-
alrdume gegeben durch

T,M = Spann( i&l(‘?f

),

q

T,N = Spann( a 97

i=m—n+1 ¢

),

q

wobei (U, ) die zu (V, ¢) gehorige Karte von N sei. Da die Umkehrabbildung
von ¢ gegeben wird durch o=t = (gb‘ )~!o¢, wobei
U

¢:R*" — R™

(xm L a™) (TE:LO, pmT ™,

folgt fiir alle glatten Funktionen f € C*(N):

a:vﬁ,fn+1 q(f)
: = dyg(fop™) =dyg(fogtog)
o) ()
Kettenregel _
=" dsop(q)(f o @ l)deo(tJ)g
8_<11 o Ot
92 () 92™ | 5(q)
_ Oxm—nt T ox™
_ dyi)(f 0 & S R e(q) &minﬂw(q)
R P B 9™ {o(q)
__O¢™m o™
m—n-+1 s m
02 () 92™ | 5(q)
0O ... 0
0O ... 0
= @ Dn0n D
q q
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(f)

q

é
am—n—&-l

(f)

q

o5,

Ahnlich hilfreiche Aussagen lassen sich auch iiber den Kotangentialraum ma-
chen.

A.2.4 Kotangentialraum

Sei wieder M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, N eine glatte,
n-dimensionale, eingebettete Untermannigfaltigkeit, n < m und ¢ € N. Sei
(V, ¢) Schnittkarte von M fiir N und (U, ¢) die zugehorige Karte von N. Die
Kotangentialrdume am Punkt ¢ haben die Gestalt

T; M = Spann( & d,6),

T;N =Spann(_ a dy").

i=m—n+1

Mittels des Zuriickholens von (0, s)-Tensoren durch die Hilfe der Einbettung
t: N — M erhélt man Vg € U

P(d¢")4(0F

) =i (1,005

q)) = dq¢i(8f

) =0,
q
wobei

0, falls 1<k<m-—n
el W\ (o BT gp| (o \EZE) N ’
((T,0)(9; ‘q>)(¢> =0; ‘q@b =N 98] (¢4), falls m-nt1<k<m

q

benutzt wurde. Es folgt
Lpb(dgbj)‘ =d¢’, jeE{m—n+1,...,m}
U

Dies hitte man auch direkt aus Lemma mittels

. . 0, falls 1<i<m-—n
Pdg')| P 0 )| = {

(' )’ —dg, falls m—n+1<i<m
N U

folgern konnen. Auf Grund dieser Tatsachen ist es besonders einfach, in
Schnittkarten das Zuriickholen von Differentialformen auszurechnen.
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A.3 Vektorbiindel

Der Vorteil der mathematischen Formulierung der Groflen des Elektroma-
gnetismus als Differentialformen ist nicht nur die sehr elegante und kom-
pakte Form, welche die Maxwellgleichungen annehmen, sondern auch die in
[BGPOT] bereitgestellte Losungstheorie von Differentialgleichungen, die in
Termen normal hyperbolischer Differentialoperatoren und Schnitten in Vek-
torbiindeln formuliert ist. Siehe hierfiir auch Abschnitt Dariiber hin-
aus lassen sich die Maxwellgleichungen in der differentialgeometrischen For-
mulierung besonders einfach auf beliebige, gekriimmte Raumzeiten verallge-
meinern. Der Begriff des Vektorbiindels ist aber nicht nur fiir eine elegante
Formulierung der Maxwellgleichungen und der Losungstheorie von Differen-
tialgleichungen wichtig, sondern auch ganz allgemein unverzichtbar fiir die
Geometrie auf gekriimmten Mannigfaltigkeiten. Das Vektorbiindel ist z.B.
unerléBlich fiir die Definition der kovarianten Ableitung und damit fiir die
Definition des Riemanntensors, der die Informationen iiber die Kriimmung
einer Mannigfaltigkeit tragt.

A.3.1 Definition (Glattes Vektorraumbiindel)

Fin k-dimensionales glattes R-Vektorraumbiindel diber einer glatten Mannig-
faltigkeit M ist ein Tripel (E, M, ), bestehend aus zwei glatten Mannigfal-
tigkeiten M und E und einer glatten Abbildung m: E — M, so daf§ gelten:

(VB1) Fiir jedes p € M lifst sich auf E, = 7 (p) die Struktur eines k-
dimensionalen R-Vektorraumes definieren.

(VB2) Fiir jedes p € M 3 offene Umgebung U @€ M von p und ein Diffeo-
morphismus ¢ : 71 (U) — U x R*, so daf das Diagramm

= Y(U) i U x R*

kommutiert, und ¥q € U ist ¢| : E, — {q} x R* ein Vektorraumiso-
Eq

morphismus.

Das Paar (77'(U), ¢) nennt man eine Biindelkarte. Mit einem k- Vektorbiindel
wird zukiinftig immer ein k-dimensionales glattes R-Vektorraumbiindel ge-
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meint sein. Kommt es nicht auf die Dimension an, so sprechen wir einfach
von einem Vektorbiindel.

A.3.2 Definition (Schnitt)
Sei (E, M, ) ein Vektorbiindel. Fine Abbildung s : M — E mit

mTos=1idyy.

heifit ein Schnitt in E. Die Menge aller Schnitte in E wird mit I'(E) bezeich-
net.

Ein glatter Schnitt in E ist ein Schnitt in £, so dafl s : M — E eine C*-
Abbildung ist. Die Menge aller glatten Schnitte in £ wird mit I'*°(E) bezeich-
net. Die so definierten Schnitte bezeichnet man auch als globale Schnitte, da
sie auf ganz M definiert sind. Im Gegensatz dazu bezeichnet man Schnitte, die
nur auf einer Teilmenge N C M definiert sind, als lokale Schnitte. Die Menge
aller lokal auf N C M definierten Schnitte erhélt das Symbol I'(N, E). Er-
laubt N zusétzlich die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit, so bezeichnet
['*°(N, E) die Menge aller lokal auf N definierten Schnitte, die als Abbildun-
gen N — FE glatt sind. Der Trdger eines Schnittes s : N C M — F ist
definiert als die abgeschlossene Menge

supp(s) :={pe N |s(p) #0€ E,} C M.

Mengen von Schnitten mit kompakten Tréger erhalten als zusétzlichen unte-
ren Index ein ,,c“, z.B. I'°(N, E) fiir die glatten, kompakt getragenen Schnitte
N — E.

A.3.3 Beispiele (Tangential- und Kotangentialbiindel)
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

o Auf dem Tangentialbiindel TM := |J T,M exisitert eine eindeutig be-
peEM
stimmte C*°-Struktur, so dal T'"M eine glatte, 2m-dimensionale Man-

nigfaltigkeit wird, (T'M, M,priM) ein m-Vektorraumbiindel und alle
Koordinatenvektorfelder 0f : U — T'M glatte, lokale Schnitte.

e Ebenso gibt es auf dem Kotangentialbiindel T*M := |J TyM genau
peEM

eine C*°-Struktur, so dal T* M eine glatte, 2m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit wird, (T*M, M,prl;/ M) ein m-Vektorraumbiindel und alle Ko-
ordinatenkovektorfelder dy® : U — T*M glatte, lokale Schnitte.
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Fiir diese eindeutigen Strukturen verweisen wir auf [Lee03, Lem.4.1], [Lee03|
Lem.5.14] und [Lee03] Prop.6.5]. Wir werden das Tangentialbiindel (7'M, M,
priM) und das Kotangentialbiindel (T*M, M, pri ™) immer mit diesen ein-
deutigen C*°-Strukturen betrachten. Die Schnitte im Tangentialbiindel hei-
Ben Vektorfelder und die Schnitte im Kotangentialbiindel Kovektorfelder.
Wir werden diese Begriffe aber fiir glatte Schnitte verwenden, da wir nur mit
solchen arbeiten.

A.4 Multilineare Algebra

Bevor definiert werden kann, was eine Differentialform ist, bentigen wir noch
ein paar Grundlagen aus der multilinearen Algebra. Insbesondere brauchen
wir den Begriff eines Tensors und den Begriff des Dachproduktes. Dabei
werden wir aber lediglich ,, Arbeitsdefinitionen“ angeben.

A.4.1 (r, s)-Tensor

Sei V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum, dann nennt man eine R-
multilineare Abbildung

T:Y*xu-xVixVx---xV—HR

vV VvV
r—mal s—mal

einen r-fach kontravarianten und s-fach kovarianten Tensor oder einfach
kurz (r, s)-Tensor. Die Menge aller (r, s)-Tensoren iiber einen endlichdi-
mensionalen R-Vektorraum V' wird mit 77 (V') bezeichnet und bildet einen
R-Vektorraum. Speziell gilt TP(V) = V*, Tg(V) = (V*)* = V und es wird
TY(V) = R gesetzt.

A.4.2 Tensorprodukt

Sei V ein m-dimensionaler R-Vektorraum, 7' € T7(V), T' € T'",(V), SESI v; €
vV, T{EZ w? € V*. Dann macht das Tensorprodukt @ aus T und T” einen (r+1’,
J:

s+s")-Tensor T ® T" € T'"",(V) durch die Definition

Vo T ST W
101) o T(jglw ’igle)T (j:g+1w ’i:gﬂvl)'

ToT)(dw, &

7j=1 1=

® ist durch diese Definition R-bilinear und assoziativ. Mit Hilfe des Tensor-
produktes kann man eine Basis von 77 (V') explizit aufschreiben. Ist némlich
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m . . m - . . .
( @ v;) eine Basis von V und ( a o’) eine Basis von V*, so ist
i=1 j=1

{ei1®~--®eir®ah®---®oﬂs 1§ik,jl§m,1§k§r,1§l§s}

eine Basis von 77 (V). Jeder Tensor T aus 717 (V') 1dBt sich also schreiben als

T=T!" ¢ ® Qe @' @ @,

Ji-Js

o P s
. 010 i ) .
wobei T} = T(kgloz ,lgleﬂ) € R ist.

A.4.3 Alternierende (0, s)-Tensoren und Dachprodukt

Ist V m-dimensionaler R-Vektorraum, so bezeichnet man den R-Vektorraum
aller alterniernden (0, s)-Tensoren mit

Ay(V)={w:V x--- xV — R | w ist alternierend}
———

s—mal

Aus einem (0, s)-Tensor T' € T2(V) kann man mit Hilfe der Abbildung
Alt, : TO(V) — A4(V) einen alternierenden (0, s)-Tensor Alty(T) € A,(V)
machen. Alt, ist dabei gegeben durch die Vorschrift

oESs
was expliziter fiir Esllvi ev
S 1 . S
(Alty(T))( g vi) = XS: sign(o) - T( 8 V(i)
oEDs

bedeutet. Mit dem Dachprodukt A bildet man nun aus Tensoren w € A4(V)
und 7 € A¢(V) einen Tensor w An € Ag(V) durch

(s +1)!

WA= o - Altg e (w @ n).

Das Dachprodukt ist dann per Definition assoziativ, bilinear und graduiert
kommutativ, d.h. w An = (=1)%n A w. Mit einer Basis (Ello/) von V*, ist
durch

{o/lA---Ao/s 1§i1<i2<---<i8§m}
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eine explizite Basis von A¢(V') gegeben, insbesondere ist also

dim (A4(V)) = (m> L 0<s<m.

S =9 =

Mit Hilfe der Basis erhélt man auch einen expliziteren Ausdruck des Dach-
produktes durch das Tensorprodukt

At A At = E Sgn(o‘)aia(l) R R ate®
ogES;

A.5 Tensorfelder und Differentialformen

Die Rollen des Vektorraumes V' und seines dualen Vektorraumes V* in [A.4]
ibernehmen auf Mannigfaltigkeiten der Tangentialraum 7,A/ und der Ko-
tangentialraum T M bei einem Punkt p € M. Als Verallgemeinerung des
Tangential- und Kotangentialbiindels werden die Biindel

TIM = | TI(T,M),
peEM
AM = | AT, M)

peEM
der (r, s)-Tensoren und der alternierenden (0, s)-Tensoren betrachtet. Diese
haben, genau wie das Tangential- und Kotangentialbiindel, eindeutige C>°-
Strukturen, welche diese Biindel zu Vektorbiindeln machen und alle Koor-

dinatentensorfelder sind glatte, lokale Schnitte. Genauer gilt mit diesen ein-
deutigen C*°-Strukturen:

e TTM ist eine glatte, (m + m’**)-dimensionale Mannigfaltigkeit und
(TTM, M, priz™) ein m"+s-Vektorraumbiindel.

e A M ist eine glatte, (m + (?))—dimensionale Mannigfaltigkeit und

(AsM, M, pris™) ein (77;) -Vektorraumbiindel.

Wir werden diese Biindel immer mit diesen eindeutigen C*°-Strukturen ver-
sehen betrachten!
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A.5.1 Definition ((r, s)-Tensorfeld)

Schnitte im Vektorbiindel (TTM, M, pri:™) der (r, s)-Tensoren heifen (r,
s)-Tensorfelder.

Wie bei den Vektor- und Kovektorfeldern werden wir aber mit dem Begriff
Tensorfeld immer einen glatten Schnitt bezeichnen!

A.5.2 Definition (s-Differentialform)

Ein glatter Schnitt im Vektorbiindel (MM, M, pris™) der alternierenden (0,
s)-Tensoren heifst s-Differentialform oder kiirzer s-Form. Die Menge aller s-
Formen bezeichnet man mit QM , die Menge aller s-Formen mit kompakten
Trigern mit Q.M .

A.5.3 Lemma (Lokale Darstellung)

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, (TT M, M,prﬁM) das
Vektorbiindel der (v, s)-Tensoren, (MM, M,pris™) das Vektorbiindel der
antisymmetrischen (0, s)-Tensoren und (U, @) eine beliebige Karte von M.
Dann gilt fir T € T°°(TI M)
T) =T g2 @ ... @0 Qdp" ® - - ® dy,
U T

J1---Js 1

wobei $TI'r = T(kéldgoik, lfsll(?ﬁ) € C=(U) ist. Fiirw e Q.M gilt

J1---Js

; , 1 ‘ ,
w) = Z th...isdgpn VANCIIRIVAN ngls = _|Saw’i1~~-isdg0“ A A ngZS,
S

1<i1 < <is<n

wobei Yw;, ;. = w(kélai) € C>®(U) ist.

A.5.4 Lemma (Transformationsverhalten)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, (T M, M,prfer) das Vektorbiindel der
(r, s)-Tensoren und seien (U, ) und (V,v) zwei Karten von M mit UNV =
W 0. Dann gilt fir die Komponentenfunktion von T € T°(TI M) folgendes
Transformationsverhalten auf W unter Kartenwechsel:

Yo _ ﬁa(wia oy f[a(@lb o ¢_1)¢Tk1._,kr

J1.--Js axk‘a ax]b li..ds -
a=1 =
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A.5.5 Definition (Zuriickholen und Driicken)

Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten, F' : M — N eine glatte Ab-
bildung und p € M. Das Zuriickholen (englisch: ,pullback®) nach M mittels
F ist diejenige Abbildung

F™ : T (T N) — T(T,M)
definiert durch

(prs)(ig v;) = S( a T,F(v)) vélw e T,M.

=1 =1

Ist ferner F ein Diffeomorphismus, so definiert das Zuriickholen mittels F
einen glatten Biindelisomorphismus

FP' TN — TP M.
Weiterhin kann man dann einen weiteren glatten Biindelisomorphismus
Ep:T°M — T°N
definieren, das Driicken (englisch: pushforward®) nach N mittels F,
(FprR)( 8 w;) = R( 8 Ty F " () V. aw; € TrgyN
fiir R € TX(T,M).

Das Zuriickholen und Driicken von (0, s)-Tensoren l&8t sich ohne Miihe auf
(0, s)-Tensorfelder erweitern durch

FP . T™(TN) — I(TM), (F™S),:=F"(Spy,) Vp € M,
F,p :T®(TM) — I*(TN), (F,tR),:= Fyy(Rp-1(y) Yq € N,

fir S € T°(T°N) und R € I'°(TYM). Hierdurch werden glatte Tensorfelder
auf glatte Tensorfelder abgebildet und es gilt fiir alle ¢ € N

(For(F™9)), (& w) = By (F)i-1() (& w) = By (FPS,)( & w)
= Sq(Ell’LUZ) Vélwz S TqN
S pr O pr = idpoo(Ts(JN).
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Analog zeigt man
pr (6] pf — idFOO(TSOM)-

Weiter gelten fiir die lokalen Darstellungen in einer Karte (U, ) von N bzw.
(V,4) von M

1 , A 1 A A
pr(—,wwz‘l...isd@“/\- SN ) = = (i, 0 F)d(@" o F) A -+ Ad(g™ o F),
s! s!

Fog (i A A=, 0 F (0 F YA, Ad( o F ),
wobei w € Q,N und n € Q.M. Vorausgreifend merken wir auch an, dafl
das Zuriickholen und das Driicken mit der duleren Ableitung d, siehe den
nachfolgenden Unterabschnitt, vertauscht. Wird sogar mittels einer Isome-
trie zuriickgeholt bzw. gedriickt, dann vertauscht dies mit dem Hodge-*-
Operator, sieche Abschnitt [B.6| und damit mit der Koableitung 0, sieche Ab-
schnitt[B.7] Dies kann man mit Hilfe der lokalen Darstellungen und Definition
ohne grofien Aufwand zeigen.

A.5.6 Die aduflere Ableitung
Die dufere Ableitung

d: QM — Qo 1 M
w — dw,

lokal in einer Karte (U, ¢) von M

dw| = l,agffwilmisdgoio Adp™ A - Adp®,
v sl

ist ein linearer Ableitungsoperator, der aus einer s-Form eine (s+1)-Form
macht und auf allen glatten Mannigfaltigkeiten existiert. Fiir eine prézise De-
finition der duBeren Ableitung und fiir ihre Eigenschaften siehe z.B. [Lee03,
Thm.12.14]. Eine Differentialform w € Q;M, fiir die dw = 0 gilt, heifit ge-
schlossen. Gilt sogar die Gleichheit w = df fiir 0 € Q1 M, so heifit w exakt.

A.5.7 Lemma (AuBere Ableitung lokal)

Sei M eine m-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit, (U, @) irgendeine Karte
von M und w € QM eine s-Form. Dann gilt lokal

1 ) ) )
'“"dwio,__isdcpzo ANdp't A - ANdp's,

d ] -
“IbT G+
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wobei
S

L _1\VHpP e, .. .
dwlouls T ( 1) az‘l w10~~~lzf1lz+1u-ls
=0

total antisymmetrisch in seinen Indizes ig, ..., 1, iSt.

Beweis: Sei (U, ¢) eine beliebige Karte von M. Alle lokalen Grofien sind
in dieser Karte zu verstehen. Die Antisymmetrie der ¥dw);,. ;. ist klar per
definitionem. Fiir die weitere Aussage berechne mit Hilfe der Laplaceschen
Entwicklungsformel der Determinanten

S 1 S
dw| (,8.03) = S O0k@ry b, dig™ A we Adp™(a 0;)

k k
) 5j§ .. 5]-80
= —8k0wk1__,k5 det :
s! i b
5]-0 . (5js
k k k k
) 5j11 . 5]-51 ) 6]-01 . 5]-51
— Oy, (5].; det R 5% det P
5jf .. 5j; 5j05 . 5].:
k k
5j01 . 6j5171 .
+---+(—1)55;-“f det | : ) : ) g
s sk s!
Jo T Js—1

S

- Z(_1)lajzwj0~-jzf1jl+1~~~js'

=0
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Anhang B

Semi-Riemannsche
Differentialgeometrie

Lorentzmannigfaltigkeiten sind ein Spezialfall semi-Riemannscher Mannig-
faltigkeiten, die wiederum glatte Mannigfaltigkeiten mit der Zusatzstruk-
tur eines metrischen Tensors sind. In diesem Kapitel mochten wir einige
wichtige Folgerungen und Konstruktionen aus dieser Zusatzstruktur vorstel-
len. Hauptséchlich wollen wir den Hodge-+-Operator und die Koableitung
einfithren. Eine detailiertere und weitreichendere Einfithrung in die Welt
semi-Riemannscher Mannigfaltigkeiten ist z.B. [O’N83].

B.1 Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine m-
dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M zusammen mit einem nicht ausgear-
teten symmetrischen (0,2)-Tensorfeld g von konstantem Index, d.h fiir alle
p € M ist die symmetrische, bilineare Abbildung g, nicht ausgeartet und
die Signatur ist fiir alle g, dieselbe. Im Falle, dafl g, fiir alle p € M positiv
definit ist, nennt man g eine Riemannsche Metrik und (M, g) eine Riemann-
sche Mannigfaltigheit. Da g, per Definition fiir alle p € M nicht ausgeartet
ist, ist die Fundamentalmatrix g;;(p) bzgl. einer (und damit jeder) Basis von
T,M invertierbar fiir alle p € M. Die inverse Matrix erhélt obere Indizes,
also ¢ (p) mit
9”(p) - gju(p) = 6

Mit dem metrischen Tensor werden bei Komponentenfunktionen von Ten-
sorfeldern die Indizes herauf- oder heruntergezogen. Ist z.B. w ein (0,s)-
Tensorfeld auf M, dann wird definiert:

ik .k
Wiy..isd =t Wiy iy
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B.1.1 Definition (Isometrie)

Seien (M, g) und (M', ¢') zwei semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und I :
M — M’ € C®°(M,M’). I heifit eine Isometrie genau dann, wenn I ein
Diffeomorphismus und g = I"q’ gilt.

Lokal in einer Karte (U, ) von M bedeutet dies zusammen mit Definition

[A5.5

1ggjo[.

Py — pol”
glj —

B.2 Lineare Zusammenhinge

A priori ist es mathematisch nicht klar, wie man Tangentialrdume an ver-
schiedenen Punkten miteinander vergleichen soll und somit Problemstellun-
gen wie z.B. die Definition einer Richtungsableitung eines Vektorfeldes ldngs
eines anderen Vektorfeldes angeht. Zur Behandlung solcher Fragestellungen
wurde der Begriff des linearen Zusammenhangs eingefiihrt. Physikalisch mo-
tiviert treten lineare Zusammenhénge in der ART bei der Verallgemeinerung
partieller Ableitungen auf. Da die partielle Ableitung eines Tensors i.A. kein
Tensor mehr ist, bedarf es eines neuen Ableitungsbegriffs, den der kovarian-
ten Ableitung. Die kovariante Ableitung ist gerade so konstruiert, daf§ die
kovariante Ableitung eines Tensors wieder ein Tensor ist. Wir geben nun die
Definition und Konstruktionen linearer Zusammenhénge an.

B.2.1 Definition (Linearer Zusammenhang)

Sei m: E — M ein Vektorbiindel. Ein linearer Zusammenhang oder auch
kovariante Ableitung auf (E, M, ) ist ein Operator

V : I%(TM) x T%(E) —s [°(E)
(X, s) — Vys,

sodaff ¥V f € C*(M,R),VX € T°(TM) und Vs € T'°(FE) die folgenden Axio-

me erfillt sind:
(LZ1) Vxs ist R-bilinear in X € T°(TM) und in s € I'°(FE).
(LZ2) Vixs = fVxs.
(LZ3) Vx(fs) = X(f) s+ fVxs (Produktregel).
—~—

=df (X)
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B.2.2 Definition (Christoffelsymbole)

Sei V linearer Zusammenhang auf dem Tangentialbindel (T M, M, ) und
(U, ) eine Karte von M. Dann heiflen die Entwicklungskoeffizienten ‘prj €
C*(U,R) der Entwicklung

Var 0F = T,08

die Christoffelsymbole von V bzgl. der Karte (U, p).

B.2.3 Linearer Zusammenhang mal anders

Sei V ein linearer Zusammenhang auf dem Vektorbiindel (E, M, ), dann
besteht die Moglichkeit V als Abbildung

V:I'(E) —T*(T"M®E)
aufzufassen. Sei ndmlich X € TM und £ € E*, dann ist
Vs, (Vs)p(Xp, &) = (Vxs)p(Ep) €R
fiir alle p € M R-bilinear, also
(Vs), e TyM ® E, Vpe M.

Da Vyxs € I'°(E) ist, ist Vs € '*(T*M ® E).

B.2.4 Lemma (Induzierte lineare Zusammenhinge I)

Sei V¥ ein linearer Zusammenhang auf dem Vektorbiindel (E, M, 7g) und
V¥ linearer Zusammenhang auf dem Vektorbiindel (E', M, 7g).

o Mittels
VEEE (s@s) = VEis®s +s@ Vs
wird ein linearer Zusammenhang VFEF quf E @ E' induziert.
o Mittels
VESE (5 §) = (VEs, VES)
wird ein linearer Zusammenhang VF quf E & E' induziert.
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B.2.5 Lemma (Induzierte lineare Zusammenhénge II)

Sei V linearer Zusammenhang auf dem Tangentialbiindel (T M, M, ). Dann
induziert V. fir alle r,s > 0 eindeutig lineare Zusammenhdnge V', auf den
Tensorbindeln (TT M, M, ") mit den folgenden Figenschaften:

(i) Vi = V.
(ii) Fiir f € T°(TOM) und X € T>TM gilt
Vit = (ida, df (X)) = (idyr, X(f).
(iii) Fir © € T°(TOM) = I(T*M) und X,Y € I°TM gilt
(VIx©)(Y) =X (O(Y)) — O(VxY).
() Fir T € T=(TTM),T" € T°°(T, M) und X € T*TM gilt
Vi (TeT) =V TT +TeV, T
Expliziter gilt fiir T € T>°(TTM), ZEIXZ-, V e I°TM und Jél@j e T°(T*M):

Vip(T)(a €, aX;)=V(T(ae, aX,))

j:l =1 jil

-y r@',... Ve, .0, aX)
7j=1

=1

- ZT(Aal@f,Xl, VWX X).
=1 =

B.2.6 Lemma (Kovariante Ableitung von p-Formen)

Sei M eine m-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit, (U, p) irgendeine Karte
von M, w € Q,M eine p-Form, 0 < p < m, und V ein linearer Zusammen-
hang auf dem Tangentialbiindel (T M, M,priM). Sei weiter der von V auf

dem Vektorbindel (AsM, M, pr]/\\jM ) induzierte lineare Zusammenhang auch
mit V bezeichnet, dann gilt lokal

1 , , ,
Vw = H@Vio“’wil“%dgo’o R dp™ N+ Ndp™,
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wobei

p
L7 .,,_Wso,._E kg, .
wvzo wzl...zp Ca (vw U)zou...zp - 81'0 wzl...zp wrioil wzl...zl_1k11+1...zp~
=1

Beweis: Es wird kein Kartenwechsel durchgefiihrt, deswegen sind alle lokalen
GroBen in der Karte (U, ) zu verstehen.

(Veo| )(80) = (Vo,w)(80:)

p
81-0 (W(lipllail)) — Zw ((91'1, e ,(91-171, VBZ,O ail, 81”1, N ,&p)
=1

P

_ k

= @owil...ip - E W(ail, s ,3il,1>ri0ilak> az‘m, e 781‘;7)
=1

P

_ k .

= @owil...ip - E Fioilwil...i,,lkil+1...ip (—- Viowil...ip)
=1

— Vw s = Viowilmipdgoio Rdp" ® - @ dp'™

1 . 4 .
= 2; VieWiy...i, 0" & dp™ A - N dp™.

B.3 Der Levi-Civita Zusammenhang

Unter allen linearen Zusammenhéngen auf dem Tangentialbiindel einer semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es einen besonders ausgezeichneten, den
metrischen oder Levi-Civita Zusammenhang. Dieser lineare Zusammenhang
ist symmetrisch, die Metrik ist kovariant konstant und er ist durch diese
beiden Eigenschaften schon eindeutig festgelegt.

B.3.1 Satz (Levi-Civita Zusammenhang)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es existiert genau ein
linearer Zusammenhang ¥V auf dem Tangentialbiindel (T M, M, prTM), sodaf
VX,Y,Z € IT>°(TM) gelten:

(LCZ1) VxY — WX = [X,Y] (V ist torsionsfrei bzw. symmetrisch).
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(LCZ2) Z(9(X,Y)) = g(VzX.,Y) + g(X,VzY) (V ist Riemannsch).
Dieser Zusammenhang ist durch die Formel

29(VxZ) = X (9(V,2)) + Y (9(Z, X)) — Z(9(X,Y))
eindeutig bestimmt und heifit der Levi-Civita Zusammenhang von (M, g). Ist

(U, @) eine Karte, so gilt fir die Christoffelsymbole von V bzgl. dieser Karte
die Formel

@Ffj — M (0%, + 0%, — 07 %g;).

N | —

B.3.2 Lemma (Lokale Eigenschaften)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der Levi-Civita Zu-
sammenhang und (U, ) eine Karte von M, dann gelten:

- k k
(ii) Nifgi; = 0 = N#g4 .

i1
(iii) @Fij = \/@8}0\/ %g].

B.3.3 Lemma (Levi-Civita und partielle Ableitung)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V :
I(TM) x QM — Q.M der vom Levi-Civita Zusammenhang auf dem
Vektorbindel (A, M, M, prij) induzierte lineare Zusammenhang, (U, ) ei-
ne Karte von M und w € Q,M eine p-Form, 1 < p < m. Dann gilt lokal auf

U
VAR 1 3§P<¢wij1~-~jp—11/|<pg|>‘

Vgl

Beweis: Wiihle irgendeine Karte (U, ¢) von M und rechne lokal in dieser.
Auf der einen Seite ist

p—1
Y, wiitde—1 2R g it Pkkl WlItdp—1 + E F.gzlwzjl--dn—ll]n+1---]p71
n=1

— az tIrdp—1 + Fkkl wljl...]p_17
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da le” symmetrisch in 4 und [ ist und w?J1-Jn-1l-dr—1 antisymmetrisch.
Auf der anderen Seite ist aber auch

1 ai<wij1...jp_1 /_|g|> = O Wi it 1 8iv/19l
Vgl vari

A

Beide Ausdriicke stimmen also iiberein, was die Behauptung war. O

B.3.4 Lemma (Levi-Civita und duflere Ableitung)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, (U, ) eine Karte von
M,V :T°(TM) x QM — Q.M der vom Levi-Civita Zusammenhang auf
dem Vektorbiindel (A;M, M, priy:™) induzierte lineare Zusammenhang und
w € Q,M eine p-Form. Dann gilt lokal

1 , , .
dw‘ = _ino(pwil...ipdgpm A dg@“ JARERNA dsalp
v pl

und damit insbesondere auch

1 . . )
dw‘ = Y dp® Adg A A d™,
wober
p
l
usig..ip = D (1) N Wiy iy
=0

Beweis: Wihle eine beliebige Karte (U, ). Da kein Kartenwechsel durch-
gefiihrt wird, sind alle lokalen Ausdriicke in dieser Karte zu verstehen:

1 ) . .
EViOwil,,,iPdgpm ANdp™ A - ANdp'™

1 u . . .
= H(@'sz‘l...ip - ZF?OilCUil...il,lkiHl..‘ig) {19020 ANdp N+ A dgplp/
! . -~

vV . .
symmetrisch in ip und §;  antisymmetrisch in i und 4

1 . , .
= Haiowil.“ipdgom ANde™t N Ndp'™
= dw‘ .

U

Der Rest der Aussage folgt aus Lemma 0
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B.4 Der Riemanntensor

Bei der Untersuchung der Kriimmung von Mannigfaltigkeiten ist der Rie-
manntensor das zentrale Objekt der Interesse. Er gibt im Wesentlichen an,
inwieweit die kovarianten Ableitungen des Levi-Civita Zusammenhangs nicht
miteinander vertauschen.

B.4.1 Definition (Riemannscher Kriimmungstensor)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¥V der Levi-Civita
Zusammenhang auf dem Tangentialbiindel (T M, M, prtM). Die Abbildung

R:T®(TM) x T®(TM) x T°(TM) — T°°(T M)
Rxy(Z) = VxVyZ = VyVxZ — Vixy|Z

definiert ein (1, 3)-Tensorfeld R € T°°(T3 M), genannt der Riemannsche
Kriimmungstensor oder kiirzer Riemanntensor von V, mittels:

Ry (0y, X, Yy, Z,) = ©,(Rx,v,(Z,)) VO, € TyM,VX,,Y,, Z, € T,M.

B.4.2 Lemma (Komponentenfunktionen)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der Levi-Civita Zu-
sammenhang, R der Riemannsche Krimmungstensor und (U, ) eine Karte.
Die Komponentenfunktionen “DRéjk € C*(U) und PRijiy € C*(U) werden ge-
geben durch die Formeln

¢Ri’jk = 8;0“"F§-k - 8f“”l“§k - (ST;kaé'r - erkwris)’

@Rijkl = ¢R§ij¢9nl
und erfillen die Symmetrien:

(Z) SoRéjk = —*R!

ik (= Riju = —"Rjinr).
(11) “Rijri = —SRijik.
(iii) YR

vk PR+ PR = 0 (<= Riju + Rk + “Riij = 0).

() PRiji = “Riij-
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B.4.3 Definition (Ricci- und skalare Kriimmung)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der Levi-Civita Zu-
sammenhang und R der Riemannsche Krimmungstensor.

e Der Riccitensor Ric, auch Riccikrimmung genannt, ist definiert als der
eindeutig bestimmte (0,2)-Tensor, der in einer beliebigen Karte (U, p)
von M die folgenden Komponentenfunktionen hat

wRiCij = S0}%1‘]‘ == (‘DRZ

lij

e Die skalare Kriimmung st die skalare Griffe skal, die in einer beliebi-
gen Karte (U, @) von M gegeben wird durch

skal = R == R';.

B.4.4 Lemma (Kommutator kovarianter Ableitungen)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der
vom Levi-Ciwita Zusammenhang auf dem Vektorbindel (A,M, M, prf\ij) m-
duzierte lineare Zusammenhang und w € Q,M eine p-Form. Dann gilt in
einer beliebigen Karte (U, p) von M

jing

p
k
[WV)‘PV]_]‘PWRLHNP = (szwvj - @vjwvi)wwnl...np - E R S0Wn1...nl_lknl_,.l...np-
=1

Beweis: Fixiere eine Karte (U, ¢) von M. Alle Ableitungen und Komponen-
tenfunktionen sind in dieser Karte zu verstehen.

p
Viwnl...np — az wnl...np - Finlwnl...nl,lk.‘.np
=1

p
_ E k
Vj Wnl‘..np — aj Wnl...n,, - anlwnl...nl,lk...np
=1

—

p
b b
vzvj wnl...np = a’LV] wnl...np - Fz‘jvbwnl...np - E anav] wn1...na_1bna+1...np

a=1
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a(a Wn.. np § anlwnl.“nl,lk...np)
(abwm Mnp T § :anlwm np_1kngyy.. np)

§ b k
- Fma <8jwn1...na,1bna+1...np — F]’bwnl wNa—1kngy1..np

- E Pjnlwnl bk‘ np)

l;éa

VJVL Wny.npy = 0; (a Wny.my — E anlwn1...nl,1knl+1...np)
b E
- Fj (ab Wn.. np anlwny..nl,lknl+1...np)

2 b
- ana<aiwnl...na_1bna+1...np szwnl Nag—1kngq1..mp

p
2 : k
— lewnl...bk.‘.np)
=1
l#a
—
p

_ k k
[VZ?V]] Wny..np = E (0i anl)wm u_tknigy.np T E (0 le Wnyng_1kngpr..np

=1

b
+§ L ngwm Na—1knag1..np E F zbwm na—1knati..np

p

_ Z( ork, + ok + 10 T —rgnlrzb)wm I

Jn
=1

[B.42
]an TL ...nl,lanl...np

B.5 Kalkiil mit Epsilonsymbolen

Bei lokalen Rechnungen mit dem Hodge-*-Operator tauchen Summen iiber
Permutationen indizierter Groflen auf, die mit dem Signum dieser Permuta-
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tion einhergehen. Um mit diesen komfortabel zu rechnen und sie kompakt
aufzuschreiben, fithren wir die Epsilonsymbole ein. Dieser Abschnitt soll zei-
gen, wie wir mit den Epsilonsymbolen rechnen und welche Beziehungen fiir
diese gelten. Wir mochten an dieser Stelle direkt darauf hinweisen, daf§ wir
die Epsilonsymbole als rein abstrakte, aber bequeme Schreibweise verwenden.
Die Symbole selbst haben keine zusétzliche Struktur! Sie sind bei uns nicht
die Komponenten irgendeines Tensors und haben auch nicht das entspre-
chende Transformationsverhalten unter Basiswechsel! Schreiben wir z.B. die
Indizes oben oder unten an die Epsilonsymbole, dann nur, um die Summen-
konvention zu erzwingen! Auf den Wert des Epsilonsymbols hat dies jedoch
keinerlei Auswirkung.

B.5.1 Definition (Epsilonsymbole)

Die m-dimensionalen Epsilonsymbole €;, ;. sind definiert wie folgt:

€1.im + = det(ej |-+ [ej,,)
1 fir (glji) ist eine gerade Permutation von (G.lli),
1= 1=
=q —1 fir ('731‘7"') ist eine ungerade Permutation von (‘a1i)’
i—

1=

3

0 sonst.

Hierbei sind die e; € R™ die Standardbasisvektoren des R™. Es gilt z.B.
mit den Epsilonsymbolen fiir die Determinante einer (m x m)-Matrix M mit
Komponenten M?%

det(M) _ Z sgn(a)ﬁMw(i) — €j1...jmﬁMiji7
0cESm =1 =1

oder etwas allgemeiner fiir m indizierte Groflen

Eil...imAilBiQ . Nim — Z Sgn(U)Aa(l)Ba(Q) . Na(m).

UGSm

Weiter ist nach Definiton

6741 im Ejl- Jm - det (<€i1| U |674m)T) ' det(6j1| U |63m)
= det ((en |~ lei) " (einl - lejn))
5i1j1 T 5i1jm
= det : : ,
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wovon bei der Kontraktion zweier Epsilonsymbole miteinander Gebrauch ge-
macht wird. Die folgenden zwei Lemmata geben zwei wichtige Rechenbezie-
hungen zwischen den Epsilonsymbolen und der Determinaten an:

B.5.2 Lemma (Epsilonsymbole und Determinante)

Betrachte die m-dimensionalen Epsilonsymbole, also die Epsilonsymbole mit
m Indizes, welche die Werte 1 bis m annehmen. Fir eine (m x m)-Matriz
M gilt dann

Mll .. Mlm
m
kiji _ _ki.km : ) .
E.71ij]\4- =et det . T : )
i Mml cee MM
wobei 'alki eine Permutation von ai ist.
1= 1=
Beweis:
Mkll Mk:l? ... Mk’lm
m m Mk21 MkQQ .. Mkzm
kiji __ kio(i) _
ejlmijM Ji = E sgn(a)HM @) — det : _ :
‘ o€ Sm ! Mkml Mka . Mkmm
Mll . Mlm
= FrFm det : _ :
Mml cee Mmm

Im letzten Schritt wurde die Antisymmetrie der Determinanten unter Ver-
tauschung von Zeilen und Spalten benutzt. U

B.5.3 Lemma (Kontraktionen der Epsilonsymbole)

Betrachte die m-dimensionalen Epsilonsymbole, also die Epsilonsymbole mit
m Indizes, welche die Werte 1 bis m annehmen. Sei weiter 1 < s < m, dann
gilt fir die (m — s)-fache Kontraktion

jl jl
5 oh
6il--~is’fs+1~~~km€]1”']Skﬁlmkm =(m-—s)ldet | + ..
Js Js
5.8
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Beweis: Ist lalil keine Permutation von lcstl Ji, so sind beide Seiten Null und

die Gleichheit ist offensichtlich. Sei also lalil eine Permutation von 131 Ji- Nach

Definition der Epsilonsymbole gilt

o J1-Jsksq1.km _ . )
€irrisho 1o dim € = 5 det(e;,] ... |ex,,) det(ej,] - .. |ex,,)
ks+1 ----- kJm
Oiy1 -ov Ok,1 01 oo Ot
= g det S : det : '
Kst1,-e) km 5i1m . 5kmm (Sjlm Ce 5kmm

- Z ( Z sgn(a)(f[%g(n)( lm_[ 5kzo(l)))

ks+1,.ckm 0ESm l=s5+1

. ( > sgn(ﬂ)(ﬂ@m(l))(ﬁ 5’“1“”)))

S S m

= Z sgn(o) sgn(m) (H(Sila(l)) (Héjﬂr(l))( H 50(5)”(1))

o, TESH =1 =1 l=5+1
s m

= > sgn(o)sen(7 o o) ([ [5100) (] [057000) ( [ doymecy)

o, TESH =1 =1 l=s5+1

=2 sen@® ([ Ioec0) 22 (1] dowmerw)

'UGSWL l=s+1

_ 3 sen(®) ([ [imc0) D 1

FE€ESm =1 oESm
T()=UVIZ{i1,...,is} o(l)=4Vle{l,...,s}
= (m —s)! > sen(7) (] [957a))
TESm, =1

ﬁ-(l):lzvlg{ll 7777 ZS}

= (m —s)! Z sgn(o) (H(sjzia(z))

GESs
Sjvis - Ojyi o Lo
=(m—s)ldet| + ..t | =(m—s)det : :
iy - Oy o .ok
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B.6 Der Hodge-+-Operator

Der Hodge-x-Operator bildet in einer m-dimensionalen, orientierten, semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit bijektiv p-Formen auf (m — p)-Formen ab
und ist sehr hilfreich dabei, Gleichungen mit Formen global zu schreiben.

B.6.

1 Satz (Hodge-+-Operator)

Sei (M, g) eine orientierte, m-dimensionale, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit.

(a)

(b)

Fiir jedes p = 1,...,m, definiert g eine eindeutig bestimmte, nicht
ausgeartete, symmetrische R-Bilinearform auf A, (T, M), die ebenfalls
wie das Skalarprodukt auf T, M mit g, notiert wird und welche

gx(w; ARRRNA wzz)a nglc ARERNA Uﬁ) = det (g:c(#w;n #77;))

erfillt, wann immer ,glw;, '8177% € A (T, M) sind. # ist hierbei definiert
i= i=

durch #w, := gi'wl , Of| , wobei (U, p) eine Karte von M um z ist.
x

Fiir jedes p = 0, ..., m existiert eine eindeutig bestimmte, glatte, lineare
Abbildung * : A,M — A,,,_,M, der Hodge-*-Operator, welcher

Wz A My = gx<wa?7 7796) d‘/g(l’)

erfillt fir alle w, € Ay(T,,;M). Hierbei bezeichnet dV,, die Riemannsche
Volumenform, siehe z.B. [O’N83]. Fir (0,0)-Tensoren w(x) und n(x)
gilt die Gleichheit g,(w(z),n(z)) = w(z) An(z) = w(z)n(z).

Beweis der Nichtausgeartetheit: Angenommen fiir 0 # w, € A, (T, M)
gilt g, (wy,mz) = 0 Vn, € Ay(T,M). Wéhle irgendeine Karte (U, ) von M
um x, dann gilt w, = %!will_,ip(x) da 0 A -+ A dyp' und

0 = go(wWa, dp@* N+ A dxgoj”)

= gm(ﬁwil...ip (l’) dp@™ N N dp@? N A da:gojp)

1 9o (Fdo0™ #do@™) .. go(Fdup™, F#Hdaip™)
= Hwil...ip(l’) det : :

' 9o (Fdep, #dop™) . gu(Fdup™, #dp?P)
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£
)
S

—=
N

r( lkl( )81

9 7" (p) Oy,

)

xT

Diese Gleichheit gilt fiir alle Wahlen von (ji, ..., j,) und damit folgt

_  ,J1d
Wiy .., (T) = w77 ( Hgngk

fiir alle Wahlen von (iq,...,14,). Also ist schon w, =0 € A, (T, M) im Wider-
spruch zur Annahme. O
B.6.2 Bemerkung
Es ist nicht schwierig den Hodge-x-Operator auf Differentialformen zu er-
klaren. So ist z.B. fiir ‘alwi, }alnj e M

= J=

g ' A AWt A At = det (g(#, #07)) € € (M),

x: Q.M — Q,,,_.M definiert durch

wA*n = g(w,n)dV, Ywe QM

und fiir Nullformen w und 7 ist g(w,n) = w An = wn

B.6.3 Lemma (Symmetrische Paarung von p-Formen)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann
wird wegen der Eigenschaften des Hodge-x-Operators auf allen Elementen
von Q,M, fiir welche das folgende Integral auch existiert, eine symmetrische
R-Bilinearform gegeben durch

<w,n>M ::/Mw/\*n:/Mg(w,n)dVg.
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Die symmetrische Paarung

(o )up s peM X QpeM — R

<w,n>M:/ w A *n
M

1st nicht entartet.

Beweis: Angenommen 0 # w € Q,.M mit <w,77> =0 Vne Q.M. Es gibt
also eine Wahl (iy,...,4,) und einen Punkt x € M, sodaB w;, ;,(z) # O,
0.B.d.A. w;, ,(x) > 0, wobei die Komponentenfunktion in irgendeiner Kar-
te (U, ) mit & € U zu verstehen ist. Da w;,. ;, € C*(U), gibt es folglich eine

o> 0. Weiter gibt es, da M lokal kompakt

ist, um x eine offene Umgebung W, die in einem Kompaktum K enthalten
ist. Definiere die offene Menge V := ONW. Fiir diese gilt V C K und V € U.
Da U homoomorph zu einer offenen Menge des R™ ist, ist V' homdomorph
zu einer offenen Menge des R™. In dieser findet man ein Kompaktum und
da durch stetige Abbildungen Kompakta auf Kompakta abgebildet werden,
somit eine kompakte Menge A C V. Da M hausdorffsch ist, ist A abgeschlos-
sen in M. Zu dieser abgeschlossenen Menge A und zur offenen Menge V' sei

X € C®(M) die glatte Abschneidefunktion wie in Folgerung [A.1.2] also

Umgebung O €U von z mit w;, _;,

0<x<1, X‘AE 1 und supp(yx) C V.

Da supp(x) C V C K, ist x kompakt getragen. n € Q,.M sei nun definiert
durch 7 := xdp’* A -+ Adp’, dann gilt

0:<w,ngpj1 A A dapjp>:/ g(w, xdp™ A--- A dgojp)dVg:/ X witr dv,
M 1%

= ijl‘“j" =0
1%
— Wit =0
A
p
L — Ji...J . _
— (,(),lezp A_ (w E pIHngZk) A_ O?

was ein Widerspruch zu w;, ;,| > 0 ist. Also muf fiir ein w € ,cM mit
1%

<w, 77> = 0 fiir alle n € Q,cM schon w = 0 gelten. U

Es folgt unmittelbar, dafl auch die Paarungen <~, > a QpeM X QM — R
und <', ~>M : QM x Q,M — R nicht entartet sind.
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B.6.4 Lemma (Lokale Wirkung von x)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dann gilt lokal in einer Karte (U, ) von M fiir* : Q,M — Q,,_,M,
0 < p <m, die Gleichung

p
i i sgn () Vi T .
*(dg& LA '/\dQO p) — (m — p)‘€j1~..jpkp+1...k‘m(H<pgjl l) |<pg| dgpkpﬂ A-- '/\dgok

=1

(sgn(yp) ist fiir eine positiv orientierte Karte +1 und fir eine negativ orien-
tierte —1). Weiter gilt fir «=* : Q,M — Q,,_,M, 0 < p < m, die Gleichung

x L= (=1 (g g7

Beweis: Alle lokalen Grofien sind in der Karte (U, ) zu verstehen. Wihle
w € ,M beliebig, dann gelten lokal w‘ = %wm,_npmp"l A - Ade™ und
P

p
sgn () i A .
W‘U/\((m _ 8)!€j1~-~jpkp+1v..km(lllg ")/ gl de™ A Ndp )
P17 Gy — )1 e (LY
'dSOnl/\"'/\dSOnp/\ngkp+1/\---/\dgpkm
Bz3 1 1 4
= —Wpy..m €1 i Jiir) gnienpkpt1.km g1/
! oL,
— - . . . ]Z
- plwny..np det 7:1p S ;lp Hg ! ld‘/g
5j1 o e 6];7 -
p
= le...ijgjdeg
=1
gjlil L. gjllp
1 ' .
= _lel.]p det . T : d‘/jq
p' gjpil . gjpip
1 9@ O, 9" 0y) . g™ O g 0y)
= et a Y
9(g" 0 g™ 0) .. g(g"" O, 9" O,)
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| g(F#deh  Edo™) ... g(FdP, #dg")
ijl.”jp det e d‘/g
' g(#deP, #de™) ... g(FdePr, de™)

= 9| de" A ndp)ay,

- “‘U/\ % (dg Ao Adg').

Fiir die lokale Darstellung von *~! berechne ** : Q,, ,M — Q,, ,M in
einer beliebig gewihlten Karte (U, ¢).

* *(d(pzl A--- A dgpim*P>

m—p

sgn(yp) . - )

= *<_p§ ejl"'jmfpk“mprrl-..km( | | gjl l), /|g| dgﬁk p+1 /\ .. /\ d(pk‘ )
. =1

m—p

sgn(y)? i) STl
= —Gjlmjm,pkm,pﬂ..,km(ngll) |g|(

p! i m—p)!
m
’ 6afmprrlmafmbl~--bm—p( H galkl) \% |g| dgobl ARRRNA d(pbm—p
l=m—p+1

m—p

6jl~~-jmfpk?'mfp#»l~~~km ( H gjlil ) |g|
=1

1

_  (_1\p(m=p) _
=) p!(m —p)!

m

: €b1...bm_pam,p+1...am( H galkl) dQObl ARRRNA dgobm_p
l=m—p+1

[B53 m— 1 01 im—p@m—pt1.--Gm
= (_1)17( p)me1 P p+1 g 1|g|

dgpbl Ao A dgpb’"*”
Oy oon Oy

m—p

: Ebl...bmfpamﬁ#l...am

1

r@:ﬂ(—1)1”(”“13)];9‘1|9| Do et A At
XA s

= (=P g gl dgt A At

= (1P P)g g %

=idg,,
U Pl

— (1) g g| %+ = idg

m—p?

da (U, ¢) beliebig gew#hlt war. O
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B.7 Das Kodifferential

Die duflere Ableitung und der Hodge-*-Operator werden, da sie in einer be-
stimmten Kombination héufig auftreten, zu einem dritten Operator 0 zu-
sammengefafit, welcher aus p-Formen (p — 1)-Formen macht. Diesen Opera-
tor 6 nennt man das Kodifferential oder die Koableitung. Um dies mathe-
matisch zu prézisieren sei (M, g) eine zunéchst orientierte, m-dimensionale,
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und <-, > 5 die in Unterabschnitt
eingefiihrte, symmetrische Bilinearform. Fiir alle w € Q,M,n € Q, 1M mit
supp(w) Nsupp(n) C M kompakt ist das Kodifferential 6 : Q,M — Q,_1 M
definiert als die eindeutig bestimmte Abbildung fiir die

<(5w, 77>M - <w, d77>M

gilt. Die Integrale existieren wegen supp(w) N supp(n) € M kompakt und
in diesem Sinne ist die Koableitung ¢ der zur &ufleren Ableitung d formal
adjungierte Operator.

dn A xw =d(n A *w) + (=1)'n A d*w
=dnA*w) + (=1)PpAx*xtdxw
=dnA*w)+nAx((—1) " d*xw)

:>/Md77/\>kw:/Md(77/\*w)+/ nAK((=1)F *7 dxw).

M

Mit dem Satz von Stokes erhalt man weiter

/Md(n/\*w) = 0.

Fiir das Kodifferential einer p-Form gilt daher die Formel
§=(—1)Px1dx.

Mittels dieser Gleichung la8t sich das Kodifferential fiir alle w € €, M defi-
nieren und nicht nur fiir diejenigen, fiir welche die Integrale existieren. Aber
Vorsicht! Denn nicht fiir alle Formen w € Q,M und alle Formen n € 2,_; M,
fiir welche die Integrale existieren gilt <(5w, 7]> u= <w, d77> - Im Allgemeinen
treten noch Randterme auf, sodaf <5w, 77> M= <w, dn> T Randterme gilt.
Fiir eine Nullform ist 6 = 0 und weiter gilt auch § o 6 = 0. Gilt fiir eine Dif-
ferentialform w € Q,M die Gleichung dw = 0, so heifit sie kogeschlossen. Sie
heifit koexakt genau dann, wenn es ein 7 € 2,1 M mit w = dn gibt. Es mag
bisher so aussehen, als hénge ¢ von der Orientierung der Mannigfaltigkeit ab.
Das dem in Wirklichkeit nicht so ist, zeigt das folgende Lemma:
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B.7.1 Lemma (Lokale Wirkung von J)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Dann gilt lokal in irgendeiner Karte (U, p) von M fiir die Koableitung
0: QM — Q, 1M, 1<p<m:

1 1 . p—l
ow| =———7—7==0k (‘Owk”““‘””\/ |*"9|>H“’g~k do™ A - A dpFrt
1\ k ik
v (p 1)' |wg| 3 =1

Beweis: Sei (U, ) eine beliebige Karte. Kein Kartenwechsel wird durch-
gefiihrt und daher sind alle Komponentenfunktionen und Ableitungen in die-

ser Karte zu verstehen. Sei w € Q,M, dann gilt w‘U: %!wilmipdgoil A~ Ndp'

und

p

Bosa 1 sgn(p) y S m
ww| TS Ewil...z'pWeh...jpkpﬂ,_km(ngﬂz O]9l de™ A - A d
. ' I=1

sgn(yp) 1.7 ko .
mw p€j1"'jpkp+l...km V |g| ng PHLA LA ng

—
d * w‘U = p—!(m _p)!akp (wh Jp | /|g|>€j1...jpkp+1...kmd90 A ANdp
—
* 1 * w’ 54 (—1)(7”*1’“)(17*1)’9’971 wd % w‘
v U

B5d (_1)(m—p+1)(p—1)’g’g—1 .
T P m-plp - 1) O, <wh v |g|>ejl---jpkp+1---’fm

* €apramby.by_1 (Hg‘”kl)\/ 9] d® A - A dpbr
l=p

(_1)(m—p+1)(p—1) ’g’g_l

= Ok, (wjl'"jp vV \g\)ﬁjl...jpkpﬂ..‘km

pl(m —p)l(p —1)!

m
* Eap...amb1...bp_1 (Hgalkl )(
l=p

p—1 p—1
Hgblml)<Hgmlnz)\/ lglde™ A~ - Ndp"
= =1

=1
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Erg (—1)m—rthe-1 o
& O <w]1-~]p /|g|>€- .
plm —p)lp—1!/lg| Pl

p—1

: ek”"‘kmml"'m”_l(Hgmml) dp™ A - A dphr?
=1

—1)m=p+1)(p=1)(_1)(m-p)(p=1) 1 o
- 0 W — l(_) | a’“?(wﬁmh”’g’)
pl(m —p)l(p—1)! varl
p—1

) ) kpmi..mp_1kpy1..k n1i Np_1
€1 dpkp 1k € e m(Hgmmz) de™ Ao Ndp™
=1

mm (00D L (e,
a p!(p—l)!\/makp( \/@

k k
o8\
. det : . : (Hgmmz) de™ A - A dp™rt
O A
-1
(=p®-Y k 1
— O, (= \/1g1) ([T gmun Y™ A+ -+ A g
(p—1)'V/gl H h
—
dw| = ( 1)p>x<_1d>|<w‘
U U
11 L
=T —|g|akp (w’“’”m \/E) (I Lomm)de™ A --- A dpm=.

=1

O

Wegen der zweifachen Anwendung des Hodge-x-Operators ist 6 unabhéingig
von der gewihlten Orientierung der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit.
D.h. ¢ 148t sich auch fiir nicht orientierbare Mannigfaltigkeiten wohldefi-
nieren, und zwar fiir eine p-Form w € Q,M ist dw diejenige eindeutig be-
stimmte (p —1)-Form, die lokal in einer beliebigen Karte (U, ) gegeben wird
durch den obigen lokalen Audruck. Dafl sich dieser Ausdruck auch geméif
dem Transformationsverhalten von Tensoren transformiert, siecht man ganz
deutlich anhand des nichsten Lemmas:

B.7.2 Lemma (Kodifferential und Levi-Civita)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und be-
zeichne V den linearen Zusammenhang auf dem Vektorbindel (A,M, M, ),
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der vom Levi-Civita Zusammenhang induziert wird. Dann gilt lokal in irgend-
einer Karte (U, ) von M fir §: Q,M — Q, 1M, 1 <p<m:

-1
1 O
ol = = NI ] [ di A - A dgh
v (p-1) H n
1 .
- (p — 1)|<pglmvz'g0wjkl,..kp,ldgokl A A dsokp—l‘

Beweis: Wende Lemma auf die lokale Gestalt von dw an und benutze
Lemma [B.3.2{(iii). O

B.7.3 Lemma (Koexakt und exakt)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit und 0 < p < m. Eine kogeschlossene p-Form w € €0, M ist genau dann
koexakt, wenn thr Hodgeduales *w exakt ist.

Beweis: ,<=": Sei w € Q,M mit dw =0 und w = n, n € Q,11 M.

w=06n=(—1)P"x"dxn
— xw = d((=1)"*" % 7).

=" Sei w € Q,M mit dw = 0 und *w = db, 0 € Q,_ M.

*w:dézd**_lé’:d*n
= w=xldxn= (=1 (1) ) = (=1 ).

B.8 Der Wellenoperator

Das Cauchyproblem der Maxwellgleichungen wird in der Regel nicht direkt
gelost, sondern auf das Cauchyproblem einer inhomogenen Wellengleichung
zuriickgefithrt. Aus diesem Grund lohnt es sich einen Abschnitt dem Wellen-
operator ] := —dd — dd fiir p-Formen zu widmen. Wir werden zuerst etwas
Allgemeines zu Differentialoperatoren sagen und behandeln diese Aussagen
dann an Beispielen, die fiir die Diskussion des Wellenoperators von Differen-
tialformen relevant sind. In der Darstellung der allgemeinen Aussagen und
Beispiele zu Differentialoperatoren folgen wir [BGP0O7], mit Ausnahme der
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Konvention der Metrik. Dies fiithrt aber zu keinerlei Unterschieden, da wir
an den erforderlichen Stellen (z.B. in der Definition von normal hyperboli-
schen Operatoren) ein zusétzliches Minuszeichen einfiigen, sodafl die lokalen
Ausdriicke exakt mit denen von [BGP07] iibereinstimmen.

B.8.1 Definition (Linearer Differentialoperator)

Seien (E, M, 7g) ein e-Vektorbindel und (F, M, nr) ein f-Vektorbindel iber
einer m-dimensionalen, glatten Mannigfaltigkeit M. Ein linearer Differen-
tialoperator von E nach F von maximaler Ordnung k ist eine R-lineare Ab-
bildung

L:T>(M, E) —s (M, F),

sodaf$ gilt: Fir jedes p € M 3 Karte (U,p) um p € M und Biindelkarten
®: 71, (U) — U xR, V:a(U) — U xRS, sodap lokal

o
=) A, Do
) o S (prpe™ o®os| )

prngR oWo (Ls
U
laf<k

gilt, wobei A, - U — Homg(R¢, RY) glatte Abbildungen sind, die durchaus
von der gewdhlten Karte (U, ) abhdngig sein konnen, s € I'™°(M, E) ein

ot
= Gatt e und ol = ZO‘

ist. Anders formuliert existiert Vp € M eine Karte (U, p) um p und fir jgden
lokalen Rahmen <‘131Ei)’ (TcrleJ) von E und F ist Ls von der Gestalt
1= j=

Schnitt, o = (‘TcrtLlozz) ein Multundex mit §— ‘9 .
1=

Ls‘ = ZAM%'OE

wobei AJ : U — R glatte Abbildungen sind, die wieder von der gewdhlten
Karte (U go) abhingen kénnen.

Ist ein linearer Differentialoperator von maximaler Ordung k, aber nicht mehr
von maximaler Ordnung k — 1, so nennt man ihn einem linearen Differential-
operator der Ordnung k. Fiir lineare Differentialoperatoren gilt

supp(Ls) C supp(s).
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B.8.2 Definition (Fithrendes Symbol)

Sei L : I°(M,FE) — I'*°(M, F) ein linearer Differentialoperator der Ord-
nung k von dem Vektorbiindel E in das Vektorbiindel F'. Das fiihrende Sym-
bol von L st die Abbildung

op:T"M — Homg(E, F),
genauer

oL : TyM — Homg(E,, F}),

Ty M
die lokal definiert ist wie folgt: Sei (U, p) Karte um p € M und ®, ¥ Biindel-
karten wie in |B.8.1. Sei weiter % dp® = § € Ty M, dann ist

xRS — a xR¢
or(§) == Z@TH{RIJ)‘} R oW) to% Aa(p)o(prﬁ{{;} ® o d),
|a|=k

m

wobei K = [[(%,)*. Anders formuliert hat man ¥p € M mit Karte (U, ¢)
s=1

um p und fir jeden lokalen Rahmen ('€1Ei)’ (ELIFJ) von E und F, sodafs
i= j=

Of,i 8@‘1
lokale Darstellung des fiihrenden Symbols:

oL(€)(up) = Y ub - AL (D)E*Fy(p),

|a|=k

Ls von der Gestalt LS‘U: > <k A MFj fir s € (M, E) ist, folgende

wobet u, € I, 1st.

Man kann zeigen, daf} das fithrende Symbol wohldefiniert ist, d.h. unabhéngig
von irgendwelchen Wahlen einer Karte oder Biindelkarten. Ist weiter L, :
['°(M,E) — TI'*°(M, F) ein linearer Differentialoperator der Ordnung k
und Lo : I'°(M,G) — I'**(M, G) ein linearer Differentialoperator der Ord-
nung 1, so ist Ly o L; ein linearer Differentialoperator der Ordnung k41 mit
fithrendem Symbol

OLgoLy (5) = 0L, (5) 0oL, (5)

B.8.3 Definition (Normal hyperbolisch)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Ein linearer Differentialoperator P :
['*(M,E) — I'*(M,E) der Ordnung 2 heifft normal hyperbolisch mit
fiihrendem Symbol vom metrischen Typ genau dann, wenn

op(§) = gp(#&, #E)idg, Yp € M,V € Ty M.
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B.8. Der Wellenoperator

B.8.4 Beispiele von Differentialoperatoren

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, z € M, £ € T/ M, w €
Q,M und (U, ¢) eine Karte von M um =.

e Sei L : I'™°(M,E) — I'™°(M, F) ein linearer Differentialoperator der
Ordnung 0, d.h. insbesondere Ls| = A{ s'F; mit jedem lokalen Rahmen
U

(ﬁlEi), (Qle) von F und F'. Es folgt fiir das fiihrende Symbol
1= J1=

o1(€)(s:) = Al ()5, Fy(2) = Lsy = 01(€) = L.

Vergleicht man dies mit Satz und insbesondere Lemma [B.6.4] so
kann man folgern, dal der Hodge-+-Operator ein linearer Differential-
operator 0.Ordnung ist. Das fithrende Symbol des Hodge-*-Operators
ist er gerade wieder selber.

e Die duflere Ableitung d : Q,M — Q1 M.

1 ' A

W‘U — Hsowjl---jpdgpjl A A dgpjp7
1 4 ' |
dw‘U - Haf Sawh...jpd%@z A dgojl Ao A d(pjp

— d ist ein linearer Differentialoperator 1.0rdnung. Das fithrende
Symbol ergibt sich zu

1 ) . _
Jd(g) (wx) = H%)ju-jp (m)cpgz d:l:SDZ A deOJI ARRRNAN deOJp = f N Wy

e Das Kodifferential ¢ : 2,M — €,_; M. Wegen der vorherigen Beispie-
le ist das Kodifferential ein linearer Differentialoperator der Ordnung
1 mit fithrendem Symbol

05(§)(we) = (=1)70u-144(§) (wa) = (=1)70,-14(§) (3w
(_1)]]0-**1(5)(5 A *wx) = (_1)17 « ! (§ A *w.T)

1 o p—1
= _< 1)‘<P€Z,<pwwl...yp—1($)H¢’gjlkl(:r) deOka A A dx(pk:p_l
p—1) 11
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e Sei V ein linearer Zusammenhang auf (F, M, 7). Betrachte V als Ab-
bildung V : I°(E) — I(T*M ® E). Sei ( ﬁlEi) ein lokaler Rahmen

und ( Elé’i) der zugehorige duale Rahmen.

Vs b (Vs)! dy' @ E;, mit

(Vs)] = Vs| (07.€7) = Vies| (&) = (07 ") B+ 5V ) ()
=075 + s (Vor B ) (€)
—_—

€C>=(U,R)

=—> V ist ein linearer Differentialoperator 1.Ordnung. Das fiihrende
Symbol errechnet sich zu

ov(€)(sy) = L%, d,¢" @ Ej(z) = £ ® s,

B.8.5 Satz (Wellenoperator fiir Differentialformen)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, Lorentzmannigfaltigkeit und 0 <
p < m. Dann ist der Wellenoperator fiir die p-Formen,

O = —(d6 + 8d),

ein normal hyperbolischer Differentialoperator 2, M — Q,M mit fiihrendem
Symbol vom metrischen Typ.

Beweis: [] ist ein linearer Differentialoperator 2.0rdnung nach Definition
und Unterabschnitt B.8.4l Sei w € Q,M und (U, ¢) eine Karte. Alle fol-
genden Ableitungen und Komponentenfunktionen sind in dieser Karte zu
verstehen, da kein Kartenwechsel durchgefiihrt wird. Bezeichne weiter V den
vom Levi-Civita Zusammenhang auf (A,M, M, ) induzierten, linearen Zu-
sammenhang, dann gilt lokal

=
“lo= \T o
1 i iko -
= <kal(g Viwjk2~-~kp |g V ZX(; szwko Kkt kp))

1 .
Vkl (50&))162“.,917 + Hgmovi(dw)kokl.‘.k»dwkl A A dg@kp

.d(pk"l/\.../\dgpkp

1 .
= Hngovzvkowklkpd(pkl A A d(pkp
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+

gijvkl Viw; kz...kpd@kl A A dgpk”

1
(p—1)!

1 . P
+ HngOViZ(_1)lvklwko...kl_1kl+1__kpd(pkl VAR dgpkp
’ I=1

1 .
— Hgmovivkowkl...kpdgpkl FANKIRIRIVAN d@kp

+ 97V, Viw; kg ky A A -+ A diph

(p—1)!

1 ,
B mgmovivhwkokg...kpdgokl A A dgpkp

1 .. N
- (Hgl]vivjwkl...kp - ),9” Vi, Vkl]wm,,,kp)dgokl A A dgpkp.

(p—1
0

Um die Summe auszurechnen, wurde in jedem Summanden k; in k; und A
in k; umbenannt und dann die Antisymmetrie von dp® A --- A dp*» ausge-
nutzt. An dem so erhaltenen lokalen Ausdruck sieht man, dafl [J ein normal
hyperbolischer Differentialoperator ist.

B.8.6 Definition (d’Alembert Operator)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit und V¥ ein linearer Zusammenhang
auf dem Vektorbiindel (E, M, ). VE und der vom Levi-Civita Zusammen-
hang auf T*M induzierte, lineare Zusammenhang VEC induzieren einen li-
nearen Zusammenhang VECEE . T°(T*MQFE) — IT*(T*MQT*MQE) auf
dem Vektorbiindel T*M ® E. Der d’Alembert Operator des Zusammenhangs
st definiert als

OV" . (M, E) — T'™(M, E),
OV = (Spur ®idg) o VECF o VP

wobei Spur : T*M @ T*M — R die metrische Spur sein soll, also Spur(a ®
B) = g(#a, #B).

B.8.7 Satz (Weitzenbockformel)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit und P : T°(M,E) — T'°(M, E)
ein normal hyperbolischer Operator. Dann existiert ein eindeutig bestimmter,
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Anhang B. Semi-Riemannsche Differentialgeometrie

linearer Zusammenhang V auf dem Vektorbindel (E, M, wg) und ein eindeu-
tig bestimmtes B € (M, EndgE = Homgr(E, E)), mit B, € Endr(E,),
sodafs

P=0V+B.

Beweis: Siehe [BGP07, Lem.1.5.5]. O

Der so eindeutig bestimmte, lineare Zusammenhang heifit der P-kompatible
Zusammenhang.

B.8.8 Satz (Der [-kompatible Zusammenhang)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, Lorentzmannigfaltigkeit und 0 <
p < m. Dann ist der O-kompatible Zusammenhang auf dem Vektorbiindel
der alternierenden (0,p)-Tensoren der vom Levi-Civita Zusammenhang VL€
induzierte, lineare Zusammenhang Vg.

Beweis: Wiihle eine Karte (U, ¢) von M, eine p-Form w € Q,M und berech-
ne lokal

O%w| = (Spur®id) o V% 0 V0w
U Py

j N

1 . . ,
24 (Spur ®id) o VLC@S(HVO Wiy iy ™ @ dp" N - Ndp™)

1 0 . . . .
E24 (Spur ®id)(HVfo%Vg,iowh,.,Z-pdd‘l Rdp" @ dp" A -+ Ndp')
| 0 . .
- ylmﬁvg?“@%wy%@ﬂA-~Ad¢%

oder, um die Notation einfacher und versténdlicher zu halten,

Dvgw U = gzilloavi71viowi1...ipdgpll ARERNA d(pzp.

[V unterscheidet sich also von [J nur in einem Feld von Endomorphismen,
genauer nur durch einen Term in Kriimmungsgrofien, und nach der Weit-
zenbockformel folgt die Aussage dieses Satzes. O
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B.8.9 Lemma (Vertauschbarkeit von d und § mit 0J)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, Lorentzmannigfaltigkeit und 0 <
p < m. Dann vertauscht der Wellenoperator J von p-Formen mit der dufSe-
ren Ableitung d und der Koableitung d. In Formeln gelten also:

d0 = 0Od,
500 = 06

Man beachte, dal in beiden Gleichungen auf der linken Seite ein anderer
Wellenoperator gemeint ist, als auf der rechten Seite. Auf der linken Seite ist
in beiden Féllen der Wellenoperator fiir p-Formen gemeint, auf der rechten
einmal der Wellenoperator fiir (p+1)-Formen (Vertauschen mit d) und einmal
derjenige fiir (p — 1)-Formen (Vertauschen mit §).

Beweis: Sei w € (2, M eine p-Form.

Odw = —(dé + dd)dw = —dédw,
0w = —d(dd + 6d)w = —dddw.

Oéw = —(dd + 0d)ow = —ddéw,
0w = —0(dd + 0d)w = —ddéw.

B.9 Komplexwertige Differentialformen

In Hinblick auf eine Quantentheorie wollen wir nicht nur reellwertige Diffe-
rentialformen, sondern auch komplexwertige Differentialformen betrachten.
Durch die Vorarbeit, die in den bisherigen Kapiteln des Anhanges geleistet
wurde, ist es nun nicht mehr schwer, anzugeben, wie man mit komplexwer-
tigen Differentialformen umzugehen hat.

B.9.1 Definition

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ist ein alternierender komplexwer-
tiger (0, p)-Tensor eine alternierende R-multilineare Abbildung

wx:\TzMx---xTxM—HC, r e M.

vV
z—mal
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Die alternierenden komplexwertigen (0, p)-Tensoren bilden einen Vektorraum
tiber C und damit auch iiber R, der mit A,(7,M,C) bezeichnet wird. Als
Konvention wird A¢(T,M) = C vereinbart. Jedes Element in A,(7,M,C)
ist eindeutig in einen Real- und Imaginérteil zerlegbar, die fiir sich selbst
genommen, alternierende, reellwertige (0, p)-Tensoren aus A, (7, M) sind.
Deswegen und nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gilt

Ay(T, M, C) = A(T, M) & A(T, M) = Ay(T, M) ®g C.
Das Tensorbiindel A,(M,C) := |J A,(T,M,C) der komplexwertigen (0, p)-

zeM

Tensoren ist aus diesem Grund eine (m + 2 (7;) )-dimensionale, glatte Man-

nigfaltigkeit und (Ap(M ,C), M, 7T) ist ein 2 (Zj) -dimensionales, glattes R-

Vektorraumbiindel iiber M.
Der R-Vektorraum der komplexwertigen p-Formen ist nun definiert als die
Komplexifizierung des R-Vektorraumes der reellwertigen p-Formen

Q,(M,C) := Q,M ®5 C = Q,M @ Q,M.

Wegen dieser Definition besitzen die Elemente aus ,(A, C) eine eindeutige
Zerlegung in einen Real- und Imaginéarteil, die wieder fiir sich genommen
reellwertige Differentialformen (glatte Schnitte in (A,M, M, 7)) sind:

wg

. W
w=wg+iwg = ( %), Wy, wg € QM.

Somit sind die Elemente aus Q,(M, C) die glatten Schnitte im Vektorbiindel
(AP(M, C), M, 7T) nach der Komponentenregel. In einer Karte (U, ¢) von M
gilt fiir ein w € Q,(M,C)
1 . .
‘ [ Sawil...ipdgoﬁu /\ P /\ dgp’LP’
vopl
wobei

“Owilmip € COO<U, C)

Wiy..i, € C>(U,C) ist nun wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit dquivalent
dazu, dafl

§R(Lla"‘}zd...ip) = S0(")3?2'1~~ip € COO(U)’

S(wiy..ip) = Wsiy..q, € CT(U)

gelten.
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B.9.2 Operatoren

Wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit eines w € Q4(M,C) in Real- und Ima-
ginérteil werden die fiir reellwertige p-Formen bekannten Operationen auf
komplexwertige p-Formen durch komponentenweise Anwendung fortgesetzt.
Dies garantiert insbesondere die C-Linearitéit dieser Operationen. So wer-
den z.B. die duflere Ableitung, der Hodge-*-Operator und die Koableitung
definiert durch

d:Qy(M,C) — Qp+1)(M,C)
w — dw = dwg + 1dwg,

* 1 Q,(M,C) — Qm —p)(M,C)

W kW 1= kwy + 1 *wgy,

5 Q,(M,C) — Qp — 1)(M, )
W — dw = dwx + 10wg.

Genauso werden das Integral, das Zuriickholen und Vorschieben komplex-
wertiger Differentialformen und der von dem Levi-Civita-Zusammenhang auf
(Ap(M ,C), M, 7?) induzierte Zusammenhang definiert durch

/ .0, (M,C) —

C
w>—>/w::/w§}g+i/w%,

F:N— M,
FP Q. (M,C) — Q,(N,C)

w — FP0 = FPup + 1 FPwg,

F,p: (N, C) —» Q,(M,C)

W — prw = pra)gcg —f-infw%,
V : T°(TM) x Q,(M,C) —s Q,(M,C)
(X,w) — Vxw := Vxwy + 1 Vyws,

wobei anzumerken ist, dal der so definierte lineare Zusammenhang auf dem
Vektorbiindel (Ap(M ,C), M, 7T) genau derjenige ist, den man durch Lemma
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auf A,M @ A, M erhélt. Durch die komponentenweise Anwendung auf
Real- und Imaginérteil vertauschen die Operatoren d, x, 4, [, V, das Zuriick-
holen und das Driicken mit der komplexen Konjugation. Globale Aussa-
gen, wie z.B. der Stokessche Intergalsatz, gelten mit diesen Definitionen fiir
komplexwertige Formen genauso wie fiir reellwertige Formen. Ebenso stim-
men alle lokalen Ausdriicke von und mit komplexwertigen Differentialformen
mit den entsprechenden lokalen Ausdriicken reellwertiger Differentialformen,
wie sie in den bisherigen Kapiteln des Anhanges bereits angegeben wurden,
vollsténdig iiberein. Man muf} sich nur immer ins Gedéchtnis rufen, daf§ die
Komponentenfunktion nun komplexwertige, glatte Funktionen sind. Aus die-
sem Grund folgt auch, dal der Wellenoperator [1 = —dd—d0 fiir komplexwer-
tige Formen normal hyperbolisch mit fiihrendem Symbol vom metrischen Typ
ist. Der [J-kompatible, lineare Zusammenhang ist dann der zuvor definierte
Zusammenhang V, der vom Levi-Civita-Zusammenhang induziert wird.

B.9.3 Symmetrische Paarung

Eine wichtige Sache, die noch neu geklart werden muf, ist die symmetrische
Paarung von komplexwertigen Formen. Fiir reellwertige Formen wurde diese
in Unterabschnitt angegeben. Fiir komplexwertige, kompakt getragene
p-Formen wird die symmetrische Paarung genauso durch

() s Ou(M,C) X DM, T) —

<w,77> ::/ w N *7),
M

definiert. Wegen den Eigenschaften der symmetrischen Paarung reellwertiger
Differentialformen ist die so definerte Paarung fiir komplexwertige Differen-
tialformen symmetrisch und nicht ausgeartet, da

/ w/\*n:/ (,Ug:g/\*ng%—wg/\*ﬁg—i—i/ wr A *Ng + wg A *0%.

M M M

Hiermit folgert man dann, daf auch (-, ->M D Qe (M, C) x Q,(M,C) — C
und (-, ), : (M, C)xQ,(M,C) — C nicht entartet sind. Beziiglich dieser

Paarung sind die duflere Ableitung und die Koableitung fiir komplexwertige
Formen zueinander formal adjungierte Operatoren.
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Anhang C

Lorentzgeometrie

C.1 Erste Definitionen

C.1.1 Definition (Lorentzmannigfaltigkeit)

Fine Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) ist eine semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Signatur (+,—, —, —).

C.1.2 Definition (Licht-, raum- und zeitartig)

Sei (M, g) ein Lorentzmannigfaltigkeit und p € M. Dann heifst ein Vektor
v, € T,M \ {0}

lichtartig <= ¢,(vp, vp) = 0.

raumartig <= g(vp, v,) < 0.

zeitartig <= g(vp, v,) > 0.

kausal :<= ¢(v,,v,) > 0.

Man beachte, dafl ein lichtartiger oder ein kausaler Vektor per definitionem
niemals der Nullvektor ist! Eine glatte Kurve ¢ : I C R — M heif}t licht-,
raum-, zeitartig oder kausal genau dann, wenn fiir alle ¢ € I der Tangenti-
alvektor ¢(t) licht-, raum-, zeitartig oder kausal ist. Eine glatte eingebettete
Untermannigfaltigkeit N von M heif$t licht-, raum- oder zeitartig genau dann,
wenn T, N licht-, raum- oder zeitartig fiir alle p € NV bzgl. des von der Lor-
entzmetrik induzierten (0, 2)-Tensorfeldes ist, d.h. v, ist licht-, raum- oder
zeitartig fiir alle v, € T,N \ {0}, fiir alle p € N.
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C.1.3 Satz (Zusammenhangskomponenten)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit und bezeichne ¥, = {v, € T,M |
Gp(vp,vp) > 0} die Menge der zeitartigen Vektoren. Definiere Vv, € T, die
Mengen

Co(vy) :={u, € %, | g(vp,upy) > 0},
¢ (vp) == {u, € T, | g(vp,up) <0},

welche Zeitkegel genannt werden. Es gelten:
(a) € (v,) und €_(vy) sind offen, disjunkt und konvez.
(b) €4(vp) UC (1) =%,

(c) up € €i(vy) == vy € Ci(up) <= o (vp) = Co(up).

Beweis: Siehe [O'N83, Lem.5.29] und die darauffolgenden Aussagen. O

Es ist nicht mdglich die beiden Zusammenhangskomponenten von %, int-
rinsisch zu unterscheiden, da es keinen zwingenden Grund dafiir gibt, einen
zeitartigen Vektor einem anderem zeitartigen Vektor vorzuziehen. Z.B. ist
v, € €4 (v,) aber auch v, € €_(u,) fiir g,(vy,u,) < 0= €, (v,) = €_(u,).
Die Unterscheidung der Zusammenhangskomponenten muf3 also per Hand
durch eine willkiirlich Auszeichung vorgenommen werden.

C.1.4 Definition (Zukunfts-/vergangenheitsgerichtet)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit, dann heifft sich eine Zusammen-
hangskomponente von T, auszusuchen, T,M zeitzuorientieren.

o Fin zeitartiger Vektor aus der ausgewdhlten Zusammenhangskompo-
nente heifit zukunftsgerichtet.

o Fin zeitartiger Vektor aus der anderen Zusammenhangskomponente
heifst vergangenheitsgerichtet.

e [in kausaler Vektor heifst zukunfts-/vergangenheitsgerichtet, wenn er

im Abschluf3 der Menge der zukunfts-/vergangenheitsgerichteten Vek-
toren liegt.
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C.1.5 Definition (Zeitorientierung)

Fine Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) heifst genau dann zeitorientierbar, wenn
es ein zeitartiges Vektorfeld X € T°°(T'M) gibt, d.h. X‘ 1st zeitartigVp € M.

Die Auswahl eines solchen zeitartigen Vektorfeldes hezﬁt dann Zeitorientie-
rung von (M, g).

Es wird nach Wahl eines solchen X dann {iblicherweise auf 7}, M diejenige Zu-

sammenhangskomponente ausgezeichnet, in welcher X ) liegt, also € (X ) ).
p p

C.1.6 Definition (Raumzeit)

Eine zeitorientierte, zusammenhdngende Lorentzmannigfaltigkeit mit Dimen-
ston > 2 nennt man eine Raumzeit.

C.1.7 Definition (Zukunfts-Fergangenheitsgerichtete Kurve)

Sei (M, g) eine Raumzeit, dann heifit eine glatte Kurve ¢ : I C R —»
M zukunfts-/vergangenheitsgerichtet genau dann, wenn ¢(t) kausal ist und
zukunfts- /vergangenheitsgerichtet ¥t € 1.

In einer Raumzeit ist eine zeit-, licht- oder kausale glatte Kurve entweder
immer zukunfts- oder immer vergangenheitsgerichtet, aber nicht beides! Siehe
hierzu [BEE9G].

C.2 Kausale Strukturen

C.2.1 Definition (Kausalititsrelationen)

Sei (M, g) eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit und p,q € M zwei
Punkte.

e p KL q <= dy: I CR — M zeitartige, zukunftsgerichtete, glatte
Kurve von p nach q.

e p< q:i<= dy:I CR— M kausale, zukunftsgerichtete, glatte Kurve
von p nach q.

e p< q:<=p=qoderp<q.

<& heif3t ,, sehr viel friiher als“ und < heif3t , friher als“. Die Kausalitatsrela-
tionen sind transitiv, ein Beweis ist in [Pen72, Def.2.1, Prop.2.23] zu finden.
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C.2.2 Definition (Zukunft und Vergangenheit)

Sei (M, g) eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit und p € M ein Punkt.
Es werden folgende Teilmengen von M definiert:

e Chronologische Zukunft von p: I¥(p) == {q € M | p < ¢}.
e Chronologische Vergangenheit von p: IM(p) := {q € M | ¢ < p}.
e Kausale Zukunft von p: JM(p) :={q € M | p <q}.
e Kausale Vergangenheit von p: JM(p) :=={q € M | ¢ < p}.
Fiir eine Teilmenge A C M definiert man ebenso:

e Chronologische Zukunft von A: IM(A) := |J I} (p).

pEA

o Chronologische Vergangenheit von A: IM(A) = |J IM(p).

peEA
o Kausale Zukunft von A: JY(A) .= U JY¥(p).
peEA
o Kausale Vergangenheit von A: JM(A) := |J JM(p).

pEA

Die chronologische Zukunft/Vergangenheit ist immer eine offene Menge, die
kausale Zukunft/Vergangenheit ist i.A. weder abgeschlossen noch offen. Als
weitere Abkiirzung wird fiir eine Menge A C M die Mengen JM(A) :=
JM(A) U JM(A) und IM(A) := IM(A) U IM(A) definiert. Man sagt, daB
zwei Mengen A und B raumartig getrennt sind, wenn AN JM(B) = ) (<=
BNJM(A) = 0). Eine Menge A heifit zukunfts- /vergangenheitskompakt genau
dann, wenn AN JY (p) bzw. AN JM(p) kompakt Vp € M ist.

C.2.3 Definition (Achronal und akausal)

FEine Teilmenge A C M in einer Raumzeit (M, g) heifit genau dann

e achronal, falls p < q niemals richtig ist fir p,q € A.
Das ist genau dann der Fall, wenn keine zeitartige, glatte Kurve A
mehr als einmal schneidet.

e akausal, falls p < q niemals richtig ist fiir p,q € A.
Das ist genau dann der Fuall, wenn keine kausale, glatte Kurve A mehr
als einmal schneidet.
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Jede akausale Teilmenge ist auch achronal, die Umkehrung ist i.A. falsch.
Nach [O'N83, Lem.14.42] folgt aber, daf jede achronale raumartige Hyper-
flache auch akausal ist.

C.2.4 Definition (Endpunkte einer Kurve)

Sei (M, g) eine Raumzeit und ¢ : I — M eine glatte Kurve. Ist ¢ zukunfts-
/vergangenheitsgerichtet und kausal oder zeitartig, so heifit p € M

e In der Zukunft/Vergangenheit liegender Endpunkt von v <=V Um-
gebungen U von p Ity =t(U) € I mit v(t) € U Vt > ty.

e In der Vergangenheit/Zukunft liegender Endpunkt von v <=V Um-
gebungen U von p Ity =t(U) € I mit y(t) € U Vt < ty.

C.2.5 Definition (Nicht erweiterbare Kurve)

Eine kausale oder zeitartige, glatte Kurve ¢ : I — M in eine Raumzeit
(M, g) heift

e Zukunftsmaximal oder zukunftsunerweiterbar ;<= ¢ hat keinen in der
Zukunft liegenden Endpunkt.

e Vergangenheitsmaximal oder vergangenheitsunerweiterbar :<—=> ¢ hat
keinen in der Vergangenheit liegenden Endpunkt.

e Nicht erweiterbar ;<= ¢ zukunfts- und vergangenheitsmaximal.

C.2.6 Definition (Cauchyentwicklung)

Sei A C M eine Teilmenge einer Raumzeit (M, g).

o DM(A) = {p € M | Jede vergangenheitsmazimale,

kausale, glatte Kurve durch p schneidet A}

heift die Zukunftscauchyentwicklung oder der Zukunftsabhéingigkeits-
bereich von A.

o DM(A) := {p € M | Jede zukunftsmazimale,

kausale, glatte Kurve durch p schneidet A}

heifit die Vergangenheitscauchyentwicklung oder der Vergangenheits-
abhéngigkeitsbereich von A.
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o DM(A) := DI(A) U DM(A) heift die Cauchyentwicklung oder der
Abhéngigkeitsbereich von A.

Ist p € Dﬂ‘f (A), dann bedeutet dies, daf} alle Signale, die p theoretisch beein-
flussen konnen auf A registriert werden. Die physikalische Situation, die in
DM (A) vorliegt, ist also vollstindig durch die Informationen auf A festgelegt.
Genauso ist DM (A) die Menge aller Ereignisse, die A theoretisch beeinflussen
konnen.

C.2.7 Definition (Cauchyhyperfliche)

FEine Teilmenge ¥ C M einer Raumzeit (M, g) heifst genau dann Cauchy-
hyperflache, wenn jede nicht erweiterbare, zeitartige, glatte Kurve ¥ genau
einmal schneidet.

Eine Cauchyhyperfliche ist immer eine abgeschlossene, achronale, topologi-
sche Hyperfliche und wird von jeder nicht erweiterbaren, kausalen, glatten
Kurve geschnitten, [O’N83, Lem.14.29]. Cauchyhyperflichen sind also immer
als eingebettete Untermannigfaltigkeiten zu verstehen.

C.2.8 Lemma (Cauchyhyperfliche und -entwicklung)

Fine achronale Menge A C M in einer Raumzeit (M, g) ist eine Cauchyhy-
perfliche genau dann, wenn DM(A) = M.

C.3 Global hyperbolische Raumzeiten

C.3.1 Definition (Kausalititsbedingung)

Eine Raumzeit heifit genau dann kausal, wenn sie keine geschlossene kausale
Kurve enthidlt.

Physikalisch relevante Raumzeiten sollten immer die Kausalitdtsbedingung
erfiillen, wodurch man Paradoxen ausschliefit, die bei Reisen in die Vergan-
genheit erzeugt werden. Insbesondere werden somit kompakte Mannigfaltig-
keiten als physikalisch sinnvolle Raumzeiten aussortiert, siehe [BEQ9).
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C.3.2 Definition (Global hyperbolisch)

Fine Raumzeit (M,g) heifst genau dann global hyperbolisch, wenn sie die
Kausalititsbedingung erfillt und fiir alle p,q € M der Schnitt J™(p,q) =
JM(p) N JM(p) kompakt ist.

Global hyperbolische Raumzeiten besitzen viele schone Figenschaften, die
man sich von einer physikalisch realistischen Mannigfaltigkeit wiinscht, siehe
[GHT79]. Wie sich gezeigt hat und spéter mathematisch priziser formuliert
wird, zeichnen sich global hyperbolische Mannigfaltigkeiten auch ganz be-
sonders dadurch als exzellente, physikalische Raumzeiten aus, dafl auf ihnen
Cauchyprobleme, grob gesprochen Differentialgleichungen mit Vorgabe von
Anfangswerten, wohlgestellt sind. Beispiele fiir global hyperbolische Raum-
zeiten sind der altbekannte Minkowskiraum, die Robertson-Walker Raumzeit
und die Schwarzschild-Kruskal Raumzeit. Die Anti-deSitter Raumzeit ist ein
Beispiel fiir eine nicht global hyperbolische Raumzeit.

C.3.3 Bemerkung

In fritheren Arbeiten wie z.B. in [BGP07] wird starke Kausalitét statt Kau-
salitdat gefordert. Es ist aber erst kiirzlich bemerkt worden, dafl diese beiden
Begriffe auf einer Raumzeit (M, g) dquivalent sind, wenn

JM(p,q) == JM(p) N JM(q) kompakt Vp,q € M

erfiillt ist. Siehe hierzu [BSOT].

C.3.4 Satz (R. Geroch 1970)

FEine Raumzeit (M,g) ist genau dann global hyperbolisch, wenn sie eine
Cauchyhyperfliche besitzt.

Dieses Resultat ist rein topologisch, d.h. ist (M, g) eine global hyperboli-
sche Raumzeit, so gibt es eine topologische Cauchyhyperflache > und M ist
homoéomorph zur Produktmannigfaltigkeit R x . Dieser Satz 148t sich noch
wesentlich verschérfen, wie von A.N. Bernal und M. Sanchez in den letzten
Jahren bewiesen wurde.

C.3.5 Satz (A.N. Bernal und M. Sanchez 2003)

Jede global hyperbolische Raumzeit besitzt eine glatte, raumartige Cauchyhy-
perfliiche 3 und ist so diffeomorph zur glatten Produktmannigfaltigkeit R x 3.
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C.3.6 Definition (Zeitfunktionen)
Sei (M, g) eine Raumzeit. Eine stetige Funktion t : M — R heifit

o Zeitfunktion <= t ldngs jeder zukunftsgerichteten, kausalen, glatten
Kurve streng monoton wachsend ist.

e Temporalfunktion :<=> t ist glatt und und grad(t) ist zukunftsgerichtet
und zeitartig.

e Cauchyzeitfunktion :<=t ist eine Zeitfunktion und alle Niveauflichen
von t sind Cauchyhyperflichen.

e Cauchytemporalfunktion :<=> t ist eine Temporalfunktion und alle Ni-
veaufiichen von t sind Cauchyhyperfiichen.

C.3.7 Satz (A.N. Bernal und M. Sanchez)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und ¥ C M eine glatte, raum-
artige Cauchyhyperfliche.
Dann existiert eine Cauchytemporalfunktion T, so daf$ gelten:

(a) © =T-1(0).

(b) ¥t € R\ {0} ist T~(t) eine glatte, raumartige Cauchyhyperfliche in
M. Man erhdlt also eine Aufblatterung von M in glatte, raumartige
Cauchyhyperflichen.

(c) (M,g) ist isometrisch diffeomorph zur glatten Produktmannigfaltigkeit
R x X mit der Metrik Bdt ® dt — h,

wobei B € C¥(R x X,RT), t ist die Projektion von R x 3 auf R, jede
Niveaufliche {t} x X ist eine glatte, raumartige Cauchyhyperfliche in
R x ¥ und h ist Riemannsche Metrik auf 33, die glatt von t abhdngt.

Beweis: Siehe [BS05] und [BS06]. O

Die Cauchytemporalfunktion ist nicht eindeutig bestimmt. Die in (c¢) besag-
te Isometrie, wir nennen sie Ism, wird mit der Cauchytemporalfunktion 7'
konstruiert, wofiir wir nochmals auf [BS05, Proposition 2.4] verweisen. Ins-
besondere geht daraus hervor, dafl 7' = t o Ism ist, weswegen {0} x X mit ¥
und allgemeiner {t} x ¥ mit 77!(¢) zu identifizieren ist.
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C.4 Angepalite Koordinatensysteme

Wegen der bisher gemachten Aussagen gibt es im Fall einer global hyperboli-
schen Mannigfaltigkeit (M, g) mit glatter, raumartiger Cauchyhyperfliche %
besondere Schnittkarten, die sogenannten angepafiten Koordinatensysteme.
Sie sind fiir lokale Rechnungen besonders gut geeignet und wir verwenden sie
auch immer fiir solche. Wie man angepafite Koordinatensysteme konstruiert
und welche Eigenschaften sie besitzen, soll nun gekléirt werden.

C.4.1 Konstruktion

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und X eine raumartige, glatte
Cauchyhyperfliche. Satz erlaubt es aus Karten (U, ¢) von X Karten
von M zu konstruieren, so dafl die Metrik aufspaltet. Sei ndmlich Ism eine
Isometrie M — R x X mit Cauchytemporalfunktion 7" = ¢ o Ism, dann
ist (R2 I x U,id X ¢) eine Produktkarte von (R x ¥, 8dt? — h) und damit
(V, ) := (Ism™ (I xU), (id x p)olsm ) eine Karte von (M, g). Sei VN # 0,
dann ist ¢(VNX) = ¢(V) N {0} x R? da ¢° = T also konstant 0 auf
ist. (V,¢) ist demnach eine Schnittkarte von M fiir 3 und wird angepaftes
Koordinatensystem genannt.

C.4.2 Aufspaltung der Metrik

Sei (V, ¢) ein angepafites Koordinatensystem mit zugehoriger Karte (U, )

von Y. Fiir g‘ folgt in einer solchen Schnittkarte
1%

g‘v = Tsm® (Bdt @ dt — hyd(id x @)’ ® d(id x )7)

= Bolsm d(t o Ism) ® d(t o Ism) — hy; o Ism d(id x ¢)' ® d(id x )’
= Bolsm dT ® dT — h;j o Ism d¢' @ d¢’.

Wie man sieht, ist die Metrik in ,zeitliche* und ,rdumliche” Komponenten

aufgespalten. h o Ism ist hierbei die von ¢ auf der entsprechenden Cauchy-

hyperfliche induzierte Riemannsche Metrik, also h o Ism y ): —Lfbg. In
T-1(t

Zukunft werden h o Ism und S o Ism auch schlicht als A und 3 bezeichnet,

was aber zu keinen Verwirrungen fiihren sollte. Es gelten
hij = _¢gij7

V1%l = VBV
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Die Aufspaltung der Metrik hat eine wichtige Implikation fiir den Wechsel
von einem angepafiten Koordinatensystem in ein weiteres angepafites Koor-
dinatensystem. Seien (V, ¢) und (W, 6) zwei angepaBte Koordinatensysteme.
Da g ein Tensor ist, erfiillt er das Transformationsverhalten fiir Tensoren und
damit ist

0—¢  O0—¢
0
G =T fj T 5¢9a6-

Insbesondere ist aber, da die Metrik aufspaltet

O—¢p  O—¢ m@»—)qﬁ 0—¢ O—¢p O—¢
0="90; =T § T 7% =T § T "%a=T7 & T "%

=0 .
Multipliziert man beide Seiten mit 7 ] und summiert iiber j, so erhilt man

O—¢
T g¢gai =0

Auf dieses Ergebnis greifen wir in Unterabschnitt zuriick.

C.4.3 Normalenvektorfeld n

In einem angepaBiten Koordinatensystem (V, ¢) mit zugehoriger Karte (U, @)
von Y hat das eindeutig bestimmte, zeitartige und zukunftsgerichtete Nor-
malenvektorfeld n ldngs 3 eine ganz einfache Form, ndmlich wegen

9(05.07) = g(0r,0) = %01 =0, i=1,2,3

folgt

n= ;8 = L@
Va0r.or) VB

Die ,,rdumlichen® Komponenten “n’ von n sind also in angepafiten Koordi-
natensystemen Null. Wegen +/|%| = v/Bv*h folgt weiter

yo_ VT
V1%l

Fiir das zu n zugehorige Kovektorfeld b(n) gilt

YAkl IT
NC

b(n)| = " do” = “goon” do” = /B dT =
daher %n; =0, =1,2,3.
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C.4.4 Lemma (Hodge-*-Operator und n)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, global hyperbolische Raumzeit
und ¥ eine raumartige, glatte Cauchyhyperfliche mit Einbettung v : ¥ —>
M. Bezeichne h = —i*g die von g auf ¥ induzierte Riemannsche Metrik,
sy, *y die Hodge-x-Operatoren auf M bzw. ¥ und n das zeitartige und zu-
kunftsgerichtete Normalenvektorfeld lings Y. Sei weiter X mit der von n
induzierten Orientierung versehen. Es gilt dann fiir eine p-Form w € (,M,
I<p<m

(=1)PFVE=D(p — 1) gy PP (5 pyw) = 1P (eing w).
Beweis: Sei (V,¢) ein angepaBtes Koordinatensystem von M fiir ¥ und

(U, p) die zugehorige Karte von 3. Alle Komponentenfunktionen und Ablei-
tungen sind in dieser Wahl zu verstehen. Es gilt

*n [,pb(*MW) = *Ez,pb(*Mw )
U U

1
= *Zépb(*M—'wm,,,#pd¢m A A d¢“1’)
p!

Bsd sgn(¢) = R Vi
= *ZLpb(mw,ul...,upeul...Vpup+1..,1/m(Hg lHl) ‘g‘ d(b PELA A d¢ )
’ ) =1

59n<¢) V1.V, ini1 -
*E(mw P €. pipsionim V9 TN N dp™)

p
Sgn 2 : my_10... / j im
- ' Wt np6n1...nl,lo...npierl.A.im |g| dQDZIHl ARRRNA dgpl )

=1
= sgn |iw0m'"mml“"'nPEOm...nz1m+1...npip+1...im\/Hdwip“ Ao A d(pi’")
=1
- *Z(Qr—iii( | —p)! WO sy i sierin V191 G A A dip™)
= =(Go iﬁ?gi) p)“ﬂhn%ﬁlanwp4w+ywm\/Eﬂd¢%+lA---Acmfm)
FET o _\1/)’3(;/;_ p)!won...z’pleil_,_iplipH.._imejp+1._.jmj1._.jp1l:1i1hjmd¢jl Ao A dgi
@—;éxﬁg_M1MEI%WHW%JNM4MALMMW”\ A dpht
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\/m\/ﬁ 041...5p—1

(p— 1)'2(771—19)' i1p—1ip g 1o €1 p—1 Gt 1 G

H h]mHththnlkldS@kl A-ee A dgpkp—l

I=p+1 =1

-1
mxz (D" Vgl o, i Loy i, ...imp k kp—
= (p — 1)!2(m _p>[w 1 161,1.“%71%““.%%6 1.-Mp—1%p+1 HhmkdeO LA A d(p p—1
=1
ot ..o
p—1) “ tp—1
@ ( (p)_ 1)'2\/3 041...5p— 1thlkldet dg@kl Ao A d(.pkp_l
o 6
1)p(p—1)
= ((p)_ 1) \/B Oma:Tip- Ithzk’ldw N~ /\dwkIFl
=1
1)+ e-1) p-l
i (2)3 m—y VB ] T it A - A dighrr
) =1
—1)+tD(-1) pl
- ( (; _ 1)‘ \/BWO Vlmyp_ngVlkldgpkl A A ngkp_l
’ =1
(—1)@+DE-D
— W\/Bwuk1...kp_19wd90kl A A dgpkp—l
—1)+D(-1)
= ( (Z)j — 1)' no wuklmkpflg“odgokl VANKIERIVAN ngkp*l
—1)+D(-1)
= ( (2)9 — 1)' no kal_”kpild(pkl JANKIEIRIVAN d(pkp*l
1)e+D(p-1)
= kﬁ’b(einn w)
(p—1)! U

Da das angepafite Koordinatensystem beliebig gewéhlt war und sich ganz X
durch solche iiberdecken 1483t, folgt die Behauptung. O

Der Beweis dieses Lemmas 1483t sich auch allgemeiner mit beliebigen Schnitt-
karten fiithren, die Existenz angepafiter Koordinatensysteme ist also nicht
essentiell fiir den Beweis. Weiter gilt wegen der komponentenweisen Anwen-
dung von * diese Aussage genauso fiir w € Q, (M, C).
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C.5 Normal hyperbolische Differentialgleichungen

An dieser Stelle zitieren wir die wichtigsten Sétze aus [BGPOT] zur Losungs-
theorie von normal hyperbolischen Differentialgleichungen auf global hyper-
bolischen Mannigfaltigkeiten.

C.5.1 Satz (Eindeutigkeit)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, ¥ C M eine glatte, raumar-
tige Cauchyhyperfliche, n € T'°(X,TM) das zeitartige und zukunftsgerich-
tete Normalenvektorfeld lings 3, (E, M, ) ein Vektorbiindel, P ein normal
hyperbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und V der
P-kompatible Zusammenhang auf E. Lost u € I'°(M, E)

Pu =0,
u’ =0,
%
Vau| =0,
b

dann st u=0 auf M.

C.5.2 Satz (Cauchyproblem)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, ¥ C M eine raumartige, glat-
te Cauchyhyperfiiche, n € T°°(3, TM) das zeitartige und zukunftsgerichtete
Normalenvektorfeld lings 3, (E, M, ) ein Vektorbindel, P ein normal hy-
perbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und ¥V der P-
kompatible Zusammenhang auf E. Fir jedes Tripel u,,uy € I'°(3, E) und
feT®(M,E) existiert ein eindeutig bestimmtes uw € I'°(M, E), das

Pu = f,

U‘ = Uo,
b

Vau| =uy
b

erfillt. Dariiber hinaus gilt supp(u) C JM(K), wobei K gegeben wird durch
K = supp(u,) U supp(u1) U supp(f).

C.5.3 Satz (Abhingigkeit von den Anfangsdaten)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, ¥ C M eine raumartige, glat-
te Cauchyhyperfidche, n € (X, TM) das zeitartige und zukunftsgerichtete
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Normalenvektorfeld lings ¥, (E, M, ) ein Vektorbindel, P ein normal hy-
perbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und ¥V der P-
kompatible Zusammenhang auf E. Dann ist die Abbildung

(M, E) & T>(S, E) & TS, E) — I°(M, E)
(fu Ug, ul) U

auf die eindeutige Losung des Cauchyproblems

Pu = f,
U‘ = Uy,
)
Vaul =u
b

linear und stetig.

C.5.4 Satz (Trigereigenschaft der Losung)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, ¥ C M eine raumartige, glat-
te Cauchyhyperfidche, n € I'*°(3, TM) das zeitartige und zukunftsgerichtete
Normalenvektorfeld lings 3, (E, M, ) ein Vektorbiindel, P ein normal hy-
perbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und V der P-
kompatible Zusammenhang auf E. Ist uw € T'°(M, E) Losung zu den Cauchy-
daten uy,uy € ' (X, E) und f € TX(M, E) von

Pu = f,
U’ = U,
by
Vau| = uq,
>

dann hat v auf jeder weiteren Cauchyhyperfliche kompakten Trédger.

Beweis: supp(u) ¢ JY(K) = JY(K) U JM¥(K) mit K = supp(u,) U
supp(u1 ) Usupp(f). Da endliche Vereinigungen kompakter Mengen kompakt
sind, ist K kompakt. Sei ¥’ eine weitere Cauchyhyperfliche, dann ist JM (K)N
>’ kompakt nach [BGPOT, Cor.A.5.4]. Somit ist (JY(K)NY)U(JM(K)NY)
als endliche Vereinigung kompakter Mengen kompakt. supp(u) 0¥’ ist abge-
schlossen, da supp(u) und X' abgeschlossen sind. Deswegen ist supp(u) N %
eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge J™(K)NY' und daher
selbst kompakt. 0]
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C.5.5 Satz (Greensche Operatoren)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und P ein normal hyperboli-
scher Operator, der auf den Schnitten eines Vektorbiindels (E, M, ) operiert.
Dann ezistiert fir P genau ein eindeutig bestimmter avancierter Greenscher
Operator G4 : I'°(M, E) — I'SS(M, E) und genau ein eindeutig bestimmter
retardierter Greenscher Operator G_ : IT°(M,E) — I'(M, E), d.h.

(GOl) Po Gi == ZdI‘SO(M,E')

(GOQ) Gi o P‘ = Zng"(M,E)

I'ge(M,E)

(GO3) supp(G=yp) C JY (supp(y)) Ve € T(M, E).

G, und G_ lassen sich erweitern und zwar G, auf Schnitte s mit ver-
gangenheitskompakten Triger und auf solche Schnitte s, sodafl f = G,s
die eindeutige Losung von Of = s mit supp(f) vergangenheitskompakt
ist. G_ 1aBt sich auf Schnitte s mit zukunftskompakten Triger und auf
solche Schnitte s’ erweitern, sodal f = G_s die eindeutige Losung von
Of = s mit supp(f) zukunftsskompakt ist. Man bildet auch den Opera-
tor G:=Gy —G_ :T(M,E) — I'2(M, E), der die Eigenschaften

e PoG=GoP =0

I'ee(M,E)
o supp(Gf) C J (supp(f)) U JM (supp(f))

hat. Dieser Operator, welchen man auch den Propagator nennt, bildet Schnit-
te aus I'?°(M, E) auf Losungen der homogenen Differentialgleichung Pu = 0
ab. Der Index ,,sc“ soll ,,spacelike compact® bedeuten, zu Deutsch ,,rdumlich

kompakt“, und andeuten, daf3 Gis’ und Gs) kompakten Tréger auf jeder
b

2
raumartigen, glatten Cauchyhyperfliche X fiir s € I'°(F) haben. Siehe auch
[BGPO7, Not.3.4.5].

C.5.6 Bemerkung

In [BGPQO7] wird eine andere Konvention der Metrik als hier verwendet,
namlich (—, 4,4+, +). Aus diesem Grund kann man auf den Gedanken kom-
men, dafl diese Aussagen auf unsere Konvention hin, (+, —, —, —), modifiziert
werden miissen. Wir wollen betonen, dafl dies nicht der Fall ist, wie bereits
im Abschnitt {iber den Wellenoperator angesprochen. An den entscheidenen
Stellen, wo es zu einem Unterschied kommen kénnte, z.B. in der Definition
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normal hyperbolischer Operatoren, wurde bereits ein Minuszeichen hinzu-
gefiigt. Berechnet man also fiir einen nach [BGP07] normal hyperbolischen
Operator die lokale Darstellung, so stimmt diese exakt mit derjenigen lokalen
Darstellung iiberein, die man mit unserer Definition von normal hyperboli-
schen Operatoren und in unserer Konvention fiir die Metrik erhélt. Mit einem
global hyperbolischen Operator P meinen wir also genau dasselbe, was auch
[BGPO7|] unter einem normal hyperbolischen Operator verstehen und deswe-
gen konnen wir alle Sétze aus [BGP07] zu diesem Thema ohne Modifikationen
verwenden!

C.6 Wellengleichung von Differentialformen

An dieser Stelle folgen ein paar elementare Aussagen zur Losungstheorie der
Wellengleichung fiir Differentialformen. Zur Abkiirzung definiert man:

. .pb

Po ‘= W )
. 41 pb

pa =% 1P xd,
. ,pb

pPs = F 67

Pn =% TP %

Die Operatoren pg, p4, ps, pn sind linear und stetig und haben daher stetige
formal Adjungierte p, p, pf, pl,- Weiter sei ¥4 := JM(X)\ 3. Fiir die Giiltig-
keit der Aussagen aus diesem Abschnitt miissen wir keine Einschriankung an
die Topologie von M vornehmen. Insbesondere konnen und diirfen die 1-te
und die 2-te de Rham Kohomologiegruppe von M, H}, M und H3z M, belie-

big sein. Im Folgenden geben wir die Aussagen aus [Pfe09, Prop.II.1], [Pfe09,
Prop.11.2], [Pfe09, Prop.I1.4] und [Pfe09, Prop.I1.5] wieder:

C.6.1 Satz

Seiw € Q,.(M,C), dann gelten
(a) dGiw = Gidw.
(b) 0GLw = GiLow.
(c) dGw = Gdw und 0Gw = Gw.
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C.6.2 Satz

Seiw € Q,(M,C) Lisung von Ow = j, j € Q,(M,C) mit den Cauchydaten
Wo = pow € QP(Z,C>,
Wy = paw € QP(E,C),

ws = psw € Qp—1(X, C),
Wy, = paw € Q,_1(X, C).

Dann gilt fiir jedes n € Q,.(M,C)

/Mw A= (5, Gon)y + (1, Gan)y + (wo, paG)y + (ws, PGy,

- <wd7 POGU>E - <WmP6G77>E-

C.6.3 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Seien (wo, Wa, wn, ws) € Qpe(X, C) X Qpe(X,C) X Qp-1)e(E, C) X Qp—1).(X,C)
Cauchydaten, dann ist
Ow' =0

mit diesen Cauchydaten eindeutig losbar. Genauer ist
W' = —=Gplwo — Gplws + Gpswn, + Gpywa € Q,(M, C)

die eindeutig bestimmte, glatte Losung von Ow' = 0 mit diesen Cauchydaten.
Dariiber hinaus hdingt ' linear und stetig von den Cauchydaten ab.

Auf den ersten Blick sieht das so formulierte Cauchyproblem anders aus,
als das in Satz formulierte. Dem ist aber nicht so, wie man lokal in
einem beliebig gewéahlten, angepafiten Koordinatensystem (siehe Abschnitt
C.4) nachrechnen kann. Bei einer solchen Rechnung stellt sich heraus, daf

die Kenntnis von wy, wg, w,, ws vollig dquivalent zur Kenntnis von w‘ , Vaw
) b

ist. Da fiir das Cauchyproblem des Vektorpotentials als auch fiir das Cauchy-
problem des Feldstérketensors nur zwei der vier angegebenen Cauchyda-
ten wy, wy, wy,ws von Bedeutung sind, werden im Elektromagnetismus die
Cauchydaten iiblicherweise in dieser Form angegeben und nicht in der Form

w‘ AVATIE
b b
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C.6.4 Folgerung (1:1 Korrespondenz)

Die Liosungen der Wellengleichung mit kompakten Anfangsdaten auf > sind
in 1:1 Korrespondenz zur Menge der kompakt getragenen p-Formen bzgl. der
Aquivalenzrelation

w~w <= Tn € ker(G) mit ' =w+n.

Beweis: Ist w € ,.(M,C), so ist Gw eine Losung der Wellengleichung mit
kompakten Cauchydaten auf X.

Injektivitét: Seien w,w’ € Q,.(M, C) mit Gw —Guw' = 0. Es folgt G(w—w') =
0, also w — W' € ker(G).

Surjektivitit: Sei w € Q,(M,C) Losung von Ow = 0 zu den Cauchydaten
(@0, Wq, W, ws). Nach Satz ist mit w 1= —plwo — plws + psion + ppw €
(M, C) eine kompakt getragene p-Form gefunden, so da @ = Gw gilt. O
C.6.5 Lemma (Kern des Propagators)

Die Elemente aus dem Kern von G sind genau von der Gestalt Ow fiir w €
(M, C), also

ker(G) = 0Q,.(M,C)
Beweis: Sei w’ € ker(G) eine kompakt getragene p-Form, dann gilt G v’ =
G_w'. Definiere w := Giw' = G_w', dann ist w € Q,.(M,C), da nach De-

finition supp(w) C J(supp(w’)) und damit supp(w) C J¥ (supp(w’)) N
Jﬂ”(supp(w’)) ist. Nach Satz gilt weiter Ow = w'. O

C.6.6 Lemma (Geschlossene Lsungen)

Sei w € Q,(M,C) Lisung von Ow = 0 mit Cauchydaten (wo,wa, ws,w,) €
QPC(E,C) X QPC(Z,C) X Q(p_l)c(E,C) X Q(p_l)c(E,C).

dw=0<+= dwy=0,wg =0 und dws = 0.

Beweis: ,—“: Gelte dw = 0, dann folgt direkt wy; = 0 und dwy = 0. Fiir
die andere Gleichheit rechne nach

dws = diP’0w = **ddw = —1**(0 + dd)w = 0,
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L<=": Gelten dwy = 0,wy; = 0 und dws = 0. Nach Satz gilt fiir alle
ne Q(erl)c(Mv (C)

/]\v/[ dw N\ *7 = <p0dw7 PdGn>E + <P5dw7 pnGn>E - <pndw7 P5G77>E

- <dPOW7PdG77>E - <dP6Wa pnG77>Z - <pdw7 P6G77>E
=0.

Es folgt also dw = 0. C

C.6.7 Bemerkung

Alle bisher gemachten Aussagen gelten in derselben Weise auch fiir reellwer-
tige Differentialformen. Wegen der Eindeutigkeit der Losung der Wellenglei-
chung zu vorgegebenen Anfangsdaten auf ¥ liefern reellwertige Cauchydaten
auch reellwertige Losungen und eine Losung ist reellwertig genau dann, wenn
die Cauchydaten schon reellwertig waren. Da sich jede komplexwertige Dif-
ferentialform eindeutig in einen Real- und Imaginérteil zerlegen 148t, gilt
zwischen dem Propagator G¢ der Wellengleichung fiir komplexwertige For-
men und dem Propagator Gg der Wellengleichung fiir reellwertige Formen
die Relation

Gew = Grwy + 1 Grws.

Aufler in dieser Bemerkung werden wir aber nicht G¢ und Ggr durch eine
strenge Notation voneinander unterscheiden und beide einfach mit G be-
zeichnen. Es ist dann aus dem Kontext zu schlieBen, welcher Propagator
gemeint ist.
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