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Errata und Bemerkungen
Aprill 2011

Errata Satz 4.1.2

Im Beweis der Richtung
”
⇐=“ ist ein Vorzeichenfehler. Λ ∈ Ω0(M,C) soll

eine Lösung von
−δdΛ = �Λ = +δA

sein. Dementsprechend sind

+δA+ := +χ+δA

+δA− := +χ−δA

zu definieren, woraus sich

Λ := +G+δA+ +G−δA−

ergibt.

Bemerkungen zu 4.2.1 und 4.2.2

In Gesprächen mußte ich feststellen, daß es nicht so deutlich geschrieben
steht, was ich als Phasenräume für das Vektorpotential betrachte, als ich
zunächst dachte. Ich danke Dr. C.J. Fewster sehr für die aufklärenden Ge-
spräche. Aus diesem Grund möchte ich hier nochmal deutlicher herausstellen,
was ich als Phasenraum des Vektorpotentials ansehe.

Der Vektorraum

PH :=
{

[A] | A löst − δdA = 0 und A ∼ A′ für eine Lösung A′ von Satz 4.1.1
}
,

wobei die Äquivalenzrelation ∼ definiert wird durch

A ∼ A′ :⇐⇒ ∃Λ ∈ Ω0(M,C) sodaß A′ = A+ dΛ,
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wird mit der symplektischen Form

s([A], [A′]) :=

∫
Σ

ιpb(A ∧ ∗dA′ − A′ ∧ ∗dA) =

∫
Σ

A ∧ ∗Π′ −A′ ∧ ∗Π,

wobei A := ιpbA, A′ := ιpbA′, Π := ∗−1ιpb ∗ dA, Π′ := ∗−1ιpb ∗ dA′ (−δdA =
0 = −δdA′ =⇒ δΠ = 0 = δΠ′) ein symplektischer Vektorraum.

Beweis: Seien A, Ã zwei Repräsentanten derselben Äquivalenzklasse [A] ∈
PH, insbesondere gilt A ∼ Ã ⇐⇒ Ã = A + dΛ für ein Λ ∈ Ω0(M,C).
Wir folgern Π = Π̃ und, da die äußere Ableitung mit dem Zurückziehen
vertauscht, A ∼ Ã, wobei A ∼ Ã :⇐⇒ ∃λ ∈ Ω0(Σ,C) sodaß Ã = A + dλ.
Aufgrund der Definition von PH ist Π kompakt getragen und A ist immer
äquivalent zu einer kompakt getragenen 1-Form auf Σ. Deswegen ist das
Integral immer wohldefiniert und wegen

s([A], [A′]) =

∫
Σ

Ã ∧ ∗Π′ −A′ ∧ ∗Π̃ =

∫
Σ

(A+ dλ) ∧ ∗Π′ −A′ ∧ ∗Π

=

∫
Σ

A ∧ ∗Π′ −A′ ∧ ∗Π +

∫
Σ

λ ∧ ∗δΠ′ =
∫

Σ

A ∧ ∗Π′ −A′ ∧ ∗Π,

ist s wohldefiniert und unabhängig von dem gewählten Repräsentanten. Wei-
ter ist s nicht ausgeartet, denn fixiere [A] ∈ PH und nehme s([A], [A′]) = 0
für alle [A′] ∈ PH an. Insbesondere gilt dann auch s([A], [A′]) =

∫
Σ
A ∧

∗Π′ − A′ ∧ ∗Π = 0 für alle (A′,Π′) ∈ Ω1
0(Σ,C) × Ω1

0,δ(Σ,C). Sei [A′] ∈
PH so, daß Π′ = 0, dann gilt s([A], [A′]) = −

∫
Σ
A′ ∧ ∗Π = 0 für alle

A′ ∈ Ω1
0(Σ,C). Die symmetrische Paarung von Differentialformen

〈
·, ·
〉

Σ
:

Ωp
0(Σ,C) × Ωp

0(Σ,C),
〈
ω, η

〉
Σ

=
∫

Σ
ω ∧ ∗η ist nicht ausgeartet und aus die-

sem Grund kann s([A], [A′]) nur dann Null für alle [A′] ∈ PH ergeben, wenn
Π = 0 ist. Sei jetzt [A′] ∈ PH so, daß A′ ∼ 0. Insbesondere gilt dann
A′ = dλ für ein λ ∈ Ω1(Σ,C). Es folgt s([A], [A′]) =

∫
Σ
A ∧ ∗Π′ = 0 für

alle Π′ ∈ Ω1
0,δ(Σ,C). Weil Π′ kogeschlossen ist, gilt die Identität erst recht

für alle koexakten Π′. Für diese existiert wiederum eine kompakt getragene
2-Form V ′ ∈ Ω2

0(Σ,C) mit Π′ = δV ′. Deshalb ergibt sich
∫

Σ
A∧ ∗δV ′ = 0 für

alle V ′ ∈ Ω2
0(Σ,C). Nach dem Integrationssatz von Stokes ergibt sich somit∫

Σ
dA ∧ ∗V ′ = 0 und wegen der Nichtentartetheit von

〈
·, ·
〉

Σ
folgt dA = 0.

Da A in diesem Fall geschlossen ist, erhält man mit der Poincarédualität
5.1.2, daß A exakt sein muß.

∫
Σ
A ∧ ∗Π′ = 0 für alle Π ∈ Ω1

0,δ(Σ,C) be-
deutet nun aber auch

∫
Σ
A ∧ ∗Π′ = 0 für alle ∗Π ∈ Ω2

0,d(Σ,C) und deshalb
ergibt die Poincarédualität die Exaktheit von A. Zusammengefaßt ist also
s([A], [A′]) = 0 für alle [A′] ∈ PH genau dann, wenn A exakt ist und Π = 0.
Die Exaktheit von A ergibt A ∼ 0 und daher 0 ∈ [A], also [0] = [A].
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Bemerkung zu 6.1.3

Die universelle Algebra ist eindeutig bis auf ∗-Isomorphismus.

Bemerkung zu 6.1.4

Wegen F̂(ω) = F̂i(ω) ∀ω ∈ Ω2c(Mi,C) können die Beweise von F̂(δη) =

0 ∀η ∈ Ω3c(M,C) und F̂(−dθ) = 0 ∀θ ∈ Ω1c(M,C) deutlich verkürzt wer-
den: Sei η ∈ Ω3c(M,C), dann

F̂(δη) = F̂
(
δ(
∑
j∈J

ϕjη)
)

=
∑
j∈J

F̂
(
δ(ϕjη)

)
=
∑
j∈J

F̂j

(
δ(ϕjη)

)
= 0,

da ϕjη ∈ Ω3c(Mj,C). Für θ ∈ Ω1c(M,C) gilt

F̂(−dθ) = F̂
(
− d(

∑
j∈J

ϕjθ)
)

=
∑
j∈J

F̂
(
− d(ϕjθ)

)
=
∑
j∈J

F̂j

(
− d(ϕjθ)

)
= 0,

da ϕjθ ∈ Ω1c(Mj,C).

Errata Satz 6.4.1

Ich danke Prof. Claudio Dappiaggi für die Aufdeckung meines Fehlers. Im
Gegensatz zur Aussage des Satzes stellt das quantisierte Maxwellfeld keine
lokal kovariante Quzantenfeldtheorie dar, es sei denn man schränkt sich auf
Mannigfaltigkeiten mit trivialer zweiten de Rhamschen Kohomologiegruppe
ein. Mein Fehler lag in den beiden Gleichungen

ψpfω = −dθ =⇒ ψpbψpfω = ω = −ψpbdθ = −dψpbθ,
ψpfω = δη =⇒ ψpbψpfω = ω = ψpbδη = δψpbη,

die zwar richtig gerechnet, aber daraus falsch von mir gefolgert wurde. ψpbθ
und ψpbη haben nicht notwendigerweise einen kompakten Träger! Man kann
deswegen im Allgemeinen nicht F̂(−dψpbθ) = 0 = F̂(δψpbη) folgern.
Das Scheitern liegt allgemeiner an der Injektivität der ∗-Algebrenhomomorphismen.
Angenommen man bettet mittels ψ eine global hyperbolische Raumzeit (M, g)
aus Man mit H2

dRM 6= 0 in eine global hyperbolische Raumzeit (M ′, g′) aus
Man mit H2

dRM
′ = 0 ein, dann ist der ∗-Algebrenhomomorphismus Fuψ

nicht injektiv. Angenommen 0 6= ω ∈ H2
dRM , dann gilt wegen H2

dRM
′ = 0

F̂(ω) 6= 0, aber Fuψ
(
F̂(ω)

)
= F̂

′
(ψpfω) = 0,
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da das Drücken mit der äußeren Ableitung vertauscht. ψpfω wird glatt durch
Null fortgesetzt als geschlossene (und damit exakte) 2-Form auf M ′ betrach-
tet.
Deswegen sind alle in dieser Diplomarbeit vorliegenden und von mir getroffe-
nen Aussagen, daß das quantisierte Maxwellfeld eine lokal kovariante Quan-
tenfeldtheorie darstellt, falsch und hinfällig.

6



Abstract

The aim of this thesis is to discuss the quantised Maxwell field on curved spacetimes
by the means of the field strength tensor.

We show that the initial value problem for the field strength tensor is well
posed on any globally hyperbolic spacetime regardless of its topology and without
introducing potentials.

The field algebra of the field strength tensor is constructed via the universal
algebra of a system of local field algebras. Assuming locality, we prove that the
commutation relation is given by Lichnerowicz’s commutator.

We analyse the structure of the field algebra of the field strength tensor and
conclude the existence of a non-trivial center in the case of a vanishing second de
Rham’s cohomology group. Non-trivial elements of the center are constructed and
it is shown that they can be understood as non-trivial electric and magnetic fluxes.

Furthermore, show that the time slice axiom is fulfilled and the algebra of
the cauchy hypersurface is specified. The isomorphism from the algebra of the
cauchy hypersurface to the field algebra of the field strength tensor is constructed,
too. Finally, we verify that the quantised maxwell field defines a locally covariant
quantum field theory.

Throughout this thesis, we point out the role of de Rham’s cohomology and
singular homology for (quantised) electromagnetism on curved spacetimes.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das quantisierte Maxwellfeld auf gekrümmten
Raumzeiten im Sinne von Feldstärken behandelt.

Es wird gezeigt, daß der elektromagnetische Feldstärketensor ein wohldefinier-
tes Anfangswertproblem auf einer beliebigen global hyperbolischen Raumzeit de-
finiert, unabhängig von der Topologie der Raumzeit und ohne die Einführung
von Potentialen. Wir konstruieren die Feldalgebra des Feldstärketensors durch die
universelle Algebra eines Systems lokaler Feldalgebren und beweisen so, daß die
Kommutatorrelation durch den Lichnerowiczkommutator gegeben wird.

Wir untersuchen die Struktur der Feldalgebra des Feldstärketensors und stellen
fest, daß im Fall einer nicht verschwindenden 2-ten de Rham-Kohomologiegruppe
ein nicht triviales Zentrum existiert. Wir konstruieren nicht triviale Zentrumsele-
mente und zeigen, daß sich diese als nicht triviale elektrische und magnetische
Flüsse interpretieren lassen.

Weiter wird die Erfüllung des Zeitschichtaxiom gezeigt und sowohl die Alge-
bra der Cauchyhyperfläche als auch der Algebrenisomorphismus von dieser in die
Feldalgebra des Feldstärketensors konstruiert. Zum Abschluß zeigen wir, daß das
so quantisierte Maxwellfeld eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie ist.

Durch die ganze Arbeit hindurch wird die Rolle der de Rham-Kohomologie

und der singulären Homologie für die Behandlung des Elektromagnetismus auf

gekrümmten Raumzeiten betont.
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In nova fert animus mutatas dicere formas
corpora. Di, coeptis -nam vos mutastis et illas-

aspirate meis primaque ab origine mundi
ad mea perpetuum deducite tempora carmen!

-Prooemium aus Ovids Metamorphosen
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Einleitung und Motivation

Diese Arbeit befasst sich mit der Quantisierung des Maxwellfeldes auf ge-
krümmten Raumzeiten im Rahmen der Algebraischen Quantenfeldtheorie
(AQFT) und mit den dabei auftretenden algebraischen Strukturen.

Quantenfeldtheorie auf gekrümmten Raumzeiten

Quantenfeldtheorie auf gekrümmeten Raumzeiten, kurz QFTCS für den eng-
lischen Ausdruck

”
quantum field theory on curved spacetimes“, ist die Theo-

rie quantisierter Felder im Gravitationsfeld, wobei die Gravitation klassisch
gemäß der Allgemeinen Relativitätstheorie (ART) durch eine gekrümmte
Lorentzmannigfaltigkeit beschrieben wird. Die QFTCS ist eine angemes-
sene Theorie zur Behandlung von Quanteneffekten, bei denen Gravitation
zwar berücksichtigt werden soll, die Quantennatur der Gravitation aber ver-
nachlässigt werden kann. Dies sollte erwartungsgemäß für Größenordnungen
über der Plancklänge, 10−35m, der Fall sein. Im Größenbereich der Plan-
cklänge und kleiner erwartet man, daß die QFTCS ihre Aussagegültigkeit
verliert, da eine klassische Metrik und damit die Beschreibung der Raumzeit
als 4-dimensionale Lorentzmannigfaltigkeit unangemessen werden kann. Dies
sind jedoch nur Mutmaßungen und genaue Kriterien können erst angegeben
werden, wenn eine volle quantisierte Theorie der Gravitation vorliegt. Die
QFTCS sollte sich dann als semiklassische Näherung dieser Quantengravita-
tion erweisen.

Dies hat scheinbar den bitteren Beigeschmack, als brauche man eine voll-
wertige Quantentheorie der Gravitation, um QFTCS letztendlich zu legiti-
mieren. Dies berücksichtigt aber nicht die Lehre der ART, nämlich daß wir
nach den Einsteinschen Feldgleichungen

Rµν −
1

2
Rgµν + λgµν =

8πG

c4
Tµν

in einer gekrümmten Raumzeit leben. Wenn man also Materie als Quanten-
felder in unserem Universum behandeln möchte, dann ist man gezwungen
QFTCS zu berücksichtigen. In diesem Sinne ist QFTCS fundamentaler als
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die Quantenfeldtheorie auf der flachen Minkowskiraumzeit und wir sollten
die Lehren der QFTCS ernst nehmen, auch wenn diese unserer Intuition
auf der Minkowskiraumzeit widerspricht. Trotz der klassischen Behandlung
der Gravitation hat die QFTCS die bisher tiefsten Einsichten in die Natur
der Quantengravitation ermöglicht, z.B. Hawkingstrahlung, Unruheffekt und
Rückwirkungen zwischen Metrik und Feldern.

Ein weiterer Grund, sich mit QFTCS auseinanderzusetzen, ist die Aus-
sicht auf neue qualitative Effekte, die nicht notwendigerweise in der Größen-
ordnung der Plancklänge stattfinden und daher durchaus in den heutigen
Laboren nachgewiesen werden können. Genauso wie das Einbeziehen der
Speziellen Relativitätstheorie in die Quantenmechanik die theoretische Vor-
hersage von Antiteilchen ermöglichte, könnte QFTCS neue und schon heute
messbare qualitative Gesichtspunkte mit in die Physik bringen.

Um QFTCS zu behandeln, muß man zuerst einige Methoden aus der
Quantenfeldtheorie auf der Minkowskiraumzeit wieder

”
verlernen“. Üblicher-

weise stützt sich diese auf die Zerlegung einer Lösung der klassischen Feldglei-
chungen in Teile positiver und negativer Frequenzen sowie die Konstrukti-
on einer Darstellung der Kommutatorrelationen mit einem Fockraum. Die
Benutzung eines Fockraumes als Darstellungsraum entspricht einem Teil-
chenbild der quantisierten Theorie, und die Feldoperatoren werden dann
durch Kombinationen von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf die-
sem gegeben. Der hier angedeutete Vorgang läuft etwa so ab, daß zuerst die
Zustände (=Vektoren im Fockraum) konstruiert werden und dann die Obser-
vablen als selbstadjungierte Operatoren auf diesem Hilbertraum. Die Kon-
struktion des Fockraumes ist aber mit rein willkürlichen Wahlen verbunden.
Für endliche Freiheitsgrade stellt dies kein Problem dar, da man nach dem
Stone-von Neumann Theorem unitär äquivalente Darstellungen erhält. Dieser
glückliche Umstand liegt in einer Feldtheorie, die unendlich viele Freiheits-
grade hat, nicht mehr vor, und verschiedene Wahlen führen zu verschiedenen
unitär inäquivalenten Darstellungen, also zu verschiedenen Teilchenbildern.
Auf dem Minkowskiraum hat man noch die Möglichkeit, einen ganz bestimm-
ten Fockraum auszuzeichnen, da man die Poincaréinvarianz zur Verfügung
hat. Diese spielt die Hauptrolle bei der Auszeichnung einer dieser unitär
inäquivalenten Darstellungen, d.h. physikalisch bei der Auswahl eines bevor-
zugten, eindeutigen Vakuumzustands und der damit verbundenen Definition
des Begriffs eines

”
Teilchens“. Gekrümmte Raumzeiten weisen i.A. aber keine

Symmetrien auf und deswegen gibt es auf allgemeinen gekrümmten Raum-
zeiten keinen ausgezeichneten, eindeutig bestimmten Vakuumszustand. Das
Teilchenbild zerbirst! Auf gekrümmten Raumzeiten gibt es keinen unzweifel-
haften Begriff von Teilchen!

Dies führt zwangsweise dazu, daß neue physikalische sowie mathemati-
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sche Ansätze gefunden werden müssen, um QFTCS zu behandeln und die-
se müssen Quantenfeldtheorie als das behandeln, was sie ist: Eine Theorie
quantisierter Felder und keine verkleidete Theorie von Teilchen! Felder die-
nen dazu, daß Prinzip der Lokalität in die Physik einzubinden und sind keine
Synonyme für Teilchen. Der Teilchenbegriff ist nicht fundamental, weder für
die Formulierung noch für die Interpretation einer Quantenfeldtheorie! Diese
Schlußfolgerung wird vor allem durch den Unruheffekt bestärkt.

Als einführende Literatur zu QFTCS und für mehr und detailiertere In-
formation verweisen wir auf [Wal94], [Wal06] und [Wal09]. Zur Rolle von
Feldern in der Quantenfeldtheorie siehe auch [Haa96].

Algebraische Quantenfeldtheorie

Die AQFT, eingeleitet durch die Arbeit [HK64] von R. Haag und D. Kast-
ler, ist nun sowohl vom physikalischen als auch vom mathematischen Stand-
punkt aus hervorragend dafür gewappnet, die Herausforderung der ART an
die Quantenfeldtheorie anzunehmen und mit den bereits beschriebenen Pro-
blemstellungen fertig zu werden. Sie dreht gewissermaßen den Spieß zwischen
Observablen und Zuständen um, indem die Observablen als abstrakte Ele-
mente einer Algebra konstruiert werden und die Zustände als lineare Funk-
tionale auf dieser Algebra. Dadurch ist man in der Lage, alle Zustände, insbe-
sondere diejenigen, die in unitär inäquivalenten Quantenfeldtheorien (damit
sind die Hilbertraumdarstellungen der Kommutatorrelationen gemeint) auf-
treten, auf einmal zu behandeln. Das bedeutet ultimativ, daß eine Definition
der Theorie gefunden wurde, die ohne eine speziell ausgewählte Konstruktion
auskommt. Darüber hinaus werden durch den Fokus auf den algebraischen
Inhalt der Theorie im Prinzip alle unitär inäquivalenten Quantenfeldtheori-
en auf einmal beschrieben, da diese auf dieselben algebraischen Strukturen
führen. Die Formulierung mittels einer Hilbertraumdarstellung erhält man
durch die GNS-Darstellung der Algebra der Observablen zurück. Dadurch
ist man sogar in der Lage, Darstellungen zu beschreiben, die keine Fock-
raumdarstellungen sind.

Diese Aussagen werden wir in Kapitel 1, in welchem wir die Methoden
der AQFT vorstellen, mit mehr Inhalt füllen. Ein Lehrbuch zur AQFT ist
z.B. [Haa96], aber auch [Wal94].

Quantisierung des Maxwellfeldes und QED

Als erste Arbeit über das quantisierte elektromagnetische Feld kann wohl die
Arbeit von P. Jordan und W. Pauli von 1928 gelten, die sich als Fortführung
von P.A.M. Diracs Arbeiten zur Quantentheorie von Emission, Absorption
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und Dispersion von Strahlung aus dem Jahr 1927 sieht. In der Arbeit von
P. Jordan und W. Pauli werden zum ersten Mal die elektromagnetischen
Feldstärken, nicht die Potentiale, mit relativistisch invarianten Methoden
quantisiert und auch Kommutatorrelationen angegeben. Die dort betrachtete
Theorie ist aber diejenige eines reinen elektromagnetischen Strahlungsfeldes
ohne geladene Teilchen und berücksichtigt daher noch keine Wechselwirkun-
gen.

Die Weiterentwicklung dieser Theorie und die Ausweitung auf die Be-
handlung von Wechselwirkung mit Materie wurden von vielen weiteren Phy-
sikern vorangetrieben, u.a. von W. Pauli, W. Heisenberg, L. Landau, R.
Peierls und E. Fermi. Mit den Arbeiten von S. Tomonaga, J. Schwinger,
R.P. Feynman und F.J. Dyson gipfelten die Bemühungen, das elektroma-
gnetische Feld zu quantisieren und eine Quantentheorie der Wechselwirkung
von elektromagnetischen Feldern mit Materie zu erlangen, in der Geburt der
QED, der Quantenelektrodynamik. Tomonagas Arbeiten sind dabei deutlich
früher als 1946 anzusiedeln, da sie schon bereits 1943 in japanischer Ausgabe
vorhanden waren. F.J. Dyson zeigte u.a., daß R.P. Feynmans diagrammati-
sche Pfadintegralformulierung der Quantenelektrodynamik äquivalent zu der
Operatormethode von S. Tomonaga und J. Schwinger ist. S. Tomonaga, J.
Schwinger und R.P. Feynman wurden 1965 für ihre Arbeiten gemeinsam mit
dem Nobelpreis für Physik geehrt.

Wegen der Ausweitung auf Wechselwirkungen liegt der Fokus in der QED
auf dem Potential und insbesondere auch auf einer Interpretation des quan-
tisierten Maxwellfeldes als Theorie von Teilchen, den Photonen. Wie die Ar-
beiten von S.N. Gupta und K. Bleuler aber deutlich machten, war die Quan-
tisierung des elektromagnetischen Feldes mit der QED noch nicht vollständig
gelöst worden. Obwohl die QED extrem präzise Vorhersagen liefert, wie z.B.
das anomale magnetische Moment des Elektrons und die Lambverschiebung,
gibt es viele Aspekte, die mathematisch betrachtet nicht auf festen Füßen
stehen.

Das quantisierte Maxwellfeld in der AQFT

Im Rahmen einer axiomatischen Quantenfeldtheorie wurden zuerst nur Tei-
laspekte des quantisierten Maxwellfeldes behandelt, in den meisten Stan-
dardlehrbüchern wurde es sogar direkt von Beginn an aus der Behandlung
ausgeschlossen. Die Gründe dafür sind mannigfaltig. An erster Stelle kann
wohl genannt werden, daß das Maxwellfeld zwei Arten der Beschreibung
zuläßt, nämlich einmal durch die Feldstärken und einmal durch Potentia-
le, die aber nicht eindeutig sind und Eichtransformationen erlauben. Weiter
gibt es Schwierigkeiten mit dem Lagrangeschen Formalismus, woraus Pro-
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bleme bei einer kanonischen Quantisierung entstehen. Zusätzlich muß man
beim quantisierten Maxwellfeld den singulären Fall der Darstellung der Poin-
carégruppe für verschwindende Massen betrachten. Nicht vergessen sollte
man auch das Auftreten von indefiniten Skalarprodukten bei Lorentzinva-
rianten Beschreibungen, so wie beim Gupta-Bleuler Formalismus. Alles in
allem sieht sich also eine mathematisch rigorose Behandlung des quantisier-
ten Maxwellfeldes vielen und komplizierten Schwierigkeiten gegenüber.

Die erste systematische und detaillierte Arbeit über das quantisierte Max-
wellfeld in der axiomatischen Quantenfeldtheorie wurde erst 1974 von F.
Strocchi und A.S. Wightman [SW74] erstellt, die eine Hilbertraumformulie-
rung benutzt. Ein anderer Ansatz wurde ab 1977 von P.J.M. Bongaarts mit
[Bon77] und [Bon82] verfolgt. In diesen beiden Arbeiten wird eine algebrai-
sche Formulierung der axiomatischen Quantenfeldtheorie nach H.J. Borchers
benutzt, sowohl die Feldalgebra der Potentiale als auch die Feldalgebra der
Feldstärketensoren konstruiert und deren Eigenschaften behandelt. Durch
die algebraische Formulierung durch Borchers-Uhlmann Algebren erreicht
P.J.M. Bongaarts eine rigorose axiomatische Formulierung des Quantenfel-
des der Photonen, mit der von wenigen grundlegenden Prinzipien ausgehend
und in systematischer Weise oft heuristisch angenommene oder unzusam-
menhängende Ergebnisse aus der damaligen Literatur ableitbar sind. Unse-
rer Ansicht nach bekamen diese Arbeiten aber nicht die Aufmerksamkeit, die
sie verdient hatten. Ein anderer algebraischer Ansatz wurde von A.L. Carey,
J.M. Gaffney und C.A. Hurst mit [CGH77], ein wenig früher als P.J.M. Bon-
gaarts erste Arbeit, gemacht. In diesem Ansatz wird die Formulierung der
Quantenfeldtheorie durch Weylalgebren nach I.E. Segal verfolgt, es werden
jedoch

”
nur“ die Potentiale quantisiert und diskutiert. In der Arbeit [GH85]

von H.B.G.S. Grundling und C.A. Hurst aus dem Jahr 1985 wurden diese
Methoden erweitert, um ganz allgemein Systeme mit Eichfreiheiten auf al-
gebraische Weise zu quantisieren. Als Beispiel wird die Quantisierung des
elektromagnetischen Potantials diskutiert.

Den bisher genannten Arbeiten ist aber gemein, daß sie auf den Minkow-
skiraum bezogen sind. Eine rigorose Quantisierung des freien Maxwellfeldes
auf gekrümmten Raumzeiten wurde erst 1992 von J. Dimock in einer sehr
eleganten Art und Weise in [Dim92] veröffentlicht. J. Dimock quantisiert
in dieser Arbeit auf global hyperbolischen Raumzeiten mit trivialer Topo-
logie und kompakter Cauchyhyperfläche die Potentiale ganz im Geiste der
AQFT. Darüber hinaus gibt J. Dimock auch an, wie man die Feldalgebra
der Feldstärketensoren konstruiert und leitet für diese denjenigen Kommuta-
tor ab, den A. Lichnerowicz schon 1961 in [Lic61] fand. Wir denken, daß wir
nicht zu weit gehen, wenn wir behaupten, daß diese Arbeit der Meilenstein für
die Quantisierung des Maxwellfeldes war. Weitere Arbeiten zu diesem The-
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ma folgten rasch, so z.B. die Arbeiten von E.P. Furlani [Fur95] und [Fur99]
und von A. Corichi die Arbeit [Cor98] über die Fockraumquantisierung des
Maxwellfeldes. Mit quantisierten Yang-Mills Feldern im Allgemeinen befaßte
sich S. Hollands in [Hol08]. Das Thema von Zuständen des Maxwellfeldes
wurde u.a. von C.J. Fewster und M.J. Pfenning in [FP03] (Quantenunglei-
chungen und Hadamardzustände von Spin-1 Felder) und von W. Junker und
F. Lledó [JL] (eichinvariante Hadamardzustände des quantisierten Potenti-
als) in Angriff genommen. Der aktuellste Artikel über die Quantisierung des
Maxwellfeldes auf gekrümmten Raumzeiten ist [Pfe09] von M.J. Pfenning.
In dieser Arbeit wird J. Dimocks Methode zur Quantiserung des Potenti-
al, welches als 1-Form aufgefaßt wird, auf beliebige p-Formen auf beliebig
dimensionalen global hyperbolischen Raumzeiten verallgemeinert.

Das quantisierte Maxwellfeld und Topologie

Allgemein ist zu bemerken, daß sich viele Arbeiten über das quantisierte
Maxwellfeld auf die Behandlung des Vektorpotentials beziehen und nicht auf
die Feldstärken selbst. Um über das Potential zu den Feldstärken zu gelan-
gen, werden dann Einschränkungen an die Topologie der zugrunde liegenden
Mannigfaltigkeit gemacht. Dies vermeidet die Komplikation, daß es einen
Feldstärketensor geben kann, der global nicht durch ein einziges Potential
darstellbar ist. Wie in dieser Arbeit ausführlich diskutiert werden wird, ist
die Existenz eines solchen Feldstärketensors eine Frage der Topologie.

Die wichtige Rolle der Topologie des zugrunde liegenden Raums für den
Elektromagnetismus ist schon lange bekannt, spätestens seit der sehr ausführ-
lichen Arbeit [MW57] von C.W. Misner und J.A. Wheeler zu diesem Thema.
Die Ideen dieser Arbeit wurden u.a. von R. Sorkin in [Sor77] aufgegriffen und
später in [Sor79] dazu verwendet, daß quantisierte Maxwellfeld auf mehrfach
zusammenhängenden Räumen zu betrachten. R. Sorkin quantisiert dabei die
Feldstärken, ohne Potentiale einzuführen. Die erste Arbeit über das quan-
tisierte Maxwellfeld auf physikalisch wichtigen gekrümmten Raumzeiten ist
nach unserem Wissen aber [AS80] von A. Ashtekar. A. Ashtekar betrach-
tet als Raumzeit die Schwarzschild-Kruskal Raumzeit und zeigt explizit die
Existenz eines Feldstärketensors, der nicht global durch ein Potential darge-
stellt werden kann. Mit den Methoden der AQFT wird der Feldstärketensor
quantisiert und eine Fockraumdarstellung konstruiert. Die Kommutatorre-
lation in der Feldalgebra des Feldstärketensors gibt A. Ashtekar mit Hilfe
des Lichnerowiczkommutators, siehe [Lic61], an. Die nicht triviale Topolo-
gie der Schwarzschild-Kruskal Raumzeit führt letztendlich dazu, daß eine 2-
Parameter Familie von unitär inäquivalenten Darstellungen der kanonischen
Kommutatorrelationen vorliegt und damit auf Superauswahlsektoren führt.
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Die zwei Parameter können als elektrische und magnetische Ladung interpre-
tiert werden. Ein Schritt in die Richtung die Quantisierung des Maxwellfeldes
auf allgemeinen gekrümmten Raumzeiten zu verstehen, ist die Diplomarbeit
von M. Küskü [K0̈1]. In dieser wird das Cauchyproblem des quellenfreien
Maxwellfeldes auf global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten beliebiger Topo-
logie behandelt.

Kurzfassung der vorliegenden Arbeit

Diese Arbeit soll im Geiste der zuletzt genannten Arbeiten und der AQFT
sein. Wir wollen allgemeine global hyperbolische Raumzeiten betrachten, al-
so insbesondere auch solche mit beliebigen Topologien, und die Auswirkun-
gen der Topologie auf das quantisierte Maxwellfeld untersuchen. Auf solchen
reichen die Potentiale alleine nicht mehr aus, um die ganze Physik beschrei-
ben zu können. Wir empfinden es daher als unabdingbar, eine Theorie zur
Verfügung zu haben, die ohne Potentiale auskommt und die Feldstärken di-
rekt quantisiert.

Im ersten Kapitel 1 stellen wir kurz die AQFT vor, in Kapitel 2 zeigen
wir, wie die Maxwellgleichungen auf Lorentzmannigfaltigkeiten verallgemei-
nert werden können. In Kapitel 3 widmen wir uns dann dem Cauchyproblem
des Maxwellfeldes auf global hyperbolischen Raumzeiten und zeigen dessen
Wohlgestelltheit (Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung). Um eine Idee für
den Kommutator der Feldstärkeoperatoren zu bekommen, befassen wir uns in
Kapitel 4 mit der Quantisierung des elektromagnetischen Vektorpotentials.
Bevor wir dann in Kapitel 6 die Feldalgebra des Feldstärketensors bespre-
chen, führen wir in Kapitel 5 die dafür notwendigen Begriffe und Aussagen
aus der Theorie der de Rhamschen Kohomologie und singulären Homolo-
gie ein. Für den Leser, der mit den verwendeten mathematischen Methoden
der Lorentzgeometrie, global hyperbolischen Raumzeiten und normal hyper-
bolischen Differentialoperatoren auf global hyperbolischen Raumzeiten nicht
vertraut ist, haben wir einen sehr ausführlichen mathematischen Anhang hin-
zugefügt, auf den wir im Verlauf der Arbeit auch häufig verweisen werden.
Für den Leser, der sich mit den genannten Bereichen auskennt, mag dieser
Anhang als Übersicht unserer verwendeten Konventionen dienen.

An Kritiken, Anmerkungen, Anregungen, übersehenen Fehlern usw. ist der
Autor dieser Arbeit sehr interessiert und möchte den werten Leser darum
bitten, solche an die folgende E-mail Adresse zu schicken:

sultan of swing@gmx.de

19



Kapitel 1

Algebraische
Quantenfeldtheorie

In diesem Kapitel werden die Objekte und die Methoden der Algebraischen
Quantenfeldtheorie vorgestellt. Wie in der Einleitung bereits angesprochen,
liegt der Fokus auf den Observablen, die als Elemente einer abstrakten Al-
gebra aufgefaßt werden, und ihren algebraischen Relationen. Lehrbücher zur
AQFT sind u.a., wie bereits genannt, [Haa96] und [Wal94], deren Vorgehens-
weisen und Methoden wir in dieser Arbeit folgen werden.

1.1 Algebra in der AQFT

Wir starten mit grundlegenden Definitionen. Als Referenz verweisen wir auf
[BGP07] und [BF09].

1.1.1 Definition (Algebra)

Eine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum A zusammen mit einer K-bilinearen
Abbildung

· : A× A −→ A

(a, b) 7−→ ·(a, b) = a · b = ab.

Durch die Bilinearität von
”
·“ sind automatisch die Distributivgesetze der

Multiplikation von Vektoren erfüllt und die Kommutativität der Multiplika-
tion mit Körperelementen. Eine Algebra muß per Definition kein Einselement
enhalten und auch Inverse bzgl.

”
·“ müssen nicht existieren. Ist

”
·“ assoziativ,

so heißt die Algebra assoziativ.
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1.1.2 Definition (Involution)

Sei A eine C-Algebra. Eine Abbildung ∗ : A −→ A, a 7−→ ∗(a) = a∗ heißt
Involution auf A genau dann, wenn ∀a, b ∈ A,∀z ∈ C gelten:

(INVO1) (a+ b)∗ = a∗ + b∗.

(INVO2) (za)∗ = z̄a∗.

(INVO3) (ab)∗ = b∗a∗.

(INVO4) (a∗)∗ = a.

1.1.3 Verschiedene Algebren

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns nur mit zwei Sorten von Algebren:

• Eine ∗-Algebra ist eine C-Algebra mit einer Involution ∗. Da wir nur
assoziative Algebren betrachten werden, meinen wir mit einer ∗-Algebra
immer eine assoziative ∗-Algebra

• Eine C∗-Algebra ist eine ∗-Algebra mit einer Norm ‖ · ‖, so daß die
Algebra bzgl. dieser Norm vollständig ist und für alle a, b ∈ A gelten

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖,
‖aa∗‖ = ‖a‖2,

‖a∗‖ = ‖a‖.

1.1.4 Definition (Zustand)

Ein lineares Funktional Z : A −→ C heißt ein Zustand auf einer ∗-Algebra
A mit Eins genau dann, wenn

Z(1A) = 1 (Normiertheit),

Z(a∗a) ≥ 0 (Positivität)

erfüllt werden.

1.1.5 Definition (Algebrenhomomorphismus)

Seien A und B zwei K-Algebren, dann heißt eine Abbildung φ : A −→ B ein
Algebrenhomomorphismus genau dann, wenn für alle a, b ∈ A und für alle
λ, µ ∈ K gelten:

21



1.1. Algebra in der AQFT

(AH1) φ(λa+ µb) = λφ(a) + µφ(b).

(AH2) φ(a · b) = ψ(a) · φ(b).

Ein ∗-Morphismus ist ein Algebrenhomomorphismus φ : A −→ B von ∗-
Algebren, der φ(a∗) = φ(a)∗ für alle a ∈ A erfüllt.

1.1.6 Definition (Darstellung)

Eine Darstellung einer ∗-Algebra A ist eine dichte Teilmenge D eines Hil-
bertraumes H zusammen mit einem ∗-Morphismus

ρ : A −→ L(D),

wobei L(D) den Raum der linearen Operatoren D −→ D bezeichnet.

Eine wichtige Rolle in der AQFT spielt das sogenannte Weylsystem, was es
ermöglicht jedem symplektischen Vektorraum (=Phasenraum der Theorie)
eine C∗-Algebra mit Eins eindeutig zuzuordnen. Diese C∗-Algebra enthält
dann die Information über die

”
exponentierte“ Version der Kommutatorre-

lationen.

1.1.7 Definition (Weylsystem)

Ein Weylsystem eines symplektischen Vektorraumes (V, s) besteht aus einer
C∗-Algebra mit Eins A und einer Abbildung W : V −→ A, sodaß für alle
u, v ∈ V gelten:

(WS1) W (0V ) = 1A.

(WS2) W (−u) = W (u)∗.

(WS3) W (u)W (v) = exp(−is(u,v)
2

)W (u+ v).

Für ein Weylsystem gilt, daß W (u) unitär für alle u ∈ V ist, d.h. es gilt
W (u)W (u)∗ = 1A = W (u)∗W (u). Weiter ist die Familie {W (u)}u∈V linear
unabhängig.

1.1.8 Definition (Weylalgebra)

Eine Weylalgebra oder CCR-Darstellung W eines symplektischen Vektor-
raumes (V, s), wobei CCR abkürzend für den englischen Ausdruck

”
canoni-

cal commutator relation“ steht, ist ein Weylsystem, sodaß W die von den
Elementen W (u), u ∈ V, erzeugte C∗-Algebra ist.
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1.1.9 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Zu jedem symplektischen Vektorraum (V, s) existiert eine Weylalgebra W,
und diese ist eindeutig bis auf ∗-Isomorphismus.

Auch wenn die symplektische Abbildung s entartet ist, gibt es eine Weylal-
gebra, die in einem gewissen Sinne eindeutig bis auf einen ∗-Isomorphismus
ist. Für die Details verweisen wir auf [MSTV73] und [BHR04].

1.2 Der Haag-Kastler Rahmen

Das fundamentale Objekt beim algebraischen Ansatz der Quantenfeldtheorie
ist das Netz der lokalen Observablen, eine Zuordnung, bei der offene, relativ
kompakte und kausal abgeschlossene Teilmengen O einer Lorentzmannigfal-
tigkeit (M, g) einer C∗-Algebra mit Eins oder allgemeiner einer ∗-Algebra mit
Eins A(O) zugeordnet werden. Für eine bessere mathematische Definiertheit
wird aber meistens eine C∗-Algebra gefordert. Damit so eine physikalische
Theorie beschrieben wird, muß das Netz der lokalen Observablen gewisse
Axiome erfüllen, wie sie für die Minkowskiraumzeit von R. Haag und D.
Kastler in [HK64] aufgestellt und von J. Dimock in [Dim80] auf Lorentzman-
nigfaltigkeiten verallgemeinert wurden:

(AQFT1) (Netz der lokalen Observablen)
Für jede offene, relativ kompakte und kausal abgeschlossene Teilmenge
O gibt es eine ∗-Algebra mit Eins A(O). Die Zuordnung

O 7−→ A(O)

nennt man das Netz der lokalen Observablen.

(AQFT2) (Isotonie)
Ist O ⊂ O′, so gilt A(O) ⊂ A(O′).

(AQFT3) (Lokalität)
Sind O und O′ raumartig getrennt, d.h. es gibt keine kausale Kurve,
die einen Punkt aus O mit einem Punkt aus O′ verbindet, dann gilt

[A(O),A(O′)] = 0.

(AQFT4) (Kausalität)
Ist O kausal abhängig von O′, d.h. O liegt in der Cauchyentwicklung
von O′, O ⊂ DM(O′), dann gilt A(O) ⊂ A(O′).
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Aus dem Netz der lokalen Observablen kann man mit Hilfe der Inklusionen

ιOO′ : O −→ O′, für O ⊂ O′

eine eindeutig bestimmte ∗-Algebra Alok konstruieren, die Algebra der lokalen
Observablen. Ist das Netz O 7−→ A(O) ein gerichtetes System, d.h. für O,O′
gibt es ein Õ mit O ⊆ Õ und O′ ⊆ Õ, dann gilt

Alok =
⋃
O

A(O).

Besteht das Netz sogar aus C∗-Algebren, was häufig gefordert wird, dann
besitzt Alok eine eindeutige C∗-Norm und man betrachtet den Abschluß bzgl.
dieser Norm

Aqlok = Alok =
⋃
O

A(O).

Die so erhaltene C∗-Algebra Aqlok nennt man die Algebra der quasilokalen
Observablen. Bei den nun folgenden Axiomen ist bei einem Netz von C∗-
Algebren Alok durch Aqlok zu ersetzen.

(AQFT5) (Kovarianz)
Für jeden isometrischen Diffeomorphismus κ : (M, g) −→ (M̃, g̃) gibt
es einen ∗-Automorphismus ακ : Alok −→ Alok, der für alle O

ακ
(
A(O)

)
= A

(
κ(O)

)
,

ακ
(
1A(O)

)
= 1

A
(
κ(O′)

),
ακ1 ◦ ακ2 = ακ1◦κ2

erfüllt.

(AQFT6) (Primitivität)
Für Alok gibt es eine injektive, irreduzible Darstellung.

Die lokalen Algebren A(O) erzeugt man durch den Feldoperator der jewei-
ligen Theorie, indem man diesen über geeignete Teilmengen der Mannigfal-
tigkeit verschmiert. Hierdurch faßt man auch explizit den Feldoperator als
operatorwertige Distribution auf, wie es von der Axiomatischen Quantenfeld-
theorie gefordert wird. Quantenfelder an einem Punkt sind mit Schwierigkei-
ten verbunden, wie sie etwa in [Haa96] oder [BLT75] beschrieben werden.
Für ein Netz von C∗-Algebren verwendet man die

”
exponentierte“ Form der

verschmierten Feldoperatoren bzw. die Weylalgebra des klassischen Phasen-
raumes. Dies klingt alles noch sehr abstrakt und wir werden diese Aussagen in
Kapitel 4, insbesondere in den Abschnitten 4.3.2 und 4.3.3, mit mehr Inhalt
füllen und verständlicher machen.
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1.2.1 GNS-Darstellung

Der algebraische Rahmen der Quantenfeldtheorie enthält und verallgemei-
nert die Beschreibung mit Hilberträumen und selbstadjungierten Operato-
ren. Grundpfeiler hierfür ist der folgende Satz:

Sei Z ein Zustand auf einer ∗-Algebra mit Eins A. Dann exisitert eine dichte
Teilmenge DZ eines Hilbertraums HZ, ein ∗-Morphismus ρZ : A −→ L(D)
und ein normierter Vektor ΩZ ∈ HZ mit

Z(a) =
〈
ΩZ , ρZ(a)ΩZ

〉
Z
∀a ∈ A,

DZ =
{
ρZ(a)ΩZ | a ∈ A

}
,

wobei
〈
,
〉
Z

das hermitesche Produkt auf HZ bezeichnet. (DZ , ρZ ,ΩZ) heißt

das GNS-Tripel und es ist bis auf unitäre Äquivalenz eindeutig bestimmt.

Diese GNS-Darstellung, benannt nach Gelfand, Naimark und Segal, stellt den
Zusammenhang zwischen der AQFT und dem üblichen Zugang zur Quan-
tenfeldtheorie her, indem sie eine Formulierung in der Sprache von Hilber-
träumen und selbstadjungierten Operatoren liefert. Hat man einen Zustand
Z auf einer C∗-Algebra A, so liefert die GNS-Darstellung eine Darstellung
ρZ : A −→ BLO(HZ), also eine Darstellung durch beschränkte lineare Ope-
ratoren.

1.3 Lokal kovariante Quantenfeldtheorie

Neben dem Haag-Kastler Rahmen gibt es auch eine neue und modernere
Formulierung der AQFT in der Sprache der Kategorientheorie als lokal kova-
riante Quantenfeldtheorie (lcQFT). Diese Formulierung wurde von R. Bru-
netti, K. Fredenhagen und R. Verch in [BFV03] eingeführt und bewirkt, daß
die Struktur der Theorie noch klarer hervortritt. Mit diesem neuen Ansatz
erhält man den Haag-Kastler Rahmen als einen Spezialfall. Wir möchten die-
sen modernen Ansatz nun gerne kurz vorstellen. Eine Kategorie KAT besteht
aus drei Dingen:

• Aus einer Klasse Obj(KAT) von Objekten X, Y, Z, . . ., welche die Ob-
jekte der Kategorie heißen.

• Aus (möglicherweise leeren) Mengen Mor(X, Y ), definiert für jedes Paar
X, Y von Objekten der Kategorie. Die Elemente von Mor(X, Y ) heißen
die Morphismen in der Kategorie von X nach Y .
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• Aus Abbildungen Mor(X, Y )×Mor(Y, Z) −→ Mor(X,Z), definiert für
jedes Tripel X, Y, Z von Objekten der Kategorie. Für f ∈ Mor(X, Y )
und g ∈ Mor(Y, Z) wird das Bild von (f, g) mit g ◦ f bezeichnet; es
heißt die Komposition von f und g.

Diese Daten müssen die folgenden drei Axiome erfüllen:

(KAT1) Die Morphismenmengen sind paarweise disjunkt.

(KAT2) Für f ∈ Mor(W,X), g ∈ Mor(X, Y ) und h ∈ Mor(Y, Z) gilt

(g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h) (Assoziativität).

(KAT3) Zu jedem Objekt X gibt es ein Element idX ∈ Mor(X,X) mit

f ◦ idX = f ∀f ∈ Mor(X, Y ),

(Identität)

idX ◦ g = g ∀g ∈ Mor(Y,X).

Sind KAT1 und KAT2 zwei Kategorien, dann ist ein kovarianter Funktor eine
Abbildung

F : KAT1 −→ KAT2,

die jedem Objekt X ∈ Obj(KAT1) ein Objekt F (X) ∈ Obj(KAT2) zu-
ordnet und jedem Morphismus f ∈ Mor1(X, Y ) einen Morphismus F (f) ∈
Mor2

(
T (X), T (Y )

)
, sodaß

F (idX) = idF (X)

für alle Objekte X ∈ Obj(KAT1) gilt und

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

für alle Morphismen f und g in KAT1, für die g ◦ f definiert ist. Die Kate-
gorien, die wir in dieser Arbeit im Rahmen der AQFT betrachten, sind die
folgenden drei Kategorien:

• Die Kategorie Man
Die Objekte dieser Kategorie sind die orientierten, 4-dimensionalen,
global hyperbolischen Raumzeiten (M, g). Gegeben (M1, g1), (M2, g2)
∈ Obj(Man), so sind die Morphismen aus MorMan

(
(M1, g1), (M2, g2)

)
die isometrischen Einbettungen ψ : (M1, g1) −→ (M2, g2), welche die
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Kapitel 1. Algebraische Quantenfeldtheorie

Orientierung und die Zeitorientierung der Raumzeit erhalten und für
jede kausale Kurve c : [a, b] −→ M2 mit c(a), c(b) ∈ ψ(M1) auch
schon c(t) ∈ ψ(M1) für alle t ∈ (a, b) erfüllen. Solch ein ψ nennt
man hyperbolische Einbettung. Die Komposition der Morphismen ist
die Komposition von Abbildungen und daher assoziativ. Die Identität
in MorMan

(
(Mg), (M, g)

)
ist die Abbildung idM : x 7−→ x, x ∈M .

• Die Kategorie C∗-Alg
Dies ist die Kategorie, deren Objekte die C∗-Algebren mit Eins sind.
Die Morphismen werden durch die 1-erhaltenden ∗-Monomorphismen
gegeben, die Komposition der Morphismen ist wieder die Komposition
von Abbildungen und daher assoziativ. Die Identität in MorC∗-Alg(A,A)
ist für jedes Objekt A ∈ Obj(C∗-Alg) gegeben durch die Identitätsab-
bildung idA : a 7−→ a, a ∈ A.

• Die Kategorie ∗-Alg
Dies ist die Kategorie, deren Objekte die ∗-Algebren mit Eins sind. Die
Morphismen, deren Komposition und die Identität sind wie bei C∗-Alg
gegeben.

Wir sind nun in der Lage anzugeben, was eine lokal kovariante Quantenfeld-
theorie ist (anstelle C∗-Alg kann auch die Kategorie ∗-Alg stehen):

• Eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie ist ein kovarianter Funktor
zwischen den zwei Kategorien Man und C∗-Alg, geschrieben in Dia-
gramform:

(M, g)
_

F

��

ψ // (M ′, g′)
_

F

��
F (M, g)

F (ψ) // F (M ′, g′)

zusammen mit den Kovarianzeigenschaften

F (ψ ◦ ψ′) = F (ψ) ◦ F (ψ′),

F (id(M,g)) = idF (M,g)

für alle Morphismen ψ ∈ MorMan

(
(M1, g1), (M2, g2)

)
, alle Morphismen

ψ′ ∈ MorMan

(
(M2, g2), (M3, g3)

)
und alle Objekte (M, g) ∈ Obj(Man).
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1.3. Lokal kovariante Quantenfeldtheorie

• Eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie, beschrieben durch einen ko-
varianten Funktor F , heißt kausal, wenn Folgendes gilt:
Wann immer zwei Morphismen ψi ∈ MorMan

(
(Mi, gi), (M, g)

)
, i = 1, 2,

erfüllen, daß ψ1(M1) und ψ2(M2) kausal getrennt in (M, g) liegen, d.h.
es gibt keine kausale Kurve von ψ1(M1) nach ψ2(M2), hat man[

Fψ1

(
F (M1, g1)

)
, Fψ2

(
F (M2, g2)

)]
= 0.

• Eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie, die durch einen kovarianten
Funktor F gegeben wird, gehorcht dem Zeitschichtaxiom genau dann,
wenn

Fψ
(
F (M, g)

)
= F (M ′, g′)

für alle ψ ∈ MorMan

(
(M, g), (M ′, g′)

)
mit ψ(M) enthält eine Cauchy-

hyperfläche von (M ′, g′) gilt.

1.3.1 Das Zeitschichtaxiom

Die Frage nach der Vorhersagbarkeit ist eine der wichtigsten Aspekte einer
physikalischen Theorie. Kennt man die Konfigurationen eines physikalischen
Systems in der Gegenwart zu einem gewissen Zeitpunkt t0, so ist das Ziel einer
physikalischen Theorie, Aussagen über die Zukunft bei t > t0 zu machen. Es
wird also in einer physikalischen Theorie die Kenntnis der Zeitentwicklung
des Systems angestrebt.

Die zeitliche Entwicklung eines physikalischen Systems wird durch die
Bewegungsgleichungen, in der Feldtheorie heißen sie Feldgleichungen, gege-
ben, und die Frage nach der Zeitentwicklung des Systems ist gleichbedeutend
mit der Wohlgestelltheit des Anfangswertproblems. Ein wohlgestelltes An-
fangswertproblem bedeutet, daß die Bewegungsgleichungen eindeutig bei der
Kenntnis von Anfangswerten (=Konfiguration des Systems zu einem Zeit-
punkt t0) gelöst werden können. Mit Hilfe dieser eindeutigen Lösung ist das
System zu jedem anderen Zeitpunkt t eindeutig vorhersagbar.

In der Quantenfeldtheorie treten aber Komplikationen mathematischer
Natur auf, was hauptsächlich daran liegt, daß Quantenfelder operatorwerti-
ge Distributionen sind und Singularitäten aufweisen können. Dadurch sind
einige Objekte aus der klassischen Feldtheorie in der Quantenfeldtheorie
nicht mehr bedenkenlos wohldefiniert, und es bedarf ausgefeilterer mathe-
matischer Methoden. Aber selbst dann ist die Frage der Wohlgestelltheit des
Anfangswertproblems und damit die Kenntnis der Zeitentwicklung nur in
Spezialfällen gelöst worden.
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Kapitel 1. Algebraische Quantenfeldtheorie

In der algebraischen Quantenfeldtheorie tritt nun das Zeitschichtaxiom an
die Stelle der Forderung nach der Wohlgestelltheit des Anfangswertproblems.
Es besagt kurz zusammengefaßt, daß die Observablenalgebra der gesamten
Raumzeit M bekannt ist, sobald man die Observablenalgebra einer beliebigen
Umgebung O(Σ) einer Cauchyhyperfläche Σ kennt,

A
(
O(Σ)

)
= A(M), Σ ⊂ O(Σ) ⊂◦M.

Das Zeitschichtaxiom wurde bereits von R. Haag und B. Schroer in [HS62]
als Postulat der Quantenfeldtheorie aufgestellt und besagt dort, daß man
eindeutig den Zustand eines Systems durch Beobachtungen in einem beliebig
kleinen Zeitintervall bestimmen kann.

Wie die moderne Formulierung von [BFV03] und [BF06] der algebraischen
Quantenfeldtheorie mit Begriffen der Kategorientheorie als lokal kovarian-
te Quantenfeldtheorie gezeigt hat, spielt das Zeitschichtaxiom bei einem in
[BF06] neu entwickelten Ansatz zur Quantengravitation eine zentrale Rolle.
Die Erfüllung des Zeitschichtaxioms ist für die Beschreibung der dynamischen
Reaktion eines Quantenfeldes auf die lokale Änderung der Hintergrundsme-
trik wichtig. Ist das Zeitschichtaxiom erfüllt, so kann man eine sogenannte
relative Cauchyevolution definieren, deren Funktionalableitung in Bezug auf
die Metrik der Raumzeit die Bedeutung eines Energie-Impuls Tensors hat.
Das bedeutet auch insbesondere, daß man einen Energie-Impuls Tensor ohne
einen Lagrangschen Formalismus erhalten kann.

Das Zeitschichtaxiom ist also durchaus von allgemeinem Interesse in der
Physik. Arbeiten, die das Zeitschichtaxiom für pertubative Quantenfeldtheo-
rien auf global hyperbolischen Raumzeiten behandeln und dessen Gültigkeit
für das skalare Feld in formal renormierten Störungstheorien zeigen, sind
[Chi08] und [CF08]. Wir werden auf das Zeitschichtaxiom für das quantisier-
te Maxwellfeld im Abschnitt 6.3 eingehen.
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Kapitel 2

Die Maxwellgleichungen und
ihre Formulierungen

In diesem Kapitel diskutieren wir die Maxwellgleichungen in ihren verschie-
denen Darstellungen, um sie dann in Abschnitt 2.7 auf gekrümmte Raum-
zeiten zu verallgemeinern. Bei der Formulierung der Maxwellgleichungen in
integraler Form bis zu ihrer differentialgeometrischen Formulierung auf dem
4-dimensionalen Minkowskiraum folgen wir der Darstellung in [RF93].

2.1 Integrale Form

Die Maxwellgleichungen im Vakuum gehen in ihrer ursprünglichsten Gestalt
zurück auf phänomenologische Gesetze, die Aussagen über die Erzeugung
und die Ausbreitung der elektromagnetischen Felder machen, wohingegen
das Lorentzkraftgesetz für eine Punktladung mit Geschwindigkeit ~v

~F (t, ~x,~v) = q ~E(t, ~x) + k2 q
v

c
~B(t, ~x) (2.1.1)

oder allgemeiner das Gesetz für die Lorentzkraftdichte

~f(t, ~x) = ρ(t, ~x) ~E(t, ~x) + k2
~j(t, ~x)× ~B(t, ~x) (2.1.2)

die Wirkung von elektrischen und magnetischen Feldern auf Ladungen und
(Ladungs-)Ströme bestimmt. k2 ist hierbei eine Konstante, die erst durch die
Festlegung eines Maßeinheitensystems für Ladung, elektrische und magneti-
sche Feldstärke bestimmt wird. Die Maxwellgleichungen lauten im Einzelnen:

(i) Gaußsches Gesetz:
Der Fluß des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Fläche ist
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Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

proportional zu der von dieser Fläche eingeschlossenen Gesamtladung,
bzw. Ladungen sind die Quellen und Senken des elektrischen Feldes.
Mathematisch präzisiert∫

∂V

~E · ~Ndf = k1Qges.,

wobei k1 eine noch festzulegende Konstante ist und ~N das eindeutig
bestimmte, senkrecht auf ∂V stehende, nach außen weisende, normierte
Vektorfeld.

(ii) Abwesenheit magnetischer Ladungen:
Der Fluß des magnetischen Feldes durch eine geschlossene Fläche ver-
schwindet. Das magnetische Feld hat keine Quellen und Senken, es gibt
keine magnetische Ladungen und die magnetischen Feldlinien sind stets
geschlossen. In Formeln ∫

∂V

~B · ~Ndf = 0,

wobei ~N wieder das eindeutig bestimmte, senkrecht auf ∂V stehende,
nach außen weisende, normierte Vektorfeld ist.

(iii) Faradaysches Induktionsgesetz:
Ein sich zeitlich ändernder, magnetischer Fluß erzeugt am Rande der
von ihm durchsetzten Fläche ein elektrisches Wirbelfeld∫

∂F

~E · ~Tdl = −k2
d

dt

∫
F

~B · ~Ndf,

wobei k2 die bereits erwähnte Konstante ist, ~N das normierte, senkrecht
auf F stehende Vektorfeld, welches die Orientierung von F festlegt und
~T das eindeutig bestimmte, positiv orientierte, tangential an ∂F liegen-
de, normierte Vektorfeld.

(iv) Ampèresches Gesetz:
Ein Strom oder ein sich zeitlich ändernder elektrischer Fluß erzeugt am
Rande der von ihm durchsetzten Fläche ein magnetisches Wirbelfeld∫

∂F

~B · ~Tdl = k3

(∫
F

~j · ~Ndf + k4
d

dt

∫
F

~E · ~Ndf
)
,

wobei k3 und k4 noch festzulegende Konstanten sind, ~N das senkrecht
auf F stehende, normierte Vektorfeld, welches die Orientierung von F
festlegt, sowie ~T das eindeutig bestimmte, positiv orientierte, tangential
an ∂F liegende, normierte Vektorfeld.
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2.2. Differentielle Form

Die Wahl der Konstanten bestimmt die Maßeinheiten der Felder. Von einem
relativistischen Standpunkt aus ist es sinnvoll die Einheiten so zu wählen, daß
die elektrische und die magnetische Feldstärke dieselben Maßeinheiten haben.
Für die weitere Betrachtung sind die Konstanten daher wie folgt festgelegt:

k1 = 4π, k2 =
1

c
, k3 =

4π

c
und k4 =

1

4π
,

womit also das Gaußsche Maßsystem gewählt wurde. Damit ist aber die
Theorie des Elektromagnetismus noch nicht vollständig beschrieben. Es fehlt
noch die Bilanzgleichung der elektrischen Ladung

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = ρ̇+ div~j = 0. (2.1.3)

2.2 Differentielle Form

Mit dem Satz von Stokes und dem Satz von Gauß erhält man aus der inter-
gralen Form der Maxwellgleichungen 2.1(i-iv) die differentielle Form

(i)
~∇ · ~E = div ~E = 4πρ.

(ii)
~∇ · ~B = div ~B = 0.

(iii)

~∇× ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= rot ~E +

1

c
~̇B = 0.

(iv)

~∇× ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
= rot ~B − 1

c
~̇E =

4π

c
~j.

2.3 Differentialgeometrische Formulierung

Die Verwendung der Sätze von Stokes und Gauß sowie die in der integra-
len und differentiellen Form der Maxwellgleichungen verwendeten mathema-
tische Objekte legen es nahe, die differentiellen Maxwellgleichungen in die
Sprache der Differentialgeometrie zu übersetzen. Dies liefert eine koordina-
tenfreie Darstellung der Maxwellgleichungen und ermöglicht letztendlich eine
Formulierung auf gekrümmten Mannigfaltigkeiten.
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Die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit ist im vorliegenden Fall sogar eine
orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit, bekanntlich der 3-dimensionale
euklidische Raum (M, g) = (E3,

〈
·, ·
〉
eukl.

) := (R3, δijd(id)i ⊗ d(id)j) mit glo-
baler Karte (R3, id = idR3). Hierbei bedeuten die Differentiale und die parti-
ellen Ableitungen nichts anderes als eine Umschreibung der aus der Analysis
des R3 bekannten Differentiale und Ableitungen

d(id)i = dxi,

∂id1 = ∂1 = ∂x1 =
∂

∂x1
= ∂x =

∂

∂x
,

∂id1 = ∂2 = ∂x3 =
∂

∂x2
= ∂y =

∂

∂y
,

∂id1 = ∂3 = ∂x2 =
∂

∂x3
= ∂z =

∂

∂z
.

Diese Umformulierung ist rein zweckmäßig und dient der differentialgeome-
trischen Verallgemeinerung auf semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Das Lorentzkraftgesetz (2.1.1) bzw. das Gesetz der Lorentzkraftdichte
(2.1.2) soll invariant unter Paritätstransformation und Zeitumkehr sein und
daher transformieren sich das elektrische und das magnetische Feld gemäß

P :

{
~E(t, ~x) 7−→ − ~E(t,−~x)
~B(t, ~x) 7−→ + ~B(t,−~x)

(Parität),

T :

{
~E(t, ~x) 7−→ + ~E(−t, ~x)
~B(t, ~x) 7−→ − ~B(−t, ~x)

(Zeitumkehr).

Aus diesem Grund entspricht nach [RF93] dem elektrischen Feld eine 1-Form
und dem magnetischen Feld eine 2-Form auf dem 3-dimensionalen euklidi-
schen Raum (E3,

〈
·, ·
〉
eukl.

):

E = Eidx
i ∈ Ω1E3, Ei := δijE

j,

B =
1

2
εklmB

kdxl ∧ dxm ∈ Ω2E3.

Eine Definition von Differentialformen findet sich in Abschnitt A.5. Der La-
dungsdichte und der Stromladungsdichte entsprechen die folgenden Formen:

ρ̃ = ρdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∈ Ω3E3,

j̃ =
1

2
εklmj

kdxl ∧ dxm ∈ Ω2E3.

Die Komponentenfunktionen Ei, B
k, ρ und jk hängen nicht nur glatt vom

Raum, sondern auch glatt von der Zeit ab.
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2.3. Differentialgeometrische Formulierung

Mit Hilfe der äußeren Ableitung d, siehe Abschnitt A.5.6, und des Hodge-
∗-Operators, siehe Abschnitt B.6, lassen sich die Maxwellgleichungen auf
(E3,

〈
·, ·
〉
eukl.

) nun koordinatenunabhängig formulieren:

(i)

d ∗ E = 4πρ̃.

(ii)

dB = 0.

(iii)

dE +
1

c

∂B

∂t
= 0.

(iv)

d ∗B − 1

c

∂ ∗ E
∂t

=
4π

c
j̃.

Aufgrund der Bijektivität des Hodge-∗-Operators lassen sich (i) und (iv) mit
der 0-Form ρ ∈ Ω0E3 und der 1-Form j = δklj

kdxl ∈ Ω1E3 umschreiben zu

(i’)

∗−1d ∗ E = 4πρ.

(iv’)

∗−1d ∗B − 1

c
∗−1 ∂ ∗ E

∂t
=

4π

c
j.

Da die Kombination ∗−1d∗ häufig auftritt, faßt man sie zu einem Operator,
der Koableitung δ, zusammen. Diese wirkt durch δ := (−1)p ∗−1 d∗ auf p-
Formen (für die Eigenschaften von δ siehe B.7). Wie man durch Nachrechnen
in Koordinaten überprüfen kann, sind die Formulierungen (i) und (iv) äquiva-
lent zu (i’) und (iv’). Weiter ist es bemerkenswert, daß der Hodge-∗-Operator
nur bei den inhomogenen Maxwellgleichungen (i) und (iv) auftritt, sich die
homogenen Maxwellgleichungen (ii) und (iii) hingegen ohne jeden Bezug auf
die Metrik und Orientierung der Mannigfaltigkeit schreiben lassen. Mit dem
Davorschalten von ∗−1 werden auch die Maxwellgleichungen (i) und (iv) von
der Orientierung der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit unabhängig, wie
man in Koordinaten nachrechnen kann. (i’) und (iv’) sind daher genauso wie
(ii) und (iii) auch auf nicht orientierbaren Mannigfaltigkeiten gültig.
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2.3.1 Potentiale

Das Lösen der Maxwellgleichungen wird durch die Einführung von Potentia-
len entscheidend vereinfacht. Ein Vektorpotential ist eine 1-Form A ∈ Ω1E3

mit dA = B. In
”
lokalen“ Koordinaten, als Karte ist (R3, id) gewählt, läßt

sich dies wiederum schreiben als

1

2
εklmB

k =
∂Am
∂xl

=⇒ εklmB
k =

∂Am
∂xl

− ∂Al
∂xm

=⇒ B3 =
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
, B1 =

∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
, B2 =

∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

=⇒ ~B = ~∇× ~A, ~A =

A1 = δ1iAi = A1

A2 = δ2iAi = A2

A3 = δ3iAi = A3

 .

Zusätzlich erhält man damit aus 2.3(iii)

d(E +
1

c

∂A

∂t
) = 0,

weswegen man das skalare Potential Φ ∈ Ω0E3 einführt, welches

dΦ = E +
1

c

∂A

∂t

erfüllt. In der Karte (R3, id) ergibt sich somit

~E = ~∇Φ− 1

c

∂ ~A

∂t
.

Aus physikalischer Konvention wird jedoch −Φ statt Φ benutzt, so daß sich
endgültig

~E = −~∇Φ− 1

c

∂ ~A

∂t
ergibt. Eingesetzt in die inhomogenen Maxwellgleichungen in differentieller
Form (2.2)(i+iv) erhält man damit

4Φ +
1

c
~∇
(∂ ~A
∂t

)
=− 4πρ,

4 ~A− ~∇(~∇ · ~A)− 1

c2

∂2 ~A

∂t2
− 1

c
~∇
(∂Φ

∂t

)
=− 4π

c
~j.

(2.3.1)

Diese Gleichungen sind die inhomogenen Maxwellgleichungen (2.2)(i+iv),
ausgedrückt durch die Potentiale. Drückt man die homogenen Maxwellglei-
chungen (2.2)(ii+iii) durch die Potentiale aus, so sind diese automatisch
erfüllt.
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Bis jetzt wurde aber noch nichts über die Existenz des Vektorpotenti-
als und des skalaren Potentials gesagt. Ob es zu jedem magnetischen Feld
B immer ein Vektorpotential A mit dA = B gibt und immer ein skalares
Potential Φ existiert, welches dΦ = E + 1

c
∂A
∂t

erfüllt, soll in dieser Arbeit
noch ausführlich geklärt werden. Es wird sich dabei herausstellen, daß die
Sprache der Differentialformen hervorragend dazu geeignet ist, diese Fragen
auf beliebigen glatten Mannigfaltigkeiten zu klären, was nochmals die Nütz-
lichkeit der differentialgeometrischen Formulierung der Maxwellgleichungen
unterstreicht. An dieser Stelle sei gesagt, daß in dem hier vorliegenden Fall
des euklidischen Raumes E3 die Existenz des Vektorpotentials und des skala-
ren Potentials gesichert ist. Aus 2.3(ii) ergibt sich sofort mit Hilfe des Poin-

carélemmas 5.1.6, daß B exakt ist, d.h. B = dA bzw. ~B = ~∇ × ~A für eine
1-Form A ∈ Ω1E3. Genauso erhält man mit dem Poincarélemma 5.1.6 die
Existenz eines skalaren Potentials Φ ∈ Ω0E3.

2.3.2 Eichtransformationen

Die zuvor eingeführten Potentiale sind aber keinesfalls eindeutig durch E
und B bestimmt. Es führen alle Vektor- und skalare Potentiale zu denselben
Feldstärken, welche durch die Eichtransformationen

~A 7−→ ~A′ = ~A+ ~∇χ(t, ~x),

Φ 7−→ Φ′ = Φ− 1

c

∂χ(t, ~x)

∂t
,

(2.3.2)

auseinander hervorgehen, wobei χ eine sonst beliebige Funktion von t und
~x sein darf. Diese vorliegende Situation nennt man Eichfreiheit, da man
den Potentialen zusätzliche Bedingungen aufzwingen kann, ohne die resul-
tierende Physik zu ändern; man spricht dann von der Wahl einer Eichung.
Die Eichtransformationen, die mit einer gewählten Eichbedingung verträglich
sind, heißen residuale Eichtransformationen. Wichtig ist die Coulombeichung

~∇ · ~A = 0,

mit residualen Eichtransformationen (2.3.2) und der Nebenbedingung

4χ = 0.

Eine weitere sehr wichtige Eichung ist die Lorenzeichung

~∇ · ~A+
1

c

∂Φ

∂t
= 0, (2.3.3)
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mit residualen Eichtransformationen (2.3.2) und der Nebenbedingung

�χ :=
1

c2

∂2χ

∂t2
−4χ =

1

c2

∂2χ

∂t2
−

3∑
i=1

∂2χ

∂(xi)2
= 0.

Aus den inhomogenen Maxwellgleichungen (2.3.1) erhält man in Lorenzei-
chung die inhomogenen Wellengleichungen der Potentiale

�Φ = 4πρ und � ~A =
4π

c
~j. (2.3.4)

2.3.3 Maxwellfeld aus den Potentialen

Man kann jetzt die ganze Situation umdrehen, indem man die Differential-
gleichungen 2.Ordnung (2.3.1) für Φ und ~A löst, womit man die inhomogenen
Maxwellgleichungen ausgedrückt durch die Potentiale gelöst hat. Ferner ist
noch die Eichfreiheit zu beachten, welche den Lösungsvorgang erheblich ver-
einfachen kann. Man kann so anstatt (2.3.1) zu lösen, in Lorenzeichung gehen
und (2.3.4) lösen. Mit den Feldstärken definiert durch

~B := ~∇× ~A,

~E := −~∇Φ− 1

c

∂ ~A

∂t

(2.3.5)

erhält man somit eine Lösung der Maxwellgleichungen (2.2)(i-iv).

2.3.4 Elektrische und magnetische Ladung

Sei E ∈ Ω1E3 ein elektrisches und B ∈ Ω2E3 ein magnetisches Feld, sodaß die
Maxwellgleichungen 2.3(i-iv) erfüllt werden. Die mit dem elektrischen Feld E
assoziierte Ladung in einem Volumen V ⊂ E3 ist gegeben durch das Integral

Qelektr. =

∫
V

∗ρ 2.3(i′)
=

1

4π

∫
V

d ∗ E Stokes
=

1

4π

∫
∂V

ιpb∂V ∗ E,

wobei ιpb∂V das Zurückholen nach ∂V mittels ι bezeichne, siehe auch Definition
A.5.5. Analog ist die magnetische Ladung in einem Volumen V ⊂ E3, die mit
B assoziiert wird

Qmagn. = 0
2.3(ii)

=

∫
V

dB
Stokes

=

∫
∂V

ιpb∂VB.

Mit ein wenig Bereitschaft zur Verallgemeinerung kann man ∂V als einen
2-Zykel z ∈ Z∞2 (E3;R) auffassen, siehe Definition 5.2.4 und Abschnitt 5.3.
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∂V ist nämlich eine randlose, geschlossene Fläche in E3, d.h. es gilt ∂∂V = 0.
Allgemeiner definiert man nun für jeden glatten 2-Zykel z in E3 die mit E
assoziierte elektrische und die mit B assoziierte magnetische Ladung von z
durch die Integrale

Qelektr.(z) :=
1

4π

∫
z

∗E,

Qmagn.(z) :=
1

4π

∫
z

B.

(2.3.6)

Kann das magnetische Feld B aus einem Vektorpotential A durch dA = B
abgeleitet werden, dann ist das zweite Integral immer Null, weil

Qmagn.(z) =
1

4π

∫
z

B =
1

4π

∫
z

dA =
1

4π

∫
∂z

A = 0 ∀z ∈ Z∞2 (E3;R)

oder mit anderen Worten: Die Existenz eines Vektorpotentials impliziert, daß
es keine magnetische Ladung gibt! Siehe auch [MW57] zu diesem Thema.

2.4 Kovariante Formulierung

Da die Lichtgeschwindigkeit für jeden Beobachter gleich ist, was den Aus-
gangspunkt der speziellen Relativitätstheorie darstellt, kann man vermuten,
daß die Maxwellgleichungen, die ja Licht als elektromagnetische Welle be-
schreiben, kovariant unter Lorentztransformationen, d.h. forminvariant sind.
Der bisherigen Formulierung sieht man diese Forminvarianz aber noch nicht
an. Dazu werden nun die Größen der klassischen Elektrodynamik zu dem
4er-Vektor und dem 2er-Tensor

jµ = (cρ,~j) = (cρ, j1, j2, j3) (4er-Stromdichte),

F µν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

 (Feldstärketensor)

zusammengefaßt. Die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit, auf der sich jetzt
alles abspielt, ist der Minkowskiraum (M, g) = (M, η) := (R4, η). Die 0-te
Komponente x0 eines Punktes x ∈ M hat die physikalische Interpretation
eines Zeitpunktes, die anderen drei Komponenten xi, i = 1, 2, 3, geben die
Ortskoordinaten wieder. Die Maxwellgleichungen lauten dann

(i)
0 = ∂κFµν + ∂µFνκ + ∂νFκµ (homogene Maxwellgleichung).
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Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

(ii)

∂µF
µν =

4π

c
jν (inhomogene Maxwellgleichung).

Diese Formulierung der Maxwellgleichungen ist äquivalent zur Formulierung
(2.2)(i-iv). Die 4er-Stromerhaltung, also die kovariante Formulierung von
(2.1.3), läßt sich schreiben als

∂µj
µ = 0. (2.4.1)

Bei den Größen mit griechischen Indizes, die von 0 bis 3 laufen, macht es einen
expliziten Unterschied, ob die Indizes oben oder unten stehen. Die Indizes
werden mittels der Minkowskimetrik η herauf- oder heruntergeschoben, da
es sich bei den angegeben Größen um die Komponenten von Vektoren und
Tensoren handelt. Zum Beispiel gelten

jµ = (cρ,−~j) = (cρ,−j1,−j2,−j3) (4er-Stromdichte),

Fµν =


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0

 (Feldstärketensor),

∂µFµν =
4π

c
jν (inhomogene Maxwellgleichung).

2.4.1 Kovariante Formulierung der Potentiale

Im 4er-Potential werden das skalare Potential Φ und das Vektorpotential ~A
zu einem Lorentzvektor zusammengefaßt

Aµ := (cΦ, ~A) bzw. Aµ = (cΦ,− ~A),

Die Definitionen (2.3.5) der Feldstärken durch die Potentiale schreiben sich
in kovarianter Form als

F µν = ∂µAν − ∂νAµ. (2.4.2)

Die inhomogenen Maxwellgleichungen (2.3.1) nehmen die Gestalt

∂ν∂νA
µ − ∂ν∂µAν =

4π

c
jµ (2.4.3)

an, und die Lorenzeichung (2.3.3) lautet in kovarianter Form

∂µA
µ = 0. (2.4.4)

In Lorenzeichung lautet (2.4.3) daher

∂ν∂νA
µ =

4π

c
jµ, (2.4.5)

was die kovariante Form von (2.3.4) ist.
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2.5 Differentialgeometrische, kovariante Form

Wie zuvor erwähnt wurde, sind die Maxwellgleichungen 2.4 (i+ii) in kova-
rianter Form Gleichungen für Komponentenfunktionen von Vektoren und
Tensoren. In der Sprache der Differentialgeometrie lauten sie

(i)
dF = 0 (homogene Maxwellgleichung).

(ii)

−δF = − ∗−1 d ∗ F =
4π

c
j (inhomogene Maxwellgleichung).

Hierbei sind F und j gegeben durch

j = jµdx
µ ∈ Ω1M,

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν ∈ Ω2M,
(2.5.1)

mit der Identität als gewählte Karte. Die 4er-Stromerhaltung (2.4.1) lautet
koordinatenunabhängig

− δj = 0. (2.5.2)

2.5.1 Potentiale differentialgeometrisch und kovariant

Möchte man noch die Potentiale einbeziehen, so hat man weiter

A = Aµdx
µ ∈ Ω1M,

(2.4.2) wird zu
F = dA (2.5.3)

und die inhomogene Maxwellgleichung (2.4.3) des 4er-Potentials lautet koor-
dinatenunabhängig

− δdA =
4π

c
j (2.5.4)

Für die Lorenzeichung (2.4.4) ergibt sich

− δA = 0 (2.5.5)

und daher in Lorenzeichung für (2.5.4)

�A =
4π

c
j. (2.5.6)

Die Eichfreiheit der Potentiale beruht in dieser Formulierung darauf, daß man
zu einem Potential A mit F = dA eine 1-Form Λ mit dΛ = 0 hinzuaddieren
kann, ohne F zu ändern, denn F = d(A+ Λ) = dA+ dΛ = dA.
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Kapitel 2. Die Maxwellgleichungen und ihre Formulierungen

2.5.2 Elektrisches und magnetisches Feld

Die 1-Form Et0 = Ei(t0, · ) dxi ∈ Ω1E3, Ei(t0, · ) ∈ C∞(E3,R) und die 2-
Form Bt0 = 1

2
εklmB

k(t0, · ) dxl ∧ dxm ∈ Ω2E3, Bk(t0, · ) ∈ C∞(E3,R) zu einem
gewissen Zeitpunkt t0 kann man mit Hilfe des dualen Feldstärketensor ∗F ,

(∗F )µν =


0 B1 B2 B3

−B1 0 E3 −E2

−B2 −E3 0 E1

−B3 E2 −E1 0

 ,

und der Einbettung ιt0 = ι0 : E3 −→ M, (x, y, z) 7−→ (t0, x, y, z) aus dem
Feldstärketensor F ∈ Ω2M extrahieren. Es gelten dafür die Gleichungen

Et0 = − ∗ ιpb0 ∗ F (2.5.7)

und

Bt0 = −ιpb0 F, (2.5.8)

wie man durch die Rechnungen

− ∗ ιpb0 ∗ F
C.4.4
= ιpb0 einn F = ιpb0 (F0νdx

ν) = F0ν(t0, · )d(xν ◦ ι0)

= F0n(t0, · )dxn = En(t0, · )dxn = E(t0, · )

und

−ιpb0 F = −ιpb0 (
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν) =
1

2
(Fµν ◦ ι0)d(xµ ◦ ι0) ∧ d(xν ◦ ι0)

= −1

2
Fij(t0, · )dxi ∧ dxj =

1

2
εijkB

k(t0, · )dxi ∧ dxj

= +
1

2
Bij(t0, · )dxi ∧ dxj = Bt0

einsehen kann. Es wurden hierfür x0 ◦ ι0 = konst. = t0 =⇒ d(x0 ◦ ι0) = 0,
xi ◦ ι0 = xi =⇒ d(xi ◦ ι0) = dxi, die Definition des Feldstärketensors und
n = (1, 0, 0, 0)T verwendet.

An dieser Stelle sei der Leser darauf hingewiesen, daß in (2.5.7) nicht
beide Male derselbe Hodge-∗-Operator gemeint ist, sondern einmal derjenige
auf dem Minkowskiraum (vor dem Zurückholen) und einmal derjenige auf der
Hyperfläche {t0} × R3 mit der induzierten Metrik (nach dem Zurückholen).
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2.5.3 Ladungsdichte und 3er-Stromdichte

Wie zuvor bei den Feldern kann man aus der 4er-Stromdichte j ∈ Ω1M, unter
Zuhilfenahme der Einbettung ιt0 = ι0 : E3 −→ M, (x, y, z) 7−→ (t0, x, y, z),
die Ladungsdichte ρ(t0, · ) ∈ Ω0E3 und die 3er-Stromdichte jt0 = ji(t0, · ) dxi
zu einem gewissen Zeitpunkt t0 erhalten. Diese geschieht durch

cρ(t0, · ) = ∗ιpb0 ∗ j, (2.5.9)

jt0 = −ιpb0 j. (2.5.10)

Als Beweis dienen die folgenden beiden Rechnungen

∗ιpb0 ∗ j
C.4.4
= ιpb0 einn j = ιpb0 j0 = j0(t0, · ) = cρ(t0, · ),

−ιpb0 j = −ιpbjµ dxµ = −(jµ ◦ ι) d(xµ ◦ ι) = −jm(t0, · ) dxm

= δmkj
k(t0, · ) dxm = jt0 .

Die Feststellungen (2.5.7), (2.5.8), (2.5.9) und (2.5.10) werden auf gekrümm-
ten Mannigfaltigkeiten eine wichtigere Rolle spielen als auf dem Minkowski-
raum, da sie einen Leitfaden dafür geben, was elektrisches Feld, magneti-
sches Feld, Ladungsdichte und 3er-Stromladungsdichte genannt werden soll.
Weiter werden die Gleichungen (2.5.7) und (2.5.8) sehr wichtig sein, wenn
es darum geht, Zusatzbedingungen an die Cauchydaten des Maxwellfeldes
auf global hyperbolischen Raumzeiten zu stellen, sodaß das Cauchyproblem
wohlgestellt wird.

2.6 Konsistenzrechnung

Bevor die Maxwellgleichungen auf global hyperbolischen Raumzeiten ange-
geben werden, soll nachgerechnet werden, daß die differentialgeometrisch for-
mulierten Verallgemeinerungen 2.5(i+ii) sowie (2.5.2) die Maxwellgleichun-
gen 2.4(i+ii) und die 4er-Stromerhaltung (2.4.1) ergeben. Dies dient als
Nachweis dafür, daß wirklich sinnvolle und passende Verallgemeinerungen
für die Maxwellgleichungen getroffen wurden. Als Karte des Minkowskirau-
mes (M, η) sei für diesen Nachweis die globale Karte (R4, idR4) gewählt.

dF = d(
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν) =
1

2
∂κFµνdx

λ ∧ dxµ ∧ dxν = 0,

ausschreiben für ein festes Zahlentripel (λ, ρ, σ) ∈ {0, 1, 2, 3}3 liefert

∂λFρσ + ∂ρFσλ + ∂σFλρ = 0
(
homogene Maxwellgleichung 2.4(i)

)
.
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Weiter berechnet man

−δF = − ∗−1 d ∗ (
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν) B.7.2
= ∇λF λκηκαdx

α = ∂λF
λκηκαdx

α

=
4π

c
jαdx

α =
4π

c
j

=⇒∂λF λκηκα =
4π

c
jα | · ηαβ

=⇒∂λF λβ =
4π

c
jβ
(
inhomogene Maxwellgleichung 2.4 (ii)

)
.

−δj = ∗−1d ∗ jµdxµ
B.7.2
= ∇λjλ = ∂λj

λ
(
4er-Stromerhaltung (2.4.1)

)
.

Ähnliche Rechnungen zeigen die Konsistenz der für die Potentiale getroffenen
Verallgemeinerungen, also daß aus (2.5.3), (2.5.4), (2.5.5) und (2.5.6) wieder
(2.4.2), (2.4.3), (2.4.4) und (2.4.5) folgen.

2.7 Maxwellfeld auf Lorentzmannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Formulierung der Maxwellgleichun-
gen auf Lorentzmannigfaltigkeiten zu. Insbesondere wollen wir orientierte
global hyperbolischen Raumzeiten betrachten. Für die Definition einer glo-
bal hyperbolischen Raumzeit und ihre Eigenschaften siehe Abschnitt C.3. Im
Falle einer 4-dimensionalen global hyperbolischen Raumzeit ist die Forde-
rung nach Orientierbarkeit der Mannigfaltigkeit keine echte Einschränkung,
weil jede 4-dimensionale global hyperbolische Raumzeit orientierbar ist. Dies
liegt daran, daß jede 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit paralle-
lisierbar ist. Aus der Orientierbarkeit folgt insbesondere, daß der Hodge-∗-
Operator wohldefiniert ist. Sei aber vorerst (M, g) eine 4-dimensionale und
orientierte Lorentzmannigfaltigkeit. Die koordinatenunabhängigen Maxwell-
gleichungen 2.5(i+ii) lassen sich direkt verallgemeinern zu

(i)

dF = 0 (homogene Maxwellgleichung).

(ii)

−δF = − ∗−1 d ∗ F =
4π

c
j (inhomogene Maxwellgleichung).
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2.7. Maxwellfeld auf Lorentzmannigfaltigkeiten

F ∈ Ω2M und j ∈ Ω1M werden in einer beliebigen Karte (O, π) von M
gegeben durch

j
∣∣∣
O

= jµdπ
µ,

F
∣∣∣
O

=
1

2
Fµνdπ

µ ∧ dπν .
(2.7.1)

Solange kein Kartenwechsel durchgeführt wird, wird hier und in Zukunft dar-
auf verzichtet, an den Komponentenfunktionen und Ableitungen zusätzlich
zu kennzeichnen, in welcher Karte sie zu verstehen sind. Dies soll die Notati-
on entlasten und übersichtlicher halten. Es ergibt sich aber immer aus dem
Kontext, in welcher Karte gerechnet wird.

(2.7.1) ist die direkte Verallgemeinerung von (2.5.1) für beliebige Kar-
ten. In einer beliebigen Karte (O, π) lauten die Maxwellgleichungen 2.7(i+ii)
daher

∇κFµν +∇µFνκ +∇νFκµ = 0,

∇ιF ιµgµν = gιµ∇ιFµν =
4π

c
jν ⇐⇒ ∇ιF ιµ =

4π

c
jµ,

(2.7.2)

wobei ∇ hier den Levi-Civita Zusammenhang (siehe Abschnitt B.3) bezeich-
net. Die 4er-Stromerhaltung, die in (2.5.2) bereits koordinatenunabhängig
formuliert ist, wird genauso verallgemeinert zu

− δj = 0, (2.7.3)

was in einer beliebigen Karte (O, π) von M

∇µjµ = 0 (2.7.4)

bedeutet.

2.7.1 Potentiale auf Lorentzmannigfaltigkeiten

Alle Ausdrücke in Unterabschnitt 2.5.1 sind bereits koordinatenunabhängig
formuliert und lassen sich daher direkt auf Lorentzmannigfaltigkeiten (M, g)
verallgemeinern:

F = dA,

−δdA =
4π

c
j,
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was in einer beliebigen Karte (O, π) von (M, g)

Fµν = ∇µAν −∇νAµ,

∇µ∇µAν −∇µ∇νAµ =
4π

c
jµ

bedeutet, wobei A die lokale Darstellung

A
∣∣∣
O

= Aµdπ
µ

hat. Mit Lorenzeichung

−δA = 0,

was lokal auf (O, π) zu

∇µAµ = 0

wird, schreibt sich die Maxwellgleichung für das Potential als

�A =
4π

c
j.

� bezeichnet hier den Wellenoperator für Differentialformen � = −δd− dδ.
Lokal in der Karte (O, π) erhält man die Darstellung

�A
∣∣∣
O

= ∇µ∇µAν −∇µ∇νAµ = ∇µ∇µAν −∇ν∇µAµ + [∇ν ,∇µ]Aµ

B.4.4
= ∇µ∇µAν −RνµA

µ =
4π

c
jν .

2.7.2 Elektrisches und magnetisches Feld

Sei nun (M, g) eine 4-dimensionale global hyperbolische Raumzeit. Ist eine
raumartige glatte Cauchyhyperfläche Σ ⊂ M mit Einbettung ι : Σ −→ M
gegeben, so kann man jedem Feldstärketensor F ∈ Ω2M das zugehörige
elektrische und magnetische Feld auf Σ zuordnen, indem (2.5.7) und (2.5.8)
zur Definition erhoben werden:

E ∈ Ω1Σ, E := − ∗ ιpb ∗ F, (2.7.5)

B ∈ Ω2Σ, B := −ιpbF. (2.7.6)

Da die äußere Ableitung und das Zurückholen einer Differentialform vertau-
schen, siehe Definition A.5.5, erfüllen das zu einem Feldstärketensor gehörige
elektrische und magnetische Feld auf der Cauchyhyperfläche Σ

−δE = 4πρ, (2.7.7)

dB = 0. (2.7.8)
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Die Gültigkeit dieser beiden Gleichungen wird bewiesen durch

−δE = ∗−1d ∗ E (2.7.5)
= − ∗−1 d ∗ ∗ιpb ∗ F = − ∗ d ∗−1 ∗ιpb ∗ F

= − ∗ dιpb ∗ F = − ∗ ιpbd ∗ F = − ∗ ιpb ∗ ∗−1d ∗ F = − ∗ ιpb ∗ δF
2.7(ii)

= ∗ιpb ∗ 4π

c
j

(2.7.9)
= 4πρ.

dB
(2.7.6)

= −dιpbF = −ιpbdF 2.7(i)
= −ιpb0 = 0.

Genauso wie (2.5.7) und (2.5.8) erhebt man (2.5.9) und (2.5.10) zur De-
finition der zu j ∈ Ω1M zugehörigen Ladungsdichte ρ ∈ Ω0Σ und 3er-
Stromladungsdichte j ∈ Ω1Σ auf Σ:

cρ := ∗ιpb ∗ j, (2.7.9)

j := −ιpbj. (2.7.10)

Wieder sei der Leser darauf hingewiesen, daß in (2.7.5) und (2.7.9) unter-
schiedliche Hodge-∗-Operatoren gemeint sind. Vor dem Zurückholen steht
der Hodge-∗-Operator von (M, g), hinter dem Zurückholen derjenige der
Riemannschen Mannigfaltigkeit (Σ, h = −ιpbg). Der Hodge-∗-Operator von
(Σ, h) ist wohldefiniert, da Σ wegen der Orientierbarkeit von M selbst wieder
orientierbar ist.

2.7.3 Elektrischer und magnetischer Fluß

Sei wieder (M, g) eine 4-dimensionale global hyperbolische Raumzeit und z
ein 2-Zykel aus Z∞2 (Σ;R), dann sind der elektrische und der magnetische
Fluß durch z, welcher mit einem Feldstärketensor F ∈ Ω2M assoziiert wird,
die Verallgemeinerungen der Integrale (2.3.6)

1

4π

∫
z

∗E (2.7.5)
=

1

4π

∫
z

− ∗ ∗ιpb ∗ F = − 1

4π

∫
z

ιpb ∗ F = − 1

4π

∫
z

∗F,

1

4π

∫
z

B
(2.7.6)

= − 1

4π

∫
z

ιpbF = − 1

4π

∫
z

F.

Man sieht, daß es keine magnetische Ladung geben kann, wenn F aus einem
4er-Potential A durch F = dA hervorgeht. Die Integrale auf der rechten
Seite der beiden Gleichungen können auf alle glatten 2-Zykel z ∈ Z∞2 (M,R)
erweitert werden. Man spricht auch für diese 2-Zykel vom elektrischen und
magnetischen Fluß durch z.
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Ist z ein raumartiger glatter 2-Zykel, d.h. z ist ganz in einer raumartigen
glatten Cauchyhyperfläche enthalten und somit ein glatter 2-Zykel dieser
Cauchyhyperfläche, dann geben die Integrale die mit F assoziierte elektrische
und magnetische Ladung an, die in z enthalten ist. Läßt man für z einen
zeitartigen, d.h. nicht raumartigen glatten 2-Zykel z ∈ Z∞2 (M ;R) zu, so
geben die Integrale die elektrische und die magnetische Ladung an, die in
einer gewissen Zeit durch eine gewisse Fläche hindurchströmt. Diese gewisse
Zeit und Fläche werden beide durch z bestimmt.

Es ist aber ein Fehler, sich für jeden glatten 2-Zykel z diese Integrale
als die elektrische und magnetische Ladung zu denken, wie man sie aus der
Elementarteilchenphysik kennt. Da die Topologie i.A. nicht trivial ist, ist der
Rand eines 2-Zykels nicht notwendigerweise der ganze Rand des Gebietes,
welches von dem 2-Zykel umschrieben wird. Bei der Verwendung des Satzes
von Stokes können also neben ∂z noch weitere Randterme auftreten.

Dies hat zur Folge, daß der elektromagnetische Fluß durch einen solchen
2-Zykel z, der von einem Beobachter festgestellt wird, nicht von einer Ele-
mentarladung herrührt. Man kann nicht irgendwo innerhalb von z mit dem
Finger hinzeigen und sagen:

”
Hier befindet sich eine Ladung“. Nur ein un-

bedachter Beobachter würde den Satz von Stokes voreilig auf die Integrale
anwenden und

”
nachweisen“, daß sich in z eine Ladung befindet.

Diese Ladung, die für einen solchen elektrischen bzw. magnetischen Fluß
(in [MW57] Wurmlochfluß genannt) verantwortlich ist, ist topologischen Ur-
sprunges und hat keine direkte Beziehung zur beobachteten Ladung in der
Elementarteilchen- oder Quantenphysik. Dies erkennt man ganz besonders
daran, daß der elektrische Fluß durch z bzw. die elektrische Ladung von z
in diesem Fall nicht quantisiert ist. Es kann im Prinzip jeder beliebige Wert
angenommen werden. Für eine ausführlichere Diskussion siehe [MW57].

2.7.4 Bemerkung

In der bisherigen Darstellung der Potentiale kann man den Standpunkt ein-
nehmen, daß diese keine eigene physikalische Bedeutung haben, sondern nur
ein sehr komfortables mathematisches Hilfsmittel sind. Potentiale sind, wenn
sie überhaupt global existieren, noch nicht einmal eindeutig bestimmt! Glo-
bale Existenz bedeutet, daß es ein auf der ganzen Mannigfaltigkeit definiertes
Potential A mit dA = F gibt. Daß Potentiale zumindest immer lokal existie-
ren, wird durch Folgerung 5.1.7 gezeigt. Lokal bedeutet hier, daß es um jeden

Punkt x eine Umgebung O gibt, so daß F
∣∣∣
O

= dA ist. A hängt in diesem Fall

von O ab und sind A und A′ zwei Potentiale zu O und O′ mit O ∩ O′ 6= ∅,
so kann durchaus A

∣∣∣
O∩O′
6= A′

∣∣∣
O∩O′

sein.
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Die Situation ändert sich aber, wenn man zur Quantenmechanik über-
geht. In der Quantenmechanik kann man das Potential nicht mehr nur als
mathematisches Hilfsmittel ohne physikalische Relevanz betrachten, denn die
Schrödingergleichung wird durch einen kanonischen Formalismus abgeleitet,
was nicht nur in Termen von Feldstärken ausgedrückt werden kann, sondern
die Existenz von Potentialen erfordert. Die Potentiale werden also zu einer
wichtigen Zutat der Theorie mit messbaren Folgen, siehe die Abhandlung
von Diracs magnetischem Monopol in [Nab97] und insbesondere auch den
Aharonov-Bohm Effekt in [AB59] und [ES49]. Die daraus gezogene Schluß-
folgerung, daß das Potential essential für die Formulierung der physikalischen
Gesetze sei, ist aber umstritten, siehe [DeW62].

Dennoch bleibt die Formulierung einer mit dem elektromagnetischen Feld
wechselwirkenden Theorie, ohne die Benutzung von Potentialen, bis zum heu-
tigen Tage problematisch. Selbst in einer wechselwirkungsfreien Theorie des
Elektromagnetismus beinhaltet die Wirkung Terme, in welchen Potentiale
vorkommen. Geht man zum quellenfreien Elektromagnetismus über, so kann
man zwar die Wirkung vollständig in Termen des Feldstärketensors schrei-
ben, aber es ist nicht klar, wie man von der Wirkung zu den Feldgleichungen
gelangen soll. Auf der anderen Seite, und das wurde in [AS80] gezeigt, können
in physikalisch relevanten Modellen Effekte auftreten, die weder durch lokale
noch durch globale Potentiale zu beschreiben sind.
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Kapitel 3

Das Cauchyproblem des
Feldstärketensors

Im vergangenen Kapitel 2 haben wir gezeigt, was wir unter den Maxwell-
gleichungen auf gekrümmten Raumzeiten verstehen wollen. Nun wollen wir
das Cauchyproblem des Maxwellfeldes angeben und lösen. Dies ist ein wich-
tiger Schritt in Richtung einer Quantentheorie des Elektromagnetismus, die
nicht auf die Einführung von Potentialen angewiesen ist und daher auch auf
Raumzeiten mit beliebiger Topologie gilt.

Die Existenz physikalisch interessanter Raumzeiten, die eine solche Heran-
gehensweise erfordern, wird in [AS80] mit der Schwarzschild-Kruskal Raum-
zeit gezeigt. Dies ist aber nicht das einzige Beispiel einer topologisch nicht
trivialen Raumzeit, z.B. werden in [MW57] Lösungen der Einsteinschen Feld-
gleichungen im Vakuum beschrieben, die Wurmlöcher enthalten. Frühere Ar-
beiten, die sich mit dem Cauchyproblem für das Maxwellfeld befassen, sind
[K0̈1] und [Sor79].

Für dieses Kapitel sei (M, g) eine 4-dimensionale, orientierte, global hy-
perbolische Raumzeit und Σ eine raumartige glatte Cauchyhyperfläche in M
mit Einbettung ι : Σ −→ M . Wir setzen nicht voraus, daß Σ kompakt ist.
Die Wahl einer Cauchyhyperfläche ist möglich, da (M, g) global hyperbolisch
ist, die spezielle Wahl einer raumartigen und glatten Cauchyhyperfläche ist
möglich nach [BS03] und daher keine Einschränkung an (M, g). Weiter sei Σ
mit der vom zeitartigen und zukunftsgerichteten Normalenvektorfeld n indu-
zierten Orientierung versehen und für das ganze Kapitel sei auch (V, φ) ein
beliebiges angepaßtes Koordinatensystem mit zugehöriger Karte (U,ϕ) von
Σ. Diese sind im Wesentlichen Schnittkarten für die Cauchyhyperfläche, in
denen die Metrik in einen zeitlichen und räumlichen Anteil aufspaltet und die
gemischten Komponenten g0i, i = 1, 2, 3, verschwinden. Siehe zur genaueren
Begriffserklärung und für die Eigenschaften angepaßter Koordinatensysteme
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3.1. Vorüberlegungen

Abschnitt C.4. G± bezeichne den avancierten bzw. retardierten Greenschen
Operator des Wellenoperators für Differentialformen � = −δd−dδ. Der Pro-
pagator von � wird mit G = G+−G− bezeichnet. Die Greenschen Operato-
ren existieren nach Satz C.5.5, da (M, g) global hyperbolisch und � normal
hyperbolisch ist, siehe Satz B.8.5. Wir empfehlen dem Leser sich mit dem
Abschnitt C.5 aus dem Anhang vertraut zu machen.

3.1 Vorüberlegungen

Erfüllt eine 2-Form F ∈ Ω2(M,C) auf (M, g) die beiden Gleichungen 2.7(i+ii)
für ein geeignetes j ∈ Ω1(M,C), welches (2.7.3) erfüllt, so folgt daraus auto-
matisch auch, daß F die inhomogene Wellengleichung

�F = −(dδ + δd)F =
4π

c
dj (3.1.1)

erfüllt. Diese Tatsache motiviert die folgende Vorgehensweise:
Um das Cauchyproblem des Maxwellfeldes zu lösen, löse man zuallererst

das Cauchyproblem für die inhomogene Wellengleichung (3.1.1). Durch geeig-
nete Wahl der vorzugebenden Cauchydaten erhält man dann eine Lösung des
Cauchyproblems der Maxwellgleichungen, die einen Teilraum der Lösungen
der Wellgleichung bilden.

Die differentiellen Maxwellgleichungen 2.2 (i-iv) legen die Idee nahe, daß
der Feldstärketensor schon ganz durch Objekte eindeutig bestimmt werden
kann, die nur auf der Cauchyhyperfläche leben. Diese beiden Objekte sind
das elektrische Feld E ∈ Ω1(Σ,C) und das magnetische Feld B ∈ Ω2(Σ,C).

3.1.1 Cauchydaten der inhomogenen Wellengleichung

Es soll nun untersucht werden, was als Cauchydaten

F
∣∣∣
Σ

= F ∈ Γ∞c
(
Σ,Λ2(M,C)

)
,

∇nF
∣∣∣
Σ

= Π ∈ Γ∞c
(
Σ,Λ2(M,C)

)
im Cauchyproblem der Wellengleichung (3.1.1) sinnvollerweise vorzugeben
sind, um wirklich eine 2-Form F ∈ Ω2(M,C) zu erhalten, die den Namen
Feldstärketensor verdient.

Cauchydatum F
∣∣∣
Σ

Gibt man sich eine 1-Form E ∈ Ω1(Σ,C) und eine 2-Form B ∈ Ω2(Σ,C)
vor und verlangt von einer 2-Form F ∈ Ω2(M,C), daß sie (2.7.5) und (2.7.6)
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Kapitel 3. Das Cauchyproblem des Feldstärketensors

erfüllt, so legt das bereits F
∣∣∣
Σ

vollständig fest. Zum Beweis dieser Aussage

ist es am einfachsten lokal nachzuprüfen, ob die Komponentenfunktionen von
F eingeschränkt auf Σ vollständig durch diese Forderungen bestimmt sind.
Lokal haben die Differentialformen die folgende Gestalt:

F
∣∣∣
U

=
1

2
Fµνdφ

µ ∧ dφν ,

E
∣∣∣
U

= Eidϕ
i,

B
∣∣∣
U

=
1

2
Bijdϕ

i ∧ dϕj.

Hiermit berechnet man

−ιpbF
∣∣∣
U

=−ιpb(1

2
Fµνdφ

µ ∧ dφν)− 1

2
Fijdϕ

i ∧ dϕj (2.7.6)
= B

∣∣∣
U

=
1

2
Bijdϕ

i ∧ dϕj,

woraus also für die
”
räumlichen“ Komponenten von F

Fij

∣∣∣
U

= −Bij (3.1.2)

folgt. Weiter erhält man

− ∗ ιpb ∗ F
∣∣∣
U

C.4.4
= ιpb einn F

∣∣∣
U

= ιpb(F0νn
0dφν) = F0jn

0dϕj
(2.7.5)

= E
∣∣∣
U

= Ejdϕ
j,

woraus für die
”
zeitlichen“ Komponenten von F

F0j

∣∣∣
U

= n0Ej (3.1.3)

folgt. Die Komponentenfunktionen von F sind lokal auf U also durch die
Komponentenfunktionen von E und B gegeben und da sich Σ durch an-

gepaßte Koordinatensysteme überdecken läßt, ist F
∣∣∣
Σ

komplett durch die

Vorgabe von E und B und die Forderungen (2.7.5) und (2.7.6) festgelegt.
Damit nun E und B zu einem Feldstärketensor gehöriges elektrisches und

magnetisches Feld sein können, muß man noch notwendigerweise fordern, daß
E die Gleichung (2.7.7) und B die Gleichung (2.7.8) erfüllt. Leider folgen aber

aus −δE = 4πρ und dB = 0 noch nicht dF
∣∣∣
Σ

= 0 und −δF
∣∣∣
Σ

= 4π
c
j
∣∣∣
Σ

, wie

man sich wieder durch lokale Rechnungen klar machen kann:

dF
∣∣∣
U

B.3.4
=

1

2
∇κFµνdφκ ∧ dφµ ∧ dφν

=
1

2
∇kFijdφk ∧ dφi ∧ dφj +

1

2
(∇0Fij +∇iFj0 +∇jF0i)dφ

0 ∧ dφi ∧ dφj

= 0.
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3.1. Vorüberlegungen

dB
∣∣∣
U

=
1

2
∂kBijdϕ

k ∧ dϕi ∧ dϕj (3.1.2)
= −1

2
∂kFijdϕ

k ∧ dϕi ∧ dϕj

B.3.4
= −1

2
∇kFijdϕk ∧ dϕi ∧ dϕj = 0.

−δF
∣∣∣
U

B.7.2
= ∇ιF ιµgµνdφ

ν =
4π

c
jνdφ

ν =
4π

c
j
∣∣∣
U
⇐⇒ ∇ιF ιµ =

4π

c
jµ.

−δE
∣∣∣
U

B.7.2
= ∇iEi B.3.3=

1√
h
∂i(Ejh

ji
√
h)

(3.1.3)
=

1√
h
∂i
(
F0jn

0hji
√
h
)

= − 1√
h
∂i
(
F 0

jn0g
ji
√
h
)

=
1√
h
∂i
(
F i0
√
|g|
)

=4πρ
∣∣∣
U
=

√
|g|√
h

4π

c
j0

=⇒ ∇ιF ι0
∣∣∣
U

=
4π

c
j0
∣∣∣
U
,

wobei

∗ιpb ∗ j
∣∣∣
U

C.4.4
= ιpb einn j

∣∣∣
U

= j0n
0 = j0n0 =

√
|g|√
h
j0 (2.7.9)

= cρ
∣∣∣
U

benutzt wurde. Da das angepaßte Koordinatensystem beliebig gewählt war
und sich Σ von angepaßten Koordinatensystemen überdecken läßt, folgt aus
dB = 0 also

(∇kFij +∇iFjk +∇jFki)
∣∣∣
Σ

= 0

und aus −δE = 4πρ folgt

∇ιF ι0
∣∣∣
Σ

=
4π

c
j0
∣∣∣
Σ
,

wobei diese lokalen Gleichungen natürlich in angepaßten Koordinatensyste-
men zu verstehen sind.

Noch nicht implementiert sind die beiden Gleichungen

(∇0Fij +∇iFj0 +∇jF0i)
∣∣∣
Σ

= 0,

∇ιF ιn
∣∣∣
Σ

=
4π

c
jn
∣∣∣
Σ
.

Vergleicht man die vorliegende Situation mit 2.4(i+ii), so sind noch nicht
die Maxwellgleichungen implementiert, welche die Zeitableitungen enthalten.

Diese gilt es nun mit Hilfe der Normalenableitung ∇nF
∣∣∣
Σ

, die als Cauchyda-

tum noch zu wählen ist, mit ins Spiel zu bringen.
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Kapitel 3. Das Cauchyproblem des Feldstärketensors

Cauchydatum ∇nF
∣∣∣
Σ

Um besser beurteilen zu können, was als Normalenableitung vorzugeben ist,
nehme an, daß F ∈ Ω2(M,C) ein Feldstärketensor mit zugehörigem elek-
trischen Feld E und magnetischen Feld B ist. Insbesondere gelten E =
−∗3 ι

pb(∗4F ) und B = −ιpbF . Ziel ist es, die Normalenableitung so umzufor-
men, daß sie nur durch Objekte, welche auf der Cauchyhyperfläche Σ leben,
ausgedrückt wird. Es ergibt sich lokal unter der Verwendung von (2.7.2):

∇nF
∣∣∣
U

=
1

2
n0∇0Fαβdφ

α ∧ dφβ =
1

2
n0∇0Fabdφ

a ∧ dφb + n0∇0F0bdφ
0 ∧ dφb

=
1

2
n0(−∇aFb0 −∇bF0a)dφ

a ∧ dφb +
n0

g00
(
4π

c
jb − gij∇iFjb)dφ0 ∧ dφb

= n0∇aF0bdφ
a ∧ dφb + n0(

4π

c
jb − gij∇iFjb)dφ0 ∧ dφb.

Dies ist der gewünschte Ausdruck, der für die Normalenableitung zu fordern
ist, um die noch fehlenden Gleichungen mit aller Gewalt zu implementieren.

Damit wären die Wahlen der Cauchydaten für das Cauchyproblem der
Wellengleichung (3.1.1) soweit geklärt, daß man eine Lösung der Maxwell-
gleichungen 2.7(i+ii) erhält. Es wird nun der Hauptsatz dieses Kapitels for-
muliert:

3.2 Cauchyproblem des Feldstärketensors

Sei (M, g) eine 4-dimensionale, orientierte, global hyperbolische Raumzeit
und Σ ⊂ M eine raumartige, glatte Cauchyhyperfläche mit der Einbettung
ι : Σ −→ M . Für alle Tripel (j, E,B) bestehend aus j ∈ Ω1c(M,C) mit
−δj = 0, E ∈ Ω1c(Σ,C) mit −δE = ∗ιpb ∗ 4π

c
j und B ∈ Ω2c(Σ,C) mit

dB = 0 exisitert ein eindeutig bestimmtes F ∈ Ω2(M,C), welches

dF = 0,

−δF =
4π

c
j,

− ∗ ιpb ∗ F = E,

−ιpbF = B

erfüllt. Darüberhinaus hängt F linear und stetig von j, E und B ab und es
gilt supp(F ) ⊂ JM

(
supp(j) ∪ supp(E) ∪ supp(B)

)
für den Träger von F .
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3.3. Beweis des Cauchyproblems

3.3 Beweis des Cauchyproblems

Seien alle Voraussetzungen so, wie sie in Satz 3.2 formuliert wurden. Der
Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

3.3.1 Schritt 1: Lösen der Wellengleichung

Wie bei den Vorüberlegungen in Abschnitt 3.1 festgestellt und als Lösungs-
strategie formuliert wurde, erfüllt jede Lösung der Maxwellgleichungen

dF = 0 und − δF =
4π

c
j

auch die inhomogene Wellengleichung (3.1.1), die lokal nach Satz B.8.5 als(1

2
gµν∇µ∇νFαβ − gµν [∇µ,∇α]Fνβ

)
dπα ∧ dπβ =

4π

c
∇αjβdπα ∧ dπβ (3.3.1)

in einer beliebigen Karte (O, π) von M geschrieben werden kann. Mit Hilfe
der vorgegebenen Feldern E und B definiere man nun die beiden Cauchyda-
ten F ∈ Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
und Π ∈ Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
folgerndermaßen:

Cauchydatum F

F soll definiert als

F := b(n) ∧ E − 1

2
einn

(
b(n) ∧B

)
sein, was symbolisch für die 2-Form aus Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
stehen soll, die in

jedem angepaßten Koordinatensystem die Gestalt

F
∣∣∣
U

=
1

2
Fµνdφµ ∧ dφν := n0Ejdφ

0 ∧ dφj − 1

2
Bijdφ

i ∧ dφj (3.3.2)

hat. Für alle anderen Karten von M soll F gemäß dem Transformations-
verhalten für Tensoren definiert sein. Daß das so definierte F wirklich eine
Differentialform in Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
ist, der Ausdruck (3.3.2) also wirklich in

jedem angepaßten Koordinatensystem von M für Σ gilt, wird im Anschluß an
Schritt 1 gezeigt. Weiter ist das so definierte Cauchydatum auch die einzige,
mögliche Wahl eines Cauchydatums, sodaß −∗ιpb(∗F ) = E und −ιpb(F ) = B
erfüllt werden. Denn nach (3.1.2) und (3.1.3) folgen für F ∈ Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
mit − ∗ ιpb(∗F) = E, −ιpbF = B und für F ′ ∈ Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
mit

− ∗ ιpb(∗F ′) = E, −ιpbF ′ = B schon in jedem angepaßten Koordinaten-

system, daß Fij
∣∣∣
U

= −Bij = F ′ij
∣∣∣
U

und F0j

∣∣∣
U

= n0Ej = F ′0j
∣∣∣
U

gelten. Da sich

Σ von angepaßten Koordinatensystemen überdecken läßt, folgt also F = F ′.
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Cauchydatum Π

Π soll als diejenige 2-Form aus Γ∞c
(
Σ,Λ2(M,C)

)
definiert sein, die lokal in

jedem beliebigen, angepaßten Koordinatensystem die Gestalt

Π
∣∣∣
U

=
1

2
Πµνdφ

µ ∧ dφν

:= n0∇iF0jdφ
i ∧ dφj + n0(

4π

c
jk − gij∇iFjk) dφ0 ∧ dφk

(3.3.3)

hat. Für alle anderen Karten von M soll Π gemäß dem Transformationsver-
halten für Tensoren definiert sein. Daß das so definierte Π wirklich ein Tensor
aus Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
ist, der Ausdruck (3.3.3) also in jedem angepaßten Ko-

ordinatensystem von M für Σ gilt, wird wiederum gleich im Anschluß an
Schritt 1 gezeigt. Diese Wahl ist die einzige mögliche Wahl von Π, so daß F

mit �F = 0, F
∣∣∣
Σ

= F und ∇nF
∣∣∣
Σ

= Π Lösung der Maxwellgleichungen mit

−ιpbF = B und −∗ιpb(∗F ) = E wird, was schnell gezeigt ist. Jede Lösung der
Maxwellgleichungen erfüllt nämlich in jedem angepaßten Koordinatensystem
die Gleichung ∇nF = n0∇aF0bdφ

a ∧ dφb + n0(4π
c
jb − gij∇iFjb)dφ0 ∧ dφb, was

in Abschnitt 3.1.1 gezeigt wurde. Angenommen man würde also ein völlig
anders geartetes Π′ ∈ Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
vorgeben und dadurch eine Lösung

der Maxwellgleichungen erhalten, dann folgt daraus schon automatisch

Π′ = ∇nF
∣∣∣
Σ

= n0∇aF0bdφ
a ∧ dφb + n0(

4π

c
jb − gij∇iFjb)dφ0 ∧ dφb

= n0∇aF0bdφ
a ∧ dφb + n0(

4π

c
jb − gij∇iFjb)dφ0 ∧ dφb

= Π.

Cauchyproblem der inhomogenen Wellengleichung

Für das Cauchyproblem

�F =
4π

c
dj, F

∣∣∣
Σ

= F und ∇nF
∣∣∣
Σ

= Π

erhält man mit Satz C.5.2 eine eindeutige Lösung F , die nach Satz C.5.3 line-
ar und stetig von dj,F und Π abhängt, also linear und stetig von j, E und B.
Für den Träger von F gilt supp(F ) ⊂ JM

(
supp(dj)∪supp(F)∪supp(Π)

)
, al-

so supp(F ) ⊂ JM
(

supp(j)∪supp(E)∪supp(B)
)
. Darüber hinaus sind wegen

F
∣∣∣
Σ

= F die Gleichheiten − ∗ ιpb ∗ F = E und −ιpbF = B per Konstruktion

erfüllt. Der weitere Verlauf des Beweises hat nun zum Ziel, Satz C.5.1 zur An-
wendung zu bringen. Dazu zeigen wir in den Schritten 2-5 sowie in Schritt 7,
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daß die bisher erhaltene Lösung F die Gleichungssysteme�dF = 0, dF
∣∣∣
Σ

= 0,

∇ndF
∣∣∣
Σ

= 0 und �(−δF − 4π
c
j) = 0, −δF

∣∣∣
Σ

= 4π
c
j
∣∣∣
Σ

,
(
∇n(−δF − 4π

c
j)
)∣∣∣

Σ
= 0

erfüllt. Zuvor wird aber noch das Transformationsverhalten der Cauchydaten
F und Π beim Kartenwechsel zwischen angepaßten Koordinatensystemen ge-
zeigt. Damit ist dann nachgewiesen, daß die Definitionen (3.3.2) und (3.3.3)
wirklich Tensoren aus Γ∞c

(
Σ,Λ2(M,C)

)
wohldefinieren.

3.3.2 Transformationsverhalten der Cauchydaten

Wähle ein weiteres angepaßtes Koordinatensystem (V ′, θ) von M für Σ mit
zugehöriger Karte (W,ϑ) von Σ, die U ∩ W 6= ∅ erfüllt. Bezeichne T die
Transformationsmatrix des Kartenwechsels von φ nach θ und T̃ die Trans-
formationsmatrix des Kartenwechsels von θ nach φ. Für die Eigenschaften
der Transformationsmatrizen beim Kartenwechsel zwischen angepaßten Ko-
ordinatensystemen sei nochmals auf A.2.1 und C.4.2 verwiesen.

Transformationsverhalten von F

1

2
φFµνdφµ ∧ dφν = φn0

ϕEjdφ
0 ∧ dφj − 1

2
ϕBijdφ

i ∧ dφj

= (T λ0
θnλ)(T

k
j
ϑEk)(T̃ 0

ρ dθ
ρ) ∧ (T̃ jσdθ

σ)

− 1

2
(T ki T

l
j
ϑBkl)(T̃

i
ρdθ

ρ) ∧ (T̃ jσdθ
σ)

= θn0
ϑEsdθ

0 ∧ dθs − 1

2
ϑBrsdθ

r ∧ dθs

− 1

2
(T ki

ϑBks)(T̃
i
0dθ

0) ∧ dθs − 1

2
(T lj

ϑBrl)dθ
r ∧ (T̃ j0dθ

0)

= θn0
ϑEsdθ

0 ∧ dθs − 1

2
ϑBrsdθ

r ∧ dθs

− (δk0 − T k0 T̃ 0
0 )ϑBksdθ

0 ∧ dθs

= θn0
ϑEsdθ

0 ∧ dθs − 1

2
ϑBrsdθ

r ∧ dθs

+ T k0 T̃
0
0 (ϑhkn

ϑhnl)︸ ︷︷ ︸
=δlk

ϑBlsdθ
0 ∧ dθs
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= θn0
ϑEsdθ

0 ∧ dθs − 1

2
ϑBrsdθ

r ∧ dθs

− T k0 θgkn︸ ︷︷ ︸
=0

T̃ 0
0
ϑhnl ϑBlsdθ

0 ∧ dθs

= θn0
ϑEsdθ

0 ∧ dθs − 1

2
ϑBrsdθ

r ∧ dθs

=
1

2
θFµνdθµ ∧ dθν .

Transformationsverhalten von Π

1

2
φΠµνdφ

µ ∧ dφν = φn0φ∇iφF0jdφ
i ∧ dφj + φn0(

4π

c
φjk − φgijφ∇iφFjk)dφ0 ∧ dφk

= (T̃ 0
λ
θnλ)(T κi T

α
0 T

β
j
θ∇κθFαβ)(T̃ iρdθ

ρ) ∧ (T̃ jσdθ
σ)

+ (T λ0
θnλ)

(4π

c
(T κk

θjκ)− (T̃ iµT̃
j
ν
θgµν)(T κi T

α
j T

β
k
θ∇κθFαβ)

)
· (T̃ 0

ρ dθ
ρ) ∧ (T̃ kσ dθ

σ)

= (T̃ 0
0
θn0)(T ki T

α
0 T

b
j
θ∇kθFαb)(T̃ iρdθρ) ∧ (T̃ jσdθ

σ)

+ θn0

(4π
c

(T lk
θjl)−(T̃ iµT̃

j
ν
θgµν)(T liT

a
j T

b
k
θ∇lθFab)

)
dθ0∧(T̃ ks dθ

s)

= θn0 θ∇rθF0sdθ
r ∧ dθs + (T̃ 0

0
θn0)(T a0

θ∇rθFas)dθr ∧ dθs

+ (T̃ 0
0
θn0)(T ki T

α
0
θ∇kθFαs)(T̃ i0dθ0) ∧ dθs

+ (T̃ 0
0
θn0)(Tα0 T

b
j
θ∇rθFαb)dθr ∧ (T̃ j0dθ

0)

+ θn0
4π

c
θjsdθ

0 ∧ dθs − θn0
θgla θ∇lθFasdθ0 ∧ dθs

− θn0(T̃ i0T̃
j
0
θg00)(T liT

a
j
θ∇lθFas)dθ0 ∧ dθs

= θn0 θ∇rθF0sdθ
r ∧ dθs

+ (T̃ 0
0
θn0)(T a0

θgaµ︸ ︷︷ ︸
=0

θgµν θ∇rθFνs)dθr ∧ dθs

+ (T̃ 0
0
θn0)(δk0 − T k0 T̃ 0

0 )(Tα0
θ∇kθFαs)dθ0 ∧ dθs

+ (T̃ 0
0
θn0)(δb0 − T b0 T̃ 0

0 )(Tα0
θ∇rθFαb)dθr ∧ dθ0

+ θn0(
4π

c
θjs − θgla θ∇lθFas)dθ0 ∧ dθs

− θn0(δl0 − T̃ 0
0 T

l
0)(δa0 − T̃ 0

0 T
a
0 )θ∇lθFasdθ0 ∧ dθs
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= θn0 θ∇rθF0sdθ
r ∧ dθs + θn0(

4π

c
θjs − θglaθ∇lθFas)dθ0 ∧ dθs

− (T̃ 0
0
θn0)T k0

θgkµ︸ ︷︷ ︸
=0

θgµνT̃ 0
0 (Tα0

θ∇νθFαs)dθ0 ∧ dθs

− (T̃ 0
0
θn0)T b0

θgbµ︸ ︷︷ ︸
=0

θgµνT̃ 0
0 (Tα0

θ∇rθFαν)dθr ∧ dθ0

− θn0 T̃ 0
0 T

l
0
θglµ︸ ︷︷ ︸

=0

θgµνT̃ 0
0 T

a
0
θgaλ︸ ︷︷ ︸

=0

θgλκ θ∇νθFκsdθ0 ∧ dθs

= θn0 θ∇rθF0sdθ
r ∧ dθs + θn0(

4π

c
θjs − θgla θ∇lθFas)dθ0 ∧ dθs

=
1

2
θΠµνdθ

µ ∧ dθν .

3.3.3 Schritt 2: Vertauschbarkeit von � mit d und δ

Aus Lemma B.8.9 folgt für die in Schritt 1 erhaltene Lösung F der inhomo-
genen Wellengleichung (3.1.1), daß sie

�dF = d�F = d(
4π

c
dj) = 0

und

�(−δF − 4π

c
j) = −δ�F −�4π

c
j = −4π

c
δdj +

4π

c
(dδ + δd)j = 0

erfüllt.

3.3.4 Schritt 3: Beweis von dF
∣∣∣
Σ
= 0

Aus dB = 0 und −ιpbF = B folgt (∇kFij +∇iFjk +∇jFki)
∣∣∣
Σ

= 0, wie bereits

in Abschnitt 3.1.1 gezeigt wurde. Mit ∇nF
∣∣∣
U

= Π
∣∣∣
U

lokal berechnet zu

∇nF
∣∣∣
U

=
1

2
n0∇0Fµνdφ

µ ∧ dφν

= Π
∣∣∣
U

= n0∇iF0jdφ
i ∧ dφj + n0(

4π

c
jn − gml∇lFmn)dφ0 ∧ dφn

kann man nun direkt die auf U gültige Gleichheit

1

2
n0∇0Fijdφ

i ∧ dφj = n0∇iF0jdφ
i ∧ dφj = n0∇iF0jdφ

i ∧ dφj
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folgern. Bezüglich eines festen Basisvektors dφi ∧ dφj erhält man somit

(∇0Fij +∇iFj0 +∇jF0i)
∣∣∣
U

= 0.

Insgesamt folgt also dF
∣∣∣
U

= 0 und da das angepaßte Koordinatensystem be-

liebig gewählt war sowie sich Σ vollständig durch angepaßte Koordinatensys-
teme überdecken läßt

dF
∣∣∣
Σ

= 0.

Lokal in einer beliebigen Karte (O, π) von M mit Σ ∩ O 6= ∅ bedeutet dies
nun genau

(∇κFµν +∇µFνκ +∇νFκµ)
∣∣∣
Σ∩O

= 0. (3.3.4)

3.3.5 Schritt 4: Beweis von −δF
∣∣∣
Σ
= 4π

c j
∣∣∣
Σ

Genauso wie bei der lokalen Berechnung von ∇nF
∣∣∣
U

= Π
∣∣∣
U

in Schritt 2 folgert

man die auf U gültige Gleichheit

n0∇0F0n = n0(
4π

c
jn − gml∇lFmn) = n0(

4π

c
jn − gml∇lFmn).

Dies formt man noch um zu

n0n0∇0F0n = n0g
00n0∇0F0n = g00∇0F0n =

4π

c
jn − gml∇lFmn

=⇒ gµι∇ιFµn
∣∣∣
U

=
4π

c
jn

∣∣∣
U
.

Jetzt fehlt nur noch zu zeigen, daß gµι∇ιFµ0

∣∣∣
U

= 4π
c
j0

∣∣∣
U

gilt. Diese Gleichheit

erhält man sehr leicht. Mit Hilfe der Gleichungen −∗ιpb∗F = E, −δE = 4πρ

und cρ = ∗ιpb ∗ j läßt sich ∇ιF ι0
∣∣∣
U

= 4π
c
j0
∣∣∣
U

zeigen, wie in Abschnitt 3.1.1

festgestellt wurde. Hiermit berechnet man lokal auf U

4π

c
j0 =

4π

c
g0µjµ =

4π

c
g00j0 = ∇ιF ι0 = gµιg0ν∇ιFµν = gµιg00∇ιFµ0

=⇒ 4π

c
j0 = gµι∇ιFµ0.

Somit ist also gezeigt, daß −δF
∣∣∣
U

= 4π
c
j
∣∣∣
U

gilt. Da das angepaßte Koordina-

tensystem beliebig gewählt war und sich Σ durch angepaßte Koordinaten-
systeme vollständig überdecken läßt, folgt unmittelbar

−δF
∣∣∣
Σ

=
4π

c
j
∣∣∣
Σ
.
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Dies bedeutet lokal in einer beliebigen Karte (O, π) von M mit Σ ∩ O 6= ∅
nichts anderes als

gµι∇ιFµν
∣∣∣
Σ∩O

=
4π

c
jν

∣∣∣
Σ∩O
⇐⇒ ∇ιF ιµ

∣∣∣
Σ∩O

=
4π

c
jµ
∣∣∣
Σ∩O

. (3.3.5)

3.3.6 Schritt 5: Beweis von ∇ndF
∣∣∣
Σ
= 0

Mit Lemma B.2.6 und Lemma B.3.4 berechnet man ∇ndF lokal zu

∇ndF
∣∣∣
U

=
1

2
n0∇0∇κFµνdφκ ∧ dφµ ∧ dφν

=
1

2
n0∇0(∇0Fmn −∇mF0n +∇mFn0)dφ0 ∧ dφm ∧ dφn

+
1

2
n0∇0∇kFmndφk ∧ dφm ∧ dφn

= n0(
1

2
∇0∇0Fmn −∇0∇mF0n)dφ0 ∧ dφm ∧ dφn

+
1

2
n0(∇k∇0Fmn + [∇0,∇k]Fmn)dφk ∧ dφm ∧ dφn

= n0(
4π

cg00
∇mjn +

gµν

g00
[∇µ,∇m]Fνn −

1

2

gij

g00
∇i∇jFmn

−∇0∇mF0n)dφ0 ∧ dφm ∧ dφn

+
1

2
n0(∇k∇0Fmn + [∇0,∇k]Fmn)dφk ∧ dφm ∧ dφn

= (n0
4π

c
∇mjn + n0g

µν [∇µ,∇m]Fνn − n0g
ij∇i∇mFjn

− n0∇0∇mF0n)dφ0 ∧ dφm ∧ dφn

+
1

2
n0(∇k∇0Fmn + [∇0,∇k]Fmn)dφk ∧ dφm ∧ dφn

= (n0
4π

c
∇mjn − n0g

00∇m∇0F0n − n0g
ij∇m∇iFjn)dφ0 ∧ dφm ∧ dφn

+
1

2
n0(∇k∇0Fmn + [∇0,∇k]Fmn)dφk ∧ dφm ∧ dφn

= +
1

2
n0(∇k∇0Fmn + [∇0,∇k]Fmn)dφk ∧ dφm ∧ dφn.

Um zu zeigen, daß der Rest Null ist, betrachte nun explizit die Komponenten-
funktionen vor jedem Basisvektor. Dazu seien k, m und n fest aber beliebig
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gewählt. Die Komponentenfunktion vor dem Basisvektor dφk ∧dφm∧dφn ist

∇k∇0Fmn + [∇0,∇k]Fmn −∇k∇0Fnm + [∇0,∇k]Fnm
−∇m∇0Fkn + [∇0,∇m]Fkn +∇m∇0Fnk + [∇0,∇m]Fnk

−∇n∇0Fmk + [∇0,∇n]Fmk +∇n∇0Fkm + [∇0,∇n]Fkm

= 2(∇k∇0Fmn + [∇0,∇k]Fmn)− 2(∇m∇0Fkn + [∇0,∇m]Fkn)

− 2(∇n∇0Fmk + [∇0,∇n]Fmk)

= 2(∇k∇mF0n −∇k∇nF0m + [∇0,∇k]Fmn)

− 2(∇m∇kF0n −∇m∇nF0k + [∇0,∇m]Fkn)

− 2(∇n∇mF0k −∇n∇kF0m + [∇0,∇n]Fmk)

= 2
(

[∇k,∇m]F0n + [∇n,∇k]F0m + [∇m,∇n]F0k

+ [∇0,∇k]Fmn + [∇0,∇m]Fnk + [∇0,∇n]Fkm

)
= 2
(
Rλ
mk0Fλn +Rλ

mknF0λ +Rλ
kn0Fλm +Rλ

knmF0λ +Rλ
nm0Fλk +Rλ

nmkF0λ

+Rλ
k0mFλn +Rλ

k0nFmλ +Rλ
m0nFλk +Rλ

m0kFnλ +Rλ
n0kFλm +Rλ

n0mFkλ

)
= 2
((
Rλ
mk0 +Rλ

k0m −Rλ
m0k

)
Fλn +

(
Rλ
kn0 −Rλ

k0n +Rλ
n0k

)
Fλm(

Rλ
nm0 +Rλ

m0n −Rλ
n0m

)
Fλk +

(
Rλ
mkn +Rλ

nmk +Rλ
knm

)
F0λ

)
= 0,

wobei der Faktor 1
2
n0 weglassen wurde, da er vor jedem Summanden auf-

taucht. Weiter wurden Lemma B.4.4 und Lemma B.4.2(iii) verwendet. Es

gilt somit also ∇ndF
∣∣∣
Σ∩V

= 0 und da das angepaßte Koordinatensystem be-

liebig gewählt war und sich ganz Σ von angepaßten Koordinatensystemen
überdecken läßt, folgt

∇ndF
∣∣∣
Σ

= 0.

3.3.7 Schritt 6: Schlussfolgerung I

Nach den Ergebnissen aus den Schritten 2, 3 und 5 liegt nun das folgende
System von Gleichungen vor:

�dF = d�F = 0, dF
∣∣∣
Σ

= 0 und ∇ndF
∣∣∣
Σ

= 0.

61



3.3. Beweis des Cauchyproblems

Nach Satz C.5.1 folgt nun, daß

dF = 0

auf ganz M ist.

3.3.8 Schritt 7: Beweis von
(
∇n(−δF − 4π

c j)
)∣∣∣

Σ
= 0

Da dF = 0 und �F = 4π
c
dj auf ganz M gelten, folgt −dδF = 4π

c
dj auf ganz

M , was lokal

gια∇µ∇ιFανdφµ ∧ dφν =
4π

c
∇µjνdφµ ∧ dφν

=⇒ gια∇0∇ιFαn − gια∇n∇ιFα0 =
4π

c
(∇0jn −∇nj0)

(3.3.5)
=⇒ gια∇0∇ιFαn =

4π

c
∇0jn

bedeutet. Weiter erhält man aus der 4er-Stromerhaltung (2.7.3) lokal

0 =
4π

c
∇ιjι =

4π

c
gνι∇ιjν =

4π

c
g00∇0j0 +

4π

c
gni∇ijn

(3.3.5)
=

4π

c
g00∇0j0 + gni∇igαβ∇αFβn

=
4π

c
g00∇0j0 + gνµgαβ∇µ∇αFβν︸ ︷︷ ︸

=0, da δδF=0

−g00gαβ∇0∇αFβ0

=
4π

c
g00∇0j0 − g00gαβ∇0∇αFβ0

=⇒ 4π

c
∇0j0 = gαβ∇0∇αFβ0.

Mit diesen beiden lokalen Gleichheiten ergibt sich für die kovariante Norma-
lenableitung mit Lemma B.2.6 und Lemma B.7.2:(

∇n(−δF −
4π

c
j)
)∣∣∣
U

=
(
n0∇0(gιµ∇ιFµν −

4π

c
jν)
)∣∣∣
U
dφν = 0.

Da das angepaßte Koordinatensystem beliebig gewählt war und sich Σ durch
angepaßte Koordinatensysteme überdecken läßt, folgt also(

∇n(−δF −
4π

c
j)
)∣∣∣

Σ
= 0.
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3.3.9 Schritt 8: Schlussfolgerung II

Mit den Schritten 2, 4 und 7 wurde gezeigt, daß das folgende System von
Gleichungen erfüllt ist:

�(−δF − 4π

c
j) = 0, (−δF − 4π

c
j)
∣∣∣
Σ

= 0 und
(
∇n(−δF −

4π

c
j)
)∣∣∣

Σ
= 0.

Nach Satz C.5.1 folgt hieraus

−δF =
4π

c
j

auf ganz M , womit der Beweis von Satz 3.2 abgeschlossen ist. �

3.4 Fundamentallösung

F ∈ Ω2(M,C) löst dF = 0 und −δF = 0 mit kompakt getragenen Cauchyda-
ten auf Σ genau dann, wenn

F = G(δα + dβ)

gilt, wobei α ∈ Ω3c(M,C), β ∈ Ω1c(M,C) mit dα = 0 und δβ = 0 sind.

Beweis:
”
=⇒“: Sei F ∈ Ω2(M,C) eine Lösung der quellenfreien Maxwell-

gleichungen mit auf Σ kompakt getragenen Cauchydaten. Dann erfüllt F
auch die homogene Wellengleichung mit kompakt getragenen Cauchydaten
und nach Folgerung C.6.4 existiert ein ω ∈ Ω2c(M,C) mit

F = Gω.

Für dieses ω gilt wegen der Maxwellgleichungen

dGω = Gdω = 0,

δGω = Gδω = 0.

Nach Lemma C.6.5 exisiteren also α, β ∈ Ω2c(M,C) mit

dω = �α =⇒ 0 = ddω = d�α = �dα =⇒ 0 = G±0 = G±�dα = dα,

δω = �β =⇒ 0 = δδω = δ�β = �δβ =⇒ 0 = G±0 = G±�δβ = δβ.

=⇒�ω = −dδω − δdω = −d�β − δ�α = −�dβ −�δα
=⇒ω = G±�ω = −δα− dβ.

”
⇐=“: Klar nach den Sätzen C.6.1 und C.5.5. �
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3.5. Zur Feldalgebra des Felstärketensors I

3.5 Zur Feldalgebra des Felstärketensors I

An dieser Stelle würden wir gerne im Sinne der AQFT die Feldalgebra F(M)
des quellenfreien Feldstärketensors definieren als die ∗-Algebra mit Eins, wel-
che die folgenden Bedingungen erfüllt:

• F(M) wird erzeugt von den Symbolen der Gestalt F̂(ω), ω ∈ Ω2c(M,C),
und der Eins 1F(M).

• F̂ erfüllt die quellenfreien Maxwellgleichungen dF = 0 und −δF = 0
im Sinne von Distributionen, d.h.

−δF̂(θ) := F̂(−dθ) = 0 ∀θ ∈ Ω1c(M,C),

dF̂(η) := F̂(δη) = 0 ∀η ∈ Ω3c(M,C).

• F̂(z1ω1 + z2ω2) = z1F̂(ω1) + z2F̂(ω2) ∀z1, z2 ∈ C,∀ω1, ω2 ∈ Ω2c(M,C)
(C-Linearität).

• F̂(ω)∗ = F̂(ω) ∀ω ∈ Ω2c(M,C) (Hermitizität).

• Kommutatorrelation.

Wir stellen aber fest, daß uns an dieser Stelle für eine vollständige Angabe
der Feldstärkealgebra eine sehr wichtige Zutat fehlt, die Kommutatorrelati-
on. Wir könnten zwar einfach eine Kommutatorrelation annehmen, z.B. den
Lichnerowiczkommutator (4.4.1) wie es in [AS80] getan wird, wollen aber
einen Schritt darüber hinaus gehen und sogar explizit beweisen, daß der zu
wählende Kommutator wirklich der Lichnerowiczkommutator ist. Dazu wer-
den wir in Kapitel 6 die Feldalgebra des Feldstärketensors als universelle
Algebra eines Systems lokaler Feldalgebren des Feldstärketensors realisieren.

Mit dem Mangel, keine genauere Information über den Kommutator zu
haben, konstruieren wir vorerst die gewünschte Feldalgebra des Feldstärke-
tensors F(M) mit einer provisorischen Kommutatorrelation aus der frei-
en ∗-Algebra F(M) mit Eins über C, die von den Symbolen der Gestalt

1F(M), F̂(ω), F̂(ω)∗, wobei ω ∈ Ω2c(M,C) ist, erzeugt wird. Diese Elemente
haben an dieser Stelle nur eine symbolische Bedeutung, sie sind als rein ab-
strakte Elemente einer Algebra anzusehen. Man nimmt nun den Quotienten
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über das ∗-Ideal I, das von den Elementen aus F(M) der Gestalt

F̂(−dθ), θ ∈ Ω1c(M,C),

F̂(δη), η ∈ Ω3c(M,C),

F̂(z1ω1 + z2ω2)− z1F̂(ω1)− z2F̂(ω2), z1, z2 ∈ C, ω1, ω2 ∈ Ω2c(M,C),

F̂(ω)∗ − F̂(ω), ω ∈ Ω2c(M,C),[
F̂(ω), F̂(ω′)

]
− i ~ b(ω, ω′) 1F(M), ω, ω

′ ∈ Ω2c(M,C),

erzeugt wird, also F(M) = F(M)
/
I. b(·, ·) ist hierbei eine antisymmetrische

C-Bilinearform, die als provisorischer Kommutator fungieren soll.

Feldstärkealgebra aus der Borchers-Uhlmann Algebra

Viel konkreter realisiert man F(M) mit Hilfe der Borchers-Uhlmann Algebra,
der freien Tensoralgebra über den Raum der kompakt getragenen 2-Formen

T
(
Ω2c(M,C)

)
:=
⊕
n∈N

Ω2c(M,C)⊕n.

Es wird dabei Ω2c(M,C)⊗0 = C vereinbart. Mit Hilfe des Isomorphismus
Ω2c(M,C)⊗k ⊗ Ω2c(M,C)⊗l ∼= Ω2c(M,C)⊗(k+l) wird die Multiplikation defi-
niert. Ein allgemeines Element ist eine endliche Summe von den Produkten(

z0,
∞
a
i=1

(zi
i
⊗
j=1

ωij)
)

= (z0, z1 ω11, z2 ω21 ⊗ ω22, z3 ω31 ⊗ ω32 ⊗ ω33, . . . ),

wobei nur endlich viele der zi ∈ C nicht Null sind.
∞
a
i=1

benutzen wir als

Schreibweise für die geordnete Aufzählung, also
∞
a
i=1
vi := v1, v2, v3, . . .. Die

Eins wird durch das Element

1T (Ω2c(M,C)) = (1, 0, . . . )

gegeben. Weiter wird eine Involution definiert durch

∗ : T
(
Ω2c(M,C)

)
−→ T

(
Ω2c(M,C)

)(
z0,

∞
a
i=1

(zi
i
⊗
j=1

ωij)
)
7−→

(
z0,

∞
a
i=1

(zi
1
⊗
j=i

ωij)
)
,

nur endlich viele der zi ∈ C sind nicht Null. Dadurch wird die Borchers-
Uhlmann Algebra zu einer ∗-Algebra mit Eins.
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Die Borchers-Uhlmann Algebra enthält aber noch nicht die Informationen
über die Dynamik des zugrunde liegenden Feldes, nämlich die Maxwellglei-
chungen. Um dies zu erreichen, teilt man aus T (Ω2c(M,C)) das ∗-Ideal I
heraus, das von den Elementen der Gestalt

a⊗ b⊗ c, a, c ∈ T
(
Ω2c(M,C)

)
erzeugt wird, wobei b von einer der drei Gestalten ist:

b = −dθ, θ ∈ Ω1c(M,C),

b = δη, η ∈ Ω3c(M,C),

b = ω ⊗ ω′ − ω′ ⊗ ω − i ~ b(ω, ω′) 1T (Ω2c(M,C)), ω, ω
′ ∈ Ω2c(M,C).

T
(
Ω2c(M,C)

)/
I ist nicht die Nullalgebra, denn z.B. liegen 1T (Ω2c(M,C)) und

alle ω ∈ Ω2c(M,C) mit 0 6= ω 6= −δη für η ∈ Ω3c(M,C) und ω 6= dθ für
θ ∈ Ω1c(M,C) nicht in I, da

(1, 0, 0, . . . ) 6= (0, δη, 0, . . . ), η ∈ Ω3c(M,C),

(1, 0, 0, . . . ) 6= (0,−dθ, 0, . . . ), θ ∈ Ω1c(M,C),

(1, 0, 0, 0, . . . ) 6= (− i ~ b(ω′, ω̃), 0, ω′ ⊗ ω̃ − ω̃ ⊗ ω′, 0, . . . ), ω′, ω̃ ∈Ω2c(M,C),

(0, ω, 0, . . . ) 6= (0, δη, 0, . . . ), η ∈ Ω3c(M,C),

(0, ω, 0, . . . ) 6= (0,−dθ, 0, . . . ), θ ∈ Ω1c(M,C),

(0, ω, 0, 0, . . . ) 6= (− i ~ b(ω′, ω̃), 0, ω′ ⊗ ω̃ − ω̃ ⊗ ω′, 0, . . . ), ω′, ω̃ ∈Ω2c(M,C)

(gilt ω′ ⊗ ω̃ = ω̃ ⊗ ω′, so folgt schon ω̃ = µ · ω′ mit Hilfe der universellen
Eigenschaft des Tensorproduktes und damit ist dann auch b(ω′, ω̃) wegen der
Antisymmetrie Null).

Hiermit haben wir explizit die Feldstärkealgebra konstruiert, denn der
Quotientenraum T

(
Ω2c(M,C)

)/
I erfüllt alle Eigenschaften der Feldalgebra

F(M) des Feldstärketensors und ist daher zu dieser isomorph. Genauer ent-
spricht ein Element(

z0,
∞
a
i=1

(zi
i
⊗
j=1

ωij)
)
, zi 6= 0 nur für endlich viele i,

aus T
(
Ω2c(M,C)

)/
I dem Element

z0 + z1 F̂(ω11) + z2 F̂(ω21)F̂(ω22) + z3 F̂(ω31)F̂(ω32)F̂(ω33) + . . .

aus F(M) (nur endlich viele der zi sind nicht Null), wobei wir in der Nota-
tion nicht streng zwischen den Äquivalenzklassen und ihren Repräsentanten
unterschieden haben.

Um eine Idee für die genaue Gestalt des Kommutators zu bekommen,
wenden wir uns nun der Quantisierung des elektromagnetischen Vektorpo-
tentials zu.
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Kapitel 4

Die Quantisierung des
Vektorpotentials

In diesem Kapitel stellen wir das Cauchyproblem und die Quantisierung des
quellenfreien elektromagnetischen Potentials auf gekrümmten Raumzeiten
vor, wie sie in [Dim92] und [Pfe09] behandelt werden. Die hier angegebe-
nen Ergebnisse sind zu einem großen Teil aus diesen beiden Arbeiten zitiert,
eventuell in leicht abgewandelter Form. Die Gültigkeit der Sätze bleibt aber
in jedem Fall erhalten. Die Behandlung des Cauchyproblems ist etwas all-
gemeiner für beliebige Dimensionen m der global hyperbolischen Raumzeit
(M, g) und für beliebige p-Formen in Ωp(M,C) gehalten. Der gewünschte
Fall des Vektorpotentials des Elektromagnetismus ergibt sich dann für den
Spezialfall m = 4 und p = 1.

Weitere Arbeiten, die einen ähnlichen Zugang zu der Quantisierung des
elektromagnetischen Vektorpotentials wählen, sind [Fur95], [Fur99], [FP03]
und [JL]. Eine Quantisierung, deren Schwerpunkt auf einer C∗-Formulierung
liegt, kann in [CGH77] und [GH85] gefunden werden. Für eine Quantisierung
mit der Borchers-Uhlmann Algebra siehe die sehr empfehlenswerten Arbeiten
[Bon77] und [Bon82].

Wir werden in diesem Kapitel die Behandlung des Cauchyproblems und
die Quantisierung des Potentials mit nicht kompakten Cauchyhyperflächen
durchführen, und der Fokus wird dabei auf der algebraischen Quantisierung
liegen. Für eine explizite Fockraumquantisierung verweisen wir auf [Pfe09,
A], [SW74] und vor allem auf die wunderbare Arbeit [Cor98] hierzu.

Solange nichts anderes ausdrücklich gesagt wird, sei für dieses Kapitel
(M, g) eine orientierte global hyperbolische Raumzeit und ι : Σ −→ M ei-
ne nicht notwendigerweise kompakte, raumartige, glatte Cauchyhyperfläche,
auf der die Anfangswerte vorgegeben werden sollen. Die Wahl einer solchen
Cauchyhyperfläche ist wegen (M, g) global hyperbolisch und [BS03] möglich.

67



4.1. Das Cauchyproblem des Vektorpotentials

Weiter sei Σ mit der vom zeitartigen und zukunftsgerichteten Normalenvek-
torfeld n induzierten Orientierung versehen. Da (M, g) global hyperbolisch
und � = −δd−dδ normal hyperbolisch ist (siehe Satz B.8.5), existieren nach
Satz C.5.5 der avancierte und retardierte Greensche Operator G+ bzw. G−
des Wellenoperators für Differentialformen. Der Propagator von � wird mit
G = G+ −G− bezeichnet.

In diesem Kapitel werden wir bereits Begriffe und Resultate aus dem
nächsten Kapitel, Kapitel 5, verwenden. Dies sollte aber keinesfalls als di-
daktische Inkonsistenz gedeutet werden, sondern viel mehr als Aperitif. Wie
sich im Verlauf dieses Kapitels und dieser Arbeit im Allgemeinen zeigen wird,
ist es sehr lohnenswert, sich mit der de Rhamschen Kohomologie und der
singulären Homologie auseinanderzusetzen. Für die Bedeutung der Begriffe
geschlossen, exakt, kogeschlossen, koexakt siehe Unterabschnitt A.5.6 und
Abschnitt B.7.

4.1 Das Cauchyproblem des Vektorpotentials

Wir ignorieren vorerst die Tatsache, daß es nicht exakte Feldstärketensoren
geben kann und konzentrieren uns auf das Vektorpotential als das zu be-
trachtende Feld. In der Praxis wird die Maxwellgleichung

−δdA = 0

des quellenfreien Vektorpotentials A ∈ Ωp(M,C) nicht direkt gelöst, sondern
die Wellengleichung

�A = −(δd+ dδ)A

mit der Zusatzbedingung

δA = 0.

Aus diesem Grund und wegen der verwendeten Notationen empfehlen wir
dem Leser, sich mit dem Abschnitt C.6 aus dem Anhang vertraut zu machen.
Für die Aussagen dieses Abschnittes ist die Topologie von M unerheblich.
Insbesondere können die 1-te und die 2-te de Rham-Kohomologiegruppe von
M , H1

dRM und H2
dRM , siehe für eine genaue Definition Kapitel 5, beliebig

sein. Die Beweise der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage sind in [Dim92,
Prop.2], [Pfe09, Prop.II.10], [Dim92, Prop.3] und [Pfe09, Prop.II.13] zu fin-
den. Für den Satz über die Fundamentallösung verweisen wir auf [Dim92,
Prop.4] und [Pfe09, Prop.II.14]. Wo es nötig war, haben wir die Beweise
modifiziert, damit sie auch für unsere Voraussetzungen gelten.
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4.1.1 Satz (Existenz)

Zu jedem Paar (A0,Ad) ∈ Ωpc(Σ,C) × Ωpc(Σ,C) mit δAd = 0 existiert ein
A ∈ Ωp(M,C), sodaß

−δdA = 0,

ρ0A = A0,

ρdA = Ad

gelten.

Als Abkürzung haben wir ρ0A := ιpbA und ρdA = ∗−1ιpb ∗ dA verwendet.
Der Beweis verläuft so, daß man sich zwei zusätzlichen Einschränkungen un-
terwirft und immer noch eine Lösung findet. Diese beiden Einschränkungen
beziehen sich auf ρnA := ∗−1ιpb ∗ A und ρδA := ιpbδA, und sind so gewählt,
daß das Lösen von −δdA = 0 auf das Lösen der homogenen Wellengleichung
�A = 0 mit Lorenzeichung δA = 0 zurückgeführt werden kann. Der Beweis
zeigt also insbesondere, daß immer eine Lorenzlösung, d.h. eine kogeschlos-
sene Lösung existiert. Dies soll aber nicht heißen, daß es nur Lorenzlösungen
gibt.

4.1.2 Satz (Eindeutigkeit)

Seien durch (A0,Ad,An,Aδ) und (A′0,A′d,A′n,A′δ) mit δAd = 0 = δA′d An-
fangsdaten aus Ωpc(Σ,C)×Ωpc(Σ,C)×Ω(p−1)c(Σ,C)×Ω(p−1)c(Σ,C) gegeben.
Sind A,A′ Lösungen zu −δdA = 0 mit diesen Cauchydaten, dann gilt

A ∼ A′ ⇐⇒ A0 ∼ A′0 und Ad = A′d.

In diesem Satz ist mit
”
∼“ die Eichäquivalenz für p-Formen über geschlossene

p-Formen gemeint:

A ∼ A′ :⇐⇒ ∃Λ ∈ Ωp(M,C), dΛ = 0, mit A′ = A+ Λ,

A ∼ A′ :⇐⇒ ∃λ ∈ Ωp(Σ,C), dλ = 0, mit A′ = A+ λ.

Beweis:
”
=⇒“: Gelte A ∼ A′, dann ist A0 ∼ A′0 und Ad = A′d eine direkte

Folgerung.

”
⇐=“: Sei A0 ∼ A′0 und Ad = A′d. Wir zeigen zuerst, daß eine Lösung
A der Maxwellgleichungen eichäquivalent zu einer Coulomblösung ist, d.h.
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4.1. Das Cauchyproblem des Vektorpotentials

einer Lorenzlösung AC mit Cauchydaten ρnAC = ρδAC = 0. Sei nämlich
Λ ∈ Ω0(M,C) eine Lösung von

−δdΛ = �Λ = −δA.

Solch eine Lösung existiert, denn sei z.B. ΣZ eine Cauchyhyperfläche in der
Zukunft von Σ und ΣV eine in der Vergangenheit von Σ. Wähle eine Zerle-
gung der Eins χ+, χ− zu IM+ (ΣV ) und IM− (ΣZ), dann ist −δA+ := −χ+δA ver-
gangenheitskompakt und −δA− := −χ−δA zukunftskompakt nach [BGP07,
Cor. A.5.4]. Λ kann nun definiert werden als

Λ := −G+δA+ −G−δA−.

Es folgt nun, daß AL := A+dΛ eine Lorenzlösung ist, z.B. mit den Cauchyda-
ten (A,Π,An, 0). Sei nun weiter AG eine geschlossene Lösung wie in Lemma
C.6.6 mit ρnAG = −An und ρδAG = 0, dann ist AC := AL+AG eine Coulom-
blösung zu der A eichäquivalent ist. Wir haben also A ∼ AC und A′ ∼ A′C .
AC−A′C ist nun wegen A0 ∼ A′0 und Ad = A′d nach Lemma C.6.6 geschlossen
und daher gilt

A ∼ AC = A′C + (AC − A′C) ∼ A′C ∼ A′.

�

4.1.3 Satz (Fundamentallösung)

(a) Sei θ ∈ Ωp(M,C) mit zukunfts-/vergangenheitskompakten Träger und
δθ = 0, dann löst A = G−θ bzw. A = G+θ die Gleichung −δdA = θ.

(b) Hat A ∈ Ωp(M,C) zukunfts-/vergangenheitskompakten Träger und ist
Lösung von −δdA = θ (somit ist δθ = 0 und supp(θ) zukunfts-/ ver-
gangenheitskompakt) dann gilt A ∼ G−θ bzw. A ∼ G+θ.

(c) A ∈ Ωp(M,C) ist eine Lösung −δdA = 0 mit auf Σ kompakt getragenen
Cauchydaten genau dann, wenn A ∼ Gθ für ein θ ∈ Ωpc(M,C) mit
δθ = 0 ist.

Im Gegensatz zu (a) und (b) weicht die Formulierung von (c) von [Dim92,
Prop.4] und [Pfe09, Prop.II.14] ab. In diesen wird für die Gültigkeit von (c)
die Existenz einer kompakten Cauchyhyperfläche verlangt. Die Existenz einer
solchen ist dort wichtig, denn sie garantiert die Existenz der zwei Funktio-
nen χ± im Beweis von [Dim92, Prop.4]. Wir möchten nun zeigen, daß wenn
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Kapitel 4. Die Quantisierung des Vektorpotentials

man mit nicht kompakten Cauchyhyperflächen arbeitet, die Aussage (c) für
Lösungen mit kompakt getragenen Cauchydaten gerettet werden kann:

Beweis:
”
⇐=“: Sei θ ∈ Ωpc(M,C) mit δθ = 0, dann löst A := Gθ die

Gleichung −δdA = −δdGθ = (�+ dδ)Gθ = dGδθ = 0, hat auf Σ kompakten
Träger und es gilt δρd(Gθ) = 0.

”
=⇒“: Sei A ∈ Ωpc(M,C) mit−δdA = 0 und kompakt getragenen Cauchyda-

ten (A0, Ad) ∈ Ωpc(Σ,C)×Ω(p−1)c(Σ,C), δAd = 0. Nach Satz 4.1.1 gibt es eine
Lorenzlösung A′ zu den Cauchydaten (A0, Ad) ∈ Ωpc(Σ,C) × Ω(p−1)c(Σ,C),
d.h. nach Satz 4.1.2 ist A′ ∼ A. Zeige nun, daß A′ ∼ Gθ für ein θ ∈ Ωpc(M,C)
mit δθ = 0 ist. Der Schlüssel dieses Beweises ist die Konstruktion zweier
Funktionen χ+ und χ− wie in [Dim92, Prop.4]. Sind diese erstmal konstruiert,
so kann der Rest von dem dort angegebenen Beweis übernommen werden.

S

SΕ

S-Ε

J+
MHKL

J-
MHKL I-

MHKΕL

I+
MHKΕL J+

MHKΕL

J-
MHKΕL

O+

O-

KΕ

K-Ε

K

K' -Ε

K' Ε

Abb.: Zum Beweis vom Satz über die Fundamentallösung (c).

Da �A′ = 0 erfüllt wird, ist A′ nach Folgerung C.6.4 auf jeder Cauchyhyper-
fläche kompakt getragen. Sei K := supp(A0)∪ supp(An)∪ supp(A′d), dann ist
K eine kompakte Teilmenge von Σ und T eine Cauchytemporalfunktion mit
T−1(0) = Σ, die nach Satz C.3.7 auch existiert. Wähle mit Σε = T−1(ε) und
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Σ−ε = T−1(−ε) jeweils eine raumartige, glatte Cauchyhyperfläche in der Zu-
kunft und in der Vergangenheit von Σ aus. Definiere Kε := Σε ∩ JM+ (K) und
K−ε := Σ−ε ∩JM− (K). Diese Mengen sind kompakt nach [BGP07, Cor.A.5.4]
und enthalten die Träger der Cauchydaten von A′ auf den entsprechenden
Cauchyhyperflächen Σε, Σ−ε. K ⊂ IM− (Kε), denn nach entsprechender An-
wendung der zu T zugehörigen Isometrie, siehe wieder Satz C.3.7, ist ∀σ ∈ K
mit c(t) = (εt, σ) eine glatte, zeitartige und zukunftsgerichtete Kurve nach
Kε gefunden. Durch Umparametrisierung erhält man eine vergangenheitsge-
richtete Kurve, alsoK ⊂ IM− (Kε). Da aus x ≤ y � z die Relation x� z folgt,
siehe [O’N83, Cor.14.1], ist JM− (K) ⊂ IM− (Kε). Völlig analog zeigt man weiter
JM+ (K) ⊂ IM+ (K−ε). Es gilt daher supp(A′) ⊂ JM(K) ⊂ IM+ (K−ε)∪ IM− (Kε).

Bezeichne ψ ∈ C∞(M,R) die glatte Abschneidefunktion mit 0 ≤ ψ ≤
1, ψ

∣∣∣
supp(A′)

≡ 1 und supp(ψ) ⊂ IM+ (K−ε) ∪ IM− (Kε). Nach Folgerung A.1.2

existiert so ein ψ. Definiere nun eine offene Überdeckung von M mittels
O+ := T−1

(
(−ε,∞) × Σ

)
, O− := T−1

(
(−∞, ε) × Σ

)
und sei (χ̃+, χ̃−) die

Zerlegung der Eins zu (O+, O−). Siehe Satz A.1.1 für die Existenz.
Definiere nun χ+ := ψχ̃+ und χ− := ψχ̃−. Diese sind auf der ganzen

Mannigfaltigkeit wohldefinierte, glatte Funktionen. Sei K ′−ε := JM− (Kε)∩Σ−ε
und K ′ε := JM+ (K−ε) ∩ Σε. Diese beiden Mengen sind wieder kompakt und
da K−ε ⊂ JM− (K), K ⊂ JM− (Kε) bzw. Kε ⊂ JM+ (K), K ⊂ JM+ (K−ε) und die
Kausalitätsrelationen transitiv sind, gelten K ′−ε ⊃ K−ε und K ′ε ⊃ Kε. Somit
folgt nach Konstruktion von K ′ε und K ′−ε für die Träger von χ+ und χ−

supp(χ+) ⊂
(
IM+ (K−ε) ∪ IM− (Kε)

)
∩O+ ⊂ JM+ (K ′−ε),

supp(χ−) ⊂
(
IM+ (K−ε) ∪ IM− (Kε)

)
∩O− ⊂ JM− (K ′ε).

χ+ und χ− erfüllen daher

χ+ + χ−
∣∣∣
supp(A′)

≡ 1,

supp(χ+) ∩ supp(χ−) ⊂ JM+ (K ′−ε) ∩ JM− (K ′ε),

supp(χ+) ∩ JM− (p) ⊂ JM+ (K ′−ε) ∩ JM− (p) ∀p ∈M,

supp(χ−) ∩ JM+ (p) ⊂ JM− (K ′ε) ∩ JM+ (p) ∀p ∈M.

Somit ist also supp(χ+) ∩ supp(χ−) kompakt, supp(χ−) zukunftskompakt
und supp(χ+) vergangenheitskompakt nach [BGP07, Lem.A.5.7]. �

4.2 Klassische Phasenräume

Die Voraussetzung für die Quantisierung einer Theorie ist ein geeigneter Pha-
senraum, auf welchem die Observablen (=lineare Funktionale auf dem Pha-
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senraum) gebildet und später bei der Quantisierung Operatoren eines Hil-
bertraumes nach dem Korrespondenzprinzip zugeordnet werden. In diesem
Abschnitt stellen wir drei Phasenräume vor, mit denen die Quantisierung
durchgeführt werden kann. Da diese drei Phasenräume paarweise symplek-
tisch isomorph zueinander sind, führen sie alle auf dieselbe Quantentheorie.

Wir nehmen ab jetzt explizit den physikalisch interessantesten Fall m = 4
und p = 1 an. Wir nehmen aber keine Einschränkung an die Topologie von
(M, g) vor, insbesondere können wieder H1

dRM und H2
dRM , siehe für eine

genaue Definition Kapitel 5, beliebig sein.

4.2.1 Der Phasenraum der Cauchydaten

Die Menge der Cauchydaten aus Satz 4.1.1,

CD(Σ,C) :=
{

(A,Π) ∈ Ω1c(Σ,C)× Ω1c(Σ,C) | δΠ = 0
}
,

bildet einen komplexen und damit auch reellen Vektorraum. Durch

sΣ

(
(A,Π), (A′,Π′)

)
:=

∫
Σ

A ∧ ∗Π′ −A′ ∧ ∗Π

wird eine antisymmetrische Paarung definiert. Diese antisymmetrische Paa-
rung fällt natürlich nicht vom Himmel, sondern kann als Verallgemeinerung
des von der Lagrangeschen Formulierung der Maxwelltheorie abgeleiteten
symplektischen Produktes gewonnen werden. Siehe hierzu [Wal94], [LW90]
oder auch [Cor98]. sΣ ist aber ausgeartet, denn z.B. gilt für (A, 0), wobei A
exakt mit A = dB ist,

sΣ

(
(A, 0), (A′,Π′)

)
=

∫
Σ

dB ∧ ∗Π′ =
∫

Σ

B ∧ ∗δΠ′ = 0 ∀(A′,Π′) ∈ CD(Σ,C).

Wir versuchen nun diese Entartung aufzuheben. Angenommen, es gibt ein
(A,Π) ∈ CD(Σ,C) mit sΣ

(
(A,Π), (A′,Π′)

)
= 0 für alle (A′,Π′) ∈ CD(Σ,C),

dann muß für alle (A′,Π′) = (A′, 0) ∈ CD(Σ,C)

sΣ

(
(A,Π), (A′, 0)

)
=

∫
Σ

−A′ ∧ ∗Π =

∫
Σ

−Π ∧ ∗A′ = 0

gelten. Wegen der Nichtausgeartetheit von
〈
·, ·
〉

Σ
nach Abschnitt B.9.3 folgt

Π = 0⇐⇒
∫

Σ

Π ∧ ∗A′ = 0 ∀A′ ∈ Ω1c(Σ,C).
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Betrachte nun weiter solche (A′,Π′) = (0, δV ′) ∈ CD(Σ,C), bei denen also Π′

koexakt mit Π′ = δV ′ ist, V ′ ∈ Ω2c(Σ,C). Für solche muß gelten:

sΣ

(
(A,Π), (0,Π′)

)
=

∫
Σ

A ∧ ∗δV ′ =
∫

Σ

dA ∧ ∗V ′ = 0 ∀V ′ ∈ Ω2c(Σ,C).

Wegen der Nichtausgeartetheit von
〈
·, ·
〉

Σ
nach Abschnitt B.9.3 folgt dA = 0,

also muß A geschlossen sein. Sei nun (0,Π′) ∈ CD(Σ,C). Wegen δΠ′ = 0 gilt
d ∗ Π′ = 0, ∗Π′ ist also eine geschlossene und kompakt getragene 2-Form.
Nach der Poincarédualität 5.1.2 folgt nun, daß A exakt sein muß, da

sΣ

(
(A,Π), (0,Π′)

)
=

∫
Σ

A ∧ (∗Π′) ∀(∗Π′) ∈ H2
dR,cΣ

gilt. Wir halten fest: Gilt sΣ

(
(A,Π), (A′,Π′)

)
= 0 für alle (A′,Π′) ∈ CD(Σ,C),

dann folgt A = dB für ein B ∈ Ω0(M,C) und Π ≡ 0. Die Entartung kann
demnach aufgehoben werden, wenn man zu Äquivalenzklassen bzgl. der Äqui-
valenzrelation

A ∼ A′ :⇐⇒ ∃λ ∈ Ω0(Σ,C) mit A = A′ + dλ

übergeht. Für H1
dRM = 0 stimmt diese Äquivalenzrelation mit der in Satz

4.1.1 und Satz 4.1.3 verwendeten überein. Man erhält insgesamt

CD(Σ,C)

/
∼ :=

{
([A],Π) ∈

(
Ω1c(Σ,C)

/
∼
)
× Ω1c(Σ,C) | δΠ = 0

}
,

sΣ

(
([A],Π), ([A′],Π′)

)
=

∫
Σ

[A] ∧ ∗Π′ − [A′] ∧ ∗Π.

Physikalischer Phasenraum der Cauchydaten

Der physikalische Phasenraum ist nun der reelle Vektorraum

CDΣ

/
∼:=

{
([A],Π) ∈

(
Ω1c(Σ,C)

/
∼
)
× Ω1cΣ | A ∈ Ω1cΣ, δΠ = 0

}
zusammen mit der alternierenden, biliniearen Abbildung sΣ. Dieses Paar bil-
det einen symplektischen Vektorraum, da sΣ auf CDΣ

/
∼ reellwertig und nach

Unterabschnitt B.6.3 nicht ausgeartet ist. Dieser Phasenraum hat aber den
großen Nachteil, daß er von der Wahl der Cauchyhyperfläche abhängt. Es ist
aus diesem Grund noch keine Zeitentwicklung explizit implementiert.
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4.2.2 Der Phasenraum der Lösungen

Betrachte nun den Vektorraum LC der Lösungen des Cauchyproblems 4.1.1.
Seien A,A′ ∈ LC, dann bilden A := ρ0A und Π := ρdA sowie A′ := ρ0A

′ und
Π′ := ρdA

′ jeweils ein Element aus CD(Σ,C). Es wird nun eine antisymmetri-
sche bilineare Paarung mittels

sL(A,A′) := sΣ

(
(A,Π), (A′,Π′)

)
definiert. Die so definierte Paarung ist aber klarerweise ausgeartet, da sΣ

ausgeartet ist. Die Entartung verschwindet, wenn man wieder zu den Äquiva-
lenzklassen bzgl. der Äquivalenzrelation aus dem vorherigen Unterabschnitt
übergeht,

A ∼ A′ :⇐⇒ A′ = A+ dΛ,Λ ∈ Ω0(M,C),

A ∼ A′ :⇐⇒ A′ = A+ dλ, λ ∈ Ω0(Σ,C).

Die Frage, die sich dabei stellt, ist, ob sich zwei Lösungen A und A′ um eine
exakte Form unterscheiden, wenn es ihre Cauchydaten A und A′ tun. Die
Antwort lautet nach dem Exaktheitskriterium 5.3.8 und Bemerkung 5.3.4

”
ja“, da für alle z ∈ H∞1 (M ;R)∫

z

A− A′ =
∫
zΣ

A− A′ =
∫
zΣ

ιpb(A− A′) =

∫
zΣ

A−A′ =
∫
zΣ

dλ = 0

gilt, wobei λ ∈ Ω0(M,C) mit A = A′ + dλ und zΣ ∈ H∞1 (M,R) derjenige
Zykel ist, der ganz in Σ liegt und homolog zu z ist. A − A′ ist demnach
exakt, A und A′ unterscheiden sich also um eine exakte 1-Form. Die nicht
ausgeartete Paarung ist dann

sL([A], [A′]) = sΣ

(
([A],Π), ([A′],Π′)

)
=

∫
Σ

[A] ∧ ∗Π′ − [A′] ∧ ∗Π.

Da bei einer Lösung aus Satz 4.1.1 die vorgegebenen Cauchydaten (A0, Ad)
kompakt getragen sind, die entsprechenden Größen auf einer anderen raum-
artigen glatten Cauchyhyperfläche i.A. aber nicht, ist das Integral für alle
komplexwertigen Lösungen zuerst nur auf Σ wohldefiniert. Jede Lösung A
ist aber eichäquivalent zu einer Lorenzlösung AL, siehe den Beweis von Satz
4.1.2. Da Lorenzlösungen als Lösungen der Wellengleichung nach Folgerung
C.6.4 auf jeder raumartigen glatten Cauchyhyperfläche kompakt getragen
werden, gilt

A ∼ AL ⇐⇒ A = AL + dΛ, Λ ∈ Ω0(M,C)

=⇒ dA = dAL

=⇒ ιpbt dA = ιpbt dAL.
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Die auf eine raumartige glatte Cauchyhyperfläche Σt zurückgeholte Diffe-
rentialform ιpbt dA ist also für jede komplexwertige Lösung kompakt getragen
und deswegen nimmt das Integral für jeder solcher Cauchyhyperflächen auch
einen wohldefinierten Wert an.

sL ist weiter unabhängig von der gewählten Cauchyhyperfläche, denn sei-
en ι1 : Σ1 −→ M und ι2 : Σ2 −→ M zwei geeignete raumartige glatte
Cauchyhyperflächen in (M, g), z.B. zwei, die aus derselben Aufblätterung
von (M, g) mittels einer Cauchytemporalfunktion stammen und sich daher
nicht schneiden, dann gilt

sΣ1

(
([A1],Π1), ([A′1],Π′1)

)
− sΣ2

(
([A2],Π2), ([A′2],Π′2)

)
=

∫
Σ1

[A1] ∧ ∗Π′1 − [A′1] ∧ ∗Π1 −
∫

Σ2

[A2] ∧ ∗Π′2 − [A′2] ∧ ∗Π2

=

∫
Σ1

ιpb1 [A] ∧ ∗ ∗−1 ιpb1 ∗ dA′ − ι
pb
1 [A] ∧ ∗ ∗−1 ιpb1 ∗ dA′

−
∫

Σ2

ιpb2 [A] ∧ ∗ ∗−1 ιpb2 ∗ dA′ − ι
pb
2 [A] ∧ ∗ ∗−1 ιpb2 ∗ dA′

=

∫
Σ1

ιpb1

(
[A] ∧ ∗dA′ − [A′] ∧ ∗dA

)
−
∫

Σ2

ιpb2

(
[A] ∧ ∗dA′ − [A′] ∧ ∗dA

)
Stokes

=

∫
V

d
(

[A] ∧ ∗dA′ − [A′] ∧ ∗dA
)

= 0,

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, daß −δdA = 0 = −δdA′ ist. Die
Integrale exisiteren, da [A] und [A′] Äquivalenzklassen bzgl. exakter Formen
von Lösungen von 4.1.1 bezeichnen und daher eichäquivalent zu Lorenzlösun-
gen sind. V ist ein Gebiet mit Rand, welches dem Satz von Stokes genügt
und ∂V umfaßt die Träger von [A1]∩Π′1, [A′1]∩Π1, [A2]∩Π′2 und [A′2]∩Π2,
was wegen der Kompaktheit der Träger von Πi,Π

′
i, i = 1, 2, auch möglich ist.

Man erhält somit insgesamt

LC
/
∼ mit sL([A], [A′]) =

∫
Σ

ιpb([A] ∧ ∗dA′ − [A′] ∧ ∗dA).

Physikalischer Phasenraum der Lösungen

Der physikalische Phasenraum ist

L
/
∼:=

{
[A] ∈ LC | A ∈ Ω1M

}
,

der R-Vektorraum der Eichäquivalenzklassen bzgl. exakter Formen der reell-
wertigen Lösungen aus Satz 4.1.1. Da reellwertige Lösungen notwendigerweise
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reellwertige Cauchydaten besitzen, ist für [A] ∈ L
/
∼ das Tupel (ρ0[A], ρd[A])

ein wohldefiniertes Element aus CDΣ

/
∼. Nach der Eindeutigkeitsaussage

4.1.2 ist diese Zuordnung

L
/
∼ −→ CDΣ

/
∼

[A] 7−→ (ρ0[A], ρd[A])

sogar ein Isomorphismus und somit ist (L
/
∼, sL) symplektisch isomorph zu

(CDΣ

/
∼, sΣ). Insbesondere ist (L

/
∼, sL) ein symplektischer Vektorraum, da

sL auf L
/
∼ auf Grund des Isomorphismus reellwertig und nicht ausgeartet

ist. Für den weiteren Verlauf ist nun die Aussage von [Dim92, Prop.7] und
[Pfe09, Prop.II.15] sehr wichtig:

4.2.3 Satz

Sei [A] ∈ LC
/
∼ und θ ∈ Ω1c(M,C) mit δθ = 0, dann gilt∫

M

[A] ∧ ∗θ = sL([A], [Gθ]),

wobei die Äquivalenzklasse bzgl. A ∼ A′ ⇐⇒ A′ = A + dΛ,Λ ∈ Ω0(M,C)
gemeint ist.

4.2.4 Fundamentale Observablen als Verschmierungen

Wegen des vorangegangenen Satzes erlauben die klassischen fundamentalen
Observablen

sL( · , [A′]) : LC
/
∼−→ C, [A′] ∈ LC/∼

die Interpretation einer Verschmierung über die Raumzeit mittels einer kom-
pakt getragenen Differentialform, denn nach Satz 4.1.3(c) gibt es ein koge-
schlossenes θ′ ∈ Ω1c(M,C) mit [A′] = [Gθ′]. Somit ist

sL( · , [A′]) = sL( · , [Gθ′]) : [A] 7−→ sL([A], [Gθ′])
Satz 4.2.3

=

∫
M

[A] ∧ ∗θ′.

Die klassischen fundamentalen Observablen erhalten eine neue Bezeichnung
und zwar für θ ∈ Ω1c(M,C) kogeschlossen

[A](θ) : LC
/
∼ −→ C

[A] 7−→ [A](θ)([A]) =

∫
M

[A] ∧ ∗θ.
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Als Poissonklammer ergibt sich{
[A](φ), [A](θ)

}
= sL([Gφ], [Gθ]) 1Abb. = (

∫
M

[Gφ] ∧ ∗θ) 1Abb..

Wohldefiniertheit der [A](θ)

Diese neue Bezeichnung ist wohldefiniert, denn sei [A](θ) = [A](φ), dann ist
dies genau dann der Fall, wenn gilt

[A](θ − φ)([A]) =

∫
M

[A] ∧ ∗(θ − φ) ∀[A] ∈ LC
/
∼

⇐⇒
∫
M

[Gη] ∧ ∗(θ − φ) = 0 ∀η ∈ Ω1c(M,C), δη = 0

⇐⇒−
∫
M

η ∧ ∗G(θ − φ) = 0 ∀η ∈ Ω1c(M,C), δη = 0

⇐⇒
∫
M

G(θ − φ) ∧ ∗η = 0 ∀η ∈ Ω1c(M,C), δη = 0.

Für koexakte η folgt hiermit∫
M

G(θ − φ)∧∗η=

∫
M

G(θ − φ)∧∗δω=

∫
M

dG(θ − φ)∧∗ω = 0 ∀ω∈Ω2c(M,C),

also [A](θ) = [A](φ) =⇒ dG(θ−φ) = 0. Mit der Poincarédualität 5.1.2 folgt
sogar, daß G(θ − φ) exakt sein muß, weil in diesem Fall∫

M

G(θ − φ) ∧ ∗η =

∫
M

G(θ − φ) ∧ η′ = 0 ∀η′ ∈ Ω3c(M,C), dη′ = 0,

gilt. Aus dG(θ− φ) folgern wir weiter mit Lemma C.6.5, daß d(θ− φ) = �ω
für ein ω ∈ Ω2c(M,C) gilt. Wegen d ◦ d ≡ 0 folgen weiter

d�ω = �dω = 0 =⇒ G±�dω = dω = 0,

�(θ−φ) =(−dδ − δd)(θ−φ)=−δ�ω=−�δω =⇒G±�(θ−φ)=θ−φ=−δω.

Wir folgern also

[A](θ) = [A](φ)⇐⇒ [Gθ] = [Gφ]⇐⇒ Gθ ∼ Gφ

⇐⇒ G(θ − φ) = dΛ für ein Λ ∈ Ω0(M,C)

(=⇒ θ − φ=−δω für ein ω∈Ω2c(M,C) mit dω=0).

Diese neue Schreibweise für die klassischen fundamentalen Observablen ist
also wohldefiniert.
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Physikalische Observable

Die physikalischen Observablen sind diejenigen Observablen, die von dem
Phasenraum (L

/
∼, sL) in die reellen Zahlen abbilden. Für [A] ∈ L

/
∼ be-

zeichne A ∈ Ω1M den reellwertigen Repräsentanten, dann gilt

[A](θ)([A]) ∈ R ∀[A] ∈ L
/
∼ ⇐⇒

∫
M

[A] ∧ ∗θ ∈ R ∀[A] ∈ L
/
∼

⇐⇒
∫
M

[A] ∧ ∗θ= = 0 ∀[A] ∈ L
/
∼

⇐⇒ sL([A], [Gθ=]) = 0 ∀[A] ∈ L
/
∼

⇐⇒ [Gθ=] = 0,

da sL auf L
/
∼ nicht entartet und [Gθ=] ∈ L

/
∼ wegen θ= ∈ Ω1cM ist. Die

physikalischen Observablen sind also die linearen Abbildungen der Gestalt

[A](θ), θ ∈
{
φ ∈ Ω1c(M,C) | δφ = 0, [Gφ=] = 0

}
.

Exakt dieselben physikalischen Observablen erhält man, wenn man nur re-
ellwertige, kogeschlossene Formen zulässt. Dies folgt daraus, daß

[A](θ)([A]) =

∫
M

[A] ∧ ∗θ Satz 4.1.3
=

∫
M

[A] ∧ ∗θ<, [A] ∈ L
/
∼

ist, der Imaginärteil von θ also keinen Beitrag zum Wert des Integrals leistet.

4.2.5 Der Phasenraum der Testformen

Satz 4.1.3 gibt nun weiter die Möglichkeit, mit Hilfe der Räume der Testfor-
men

TC :=
{
θ ∈ Ω1c(M,C) | δθ = 0

}
,

T :=
{
θ ∈ Ω1cM | δθ = 0

}
einen weiteren, zu den anderen symplektisch isomorphen Phasenraum zu kon-
struieren. Ist [A] ∈ L

/
∼ mit reellwertigen Repräsentanten A, dann existiert

ein θ ∈ TC mit [A] = [Gθ] und es gilt weiter

[A] = [Gθ]⇐⇒ A = Gθ + dΛ, Λ ∈ Ω0(M,C)

⇐⇒ A = Gθ< + iGθ= + dΛ< + i dΛ=

⇐⇒ A = Gθ< + dΛ<, 0 = Gθ= + dΛ=

⇐⇒ [A] = [Gθ<], 0 = [Gθ=].
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Das bedeutet, daß für jedes [A] ∈ L
/
∼ sogar ein θ ∈ T existiert, sodaß

[A] = [Gθ] gilt. Umgekehrt liefert jedes θ ∈ T durch die Vorschrift θ 7−→ [Gθ]
ein Element aus L

/
∼. Geht man über zu dem Quotientenvektorraum

T
/

[ker(G)], [ker(G)] :=
{
θ ∈ T | [Gθ] = 0

}
,

so liefert diese Vorschrift einen Isomorphismus. Versieht man dann noch
T
/

[ker(G)] mit der symplektischen Form definiert durch

sT : T
/

[ker(G)]× T
/

[ker(G)] −→ R

sT (φ, θ) = sL([Gφ], [Gθ]) =

∫
M

Gφ ∧ ∗θ,

so erhält man dadurch einen zu (L
/
∼, sL) symplektisch isomorphen Vektor-

raum. Die physikalischen, klassischen fundamentalen Observablen des Pha-
senraumes T

/
[ker(G)] sind genau die im vorherigen Unterabschnitt beschrie-

benen, nämlich

[A](θ) : T
/

[ker(G)] −→ R

[A](θ)(φ) = [A]([Gφ]) =

∫
M

[Gφ] ∧ ∗θ.

4.3 Quantisierung

Wir erinnern uns zuerst daran, daß wir m = 4 und p = 1 vorausgesetzt, aber
keine topologische Einschränkung vorgenommen haben. Bei der Quantisie-
rung werden nun die klassischen fundamentalen Observablen [A](θ), θ ∈ TC,

Operatoren [̂A](θ) auf einem Hilbertraum gemäß des Korrespondenzprinzips
zugeordnet. Der Kommutator soll dabei proportional zur klassischen Pois-
sonklammer sein, [

·, ·
]

= i ~
{̂
·, ·
}
.

Die Objekte [̂A](θ) heißen die verschmierten Feldoperatoren des Vektorpo-

tentials und das Objekt [̂A] nennt man den Feldoperator des Vektorpoten-

tials. Der Feldoperator [̂A] ist eine operatorwertige Distribution und ein

Grund, warum man von [̂A] als Feldoperator spricht, ist [Dim92, Prop.8]:

4.3.1 Satz

Für θ, φ ∈ TC gilt
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(a) [̂A](θ) erfüllt die Maxwellgleichungen im distributiven Sinne, d.h.

−δd[̂A](θ) := [̂A](−δdθ) = 0.

(b) Für den Kommutator gilt[
[̂A](φ), [̂A](θ)

]
= i ~

̂{
[A](φ), [A](θ)

}
= i ~ (

∫
M

Gφ ∧ ∗θ) id,

insbesondere verschwindet der Kommutator für raumartig getrennte
Testformen.

Man beachte, daß sogar [̂A](−δdθ) = 0 ∀θ ∈ Ω1c(M,C) gilt, siehe etwa
[Dim92, Prop.8]. Der Kommutator wird auf Grund der Konstruktion des
Hilbertraumes und der korrespondierenden Operatoren auf diesem erfüllt.
Weiter beachte man, daß unser Ergebnis für den Kommutator auch wirklich
mit demjenigen Ergebnis aus [Dim92] übereinstimmt, denn unser G ist −E
in [Dim92]. Dies folgt daraus, daß in [Dim92] dδ + δd als Wellenoperator �
betrachtet wird.

Wie bereits am Anfang dieser Arbeit erwähnt, ist die Hilbertraumkon-
struktion mit rein willkürlichen Wahlen verbunden und nicht mehr zwangs-
weise unitär äquivalent zu anderen Hilbertraumkonstruktionen. Um diese
Problematik zu umgehen und da wir nun wissen, was eine Quantentheorie
des elektromagnetischen Vektorpotentials leisten soll, gehen wir zur algebrai-
schen Formulierung der Quantenfeldtheorie über. Aus dieser kann man, wie
in Unterabschnitt 1.2.1 gezeigt, durch die GNS-Konstruktion zurück in einen
Hilbertraumformalismus mit Operatoren gelangen.

4.3.2 Die Feldalgebra

Gesucht wird also nun eine ∗-Algebra A(M) mit Eins, die folgende Eigen-
schaften erfüllen soll:

• A(M) wird erzeugt von den Symbolen der Gestalt [̂A](θ), θ ∈ TC und
der Eins 1A(M).

• [̂A] erfüllt die Feldgleichung −δdA = 0 im Sinne von Distributionen,

d.h. [̂A](−δdθ) = 0 ∀θ ∈ Ω1c(M,C).

•
[
[̂A](φ), [̂A](θ)

]
= i ~ (

∫
M
Gφ ∧ ∗θ) 1A(M) ∀φ, θ ∈ TC.
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• [̂A](z1φ+z2θ) = z1[̂A](φ)+z2[̂A](θ) ∀zi ∈ C, φ, θ ∈ TC (C-Linearität).

• [̂A](θ)∗ = [̂A](θ) ∀θ ∈ TC (Hermitizität).

Diese Algebra A(M) mit den genannten Eigenschaften nennt man die Feldal-
gebra des elektromagnetischen Vektorpotentials. Durch die GNS-Darstellung
erhält man eine Hilbertraumdarstellung der Feldalgebra A(M) mit i.A. nicht
beschränkten Operatoren, und die selbstadjungierten Elemente spielen die
Rolle von Observablen.

Durch die Verwendung komplexwertiger Testformen enthält die Feldalge-
bra auch unphysikalische Observablen. Eine physikalische Feldalgebra erhält
man z.B. dadurch, daß man nur reellwertige Differentialformen und deren re-
ellen Linearkombinationen bei der Konstruktion der Feldalgebra zuläßt. Wir
schließen aber auch weiterhin komplexwertige Differentialformen in unsere
Behandlung mit ein.

Eine weitere wichtige Bemerkung bezieht sich auf die enstandene Diskre-
panz zwischen der klassischen und quantisierten Theorie. In der klassischen
Theorie führen eichäquivalente Lösungen [Gθ] und [Gφ], θ, φ ∈ TC, auf die-
selbe Observable [A](φ) = [A](θ). Dies ist für die quantisierte Theorie nach
Konstruktion der Feldalgebra nicht mehr der Fall! Hier führen zwei Test-
formen θ, φ ∈ TC nur noch dann zu demselben verschmierten Feldoperator,
wenn für deren Differenz θ − φ = −δdθ′ für ein θ′ ∈ Ω1c(M,C) gilt. Wie
bereits in Unterabschnitt 4.2.4 gezeigt wurde, ist [Gφ] = [Gθ] gleichbedeu-
tend zu G(θ − φ) = dΛ, Λ ∈ Ω0(M,C), und daraus folgt θ − φ = −δω
für ein ω ∈ Ω2c(M,C) mit dω = 0. Dies ist nur genau dann gleichbedeu-
tend zu θ − φ = −δdθ′ für ein θ′ ∈ Ω1c(M,C), wenn die 2-te de Rham-
Kohomologiegruppe H2

dRM verschwindet, denn nur dann ist jede kompakt
getragene geschlossene 2-Form auch exakt mit einer kompakt getragenen 1-
Form. Angenommen H1

dRM = 0, so folgt mit den Methoden aus Kapitel 5
H2
dR,cΣ = 0, und ω ∈ Ω2c(M,C) mit dω = 0 und −δω = θ− φ ist exakt nach

Folgerung 5.3.8 und Unterabschnitt 5.3.4, da für alle z ∈ H∞2 (M,R)∫
z

ω =

∫
zΣ

ιpb ω
H2
dR,cΣ=0

=

∫
z

dω′ =

∫
∂z

ω′ = 0

gilt. Dies bedeutet ω = dθ′, aber mit θ′ ∈ Ω1(M,C) und nicht zwangsweise
mit θ′ ∈ Ω1c(M,C). Also θ − φ = −δdθ′ mit θ′ ∈ Ω1(M,C).

Dies bietet eine schöne Interpretation dessen an, was zur Diskrepanz im
Falle einer nicht trivialen Topologie führt. Es liegen dann nämlich zwei un-
terschiedliche Typen von Eichtransformationen vor, lokale Eichtransforma-
tionen

(
θ−φ = −δdθ′ mit θ′ ∈ Ω1c(M,C)

)
und globale Eichtransformationen(

θ−φ = −δdθ′ mit θ′ ∈ Ω1(M,C)
)
. Physikalisch sinnvoll sollten hingegen nur
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die lokalen Eichtransformationen sein, weswegen wir diese in die Feldalgebra
A(M) implementiert haben und nicht die globalen Eichtransformationen. Das
Implementieren der globalen Eichtransformationen würde auch unweigerlich
dazu führen, daß es ein nicht triviales Zentrum nicht mehr geben kann.

Abstrakte algebraische Konstruktion der Feldalgebra

Abstrakt kann die Feldalgebra A(M) aus derjenigen freien ∗-Algebra A mit
Eins über C konstruiert werden, welche von den Elementen der Gestalt

1A, [̂A](θ), [̂A](θ)∗, wobei θ ∈ TC ist, erzeugt wird. Diese Elemente haben
an dieser Stelle nur eine symbolische Bedeutung, sie sind als rein abstrakte
Elemente einer Algebra anzusehen. Wie in Abschnitt 3.5 nimmt man nun den
Quotienten über das ∗-Ideal I, das von den Elementen aus A der Gestalt

[̂A](−δdθ), θ ∈ Ω1c(M,C),[
[̂A](φ), [̂A](θ)

]
− i ~ (

∫
M

Gφ ∧ ∗θ) 1A(M) ∀φ, θ ∈ TC,

[̂A](z1φ+ z2θ)− z1[̂A](φ)− z2[̂A](θ) ∀z1, z2 ∈ C,∀φ, θ ∈ TC,

[̂A](θ)∗ − [̂A](θ) ∀θ ∈ TC

erzeugt wird, also A(M) = A
/
I.

Feldalgebra aus der Borchers-Uhlmann Algebra

Konkreter kann man analog zu Abschnitt 3.5 A(M) mit Hilfe der Borchers-
Uhlmann Algebra, der freien Tensoralgebra über den Raum der Testformen

T (TC) :=
⊕
n∈N

T ⊕nC ,

wobei T ⊗0
C = C, realisieren. Die Multiplikation wird wieder durch den Iso-

morphismus T ⊗kC ⊗T ⊗lC
∼= T ⊗(k+l)

C gegeben, ein allgemeines Element in T (TC)
ist eine Summe von Produkten der Gestalt(

z0,
∞
a
i=1

(zi
i
⊗
j=1

θij)
)

= (z0, z1 θ11, z2 θ21 ⊗ θ22, z3 θ31 ⊗ θ32 ⊗ θ33, . . . ),

wobei nur endlich viele der zi ∈ C nicht Null sind. Die Eins in der Borchers-
Uhlmann Algebra ist das Element

1T (TC) = (1, 0, . . . ).

83



4.3. Quantisierung

Die Abbildung

∗ : T (TC) −→ T (TC)(
z0,

∞
a
i=1

(zi
i
⊗
j=1

θij)
)
7−→

(
z0,

∞
a
i=1

(zi
1
⊗
j=i

θij)
)
,

nur endlich viele der zi ∈ C sind nicht Null, definiert eine Involution auf der
Borchers-Uhlmann Algebra.

Die Borchers-Uhlmann Algebra enthält aber noch nicht die Informationen
über die Dynamik des zugrunde liegenden Feldes, nämlich die Dynamik des
elektromagnetischen Vektorpotentials. Um dies zu erreichen, teilt man aus
T (TC) das ∗-Ideal I heraus, das von den Elementen der Gestalt

a⊗ b⊗ c, a, c ∈ T (TC)

erzeugt wird, b ist von einer der beiden Gestalten

b = −δdθ, θ ∈ Ω1c(M,C),

b = φ⊗ θ − θ ⊗ φ− i ~(

∫
M

Gφ ∧ ∗θ) 1T (TC), φ, θ ∈ TC.

T (TC)
/
I ist nun nicht die Nullalgebra, denn z.B. liegen 1T (TC) und alle ψ ∈ TC

mit 0 6= ψ 6= −δdθ für θ ∈ Ω1c(M,C) nicht in I, da

(1, 0, 0, . . . ) 6= (0,−δdθ, 0, . . . ), θ ∈ Ω1c(M,C),

(1, 0, 0, 0, . . . ) 6= (− i ~
∫
M

Gφ ∧ ∗θ, 0, φ⊗ θ − θ ⊗ φ, 0, . . . ), φ, θ ∈ TC,

(0, ψ, 0, . . . ) 6= (0,−δdθ, 0, . . . ), θ ∈ Ω1c(M,C),

(0, ψ, 0, 0, . . . ) 6= (− i ~
∫
M

Gφ ∧ ∗θ, 0, φ⊗ θ − θ ⊗ φ, 0, . . . ), φ, θ ∈ TC

(gilt φ⊗θ = θ⊗φ, so folgt schon φ = µ·θ mit Hilfe der universellen Eigenschaft
des Tensorproduktes und damit ist dann auch das Integral Null).

Hiermit haben wir explizit die Feldalgebra konstruiert, denn T (TC)
/
I

erfüllt alle Eigenschaften der Feldalgebra A(M) und ist daher zu dieser iso-
morph. Genauer entspricht ein Element(

z0,
∞
a
i=1

(zi
i
⊗
j=1

θij)
)
, zi 6= 0 nur für endlich viele i,

aus T (TC)
/
I dem Element

z0 + z1 [̂A](θ11) + z2 [̂A](θ21)[̂A](θ22) + z3 [̂A](θ31)[̂A](θ32)[̂A](θ33) + . . .

aus A(M) (nur endlich viele der zi sind nicht Null), wobei wir in der Nota-
tion nicht streng zwischen den Äquivalenzklassen und ihren Repräsentanten
unterschieden haben.
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Kapitel 4. Die Quantisierung des Vektorpotentials

4.3.3 Die Weylalgebra des quantisierten Potentials

Obwohl die in Unterabschnitt 4.3.2 konstruierte Feldalgebra A(M) des elek-
tromagnetischen Vektorpotentials alle gewünschten Eigenschaften erfüllt und
durch die GNS-Darstellung eine Hilbertraumformulierung ermöglicht, kann
es dennoch zu mathematischen Komplikationen kommen. Das Hintereinan-
derausführen von zwei nicht beschränkten Operatoren ist nicht immer wohl-
definiert, d.h. der Kommutator ist nicht immer wohldefiniert. Aus diesem
Grund ist es mathematisch wünschenswert mit beschränkten Operatoren zu
arbeiten und dies erreicht man, indem man die Weylalgebra konstruiert.

Da (CDΣ

/
∼, sΣ), (L

/
∼, sL) und (T

/
[ker(G)], sT ) sympletisch isomorph

zueinander sind, sind sie für eine Quantisierung äquivalent. Wir entscheiden
uns dafür, mit (T

/
[ker(G)], sT ) weiterzuarbeiten.

Konstruktion der Weylalgebra

Nach Satz 1.1.9 existiert zu (T
/

[ker(G)], sT ) eine Weylalgebra W, die eindeu-
tig bis auf einen ∗-Isomorphismus ist. Da die Weylalgebra eine C∗-Algebra ist,
liefert die GNS-Darstellung eine Darstellung durch beschränkte Operatoren
auf einem Hilbertraum.

Als abstrakte C∗-Algebra wird W erzeugt durch die
”
formal Exponentier-

ten“ der reellwertigen Erzeuger der Feldalgebra A(M)

W (θ) := exp
(

i [̂A](θ)
)
, θ ∈ T

/
[ker(G)].

Die Elemente W (θ) erfüllen die Eigenschaften eines Weylsystems, denn es
gelten

W (0) = 1W,

W (θ)∗ = exp
(
i [̂A](θ)∗

)
= exp

(
− i [̂A](θ)

)
= exp

(
i [̂A](−θ)

)
= W (−θ)

und weiter wegen der Baker-Campbell-Hausdorff Formel unter der Beach-

tung, daß
[
[̂A](θ),

[
[̂A](φ), [̂A](ψ)

]]
= 0 ist, da 1A(M) mit allen anderen

Elementen kommutiert

W (φ)W (θ) = exp
(

i [̂A](φ)
)

exp
(

i [̂A](θ)
)

= exp
(
− 1

2

[
[̂A](φ), [̂A](θ)

])
exp

(
i [̂A](φ) + i [̂A](θ)

)
= exp

(
− i ~

2
sT (φ, θ)

)
W (φ+ θ).
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4.4. Zur Feldalgebra des Feldstärketensors II

Die Weylalgebra ist nun die eindeutige C∗-Algebra W, die von den Elementen
W (θ), θ ∈ T

/
[ker(G)], erzeugt wird, siehe zu diesem Thema auch [BR02,

Thm.5.2.8].
Wir möchten anmerken, daß mit der so konstruierten Weylalgebra die

Behandlung eines nicht trivialen Zentrums nicht mehr möglich ist, da dieses
gerade durch die Verwendung von T

/
[ker(G)] herausgeteilt wurde. Möchte

man auf der Ebene von Weylalgebren ein nicht triviales Zentrum behandeln,
dann muß man die Weylalgebra zu (T , sT ) bilden, wobei sT ausgeartet ist.
Wir werden in dieser Arbeit ein nicht triviales Zentrum im Rahmen von
Feldalgebren behandeln.

Algebra der quasilokalen Observablen

Durch die Einschränkung der Träger der Testformen kann ein Netz von lo-
kalen Observablenalgebren (C∗-Algebren) definert werden, die durch offene
beschränkte Teilmengen O von M indiziert werden:

M ⊃ O 7−→ A(O) := C∗
({
W (θ) | θ ∈ T

/
[ker(G)] mit supp(θ) ⊂ O

})
,

wobei C∗(. . . ) die vom Argument erzeugte C∗-Algebra bezeichne. Der C∗-
induktive Limes der lokalen Algebren fällt mit der Weylalgebra W zusammen,
d.h. es gilt

C∗
( ⋃

O⊂◦M,
O beschränkt

A(O)
)

=
( ⋃

O⊂◦M,
O beschränkt

A(O)
) C∗

= Aqloc = W.

Dieses Netz von lokalen Observablenalgebren erfüllt die in [Dim80] auf ge-
krümmte Raumzeiten verallgemeinerten Haag-Kastler Axiome, namentlich
Isotonie, Kausalität, Primitivität und Kovarianz.

4.4 Zur Feldalgebra des Feldstärketensors II

Klassisch erhält man aus einem Vektorpotential durch

F = dA

einen Feldstärketensor. Im quantisierten Fall ist diese Gleichung im Sinne
von Distributionen zu verstehen,

F̂ = d[̂A],
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was
F̂(ω) = [̂A](δω) für ω ∈ Ω2c(M,C)

bedeutet. Die Erfüllung der Maxwellgleichungen im Sinne von Distributionen
bleibt erhalten,

dF̂(η) := F̂(δη) = [̂A](δδω) = 0 ∀η ∈ Ω3c(M,C)

−δF̂(θ) := F̂(−dθ) = [̂A](−δdθ) = 0 ∀θ ∈ Ω1c(M,C).

Wir können also somit Elemente aus A(M), siehe Unterabschnitt 4.3.2, mit
Elementen aus F(M), siehe Abschnitt 3.5, und umgekehrt identifizieren. Hier-
durch erhalten wir eine Idee für die Kommutatorrelation in F(M). Es sind
vier Fälle zu betrachten:

1.Fall H1
dRM = 0 und H2

dRM = 0

Für alle θ ∈ TC gibt es nach der Poincarédualität 5.1.2 und Lemma 5.1.3
ein ω ∈ Ω2c(M,C) mit θ = δω. Daher gibt es für jeden verschmierten Feld-

operator [̂A](θ) des Potentials einen verschmierten Feldstärkeoperator F̂(ω)

mit F̂(ω) = [̂A](δω) = [̂A](θ). Dieser verschmierte Feldstärkeoperator ist

sogar eindeutig bestimmt, denn sei auch F̂(ω′) mit F̂(ω′) = [̂A](θ). Dies be-
deutet δω = δω′ und damit ω′ = ω + ω̃ mit δω̃ = 0. Da H2

dRM = 0 folgt
wieder mit der Poincarédualität 5.1.2 und Lemma 5.1.3, daß ω̃ = δη für ein
η ∈ Ω3c(M,C) ist. Also gilt dann F̂(ω′) = F̂(ω + δη) = F̂(ω), da F̂ die
Maxwellgleichungen im schwachen Sinne erfüllt.

Auf der anderen Seite gibt es für jeden verschmierten Feldstärkeoperator

F̂(ω) widerspruchsfrei einen verschmierten Feldoperator [̂A](θ) des Potentials

mit F̂(ω) = [̂A](θ), wähle nämlich θ = δω. Da H1
dRM und H2

dRM beide trivial
sind, kann es hierbei zu keinen Widersprüchen kommen, wie wir sie in den
anderen drei Fällen aufzeigen und interpretieren werden.

Wir haben also insgesamt festgestellt, daß für den vorliegenden Fall

A(M) = F(M)

gilt. Als Kommutatorrelation für alle verschmierten Feldstärkeoperatoren
erhält man den Lichnerowiczkommutator, siehe [Lic61], ∀ω, ω′ ∈ Ω2c(M,C):[

F̂(ω), F̂(ω′)
]

=
[
[̂A](δω), [̂A](δω′)

]
= i ~ (

∫
M

Gδω ∧ ∗δω′) 1A(M)

= i ~ (

∫
M

Gω ∧ ∗dδω′) 1F(M).

(4.4.1)
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2.Fall H1
dRM = 0 und H2

dRM 6= 0

Für alle θ ∈ TC gibt es wieder nach der Poincarédualität 5.1.2 und Lem-
ma 5.1.3 ein ω ∈ Ω2c(M,C) mit θ = δω und damit für jeden verschmier-

ten Feldoperator [̂A](θ) einen verschmierten Feldstärkeoperator F̂(ω) mit

F̂(ω) = [̂A](δω) = [̂A](θ).

Da nun aber H2
dRM 6= 0 ist, gibt es kogeschlossene kompakt getragene

2-Formen, die nicht koexakt mit einer kompakt getragenen 3-Form sind. In
Formeln meinen wir solche ω̃ ∈ Ω2c(M,C) mit δω̃ = 0, aber ω̃ 6= δη für ein
η ∈ Ω3c(M,C). Sei ω̃ eine solche kogeschlossene kompakt getragene 2-Form,
dann gilt nach den Eigenschaften von F(M)

0 6= F̂(ω̃) = [̂A](δω̃) = [̂A](0) = 0,

was ein Widerspruch ist. Für kogeschlossene kompakt getragene 2-Formen,
die nicht koexakt mit einer kompakt getragenen 3-Form sind, führt diese
Identifikation zu Widersprüchen und ist daher nicht durchführbar. Da nach
Satz 5.1.9 H2

dRM 6= 0 zwangsweise bedeutet, daß es Feldstärketensoren gibt,
die nicht exakt sind, interpretieren wir diese verschmierten Feldstärkeopera-
toren als die nicht exakten verschmierten Feldstärkeoperatoren. Wir nennen
einen verschmierten Feldstärkeoperator F̂(ω) genau dann exakt, wenn es bei

der Identifikation F̂(ω) = [̂A](δω) zu keinerlei Widersprüchen kommt.

Aus diesem Grund ist derjenige verschmierte Feldstärkeoperator F̂(ω) mit

F̂(ω) = [̂A](θ) eindeutig bestimmt, denn sei auch F̂(ω′) mit F̂(ω′) = [̂A](θ),
dann muß schon ω′ − ω = δη mit η ∈ Ω3c(M,C) gelten. Andernfalls kommt
es zu besagten Widersprüchen.

Wir haben also für diesen Fall, daß A(M) ⊂ F(M) eine Unteralgebra
bildet. Der Kommutator exakter verschmierter Feldstärkeoperatoren ist der
Lichnerowiczkommutator (4.4.1). Darüber hinaus gibt es aber auch nicht
exakte verschmierte Feldstärkeoperatoren in F(M), über deren Kommutator
wir im Moment noch keine Aussage machen können.

3.Fall H1
dRM 6= 0 und H2

dRM = 0

In diesem Fall drehen sich die Rollen von A(M) und F(M) sozusagen um. Je-

der verschmierte Feldstärkeoperator F̂(ω) definiert durch F̂(ω) = [̂A](δω) wi-
derspruchsfrei einen verschmierten Feldoperator des Vektorpotentials, denn
ist ω ∈ Ω2c(M,C) kogeschlossen, dann ist ω wegen H2

dRM = 0, der Poin-
carédualität 5.1.2 und Lemma 5.1.3 schon koexakt. Aber wegen H1

dRM 6= 0
gibt es nicht mehr zu jedem θ ∈ Ω1c(M,C) mit δθ = 0 ein ω ∈ Ω2c(M,C),
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sodaß θ = δω gilt. Das bedeutet, daß die in Abschnitt 3.5 konstruierte Feldal-
gebra F(M) des Feldstärketensors eine Unteralgebra von A(M) ist. Der Kom-
mutator für F(M) ist daher der Lichnerowiczkommutator (4.4.1).

4.Fall H1
dRM 6= 0 und H2

dRM 6= 0

In diesem Fall gilt weder F(M) ⊂ A(M) noch A(M) ⊂ F(M). Mit der-
selben Argumentation wie im zweiten Fall kann die Existenz exakter ver-
schmierter Feldstärkeoperatoren gezeigt werden und mit denselben Argu-
menten wie im dritten Fall kann gezeigt werden, daß es einen verschmierten

Feldoperator [̂A](θ) gibt, zu dem kein verschmierter Feldstärkeoperator F̂(ω)

mit F̂(ω) = [̂A](θ) exisitert. Der Kommutator der exakten verschmierten
Feldstärkeoperatoren ist auch hier der Lichnerowiczkommutator (4.4.1), zum
Kommutator mit nicht exakten verschmierten Feldstärketensoren können wir
an dieser Stelle noch keine Aussage machen.

Bevor wir eine weitere Methode zur Konstruktion der Feldalgebra des
Feldstärketensors angeben, klären, wie die Struktur dieser beschaffen ist und
wie der Kommutator von nicht exakten verschmierten Feldstärkeoperatoren
aussieht, werden wir nun im nächsten Kapitel die de Rham-Kohomologie und
die singuläre Homologie einführen und diskutieren. Diese beiden Konzepte
erweisen sich als sehr fruchtbar, wie bereits verwendete Begriffe und Aussagen
gezeigt haben sollten.
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Exakte Formen und Homologie

Die homogene Maxwellgleichung dF = 0 bedeutet nichts anderes, als daß F
geschlossen ist. F = dA, also kann F global durch ein einziges A ausgedrückt
werden, bedeutet hingegen die Exaktheit von F . In der Hoffung fundamenta-
le Aussagen darüber zu treffen, wann es überhaupt Feldstärketensoren geben
kann, die kein globales Vektorpotential zulassen, stellen wir in diesem Kapi-
tel die wichtigsten mathematischen Aspekte exakter Formen, sowie die damit
verbundenen Implikationen auf die Topologie der zugrunde liegenden Man-
nigfaltigkeit zusammen. Für die Darstellung dieser Thematik verwenden wir
hauptsächlich [Lee03], [War83], [Soeb], [SZ94] und [Hat02]. Siehe aber auch
[BT95] und [Fra01]. Eine sehr empfehlenswerte Arbeit ist [MW57], die sich
diesem Thema von einem physikalischen Standpunkt aus nähert.

5.1 de Rham-Kohomologie

Die Information, ob eine geschlossene Differentialform exakt ist, wird in der
Differentialgeometrie in den sogenannten de Rham-Kohomologiegruppen ko-
diert. Diese sollen nun das Thema dieses Abschnitts sein.

5.1.1 Definition (de Rham-Kohomologiegruppe)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Definiere

ZpM := ker(d
∣∣∣
ΩpM

) =
{
ω ∈ ΩpM | dω = 0

}
und

BpM := im(d
∣∣∣
Ωp−1M

) =
{
ω ∈ ΩpM | ∃θ ∈ Ωp−1M mit dθ = ω

}
.
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Beides sind Untervektorräume von ΩpM und aufgrund von d ◦ d ≡ 0 ist
BpM ⊆ ZpM . Daher ist die p-te de Rham Kohomologiegruppe wohldefiniert
als der Quotient

Hp
dRM := ZpM

/
BpM.

Da ΩpM eine R-Vektorraumstruktur hat, ist Hp
dRM sogar ein R-Vektorraum.

In der Notation der Elemente von Hp
dRM wird in Zukunft unterdrückt, daß

es sich genau genommen um Äquivalenzklassen handelt. So wird z.B. ein-
fach statt [ω] nur ω ∈ Hp

dRM geschrieben. Abbildungen von Hp
dRM dürfen

nur von der Äquivalenzklasse und nicht von einem speziellen Repräsentanten
abhängen, um wohldefiniert zu sein.

Genauso kann man die kompakt getragenen p-Formen betrachten und so
die p-te, kompakt getragene de Rham-Kohomologiegruppe

Hp
dR,cM

erhalten. Für kompakte Mannigfaltigkeiten sind diese Gruppen gleich. Wird
nicht explizit von den kompakt getragenen de Rham-Kohomologiegruppen
gesprochen, so sind immer die nicht kompakt getragenen de Rhamschen Ko-
homologiegruppen gemeint. Den Zusammenhang zwischen diesen Gruppen,
wenn die Mannigfaltigkeit nicht kompakt ist, klärt die Poincarédualität:

5.1.2 Satz (Poincarédualität)

Sei M eine orientierte, m-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit. Die Abbil-
dung

PD : Hp
dRM −→ (Hm−p

dR,cM)∗,

PD(ω)(η) =

∫
M

ω ∧ η

ist für 0 ≤ p ≤ m ein Isomorphismus, (Hm−p
dR,cM)∗ bezeichnet hier den Dual-

raum von Hm−p
dR,cM .

Wir betonen, daß die Poincarédualität für beliebige glatte Mannigfaltigkei-
ten gilt, also auch dann, wenn die de Rham-Kohomologiegruppen unendlich-
dimensionale Vektorräume sind. Die Umkehrung (Hp

dRM)∗ ∼= Hm−p
dR,cM gilt

hingegen nur im Fall endlichdimensionaler de Rham-Kohomologiegruppen.
Siehe für die Poincarédualität [Lee03] oder [BT95].
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5.1.3 Lemma (Koexakte Formen)

Sei (M, g) eine orientierte, m-dimensionale, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit und 0 ≤ p < m. Jede kogeschlossene p-Form ist genau dann koexakt,
wenn Hm−p

dR M = 0 ist.

Beweis: Das folgt sofort aus Lemma B.7.3, weil der Hodge-∗-Operator bi-
jektiv ist. �

Die analoge Aussage gilt auch für kompakt getragene kogeschlossene Diffe-
rentialformen.

5.1.4 Satz (Homotopie- und Homöomorphieinvarianz)

Zwei glatte Mannigfaltigkeiten haben isomorphe de Rhamsche Kohomologie-
gruppen, wenn sie diffeomorph oder homotopieäquivalent oder homöomorph
zueinander sind.

Die Aussage über homöomorphe glatte Mannigfaltigkeiten ist durchaus über-
raschend, da die Definition der de Rham-Kohomologiegruppen eng an die
C∞-Struktur der Mannigfaltigkeit gebunden ist. Es gab daher keinen Grund
zur Annahme, daß verschiedene C∞-Strukturen auf derselben topologischen
Mannigfaltigkeit dieselben de Rham-Kohomologiegruppen haben.

Beweis: Siehe [Lee03]. �

5.1.5 Lemma (Kohomologie von 0-Mannigfaltigkeiten)

Sei M eine 0-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist dim(H0
dRM)

gleich der Kardinalität von M , und alle anderen de Rhamschen Kohomolo-
giegruppen verschwinden.

Beweis: Siehe [Lee03, Cor.15.13] �

5.1.6 Satz (Poincarélemma)

Sei U eine sternförmige offene Teilmenge des Rm. Dann ist Hp
dRU = 0 für

p ≥ 1.

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.15.14] �
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5.1.7 Folgerung (Lokale Exaktheit)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann besitzt jeder Punkt x ∈ M eine
zusammenziehbare offene Umgebung. Sei ω eine geschlossene p-Form, p ≥ 1,
dann existiert also für jeden Punkt x ∈ M eine Umgebung U von x auf der
ω exakt ist.

5.1.8 Komplexwertige de Rham-Kohomologie

In dieser Arbeit werden nicht nur reelle Differentialformen, sondern auch
komplexwertige Differentialformen betrachtet. Für diese sollen nun die de
Rham-Kohomologiegruppen definiert werden:

Zp(M,C) := ker(d
∣∣∣
Ωp(M,C)

)=
{
ω ∈ Ωp(M,C) | dω = 0

}
,

Bp(M,C) := im(d
∣∣∣
Ωp−1(M,C)

)=
{
ω ∈ Ωp(M,C) | ∃θ ∈ Ωp−1(M,C), dθ = ω

}
,

Hp
dR(M,C) := Zp(M,C)

/
Bp(M,C).

Analog definiert man die p-te, kompakt getragene und komplexwertige de
Rham-Kohomologiegruppe Hp

dR,c(M,C).

Mit Hilfe der Abbildung

Hp
dRM × C −→ Hp

dR(M,C)

(ω, z = x+ i y) 7−→ zω = xω + i yω

und der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes kann

Hp
dRM ⊗R C ∼= Hp

dR(M,C)

gezeigt werden bzw. für den Fall von kompakt getragenen Differentialformen

Hp
dR,cM ⊗R C ∼= Hp

dR,c(M,C).

Eine geschlossene komplexwertige Form ist genau dann exakt, wenn ihr Real-
und Imaginärteil exakt sind. Daher gibt es genau dann eine nicht exakte,
geschlossene, komplexwertige Form, wenn es eine nicht exakte, geschlosse-
ne, reelle Form gibt. Wie man sieht, enthält die komplexwertige de Rham-
Kohomologie keine neuen Informationen. Wenn es also um die Exaktheit
geschlossener komplexwertiger Formen geht, reicht es völlig aus, die reelle de
Rham-Kohomologie zu betrachten.
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5.1.9 Satz (Existenz nicht exakter Feldstärketensoren)

Sei (M, g) eine 4-dimensionale, orientierte, global hyperbolische Mannigfal-
tigkeit. Dann ist H2

dRM 6= 0 gleichbedeutend dazu, daß es einen nicht exakten
Feldstärketensor gibt, der die quellenfreien Maxwellgleichungen erfüllt.

Beweis:
”
⇐=“: Sei F ∈ Ω2(M,C) ein nicht exakter Feldstärketensor, dann

ist H2
dRM 6= 0 sofort klar nach Definition.

”
=⇒“: Sei H2

dRM 6= 0. Wir zeigen, daß es in jeder Äquivalenzklasse ungleich
Null einen Repräsentanten gibt, der die Maxwellgleichungen erfüllt. Sei ω ∈
Ω2(M,C) mit dω = 0 und [ω] 6= 0 ∈ H2

dRM . Gesucht ist ein F ∈ Ω2(M,C)
mit dF = 0, −δF = 0 und [F ] = [ω]. Aus [F ] = [ω] folgt F = ω + dθ für
ein θ ∈ Ω1(M,C), aus δF = 0 folgt dann 0 = δω + δdθ. Gesucht wird daher
eine 1-Form θ mit −δdθ = δω. Sei Σ eine raumartige Cauchyhyperfläche und
ΣZ , ΣV jeweils eine raumartige Cauchyhyperfläche in der Zukunft und in
der Vergangenheit von Σ. Es gilt IM+ (ΣV ) ∪ IM− (ΣZ) = M . Bezeichne χ+, χ−

die zu IM+ (ΣV ), IM− (ΣZ) zugeordnete Zerlegung der Eins, dann ist δω+ :=
δ(χ+ω) vergangenheits- und δω− := δ(χ−ω) zukunftskompakt. Nach Satz
4.1.3(a) existieren θ+, θ− ∈ Ω1(M,C) mit −δdθ+ = δω+ und −δdθ− = δω−.
θ := θ+ + θ− ist damit eine Lösung von −δdθ = δω und F := ω+dθ ist dann
der gewünschte, nicht exakte Feldstärketensor. �

5.2 Singuläre Homologie

Wie in Satz 5.1.4 bereits festgestellt wurde, ist die Existenz von exakten For-
men in Wirklichkeit eine Frage der Topologie. Das topologische Konzept, was
den Zusammenhang zwischen der de Rham-Kohomologie und der Topologie
der Mannigfaltigkeit herstellen kann, ist dasjenige der singulären Homologie.

5.2.1 Definition (Standardsimplex)

Sei p ∈ N, dann ist für p > 0 der Standard-p-Simplex definiert als die Menge

4p =
{ p∑
i=1

λiei ∈ Rp | 0 ≤ λi ≤ 1 und

p∑
i=1

λi ≤ 1
}
,

wobei (
p
a
i=1
ei) die Standardbasis des Rp ist und für p = 0 definiert man

40 := {0}.

94



Kapitel 5. Exakte Formen und Homologie

Die i-te Kantenabbildung ki,p : 4p −→ 4p+1 des Standard-(p+1)-Simplex
wird für p ≥ 1 definiert durch

k0,p(

p∑
i=1

λiei) = (1−
p∑
i=1

λi,
p
a
i=1
λi),

kj,p(

p∑
i=1

λiei) = (
j−1
a
i=1
λi, 0,

p
a

i=j+1
λi)

und für p = 0 durch

k0,0(0) = 1,

k1,0(0) = 0.

Der Standard-1-Simplex ist also das Intervall [0,1], der Standard-2-Simplex
das Dreieck im R2 mit den Ecken (0,0), (1,0) und (0,1) zusammen mit seinem
Inneren, der Standard-3-Simplex ist der ausgefüllte Tetraeder im R3 mit den
Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1), usw.

0 1

k1,0 k0,0

1

0

1

1
k2,1

k1,1

k0,1

Abb.: Der Standard-1-Simplex und der Standard-2-Simplex mit ihren Kanten.

Die i-te Kantenabbildung gibt bildlich gesprochen die Kante wieder, die dem
i-ten Eckpunkt gegenüberliegt. So gilt z.B. für die Kante k0,1 : 41 −→ 42,
daß k0,1(λ) = (1− λ, λ) und somit ist k0,1([0, 1]) die gerade Strecke zwischen
den Punkten (1,0) und (0,1), also die dem Nullpunkt gegenüberliegende Seite
im Dreieck.

5.2.2 Definition (Singulärer p-Simplex)

Eine stetige Abbildung

σ : 4p −→ X
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5.2. Singuläre Homologie

in einen topologischen Raum X heißt ein singulärer p-Simplex von X.

Abb.: Beispiele für einen 1-Simplex und einen 2-Simplex.

Die Bezeichnung singulär rührt daher, daß für die Abbildung nur die Stetig-
keit gefordert wird. Sie muß weder injektiv noch surjektiv sein oder andere
Eigenschaften außer der Stetigkeit aufweisen.

5.2.3 Definition (Singuläre Kettengruppe)

Sei X eine topologischer Raum. Die freie abelsche Gruppe, die von allen
singulären p-Simplizes in X erzeugt wird, heißt die singuläre Kettengruppe
CpX von X in Dimension p. Ein Element aus dieser Gruppe heißt singuläre
p-Kette mit ganzzahligen Koeffizienten.

In Formeln ist also

CpX =
{ n∑
i=1

µiσ
i | n ∈ N, µi ∈ Z und σi ist singulärer p-Simplex

}
.

5.2.4 Definition (Rand, Randoperator, Zykel)

Sei X ein topologischer Raum und σ ein singulärer p-Simplex, p ∈ N.

• Ist p ≥ 1, so ist die i-te Kante von σ definiert durch den singulären
(p− 1)-Simplex

σi = σ ◦ ki,p−1.
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Kapitel 5. Exakte Formen und Homologie

• Der Rand von σ wird definiert durch die singuläre (p− 1)-Kette

∂σ =

p∑
i=0

(−1)iσi =

p∑
i=0

(−1)iσ ◦ ki,p−1.

Abb.: Die Ränder eines 1-Simplex und eines 2-Simplex.

• Durch lineare Fortsetzung erhält man den Randoperator

∂ : CpX −→ Cp−1X

c 7−→ ∂c = ∂(
n∑
i=1

µiσ
i) =

n∑
i=1

µi∂σ
i =

n∑
i=1

p∑
j=0

(−1)jµiσ
i
j.

• Eine singuläre p-Kette c mit ∂c = 0 nennt man einen singulären p-
Zykel.

• Eine singuläre p-Kette c mit c = ∂z für eine singuläre (p + 1)-Kette z
heißt singulärer p-Rand.

Für den Randoperator gilt ∂ ◦ ∂ = 0 und für p = 0 setzt man schlicht
∂ = 0. Ebenso setzt man auch ∂40 = 0. Zum Beipiel ist der 1-Simplex
σ : [0, 1] = 41 −→ R2, ϕ 7−→ σ(ϕ) =

(
cos(2πϕ), sin(2πϕ)

)
ist ein 1-Zykel,

denn ∂σ(0) =
(
cos(2π), sin(2π)

)
−
(
cos(0), sin(0)

)
= 0.
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5.2. Singuläre Homologie

5.2.5 Definition (Singuläre Homologiegruppe)

Sei X ein topologischer Raum, dann definiert man

ZpX := ker(∂ : Cp −→ Cp−1X) =
{
c ∈ CpX | ∂c = 0

}
,

die Gruppe der singulären p-Zykel,

BpX := im(∂ : Cp+1X −→ CpX) =
{
c ∈ CpX | c = ∂z für ein z ∈ Cp+1X

}
,

die Gruppe der singulären p-Ränder und

HpX := ZpX
/
BpX,

die p-te singuläre Homologiegruppe von X.

Genauso wie bei den de Rham-Kohomologiegruppen wird bei den Elemen-
ten der Homologiegruppen in der Notation unterdrückt, daß es sich streng
genommen um Äquivalenzklassen handelt. Zykel, welche zu derselben Äqui-
valenzklasse gehören, sich also nur um einen Rand unterscheiden, nennt man
homolog. Abbildungen, die auf der Homologiegruppe definiert sind, dürfen
ebenfalls nur von der Äquivalenzklasse abhängen, um wohldefiniert zu sein.
Da in dieser Arbeit nur die singuläre Homologie vorkommt, wird mit Homo-
logie immer die singuläre Homologie gemeint sein.

5.2.6 Beispiele

• Die Homologiegruppen von R verschwinden für p > 0. Für p = 0 ist

H0R ∼= Z

• Die Homologiegruppen der Sphären Sn werden für n ≥ 1 gegeben durch

Hp(S
n) ∼=

{
Z für p = 0 oder p = n,

0 sonst.

5.2.7 Satz (Homöomorphie- und Homotopieinvarianz)

• Sind zwei topologische Räume homöomorph, so haben sie in allen Di-
mensionen isomorphe Homologiegruppen.

• Sind zwei topologische Räume homotopieäquivalent, so haben sie in al-
len Dimensionen isomorphe Homologiegruppen.
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Kapitel 5. Exakte Formen und Homologie

Beweis: Siehe [SZ94, Satz 9.1.9] und [SZ94, Satz 9.3.3]. �

Die singuläre Homologie ist also eine charakteristische Größe eines topolo-
gischen Raumes und nur von seiner Topologie abhängig. Darüber hinaus ist
sie sogar eine Homotopieinvariante.

5.2.8 Satz (Homologie eines Punktes)

Sei X = {x} ein einpunktiger topologischer Raum, so ist

HpX = 0 für p 6= 0

und H0X ist die von x erzeugte, freie zyklische Gruppe.

Beweis: Siehe [SZ94, Satz 9.1.10]. �

Mit Satz 5.2.7 folgt hieraus, daß die p-ten Homologiegruppen eines zusam-
menziehbaren, topologischen Raumes für p 6= 0 verschwinden.

5.2.9 Bemerkung

Die bisher gemachten Definitionen können auch ganz allgemein für eine belie-
bige ablesche Gruppe G anstelle von Z gemacht werden. Man schreibt dann
Cp(X;G), Zp(X;G), Bp(X;G) und Hp(X;G) für die entsprechenden p-ten
Gruppen mit Koeffizienten in G. Ist die abelsche Gruppe G sogar ein Körper,
so wird die Homologiegruppe ein Vektorraum über diesen Körper.

5.2.10 Satz (Universelles Koeffiziententheorem)

Gegeben ein topologischer Raum X und eine abelsche Gruppe G, so gilt

Hp(X;G) ∼= HpX ⊗Z G⊕Hp−1X ᵀZ G,

wobei ᵀZ das sogenannte Torsionsprodukt, siehe [Soeb] oder [Hat02], bezeich-
ne. Insbesondere gilt für eine torsionsfreie, abelsche Gruppe G

Hp(X;G) ∼= HpX ⊗Z G.

Beweis: Siehe [Soeb, Satz 2.5.2] oder [Hat02, 3.A]. �

Ist also HpX = 0, dann gilt auch Hp(X;G) = 0 für alle torsionsfreien,
abelschen Gruppen G, die Umkehrung gilt jedoch nicht. Andererseits kann
man aber aus Hp(X;G) 6= 0 folgern, daß HpX 6= 0 gelten muß.
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5.2. Singuläre Homologie

5.2.11 Beispiele

• Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten von R verschwinden
für p > 0. Für p = 0 ist

H0(R;R) ∼= R

• Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten der Sphären Sn werden
für n ≥ 1 gegeben durch

Hp(S
n;R) ∼=

{
R für p = 0 oder p = n,

0 sonst.

5.2.12 Satz (Künnethformel)

Seien X und Y zwei beliebige, topologische Räume und K ein Körper, dann
gilt für alle nicht negativen ganzen Zahlen n

Hn(X × Y ;K) ∼=
⊕
p+q=n

Hp(X;K)⊗K Hq(Y ;K).

Beweis: Siehe [Soeb, Satz 2.6.19], [Hat02, Cor.3B.7] oder [SZ94, 12.5.5]. �

5.2.13 Beispiele

• Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten des Torus T 2 ∼= S1×S1

werden gegeben durch

Hp(T
2;R) ∼=


R für p = 0 oder p = 2,

R⊕ R für p = 1,

0 sonst.

• Die Homologiegruppen mit reellen Koeffizienten des 3-Torus T 3 ∼= S1×
S1 × S1 ∼= S1 × T 2 werden gegeben durch

Hp(T
3;R) ∼=


R für p = 0 oder p = 3,

R⊕ R⊕ R für p = 1 oder p = 2,

0 sonst.
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5.2.14 Satz (von Hurewicz)

Sei X ein einfach zusammenhängender topologischer Raum und n ≥ 2. Ver-
schwinden die ersten n Homotopiegruppen πnX und πn+1X 6= 0, so ver-
schwinden auch die ersten n singulären Homologiegruppen HnX und es gilt

πn+1X ∼= Hn+1X.

Beweis: Siehe [Hat02, Thm.4.32]. �

Dieser Satz gibt also den Zusammenhang zwischen Homotopie und singulärer
Homologie eines topologischen Raumes wieder. Über den Satz von Hure-
wicz hinaus kann man aber keine weitere schöne Beziehungen zwischen den
Homotopie- und Homologiegruppen erwarten. Als Beispiel dienen hierfür die
Sphären Sn und die Eilenberg-MacLane Räume, siehe wieder [Hat02].

5.3 Integration von Formen über Ketten

Ist der topologische Raum X eine glatte Mannigfaltigkeit M , so kann man
die entsprechenden Gruppen für glatte Abbildungen σ : 4p −→ X definie-
ren und zur glatten singulären Homologie übergehen. Als Zusatz erhalten die
Gruppen noch als oberen Index das Symbol

”
∞“. Glatte p-Ketten sind her-

vorragend für die Integration von p-Formen geeignet und glatte Zykel weisen
einen interessanten Zusammenhang zu geschlossenen p-Formen auf, wie in
diesem Abschnitt gezeigt werden soll.

5.3.1 Bemerkung

Den abstrakten Begriff eines glatten p-Zykels kann man sich mit Hilfe von
Triangularisierungen veranschaulichen. Sei M eine glatte, m-dimensionale
Mannigfaltigkeit und S ⊂ M eine kompakte, orientierbare, eingebettete, p-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, dann ist eine glatte Triangularisierung

von S ein glatter p-Zykel z =
n∑
i=1

σi in M , so daß gelten:

• Jedes σi : 4p −→ S ist eine orientierungserhaltende, glatte Einbettung.

• Wenn i 6= j ist, dann ist σi(Int4p) ∩ σj(Int4p) = ∅.

• S =
n⋃
i=1

σi(4p).
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5.3. Integration von Formen über Ketten

Es kann gezeigt werden, daß jede kompakte, orientierbare und glatte ein-
gebettete Untermannigfaltigkeit eine glatte Triangularisierung erlaubt, d.h.
man kann glatte p-Zykel als eine Verallgemeinerung von p-dimensionalen,
kompakten, orientierbaren und glatten eingebetteten Untermannigfaltigkei-
ten auffassen. Für glatte p-Zykel mit reellen Koeffizienten hat R. Thom einen
tieferen Zusammenhang bewiesen: Jeder p-Zykel in Hp(M ;R) ist homolog zu

einer endlichen, formalen Summe
n∑
i=1

riNi, wobei ri ∈ R und die Ni sind

p-dimensionale, kompakte, orientierte und glatte eingebettete Untermannig-
faltigkeiten ohne Rand von M .

5.3.2 Satz (Singuläre vs. glatte singuläre Homologie)

Für jede glatte Mannigfaltigkeit M gilt für alle natürlichen Zahlen p

HpM ∼= H∞p M.

Der Beweis dieses Satzes in [Lee03, Thm.16.6] ist übrigens genauso anwend-
bar auf die singuläre Homologie mit Koeffizienten in R, also

Hp(M ;R) ∼= H∞p (M ;R).

Dies liegt daran, daß im besagtem Beweis zu jedem p-Simplex eine Homotopie
zu einem glatten p-Simplex konstruiert wird ([Lee03, Thm.16.7]), welche spe-
zielle Eigenschaften u.a. bei Kantenbildung aufweist. Diese wird dann linear
auf p-Ketten fortgesetzt und mit dieser Abbildung wird daraufhin der Iso-
morphismus gebildet. Dieser Satz impliziert vor allem, daß man nicht streng
zwischen Zykeln und glatten Zykeln unterscheiden muß.

5.3.3 Definition (Integral einer Form über eine Kette)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, ω eine p-Form auf M und σ ein glatter
p-Symplex in M . Dann wird das Intergal von ω über σ definiert durch∫

σ

ω :=

∫
4p
σpbω.

Für eine glatte p-Kette c =
n∑
i=1

µiσ
i ist das Integral von ω über c als lineare

Fortsetzung definiert: ∫
c

ω :=
n∑
i=1

µi

∫
σi
ω.
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Kapitel 5. Exakte Formen und Homologie

Das Integral ist wohldefiniert, da 4p eine glatte p-Untermannigfaltigkeit mit
Ecken, eingebettet im Rp ist und auch dessen Orientierung erbt. Man kann
4p auch einfach als Integrationsbereich betrachten.

5.3.4 Bemerkung

Sei (M, g) eine global hyperbolische Mannigfaltigkeit, dann lassen sich wegen
M ∼= R×Σ ein paar nützliche und strenge Aussagen über die Homologie von
M mit Koeffizienten in R machen. Nach der Künnethformel gilt für alle
natürlichen Zahlen p

Hp(M ;R) ∼= H0(R;R)⊗R Hp(Σ;R) ∼= R⊗R Hp(Σ;R) ∼= Hp(Σ;R).

Dies hat unmittelbar zur Folge, daß jeder p-Zykel in M homolog zu einem p-
Zykel in Σ sein muß. Bezeichne nämlich ϕ den Isomorphismus von Hp(M ;R)
nach Hp(Σ;R) und sei zΣ ein p-Zykel in Σ. ϕ und ϕ−1 bilden p-Zykel auf p-
Zykel und p-Ränder auf p-Ränder ab. Insbesondere werden nicht homologe
p-Zykel von Σ auf nicht homologe p-Zykel von M abgebildet. So ist z.B.
ϕ−1(zΣ) = z für einen p-Zykel z in M . Da zΣ auch ein p-Zykel in M ist, muß
[zΣ] = [z′] für ein z′ aus dem Bild von ϕ−1 gelten und aus der Bijektivität von
ϕ folgt dann die Aussage. Dieselbe Aussage ist mit den gleichen Argumenten
auch richtig für die glatten p-Zykel, wie man mit Hilfe von Schnittkarten
zeigen kann. Ist also z ∈ H∞p (M ;R), so folgt für ω ∈ Ωp(M,C)∫

z

ω =

∫
zΣ

ω =

∫
zΣ

ιpbω,

wobei ι die Einbettung Σ −→M bezeichne und zΣ ∈ H∞p (M ;R) denjenigen
Zykel, der ganz in Σ liegt und für den [z] = [zΣ] gilt.

Abb.: Veranschaulichendes Beispiel zur Bemerkung.
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5.3.5 Satz (Stokes für Ketten)

Sei c ∈ C∞p (M ;R) eine glatte p-Kette in einer glatten Mannigfaltigkeit M
und ω ∈ Ωp−1M eine (p− 1)-Form. Dann gilt∫

∂c

ω =

∫
c

dω.

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.16.10] oder [War83, 4.7]. �

5.3.6 Satz (von de Rham)

Für jede glatte Mannigfaltigkeit M und jede natürlliche Zahl p ist der de
Rham-Homomorphismus

dRH : Hp
dRM −→

(
H∞p (M ;R)

)∗
ω 7−→

(
c 7−→

(
dRH(ω)

)
(c) =

∫
c

ω
)

ein Isomorphismus.
(
H∞p (M ;R)

)∗
bezeichnet hier wieder den Dualraum von

H∞p (M ;R)

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.16.12] oder [War83, Thm.4.17]. �

In der Literatur steht anstelle von (H∞p (M ;R)
)∗

die Kohomologiegruppe
Hp(M ;R) = Hom(HpM,R). Nach Satz 5.3.2 und weil R ein Körper der
Charakteristik Null ist, folgt aber Hom(HpM,R) ∼= Hom

(
H∞p (M ;R),R

)
.

5.3.7 Folgerung

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Gibt es eine Zuordnung
von reellen Zahlen π(z) zu p-Zykeln z ∈ H∞p (M ;R), so daß für µ, λ ∈ R,
z, z′ ∈ H∞p (M ;R) π(λz + µz′) = λπ(z) + µπ(z′) und π(Rand) = 0 erfüllt
sind, dann gibt es eine geschlossene p-Form ω mit∫

z

ω = π(z).

Ist dim
(
H∞p (M ;R)

)
= bp, (

bp
a
i=1
zi) eine Basis von H∞p (M ;R) und

bp
a
i=1
πi ir-

gendwelche reellen Zahlen, dann gibt es eine geschlossene p-Form ω mit∫
zi

ω = πi.

Beweis: Folgt aus der Surjektivität des de Rham-Homomorphismus. �
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5.3.8 Folgerung (Exaktheitskriterium für Formen)

Sei M eine glatte, m-dimensionale Mannigfaltigkeit und ω ∈ ΩpM eine ge-
schlossene p-Form, 1 ≤ p ≤ m. ω ist exakt genau dann, wenn∫

z

ω = 0

für alle glatten p-Zykel z ∈ H∞p (M ;R) ist.

Ist H∞p (M ;R) endlichdimensional, dann reicht es, diese Aussage auf einer

Basis (
bp
a
i=1
zi) von H∞p (M ;R) zu prüfen. Die reellen Zahlen πi(ω) :=

∫
zi
ω

heißen die Perioden von ω bzgl. dieser Basis.
Man beachte, daß wenn das Exaktheitskriterium für eine kompakt ge-

tragene p-Form ω ∈ ΩpcM erfüllt ist, diese nicht notwendigerweise kom-
pakt exakt sein muß, d.h. ω = dθ, θ ∈ Ωp−1M , aber nicht notwendigerweise
θ ∈ Ω(p−1)cM . Dies hat zur Folge, daß obwohl ω 6= 0 ∈ Hp

dR,cM gilt, dennoch
ω = 0 ∈ Hp

dRM gelten kann.
Um zu prüfen ob eine komplexwertige Differentialform exakt ist, genügt

es nach den Aussagen von Unterabschnitt 5.1.8, die Integrale über die reellen
Zykel zu betrachten.

5.3.9 Lemma

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und Σ eine Cauchyhyperfläche.
Für alle natürlichen Zahlen p gilt

Hp
dRM

∼= Hp
dRΣ.

Beweis: Da (M, g) global hyperbolisch ist, gilt M ∼= R×Σ. Mit der Künneth-
formel 5.2.12 folgt Hp(M ;R) ∼= Hp(Σ;R) und da isomorphe Räume isomor-
phe Dualräume haben, folgt mit dem Satz von de Rham

Hp
dRM

∼=
(
Hp(M ;R)

)∗ ∼= (Hp(Σ;R)
)∗ ∼= Hp

dRΣ.

�

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar, daß die m-te de Rhamsche Koho-
mologiegruppe einer m-dimensionalen global hyperbolischen Raumzeit ver-
schwindet. Man beachte auch, daß diese Aussage keinesfalls für die kompakt
getragene Kohomologie richtig sein muß.
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5.3.10 Bemerkung

Als weitere Anwendung wird nun gezeigt, daß für H1
dRM = 0 jede Lösung

des Cauchyproblems 3.2 des Maxwellfeldes exakt ist. H1
dRM = 0 impliziert

nach Lemma 5.3.9 und der Poincarédualität 5.1.2

0 = H1
dRM

∼= H1
dRΣ ∼= (H2

dR,cΣ)∗ ∼= H2
dR,cΣ.

Jede geschlossene kompakt getragene 2-Form auf Σ ist also exakt, d.h. jedes
magnetische Feld B ∈ Ω2c(Σ,C), was als Cauchydatum in Satz 3.2 vorgege-
ben wird, ist exakt

B = dA, A ∈ Ω1c(Σ,C).

Dies hat zur Folge, daß jede Lösung F ∈ Ω2(M,C) von Satz 3.2 exakt
ist. Dafür reicht es nach Unterabschnitt 5.1.8 aus, zu zeigen, daß jede re-
elle Lösung von Satz 3.2 exakt ist. Nach Bemerkung 5.3.4 ist jeder glatte
2-Zykel z in M homolog zu einem glatten 2-Zykel zΣ, der vollständig in Σ
enthalten ist. Sei F eine reellwertige Lösung von Satz 3.2, dann ist∫

z

F =

∫
zΣ

F =

∫
zΣ

ιpbF = −
∫
zΣ

B = −
∫
zΣ

dA = −
∫
∂zΣ

A = 0.

Nach Folgerung 5.3.8 ist F exakt. Genau dieselbe Argumentation zeigt auch,
daß jede geschlossene und kompakt getragene 2-Form exakt ist, siehe Unter-
abschnitt 4.3.2.
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Kapitel 6

Die Quantisierung des
Feldstärketensors

In Kapitel 3 wurde gezeigt, daß das Cauchyproblem des Feldstärketensors
wohlgestellt und lösbar ist, ohne elektromagnetische Vektorpotentiale ein-
zuführen. Des weiteren wurde dort die Feldalgebra des Feldstärketensors
konstruiert mit dem Mangel, daß nicht genau bekannt war, was die Kom-
mutatorrelation sein soll.

In Kapitel 4 wurde das elektromagnetische Vektorpotential quantisiert
und die so erhaltene Feldalgebra des Potentials mit der in Kapitel 3 konstru-
ierten Feldalgebra des Feldstärketensors verglichen, um eine Idee für den zu
wählenden Kommutator zu erhalten.

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Methode zur Konstruktion der
Feldalgebra des Feldstärketensors angeben, die Struktur dieser diskutieren
und beweisen, daß der zu wählende Kommutator wirklich der Lichnerowicz-
kommutator (4.4.1) ist.

Sei daher für das ganze Kapitel (M, g) eine 4-dimensionale, orientierte,
global hyperbolische Raumzeit mit beliebiger Topologie und ι : Σ −→ M
eine raumartige glatte Cauchyhyperfläche von M .

6.1 Die universelle Algebra der Feldstärken

Wir geben nun die Realisierung der Feldalgebra des Feldstärketensors durch
die Konstruktion der universellen Algebra eines Systems lokaler Feldstärkeal-
gebren an. Dies überträgt im Wesentlichen die Tatsache, daß jeder Feldstärke-
tensor lokal durch Potentiale darstellbar ist, auf die Ebene von Algebren. Wir
folgen dabei den Ideen von [Fre89], [Fre], [Hol08] und [K0̈1]. Die Konstruktion
erfolgt in mehreren Schritten.
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6.1. Die universelle Algebra der Feldstärken

6.1.1 Schritt 1: Zerlegung der Raumzeit

Da (M, g) global hyperbolisch mit raumartiger glatter Cauchyhyperfläche Σ
ist, folgt aus Satz C.3.7, daß jeder Punkt p ∈M in einer raumartigen glatten
Cauchyhyperfläche Σ′ liegt, die diffeomorph zu Σ ist oder schon gleich. Nach
Folgerung 5.1.7 existiert um jeden Punkt q ∈ Σ′ eine zusammenziehbare,
in der Topologie von Σ′ offene Umgebung S ⊂◦ Σ′. S ist eine raumartige,
achronale und glatte Hyperfläche in M und daher nach [O’N83, Lem.14.42]
akausal. Nach [O’N83, Lem.14.43] gilt, daß die Cauchyentwicklung DM(S)
von S in der Topologie von M offen und global hyperbolisch ist. Es folgt
weiter, daß DM(S) ∼= R × S und daher zusammenziehbar ist. Mit dieser
Konstruktion läßt sich nun eine Überdeckung von M

M =
⋃
i∈I

Mi

durch zusammenziehbare global hyperbolische Raumzeiten (Mi, g), i ∈ I,
finden und insbesondere die Existenz einer solchen Überdeckung zeigen.

6.1.2 Schritt 2: Die lokalen Feldalgebren

Auf jeder der zusammenziehbaren global hyperbolischen Raumzeiten (Mi, g),
i ∈ I, konstruiere man die lokalen Feldalgebren F(Mi) der Feldstärkeopera-
toren genau nach der Vorgehensweise, wie sie in Abschnitt 3.5 beschrieben
wurde. Insbesondere gilt nach Abschnitt 4.4 die Gleichheit F(Mi) = A(Mi)
und daher weiß man, das als Kommutatorrelation der Lichnerowiczkommu-
tator (4.4.1) zu verwenden ist.

Die lokalen Feldalgebren F(Mi) des Feldstärketensors sind also freie ∗-
Algebren über C mit Eins, deren Erzeuger die lokal verschmierte Feldopera-
toren F̂i(ω), ω ∈ Ω2cMi, sind. Es werden nach Konstruktion die Relationen

dF̂i(η) := F̂i(δη) = 0 ∀η ∈ Ω3c(Mi,C)

−δF̂i(θ) := F̂i(−dθ) = 0 ∀θ ∈ Ω1c(Mi,C),
(6.1.1)

und[
F̂i(ω), F̂i(ω

′)
]

= i ~ (

∫
Mi

Gω ∧ ∗dδω′) 1F(Mi) ∀ω, ω′ ∈ Ω2c(Mi,C) (6.1.2)

erfüllt. Da supp(ω), supp(ω′) ⊆ Mi sind, kann die Integration auch auf die
gesamte Raumzeit M ausgedehnt werden. Weiter gilt

F̂i(ω) = F̂j(ω) (6.1.3)

falls supp(ω) ⊆Mi ∩Mj ist.
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6.1.3 Schritt 3: Die universelle Algebra

Ist Mi ⊆Mj, dann gilt F(Mi) ⊆ F(Mj), da Formen aus Ω2c(Mi,C) durch Null
glatt auf Mj fortgesetzt als Formen ω ∈ Ω2c(Mj,C) aufgefaßt werden können.
Demnach gibt es für Mengen der Überdeckung mit Mi ⊆ Mj Algebrenho-
momorphismen αij : F(Mi) −→ F(Mj), nämlich einfach die Inklusionen. Für
diese Algebrenhomomorphismen gelten auch die Kompabilitätsbedingungen
αjk ◦ αij = αik für Mi ⊆Mj ⊆Mk.

Wegen dieser genannten Eigenschaften wird von dem System der lokalen
Feldalgebren F(Mi), i ∈ I, eine ∗-Algebra mit Eins Fu(M) definiert, die durch
die folgenden Eigenschaften charakterisiert wird (siehe hierfür insbesondere
[Fre] und [Fre89]):

• ∃ Einbettungen αi : F(Mi) −→ Fu(M), sodaß αj◦αij = αi für Mi ⊂Mj

ist.

• Für jede Familie von Algebrenhomomorphismen ϕi : F(Mi) −→ A,
sodaß die Kompabilitätsbedingung ϕj ◦ αij = ϕi für Mi ⊆ Mj erfüllt
ist, gibt es einen Algebrenhomomorphismus ϕu : Fu(M) −→ A mit
ϕu ◦ αi = ϕi.

Durch diese beiden Eigenschaften wird Fu(M) als ∗-Algebra mit Eins ein-
deutig festgelegt. Fu(M) wird die universelle Algebra des Systems {Mi}i∈I
genannt und die Einbettungen werden in dem vorliegenden Fall durch die In-
klusionen gegeben. Daher wird Fu(M) von den Elementen der Gestalt F̂i(ω)
erzeugt, wobei supp(ω) ⊆Mi, i ∈ I, ist.

Da {Mi}i∈I kein gerichtetes System ist, denn zu zusammenziehbaren Mi

und Mj muß keine zusammenziehbare global hyperbolische Raumzeit Mk mit
Mi,Mj ⊆ Mk existieren. Aus diesem Grund hat Fu(M) nicht die Struktur
eines direkten Limes (auch induktiver Limes genannt) von lokalen Algebren,
kann also nicht als Vereinigung von lokalen Algebren beschrieben werden.
Daher treten neue Relationen auf, die nicht auf der Ebene lokaler Algebren
berechnet werden können.

6.1.4 Schritt 4: Globale Feldoperatoren

In Fu(M) lassen sich nun globale Feldoperatoren F̂(ω) für ω ∈ Ω2c(M,C)
definieren. Sei nämlich {ψi}i∈I eine Zerlegung der Eins zu der Überdeckung
M =

⋃
i∈I
Mi. Definiere

F̂(ω) :=
∑
i∈I

F̂i(ψiω)

F̂(ω) ist hiermit wohldefiniert, denn:
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• Die Summe ist endlich.

Die Zerlegung der Eins ist lokal endlich, d.h. ∀x ∈M ∃U(x) Umgebung
von x, sodaß supp(ψi)∩U(x) 6= ∅ nur für endlich viele ψi. Überdecke mit
solchen Mengen supp(ω), dann reichen wegen der Kompaktheit endlich
viele (jede dieser endlich vielen Mengen U(x) wird nur von endlich
vielen der ψi geschnitten). Es folgt, daß supp(ω) nur von endlich vielen
der ψi geschnitten wird, da eine Überdeckung von supp(ω) gefunden
wurde, die bereits nur von endlich vielen der ψi geschnitten wird.

• F̂ ist linear.

Seien ω, ω′ ∈ Ω2c(M,C) und λ, µ ∈ C, dann gilt wegen der Linearität

der F̂i

F̂(λω + µω′) =
∑
i∈I

F̂i

(
ψi(λω + µω′)

)
= λ

∑
i∈I

F̂i(ψiω) + µ
∑
i∈I

F̂i(ψiω
′)

= λF̂(ω) + µF̂(ω′).

• Die Definition ist unabhängig von der Überdeckung M =
⋃
i∈IMi und

der zugeordneten Zerlegung der Eins.

Sei nämlich M =
⋃
j∈J
Nj eine weitere Überdeckung und {ϕj}j∈J eine

zugeordnete Zerlegung der Eins.

F̂(ω) =
∑
i∈I

F̂i(ψiω) =
∑
i∈I

F̂i(
∑
j∈J

ϕjψiω) =
∑
i∈I

∑
j∈J

F̂i(ϕjψiω)

(6.1.3)
=

∑
i∈I

∑
j∈J

F̂j(ϕjψiω) =
∑
j∈J

F̂j(
∑
i∈I

ϕjψiω) =
∑
j∈J

F̂j(ϕjω),

wobei die Linearität von F̂ ausgenutzt wurde. Die Summen durften
vertauscht werden, da sie ja in Wahrheit endliche Summen sind.

Für den somit wohldefinierten globalen Feldoperator F̂ gelten wegen der
Eigenschaften (6.1.1), (6.1.2) und (6.1.3) der lokalen Feldoperatoren die fol-
genden Relationen:

F̂(ω) = F̂i(ω) ∀ω ∈ Ω2c(Mi,C),

F̂(δη) = 0 ∀η ∈ Ω3c(M,C),

F̂(−dθ) = 0 ∀θ ∈ Ω1c(M,C),

F̂(�ω) = 0 ∀ω ∈ Ω2c(M,C).

(6.1.4)
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Die angegeben Relationen werden durch die folgenden Rechnungen bewiesen:

Sei ω ∈ Ω2c(Mi,C), dann ist

F̂(ω) =
∑
i∈I

F̂i(ψiω) = F̂i(
∑
i∈I

ψiω) = F̂i(ω).

Sei η ∈ Ω3c(M,C), dann

F̂(δη) = F̂
(
δ(
∑
j∈J

ϕjη)
)

=
∑
j∈J

F̂
(
δ(ϕjη)

)
=
∑
j∈J

∑
i∈I

F̂i

(
ψiδ(ϕjη)

)
=
∑
j∈J

∑
i∈I

F̂j

(
ψiδ(ϕjη)

)
=
∑
j∈J

F̂j

(∑
i∈I

ψiδ(ϕjη)
)

=
∑
j∈J

F̂j

(
δ(ϕjη)

)
= 0.

Für θ ∈ Ω1c(M,C) gilt

F̂(−dθ) = F̂
(
− d(

∑
j∈J

ϕjθ)
)

=
∑
j∈J

F̂
(
− d(ϕjθ)

)
=
∑
j∈J

∑
i∈I

F̂i

(
− ψid(ϕjθ)

)
=
∑
j∈J

∑
i∈I

F̂j

(
− ψid(ϕjθ)

)
=
∑
j∈J

F̂j

(
−
∑
i∈I

ψid(ϕjθ)
)

=
∑
j∈J

F̂j

(
− d(ϕjθ)

)
= 0.

Wegen � = −δd − dδ und der Linearität von F̂ folgt F̂(�ω) = 0 ∀ω ∈
Ω2c(M,C).

Die universelle Algebra Fu(M) ist die globale Feldalgebra der Feldstärkeope-
ratoren. Für die in Abschnitt 3.5 angegebene Feldalgebra F(M) gilt sicherlich
immer F(M) ⊆ Fu(M) und in den in Abschnitt 4.4 beschriebenen Spezi-
alfällen mit H1

dRM = 0 auch die Gleichheit F(M) = Fu(M). Wir beweisen
nun, daß die Vertauschungsrelation in Fu(M) durch den Lichnerowiczkom-
mutator (4.4.1) gegeben ist.

6.1.5 Satz (Kommutatorrelation)

Fordert man die Lokalität, d.h.
[
F̂(ω), F̂(ω′)

]
= 0, wann immer supp(ω)

und supp(ω′) raumartig zueinander liegen, so wird die Kommutatorrealtion
in Fu(M) durch den Lichnerowiczkommutator gegeben:[

F̂(ω), F̂(ω′)
]

= i ~ (

∫
M

Gδω ∧ ∗δω′) 1Fu(M) ∀ω, ω′ ∈ Ω2c(M,C).
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Beweis: Wähle eine raumartige glatte Cauchyhyperfläche ΣZ in der Zu-
kunft von supp(ω) und supp(ω′), sodaß diese ΣZ nicht schneiden. Betrachte
die kompakte Menge K :=

(
JM+
(

supp(ω)
)
∩ ΣZ

)
∪
(
JM+
(

supp(ω′)
)
∩ ΣZ

)
.

Überdecke K mit endlich vielen zusammenziehbaren und in der Topologie
von ΣZ offenen Mengen Ui, i = 1, . . . , N . Dies ist möglich, da jeder Punkt
in ΣZ eine zusammenziehbare Umgebung besitzt und da K kompakt ist.
Bilde zu diesen Mengen die Cauchyentwicklungen DM(Ui). Die Cauchyent-
wicklungen sind zusammenziehbare global hyperbolische Raumzeiten (gleiche
Argumentation wie in Unterabschnitt 6.1.1). Sei nun Vk, k = 1, . . . , N ′ eine
Verfeinerung derart, daß

Vk ⊂ Ui für ein i und Vk ∩ Vk′ 6= ∅ =⇒ Vk ∪ Vk′ ⊂ Ui′ für ein i′ (6.1.5)

gelten. Solch eine Verfeinerung existiert, wie durch folgende Vorgehensweise
gezeigt werden soll.

Nehme um jeden Punkt von K eine offene Umgebung, deren Abschluß
noch ganz in einem der Ui enthalten ist. Das ist wegen der lokalen Diffeomor-
phie zum R3 möglich. Da K kompakt ist, reichen endlich viele dieser Mengen
aus, um K zu überdecken, etwa n ∈ N viele. Ordne diese n Mengen derart an,
daß Vili die li-te Menge bezeichne, deren Abschluß noch ganz in Ui enthalten
ist. Ist der Abschluß einer dieser Mengen in mehreren der Ui ganz enthalten,
dann wird sie demjenigen Ui mit dem größten Wert für i zugeordnet. Die
so erhaltenen und disjunkten Mengensysteme werden mit Ui bezeichnet. In
einem Ui befinden sich ni (

∑
i=1,...,N ni = n) Mengen Vili , d.h. |Ui| = ni.

Tritt für Vili und Vjlj , o.B.d.A. j > i, der Fall ein, daß die Eigenschaft
(6.1.5) nicht erfüllt ist, dann lassen sich Vili und Vjlj in vier offene Mengen
zerlegen, die (6.1.5) erfüllen. Bezeichne Sij := Ui ∩ Uj, dann betrachte die

Mengen Ṽili := Vili ∩ (Σ \ Sij), Ṽjlj := Vjlj ∩ (Σ \ Sij), V̂ili := Vili ∩ Sij und

V̂jlj := Vjlj ∩ Sij. Weiter sei R̃ili eine offene Umgebung von Vili ∩ ∂Uj, deren

Abschluß ganz in Ui liegt und R̃jlj eine offene Umgebung von Vjlj ∩ ∂Ui,
deren Abschluß ganz in Uj liegt und R̃ili ∩ R̃jlj = ∅ erfüllt. Solche zwei
Mengen gibt es, denn nach der lokalen Diffeomorphie zum R3 gibt es zu
jedem Punkt von Vili ∩ ∂Uj eine offene Umgebung, deren Abschluß schon
ganz in Ui enthalten ist. Definiere die Vereinigung dieser Mengen als R̃ili .
Um jeden Punkt von Vjlj ∩ ∂Ui gibt es nun eine offene Umgebung, deren

Abschluß ganz in Uj enthalten ist und R̃ili nicht schneidet, denn sonst wäre

dieser Punkt ein Element von ∂R̃ili im Widerspruch zu R̃ili ⊂ Ui und damit
also die gewünschte Menge R̃jlj . Definiere nun Rili := (Vili ∩ R̃ili) ∪ Ṽili und

Rjlj := (Vjlj ∩ R̃jlj) ∪ Ṽjlj , dann gelten für Rili ⊂ Ui und V̂ili , Rjlj , V̂ili ⊂ Uj
die Eigenschaft (6.1.5), Rili ∪ V̂ili ∪Rjlj ∪ V̂ili = Vili ∪ Vjlj und Rili erfüllt zu
allen Mengen die Eigenschaft (6.1.5), zu denen Vili schon (6.1.5) erfüllt hat.
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Ui U j

Rili R jl j

Vili V jl j

V
`

jl j V
`

ili

Abb.: Zur Zerlegung zweier Mengen, die (6.1.5) nicht erfüllen.

Wann immer also eine Situation auftritt, bei der (6.1.5) nicht erfüllt ist,
führe diese Zerlegung durch, füge die Mengen V̂ili , Rjlj , V̂ili zu Uj hinzu und
verwende Rili anstelle von Vili als Menge in Ui:

Vili und Vjlj erfüllen (6.1.5) nicht : Vili 7→ Rili , Vjlj 7→ V̂ili , Rjlj , V̂jlj .

Die gewünschte Verfeinerung Vk, k = 1, . . . , N ′, kann man daher aus den
Mengen Vili , i = 1, . . . , n und li = 1, . . . , ni, nach dem Schema gewinnen,
in welchem die Schnitte Vili ∩ Vjlj in der folgenden Reihenfolge betrachtet
werden:

Vi1 ∩ V(i+1)li+1
in der Reihenfolge li+1 = 1, . . . , ni+1

Vi2 ∩ V(i+1)li+1
in der Reihenfolge li+1 = 1, . . . , ni+1

...

Vin1 ∩ V(i+1)li+1
in der Reihenfolge li+1 = 1, . . . , ni+1

Vi1 ∩ V(i+2)li+2
in der Reihenfolge li+2 = 1, . . . , ni+2

Vi2 ∩ V(i+2)li+2
in der Reihenfolge li+2 = 1, . . . , ni+2

...

Vin1 ∩ V(i+2)li+2
in der Reihenfolge li+2 = 1, . . . , ni+2
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...

Vi1 ∩ VNlN in der Reihenfolge lN = 1, . . . , nN

Vi2 ∩ VNlN in der Reihenfolge lN = 1, . . . , nN
...

Vin1 ∩ VNlN in der Reihenfolge lN = 1, . . . , nN .

Starte mit i = 1 und ende mit N − 1. Wann immer die Eigenschaft (6.1.5)
nicht erfüllt ist, führe die zuvor angegebene Zerlegung durch. Dieses Schema
führt zu der gewünschten Verfeinerung Vk, k = 1, . . . , N ′, denn nach Kon-
struktion sind in endlich vielen Schritten insgesamt nur endlich viele Mengen
hinzuzunehmen. Sind die in Ui und Uj enthaltenen Mengen Vili und Vjlj ,
j > i, einmal von der Form, daß (6.1.5) gilt, dann bleibt diese Eigenschaft
nach Konstruktion der Zerlegung auch nach der Betrachtung von Schnitten
der Gestalt Vjlj ∩ Vj′l′j , j

′ > j, und den damit verbundenen Zerlegungen
erhalten.

Zu den Mengen der Überdeckung K ⊂
⋃
j=1,...,N ′ Vj bilde die Cauchyent-

wicklungen DM(Vj). Jedes DM(Vj) ist vollständig in einem DM(Ui) enthal-
ten nach Konstruktion. Gilt DM(Vj) ∩ DM(Vj′) = ∅, so liegen DM(Vj) und
DM(Vj′) raumartig getrennt zueinander, gilt DM(Vj) ∩DM(Vj′) 6= ∅, so gibt
es ein DM(Ui) mit DM(Vj) ∪ DM(Vj′) ⊂ DM(Ui), was auch aus der Kon-
struktion der Vj und den Eigenschaften der Cauchyentwicklung folgt. Da die
DM(Vj), j = 1, . . . , N ′, endlich viele Mengen sind, findet man eine Cauchyhy-
perfläche ΣZ+ in der Zukunft und eine Cauchyhyperfläche ΣZ− in der Vergan-
genheit von ΣZ , sodaß die Mengen JM+

(
supp(ω)

)
∩ΣZ+, JM+

(
supp(ω′)

)
∩ΣZ+,

JM+
(

supp(ω)
)
∩ΣZ− und JM+

(
supp(ω′)

)
∩ΣZ− ganz in

⋃
j=1,...,N ′ D

M(Vj) ent-
halten sind.

Sei χ+, χ− die Zerlegung der Eins zugeordnet zu IM+ (ΣZ−), IM− (ΣZ+). Bil-
de nun die 2-Formen

ω̃ = ω −�χ−G+ω,

ω̃′ = ω′ −�χ−G+ω
′.

Wegen der Eigenschaften von χ−, G+ und nach Konstruktion folgt, daß ω̃
und ω̃′ kompakt getragen sind, und ihre Träger liegen in

⋃
j=1,...,N ′ D

M(Vj).

Sei nun {ψj}j=1,...,N ′ eine Zerlegung der Eins zu {DM(Vj)}j=1,...,N ′ , dann
berechnet sich der Kommutator vorerst zu[

F̂(ω), F̂(ω′)
]

(6.1.4)
=

[
F̂(ω̃), F̂(ω̃′)

]
=

N ′∑
j,j′=1

[
F̂(ψjω̃), F̂(ψj′ω̃

′)
]
.
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Sz

Sz+

Sz-

Ω

Ω'

DMHUiL

DMHViL

Abb.: Graphische Veranschaulichung der Idee des Beweises.

Nach Konstruktion des Mengensystems {DM(Vj)}j=1,...,N ′ bedeutet ein leerer
Schnitt DM(Vj) ∩DM(Vj′) = ∅, daß DM(Vj) und DM(Vj′) raumartig zuein-
ander liegen. Da wir explizit Lokalität fordern, folgt für den Kommutator

[
F̂(ω), F̂(ω′)

]
=

∑
j,j′ |DM (Vj)∩DM (Vj′ )6=∅

[
F̂(ψjω̃), F̂(ψj′ω̃

′)
]
.

Weiter bedeutet DM(Vj) ∩DM(Vj′) 6= ∅ nach Konstruktion des Mengensys-
tems {DM(Vj)}j=1,...,N ′ , daß DM(Vj)∪DM(Vj′) ganz in einer Menge des Sys-
tems {DM(Ui)}i=1,...,N liegt. Die Mengen dieses Mengensystems sind zusam-
menziehbare global hyperbolische Raumzeiten, sodaß der Kommutator be-
rechnet werden kann. Dieser ist nämlich der Lichnerowiczkommutator (4.4.1).
Es folgt somit

[
F̂(ω), F̂(ω′)

]
=

∑
j,j′ |DM (Vj)∩DM (Vj′ )6=∅

i ~
( ∫

M

Gδ(ψjω̃) ∧ ∗δ(ψj′ω̃′)
)

1Fu(M).

Der Lichnerowiczkommutator ist wegen der Eigenschaften des Propagators
G Null, wenn die Träger von zwei 2-Formen raumartig getrennt liegen. Aus
diesem Grund kann man die fehlenden Summanden hinzuaddieren ohne den
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Kommutator zu ändern[
F̂(ω), F̂(ω′)

]
=

∑
j,j′ |DM (Vj)∩DM (Vj′ )6=∅

i ~
( ∫

M

Gδ(ψjω̃) ∧ ∗δ(ψj′ω̃′)
)

1Fu(M)

+
∑

j,j′ |DM (Vj)∩DM (Vj′ )=∅

i ~
( ∫

M

Gδ(ψjω̃) ∧ ∗δ(ψj′ω̃′)︸ ︷︷ ︸
=0

)
1Fu(M)

=
N ′∑

j,j′=1

i ~
( ∫

M

Gδ(ψjω̃) ∧ ∗δ(ψj′ω̃′)
)

1Fu(M)

= i ~
( ∫

M

Gδ(
N ′∑
j=1

ψjω̃) ∧ ∗δ(
N ′∑
j′=1

ψj′ω̃
′)
)

1Fu(M)

= i ~ (

∫
M

Gδω̃ ∧ ∗δω̃′) 1Fu(M)

= i ~ (

∫
M

Gδω ∧ ∗δω′) 1Fu(M).

�

6.2 Das Zentrum der Feldalgebra

Im Fall H2
dRM 6= 0 erhält die Feldalgebra Fu(M) des Feldstärketensors eine

neue Eigenschaft, die für H2
dRM = 0 nicht vorhanden ist und das Zentrum

der Algebra betrifft. Dieses ist dann nämlich nicht trivial. Das Zentrum einer
Algebra A ist die Unteralgebra Z aller derjenigen Elemente, die mit allen an-
deren Elementen aus der Algebra A kommutieren. Das Zentrum heißt genau
dann trivial, wenn Z = C · 1A ist.

Anhand des Kommutators, gegeben durch Satz 6.1.5, lassen sich alle Ele-
mente des Zentrums der Algebra Fu(M) bestimmen. Sei also ω ∈ Ω2c(M,C)
so, daß [

F̂(ω), F̂(ω′)
]

= 0 ∀ω′ ∈ Ω2c(M,C)

gilt. Es folgt dann∫
M

Gω ∧ ∗dδω′ =
∫
M

dδGω ∧ ∗ω′ = 0 ∀ω′ ∈ Ω2c(M,C)

und wegen der Nichtausgeartetheit dieser symmetrischen Paarung, siehe Ab-
schnitt B.9.3,

dδGω = 0.
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Es gilt also
F̂(ω) ∈ Z ⇐⇒ dδGω = 0 = −δdGω.

δdω und dδω liegen daher im Kern von G und daher gilt nach Lemma C.6.5

δdω = �α, α ∈ Ω2c(M,C),

dδω = �β, β ∈ Ω2c(M,C).

Weiter kann man

δδdω = 0 = δ�α = �δα =⇒ 0 = G±�δα = δα,

ddδω = 0 = d�β = �dβ =⇒ 0 = G±�dβ = dβ

folgern und daraus wiederum

�ω = −δdω − dδω = −�α−�β =⇒ G±�ω = ω = −α− β.

F̂(ω) ist also genau dann im Zentrum, wenn ω = −α−β für α, β ∈ Ω2c(M,C)
mit δα = 0 und dβ = 0 ist.

6.2.1 Das Zentrum in einem Spezialfall

Angenommen es gilt H2
dRM = 0. Dann folgt nach der vorherigen Überlegung

für F̂(ω) im Zentrum von Fu(M), daß ω = −α − β für α, β ∈ Ω2c(M,C)
mit δα = 0 und dβ = 0 ist. Da aber nun H2

dRM = 0 ist, folgt nach der
Poincarédualität 5.1.2 H2

dR,cM = 0 und daher α = δη für ein η ∈ Ω3c(M,C),
siehe Lemma 5.1.3, und β = dθ für ein θ ∈ Ω1c(M,C). Es folgt deswegen

F̂(ω) = F̂(−α − β) = F̂(−δη − dθ) = 0 nach (6.1.4). Das Zentrum ist in
diesem Spezialfall trivial.

6.2.2 Nicht triviale Zentrumselemente

Es wird nun untersucht wie für H2
dRM 6= 0 nicht triviale Elemente des Zen-

trums Z von Fu(M) konstruiert werden können. Die Idee hierfür stammt aus
[Hol08], wir nehmen vereinfachend an, daß sogar 0 < dim(H2

dRM) = b2 <∞
gilt. Diese Annahme ist nicht essentiell für die Existenz nicht trivialer Zen-
trumselemente, erleichtert aber deren Konstruktion und Interpretation. Nach
der Poincarédualität 5.1.2 gilt

(H2
dRM)∗ ∼= H2

dRM
∼= (H2

dR,cM)∗ ∼= H2
dR,cM.

Jedes Element aus (H2
dRM)∗ ist daher von der Gestalt

H2
dRM 3 ω 7−→

∫
M

ω ∧ η
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für ein eindeutig bestimmtes η ∈ H2
dR,cM . Da durch jeden glatten 2-Zykel

z ∈ H∞2 (M ;R) eine wohldefinierte, lineare Abbildung
∫
z

: H2
dRM −→ R,

ω 7−→
∫
z
ω gegeben wird, existiert also zu jedem z ∈ H∞2 (M ;R) ein eindeutig

bestimmtes ωz ∈ H2
dR,cM mit∫

z

ω =

∫
M

ω ∧ ωz ∀ω ∈ H2
dRM.

Nach Satz 5.1.9 gibt es einen Feldstärketensor F ′ ∈ Ω2(M,C), der nicht exakt
ist, d.h. es gibt nach Folgerung 5.3.8 einen 2-Zykel z ∈ H∞2 (M,R) mit

0 6=
∫
z

F ′ =

∫
M

F ′ ∧ ωz.

Definiere nun das Algebraelement

Ẑm(z) := F̂(ωz).

Dieses hängt nur von der Homologieklasse von z bzw. nur von der kompakten
getragenen de Rham-Kohomologieklasse von ωz ab. Denn sei [ω′z] = [ωz],
dann ist ω′z = ωz + dθ und daher

F̂(ω′z) = F̂(ωz + dθ) = F̂(ωz) + F̂(dθ) = F̂(ωz).

Ẑm(z) liegt nun im Zentrum der Algebra wegen[
Ẑm(z), F̂(ω)

]
=

∫
M

Gωz ∧ ∗dδω = −
∫
z

dGδω = 0 ∀ω ∈ Ω2c(M,C)

nach dem Satz von Stokes für Ketten 5.3.5. Es bleibt noch die Frage zu klären,
ob Ẑm(z) ein komplexes Vielfaches der Identität ist. Ẑm(z) = F̂(ωz) ist nach
Konstruktion von Fu(M) nicht Null und wegen des zu Beginn Gesagten kor-

respondiert zu der Quantenobservable Ẑm(z) die klassische Observable

Zm(z) : F 7−→
∫
M

F ∧ ωz =

∫
z

F,

wobei F eine Lösung der quellenfreien Maxwellgleichungen sein soll. Dieses
Integral ist für die exakten Feldstärketensoren sicherlich Null, es gibt aber
durch die Voraussetzung H2

dRM 6= 0 auch nicht exakte Feldstärketensoren,
sodaß das Integral nicht verschwindet. Aus diesem Grund ist für ein solches
z die klassische Observable Zm(z) weder die 0- noch die 1-Abbildung und

deswegen ist die Quantenobservable Ẑm(z) weder die Null noch die Identität.
Die analoge Diskussion gilt wegen∫

M

ω ∧ ∗ωz =

∫
M

ωz ∧ ∗ω =

∫
M

∗ω ∧ ωz =

∫
z

∗ω ∀ω ∈ H2
dRM

auch für Ẑe(z) := F̂(∗ωz).
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6.2.3 Interpretation konstruierter Zentrumselemente

Die Darstellung von Zm(z)(F ) und Ze(z)(F ) als Integrale
∫
z
F bzw.

∫
z
∗F

ermöglicht eine direkte Interpretation dessen, welchen klassischen Observa-
blen Ẑm(z) und Ẑe(z) entsprechen. Ẑm(z) korrespondiert zu der klassischen
Observable des magnetischen Flußes durch z und entspricht damit der ma-
gnetischen Ladung von z, die mit dem elektromagnetischen Feld assoziiert
wird. Ẑe(z) korrespondiert dementsprechend zu der klassischen Observable
des elektrische Flußes und gibt daher die elektrische Ladung von z wieder, die
mit dem elektromagnetischen Feld assoziiert wird. Der Begriff

”
Ladung“ ist

aber nicht im Sinne von Ladung in der Elementarteilchenphysik zu verstehen,
wie bereits in Unterabschnitt 2.7.3 diskutiert wurde, da die Feldstärketenso-
ren F Lösungen der quellenfreien Maxwellgleichungen sein sollen.

6.2.4 Bemerkung

Es soll noch kurz angesprochen werden, wie nicht triviale Zentrumselemente
im Fall dim(H2

dRM) =∞ angegeben werden können. Es gibt dann nach Vor-
ausetzung und Satz 5.1.9 einen nicht exakten Feldstärketensor F ′ ∈ Ω2(M,C)
und nach Folgerung 5.3.8 einen 2-Zykel z ∈ H∞2 (M,R) mit∫

z

F ′ 6= 0.

Weiter gibt es auch ein ωz ∈ H2
dR,cM mit∫

z

F ′ =

∫
M

F ′ ∧ ωz.

Gäbe es so ein ωz nicht, dann würde dies
∫
M
F ′ ∧ω = 0 ω ∈ H2

dR,cM bedeu-
ten, denn sonst könnte man reskalieren. Dies ist aber ein Widerspruch, denn
nach der Poincarédualität 5.1.2 folgt unweigerlich [F ′] = 0 ∈ H2

dR(M,C), was

nach Voraussetzung nicht der Fall ist. Mit den Elementen Ẑm(ωz) := F̂(ωz)

und Ẑe(ωz) := F̂(∗ωz) sind dann nicht triviale Elemente des Zentrums der
Feldalgebra des Feldstärketensors gegeben.

6.3 Zeitschichtaxiom

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Zeitschichtaxiom. Es soll gezeigt
werden, daß die Algebra des Feldstärketensors, realisiert durch die universelle
Algebra Fu(M) nach Abschnitt 6.1, dem Zeitschichtaxiom genügt. Darüber
hinaus werden in diesem Abschnitt auch die Algebra der Cauchyhyperfläche
F(Σ) und der Algebrenisomorphismus F(Σ) −→ Fu(M) angegeben.
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6.3. Zeitschichtaxiom

6.3.1 Lemma

Die universelle Algebra Fu(M) der Feldoperatoren des Feldstärketensors, so
wie sie in Abschnitt 6.1 konstruiert wurde, erfüllt das Zeitschichtaxiom.

Beweis: Sei O(Σ) eine beliebige offene Umgebung von Σ. Es reicht zu zeigen,
daß es für jedes ω ∈ Ω2c(M,C) ein ω′ ∈ Ω2c(M,C) mit supp(ω′) ⊂ O(Σ)

und F̂(ω) = F̂(ω′) gibt. Da O(Σ) eine offene Umgebung von Σ ist und
JM±
(

supp(ω)
)
∩ Σ kompakt, gibt es jeweils eine Cauchyhyperfläche ΣZ in

der Zukunft und eine Cauchyhyperfläche ΣV in der Vergangenheit von Σ,
sodaß JM±

(
supp(ω)

)
∩ ΣZ ⊂ O(Σ) und JM±

(
supp(ω)

)
∩ ΣV ⊂ O(Σ) gel-

ten. Bezeichne nun χ+, χ− die Zerlegung der Eins zu IM+ (ΣV ), IM− (ΣZ), dann
definiere

ω′ = ω −�χ+G−ω −�χ−G+ω.

Wegen den Eigenschaften von χ±, G± und G gilt, daß supp(ω′) kompakt ist
und in O(Σ) liegt. Weiter gilt wegen supp(χ+G−ω), supp(χ−G+ω) kompakt

und (6.1.4) die Gleichheit F̂(ω′) = F̂(ω). �

6.3.2 Die Algebra der Cauchyhyperfläche

Sei Σ =
⋃
k∈K Σk eine Überdeckung von Σ durch zusammenziehbare offe-

ne Mengen. O.B.d.A. sei weiter DM(Σk), k ∈ K, bereits in der Überde-
ckung M =

⋃
i∈IMi aus Unterabschnitt 6.1.1 enthalten. Betrachte die lokalen

Feldalgebren des Feldstärketensors F(Mk), Mk := DM(Σk) und k ∈ K ⊂ I.
Die lokalen Algebren der Cauchyhyperfläche F(Σk) sind ∗-Algebren mit Eins,
erzeugt durch die Symbole der Gestalt

Φk(B,E) mit (B,E) ∈ Ω2c(Mk,C)× Ω1c(Mk,C) und dB = 0, −δE = 0

mit der Vertauschungsrelation[
Φk(B1, E1),Φk(B2, E2)

]
= i ~ (

∫
Σ

[A1] ∧ ∗E2 − [A2] ∧ ∗E1) 1F(Σk),

wobei A1, A2 ∈ Ω1c(Σk,C) mit dA1 = B1 und dA2 = B2. Die Existenz von
A1 und A2 wird durch H1

dRMk = 0 gesichert und das Integral ist unabhängig
vom Repräsentanten der Eichäquivalenzklasse.

Die globale Algebra der Cauchyhyperfläche

Für Σk ⊆ Σl gilt F(Σk) ⊆ F(Σl), da Φk(B,E) ∈ F(Σk) als Element von F(Ml)
aufgefaßt werden kann, indem B und E durch Null auf Σl glatt fortgesetzt
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werden. Hieraus folgt, daß durch die Inklusionen Algebrenhomomorphismen
ιkl : F(Σk) −→ F(Σl) gegeben werden, die der Kompabilitätsbedingung ιln ◦
ιkl = ιkn für Mk ⊆ Ml ⊆ Mn genügen. Als Algebra der Cauchyhyperfläche
F(Σ) setzen wir daher die universelle Algebra Fu(Σ) des System {F(Σk)}k∈K .
Aus Konsistenzgründen und um nachher einen den Kommutator erhaltenden
Algebrenisomorphismus zu erhalten, verwenden wir als Kommutator[

Φk(Bk, Ek),Φl(Bl, El)
]

= i ~ (

∫
Σ

[Ak] ∧ ∗El − [Al] ∧ ∗Ek) 1F(Σ),

wobei Ak ∈ Ω1c(Mk,C) mit dAk = Bk und Al ∈ Ω1c(Ml,C) mit dAl = Bl.

6.3.3 Der Algebrenisomorphismus

Wir beginnen lokale Algebrenisomorphismen ϕΣkMk
: F(Σk) −→ F(Mk) zu

konstruieren, die den Kommutator erhalten. Als Hilfskonstruktionen verwen-
den wir die lokalen Feldalgebren des Vektorpotentials A(Mk), konstruiert
wie in Unterabschnitt 4.3.2, und die lokalen Algebren der Cauchyhyperfläche
des Vektorpotentials A(Σk). Die ∗-Algebren mit Eins A(Σk) werden erzeugt
durch die Symbole der Gestalt

Φ([A],Π) mit ([A],Π) ∈ (Ω1c(Σ,C)
/
∼)× Ω1c(Σ,C) und δΠ = 0

mit der Vertauschungsrelation[
Φ([A1],Π1),Φ([A2],Π2)

]
= i ~ (

∫
Σ

[A1] ∧ ∗Π2 − [A2] ∧ ∗Π1) 1A(Σk).

Lokale Algebrenisomorphismen

Da Σk zusammenziehbar ist, ist der Algebrenhomomorphismus γk, definiert
durch

γk : F(Σk) −→ A(Σk)

Φ(B,E) 7−→ Φ([A], E),

1F(Σk) 7−→ 1A(Σk),

wobei A ∈ Ω1c(M,C) mit dA = B, ein Isomorphismus. γ ist wohldefiniert,
den gilt dA′ = B für ein weiteres A′ ∈ Ω1c(M,C), dann ist A − A′ eine
geschlossene Form und daher auch exakt. Also [A′] = [A]. γk ist bijektiv, die
Umkehrabbildung wird explizit gegeben durch den Algebrenhomomorphis-
mus

γ−1
k : A(Σk) −→ F(Σk)

Φ([A], E) 7−→ Φ(dA, E),

1A(Σk) 7−→ 1F(Σk).
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Der Erhalt des Kommutators ist offensichtlich nach Definition.
Jedem Element Φ([A],Π) ∈ A(Σk) kann man eindeutig ein Element

[̂A]k(θ) ∈ A(Mk) wie folgt zuordnen. Nach den Sätzen 4.1.1 und 4.1.3 gibt
es nämlich eine Lösung Gθ ∈ Ω1(Mk,C), θ ∈ Ω1c(Mk,C) mit δθ = 0, des
Cauchyproblems des Vektorpotentials zu den Cauchydaten ([A],Π). Dieses

[̂A]k(θ) ∈ A(Mk) ist so durch ([A],Π) eindeutig bestimmt, denn sei z.B. Gφ,
φ ∈ Ω1c(Mk,C) mit δφ = 0, eine weitere Lösung des Cauchyprpblems des
Vektorpotentials zu diesen Cauchydaten. Dann gilt nach der Eindeutigkeits-
aussage 4.1.2 [Gφ] = [Gθ] und daher φ = θ − δdθ′, θ′ ∈ Ω1c(Mk,C). Siehe
hierfür die Unterabschnitte 4.2.4 und 4.3.2 und beachte, daß Mk zusam-
menziehbar ist. Mit den Eigenschaften von A(Mk) nach Unterabschnitt4.3.2,
speziell der Linearität und dem Erfüllen der Feldgleichungen im Sinne von

Distributionen, berechnet man [̂A]k(φ) = [̂A]k(θ − δdθ′) = [̂A]k(θ).
Bezeichne nun αΣkMk

denjenigen Algebrenhomomorphismus, der Elemen-
te von A(Σk) auf Elemente aus A(Mk) nach dieser Vorschrift eindeutig abbil-
det. αΣkMk

ist ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung wird explizit gegeben
durch den Algebrenhomomorphismus

α−1
ΣkMk

= αMkΣk : A(Mk) −→ A(Σk)

[̂A]k(θ) 7−→ Φ([ιpbGθ], ∗−1ιpb ∗ dGθ),
1A(Mk) 7−→ 1A(Σk),

also im Prinzip durch die Abbildung auf die Cauchydaten von Gθ. αΣkMk

erhält den Kommutator, da

αΣM

([
Φ([A1],Π1),Φ([A2],Π2)

])
= αΣM

(
i~ (

∫
Σ

[A1] ∧∗Π2− [A2] ∧∗Π1) 1A(Σ)

)
= i ~ sΣ

(
([A1],Π1), ([A2],Π2)

)
αΣM(1A(Σ)) = i ~ sL([Gθ1], [Gθ2]) 1A(M)

= i ~ (

∫
M

Gθ1 ∧ ∗θ2) 1A(M) =
[
[̂A](θ1), [̂A](θ2)

]
.

In Abschnitt 4.4 wurde festgestellt, daß in dem vorliegenden Fall eines zu-
sammenziehbaren Mk die Gleichheit A(Mk) = F(Mk) gilt. Aus diesem Grund
ist αΣkMk

sogar ein Algebrenisomorphismus A(Σk) −→ F(Mk), der den Kom-
mutator erhält. Schaltet man γk vor, so erhält man einen Algebrenisomor-
phismus

ϕΣkMk
:= αΣkMk

◦ γk : F(Σk) −→ F(Mk),

der den Kommutator erhält.

122



Kapitel 6. Die Quantisierung des Feldstärketensors

Globaler Algebrenisomorphismus

Nach der Konstruktion der Feldalgebra des Feldstärketensors als universellen
Algebra Fu(M) nach Abschnitt 6.1 gilt F(Mk) ⊂ Fu(M) ∀k ∈ K und ϕΣkMk

kann daher auch direkt als Algebrahomomorphismus F(Σ) −→ Fu(M) auf-
gefaßt werden. Es liegt das folgende Diagramm vor

F(Σk)
ϕΣkMk //

Inklusion ιk

��

Fu(M)

Fu(Σ)

Die Frage ist nun, ob ein Algebrenisomorphismus ϕΣM : Fu(Σ) −→ Fu(M)
existiert, der den Kommutator erhält.

Sei Σk ⊆ Σl, dann ist ϕΣlMl
◦ ιkl = ϕΣkMk

erfüllt, wobei ιkl die Inklu-
sion F(Σk) −→ F(Σl) bezeichne. Da diese Kompabilitätsbedingung erfüllt
wird, existiert nach den Eigenschaften der universellen Algebra, siehe Un-
terabschnitt 6.1.3, ein Algebrenhomomorphismus ϕu : Fu(Σ) −→ Fu(M),
der ϕu ◦ ιk = ϕΣkMk

erfüllt. Sei a ∈ Fu(Σ) ein allgemeines Element, dann
läßt sich a schreiben als a =

∑
i,j zijΦi(Bj, Ej), nur endlich viele Summan-

den sind ungleich Null. Gilt nun ϕu(a) = 0 ∈ Fu(M), dann gilt wegen der
Eindeutigkeitsaussagen für die lokalen Algebren

ϕu(a) = ϕu
(∑

i,j

zijΦi(Bj, Ej)
)

=
∑
i,j

ϕu
(
zijΦi(Bj, Ej)

)
=
∑
i,j

ϕu ◦ ιk
(
zijΦi(Bj, Ej)

)
=
∑
i,j

ϕΣiMi

(
zijΦi(Bj, Ej)

)
=
∑
i,j

zijF̂i(ω̃j) =
∑
i

F̂i(ωi) = 0,

woraus folgt

F̂i(ωi) = 0 ∀i =⇒
∑
j

zijΦi(Bj, Ej) = 0 ∀i =⇒ a = 0.

ϕu ist also injektiv. ϕu ist auch surjektiv, denn sei F̂i(ω) ein Erzeuger von
Fu(M), ω ∈ Ω2c(Mi,C), i ∈ I. Sei weiter O(Σ) ⊆

⋃
k∈KMk eine offene

Umgebung von Σ, dann gibt es nach Lemma 6.3.1 ein ω′ ∈ Ω2c

(
O(Σ),C

)
mit

F̂i(ω) = F̂(ω′).

F̂(ω′) =
∑
k∈K

F̂k(ψkω
′) =

∑
k∈K

ϕΣkMk

(
Φk(Bk, Ek)

)
,
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da F(Σk) ∼= F(Mk) ist. {ψk}k∈K bezeichne die Zerlegung der Eins zugeordnet
zu {Mk}k∈K .

∑
k∈K

Φk(Bk, Ek) ∈ Fu(Σ) ist also dasjenige Elemtent mit

ϕu
(∑
k∈K

Φk(Bk, Ek)
)

= F̂i(ω)

und ϕu ist demnach surjektiv und insgesamt also bijektiv. Weiter erhält ϕu
auch die Kommutatorrelation, da

ϕu

([
Φk(B,E),Φl(B

′, E ′)
])

= i ~ (

∫
Σ

[A] ∧ ∗E ′ − [A′] ∧ ∗E)ϕu(1Fu(Σ))

= i ~ (

∫
Σ

[ιpbGθ] ∧ ∗E ′ − [ιpbGθ′] ∧ ∗E) 1Fu(M) = i ~ (

∫
M

Gθ ∧ ∗θ′) 1Fu(M)

= i ~ (

∫
M

Gδω ∧ ∗δω′) 1Fu(M) =
[
F̂(ω), F̂(ω′)

]
,

gilt, wobei ϕu(Φk(B,E)) = F̂(ω) mit ω ∈ Ω2c(Mk,C) und ϕu(Φl(B,E)) =

F̂(ω′) mit ω′ ∈ Ω2c(Ml,C) eindeutig bestimmt sind.

6.4 Quantisiertes Maxwellfeld als lcQFT

Zum Abschluß soll gezeigt werden, daß das quantisierte Maxwellfeld eine
lokal kovariante Quantenfeldtheorie nach Abschnitt 1.3 definiert.

6.4.1 Satz (Quantisiertes Maxwellfeld als lcQFT)

Die Vorschrift Fu definiert einen kovarianten Funktor zwischen den Katego-
rien Man und ∗-Alg

Fu : Man −→ ∗-Alg
M 7−→ Fu(M),

MorMan

(
(M, g), (M ′, g′)

)
3 ψ 7−→ Fuψ ∈ Mor∗-Alg

(
Fu(M),Fu(M

′)
)
,

wobei Fuψ als Algebrenhomomorphismus mit Fuψ
(
F̂(ω)

)
:= F̂

′
(ψpfω) und

Fuψ(1Fu(M)) := 1Fu(M ′) definiert wird. ψpf bezeichnet das Drücken mit ψ,
siehe Unterabschnitt A.5.5. Darüber hinaus ist die so definierte lokal kovari-
ante Quantenfeldtheorie kausal und genügt dem Zeitschichtaxiom.

Beweis: Wohldefiniertheit: Sei ψ ∈ MorMan

(
(M, g), (M ′, g′)

)
. Es ist zu zei-

gen daß Fuψ ∈ Mor∗-Alg
(
Fu(M),Fu(M

′)
)

ist. Fuψ ist ein Algebrenhomomor-
phismus Fu(M) −→ Fu(M

′) nach Definition. Fuψ ist auch ein ∗-Morphismus,
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da für alle F̂(ω) ∈ Fu(M) gilt:

Fuψ
(
F̂(ω)∗

)
= Fuψ

(
F̂(ω)

)
= F̂

′
(ψpfω)

B.9.2
= F̂

′
(ψpfω) = F̂

′
(ψpfω)∗.

Gelte nun Fuψ
(
F̂(ω)

)
= F̂

′
(ψpfω) = 0 ∈ Fu(M

′). Nach der Konstruktion von
Fu(M

′), der lokalen Feldalgebren des Feldstärketensors F(M ′
i) und (6.1.4)

muß eine der drei Möglichkeiten

ψpfω = �ω′ für ein ω′ ∈ Ω2c(M
′,C),

ψpfω = −dθ für ein θ ∈ Ω1c(M
′,C),

ψpfω = δη für ein η ∈ Ω3c(M
′,C),

eintreten. Die erste Möglichkeit ist wegen � = −δd− dδ und der Linearität
auf die anderen beiden Fälle zurückführbar. Für diese schließen wir mit den
Aussagen aus Definition A.5.5

ψpfω = −dθ =⇒ ψpbψpfω = ω = −ψpbdθ = −dψpbθ,
ψpfω = δη =⇒ ψpbψpfω = ω = ψpbδη = δψpbη,

also gilt schon F̂(ω) = 0 ∈ Fu(M). Fuψ ist deswegen injektiv und insgesamt
wohldefiniert. Als Konsitstenzüberprüfung kann man mit den Eigenschaften
des Zurückholens von Differentialformen und der Diffeomorphieinvarianz des
Integrals zeigen, daß Fuψ den Kommutator erhält.

Kovarianzeigenschaften: Für alle Objekte Fu(M) aus der Kategorie ∗-Alg gilt

FuidM
(
F̂(ω)

)
= F̂(idM,pfω) = F̂(ω) ∀F̂(ω) ∈ Fu(M).

Damit folgt FuidM = idFu(M). Seien weiter ψ ∈ MorMan

(
(M, g), (M ′, g′)

)
und

ψ′ ∈ MorMan

(
(M ′, g′), (M ′′, g′′)

)
Morphismen, deren Verknüpfung ψ′ ◦ψ Sinn

macht. Dann gilt

Fu(ψ
′ ◦ ψ)

(
F̂(ω)

)
= F̂

′′(
(ψ′ ◦ ψ)pfω

)
= F̂

′′(
ψ′pf (ψpfω)

)
= Fuψ

′(F̂′(ψpfω)
)

= Fuψ
′
(
Fuψ

(
F̂(ω)

))
=(Fuψ

′◦Fuψ)
(
F̂(ω)

)
∀F̂(ω)∈ Fu(M),

woraus Fu(ψ
′◦ψ) = Fuψ

′◦Fuψ für alle Morphismen folgt, deren Verknüpfung
sinnvoll ist.

Kausalität und Zeitschichtaxiom: Die durch Fu definierte lokal kovariante
Quantenfeldtheorie ist kausal nach der Struktur des Kommutators nach Satz
6.1.5, dem Lichnerowiczkommutator. Das Zeitschichaxiom wird nach den
Aussagen aus Abschnitt 6.3 erfüllt. �
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir uns mit dem quantisierten Maxwellfeld auf global
hyperbolischen Mannigfaltigkeiten befaßt. Der Fokus lag auf einer Quan-
tisierung des Maxwellfeldes für beliebige Topologien der zugrunde liegenden
Mannigfaltigkeit und auf einer Behandlung im Sinne der Algebraischen Quan-
tenfeldtheorie.

Wir haben die Wohlgestelltheit des Cauchyproblems des Maxwellfeldes
auf global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten gezeigt, unabhängig von de-
ren Topologie und ohne die Einführung von Potentialen, die Feldalgebra des
Feldstärketensors konstruiert und deren Struktur untersucht. Die Feldalge-
bra des Feldstärketensors konstruierten wir u.a. als universelle Algebra ei-
nes Systems lokaler Feldalgebren. Dadurch erhielten wir eine Idee für einen
Beweis, um explizit zu zeigen, daß die Kommutatorrelation in der Feldalge-
bra des Feldstärketensors durch den Lichnerowiczkommutator gegeben ist.
Wir stellten fest, daß für den Fall einer nicht trivialen 2-ten de Rham-
Kohomologiegruppe die Feldalgebra des Feldstärketensors ein nicht trivia-
les Zentrum besitzt. Wir konnten nicht triviale Zentrumselemente explizit
konstruieren, welche die Interpretation von nicht trivialen elektrischen und
magnetischen Flüssen zuließen. Weiter zeigten wir die Gültigkeit des Zeit-
schichtaxioms und konstruierten die Algebra der Cauchyhyperfläche sowie
den Algebrenisomorphismus von dieser in die Feldalgebra des Feldstärketen-
sors. Zum Schluß stellten wir fest, daß das quantisierte Maxwellfeld eine lokal
kovariante Quantenfeldtheorie definiert.

Bei all diesen Betrachtungen und expliziten Konstruktionen erwies sich
das Konzept der de Rham-Kohomologie und der singulären Homologie als
äußerst hilfreich.

Ausblick

Die Theorie des quantisierten Maxwellfeldes ist zu umfangreich, als daß in
dieser Arbeit alle Aspekte betrachtet werden konnten.

Das Auftreten von Superauswahlsektoren konnten wir nicht über die be-
reits in [AS80] erhaltenen Resultate hinaus behandeln. Superauswahlsekto-
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ren sind ein interessantes Thema und werden aktuell von R. Brunetti und G.
Ruzzi ([BR05], [BR08]) behandelt.

Weiter sind wir der Meinung, daß die in Unterabschnitt 4.3.2 angemerkte
Diskrepanz zwischen der klassischen und der quantisierten Theorie des Vek-
torpotentials ausführlicher untersucht werden sollte. In Abschnitt 4.4 wurde
für H1

dRM 6= 0 die Existenz von Elementen der Feldalgebra des Vektorpoten-
tials festgestellt, die nicht auf ein Element der Feldalgebra des Feldstärketen-
sors führen. Das bedeutet, daß es für H1

dRM 6= 0 in der quantisierten Theorie
Feldoperatoren des Vektorpotentials gibt, die keinen Feldstärkeoperator lie-
fern. Dieser Umstand sollte ebenfalls eingehender untersucht werden.

Das sehr wichtige Thema der (Hadamard-)Zustände des Maxwellfeldes
auf allgemeinen global hyperbolischen Raumzeiten wurde in dieser Arbeit
nicht behandelt und ist eine Aufgabe, die in Zukunft in Angriff genommen
werden sollte.

Wir haben den Elektromagnetismus als Theorie von Differentialformen
behandelt. Er kann aber auch als eine U(1)-Eichfeldtheorie aufgefaßt werden.
Die Potentiale sind dann Zusammenhänge auf Hauptfaserbündeln und der
Feldstärketensor ist die Krümmung dieses Zusammenhanges. Es ist nun ein
weiterer Schritt, unsere Behandlung des Elektromagnetismus (als Theorie
von Differentialformen) in die Sprache der Eichfeldtheorien zu übersetzen,
was zu neuen Erkenntnissen führen könnte.

Es wäre auch interessant zu untersuchen, ob es mit den Methoden dieser
Arbeit möglich ist, den Aharonov-Bohm Effekt zu erklären.

127



Anhang A

Glatte Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel wollen wir kurz und knapp die wichtigsten Begriffe und
Konstruktionen auf glatten Mannigfaltigkeiten besprechen, mit denen wir in
dieser Arbeit zu tun haben. Primär wollen wir erklären, was man unter einer
Differentialform versteht und wie man diese handhabt. Dabei können wir aber
im Rahmen dieser Arbeit nicht in die Details gehen. Hierfür verweisen wir
auf die mannigfaltige Literatur über Differentialgeometrie. Viele Konzepte,
wie z.B. Topologie, Orientierbarkeit von und Integration auf glatten Man-
nigfaltigkeiten werden wir nicht einführen, aber trotzdem deren Ergebnisse
und Begriffe verwenden.

A.1 Grundbegriffe

Unter einer m-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit M versteht man einen
topologischen Hausdorffraum, der das 2.Abzählbarkeitsaxiom erfüllt und lo-
kal diffeomorph zu offenen Mengen des Rm ist. Für eine mathematisch präzi-
sere Definition und insbesondere um sich mit solch wichtigen Begriffen wie

”
Karte“,

”
Kartenwechsel“,

”
Atlas“,

”
glatte Struktur“,

”
Diffeomorphismus“,

”
glatte Einbettung“, usw. vertraut zu machen, verweisen wir auf die angege-

bene Literatur. Mit der dort verwendeten Definition sind glatte Mannigfal-
tigkeiten immer lokal kompakt und parakompakt.

A.1.1 Definition und Satz (Zerlegung der Eins)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X := {Xi}i∈I eine beliebige, offene
Überdeckung von M . Eine zu X zugeordnete Zerlegung der Eins ist eine
Familie von glatten Funktionen ψi : M −→ R, i ∈ I, mit den Eigenschaften

• 0 ≤ ψi ≤ 1 ∀i ∈ I.
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• supp(ψi) ⊂ Xi.

• Die Menge der Träger supp(ψi) ist lokal endlich, d.h. ∀p ∈ M ∃O
offene Umgebung von p mit O ∩ supp(ψi) 6= ∅ nur für endlich viele der
ψi.

•
∑
i∈I
ψi(p) = 1 ∀p ∈M .

Zu jeder beliebigen, offenen Überdeckung X = {Xi}i∈I von M existiert eine
zugeordnete Zerlegung der Eins.

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.2.25]. �

A.1.2 Folgerung (Glatte Abschneidefunktion)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Für jede abgeschlossene Menge A ⊂A M
und jede offene Menge U ⊆◦ M mit A ⊂ U gibt es eine glatte Abschneide-
funktion χ : M −→ R von A getragen in U , d.h.

supp(χ) ⊂ U,

0 ≤ χ ≤ 1,

χ
∣∣∣
A
≡ 1.

A.1.3 Tangential- und Kotangentialraum

Für eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M definieren wir ihren Tan-
gentialraum TpM bei einem Punkt p ∈M in der algebraischen Weise als Vek-
torraum aller Derivationen auf den Funktionskeimen. Der Kotangentialraum
T ∗pM ist dann als der Dualraum des Tangentialraumes definiert. Beide sind
für alle p ∈M m-dimensionale R-Vektorräume und ist (U,ϕ) eine Karte von
M um p ∈ M , dann werden explizite Basen des Tangential- und Kotangen-
tialraumes gegeben durch

∂ϕi

∣∣∣
p
=

∂

∂ϕi

∣∣∣
p
: C∞p (M) −→ R

[f ]p 7−→
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(
ϕ(p)

)
, i = 1, · · · ,m,
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und

dpϕ
i : TpM −→ R

vp 7−→ dpϕ
i(vp) = vp([ϕ

i]p), i = 1, · · · ,m.

Bei einem Kartenwechsel, etwa beim Wechsel von der Karte (U,ϕ) in eine
Karte (V, ψ) mit U ∩ V 6= ∅, erhält man somit als Transformationsverhalten

∂ϕi

∣∣∣
p

=
∂(ψj ◦ ϕ−1)

∂xi
(
ϕ(p)

)
∂ψj

∣∣∣
p
=:

ϕ 7→ψ
T

j
i (p) ∂

ψ
j

∣∣∣
p
,

ψvjp =
ϕ 7→ψ
T

j
i (p)

ϕvip,

dpϕ
i =

∂(ϕi ◦ ψ−1)

∂xj
(
ψ(p)

)
dpψ

j =:
ψ 7→ϕ
T

i
j(p) dpψ

j,

ψωj(p) =
ψ 7→ϕ
T

i
j(p)

ϕωi(p).

Dieses Transformationsverhalten ist genau dasjenige, durch welches man Vek-

toren in der Physik charakterisiert. Die auftauchenden Matrizen
ϕ7→ψ
T

j
i (p) und

ψ 7→ϕ
T i

j(p) nennt man die Matrizen des Kartenwechsels. Wegen der Kettenregel
gilt

ϕ7→ψ
T

j
i (p)

ψ 7→ϕ
T

k
j (p) = δki =

ϕ 7→ψ
T

k
j (p)

ψ 7→ϕ
T

j
i (p).

A.1.4 Lemma (Tangentialabbildung)

Sei M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale glatte Mannigfal-
tigkeit und f : M −→ N eine glatte Abbildung. f induziert eine lineare
Abbildung Tf : TM −→ TN mittels

(Tpf)(vp)([h]f(p)) = vp([h ◦ f ]p),

wobei Tpf = Tf
∣∣∣
p

und h ∈ C∞f(p)(N) ist. Diese Abbildung Tf heißt die Tan-

gentialabbildung von f .

Die Tangentialabbildung erfüllt die Kettenregel und ist f ein Diffeomorphis-
mus, so ist Tpf ein Isomorphismus für alle p ∈M .

A.2 Eingebettete Untermannigfaltigkeiten

Raumartige glatte Cauchyhyperflächen (siehe C.2.7) sind glatte eingebette-
te Untermannigfaltigkeiten. In Hinsicht auf das Cauchyproblem, empfinden
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wir es daher als äußerst nützlich, einige Eigenschaften von eingebetteten Un-
termannigfaltigkeiten anzugeben, sowie deren Tangential-/Kotangentialraum
mit denen der umgebenden Mannigfaltigkeit in Verbindung zu bringen. Hier-
bei greifen wir dem noch nicht eingeführten Begriff des Zurückholens von
(0,s)-Tensoren (siehe A.5.5) vor.

A.2.1 Definition (Eingebettete Untermannigfaltigkeit)

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und n ≤ m. Eine Teil-
menge N ⊂M heißt n-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit von
M genau dann, wenn es für alle p ∈ N eine Karte (V, φ) von M um p gibt,
mit

φ(V ∩N) = φ(V ) ∩ {0Rm−n} × Rn.

Karten (V, φ) von M , welche die in der Definiton genannte Eigenschaft be-
sitzen, heißen Schnittkarten von M für N . Diese haben ein interessantes
Verhalten bei Kartenwechsel, was kurz angesprochen werden soll. Sind (V, φ)
und (W, θ) zwei Schnittkarten einer m-dimensionalen glatten Mannigfaltig-
keit M für eine n-dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit N mit

V ∩W 6= ∅, n ≤ m. Dann gilt wegen
m−n
a
i=1

φi
∣∣∣
N

= 0 =
m−n
a
i=1

θi
∣∣∣
N

für alle Punkte

q ∈ N ∩ V ∩W für die Matrizen der Kartenwechsel von (V, φ) nach (W, θ)
und umgekehrt:

φ 7→θ
T

i
j(q) =

θ 7→φ
T

i
j(q) = 0 ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,m− n} × {m− n+ 1,m}

In Matrixschreibweise gilt also

φ 7→θ
T (q) =



φ 7→θ
T 1

1(q) . . .
φ 7→θ
T 1

m−n(q) 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
φ 7→θ
T

m−n
1 (q) . . .

φ 7→θ
T

m−n
m−n(q) 0 . . . 0

φ 7→θ
T

m−n+1
1 (q) . . .

φ 7→θ
T

m−n+1
m−n (q)

φ 7→θ
T

m−n+1
m−n+1(q) . . .

φ 7→θ
T m−n+1

m (q)
...

. . .
...

...
. . .

...
φ 7→θ
T m

1 (q) . . .
φ 7→θ
T m

m−n(q)
φ 7→θ
T m

m−n+1(q) . . .
φ 7→θ
T m

m(q)


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und

θ 7→φ
T (q) =



θ 7→φ
T 1

1(q) . . .
θ 7→φ
T 1

m−n(q) 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
θ 7→φ
T

m−n
1 (q) . . .

θ 7→φ
T

m−n
m−n(q) 0 . . . 0

θ 7→φ
T

m−n+1
1 (q) . . .

θ 7→φ
T

m−n+1
m−n (q)

θ 7→φ
T

m−n+1
m−n+1(q) . . .

θ 7→φ
T m−n+1

m (q)
...

. . .
...

...
. . .

...
θ 7→φ
T m

1 (q) . . .
θ 7→φ
T m

m−n(q)
θ 7→φ
T m

m−n+1(q) . . .
θ 7→φ
T m

m(q)


.

A.2.2 Satz (Glatte Struktur)

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, n ≤ m und N eine n-
dimensionale eingebettete Untermannigfaltigkeit. Mit der von M induzierten
Topologie wird N eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n und es
gibt genau eine C∞-Struktur für N , so daß die Inklusion ι : N −→ M eine
glatte Einbettung wird. Diese C∞-Struktur wird erzeugt durch den Atlas

A :=
{

(U := V ∩N,ϕ := prR
m

Rn ◦φ
∣∣∣
U

) | (V, φ) ist Schnittkarte von M für N
}
,

wobei prR
m

Rn : Rm −→ Rn die Projektion auf die letzten n Komponenten be-
zeichne.

Beweis: Siehe [Lee03, Thm.8.2]. �

Mit einer glatten eingebetteten Untermannigfaltigkeit ist immer eine ein-
gebettete Untermannigfaltigkeit nach Definition A.2.1 gemeint, die mit der
induzierten Topologie und genau mit der in Satz A.2.2 angegebenen glatten
Struktur versehen ist. Eine Karte (U,ϕ) von N , die aus einer Schnittkarte
(V, φ) von M für N wie in Satz A.2.2 konstruiert wurde, heißt die zu (V, φ)
zugehörige Karte von N . Für die Komponentenfunktionen einer Schnittkar-
te (V, φ) von M für N und deren zugehörigen Karte (U,ϕ) von N gilt für
m− n+ 1 ≤ i ≤ m die Gleichheit

φi
∣∣∣
U

= prR
m,i ◦ φ

∣∣∣
U

= prR
n,i ◦ prRmRn ◦ φ

∣∣∣
U

= prR
m,i ◦ ϕ = ϕi.

A.2.3 Tangentialraum

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und N eine glatte, n-
dimensionale, eingebettete Untermannigfaltigkeit, n ≤ m. Sei weiter q ∈ N .
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Wegen der in Satz A.2.2 explizit angegebenen C∞-Struktur, kann man TqN
mit TqM in einen sehr nützlichen Zusammenhang bringen. Gegeben eine
Schnittkarte (V, φ) von M für N um q, so werden die besagten Tangenti-
alräume gegeben durch

TqM = Spann(
m
a
i=1
∂φi

∣∣∣
q
),

TqN = Spann(
m
a

i=m−n+1
∂ϕi

∣∣∣
q
),

wobei (U,ϕ) die zu (V, φ) gehörige Karte von N sei. Da die Umkehrabbildung

von ϕ gegeben wird durch ϕ−1 = (φ
∣∣∣
U

)−1 ◦ ς, wobei

ς : Rn −→ Rm

(xm−n+1, . . . , xm) 7−→ (
m−n
a
i=1

0, xm−n+1, . . . , xm),

folgt für alle glatten Funktionen f ∈ C∞(N):
∂ϕm−n+1

∣∣∣
q
(f)

...

∂ϕm

∣∣∣
q
(f)

 = dϕ(q)(f ◦ ϕ−1) = dϕ(q)(f ◦ φ−1 ◦ ς)

Kettenregel
= dς◦ϕ(q)(f ◦ φ−1)dϕ(q)ς

= dφ(q)(f ◦ φ−1)



∂ς1

∂xm−n+1

∣∣∣
ϕ(q)

. . . ∂ς1

∂xm

∣∣∣
ϕ(q)

...
. . .

...
∂ςm−n

∂xm−n+1

∣∣∣
ϕ(q)

. . . ∂ςm−n

∂xm

∣∣∣
ϕ(q)

∂ςm−n+1

∂xm−n+1

∣∣∣
ϕ(q)

. . . ∂ςm−n+1

∂xm

∣∣∣
ϕ(q)

...
. . .

...
∂ςm

∂xm−n+1

∣∣∣
ϕ(q)

. . . ∂ςm

∂xm

∣∣∣
ϕ(q)



= (∂φ1

∣∣∣
q
(f), . . . , ∂φm

∣∣∣
q
(f))



0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0
1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1


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=


∂φm−n+1

∣∣∣
q
(f)

...

∂φm

∣∣∣
q
(f)

 .

Ähnlich hilfreiche Aussagen lassen sich auch über den Kotangentialraum ma-
chen.

A.2.4 Kotangentialraum

Sei wieder M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, N eine glatte,
n-dimensionale, eingebettete Untermannigfaltigkeit, n ≤ m und q ∈ N . Sei
(V, φ) Schnittkarte von M für N und (U,ϕ) die zugehörige Karte von N . Die
Kotangentialräume am Punkt q haben die Gestalt

T ∗qM = Spann(
m
a
i=1
dqφ

i),

T ∗qN = Spann(
m
a

i=m−n+1
dqϕ

i).

Mittels des Zurückholens von (0, s)-Tensoren durch die Hilfe der Einbettung
ι : N −→M erhält man ∀q ∈ U

ιpb(dφi)q(∂
ϕ
j

∣∣∣
q
) = dqφ

i
(
(Tqι)(∂

ϕ
j

∣∣∣
q
)
)

= dqφ
i(∂φj

∣∣∣
q
) = δij,

wobei

(
(Tqι)(∂

ϕ
j

∣∣∣
q
)
)
(φk)

A.1.4
= ∂ϕj

∣∣∣
q
(φk◦ι)A.2.3=

0, falls 1 ≤ k ≤ m− n,
∂φj

∣∣∣
q
(φk), falls m− n+ 1 ≤ k ≤ m

benutzt wurde. Es folgt

ιpb(dφj)
∣∣∣
U

= dϕj, j ∈ {m− n+ 1, . . . ,m}.

Dies hätte man auch direkt aus Lemma A.1.4 mittels

ιpb(dφi)
∣∣∣
U

A.1.4
= d(φi ◦ ι)

∣∣∣
U

=

{
0, falls 1 ≤ i ≤ m− n
d(φi

∣∣∣
N

)
∣∣∣
U

= dϕi, falls m− n+ 1 ≤ i ≤ m

folgern können. Auf Grund dieser Tatsachen ist es besonders einfach, in
Schnittkarten das Zurückholen von Differentialformen auszurechnen.
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A.3 Vektorbündel

Der Vorteil der mathematischen Formulierung der Größen des Elektroma-
gnetismus als Differentialformen ist nicht nur die sehr elegante und kom-
pakte Form, welche die Maxwellgleichungen annehmen, sondern auch die in
[BGP07] bereitgestellte Lösungstheorie von Differentialgleichungen, die in
Termen normal hyperbolischer Differentialoperatoren und Schnitten in Vek-
torbündeln formuliert ist. Siehe hierfür auch Abschnitt C.5. Darüber hin-
aus lassen sich die Maxwellgleichungen in der differentialgeometrischen For-
mulierung besonders einfach auf beliebige, gekrümmte Raumzeiten verallge-
meinern. Der Begriff des Vektorbündels ist aber nicht nur für eine elegante
Formulierung der Maxwellgleichungen und der Lösungstheorie von Differen-
tialgleichungen wichtig, sondern auch ganz allgemein unverzichtbar für die
Geometrie auf gekrümmten Mannigfaltigkeiten. Das Vektorbündel ist z.B.
unerläßlich für die Definition der kovarianten Ableitung und damit für die
Definition des Riemanntensors, der die Informationen über die Krümmung
einer Mannigfaltigkeit trägt.

A.3.1 Definition (Glattes Vektorraumbündel)

Ein k-dimensionales glattes R-Vektorraumbündel über einer glatten Mannig-
faltigkeit M ist ein Tripel (E,M, π), bestehend aus zwei glatten Mannigfal-
tigkeiten M und E und einer glatten Abbildung π : E −→M , so daß gelten:

(VB1) Für jedes p ∈ M läßt sich auf Ep = π−1(p) die Struktur eines k-
dimensionalen R-Vektorraumes definieren.

(VB2) Für jedes p ∈ M ∃ offene Umgebung U ⊆◦ M von p und ein Diffeo-
morphismus φ : π−1(U) −→ U × Rk, so daß das Diagramm

π−1(U)
φ //

π

!!

U × Rk

pr1

}}
U

kommutiert, und ∀q ∈ U ist φ
∣∣∣
Eq

: Eq −→ {q}×Rk ein Vektorraumiso-

morphismus.

Das Paar (π−1(U), φ) nennt man eine Bündelkarte. Mit einem k-Vektorbündel
wird zukünftig immer ein k-dimensionales glattes R-Vektorraumbündel ge-
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meint sein. Kommt es nicht auf die Dimension an, so sprechen wir einfach
von einem Vektorbündel.

A.3.2 Definition (Schnitt)

Sei (E,M, π) ein Vektorbündel. Eine Abbildung s : M −→ E mit

π ◦ s = idM .

heißt ein Schnitt in E. Die Menge aller Schnitte in E wird mit Γ(E) bezeich-
net.

Ein glatter Schnitt in E ist ein Schnitt in E, so daß s : M −→ E eine C∞-
Abbildung ist. Die Menge aller glatten Schnitte in E wird mit Γ∞(E) bezeich-
net. Die so definierten Schnitte bezeichnet man auch als globale Schnitte, da
sie auf ganzM definiert sind. Im Gegensatz dazu bezeichnet man Schnitte, die
nur auf einer Teilmenge N ⊂M definiert sind, als lokale Schnitte. Die Menge
aller lokal auf N ⊂ M definierten Schnitte erhält das Symbol Γ(N,E). Er-
laubt N zusätzlich die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit, so bezeichnet
Γ∞(N,E) die Menge aller lokal auf N definierten Schnitte, die als Abbildun-
gen N −→ E glatt sind. Der Träger eines Schnittes s : N ⊆ M −→ E ist
definiert als die abgeschlossene Menge

supp(s) := {p ∈ N | s(p) 6= 0 ∈ Ep} ⊆M.

Mengen von Schnitten mit kompakten Träger erhalten als zusätzlichen unte-
ren Index ein

”
c“, z.B. Γ∞c (N,E) für die glatten, kompakt getragenen Schnitte

N −→ E.

A.3.3 Beispiele (Tangential- und Kotangentialbündel)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

• Auf dem Tangentialbündel TM :=
⋃
p∈M

TpM exisitert eine eindeutig be-

stimmte C∞-Struktur, so daß TM eine glatte, 2m-dimensionale Man-
nigfaltigkeit wird, (TM,M, prTMM ) ein m-Vektorraumbündel und alle
Koordinatenvektorfelder ∂ϕi : U −→ TM glatte, lokale Schnitte.

• Ebenso gibt es auf dem Kotangentialbündel T ∗M :=
⋃
p∈M

T ∗pM genau

eine C∞-Struktur, so daß T ∗M eine glatte, 2m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit wird, (T ∗M,M, prT

∗M
M ) ein m-Vektorraumbündel und alle Ko-

ordinatenkovektorfelder dϕi : U −→ T ∗M glatte, lokale Schnitte.

136



Anhang A. Glatte Mannigfaltigkeiten

Für diese eindeutigen Strukturen verweisen wir auf [Lee03, Lem.4.1], [Lee03,
Lem.5.14] und [Lee03, Prop.6.5]. Wir werden das Tangentialbündel (TM,M,
prTMM ) und das Kotangentialbündel (T ∗M,M, prT

∗M
M ) immer mit diesen ein-

deutigen C∞-Strukturen betrachten. Die Schnitte im Tangentialbündel hei-
ßen Vektorfelder und die Schnitte im Kotangentialbündel Kovektorfelder.
Wir werden diese Begriffe aber für glatte Schnitte verwenden, da wir nur mit
solchen arbeiten.

A.4 Multilineare Algebra

Bevor definiert werden kann, was eine Differentialform ist, benötigen wir noch
ein paar Grundlagen aus der multilinearen Algebra. Insbesondere brauchen
wir den Begriff eines Tensors und den Begriff des Dachproduktes. Dabei
werden wir aber lediglich

”
Arbeitsdefinitionen“ angeben.

A.4.1 (r, s)-Tensor

Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum, dann nennt man eine R-
multilineare Abbildung

T : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
r−mal

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s−mal

−→ R

einen r-fach kontravarianten und s-fach kovarianten Tensor oder einfach
kurz (r, s)-Tensor. Die Menge aller (r, s)-Tensoren über einen endlichdi-
mensionalen R-Vektorraum V wird mit T rs (V ) bezeichnet und bildet einen
R-Vektorraum. Speziell gilt T 0

1 (V ) = V ∗, T 1
0 (V ) = (V ∗)∗ = V und es wird

T 0
0 (V ) = R gesetzt.

A.4.2 Tensorprodukt

Sei V ein m-dimensionaler R-Vektorraum, T ∈ T rs (V ), T ′ ∈ T ′r
′

s′(V ),
s+s′

a
i=1

vi ∈

V ,
r+r′

a
j=1

ωj ∈ V ∗. Dann macht das Tensorprodukt ⊗ aus T und T ′ einen (r+r’,

s+s’)-Tensor T ⊗ T ′ ∈ T ′r+r
′

s+s′(V ) durch die Definition

(T ⊗ T ′)(r+r
′

a
j=1

ωj,
s+s′

a
i=1

vi) := T (
r
a
j=1
ωj,

s
a
i=1
vi)T

′(
r+r′

a
j=r+1

ωj,
s+s′

a
i=s+1

vi).

⊗ ist durch diese Definition R-bilinear und assoziativ. Mit Hilfe des Tensor-
produktes kann man eine Basis von T rs (V ) explizit aufschreiben. Ist nämlich
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(
m
a
i=1
vi) eine Basis von V und (

m
a
j=1
αj) eine Basis von V ∗, so ist

{
ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs | 1 ≤ ik, jl ≤ m, 1 ≤ k ≤ r, 1 ≤ l ≤ s

}
eine Basis von T rs (V ). Jeder Tensor T aus T rs (V ) läßt sich also schreiben als

T = T i1...irj1...js
· ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ αj1 ⊗ · · · ⊗ αjs ,

wobei T i1...irj1...js
= T (

r
a
k=1

αik ,
s
a
l=1
ejl) ∈ R ist.

A.4.3 Alternierende (0, s)-Tensoren und Dachprodukt

Ist V m-dimensionaler R-Vektorraum, so bezeichnet man den R-Vektorraum
aller alterniernden (0, s)-Tensoren mit

Λs(V ) = {ω : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s−mal

−→ R | ω ist alternierend}

Aus einem (0, s)-Tensor T ∈ T 0
s (V ) kann man mit Hilfe der Abbildung

Alts : T 0
s (V ) −→ Λs(V ) einen alternierenden (0, s)-Tensor Alts(T ) ∈ Λs(V )

machen. Alts ist dabei gegeben durch die Vorschrift

Alts(T ) :=
1

s!

∑
σ∈Ss

sign(σ) · σT ,

was expliziter für
s
a
i=1
vi ∈ V

(Alts(T ))(
s
a
i=1
vi) :=

1

s!

∑
σ∈Ss

sign(σ) · T (
s
a
i=1
vσ(i))

bedeutet. Mit dem Dachprodukt ∧ bildet man nun aus Tensoren ω ∈ Λs(V )
und η ∈ Λt(V ) einen Tensor ω ∧ η ∈ Λs+t(V ) durch

ω ∧ η :=
(s+ t)!

s!t!
Alts+t(ω ⊗ η).

Das Dachprodukt ist dann per Definition assoziativ, bilinear und graduiert

kommutativ, d.h. ω ∧ η = (−1)stη ∧ ω. Mit einer Basis (
s
a
i=1
αi) von V ∗, ist

durch {
αi1 ∧ · · · ∧ αis | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ m

}
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eine explizite Basis von Λs(V ) gegeben, insbesondere ist also

dim
(
Λs(V )

)
=

(
m
s

)
, 0 ≤ s ≤ m.

Mit Hilfe der Basis erhält man auch einen expliziteren Ausdruck des Dach-
produktes durch das Tensorprodukt

αi1 ∧ · · · ∧ αis =
∑
σ∈Ss

sgn(σ)αiσ(1) ⊗ · · · ⊗ αiσ(s) .

A.5 Tensorfelder und Differentialformen

Die Rollen des Vektorraumes V und seines dualen Vektorraumes V ∗ in A.4
übernehmen auf Mannigfaltigkeiten der Tangentialraum TpM und der Ko-
tangentialraum T ∗pM bei einem Punkt p ∈ M . Als Verallgemeinerung des
Tangential- und Kotangentialbündels werden die Bündel

T rsM :=
⋃
p∈M

T rs (TpM),

ΛsM :=
⋃
p∈M

Λs(TpM)

der (r, s)-Tensoren und der alternierenden (0, s)-Tensoren betrachtet. Diese
haben, genau wie das Tangential- und Kotangentialbündel, eindeutige C∞-
Strukturen, welche diese Bündel zu Vektorbündeln machen und alle Koor-
dinatentensorfelder sind glatte, lokale Schnitte. Genauer gilt mit diesen ein-
deutigen C∞-Strukturen:

• T rsM ist eine glatte, (m + mr+s)-dimensionale Mannigfaltigkeit und

(T rsM,M, pr
T rsM
M ) ein mr+s-Vektorraumbündel.

• ΛsM ist eine glatte, (m +

(
m
s

)
)-dimensionale Mannigfaltigkeit und

(ΛsM,M, prΛsM
M ) ein

(
m
s

)
-Vektorraumbündel.

Wir werden diese Bündel immer mit diesen eindeutigen C∞-Strukturen ver-
sehen betrachten!
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A.5.1 Definition ((r, s)-Tensorfeld)

Schnitte im Vektorbündel (T rsM,M, pr
T rsM
M ) der (r, s)-Tensoren heißen (r,

s)-Tensorfelder.

Wie bei den Vektor- und Kovektorfeldern werden wir aber mit dem Begriff
Tensorfeld immer einen glatten Schnitt bezeichnen!

A.5.2 Definition (s-Differentialform)

Ein glatter Schnitt im Vektorbündel (ΛsM,M, prΛsM
M ) der alternierenden (0,

s)-Tensoren heißt s-Differentialform oder kürzer s-Form. Die Menge aller s-
Formen bezeichnet man mit ΩsM , die Menge aller s-Formen mit kompakten
Trägern mit ΩscM .

A.5.3 Lemma (Lokale Darstellung)

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, (T rsM,M, pr
T rsM
M ) das

Vektorbündel der (r, s)-Tensoren, (ΛsM,M, prΛsM
M ) das Vektorbündel der

antisymmetrischen (0, s)-Tensoren und (U,ϕ) eine beliebige Karte von M .
Dann gilt für T ∈ Γ∞(T rsM)

T
∣∣∣
U

= ϕT i1...irj1...js
∂ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ∂

ϕ
ir
⊗ dϕj1 ⊗ · · · ⊗ dϕjs ,

wobei ϕT i1...irj1...js
= T (

r
a
k=1

dϕik ,
s
a
l=1
∂ϕjl) ∈ C

∞(U) ist. Für ω ∈ ΩsM gilt

ω
∣∣∣
U

=
∑

1≤i1<···<is≤n

ϕωi1...isdϕ
i1 ∧ · · · ∧ dϕis =

1

s!
ϕωi1...isdϕ

i1 ∧ · · · ∧ dϕis ,

wobei ϕωi1...is = ω(
s
a
k=1

∂ϕik) ∈ C
∞(U) ist.

A.5.4 Lemma (Transformationsverhalten)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, (T rsM,M, pr
T rsM
M ) das Vektorbündel der

(r, s)-Tensoren und seien (U,ϕ) und (V, ψ) zwei Karten von M mit U ∩V =
W 6= ∅. Dann gilt für die Komponentenfunktion von T ∈ Γ∞(T rsM) folgendes
Transformationsverhalten auf W unter Kartenwechsel:

ψT i1...irj1...js
=

r∏
a=1

∂(ψia ◦ ϕ−1)

∂xka

s∏
b=1

∂(ϕlb ◦ ψ−1)

∂xjb
ϕT k1...kr

l1...ls
.
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A.5.5 Definition (Zurückholen und Drücken)

Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten, F : M −→ N eine glatte Ab-
bildung und p ∈ M . Das Zurückholen (englisch:

”
pullback“) nach M mittels

F ist diejenige Abbildung

F pb : T 0
s (TF (p)N) −→ T 0

s (TpM)

definiert durch

(F pbS)(
s
a
i=1
vi) := S

( s
a
i=1
TpF (vi)

)
∀ s
a
i=1
vi ∈ TpM.

Ist ferner F ein Diffeomorphismus, so definiert das Zurückholen mittels F
einen glatten Bündelisomorphismus

F pb : T 0
sN −→ T 0

sM.

Weiterhin kann man dann einen weiteren glatten Bündelisomorphismus

Fpf : T 0
sM −→ T 0

sN

definieren, das Drücken (englisch:
”

pushforward“) nach N mittels F,

(FpfR)(
s
a
i=1
wi) := R

( s
a
i=1
TF (p)F

−1(wi)
)
∀ s
a
i=1
wi ∈ TF (p)N

für R ∈ T 0
s (TpM).

Das Zurückholen und Drücken von (0, s)-Tensoren läßt sich ohne Mühe auf
(0, s)-Tensorfelder erweitern durch

F pb : Γ∞(TN) −→ Γ∞(TM), (F pbS)p := F pb(SF (p)) ∀p ∈M,

Fpf : Γ∞(TM) −→ Γ∞(TN), (FpfR)q := Fpf (RF−1(q)) ∀q ∈ N,

für S ∈ Γ∞(T 0
sN) und R ∈ Γ∞(T 0

sM). Hierdurch werden glatte Tensorfelder
auf glatte Tensorfelder abgebildet und es gilt für alle q ∈ N(

Fpf (F
pbS)

)
q
(
s
a
i=1
wi) = Fpf

(
(F pbS)F−1(q)

)
(
s
a
i=1
wi) = Fpf (F

pbSq)(
s
a
i=1
wi)

= Sq(
s
a
i=1
wi) ∀

s
a
i=1
wi ∈ TqN

=⇒ Fpf ◦ F pb = idΓ∞(T 0
sN).
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Analog zeigt man

F pb ◦ Fpf = idΓ∞(T 0
sM).

Weiter gelten für die lokalen Darstellungen in einer Karte (U,ϕ) von N bzw.
(V, ψ) von M

F pb(
1

s!
ϕωi1...isdϕ

i1∧. . .∧dϕis) =
1

s!
(ϕωi1...is ◦ F ) d(ϕi1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(ϕis ◦ F ),

Fpf (
1

s!
ψηi1...isdψ

i1∧. . .∧dψis)=
1

s!
(ψηi1...is◦F

−1)d(ψi1◦F−1)∧. . .∧d(ψis◦F−1),

wobei ω ∈ ΩsN und η ∈ ΩsM . Vorausgreifend merken wir auch an, daß
das Zurückholen und das Drücken mit der äußeren Ableitung d, siehe den
nachfolgenden Unterabschnitt, vertauscht. Wird sogar mittels einer Isome-
trie zurückgeholt bzw. gedrückt, dann vertauscht dies mit dem Hodge-∗-
Operator, siehe Abschnitt B.6, und damit mit der Koableitung δ, siehe Ab-
schnitt B.7. Dies kann man mit Hilfe der lokalen Darstellungen und Definition
B.1.1 ohne großen Aufwand zeigen.

A.5.6 Die äußere Ableitung

Die äußere Ableitung

d : ΩsM −→ Ωs+1M

ω 7−→ dω,

lokal in einer Karte (U,ϕ) von M

dω
∣∣∣
U

=
1

s!
∂ϕi0

ϕωi1...isdϕ
i0 ∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕis ,

ist ein linearer Ableitungsoperator, der aus einer s-Form eine (s+1)-Form
macht und auf allen glatten Mannigfaltigkeiten existiert. Für eine präzise De-
finition der äußeren Ableitung und für ihre Eigenschaften siehe z.B. [Lee03,
Thm.12.14]. Eine Differentialform ω ∈ ΩsM , für die dω = 0 gilt, heißt ge-
schlossen. Gilt sogar die Gleichheit ω = dθ für θ ∈ Ωs−1M , so heißt ω exakt.

A.5.7 Lemma (Äußere Ableitung lokal)

Sei M eine m-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit, (U,ϕ) irgendeine Karte
von M und ω ∈ ΩsM eine s-Form. Dann gilt lokal

dω
∣∣∣
U

=
1

(s+ 1)!
ϕdωi0...isdϕ

i0 ∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕis ,
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wobei

ϕdωi0...is :=
s∑
l=0

(−1)l∂ϕil
ϕωi0...il−1il+1...is

total antisymmetrisch in seinen Indizes i0, . . . , is ist.

Beweis: Sei (U,ϕ) eine beliebige Karte von M . Alle lokalen Größen sind
in dieser Karte zu verstehen. Die Antisymmetrie der ϕ(dω)i0...is ist klar per
definitionem. Für die weitere Aussage berechne mit Hilfe der Laplaceschen
Entwicklungsformel der Determinanten

dω
∣∣∣
U

(
s
a
l=0
∂jl) =

1

s!
∂k0ωk1...ksdϕ

k0 ∧ · · · ∧ dϕks( s
a
l=0
∂jl)

=
1

s!
∂k0ωk1...ks det

δ
k0
j0

. . . δk0
js

...
. . .

...

δksj0 . . . δksjs


= ∂k0ωk1...ks

(
δk0
j0

det

δ
k1
j1

. . . δk1
js

...
. . .

...

δksj1 . . . δksjs

− δk0
j1

det

δ
k1
j0

. . . δk1
js

...
. . .

...

δksj0 . . . δksjs


+ · · ·+ (−1)sδk0

js
det

δ
k1
j0

. . . δk1
js−1

...
. . .

...

δksj0 . . . δksjs−1

) · 1

s!

=
s∑
l=0

(−1)l∂jlωj0...jl−1jl+1...js .

�
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Anhang B

Semi-Riemannsche
Differentialgeometrie

Lorentzmannigfaltigkeiten sind ein Spezialfall semi-Riemannscher Mannig-
faltigkeiten, die wiederum glatte Mannigfaltigkeiten mit der Zusatzstruk-
tur eines metrischen Tensors sind. In diesem Kapitel möchten wir einige
wichtige Folgerungen und Konstruktionen aus dieser Zusatzstruktur vorstel-
len. Hauptsächlich wollen wir den Hodge-∗-Operator und die Koableitung
einführen. Eine detailiertere und weitreichendere Einführung in die Welt
semi-Riemannscher Mannigfaltigkeiten ist z.B. [O’N83].

B.1 Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine m-
dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M zusammen mit einem nicht ausgear-
teten symmetrischen (0,2)-Tensorfeld g von konstantem Index, d.h für alle
p ∈ M ist die symmetrische, bilineare Abbildung gp nicht ausgeartet und
die Signatur ist für alle gp dieselbe. Im Falle, daß gp für alle p ∈ M positiv
definit ist, nennt man g eine Riemannsche Metrik und (M, g) eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Da gp per Definition für alle p ∈ M nicht ausgeartet
ist, ist die Fundamentalmatrix gij(p) bzgl. einer (und damit jeder) Basis von
TpM invertierbar für alle p ∈ M . Die inverse Matrix erhält obere Indizes,
also gij(p) mit

gij(p) · gjk(p) = δik.

Mit dem metrischen Tensor werden bei Komponentenfunktionen von Ten-
sorfeldern die Indizes herauf- oder heruntergezogen. Ist z.B. ω ein (0,s)-
Tensorfeld auf M , dann wird definiert:

ωi1...isg
i1k =: ωki2...is .
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B.1.1 Definition (Isometrie)

Seien (M, g) und (M ′, g′) zwei semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und I :
M −→ M ′ ∈ C∞(M,M ′). I heißt eine Isometrie genau dann, wenn I ein
Diffeomorphismus und g = Ipbg′ gilt.

Lokal in einer Karte (U,ϕ) von M bedeutet dies zusammen mit Definition
A.5.5

ϕgij = ϕ◦I−1

g′ij ◦ I.

B.2 Lineare Zusammenhänge

A priori ist es mathematisch nicht klar, wie man Tangentialräume an ver-
schiedenen Punkten miteinander vergleichen soll und somit Problemstellun-
gen wie z.B. die Definition einer Richtungsableitung eines Vektorfeldes längs
eines anderen Vektorfeldes angeht. Zur Behandlung solcher Fragestellungen
wurde der Begriff des linearen Zusammenhangs eingeführt. Physikalisch mo-
tiviert treten lineare Zusammenhänge in der ART bei der Verallgemeinerung
partieller Ableitungen auf. Da die partielle Ableitung eines Tensors i.A. kein
Tensor mehr ist, bedarf es eines neuen Ableitungsbegriffs, den der kovarian-
ten Ableitung. Die kovariante Ableitung ist gerade so konstruiert, daß die
kovariante Ableitung eines Tensors wieder ein Tensor ist. Wir geben nun die
Definition und Konstruktionen linearer Zusammenhänge an.

B.2.1 Definition (Linearer Zusammenhang)

Sei π : E −→ M ein Vektorbündel. Ein linearer Zusammenhang oder auch
kovariante Ableitung auf (E,M, π) ist ein Operator

∇ : Γ∞(TM)× Γ∞(E) −→ Γ∞(E)

(X, s) 7−→ ∇Xs,

sodaß ∀f ∈ C∞(M,R),∀X ∈ Γ∞(TM) und ∀s ∈ Γ∞(E) die folgenden Axio-
me erfüllt sind:

(LZ1) ∇Xs ist R-bilinear in X ∈ Γ∞(TM) und in s ∈ Γ∞(E).

(LZ2) ∇fXs = f∇Xs.

(LZ3) ∇X(fs) = X(f)︸ ︷︷ ︸
=df(X)

s+ f∇Xs (Produktregel).
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B.2.2 Definition (Christoffelsymbole)

Sei ∇ linearer Zusammenhang auf dem Tangentialbündel (TM,M, π) und
(U,ϕ) eine Karte von M . Dann heißen die Entwicklungskoeffizienten ϕΓkij ∈
C∞(U,R) der Entwicklung

∇∂ϕi ∂
ϕ
j = ϕΓkij∂

ϕ
k

die Christoffelsymbole von ∇ bzgl. der Karte (U,ϕ).

B.2.3 Linearer Zusammenhang mal anders

Sei ∇ ein linearer Zusammenhang auf dem Vektorbündel (E,M, π), dann
besteht die Möglichkeit ∇ als Abbildung

∇ : Γ∞(E) −→ Γ∞(T ∗M ⊗ E)

aufzufassen. Sei nämlich X ∈ TM und E ∈ E∗, dann ist

∇s, (∇s)p(Xp, Ep) := (∇Xs)p(Ep) ∈ R

für alle p ∈M R-bilinear, also

(∇s)p ∈ T ∗pM ⊗ E∗p ∀p ∈M.

Da ∇Xs ∈ Γ∞(E) ist, ist ∇s ∈ Γ∞(T ∗M ⊗ E).

B.2.4 Lemma (Induzierte lineare Zusammenhänge I)

Sei ∇E ein linearer Zusammenhang auf dem Vektorbündel (E,M, πE) und
∇E′ linearer Zusammenhang auf dem Vektorbündel (E ′,M, πE′).

• Mittels

∇E⊗E′
X (s⊗ s′) := ∇E

Xs⊗ s′ + s⊗∇E′

X s
′

wird ein linearer Zusammenhang ∇E⊗E′ auf E ⊗ E ′ induziert.

• Mittels

∇E⊕E′
X (s, s′) := (∇E

Xs,∇E′

X s
′)

wird ein linearer Zusammenhang ∇E⊕E′ auf E ⊕ E ′ induziert.
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B.2.5 Lemma (Induzierte lineare Zusammenhänge II)

Sei ∇ linearer Zusammenhang auf dem Tangentialbündel (TM,M, π). Dann
induziert ∇ für alle r, s ≥ 0 eindeutig lineare Zusammenhänge ∇r

s auf den
Tensorbündeln (T rsM,M, πrs) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) ∇1
0 = ∇.

(ii) Für f ∈ Γ∞(T 0
0M) und X ∈ Γ∞TM gilt

∇0
0Xf =

(
idM , df(X)

)
=
(
idM , X(f)

)
.

(iii) Für Θ ∈ Γ∞(T 0
1M) = Γ∞(T ∗M) und X, Y ∈ Γ∞TM gilt

(∇0
1XΘ)(Y ) = X

(
Θ(Y )

)
−Θ(∇XY ).

(iv) Für T ∈ Γ∞(T rsM), T ′ ∈ Γ∞(T r
′

s′M) und X ∈ Γ∞TM gilt

∇r+r′

s+s′X
(T ⊗ T ′) = ∇r

sXT ⊗ T
′ + T ⊗∇r′

s′XT
′.

Expliziter gilt für T ∈ Γ∞(T rsM),
s
a
i=1
Xi, V ∈ Γ∞TM und

r
a
j=1

Θj ∈ Γ∞(T ∗M):

∇r
sV (T )(

r
a
j=1

Θj,
s
a
i=1
Xi) = V

(
T (

r
a
j=1

Θj,
s
a
i=1
Xi)
)

−
r∑
j=1

T (Θ1, . . . ,∇0
1V Θj, . . . ,Θr,

s
a
i=1
Xi)

−
s∑
i=1

T (
r
a
j=1

Θj, X1, . . . ,∇VXi, . . . , Xs).

B.2.6 Lemma (Kovariante Ableitung von p-Formen)

Sei M eine m-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit, (U,ϕ) irgendeine Karte
von M , ω ∈ ΩpM eine p-Form, 0 ≤ p ≤ m, und ∇ ein linearer Zusammen-
hang auf dem Tangentialbündel (TM,M, prTMM ). Sei weiter der von ∇ auf
dem Vektorbündel (ΛsM,M, prΛsM

M ) induzierte lineare Zusammenhang auch
mit ∇ bezeichnet, dann gilt lokal

∇ω
∣∣∣
U

=
1

p!
ϕ∇i0ϕωi1...ipdϕi0 ⊗ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip ,
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wobei

ϕ∇i0ϕωi1...ip := (∇ω
∣∣∣
U

)i0i1...ip = ∂ϕi0
ϕωi1...ip −

p∑
l=1

ϕΓki0il
ϕωi1...il−1k il+1...ip .

Beweis: Es wird kein Kartenwechsel durchgeführt, deswegen sind alle lokalen
Größen in der Karte (U,ϕ) zu verstehen.

(∇ω
∣∣∣
U

)(
p
a
l=0
∂il) =

(
∇∂i0ω

)
(
p
a
l=1
∂il)

B.2.5
= ∂i0

(
ω(

p
a
l=1
∂il)
)
−

p∑
l=1

ω
(
∂i1 , . . . , ∂il−1

,∇∂i0∂il , ∂il+1
, . . . , ∂ip

)
= ∂i0ωi1...ip −

p∑
l=1

ω
(
∂i1 , . . . , ∂il−1

,Γki0il∂k, ∂il+1
, . . . , ∂ip

)
= ∂i0ωi1...ip −

p∑
l=1

Γki0ilωi1...il−1k il+1...ip (=: ∇i0ωi1...ip)

=⇒ ∇ω
∣∣∣
U

= ∇i0ωi1...ipdϕi0 ⊗ dϕi1 ⊗ · · · ⊗ dϕip

=
1

p!
∇i0ωi1...ipdϕi0 ⊗ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip .

�

B.3 Der Levi-Civita Zusammenhang

Unter allen linearen Zusammenhängen auf dem Tangentialbündel einer semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es einen besonders ausgezeichneten, den
metrischen oder Levi-Civita Zusammenhang. Dieser lineare Zusammenhang
ist symmetrisch, die Metrik ist kovariant konstant und er ist durch diese
beiden Eigenschaften schon eindeutig festgelegt.

B.3.1 Satz (Levi-Civita Zusammenhang)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es existiert genau ein
linearer Zusammenhang ∇ auf dem Tangentialbündel (TM,M, prTMM ), sodaß
∀X, Y, Z ∈ Γ∞(TM) gelten:

(LCZ1) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (∇ ist torsionsfrei bzw. symmetrisch).
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(LCZ2) Z
(
g(X, Y )

)
= g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ) (∇ ist Riemannsch).

Dieser Zusammenhang ist durch die Formel

2g(∇XZ) = X
(
g(Y, Z)

)
+ Y

(
g(Z,X)

)
− Z

(
g(X, Y )

)
− g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])

eindeutig bestimmt und heißt der Levi-Civita Zusammenhang von (M, g). Ist
(U,ϕ) eine Karte, so gilt für die Christoffelsymbole von ∇ bzgl. dieser Karte
die Formel

ϕΓkij =
1

2
ϕgkl
(
∂ϕi

ϕgjl + ∂ϕj
ϕgil − ∂

ϕ
l
ϕgij
)
.

B.3.2 Lemma (Lokale Eigenschaften)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ∇ der Levi-Civita Zu-
sammenhang und (U,ϕ) eine Karte von M , dann gelten:

(i) ϕΓkij = ϕΓkji.

(ii) ϕ∇kϕgij = 0 = ϕ∇kϕgij.

(iii) ϕΓiij = 1√
|ϕg|
∂ϕj
√
|ϕg|.

B.3.3 Lemma (Levi-Civita und partielle Ableitung)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ∇ :
Γ∞(TM) × ΩsM −→ ΩsM der vom Levi-Civita Zusammenhang auf dem
Vektorbündel (ΛpM,M, prΛsM

M ) induzierte lineare Zusammenhang, (U,ϕ) ei-
ne Karte von M und ω ∈ ΩpM eine p-Form, 1 ≤ p ≤ m. Dann gilt lokal auf
U

ϕ∇iϕωi j1...jp−1 =
1√
|ϕg|

∂ϕi

(
ϕωi j1...jp−1

√
|ϕg|
)
.

Beweis: Wähle irgendeine Karte (U,ϕ) von M und rechne lokal in dieser.
Auf der einen Seite ist

∇i ωi j1...jp−1 B.2.6
= ∂i ω

i j1...jp−1 + Γkkl ω
l j1...jp−1 +

p−1∑
n=1

Γjnil ω
i j1...jn−1l jn+1...jp−1

B.2.6
= ∂i ω

i j1...jp−1 + Γkkl ω
l j1...jp−1 ,
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da Γjnil symmetrisch in i und l ist und ωi j1...jn−1l...jp−1 antisymmetrisch.
Auf der anderen Seite ist aber auch

1√
|g|
∂i

(
ωi j1...jp−1

√
|g|
)

= ∂i ω
i j1...jp−1 + ωi j1...jp−1

1√
|g|
∂i
√
|g|

B.3.2
= ∂i ω

i j1...jp−1 + ωi j1...jp−1Γlil.

Beide Ausdrücke stimmen also überein, was die Behauptung war. �

B.3.4 Lemma (Levi-Civita und äußere Ableitung)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, (U,ϕ) eine Karte von
M , ∇ : Γ∞(TM)× ΩsM −→ ΩsM der vom Levi-Civita Zusammenhang auf
dem Vektorbündel (ΛsM,M, prΛsM

M ) induzierte lineare Zusammenhang und
ω ∈ ΩpM eine p-Form. Dann gilt lokal

dω
∣∣∣
U

=
1

p!
ϕ∇i0ϕωi1...ipdϕi0 ∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip

und damit insbesondere auch

dω
∣∣∣
U

=
1

(p+ 1)!
ϕdωi0...ipdϕ

i0 ∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip ,

wobei

ϕdωi0...ip =

p∑
l=0

(−1)lϕ∇ilϕωi0...il−1il+1...ip .

Beweis: Wähle eine beliebige Karte (U,ϕ). Da kein Kartenwechsel durch-
geführt wird, sind alle lokalen Ausdrücke in dieser Karte zu verstehen:

1

p!
∇i0ωi1...ipdϕi0 ∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip

=
1

p!
(∂i0ωi1...ip −

p∑
l=1

Γki0ilωi1...il−1k il+1...ip︸ ︷︷ ︸
symmetrisch in i0 und il

) dϕi0 ∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip︸ ︷︷ ︸
antisymmetrisch in i0 und il

=
1

p!
∂i0ωi1...ipdϕ

i0 ∧ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip

= dω
∣∣∣
U
.

Der Rest der Aussage folgt aus Lemma A.5.7. �
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B.4 Der Riemanntensor

Bei der Untersuchung der Krümmung von Mannigfaltigkeiten ist der Rie-
manntensor das zentrale Objekt der Interesse. Er gibt im Wesentlichen an,
inwieweit die kovarianten Ableitungen des Levi-Civita Zusammenhangs nicht
miteinander vertauschen.

B.4.1 Definition (Riemannscher Krümmungstensor)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ∇ der Levi-Civita
Zusammenhang auf dem Tangentialbündel (TM,M, prTMM ). Die Abbildung

R : Γ∞(TM)× Γ∞(TM)× Γ∞(TM) −→ Γ∞(TM)

RXY (Z) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

definiert ein (1, 3)-Tensorfeld R ∈ Γ∞(T 1
3M), genannt der Riemannsche

Krümmungstensor oder kürzer Riemanntensor von ∇, mittels:

Rp(Θp, Xp, Yp, Zp) = Θp

(
RXpYp(Zp)

)
∀Θp ∈ T ∗pM, ∀Xp, Yp, Zp ∈ TpM.

B.4.2 Lemma (Komponentenfunktionen)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ∇ der Levi-Civita Zu-
sammenhang, R der Riemannsche Krümmungstensor und (U,ϕ) eine Karte.
Die Komponentenfunktionen ϕRl

ijk ∈ C∞(U) und ϕRijkl ∈ C∞(U) werden ge-
geben durch die Formeln

ϕRl
ijk = ∂ϕi

ϕΓljk − ∂
ϕ
j
ϕΓlik −

(
ϕΓrik

ϕΓljr − ϕΓsjk
ϕΓlis
)
,

ϕRijkl := ϕRn
ijk

ϕgnl

und erfüllen die Symmetrien:

(i) ϕRl
ijk = −ϕRl

jik (⇐⇒ ϕRijkl = −ϕRjikl).

(ii) ϕRijkl = −ϕRijlk.

(iii) ϕRl
ijk + ϕRl

jki + ϕRl
kij = 0 (⇐⇒ ϕRijkl + ϕRjkil + ϕRkijl = 0).

(iv) ϕRijkl = ϕRklij.
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B.4. Der Riemanntensor

B.4.3 Definition (Ricci- und skalare Krümmung)

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ∇ der Levi-Civita Zu-
sammenhang und R der Riemannsche Krümmungstensor.

• Der Riccitensor Ric, auch Riccikrümmung genannt, ist definiert als der
eindeutig bestimmte (0,2)-Tensor, der in einer beliebigen Karte (U,ϕ)
von M die folgenden Komponentenfunktionen hat

ϕRicij := ϕRij = ϕRl
lij

• Die skalare Krümmung ist die skalare Größe skal, die in einer beliebi-
gen Karte (U,ϕ) von M gegeben wird durch

skal = R := Ri
i.

B.4.4 Lemma (Kommutator kovarianter Ableitungen)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ∇ der
vom Levi-Civita Zusammenhang auf dem Vektorbündel (ΛpM,M, prΛsM

M ) in-
duzierte lineare Zusammenhang und ω ∈ ΩpM eine p-Form. Dann gilt in
einer beliebigen Karte (U,ϕ) von M

[ϕ∇i, ϕ∇j]ϕωn1...np = (ϕ∇iϕ∇j − ϕ∇jϕ∇i)ϕωn1...np =

p∑
l=1

ϕRk
jinl

ϕωn1...nl−1k nl+1...np .

Beweis: Fixiere eine Karte (U,ϕ) von M . Alle Ableitungen und Komponen-
tenfunktionen sind in dieser Karte zu verstehen.

∇i ωn1...np = ∂i ωn1...np −
p∑
l=1

Γkinlωn1...nl−1k...np

∇j ωn1...np = ∂j ωn1...np −
p∑
l=1

Γkjnlωn1...nl−1k...np

=⇒

∇i∇j ωn1...np = ∂i∇j ωn1...np − Γbij∇bωn1...np −
p∑
a=1

Γbina∇j ωn1...na−1b na+1...np
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= ∂i(∂j ωn1...np −
p∑
l=1

Γkjnlωn1...nl−1k...np)

− Γbij(∂bωn1...np −
p∑
l=1

Γkbnlωn1...nl−1k nl+1...np)

−
p∑
a=1

Γbina(∂jωn1...na−1b na+1...np − Γkjbωn1...na−1k na+1...np

−
p∑
l=1
l 6=a

Γkjnlωn1...b k...np)

∇j∇i ωn1...np = ∂j(∂i ωn1...np −
p∑
l=1

Γkinlωn1...nl−1k nl+1...np)

− Γbji(∂b ωn1...np −
p∑
l=1

Γkbnlωn1...nl−1k nl+1...np)

−
p∑
a=1

Γbjna(∂i ωn1...na−1b na+1...np − Γkibωn1...na−1k na+1...np

−
p∑
l=1
l 6=a

Γkinlωn1...b k...np)

=⇒

[∇i,∇j]ωn1...np = −
p∑
l=1

(∂iΓ
k
jnl

)ωn1...nl−1k nl+1...np +

p∑
l=1

(∂jΓ
k
inl

)ωn1...nl−1k nl+1...np

+

p∑
a=1

ΓbinaΓ
k
jbωn1...na−1k na+1...np −

p∑
a=1

ΓbjnaΓ
k
ibωn1...na−1k na+1...np

=

p∑
l=1

(
− ∂iΓkjnl + ∂jΓ

k
inl

+ ΓbinlΓ
k
jb − ΓbjnlΓ

k
ib

)
ωn1...nl−1k...np

B.4.2
=

p∑
l=1

Rk
jinl

ωn1...nl−1k nl+1...np .

�

B.5 Kalkül mit Epsilonsymbolen

Bei lokalen Rechnungen mit dem Hodge-∗-Operator tauchen Summen über
Permutationen indizierter Größen auf, die mit dem Signum dieser Permuta-
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tion einhergehen. Um mit diesen komfortabel zu rechnen und sie kompakt
aufzuschreiben, führen wir die Epsilonsymbole ein. Dieser Abschnitt soll zei-
gen, wie wir mit den Epsilonsymbolen rechnen und welche Beziehungen für
diese gelten. Wir möchten an dieser Stelle direkt darauf hinweisen, daß wir
die Epsilonsymbole als rein abstrakte, aber bequeme Schreibweise verwenden.
Die Symbole selbst haben keine zusätzliche Struktur! Sie sind bei uns nicht
die Komponenten irgendeines Tensors und haben auch nicht das entspre-
chende Transformationsverhalten unter Basiswechsel! Schreiben wir z.B. die
Indizes oben oder unten an die Epsilonsymbole, dann nur, um die Summen-
konvention zu erzwingen! Auf den Wert des Epsilonsymbols hat dies jedoch
keinerlei Auswirkung.

B.5.1 Definition (Epsilonsymbole)

Die m-dimensionalen Epsilonsymbole εj1...jm sind definiert wie folgt:

εj1...jm : = det(ej1| · · · |ejm)

=


1 für (

m
a
i=1
ji) ist eine gerade Permutation von (

m
a
i=1
i),

−1 für (
m
a
i=1
ji) ist eine ungerade Permutation von (

m
a
i=1
i),

0 sonst.

Hierbei sind die ei ∈ Rm die Standardbasisvektoren des Rm. Es gilt z.B.
mit den Epsilonsymbolen für die Determinante einer (m×m)-Matrix M mit
Komponenten M ij

det(M) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)
m∏
i=1

M iσ(i) = εj1...jm

m∏
i=1

M iji ,

oder etwas allgemeiner für m indizierte Größen

εi1...imA
i1Bi2 · · ·N im =

∑
σ∈Sm

sgn(σ)Aσ(1)Bσ(2) · · ·Nσ(m).

Weiter ist nach Definiton

εi1...im · εj1...jm = det
(
(ei1 | · · · |eim)T

)
· det(ej1| · · · |ejm)

= det
(
(ei1 | · · · |eim)T (ej1| · · · |ejm)

)
= det

δi1j1 · · · δi1jm
...

. . .
...

δimj1 · · · δimjm

 ,
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wovon bei der Kontraktion zweier Epsilonsymbole miteinander Gebrauch ge-
macht wird. Die folgenden zwei Lemmata geben zwei wichtige Rechenbezie-
hungen zwischen den Epsilonsymbolen und der Determinaten an:

B.5.2 Lemma (Epsilonsymbole und Determinante)

Betrachte die m-dimensionalen Epsilonsymbole, also die Epsilonsymbole mit
m Indizes, welche die Werte 1 bis m annehmen. Für eine (m × m)-Matrix
M gilt dann

εj1...jm

m∏
i

Mkiji = εk1...km det

M11 · · · M1m

...
. . .

...
Mm1 · · · Mmm

 ,

wobei
m
a
i=1
ki eine Permutation von

m
a
i=1
i ist.

Beweis:

εj1...jm

m∏
i

Mkiji =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)
m∏
i

Mkiσ(i) = det


Mk11 Mk12 · · · Mk1m

Mk21 Mk22 · · · Mk2m

...
. . .

...
Mkm1 Mkm2 · · · Mkmm


= εk1...km det

M11 · · · M1m

...
. . .

...
Mm1 · · · Mmm

 .

Im letzten Schritt wurde die Antisymmetrie der Determinanten unter Ver-
tauschung von Zeilen und Spalten benutzt. �

B.5.3 Lemma (Kontraktionen der Epsilonsymbole)

Betrachte die m-dimensionalen Epsilonsymbole, also die Epsilonsymbole mit
m Indizes, welche die Werte 1 bis m annehmen. Sei weiter 1 ≤ s ≤ m, dann
gilt für die (m− s)-fache Kontraktion

εi1...isks+1...kmε
j1...jsks+1...km = (m− s)! det

δ
j1
i1

. . . δj1is
...

. . .
...

δjsi1 . . . δjsis

 .
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Beweis: Ist
s
a
l=1
il keine Permutation von

s
a
l=1
jl, so sind beide Seiten Null und

die Gleichheit ist offensichtlich. Sei also
s
a
l=1
il eine Permutation von

s
a
l=1
jl. Nach

Definition der Epsilonsymbole gilt

εi1...isks+1...kmε
j1...jsks+1...km =

∑
ks+1,...,km

det(ei1| . . . |ekm) det(ej1| . . . |ekm)

=
∑

ks+1,...,km

det

 δi11 . . . δkm1
...

. . .
...

δi1m . . . δkmm

 det

 δj11 . . . δkm1
...

. . .
...

δj1m . . . δkmm


=

∑
ks+1,...,km

( ∑
σ∈Sm

sgn(σ)
( s∏
l=1

δilσ(l)

)( m∏
l=s+1

δklσ(l)

))
·
( ∑
π∈Sm

sgn(π)
( s∏
l=1

δjlπ(l)

)( m∏
l=s+1

δklπ(l)

))
=
∑

σ,π∈Sm

sgn(σ) sgn(π)
( s∏
l=1

δilσ(l)

)( s∏
l=1

δjlπ(l)

)( m∏
l=s+1

δσ(l)π(l)

)
=
∑

σ,π̃∈Sm

sgn(σ) sgn(π̃ ◦ σ)
( s∏
l=1

δilσ(l)

)( s∏
l=1

δjlπ̃◦σ(l)

)( m∏
l=s+1

δσ(l)π̃◦σ(l)

)
=
∑
π̃∈Sm

sgn(π̃)
( s∏
l=1

δjlπ̃(il)

) ∑
σ∈Sm

σ(l)=il∀l∈{1,...,s}

( m∏
l=s+1

δσ(l)π̃◦σ(l)

)

=
∑
π̃∈Sm

π̃(l)=l,∀l 6∈{i1,...,is}

sgn(π̃)
( s∏
l=1

δjlπ̃(il)

) ∑
σ∈Sm

σ(l)=il∀l∈{1,...,s}

1

= (m− s)!
∑
π̃∈Sm

π̃(l)=l,∀l 6∈{i1,...,is}

sgn(π̃)
( s∏
l=1

δjlπ̃(il)

)

= (m− s)!
∑
σ̃∈Ss

sgn(σ̃)
( s∏
l=1

δjliσ̃(l)

)

= (m− s)! det

δj1i1 . . . δj1is
...

. . .
...

δjsi1 . . . δjsis

 = (m− s)! det

δ
j1
i1

. . . δj1is
...

. . .
...

δjsi1 . . . δjsis

 .

�
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B.6 Der Hodge-∗-Operator

Der Hodge-∗-Operator bildet in einer m-dimensionalen, orientierten, semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit bijektiv p-Formen auf (m − p)-Formen ab
und ist sehr hilfreich dabei, Gleichungen mit Formen global zu schreiben.

B.6.1 Satz (Hodge-∗-Operator)

Sei (M, g) eine orientierte, m-dimensionale, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit.

(a) Für jedes p = 1, . . . ,m, definiert g eine eindeutig bestimmte, nicht
ausgeartete, symmetrische R-Bilinearform auf Λp(TxM), die ebenfalls
wie das Skalarprodukt auf TxM mit gx notiert wird und welche

gx(ω
1
x ∧ · · · ∧ ωpx, η1

x ∧ · · · ∧ ηpx) = det
(
gx(#ω

i
x,#η

j
x)
)

erfüllt, wann immer
p
a
i=1
ωix,

p
a
j=1
ηjx ∈ Λ1(TxM) sind. # ist hierbei definiert

durch #ωix := gklx ω
i
x,k ∂

ϕ
l

∣∣∣
x
, wobei (U,ϕ) eine Karte von M um x ist.

(b) Für jedes p = 0, . . . ,m existiert eine eindeutig bestimmte, glatte, lineare
Abbildung ∗ : ΛpM −→ Λm−pM , der Hodge-∗-Operator, welcher

ωx ∧ ∗ηx = gx(ωx, ηx) dVg(x)

erfüllt für alle ωx ∈ Λp(TxM). Hierbei bezeichnet dVg die Riemannsche
Volumenform, siehe z.B. [O’N83]. Für (0,0)-Tensoren ω(x) und η(x)
gilt die Gleichheit gx

(
ω(x), η(x)

)
= ω(x) ∧ η(x) = ω(x)η(x).

Beweis der Nichtausgeartetheit: Angenommen für 0 6= ωx ∈ Λp(TxM)
gilt gx(ωx, ηx) = 0 ∀ηx ∈ Λp(TxM). Wähle irgendeine Karte (U,ϕ) von M
um x, dann gilt ωx = 1

p!
ωi1...ip(x) dxϕ

i1 ∧ · · · ∧ dxϕip und

0 = gx(ωx, dxϕ
j1 ∧ · · · ∧ dxϕjp)

= gx
( 1

p!
ωi1...ip(x) dxϕ

i1 ∧ · · · ∧ dxϕip , dxϕj1 ∧ · · · ∧ dxϕjp
)

=
1

p!
ωi1...ip(x) det

gx(#dxϕ
i1 ,#dxϕ

j1) . . . gx(#dxϕ
i1 ,#dxϕ

jp)
...

. . .
...

gx(#dxϕ
ip ,#dxϕ

j1) . . . gx(#dxϕ
ip ,#dxϕ

jp)


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= ωi1...ip(x)

p∏
k=1

gx(#dxϕ
ik ,#dxϕ

jk)

= ωi1...ip(x)

p∏
k=1

gx
(
gikl(x) ∂l

∣∣∣
x
, gjkn(p) ∂n

∣∣∣
x

)
= ωi1...ip(x)

p∏
k=1

gikl(x) gjkn(x) gln(x)

= ωi1...ip(x)

p∏
k=1

gikjk(x)

= ωj1...jp(x).

Diese Gleichheit gilt für alle Wahlen von (j1, . . . , jp) und damit folgt

ωi1...ip(x) = ωj1...jp(x)︸ ︷︷ ︸
=0

p∏
k=1

gjkik(x) = 0

für alle Wahlen von (i1, . . . , ip). Also ist schon ωx = 0 ∈ Λp(TxM) im Wider-
spruch zur Annahme. �

B.6.2 Bemerkung

Es ist nicht schwierig den Hodge-∗-Operator auf Differentialformen zu er-

klären. So ist z.B. für
s
a
i=1
ωi,

s
a
j=1
ηj ∈ Ω1M

g(ω1 ∧ · · · ∧ ωs, η1 ∧ · · · ∧ ηs) = det
(
g(#ωi,#ηj)

)
∈ C∞(M),

∗ : ΩsM −→ Ωm−sM definiert durch

ω ∧ ∗η = g(ω, η) dVg ∀ω ∈ ΩsM

und für Nullformen ω und η ist g(ω, η) = ω ∧ η = ωη

B.6.3 Lemma (Symmetrische Paarung von p-Formen)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann
wird wegen der Eigenschaften des Hodge-∗-Operators auf allen Elementen
von ΩpM , für welche das folgende Integral auch existiert, eine symmetrische
R-Bilinearform gegeben durch〈

ω, η
〉
M

:=

∫
M

ω ∧ ∗η =

∫
M

g(ω, η) dVg.
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Die symmetrische Paarung〈
·, ·
〉
M

: ΩpcM × ΩpcM −→ R〈
ω, η

〉
M

=

∫
M

ω ∧ ∗η

ist nicht entartet.

Beweis: Angenommen 0 6= ω ∈ ΩpcM mit
〈
ω, η

〉
= 0 ∀η ∈ ΩpcM . Es gibt

also eine Wahl (i1, . . . , ip) und einen Punkt x ∈ M , sodaß ωi1...ip(x) 6= 0,
o.B.d.A. ωi1...ip(x) > 0, wobei die Komponentenfunktion in irgendeiner Kar-
te (U,ϕ) mit x ∈ U zu verstehen ist. Da ωi1...ip ∈ C∞(U), gibt es folglich eine

Umgebung O ⊆◦ U von x mit ωi1...ip

∣∣∣
O
> 0. Weiter gibt es, da M lokal kompakt

ist, um x eine offene Umgebung W , die in einem Kompaktum K enthalten
ist. Definiere die offene Menge V := O∩W . Für diese gilt V ⊂ K und V ⊆◦ U .
Da U homöomorph zu einer offenen Menge des Rm ist, ist V homöomorph
zu einer offenen Menge des Rm. In dieser findet man ein Kompaktum und
da durch stetige Abbildungen Kompakta auf Kompakta abgebildet werden,
somit eine kompakte Menge A ⊂ V . Da M hausdorffsch ist, ist A abgeschlos-
sen in M . Zu dieser abgeschlossenen Menge A und zur offenen Menge V sei
χ ∈ C∞(M) die glatte Abschneidefunktion wie in Folgerung A.1.2, also

0 ≤ χ ≤ 1, χ
∣∣∣
A
≡ 1 und supp(χ) ⊂ V.

Da supp(χ) ⊂ V ⊂ K, ist χ kompakt getragen. η ∈ ΩpcM sei nun definiert
durch η := χdϕj1 ∧ · · · ∧ dϕjp , dann gilt

0=
〈
ω, χ dϕj1 ∧ · · · ∧ dϕjp

〉
=

∫
M

g(ω, χ dϕj1 ∧ · · · ∧ dϕjp) dVg=

∫
V

χωj1...jp dVg

=⇒ χωj1...jp
∣∣∣
V

= 0

=⇒ ωj1...jp
∣∣∣
A

= 0

=⇒ ωi1...ip

∣∣∣
A

= (ωj1...jp
p∏

k=1

gjkik)
∣∣∣
A

= 0,

was ein Widerspruch zu ωi1...ip

∣∣∣
V
> 0 ist. Also muß für ein ω ∈ ΩpcM mit〈

ω, η
〉

= 0 für alle η ∈ ΩpcM schon ω = 0 gelten. �

Es folgt unmittelbar, daß auch die Paarungen
〈
·, ·
〉
M

: ΩpcM × ΩpM −→ R
und

〈
·, ·
〉
M

: ΩpM × ΩpM −→ R nicht entartet sind.
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B.6.4 Lemma (Lokale Wirkung von ∗)
Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dann gilt lokal in einer Karte (U,ϕ) von M für ∗ : ΩpM −→ Ωm−pM ,
0 ≤ p ≤ m, die Gleichung

∗(dϕi1∧· · ·∧dϕip) =
sgn(ϕ)

(m− p)!
εj1...jpkp+1...km(

p∏
l=1

ϕgjlil)
√
|ϕg| dϕkp+1∧· · ·∧dϕkm

(sgn(ϕ) ist für eine positiv orientierte Karte +1 und für eine negativ orien-
tierte −1). Weiter gilt für ∗−1 : ΩpM −→ Ωm−pM , 0 ≤ p ≤ m, die Gleichung

∗−1 = (−1)p(m−p)(|g| · g−1) ∗ .

Beweis: Alle lokalen Größen sind in der Karte (U,ϕ) zu verstehen. Wähle

ω ∈ ΩpM beliebig, dann gelten lokal ω
∣∣∣
U

= 1
p!
ωn1...npdϕ

n1 ∧ · · · ∧ dϕnp und

ω
∣∣∣
U
∧
( sgn(ϕ)

(m− s)!
εj1...jpkp+1...km(

p∏
l=1

gjlil)
√
|g| dϕkp+1 ∧ · · · ∧ dϕkm

)
=

1

p!
ωn1...ns

sgn(ϕ)

(m− p)!
εj1...jpkp+1...km(

p∏
l=1

gjlil)
√
|g|

· dϕn1 ∧ · · · ∧ dϕnp ∧ dϕkp+1 ∧ · · · ∧ dϕkm

B.5.3
=

1

p!
ωn1...np

1

(m− p)!
εj1...jpkp+1...km(

p∏
l=1

gjlil)εn1...npkp+1...kmdVg

B.5.3
=

1

p!
ωn1...np det

δ
n1
j1

. . . δn1
jp

...
. . .

...
δ
np
j1

. . . δ
np
jp

 p∏
l=1

gjlildVg

= ωj1...jp

p∏
l=1

gjlildVg

=
1

p!
ωj1...jp det

g
j1i1 . . . gj1ip
...

. . .
...

gjpi1 . . . gjpip

 dVg

=
1

p!
ωj1...jp det

g(gj1µ ∂µ, g
i1ν ∂ν) . . . g(gj1µ ∂µ, g

ipν ∂ν)
...

. . .
...

g(gjpµ ∂µ, g
i1ν ∂ν) . . . g(gjpµ ∂µ, g

ipν ∂ν)

 dVg
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=
1

p!
ωj1...jp det

g(#dφj1 ,#dφi1) . . . g(#dφj1 ,#dφip)
...

. . .
...

g(#dφjp ,#dφi1) . . . g(#dφjp ,#dφip)

 dVg

= g(ω
∣∣∣
U
, dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip) dVg

= ω
∣∣∣
U
∧ ∗ (dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip).

Für die lokale Darstellung von ∗−1 berechne ∗∗ : Ωm−pM −→ Ωm−pM in
einer beliebig gewählten Karte (U,ϕ).

∗ ∗(dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕim−p)

= ∗
(sgn(ϕ)

p!
εj1...jm−pkm−p+1...km(

m−p∏
l=1

gjlil)
√
|g| dϕkm−p+1 ∧ · · · ∧ dϕkm

)
=

sgn(ϕ)2

p!
εj1...jm−pkm−p+1...km(

m−p∏
l=1

gjlil)
√
|g| 1

(m− p)!

· εam−p+1...amb1...bm−p(
m∏

l=m−p+1

galkl)
√
|g| dϕb1 ∧ · · · ∧ dϕbm−p

= (−1)p(m−p)
1

p!(m− p)!
εj1...jm−pkm−p+1...km(

m−p∏
l=1

gjlil)|g|

· εb1...bm−pam−p+1...am(
m∏

l=m−p+1

galkl) dϕb1 ∧ · · · ∧ dϕbm−p

B.5.3
= (−1)p(m−p)

1

p!(m− p)!
εi1...im−pam−p+1...amg−1|g|

· εb1...bm−pam−p+1...amdϕ
b1 ∧ · · · ∧ dϕbm−p

B.5.3
= (−1)p(m−p)

1

p!
g−1|g|

δ
i1
b1

. . . δi1bm−p
...

. . .
...

δ
ip
b1

. . . δ
im−p
bm−p

 dϕb1 ∧ · · · ∧ dϕbm−p

= (−1)p(m−p)g−1|g| dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕim−p

=⇒ (−1)p(m−p)g−1|g| ∗ ∗
∣∣∣
U

= idΩm−p

∣∣∣
U

=⇒ (−1)p(m−p)g−1|g| ∗ ∗ = idΩm−p ,

da (U,ϕ) beliebig gewählt war. �

161



B.7. Das Kodifferential

B.7 Das Kodifferential

Die äußere Ableitung und der Hodge-∗-Operator werden, da sie in einer be-
stimmten Kombination häufig auftreten, zu einem dritten Operator δ zu-
sammengefaßt, welcher aus p-Formen (p− 1)-Formen macht. Diesen Opera-
tor δ nennt man das Kodifferential oder die Koableitung. Um dies mathe-
matisch zu präzisieren sei (M, g) eine zunächst orientierte, m-dimensionale,
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und

〈
·, ·
〉
M

die in Unterabschnitt B.6.3
eingeführte, symmetrische Bilinearform. Für alle ω ∈ ΩpM, η ∈ Ωp−1M mit
supp(ω) ∩ supp(η) ⊂M kompakt ist das Kodifferential δ : ΩpM −→ Ωp−1M
definiert als die eindeutig bestimmte Abbildung für die〈

δω, η
〉
M

=
〈
ω, dη

〉
M

gilt. Die Integrale existieren wegen supp(ω) ∩ supp(η) ⊂ M kompakt und
in diesem Sinne ist die Koableitung δ der zur äußeren Ableitung d formal
adjungierte Operator.

dη ∧ ∗ω = d(η ∧ ∗ω) + (−1)pη ∧ d ∗ ω
= d(η ∧ ∗ω) + (−1)pη ∧ ∗ ∗−1 d ∗ ω
= d(η ∧ ∗ω) + η ∧ ∗

(
(−1)p ∗−1 d ∗ ω

)
=⇒

∫
M

dη ∧ ∗ω =

∫
M

d(η ∧ ∗ω) +

∫
M

η ∧ ∗
(
(−1)p ∗−1 d ∗ ω

)
.

Mit dem Satz von Stokes erhält man weiter∫
M

d(η ∧ ∗ω) = 0.

Für das Kodifferential einer p-Form gilt daher die Formel

δ = (−1)p ∗−1 d ∗ .

Mittels dieser Gleichung läßt sich das Kodifferential für alle ω ∈ ΩpM defi-
nieren und nicht nur für diejenigen, für welche die Integrale existieren. Aber
Vorsicht! Denn nicht für alle Formen ω ∈ ΩpM und alle Formen η ∈ Ωp−1M ,
für welche die Integrale existieren gilt

〈
δω, η

〉
M

=
〈
ω, dη

〉
M

. Im Allgemeinen

treten noch Randterme auf, sodaß
〈
δω, η

〉
M

=
〈
ω, dη

〉
M

+ Randterme gilt.
Für eine Nullform ist δ = 0 und weiter gilt auch δ ◦ δ = 0. Gilt für eine Dif-
ferentialform ω ∈ ΩpM die Gleichung δω = 0, so heißt sie kogeschlossen. Sie
heißt koexakt genau dann, wenn es ein η ∈ Ωp+1M mit ω = δη gibt. Es mag
bisher so aussehen, als hänge δ von der Orientierung der Mannigfaltigkeit ab.
Das dem in Wirklichkeit nicht so ist, zeigt das folgende Lemma:
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B.7.1 Lemma (Lokale Wirkung von δ)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Dann gilt lokal in irgendeiner Karte (U,ϕ) von M für die Koableitung
δ : ΩpM −→ Ωp−1M , 1 ≤ p ≤ m:

δω
∣∣∣
U

= − 1

(p− 1)!

1√
|ϕg|

∂ϕkp

(
ϕωkpj1...jp−1

√
|ϕg|
)p−1∏
l=1

ϕgjlkldϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1 .

Beweis: Sei (U,ϕ) eine beliebige Karte. Kein Kartenwechsel wird durch-
geführt und daher sind alle Komponentenfunktionen und Ableitungen in die-

ser Karte zu verstehen. Sei ω ∈ ΩpM , dann gilt ω
∣∣∣
U

= 1
p!
ωi1...ipdϕ

i1∧· · ·∧dϕip

und

∗ω
∣∣∣
U

B.6.4
=

1

p!
ωi1...ip

sgn(ϕ)

(m− p)!
εj1...jpkp+1...km(

p∏
l=1

gjlil)
√
|g| dϕks+1 ∧ · · · ∧ dϕkm

=
sgn(ϕ)

p!(m− p)!
ωj1...jpεj1...jpkp+1...km

√
|g| dϕkp+1 ∧ · · · ∧ dϕkm

=⇒

d ∗ ω
∣∣∣
U

=
sgn(ϕ)

p!(m− p)!
∂kp

(
ωj1...jp

√
|g|
)
εj1...jpkp+1...kmdϕ

kp ∧ · · · ∧ dϕkm

=⇒

∗−1d ∗ ω
∣∣∣
U

B.6.4
= (−1)(m−p+1)(p−1)|g|g−1 ∗ d ∗ ω

∣∣∣
U

B.6.4
=

(−1)(m−p+1)(p−1)|g|g−1

p!(m− p)!(p− 1)!
∂kp

(
ωj1...jp

√
|g|
)
εj1...jpkp+1...km

· εap...amb1...bp−1(
m∏
l=p

galkl)
√
|g| dϕb1 ∧ · · · ∧ dϕbp−1

=
(−1)(m−p+1)(p−1)|g|g−1

p!(m− p)!(p− 1)!
∂kp

(
ωj1...jp

√
|g|
)
εj1...jpkp+1...km

· εap...amb1...bp−1(
m∏
l=p

galkl)(

p−1∏
l=1

gblml)(

p−1∏
l=1

gmlnl)
√
|g|dϕn1∧· · · ∧dϕnp−1
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B.5.2
=

(−1)(m−p+1)(p−1)

p!(m− p)!(p− 1)!

1√
|g|

∂kp

(
ωj1...jp

√
|g|
)
εj1...jpkp+1...km

· εkp...kmm1...mp−1(

p−1∏
l=1

gmlnl) dϕ
n1 ∧ · · · ∧ dϕnp−1

=
(−1)(m−p+1)(p−1)(−1)(m−p)(p−1)

p!(m− p)!(p− 1)!

1√
|g|
∂kp

(
ωj1...jp

√
|g|
)

· εj1...jpkp+1...kmε
kpm1...mp−1kp+1...km(

p−1∏
l=1

gmlnl) dϕ
n1 ∧ · · · ∧ dϕnp−1

B.5.3
=

(−1)(p−1)

p!(p− 1)!

1√
|g|
∂kp

(
ωj1...jp

√
|g|
)

· det

 δ
kp
j1

. . . δ
kp
jp

...
. . .

...
δ
mp−1

j1
. . . δ

mp−1

jp

 (

p−1∏
l=1

gmlnl) dϕ
n1 ∧ · · · ∧ dϕnp−1

=
(−1)(p−1)

(p− 1)!
√
|g|

∂kp

(
ωkpm1...mp−1

√
|g|
)

(

p−1∏
l=1

gmlnl)dϕ
n1∧· · · ∧ dϕnp−1

=⇒

δω
∣∣∣
U

= (−1)p ∗−1 d ∗ ω
∣∣∣
U

= − 1

(p− 1)!

1√
|g|
∂kp

(
ωkpm1...mp−1

√
|g|
)

(

p−1∏
l=1

gmlnl)dϕ
n1 ∧ · · · ∧ dϕnp−1 .

�

Wegen der zweifachen Anwendung des Hodge-∗-Operators ist δ unabhängig
von der gewählten Orientierung der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit.
D.h. δ läßt sich auch für nicht orientierbare Mannigfaltigkeiten wohldefi-
nieren, und zwar für eine p-Form ω ∈ ΩpM ist δω diejenige eindeutig be-
stimmte (p−1)-Form, die lokal in einer beliebigen Karte (U,ϕ) gegeben wird
durch den obigen lokalen Audruck. Daß sich dieser Ausdruck auch gemäß
dem Transformationsverhalten von Tensoren transformiert, sieht man ganz
deutlich anhand des nächsten Lemmas:

B.7.2 Lemma (Kodifferential und Levi-Civita)

Sei (M, g) eine m-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und be-
zeichne ∇ den linearen Zusammenhang auf dem Vektorbündel (ΛpM,M, π),
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der vom Levi-Civita Zusammenhang induziert wird. Dann gilt lokal in irgend-
einer Karte (U,ϕ) von M für δ : ΩpM −→ Ωp−1M , 1 ≤ p ≤ m:

δω
∣∣∣
U

= − 1

(p− 1)!
ϕ∇iϕωi j1...jp−1

p−1∏
l=1

ϕgjlkldϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

= − 1

(p− 1)!
ϕgijϕ∇iϕωj k1...kp−1dϕ

k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1 .

Beweis: Wende Lemma B.3.3 auf die lokale Gestalt von δω an und benutze
Lemma B.3.2(iii). �

B.7.3 Lemma (Koexakt und exakt)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit und 0 < p < m. Eine kogeschlossene p-Form ω ∈ ΩpM ist genau dann
koexakt, wenn ihr Hodgeduales ∗ω exakt ist.

Beweis:
”
⇐=“: Sei ω ∈ ΩpM mit δω = 0 und ω = δη, η ∈ Ωp+1M .

ω = δη = (−1)p+1 ∗−1 d ∗ η
=⇒ ∗ω = d

(
(−1)p+1 ∗ η

)
.

”
=⇒“: Sei ω ∈ ΩpM mit δω = 0 und ∗ω = dθ, θ ∈ Ωp−1M .

∗ω = dθ = d ∗ ∗−1θ = d ∗ η
=⇒ ω = ∗−1d ∗ η = (−1)m−p+1 ∗−1 d ∗

(
(−1)m−p+1η

)
= δ
(
(−1)m−p+1η

)
.

�

B.8 Der Wellenoperator

Das Cauchyproblem der Maxwellgleichungen wird in der Regel nicht direkt
gelöst, sondern auf das Cauchyproblem einer inhomogenen Wellengleichung
zurückgeführt. Aus diesem Grund lohnt es sich einen Abschnitt dem Wellen-
operator � := −dδ − δd für p-Formen zu widmen. Wir werden zuerst etwas
Allgemeines zu Differentialoperatoren sagen und behandeln diese Aussagen
dann an Beispielen, die für die Diskussion des Wellenoperators von Differen-
tialformen relevant sind. In der Darstellung der allgemeinen Aussagen und
Beispiele zu Differentialoperatoren folgen wir [BGP07], mit Ausnahme der
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Konvention der Metrik. Dies führt aber zu keinerlei Unterschieden, da wir
an den erforderlichen Stellen (z.B. in der Definition von normal hyperboli-
schen Operatoren) ein zusätzliches Minuszeichen einfügen, sodaß die lokalen
Ausdrücke exakt mit denen von [BGP07] übereinstimmen.

B.8.1 Definition (Linearer Differentialoperator)

Seien (E,M, πE) ein e-Vektorbündel und (F,M, πF ) ein f-Vektorbündel über
einer m-dimensionalen, glatten Mannigfaltigkeit M . Ein linearer Differen-
tialoperator von E nach F von maximaler Ordnung k ist eine R-lineare Ab-
bildung

L : Γ∞(M,E) −→ Γ∞(M,F ),

sodaß gilt: Für jedes p ∈ M ∃ Karte (U,ϕ) um p ∈ M und Bündelkarten
Φ : π−1

E (U) −→ U × Re, Ψ : π−1
F (U) −→ U × Rf , sodaß lokal

prU×R
f

Rf ◦Ψ ◦ (Ls
∣∣∣
U

) =
∑
|α|≤k

Aα
∂|α|

∂ϕα
(prU×R

e

Re ◦ Φ ◦ s
∣∣∣
U

)

gilt, wobei Aα : U −→ HomR(Re,Rf ) glatte Abbildungen sind, die durchaus
von der gewählten Karte (U,ϕ) abhängig sein können, s ∈ Γ∞(M,E) ein

Schnitt, α = (
m
a
i=1
αi) ein Multiindex mit ∂|α|

∂ϕα
= ∂α1+···+αm

(∂ϕ1)α1 ...(∂ϕm)αm
und |α| =

m∑
i=1

αi

ist. Anders formuliert existiert ∀p ∈M eine Karte (U,ϕ) um p und für jeden

lokalen Rahmen (
m
a
i=1
Ei), (

m
a
j=1
Fj) von E und F ist Ls von der Gestalt

Ls
∣∣∣
U

=
∑
α≤k

Ajα,i
∂|α|si

∂ϕα
Fj,

wobei Ajα,i : U −→ R glatte Abbildungen sind, die wieder von der gewählten
Karte (U,ϕ) abhängen können.

Ist ein linearer Differentialoperator von maximaler Ordung k, aber nicht mehr
von maximaler Ordnung k−1, so nennt man ihn einem linearen Differential-
operator der Ordnung k. Für lineare Differentialoperatoren gilt

supp(Ls) ⊆ supp(s).
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B.8.2 Definition (Führendes Symbol)

Sei L : Γ∞(M,E) −→ Γ∞(M,F ) ein linearer Differentialoperator der Ord-
nung k von dem Vektorbündel E in das Vektorbündel F . Das führende Sym-
bol von L ist die Abbildung

σL : T ∗M −→ HomR(E,F ),

genauer

σL

∣∣∣
T ∗pM

: T ∗pM −→ HomR(Ep, Fp),

die lokal definiert ist wie folgt: Sei (U,ϕ) Karte um p ∈M und Φ,Ψ Bündel-
karten wie in B.8.1. Sei weiter ϕξsdϕ

s = ξ ∈ T ∗pM , dann ist

σL(ξ) :=
∑
|α|=k

(pr
{p}×Rf
Rf ◦Ψ)−1 ◦ ϕξαAα(p) ◦ (pr

{p}×Re
Re ◦ Φ),

wobei ϕξα =
m∏
s=1

(ϕξs)
αs. Anders formuliert hat man ∀p ∈M mit Karte (U,ϕ)

um p und für jeden lokalen Rahmen (
m
a
i=1
Ei), (

m
a
j=1
Fj) von E und F , sodaß

Ls von der Gestalt Ls
∣∣∣
U

=
∑

α≤k A
j
α,i

∂|α|si

∂ϕα
Fj für s ∈ Γ∞(M,E) ist, folgende

lokale Darstellung des führenden Symbols:

σL(ξ)(up) =
∑
|α|=k

uip · A
j
α,i(p)ξ

αFj(p),

wobei up ∈ Ep ist.

Man kann zeigen, daß das führende Symbol wohldefiniert ist, d.h. unabhängig
von irgendwelchen Wahlen einer Karte oder Bündelkarten. Ist weiter L1 :
Γ∞(M,E) −→ Γ∞(M,F ) ein linearer Differentialoperator der Ordnung k
und L2 : Γ∞(M,G) −→ Γ∞(M,G) ein linearer Differentialoperator der Ord-
nung l, so ist L2 ◦ L1 ein linearer Differentialoperator der Ordnung k+l mit
führendem Symbol

σL2◦L1(ξ) = σL2(ξ) ◦ σL1(ξ).

B.8.3 Definition (Normal hyperbolisch)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Ein linearer Differentialoperator P :
Γ∞(M,E) −→ Γ∞(M,E) der Ordnung 2 heißt normal hyperbolisch mit
führendem Symbol vom metrischen Typ genau dann, wenn

σP (ξ) = gp(#ξ,#ξ)idEp ∀p ∈M,∀ξ ∈ T ∗pM.
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B.8.4 Beispiele von Differentialoperatoren

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x ∈ M , ξ ∈ T ∗xM , ω ∈
ΩpM und (U,ϕ) eine Karte von M um x.

• Sei L : Γ∞(M,E) −→ Γ∞(M,F ) ein linearer Differentialoperator der

Ordnung 0, d.h. insbesondere Ls
∣∣∣
U

= Ajis
iFj mit jedem lokalen Rahmen

(
m
a
i=1
Ei), (

m
a
j=1
Fj) von E und F . Es folgt für das führende Symbol

σL(ξ)(sx) = Aji (x)sixFj(x) = Lsx =⇒ σL(ξ) = L.

Vergleicht man dies mit Satz B.6.1 und insbesondere Lemma B.6.4, so
kann man folgern, daß der Hodge-∗-Operator ein linearer Differential-
operator 0.Ordnung ist. Das führende Symbol des Hodge-∗-Operators
ist er gerade wieder selber.

• Die äußere Ableitung d : ΩpM −→ Ωp+1M .

ω
∣∣∣
U

=
1

p!
ϕωj1...jpdϕ

j1 ∧ · · · ∧ dϕjp ,

dω
∣∣∣
U

=
1

p!
∂ϕi

ϕωj1...jpdϕ
i ∧ dϕj1 ∧ · · · ∧ dϕjp

=⇒ d ist ein linearer Differentialoperator 1.Ordnung. Das führende
Symbol ergibt sich zu

σd(ξ)(ωx) =
1

p!
ϕωj1...jp(x)ϕξi dxϕ

i ∧ dxϕj1 ∧ · · · ∧ dxϕjp = ξ ∧ ωx.

• Das Kodifferential δ : ΩpM −→ Ωp−1M . Wegen der vorherigen Beispie-
le ist das Kodifferential ein linearer Differentialoperator der Ordnung
1 mit führendem Symbol

σδ(ξ)(ωx) = (−1)pσ∗−1d∗(ξ)(ωx) = (−1)pσ∗−1d(ξ)(∗ωx)
= (−1)pσ∗−1(ξ)(ξ ∧ ∗ωx) = (−1)p ∗−1 (ξ ∧ ∗ωx)

B.7.2
= − 1

(p− 1)!
ϕξi

ϕωi j1...jp−1(x)

p−1∏
l=1

ϕgjlkl(x) dxϕ
k1 ∧ · · · ∧ dxϕkp−1

= −ωx(#ξ).
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• Sei ∇ ein linearer Zusammenhang auf (E,M, π). Betrachte ∇ als Ab-

bildung ∇ : Γ∞(E) −→ Γ(T ∗M ⊗ E). Sei (
e
a
i=1
Ei) ein lokaler Rahmen

und (
e
a
i=1
E i) der zugehörige duale Rahmen.

∇s
∣∣∣
U

= (∇s)ji dϕi ⊗ Ej, mit

(∇s)ji = ∇s
∣∣∣
U

(∂ϕi , E j) = ∇∂ϕi s
∣∣∣
U

(E j) =
(
(∂ϕi s

k)Ek + sk∇∂ϕi Ek
)
(E j)

= ∂ϕi s
j + sk

(
∇∂ϕi Ek

)
(E j)︸ ︷︷ ︸

∈C∞(U,R)

=⇒ ∇ ist ein linearer Differentialoperator 1.Ordnung. Das führende
Symbol errechnet sich zu

σ∇(ξ)(sx) = sjx
ϕξi dxϕ

i ⊗ Ej(x) = ξ ⊗ sx.

B.8.5 Satz (Wellenoperator für Differentialformen)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, Lorentzmannigfaltigkeit und 0 ≤
p ≤ m. Dann ist der Wellenoperator für die p-Formen,

� = −(dδ + δd),

ein normal hyperbolischer Differentialoperator ΩpM −→ ΩpM mit führendem
Symbol vom metrischen Typ.

Beweis: � ist ein linearer Differentialoperator 2.Ordnung nach Definition
und Unterabschnitt B.8.4. Sei ω ∈ ΩpM und (U,ϕ) eine Karte. Alle fol-
genden Ableitungen und Komponentenfunktionen sind in dieser Karte zu
verstehen, da kein Kartenwechsel durchgeführt wird. Bezeichne weiter ∇ den
vom Levi-Civita Zusammenhang auf (ΛpM,M, π) induzierten, linearen Zu-
sammenhang, dann gilt lokal

�ω
∣∣∣
U

B.3.4
B.7.2
=
(
− 1

(p− 1)!
∇k1(δω)k2...kp +

1

p!
gik0∇i(dω)k0k1...kp

)
dϕk1 ∧ · · · ∧ dϕkp

A.5.7
B.7.2
=
( 1

(p− 1)!
∇k1(gij∇iωj k2...kp) +

1

p!
gik0∇i

( p∑
l=0

(−1)l∇klωk0...kl−1kl+1...kp

))
· dϕk1 ∧ · · · ∧ dϕkp

=
1

p!
gik0∇i∇k0ωk1...kpdϕ

k1 ∧ · · · ∧ dϕkp
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+
1

(p− 1)!
gij∇k1∇iωj k2...kpdϕ

k1 ∧ · · · ∧ dϕkp

+
1

p!
gik0∇i

p∑
l=1

(−1)l∇klωk0...kl−1kl+1...kpdϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp

=
1

p!
gik0∇i∇k0ωk1...kpdϕ

k1 ∧ · · · ∧ dϕkp

+
1

(p− 1)!
gij∇k1∇iωj k2...kpdϕ

k1 ∧ · · · ∧ dϕkp

− 1

(p− 1)!
gik0∇i∇k1ωk0k2...kpdϕ

k1 ∧ · · · ∧ dϕkp

=
( 1

p!
gij∇i∇jωk1...kp −

1

(p− 1)!
gij[∇i,∇k1 ]ωj k2...kp

)
dϕk1 ∧ · · · ∧ dϕkp .

�

Um die Summe auszurechnen, wurde in jedem Summanden k1 in kl und kl
in k1 umbenannt und dann die Antisymmetrie von dϕk1 ∧ · · · ∧ dϕkp ausge-
nutzt. An dem so erhaltenen lokalen Ausdruck sieht man, daß � ein normal
hyperbolischer Differentialoperator ist.

B.8.6 Definition (d’Alembert Operator)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit und ∇E ein linearer Zusammenhang
auf dem Vektorbündel (E,M, π). ∇E und der vom Levi-Civita Zusammen-
hang auf T ∗M induzierte, lineare Zusammenhang ∇LC induzieren einen li-
nearen Zusammenhang ∇LC⊗E : Γ∞(T ∗M⊗E) −→ Γ∞(T ∗M⊗T ∗M⊗E) auf
dem Vektorbündel T ∗M ⊗E. Der d’Alembert Operator des Zusammenhangs
ist definiert als

�∇
E

: Γ∞(M,E) −→ Γ∞(M,E),

�∇
E

= (Spur⊗idE) ◦ ∇LC⊗E ◦ ∇E,

wobei Spur : T ∗M ⊗ T ∗M −→ R die metrische Spur sein soll, also Spur(α⊗
β) = g(#α,#β).

B.8.7 Satz (Weitzenböckformel)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit und P : Γ∞(M,E) −→ Γ∞(M,E)
ein normal hyperbolischer Operator. Dann existiert ein eindeutig bestimmter,
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Anhang B. Semi-Riemannsche Differentialgeometrie

linearer Zusammenhang ∇ auf dem Vektorbündel (E,M, πE) und ein eindeu-
tig bestimmtes B ∈ Γ∞

(
M,EndRE = HomR(E,E)

)
, mit Bp ∈ EndR(Ep),

sodaß

P = �∇ +B.

Beweis: Siehe [BGP07, Lem.1.5.5]. �

Der so eindeutig bestimmte, lineare Zusammenhang heißt der P-kompatible
Zusammenhang.

B.8.8 Satz (Der �-kompatible Zusammenhang)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, Lorentzmannigfaltigkeit und 0 ≤
p ≤ m. Dann ist der �-kompatible Zusammenhang auf dem Vektorbündel
der alternierenden (0,p)-Tensoren der vom Levi-Civita Zusammenhang ∇LC

induzierte, lineare Zusammenhang ∇0
p.

Beweis: Wähle eine Karte (U,ϕ) von M , eine p-Form ω ∈ ΩpM und berech-
ne lokal

�∇
0
pω
∣∣∣
U

= (Spur⊗id) ◦ ∇LC⊗0
p ◦ ∇0

p ω
∣∣∣
U

B.2.6
= (Spur⊗id) ◦ ∇LC⊗0

p(
1

p!
∇0
p,i0
ωi1...ipdϕ

i0 ⊗ dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip)

B.2.6
= (Spur⊗id)(

1

p!
∇LC⊗0

p

i−1
∇0
p,i0
ωi1...ipdϕ

i−1 ⊗ dϕi0 ⊗ dϕi1∧ · · · ∧ dϕip)

= gi−1i0
1

p!
∇LC⊗0

p

i−1
∇0
p,i0
ωi1...ipdϕ

i1 ∧ · · · ∧ dϕip ,

oder, um die Notation einfacher und verständlicher zu halten,

�∇
0
pω
∣∣∣
U

= gi−1i0
1

p!
∇i−1∇i0ωi1...ipdϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip .

�∇
0
p unterscheidet sich also von � nur in einem Feld von Endomorphismen,

genauer nur durch einen Term in Krümmungsgrößen, und nach der Weit-
zenböckformel folgt die Aussage dieses Satzes. �
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B.8.9 Lemma (Vertauschbarkeit von d und δ mit �)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, Lorentzmannigfaltigkeit und 0 ≤
p ≤ m. Dann vertauscht der Wellenoperator � von p-Formen mit der äuße-
ren Ableitung d und der Koableitung δ. In Formeln gelten also:

d� = �d,

δ� = �δ.

Man beachte, daß in beiden Gleichungen auf der linken Seite ein anderer
Wellenoperator gemeint ist, als auf der rechten Seite. Auf der linken Seite ist
in beiden Fällen der Wellenoperator für p-Formen gemeint, auf der rechten
einmal der Wellenoperator für (p+1)-Formen (Vertauschen mit d) und einmal
derjenige für (p− 1)-Formen (Vertauschen mit δ).

Beweis: Sei ω ∈ ΩpM eine p-Form.

�dω = −(dδ + δd)dω = −dδdω,
d�ω = −d(dδ + δd)ω = −dδdω.

�δω = −(dδ + δd)δω = −δdδω,
δ�ω = −δ(dδ + δd)ω = −δdδω.

�

B.9 Komplexwertige Differentialformen

In Hinblick auf eine Quantentheorie wollen wir nicht nur reellwertige Diffe-
rentialformen, sondern auch komplexwertige Differentialformen betrachten.
Durch die Vorarbeit, die in den bisherigen Kapiteln des Anhanges geleistet
wurde, ist es nun nicht mehr schwer, anzugeben, wie man mit komplexwer-
tigen Differentialformen umzugehen hat.

B.9.1 Definition

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ist ein alternierender komplexwer-
tiger (0, p)-Tensor eine alternierende R-multilineare Abbildung

ωx : TxM × · · · × TxM︸ ︷︷ ︸
x−mal

−→ C, x ∈M.
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Anhang B. Semi-Riemannsche Differentialgeometrie

Die alternierenden komplexwertigen (0, p)-Tensoren bilden einen Vektorraum
über C und damit auch über R, der mit Λp(TxM,C) bezeichnet wird. Als
Konvention wird Λ0(TxM) = C vereinbart. Jedes Element in Λp(TxM,C)
ist eindeutig in einen Real- und Imaginärteil zerlegbar, die für sich selbst
genommen, alternierende, reellwertige (0, p)-Tensoren aus Λp(TxM) sind.
Deswegen und nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gilt

Λp(TxM,C) ∼= Λp(TxM)⊕ Λp(TxM) ∼= Λp(TxM)⊗R C.

Das Tensorbündel Λp(M,C) :=
⋃
x∈M

Λp(TxM,C) der komplexwertigen (0, p)-

Tensoren ist aus diesem Grund eine (m+ 2

(
m
p

)
)-dimensionale, glatte Man-

nigfaltigkeit und
(
Λp(M,C),M, π

)
ist ein 2

(
m
p

)
-dimensionales, glattes R-

Vektorraumbündel über M .
Der R-Vektorraum der komplexwertigen p-Formen ist nun definiert als die
Komplexifizierung des R-Vektorraumes der reellwertigen p-Formen

Ωp(M,C) := ΩpM ⊗R C ∼= ΩpM ⊕ ΩpM.

Wegen dieser Definition besitzen die Elemente aus Ωp(M,C) eine eindeutige
Zerlegung in einen Real- und Imaginärteil, die wieder für sich genommen
reellwertige Differentialformen

(
glatte Schnitte in (ΛpM,M, π)

)
sind:

ω = ω< + iω= =

(
ω<
ω=

)
, ω<, ω= ∈ ΩpM.

Somit sind die Elemente aus Ωp(M,C) die glatten Schnitte im Vektorbündel(
Λp(M,C),M, π

)
nach der Komponentenregel. In einer Karte (U,ϕ) von M

gilt für ein ω ∈ Ωp(M,C)

ω
∣∣∣
U

=
1

p!
ϕωi1...ipdϕ

i1 ∧ · · · ∧ dϕip ,

wobei

ϕωi1...ip ∈ C∞(U,C).

ϕωi1...ip ∈ C∞(U,C) ist nun wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit äquivalent
dazu, daß

<(ϕωi1...ip) = ϕω< i1...ip ∈ C∞(U),

=(ϕωi1...ip) = ϕω= i1...ip ∈ C∞(U)

gelten.
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B.9.2 Operatoren

Wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit eines ω ∈ Ωs(M,C) in Real- und Ima-
ginärteil werden die für reellwertige p-Formen bekannten Operationen auf
komplexwertige p-Formen durch komponentenweise Anwendung fortgesetzt.
Dies garantiert insbesondere die C-Linearität dieser Operationen. So wer-
den z.B. die äußere Ableitung, der Hodge-∗-Operator und die Koableitung
definiert durch

d : Ωp(M,C) −→ Ω(p+ 1)(M,C)

ω 7−→ dω := dω< + i dω=,

∗ : Ωp(M,C) −→ Ω(m− p)(M,C)

ω 7−→ ∗ω := ∗ω< + i ∗ω=,

δ : Ωp(M,C) −→ Ω(p− 1)(M,C)

ω 7−→ δω := δω< + i δω=.

Genauso werden das Integral, das Zurückholen und Vorschieben komplex-
wertiger Differentialformen und der von dem Levi-Civita-Zusammenhang auf(
Λp(M,C),M, π

)
induzierte Zusammenhang definiert durch∫

: Ωp(M,C) −→ C

ω 7−→
∫
ω :=

∫
ω< + i

∫
ω=,

F : N −→M,

F pb : Ωp(M,C) −→ Ωp(N,C)

ω 7−→ F pbω := F pbω< + iF pbω=,

Fpf : Ωp(N,C) −→ Ωp(M,C)

ω 7−→ Fpfω := Fpfω< + iFpfω=,

∇ : Γ∞(TM)× Ωp(M,C) −→ Ωp(M,C)

(X,ω) 7−→ ∇Xω := ∇Xω< + i∇Xω=,

wobei anzumerken ist, daß der so definierte lineare Zusammenhang auf dem
Vektorbündel

(
Λp(M,C),M, π

)
genau derjenige ist, den man durch Lemma
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B.2.4 auf ΛpM ⊕ ΛpM erhält. Durch die komponentenweise Anwendung auf
Real- und Imaginärteil vertauschen die Operatoren d, ∗, δ,

∫
,∇, das Zurück-

holen und das Drücken mit der komplexen Konjugation. Globale Aussa-
gen, wie z.B. der Stokessche Intergalsatz, gelten mit diesen Definitionen für
komplexwertige Formen genauso wie für reellwertige Formen. Ebenso stim-
men alle lokalen Ausdrücke von und mit komplexwertigen Differentialformen
mit den entsprechenden lokalen Ausdrücken reellwertiger Differentialformen,
wie sie in den bisherigen Kapiteln des Anhanges bereits angegeben wurden,
vollständig überein. Man muß sich nur immer ins Gedächtnis rufen, daß die
Komponentenfunktion nun komplexwertige, glatte Funktionen sind. Aus die-
sem Grund folgt auch, daß der Wellenoperator � = −δd−dδ für komplexwer-
tige Formen normal hyperbolisch mit führendem Symbol vom metrischen Typ
ist. Der �-kompatible, lineare Zusammenhang ist dann der zuvor definierte
Zusammenhang ∇, der vom Levi-Civita-Zusammenhang induziert wird.

B.9.3 Symmetrische Paarung

Eine wichtige Sache, die noch neu geklärt werden muß, ist die symmetrische
Paarung von komplexwertigen Formen. Für reellwertige Formen wurde diese
in Unterabschnitt B.6.3 angegeben. Für komplexwertige, kompakt getragene
p-Formen wird die symmetrische Paarung genauso durch〈

·, ·
〉

: Ωpc(M,C)× Ωpc(M,C) −→ C〈
ω, η

〉
:=

∫
M

ω ∧ ∗η,

definiert. Wegen den Eigenschaften der symmetrischen Paarung reellwertiger
Differentialformen ist die so definerte Paarung für komplexwertige Differen-
tialformen symmetrisch und nicht ausgeartet, da∫

M

ω ∧ ∗η =

∫
M

ω< ∧ ∗η< − ω= ∧ ∗η= + i

∫
M

ω< ∧ ∗η= + ω= ∧ ∗η<.

Hiermit folgert man dann, daß auch
〈
·, ·
〉
M

: Ωpc(M,C) × Ωp(M,C) −→ C
und

〈
·, ·
〉
M

: Ωp(M,C)×Ωp(M,C) −→ C nicht entartet sind. Bezüglich dieser
Paarung sind die äußere Ableitung und die Koableitung für komplexwertige
Formen zueinander formal adjungierte Operatoren.
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Lorentzgeometrie

C.1 Erste Definitionen

C.1.1 Definition (Lorentzmannigfaltigkeit)

Eine Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) ist eine semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Signatur (+,−,−,−).

C.1.2 Definition (Licht-, raum- und zeitartig)

Sei (M, g) ein Lorentzmannigfaltigkeit und p ∈ M . Dann heißt ein Vektor
vp ∈ TpM \ {0}

• lichtartig :⇐⇒ gp(vp, vp) = 0.

• raumartig :⇐⇒ g(vp, vp) < 0.

• zeitartig :⇐⇒ g(vp, vp) > 0.

• kausal :⇐⇒ g(vp, vp) ≥ 0.

Man beachte, daß ein lichtartiger oder ein kausaler Vektor per definitionem
niemals der Nullvektor ist! Eine glatte Kurve c : I ⊆ R −→ M heißt licht-,
raum-, zeitartig oder kausal genau dann, wenn für alle t ∈ I der Tangenti-
alvektor ċ(t) licht-, raum-, zeitartig oder kausal ist. Eine glatte eingebettete
UntermannigfaltigkeitN vonM heißt licht-, raum- oder zeitartig genau dann,
wenn TpN licht-, raum- oder zeitartig für alle p ∈ N bzgl. des von der Lor-
entzmetrik induzierten (0, 2)-Tensorfeldes ist, d.h. vp ist licht-, raum- oder
zeitartig für alle vp ∈ TpN \ {0}, für alle p ∈ N .
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C.1.3 Satz (Zusammenhangskomponenten)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit und bezeichne Tp = {vp ∈ TpM |
gp(vp, vp) > 0} die Menge der zeitartigen Vektoren. Definiere ∀vp ∈ Tp die
Mengen

C+(vp) := {up ∈ Tp | g(vp, up) > 0},
C−(vp) := {up ∈ Tp | g(vp, up) < 0},

welche Zeitkegel genannt werden. Es gelten:

(a) C+(vp) und C−(vp) sind offen, disjunkt und konvex.

(b) C+(vp) ∪ C−(vp) = Tp.

(c) up ∈ C+(vp)⇐⇒ vp ∈ C+(up)⇐⇒ C+(vp) = C+(up).

Beweis: Siehe [O’N83, Lem.5.29] und die darauffolgenden Aussagen. �

Es ist nicht möglich die beiden Zusammenhangskomponenten von Tp int-
rinsisch zu unterscheiden, da es keinen zwingenden Grund dafür gibt, einen
zeitartigen Vektor einem anderem zeitartigen Vektor vorzuziehen. Z.B. ist
vp ∈ C+(vp) aber auch vp ∈ C−(up) für gp(vp, up) < 0 =⇒ C+(vp) = C−(up).
Die Unterscheidung der Zusammenhangskomponenten muß also per Hand
durch eine willkürlich Auszeichung vorgenommen werden.

C.1.4 Definition (Zukunfts-/vergangenheitsgerichtet)

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit, dann heißt sich eine Zusammen-
hangskomponente von Tp auszusuchen, TpM zeitzuorientieren.

• Ein zeitartiger Vektor aus der ausgewählten Zusammenhangskompo-
nente heißt zukunftsgerichtet.

• Ein zeitartiger Vektor aus der anderen Zusammenhangskomponente
heißt vergangenheitsgerichtet.

• Ein kausaler Vektor heißt zukunfts-/vergangenheitsgerichtet, wenn er
im Abschluß der Menge der zukunfts-/vergangenheitsgerichteten Vek-
toren liegt.
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C.1.5 Definition (Zeitorientierung)

Eine Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) heißt genau dann zeitorientierbar, wenn

es ein zeitartiges Vektorfeld X ∈ Γ∞(TM) gibt, d.h. X
∣∣∣
p

ist zeitartig ∀p ∈M .

Die Auswahl eines solchen zeitartigen Vektorfeldes heißt dann Zeitorientie-
rung von (M, g).

Es wird nach Wahl eines solchen X dann üblicherweise auf TpM diejenige Zu-

sammenhangskomponente ausgezeichnet, in welcher X
∣∣∣
p

liegt, also C+(X
∣∣∣
p
).

C.1.6 Definition (Raumzeit)

Eine zeitorientierte, zusammenhängende Lorentzmannigfaltigkeit mit Dimen-
sion ≥ 2 nennt man eine Raumzeit.

C.1.7 Definition (Zukunfts-/vergangenheitsgerichtete Kurve)

Sei (M, g) eine Raumzeit, dann heißt eine glatte Kurve c : I ⊆ R −→
M zukunfts-/vergangenheitsgerichtet genau dann, wenn ċ(t) kausal ist und
zukunfts-/vergangenheitsgerichtet ∀t ∈ I.

In einer Raumzeit ist eine zeit-, licht- oder kausale glatte Kurve entweder
immer zukunfts- oder immer vergangenheitsgerichtet, aber nicht beides! Siehe
hierzu [BEE96].

C.2 Kausale Strukturen

C.2.1 Definition (Kausalitätsrelationen)

Sei (M, g) eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit und p, q ∈ M zwei
Punkte.

• p � q :⇐⇒ ∃γ : I ⊆ R −→ M zeitartige, zukunftsgerichtete, glatte
Kurve von p nach q.

• p < q :⇐⇒ ∃γ : I ⊆ R −→M kausale, zukunftsgerichtete, glatte Kurve
von p nach q.

• p ≤ q :⇐⇒ p = q oder p < q.

� heißt
”
sehr viel früher als“ und < heißt

”
früher als“. Die Kausalitätsrela-

tionen sind transitiv, ein Beweis ist in [Pen72, Def.2.1, Prop.2.23] zu finden.
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C.2.2 Definition (Zukunft und Vergangenheit)

Sei (M, g) eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit und p ∈M ein Punkt.
Es werden folgende Teilmengen von M definiert:

• Chronologische Zukunft von p: IM+ (p) := {q ∈M | p� q}.

• Chronologische Vergangenheit von p: IM− (p) := {q ∈M | q � p}.

• Kausale Zukunft von p: JM+ (p) := {q ∈M | p ≤ q}.

• Kausale Vergangenheit von p: JM− (p) := {q ∈M | q ≤ p}.

Für eine Teilmenge A ⊆M definiert man ebenso:

• Chronologische Zukunft von A: IM+ (A) :=
⋃
p∈A

IM+ (p).

• Chronologische Vergangenheit von A: IM− (A) :=
⋃
p∈A

IM− (p).

• Kausale Zukunft von A: JM+ (A) :=
⋃
p∈A

JM+ (p).

• Kausale Vergangenheit von A: JM− (A) :=
⋃
p∈A

JM− (p).

Die chronologische Zukunft/Vergangenheit ist immer eine offene Menge, die
kausale Zukunft/Vergangenheit ist i.A. weder abgeschlossen noch offen. Als
weitere Abkürzung wird für eine Menge A ⊆ M die Mengen JM(A) :=
JM+ (A) ∪ JM− (A) und IM(A) := IM+ (A) ∪ IM− (A) definiert. Man sagt, daß
zwei Mengen A und B raumartig getrennt sind, wenn A ∩ JM(B) = ∅ (⇐⇒
B∩JM(A) = ∅). Eine Menge A heißt zukunfts-/vergangenheitskompakt genau
dann, wenn A ∩ JM+ (p) bzw. A ∩ JM− (p) kompakt ∀p ∈M ist.

C.2.3 Definition (Achronal und akausal)

Eine Teilmenge A ⊂M in einer Raumzeit (M, g) heißt genau dann

• achronal, falls p� q niemals richtig ist für p, q ∈ A.
Das ist genau dann der Fall, wenn keine zeitartige, glatte Kurve A
mehr als einmal schneidet.

• akausal, falls p < q niemals richtig ist für p, q ∈ A.
Das ist genau dann der Fall, wenn keine kausale, glatte Kurve A mehr
als einmal schneidet.
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Jede akausale Teilmenge ist auch achronal, die Umkehrung ist i.A. falsch.
Nach [O’N83, Lem.14.42] folgt aber, daß jede achronale raumartige Hyper-
fläche auch akausal ist.

C.2.4 Definition (Endpunkte einer Kurve)

Sei (M, g) eine Raumzeit und c : I −→ M eine glatte Kurve. Ist c zukunfts-
/vergangenheitsgerichtet und kausal oder zeitartig, so heißt p ∈M

• In der Zukunft/Vergangenheit liegender Endpunkt von γ :⇐⇒ ∀ Um-
gebungen U von p ∃tU = t(U) ∈ I mit γ(t) ∈ U ∀t > tU .

• In der Vergangenheit/Zukunft liegender Endpunkt von γ :⇐⇒ ∀ Um-
gebungen U von p ∃tU = t(U) ∈ I mit γ(t) ∈ U ∀t < tU .

C.2.5 Definition (Nicht erweiterbare Kurve)

Eine kausale oder zeitartige, glatte Kurve c : I −→ M in eine Raumzeit
(M, g) heißt

• Zukunftsmaximal oder zukunftsunerweiterbar :⇐⇒ c hat keinen in der
Zukunft liegenden Endpunkt.

• Vergangenheitsmaximal oder vergangenheitsunerweiterbar :⇐⇒ c hat
keinen in der Vergangenheit liegenden Endpunkt.

• Nicht erweiterbar :⇐⇒ c zukunfts- und vergangenheitsmaximal.

C.2.6 Definition (Cauchyentwicklung)

Sei A ⊂M eine Teilmenge einer Raumzeit (M, g).

• DM
+ (A) :=

{
p ∈M | Jede vergangenheitsmaximale,

kausale, glatte Kurve durch p schneidet A
}

heißt die Zukunftscauchyentwicklung oder der Zukunftsabhängigkeits-
bereich von A.

• DM
− (A) :=

{
p ∈M | Jede zukunftsmaximale,

kausale, glatte Kurve durch p schneidet A
}

heißt die Vergangenheitscauchyentwicklung oder der Vergangenheits-
abhängigkeitsbereich von A.
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• DM(A) := DM
+ (A) ∪ DM

− (A) heißt die Cauchyentwicklung oder der
Abhängigkeitsbereich von A.

Ist p ∈ DM
+ (A), dann bedeutet dies, daß alle Signale, die p theoretisch beein-

flussen können auf A registriert werden. Die physikalische Situation, die in
DM

+ (A) vorliegt, ist also vollständig durch die Informationen auf A festgelegt.
Genauso ist DM

− (A) die Menge aller Ereignisse, die A theoretisch beeinflussen
können.

C.2.7 Definition (Cauchyhyperfläche)

Eine Teilmenge Σ ⊂ M einer Raumzeit (M, g) heißt genau dann Cauchy-
hyperfläche, wenn jede nicht erweiterbare, zeitartige, glatte Kurve Σ genau
einmal schneidet.

Eine Cauchyhyperfläche ist immer eine abgeschlossene, achronale, topologi-
sche Hyperfläche und wird von jeder nicht erweiterbaren, kausalen, glatten
Kurve geschnitten, [O’N83, Lem.14.29]. Cauchyhyperflächen sind also immer
als eingebettete Untermannigfaltigkeiten zu verstehen.

C.2.8 Lemma (Cauchyhyperfläche und -entwicklung)

Eine achronale Menge A ⊂ M in einer Raumzeit (M, g) ist eine Cauchyhy-
perfläche genau dann, wenn DM(A) = M .

C.3 Global hyperbolische Raumzeiten

C.3.1 Definition (Kausalitätsbedingung)

Eine Raumzeit heißt genau dann kausal, wenn sie keine geschlossene kausale
Kurve enthält.

Physikalisch relevante Raumzeiten sollten immer die Kausalitätsbedingung
erfüllen, wodurch man Paradoxen ausschließt, die bei Reisen in die Vergan-
genheit erzeugt werden. Insbesondere werden somit kompakte Mannigfaltig-
keiten als physikalisch sinnvolle Raumzeiten aussortiert, siehe [BF09].
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C.3.2 Definition (Global hyperbolisch)

Eine Raumzeit (M, g) heißt genau dann global hyperbolisch, wenn sie die
Kausalitätsbedingung erfüllt und für alle p, q ∈ M der Schnitt JM(p, q) :=
JM+ (p) ∩ JM− (p) kompakt ist.

Global hyperbolische Raumzeiten besitzen viele schöne Eigenschaften, die
man sich von einer physikalisch realistischen Mannigfaltigkeit wünscht, siehe
[GH79]. Wie sich gezeigt hat und später mathematisch präziser formuliert
wird, zeichnen sich global hyperbolische Mannigfaltigkeiten auch ganz be-
sonders dadurch als exzellente, physikalische Raumzeiten aus, daß auf ihnen
Cauchyprobleme, grob gesprochen Differentialgleichungen mit Vorgabe von
Anfangswerten, wohlgestellt sind. Beispiele für global hyperbolische Raum-
zeiten sind der altbekannte Minkowskiraum, die Robertson-Walker Raumzeit
und die Schwarzschild-Kruskal Raumzeit. Die Anti-deSitter Raumzeit ist ein
Beispiel für eine nicht global hyperbolische Raumzeit.

C.3.3 Bemerkung

In früheren Arbeiten wie z.B. in [BGP07] wird starke Kausalität statt Kau-
salität gefordert. Es ist aber erst kürzlich bemerkt worden, daß diese beiden
Begriffe auf einer Raumzeit (M, g) äquivalent sind, wenn

JM(p, q) := JM+ (p) ∩ JM− (q) kompakt ∀p, q ∈M

erfüllt ist. Siehe hierzu [BS07].

C.3.4 Satz (R. Geroch 1970)

Eine Raumzeit (M, g) ist genau dann global hyperbolisch, wenn sie eine
Cauchyhyperfläche besitzt.

Dieses Resultat ist rein topologisch, d.h. ist (M, g) eine global hyperboli-
sche Raumzeit, so gibt es eine topologische Cauchyhyperfläche Σ und M ist
homöomorph zur Produktmannigfaltigkeit R×Σ. Dieser Satz läßt sich noch
wesentlich verschärfen, wie von A.N. Bernal und M. Sanchez in den letzten
Jahren bewiesen wurde.

C.3.5 Satz (A.N. Bernal und M. Sanchez 2003)

Jede global hyperbolische Raumzeit besitzt eine glatte, raumartige Cauchyhy-
perfläche Σ und ist so diffeomorph zur glatten Produktmannigfaltigkeit R×Σ.
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C.3.6 Definition (Zeitfunktionen)

Sei (M, g) eine Raumzeit. Eine stetige Funktion t : M −→ R heißt

• Zeitfunktion :⇐⇒ t längs jeder zukunftsgerichteten, kausalen, glatten
Kurve streng monoton wachsend ist.

• Temporalfunktion :⇐⇒ t ist glatt und und grad(t) ist zukunftsgerichtet
und zeitartig.

• Cauchyzeitfunktion :⇐⇒ t ist eine Zeitfunktion und alle Niveauflächen
von t sind Cauchyhyperflächen.

• Cauchytemporalfunktion :⇐⇒ t ist eine Temporalfunktion und alle Ni-
veauflächen von t sind Cauchyhyperflächen.

C.3.7 Satz (A.N. Bernal und M. Sanchez)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und Σ ⊂M eine glatte, raum-
artige Cauchyhyperfläche.
Dann existiert eine Cauchytemporalfunktion T , so daß gelten:

(a) Σ = T−1(0).

(b) ∀t ∈ R \ {0} ist T−1(t) eine glatte, raumartige Cauchyhyperfläche in
M. Man erhält also eine Aufblätterung von M in glatte, raumartige
Cauchyhyperflächen.

(c) (M, g) ist isometrisch diffeomorph zur glatten Produktmannigfaltigkeit

R× Σ mit der Metrik βdt⊗ dt− h,

wobei β ∈ C∞(R × Σ,R+), t ist die Projektion von R × Σ auf R, jede
Niveaufläche {t} × Σ ist eine glatte, raumartige Cauchyhyperfläche in
R× Σ und h ist Riemannsche Metrik auf Σ, die glatt von t abhängt.

Beweis: Siehe [BS05] und [BS06]. �

Die Cauchytemporalfunktion ist nicht eindeutig bestimmt. Die in (c) besag-
te Isometrie, wir nennen sie Ism, wird mit der Cauchytemporalfunktion T
konstruiert, wofür wir nochmals auf [BS05, Proposition 2.4] verweisen. Ins-
besondere geht daraus hervor, daß T = t ◦ Ism ist, weswegen {0} × Σ mit Σ
und allgemeiner {t} × Σ mit T−1(t) zu identifizieren ist.

183



C.4. Angepaßte Koordinatensysteme

C.4 Angepaßte Koordinatensysteme

Wegen der bisher gemachten Aussagen gibt es im Fall einer global hyperboli-
schen Mannigfaltigkeit (M, g) mit glatter, raumartiger Cauchyhyperfläche Σ
besondere Schnittkarten, die sogenannten angepaßten Koordinatensysteme.
Sie sind für lokale Rechnungen besonders gut geeignet und wir verwenden sie
auch immer für solche. Wie man angepaßte Koordinatensysteme konstruiert
und welche Eigenschaften sie besitzen, soll nun geklärt werden.

C.4.1 Konstruktion

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und Σ eine raumartige, glatte
Cauchyhyperfläche. Satz C.3.7 erlaubt es aus Karten (U,ϕ) von Σ Karten
von M zu konstruieren, so daß die Metrik aufspaltet. Sei nämlich Ism eine
Isometrie M −→ R × Σ mit Cauchytemporalfunktion T = t ◦ Ism, dann
ist (R ◦⊇ I × U, id × ϕ) eine Produktkarte von (R × Σ, βdt2 − h) und damit
(V, φ) :=

(
Ism−1(I×U), (id×ϕ)◦Ism

)
eine Karte von (M, g). Sei V ∩Σ 6= ∅,

dann ist φ(V ∩ Σ) = φ(V ) ∩ {0} × R3, da φ0 = T also konstant 0 auf Σ
ist. (V, φ) ist demnach eine Schnittkarte von M für Σ und wird angepaßtes
Koordinatensystem genannt.

C.4.2 Aufspaltung der Metrik

Sei (V, φ) ein angepaßtes Koordinatensystem mit zugehöriger Karte (U,ϕ)

von Σ. Für g
∣∣∣
V

folgt in einer solchen Schnittkarte

g
∣∣∣
V

= Ismpb
(
β dt⊗ dt− hijd(id× ϕ)i ⊗ d(id× ϕ)j

)
= β ◦ Ism d(t ◦ Ism)⊗ d(t ◦ Ism)− hij ◦ Ism d(id× ϕ)i ⊗ d(id× ϕ)j

= β ◦ Ism dT ⊗ dT − hij ◦ Ism dφi ⊗ dφj.

Wie man sieht, ist die Metrik in
”
zeitliche“ und

”
räumliche“ Komponenten

aufgespalten. h ◦ Ism ist hierbei die von g auf der entsprechenden Cauchy-

hyperfläche induzierte Riemannsche Metrik, also h ◦ Ism
∣∣∣
T−1(t)

= −ιpbt g. In

Zukunft werden h ◦ Ism und β ◦ Ism auch schlicht als h und β bezeichnet,
was aber zu keinen Verwirrungen führen sollte. Es gelten

ϕhij = −φgij,√
|φg| =

√
β
√
ϕh.
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Die Aufspaltung der Metrik hat eine wichtige Implikation für den Wechsel
von einem angepaßten Koordinatensystem in ein weiteres angepaßtes Koor-
dinatensystem. Seien (V, φ) und (W, θ) zwei angepaßte Koordinatensysteme.
Da g ein Tensor ist, erfüllt er das Transformationsverhalten für Tensoren und
damit ist

θgµν =
θ 7→φ
T

α
µ

θ 7→φ
T

β
ν
φgαβ.

Insbesondere ist aber, da die Metrik aufspaltet

0 = θg0j =
θ 7→φ
T

α
0

θ 7→φ
T

β
j
φgαβ

A.2.1
=

θ 7→φ
T

α
0

θ 7→φ
T

b
j
φgαb =

θ 7→φ
T

a
0

θ 7→φ
T

b
j
φgab

Multipliziert man beide Seiten mit
φ 7→θ
T

j
i und summiert über j, so erhält man

θ 7→φ
T

a
0
φgai = 0

Auf dieses Ergebnis greifen wir in Unterabschnitt 3.3.2 zurück.

C.4.3 Normalenvektorfeld n

In einem angepaßten Koordinatensystem (V, φ) mit zugehöriger Karte (U,ϕ)
von Σ hat das eindeutig bestimmte, zeitartige und zukunftsgerichtete Nor-
malenvektorfeld n längs Σ eine ganz einfache Form, nämlich wegen

g(∂φ0 , ∂
φ
i ) = g(∂T , ∂

φ
i ) = φg0i = 0, i = 1, 2, 3

folgt

n =
1√

g(∂T , ∂T )
∂T =

1√
β
∂T .

Die
”
räumlichen“ Komponenten φni von n sind also in angepaßten Koordi-

natensystemen Null. Wegen
√
|φg| =

√
β
√
ϕh folgt weiter

φn0 =

√
ϕh√
|φg|

.

Für das zu n zugehörige Kovektorfeld b(n) gilt

b(n)
∣∣∣
U

= φgµν
φnµ dφν = φg00

φn0 dφ0 =
√
β dT =

√
|φg|√
ϕh

dT,

daher φni = 0, i = 1, 2, 3.
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C.4.4 Lemma (Hodge-*-Operator und n)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, orientierte, global hyperbolische Raumzeit
und Σ eine raumartige, glatte Cauchyhyperfläche mit Einbettung ι : Σ −→
M . Bezeichne h = −ιpbg die von g auf Σ induzierte Riemannsche Metrik,
∗M , ∗Σ die Hodge-∗-Operatoren auf M bzw. Σ und n das zeitartige und zu-
kunftsgerichtete Normalenvektorfeld längs Σ. Sei weiter Σ mit der von n
induzierten Orientierung versehen. Es gilt dann für eine p-Form ω ∈ ΩpM ,
1 ≤ p ≤ m

(−1)(p+1)(p−1)(p− 1)! ∗Σ ι
pb(∗Mω) = ιpb(einn ω).

Beweis: Sei (V, φ) ein angepaßtes Koordinatensystem von M für Σ und
(U,ϕ) die zugehörige Karte von Σ. Alle Komponentenfunktionen und Ablei-
tungen sind in dieser Wahl zu verstehen. Es gilt

∗Σ ι
pb(∗Mω)

∣∣∣
U

= ∗Σι
pb(∗Mω

∣∣∣
U

)

= ∗Σι
pb(∗M

1

p!
ωµ1...µpdφ

µ1 ∧ · · · ∧ dφµp)

B.6.4
= ∗Σι

pb(
sgn(φ)

p!(m− p)!
ωµ1...µpεν1...νpνp+1...νm(

p∏
l=1

gνlµl)
√
|g| dφνp+1 ∧ · · · ∧ dφνm)

= ∗Σ(
sgn(φ)

p!(m− p)!
ων1...νpεν1...νpip+1...im

√
|g| dϕip+1 ∧ · · · ∧ dϕim)

= ∗Σ(
sgn(φ)

p!(m− p)!

p∑
l=1

ωn1...nl−10...npεn1...nl−10...npip+1...im

√
|g| dϕip+1 ∧ · · · ∧ dϕim)

= ∗Σ(
sgn(φ)

p!(m− p)!

p∑
l=1

ω0n1...nl−1nl+1...npε0n1...nl−1nl+1...npip+1...im

√
|g| dϕip+1 ∧ · · · ∧ dϕim)

= ∗Σ(
sgn(φ)

(p− 1)!(m− p)!
ω0 i1...ip−1ε0 i1...ip−1ip+1...im

√
|g| dϕip+1 ∧ · · · ∧ dϕim)

= ∗Σ(
sgn(φ)

(p− 1)!(m− p)!
ω0 i1...ip−1ε0 i1...ip−1ip+1...im

√
|g| dϕip+1 ∧ · · · ∧ dϕim)

B.6.4
=

√
|g|
√
h

(p− 1)!2(m− p)!
ω0 i1...ip−1εi1...ip−1ip+1...imεjp+1...jmj1...jp−1

m∏
l=p+1

hjlildϕj1 ∧ · · · ∧ dϕjp−1

=
(−1)p(p−1)

√
|g|
√
h

(p− 1)!2(m− p)!
ω0 i1...ip−1εi1...ip−1ip+1...imεj1...jp−1jp+1...jm

m∏
l=p+1

hjlildϕj1 ∧ · · · ∧ dϕjp−1
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=

√
|g|
√
h

(p− 1)!2(m− p)!
ω0 i1...ip−1εi1...ip−1ip+1...imεj1...jp−1jp+1...jm

·
m∏

l=p+1

hjlil
p−1∏
l=1

hjlnl
p−1∏
l=1

hnlkldϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

B.5.2
=

(−1)p(p−1)
√
|g|

(p− 1)!2(m− p)!
ω0 i1...ip−1εi1...ip−1ip+1...im

1√
h
εn1...np−1ip+1...im

p−1∏
l=1

hnlkldϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

B.5.3
=

(−1)p(p−1)
√
β

(p− 1)!2
ω0 i1...ip−1

p−1∏
l=1

hnlkldet

 δn1
i1

. . . δn1
ip−1

...
. . .

...
δ
np−1

i1
. . . δ

np−1

ip−1

 dϕk1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

=
(−1)p(p−1)

(p− 1)!

√
β ω0n1...np−1

p−1∏
l=1

hnlkldϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

=
(−1)(p+1)(p−1)

(p− 1)!

√
β ω0n1...np−1

p−1∏
l=1

gnlkldϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

=
(−1)(p+1)(p−1)

(p− 1)!

√
β ω0 ν1...νp−1

p−1∏
l=1

gνlkldϕ
k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

=
(−1)(p+1)(p−1)

(p− 1)!

√
β ωµk1...kp−1g

µ0dϕk1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

=
(−1)(p+1)(p−1)

(p− 1)!
n0 ωµk1...kp−1g

µ0dϕk1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

=
(−1)(p+1)(p−1)

(p− 1)!
n0 ω0 k1...kp−1dϕ

k1 ∧ · · · ∧ dϕkp−1

=
(−1)(p+1)(p−1)

(p− 1)!
ιpb(einn ω)

∣∣∣
U
.

Da das angepaßte Koordinatensystem beliebig gewählt war und sich ganz Σ
durch solche überdecken läßt, folgt die Behauptung. �

Der Beweis dieses Lemmas läßt sich auch allgemeiner mit beliebigen Schnitt-
karten führen, die Existenz angepaßter Koordinatensysteme ist also nicht
essentiell für den Beweis. Weiter gilt wegen der komponentenweisen Anwen-
dung von ∗ diese Aussage genauso für ω ∈ Ωp(M,C).
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C.5 Normal hyperbolische Differentialgleichungen

An dieser Stelle zitieren wir die wichtigsten Sätze aus [BGP07] zur Lösungs-
theorie von normal hyperbolischen Differentialgleichungen auf global hyper-
bolischen Mannigfaltigkeiten.

C.5.1 Satz (Eindeutigkeit)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, Σ ⊂ M eine glatte, raumar-
tige Cauchyhyperfläche, n ∈ Γ∞(Σ, TM) das zeitartige und zukunftsgerich-
tete Normalenvektorfeld längs Σ, (E,M, π) ein Vektorbündel, P ein normal
hyperbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und ∇ der
P-kompatible Zusammenhang auf E. Löst u ∈ Γ∞(M,E)

Pu = 0,

u
∣∣∣
Σ

= 0,

∇nu
∣∣∣
Σ

= 0,

dann ist u=0 auf M .

C.5.2 Satz (Cauchyproblem)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, Σ ⊂M eine raumartige, glat-
te Cauchyhyperfläche, n ∈ Γ∞(Σ, TM) das zeitartige und zukunftsgerichtete
Normalenvektorfeld längs Σ, (E,M, π) ein Vektorbündel, P ein normal hy-
perbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und ∇ der P-
kompatible Zusammenhang auf E. Für jedes Tripel uo, u1 ∈ Γ∞c (Σ, E) und
f ∈ Γ∞c (M,E) existiert ein eindeutig bestimmtes u ∈ Γ∞(M,E), das

Pu = f,

u
∣∣∣
Σ

= u0,

∇nu
∣∣∣
Σ

= u1

erfüllt. Darüber hinaus gilt supp(u) ⊂ JM(K), wobei K gegeben wird durch
K = supp(uo) ∪ supp(u1) ∪ supp(f).

C.5.3 Satz (Abhängigkeit von den Anfangsdaten)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, Σ ⊂M eine raumartige, glat-
te Cauchyhyperfläche, n ∈ Γ∞(Σ, TM) das zeitartige und zukunftsgerichtete
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Normalenvektorfeld längs Σ, (E,M, π) ein Vektorbündel, P ein normal hy-
perbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und ∇ der P-
kompatible Zusammenhang auf E. Dann ist die Abbildung

Γ∞c (M,E)⊕ Γ∞c (Σ, E)⊕ Γ∞c (Σ, E) −→ Γ∞(M,E)

(f, u0, u1) 7−→ u

auf die eindeutige Lösung des Cauchyproblems

Pu = f,

u
∣∣∣
Σ

= u0,

∇nu
∣∣∣
Σ

= u1

linear und stetig.

C.5.4 Satz (Trägereigenschaft der Lösung)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit, Σ ⊂M eine raumartige, glat-
te Cauchyhyperfläche, n ∈ Γ∞(Σ, TM) das zeitartige und zukunftsgerichtete
Normalenvektorfeld längs Σ, (E,M, π) ein Vektorbündel, P ein normal hy-
perbolischer Operator, der auf den Schnitten von E operiert und ∇ der P-
kompatible Zusammenhang auf E. Ist u ∈ Γ∞(M,E) Lösung zu den Cauchy-
daten uo, u1 ∈ Γ∞c (Σ, E) und f ∈ Γ∞c (M,E) von

Pu = f,

u
∣∣∣
Σ

= u0,

∇nu
∣∣∣
Σ

= u1,

dann hat u auf jeder weiteren Cauchyhyperfläche kompakten Träger.

Beweis: supp(u) ⊂ JM(K) = JM+ (K) ∪ JM− (K) mit K = supp(uo) ∪
supp(u1)∪ supp(f). Da endliche Vereinigungen kompakter Mengen kompakt
sind, istK kompakt. Sei Σ′ eine weitere Cauchyhyperfläche, dann ist JM± (K)∩
Σ′ kompakt nach [BGP07, Cor.A.5.4]. Somit ist (JM+ (K)∩Σ′)∪(JM− (K)∩Σ′)
als endliche Vereinigung kompakter Mengen kompakt. supp(u)∩Σ′ ist abge-
schlossen, da supp(u) und Σ′ abgeschlossen sind. Deswegen ist supp(u) ∩ Σ′

eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge JM(K)∩Σ′ und daher
selbst kompakt. �
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C.5.5 Satz (Greensche Operatoren)

Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und P ein normal hyperboli-
scher Operator, der auf den Schnitten eines Vektorbündels (E,M, π) operiert.
Dann existiert für P genau ein eindeutig bestimmter avancierter Greenscher
Operator G+ : Γ∞c (M,E) −→ Γ∞sc (M,E) und genau ein eindeutig bestimmter
retardierter Greenscher Operator G− : Γ∞c (M,E) −→ Γ∞sc (M,E), d.h.

(GO1) P ◦G± = idΓ∞c (M,E).

(GO2) G± ◦ P
∣∣∣
Γ∞c (M,E)

= idΓ∞c (M,E).

(GO3) supp(G±ϕ) ⊂ JM±
(

supp(ϕ)
)
∀ϕ ∈ Γ∞c (M,E).

G+ und G− lassen sich erweitern und zwar G+ auf Schnitte s mit ver-
gangenheitskompakten Träger und auf solche Schnitte s′, sodaß f = G+s

′

die eindeutige Lösung von �f = s′ mit supp(f) vergangenheitskompakt
ist. G− läßt sich auf Schnitte s mit zukunftskompakten Träger und auf
solche Schnitte s′ erweitern, sodaß f = G−s

′ die eindeutige Lösung von
�f = s′ mit supp(f) zukunftsskompakt ist. Man bildet auch den Opera-
tor G := G+ −G− : Γ∞c (M,E) −→ Γ∞sc (M,E), der die Eigenschaften

• P ◦G = G ◦ P
∣∣∣
Γ∞c (M,E)

= 0

• supp(Gf) ⊂ JM+
(

supp(f)
)
∪ JM−

(
supp(f)

)
hat. Dieser Operator, welchen man auch den Propagator nennt, bildet Schnit-
te aus Γ∞c (M,E) auf Lösungen der homogenen Differentialgleichung Pu = 0
ab. Der Index

”
sc“ soll

”
spacelike compact“ bedeuten, zu Deutsch

”
räumlich

kompakt“, und andeuten, daß G±s
∣∣∣
Σ

und Gs
∣∣∣
Σ

kompakten Träger auf jeder

raumartigen, glatten Cauchyhyperfläche Σ für s ∈ Γ∞c (E) haben. Siehe auch
[BGP07, Not.3.4.5].

C.5.6 Bemerkung

In [BGP07] wird eine andere Konvention der Metrik als hier verwendet,
nämlich (−,+,+,+). Aus diesem Grund kann man auf den Gedanken kom-
men, daß diese Aussagen auf unsere Konvention hin, (+,−,−,−), modifiziert
werden müssen. Wir wollen betonen, daß dies nicht der Fall ist, wie bereits
im Abschnitt über den Wellenoperator angesprochen. An den entscheidenen
Stellen, wo es zu einem Unterschied kommen könnte, z.B. in der Definition
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normal hyperbolischer Operatoren, wurde bereits ein Minuszeichen hinzu-
gefügt. Berechnet man also für einen nach [BGP07] normal hyperbolischen
Operator die lokale Darstellung, so stimmt diese exakt mit derjenigen lokalen
Darstellung überein, die man mit unserer Definition von normal hyperboli-
schen Operatoren und in unserer Konvention für die Metrik erhält. Mit einem
global hyperbolischen Operator P meinen wir also genau dasselbe, was auch
[BGP07] unter einem normal hyperbolischen Operator verstehen und deswe-
gen können wir alle Sätze aus [BGP07] zu diesem Thema ohne Modifikationen
verwenden!

C.6 Wellengleichung von Differentialformen

An dieser Stelle folgen ein paar elementare Aussagen zur Lösungstheorie der
Wellengleichung für Differentialformen. Zur Abkürzung definiert man:

ρ0 := ιpb ,

ρd := ∗−1ιpb ∗ d,
ρδ := ιpbδ,

ρn := ∗−1ιpb ∗ .

Die Operatoren ρ0, ρd, ρδ, ρn sind linear und stetig und haben daher stetige
formal Adjungierte ρ′0, ρ

′
d, ρ
′
δ, ρ
′
n. Weiter sei Σ± := JM± (Σ)\Σ. Für die Gültig-

keit der Aussagen aus diesem Abschnitt müssen wir keine Einschränkung an
die Topologie von M vornehmen. Insbesondere können und dürfen die 1-te
und die 2-te de Rham Kohomologiegruppe von M , H1

dRM und H2
dRM , belie-

big sein. Im Folgenden geben wir die Aussagen aus [Pfe09, Prop.II.1], [Pfe09,
Prop.II.2], [Pfe09, Prop.II.4] und [Pfe09, Prop.II.5] wieder:

C.6.1 Satz

Sei ω ∈ Ωpc(M,C), dann gelten

(a) dG±ω = G±dω.

(b) δG±ω = G±δω.

(c) dGω = Gdω und δGω = Gδω.
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C.6.2 Satz

Sei ω ∈ Ωp(M,C) Lösung von �ω = j, j ∈ Ωp(M,C) mit den Cauchydaten

ω0 := ρ0ω ∈ Ωp(Σ,C),

ωd := ρdω ∈ Ωp(Σ,C),

ωδ := ρδω ∈ Ωp−1(Σ,C),

ωn := ρnω ∈ Ωp−1(Σ,C).

Dann gilt für jedes η ∈ Ωpc(M,C)∫
M

ω ∧ ∗η =
〈
j,G−η

〉
Σ+

+
〈
j,G+η

〉
Σ−

+
〈
ω0, ρdGη

〉
Σ

+
〈
ωδ, ρnGη

〉
Σ

−
〈
ωd, ρ0Gη

〉
Σ
−
〈
ωn, ρδGη

〉
Σ
.

C.6.3 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Seien (ω0, ωd, ωn, ωδ) ∈ Ωpc(Σ,C)×Ωpc(Σ,C)×Ω(p−1)c(Σ,C)×Ω(p−1)c(Σ,C)
Cauchydaten, dann ist

�ω′ = 0

mit diesen Cauchydaten eindeutig lösbar. Genauer ist

ω′ = −Gρ′dω0 −Gρ′nωδ +Gρ′δωn +Gρ′0ωd ∈ Ωp(M,C)

die eindeutig bestimmte, glatte Lösung von �ω′ = 0 mit diesen Cauchydaten.
Darüber hinaus hängt ω′ linear und stetig von den Cauchydaten ab.

Auf den ersten Blick sieht das so formulierte Cauchyproblem anders aus,
als das in Satz C.5.2 formulierte. Dem ist aber nicht so, wie man lokal in
einem beliebig gewählten, angepaßten Koordinatensystem (siehe Abschnitt
C.4) nachrechnen kann. Bei einer solchen Rechnung stellt sich heraus, daß

die Kenntnis von ω0, ωd, ωn, ωδ völlig äquivalent zur Kenntnis von ω
∣∣∣
Σ
,∇nω

∣∣∣
Σ

ist. Da für das Cauchyproblem des Vektorpotentials als auch für das Cauchy-
problem des Feldstärketensors nur zwei der vier angegebenen Cauchyda-
ten ω0, ωd, ωn, ωδ von Bedeutung sind, werden im Elektromagnetismus die
Cauchydaten üblicherweise in dieser Form angegeben und nicht in der Form

ω
∣∣∣
Σ
,∇nω

∣∣∣
Σ

.
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C.6.4 Folgerung (1:1 Korrespondenz)

Die Lösungen der Wellengleichung mit kompakten Anfangsdaten auf Σ sind
in 1:1 Korrespondenz zur Menge der kompakt getragenen p-Formen bzgl. der
Äquivalenzrelation

ω ∼ ω′ :⇐⇒ ∃η ∈ ker(G) mit ω′ = ω + η.

Beweis: Ist ω ∈ Ωpc(M,C), so ist Gω eine Lösung der Wellengleichung mit
kompakten Cauchydaten auf Σ.

Injektivität: Seien ω, ω′ ∈ Ωpc(M,C) mit Gω−Gω′ = 0. Es folgt G(ω−ω′) =
0, also ω − ω′ ∈ ker(G).

Surjektivität: Sei ω̃ ∈ Ωp(M,C) Lösung von �ω̃ = 0 zu den Cauchydaten
(ω̃0, ω̃d, ω̃n, ω̃δ). Nach Satz C.6.3 ist mit ω := −ρ′dω̃0 − ρ′nω̃δ + ρ′δω̃n + ρ′0ω̃ ∈
Ωpc(M,C) eine kompakt getragene p-Form gefunden, so daß ω̃ = Gω gilt. �

C.6.5 Lemma (Kern des Propagators)

Die Elemente aus dem Kern von G sind genau von der Gestalt �ω für ω ∈
Ωpc(M,C), also

ker(G) = �Ωpc(M,C)

Beweis: Sei ω′ ∈ ker(G) eine kompakt getragene p-Form, dann gilt G+ω
′ =

G−ω
′. Definiere ω := G+ω

′ = G−ω
′, dann ist ω ∈ Ωpc(M,C), da nach De-

finition supp(ω) ⊂ JM±
(

supp(ω′)
)

und damit supp(ω) ⊂ JM+
(

supp(ω′)
)
∩

JM−
(

supp(ω′)
)

ist. Nach Satz C.5.5 gilt weiter �ω = ω′. �

C.6.6 Lemma (Geschlossene Lösungen)

Sei ω ∈ Ωp(M,C) Lösung von �ω = 0 mit Cauchydaten (ω0, ωd, ωδ, ωn) ∈
Ωpc(Σ,C)× Ωpc(Σ,C)× Ω(p−1)c(Σ,C)× Ω(p−1)c(Σ,C).

dω = 0⇐⇒ dω0 = 0, ωd = 0 und dωδ = 0.

Beweis:
”
=⇒“: Gelte dω = 0, dann folgt direkt ωd = 0 und dω0 = 0. Für

die andere Gleichheit rechne nach

dωδ = dιpbδω = ιpbdδω = −ιpb(�+ δd)ω = 0.
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”
⇐=“: Gelten dω0 = 0, ωd = 0 und dωδ = 0. Nach Satz C.6.2 gilt für alle
η ∈ Ω(p+1)c(M,C)∫

M

dω ∧ ∗η =
〈
ρ0dω, ρdGη

〉
Σ

+
〈
ρδdω, ρnGη

〉
Σ
−
〈
ρndω, ρδGη

〉
Σ

=
〈
dρ0ω, ρdGη

〉
Σ
−
〈
dρδω, ρnGη

〉
Σ
−
〈
ρdω, ρδGη

〉
Σ

= 0.

Es folgt also dω ≡ 0. �

C.6.7 Bemerkung

Alle bisher gemachten Aussagen gelten in derselben Weise auch für reellwer-
tige Differentialformen. Wegen der Eindeutigkeit der Lösung der Wellenglei-
chung zu vorgegebenen Anfangsdaten auf Σ liefern reellwertige Cauchydaten
auch reellwertige Lösungen und eine Lösung ist reellwertig genau dann, wenn
die Cauchydaten schon reellwertig waren. Da sich jede komplexwertige Dif-
ferentialform eindeutig in einen Real- und Imaginärteil zerlegen läßt, gilt
zwischen dem Propagator GC der Wellengleichung für komplexwertige For-
men und dem Propagator GR der Wellengleichung für reellwertige Formen
die Relation

GCω = GRω< + iGRω=.

Außer in dieser Bemerkung werden wir aber nicht GC und GR durch eine
strenge Notation voneinander unterscheiden und beide einfach mit G be-
zeichnen. Es ist dann aus dem Kontext zu schließen, welcher Propagator
gemeint ist.
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//home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/.

[Soeb] W. Soergel. Topologie. Skript, frei erhältlich unter http://home.
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uni-freiburg.de/~sw12/Lectures/Wellen0809/main.pdf.

[Wal94] R. M. Wald. Quantum Field Theory in Curved Spacetime and
Black Hole Thermodynamics. The University of Chicago Press,
1994.

[Wal06] R. M. Wald. The History and Present Status of Quantum Field
Theory in Curved Spacetime. arXiv:gr-qc/0608018v1, 2006.

[Wal09] R. M. Wald. The Formulation of Quantum Field Theory in Cur-
ved Spacetime. arXiv:0907.0416v1 [gr-qc], 2009.

[War83] F.W. Warner. Foundations of differentiable manifolds and Lie
groups. Springer-Verlag, 1983.

200

http://www.freidok.uni-freiburg.de/volltexte/405/
http://www.freidok.uni-freiburg.de/volltexte/405/
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/
http://omnibus.uni-freiburg.de/~sw12/Lectures/Wellen0809/main.pdf
http://omnibus.uni-freiburg.de/~sw12/Lectures/Wellen0809/main.pdf


Danksagung
(Bis auf Permutation der Reihenfolge)
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