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Abstract

In quantum field theoretical states in thermal equilibrium (KMS states) there are some
observables, constructed from the field operators, which correspond to the global tem-
perature of the state. But not much is known about the thermal observables of states,
which are only locally in thermal equilibrium or are defined on a space that deviates from
Minkowski space. In this work we will primarily look at the renormalized square of the
field operator of a scalar quantum field. This observable will be analyzed under bounda-
ry conditions of the Casimir effect, like the restriction to one half-space or to the space
between two parallel plates. Furthermore we will study two interacting scalar fields which
have different initial temperatures and look at the change of the thermal observables due
to the interaction. The result will be interpreted as some kind of energy exchange.

Uberblick

In quantenfeldtheoretischen Zusténden im thermischen Gleichgewicht (KMS-Zusténde)
existieren aus den Feldoperatoren konstruierte Observablen, die mit der globalen Tem-
peratur des Zustandes zusammenhéngen. Es ist jedoch nur wenig iiber die thermischen
Observablen von Zusténden bekannt, die sich nur lokal im thermischen Gleichgewicht be-
finden oder auf einem Raum definiert sind, der vom Minkowskiraum abweicht. In dieser
Arbeit werden wir primér das renormierte Quadrat des Feldoperators eines skalaren Quan-
tenfeldes betrachten. Diese Observable wird unter Randbedingungen des Casimir-Effektes,
wie der Beschrinkung auf einen Halbraum oder den Bereich zwischen zwei parallelen
Platten, untersucht werden. Weiterhin werden wir zwei gekoppelte Skalarfelder studieren,
welche unterschiedliche Anfangstemperaturen haben, und die Anderung der thermischen
Observablen aufgrund der Kopplung betrachten. Das Resultat werden wir als eine Art
Energieaustausch interpretieren.
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Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung von thermischen Observablen in KMS-Zustén-
den. Buchholz, Ojima und Roos haben in ihrer Arbeit [2] nach einer Methode gesucht,
die lokale Temperatur eines Quantenfeldes, welches nur lokal im thermischen Gleichge-
wicht ist, zu definieren. Ein Beispiel fiir ein solches System, welches sich nicht im globalen
thermischen Gleichgewicht befindet, ist ein Zustand, der nur lokal eine definierte Tempe-
ratur hat, die jedoch vom Ort abhéngig ist. Die Temperatur wird in diesen Zusténden
definiert, indem Erwartungswerte gewisser Observablen, die aus den Feldoperatoren kon-
struiert werden, mit den entsprechenden Gréfien eines Zustandes im globalen thermischen
Gleichgewicht verglichen werden. Das Quadrat des Feldoperators hat sich hierbei als eine
niitzliche GrioBe erwiesen. Uber die thermodynamischen Eigenschaften von Quantenfel-
dern, die sich nicht im globalen Gleichgewicht befinden, oder auf einem Raum definiert
sind, dessen Geometrie von der des Minkowskiraumes abweicht, ist noch wenig bekannt.
Letztere werden in eindeutiger Weise renormiert, indem die Felder mit denen auf dem
Minkowskiraum verglichen werden. In den folgenden Kapiteln werden lokale thermische
Observablen eines skalaren Quantenfeldes in verschiedenen Systemen betrachtet, unter
anderem in solchen Raumgeometrien, die sich von der Geometrie des Minkowskiraumes
unterscheiden. Des Weiteren wird eine Kopplung zwischen zwei Quantenfeldern eingefiihrt,
um zu bestimmen, wie die Temperaturobservablen sich verhalten, wenn zwei Systeme in
Kontakt gebracht werden.

Ubersicht

In Kapitel 1 werden wichtige Grundbegriffe erlautert.

In Kapitel 2 wird das Verhalten der Grofe wﬁ(:qSQ:) in Abhéngigkeit der Masse berech-
net. Fiir kleine Massen wird eine Taylorentwicklung in der Masse durchgefiihrt, fiir grof3e
Massen wird die Ndherung m >> T durchgefiihrt, um die Integrale zu vereinfachen und
zu losen. Es stellt sich heraus, dass die Temperaturobservable mit wachsender Masse mo-
noton fallt.

In Kapitel 3 wird untersucht, wie sich Randbedingungen auf die Feldobservablen aus-
wirken. Zuerst wird ¢? im Grundzustand unter verschiedenen Randbedingungen mit der
entsprechenden GroBe im Fall des freien Feldes verglichen. Danach wird ¢? in einem KMS-
Zustand mit verschiedenen Randbedingungen berechnet. Am Schluss von Kapitel 3 wird
versucht, eine thermische Observable zu finden, die von den Randbedingungen unabhéngig
ist.

Kapitel 4 und 5 beschiftigen sich mit der Zeitentwicklung zweier gekoppelter Skalarfel-
der mit unterschiedlicher Temperatur. Das Ziel hierbei ist, herauszufinden, wie sich die
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10 FEinleitung

thermischen Observablen verhalten, wenn nicht linger nur ein einziges abgeschlossenes
System betrachtet wird, sondern zwei Felder, welche gekoppelt sind. Das wird durch einen
Kopplungsterm in der Klein-Gordon-Gleichung erreicht, der linear in den Feldern ist. Da
diese Gleichung somit eine lineare Gleichung bleibt, ist es moglich, durch eine geeigne-
te Linearkombination der Felder die Gleichungen zu entkoppeln und das Problem so auf
die Zeitentwicklung von freien Skalarfeldern zuriickzufiihren. Es wird jeweils das Kurz-
und das Langzeitverhalten bestimmt. Aufgrund der komplizierten Integrale ist es nicht
moglich, einen geschlossenen Ausdruck anzugeben. Es wird unter anderem die Ndherung
kleiner Kopplung und kleiner Temperaturdifferenz zwischen beiden Feldern gemacht. Als
Ergebnis erhalten wir, dass im Limes ¢t — oo die Temperaturen beider Felder sich anglei-
chen. Eis solches Ergebnis ist auch in der klassischen Physik schwer theoretisch herzuleiten,
es stimmt jedoch mit experimentellen Resultaten und der téglichen Erfahrung tiberein.
In Kapitel 6 werden schliellich die Resultate aus Kapitel 3 und 4 kombiniert: Es wird
untersucht, inwiefern ein auf einen Halbraum beschrinktes Skalarfeld ein unbeschrinktes
Feld, an das es gekoppelt ist, beeinflusst. Dabei stellt sich heraus, dass das beschrink-
te Feld, welches einen negativen Erwartungswert des Quadrates des Feldoperators hat,
das andere Feld in der Art beeinflusst, dass dieses einen kleineren Erwartungwert fiir ¢
als im Fall von zwei unbeschréinkten Feldern bekommt. Das lédsst die Schlussfolgerung zu,
dass die unterschiedlichen Observablen beider Felder sich aufgrund der Kopplung einander
anndhern.



Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Thermische Observablen

Neben dem Vakuumzustand gibt es in der Quantentheorie noch andere Zustinde im
thermischen Gleichgewicht. Im endlich-dimensionalen Fall der Quantenmechanik kann ein
Temperaturzustand mit Hilfe der Dichtematrix pg beschrieben werden:

e PH
Die Dichtematrix ist eine operatorwertige Funktion des Hamiltonoperators H. § = %

ist die inverse Temperatur des Zustandes. Anders als in der Quantenmechanik kénnen
quantenfeldtheoretische Temperaturzustinde nicht durch eine Dichtematrix beschrieben
werden, da das Spektrum des Hamiltonoperators kontinuierlich ist. Diese Kubo-Martin-
Schwinger (KMS)-Zustédnde beinhalten die Eigenschaften des Gibbs-Ensembles im Fall
endlicher und unendlicher Quantensysteme. Sie sind dadurch ausgezeichnet, dass sie inva-
riant unter Zeittranslationen sind. Das lineare Zustandsfunktional

wa(Aay(B)) (1.2)

muss stetig in der Zeit t sein. o ist die Zeittranslation und (3 die inverse Temperatur. A, B
sind Elemente der Algebra der Observablen 2[. Diese Algebra 2 ist unital, assoziativ und
besitzt eine Sternoperation mit folgenden Eigenschaften:

(A+AB)* = A* + \B*
(AB)* = B*A* (1.3)
A=A
Das Zustandsfunktional wg ist eine lineare Abbildung von der Algebra in die komplexen
Zahlen: wg : A — C mit den folgenden Eigenschaften:
wg(A*A) > 0 (Positivitéat) (1.4)
wg(1) = 1 (Normiertheit) '

Auflerdem muss das Zustandsfunktional wg fiir ein durch einen positiven zeitartigen Ein-
heitsvektor e € V. definiertes Inertialsystem die KMS-Bedingung erfiillen: Fiir jedes Paar
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12 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

von Operatoren A, B € 2 gibt es eine in {z € C: 0 < §(z) < B} analytische und an den
Réndern stetige Funktion h, so dass fiir ¢t € R gilt:

h(t) = wa(Bare(A)), h(t + i) = ws(ae(4)B) (15)

Es gibt Operatoren, deren Erwartungswert ein Maf fiir die Temperatur des Systems ist.
In dieser Arbeit wird primir das Quadrat des Feldoperators ¢ untersucht. Die Grofle
wg(¢?) = limy_, (B ¢p(x)p(y)|B) divergiert zwar, jedoch ist der Erwartungswert des
Wickquadrates wg(:¢?:) = lim,—.((8| ¢(z)(y) |3) — (2| p(x)d(y) |2)) endlich und hat

im Fall eines ungekoppelten masselosen Skalarfeldes den Wert o5 In dieser Arbeit wird

wﬁ(:q§2:) fiir komplexere Félle berechnet. Anders als im masselosen ungekoppelten Fall
ohne Randbedingungen sind die resultierenden Integrale so kompliziert, dass sie sich oft
nicht geschlossen l6sen lassen, so dass haufig Ndherungsmethoden zum Einsatz kommen.

1.2 Der Casimir-Effekt

Der Casimir-Effekt ist ein rein quantenfeldtheoretischer Effekt und ist eine Folge der
normalerweise unbeobachtbaren Vakuumsenergie. Obwohl bei Abwesenheit von elektri-
schen Ladungen der Erwartungswert des elektrischen und magnetischen Feldes verschwin-
det ((E) = (B) = 0), ist der Erwartungswert des Quadrates der Felder nicht Null
((E?) = (B?%) # 0). Der Erwartungswert der Energie H = § [ d3r(E?(r) + B%(r)) ergibt
deshalb auch einen von Null verschiedenen Wert. Geometrische Randbedingungen, z.B.
die Einschrankung auf den Raum zwischen zwei parallelen Kondensatorplatten, stellen
Bedingungen an die moglichen Wellenfunktionen. Es sind nicht mehr alle Moden méglich,
da der Erwartungswert des Quantenfeldes an den Réndern verschwinden muss. Die Vaku-
umsenergie ist formal unendlich, jedoch ist es moglich, diese Grofle in eindeutiger Weise
zu renormieren, indem man sie mit der Vakuumsenergie im freien Fall vergleicht. Die-
ser Energieunterschied bewirkt Kriifte. Ob diese Krifte anziehend oder abstoflend sind,
héngt stark von der Geometrie und der Art der Randbedingungen ab. Um die Kréfte zwi-
schen zwei ungeladenen Kondensatorplatten zu bestimmen, verwendet man aufgrund der
Maxwellgleichungen Dirichlet-Randbedingungen (das Feld verschwindet an den Réndern)
fiir die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes und die Normalkomponenten des
magnetischen Feldes. Die erste Ableitung der Normalkomponenten des elektrischen Fel-
des und der Tangentialkomponenten des magnetischen Feldes verschwinden (Neumann-
Randbedingungen). Mit diesen Bedingungen erhilt man eine anziehende Kraft zwischen
den Platten, der Druck betriigt (mit dem Plattenabstand a):

7.(.2

_ 1.
240a4 (1.6)

p =
Der Casimir-Effekt wurde 1948 von Hendrik Casimir theoretisch vorhergesagt und 1958
von Marcus Spaarnay experimentell bestétigt. Neuere Untersuchungen (1997) von Steve
Lamoreaux zeigen, dass das experimentelle Resultat bis auf 5% mit den theoretischen Vor-
hersagen iibereinstimmt.



Kapitel 2

Temperaturobservable eines
skalaren Feldes endlicher
Temperatur im Minkowskiraum

In diesem Kapitel soll das Quadrat des Feldoperators eines skalaren Quantenfeldes in
einem KMS-Zustand ausgewertet werden. Der renormierte Erwartungwert dieser Grofie
ist ein Maf fiir die Temperatur des Zustandes. Die Zweipunktfunktion eines Skalarfeldes
mit der Temperatur Null lautet (mit py = w(p)):

1 L
Arlr—y) = 5 ity 2.1
+@=y) (2m)3 / 2w(p)e (2.1)
Fiir ein Skalarfeld mit endlicher Temperatur 7" = % lautet die Zweipunktfunktion:
1 d3p e*ipu(m“—y#) eip#(m“fy“)
i 2.2
ﬁ(x y) (277)3 / Qw(p) ( 1 — e—Buw(p) + efw(p) — 1 ( )

Im Grenzwert y — x divergieren beide Funktionen. Wir renormieren deshalb, indem wir
die Differenz bilden:

1 ddp [ eula"—y")  pipu(at—y") 4
— ) — _ ) = _ i@t —yt)
Aol —y) = Az =) (%)3/ 25(p) (1—6—6w<p> Tmwm g

1 d’p 1 ipu(eh—y*) | p—ipu(zh —yH)
‘(%)3/ 20(p) <eﬁw<p>—1> (et g et
(2.3)

Die Exponentialdarstellung des Cosinus wird ausgenutzt:

1 Bp cos(py(xh — y™))
(2m)? / w(p) o) 1 (2.4)

Aplx—y) = Az —y) =
Grenzwertbildung und Einfithrung von Kugelkoordinaten ergeben:
1 d3p 1 1 < dp  Amp?
lim(Ag(xz—y)—Ai(x—y)) = = 2.5
n(As(e=1)-Asa=) = s [ Sh o | e )

13




14 KAPITEL 2. TEMPERATUROBSERVABLE EINES SKALAREN FELDES

Im Fall eines masselosen Feldes gilt w(p) = p, damit erhalten wir:

i (As(e — 1) = Ao =) =ws(66%) = oz [T — (20

Yy—x

2.1 Massives Feld

Fiir ein Feld mit endlicher Masse m gilt w(p) = y/p? + m? und damit:

2 1 / d3p 1 1 /OO dp Ap?
= = 2.
wp(:¢7:) @ ) wlp) 0 —1 @nP Jy Rt mE o g (2.7)

Mit der Substitution u = 3+/p? + m?2, ‘Cil—; = ?2 bekommen wir:

—Uu

wg(:4%:) L /oodu\/uz—m?B2 1 L /Ooduvuz—mQlei

2 g =1 272 5 g
(2.8)
11 (> - 11 [> =
- = 2 _ 2320t —nu _ T 2 _ 232 —nu
=02 /mﬁdux/u m?[3%e nz_oe ~ 2 /mﬁdux/u m?[3 nzle (2.9)

1 1 1 3\ [/ 2mp 1 —
wa:?) = P nzl T <5> (%) K\(mBn) = 5 nzl %Kl(mnﬁ) (2.10)

Hierbei ist K die MacDonaldsche Funktion und I' die Gammafunktion. Da K7 monoton
fallend ist, steigt wg(:tbQ:) wie im masselosen Fall monoton mit steigender Temperatur und
verschwindet bei T' = 0.

2.1.1 Kleine Masse

Um die Massenabhéngigkeit zu bestimmen, entwickeln wir (2.8) in eine Taylorreihe um
m = 0:

d
wg(:0%:) = wﬁ(:gbZ:)‘ + md—wﬁ(:QSQ:) + O(m?) (2.11)
m=0 m m=0
Nach (2.6) gilt:
oalet)| =g 212
6 . . - 12/82 .
Und nach (2.8):
d 11 d [® s du
& s(:0% - ¢ - 2.13
dm” (¢ )‘mo 2ﬂ2ﬁ2dm/mﬁ ut —m’p et —1|, 4 (2.13)
11 d du 1 1
— _ _ 2 232 —— \/m2 — m2 214
272 32 d “ b ev —1 ‘mO on2 VI T ‘mo (2.14)



2.1. MASSIVES FELD 15

Der zweite Term ist nicht definiert, da sowohl Z#hler als auch Nenner Null sind. Jedoch
existiert der Grenzwert lim,, .gvm?2 — m?2 65,,1_1 = 0, deshalb setzen wir den zweiten
Ausdruck Null. Der erste Ausdruck

1 1 [ d du 1 > -m du
—/u? —m232 ‘ = —/ ' 2.15
dm 1 m=0 27T2 mp3 u2 — m2/82 et — 1 m=0 ( )

W F ), P
hat an der unteren Integrationsgrenze eine Nullstelle im Zéahler und im Nenner, deshalb
substituieren wir u = mfBv und erhalten:

_L/‘X’ -m dv ' _L/‘X’ -m dv ‘

C2m? )y VZ—1efmv—1 o 2r? [ \/v2_11+ﬁmv—|—(ﬁmv)2—|—...—1(5LT0)
_L/OO —1 dv _ 1 /OO —1 @___1 (2.17)
22 1 \/v2_1ﬁv+ﬁ2u2m+... m:0_2ﬂ'26 1 Viz—1w _47Tﬂ ’

Nach (2.11) erhalten wir die Taylorentwicklung des Wickquadrates in der Masse, entwickelt
um m = 0:

1 m

2.1.2 Grofle Masse

Wir méchten jetzt wg(:¢?:) im Grenzfall groBer Masse und kleiner Temperatur (8m >> 1)
bestimmen. Gleichung (2.8) kénnen wir dann wie folgt néhern:

wg(:0%:) = L1 /Oodux/uz—mQﬁze” (2.19)

N 27'1'2 ﬁ2 mp

Die Wurzel entwickeln wir an der Stelle u = m( in eine Potenzreihe in u:

V& BB = \/2\/m u_mg+1¢ﬂu—mmW?+O<@;£gfg>

4 Vmp (mpB)3/2

L1 s V3 (0= mp)*”?
2 _
wg(:0:) ~ — — du( V2/mpBy/u—mp + = e "
6% = g [ aol VIR R+ TG
11 V2m e hm
= ﬁ,/mﬁe*ﬁm_i_?)—ﬂ-e
272 32\ /2 16 /mp

Da wir mf >> 1 vorausgesetzt haben, vernachléssigen wir den zweiten Term und erhalten
das Wickquadrat in der Naherung grofler Masse und kleiner Temperatur:

2y L me
wﬁ(-¢2-)~(2ﬂ)3/2 e (2.21)

(2.20)

In Abbildung 2.1 ist wg(:¢?:) = #6—12 fyzoﬁ dur/u2 —m23% L~ dargestellt. Auf dem Bild
ist bei m = 0 sehr gut die quadratische Abhéngigkeit von der Temperatur sowie der mo-
noton fallende Kurvenverlauf bei wachsender Masse zu sehen, wie man auch in Gleichung

(2.21) und (2.18) sieht.
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:) als Funktion von m und T

1p?

Abbildung 2.1: wg(



Kapitel 3

Der Casimir-Effekt

Unser Ziel ist es, die Zweipunktfunktion eines skalaren Feldes zwischen zwei Platten zu
berechnen. Diese Platten geben Randbedingungen vor. Ahnlich wie die Wellenfunktion
eines quantenmechanischen Teilchens in einem Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden
muss das Quantenfeld an den Platten verschwinden. Dazu betrachten wir vorerst eine
einzige Platte, welche so positioniert ist, dass das Feld auf 2® > 0 beschrinkt ist.

3.1 Vakuumzustinde mit Randbedingungen

3.1.1 Beschriankung auf einen Halbraum

Wir wahlen Dirichlet-Randbedingungen, das Feld verschwindet an den Rédndern. Es sind
auch andere Randbedingungen moglich, zum Beispiel Neumann-Randbedingungen, bei
denen die Ableitungen des Feldes an den Réndern verschwinden. Auf diese Art der Rand-
bedingungen wird spéter eingegangen. Da ¢(z) g T 0 gelten muss, ist das Feld wie folgt
definiert:

¢(x) =

1 d3p <e—ipuaz“ _ e—i(Sng)$“‘ eipux“ _ ei(Sng)x“

(2m)3 2o () NG a(p) + 7 a*(p)> (3.1)

Mi}tl den Relationen [a(p),a*(p')] = (27)%3(p — p'), [a(p), a(p')] = 0 = [a*(p), a*(p')] ergibt

Qo) ¢W)] 1) g

3,73
1 d’pd p/ 1 <e—i10u$“ B e—i(53pp)96“) <eipityu B ei(53pL)y#)
2m)* ) Aw(p)w (') 2

_ (e—ipLy“ _ e—i(SspL)y“) (eipux“ _ ei(Sspu)w“> )6(1) — )

(3.2)

17



18 KAPITEL 3. DER CASIMIR-EFFEKT

Infolge der Identitdt (Ssp, )zt = p,(S3z*) gilt:
(Qf[o(2), oW [N g

I R —ipp(zH —yH) —i(Sapu) (@t —y*) _ —ipu(zt—Ssy*) _ —i(Sspu) (=" —SsyH)
2r)? / 4w(p)<(e ’ e e e )

— (eipu(x“—y“) + eHS3pu) (@ —y¥) _ gipu (@t —Ssyt) _ ei(sapu)(x“—ssy“)>>

(3.3)
Umkehren der ps-Integrationsrichtung bei bestimmten Summanden ergibt:
3
_ 1 / _d’p (efipu(:v“*y“) — e tpulet=Ssyt) _ gipu(ah—y*) 4 eipu(:v“szy“))
2m)3 | 2w(p) (3.4)
= Az —y) — Az — S3y)
20 20
z! z!
mit dem Spiegelungsoperator S3 2 | = 2
23 3

Die Zweipunktfunktion des auf einen Halbraum beschréinkten Skalarfeldes ist der positive
Frequenzanteil:

wa(@,y)nr = Ap(z —y) — Ay (v — Say)] (3.5)

Der Erwartungswert des Wickquadrates ist die Differenz dieser Gleichung mit Gleichung
(2.1):

lim (A (2 —y) = As(z = S3y) = Ai (o —y)) =|w(:d*)ur = —A4(227) (3.6)

Yy—z

Diese Funktion soll jetzt fiir die masselose Theorie berechnet und graphisch dargestellt
werden:

—1 d3p 97 3
~AL(22%) = R 3.7
+( Zz ) (277)3/2w(p)e ( )
Mittels des Residuensatzes zeigen wir, dass dieser Ausdruck mit folgendem Integral iiber-
einstimmt:

@m* ) |p)? 2m)* ) (po+ilpoLl)(po —ilpoLl) (3.8)
_ L, / . dpldp2flp3 o—izpsat _ 1 / d’p o203
(2m)4 ilpoL|+i|poLl (2m)3 ] 2|poL]

Hier bezeichnet |py, | = \/p? + p3 + p%. Das Integral soll jetzt mit Hilfe des Residuensatzes
ausgewertet werden:

it @e—ﬂpsx?’ _ —1 / : d'p : o—i2p3a’
@2m)* ) |pf? (2m)t ) (p3s+ilpsel)(ps —ilpsL])
= _—1(—27Ti)/ dpodp1dps e~i2(=ilpsi)a® —1 / dpodp1dps e 2IpaLlz? (3.9)
(2m)4 —i|p3L| —i[p3L] (2m)3 2 |p3L]
-1 [dmrpPdp 5,5 -1 [% Congd —1 1
(2m)? /o 2 ¢ (2m)? /o peve (2m)? (209)?
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Damit erhalten wir also das Wickquadrat des auf einen Halbraum beschrinkten masselosen
Feldes:

w(:(bQ:)HR = (271‘)2 (2563)2 (3.10)

Fiir ein Feld, das auf 22 > 0,23 > 0 beschrinkt ist, berechnet man analog:
wa(,y)1p = Az — )~ Ap(z — Soy) — Az — Syy) + Ap(a — 58)  (3.11)

Die Zweipunktfunktion eines skalaren Feldes, dessen drei Ortskoordinaten auf positive
Werte beschrénkt sind, lautet dann:

wa(x,y)1p = Ay (@ —y) = Ay (2 = S2y) — Ay (z = S3y) + Ay (z — 5253y)

(3.12)
—AJr(x — Sly) + AJr(x — Slsgy) + A+(£C — Sngy) — AJr(x — 515253y)

3.1.2 Beschriankung auf ein Intervall

Als néchstes wollen wir die Zweipunktfunktion fiir ein skalares Quantenfeld betrachten,
das der Beschrinkung 0 < 2% < a unterliegt. Aufgrund der Randbedingungen existieren
nur diskrete Werte fiir ps.

d2p e*ip#:l:“ — e*i(SSPu)xﬂ eip#m“ — ei(S?)ptL)mH
( a(p) + a*(p)

o(x) = 2772 Z \/% o) NG NG

n=—oo

(3.13)
Hierbei gilt ps = 73, py = 7%, [a(p), a*(p)] = (27)*0(p1 —p1)3(p2 = P3)dnm, [a(p), a(p)] =
0 = [a*(p), a*(p')]. Daraus folgt:

o) o]0 = oy 0 S o [ Y
@n)? = da ) Jawp)e(p)
( (e_ip“x“ — e_i(s?’pfi)x“) <eip:ty# - ei(swi‘)y#) (3.14)
— (e_ip:ty“ — e_i(53p:t)y“) <eip“$“ — ei(sw“)ﬂ) )5(1?1 — p1)0(p2 — Pb)0nm

Das Integral iiber p’ wird mit Hilfe der Deltafunktionen ausgewertet:

(Q[p(2), o(y)] 1) )2 Z 4a/

<<e—ipu<xﬂ—yﬂ> i (Ssp) @ —y) _ mip(aSsy) _ —i(Ssp) (e —Sayt)

(3.15)

_(ez‘mwyﬂ) 1 i(Sspp) (@ —y*) _ gipp(at—Ssyt) _ i(Sspu) (et~ Ssy“
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Umkehren der ps-Integrationsrichtung bei bestimmten Summanden und Zusammenfassen
ergeben:

1 1 [ d [/ . A _
— _ - pﬂ(x,u_y,u) _ _ZP;L(iL"u_SSy"L) _ Zpu(x#_y#) ZP;L(x“—SSy“)>
2r)?2 Z 2a/2w )<e ‘ ‘ e

(3.16)

Der positive Frequenzanteil lautet:

w2 (T, Y)1 @) Z 2a/ _’p“(x“_y“)—e_ip“($“_s3y“)> (3.17)
7T

.
Nach der Poisson-Resummationsformel >°° _ f(n) =>2_ [ f(n)e ™2™ dn gilt:
oo
P — D Z / nl 1 inmEdys)—imam
2a 20}(1)1,1)2’”%) 2a 2(4) pl’pQ’ )

n=—00 m=—00
(3.18)
Mit p3 = n7 gilt:

1 .
N S A SR 319
27 2(4} plap2,p3)

m=—00

Mit diesem Resultat geht (3.17) iiber in:

Z / e_ipu(x#_y#-FmQa“) _ e_iplL(x#—Sg,y“—f—mZa“)) (320)

m=—0oQ

wa(z,Y)r1

Damit lautet die Zweipunktfunktion eines skalaren Feldes, das auf ein Intervall der Breite
a beschrankt ist:

[e.e]

wo(x,y)r = Z (Ap(z —y +2ma) — Ay (z — Sy + 2ma)) (3.21)

m=—0oQ

Dabei ist a* = (0,0,0,a). Der Erwartungswert des Wickquadrates ist die Differenz von
Gleichung (3.21) und Gleichung (2.1):

o0

w(:¢?:) = Z}I_)Hi < Z (Ay(z —y+2ma) — Ay (z — Szy + 2ma)) — Ay (z — y))
pon (3.22)
Z A4 (2ma) Z AL (223 + 2ma)

Auch dieser Erwartungswert soll fiir ein masseloses Feld berechnet werden. Nach Gleichung
(3.6) und (3.10) gilt:

00,m#0
Z A4 (2ma) Z AL (222 4 2ma)

meTee e (3.23)
o o

1 1 1 1
- 2mz (2m)2 (2ma)? m:zoo (2m)2 (223 + 2ma)?

1
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o0 1 1
m=1 (2m)2 (2ma)?2’

# =((2) = %2) Zur Bestimmung der zweiten

Die Berechnung der ersten Summe, 2 wird auf die Zetafunktion mit

[e.9]

dem Argument 2 zuriickgefiithrt (3> °_;
Summe werden die Fourierreihen der Funktionen z sin(Az) und cos(Az) auf dem Intervall
x = —m...m verwendet und an der Stelle x = 7 ausgewertet:

e}

. B cos(A) sin( )
msin(Ar) = Z <_ A+n + 7T(>\+n)2>

n=—oo

. gin(Am) (3.24)
sin(Am
cos(Am) = —
Om= 2
Wir multiplizieren die erste Zeile mit %ﬂ)‘”) und die zweite Zeile mit cos(Az). Beide Zeilen

werden dann addiert:

L ™ (A +n)?
Wir erhalten somit die Identitét > o0 o Jrln)g = (Sin?jﬂ))g. Mit diesem Ergebnis bekom-
men wir:
1 1 1
2
w(:p®:)r = —
(:07)1 = 1322 ~ Tga i <Wsz>2 (3.26)

Das Wickquadrat eines masselosen Skalarfeldes auf dem Intervall ist also negativ und
divergiert an den Réndern. In Abbildung 3.1 ist es fiir die Intervallbreite a = 1 dargestellt.
Die Singularitéten an den Réndern sind sehr schén zu erkennen.
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Abbildung 3.1: w(:¢?:) in einem Intervall (Dirichlet-Randbedingungen)

Neumann-Randbedingungen:

1 d3p

Die Felder in Gleichung (3.1) und (3.13) wurden so
konstruiert, dass das Feld bei 23 = 0 (beide Felder) und 2® = a (Intervall) verschwindet
(Dirichlet-Randbedingungen). Wenn man jetzt fordert, dass nicht das Feld selber, sondern
die erste Ableitung an den Réndern verschwindet (Neumann-Randbedingungen), so ergibt
sich fiir das Feld im Halbraum:

+ e*l’(Sgp,’L){L"'L

¢(CU) = (27‘(‘)3 /—2w(p)

< efipu:v“

7 a(p) +

und fiir das auf ein Intervall beschrankte Feld:

d’p

eip#m“ + ei(Sgp#)m“

I = 1
=y 2 Vm

n=—oo

v 2w(p)

(eip#:v“ + efi(Sgp#):v“

V2

a(p) +

7 a’ (p)>

eip#m“ + ei(Sgp#)m“

(3.27)

V2

a” (p)>

(3.28)

Nach ldngerer Rechnung, die aber im Prinzip fast mit der Rechnung fiir den Fall der
Dirichlet-Randbedingungen iibereinstimmt und deshalb hier nicht aufgefiihrt wird, ergibt
sich fiir das Wickquadrat eines masselosen skalaren Feldes auf einem Intervall, dessen
Ableitungen an der Rédndern verschwinden:

w(:¢2:)1

1 1

1

=B 1642 <
Sin

w3

a

;

(3.29)
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Anders als im Fall der Dirichlet-Randbedingungen ist das Phiquadrat hier positiv. Wieder
divergiert das Wickquadrat an den Réndern. Die Summe des Phiquadrates im Intervall un-
ter Dirichlet- sowie Neumann-Randbedingungen ist nicht mehr vom Ort abhéngig (ﬁ)

0.8
0.6
0.4

0.2

x_3

Abbildung 3.2: w(:¢?:) in einem Intervall (Neumann-Randbedingungen)

3.2 KMS-Zustinde mit Randbedingungen

Als Néchstes ist es unser Ziel, den Erwartungswert des Wickquadrates von KMS-Zusténden
mit den Randbedingungen der vorherigen Abschnitte zu bestimmen. Es wird wieder mit
der Zweipunktfunktion des Skalarfeldes mit Temperatur Null ohne Randbedingungen re-
normiert.

3.2.1 Beschrinkung auf einen Halbraum

Gleichung (3.5) gilt nicht nur fiir den Zustand mit Temperatur Null, sondern auch fiir
KMS-Zusténde. Der Erwartungswert des Wickquadrates ist die Differenz von dieser Glei-
chung und Gleichung (2.1):

lim (Ag(z —y) = Ag(w — S3y) = Az —y)) = |ws(:¢”)mr = wp(:¢°:) — Ap(227) ] (3.30)

Yy—x
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Der letzte Term ist eine Verschiebung des Wickquadrates gegeniiber dem Wickquadrat
ohne Randbedingungen.

3.2.2 Beschriankung auf ein Intervall

Gleichung (3.21) gilt auch fiir KMS-Zusténde. Der Erwartungswert des Wickquadrates ist
die Differenz von Gleichung (3.21) und Gleichung (2.1):

o0

waeg?)r = lim (3 (Aala =y +2ma) — Agla = Szy +2ma)) - Ay (@ ~ y))
T (3.31)
00,m#0 00
wp(:0%:)r = wp(:¢%:) + Z Ag(2ma) — Z Ap(22% 4 2ma) (3.32)

Die Terme, iiber die summiert wird, bedeuten eine Korrektur des Wickquadrates gegeniiber
dem Fall ohne Randbedingungen.

3.3 Vom Ort unabhingige thermische Observable

Die in den vorherigen Abschnitten berechneten Wickquadrate sind ein Ma$ fiir die Tem-
peratur des Systems, jedoch sind sie von den Randbedingungen und dem Ort abhéngig.
Deshalb soll jetzt versucht werden, eine Grofle anzugeben, die unabhéngig vom Ort ist
und trotzdem als Observable der Temperatur interpretiert werden kann.

3.3.1 Beschrinkung auf einen Halbraum

Fiir das Feld gilt:

1 d3p eiipuxﬂ — e*i(Sspu)mu eip#m“ — ei(Sg,p#)m“ *
6@) = o3 NCTT) ( N a(p) + 7% a*(p) | (3-33)

Es soll folgender Erwartungswert berechnet werden:
Q| Orp(2)0ud(y) 1) g =

1 d3p 1 ; —tppxt | —i(S. n . in gl . i(S m
- (—sze P 4 i (Sspy)e i(Sapu)z > (Zpyelpuy _2(531)”)6@( 3Dy >

(2m)3 ) 2w(p) 2
(3.34)
Mit der Identitat (Ssp, )zt = p,(Szz*) gilt:
1 / d3p _'p ( n_ ;L) i M Gaqt
=3 papye” P YY) — py (Sap, e =St

_(S3p>\)pye*i(53pu)(mﬂfsgy#) + (Sgp)\)(Sgpy)efi(sf’p#)(x“*y“))
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Umkehrung der ps-Integrationsreihenfolge und Zusammenfassen ergeben:

1 43 e o
= W/F& (p)\pl,e pu(zh—yH) —p)\(Sgp,,)e AC 53y’)>

= (Qd(2)0d(y) [2) — (2 Orp(2),P(S3y) [€2)

Diese Gleichung gilt nach Einfiigen des bekannten temperaturabhéngigen Terms auch fiir
KMS-Zustéande. Da diese Funktion im Grenzwert y — z divergiert, renormieren wir mit
dem Erwartungswert im Grundzustand ohne Randbedingungen:

wp(:0000,82) 1R =
im ( (8] 910(2)0,6(y) 18) — (8| 916(2),6(S5)18) — (2 r0(x)D6(v) ) )
< 1 / d3p cos(py (at — y“))) (3.37)

@0 ) wp) T e 1
1 d3p 6—ip32x3 eip32x3
~(27)3 / 2w(p)p>‘(53py) (1 o) | Bl _ 1

Damit erhalten wir den Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors des auf einen Halb-
raum beschrinkten Skalarfeldes endlicher Temperatur:

(3.36)

= lim
y—

wa(:T™:) R =
1 / dp  prp” 1 / d*p N Ssp”) e~ pa2e’ . ¢ips2e’ (3.38)
2n)3 ) w(p)efe®) —1  (27)3 2w(p)p P\ T T e he) T el — 1

Der Erwartungswert zerfillt also in zwei Teile, der erste ist unabhéngig von den Randbe-
dingungen, der zweite enthélt den Abstand zur Platte. Um den letzten Teil zu kompen-

sieren, schauen wir uns folgende Funktion an:

8)\61,(.05(:(;52:)[{3 = aAa,/WQ(:ng:) - OAGVAB(Z:U?’) = —6A8VA5(2333)

1 d’p > ¢~ pa2a’ gipsa’ (3.39)
= =L 4(ps)2630,
(277)3/ 20 (p) (P3)"0239v3 <1_eﬁw<p> t B 1

Um den ortsabhéngigen Teil des Temperaturerwartungswertes zu kompensieren, wéhlen
wir A = 3 = v und bilden folgende Differenz:

1

wg(:030030:) HR — 13383Wﬁ(:¢2:)HR =

1 d3p (p3)2 1 d3p ) 6—ip32x3 eip32x3

3 + 53 (p3) —m + 3.40

27)3 ) w(p)ef®) —1 " (2n)3 ) 2w(p) 1—e B " Bulp) — 1 (3.40)

1 1 a3 6—ip32a:3 eip32x3
10 | pa o (T

4 (2m) 2w(p) 1—ePulp) ~ ehulp) —1

Damit erhalten wir folgende ortsunabhéngige Grofle:

. . 1 2y L Pp  (pa)’
wp(:030039:) R — 133330)6(-(?2-)1{3 L / o(p) P01 (3.41)
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Mit der GroBe wg(:03¢03¢:)nR — %8333w5(:¢2:) HRr haben wir also eine Observable gefun-
den, die im Fall des Halbraumes unabhéngig vom Ort ist und im Zusammenhang mit der
Temperatur steht. Im masselosen Fall berechnet man mit der Substitution p’ = 3p, dass
der Ausdruck proportional zu - ist. Diese Observable ist mit der im Fall ohne Randbe-
dingungen identisch, da die Observablen des auf einen Halbraum beschrankten Feldes bei
groffem Abstand von der Platte in die des Feldes ohne Randbedingungen iibergehen. Leider
ist diese Observable von der Art der Randbedingungen abhiingig, es ist die z3-Koordinate
ausgezeichnet. Wir werden jetzt den Wert dieser Observable fiir den masselosen Fall be-

rechnen:

1 dp (p3)? 1 1 [d% (py)?
@y ] Bl -1 @ gt e -1

(3.42)

Einfithrung von Zylinderkoordinaten und die Substitution fl—z = L ergeben:

1 1 /°° dps /°° 2rpdp  (p3)> 1 1 /°° dps /°° g (P3)
(2m)3 Bt J oo 0o VPEEpZeVveit 1 (2m)?2 Bt ) o b € —1
1 1 [

_ 5 1 _ 72
- (2w)2@/_oo dps(ps)”In (1 - ep3> ~ 90"

(3.43)

7T2

W6(383¢83¢:)HR‘m:0 - 36383W6(:¢2:)HR

Der Erwartungswert ist also proportional zur vierten Potenz der Temperatur.

3.3.2 Beschriankung auf ein Intervall

Als Nichstes soll getestet werden, ob die gefundene Temperaturobservable auch im Fall
eines Intervalls unabhéngig vom Ort ist. Die Rechnung analog zum Fall der Beschrankung
auf einen Halbraum aus dem letzten Abschnitt ergibt:

(Q rp ()00 (y) 1) =

1 > d3p . B By .
G 2 / 20(p) (papyemimnat zun2et) _p (Syp, e imula" =Soyt tn2at))

(3.45)

n=—oo

= 3 ((210r6(@ + 200)0,6(y) |9) — (2 Dr6(w + 2na)0,B(Ssy) [2) )

n=—oo
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Auch diese Gleichung gilt fiir KMS-Zusténde. Es wird wieder mit dem Erwartungswert im
Grundzustand ohne Randbedingungen renormiert:

wa(:00p0, ¢2)1 =

yg< > ((Bloxé(a +200)0,6(y) |8) — (8] 0xé(x + 2n0)3,6(Say) 1) )

n=—oo

— (2 0x6(2)0,6(y) V) )

’ eyt 3.46
y—z \ (27)3 ) w(p) eBw(p) — 1
00,70 3 —ip32na ips2na
1 d°p e'P3 elP3
" ey n:zoo/ 2(p) (1 ") | Pl 1)
e—3(2e3+2na)  ,ips(20°+2na)
3 Z / 3pl/) < 1 _ e*ﬁw(p) + eﬁw(p) — 1
Zur Kompensatlon des ortsabhingigen Teils wird wieder folgender Ausdruck berechnet:
ONDyws(:¢7:) Z 20, Ap(22% 4 2na)
e—ip3(22°+2na)  ip3(22°+2na)
(27) 9.3 n—z:oo/—4 p3)%0x36,3 < = + o) 1
(3.47)
Damit ergibt sich:
1
wp(:030030:)1 — Zasasw(!(bZ!)I =
L[ &, eos(plat —yt)
=1 2 I
yor ((%)3 / o) P e —1 >
00,170 3 —ips2na ips2na
1 d D 9 e P3 ePS
" (2m)? n:zoo/ 2w(p) (ps) <1 — e Bw(p) * efep) — 1) (3.48)

1 d3p ) e—p3(2e°+2na)  ,ip3(22°+2na)
+ )3 Z /QW(p)(p3) <1_66w(p) * ebw) — 1

<6—ip3(2x3+2na) 6i]og(2963—|—2na) )

| — e Ao | eBalm _ 1

Im Fall der Beschrankung auf ein Intervall erhalten wir also folgenden Erwartungswert:
1

wg(:03003¢2)1 — 15333005(:@52:)1 =

00,n#0

1 / d3p (p3)2 4 1 Z / d3p ( )2 e~ p32na N £iP32na
(2m)3 | w(p) efelp) —1 ° (2m)3 e 2(p) D3 1 o) T e 1

(3.49)
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Diese Observable ist wie im Fall des Halbraumes ortsunabhéngig und von der Temperatur
abhéingig, jedoch stimmt sie nicht mehr mit dem fiir den Halbraum berechneten Wert
iiberein.



Kapitel 4

Kopplung zweier massiver
Skalarfelder

In diesem Kapitel sollen zwei miteinander gekoppelte massive Skalarfelder betrachtet wer-
den. Die Wechselwirkung wird durch einen Kopplungsterm in der Klein-Gordon-Gleichung

realisiert, der linear in den Feldern ist. Die beiden Gleichungen
<D + m2> ¢=—fi

und
<D + m2>¢ =—f¢

lassen sich wie folgt in Matrixschreibweise darstellen:

(7 5 ()-(0)

Durch Diagonalisierung der Matrix nimmt die Gleichung folgende Form an:

(")) (5= (6)

Damit sind die Felder entkoppelt, mit den neuen Massen und Feldern:

my = m2+f

mo =/m?—f

m=%(¢+w>
e fo-s

(D + mi2> ¢1,2 =0

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.6)

Die neuen Felder sind Losungen der Klein-Gordon-Gleichung mit den Massen m1 und mo.

29
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4.1 Zeitentwicklung eines Feldes

Als Néchstes soll die Zeitentwicklung des Feldes ¢ betrachtet werden. Zum Zeitpunkt ¢t = 0
wird die Kopplung eingeschaltet, bei t < 0 sei f = 0, wir haben vor dem Einschalten also
zwei freie, ungekoppelte Skalarfelder. Fiir die Zeitentwicklung eines Skalarfeldes gilt:

ota) =i [ @y(5AGT - 1600+ ALs - o0.0) A7)

Das Feld ¢ driicken wir als Linearkombination der Felder ¢4 und ¢- aus, da diese Felder frei
sind und fiir sie deshalb die Zeitentwicklung durchgefiihrt werden kann. Zum Zeitpunkt
t = 0 werden ¢; und ¢ wieder durch die urspriinglichen Felder ¢ und 1 ausgedriickt.
Damit gilt fiir ¢:

o) = [ daem o(t.) = = [ daens (on(t.2) + oalt.)

_ % /d3xeipjxj <i/d3y<%Am1 (t,x — y)¢1(07y) + Aml(t,x — y)%(bl(o,y))
bi [ (o tr = 1)6200.0) + B2~ ) 0200.) )
3

= E/d‘rﬁxeipﬁj /d Yy

2
(5m (1.2 = 9 (00 +000.9) + A2 = 9) 5 (6(0.) + 6(0.)

Bt = 4)(600.9) = VO) + Bt = ) 5 (600.9) ~ 600.)

(4.8)

Wir wollen uns jetzt den von ¢ abhingigen Teil der ersten Zeile nidher ansehen (mit
= (t,z', 2%, 2%) und y = (0,y', y?,%>)). Einsetzen der Definitionen fiir A und ¢ ergibt:

%/d‘gmeipjxj /d?’y(%Aml (t,x —y)o(0,y) + Ay, (t,z — )gt¢(0 y))
( 1) /walp(;)’) (epr Lak—yt) _ e‘mel(x“y“)>%¢(0,y)>
= 5 | e | dgy@(z}f)s/ walp(;o’) O )

d3 /" e e
e (a6 e )

d3 / . Imy . Imy
e~ (et —yH) _ giput (zt—y)
(27T) 2wm, (1)

0 d3p/l 1", v ", v
—_ I —ipLy LY
ot 2w (p") (%(p & +asle)e >>

+

(4.9)
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Die Integrale iiber x und p’ werden unter Ausnutzung der Fourierdarstellung der Delta-
funktion ausgewertet:

3./
= % / d3y< 1 / d—p <eip:lty#7iwm1 (p/)t53 (p - p/) + eiipLy#+iWM1 (p/)t53 (p + p/))

(2m)3 2
d3p// ( 17 sV Vi ) .
— (a (p )e_lpyy +a* (p )ezpuy >
2w (p") ¢ ¢
+ 1 / dgp, (eipLy“fiwml (p’)t53(p . pl) _ efipLleriwml (p’)t53(p + p/)>
(2m)3 J 2w, (')

/dspl/ﬁ( e P _ ak(p")e zp’y’y”>>

= l/d y<( 1) 1( ppy —iomy (P)t | Pyt Fiwm, (p)t)
2 2m)3 2
3 /"
( —ipuyY 4 g 5(0")e zply”>
20() l/

1 i b . b
- Pry Wmq (p)t _ oWPuy +’me1 (p)t)
T T (e ‘

dgp” Wi p// it . i

(4.10)

Weiterhin wird die Exponentialdarstellung der trigonometrischen Funktionen verwendet.
Die verbleibenden Integrale werten wir wieder mit der Integraldarstellung der Deltafunk-

tion aus:

1 1 d3 " sl )V ", v

= §/d3y<( ) (zpuy (:os(u)m1 > 5 // < (p")eilp"y —|—a;2( )ezpuy>
Wm
. 3./ /!

_ ¢ ipuy* d’p m(p) —ippyY _ o () ePrY”

ey (07 s 01) [ S a0 = o)

1 d3 ! 11\ $3 i LW /AYN:] 1
:§<cos(wm1 \/7”( p")6(p—p") +ay(p”)o°(p+p ))

i " m (P /" 1 * (N 1
o () (p)t)/pT(p)(%(p )0*(p —p") — al (") (p + p ))>

_ cos(wmy (P)Y) ¢ o (o) Biwm D)) Vwmp)
= ) <¢(p)+ o p)) 22 (D) (qb(p) ( p))
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Damit wird Gleichung (4.8) zu

¢<t,p):%( D) +ay(op) - 2 ";“}w:)( < (ay0) — i -1)
Tt (ot i) - PR o) - (o)
—Cz“";z% ) (s )
_2%7;2;) (a0(p) + aj () + 22 ‘;’"@: " ;"m(p) (as0) — a3 (-p)

(4.12)

e"w®lay(p)+e®ar (—p)

V2w(p)

herauskommt. Weiterhin ist zu sehen, dass sich bei ¢ = 0 alle Terme, die ay, und a;z ent-
halten, herauskiirzen, so dass, wie erwartet, im Anfangszustand nur das Feld ¢ vorhanden
ist. Die Zeitentwicklung des Feldes v lautet analog:

U(t,p) = / dPre®i p(t, z) = % / d3zetPi® (¢1(t,x) — q§2(t,x)>

= % /d3xeipjxj (i/di”y(%Aml( Y)d1(0,y) + Ay (¢, y)%gbl(O,y))
—1 / d3y(%Am2 (t,z —y)p2(0,y) + A, (t, 7 — y)%ng(O, y))>

Man sieht, dass im Fall f = 0, wo mq1 = mgy = m gilt, das freie Feld

(4.13)

Die weiteren Schritte zur Berechnung von (¢, p) unterscheiden sich von den bisher durch-
gefithrten Rechnungen nur um einige Vorzeichen, deshalb werden sie hier weggelassen.

wit,p) = Cm O () a;;<—p>) . 1500 0)7)  tim{p) (a¢<p> - ai;(—p))

21/ 2w (p) szml()

T e+ sien) - P ) )
_%< P b)) 4 il 00 (% » - ai(-»)
+%< > - L;W\L}wmg <a¢ )>

4.2 Berechnung von ¢? im Grundzustand

Als Niichstes soll die Observable ¢? des gekoppelten Feldes zur Zeit ¢ berechnet und mit
dem ¢? des freien Feldes verglichen werden. Dazu wird Gleichung (4.12) in den Ortsraum
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transformiert:

1
¢(t,$) — /d3pe—szxJ
(2r)?
(cos(wm D) (1 5) - a3(p)) — POV () o)

2v/ 2w (p) 2v/2wpm, ()
T % (a0 + a (1) - z-sin@;n;i(zﬁ(p;um(p) (a0(9) — a3 ()
% (%(p) + afzi(—p)> - ism(‘;’”fji(zzz (p)wm(p) <a¢(p) _ a;(_p))
__Egigfi%%?-aw@ﬂ+¢ﬁ(—p0<+ishﬂgtéz:;p;mgﬁ(mﬁp)—GZGﬂﬁ)>
(4.15

Es gelten wie zuvor die Relationen [a(p),a*(p')] = (2m)36(p — P'), [a(p),a(p)] = 0 =
[a*(p), a*(p')]. Damit ergibt sich:

Q| ¢(t, 2)d(t,y) |Q) = (W)/$WMJw%

cosiom, (1) cos(wms 0)1)? _ sin(ermy () om(D) st (p)1)om (1)
wim (P) win(p) wm, (p)? Wy (P)?
2 c08 (W, (P)t) €O8(Win, (P)t) | 28In(win, (P)t) SN (W, (P))wm ()
om(?) " (D) 9] 19
cos (Wi, (P))?  cos(wimy (P)1)” | sin(winy (P)8) () , sin(wm, (P))*win(p)
wm(p) wm(p) wny (P)? Winy (P)?
_ 2cos(wm, (P)t) cos(wm, (P)t)  2sin(wm, (p)t) sin(wm, (p)t)wm (p)
wm(p) Wiy (P)wWm, (D)

Die ersten sechs Terme werden von den Vertauschungsrelationen der Operatoren a;‘) und
ag erzeugt, die letzten Terme von denen der Operatoren a*w und a:

(6t 2)0(1.9) 19) = g5y [ dipe )7

. . (4.17)
o5 (D)1 c08(6my (1) 5i0(eom, ()1 m(p) _ 51 (P)1) 0 (p)
( wm(p) " wm(p) " Wiy (p)? " Win, (P)? )

Das Phiquadrat zur Zeit ¢t = 0 schreiben wir mit der Beziehung cos? 4 sin? = 1 in folgender
Weise:

(9 600.2)0(0.9)|9) = g5 [ abpe e <wm1<p> ¥ wm1<p>>

B L S e
=GP /d pe i 1 (4.18)

<cos(wm1(p)t)2 + sin(wm, (p)t)? N c08(Winy, (P)t)? + sin(wpn, (p)t)2>

Wi (p) wim (p)
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Jetzt bilden wir die Differenz von Gleichung (4.17) und (4.18):

(Qf ¢(t, 2)¢(t, y) [Q) — (2 $(0,2)$(0,y) [2) = (2;)3 / Ppe—ins@—v) L

4
S0 (0)) o (5) | S (D)0 (p) _ sy (0 s )} (1
Winy (P)? Wn, (P)? wm(p) wWm(p)
Zusammenfassen ergibt:
1 i (2 —d) W
- ok /d3pe—2py(ﬂc ) 4(]9)
i 2 1 o sin(w 2 L N
(Sm(”ml D0 (GG ™ Te) TSmO (5 wm@)z)) (420
1 G0\ Wim ’
R / APpe ) 4(p)
i 2—_f sin(w 2—f
(Sm(w’”l ) Py P om0 wm(p)%m(p)?)
Mit der Reihenentwicklung wfgn = _ptm?

2 = PrmiLT =17F é + O(f?) und der Ausnutzung der
Additionstheoreme der Sinusfunktion erhalten wir:

Qo(t, z)o(t,y) |2) — (2 #(0,2)0(0,y) |2) ~ # /d3peipj(rjyj) 1

4wy, (p)?
f (sin(wm (p)t)? (1 + wm{p)z) = sin(wp, (p)t)° (1 gt )>

win (p)?

1 3, —ipy(ai—yi) 1
‘<2w>3/ e o

; ; 2o |
<f(bm(wm2 (P)1)? = sineom, (D)0 ) + s (Sin(ima ()P + sin iy <p>t>2)>
(271r)3 / dPpe=mi@ =) 1

Ao (p)3 (f Sin((wimy (P) + Wiy (p))t) sIn((Winy (P) — Winy (P))E)

2

+ wmf(p)2 (Sin(wmz (p))* + sin(wm, (p )t)2)>

(4.21)

Es gilt folgende Reihenentwicklung in f: wy,, (p)—wm, (p) = \/pz T m2 — f_\/p2 Tt f =
__f 3 R, )
S + O(f?). Damit gilt die N&dherung:

(Qf o(t, 2)b(t, y) [2) = (2] $(0,2)¢(0,) [€2)
1

~
~

o - ,
Ok / APpe ) 4wm1(p)3 (f sin(2wm (p)t) sin (wm{;)) + wmf(p)z 2Sin(wm(p)ltf)

(4.22)
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Jetzt bilden wir den Grenzwert y — x und fithren Kugelkoordinaten ein. Danach wird
eine Substitution w = \/p? + m?2, wdw = pdp durchgefiihrt:

lim ({Q](t,2)(t, ) 12) = (2] $(0,2)6(0,1) ) ) ~

L [™ 4mpdp [ (=St 2o
@) /0 4w:(p;93 <f sin (2w, (p)t) sin <wm(p)> + wm(p)stm(wm(p)t)2> (4.23)

~ 32 / \/7dw< — — sin(2wt) sin <f > f—2281n(wt) )

4.2.1 Verhalten fiir kleine Zeiten

Wir mdochten jetzt das Verhalten dieser Grofle fiir kleine Zeiten bestimmen. Den Ausdruck
sin ({d > konnen wir in eine Potenzreihe entwickeln, da w nach unten durch m beschrinkt

ist, f und t sind nach Voraussetzung klein. Fiir den Ausdruck sin(2wt) kénnen wir nur fiir

kleine w eine Reihenentwicklung durchfithren. Deshalb teilen wir das Integral in zwei Teile

und wihlen als Grenze {, mit mt < e << 1

lim (0] 6(t. 2)6(t,9) 1) — (2160, 2)6(0,1) ) )
2
/ ” mgdw<__sm<2wt>f Lm(“’“) (4.24)

/ Vw dw( - = sm(2wt) It f—22 sin(wt) )

Im ersten Integral benutzen wir die Relation sin(2z) = 2sin(z) cos(x) und fassen zusam-
men. Da die untere Integrationsgrenze im zweiten Integral viel grofler als m ist, konnen

ir vw? — m? durch w ersetzen:
2 t t
= / Vw? —m2do———= sin(w < — tcos(wt) + sin(w )>

n f_2 /‘x’ dw(— 7fsim(Zu}t) n 251n(wt)2>

w? w3

(4.25)

Die trigonometrischen Funktionen des ersten Integrals werden in eine Reihe entwickelt.
Im zweiten Integral wird die Substitution u = wt durchgefiihrt:

2 t 1 t— 133
) / v w dw w ( 2t2> + w76w
87T 2 w

f2t? sin(2u)  2sin(u)?
+87T26du_ u? * u3

244 242 sin(2u sin(u)?
zft/\/ dw+f /du<_5 2u) 2 U)

1272 u? u3

(4.26)

f2t4 221 — cos(2¢) N Ef22 22 9
~ 1or2 2t2 +O(l W) )+ 52—~ gz T gz 1T 0(€)
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Da e << 1 vorausgesetzt wurde, erhalten wir das Wickquadrat des gekoppelten Feldes ¢
am absoluten Temperaturnullpunkt fiir kleine Zeiten:

f2t2

= (4.27)

lim ({2 @(t,2)9(t,) [2) — (2] $(0,2)6(0,2) |) ) =

Man sieht also, dass fiir kleine Zeiten und schwache Kopplung dieser Ausdruck proportional
zu t2 und auch quadratisch in der Kopplungskonstante f ist.

4.2.2 Verhalten fiir grofle Zeiten

Als Néchstes ist es unser Ziel, die Grofle limy,— ( Q| o(t,z)p(t,y) [Q)— (] ¢(0,2)(0,y) |2) >

fiir grole Zeiten zu bestimmen. Den ersten Teil von Gleichung (4.23) wandeln wir mit Hilfe
trigonometrischer Umformungen um und schreiben den Cosinus als Exponentialfunktion:

) / ;dew sin(2wt) sin (%)
_ 16J; *© Vw ;mZdw <cos (Quﬂf - %) — cos <2wt + %)) (4.28)
= if{( 16:];2 — m2dw <exp <z’2wt — 2%) — exp (i?wt + z%)))

Wir werten jetzt den Teil des Integrals, der exp <z’2wt + z%

> enthélt, weiter aus. Der
restliche Teil des Integrals fithrt auf das gleiche Ergebnis, deshalb beschrinken wir uns
hier auf den ersten Teil. Dazu setzen wir die Funktion in die komplexe w-Ebene fort und
dndern den Integrationsweg wie in Bild 4.1 dargestellt. Es ist leicht zu sehen, dass die
Integrale, die zusétzlich durchzufithren sind, um den Kreis zu schliefen, Null ergeben.

Deshalb wurden sie weggelassen. Wir miissen also folgendes Integral 16sen:

f * Vw? — m2dw , ft
§R<16w2 [T e (e i)

\/ (m + iw;)? — m2idw; ( . . ft
<167T / (m + iw;)? exp (12(m + iw;) +Zm+iw,~

00 4/ 12mw; — w; zdwZ w; ft mft
exp ( — 2w;t + ﬁ> exp (ith + 17)
me + w;
2

1671'2 (m + iw;) m?2 + wiQ
(4.29)

Wir fithren die Substitution w;t = w’ durch:

- §R< / Vi2tmw' — w?idw’
1672

(tm + iw')?

W f mft3

_Yy 2mt 7)

m2 + u;_f> oxXp <Z mit “Pm? + w'?
(4.30)

exp < — 2w +
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Es iiberwiegen im Zé#hler und Nenner die Summanden, in denen t vorkommt. Da wir
das Verhalten fiir sehr grofie Zeiten bestimmen mochten, vernachléssigen wir die iibrigen
Summanden:

1 f * Vi2mw'idw' , W f , . omft?
N 15373(%(16772 /0 m?2 exp<—2w +m2+£)exp <Z2mt+zt2m2+w’2)

" (4.31)

Als Majorante des verbleibenden Integrals existiert das von ¢ unabhéngige konvergente In-

tegral iy [i° Y2 exp(—2u/+f ). Deshalb fillt —ghy [ Y7270 sin(2wt) sin (£)

fiir grofle t mindestens wie ﬁ% ab.

N

Abbildung 4.1: Verschiebung des Integrationsweges in der komplexen Ebene

Es ist noch der zweite Teil von Gleichung (4.23) auszuwerten:

12 /moo Vw? —m?2 /(")2&;”122sin(wt)2 dw — f2 /moo 7VWZZW <1 — COS(th))dw (4.32)

82 82
Partielle Integration ergibt:

f2 /oo /w2 _ m2
4
m w

s

s /Oo 3w? — 4m? sin (2wt)
_871'2 m \/w2—m2w5 2t

cos(2wt)dw
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Dieser Ausdruck konvergiert mit wachsendem t gegen Null. Es verbleibt also nur folgender
Term:

2 Vw? —m* 2 —m?
i ((©]0(t,2)0(t,)19) ~ (©2160.006(0.0)[9) ) ~ 2 [~ do  (434)

y—z

Damit erhalten wir folgendes Langzeitverhalten des Wickquadrates des gekoppelten Feldes
¢ zur Temperatur T' = 0:

2
m ({2601, 2)6(1.) 1) — (2] 6(0,2)6(0.1) |9 ) ~ 5105 (4.35)

Yy—x

4.3 Berechnung von ¢? in einem KMS-Zustand

Die im letzten Abschnitt fiir den Grundzustand berechnete Grofie soll jetzt fiir Felder mit
endlicher Temperatur bestimmt werden. ¢ habe die inverse Temperatur (31, ¥ habe (.
Mit der Definition des Feldes aus Gleichung (4.15) ergibt sich:

1 ) i 1 —B1wm(p) 1
(B1, B2 (L, ) (L, y) |51, B2) = (27)3 /dgpe_zpj(x e <1 —_F Z—me(p)) 3

e
£
3
S

~—
[\

co8(Wmy (P)1)* | cO8(Wmny (P)1)* | Sin(winy (P))*win(p) | sin(wim, (p)t
( Wm (p) * Wm (p) - Wmy (p)2 - Wmy (p

2 cos(wm, (p)t) cos(wm, (P)t)  2sin(wm, (p)t) sin(wpm, (P)t)wm (p)
" wm (p) i Wy (P)wmy () )

ok f it (H ) )
cos(Wmn, (P)1)* cos(wWm, (P)1)* | sin(wimy (P)t)*win(p) | sin(wm, (p)t)
( wm(p) * WM(p) * Wmy (p)2 - Wmy (p)2

(4.36)

_ 2c08(wWmy (P)t) co8(wmy (P)t)  28in(wim, (p)t) sin(wmy (P))wm (p)
wm (p) Wiy (P)wm, (D)
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Wir mochten jetzt das Phiquadrat zu 81 = 3, B2 = 8+ AB mit kleinem AS zur Zeit ¢ mit
dem Phiquadrat zu 81 = B2 = oo vergleichen. Dazu bilden wir folgende Differenz:

(8,6 + ABlo(t, 2)p(t,y) 8,8+ AB) — (@ o(t, 2)o(t, y) )

_ 1! 3, —ip;(ai—y?) 2 1
_(27r)3/dpe J Pom®) —1) 8

cos (W, (P)t)* | cos(wimy (p)t)? +Sin(wm1(p)t)2wm(p) +Sin(wm2(p)t)2wm(p)
wm(p) wm(p) W, (P)? Wiy (P)?

+

2 cos (Wi, (P)t) cO8(Wmy (P)E) | 28I0 (W, (P)2) Sin(Wmy (P)E)wm (P)
wm (p) Wiy (P)wm, (D)

(4.37)

+

1 3, —ipi(ai—y) 2 1
(2m)3 / d'pe™ c(B+AB)wm(P) — 1) 8

(cos(wml D1 | 0sma (PP | sin(m, (P (p) | sin(wms () wn(p)

Wi (p) szp) Wmy (p)2 Wmgy (p)2

_ 2cos(wm, (p)t) cos(wm, (p)t)  2sin(wm, (p)t) sin(wm, (p)t)wim (p)
wm(p) Wiy (P)wWm, (D)

Jetzt lassen wir y gegen x konvergieren. Mit einem Umrechnungsfaktor von 11605% wiirde
zum Beispiel die Masse des Elektrons einer Temperatur von mehreren Milliarden Kelvin
entsprechen. Deshalb wollen wir #m und damit auch Sw als grofl ansehen und damit den
Ausdruck Bw 7 durch e P ersetzen. Da wir vorausgesetzt haben, dass AS klein sein
soll, entwickeln wir bis zum linearen Term in AF: e~ (A8 ~ e=Fw _ ABwe B« Damit

erhalten wir:

lim (8. 5+ A8 6(t,)o(t,y) 8,8+ AB) — (2 6(t,2)o(t,1) ) )

~ 1 d pe*ﬁWM(p)%
cos wm1 COS(Wny (P)1)? | sin(wm, (P))*wimn(p) | sin(wmy (P)t)*win(p)
( o) em@? wm®P )
o (p) 1 (4.38)
d?’pAﬂwm( e Pen (el
Cos wml c08(Wim, (P)1)? sin(Wyn, (P)E) 2w (p)  sin(Win, ())%wim (p)
( “+ o) em@? wm®P

 2co8(wm, (p)t) cos(wmy (p)t)  28in(wy, (p)t) sin(wim, (P)1)wim (p) 9
(D) s (P ®) ) T
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Bestimmung von lim, .. ( (8, 61 6(t, 2)6(t.y) |6, 6) — (2 6(t, 2)6(t, ) ) ):

Wir méchten uns jetzt den ersten, von A unabhéngigen Teil ndher betrachten. Wie-
der nehmen wir an, dass die Kopplung klein sei (f << m?). Mit der Reihenentwicklung

w2

m_ o _pm® T MLQ + 572 + O(f?) und der Beziehung sin? + cos? = 1 ergibt sich:

S, | PEmIES
3 _ ~ 1 —Bwm( )1
timn (8,81 6(4.2)0(6.) 18.5) = (@] (1. 2)0(.) |9 ) » g5y [ dipe e

cos(wm, (p)t)2 + cos(Wm, (p)t)2 + sin(wpm, (p)t)2 Wm(p)Q sin(wm, (p)t)Q Wm(p)Q
win (p) win (p) win(p)  wm, (p)? win(p)  Wmy(P)?

Q

1 —pPwWmp 1 f . X
oy | (“ s (sl ()0 — sinfen, (1))

2

Wm(p)? (it (p)1)? + sin(winy <p>t>2>>

(4.39)

Wie verwenden die Additionstheoreme des Sinus und vernachlissigen Terme, die von
hoherer Ordnung als f2 sind:

- (271'(')3 /dgpe_ﬁwm(p) <wm1(p) a 2(,()75.(1))3 Sin((u)m2 (p) + Wmy (p))t) Sin((wﬂw (p) — Wmy (p))t)

2

T ()
1 3, —Bwm(p)
@n)? / @pe

( ! / 5 sin(2wm (p)t) sin< _ft)> +

wm (p) - 2w (p) W (p

< S (Wi, (p)1)? + sin(win, (P)t)2> )

~
~

f2
Wi (p

E sin(wm(p)t)2>
(4.40)

Nach Einfiihrung von Kugelkoordinaten und Substitution w = /p% +m?2, wdw = pdp
erhalten wir:

tim (8, 8] 6(t,)8(t.) 8. 8) — (2 6(t, 1)6(t.9) |0 )

4.41)
1 [ Bw f . (St 2 2 (
dwv/w? — m2e™P (1 t53 sin(2wt) sin (;) +73 sin(wt)

N o2 2
2 I w
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Bestimmung von lim, . ( (5,8 + Al 6(t,2)6(t,y) 5, 5+ AB)—(5, 5l 6(t, 2)6(t. ) 5, 3) ):

Jetzt betrachten wir den in AS linearen Term des folgendes Ausdrucks:

lim (8,0 + A8 6(t,2)6(t,9) 18,6+ AB) — (8, 6] 6(t,2)6(t,) 6,5) ) ~

o (271T)3 / d’pABwn, (p)eiﬁwm (p)i
cos(Wmy (P)1)* | co8(Wmy (P)1)* | sin(wmy (P)1)*win(p) | sin(wm, (P)t)*win (p)
( Wi (P) " Wi (p) " W, (P)? " Wy (P)?

2005y (P)1) O3y (1)) 250 iy (9)) 50 iy () () :
Wi (p) Wiy (P) Wiy (P) ) TORS)

B _ 2
~ (%1)3 /d?’pAﬁe_ﬁw’”(p)i (2 - ﬁ sin (2w, (p)t) sin (wm{;)) + wj{p)“ sin(wm, (p)t)?

f2
— 2008 (i, (P)2) 08wy (P)E) — 28in(wimy (p)E) sin (s (p)1) (1 + W)>

(4.42)

w 1“’m2 _1+2W (P
f

wickeln Wir Wi, , = wp, & 57— — Sw—g + O(f3):

Es wurde T+ O( f4) bis zur Ordnung f? entwickelt. Weiterhin ent-

_ 2
wm‘){;)) + wj{p) 7 sin(wm(p)t)2

~ L 3 Bomm Lo _F -
R~ 3 /d pAfe 1 2 o) sin (2w, (p)t) sm(

(4.43)

Wir erhalten nach der trigonometrischen Umformung cos(c + d) cos(c — d) = cos(c)? +

cos(d)? — 1 und sin(c + d) sin(c — d) = sin(c)? — sin(d)?:

2

! 3 e~ Bwm(P) _ sin (2w sin —Jt 21
- e | #0 4(2 o Sen s (08 )+

9 2
~2(1-20n (1)) 2o (wnton - o) - (225)) 2wi<p>4>
(4.44)

7 sin(wy, (p)t)
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= (2_711) /d?’pAﬂ ﬁwm(p)4 ( J(Cp) sin (2w, (p)t) sin <w,;bf§p)> + wz{;)4 sin(wp, (p)t)?
£2
+ 4 sin <ﬁt(p)>2 <Sln < 8wm(p)3t)2 — sin (72(.05(])))2))

(4.45)

Da f >> m? vorausgesetzt wurde, ist der Term r <1 sin (f t) vernachléissigbar klein
gegen 4 sin <f t) . Auflerdem ersetzen wir den Term jfﬁn sin <wm(p)t B ( Som)® t) durch

0{—4 sin <wm(p)t) , da die Abweichung von der Ordnung f* ist. Nach Einfiihrung von Ku-
gelkoordinaten und Substitution w = y/p? + m2, wdw = pdp erhalten wir:

lim (3,8 + A8| 6(t,2)0(t, ) 8.8+ AB) = (8. 8] 6(t.x)0(t.) 8. ) ) ~

2

_ % - dwv/w? — m2e P (g sin(2wt) sin <‘i ) + 4w sin (2'}2) + % SiH(Wt)2>
(4.46)

Jetzt konnen wir die Gleichungen (4.46), (4.41) und (4.23) addieren und erhalten:

lim (8, 8+ AB|6(t,2)o(t,y) 8,8+ AB) — (2] 6(0,2)6(0,4) [2) ) ~

AB [ 2, I
- 8—7162 s dwv/w? — m2e™ P (f} sin(2wt) sin <J; ) + 4w (fo)) + 53 sin(wt) )
1 o0 2
g ), Ve me (1 " z—fﬁ Sin(2wt) sin (—{f) - —54 i) )

1/ — m2dw< — = sin(2wt) sin (ft) + f)—iQ sin(wt)2>

8 Q2
(4.47)
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4.3.1 Verhalten fiir kleine Zeiten
Bestimmung von lim,_, ((6, Blo(t, 2)b(t,y) |8, B) — (] d(t, 2)d(t,y) |Q) ):

Wir méchten lim, ., < (B, 8| o(t, z)p(t,y) |8, 8) — (2 p(t, x)o(t, y) |Q>> fiir kleine Zeiten ¢
auswerten. Nach Gleichung (4.38) gilt:

tim (8,81 0(0,2)0(0.) 5.5) = (2 6(0.2)0(1.9)|9) ) ~ oy [ dlpen 03

(cos(wml (), 08(wmy (P)1)? , sin(wm (0)1)wm(p) | sin(wm, <p>t>2wm<p>>

wm(p) wm(p) W, (P)? Wiy (P)?

_ 1 3 *ﬁwm(p) 1
BCIE / e 2eom (D)
2

. QWm(p)Q — Wm,y (p) . QWm(p)Q — Wmy (p)2
(2 + sin(wm, (p)t) o ()2 + sin(wm, (p)t) o (D)2 )

Wir entwickeln die beiden Sinusfunktionen:

. 1 —pPwWmp 1
timn (5,61 6(t.)0(6.) 18.5) = (©] (1. 2)0(6.9) |9 ) % 75y [ dipeon)

(2 + (Wm1 (p)t — %wml (p)3t3>2 =/ =+ <wm2(p)t - %wm (p)3t3>2 ! 2>

Wiy (P) Wiy (P)

1 1 1 2
- @ /dgpe_ﬁwm(p)izwm(p) (2 — f (t — 6(192 +m? + f)t3>
2
#1 (1= 502+ = ) )
_ 1 ~Bum(p)__L 2
LR /dgpe " o) (2 3l O<t6)>

1 /Ood 5 20w (9 4 2f2t4
~ wyV we —m=e =
(2m)2 i 3

Mit Gleichung (2.21) erhalten wir als Nidherung fiir kleine Zeiten:

(4.49)

(Qﬂ)3/2 53/2

e Pm
tim (8,61 6(t,2)0(t,4) 15, 8) — (O] 6(6,2)0(6,4) |9) ) ~ - vm <1 . %f2t4>

(4.50)
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Bestimmung von lim, . ( (8,8 + Al 6(t,2)6(t.y) 5, 5+ AB)—(5, 5] 6(t, 2)6(t.v) |5, 3) ):

Als Niichstes soll lim, ., ( (3, 5+ AB| (¢ 2)6(t.) 18,8+ AB)—(8,8] 6(t,2)(t,9) |6, 5) )
fiir kleine Zeiten entwickelt werden. Nach Gleichung (4.38) gilt:

lim (3,3 + AB| 6(t,2)6(t,9) 8,8+ AB) — (2 &(t,1)6(t.y) |) )

A o1
=g | e

4
(Cos(wml (p)t)Q 4 cos(Wm, (p)t)Q 4 sin(Wm, (p)t)me(p) 4 sin(Wim, (p)t)me(p) (4.51)

wm(p) wm(p) Wmy (p)2 Wmgy (p)2

 2008(wm (1)) 086 @)) 2500w (2)0) i1y (P))(p) :
on(?) s (D)o () ) HOAT)

Wie zuvor werden die trigonometrischen Funktionen in eine Reihe entwickelt. So erhalten
wir:

lim (3,3 + AB| 6(t,2)6(t,y) |6, 8+ AB) — (2 o(t,2)8(t.y) ) )
AB o () 1 2 1
~ s [ “”z(” gt -2 g +0<t6>> (452)

N_ﬂ > 2 _ 2—ﬁw1 244 6
~ (27T)2/m dwwy/ w? —m?e 5 [+ 0(°)

Einen Teil des Integrals entwickeln wir in eine Potenzreihe an der Stelle w = m:

N = BT+ 3B (o - m>3/2+o<7< ﬁf”)

Damit erhalten wir:

lim (8. 5+ A8 6(t,2)(t,y) 18,8+ AB) — (8. 5] 6(t,1)6(t.v) |.5) )

A 2t4 o
— Bf / dw w\/ w2 — m2e P

82
L (4.53)
—A§£§t4 /m dw(\/im3/2m+ Z\/E\/E(w _m)3/2)e*ﬁw

_Aﬂf2t4 Vam3/2e=Bm N 15/ 2mmePm
82 NGTE 16 372

Nach Voraussetzung gilt Sm >> 1, deshalb vernachlissigen wir der zweiten Term und
erhalten:

tim (8,8 + AB|6(t,2)6(t.y) |8, 8+ AB) — (8,8 6(t,2)6(t.9) 16,5) )

Aﬂf2t4 m3/2€—ﬁm
Vi2sps 332

(4.54)

~
~
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Jetzt konnen wir die Gleichungen (4.54), (4.50) und (4.27) addieren und erhalten als
Naherung das Wickquadrat des Feldes ¢ fiir kleine Zeiten:

lim (3,3 + AB| 6(t,2)6(t,9) 8,8+ AB) — (2 (0, 2)6(0,) |2 )

N ABF2E m3/2eBm . 1 JmePm - 1f2t4 . 7242 (4.55)
=~ —1287?9’ 53/2 (27.‘.)3/2 53/2 3 872

4.3.2 Verhalten fiir grofle Zeiten

Bestimmung von lim, . ( (3, 8] 6(t,2)6(t,9)6,6) — (2] 6(t, 2)o(t,) ) )

Es soll jetzt das Verhalten von Gleichung (4.41) fiir grole Zeiten bestimmt werden. Wir ha-

Vw2 —m2dw w2 m2dw

ben zuvor gesehen, dass # f sin(2wt) sin ( ) bei wachsendem ¢ gegen Null

konvergiert. Der entsprechende Tell von Gleichung (4.41) unterscheidet sich von dieser
GroBe nur um den Exponentialfaktor e =#“ und geht daher auch gegen Null. Da f2 << w*
gilt, vernachléssigen wir den letzten Summanden in der Klammer unter dem Integral. Das
restliche Integral wurde schon in Gleichung (2.21) berechnet.

tim (8, 8] 6(t,)6(t.) 8. 8) — (2 6(t.1)6(t.9) ) )

L= f fty | f?

N33 /m dwvw? —m2e P 1+ 5.2 sin(2wt) sin (w > + = sm(wt) (4.56)
1 [e.e]

o dwv/w? — m2e P
m

Damit erhalten wir folgendes Langzeitverhalten:

1 /meBm
i (4.57)

lim (8. 8] 6(t,2)9(t.v) 8. 8) — (2 8(t,2)6(t,9) |2) ) ~

Bestimmung von lim, ., ( (3, 5+ AB|6(t, 2)6(ty) |8, 5+ AB)~ (8, 8] 6(t. 2)(t,y) |5, 8) )

Auch Gleichung (4.46) soll fiir grofle Zeiten ausgewertet werden. Eine Verschiebung des
Integrationsweges in die komplexe w-Ebene (Bild 4.1) analog zu der zuvor durchgefiihrten

Rechnung ergibt, dass der Teil des Integrals, der sin(2wt) sin <g) enthélt, mit wachsen-

ﬁ2
2w

stark. Im Mittel ergibt sin? den Wert % Deshalb ersetzen wir diese Funktionen durch %:

dem t gegen Null geht. Die Funktionen sin < und sin(wt)? oszillieren bei groBem ¢ sehr
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lim (8.6 + A8 6(,2)8(t,9) 8, 5 + AB) — (8, 5l 6(t, 2)o(t.9)|8.8) ) =

o0 2
_ab - dwy/w? — m2e (g sin(2wt) sin <ﬁ) + 4w sin (2];) + f)— sin(wt) )

872 w
A [ee) 2

——g dw/ w2 — m2e P <2w + f—)
87 Jm 2w3

(4.58)

Da nach Voraussetzung f << m? gilt, kann man % gegen 2w vernachlissigen. Den

verbleibenden Term entwickeln wir in eine Potenzreihe an der Stelle w = m:

2 _m2 =v2m3 o —m+ \/—\/—(w_ )3/2+O<(w:/7;nl)5/2>

Damit erhalten wir:

tim (3,3 + A| 6(t,2)6(t,9) 18,8+ AB) — (8,6] 6(t, 2)o(t.) 8. 5) ) ~

af dw wVw? — m2e
B (4.59)
—f—g dw<\/§m3/2\/m+Z\/i\/ﬁ(w—m)?’/z)e*ﬁ” .

ApS \/—m?’/2 pm N §\/27Tme_ﬁm
PTG 16 3572

Nach Voraussetzung gilt Gm >> 1, deshalb vernachlissigen wir der zweiten Term und
erhalten:

lim (8. 5+ A8 6(t,2)o(t,y) 18,8+ AB) — (8. 5] 6(t,2)6(t.v) |3.5) )

AB m3/2e—Bm
32m3  3%/2

(4.60)

Q

Jetzt addieren wir Gleichung (4.60), (4.57) und (4.35) und erhalten das Wickquadrat des
gekoppelten Feldes ¢ im Grenzwert ¢ — oo:

lim (3,3 + AB| 6(t,2)6(t,9) 8,8+ AB) — (2 (0, 2)6(0,) |2 )

B AB m3/2eBm N 1 Vme ™ N f?
\/3273 53/2 (2%)3/2 53/2 2U72m?2

(4.61)

Q
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4.3.3 Interpretation des Langzeitverhaltens

Aus Gleichung (4.57) bestimmen er das Phiquadrat des Systems, in dem beide Felder ¢
und v die gleiche Temperatur § + 28 haben:

A A
lim <<ﬁ+—ﬁ,ﬁ+—'¢ stt|o+ 55+ 57) —<Q|¢<t,w>¢<t,y>|ﬂ>>

N 1 \/T_TL ef(ﬁjLT)m
~ (27’(’)3/2 (ﬂ—{—%)g/Q

(4.62)
Diese Grofle wird in eine Reihe bis zur linearen Ordnung in A3 entwickelt:
1 mePm _ _ABm ym e fm 3 A3 Ym e Am

(27.‘.)3/2 ﬁ?’/Q 2(27.‘.)3/2 ﬁ?’/Q 2 2(27.‘.)3/2 ﬁ5/2 (4 63)

N 1 JmePm AB m3/2 eBm
Tm)3z g3z 2(2m)32 B3R

Da nach Voraussetzung mg3 >> 1 gilt, ist der dritte Summand klein gegeniiber dem zweiten
und wurde weggelassen. Das Resultat ist mit lim,_.,, ( (8,8 + Ap|o(t,x)o(t,y) |6, 0+ AB)—

(Qo(t,x)o(t,y) |82) > identisch. Mit diesem Resultat stimmt der Erwartungswert von
timy o ((B+ 52,8+ 82| ot 2)6(t,y) [8+ 52,8+ 52) —(Ql 6(t, 2)o(t, 1) [9) ) also im

Grenzwert t — oo mit iy, (3,5 + AB| (1, 2)6(t,9) 5. 5 -+ AB)~ (0] 6(1,2)6(t,) ) )
iiberein. Auch wenn dadurch nicht gezeigt wurde, dass der Zustand |3, 5 + AS) gegen

‘ G+ %, 0+ %> konvergiert, zeigt diese Rechnung doch, dass die Erwartungswerte der

Temperaturobservablen beider Felder sich angleichen. Wir kénnen dieses Verhalten der

thermischen Observablen als Energieaustausch interpretieren. Zwei quantenfeldtheoreti-

sche Systeme unterschiedlicher Temperatur werden gekoppelt, Energie flieit vom warmen

zum kalten System, bis die Temperaturen sich ausgeglichen haben. Dieses Verhalten ist aus

dem Alltag und der Beobachtung von Systemen, die den Gesetzen der klassischen Ther-

modynamik gehorchen, bekannt, jedoch ist es auch im klassischen Fall auflerordentlich

schwierig, solche Nichtgleichgewichtszustdnde theoretisch zu beschreiben.
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Kapitel 5

Kopplung zweier masseloser
Skalarfelder

Im letzten Kapitel wurden umfangreiche Untersuchungen des Verhaltens zweier gekoppel-
ter massiver Skalarfelder unternommen. Dabei wurde vorausgesetzt, dass die Kopplung f
viel kleiner als das Quadrat der Masse sei. Deshalb ist es nicht moglich, in diesen Resulta-
ten einfach den Grenzwert m — 0 zu bilden, um das Verhalten von masselosen Feldern zu
bestimmen. Da masselose Felder in der Natur vorkommen, ist es interessant, auch fiir diese
das Kopplungsverhalten zu bestimmen. Das soll in diesem Kapitel geschehen. Es werden
die Klein-Gordon-Gleichungen mit Kopplungstermen im masselosen Fall aufgestellt.

06 = v (5.1)

und
Oy = —f¢ (5.2)

lassen sich wie folgt in Matrixschreibweise darstellen:

(5 (5 ) (2)-(5)

Durch Diagonalisierung der Matrix nimmt die Gleichung folgende Form an:

<D+<£ —°f>)<ifi)=<8) (5.4

Damit sind die Felder entkoppelt, mit den neuen Massen und Feldern:

mlz\/?
mgzi\/?

=5 (¢> ; ¢> (5.5)

e 2o
49
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<D + m@) $12 =0 (5.6)

Das Feld ¢ hat eine imaginére Masse, es besitzt keinen Grundzustand. Es ist aber trotz-
dem mdglich, die Zeitentwicklung dieses Feldes genau wie im massiven Fall durchzufiihren.
Die physikalischen Felder ¢ und v bleiben natiirlich masselos.

5.1 Berechnung von ¢* im Grundzustand

Die Grofien (Q ¢(t, x)p(t,y) |2) und (] ¢(0, 2)(0, y) |Q2) wurden bereits exakt, ohne Néhe-
rung grofer Masse, in den Gleichungen (4.17) und (4.18) berechnet. Wir bilden die Diffe-
renz von beiden und setzen unsere neuen Definitionen der Massen m1 2 ein. wy,(p) stimmt
mit |p| iiberein.

(2 é(t 2)(t ) 12) — (2 $(0,2)6(0, ) [€2) = (2;)3 / dPpe @) L

(sin(wml @0lpl , sin(m,@)0lp|  sin(wn, @)1)?  sinwm, <p>t>2>

P2+ p2—f p| - p|

= 1 3 efipj(mj*yj)M sin(w 2 S sin(w N S
oy | & 2 stnton 010 g + im0 s

Jetzt werden Kugelkoordinaten eingefiithrt und das Integral, das sin(wy,, (p)t) enthélt, auf-
grund des Wechsels von wy,, = v/p? — f vom Imaginiiren ins Reelle bei p = /f in zwei
Teile aufgespalten:

(Qf ¢(t, 2)b(t, y) [2) = (2] $(0,2)¢(0,5) |€2)
1

00 s 21
_ 2 . —ipcos(@)(x3—y3)]2 . 2#
g, 7 o [ o o em DG e

p
1 i 7T f
+ / / sin(6 dH/ de e~ Peos(O) @~y )P sin(wy, (p)t)? ————
7 s p*dp ; ¢ e 7 Sin(wm, (P)1) =

[e=]

* 9 " o O)(@?—y?) P o f
+ / pdp/ sin( dé?/ dep e~ Pcos =) L gin(w Pt
2m)* )7 0 4 (mQ())(pQ—f)p2
(5.8)
Dann wird die Substitution w,,, = /p?>+ f, % = ﬁ, Wy = V=P = iwm,,
db;% =L =/p% -7, dLZZQ = w% durchgefiihrt:
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(Q!¢(t z)o(t, )\Q> (2 (0, 2)6(0,y) [2)

s 2 ) 1
dwml/ sin(@)d@/ do e_’\/"J%Ll_fcos(e)(gﬁg_yg)4—2sin(wmlt)2
0 mi
™ 2 ) ; 3 1
- Wiy, dwy, / 51n(9)d9/ dp e~V @iy cos(O) @~y R sin(—iw!, t)?
(2m)3 /\/7 0 0 —dwp, ?
00 ™ 2T ) 1
+ (27{)3/ wdewMQ/ sin(@)d@/ do e_l\/“?"2+fc°s(9)(x3_y3)4 5 S (Wi, t)?
0 0 0 ma
(5.9)

Ausfiihren der ¢-Integration und Zusammenfassen ergeben:

(Q (2, 5'3) ¢(t,y) [©2) — (2] 6(0,2)6(0,y) |2)
/f dw/ sin(6)dg ¢~V cos(0)(#° ~y )sm( iwt)?

JF
du) sin(0)df e~V w2 f cos(0) (27— )sin(wt)2
s1n(9)d9 efi\/wQJrf cos(0)(xz3—y3) _ efi\/uﬁff cos(0)(z3—y?3) sin(wt)2
JT 4w

(5.10)

Es soll jetzt gezeigt werden, dass die letzte Zeile im Grenzfall y — = verschwindet. Dazu
2

substituieren wir z = 23 — y3 und verschmieren mit einer Testfunktion g(z) := A—\l/;e_i_?.
Um den Grenzwert y — x zu bilden, lassen wir spéter A gegen Null gehen, g(z) wird dann
zur Deltafunktion. Gleichzeitig substituieren wir u = cos(6), du = — sin(0)d6:

oo 1
/ dz 7_2 / w/ du (eiVWQJr Uz gVt ”z> sin(wt)®  (5.11)
0 )\ N3 (2m)? Jy7 4w 4

Ausfiihren der z-Integration ergibt:

Es wird die Substitution w’ = % durchgefiihrt. Der Betrag des Integrals hat dann die
Majorante:

du ( —lAQ(wQ—l) —%AQ(W'2+1)JC U2> (5.13)

Jetzt soll der Grenzwert A — 0 gebildet werden. Es war leider nicht moglich, das Inte-

gral auf analytischem Wege zu 16sen, deshalb wird || > dil <e_%)‘2(“/2_1) — e_%)‘%ﬂﬂ))
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numerisch bestimmt und in Abbildung 5.1 dargestellt. Da nur das Verhalten fiir A — 0
interessiert, und u sowie f beschrinkt sind, wurde hier u = f = 1 gesetzt. Man sieht,
dass der Ausdruck fiir A — 0 verschwindet. Deshalb bleibt nach Bildung des Grenzwertes
y — x lbrig:

lim ({Q](t, 2)(t,y) [2) — (2] 6(0,2)6(0,) ) )
VF ™ o
(2£)3/0 dw;m/o sin(@)d@/o d¢4w1;n2 sin(—iw/,,, t)? (5.14)

/ ﬁd " 0)do 2Wd L 2
+ (271)3/0 wm2/0 sin(6) /0 ¢4wm2 sin(wp,t)

0.003 *
0.0025 *
0.002 *
0.0015 *
0.001 *

0.0005

Y 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

lambda

407

Ausfithrung der Winkelintegrationen, Umbenennung der Integrationsvariablen und Um-
schreibung des Terms sin(—iw’t) in Exponentialfunktionen ergeben:

lim ((©2 6(t,2)6(1,4)10) — (2 (0. 2)6(0.5) ) )

Vv wt _ —wt 9 Vi
f / d_w <7e .e ) + ! / d_w sin(wt)2
0 0 w

- 872 w 21 872

(5.15)

Mit der Substitution u = wt, du = tdw erhalten wir das Ergebnis:

lim (2] (¢, 2)0(t,1) 1) = (2] 6(0,2)6(0, ) |2) )
; W@(@ﬂ_eu)Q T (5.16)

[ _ 3 2
5 5iZ J, " sin(u)

- 872 ), u
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5.1.1 Verhalten fiir kleine Zeiten

Es soll jetzt das Verhalten von Gleichung (5.16) fiir kleine Zeiten (¢ << %) bestimmt

werden. Da die obere Integrationsgrenze dann t\/f << 1 ist, kénnen wir den Integranden
in eine Reihe entwickeln:

lim ({2 @(t,2)9(t,) [2) — (2] $(0,2)6(0,9) ) )

—— — 5 —— —ut = u du

872 Jo u 812 Jo u  4n?

In erster Ordnung bekommen wir also das Wickquadrat des gekoppelten masselosen Feldes
zur Temperatur 1" = 0 fiir kleine Zeiten:

242
tim (2] 6(t, 2)6(t,1) ) — (€1 6(0,2)0(0.4) |2) ) ~ L5 (5.18)

y—x 812

Dieses Resultat ist mit dem Erwartungswert der entsprechenden Gréfle im massiven Fall
identisch (Gleichung (4.27)).

5.1.2 Verhalten fiir grofle Zeiten

Fiir groBe Zeiten (t >> #) ist die obere Integrationsgrenze t\/f >> 1, es iiberwiegt im
Integranden die Exponentialfunktion mit positivem Exponenten. Wir kénnen das Integral
néhern:

. f T gy e (5.19)
lim (91 6(2)6(1,9)10) — (91 6(0,)60,9)10) ) = g5 | -
Es gilt folgende Abschéitzung:
tf u tf tf 2u
Lz e o du ou _ S duf
812 Jo 4 3272 ), u 812 Jo (5.20)
5.20
S VT < S I d—u62“ < / e2tVT
3272 3272 J, u 6472

Im masselosen Fall wichst lim,_., < (Q p(t,x)o(t, ) |2)—(2 #(0,z)p(0,y) |2) >, das Wick-
quadrat des gekoppelten Feldes der Temperatur T' = 0, also fiir geniigend groflie Zeiten

exponentiell. Im Gegensatz dazu konvergiert die entsprechende Grofle im massiven Fall
(Gleichung (4.35)).
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5.2 Berechnung von ¢? in einem KMS-Zustand

In diesem Abschnitt soll der Erwartungswert des Quadrates der Feldoperatoren des mas-
selosen Skalarfeldes in einem KMS-Zustand berechnet werden. Wie zuvor betrachten wie
zwei Felder mit kleinem Temperaturunterschied, ¢ habe die inverse Temperatur (3, 1) habe
B+ ApB. Wir iibernehmen das Resultat aus Gleichung (4.38) und setzen m = 0:

(8,84 Ap¢(t, x)o(t, y) 18,8+ AB) — (@ o(t, )0 (t,y) |2)
1 ips(a—yf 2 1
~ (2n)3 /d3p€ Pt <eﬁp — 1> 3

cos(wmy (P))* | cos(wmy (p)1)* | sin(wim, (p)t)*[p] _ sin(wim, ()t)*[p]
< p| " p| RPN PSE W, (P)?

. 2cos(wm, (P)t) cos(wmy (P)t) QSin(wm (p)t) $in(wm, (p)t)\p!>

p] mi (P)wms (P)

1 3, —ipj(zd —y7) 2 1
(277)3/ Tpe cB+ABIP —1) 8

co8 (W, (P)t)? | co8(wm, (P)1)? | sin(wm, (p)1)?[p| | sin(wm, (p)1)*|p|
( L om®? T om®)

(5.21)

_ 2cos(wmy (P)t) cos(wm, (P)t)  2sin(wim, (p)?) sin(wm, (p)?)p|
Ip| Wiy (P)wm, (D)

Da die Temperaturdifferenz nach Voraussetzung klein ist, entwickeln wir einen Teil des
zweiten Integrals nach AgS:

1 B 1 w e
e(B+AB)w _ 1 T ebPw 1 B (eﬁw _ )

s A8+ O(AB?) (5.22)

Gleichzeitig bilden wir den Grenzwert y — x, das Integral bleibt aufgrund des Exponen-
tialfaktors konvergent:

lim (8, 5+ AB|6(t,2)o(t,y) 8,8+ A) — (2 6(t, x)o(t,9) ) )

- (2;)3 /dgp (ﬁ)%

Gmmmgmmmw+m%@wnmwmmﬂ

Il | W, (P)? Wn, (P)?
Ap pl P\ 1 (5.23)
T (2n) /d3p< oAl — 1)? )Z
cos(wm, (P)1)* | cos(wmy (p)1)* | sin(wnm, (p)t)? \P! sin (wim, (P)1)? |p]
( Bl em®? s (D)2

20080y (1)) O3(ma () 2500y (9)1) S (D)D) :
" o (P ) )*O@ﬁ)
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Wir fiihren Kugelkoordinaten ein und setzen die Definition von wy,, (p) = v/p? + f und

oma(p) = V/p? — [ ein
lim (8,5 + AB|6(t,)o(t,y) 8,8 + AB) — (2 6(t,2)o(t,) ) )

1 o0 1 1
= dridp | ——— ) =
(27T)3/0 P p<eﬁp—1> 2

(cos( P S cos(VP 07 | sin(V/pP + 0% | sin(y/p? - ft)2p>

p p P+ f p’—f
A8 ) pefr \ 1 (5.24)
-~ (2n)? 4 pdp((ﬁp_1)2>Z
cos(\/p*+ f cos (\/p? — ft)? sm P2+ ft)?p N sin(y/p? — ft)%p
p P+ f p’—f

_ 2cos(y/p* + ft) cos(v/p? —ft)_QSln( p? + ft)sin(y/p? — ft)p O(AS?
p VPR + VPP = f >+ (A7)

Mit der Beziehung sin? + cos? = 1 ergibt sich:
lim ({8, + 881 0(t,2)0(t,1) 15, 6+ AB) — (@161, 2)0(1,1) )

1 > 1 _ f . /
= (271)2 /0 pdp (7661) — 1> 2 —sin(y/p? + ft)2p2 7 + sin(y/p? — ft)2p2 L )
AB [ 4 el 1(, \in 2 [ " — 2 f
i | v dp<(eﬁp_1)2> 2<2 sin(VpP 1) sV = i
2sin(v/p? + ft) sin(v/p® = fH)p ) Lo

~ eI e VE = ) - T e 7

~

Wir erhalten also folgende Groéfien:
tim ({8, 8] 6(t,2)8(t. ) 8. 8) — (2 $(t, 7)o, y>|ﬂ>)

:#/Ooopdp< 51 1) <2—sm( P +ft)

und

lim (8. 5+ A8 6(t,2)o(t,y) 18,8+ AB) — (8. 5] 6(t,2)6(t.v) |3.5) )

A8 [ efr
- _(277)2/0 vy <(eﬁp
2sin(y/? + 1) sin(/5 ~ ft)p2> N

— 2cos(V/p? + ft) cos(Vp? — ft) - N CES N

+ sin \/ t

1 . : /
1)2> 3 <2 —sin(/p? + ft)2p2‘i 7 + sin(y/p? — ft)2p2 —7

(5.27)
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5.2.1 Verhalten fiir kleine Zeiten
Bestimmung von liny . ( (3, 5] 6(t,2)(t,9) |6, 6) — (2] 6(t, 2)0(t,) 9) ):

Gleichung (5.26) mochten wir fiir kleine Zeiten t auswerten. Wir entwickeln die beiden
Sinusfunktionen:

timy (45,81 0(t, 2000 8.5) — (2 olt. 0000, 0) 190 ) ~ 7z [ v (57— )

(z—( Frh- L (V) +(mt_g<m)3ts)2p2{>

P+ f f

= #/0 pdp (766121— 1> (2 + §f2t4 + O(t6)> _ 12;2 (1 4 %f2t4 I O(t6)>

(5.28)
Fiir kurze Zeiten erhalten wir also:
. ~ L 1 42,4
lim (46,81 6(t,2)6(1,) 16, 8) = (] 6(t 2)6(,9)19) ) = 357 (1 3 +o<t6>>
(5.29)

Man sieht, dass im Fall verschwindender Kopplung Gleichung (2.6) reproduziert wird.

Bestimmung von lim, . ( (3, 5+ AB|6(t, 2)6(t y) |8, 5 + AB)~ (8, 8] 6(t. 2)(t,y) |5, 8) )

Es soll jetzt Gleichung (5.27) fiir kleine Zeiten ausgewertet werden. Die trigonometrischen
Funktionen werden in eine Reihe entwickelt:

lim (8. 5+ A8 6(t,2)(t,y) 18,8+ AB) — (8. 5] 6(t, 2)6(t.v) |.5) )

_ Aﬁ o] 9 eﬁp 1 . 9 f . 9 f
=& ), p*dp <7(eﬁp - 1)2> 3 <2 —sin(y/p? + ft) o + sin(y/p? — ft) P —f
2sin(y/p? + ft)sin(\/p? — ft)p? 9
-9 . 2 + ft . 2 _ _ + O(A
cos(\/p? + ft)cos(v/p? — ft) \/1)2——|—f\/])2——f ) (AB7)
A [, PP 1 2 o 194 6\ . ABfH w?
(5.30)
Wir erhalten also folgendes Kurzzeitverhalten:
A 244
tim ((8,8+ AB|6(t,2)6(t,) 6.8 + AB) — (8. 8] (t,2)o(t,9) |, 8) ) ~ - 264];;

(5.31)
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Wir addieren die Gleichungen (5.31), (5.29) und (5.18) und erhalten das Kurzzeitverhalten
des Wickquadrates des masselosen gekoppelten Feldes ¢ fiir kleine Zeiten:

lim (3,3 + AB| 6(t,2)6(t,9) 8,8+ AB) — (2 (0, 2)6(0,) |2 )

A 244 1 1 242
~| _BBf n <1+§f2t4>+ft

(5.32)

243 1232 872

5.2.2 Verhalten fiir grofle Zeiten
Bestimmung von lim,_, ((6, Blo(t, 2)(t,y) |8, 8) — (9] 6(t, 2)b(t, ) |2) ):

Um Gleichung (5.26) fiir grofile Zeiten auszuwerten, teilen wir das Integral in drei Tei-
le:

lim (3,81 6(t,2)9(t.9) |8, 8) — (2 $(t.2)o(t.1) 2) )

1 VI 1 e VI=PPt _ N F-p? ? f
/O pdp( .

21

(5.33)

Das erste Integral besitzt als Majorante das konvergente, zeitunabhéngige Integral:

a ), v ()

Fiir das dritte Integral ldsst sich die Majorante

1 & 1
(271')2 /\/? pdp <€ﬁp — 1) t2f

finden. Dieser Ausdruck ist konvergent und quadratisch in . Wir werden spéter sehen,
dass das zweite Integral exponentiell in der Zeit wichst, deshalb vernachléssigen wir das

erste und dritte Integral. Mit der Substitution u = \/Lj—c erhalten wir:

tim (3,61 6(t,2)6(t.y) |8, 8) — (€ 6(t. 2)o(t,) 12) )

~ / ud . VIV VTN (5.34)
S en? fy M\ eI — 2 1— 2
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Dieses Integral hat folgende Minorante, die wir unter Ausnutzung der Bedingung ¢ >> 1
auswerten:

f /1 e BVFu [ o—tVFVI—u? _
e o BT 2

N f \/E ﬁ(81i+62) 1 f1/4 2tV F
MO 32732 \Ji3¢

MIVITEND /1d BT 2 (1-2)
~ u
2m)* Jo  BVF 4

(5.35)

Als Majorante des Integrals finden wir:

f

W/old“ﬁ—ﬁ PR i) o PP g VT \7

(2m)? 8 oA N

(5 36)

tzfezt\/f\/ku?

Es gilt also fiir grofle Zeiten folgende Abschitzung:

1 f 1/4 1 f5/4t3/2
e < i ((9.010(6.2)0(0.9) 15,9) — (1 o(t. 0000 [9) ) < s g
(5.37)

Damit ist gezeigt, dass Gleichung (5.26) im masselosen Fall exponentiell mit der Zeit
wéchst und nicht wie im massiven Fall konvergiert.
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Bestimmung von liny . ({5, + A8| 6(t,2)6(t,v) |6, 6 + AG)— (8, 8] 6(t, 2)6(t,1) |, 6) ):

Auch Gleichung (5.27) wird in mehrere Teile aufgespalten:

lim (8. 5+ A8 6(t,2)o(t,y) 18,8+ AB) — (8. 5] 6(t,1)6(t.v) |.5) )

o A8 [ N o f . —2_ S
_(277)2/0 pdp((eﬁp—1)2>2<2 e e

2sin(\/p? + ft)sin(y/p? — ft)p2>

—2cos(\/p? + ft)cos(\/p? — ft) —

NN
ePp
= Aﬁ / p? p<a£————> <2—ﬂMvP + ft)? ! )

p 1 PP+ f

1

2
AB (VT 2 Bp 1 VIt _ T2\ 2 f
el PP )2 P =7

AB Psp 1
Bp — 1) 2

2 cos( 24—1%)6_ IPl eV 2sin(Vp? £ f ) VI eV I
—2cos(\/p - ~
2 ,/p2_|_ 1/p — 21

AB [ 4 el L. o [
-~ (27)? /\/fp dp (W) 2 <5m( =11 p?—f
2sin(y/p? + ft)sin(+/p? — ft)p2>
VPPt fVpr = f

—2cos(/p? + ft)cos(\/p? — ft) —
(5.38)

Das konvergente, zeitunabhingige Integral

AB [, P
(2m)? /o vy <<eﬁp 1) 1>2>

ist grofler als der Betrag des ersten Integrals. Als Majorante des dritten Integrals finden

85 o{c) o)

p_1)

Dieses Integral wichst exponentiell mit der Zeit, jedoch mit dem Faktor et\/?, deshalb
verschwindet es im Vergleich zum zweiten Integral, welches mit e2VT wichst. Das vierte
Integral liasst sich vernachlissigen, da das konvergente Integral

Aﬁ P 12 2 2
<e®-1)>§@f+2+%p)
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welches in fithrender Ordnung proportional zu ¢? ist, gréBer als der Betrag des vierten

Integrals ist. Das verbleibende zweite Integral bekommt nach der Substitution u = %

folgende Form:

f3/2AB 1 ) eﬁx/fu 1 eft\/fx/lqu _ et\/f\/lfu2 2 1
A wldu -
(2m)?  J (e9VTu — 1)2 2 1—u?

. (5.39)

Der Betrag dieses Ausdrucks hat die Minorante:

32AB Y udu < 1 > 1 (et‘/fvl“2 —etﬂv1“2>2 1

2m)?2 Jo BVF \eBVFu_1) 2 2 1 —u?

Sie stimmt bis auf den Faktor %—g mit Gleichung (5.34) iiberein. Aus diesem Grund wéchst

lim, ., ({8, + A8 6(t.2)8(t, 1) |8, 3+ AB) — (8,8] §(t,)6(t,y) |6, 5) ) auch exponen-
tiell mit der Zeit.

5.2.3 Interpretation des Langzeitverhaltens

Aus Gleichung (5.34) bestimmen wir das Phiquadrat des Systems im Fall §; = [ =
8+ %. Der Ausdruck wird in eine Reihe entwickelt und nach der linearen Ordnung in
A abgebrochen.

lim <<g 55+ 3L atearotn |5+ 5+ 52) - @lot.ootnn m>>

o /1 ] 1 e WIVIS? _ /IVic? \
@22 e eB+EVTu _ 2 1 — 2

f /1 p ( 1 > <6—t\/f\/1—u2 _et\/f\/l—u2>2 1
=—— [ wudu
0

(2m)? eBViu — 1 2 1 —u?
2
B fg/QAﬁ 1 2 eﬁ\/fu 1 e—t\/f\/l—uQ _ et\/f\/l—zﬂ 1 A
2 u-av 2 7t O (Ap%)
(2m)%  Jo (eBVTu — 1) 2 2 1—u

(5.40)

Nach Gleichung (5.34) und (5.39) stimmt diese Grofle mit dem Langzeitverhalten des
Erwartungswertes limy . ( (3, 6+ AB| 6(t,2)0(t,y) 5,8+ AB) — (2 6(t, 2)6(t, ) 19) )

iiberein. Auch wenn der Ausdruck fiir ¢ — oo nicht wie im massiven Fall konvergiert,
sieht man doch, dass auch hier bei eingeschalteter Kopplung die Erwartungswerte der
Temperaturenobservablen beider masseloser Felder sich langsam angleichen.



Kapitel 6

Kopplung eines Feldes unter

Randbedingungen mit einem
freien Feld

In diesem Kapitel werden zwei Skalarfelder gekoppelt. Das Feld ¢ unterliegt keinen Rand-
bedingungen, ¥ hingegen ist auf einen Halbraum beschriankt. Wie in Kapitel 4 sind beide
Felder durch einen Kopplungsparameter f gekoppelt. Bei t < 0 ist dieser Parameter Null,
bei ¢ = 0 wird die Kopplung eingeschaltet. Es gilt weiterhin Gleichung (4.8), fiir v ist
jetzt jedoch Gleichung (3.1) einzusetzen. Die Rechnung zur Bestimmung von ¢(t, p) wird
analog zu der Rechnung in Kapitel 3 durchgefiihrt. Gleichung (4.12) wird zu:

21/ 2wm (p) 22w, (p)
cos(wWm, (p)t) (aw (p) + ay(=p) — ay(Ssp) — CLZ(—S?,P))
21/2wm(p) V2
_isin(wm, (9)) /@ (p) (aw (p) — aj,(=p) — ay(Ssp) + afb(—Ssp))
2\/5“)7711 () V2
cos(wm, (p)t) . i 8in (W, (p)t) v/ wm (p) *
+ S e e (aae) + ayp)) — = AR (aglp) — ()
_cos(wm, (P)t) <aw (p) + ay,(—=p) — ay(Ssp) — a;Z(—Ssp))
2¢/2wm(p) V2
i 8in(wWim, (P)) Vwm () (aw (p) - afp(_p) —ay(Ssp) + GZ(—S?)]?))
2\/§wm2 (p) \/5

(6.1)
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Es gelten wie zuvor die Relationen [a(p),a*(p')] = (27)36(p — p), [a(p),a(p’)] = 0 =
[a*(p),a*(p')]. Damit ergibt sich:

Q) 6(t, 2)b(t,y) |Q) = (;)3 / B <€_ipj(xj_yj> - e_ipj(xj_sg,yj)) é
(

cos(wimn, (p)t)° 4 cos(@m, p)t)? . sinwm, (p)t)*wm(p) n Sin (Wi, (P)1) *win (p)
Wi (p) m(p) Wmy (p)2 Wmgy (p)2

€

_ 2c08(wm, (P)t) cos(wmy (p)t) — 28in(win, (p)1) sin(wm, (p))wm (p)
wm(p) Wiy (P)wWms (P)

_|_

1 . i vl
Bre—ivi@—y) L
(2w)3/ pe 8

o8y I, o8t )0 sty (1)) i) Sin(it (1)) )
Wi (p) wm(p) Wmy (p)2 Wmgy (p)2

. 2c05(uny (1) 0@y (p)E) 2550y (1) st () 1)
wm(p) Wiy (P)wWms (P)

Die ersten sechs Terme werden von den Vertauschungsrelationen der Operatoren a;; und a4
erzeugt, die letzten Terme von denen der Operatoren a;z und a,. Zusammenfassen ergibt:

@6t )0()[9) = g [ e )]
o o5 (wmy (D)1 . 50y (P))20m(p) , 50y (P)1) m(p)
( + o) em®? P )
—ip; (29— S5yi) L
/ d'pe™ =R (6.3)
Cos wml co8(Wmy (P)1)?  sin(wpm, (p)t)2wm(p)  sin(wm, (p)t)2wm(p)
( + on®) em®? wm®P

 2c08(wm, (p)t) cos(wmy (p)t) 28I (wpy, (p)t) S (Wi, (P))win (P)
wm(p) Wiy (P)wms (P)

Das zweite Integral wére nicht vorhanden, wenn 1 keine Randbedingungen hétte. Die
Differenz des Erwartungswertes von ¢? mit freiem ¢ und auf einen Halbraum beschréinkten
¢ und des Erwartungswertes von ¢? im Fall ohne Randbedingungen an beide Felder soll
jetzt berechnet werden, um herauszufinden, wie die Beschrankung des Feldes 1 das freie
Feld ¢ beeinflusst. Analog zu den Rechnungen, die durchgefiihrt wurden, um Gleichung
(4.46) zu bestimmen, wird unser Ausdruck jetzt umgeformt.
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tim ({91 6(t, 2)6(t, 1) ISR — (@1 o(t,2)0(t, ) |2)ER ) = (21)3 [ ey
coslom ()| ol 0 i 00V ns) | sinlens 01 ()
( on@) em® em @GP (P
 208(wmy ()1) €08y (P)t) 280 (i, (P)1) Sin (wmg (B))eom ()
Wm (p) Wmy (p)wm2 (p)

. 3 672421”3131 / sin(2w sin It 4 sin It ?
~ o | 7 8<wm<p>3 Consin(255) + 5 e (20,5)
b iy
Wm(p)E) "

(6.4)

Jetzt fithren wir die Substitution d®p = 2rwdwdps durch:

2

L[ —izpgad L[ S ft ft f?
27T2/m dw / P m2dp3e P3 §<w2 51n(2wt)51n<w)+4sm<2w> +Jsm(wt)

h dwsm (2 —m?z’) 1 <i sin(2wt) sin <f ) + 4sin <f ) + £—2 sin(wt) )

27?)2 m a3 8\ w? w 2w

(6.5)

Eine analytische Berechnung dieses Integrals ist nicht moglich, jedoch zeigt eine numeri-
sche Auswertung unter den bisher vorausgesetzten Vereinfachungen von kleinen Zeiten und
schwacher Kopplung, dass das Integral einen negativen Wert besitzt. Die Beschrankung
von ¢ auf einen Halbraum bewirkt also, dass der Erwartungswert von ¢ nach Einschal-
ten der Kopplung kleiner als im gleichen Fall mit unbeschrinktem ¢ wird. Da der Er-
wartungswert des Quadrates des auf einen Halbraum beschrinkten Feldes v kleiner als
der Erwartungswert von ¢? ist, konnen wir hier die Schlussfolgerung ziehen, dass sich die
Erwartungswerte beider Felder nach Einschalten der Kopplung einander annéhern.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Erwartungswerte mehrerer thermischer Observablen eines skala-
ren Quantenfeldes unter verschiedenen Bedingungen untersucht. Besonderer Wert wurde
dabei auf das formal unendliche Quadrat des Feldoperators gelegt, das durch Vergleich
mit seinem Erwartungswert im ungekoppelten Fall bei 7" = 0 im Minkowskiraum renor-
miert wurde und so einen endlichen Wert bekam. Diese Observable ist besonders einfach
zu behandeln, da sie keine Ableitungen enthélt. Sie ist ein Maf fiir die lokale Temperatur
des Systems. Das Wickquadrat, welches im Fall eines masselosen Feldes auf dem Minkow-
skiraum den Wert 12% hat, wurde durch geeignete Niherungen auch fiir massive Felder
bestimmt. Dabei stellte sich heraus, dass die Groéfie nicht mehr proportional zum Quadrat
der Temperatur ist, jedoch immer noch mit steigender Temperatur anwéchst. Deshalb ist
das Wickquadrat auch fiir massive Skalarfelder eine geeignete Temperaturobservable.
Des Weiteren wurden flache Geometrien, die von der Geometrie des Minkowskiraumes ab-
weichen, betrachtet. Randbedingungen wie die Beschriankung des Feldes auf einen Halb-
raum und die Beschrankung zwischen zwei Kondensatorplatten wurden untersucht. Dabei
erhilt das Quantenfeld ortsabhéingige Terme, auch der Erwartungswert des Quadrates des
Feldoperators ist nicht langer translationsinvariant. Diese Grofle, die im Minkowskiraum
fiir das masselose Feld proportional zur Temperatur war, bekommt hier in der Nihe der
Platten einen negativen Wert, was die Interpretation als thermische Observable schwierig
macht. Durch Linearkombination verschiedener Erwartungswerte wurden Groflen gefun-
den, die Funktionen der Temperatur sind, jedoch nicht vom Ort abh#ingen.

Fin weiteres Gebiet war die Untersuchung von zwei gekoppelten skalaren Quantenfeldern
unterschiedlicher Temperatur. Die Kopplung wurde durch einen Kopplungsterm in der
Klein-Gordon-Gleichung eingefiihrt, welcher linear in den Feldern ist. Dieser Kopplungs-
parameter wurde so gewéhlt, dass er vor Einschalten der Kopplung Null ist, die Felder also
im Anfangszustand frei sind. Durch eine geeignete Linearkombination erhielten wir zwei
neue Felder, die durch entkoppelte Klein-Gordon-Gleichungen mit verschiedenen Massen
beschrieben werden. Um die Zeitentwicklung der urspriinglichen Felder zu bestimmen,
wurden sie als Linearkombination der neuen ungekoppelten Felder ausgedriickt und die
Zeitentwicklung fiir diese durchgefiihrt. Es wurde wie zuvor das Quadrat des Feldopera-
tors als thermische Observable untersucht. Um diese Grofie zu renormieren, wurde es als
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Produkt von zwei Feldoperatoren an den Orten x und y geschrieben und davon das gleiche
Produkt von Operatoren im Grundzustand zur Zeit t = 0 subtrahiert. Dann haben wir den
Grenzwert y — x gebildet. Da die resultierenden Integrale sehr kompliziert sind, war es
notig, mehrere Ndherungen zu machen. So wurde vorausgesetzt, dass der Kopplungsterm
klein gegeniiber dem Quadrat der Masse sei. Des Weiteren haben wir die Temperaturdif-
ferenz zwischen beiden Feldern klein gegeniiber der Temperatur gewiahlt und die Masse
grof} verglichen mit der Temperatur. Mit diesen Néherungen wurde die Temperaturobser-
vable sowohl fiir kleine als auch fiir grofle Zeiten berechnet. Insbesondere die Langzeitbe-
trachtung fithrte auf ein interessantes Resultat: Die Temperaturobservablen eines Systems
aus zwel gekoppelten Feldern mit unterschiedlicher Anfangstemperatur gleichen sich im
Limes grofler Zeiten denen eines Systems zweier gekoppelter Felder mit gleicher Tempe-
ratur, ndmlich dem Mittelwert der Temperaturen des ersten Systems, an. Dieses Resultat
lasst die Interpretation zu, dass wie im Fall zweier gekoppelter klassischer Systeme un-
terschiedlicher Temperatur Energie von dem wirmeren zum kélteren System fliefit und
die Temperaturen sich so angleichen. Aufgrund der Niherung m? >> f, der Niherung
schwacher Kopplung, war es fiir ein masseloses Feld nicht einfach moglich, in den bisheri-
gen Resultaten den Grenzwert m — 0 zu bilden. Eines der beiden neuen Felder, die durch
Linearkombination der urspriinglichen Felder entstehen, erhélt eine imaginére Masse, die
dazu fiihrt, dass der Erwartungswert der Temperaturobservable, anders als im massiven
Fall, im Grenzfall ¢ — oo nicht konvergiert, sondern exponentiell mit der Zeit wichst.
Trotzdem ist auch hier die Interpretation des Angleichens beider Temperaturen moglich,
da die fithrenden divergenten Terme in den beiden zu vergleichenden Termen identisch
sind.

Im letzten Kapitel wurden die Resultate aus den vorherigen Kapiteln kombiniert: Ein un-
beschranktes Feld wurde mit einem auf einen Halbraum beschriankten Feld gekoppelt. Es
stellte sich heraus, dass das Feld mit Randbedingungen, dessen Wickquadrat einen kleine-
ren Wert als das unbeschrinkte Feld hat, das unbeschriankte Feld in der Form beeinflusst,
dass sein Wickquadrat nach Einschalten der Kopplung kleiner wird, als es im Fall von
zwei unbeschrinkten Feldern der Fall wire. Die Kopplung fiihrt also dazu, dass sich die
Wickquadrate der beiden unterschiedlichen Felder annédhern.

7.2 Ausblick

In dieser Arbeit wurden spinlose Skalarfelder untersucht. Es wire interessant, dhnliche
Rechnungen auch fiir Teilchen mit halbzahligem Spin durchzufiithren, um zu sehen, wie
sich die Temperaturobservablen von Fermionfeldern unter den betrachteten Umstédnden
verhalten. Man kénnte auch Kopplungen zwischen einem Bosonen- und einem Fermionen-
feld untersuchen. In einem solchen Fall ist es jedoch nicht moglich, eine Bewegungsglei-
chung aufzustellen, die in allen Feldern linear ist. Wegen der Drehimpulserhaltung tauchen
Dreier- oder héhere Vertizes in den Feynmandiagrammen auf. Es ist nicht moglich, die Fel-
der wie im betrachteten Fall von zwei gekoppelten Skalarfeldern durch eine Linearkombina-
tion zu entkoppeln und das Problem auf die Zeitentwicklung freier Felder zuriickzufiihren.
Auflerdem koénnte man andere Observablen als das Quadrat des Feldoperators untersuchen.
Der Energie-Impuls-Tensor wurde in Gleichung (3.38) bereits fiir ein auf einen Halbraum
beschriinktes Skalarfeld endlicher Temperatur bestimmt, die Ubertragung dieses Tensors
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auf andere in dieser Arbeit behandelte Situationen ist leicht moglich.
Fine andere interessante Fragestellung ist das Verhalten von Temperaturobservablen ge-
koppelter Felder auf gekriimmten Raumzeiten, dhnlich wie Jérgen Samson es in [11] fiir

ungekoppelte Skalarfelder untersucht hat.
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