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Abstract

In this diploma thesis a model of an ultraviolet finite perturbation theory for massive spin-zero
fields on the noncommutative Minkowski space is discussed.

A regularised interaction is introduced by defining a generalization of the limit of coin-
ciding events on the noncommutative Minkowski space. This generalization is the so-called
quantum diagonal map. It is shown (in momentum space) that the resulting formal Dyson
series is finite term by term.

Graph theory is discussed and the corresponding Feynman rules are given. It turns out
that the vacuum expectation value and special graphs diverge in the adiabatic limit. For
that reason a renormalisation is required. Using time independent perturbation theory an
energy correction is computed which leads to a finite mass correction. Here the corretion of
the energy preserves rotation and translation invariance but not Lorentz invariance and this
leads to a distortion of the dispersion relation. As a result, the asymptotic behavior for large
momenta differs from a Lorentz invariant theory. In the limit where the noncommutativity
vanishes the common quantum field theory on the ordinary Minkowski space is reobtained.

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wird ein Modell einer ultraviolett-endlichen Stérungstheorie fiir mas-
sive Spin-Null-Felder auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum diskutiert.

Durch die Definition einer Verallgemeinerung des Limes zusammenfallender Ereignisse auf
dem nichtkommutativen Minkowskiraum, wird eine regularisierte Wechselwirkung eingefiihrt.
Diese Verallgemeinerung ist die sogenannte Quanten-Diagonal-Abbildung. Es wird gezeigt (im
Impulsraum), dass die resultierende formale Dysonreihe in jedem Term endlich ist.

Die Graphentheorie wird besprochen und Feynmanregeln angegeben. Es zeigt sich, dass
im adiabatischen Limes der Vakuumerwartungswert und einige spezielle Graphen divergieren.
Das macht eine Renormierung notwendig. Mittels zeitunabhéngiger Stérungstheorie wird
dann eine Energiekorrektur berechnet, die zu einer endlichen Massenkorrektur fithrt. Die
Energiekorrektur ist hierbei translations- und rotationsinvariant, nicht aber lorentzinvariant,
und dies fithrt zu einer Verzerrung der Dispersionsrelation. Das asymptotische Verhalten
fiir grofle Impulse weicht hierbei von einer lorentzinvarianten Theorie ab. Im Limes, in dem
die Nichtkommutativitidt verschwindet, erhélt man die herkdmmliche Quantenfeldtheorie auf
dem gewohnlichen Minkowskiraum zuritick.
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Einleitung

Die Entwicklung einer nichtkommutativen Raumzeit begann bereits in den Anfingen der
Quantenfeldtheorie. Ende der 1930er betrachtete Heisenberg in einem Brief an Peierls [1]
die Moglichkeit Unschéirferelationen fiir die Raumzeitkoordinaten einzufiithren, um die Sin-
gularitdten der Elektron-Selbstenergie zu vermeiden. Die erste Verdffentlichung zu diesem
Thema machte dann 1947 H. S. Snyder [2], ein Student von Oppenheimer. Sein Ansatz
war, die gew6hnlichen Koordinaten durch nicht miteinander kommutierende Operatoren zu
ersetzen, um die Divergenzen der Punktwechselwirkungen in der Quantenfeldtheorie zu ver-
meiden. Die erfolgreiche Entwicklung einer systematischen Renormierung zur Beseitigung
der unerwiinschten Divergenzen iiberschattete dann diese Ideen fiir einige Zeit. Das Interesse
an Quantenfeldtheorien auf einer nichtkommutativen Raumzeit wuchs erst dann wieder, als
man versuchte, die allgemeine Relativitdtstheorie mit der Quantenfeldtheorie zu vereinen.
Verstirktes Interesse kommt schliefllich aus der String-Theorie. Dort fand man in gewissen
Niederenergie-Limiten Feldtheorien auf nichtkommutativen Réumen, z.B. im Kontext von
offenen Strings auf sogenannten D-Branes mit konstantem magnetischem Hintergrundfeld
[3].

Die Ansitze, die unserem Modell zugrunde liegen, sind durch eine semiklassischen Be-
trachtung motiviert [4]. Die Konkurrenz der Prinzipien der Quantenmechanik und der allge-
meinen Relativitdtstheorie fithren zu Raumzeit-Unschérfen und der natiirliche geometrische
Hintergrund, der diese Unschirfen implementiert, ist ein nichtkommutatives Modell einer
Raumzeit. Diesen Sachverhalt betrachten wir nun etwas genauer mit einem Gedankenexpe-
riment.

Wir wollen versuchen ein Ereignis zu einer festen Zeit in einem sphérisch symmetrischen
Gebiet um einen Punkt im Raum mit der Genauigkeit a zu lokalisieren. Nach der Heisen-
bergschen Unschérferelation muss der mit der Lokalisierung verbundene Energietransfer von
der Groenordnung E ~ hcG/a sein, wobei G die Gravitationskonstante ist. Wollen wir das
raumliche Gebiet beliebig genau auflésen, so geraten wir schnell in Konflikt mit der allgemei-
nen Relativitdtstheorie. Diese besagt dann, dass sich bei der Planckenergie Ep =~ hcG/A\p ein
Gravitationsfeld mit Schwarzschildradius R =~ Ap bildet. Die Plancklinge A\p ~ 1.6 - 1073%m
tragt hier die Bedeutung der Comptonwellenléinge eines Teilchens und steht gleichzeitig fiir
den Schwarzschildradius z.B. eines schwarzen Loches. Es bildet sich somit ein Horizont, der
jeglichen Informationsaustausch zwischen dem betreffenden Gebiet und dem Beobachter ver-
hindert.

Wenn wir jedoch ein Ereignis nur in einer réumlichen Koordinate lokalisieren und zulassen,
dass die anderen Richtungen beliebig unscharf werden kénnen, so wird sich das Energiequant



FE in einer diinnen Scheibe L ausdehnen kénnen und das generierte Gravitationspotential
wiirde fiir L — oo iiberall verschwinden [5].

Dieses Gedankenexperiment motiviert auf unserer Raumzeit Unschérferelationen zwischen
den Koordinaten einzufiihren [4]:

Axo(Az1Aze + Azs) = \p?,

Az1Azo + AxgAxg + AxgAxy 2 )\p2

Wir sind nun zum einen daran interessiert Quantenfeldtheorien zu formulieren. Deshalb soll-
te unsere Raumzeit die Poincarésymmetrie erhalten, damit wir Wigners Beschreibung von
Teilchen als irreduzible Darstellungen der Poincarégruppe iibernehmen kénnen. Zum anderen
liegt es nahe, dass sich unsere Raumzeit fiir groe Skalen wie eine (flache) pseudo-riemannsche
Mannigfaltigkeit (z.B. Minkowskiraum) verhalten sollte.

Diese Einschriankungen an unsere Raumzeit konnen dadurch erfiillt werden, dass man
zwischen den Koordinaten Vertauschungsrelationen fordert. Das heifit, wir ersetzen die Ko-
ordinaten durch unbeschrinkte, selbstadjungierte Operatoren die

[¢",q"] = iAp? QM

erfiillen. Der Kommutator verhélt sich hierbei wie ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe
unter der Lorentztransformation.

Die Formulierung einer Quantenfeldtheorie auf nichtkommutativer Raumzeit, die frei
von jeglichen Divergenzen ist, ist bis heute nicht vollstindig gelungen. Zu den bekannten
Ultraviolett- und Infrarot-Divergenzen (siche z.B. [6]) sind sogar neue, gemischte UV/IR-
Divergenzen hinzu gekommen [7]. Nach wie vor ist dabei nicht vollstéindig geklirt, ob und
wie man diese Theorien renormieren kann. Erste Schritte zu einer systematischen Renor-
mierung in einem Yang-Feldman-Formulismus auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum
sind allerdings unternommen worden [8]. Desweiteren ist in einem anderen Ansatz einer eu-
klidischen nichtkommutativen Raumzeit die Renormierung fiir eine skalare ¢*-Theorie zu
allen Ordnungen gelungen [9]. Leider ist bisher nicht klar, ob man den nichtkommutativen
Minkowskiraum euklidisieren kann, um diesen Formalismus zu adaptieren.

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit einem speziellen Modell einer skalaren Quan-
tenfeldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum, welches in den Arbeiten [10],[11]
und [12] publiziert ist. Mit einer verallgemeinerten Version des Wickproduktes im Limes
zusammenfallender Ereignisse ist es moglich, eine regularisierte Wechselwirkung zu definie-
ren. Die grundlegende Idee in diesem Modell ist, dass man die Differenzen der Koordinaten
qj — qx durch Zustdnde minimaler Unschérfe in der Raumzeit ideal lokalisiert, da sie nicht
Null gesetzt werden kénnen. Diese Prozedur fithrt jedoch unweigerlich zur Verletzung der
Lorentzsymmetrie, wir werden aber sehen, dass die Rotations- und Translationssymmetrie in
diesem Rahmen erhalten bleibt. Im Hamilton-Formalismus kann dann, durch die Einfithrung
einer Abschneidefunktion, eine formale, unitire S-Matrix konstruiert werden, deren Stérungs-
entwicklung in jedem Term ultraviolett-endlich ist. Durch die ideale Lokalisierung der Diffe-
renzen der Quantenkoordinaten tauchen in den einzelnen Termen Gauflkerne auf, die mit der
Planckliange abfallen.



Die Motivation dieser Arbeit ist nun das Infrarotregime dieses Modells genauer zu stu-
dieren. Uns beschéftigt somit die Frage, ob der adiabatische Limes, bei dem die Abschneide-
funktion konstant wird, existiert. Um diesen Limes anhand verschiedener Prozesse (Graphen)
untersuchen zu kénnen, werden die Feynmanregeln [13] fiir dieses Modell angegeben. Es zeigt
sich, dass bestimmte Graphen divergieren und mit der Diskussion der Renormierung kniipfen
wir an [11] an.

Diese Diplomarbeit ist folgendermaflen aufgebaut: In Kapitel 1 werden die Grundlagen
aus [4] fiir die Konstruktion einer Quantenfeldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkow-
skiraum erldutert. Zunéichst wird der nichtkommutative Minkowskiraum als eine nichtkom-
mutative C*-Algebra eingefiihrt und eine spezielle Darstellung der Elemente, die verallgemei-
nerten Weyl-Symbole, definiert. Im Anschluss daran wird kurz erklart, was Zustédnde idealer
Lokalisierung bedeuten und schliellich werden die freien, massiven Spin-Null-Felder auf dem
nichtkommutativen Minkowskiraum angegeben.

Darauf aufbauend wird in Kapitel 2 das Modell einer effektiven ultraviolett-endlichen
Storungstheorie vorgestellt [10]. Zunichst definieren wir die Quanten-Diagonal-Abbildung,
die den Limes zusammenfallender Ereignisse verallgemeinert. Im Anschluss daran wird dar-
aus eine regulidre Wechselwirkung konstruiert, bei der die Dysonsche Storungstheorie zu einer
unitédren formalen S-Matrix fiithrt. Diese ist in jedem Term ultraviolett-endlich und der in Ab-
schnitt 2.4 angegebene Beweis vervollsténdigt (im Impulsraum) den Beweis aus [10]. Zuletzt
wird die Graphentheorie besprochen und Feynmanregeln fiir diese Theorie aufgestellt [13].

In Kapitel 3 diskutieren wir das Infrarotverhalten der effektiven Theorie [11] und veran-
schaulichen dies anhand einfacher Graphen, die im Anhang berechnet werden. Das Verhalten
der Theorie im adiabatischen Limes motiviert eine Renormierung und es wird die Massenre-
normierung in diesem Rahmen diskutiert. Es zeigt sich, dass die herkommlichen Methoden
zur Renormierung hier nicht mehr funktionieren und es wird dann mit Hilfe der zeitun-
abhéngigen Storungstheorie eine Energiekorrektur in zweiter Ordnung berechnet. Letztlich
werden die daraus abgeleitete Massenkorrektur und die Gruppengeschwindigkeit analytisch,
sowie numerisch abgehandelt.

Im letzten Kapitel schliefen wir diese Arbeit mit einer kurzen Zusammenfassung und
einem Ausblick.






Kapitel 1

Quantenfeldtheorie auf
nichtkommutativer Raumzeit

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Begriffe und Konventionen aus [4] eingefiihrt, die
fiir die Beschreibung einer Quantenfeldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum
notwendig sind. Desweiteren wird kurz erlidutert, in welchem Zusammenhang Zusténde mit
Lokalisierung stehen. Im darauffolgenden Kapitel werden dann diese Methoden und Begriffe
aufgegriffen, um eine ultraviolett-endliche, effektive Quantenfeldtheorie auf dem nichtkom-
mutativen Minkowskiraum, der sogenannten Quanten-Raumzeit, zu konstruieren.

1.1 Der nichtkommutative Minkowskiraum

Dieser Abschnitt soll die nichtkommutative Raumzeit £ als eine nichtkommutative C*-Algebra
in vereinfachter Form vorstellen. Ausgangspunkt sind die stetigen, komplexen Funktionen
Co(M) auf einer kommutativen Mannigfaltigkeit M (z.B. Minkowskiraum), die im Unend-
lichen verschwinden. Diese bilden mit dem punktweisen Produkt und der Supremumsnorm
zunéchst eine nichtunitale Banach-Algebra. Die komplexe Konjugation induziert dann eine
Involution, von der man zeigen kann, dass sie die C*-Eigenschaft erfiillt. Somit haben wir eine
nichtunitale kommutative C*-Algebra. Die reinen Zustinde auf dieser Algebra entsprechen
nun gerade den Punkten der kommutativen Mannigfaltigkeit.

Die Idee ist, dass man diese kommutative C*-Algebra durch eine nichtkommutative C*-
Algebra E(M) ersetzt. Die reinen Zusténde auf dieser Algebra betrachtet man dann als das
nichtkommutative Analogon zu den Punkten einer kommutativen Mannigfaltigkeit und die
Elemente der nichtkommutativen Algebra als das nichtkommutative Analogon zu den Funk-
tionen. Es sei darauf hingewiesen, dass durch die Nichtkommutativitit und die Beschreibung
der Raumzeit durch Zustidnde auf einer Algebra, die Vorstellung einer Raumzeit als Man-
nigfaltigkeit mit Punkten und stetigen Kurven keinen Sinn mehr ergibt. Das wird noch im
Zusammenhang mit den Zustédnden genauer erldutert. Wenden wir uns zunéchst einer Prézi-
sierung des nichtkommutativen Minkowskiraumes zu.

Als Ansatz wahlt man die gewohnlichen Koordinaten des kommutativen Minkowskirau-
mes ¥ und ersetzt diese durch selbstadjungierte, unbeschrinkte Operatoren ¢*, die nicht

5



6 KAPITEL 1. QUANTENFELDTHEORIE AUF NICHTKOMMUTATIVER RAUMZEIT

miteinander kommutieren. Die Quanten-Koordinaten sollen die sogenannten Quantenbedin-
gungen erfiillen:

2] = e (111

[¢“.Q""] = 0 (1.1.2)

QuwQ"™ = 0 (1.1.3)

(Epuquﬂququ)2 — (%QW(*Q)‘“’>2 _ >\P8 1 (114)

wobei (xQ)* = 1/2e"**Q,, das Hodgedual von Q" ist. Wir wollen nun die Bedeutung des
Kommutators genauer untersuchen und betrachten das gemeinsame Spektrum der Q*¥. Dazu
fiilhren wir die (abstrakten) elektrischen und magnetischen Komponenten E, M € R3 von Q
ein, die durch E; = Qo; und M; = 1/2 Qi gegeben sind. Die Bedingungen (1.1.3) und
(1.1.4) schreiben sich damit als E> — M? = 0 und 1/2(E-M + M- E) = £1 (Ap = 1). Das
Spektrum ist damit gegeben durch ¥ = 3 U X_. Hierbei wird gezeigt, dass

Yy o= {(O'W,)‘O'w/ = —0yu, oot =0und 1/8 Jﬂye“”)‘pa)\p = :I:l}

= {(0'“,,)‘62‘ = 0pi, My :eijkajk, 62 —m2 =0 und 1/2(em+me) =41 }

jeweils homéomorph zu ¥_, %, «~ T'S? ist, dem Tangentialbiindel der Zwei-Sphire. ¥4 sind
also jeweils zusammenhéngende, nichtkompakte, topologische Mannigfaltigkeiten, sogar ho-
mogene Rdume auf denen die orthochrone Lorentzgruppe A € EL(R?”I) durch ¢ — AcA?
transitiv wirkt.

In der Konstruktion einer effektiven Theorie wird der Umstand wichtig werden, dass man
auf ¥ eine euklidische Norm definieren kann (eingebettet in einen linearen Raum):

o] == 3> on, = 3(e* + m?) = &* = m’

pu<v

Es gilt dann ||o]| > 1 fiir alle ¢ € 3. Der Fall ||o|| = 1 ist besonders ausgezeichnet!. Die
Zusténde konnen hier so gewahlt werden, dass sie die Quanten-Koordinaten ideal lokalisiert
werden, das heifit die Unschérferelationen optimieren (vergleiche néchsten Abschnitt):

Aqo (Aq + Aga + Agz) = Ap? und  AqiAgs + AqiAgs + AgeAgs = \p?

Die Bedingung ||o|| = 1 legt aus topologischer Sicht auf X1 eine Untermannigfaltigkeit E$ ) =

{o| ||o|] = 1 bzw. |m| = 1} fest, welche homdomorph zur Zwei-Sphire S% « (1 ist [4]. £
ist nun der Orbit der orthogonalen Gruppe und ¥ der Orbit der Lorentzgruppe, angewandt
auf

(06‘”)=< ! —110m> (1.1.5)

Toxo

'Hier sind die Zustéinde minimaler Unschirfe lokalisiert, denn es gilt [4, Proposition 3.4]:

S (A 2 VE [ duslo) TR

o

wobei ., das Spektralmafl des Zustandes w ist.
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Setzt man diese Matrix in (1.1.1) ein, so bekommt man die Vertauschungsrelationen des vier-
dimensionalen quantenmechanischen Phasenraums. Wir konnen deshalb in die Schrodinger-
Darstellung tibergehen und die ¢* an der Stelle o( ersetzen durch

Qoo =P, @y, =P, @ =Q', g, =@Q

den Orts- und Impuls-Operatoren auf dem Hilbertraum %, := L?(R?)

Will man Funktionen der Quanten-Koordinaten definieren, so findet man das gleiche
Problem vor, welches bereits aus der Quantenmechanik bekannt ist. Dort sind Impuls- und
Orts-Operatoren unbeschriankt (siche z.B. [14]). Ebenfalls sind die ¢" unbeschrénkte Opera-
toren und man bekommt Probleme mit den Definitionsbereichen. Es zeigt sich, dass keine
Norm auf der von den unbeschréinkten Operatoren erzeugten Algebra existiert, die ||g“q”|| <
llg*|] ||g”|| erfiillt. Statt der Quanten-Koordinaten definieren wir deshalb die Weyl-Operatoren
W (k) := exp{ik,q"} wobei k, € R ist. Diese sind beschrinkte Operatoren (stetige unitére
Einparameter-Gruppen) und wir fordern damit die stérkeren Weyl-Relationen, die (1.1.1)
ersetzen: ‘

ethbua” gihug” _ e*%kuQ“”huei(’w-Fhu)q“

Hierbei ist wichtig, dass die Q* untereinander und mit den g vertauschen. Mit dieser Bedin-
gung ist bereits das Multiplikationsgesetz und damit die Weyl-Algebra festgelegt. Wir folgen
dem von Neumannschen Zugang zur Quantentheorie [15, VIII] und definieren zunichst &
als eine Banach-*-Algebra Co(X, L' (R%)), der stetigen Funktionen von ¥ — L!(R%), die im
Unendlichen verschwinden. Der von Neumannsche Eindeutigkeitssatz? besagt dann, dass bis
auf unitire Aquivalenz und Multiplikation mit einem Faktor die Schrodinger-Darstellung die
eindeutige und einzige Losung der Weyl-Relationen ist. Man spricht hierbei auch von einer
reguldren Darstellung der Weyl-Algebra. Wir betrachten zunéchst die Funktionen:

£0) = ke [ ' f(k) et

mit f(k) € L'(RY) N FL'(R*), wobei F die Fouriertransformation bedeutet. Da die Q"
miteinander und mit den ¢* kommutieren, kann man dies erweitern und folgendes definieren:

£@.0) = gy [ &' FQu) e

Dadurch wird dann ein (in ¥ punktweises) Produkt festgelegt:

(f(@9)9(Q, 9)lo=+ @ / dhd' F(Q, k) 0mod(Q, h)|ges cFrd” cthvd”

— ﬁ/d4hd4k ,]E(ng)’Q:o'g(Qgh)’Q:g e—%kuQ#Vhye’i(hu-f—ku)q# 7

2[15, Theorem VIIL.14]. Jedes irreduzible Weylsystem mit einer endlichen Zahl N an Freiheitsgraden ist
unitédr dquivalent zur Schrodinger-Darstellung. Ist ein solches System jedoch reduzibel, so ist es eine direkte
Summe von irreduziblen Darstellungen und damit ein Vielfaches der Schrédinger-Darstellung.
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eine Involution

1@ = gy [ @R TQR ' = gl [ T e

und eine Norm:

I£1oa i=sup [ @*lF(o k)] = sup | F(o. )]s

Damit ist die C*-Algebra & bestimmt. In [4, Theorem 4.1] zeigt sich, dass der Abschluss von
&p isomorph zu Cy(X%, K) ist, wobei K die C*-Algebra der kompakten Operatoren auf einem
unendlichdimensionalen Hilbertraum darstellt. Dieser Abschluss ist das Analogon zu Co(R*)
auf dem kommutativen Minkowskiraum und wird mit £ als nichtkommutativer Minkowski-
raum bezeichnet. £ ist nun eine nichtunitale, nichtkommutative C*-Algebra, besitzt jedoch
kein Zentrum, d.h. Q' ¢ £. Wir erweitern deshalb die Algebra zur Multiplikator-Algebra3
M(E) mit Zentrum Z, die den Kommutator und die Einsfunktion enthilt. Aufgrund der
Kommutatoren ist das Zentrum nicht trivial, besteht also nicht nur aus dem Vielfachen der
Eins*. Nun besagt der Satz von Gelfand Naimark [16], dass jede kommutative C*-Algebra
2l durch einen isometrischen #-Isomorphismus, die Gelfandtransformation, auf die stetigen,
im Unendlichen verschwindenden Funktionen Co(M (2()) abgebildet werden kann. M () ist
hierbei ein lokal kompakter Hausdorff-Raum, das sogenannte Gelfandspektrum der Algebra
2. Die Folge ist, dass die Algebra, die von den Q"” erzeugt wird, mit der Algebra Cy(X),
den stetigen im Unendlichen verschwindenden Funktionen, identifiziert werden kann und ¥
das gemeinsame (Gelfand-) Spektrum der Q" bildet. Das Zentrum Z C M(E) identifizieren
wir deshalb mit Cy(X), den stetigen, beschrénkten Funktionen. Wir haben somit Cop(X, K) ~
E C M(E) und fiir ein festes o ist &, ~ K(s#;). Hierbei ist ., der unendlichdimensionale
Hilbertraum an der Stelle 0. Die Menge Z, := {f € &|f(c) = 0} bildet ein beidseitiges,
abgeschlossenes #-Ideal in &£, wegen dem punktweisen Produkt auf . Hierbei wird gezeigt,
dass &, = £/I, wiederum eine C*-Algebra ist.

1.2 Verallgemeinerte Weyl-Symbole

Das Zentrum Z wird im néchsten Kapitel eine wichtige Rolle spielen, insbesondere die re-
gulidren Darstellungen der Quanten-Koordinaten. Der Sachverhalt, dass die Q" miteinander
kommutieren, erlaubt nun, dass man eine besondere Darstellung der Operatoren wihlen kann
[4, Theorem 4.2]. Sei dazu g € Cy(X) mit g — ¢(Q) und f € L*(R*) N FL'(R*) wie oben. Sei
7(+) eine regulidre Darstellung von ¢g®f im von Neumannschen Sinne. Die verallgemeinerte

3Sei 2 eine C*-Algebra ohne Eins (nichtunital). Dann exisiert eine bis auf Isomorphie eindeutige unitale
C*-Algebra, die ganz 2 als ein wesentliches Ideal enthilt. Diese Algebra ist maximal in dem Sinne, dass jede
andere Algebra dieser Art in ihr eingebettet werden kann. Eine solche Algebra heifit Multiplikator-Algebra
und wird mit M(21) bezeichnet (siche z.B. [16]).

4In diesem Zusammenhang spricht man davon, dass die Q*¥ zum Zentrum Z der Multiplikator-Algebra
M(E) affiliert sind. Das ist eine mathematische Feinheit deren Details in [4, Anhang A] zu finden sind.
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Weyl-Korrespondenz ist definiert durch

Wigef) = rlgof) = a(r(@) [ Gz ) e
= 9(Q) f(q)

Wir bezeichnen mit g(o)f(x) das Symbol von W(g®f), wobei o € ¥ und = € R*, also f €
LY(R*%). Wir wollen nun die verallgemeinerte Weyl-Korrespondenz im Kontext der Symbole
betrachten. Anstatt der Funktionen g und f definieren wir die Symbole G, F € Cy(X x R*)
mit G(o,-), F'(0,-) € L'(R*). Das Darstellungsgesetz W(G* F) = W(G)W(F) induziert dann
ein Produkt an der Stelle o auf dem Raum der Symbole:

(G*F)(O-’ ) = G(O-’ ) *o F(O-’ )
Das Produkt nennt man auch das getwistete Produkt und es gilt:

d4]€d4h ~ ~ —119 N (k‘ +h ) n
(Glo) % Flo)@) = [ GG k)F(o, ke dhr et
7'('

Die Bezeichnung ist durch den Twist-Faktor P L inspiriert. Da wir spéter Feldgleichun-

gen benotigen, stellt sich nun die Frage, wie man Derivationen auf den Symbolen definieren
kann. Auf dem kommutativen Minkowskiraum realisiert man dies mit den infinitesimalen
Erzeugern der Raum-Zeit-Translationen. Ebenso verfahren wir im nichtkommutativen Fall.
Betrachte dazu die Wirkung der Poincaré-Gruppe 744, mit a € R* und A € L, auf die
Symbole F € Cy x R* definiert durch

(TaaF)(o,2) := F(A'oA" 71 A (2 — a)) det A

Hierbei ist det A = £1. Eine Derivation erhdlt man nun durch den Automorphismus 7,1 der
Raum-Zeit-Translationen folgendermafien:

d

d
OuF(@ ) =g -] (arF)Qa) =G|

day, la=0 F(Q,(q+a)) (1.2.1)

1.3 Zustinde idealer Lokalisierung

Die Grundannahmen der Quantentheorie bestehen darin, dass man Observablen durch her-
mitesche Elemente einer C*-Algebra und Zusténde durch positive, normierte, lineare Funk-
tionale {iber dieser Algebra beschreibt. Die moglichen Messresultate bilden das Spektrum und
das vom Spektrum induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf} legt die Wahrscheinlichkeitsverteilung
fest [14]. Ein Zustand iiber £ ist somit definiert als ein lineares Funktional w € S(€) mit
w:& — Cbzw. w: M(E) — C und wir schreiben dafiir F' — w(F(Q,q)) = (w, F(Q,q)).
Ein solcher Zustand bestimmt nun die Lokalisierung eines Experiments auf dem nichtkom-
mutativen Minkowskiraum. Die Zustdnde miissen Werte in den komplexen Zahlen annehmen,
deshalb beseitigen wir die Z-Abhéngigkeit der Symbole mittels Integration iiber Y. Es stellt
sich dabei heraus, dass kein lorentzinvariantes Integrationsmaf (Haarsches Maf) in einem
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Zustand gewéhlt werden kann, da die Lorentzgruppe nicht kompakt ist [4]. Die Lorentz-
symmetrie wird somit gebrochen, sobald wir Zustinde auf unserer Raumzeit £ wihlen. Die
Wahl des Integrationsmafles kann aber auf spéter verschoben werden, indem man Z-wertige
Abbildungen (Z-wertige “Zusténde”) ¢ : M(E) — Cy(X) einfiihrt im Sinne von:

w(F) = / dps (CF)(0)

wobei du, das Wahrscheinlichkeitsmafl auf ¥ ist. Wir wollen nun sehen, wie man mit den
Zustédnden die Unschirferelationen berechnen kann. Die Unschirfe A, ist fiir selbstadjun-
gierte Operatoren A € 2 auf dem Hilbertraum ¢ definiert durch

(AL A)? = W((A —w(A) -idy)?) = w(A?) —w(A)? .

In [4] wird gezeigt, dass jeder Zustand w im Definitionsbereich® des Kommutators [¢#, ¢”] die
Unschérferelationen

3
AwQOZAij > % und Z AijAka > %
j=1 1<5<k<3

erfiillen. Die Zusténde, die ein Ereignis ideal in der Raumzeit £ lokalisieren, betrachtet man
als das Analogon zu den Punkten einer kommutativen Mannigfaltigkeit. Diese Zustdnde mini-
mieren » u A,g" und aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir, dass dann der Kommutator
Werte in ) annimmt. In [4] wird nun explizit gezeigt, dass der um den Punkt a € R* ideal
lokalisierte Zustand gegeben ist durch

wulP) = [ due (uF)(e)

wobei dp, jetzt ein WahrscheinlichkeitsmaB auf ¥ ist und die Abbildung 7, : M(E) —
C(xM) definiert ist durch:

(naF)(o) = /d4k F(J’ k) <77aaeik“qﬂ>
= [ o S

Hierbei ist mit |k|? = k3 + k} + k3 + k3 das euklidische Skalarprodukt gemeint (im Gegensatz
zu k, k). Nun kann auf ¥ ein Haarsches MaB beziiglich der orthogonalen Gruppe gewéhlt
werden, denn (1, e*#9") ist eine konstante Funktion von ¢ € X1, Dabei bleibt Rotations-
und Translationssymmetrie erhalten aber nicht die Lorentzsymmetrie.

Die reinen Zustédnde mit optimaler Lokalisierung fiithren dazu, dass die Summe der qua-
dratischen Varianzen minimiert werden (siehe oben). Mit (1.1.5) haben wir:

(AP + (AP + (AQ')? + (AQ)* > 2

®Definition: Sei A ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum .7 mit Einheitsvektor 2 € . Wir
sagen ein Zustand w ist im Definitionsbereich von A € 2, wenn x € Dy ist, sodass w(A?) = (Az, Az) < oo.
Dasselbe gilt wenn A affiliert zu einer C*-Algebra 2 ist und w € S(A). (Vergleiche [4, Appendix A])
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Das Minimum dieser Grofle ist zwei und wird fiir den Grundzustand |0) des zweidimensionalen
harmonischen Oszillators angenommen. Es gilt somit, dass

<na7eik#q“> _ <O‘ etkug" ‘O> eikuat ef%|k\2€ik#a“

Die Koordinatenunschiirfen sind hierbei gleich 1/4/2. Fiir eine detaillierte mathematische
Darstellung sei auf [17] oder [18] verwiesen.

Fiir spétere Zwecke fiihren wir noch niitzliche formale Abbildungen ein: wir kénnen uns
auf 7 = 1)y beschriinken und schreiben 7 als Komposition = n") o 4 aus der Einschréinkung
v & — &1, wobei die C*-Algebra & (C M(&;)) von den Einschréankungen der Symbole
yF := F|yq auf ¥ erzeugt wird, und der Abbildung M : M(&;) — C(2M). Im Folgenden
ist mit € bzw. & der Einfachheit halber auch immer deren Multiplikatoralgebra gemeint.

1.4 Freie Felder

Wir sind nun in der Lage, freie Felder auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum zu de-
finieren. Ausgangspunkt ist die Definition von Wigner, bei der man Teilchen als irreduzible
Darstellung der Uberlagerungsgruppe der Poincarégruppe betrachtet. Die iibliche Fockraum-
Konstruktion liefert dann ein freies Feld, das man mit den sogenannten Wigner-Teilchen
assoziiert. Die Felder werden formal betrachtet als Funktionen auf & mit Werten in der Alge-
bra der Feldoperatoren auf dem symmetrischen Fockraum. Wir beschrianken uns dabei auf die
neutralen, skalaren freien Felder und definieren diese wie folgt (fiir eine genaue mathematische
Definition sei auf [11] und [4] verwiesen):

olg) = / d'k $(k)@en” (14.1)

d’k —i i
-/ BT i [1Ee Y+ at (k@]
N—_—————r
=:dQ,h

Hierbei sind a und a™* die aus der herkémmlichen Theorie bekannten Ab- und Aufsteigeope-
ratoren auf dem symmetrischen Fockraum $ mit a(k) = ax und

lax, aff)] = 2w 0P (k — K')

mit w(k) = vVk2 +m2. dQ;} ist das invariante Mafl auf dem Massenschalenhyperboloid posi-
tiver Energie:
Qb = {k € RY k, k" =m? ko > 0}

Der Einfachheit halber definieren wir hier die Felder ohne eine o-Abhéngigkeit.
In dieser Definition erfiillen die freien Felder die Klein-Gordon-Gleichung

(Og +m*)p(q) =0

wobei die Derivation im Sinne von (1.2.1) zu verstehen ist.
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Auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum betrachtet wir (in diesem Modell) Zusténde
als das Analogon zu den Testfunktionen auf dem kommutativen Minkowskiraum. Sei nun
w € 8(€) ein Zustand iiber £. Man definiert die Testfunktion 1),, assoziiert zu w durch:

dk —ikx [
o) = / ot € () (1.4.2)
und das freie Feld im Zustand w durch:

P(w) = (18w, ¢(q)) (1.4.3)

Hierbei ist € R* Wir verwenden folgende Kurzschreibweisen in dieser Arbeit: fiir das
Minkowski-Skalarprodukt schreiben wir kz := k,2# und fiir die Integrationsmafle

de =dey =dxy ... de, = d 2y ... d 2,

Die Feldoperatoren sind somit lineare Abbildungen w — ¢(w) von dem Raum der Zusténde
S(€) auf € in den Raum der mit Testfunktionen ) verschmierten Operatoren, sodass gilt:

plw) = / dk / %(I, p(a)e™*a) (w, 1) (1.4.4)

= da ¢(a) 2dk4eik“ (w, e™ka)
famoto [

= /da o(a)y,(a)
= <¢7 ¢w>

Diese Feldoperatoren sind auf dem normalen Fockraum der freien, skalaren Felder definiert
9 =@, H"™ mit Skalarprodukt (p|p) < co. H™ ist der n-Teilchenraum mit Wellenfunk-
tionen (™ € L2(RCG™) und Skalarprodukt Y, (0™ |p(™) < co. Der Vakuumzustand wird
mit |2) bezeichnet. Die Felder (1.4.1) kénnen auch als quadratische Form auf dem (invarian-
ten Formen-) Raum der glatten Wellenfunktionen Dg x Dgs betrachtet werden im Sinne von
15, X.]: Ds := {p(™ € S(R3")}. Die uneigentlichen Eigenvektoren des Impulsoperators sind
definiert durch:
ki k) = (n)) 72 af L a |9)

Nun betrachten wir noch den Kommutator ausgewertet in Zustinden w,w':
(6(), 0] =i [ dodb Ao~ b)u(a)bsr4) = i [ dads S8 4(a = 1) v(a)bus 1)
Hierbei sind a,b € R*! und A, (a — b) der gewohnliche Propagator aus der kommutativen

Feldtheorie definiert durch die Zweipunktfunktion:

1 dk
on e*lk(afb)

(2 o(a)p(0) [9) = —ifsla—b) = o5 [ 5o
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Der Propagator kann durch die Besselfunktion K (1,ima) zweiter Art und erster Ordnung
ausgedriickt werden:

_—im
 4m2a

Ay (a) K(1,ima)

Soweit haben wir nun die Grundlagen der Quantenfeldtheorie auf dem nichtkommuta-
tiven Minkowskiraum hinreichend besprochen und kénnen uns jetzt der Konstruktion eines
ultraviolett-endlichen Modells im néchsten Kapitel widmen.
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Kapitel 2

Ultraviolett-endliche
Storungstheorie auf quantisierter
Raumzeit

Der folgende Abschnitt soll ein Modell einer skalaren Quantenfeldtheorie massiver Spin-Null-
Felder auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum & vorstellen, mithilfe dessen sich eine
effektive S-Matrix definieren ldsst. Es zeigt sich dann, dass die so konstruierte (nichtlo-
kale) S-Matrix unitér ist und dass keine Ultraviolettdivergenzen in den einzelnen Termen
respektive Graphen auftreten, so lange der adiabatische Limes zumindest in der Zeit nicht
durchgefithrt wird. Durch diesen Ansatz wird die Lorentzinvarianz verletzt aber Rotations-
und Translationsinvarianz bleiben erhalten. Im Limes Ap — 0 erhilt man aber die bekann-
te Quantenfeldtheorie auf dem normalen kommutativen Minkowskiraum zuriick. Kernpunkt
dieses Ansatzes ist die sogenannte Quanten-Diagonal-Abbildung, die die iibliche Definition
der Wickmonome [19] durch sogenannte regulire Wickmonome ersetzt, was dann zu einer
ultraviolett-endlichen Dyson-Reihe fiihrt. Die Darstellung in diesem Kapitel richtet sich nach
den Publikationen [10], [20] und natiirlich [11],[12].

2.1 Neue Koordinaten fiir minimale Abstinde

In der herkémmlichen Quantenfeldtheorie kann eine Wechselwirkung durch einen zusétzlichen
Term z.B. 1/n! :¢™(z): in der Lagrangedichte eingeschaltet werden. Die Doppelpunkte stehen
hierbei fiir die Wickordnung (Normalordnung) bei der alle Erzeugungsoperatoren links von
Vernichtungsoperatoren stehen. Diese ist notwendig, wenn man den Vakuumerwartungswert
beziehungsweise Vakuumgraphen aus der Theorie eliminieren will. Das sogenannte Wickpro-
dukt léasst sich definieren durch z.B n = 2:

167 (2): 1= lim [6(2)d(y) — (Qf d(x)(y) 1))

r—y

Das heifit man betrachtet den Limes, bei dem x und y zusammenfallen. Auf dem gewohn-
lichen Minkowskiraum ist das bekanntlich keine Schwierigkeit. Auf dem nichtkommutativen

15
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Minkowskiraum jedoch funktioniert dies aufgrund der Kommutatorrelationen (1.1.1) nicht
mehr. Allerdings ist es mdglich den (euklidischen) Abstand ¥,|¢" — ¢#|* zu minimieren.

Betrachten wir dazu zunéchst die Quantenmechanik. Wenn man z.B. zwei Teilchen an
einem Ort im Phasenraum lokalisieren will, fithrt man zunéchst Relativ- und Schwerpunkt-
koordinaten ein. Aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelation ist dann sofort klar, dass
bei scharf lokalisiertem Ort, z.B. der Relativkoordinate, die Impulse vollkommen delokalisiert
sind. Nun ist es aber moglich Ort und Impuls in Zustéinden minimaler Unschérfe auszu-
werten, sodass der relative Abstand im Phasenraum minimiert wird. Der klassische Limes
(,pz) — (y,py) wird somit, durch die Auswertung der Relativkoordinaten (Z,pz) — (9, py)
im Grundzustand, ersetzt.

Der Sachverhalt auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum ist nun dhnlich. Als Ansatz
wihlt man n Koordinaten, die untereinander kommutieren und definiert dann eine Abbildung,
die diese Koordinaten in mittlere (Schwerpunkt) und relative Koordinaten transformiert.
Darauf folgt die Auswertung im Grundzustand. Das soll im Folgenden prézisiert werden. Die
kanonische Definition der miteinander kommutierenden (Quanten-)Koordinaten ist:

¢ = Iw...@l¢ ¢ @I®..] i=1,...,n
i-te Stelle

und sind jeweils Elemente (als Exponenten) des n-fache Tensorproduktes £®...®E der
Raumzeiten — genauer sind sie affiliert zu den tensorierten (Multiplikator-) Algebren. Be-
trachten wir nun die Differenz zweier Koordinaten ¢; — ¢; (die Relativkoordinate), so stellen
wir fest, dass die Komponenten nicht miteinander kommutieren [¢!' — q;»t 47— qf ,] # 0. Die
Differenz kann somit wegen den Unschérferelationen nicht Null werden.

Wir suchen nun Funktionen f(qi,g2) deren Differenz man gegen Null gehen lassen kann.
Dazu betrachten wir die Kommutatorfunktion. Behandeln wir zunéchst den Fall fiir zwei
Koordinaten [¢}', ¢¥] — [d, ¢4] = [¢", ¢"1®I — I®|q", ¢"] # 0. Aufgrund der Tatsache, dass wir
hier das Tensorprodukt iiber die komplexen Zahlen genommen haben, verschwindet dieser
Ausdruck nicht. Deshalb machen wir einen neuen Ansatz und nehmen das Tensorprodukt
iiber das Zentrum der Multiplikator-Algebra M(&):

[t av] — [dh 5] = [¢", ¢"] ®=1 — I®z[q",q"] = 0 (2.1.1)
——
€z

Hierbei benutzen wir (I®z¢")(¢"®zI) = ¢"®zq¢". Wir definieren also unsere Koordinaten

neu:
qZH = IRz ... QzIQ% q“ RzIRz...Qz1 (2.1.2)

-
i-te Stelle

Es stellt sich nun heraus, dass auch diese neu definierten Koordinaten den kanonischen Kom-
mutatorrelationen aus Kapitel 1 gentigen:

[q!', q}] = iNp6i; Q" (2.1.3)
¢}, Q"] =0
Q;LI/QW/ =0

(1ou(xom) =1
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Wobei nun fiir ¢ = j
QMV = QMV(I(X)Z - ®ZI)

ist, da Q" € Z. Im Folgenden setze wieder )\% = 1. Mit den gleichen Argumenten wie in
Kapitel 1 gehen wir iiber zu den Weyloperatoren. Mit der Beziehung

o0

. 1
chull®z Ozlzdiezloz 02l) = N —(ik,(Iz ... @z]0zq" 0210z ... @z]))"
n.
n=0

0o
1.
= I®Z...®ZI®ZZ—'(Zkuqﬂ)n®21®g...®gl
nzon.

= IQz... 010z " @z10z ... @z1

lassen sich die kanonischen Vertauschungsrelationen (2.1.3) in der stirkeren Bedingung defi-
nieren: "
) i, )
eikiuqfelkjuqz" e 6_ 2” Q'U’Vk?iukij,/el(k‘qu}/-ﬁ-k‘iﬂqu)

und natiirlich die Weyloperatoren, die sich mit der Korrespondenz W(g9®z f)((Q, ¢;)) =
9(Q)f(gi) zu

W (922 ) Q. a1, an) = 9(Q) f(q1,---1an) » g€ Co(E), feCoR™) |

einem sogenannten n-Symbol F — F(o,x1,...,1,) erweitern. Hierbei ist f € Co(R*") gege-
ben durch:

flqr, ... qn) = / diy ... dkn f(k1,. .. ky)e!FrartFhnan)
R4n

Das induziert nun analog zu Kapitel 1 ein Produkt, eine Involution und die C*-Eigenschaft
auf den verallgemeinerten n-Symbolen. Die dadurch erzeugte C*-Algebra ist gegeben durch
EM ¢ M(EM) == M(E)®z ... ®zM(E). Anstatt der Kommutatorfunktionen (2.1.1) be-
trachten wir jetzt den Kommutator von mittlerer und relativer Koordinate. Es stellt sich
heraus, dass dieser Ansatz dquivalent zu (2.1.1) ist, denn es gilt zum Beispiel fiir n = 2:

(g1 + @) (1 — )] = (¢"@z)(¢"®z]) — (¢"@z1)(I®zq") + ...
"¢’ @z1 — H'Rzq" + . ..
—_———

gemischte Terme heben sich paarweise weg
= [¢" ¢"|®zI — I®z[¢",¢"] =0
ez

Aus dieser Motivation heraus definieren wir nun:
n
A — 1 H o
q9 =5 § q; und Q; = 4; q;
i=1

Damit gilt fiir die Weylrelation:
otk ikl @" o5 QM kukl, ik k)T

oiknd" ez‘k;q;‘j _ ez‘k;q;} oiknd"
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Man erkennt, dass die mittleren Koordinaten die kanonischen Vertauschungsrelationen erfiillen,
mit den relativen Koordinaten aber kommutieren. Die urspriinglichen Koordinaten (2.1.2)
erhélt man zuriick durch

n
AW
J=1

Nun ist noch zu bemerken, dass sich die mittleren Koordinaten g* verhalten, als hétten sie
eine charakteristische Linge 1/y/n:

77 =2% D _d.)) ¢ =io™
( J

=n QM (IRgz..®zI)

Wir wollen nun die gemeinsame Algebra der mittleren und relativen Koordinaten konstruie-
ren. Definiere dazu mit Hilfe der mittleren Koordinaten ¢ mit Linge 1/+/n:

g’ = QM®ZI"®Z und q?j = I®zq§‘j

und damit
= 1
a =@ +5) a4
J

Diese neuen Koordinaten erzeugen (sind affiliert zu) eine Algebra, die durch das (n+ 1)-fache
Tensorprodukt £@z ... ®zE =: £MV, bzw. die Multiplikator-Algebra M (1)), gegeben
ist. Hierbei ist ¢* affiliert zum ersten Faktor der Algebra €™ und die quj zu den restlichen
n-Faktoren. Nun kann man wieder die Vertauschungseigenschaften der g’ und q; anschauen
und bekommt:

IO Rz "2 = QM fiir i = j
). q7] = {0 (2.1.4)
sonst
und
[@",3"] =i5Q" und [g"q}]=0 |, (2.1.5)

denn es gilt fiir ¢ # j

[(;q;;)(gq;k)} = [t - I3, iy - 1S g

16 k+#j
= —(3?) i@ -

und fiir 1 =

(S (Sa)] -
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Die obige Konstruktion ldsst sich zusammenfassen und prézisieren mithilfe des von Neumann-
schen! Zugangs zur Quantentheorie durch die folgende Bemerkung (siehe [11] und [10]):

Bemerkung 2.1.1. Nach der von Neumannschen Eindeutigkeit existiert fiir jedes feste o € X,
ein treuer (injektiver) x-Homomorphismus £ definiert durch

g MEMY - M(EMTD)
4 — q; =: 5™ (ai)

Beweis. [11] Die Abbildung ¢* — ¢! bedingt zunéchst einen *-Homomorphismus Bi: & —
£+ durch die formale Eigenschaft §;(¢"*) = (I®z ... @zI0z¢" @212z ... @z1)* = B;(¢")* =
q;. Die simultane Abbildung aller Koordinaten wird nun erreicht, indem man die universellen
Eigenschaften? des Tensorproduktes und seine Eindeutigkeit fiir nukleare C*-Algebren (wie
&) ausnutzt. Das bedeutet, dass ein x-Homomorphismus B ;g —, g+l) existiert im Sin-
ne von 3" (¢*®z ... @z¢") = (¢ ¢ ... qh) = Bi(d}) ... Bi(qh). Dieser Sachverhalt lisst
sich nun in kanonischer Weise auf die Multiplikator-Algebren durch den x-Homomorphismus
B M(EM) — M(EMHD) erweitern. Die Bilder von §8; und 3; kommutieren fiir i # j
und die Einschréinkung von 3;|z ist ein Isomorphismus, der von dem Index i unabhéngig ist
(der Kommutator ist unabhingig von 7). Demnach ist 3 injektiv (treu) auf ganz Z per
Konstruktion. Zu zeigen ist jetzt nur noch, dass die Injektivitdt auf dem Zentrum geniigt um
eine treue Abbildung auf ganz M (E (”)) zu bekommen. Betrachte dazu die C*-Algebra K und
K®K der kompakten Operatoren auf dem unendlichdimensionalen Hilbertraum. Fiir diese
gilt K&K ~ K, in Analogie dazu bekommen wir £Qz ... ®zE ~ &, wobei £ ~ Cy(X, K). Das
heift, abgeschlossene Ideale aus £ bilden sich 1 : 1 ab auf eine abgeschlossene Untermenge
von Y. Explizit ausgedriickt ist

50 F(Quas ) = B (G(Q a1 )
— g(Q) /dkl . dknf(k17 . 7kn) ei(k1q1+...+knq")

ein treuer x-Homomorphismus. U

Die urspriingliche Intention war, die euklidische Lénge zu minimieren. Das soll nun ver-
wirklicht werden. Indem wir die neu eingefiihrten relativ Koordinaten qu ideal lokalisieren
(den Grundzustand auf die qﬁ} anwenden), minimieren wir auch den euklidische Abstand
gt — q;‘ |. Leider wird durch die Wahl fester Zusténde die Lorentzinvarianz gebrochen (aber
nicht spontan!), aber die Rotations- und Translationsinvarianz bleibt erhalten. Im Limes
Ap — 0 erhalten wir jedoch die gewohnliche Quantenfeldtheorie und somit auch die Lorent-
zinvarianz zuriick.

!Der Satz von von Neumann findet hier Anwendung, da wir die kompakten Operatoren auf dem unend-
lichdimensionalen Hilbertraum zur Verfiigung haben.
?Das gewihrleistet, dass die C*-Norm auf dem tensorierten Raum eindeutig ist (siehe z.B.[16]).
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2.2 Simultane Lokalisierung n-iibereinstimmender Ereignisse

Die néchste Aufgabe ist nun eine Abbildung zu finden, die simultan alle Relativkoordina-
ten lokalisiert. Die Hauptrolle wird dabei der in Abschnitt 1.3 definierten Lokalisierungs-
Abbildungen 7 := 7y und der Einschrénkung v mit vF = F|y,q) und n = n™W o~ zukommen.
Mit Hilfe des *-Homomorphismus 5™ bekommen wir dann eine in o € ¥ konstante Funktion.
Wir definieren somit die Quanten-Diagonal-Abbildung;:

Definition 2.2.1. Sei 3™ : M(EM) — M(EMFD) definiert wie in Bemerkung 2.1.1, v :
£ — & die Einschriinkung der Symbole F auf X und 7 : £ — ¢(2) die Lokalisierung.
Die Abbildung

EM™ : MEM™) = M(&)

ist definiert durch
EM = (Y®zn®z ...®zn) o B
————
n Faktoren

und wird als Quanten-Diagonal-Abbildung bezeichnet.

Um diese Definition zu motivieren, betrachten wir die Wirkung des n-fachen Tensorpro-
duktes der Lokalisierungen angewandt auf den Exponenten der Koordinaten g;;:

@z ... @zn, P/ V2y =

= (). (n, D), e V2 (. 1), Iy (n, e R d N2 (i, 1) L (n, 1)
= (n,ehnd" /\/_>< —ik;Lq“/\/?>

— (e rON H) (e—z Z,L(—W)
e~ u ki
(m,

(i (2.2.1)

Hierbei haben wir benutzt, dass die ¢; fiir ¢ # j miteinander kommutieren :

Rl IV ik NRa VD) _ ikl V2 ik [V

Das bedeutet, dass die Lokalisierung einer Koordinate ¢ {ibereinstimmt mit der n-fach-
tensorierten Lokalisierung angewendet auf die Differenzen ¢;; und dass der euklidische Ab-
stand } gt — q;‘ |2 minimiert wird. Dieser Sachverhalt sorgt dafiir, dass das Ergebnis von
o unabhéngig ist. Es wird sich spéter herausstellen, dass dies der Grund dafiir ist, dass im
adiabatischen Limes der Vakuumzustand, der noch zu konstruierenden S-Matrix, divergiert.

Proposition 2.2.2. Sei f € Co(R*™), f € L'. Die explizite Form der Quanten-Diagonal-
Abbildung ist

E™ (f(ql,...,qn)):/ dky .. dkn f(k1,. .. kn) To(ke, ... ky) e/ 2Zi=1R)T (2.2.2)
R4n
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wobei q die mittlere Quanten-Koordinate mit charakteristischer Linge 1/v/n ist und der Kern
ryn, gegeben ist durch

3 n n
1 9 1
Tn(kla---7kn) :eXp{ — 5 E <E k]ﬂ — E E kjuklu> } (223)
p=0 \j=1 Ji1=0
Aquivalent dazu ist die Form

Jol ) (faq1,---,qn) = hy(q)

wobei mit hy das Symbol von hy(q):
hy(x) = cn/ day...danf(x+ay,...,x+ ap)r(al, ... an) (2.2.4)
R4n

2 . .
ey eine Konstante und der Kern im Ortsraum gegeben

gemeint ist. Hierbei ist ¢, = @)

durch:
Fulat, ... an) =exp{ — lar* — - = La*} 6W(ar + -+ an) (2.2.5)

Insbesondere ist E™(f(qy...,qn)) eine konstante Funktion von o € ¥, und demnach nicht
explizit abhdngig von o.

Der Beweis dieser Proposition ist etwas technisch und beruht letztlich darauf, dass man
die Bezichung (2.2.1) ausnutzt und damit eine Reparametrisierung ermdoglicht, die die auftre-
tenden Gauf-Kerne von einer Integrationsvariable unabhingig macht (der Ursprung spéter
Divergenzen). Dennoch ist hier der vollstindige Beweis angegeben, da die Techniken immer
wieder in komplexerer Form auftauchen.

Beweis. [10] Nach Bemerkung 2.1.1 ist 5 gegeben durch

5(n)(f(q1,__qn)) = /def(kN)eiZikin/;

*

eine kurze Rechnung zeigt:
o = ot ik, @i 3 ki, (0 Al
— o i ki (0 RzIm2) in 3, ki, (I02{3 () —a1")})
— (ez‘zi ki@ g In®z> < I@zein Sikindt n— S kiuq;L)
= (eizi ki 0" ®zI"®Z> <I®zeizi[(l€i“_%21 klﬂq?])
- (ei ik g 1n®z> < Iogeiltk=Sik)0) g oillks, =Sk el g )

— ei ki qt ®Z€i Z'L[(k;lu_% > kzu)qz“]
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Damit berechnet sich die Quanten-Diagonal-Abbildung wie folgt:

E™(f(q,. . qn)) = (v@20"%%) 0 B (f(aqr, - . qn)) =
/dk?NJE(k’N) <7®Z77. L ®zn e ik @il =2k )a g eilbe = k) ) g >

/dk?Nf(k‘N) <% el 2 ki#qu> <77, k=2 klu)q”]> <77, ek, =3 ’%)q“]> ...

:/def(kN) eizz'kiuqul_[e—%\ki—%zlklp

Die obige Rechnung war moglich aufgrund der Eigenschaften (2.1.4) und (2.1.5), die eine in
o € ¥V konstante Funktion als Resultat zeigt. Das beweist (2.2.2) und (2.2.3).

Um die Darstellung im Ortsraum zu berechnen, wihlen wir das Symbol h¢(x) von h¢(q)
(beziiglich der mittleren Koordinate):

. i 1
hf(x) = /]R‘ln dkn f(k?l,...7]{:2)6’21]91'”93“He*§|k¢*%21kl|2

Nun fiihren wir eine Fouriertransformation durch:
. 1 1 2
ki (yi— —alki—L 3k
hf(l') — W /R4n dny(yh 7yn) /R4n de ezzlkz(yz x)He 2| nZl 1
T
mit der Transformation a; = y; — « erhélt man dann:
) 1
hi(z) = Gy / day f(z +ai,...,z+an) / dky e 2ikiai He‘iwﬂ_% Likil?
Réln Réln i
Definiere nun den Kern im Ortsraum durch
. 1
Cnfn = _(273)4n / de 62 Z' kia; H €_§Iki_% Zl kl‘Q
R4n i

Die folgende Koordinatentransformation in den Impulsen macht den Gauf3-Kern unabhéngig
von einer der Integrationsvariablen durch den Ubergang zu relativen und mittleren Koordi-
naten [10]. Um die Formeln moglichst iibersichtlich zu halten fithren wir einige Abkiirzungen
ein:

at = (df,...,ay) €eR"
a= (a,...,a,) €R™
a=(a’a)= (ai,...,a,) €R™

Werden alle Vierervektoren a; um denselben Vierervektor x translatiert, so schreibe:

a—z=(ay —x,a0—T,...,0y —T)
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weiter soll gelten

3 n

g@:i 0 —a.-b= ZaObO ZZa“b“
=1

pn=11i=1

wobei der Punkt a - b das euklidische Skalarprodukt ist und
3 n
da = dgodg = H Hdaf
pn=0i=1
Fiir eine Funktion g(z) mit z € R?* sei:
9" (@) = g(z1)g(w2) ... g(wn)
Wir benétigen noch die Vektoren
1
€= sl
€= (& eRr"

und die orthogonalen Projektionen

P: R"— R¢
P=PoPoPoP : R"™ > R(E)

]14><4 ]l4><4
P:=— : :

n
Taxa Taxa

und schliefllich noch die 4n x 4n Einheitsmatrix I’ = (I,1)

Lixn | O
I'=(1,I) = | —%
(Z,1) ( 0 | Isnxsn >

1 1 1
o2 im lki—y Xy kil — =5 |(I'=P)E|?

und schreibe damit

Sei nun R € O(n x n,R) mit R'R = R™'R = 1, und det R = 1, sodass
RE=  ¢,=(0,0,...,0,1) €R" (2.2.6)
Rlélz ( § §) ( n? n) _Q;L €R4n

Die Abbildungen

E= R'PR :R"—Re, (2.2.7)
E = R/tP/R/ . R4n _ RQ;L



24 KAPITEL 2. ULTRAVIOLETT-ENDLICHE STORUNGSTHEORIE

sind dann die orthogonalen Projektionen auf die n-te Komponente. Nun d&ndern wir noch die
Integrationsvariablen zu p = (REO,RK) = R’k und nutzen aus, dass orthogonale Matrizen
die Lénge eines Vektors invariant lassen;

’(II o E/)B‘ — ‘(RItR/ o (RItPIRI)RIE’ — ‘R/t(I/ _ P/)ERItR/t’ — ‘(I/ _ P/)E‘

und erhalten

. 1
= 1 ip (R'a)* —=|(I'—E")p|?
CnTp = (2m)in / dpl ce dpn e~# e 2 I U
R4n

Die Integration iiber p, ist nun vollkommen unabhéngig von den anderen n — 1 Variablen
p* = (p1,...,pp—1) € RA"=D da [(I' — E')p| = |p*| ist. Wir haben es hier mit einer Fou-
riertransformation einer GauBfunktion ([g. dp e~ 1/2Ap gippA — (97)2¢1/21AP Yy ip ap — 4
Variablen zu tun. Die Integration iiber die n-te Koordinate liefert eine Deltadistribution,

wobei man ausnutzt, dass 6@ (1//nz) = n? 64 (z):

15
Cnly = n2(2ﬂ_)—2(n—1)5(4)(a1 4ot an)e_§|R tq|2

also ist ¢, = n?(27) =21 und
1 p
7, = e zlR'd’ 8D (ay + - +ap)
1 1
— e*§|al\2*”'*§‘“n‘2 5(4)(a1 4+ an)
Das beweist (2.2.4) und (2.2.5). O

2.3 Wechselwirkung im Hamilton-Formalismus

Der Hamilton Ansatz auf der quantisierten Raumzeit £ wird bereits in [4] eingefiihrt. Eine
wesentliche Eigenschaft die man dabei ausnutzt ist, dass der zunéchst freie Hamiltonoperator
mit Masse m auf £ als rdumliches Integral einer Hamiltondichte geschrieben werden kann:

Hy = / d*q H(q)
qO=t

Dies ist moglich, da allgemein fiir Funktionen f € L'(R*, Z)NFLY(R*, Z) gezeigt wird, dass
durch die Definition einer Z-wertigen Spur® Tr(f(q)) := f(0) gilt:

|t = [ dro e fro,0.0,0 (2.3.1)
qO=t

®In [4] ist bewiesen, dass die Spur Tr(f(q)) = [ d*q f(g) positiv ist und die Eigenschaft erfiillt:

Tr(f(@)9(a) = / d'q f(@)a(q) = / iz f(x) %0 9(x) = / f(@)g(x))
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ein positives lineares Funktional mit Werten im Zentrum Z bildet und konsistent ist mit

Ja [ r@=[dasa

Diese Tatsache ist mit den Unschérferelationen insofern vereinbar, dass scharfe Lokalisierung
in der Zeit totale Delokalisierung im Raum zur Folge hat. Der Vollstdndigkeit halber sei hier
die explizite Form von Hj, angegeben, wie sie in [11] fiir freie Felder, die die Klein-Gordon-
Gleichung erfiillen, angegeben ist:

Mo = 4 [ @) + (Vo) + m*oa):
= [ P00 (Vola)? + oo

Eine Wechselwirkung l&sst sich nun wie in der herkémmlichen Quantenfeldtheorie durch einen
Storterm Hj einschalten:

H=Hy+ H;

Eine Moglichkeit ist, H; wie den freien Hamiltonoperator zu behandeln, indem man zum
Beispiel eine A\¢™ Hamiltondichte betrachtet und (2.3.1) ausnutzt:

= nl/ /t q:¢"(q (2.3.2)

Das Integral iiber ©(!) ist dann notwendig, um die Abhiingigkeit von Q*” zu eliminieren?,

wobei man noch das Problem hat, dass die Wahl des Integrationsmafes hierbei eine Rolle®
spielt. Dieser Ansatz ist ausfiihrlich in [11] beschrieben, soll aber hier nicht weiter verfolgt
werden.

Anstatt die Hamiltondichte (2.3.2) zu wihlen, machen wir einen anderen Ansatz. Mit Hilfe
der Quanten-Diagonal-Abbildung ist es moglich eine regularisierte (regulére) ¢"-Wechselwir-
kung zu konstruieren. Diese ist in o konstant. Das ist der Grund, weshalb die Integration iiber
¥ 1) mit einem Haarschen MaB beziiglich der orthogonalen Gruppe durchgefiihrt werden kann.
Da die Quanten-Diagonal-Abbildung die Symbole auf ¥V einschrénkt, verlieren wir dadurch
die Lorentzsymmetrie. Auch ldsst es sich nicht realisieren den freien Hamiltonoperator H
wie den Storterm mit der Quanten-Diagonal-Abbildung zu definieren. Wir wollen nun den
Begriff der reguldren Wechselwirkung prézisieren:

Definition 2.3.1. Sei ¢(q) ein Quantenfeld wie in Kapitel 1 und E™ : £ — & die
Quanten-Diagonal-Abbildung. Das regulire Feldmonom ist definiert durch:

0@ = EM(sar). . 6an))
= / diey .. dky To(k1 .. k) G(k1) ... d(ky)etFrt+hn)d (23 3)
R4n

4In dem Produkt ¢"(q) mit n > 2 tauchen sogenannte Twists auf, die dafiir sorgen, dass die Hamiltondichte
von moglichen Werten von Q*” abhéngt.
5Das Problem ist hierbei ein lorentzinvariantes Mafl zu finden.
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Das Symbol qﬁgg) (z) von gbgl)(ij) ist gegeben durch
o (z) = / ey . by vo (K, k) Glk1) . Glly) et thn)z
R4n

= cn/ day ...day Tn(x —ay,...,z—ay) ¢lar)...d(an)
R4n

Die so definierten Felder sind reguldre Distributionen, denn es gilt die

Proposition 2.3.2. Das requldre Feldmonom qﬁgg) (x) ist eine wohldefinierte Distribution, die
Schwartzfunktionen auf Operatoren abbildet, die auf glatte Wellenfunktionen ¢ € Ds wirken.

Der ausfiihrliche Beweis dieser Proposition ist in [11] zu finden und beruht im Wesentlichen
darauf, dass man die Felder mit einer Testfunktion A(t,x) € S(R*) verschmiert

/ dzA(z)e} (z)

und zeigt, dass der dort auftretende GauBkern zusammen mit A(¢,x) eine Testfunktion im
R4 bildet.

Die Folgerung aus dieser Proposition ist, dass keine Normalordnung in den Erzeugern und
Vernichtern notwendig ist, um einen endlichen Vakuumerwartungswert zu erhalten. Dennoch
setzen wir in unserer Wechselwirkung die Normalordnug ein, um den Vakuumerwartungswert
in der Theorie auszublenden. Es wird sich noch zeigen, dass dieser im adiabatischen Limes di-
vergiert. Damit konnen wir den (nichtlokalen) Wechselwirkungs-Hamiltonoperator beziiglich
q definieren:

Hi(t) := )\/ 3G Log(q)
qO=t
wobei
Log(d) = & 60 (3): = /d/ﬁ... dky Lok, ... k) i1t thn)d

und

Eeff(kla- . 'akn) = % :Qg(kl) .- Qg(kn)

Man beachte, dass der Zeit t hier die Bedeutung einer (iiber n Ereignisse) gemittelten Zeit
zukommt. Dieser Sachverhalt wird spéter signifikante Auswirkungen auf die Kausalitdt der
Storungstheorie haben. Nachdem der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator definiert ist, konn-
te man im Prinzip gewthnliche Stérungstheorie betreiben, indem die Schrédingergleichung
im Wechselwirkungs-Bild (Dirac-Bild) geldst wird. Auch hier tritt das bekannte Problem aus
der gewohnlichen Quantenfeldtheorie auf, dass das Diracbild nicht existiert, beziehungsweise
inkonsistent ist (Haagsches Theorem). Nun kénnte man meinen, durch die Wahl der regu-
larisierten Feldmonome dieses Problem bereits umgangen zu haben. Dem ist aber nicht so,
denn nach Proposition 2.3.2 wissen wir, dass der Kern r,, keine Testfunktion im R*" liefert
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und dadurch keine hinreichende (Cut-Off-)Funktion fiir eine raumszeitliche Einschrankung
der Wechselwirkung darstellt. Deshalb folgen wir dem Ansatz der lokalen Quantenfeldtheo-
rie um das Haagsche Theorem zu umgehen und ersetzen die Kopplungskonstante A durch
eine Schwartzfunktion A(t,x) = A(t)®@\(x)" € S(R?), die das Raumzeitgebiet beschriinkt.

Ausgehend von dem Symbol qﬁgg) (x) von qﬁgg) (¢) machen wir die

Definition 2.3.3. Der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator ist definiert durch
HME) = / dz 6(2° — A (2) Log(2)

Die Wohldefiniertheit von H7(t) ist gegeben durch die

Bemerkung 2.3.4. H(t) ist ein wohldefinierter Operator auf dem Raum der glatten Wellen-
funktionen Dg.

Der Beweis befindet sich in [11]. Wir suchen jetzt nach Losungen Upyj,) des unitéren
Zeitentwicklungsoperators der Schrodingergleichung

LU (L, s) = HP(t) Upy(t, s)
durch Iteration erhélt man als Ergebnis die Dyson-Reihe, die sich formal schreibt als:
U, = e
m(t s) = Texp {z/ Hfp (r)dr }
t
Die S-Matrix ist dann definiert fiir ¢ — —oco und s — 4-00:
Sy = T exp {Z/H;‘(t) dt } =T exp {i/dt/dx 5(z° —t) AMz) Leg(x) }

mit der zeitgeordneten Storungsreihe:

Definition 2.3.5. Die formale S-Matrix ist definiert als

T exp {i/dt/dx §(2° — )\ (z) Leg () }

S
— T4 Z (;@)!N SMA] (2.3.4)
N=1
wobei der N-te “Koeffizient” gegeben ist durch

S[()]\\][) = (%)N/dxl...dx]v H(tl—tg)...e(thl—tN)

A(z1) :(bgb)(tl,xl): oo May) :(bgb)(tN,xN):

Der N-te Koeffizient wird spéter auch in einer Form benétigt, bei der A(z) = N (t)@N" (x)
ist:

sy = (%)N/dtl dtn N(t) 0(t —ta) .. N (tn)0(tn—1 — t)

/dx1 ..dxXN )\”(Xl):QSgg) (t1,x1): ... )\”(XN):gbgl) (tn,xN):
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In der herkémmlichen Quantenfeldtheorie zeigt man [21], dass die S-Matrix charakterisiert
ist durch die Eigenschaften der Koeffizienten 7y definiert durch

S[()]\}f) = (%)N/d.%'l ...dmN TN(.%'l,...,xN))\(.%'l)...)\(.%’N)

Fiir diese fordert man Translations-Kovarianz, Lorentz-Kovarianz, Unitaritit und Kausalitét.
Wir wissen, dass unsere Theorie translationsinvariant ist, nicht aber lorentzinvariant oder
kausal. In [21] aber zeigt sich, dass die ganze Storungstheorie die Lorentzinvarianz nicht
benétigt. Da die Kausalitét nicht zur Verfiigung steht, existiert auch keine sogenannte lokale
Kommutativitit beziehungsweise Faktorisierung. Dass heifit

TN(xly"‘axN) ;éTN(xla"'axK)TN(xKﬂLla"'axN)

fiir {z1,...,xx} raumartig getrennt zu {zx1,...,xx}. Dass diese S-Marix unitér ist (Er-
haltung der Norm) liefert eine allgemeine
Bemerkung 2.3.6. Eine S-Matrix definiert durch (2.3.4) ist formal unitér, d.h. S[J;\}SW =
S[A]S[‘;] = 1, wenn der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator H7(¢) symmetrisch ist; H} (t) =
H(t)* und A € S(R*) Werte in den reellen Zahlen annimmt.

Der Beweis ist in [11] und [22] zu finden und folgt im Wesentlichen aus der Definiti-

on der Zeitordnung fiir die Felder. Bleibt nur noch zu zeigen, dass der Wechselwirkungs-
Hamiltonoperator auch symmetrisch ist:

Bemerkung 2.3.7. Per Konstruktion gilt H7(t) = H} ().

Man sieht das an der Definition der Felder ¢(¢g) und der Form des Kernes r,. Das wech-
selwirkende Feld kann nun formal definiert werden durch die Formel von Bogoliubov [19]:

Gia(#) = =57 O L) SO L+ ()60

wobei A\(x) Testfunktionen sind. Nun folgt das Resultat dieser Konstruktion, die ultraviolett-
endliche S-Matrix auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum:

Proposition 2.3.8. Fiir beliebige Schwartzfunktionen \(z) € S(R*) mit der PEigeschaft
Az) = NN (x) und N (t) € S(R), N'(x) € S(R?) ist die formale Dyson-Reihe

T exp {z’/dt/dm ANx) Leg(z)(t) }

= I+ Nzl%)Ns(N) Al

S

in jeder Ordnung endlich. Das heif$t, der N-te Term der Stirungsreihe lisst sich als eine
endliche Summe von abschlieffbaren Operatoren schreiben, die jeder fiir sich auf den (invari-
anten) Raum der Wellenfunktionen Dgs wirken.
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Beweis. Der Beweis folgt aus den Lemmata 2.4.1, 2.4.2 und 2.4.3 des néichsten Abschnittes.
Dort ist er im Impulsraum in voller Lénge beschrieben und berichtigt in gewisser Weise den
Beweis aus [10]: dort fehlen Integrationen iiber die Impulse der auftretenden Deltafunktio-
nen, was am Ende zu einer falschen Argumentation fiihrt. Erginzend dazu ist ein Beweis
im Ortsraum in [11] zu finden, der im Prinzip die Argumentationen aus den Beweisen der
Propositionen 2.2.2 und 2.3.2 benutzt. U

2.4 Endliche S-Matrixelemente

In diesem Abschnitt beweisen wir Proposition 2.3.8. Seien a*(g) und a(g) die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren auf dem symmetrischen Fockraum .Zs(L?(R3)) mit der Test-
funktion g € L?(R3). Die Feldoperatoren, betrachtet als quadratische Form [15] auf Dg x Ds,
ausgewertet in einer Testfunktion ¢ sind:

ae) = [k a) oK) . a*le) = [ ka0 g0 (2.4.1)

{e" o (k) + e~ (k) }

1 dk
o(t,x) = (27)3/2 /Rs \/W

mit k° = w(k) = Vk2 + m2. Es sei darauf aufmerksam gemacht, dass wir die Konvention der
Feldoperatoren aus Abschnitt 1.4.1 gewechselt haben. Dies ermdglicht eine bessere Darstel-
lung der folgenden Rechnungen. Um die Ubersicht nicht zu verlieren, wird die Notation aus
dem Beweis zu Proposition 2.2.2 verwendet. Der N-te Term in der S-Matrix schreibt sich
damit als:

S = / day . day (T 0((@hris —adn))Galar) - Galay)  (242)
RénN 1<SM<N

und G)(a) eine Schwartzfunktion

2

Gi(a) = M#(a)) - e~zlar @)

ist. Sei nun I,, = 1,...,n eine Indexmenge und sei P(I,,) = {Jy C I,|Jp = 0 sei erlaubt}.
Wiéhle N Elemente aus der Menge P(I,,) und bezeichne diese Wahl mit

Jo={Ju C I| $J0 = N}.

Setzt man nun die Felder (2.4.1) in den N-ten Term der S-Matrix (2.4.2) ein so ergibt sich
durch Ausmultiplizieren des n-fachen Wickproduktes :6(™ (a): = :p(ay) . .. ¢(ay): eine Summe
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iber alle J,:

dk, . ..de
k)...w(ky)

(
(Ha+ D) IT at,)-
e

K (k... ky) (2.4.3)

Z R3nN \/w(n

ui€J1 v1€J1\In
I « k) I atk,)
NEJ N EJIN\In

hierbei ist der Integralkern K 5\]‘ gegeben durch:

K;\]'(kl, ~oky)=cuN /RMN da; ...day < H H(KO(Q%H — Q%))) (2.4.4)
1<M<N

xGalay) ... Galay) € Zv=1 Farp Uaaly)

Fiir das richtige Vorzeichen sorgt die diagonale n x n Matrix Uyy:

1, wedy
UMuu:
-1, wel,\Jyu

Die Frage ist nun, ob S(V) [A] ein wohldefinierter, eindeutiger Operator auf dem Fockraum
F,(L*(R?)) ist. Nach [15, Theorem X.44] ist das gegeben, wenn man die einzelnen Summan-
den auf die Form bringt:

/ dky ... dkydkoy ... dkyrs W(ki,. .. keis) at(ki)...at (kp)a(kes)a(kess) (2.4.5)
R3(r+s)

und fordert, dass W(-) € L*(R3("9)) ist mit r,s € N. Wir wollen nun die Terme unseres
Matrixelemenstes in dieser Form schreiben. Dazu miissen die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren in (2.4.3) noch vollstindig normalgeordnet werden. Das wird realisiert mithilfe
der Kommutatoreigenschaft

[a(k1),a™ (k)] = a(ky)a™t (ko) — at (ko)a(ky) = 6@ (k; — ko) (2.4.6)

der Feldoperatoren. Das Ergebnis ist eine endliche Summe, hervorgerufen durch wiederholtes
vorbeikommutieren der entsprechenden Operatoren:
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KJ. P1y5---3Pri+s
S(N) P‘] = E { / dpll s dph dpr1+1 cee dpr1+31 [ ( - Lt 1) (2'4'7)
T R3(r1+s1) \/w p11 pr1+81)

X a+(p11) s a+(p7’1) a(pT1+1) s a(prlJrSl )]

+ dp12 e dedeT2+1 e de2+32+2
RS(T2+52+2)
KJ. pl yor s Prot +2)
- L 5(3) (Pr2+52+1 - p7"2+82+2)
\/ p12 (pT2+82+2)

X a+(p12) s a+(p72) a(pr2+1) s a(pr2+82)]

+ / dplm cee dprmdprm—f—l cee dprm—l—smdprm-l—sm-‘rl cee dprm—l—sm-‘rtm
R3(rm+sm+tm)

tm—1

KJ. plm"" 7p m+ m+tm
( i ) H 0% (Prow+smtim = Pron-tomtim+1)
\/w plm . prm—l—sm-f'tm) im=1
im €2N+1

X a’+(p1m) Tt a’+(p7'm) a(prm+1) e a(prm+3m)

}

Es wurde zur besseren Ubersicht eine Umbenennung der Impulse durgefiihrt:

ki]w - ki]w (pla <y Pry pT’+1 L 7p7"+87 pT‘+8 L 7p7"+8+t) (248)

mit r + s+t =nN und t = 2 - (4 6®)-Distributionen). Der erste Term in (2.4.7) ist bereits
von der Art wie in (2.4.5) (t; = 0)

KJ.(plla cee 7p7‘1+81)
\/w p11 pT1+81)

bei den anderen miissen noch die Integrationen iiber die Impulse der Deltafunktionen aus-
gefiihrt werden. Es bleibt zu zeigen, dass die entsprechenden Integralkerne der einzelnen Ter-
me in L?(R3(m+sm)) sind. Tm ersten Term ist das gegeben, wenn K;\]' eine Schwartzfunktion
ist. Da (w(p1)...w(Prys)) /2 eine beschriinkte, glatte Funktion ist, ist das Produkt die-
ser Funktion mit K;\]' wieder eine Schwartzfunktion und somit automatisch in L?(R3("1+s1)),
Deshalb nun das folgende etwas technische

W(p117 cee 7p7’1+81) =

)
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Lemma 2.4.1. Der Kern K;\]' ist eine Schwartzfunktion [10, Appendiz].
Beweis. Ausgehend von (2.4.4) ist

K}\]'(kl, o ky)=cunN /RMN day ... dQN< H H(KO(Q?V[Jrl — Q%))) (2.4.9)
1<M<N

N
x H |:>‘(“(QM)) 67%2?:1 |01M“(2M)|2:|
M=1

N
x e =1 EJLIH'(UJWQ‘ILVI)

Im Folgenden wird der Kern einigen technischen Umformungen unterzogen, die am Ende eine
prizise Angabe beziiglich Glattheit und Integrierbarkeit zulassen. Setze zunéchst

1 n
§ = \/ﬁ(l,...,l) e R (2.4.10)
él — (éa §) €R4n
mit den Abbildungen
Ve(a") = &-a
Ve R™ — R
Vi) = (VeVe) =(5-a" &-d', 0% & a%)
Vgl R4n—>R4 ,

Die orthogonalen Projektionen P, P’ und die Matrizen I’ = (I,I) seien wie im Beweis zu
Proposition 2.2.2 gew#hlt und fiir das richtige Vorzeichen sorgt wieder die Matrix:

Uy = (Unr, Uyy) = (%) : (2.4.11)

ka) = (K9), n(g))z%%(@o), Ve(@)=—— €K

_1 /_ /a2
Vé@)) . e—3lI'=Pa

In dieser Notation ist

1

Gra) = A(ff(@))-efé‘wg(w:A(\/ﬁ

Damit hat der Kern 2.4.4 folgende Gestalt:

K (k... .ky) = Cn,N/R4W dQ1---dQN[ H 0(& - (@i —Q%))]

N 1 1 / / 2
< 11 [A<_v'<gM>) e~ HI=P)ay]

X eiEIVI;L : (UIV]QI']LVI)]
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Seinun R € O(nxn,R) mit R'R = R™'R = 1,4y, ebenfalls wie in dem Beweis zu Proposition
2.2.2. Die Abbildungen

E= R'PR :R"—Re,
E' = R'P'R R - Re,

sind dann wieder die orthogonalen Projektionen auf die n-te Komponente. Es gelten die
Beziehungen:

Vie(a) = V{ (a) = (e, a"....e, @°) = ay

und
Vi(a)= ¢ a=¢R'Ra=R¢Ra=¢,Ra=V, (Ra)
Nun dndern wir noch die Integrationsvariablen zu b = (RQO,Rg) = R'a, nutzen aus, dass

orthogonale Matrizen die Lénge eines Vektors invariant lassen (siehe Abschnitt 2.2) und
erhalten

K;"(gl,...,g]v):cnvN/del...de[ I ol @ - @m]

1I<M<N
N
x H [ ( 7 (bay)) e 20l
=1

w MR Uk )ubﬂ]

Die Integration iiber b,,, ist nun vollkommen unabhéngig von den anderen Variablen b}, :=
(ble RR) bn—lM) e R, Durch ’(II - E/)QM‘ = ’bM - (0,...,0, anVI)‘ = ’b}k\d‘ ergibt sich

KS\]. (kl, o ’kN) N CmN{ /R4(n—1)N db* de H 1‘2 (F UMkM) bM }

X {/Rwdbm...dbmv[ IT o@,,.. - bgM)]

1<M<N

N
11 )\(bnM) Loy 2 i VE, (R U o) bty
M=1 \/ﬁ

Zur besseren Ubersicht schreibe 3y = by,,,. Mit der Identitéit

(R'UyEN)"| = |(I' = ER'Upy k| = |(I' = P)Unskg|
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dem Ansatz A(a) = N (a’)®)\’(a) und der Tatsache, dass der erste Faktor nur eine fourier-
transformierte Gauf-Funktion ist ( [ps db e~ 1/2b gidubt (277)26*1/2“4'2), erhélt man

N
Kf‘(kl,---,kN)=cn,N{(27r)2("‘”N I1 e‘%'”"P'W'M"“M'Q} (2.4.12)
M=1
x {/ dﬁ?...dﬁ%[ I 6. - 5%)

RN 1<M<N

N BO vl 7! 0
H )\'(—M) Ve, (B UMEM))OﬁM:|
M=1 \/ﬁ
N
X / d,Bl A d,BN H |:)\”('8_M) ei(vgn(RUMkM))',@M]
WG

Der erste Faktor ist eine Schwartzfunktion. Die Integration iiber die Zeitkomponenten ist eine
Fouriertransformation einer L'(RY)-Funktion und beschrinkt und glatt in (k?,...,k%). Da
die Fouriertransformation ein Isomorphismus auf dem Schwartzraum ist, bekommt man durch
den letzten Faktor auch eine Schwarzfunktion. Das Produkt zweier Schwartzfunktionen ist
wieder eine Schwartzfunktion und das Produkt von einer beschrénkten, glatten Funktion mit
einer Schwartzfunktion ist ebenfalls eine Schwartzfunktion. Folglich ist K;\]' eine Schwartz-
funktion in (ki,...,ky). O

Mit diesem Lemma ist
W(plla cee apT1+31) € LQ(RT1+81)

Der néchste Schritt ist nun zu zeigen, dass die Terme mit den Deltadistributionen auch
Integralkerne aus L?(R™*$m) im Sinne von (2.4.5) enthalten (was in [10] nicht gezeigt wurde).
Zunichst gilt es aber zu kldren, dass das Produkt der Deltadistributionen wohldefiniert ist.
Deshalb nun das

Lemma 2.4.2. Seienly, ..., [, reelle, lineare Funktionale auf R? mit a < d, §(-) die Diracsche

Deltadistribution und f(z1,...,xq) eine Schwartzfunktion. Die Abbildung auf dem Raum der
Schwartzfunktionen

r—>/dw1 dzg @, o Ha (@1, 24)) (2.4.13)

ist eine wohldefinierte Distribution, dann und nur dann, wenn die Funktionale l1, ..., 1, linear
unabhdngig sind.

Eine Skizze fiir den Beweis in die '=’-Richtung ist in [10, Remark 3.3] zu finden. Hier sei
aber der vollstédndige Beweis gegeben:
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Beweis.

e
Angenommen (2.4.13) sei eine wohldefinierte Abbildung auf dem Schwartzraum, dann folgt,
dass das Produkt der Deltadistributionen wohldefiniert ist. Seien jetzt die linearen Funk-
tionale l1,...,l, nicht alle linear unabhéngig, also I; = Zj 1 a;l; (fiir ein oder mehrere
l;), so bekommt man ein Produkt zweier oder mehrerer Deltadistributionen mit demselben
Argument §(1;) - 6(I;). Dieses ist aber gerade nicht definiert, was zum Widerspruch fiihrt.
(Betrachte dazu F'(z1,...,2n, ;) := f(x1,...,2,)(l;). Der so definierte Ausdruck bildet kei-
ne Testfunktion wegen der Singularitit bei lZ und somit ist [ dxq...dw,F(z1,...,2n,1)0(1;)
nicht definiert.)

7:>7
Die Funktionale [, ...,[, seien wieder linear unabhéingig. Es ist jetzt moglich einen Basis-
wechsel durchzufiihren, sodass y; = y;(x1,...,24) mit yg_q+1 = l1,...,yqg = lo. Nun ldsst sich

die Integration direkt iiber alle a Deltadistributionen ausfithren. Man bekommt ein Integral
der Form:

/dyl...dydadll...dlaf(yl,...,yd wli, .. H5 =

= /dyl---dyd—a F@i(ys - Ya—a),- - 2a(Y1, - - - Ya—a))

Die Abbildungen x;(y1,...%4—q) sind nun lineare, injektive Abbildungen R — R¢ und f
ist eine Schwartzfunktion. Es folgt, dass (2.4.13) wohldefiniert ist. O

Dieses Lemma ldsst sich direkt auf (2.4.7) anwenden. Da die Kommutatoren (2.4.6), auf-
grund der Definition der Wickprodukte, jeweils nur einmal vorkommen koénnen, sind die
Argumente der Deltadistributionen immer linear unabhéngig. Auflerdem sind die in den Ar-
gumenten auftretenden Impulse von denen der Feldoperatoren verschieden. Deren Produkt
ist das Tensorprodukt und somit wohldefiniert. Die jeweiligen Summanden mit Deltadistri-
butionen lassen sich somit auswerten. Zunéchst sei to = 2. Es gilt

7.
dpy, ...d ) (P1y,Prytsyt2)  5(3) - ,
/R3(r2+52+2) P1, Pry+sa+ \/w(p12 W(Drytspt2) (pT’2+82+ Pro+sa+ )

X a+(p12) s aJr(pT’Q) a(pr2+1) s a(pT2+82)

t2 /\(p127 p'r2+52)

= d ) at ...at
/R?,(r2+52+2) P1, Pra+ss \/w(p127 (Drytog) (p12) a (prz) a(perrl) a(perrSQ)

wobei in Kt‘g *, die Auswertung der Deltafunktion zusammengefasst ist:

(p127 cee 7p7"2+82+2)
\/w pr2+82+1) w(pr2+82+2)

Jeo
KtQ,)\ = /R dpr2+52+1dpr2+32+2 6(3)(pT2+82+1 - pT2+82+2)
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Fiir ein allgemeinen Term erhélt man entsprechend:

Jo
KJO — d d K (p12a s aperrSQthm)

tm A Pro+ss+1 - Pro+so+tm
R3tm \/w pT2+32+1) w(p7'2+32+tm)

tm—1

3

X H 8! )(prm+sm+z‘ — Protsmtitl)

im=1

im €2N+1

Die Frage nach Integrierbarkeit und Glattheit von K gﬂ: ) liefert folgendes

Lemma 2.4.3. Der Kern Kt{; ) 1st eine Schwartzfunktion.

Beweis. Ausgangspunkt fiir die folgenden Berechnungen ist wieder (2.4.4), am Ende kann
dann die Transformation (2 4.8) durchgefiihrt werden. Zunéchst sei to = 2

KGOy Ko Koy, k) =

= cnN /RM da;..day( J] 6(x°ahss1—ad)) Galar) . Galan)

1<M<N
% eiEﬁzl ke Unalhy)—=ikij, (Usjaig) =ik (Uysgrag )t
dkz]dkl_] lj#(Ujjaij)l‘+iki/ v (U, /Jlallj/) 5(3) (kw o ki/j/)

R6 zg 4% _]

Hier ist 4, € {1,...,n} und j,5/ € {1,..., N} mit ¢ # ¢ und j # j'. Der Hut ... iiber den
Variablen bedeutet, dass diese fehlen. Der letzte Faktor ist der aus der Quantenfeldtheorie
bekannte A -Propagator:

i 22m)° A (Ujjai; + Uyrjrawjr) =

dkl Ak |
] Z.7 kij, (Ujjai;)*+ik; (U//a//) 3
= 3 Ui @i i3, Vg5 @t 5 )7 5 ( )(kij — Kyj1)
R6 ’Lj Z_]
— / & el ij#(Ujjaij+Uj/Jla1/1/)u
R3 (kZQJ + m2)

Damit erhalten er -
Kt )\(k17 kZ]a"'aki/j/7"'7kN):

:Et2’n7N/R4nN d@ldQN( H H(HO(Q%J_’_l —Q%))) G)\(Ql)G)\(QN)

1I<M<N

N
X exp { Z E UMCLM) Zkin(Ujjaij)M — iki’j’#(Uj’j’ai’j’)u}

x Ay (Ujjai + Ujrra)
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Wobei der Vorfaktor é,, .y = (i2(21)%)/2¢, x ist. Die Summanden mit mehreren Delta-
funktlonen schreiben sich dann als

SEN(ITIRNN kij Koo K Kot v ki) =

Utm/2’ V) tm /27

:étm7n,N/]R4nN dgl...dgN( H H(KO(Q%/IH —Q%/I))) Ga(ay)...Gx(ay)

1I<M<N

N
X exp {’L Z EM# : (UMQ'L]Q) —1 Z (kiju(Ujjaij)u + ki’j’#(Uj’j’ai’j’)u)}
M=1 {653}

X H A+(Ujjai‘7’ + Uj/j/ai/j/)
{(5.45)}

Mit {(ij,i'j')} ist die Menge aller Paare (ij,i'j') gemeint. Zur besseren Ubersicht wenden
wir den Ba&swechsel (2.4.8) auf das Ergebnis an. Fiir ein einheitliches Bild miissen die a;;
ebenfalls transformiert werden, wobei noch zu beachten ist, dass die Matrixelemente Uj; zu
den Uj j» wegen der Kommutatoren (2.4.6) immer entgegengesetzte Vorzeichen haben. Wihle
die Basis so, dass

Qipp — Qi (bl, e 7b7‘7 bT‘+1 e 7b7‘+87 br+5 . 7bT‘+8+t) (2414)

T, s,t seien wie in (2.4.8) gewéhlt. Dann ist

K (p1m7 [ 7p7’m7 pT‘m+17 e 7p7’m+8m) = 6tm,n,N / dblm e dbrm+5m+t&2.4.15)
]R4(7‘m+8m+tm)

tm,A
X H Q(K/O(QM-Fl(blm’ ot bTerSertm) - QM(blm? ttt brm+3m+tm)))
1I<M<N

X GA(Ql(blwﬂ Tt brm+5m+tm)) et G)\(QN(blm7 ot brm+5m+tm))

T'm Tm—+Sm tm/2
X exp {Z Z pi, b —i Z p@-#bé‘} H Ay (brpyysmti = brptspmtitl)

i=1m i=rm+1 =1

1€2N+1

Die Frage ist nun, ob K N noch eine Schwartzfunktion ist und ob die Multiplikation der Pro-
pagatoren mit den Heavmdefunktlonen und den Feldoperatoren iiberhaupt wohldefiniert ist.
Tatséchlich sind diese Anforderungen erfiillt, allerdings nur solange A(k(a)) eine Schwartz-
funktion ist. Da jeder Propagator nur einmal auftreten kann, ist die Multiplikation mit den
Heavisidefunktionen wohldefiniert [11]. An dieser Stelle geniigt es zu zeigen, dass die Gauf3-
funktion zusammen mit der Schwartzfunktion A(k(a)) als Testfunktion fiir die Propagatoren
ausreichend sind. Die Gaufifunktion alleine ist nicht hinreichend. Da sie nur von den re-
lativen Koordinaten a;,, — x(a,;) abhéngig ist, ldsst sich eine Koordinatentransformation
wie in Bemerkung 2.4.1 durchfiihren. Das bedeutet, dass sie von einer Integrationsvariablen
unabhéngig wird und in dieser Variablen dem auftretenden Propagator nicht mehr als Test-
funktion dienen kann. Da nun aber x(a),) linear unabhéngig von (a;,, — x(a,,)) fiir alle ¢
ist — betrachtet als Vektoren in R*" — bilden die Funktionen A(x(a,,)) multipliziert mit den
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GauBfunktionen eine Testfunktion in R*Y. Der Kern Kt{; ) 1st also eine Schwartzfunktion
und somit ist

Jo
Ktm,A(plm? o 7p7'm+3m)

~ Vwi,)s - w(Proten)
in L2(R3(rm+sm)) O

Wt{;7)\(p1m? st 7p7'm+3m) :

Es folgt dass die S-Matrix in jedem Term endlich ist und keine Ultraviolettdivergenzen
auftreten, was Proposition 2.3.8 beweist.

2.5 Graphentheorie fiir gemittelte Ereignisse
Im Hinblick auf das ndchste Kapitel soll nun gezeigt werden, wie man mithilfe der eingefiihrten

S-Matrix Graphentheorie betreiben kann. Die zentrale Rolle kommt hierbei der sogenannten
Gell-Mann & Low Formel zu,

die zunéchst rein quantenmechanisch erklart ist. Mit (-)o ist der Vakuumerwartungswert
gemeint. An dieser Stelle unterstellen wir der Theorie die LSZ-Asymptotik und erinnern uns
daran, dass die gewohnliche Quantenfeldtheorie im Limes A\p — 0 — also fiir grofle Absténde
beziehungsweise grofle Zeiten im Vergleich zur Plancklinge — zuriickgewonnen wird.

Fiir die Auswertung der Gell-Mann & Low Formel benétigen wir den Begriff des zeitge-
ordneten Produktes. Der letzte Abschnitt zeigt, dass der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator
nur von der gemittelten Zeit ¢ abhéngt. Somit kann die Zeitordnung auch nur diese Mitte-
lung respektieren. Die Wickschen Theoreme lassen sich dennoch formulieren und damit auch
Feynmanregeln. In [11] und [13] sind Feynmanregeln fiir eine allgemeine Wechselwirkung mit
nichtlokalem Integralkern auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum angegeben und in [13]
die sogenannten verallgemeinerten Wickschen Theoreme eingefiihrt. Eine Version fiir allge-
meine verschmierte Feldoperatoren in einer nichtkommutativen Quantenfeldtheorie ist in [23]
und [24] zu finden. In unserem Model zeigt es sich, dass mit wenigen Modifikationen die Be-
weise der herkommlichen lokalen Quantenfeldtheorie direkt iibernommen werden konnen. Ein
Hauptmerkmal dieser Eigenschaft ist, dass die Akausalitit der Theorie hier keinen Einfluss
auf die Wickschen Theoreme hat.

Im Falle fiir n = 1 kann man sofort das zeitgeordnete Produkt angeben, da hier die
Theorie der reguldren Feldmonome mit der herkbmmlichen Theorie iibereinstimmt. Sei also
T{tvtk} der Zeitentwicklungsoperator beziiglich der Zeiten tq, ..., ¢, dann ist die Zeitord-
nung gegeben durch

Tt [g(z) ... d(zp)] =

= 0(tn(t) = te@)0(@r() - Otroot) = ta(e)(@n(e—1))O(Tr(ry))  (25.1)

™
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In [13] sind die Zeiten t1,...,; zunichst vollkommen unabhingig von den z°-Komponenten
der Felder, was die Akausalitit der nichtkommutativen Theorie widerspiegelt. Ahnlich dazu
werden im Fall der reguldren Feldmonome die ¢; zu gemittelten Zeiten, was sich natiirlich fiir
n = 1 eriibrigt. Das bedeutet aber auch, dass die Akausalitéit oder das nichtlokale Verhalten
an den Vertizes entsteht — beziehungsweise in der Zeitentwicklung fiir die reguldren Wickmo-
nome :¢g;) (z): mit n > 2. Dies ist eine direkte Folge davon, dass der nichtlokale Integralkern
7, ebenfalls zeitgeordnet wird. Die Kontraktionen ist definiert durch

Tt (1) . pwi).B()) - dla)] =

—

= Dwi — wj by — ty) Tldiditid g(00) | G(y) ... Pay) . . (k)]

wobei der Hut iiber den Variablen bedeutet, dass diese fehlen und 2(z,t) = —i[A(x) 6(t) +
A4 (—z) 6(—t)] der verallgemeinerte Propagator ist (fiir ¢; wie oben erklirt). Eine Verallge-

meinerung wird nun erreicht, indem man gemischte Produkte der Felder ¢(x;) und :¢S;) (x;):
in (2.5.1) betrachtet. Im Limes Ap — 0 bekommt man anstatt Z(z,t), den gewdhnlichen
kausalen Propagator Z(z), da dann :gbgl) (x): — :¢™(x): gilt. Die Schlussfolgerung aus [13]
ist, dass mit diesen Modifikationen die Wickschen Theoreme gelten, insbesondere das iiber
das T-Produkt von normalgeordneten linearen Feldoperatoren. Betrachten wir als Beispiel
folgende Situation fiir eine ¢%-Wechselwirkung (2° = ¢):

/ dradzy T8 d(21) A(we):lY (w2): A(ws):0%) (w3): G(z4)] =

= /da1da2da3 db1d52dbs/d962d963T{t1’t2’t3’t4}[¢(9€1) N xo)T3(x2 — a1, x2 — ag,x2 — as, )
:p(ar)p(az)o(az): AN(z3)rg(z3 — by, xg — ba, 23 — b3, ):d(b1)Pp(b2)P(b3): P(xa)]

mit x(a) = 3(a1 + a2 + az) und x(b) entsprechend gilt
1
- / daydasdas dbydbydby T~ )@ )A(r(@))e™ 2 41O g a1)g (a2 as):

A((D))e™ S0 OP 501 8(0) b (b3 (4)]

Dieses Beispiel verdeutlicht, wie die Zeitordnung fiir die gemittelten Zeiten der Vertizes ent-
steht. Die Kontraktion ist dann erklért. Zum Beispiel

TR S0 (321 ) :(ar)d(an) Blas): A(x(a))e™2 Sl r@?
Ar(B))e 2 S5 OF 35,163 (b)$(ba): b(aa)] =

= D(w1 — an, 11 — 5(a%) TEEOIUI (5(a))e™2 S 5@ 1 3(a1)p(as):
M) S OF 505116 (b)b(bs): ()]
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Das zweite Wicksche Theorem bedeutet hierbei wie gew6hnlich, dass die Kontraktionen in-
nerhalb eines normalgeordneten Produktes wegzulassen sind, die Vakuumblasen (tadpoles)
sind damit ausgeschlossen. Nach diesen Veranschaulichungen lassen sich nun auch Feynman-
regeln formulieren, indem wir die Gell-Mann & Low Formel mithilfe der Wickschen Theoreme
formal 16sen und in Form von Graphen Prozesse assoziieren:

Gﬁ(ml,...,xk): Z (]2,! /dyl...dyN

(S[Ao &=
O] T[p(x1) - .. p(wk) Ay1)Ler (Y1) - - - AMyn) Lot (yn)] |0)

Man beachte, dass die Kopplungskonstante A wie in den vorherigen Abschnitten zu einer
Schwartzfunktion A(-) € S(R*) umgeschrieben wird, um die Wechselwirkung auf ein Raum-
zeitgebiet einzuschrinken. Mit Hilfe der Feynmanregeln kann dann versucht werden, das
Verhalten der Prozesse (Graphen) im Limes A(-) — A zu untersuchen (Infrarotlimes). Wir
formulieren deshalb die Feynmanregeln [13] wie folgt:

Bemerkung 2.5.1. Die Feynmanregeln fiir eine (bgb)—Wechselwirkung lauten:

(1) Zeichne alle moglichen Feynmangraphen des zu beschreibenden Prozesses, indem in den
klassischen Graphen die gewdhnlichen Vertizes durch fette Vertizes ersetzt werden. Diese
sind so zu zeichnen, dass eine gestrichelte Linie um die n verschiedenen Punkte (in einer
¢"-Wechselwirkung) eines Vertex herum die Zugehorigkeit zum selbigen symbolisiert
und damit die Mittelung beziehungsweise die Gaufiverschmierung darstellt. Der Prozess
zur Ordnung N ist bestimmt durch N-Vertizes in N-ter Ordnung Stoérungstheorie und
den externen Punkten (ein- und auslaufende Teilchen).

(74) Ordne jedem externen Punkt eines bestimmten Graphen einen ausgezeichneten Vierer-
vektor x; mit [ € {1,...,k} zu. Ordne ebenfalls jedem fetten Vertex eines bestimmten
Graphen einen ausgezeichneten Vierervektor y; mit j € {1,..., N} zu und jedem in-
ternen Punkt einen Vierervektor a;; mit ¢ € {1,...,n}. Schreibe dann fiir jeden Vertex
ein Integral der Form

' 1
o / day; . .. dan; dy; 6 (y; — r(a;)) )‘(yj)eiﬁ‘yrgj‘2
b JRaetn

(7i7) Fiir jede Linie, die zwei duere Punkte x; und xj verbindet, multipliziere mit
D(x — wg) = L[AL(m — 24)0(2) — o) + Ay (v — 2)0(2f) — 27)] -
Dieser Faktor stimmt mit dem Stiickelberg-Feynman Propagator {iberein.

(tv) Fiir jede Linie, die einen externen Punkt z; mit einem internen Punkt a;; eines Vertex
y; verbindet, multipliziere unter dem Integral aus Punkt (i) mit

D — agg,a) —y3) = Ay (2 — aij)0(2] — y9) + Ap(ag; — 2)0(y) — 27)] -

Jeder interne Punkt ist nur einmal zu verwenden.



2.5. GRAPHENTHEORIE FUR GEMITTELTE EREIGNISSE 41

(v) Fiir jede Linie, die einen internen Punkt a;; eines Vertex y; mit einem internen Punkt
anm €ines Vertex y,, verbindet, multipliziere unter dem Integral (i) mit

g(aij — Gpm, y;) - ygl) = %[A—l—(azj - anm)a(y;) - ygz) + A-l—(anm - aZj)a(ygm - y;))] :
Auch hier gilt: jeder interne Punkt ist nur einmal zu verwenden.

Hier nun als Beispiel, wie der Nuss-Graph (setting-sun-Graph) der regularisierten (bg)—
Theorie zu zeichnen ist:

h Yo
Man beachte, dass die Punkte eines Vertex im ganzen Raum verteilt sein kénnen, denn nur
die Mittelung iiber alle Punkte legt die Zeitordnung der gesamten Wechselwirkung fest.

Mit diesen Regeln ldsst sich die Gell-Mann & Low Formel durch Feynmangraphen be-

schreiben 1

G?(ﬂfl, s >xk) = @ Z(n')v(,y)lf/\(xl’ s 73316)
Y

wobei v(y) die Anzahl der Vertizes des Graphen  ist und If/‘ das Integral, gegeben durch die
Feynmanregel (i) bis (v), darstellt. Auch hier faktorisieren die Graphen wie in der herkémm-
lichen Theorie und die fiir die Theorie uninteressanten Vakuum-Vakuum Prozesse kénnen
herausdividiert werden mit dem Faktor 1/(S)¢, der genau diese Graphen beinhaltet. An die-
ser Stelle soll noch etwas iiber die Kombinatorik gesagt werden. Die Wechselwirkung ist in den
internen Koordinaten a;; symmetrisch per Konstruktion, insbesondere natiirlich der Kern 7,.
Die Moglichkeit Kontraktionen zu bilden unterscheidet sich demnach nicht von der gewohn-
lichen Theorie. Das fiihrt dazu, dass die kombinatorischen Faktoren die gleichen sind, wie in
einer normalen skalaren ¢" Wechselwirkung.

Mit Hilfe der Feynmanregeln studieren wir im néchsten Kapitel das Infrarotverhalten der
effektiven Theorie. Insbesondere betrachten wir explizit spezielle divergente Graphen und
erortern die Frage der Renormierung.
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Kapitel 3

Infrarotverhalten der effektiven
Theorie

Die Vorarbeiten der letzten Abschnitte ermoglichen es uns nun, das Verhalten der effekti-
ven, ultraviolett-endlichen Quantenfeldtheorie auf dem nichtkommutativen Minkowskiraum
anhand verschiedener Prozesse genauer zu untersuchen. Im Mittelpunkt steht das Infrarot-
verhalten der Theorie, der adiabatische Limes A(-) — konstant. Es zeigt sich hierbei, dass
Probleme auftauchen, die bereits aus der gewdhnlichen Quantenfeldtheorie bekannt sind. So
divergieren die sogenannten 1PI-Graphen', die mehr als einen Vertex besitzen, aufgrund der
Tatsache, dass die Masse in den (verallgemeinerten) Propagatoren der inneren Linien auf
der Massenschale liegt. Diesem Sachverhalt begegnet man in der gewhnlichen Quantenfeld-
theorie mit der Renormierung der Masse [6]. Man postuliert, dass sich die Massen bei den
inneren Propagatoren von den physikalischen Massen unterscheiden, folglich nicht die gleiche
Massenschale besetzen. Die Idee ist nun, dass wir diese Interpretation auf unsere Theorie
anwenden koénnen [11]. Renormiert man die Massen entsprechend, so sollten damit die Diver-
genzen, die im infraroten Bereich auftreten, beseitigt sein. Das soll in den darauffolgenden
Abschnitten erortert werden. Im ersten Abschnitt werden im Wesentlichen die Resultate aus
[11, Section 3.3] vorgestellt, um im n#ichsten Abschnitt mit der Renormierung an die Diskussi-
on anzukniipfen. Wenden wir uns somit etwas priziseren Erorterungen des Infrarot-Problems
7u.

Bemerkung 3.0.2. Der Vakuumerwartungswert der S-Matrix aus Definition 2.3.5 divergiert
im adiabatischen Limes A(-) — konstant.

Der Beweis beruht auf der Tatsache, dass die Gaulkerne in der effektiven S-Matrix keine
Testfunktion im R*" bilden, da man sie von Integrationsvariablen unabhiingig machen kann.
Es sei daran erinnert, dass dies eine Konsequenz von Beziehung (2.2.1) ist — der n-fachen
Lokalisierung der relativen Quanten-Koordinaten g;;. Man wéhlt die Kopplungskonstante
unter anderem auch deshalb als eine Schwartzfunktion A(-) € S(R*), um diesen Defekt der

IMit 1PI-Graphen sind einteilchen-irreduzible Graphen gemeint. Das sind diejenigen, die nicht in zwei
Graphen zerfallen, wenn man eine Linie entfernt (bzw. durchschneidet). Mit 1PR-Graphen sind einteilchen-
reduzible Graphen gemeint. Das sind diejenigen, die in zwei Graphen zerfallen, wenn man eine Linie aus dem
Graphen entfernt (bzw. durchschneidet).

43
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Theorie vorerst zu kompensieren.

Beweis. Beim Vakuumerwartungswert sind alle Felder kontrahiert, denn Terme mit nichtkon-
trahierten Feldern ergeben wie gewohnlich Null wegen der zugrundeliegenden Normalordnung.
Man bekommt demnach folgendes Integral aus Gleichung (2.4.7) (r =s=0und t = nN):

K Pi,.-. >p
/ dps . .. i L | | 5@ (p; — pis1) (3.0.1)
R3t \/ pl pt i=1
i€2N+1

Hierbei ist K}\]' bestimmt durch Gleichung (2.4.12) (mit A(y) = N ()®@X’(y)). Der rdumli-
che Anteil in (2.4.12) ergibt bei \’(y) = konstant N Deltadistributionen, die die Dreier-
Impulserhaltung an den Vertizes darstellen. Fiihrt man nun nN/2 Integrationen durch, so
kommen wir in die Situation, dass durch die Impulserhaltung N Deltafunktionen mit paar-
weise gleichem Argument auftauchen. Das ist aber nach Lemma 2.4.2 nicht definiert. Somit
divergiert der Vakuumerwartungswert. Das zeitliche Integral in (2.4.12) divergiert ebenfalls,
wenn man N (¢ ( ) = konstcmt setzt Betrachtet man dafiir die Darstellung der Heavisidefunk-
tion 0(x) = (2mi) ™! [ da(a ~Lexp{iaz}, so fiihrt die Anwendung des Residuensatzes zu
Termen, d1e belm Ausfuhren der nN/2 Integrationen ebenfalls nicht mehr definiert sind. [

Vakuumgraphen, insbesondere die Vakuum-Vakuum Graphen in hoherer Ordnung Stor-
ungstheorie, divergieren somit im adiabatischen Limes. Das begriindet den Ansatz der Nor-
malordnung in der Gell-Mann & Low Formel. Nun zeigt sich aber, dass dies nicht die einzigen
divergenten Graphen sind, sondern es eine weitere Klasse von Graphen gibt, die im adiaba-
tischen Limes divergieren. Das sind die 1PI-Graphen, die aus Vertizes bestehen, die durch
innere Propagatoren miteinander verbunden sind. Betrachten wir als Beipiel? den einfachs-
ten Graphen mit inneren Linien einer (bg)—Theorie bei A(z) = A = konstant, den einfachsten
Selbstenergiegraphen:

Mit den Feynmanregeln aus Bemerkung 2.5.1 erhélt man zunéchst den Ausdruck:

. 2 2 1, 2
(?‘%ﬁ) /Rgg da,daydyrdys [ 6@ (y; — ka;))e 2474 G(2) —y1,2° —y°) D (g2 — 22,98 — )

=1
D(y1 — y2, 91 — ¥9) 2 (1 — y2, 9 — ¥9)

Wertet man dieses Integral aus, so hat der typische Term folgende Gestalt (Gleichung A.2.3

2Wir berechnen die Graphen spiter explizit: Abschnitt 3.1 und Anhang A.
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im Anhang):
/ dklde (271‘)14/ dqldq2 eiqlme*i@mz
R6 WkIUJkQ R6 wa wq2

% [6118|2Q1k1k226118|2k‘1+mk22 o e*ﬁ|2QQ+/€1+/€2\26*%|2k‘1+QQ*k2\2 B ]

ei(qu —wqy )t ei(qu —waqy)(t2—t1)

(Wq2 - Wk, sz)(wom - qu)

%63 (q1 — (ki +k2)) 6 (a2 — (k1 + ko)) [ +...

Wertet man jetzt die Deltadistributionen aus, so ergibt der Nenner in der letzten Zeile Null
und der gesamte Ausdruck ist nicht mehr definiert. Im Gegensatz dazu der einfachste Graph

. 3 . . .
einer gbg%)—Theorle ohne innere Linien:

Dieser Graph bleibt endlich, denn man erhilt als typischen Term (Gleichung A.3.1 im An-
hang):

/ M 53 (q1 — (g2 + q3)) 6*1—18|2Q1+QQ+Q3|2€*1—18\2612+ql+(I3|26*1—18|2QS+(I1+QQ\2
RY Wqi1WqaWqs

[ 9¢i(—wa; +way tway )1 et(—way tway +waz)t2 ei(—wap tway twaz)ts

+ +
—Wqy + Waqa + Wqs —Waqy + Waqa + Waqs —Waq + Waqa + Wqs

Das Integral ist definiert, wenn die Deltadistribution ausgefiihrt wird, denn es gilt die Ab-
schiitzung 0 < wq, + Wq; — Wqa+q3, Wobei m > 0 beliebig gewihlt werden kann. Nun geht
der Nenner asymptotisch gegen Null fiir grofle Impulse (vergl. Proposition 3.1.2). Da aber
die Gaufifunktionen in diesem Bereich schneller abfallen als jedes Polynom, ist der gesamte
Ausdruck wohldefiniert. Motiviert durch die obige Diskussion nun eine

Bemerkung 3.0.3. Sei I ein einteilchen-reduzibler Graph, v ... v; die einteilchen-irreduziblen
Teilgraphen von I'. Es sei mindestens einer unter den 1PI-Teilgraphen, der aus Vertizes be-
steht, die durch innere Linien miteinander verbunden sind. Dann divergiert der gesamte
Graph im adiabatischen Limes. Wihlt man jedoch X (t)@)’(y) — N (¢) Ag, das heifit nur der
riaumliche Teil sei konstant (A (y) = A\g = konstant), so bleibt der Graph endlich.

Man kann sich den 1PR-Graphen aus den 1PI-Graphen zusammengesetzt vorstellt. Die
Divergenzen der 1PI-Graphen mit inneren Linien iibertragen sich dann auf den gesamten
Graphen. Fiir einen allgemeinen Erwartungswert der S-Matrix mit dufleren Feldern, gilt die

Proposition 3.0.4. Die Erwartungswerte der einzelnen Terme der S-Matriz mit dufSeren
Feldern — ohne Vakuumgraphen — bleiben endlich, wenn der adiabatische Limes nur tber den
rdumlichen Anteil durchgefihrt wird, das heifit fir N (t)@N"(y) — N (t) As mit A\s = konstant
[11]. Fiir Erwartungswerte ohne duflere Felder gilt Bemerkung 3.0.2.
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Der Beweis [11] dieser Proposition soll hier der Vollstéindigkeit halber angegeben werden:

Beweis. Sei N die Anzahl der Vertizes, n die Anzahl der inneren Punkte der Vertizes und sei
b die Anzahl der inneren Linien (Propagatoren). Die Anzahl der &ufleren Linien ist gegeben
durch [ =n- N —2b # 0. Fiir das richtige Vorzeichen der Impulse sei u; = 4, je nachdem wie
die Zeitordnung in dem entsprechenden Term gewéhlt wurde — einlaufende und auslaufende
Impulse haben entgegengesetztes Vorzeichen. Der allgemeine Erwartungswert hat dann die
Form

l b
. . 1 1 1 1
5/ | | dq; Ui i T I | dk; 6*§|qz'*ﬁ(qi+zl;:1 k‘s)|26*§|krﬁ(%+zgzl ks)|2{

Pl 2wq, i 2wy
N
< TT69 O war— () k=Y k)
s=1 leLs mels r€Js
N
X /H dB M(BY) H = (Cmer, ks=2res kA7) . (Thetafunktionen) }
s=1 leLls

/

durch A(82) beschriankte Funktion

Wobei UN Iy =UN  Jo={1,....0}, ,NJs =0, J;NJy =0=I,NIy, UN Ly={1,...,1}
und ||+ |Js| + |Ls| = n. Das gewéhrleistet nun, dass die Argumente der Deltadistributionen
im Produkt immer verschieden sind und somit nach Bemerkung 2.4.2 wohldefiniert, solange
die Integrationen iiber die Zeiten beschrinkte Funktionen bilden. Das ist gegeben, sofern
A(BY) eine Schwartzfunktion ist. Der gesamte Ausdruck bleibt dadurch endlich. O

Die obige Diskussion verdeutlicht, dass die Infrarotdivergenzen immer dann auftauchen,
wenn ein Graph Vertizes besitzt, die durch mehrere innere Propagatoren (Linien) miteinander
verbunden sind. Als Grund hierfiir nehmen wir an, wie bereits erwahnt, dass deren Massen
noch auf der Massenschale liegen. Dieses Problem soll nun im néchsten Abschnitt angegangen
werden.

3.1 Renormierung der effektiven Theorie

Die grundlegende Idee der Renormierung in der Quantenfeldtheorie stammt aus der Beob-
achtung, dass die sogenannten 1-Loop Graphen die Parameter in der Wirkung deformieren.
Wir nehmen in unserem Fall an, dass sich die endliche, physikalische Masse m zu einer (nack-
ten) Masse m verschiebt. Die Renormierung besteht nun darin, die Divergenzen, die in diesen
Termen auftauchen, mit den sogenannten Kontertermen (Gegenterme) aufzuheben. Die Stan-
dardprozedur ist hierbei, dass man eine Massenrenormierung vollzieht, indem die Selbstener-
giegraphen aufsummiert werden und anschliefend die renormierte Greensfunktion bestimmt
wird. Das Ergebnis sind die sogenannten Skelettgraphen, bei denen dann der adiabatische
Limes endlich sein sollte. Nun ist die effektive Theorie, die wir betrachten, nicht lorentzin-
variant und somit ist anzunehmen [11], dass die Renormierung und deren Ergebnis ebenfalls
ein festes Lorentz-Bezugssystem auszeichnen. Theorien mit diesen Eigenschaften fiithren zu
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Verzerrungen der Dispersionsrelation. Interessant wird dies dann, wenn man experimentell
Einschrinkungen fiir die Nichtkommutativitit durch dieses Phdnomen festlegen kann — das
heifit eine obere Schranke fiir den Parameter Ap, der nicht zwingend als die Planckléinge
gewahlt werden muss.

Eine Bedingung fiir die Renormierbarkeit ist, dass nur endlich viele Graphen (ober-
flachlich) divergieren [25]. Unsere Theorie ist endlich zu jeder Ordnung — bis auf den adia-
batischen Limes — und daher per Konstruktion renormierbar. Kommen wir deshalb zu einer
etwas genaueren Untersuchung der Renormierung in unserer Theorie.

In der herkémmlichen Quantenfeldtheorie betrachtet man die Zweipunktfunktion als Sum-
me {iber die Selbstenergiegraphen, welche eine geometrische Reihe formen.

i

(o 1 . i
/ dzdy (0| T[p(x)o(w)][0) e = — 1 4 1 a2 4
pm—myg p= —my b= —my

~
reguliare Terme bei p2=m?

i
p* —mg — M?(p?)

Wobei der Faktor iM?(p?) := Y (1PI — Graphen) ist. Die zur nackten Masse m verschobene,
physikalische Masse ist durch m := m + ém mit ém = lim,_iM?(p®) definiert. Die Mas-
senrenormierung reduziert sich somit auf die Frage der Moglichkeit die Selbstenergiebeitrige
zu berechnen. Die auf diese Weise renormierte Wirkung bleibt lorentzinvariant.

In Analogie dazu kann nun versucht werden, ein dhnliches Resultat fiir unsere Theorie zu
bekommen. Es stellt sich aber heraus, dass die Methoden zur Berechnung der Selbstenergie-
beitridge, wie sie in der herkémmlichen Theorie benutzt werden, aufgrund der Kausalitéits-
verletzung in unserem Modell versagen. Diesen Sachverhalt veranschaulichen wir mit einem
Beispiel aus der effektiven gbg)—Theorie und betrachten dazu zunéchst den Selbstenergiegra-

phen T'(t1,x1,t2,X2)

1 V41 LGy L2

W e

in zweiter Ordnung Storungstheorie. Die Kopplung setzen wir zunéchst konstant A(xz) = A
konstant. Dann gilt mit den Feynmanregeln aus Bemerkung 2.5.1:

4 4
[(t1,x1,t2,X2) = / da,da,y /RS dy1dys 6™ (4y1 — Zlau)(S(A‘) (4yo — Zlaiz) (3.1.1)

R32

1 2 1 2 ~
—Ly1—ay)? o~ Llye—a 0,0
X € 2lv1—ai € 2lv2 0| ‘F($1,$2,y1,y2,Q1,Q2)

Sei f(:ﬂl, 72,99, 99, a1, ay) := Kontraktionen. Nun kénnen wir uns auf eine spezielle Wahl der
Kontraktion beschrénken. Alle verbleibenden Mdoglichkeiten, Felder zu kontrahieren, ergeben
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den selben Wert und somit nur einen kombinatorischen Faktor. Dieser bestimmt sich offen-
sichtlich wie in der gewdhnlichen ¢*-Theorie (vergleiche Abschnitt 2.5). Wir wihlen somit
unsere spiezielle Kontraktion als:

’Y(xla T2, y?7 y(2)7Q17Q2) -
= (0| T{trt2.103} [¢(x1)<z‘5(332) :¢(a11)qi5(a21)?(asl)qé(azu) :¢(a12)d(az2)p(as2)d(as) : | |0)

I
Mit den Feynmanregeln 2.5.1 ist das gleich:

v(xl,xg,y?,yg,gl,gg,) = *@(a’ll — T, y? - tl)*@(x2 — a2, 752 - yg) (312)
D(ag — a2, ys — Y1) Z(as2 — as1, y5 — oY)
D(asg — as1, y9 — oY)

Ausgeschrieben hat man:

>
—~

y(l) — tl) + A+(.%'1 — a11)6 t1 — y?))](3.1.3)
ta — y9) + Ay (ars — 22)0(y — t2))]

(w1, 22,97, 3, a1, 09) = (
(

Y9 — 1) + Ay (a1 — an)B(y) — ?/2))]
)
)

e
—~

ys — yi) + Ay (agi — az)f

X X X X
—
N N O i B N

>

_l’_

)

w

[\

|

=)

w

—
-
>
/N TN /N

Multipliziert man diesen Ausdruck aus, so bleiben acht Terme iibrig. Da die Summanden,
bei denen Produkte von Stufenfunktionen mit entgegengesetztem Argument auftreten, eine
Lebesque-Nullmenge bilden, ergeben diese bei der Integration den Wert Null (so lange die
Singularitdten der Distributionen an dieser Stelle nicht angenommen werden, was in unserem
Fall aber gewéhrleistet ist). Der erste Summand, nennen wir ihn -1, ergibt folgendes Integral:

1 1
1 1
M= c/ day daydy dys 5 (y1 — 1 E ai1) 6 (y E 6*5\91*91\275\312*@2\2
R40

=1 i=1
0(x5 — y9)0(y3 — y))0(y] — 2D AL (22 — a12) At (a11 — 1)
X Ay (ag —a21)Ai(azs — az1)Aq(as2 — as)
(3.1.4)

wobei ¢ := cq1c40/(4!1414*4%35). Die Auswertung dieses Integrals ist etwas technisch und be-
nutzt die Techniken aus Abschnitt 2.4, die zur Berechnung des Integralkerns K * der S-
Matrix notwendig sind. Die ausfiihrliche Rechnung befindet sich im Anhang A. Betrachten
wir

Z(t1,t2,x1,X2, k1, ko, k3)

/dkldkgdkg ~
Y1 = —
R

9 wkl ka wkg

mit &= c i°/(32(27)!?) so erhalten wir Formel (A.1.4):
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~ dqid . .
I(t1,t2,x1,X2, ki, ka, k3) := (277)15/ NI iqron —igowz
RS  WqWqq

9 {3Mk3k+kk - } (3.15)
— L |3ga+k1+katks|? — 3k —ko—ks|?
w d e 3zlBa2tkitkatkal® — 5513k +q2—ka—ks|*

%3 (ar — (ki + ko + k) 07 (qz — (ka + ko + k3))
1 [ ei(qgfq(lj)tl ei(qgfq?)(tQ*tl)

o | T @B - )

ei(@3—a)t1 pi(—a +KY+RS+E)tL o (q) —k—k)—k3)t2
gy ey
eil@d—a)t gi(ad—a?)(ta—t1)

() R R~ KS) (4D - CJ?)] }

_|_

und stellen fest, dass dieser Ausdruck nicht wohldefiniert ist. Denn fithrt man die rdumli-
chen Deltafunktionen aus, so ergibt der Nenner in der letzten (und drittletzten Zeile) iden-
tisch Null. Dies kann natiirlich umgangen werden, indem man die Kopplungskonstante als
Schwartzfunktion in der Zeit mit einbezieht und die Rechnungen wiederholt. Im Anhang wird
dieses gezeigt und man erhilt, wenn gilt A — A(t) = exp{—%}, Formel (A.1.7):

N o etk(z1—z2)
Z(t1,ta, X1, %2, k1, ko, k3) = _(%)14%T x { (3.1.6)
k

% [6—3—123k—k1—k2—k32e—3—123k1+k—k2—k32 e ma[3ktkitkatks|? o~ g5 |3k th—ka—ks|® }

x lim /p

p—00

lei(—k°+k9+kg+k§)tleS(kok?k8k8)2 12RO+ RO +RG kYt ] }

B — K — K= ) BGECEL R

Der zweite Term in diesem Ausdruck divergiert offensichtlich mit |/p und der erste geht mit
der GauBfunktion gegen Null. Hierbei gilt die Abschitzung 0 < kY + k9 + kzg — K9 fiir m > 0,
wobei k¥ = \/(k; + k2 + k3)? 4+ m?2 ist (vergl. Diskussion von oben).

Die verbleibenden Terme berechnen sich analog. Diese kénnen aber nicht zusammengefasst
werden, da sich die Argumente in den Gauflkernen unterscheiden. Es kénnen sich somit keine
Divergenzen wegheben.

Die Divergenzen, die in (3.1.5) Probleme bereiten, tauchen auch in der herkémmlichen
Quantenfeldtheorie auf. Dort umgeht man dies allerdings von Anfang an. So berechnet man
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direkt das Integral iiber den Viererimpuls indem man das Integral euklidisiert, sphérische
Koordinaten wihlt und eine Cut-Off- Regularisierung einfiihrt [19]:

A
/d4p:i/(d4p)E—>i/ / p3dp5regA/dp
Q4) Jo

Dieses Verfahren kann in unserem Fall nicht durchgefiihrt werden, da es nicht moglich ist den
Propagator

[% (AJr(aij - ai’j’)e(y? - y?,) + AJr(ai’j’ - az’j)H(y?/ - y?))]

in ein Integral iiber den Viererimpuls umzuschreiben. Das Problem hierbei ist, dass die Zei-
tordnung beziiglich der mittleren Koordinaten durchgefiihrt wird.

Offensichtlich bereitet die Zeitordung an dieser Stelle die grofiten Probleme, deshalb wollen
wir zunéchst das zeitunabhéngige Verhaltender Theorie studieren.

3.1.1 Zeitunabhingige Storungstheorie

Motiviert durch die Diskussion im letzten Abschnitt, wollen wir nun die Selbstenergiebeitréige
quantenmechanisch berechnen und das Spektrum des Hamiltonoperators zur Zeit t = 0 be-
trachten. Als Ansatz wihlen wir die zeitunabhéngige Storungstheorie in der Formulierung von
Rayleigh-Schrédinger und berechnen die Energiekorrektur im Vakuum und im uneigentlichen
Einteilchenzustand in zweiter Ordnung. Es zeigt sich hierbei, dass sich die divergenten Terme
im Einteilchenzustand exakt mit der Vakuumkorrektur wegheben. Mit dieser Vorgehensweise
umgehen wir somit die Komplikationen, die durch die Zeitordnung entstehen und erhalten
eine endliche Energiekorrektur.

Die Rayleigh-Schrodinger Reihe ist definiert durch ([15, XII]): E(X) = Eo + Y o0 apA™.
Um eventuelle Probleme mit divergenten Termen vorzubeugen, definieren wir zunéchst die
formale zeitunabhéngige Storungsreihe

E(\) = Ey+ Zaf‘z ,
n=1

indem wir die Kopplungskonstante A als Schwarzfunktion A € S(R?) wihlen. Am Ende fithren
wir dann den adiabatischen Limes A\(x) — konstant durch. Die ersten beiden Koeffizienten
sind im Vakuumerwartungswert gegeben durch:

ay = (0| Hp|0)
ay = —(0|H} Hy'H}|0)

Hierbei ist Hy mit

Hylp) =wp|p) und wp=+/p*+m?

der freie, ungestorte Hamilton-Operator und

H = 4 /dx Ax) 1 (0, x): (3.1.7)
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der Storterm mit den regularisierten Wickmonomen zur Zeit ¢t = 0, welche mit der Schwartz-
funktion A(x) verschmiert sind. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass der Wechselwirkungs-
Hamilton-Operator der gewohnlichen ¢"-Theorie im Gegensatz zu (3.1.7) mit Hilfe der freien
Felder zur Zeit ¢t = 0 definiert wird. Der Unterschied zu unserer Theorie liegt hierbei in der
Tatsache, dass die Zeitentwicklung von H(t) nicht wie in der herkémmlichen Theorie iiber
die Zeit-Null-Felder definiert wird, sondern gegeben ist durch

HY(t) = et / (82" = IA@) L (@)],_ydw 10t
_ %/dX/da1.--dan A0, %) 7 ((0,%) = a1, (0,x) — an)
xeiHot:gb(al) . gb(an):efiHot ,

wobei Hy der freie Hamiltonoperator aus Kapitel 2 ist [11]. Wir benutzen folgende Konvention
fiir die Felder:

L 1 dk ika + —ika
¢(a) == o | Voo {e a, +e ak]

und die uneigentlichen Impulszustéinde sind gegeben durch

1
k1. .. ky) = \/—_'af:l...af; 0) , ak, [0) =0 wobei gilt [a,a)] =63 (K — k)
.

Damit ist der Einsoperator definiert durch

1 ::Z/dkl...dkn ky . k) Ry e ke (3.1.8)
n=1

und die (uneigentlichen) n-Teilchenzustéinde normiert auf

1 n
(ko kalpr o) = =37 [10% 0k = prge)
=1

s

Zunéchst berechnen wir die Vakuumenergiekorrektur in zweiter Ordnung und anschlieend
die Einteilchenenergiekorrektur ebenfalls in zweiter Ordnung. Aufgrund der Normalordnung

)

ist oz{‘ = 0. Im Folgenden beschrinken wir uns wieder auf die QSS' -Theorie. Die Erweiterung

auf eine qﬁgg)—Theorie ist zwar auch hier moglich, férdert aber nicht das prinzipielle Verstédndnis
der Theorie. Die ausfiihrliche Rechnung befindet sich im Anhang B und benutzt auch wieder
die Techniken aus Kapitel 2.

Fiir die Vakuumkorrektur berechnen wir den Erwartungswert, indem der Einsoperator
(3.1.8) entsprechend eingefiigt wird:

dp1dpad
Of} Y0 =y [ R | (3.1.9)
3 Wp; T Wp,y, T Wp,

[ xdyAGOA) (01365 0.3): prpapa) (prpaal 95 (0.5): 0)
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Das Ergebnis ist ein Term, der fiir A(x) — konst. divergiert: Gleichung (B.1.1):

IACE(p1 + D2 + p3))? (3.1.10)

Y —1 / dp1dpa2dps 1

2 = 994
(2m)?3%16 ) wp, + wp, + wpy Wp,Wp,Wpy
« e~ IP1=5(P1+P2+ps3)? .~ |P2—5 (P1+P2+p3)? .~ |P3—§ (P1+P2+p3)

1 1 1
% e*‘“}p1*§(wp1 +Wp2+wp3)‘2€*‘wp2*§(wp1 JrszJFng)F6*|Wp3*§(wpl +wpy +wps ) |?

A ist hierbei die Fourietransformierte von A(x). Die Berechnung der Enegickorrektur im un-
eigentlichen Einteilchenzustand ist etwas aufwéndiger. Hierbei sind die Koeffizienten af‘q ge-
geben durch:

(dla) ot, = (d|Hrla)=0
(da) a3, = —(¢|HT (Ho—wq) 'H} |q)

Wir werten oz%‘q wie folgt aus:

_ 1 dpidp2
" HMHy — g = /dd)\ A 3.1.11
(¢'| H7 (Ho — wq) ™" Hi lg) FiEl Rl K (X)A(y) ( )

% (q'[ 05 (0,%): |prps) (papal 2655 (0,%): |a)

1 dpi1dpadpsd
+ oo p1dp2dp3dpy /dxdy AGIA(Y)
3! Wp, + Wpo + Wps + Wpy — Wq

x (| :0\9(0,%): [p1papapa) (p1papspal 165 (0, y): |q)

Im Gegensatz zur Energiekorrektur im Vakuum sind hier zwei® Terme von Null verschieden.
Fiir den ersten Summanden in diesem Ausdruck erhélt man Gleichung (B.2.1). Hierbei haben
wir den Einteilchenzustand abgespalten® und A\(x) — 1 gehen lassen:

1 dp1 1
(dlg) / (3.1.12)
(2m)016 Wp; T Wp—q — Wq WpWp—qWq

_ 2 _ _~l2 2

1 1 1
X 6_|WP1 _§(Wp1 +wpy 7q_wq)‘2€_‘wp17q_§(wp1 ‘f"*’plfq_‘*’q)|2 6_|_Wq_§(‘*’p1 +wpy 7q_wq)‘2 }

3Dieser Umstand #ndert sich offensichtlich nicht fiir eine ¢"-Theorie.

4Spiter normieren wir die abgespaltene Deltafunktion weg. Diese Prozedur kann in den prizisen mathe-
matischen Rahmen der direkten Integralzerlegung eingebettet werden. Das wiirde aber den Rahmen dieser
Arbeit iibersteigen. Deshalb sei der Interessierte auf [26] verwiesen. Von einem ewas pragmatischeren Stand-
punkt aus, kann man das System auch in einem endlichen Wiirfel mit Kantenldnge a betrachten und nach der
Normierung den Limes a — oo durchfiihren.
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Der zweite Term ist gegeben durch die Summe von Gleichung (B.2.2) und Gleichung (B.2.3)

1 1 1 T 2 2
(dla) =g [ dP1 e IPilPemlPitalo—lal® (31 13)
(2m)°16 Wpy T Wpy4+q T Wq WpWpi+qWq
X e*‘“}pl *%(Wm +Wp1+q+wq)‘26*‘Wp1+q*%(wp1 +Wp1+q+wq)‘2€_‘wq/_%(wp1 +wp, +q""*"q)|2
1 / dp1dp2dps 1
994
(2m)?3416 Wp; + Wpy + Wpy Wp,Wp,Wp;
% e~ IP1=5(P14P2+p3)* o~ |P2—5 (P1+P2+P3)|* ,~|Ps— 5 (P1+P2+Ps)|?

+ {dla) AL (P1 + P2 + pa))|

1 1 1
% e~ |wp1 =5 (Wp; twpy —wpy)I? o~ lwpy — 5 (Wpy +wpy —wpy)I? o —lwps — 5 (Wpy +wpy —wpy)|

Im ersten Summanden haben wir wieder A(x) = 1 gesetzt und man erkennt sogleich, dass der
zweite Term bis auf den Einteilchenzustand exakt mit der Vakuumkorrektur in zweiter Ord-
nung {ibereinstimmt. Wir definieren nun die renormierte Energiekorrektur fiir ein Teilchen,
das durch den Raum propagiert:

Definition 3.1.1. In zweiter Ordnung ist die renormierte Energiekorrektur FE(q) definiert
durch

(dla) 0B(q) := lim (| H} (Ho —wy) ™ H} lg) = {¢/la) (O H Hy H7 [0)

sodass fiir die Energie eines Teilchens gilt E(q) = wq — 0E(q).
Mit Gleichung (3.1.10), (3.1.12) und (3.1.13) koénnen wir 0E(q) explizit angeben:

SE(q) = — 1[ / dp1 L mPeteimaP el (39.14)

9616 _
(2m)6 16 Wpy T Wpy—q — Wq WpiWpi—qWWq
1 1 1
X e_|wp1_§(Wp1+Wp17q_wq)‘2€_‘wp17q_§(wp1+Wp17q_wq)|2e_|_wq_§(wp1+wp17q_wq)‘2

+ /dp1 1 1 o~ IP1I? o—Ip1tal* ,—laf?
Wpy T Wpy4+q T Wq WpWp;+qWWq

1 1 1
X e_‘wpl -3 (WP1 +wp, +q+‘"’q)|2 e_|wp1 +q_§(wp1 +wpy +q+wq)|2 e_|wq_§(‘*’p1 +Wp1+q+wq)‘2

Wir wollen diese Korrektur nun etwas genauer betrachten und gehen zu Kugelkoordinaten

iiber (¢ :=|q|,p := |p|,0, ¢). Im ersten Term ersetzen wir noch p; — —p; und erhalten:
1 1 —q¢? 0 1 —2p? _—2qpcos 6 ,—q>
0E(q) = T 62 2/ dp / dcos 0 er ‘ c (3.1.15)
(2m)° 16 /¢ +m? Jo -1 WpWp,q,0

1

Wp + Wpq,0 — Wy

X

X 67‘wpf%(wp+wp,q,97wq)‘267‘wp,q,ef%(wp+wp,q,97wq)‘267‘7wq7%(wp+wp,q,97wq)|2
1

Wp + Wp,g,6 T Wy

1 1 1
X e_‘Wp_§(Wp+wp,q,9+WQ)|2e_‘Wp,qﬂ_5(Wp"‘wp,q,e'f‘wq)‘2e_‘wq_g(wp"'wp,q,@"'wq)P
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Hierbei ist wy p g = \/ g% + p? + 2gpcos O + m?2. Den Exponenten kann man noch umformen
und einen nur von ¢ und m abhéngigen Faktor abspalten:

( ) 1 _ 3 042 e,Qm —?p e—gqpcose —WpWp,¢,0 TWpwq
SE(q) = / dp / dcosf p
(2m)6 16 V2 + m? WpWp,q,0
e¥p,q,0%q e Yr,q,6%q

(3.1.16)

+
Wp + Wp,q,0 — Wy Wp + Wp,g,6 T Wy

Das Integral in (3.1.16) kann man nun mit numerischen Rechnungen auswerten, um die
Energiekorrektur graphisch zu diskutieren. Hier soll aber erst eine qualitative Betrachtung
von dF(q) vorgenommen werden.

Proposition 3.1.2. FEigenschaften von dE(q):

(1) Im Gegensatz zur massiven Quantenfeldtheorie auf dem kommutativen Minkowskiraum
ist die Energiekorrektur §E(q) endlich. Genauer: |0E(q)| < oo fiir alle |q| > 0 und ein
beliebiges m > 0. Insbesondere ist lim|q o, 0E(q) =0

(ii) dE(q) ist rotationsinvariant nicht aber lorentzinvariant.

(tit) Im Limes Ap — 0 erhdlt man die Energickorrektur der gewdhnlichen kommutativen
Theorie zuriick. (Nach Einfiihrung eines geeigneten Cut-Offs A.)

Beweis. (i): Im Anhang C wird die Energiekorrektur dEj(q) fiir die gewohnliche lorentzinva-
riante ¢3-Theorie berechnet, wobei das [ zur Unterscheidung fiir lorentzinvariant steht. Man
bekommt als Ergebnis Gleichung (C.0.2):

SE(q) = —— 1 /A dp1 “pi tWpitq (3.1.17)
(2m)6 8 J_A Wp,Wpi+qWq (Wpy + Wpy4q)? — Wa

Dieses Integral divergiert offensichtlich fiir A — co. Im Gegensatz dazu zeigen wir, dass das
Integral in Formel (3.1.14) bzw. (3.1.16) wohldefiniert ist und eine in q stetige Funktion
liefert. Diese muss im Limes fiir |q| — oo verschwinden und auf ganz R? beschriinkt sein.

Wir stellen zunéchst fest, dass das Integral wohldefiniert ist. Dazu betrachten wir zunéchst
die Abschétzung fiir den Nenner im ersten Term in (3.1.14). Es gilt wp + wp+q — wq > 0 fiir
alle p € R? und festes q € R? und ein m > 0. Hierbei haben wir die Transformation p; — —p
gemacht. Diese Abschitzung wird mit folgender Betrachtung deutlich:

Va2 +m? < Vp2+m?+/(a+p)?+m?

quadrieren und Umformen fiithrt zu

0 < 2p(p+aq)+m®+2yp?+m2y/(p+q)?+m?

Nun ist |p| < v/p?+m? und |(p + q)| < /(p + q)? + m? und fiir ein m > 0 gilt dann die
Ungleichung:

m? < 2p(p +q) +m* +2y/p2 + m2\/(p+ )2+ m? = (wp + Wpiq)® — W
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Damit koénnen wir den Nenner abschitzen durch:

1 Wp + Wp+q +Wq Wp + Wptq +Wq

_ 2 _ 2~ 2
Wp + Wptq —wWq  (Wp + Wpiq)® —wy m

Nun wird (wp +wptq +wq)m_2 beliebig grof fiir |p| — oo. Wir zeigen aber, dass die iibrigen
Faktoren eine Schwartzfunktion bilden und damit das Integral fiir grofie p regularisieren: der
Faktor (wpwptqwq) ! ist eine durch m =3 beschriinkte Funktion und die Exponentialfunktio-
nen lassen sich durch eine Majorante abschétzen. Das fallt uns in Kugelkoordinaten leichter
und wir benutzen Gleichung 3.1.16. Der Faktor

_10.2 _8 _
p2€ 3P o 54P 080 ;—wpwp g0 FWpWq Wp,q,0Wq (3.1.18)

ist eine Schwartzfunktion in p und stetig in ¢, cos 0. Es gilt hierbei die Abschétzung fiir grofle
q,p > 0 durch eine Majorante:

8 4
e_EQPCOSGQ_WPWp,q,H""Wqu e¥r.a,0¥e e+§(p2+q2)

Wir ersetzen nun den majorisierten Ausdruck und bekommen anstatt (3.1.18):

])26—210264-%(12

Multipliziert man diesen Faktor mit der stetigen, durch m =3 beschrinkten Funktion und der
unbeschriinkten Funktion (w, + w40 + wy)m 2 (aus der Abschétzung von oben) ergibt das
eine Schwartzfunktion. Das Integral iiber den ersten Term ist somit wohldefiniert.

Der zweite Term in (3.1.14) bzw. (3.1.16) ist etwas einfacher zu behandeln. Der Nenner
ergibt hier eine durch m~* beschrinkte Funktion und fiir die Exponentialfunktionen gilt die
gleiche Abschitzung. Das Integral ist somit auch endlich.

Durch die Integration iiber cos f und p, erhélt man nun eine stetige Funktion in ¢, die fiir
grofle g nicht schneller wichst als exp{%qQ}. Der Faktor vor dem Integral in (3.1.16) setzt sich
zusammen aus dem Gauffaktor exp{—12¢?} multipliziert mit einer beschrinkten Funktion.
Durch die Abschiatzungen folgt, dass das Produkt des Vorfaktors mit dem Integral eine auf
q € [0,00] beschréinkte Funktion ergibt, die im Unendlichen verschwindet. Damit ist 0E(q)
(bzw.0E(q)) eine stetige, beschriankte Funktion, die im Unendlichen verschwindet fiir alle
m > 0 (dies gilt nicht fiir m = 0).

(74): In Kugelkoordinaten zeigt sich, dass dF(q) nur vom Radius ¢ abhingt. Der gesam-
te Ausdruck ist somit rotationsinvariant. Desweiteren sind die Gaufifaktoren in 3.1.14 nicht
lorentzinvariant und somit auch nicht 0E(q).

(#3i): Die Planckléinge steht nur in den Exponenten in (3.1.14). Fiir Ap — 0 werden diese
Eins und es gilt:

1 1 d 1
lim 0E(q) = T / PL
Ap—0 (2m)° 16 Wpy T Wpy—q — Wq WpiWpi—qWWq

11 / dp; 1
+ e 6
16 (2m) Wp; T Wpy+q T Wq WpiWpi+qWq
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Mit der Transformation p; — —p1 im ersten Term erhilt man:

) 1 1 dp1 Wp; + Wp;+
lim dE(q) = SR / b1 p12q 5
Ap—0 (2m)0 8 ] wp,Wpi+qwWq (Wpy + Wpi+q)? — Wq

dieser Ausdruck entspricht exakt (3.1.17). O

Eine Massenkorrektur kann man nun mit Hilfe der Energiekorrektur beim Impuls Null
einfiihren:

Definition 3.1.3. Die Massenkorrektur in zweiter Ordnung Stérungsrechnung ém ist defi-

niert durch den Grenzwert
om = lim(—0E(q))

q—0

sodass die physikalische Masse m gegeben ist durch m = m + dm.

Explizit bestimmt sich die Massenkorrektur aus Formel (3.1.14):

om = -— 1 i / dpl 1 672|p1‘2 e,2|%(wp1+m)‘267‘%(wpl+m)|2 (3119)
(2m)6 16 2wp, —m w3 m
1 1 — 2 9|l —m)l2 —|2 N2
+ dp1 e 2[p1] e 2‘3(‘“}31 m)| e |3(Wp1 m)|
2wp, +m wg m

etwas zusammengefasst ist das gleichbedeutend mit:

1 1 e—2lp1]?
sm = — L R
" (2m)6 16/ p1 wg m
o2 @y +m)P 2w )P =21 ey —m)[? |2 (wpy —2m)[?
X +
2wp, — M wp, +m

In Kugelkoordinaten bekommt man ein Integral, das nur noch vom Radius p € [0,00)
abhéngig ist:

5 1 1 e—2m e’} J p2€71i33p2
m=—-——s-——
278 m Jy b p? +m?

e2V/ P2 +m?m 1

+ (3.1.20)
2/p24+m2—m  2/p2+mZ2+m

Wir wollen auch die Massenkorrektur zunéchst qualitativ betrachten.
Bemerkung 3.1.4. Fiir die Massenkorrektur dm gilt:

(i) Im Gegensatz zur kommutativen Quantenfeldtheorie ist die Massenkorrektur (3.1.19)
endlich, genauer [dm| < oo fiir ein m > 0.

(74) Im Limes Ap — 0, in welchem die Nichtkommutativitit verschwindet, erhdlt man die
quantenmechanische Massenkorrektur der Quantenfeldtheorie auf dem kommutativen
Minkowskiraum zuriick.
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Beweis. (i): Im Anhang C wird die Massenkorrektur dm; fiir eine herkémmliche lorentz-
invariante ¢3-Theorie quantenmechanisch berechnet und man erhilt Formel (C.0.3):

N dp p*
(2m)>dm Jo  \/p? + m2(4p? + 3m2)

Dieses Integral divergiert offensichtlich. Vergleicht man diesen Ausdruck mit (3.1.20), so er-
kennt man deutlich den regulierenden Einfluss des Gauflkerns in der effektiven Theorie. Aus
Proposition 3.1.2 (i) folgt fiir ¢ — 0, dass —dm < oo fiir ein festes m > 0.

(7): Die Plancklinge tritt nur in den Exponenten in (3.1.20) auf. Fiir Ap — 0 werden diese
Eins und es gilt limy, 0 dm = dmy (vergleiche Proposition 3.1.2 (iii)):

5ml =

lim § 1 11 [*® p? 1 N 1

m om = ————F=—

Ap—0 epsmly PP m |2/ rmE—m | /R rme+m
1 1 [ dp p?

@) am Jo \/p? ¥ m?2(4p? 4+ 3m?)
O

Interessant ist nun das Verhalten der Energiekorrektur im Bereich der Planckldnge, fiir
q ~ 1, da wir \p = 1 gesetzt haben. In Abbildung 3.2 ist die radiale Abweichung

D(q) = V/q* + (m + 6m)? — /> + m? + 6 E(q)

der korrigierten Energie zur Lorentzinvarianten in Einheiten der (reziproken) Plancklinge fiir
verschiedene Werte von m aufgezeigt. Fiir kleine Massen (durchgezogene Linie m = 0.3) ist
die Abweichung stirker als fiir grofie Massen. Die maximale Abweichung befindet sich bei ca.
2/3 der Plancklénge und verschiebt sich zu hoheren Impulsen bei abnehmender Masse. Setzt
man anstatt der Plancklange einen beliebigen Parameter a > 0 ein, so konnte man nun durch
Experimente untere Schranken fiir (den Parameter a) nichtkommutative Effekte festlegen.

In Abbildung 3.2 sind die Massenschalen mit impulsabhéngiger Energiekorrektur F(q) =
wq — 0E(q) (schmale, durchgezogene Linie), ohne Korrektur (gestrichelte Linie) und mit der
lorentzinvarianten Massenkorrektur m = m + dm (Strich-Punkt-Linie) gegen den Impuls
aufgetragen. Man kann deutlich erkennen, dass sich die Abweichung der korrigierten Energie
fiir grofle Impulse auswirkt.

Die Gruppengeschwindigkeit v(q) kann nun ebenfalls studiert werden. Diese ist gegeben
durch:
v(a) = VqE(q)
Hierbei ist £(q) := wq—0FE(q) die korrigierte Energie in zweiter Ordnung. v(q) ist offensicht-
lich ebenfalls rotations- und translationskovariant aber nicht lorentzkovariant. Wir kénnen
Kugelkoordinaten ¢ := |q|, 8, ¢ wihlen und die radiale Gruppengeschwindigkeit v(q) = |v(q)]
berechnen:

v(q) = ———= — g&E(q) (3.1.21)

q
V@ +m?2 o 0q
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Abbildung 3.1: Die Differenz D(g) := \/q% + (m + dm)2—+/¢? + m?+6E(q) in Einheiten (27)\p .
Die Abweichung verschwindet fiir kleine Energien und hat ihr Maximum bei ca. 2/3 der Plancklidnge.
Die Graphen sind numerisch mit Mathematica 4.2 erstellt: ¢ € [0, 2], durchgezogene Linie: m = 0.3,
gestrichelte Linie: m = 0.4, Strich-Punkt-Linie: m = 1.

Die Ableitung 96E(q)/0q ist gegeben durch:
0
9¢0 @) =Ca) - 1(a) + C'(a) - I{a)

mit den Vorfaktoren C(q) und C’(q):

Clg) = 1 1 e 3¢ 2m
Vo= (2m)516  w,
1042 1042
e Mg 5e M3 ¢
C'lg = -

16(2m)0(m2 + ¢2)32 12 (27)6\/m2 + @@
und den Integralen I1(q), I'(q):

10

00 1 6_?p26_%qpcosGeprwpyq’ngwpwq
I(q) = d dcos 6 p?
(¢ = p cost p
0 —1 WpWp,q,0
e¥r,q,6%q e Yp.q,6%Wq
X

+
Wp + Wp,q,0 — Wy Wp + Wp,q,0 T Wy
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Abbildung 3.2: Abhéngigkeit der Energie eines Teilchens vom radialen Impuls in Einheiten der
Plancklange. Die dicke Linie zeigt den Rand des Lichtkegels, die gestrichelte Linie ist die Massenschale
fiir ein freies Teilchen ohne Korrektur, die schmale durchgezogene Linie zeigt die Massenschale mit
der impulsabhéngigen Energiekorrektur w, — §E(q) fiir die effektive Theorie und die Strich-Punkt-
Linie zeigt die Massenschale mit der Massenverschiebung m = m + dm. Man erkennt deutlich die
Abweichung der effektiven Theorie fiir grofie g. Der Graph ist mit Mathematica 4.2 numerisch erstellt:
q €10,2], m = 0.4, wobei die Korrekturen mit einem Faktor 16(27)°¢ skaliert sind, um die Abweichung
sichtbar zu machen.

und

I / _ Ood ! d ‘9 2 flo,iferwquqgpr(qurwpqg)
(@) = o p . cost pme 3 3

_q 2 cos Op+2q q 2 cos Op+2q
wq 2wWpq W 2wpq0

(wp —Wwg + wpq@)Q (wp +wg + wpq@)Q

8 cos Op (2 cos Op+2q)wq qWpqo q 2 cos Op+2q

3 2wWpq wq wq 2wWpq
+
Wp + Wq + Wpgo
_ 8cosfp (2 cos Op+2q)wqy qWpqo q 2 cos Op+2q
3 + 2wpq0 + wq Wpl o + 2wpq0
+

Wp — Wq + Wpgo
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0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 3.3: Radiale Abhéngigkeit der Abweichung A(q) = v(q) —v;(¢) der Gruppengeschwindig-
keiten eines Teilchens in Einheiten der reziproken Plancklénge. Der Graph ist mit Mathematica 4.2
numerisch erstellt: ¢ € [0, 2], durchgezogene Linie: m = 0.3, gestrichelte Linie: m = 0.4, Strich-Punkt-
Linie: m = 1.

Wir wollen nun das Verhalten von v(g) mit der lorentzinvarianten Gruppengeschwindigkeit

B q
Va+ (m+ )2

vi(q) :

vergleichen. Dazu definieren wir die radiale Abweichung A(q):
q 9 q
V@ +m?2  9q @ V@2 + (m+ dm)?

In Abbildung 3.3 ist die Abweichung A(q) fiir verschiedene Massen in Abhéngigkeit vom radia-
len Impuls ¢ in Einheiten der Plancklange gezeichnet. Betrachtet man die Graphen qualitativ,
so ist zu erkennen, dass fiir kleine Massen (durchgezogene Linie m = 0.3) die Abweichung
deutlich stérker ist als fiir grofien Massen (Strich-Punkt-Linie m = 1). In [8] wurde in einem
anderen Ansatz® eine zur Ausbreitungsrichtung senkrechte Gruppengeschwindigkeit (die in

A(g) :==v(q) —ulq)

®In [8] wird ein lorentzinvarianter Ansatz verfolgt, der auf dem Yang-Feldman Formalismus auf nichtkom-
mutativer Raumzeit basiert (Siehe dazu auch [11, Chapter 4]). Berechnet wurde v in einer nichtkommutativen
¢*-Theorie.
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unserem Ansatz natiirlich Null ist) berechnet. Diese hat ebenfalls die Eigenschaft, dass die
Abweichung von einer lorentzinvarianten Theorie fiir kleinere Massen stéarker wird. Aber im
Gegensatz dazu, dass dort die Abweichung bei verschwindendem Impuls maximal wird, liegt
in unserer Theorie das Maximum bei ca. 1/3 der Plancklénge und verschiebt sich zu hoheren
Impulsen bei grofier werdender Masse. Fiir kleine Impulse (Energien) verschwindet die Ab-
weichung. Damit steht unsere Theorie nicht im Widerspruch zu den heutigen Experimenten,
die leider nur bei sehr kleinen Energien im Vergleich zur Planckenergie messen koénnen.
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit gesehen, dass es moglich ist, ein Modell auf dem nichtkommu-
tativen Minkowskiraum zu konstruieren, dass die unerwiinschten Ultraviolett-Divergenzen
in der Quantenfeldtheorie auf natiirliche Weise vermeidet. Mit Hilfe der Verallgemeinerung
des Limes zusammenfallender Ereignisse konnte eine regularisierte Wechselwirkung definiert
werden die zu einer S-Matrix fiihrt, die in jedem Term endlich ist. Das Studium des Infra-
rotregimes zeigte jedoch, dass dort die Vakuum- und die Einteilchen-Irreduziblen-Graphen
divergieren. Inspiriert durch die Renormierung in der gewthnlichen Quantenfeldtheorie wurde
dann versucht, eine Massenrenormierung durchzufiihren. Dabei zeigte sich, dass aufgrund des
nicht kausalen Verhaltens des verallgemeinerten Propagators die herkommlichen Methoden
zur Renormierung der Masse nicht greifen. Da die Zeitordnung diese Problematik verursacht,
haben wir die zeitunabhéingige Storungstheorie studiert und hierbei eine Energie- und eine
Massenkorrektur in zweiter Ordnung berechnet. Es stellte sich heraus, dass diese fiir massive
Felder endlich sind.

Der Umstand, das wir noch keine nichtkommutativen Effekte in Experimenten gesehen
haben, fiihrt in unserer Theorie zu keinem Widerspruch. So tauchen erst bei sehr hohen
Energien — ab ca. 1/3 der Plancklinge — Abweichungen von der lorentzinvarianten Gruppen-
geschwindigkeit in der GréBenordnung 10~7 auf.

Was in dieser Arbeit leider nicht vollstandig geklédrt werden konnte, ist die Renormierung
in der zeitabhéngigen Storungsrechnung. Es fehlt hierbei noch eine systematische Methode,
die Divergenzen der 1PI-Graphen zu beseitigen. Eine weitere offene Frage in diesem Modell
ist, wie man den Umstand zu verstehen hat, dass der freie Hamiltonoperator nicht mit der
Quanten-Diagonal-Abbildung konstruiert werden kann.

Nun wéren die néchsten Schritte, dass man die S-Matrix zu jeder Ordnung mit den re-
normierten Feldern neu formuliert und dann untersucht, ob der adiabatische Limes existiert.
Interessant wire dann ein realistisches Modell. Man kann dann die Plancklange durch einen
Parameter a ersetzen, um experimentell untere Schranken fiir die Nichkommutativitét fest-
zulegen. Wenn es gelingt, die offenen Fragen befriedigent zu kléren, ist es sicherlich sehr
interessant, ob man dieses Modell im Rahmen der allgemeinen Relativitéitstheorie ebenfalls
formulieren kann.
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Anhang A

Einfache Graphen der effektiven
Theorie

A.1 Der erste Selbstenergiebeitrag der gb?—Theorie

In diesem Anhang berechnen wir explitzit den ersten Beitrag zur Selbstenergie in der (bg)—

Theorie auf quantisierter Raumzeit. Die Rechnungen kénnen aber auf eine qﬁgg)-Theorie er-
weitert werden, da dies aber nicht zum tieferen Versténdnis der Theorie beitrédgt, wird an
dieser Stelle darauf verzichtet. Sei zunichst die Kopplung A(y;) = konstant. Aus Abschnitt
3.1 berechnen wir das Integral (3.1.4):

4 4
1 1
M= c/ da, daydyy dyo 6( -1 Za“ Z €*§|y1*21|2*§\y2722\2
R10 =1

0(9 — v )G(y y))o(y — 951)A+(962 —a12)A¢(ann — 1)
X Ay (a2 — a21) Ay (ag2 — az31) Ay (ase — as1)

wobei ¢ := cq1c40/(4141444475) ist. Nach dem Ausfiihren der Deltafunktion erhilt man
e / dayda, 310 @)F 3@ (g,  10(a0))0("(ad — a))O(R (@) — 1)
R32

XAy (22 — a12)Af(arr — 21)Ay(ae — a21)A (aze — az1) A4 (a2 — aqq)

und ausgeschrieben ergibt das

eT1q1T1 = 1G22

= ¢ /15 dqidqadkidksdks T(t1,ta, q1, qo, k1, ko, k) (AL1.1)
R

WaqWqa Wk WkoWks

wobei & = ¢ i°/(32(27)'?) ist und
1 1
T(t1,to, q1s qo, k1, ko, ks) = / da,da, e*§|21*/€(21)\27§|22*n(ﬂz)|2
R32

x O(t2 — £(a3))0(k%(ad — a?))0(r"(a)) — t1)

x el i(— q1a11+k1a21+k2a31+k3041)ei(qzalz—klazz—kzasz—k3a42)
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Betrachtet man zunéchst nur die Intergrationen iiber die a;; so kann man hier die Techniken
aus Lemma 2.4.1 direkt anwenden. Wir adaptieren die Notation an Abschnitt 2.4 und setzen

dazu
-I 0 0 O q +I 0 0 O q2
PR 0 +I 0 0 k1 o 0O —-I 0 0 k1
Uili==1¢ +I 0 ko | 7 U= g o _1 o ko
0 0 0 +I) \ks 0 0 0 —I) \ks

fiir Z(t1,t2,q1,q2, k1, ko, k3) — Z(t1,t2,1;,15) und schreiben fiir Z mit I’, P’, § wie in (2.4.10-
2.4.11) definiert:

I(t1,ta, Ly, 1) = /32 dayday O(t2 — (1/V4)E - a3) 0(¢ - (a§ — a})) O((1/VA)E - af — 1)
R
e_%|(II_Pl)Q1‘2e_%‘(I/_P/)Q2‘2 eillu(U{QI)HeZlQ;L(UéQQ)H
Die folgende Transformation macht nun die Gauflifunktionen unabhéingig von einer Integra-

tionsvariable. Sei dazu b := R'a und ¢’ = R’é’ mit der orthogonalen 16 x 16-Matrix R’ und
E' := R"PR’ wie in Abschnitt 2.4 definiert, dann bekommen wir:

Z(t17t27llaé2) - /

RS

dbydby O(tz — ¢4 - b3) O(ey - (b3 — b)) Oley - O} — 1) (A.1.2)
2

1 1 . .
e a|(I'=ENk 2 =5 (I'=ENby* Ji(R'UL) bl Gi(R'Usly) by

Wir fiithren nun die gleichen Rechenschritte durch, die auch in Gleichung (2.4.12) resultieren
und erhalten:

T(tto,ly,ly) = (2m)2e 310~ PIVILE =310 =PV (A.13)

. 3 i 3 e
X/ dﬁldﬁz 62Zi:l(‘/g/4R/U{£1)iﬁ16221:1(‘/';/41%/[]512)152
R6

(V! 17T/ 0 i / 17T/ 0
" /R ABYAB30(ts — 05) 0(53 — B7) 6() — 1) 'V VA LI

=7
An dieser Stelle bietet es sich an, die Impulsumbenennung wieder riickgéngig zu machen

Um die Integrationen iiber die Zeiten vollzichen zu kénnen nutzen wir die Beziehung 6(7) =
1/(2mi) [T dp(p — i)~ e fiir die Stufenfunktion:

1 dp1dp2dps / 0 740

g i,
@r) Joo (n —ie0) (2 — iea)(ps —ie) S T

% eP1(t2=p9) gip2(B9—07) pivs (B —t1)

w (- a RS +R3+ES)BY il —kY —k3—k§)B3

Dieser Ausdruck ist gleichbedeutend mit:

/ dpidpadps etz st
rs (

' : : 0(ps — (p2 — (—q{ + k] + k3 + k3
p1 — i€1)(p2 — ie2)(p3 — i€3) (ps = (p2 = (=43 1+ k3 +k3)))

X 6(p2 — (p1 — (g5 — kY — k9 — K9)))

g0

472
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Die Integrationen iiber die Deltafunktionen lassen sich nun auswerten:
i e'p1(t2—t1)

j — Z(Q2 (I1)t / dp1 . . .
Am? R (p1—ie)(p1 — (¢ — kY — B — kS +ie2))(p1 — (g3 — ¢f + ie3))

Dieses Integral besitzt drei Polstellen erster Ordnung in der oberen komplexen Halbebene,
wobei der Integrationsweg fiir t5 > ¢ einem Halbkreis enspricht, der die Polstellen umschlief3t
(fiir t2 < ¢y ist J = 0). Mit Hilfe des Residuensatzes erhilt man somit

_el(qQ ql

T=Fi+F+ =3 Res.

j ei(qgfq?)tl ei(Qqu?)(tQ*tl)
2 (43 — kY — k3 — k3)(a5 — a7)
ei(qg—q?)tl ei(—q(l)—i—k(l)-f—kg—l—kg)h e(qg—k?—kg—kg)tg
CEL TR ey
ei(qgfq(l))tl ei(q(Q)fq(l))(tQ*tl) ]

() — k) — K9 — k9)(g5 — 4f)

und bekommt mit der Identitét q? = \/qz2 + m2

I (t1,t2, 40, qf, kY, kS KD, KS) — T (t1,t2, a1, s, ki, ka2, k)

und damit

1 1
T(t1,t2,q1,qo, k1, ka2, k3) = (2m)1P e~ s B —ki—ka—ks|? 5513k +a1 —ka—ks|* }

— —

¢ 32 Baathithaths|? o — 55 Bk +Haz—ka—ks|? }

53 (a1 — (k1 + ko + k3))
53 (qg — (k1 + ko + k3))
X j(tlatQ,qlan,klakQ?k?))

- T

Wir schreiben nun (A.1.1) als

_ dkidkadks -~
")/1 = C / M I(t17t27xlax27k17k27k3)
R

9 Wi, WkyWks

wobei nun das Problem darin liegt, Z zu berechnen:
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~ da-d . .
I(tly t2; X1, X2, kl, k:2a k3) = (27T)15 / SR 6Zq1$1€_lq2x2 X
R6  Wqi1Wqs

X {6_:%2|3Q1—k1—k2—k3|26_3i2|3k1+q1_k2_k3|2 .. } (A.14)
X {6_312|3q2+k1+k2+k3|2@_312|3k1+‘12_k2_k3|2 .. }
x0® (a1 — (ki + k2 + k3)) 0¥ (a2 — (ki + ko + kg))

3
X Z Ji(t1,t2,q1,92, k1, k27k3)}

i=1

Die Integration iiber q; ist so nicht moglich fiir die Terme 77 und J3, denn wenn wir hier die
Deltafunktion ausfiihren, so ergibt der Nenner identisch Null wegen (¢ — ¢¥) — 0 also:

~ eik(mlf:rg)
I(tl,tQ,Xl,XQ,kl,]CQ,k:}) = _(271-)147 X
w
k

X [6_3_123k_k1_k2_k326_3%3k1+k_k2_k32 .. e T3k thitheths|? o= g5 Btk —ka—ks|? -}(A.lﬁ)

1 ei(ko—k?—kg—kg)(tg—tl) 1
x + +
(KO — k) — kY —k9)(0)  (K° — k) — kY — k§)? (KO — kY — K — K3)(0)

nicht definiert nicht definiert

mit k = (K%, k) := (y/(k1 + k2 + k3)2 + m2, ki + ko + k3).

Um dieses Problem zu vermeiden setzen wir erneut an und gehen zuriick zu Formel (A.1).
Dort beziehen wir die Kopplungskonstante A in die Integration mithilfe der Transformation
A — A,(t) ein und fordern, dass A,(t) € 7 (R) und lim,_.o A\,(t) = Aol = A. Eine konkrete
Wabhl ist

+2

Ap(t) = e 2

so, dass

2 p
0z —y)= lim [ dt e % el@ Wt = i VP e 2@’
p—0 JR pP—00 /21
d.h. im Limes erhalten wir somit (A.1.5) zuriick. Wir setzen also die GauBfunktionen A, , ()
in die Formel ein und fithren die ganze Prozedur erneut durch. Indem wir schliellich die
rdumlichen Deltafunktionen in (A.1.3) ausfithren, bekommen wir:



A.1. DER ERSTE SELBSTENERGIEBEITRAG DER (ﬁg‘)—THEORIE 69

- 15 etk(z1—m2)
I(tl,tQ,Xl,XQ,k/’l,kQ,k:j):—(277) - 9 X

% [6—3—12|3k—k1—k2—k32e—3—123k1+k—k2—k32 e 32|3k+k1+k2+k3|2 35 |3k1+k—ka—k3|? B .}(A.l.G)

1 do1dpodps eP1t2 e—ipsti )2 (89)?
% lim [ /(plp“’“ - .)x/dﬁ?dﬁge e
RQ

p1,2—00 (27”')3 s (p1 — i€)(p2 — i€)(p3 — e

s (P3— (P2 = (—KO-HKY+K3+19))) 9 ei(p2<p1<k0k?k8k8>>>68] }

Mit k wie oben definiert. Nun geniigt es hier nur eine Zeitkomponente zur regularisieren, d.h.
wir fiithren einen Limes bereits jetzt durch (z.B. iiber p;))

- 15 etk(z1—m2)
I(tlyt%xlax%klak?akfi) (27T) T X
k

% [6—3—123k—k1—k2—k326—3—123k1+k—k2—k32 o33 I3k tkitkaths|? g5 [3k1+h—ka—ks|? }

x  lim
p2—00

[ V21 / (dpldpzdp:s 6ip1t2e_ip3t1)/ a0 7(52;2

(2mi)3 Jrs (p1 — i€)(p2 — i€)(p3 — i€

x  8(p3 — (p2 — (k% + kY + K+ £9))) ei(pz(pl(kOk?ké’ké’)))ﬁS] } ,
so dass iiber p3 integriert werden kann:

_ 15 etk(z1—x2)
I(tlyt2’xlax2’klak25k3) (27T) T X
k

% [6—3%|3k—k1—k2—k3|2e—3i2|3k1+k—k2—k3|2 N 6—3—12\3k+k1+k2+k3\26—3—12\3k1+k—k2—k3\2 N ]

2mi) Jr (p1 — ie) (p2 —i€)(pa + kO — kY — k9 — kY — ie)

[\/ﬁ / dp; e'P1t2 /d ez’pztlei(k0+k?+kg+kg)tle§(p2p1+k°k9kgkg)2] }
X P2
p—>c>o

Anwenden des Residuensatzes fithrt letztendlich zu
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- o etk(zi—=2)
I(tl,tQ,Xl,XQ,kl,kQ,k3) :_(271-)14—.7 X
(2mi) Wi

% [6—3—123k—k1—k2—k32e—3i23k1+k—k2—k3|2 e ma3ktkitkatks|? g5 3k th—ka—ks|* }

x lim /p

pP—00

o (RO R+ R+ k)t o~ § (KO —k) —k§—k3)?  Ji2(—kO+kD+kS+K3)t1
— A7

B — K — =) (60— — K — ) (A.1.7)
Im Limes p — oo geht der erste Term gegen Null, der zweite aber wéchst oc /p. Es sei
bemerkt, dass der Nenner hier niemals Null ergeben kann fiir m # 0, was zuvor problematisch
war (fiir m — 0 geht auch der Nenner gegen Null). Es gilt die Abschitzung k% < k? + k9 + kzg
also (kY — kY — k9 — k) = —|kD + k9 + k§ — k°|. Der Nenner geht aber asymptotisch gegen Null
fiir grofle Impulse. Das wird aber durch die Gaufifunktionen reguliert. Die restlichen Terme
aus (3.1.3) berechnen sich analog.

A.2 Der erste Selbstenergiebeitrag der gbg)—Theorie

Der sogenannte Fishgraph der ¢3-Theorie ist nun leicht aus den obigen Rechnungen anzuge-
ben. Anstatt Formel A.1.4 bekommen wir:

- da:dd> . A
I(tl,tz,xl,XQ,k‘l,kiz) = (27‘1’)11/ ﬁelqlxle_Z@xQ X{

RS  WqWqq
. {—I?M—?»Hk . } (A2.1)

% {e118|2QQ+/€1+/€2261182/€1+Q2/€22 o }

83 (a1 — (ki + ka)) 6P (qa — (k1 + ko))
1 ei(qg_q(l))tl ei(qg_q(l))(tQ_tl)
2m | () — k) — k)(a3 — &)

(a8 —a))tr pi(—a) +RO+KD)t o (a9 —KY—kD)t2

(@9 — K — k(=) + kY + K9)

}

mit ¢ = c31¢3,2i*/(18(27)1?) - 1/(3!3!3*3%i*) und Formel (A.1.7) wird dann ebenfalls zu

X

_l’_

ci(a3—a?)t pi(ad—a) (t2—t1)
(a7 — k7 — k3)(a3 — 47)
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_ e’ik‘(xl—xg)
I(tl,tQ,Xl,XQ,kfl,kQ) = _(271-)10” 271-72 X
Wk

% [6—1—182k—k1—k22e—1—182k1+k—k22 N 6—1—18|2k+k1+k2|26—1—18|2k1+k—k2|2 N }

(A.2.2)

x lim /p

pP—00

o (—ROFRY Rt o= 5 (KO =k —k3)*  Li2(—kO+k)+kD)t1
(KO — kY — k3) (RO -k - kD)

beziehungsweise mit wy = vk? + m?2:
. / dkydky e*(@1—22)
c
R6 Wiy Wiy Wi

% [ L \Zk—kl—k2\2e—l—18\2k1+k—k2\2 N 6—1—18|2k+k1+k2|26—1—18|2k1+k—k2|2 B }

e 18

< lim 7

et (Wi twi, Wiy It o= 8 (Wk—wiy —wiy)? gi2(—witwig Wi )t
(wWk — wi, — Wk,) (wWk — wi, — Wk,)

} (A2

Die Diskussion iiber die Divergenzen, die bereits mit den ¢*-Termen betrieben wurde gilt
hier ebenfalls.

A.3 Der einfachste Graph ohne innere Linien in der gbg)—Theorie

Wir berechnen nun den einfachsten Graphen ohne innere Linien in der ¢g’)—Theorie: mit den
Feynmanregeln aus Bemerkung 2.5.1 bekommen wir fiir den Graphen I’

3
~ C3 1 _q)2
r:@/ dady 6" (y—1) a;) e 2lva {

R16 i—1

.=

_A+(961 —an)f(tr —y°) + Ay (ar — 21)0(y" - al)]

&=

-A+(a2 — 22)0(y° — t2) + Ay (w2 — a2)0(t2 — a2)}

w1 A (a5 — 29)005° — t5) + A (w5 — a5)0(ts — agﬂ }
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Die Kombinatorik behandeln wir wie oben und berechnen zunichst den ersten Summanden:

3
= C3 (4 | a\ 0 0
I'= 31343 /RIG dady 0 -3 ;az e 2Vt —y )9(?/ —12)0(y —t3)

X Ay (w1 —a1)Ay(ag — 22)Ay (a3 — x3)

Wir fithren nun die Integration iiber die Deltafunktion aus und schreiben die Propagatoren
in der Impulsdarstellung:

f‘ — 3 / dqldQqu:), e*i(Cle*(Izmz*QSJBS)
3134336 R

9 Wq; WqaWqs

X/ da 0(t1 — °(2))0(K () — £2)0(x"(a) — ts)e™ 2le @) gilaren g0 —gse0)
R16

Um nun die Techniken aus Kapitel 2 anzuwenden, setzen wir

Damit bekommt man

=% / dq1dqsdqs o~ i(n171-q222—q373)
R

- 4,3
3134436 9 Wq,WasWas

% / d@ 9(751 _ KO(Q))H(KO(Q) _ t2)9(1€0(g) _ t3) ef%|(1/,P/)g|26ig#(U/Q)u
R16

Die Koordinatentransformation b = R’a mit der orthogonalen 12 x 12-Matrix wie oben macht
die Gaufifunktion wieder unabhéngig von einer Integrationsvariablen:

R

- 4,3
3134436 9 Wq, WasWqs

x / db Oty — b)OD) — t2)0(b) — t5) e~ 2l —ENLP iR U Db
R16

Nun fithren wir die gleichen Rechenschritte durch, die in 2.4.12 resultieren und bekommen

(b3 = f):

I = L/ Me—i(‘hl‘l—ﬂﬂw—%ﬂm)
3134436 Wy WapaWas

e slar(@)? / 4B o Sim (VL RU'a)
R3

[ a0~ 10 0 — 1) D
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Das rdumliche Integral ldsst sich nun in eine Deltafunktion umschreiben und fiir die The-
tafunktionen wéhlen wir die Darstellung im Impulsraum:

- c dq1da2dqs (g et —avme—anms) —Lio—r
r = 3'3431'36 /]Rg w‘llw%w%e (121 —g2w2—q33) ,—3la—r(a)l 6(3)(011 P _q3){
: q1-~q2+-q3
X @ 1,)3 / ( . ;i(pldpy.i];?i ” /dﬁe(tlbo)ei(ﬁotQ)ei(bOts)ei(ql@%)050}
™ Rr3 (P1 — 1€)(p2 — 1€)(p3 — 1€

N~

=€ e P2t2e=P53/2m 6(py—(p1—p2—ai+a5+45))

Die Deltafunktion kann nun ausgefithrt werden und wir erhalten fiir das letzte Integral:

7: / dpldp2 eipltl e_ip2t2ei(pl_pQ_q1+q2+q3)t3
(2m0)* Jgs (p1 — i€)(p2 — ie)((pr — p2 — @1 + g2 + q3) — i€)

Anwenden des Residuensatzes ergibt dann schlieBlich mit ¢° = Wq:

I = 03. / dqldq?dq?’e—i(q1m1—q2m2—q3x3) o~ 3la—r (@) (A.3.1)
3134136 Jro wq,wqsWas

i
(—wq, +wq, + wqs

|:ei(—wq1 +wqytwas)ts _ e—i(—wa Fwqq t+was )t

- ei(—wa Fwqytwas)te ei(—wa +wqy +wasz )t

Dieses Integral ist offensichtlich endlich und die weiteren Terme berechnen sich analog.
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Anhang B

Beitrag zur Selbstenergie aus
quantenmechanischer Sicht

B.1 Die Vakuumkorrektur

In diesem Abschnitt berechnen wir explizit die Korrektur zum Vakuumzustand in der (bg)—
Theorie. Ausgehend von Gleichung (3.1.9)

1 / dpidp2dp3 [
312 Wp; + Wpy + Wps

(0 H Hy 'H} |0) =

/ dxdyA(x)A(Y) (0] 657 (0,%): [p1p2ps) (prpaps| 6 (0,): [0) | |

berechnen wir:

J dxA(x) (0] :65(0,%): [p1pops) =

cg 1 1y, 2 _ 11,002
= i dar Mstay)e Sl Hn (0 af))

X (0] :p(ar1)d(az1)p(as):ah at,alb |0)

1
- %ﬁ 2 / day A(k(ay)) e 3ol et 5(:0 ()
L1 1 [ dlhdldls
(27T)9/2 \/— W], W1, Wiy

- 63 = /31 (2n 9/2f2/da1 (r(ay))e 2l r@)Fe 2'“1'250%0(@?)){

e~ Pr(1)011 o —Pr(2) 021 o *pr(a)am}
\/wp1wp2wp3

Analog dazu bekommt man:

eleug}li(s(g) (11 - pﬂ(l))6(3) (12 - p7r(2))6(3) (13 o p7"(3))}

X
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[ dyA(y) (pipaps] :0'2 (0, 3): |0) =

cs3 1 “lla— _lig
— S Mg e 0 o)
x (0] ap, ap,ap,:d(a12)p(as)p(asz): |0)
o C3 1 1 1 _1 _ 2 _ 1 a02 0 0
~ S a L  da e e e M|

P (1)012 o1P0 (2)@22 (1P (3) 32 }
v Wp1WpaWps

Nun folgen die iiblichen Rechenschritte, um die Gauflfunktionen unabhéngig von einer der
Integrationsvariablen zu machen. Zunéchst schreiben wir die Impulse um:

X

-I 0 0 Pr(1) I 0 0\ [psq)
Uky:=(0 —I 0 Pr@ | » Usks:= {0 1 0] [por
0 0 —1I pﬂ.(g) 0 0 I pa(?’)

Damit haben wir zu berechnen:
/d§1d§2 )‘(’i(éﬂ))‘(”(%))@_%lgl_n(glwe_%‘92_”@2)'2 e'Uikia, pilzka,

g / dafda3 e~ 21441 7219515 (k0 () )5 (1"(a3) eV it 2K

Mit den Techniken aus Kapitel 2 folgt fiir diesen Ausdruck:
= (21)8 ¢ 3 T-PUik ]’ —3|I-P)Vaky
X /dﬁldBQ A(,@1/\/g)A(ﬁg/\/g)ei(VésRUlkl)'ﬁl o1 (Vez RU2ky)-B,

% /db?dbg o~ 3 (081%) ,— 3 (188%) 5 <bg7%> 5 <b37%> G (RULES i( RU2E2)bS

Jetzt fiihren wir noch die zeitliche Integration iiber vier Variablen b(1]17 ba1, bi2,bos und setzen
Bi = ba1:

= (2n)8 e 3I-PUik [ 3| I-P)Usk, |
. /d51d52 A(B1/V3)A(By/V/3)e!VesRULk:)-B1 pi(Vey RU2k, )-8,
w (2)2e~2IU=PYLR 2 o= 3| (I=P)U2k3?

% /dﬂ?dﬁg e~ 3lAP = 318917 5 (\ﬁ/_%) S (5_%> ¢i(Ves RULE)BY i(Vey RU2KS) 53

~~
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Insgesamt erhalten wir mit der Beziehung V. RULEY = £ (ULIEY) = \/— Skl

- dpi1dpod 1
> / P1P2dps AC (P14 p2 + p3)l?

Wp; T Wpy T Wpy WpWpyWp;
« e—%|pw(1)—%(pw(1)+pw(2)+pw(3))|2 o e—%\pw(s)—%(pw(1)+pw(2)+pw(3))\2

« e—%|po(1)—%(pa(1)+po(2)+po(3))|2 o e—%\pa(s)—%(po(1)+pa(2)+pa(3))\2

1 1 1 1
w ¢ 219Pr () T3 Wr () o) T () )P 519 g) T3 (W) TOPr(2) TRy
1 1 1 1
X 67§|WP0(1)7§(WP0—(1)+WPJ(2)+WPJ(3))‘2 o 675|WPU(1)7§(WPJ(1)+WPJ(2)+WPJ(3))|2
_§l 1 3(27)8

Hierbei ist ¢ := gf 5 COERE Die Summanden ergeben nun fiir jede Permutation denselben
Wert. Wir bekommen daher folgendes Integral (c,, = n?(27)~2(»=1):
1 1 1 dp1dpadps 1
?Wl_f? / Wpy T Wp,y T Wpy WpyWpyWps
% e~ IP1=5(P1+P2+P3)* .~ [P2—5(P1+P2+P3)

IAGG(P1+ P2+ p3)) (B.1.1)

? ¢~ IPs—35 (P1+p2+ps)|?

1 1 1
X e_IWP1 _§(WP1 +wpy +WP3)‘26_‘WP2 -3 (WP1 +wpy +WP3)|26_‘WP3 _§(WP1 +wpy +WP3)|2

B.2 Die Einteilchenkorrektur

Ausgehend von Gleichung (3.1.11) berechnen wir

1 dp1d
= P2 [ axdy AA)
3!2 Wp, + Wpy — Wq

x (] 203 (0,%): |p1pa) (1] 653 (0, ¥): [g)

(¢| Hf (Hy — wq) ' Hilg) =

_l’_

1 dp1dpadpsd
_2/ p1dp2dp3dpy /dxdy AGA)
3! Wp, + Wpy + Wps + Wpy — Wq

x (q| =¢§§’) (0,x): [p1p2papa) (P1p2p3p4l =¢g)(07)’)= lq)

Zunéachst wird der erste Summand berechnet:

[ dx A(x) ('] :62(0,%): |p1p2) =

C 1 7lafna fla
= 375 ) dar Als@i)e 3l sl o((al)) (0] agi(ar)dlan)élan)iay
63 1 d11d12d13

_ Loyl o~ Hadl? (o ( o0
31./21 (2 9/2\/—23/da1 co 1 5(%@1)){ w1, W, W1,

X e_llluau 6_212#‘121 e+ll3ua31 5(3)((] _ l7r(3))5( )(p2 _ l7r(2))5(3)(p1 _ lw(l))}
C3 3!

= a K(a 67%‘21*"@1)‘26 |a1\2 & aO
T VAlVs(2m)23 / day Ar(ay)) 5(r(a?))

e~ P1a11 p—ip2021 e+iqla31

VWp1Wpa Wy

X

p 0)
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und analog dazu

[ dy Ay) (pip2] :055(0,y): |g) =

c3 1 1y _1
= 375 ) das Al(@y))e 32l e 8 6(n(aB)) (0] apapyid(a12)dlaz)é(asz)iaq 10)
c3 3 / ~ Has— (@) o~ 3181”5 1c(a
= das N k(a,))e 21327 "M@/ e300 §(k(q
e | e Aetan) (x(a}))
etip1a11 p+ip2azi e—iq/a:n
X
\/Wp1WpyaWq
Die iiblichen Transformationen sind:
-1 0 0 Pl +I 0 0 P1
Uk,=1 0 -1 0 po| , Ulky:=1 0 +I 0 D2
0 0 +I q 0 0 -I q

Damit haben wir wie immer:

/d§1d§2 )‘("(21)))‘(’Q(QQ))Gfé|§175@1)‘267%‘227“@2)'2 etU1ki2, (iUzk,2,

) / daldage 18P e~ 21981 5 (k0 (a9))5 (k0 (aF)) e’V 1H00 ¢iU2kR e}

Mit den Techniken aus Kapitel 2 folgt wieder:
= (2n)° o 3|I=-P Uik, |* ,— 5 [(I-P)Uzk,|*
- / AB1dBy A(By/VIIN(By/ V/3)e! Vet Brel (Ve )

0700 o= 516912 — 51812 5 (b5 ¥\ i(RUIEDY i(RU2KD)BY
X /dblde e 2l emalRI"g (BL) 5 82) ¢ k7)o ¢ k3)by
-7 V3 V3

Jetzt fithren wir wieder die zeitliche Integration iiber vier Variablen b?l, b1, b12,b29 und
setzen 3; = bsy:

(27)6 ¢~ I-PIUIK 2~ §|(1-P)Uskey|?

x [ 4818, N8y [VEINB VB ViR k) By Ve Tk

< (27)2e 1=K (1= P)U2k

X /dﬂ?dﬁg e~ 318017 o= 518817 5 (\ﬁ/_%) § (5_%> ¢i(Ves RULED) B i(Vey RU2K3) B3

~~
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mit VgnRUlﬁ’f = (U1k") = \/— ST uirkl; und indem wir den rdumlichen Cut-Off AB/V3)
gegen Eins gehen lassen erhalten wir insgesamt

: / dp1dp2 1
Wpy T Wpy, — Wq WpWpyy/Wg'Wq
x 6@ (= (p1+p2 — d))8¥ (L (p1 + P2 — @)

« e~ 3P1=3(P1+P2—d) ,— 52— (P1+P2—q)|* o~ 3|-a'— 5 (P1+P2—a')|?
% 6*%|P1*%(P1+p2*Q)|26*§|P2*§(P1+p2*Q)|2€*§|*Q*§(p1+p2*Q)\2

1 1 1 1 1 1
X e 2 |WP1 _§(WP1 +wpy _wq/)‘2e_§ ‘WPQ _§(WP1 +wpy _Wq’)l2 e 2 |_Wq/_§ (WP1 +wpy _Wq’)l2

X e*%|wp1 *%(Wpl twpy *Wq)‘Qe*% ‘szfé(wm tWpy *Wq)‘Qe*%‘*wq*%(Wpl +wpy —wq)|?

cl13()

Hierbei ist ¢ := gk 4; (2m)33!2 Wir fithren eine Deltafunktion aus, damit lisst sich

der Einteilchenzustand abspalten und wir kénnen unter dem Integral q = q’ setzen:

= (d'|q) (zi)ﬁ % / 9p1 ! (B.2.1)

Wp; T Wpy—q — Wq WpiWpi—qWq
X ei‘p1‘2ei|p17q|2€7‘q|2

1 1 1
X e*‘“}pl *§(WP1 JrWpl—q*Wq)P e*|wp1—q*§(‘“p1 +WP1—q*Wq)‘2€*‘*Wq*§(WP1 JrWpl—q*Wq)P

Der zweite Term der Korrektur wird nun dhnlich ermittelt. Zunéchst gilt:
3
J dxA(x) (a5 (0, %): [prpapspa) =

c3 1 Cla —re(a )2 — 11402
- 3_37 day A(k(ay))e 212 ™@0l ¢210l5(x0(a?))

X <O‘aq P(ar1)¢(az1)p(as): a;lag—2 Ups p4 0)

B %%JZ [ day At e Har @0 o a0 )

dhdodly e " o o
e T i) L — px 0 b — px o) Is — px ) — Px
/ ﬁlwbwls (I = Pr(1))0" (I2 = Pr2))6"" (I3 — Pr(3))0"” (@ — P (4))}

—1 1 2 11,02
= _— da, 6 5‘217“"(@1” 67§|21| 5(/{0(61,0))
/a1 (2 9/234 \/—Z/ a; A ay

e~ Pr(1)011 o —iPr(2)a21 o —1Pr(3)431

X

X

5(3) (q — Pr@4 )
V9P (1)¥Pr(2)WPr(s) W

Analog dazu ist
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[ dyA(y) (pipapspal :02 (2): |q)

- 3—3% day Nr(ay))e™ 212l 31951 510 (o))
x (0] ap1apzapsam‘¢(012)¢(a22)¢(a32)%}L 10)

- % 2 9/234\/_Z/da2 Je %@2_”@2)‘26_%lgg‘25(’€0(gg)){
7P (1)012 P (2022 ¢ Po (3) 032

x 5% (q = Poyy)
V¥Po(1)¥Po(2)YPo(3) . }

Nun miissen die Terme mit 7(4) = 0(4) von denjenigen unterschieden werden, fiir die w(4) #
o(4) gilt:

c2 11 1 2 1 2
costn [ e As(a)\etag))e @ )

x eIl 318 500 (09))5 (0 (a3)

X [4!(4! — 31

e_lplall e—lp2a21 e—lp3a31 elp1a12 62p2022 elp4a32

Wp Wpyy/WpsWpy
e~ 1P1a11 p—1P2021 ,—1P30G31 HIP1G12 pIP2022 HIP3G32

+413! 3 (q - pa)s™(d' - pa)

Wp WpyWps

5@ (q —p3)d® (d — pa)

Die Transformation fiir den ersten Term ist:

—I 0 0 P1 +I 0 0 p1
Uk == 0 —I 0 p2| s Usky:=( 0 +I 0 P2
0 0 -1 D3 0 0 +7 D4

Setzt man die Cut-Off-Funktionen A(-) = 1, so ldsst sich der erste Term wie folgt berechnen:

6/ dp1dp2dp3dpy 5@ (q - p3)6® (q — p4)
Wp, + Wpy + Wps + Wpy — Wq Wp1Wpy vV WpsWpy

x 03 (py + p2 + p3)d® (p1 + p2 + pa)

% e~ 3P1=3(P1+P2+P3)® .~ 5 [P2— 5 (P1+P2+P3)[° o~ 5 |P3— 5 (P1+P2+ps3)
« e~ 3P1=3(P1+P2+P4)® .~ 3|P2— 5 (P1+P2+Pa)|* L~ 5P~ 5 (P1+P2+pa) [
1 1 1 1 1 1
X e*§|wp1 §( p1+wp2+wp3)‘ e*i‘“’pz*g(wm+Wp2+wp3)|2e*§|wp3*§(wp1+wp2+wp3)‘2

1 1 1 1 1 1
X e*§|wp1 §(Wp1+wp2+wp4)‘ e*i‘“’pz*g(wm+Wp2+wp4)|2e*§|wp4*§(wp1+wp2+wp4)‘2

323
Hierbei ist & := 2 634;%',2 ?2')(827?275)2; )’3” ynd indem wir die Integration iiber p3 und p4 durchfiihren
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erhalten wir:

_ b / dpidpy  §¥(p1+p2+)§®(p1 +p2+q)
16 (2m)6 Wp, + Wp, + Wy Wp, Wpa/DqWq’

% e~ 3lP1=3(P1+p2+a)l? ,—5IP2— 3 (P1+p2+a)l® ,—3ld'— 5 (P1+P2+q)|?

_1

X 73 \plfé(PlJrPQJrql)\Qe*% \P2*%(p1+P2+ql)\26*%\Q*%(P1+p2+q/)|2

1 1
X e*%‘“’m*%(”m +Wp2+wq)‘2€*%‘wp2*%(wp1 +Wp2+wq)|2€_§|wq/_§(wp1 +wpy +wq)|?

1 1 1 1 1 1
X e 2 ‘Wpl -3 (WP1 +wpy +Wq’)‘2€_§ |WP2 _§(WP1 +wpy """’q’)l2 e 2 ‘Wq/_g(wpl +wpy +Wq’)‘2

Indem wir nun eine der verbleibenden Deltafunktionen ausfiihren, kann der Einteilchenzu-
stand abgespalten werden. Unter dem Integral setzt man wieder q = ' und bekommt:

1 1 1
= (dlo) ——/dm
16 (2m)0 Wpy T Wpi+q T Wq WpWp;+qWq

1
X e*‘“}pl *%(Wm +Wp1+q+wq)‘26*‘Wp1+q*%(wp1 +Wp1+q+wq)‘2€_‘wq/_§ (WP1 +wp, +q""*"q)|2

ipyl? 2 _
e~ IP1e-lpital®—laf’p 2 9)

Der verbleibende Term berechnet sich wie folgt. Zunéchst definieren wir die Transformation
fiir den zweiten Term :

—-I 0 0 P1 +I 0 O D1
Uk, == 0 -1 0 p2| s Usky:=| 0 +I 0 P2
0 0 -—I D3 0 0 +I D3
Damit erhélt man
3 c34!3!(2m)° / dp1dp2dpsdpy §®(q —ps)d® (q' — ps)
312 418 (2m)?3% Wp, + Wp, + Wpy + Wp, — Wy Wp1WpyWps

% e~ IP1=5(P1+p2+ps)|* .~ |P2—35 (P1+P2+ps)|* ,—|-Ps— 5 (P1+pP2+ps)?

X e~ ‘Wpl - % (WP1 +wp, ‘f"*’pg)|2 6_|Wp2 - % (Wpl +wpy +wps ) ‘2 e ‘ng - % (WP1 +wpy +WP3)|2
1
x [A(5(P1+ P2+ P3))|
Durch Ausfiihren einer Deltafunktion kann wieder ein Einteilchenzustand abgespalten werden:

/ dp1dp2dp3 1

Wp; T Wpy + Wpy Wp, Wp,Wp;
—IP1—3(P1+P2+pP3 —Ip2—3(P1+P2+pP3 —|P3—3(P1+P2+P3

% e~ IP1=3(P1+P2+p3)* ,~IP2—3 (P1+P2+ps3)| ,—|P3—3 (P1+P2+Ps3)

11 1
34 (2m)9 16

= (q'|q) IA(%(p1 + P2+ P3)) [ (B.2.3)

‘ 2

1 1 1
X e_|wp1 _g(wpl +wp, _ng)‘2e_‘wp2 -3 (WP1 +wpy _ng)‘Qe_‘ng _E(Wm +wpy _“"F’a)|2

Dieser Term entspricht nun bis auf den Einteilchenzustand dem Vakuumerwartungswert.
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Anhang C

Quantenmechanische Selbstenergie
einer gewohnlichen ¢"-Theorie

Hier berechnen wir die Korrekturen von oben in der herkémmlichen Theorie, um genaue
Vergleiche mit der regularisierten Theorie durchfithren zu kénnen. Die Konventionen der
Normierung sind die gleichen wie oben. Der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator lautet:

H} = %/dx)\(x):gb”(o,x):

Fiir den Vakuumzustand berechnet man:

_ 1 dpidpadps /
Ol HiH-'H/0) = — dxdy \(x)\
(O| HHy "Hp|0) 32 | oot g, + o, xdy Mx)A(y)

X (0]:0(x)¢(x)p(x): [prpaps) (prp2ps] :0(y)¢(y)o(y): |0)

Zunéchst ist
T Jdx Ax) (0] :0(x)$(x)p(x):a, af, af, [0) =

\/5(277)9/2 80)11&)12&)13

x > 88 (1 = pr1))d® 1y = Pr(2))6® (I — Pr(z))
31 1

_ dx () —em
\/5(277)9/2 /X ) \/ 8Wp, Wp,Wpg

Analog dazu:
ﬁ [ dy Xy) (0] aplamam:¢(y)¢(y)¢(y);a:1r 0) =

B*i(Pl +p2+p3)x

3! 1 ,
_ dv \ €+Z(P1 +p2+p3)y
V2!(27)9/2 / ¥ A) \/8Wp; WpyWps

83
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Man erhélt insgesamt:

13”1 / dp1dp2dps 1
31312 (2m)? 8 J wp, + wp, + Wpy Wp, WpyWps

/dxdy )\(X))\(y)e—l—i(pl+p2+p3)y6—i(p1+p2+p3)x

und damit

1 i/ dpidpadps  [A(p1+ P2+ p3)?
(2m)? 54 Wpy T Wpy + Wpg Wp; WpyWps

Die Einteilchenkorrektur berechnet sich wie folgt:

_ 1 dp1dp2 /
"' Hy(Hy — 'H = dxdy A(x)A
<Q\ 1(Ho wq) 1) 312 Wy + Wpy — W xdy M(x)A\(y)

x (¢'] :0(x)p(x)(x): [p1p2) (P1p2| :6(y)d(¥)B(y): a)

1 dp1dpadpsd
_2/ P1dp2dpsdpy /dxdy AFAY)
3! Wp, + Wpa + Wps + Wpy — Wq

x (q'| :¢(x)p(x)p(x): [prp2pspa) (Prpapspal :0(y)d(y)d(y): |q)

_l’_

Fiir den ersten Term gilt:
5 J dx M) (0] aqr:d(x)$(x)d(x):a5, af, [0) =

3! 1

=— dv \y) ———
V2!(2m)%/2 /y W) \/ 8Wp Wp, Wy

e*i(m +p2—q)x

Analog dazu:
75/ dy My) (0] ap, ap,ap,:6(y)d(y)d(y):aq |0) =

3! 1

- V2l(2m)%/2 /dy ) \/ 8WpiWp,Wq

Man erhélt insgesamt:

1 1 / dpldpg 1
2!(27")9 8 Wpy T Wpy T Wq WpWpyWq

eti(P1+p2—a)y

/ dxdy M(x)A(y)eti(P1P2=a)y o —i(p1p2—a/)x

Nun lassen wir A — 1 gehen und kénnen den Einteilchenzustand abspalten:

(2r)? 1 / dp1dps 1

— 5@ (p1 +po—a)5® (p; +po — o
(27)9 16 ) wp, + wp, + Wq Wp,WpyWq (P1+p2—q)07(p1+P2—q)

Damit bekommt man:

1 1 d 1
(da) / D1

(2m)5 16 Wpy T Wpy—q T Wq WpWp;—qWWq




Der zweite Term ist etwas aufwéndiger. Man hat zu berechnen:

1 dp1dpadpsd
_2/ P1dp2dps3dpy /dxdy AFAY)
3! Wp, + Wpa + Wps + Wpy — Wq

x (¢ | :0(x)p(x)p(x): [p1papspa) (P1p2pspal :0(y)d(y)d(y): )

Zunéchst ist
Jdx A(x) (¢'] :0(x)p(x)P(x): [p1p2p3ps) =

1 5O (d' — Pr(a))

— ' [ixaw)
VAl(2m)9/2 / ; V89 (1) Wp o) W (3)

Analog dazu:
[ dy A(x) (p1p2pspal :6(x)d(x)h(x): |0) =

e~ (Pr(1) TPr(2)tPr(3))X

5(3) (q - po(4))

|
= ————— [ dy Ay)
@(271-)9/2 ; \/8wp0(l)wpcr(2)wa(3)

Man unterscheidet nun die Terme mit 7(4) = o(4) von denen mit m(4) # o(4) und erhlt:

111
[ 4!(4!_31)(%)3/ dp1dp2dp3dps

6+i(pa(1) +po'(2) +po'(3) )X

3124) (271')9 8 Wp, + Wpy + Wpy + Wp, — Wq
5@ (q = p2)o® (g —
x 2= Ps)0 T~ P 50) 1, 4y + pg)0 ) (py + D3 + i)
Wp,Wpy/WpsWpy
dp1dpodpad
n 4!3!/ p1dp2dp3dpy
Wp, + Wps + Wps + Wpy — Wq

% 5@ (Cl - P4)5(3) (ql - P4)
Wp WpoWps

IA(p1 + P2+ P3)!2]

Hierbei haben wir im ersten Term A — 1 gehen lassen. Das ergibt dann:

_ 11 / dpidps @) (p1 +pa+a)0® (p1 +p2 +q)
16 (27T)6 Wp; + Wp, + Wy Wp1Wpyy/Wq'Wq

11 / dpidpadps  [A(P1+ P2 +p3)°
54 (2m)? Wp, + Wp, + Wpy Wp WpyWps

+ (o)

Damit haben wir den Einteilchenzustand abgespalten:

Wl 11 / dp, 1
=q1|q T
16 (27)6 J wp, + wp,+q + Wq WpiWpit+qWq

11 / dpidp2dps  |A(p1+p2+ P3)\2]

_|_ -
54 (2m)9 Wp; + Wp, + Wp; Wp; WpyWps
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Der letzte Term ist nun bis auf den Einteilchenzustand gleich dem Vakuumerwartungswert.
Wir definieren die Energiekorrektur 0 Ej(q) fiir die herkémmliche lorentzinvariante Theorie
wie folgt:

(qlq)dE (a) == | {q| Hi(Ho — wq)"Hr|q) — (0| Hy(Ho)~"Hy |0) {qq)|

Explizit ausgedriickt ergibt sich:

SE(q) = — 1/ dp1 ! (C.0.1)

5TA
(277) 16 Wp, + Wpy—q — Wq Wp,Wp1—qWq

RN / dp1 1
16 (27)8 J wp, + wp, +q + Wq WpiWp;+qWq

Mit der Transformation p; — —p1 im ersten Term erhilt man:

11
0B (q) = / 9p1 “p1 T “pita (C.0.2)

(2m)6 8 J wp,wp,+qWq (Wp, + Wp,+q)? — ‘U<2:1

Wir gehen wieder iiber zu Kugelkoordinaten:

1 1 dp dcos @ p?

"/
@8 (/g +m2) Jo Jo1 /(P2 +m2) (P2 + 2pq cos b + ¢ + m?)
1

0E(q) =

X
(VP2 +m? + \/p? + 2pgcos b + g% + m?)? — (¢> + m?)

Die Massenkorrektur ist nun definiert als limg_—.¢ 0 E;(¢) und man erhélt aus Gleichung (C.0.1):

11 dp, 1 11 dp, 1
om; :=0E(0) = — —
g ©0) (2m)6 16 / 2wp, —m wZ m * 16 (2m)6 / 2wp, +m wg m
Beziehungsweise:
5 1 1 / 1 1 n 1
mp = —
: (2m)6 16 P1 wi m|2wp, —m  2wp, +m

etwas kompakter:

5ml =

1 1 / dp
(2m)68m ) \/p? + m2(4p? + 3m?2)

Dieses Integral schreibt sich in Kugelkoordinaten (p € [0, 00)):

1 1 o dp p?
omy = C.0.3
: (2m)% 4m Jo  \/p® + m2(4p? + 3m?2) ( )
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